
ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

Μονότονοι τελεστές και εφαρµογή σε προβλήµατα

συνοριακών τιµών

∆ιπλωµατική Εργασία
του

ΣΚΑΡΤΣΙΛΑ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗ

Επιβλέποντας: Γιαννακάκης Νίκος, Αναπληρωτής Καθηγητής ΕΜΠ

Εξεταστική επιτροπή : Γιαννακάκης Νίκος, Αναπληρωτής Καθηγητής ΕΜΠ
Σµυρλής Γιώργος, Αναπληρωτής Καθηγητής ΕΜΠ
Χαραλαµπόπουλος Αντώνης, Καθηγητής ΕΜΠ

Αθήνα, Οκτώβριος 2020





Περίληψη

Οι τελεστές αποτελούν ένα απο τα ϐασικότερα εργαλεία της συναρτησιακής ανάλυσης. Πρό-
κειται απεικονίσεις οι οποίες µας επιτρέπουν να µεταφέρουµε συναρτήσεις από έναν χώρο
σε έναν άλλο, σεβόµενοι πάντα την εκάστοτε δοµή τους. Οι τελεστές υπακούν σε διάφορες
ιδιότητες όπως το να είναι γραµµικοι, ϕραγµένοι, συνεχείς κλπ. ΄Ετσι και η µονοτονία είναι
µια χαρακτηριστική ιδιότητα των τελεστών την οποία µάλιστα µπορούµε να εκµεταλευτούµε
και να εξάγουµε συµπεράσµατα στο πεδίο της µελέτης των µερικών διαφορικών εξισώσεων.
Σκοπός µας στην παρούσα εργασία είναι, δοθείσας µιας µη γραµµικής µερικής διαφορικής
εξίσωσης, να µελετήσουµε τον τρόπο που µία ισοδύναµη εξίσωση µονότονων τελεστών µπορεί
να µας οδηγήσει στο ότι το αρχικό πρόβληµα είναι µοναδικά επιλύσιµο.

Για την επίλυση του προβλήµατος δεν ϑα αναζητήσουµε µία κλασική λύση όπως συνηθίζεται.
Θα ασχοληθούµε µε την έννοια της ασθενούς λύσεως και κατ΄ επέκτασιν µε την έννοια της
ασθενούς παραγώγου. Και οι δύο αυτές έννοιες αποτελούν εργαλεία των χώρων Sobolev τους
οποίους ϑα ορίσουµε και ϑα διατυπώσουµε µερικές από τις ϐασικές ιδιότητές τους.

Προκειµένου να εφαρµόσουµε τους µονότονους τελεστές, ϑα διατυπώσουµε και ϑα µελετή-
σουµε το ϑεώρηµα Minty-Browder, κοµβικό ϑεώρηµα στη ϑεωρία τους. Το ϑεώρηµα αποδει-
κνύει πως η εξίσωση των τελεστών Au = b είναι µοναδικά επιλύσιµη και επιπλέον ότι µε τη
ϐοήθεια της µεθόδου Galerkin µπορούµε να ϐρούµε µια ακολουθία λύσεων που συγκλίνει
στη λύση της παραπάνω εξίσωσης.
Φτάνοντας στο τελικό κοµµάτι της εργασίας, ϑα δούµε πως µε χρήση της µεθόδου Galerkin
και µε την άµεση εφαρµογή του ϑεωρήµατος Minty-Browder είναι εφικτό να λύσουµε µια
µη γραµµική µερική διαφορική εξίσωση ελλειπτικού τύπου.
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Abstract

Operators are one of the most crucial topics of functional analysis. They are mappings
which allow us to transfer functions between two spaces. Operators are defined under
some properties such as linearity, continuity, boundness etc. Monotonicity is one of those
properties too, which can take advantage of and draw conclusions in the field of partial
defferential equations. Our main objective on this thesis is, given a quasi-linear partial
differential equation, to study the way an equivalent operator equation can be used to
show that the main problem has a unique solution.

To solve that problem, instead of seeking regular solutions we will introduce the solutions
in the weak sense and the weak derivatives. These two are the main tools of Sobolev
spaces which are going to define, along with some of their most important properties.

In order to apply the monotone operators, we will formulate the theorem of Minty-Browder
which is critical in the theory of monotone operators. The theorem proves that the operator
equation Au = b has a unique solution and with the use of The Galerkin Method, we can
find a sequence converging in that solution.
Finally, we will see how we can solve an elliptic quasi-linear partial deifferential equation
using the Galerking method and applying the Minty-Browder theorem.
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Κεφάλαιο 1

Βασικοί ορισµοί

1.1 Αυτοπαθείς χώροι και κυρτά σύνολα

Για την διατύπωση των παρακάτω ορισµών ακολουθούµε τα [5], [1], [2]

΄Εστω X χώρος µε νόρµα στον R. Ο δυικός χώρος του X συµβολιζόµενος µε X ∗, αποτελείται
από όλα τα γραµµικά συνεχή συναρτησιακά

f : X → R.

Ορίζουµε επίσης τον δεύτερο δυικό του X :

X
∗∗ := (X ∗)∗

ο οποίος αποτελείται από όλα τα γραµµικά, συνεχή συναρτησιακά

F : X ∗ → R

Συµβολίζουµε για κάθε f ∈ X ∗ και u ∈ X :

〈f ,u〉 := f (u)

Την τιµή δηλαδή του συναρτησιακού f για κάποιο u ∈ X .
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2 Κεφάλαιο 1. Βασικοί ορισµοί

Ορισµός 1.1.

΄Ενας χώρος µε νόρµα X καλείται αυτοπαθής αν και µόνο αν για κάθε F ∈ X ∗∗ ισχύει ότι :

F (f ) = 〈f ,u〉 για κάθε f ∈ X ∗ και συγκεκριµένο u ∈ X

Ορισµός 1.2.

΄Ενα σύνολο C σε ένα γραµµικό χώρο καλείται κυρτό αν και µόνο αν για u, v ∈ C και t ∈ [0, 1]
ισχύει :

tu + (1 − t) ∈ C

Με άλλα λόγια αν τα σηµεία u, v ανήκουν στο C τότε το ευθύγραµµο τµήµα που τα συνδέει

ανήκει επίσης στο C.

Ορισµός 1.3.

΄Ενα συναρτησιακό f : C → R όπου C είναι κυρτό σύνολο είναι κυρτό αν και µόνο αν

f ((1 − t)u + tv) ≤ (1 − t)f (u) + tf (v)

για κάθε t ∈ [0, 1] και για κάθε u, v ∈ C.

1.2 Ασθενής σύγκλιση

Ορισµός 1.4. Μια ακολουθία (un) στο χώρο Banach X λέγεται ασθενώς συγκλίνουσα:

un ⇀ u καθώς n → ∞

Αν και µόνο αν :

〈f ,un〉 → 〈f ,u〉 καθώς n → ∞ για κάθε f ∈ X ∗.

Το επόµενο λήµµα αφορά τις υπακολουθίες και τις ιδιότητές τους ως προς την ασθενή σύ-
γκλιση. Θα το χρησιµοποιήσουµε σε αρκετά σηµεία στην πορεία.

Λήµµα 1.5. ΄Εστω µια ακολουθία (xn) σε έναν πραγµατικό χώρο Banach X. Τότε αυτή έχει

τις ακόλουθες ιδιότητεσ:

1. Ασθενής Σύγκλιση: ΄Εστω x ένα συγκεκριµένο σηµείο στον X. Εάν κάθε υπακολουθία

της (xn), έχει µε τη σειρά της µια υπακολουθία η οποία συγκλίνει ασθενώς στο x, τότε η

αρχική ακολουθία συγκλίνει ασθενώς στο x:

xn ⇀ x καθώς n → ∞



1.3 Στοιχεία από τη ϑεωρία µέτρου 3

2. Αν ο X είναι αυτοπαθής χώρος, τότε κάθε ϕραγµένη ακολουθία (xn) ∈ X έχει ασθενώς

συγκλίνουσα υπακολουθία xn′ :

xn′ ⇀ x καθώς n → ∞

3. ΄Εστω (xn) ϕραγµένη ακολουθία σε έναν αυτοπαθή πραγµατικό χώρο Banach X. Αν

όλες οι ασθενώς συγκλίνουσες υπακολουθίες της (xn) έχουν το ίδιο όριο x, τότε

xn ⇀ x καθώς n → ∞

Η απόδειξη του παραπάνω λήµµατος απατεί έννοιες τοπολογίας στις οποίες δεν είναι σκόπιµο
να επεκταθούµε,καθώς ϑα αποµακρυνθούµε αρκετά από το αντικείµενο της εργασίας.

1.3 Στοιχεία από τη ϑεωρία µέτρου

Στην πορεία ϑα αναφερθούµε συχνά σε έννοιες όπως µετρήσιµη συνάρτηση, µετρήσιµο σύ-
νολο, σύνολο µηδενικού µέτρου κλπ. Οι έννοιες αυτές ανήκουν στην περιοχή της ϑεωρίας
µέτρου και είναι χρήσιµο να αναλλώσουµε µερικές γραµµές στον ορισµό τους.
Σκοπός της Θεωρίας Μέτρου είναι να ϐρει µια µεγάλη οµάδα συνόλων στον RN , τα οποία
έχουν µέτρο measS, όπου 0 ≤ measS ≤ ∞. Η ποσότητα αυτή καλείται µέτρο Lebesgue και
ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι είναι µια γενίκευση της έννοιας του όγκου. Σύνολα τα οποία
έχουν µέτρο τα λέµε µετρήσιµα.

΄Ενα υποσύνολο S του RN λέµε ότι έχει µέτρο 0 (σύνολο µηδενικού µέτρου) αν και µόνο αν
για κάθε ϸ > 0 υπάρχει µια οικογένεια µετρήσιµων κυβοειδών το πολύ πλήθους Ci τέτοιων
ώστε S ⊆

⋃
i Ci και

∑
i measCi ≤ ϸ.

Παραδείγµατα συνόλων µηδενικού µέτρου είναι ένα σύνολο πεπερασµένων σηµείων στον RN

και οι κανονικές καµπύλες στους R2, R3.

Επίσης µια έννοια που ϑα χρησιµοποιούµε συχνά είναι η ¨σχεδόν παντού¨. Θα λέµε ότι
µια ιδιότητα P είναι αληθής σχεδόν παντού αν και µόνο αν η P είναι αληθής για όλα τα
σηµεία του RN εκτός από ένα σύνολο µηδενικού µέτρου.
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Περνάµε τώρα στον ορισµό των µετρήσιµων συναρτήσεων.

Στους παρακάτω ορισµούς ϑεωρούµε ότι ο Y είναι ένας χώρος Banach

Ορισµός 1.6. Η συνάρτηση f : M ⊆ RN → Y λέγεται κλιµακωτή συνάρτηση (step function)

αν και µόνο αν η f είναι σταθερή ανά τµήµατα. Πιο συγκεκριµένα, ϑεωρούµε ότι το M είναι

µετρήσιµο σύνολο και ότι υπάρχουν πεπερασµένα και ξένα µεταξύ τους υποσύνολα Mi του M,

τέτοια ώστε το µέτρο τους να είναι πεπερασµένο : measMi ≤ ∞ για όλα τα i και

f (x) =

ai αν x ∈ Mi για όλα τα i

0 αλλιώς

Ορισµός 1.7. Η συνάρτηση f : M ⊆ RN → Y µε τιµές στον χώρο Banach Y είναι µετρήσιµη

αν και µόνο αν ισχύουν τα παρακάτω:

• Το πεδίο ορισµού M είναι µετρήσιµο

• Υπάρχει µια ακολουθία (fn) step functions

fn : M → Y

τέτοια ώστε

lim
n→∞

fn(x) = f (x) σχεδόν παντού στο M

Πρόταση 1.8. Θέτω F (x) = f (x ,u(x)). Αν η συνάρτηση u : M ⊆ RN → U είναι µετρήσιµη

τότε, η F : M → Y είναι επίσης µετρήσιµη αν ικανοποιούνται οι παρακάτω υποθέσεισ:

• Το σύνολο M είναι µετρήσιµο και οι χώροι Banach U ,Y είναι πραγµατικοί και διαχωρί-

σιµοι

• Η συνάρτηση f : M × U → Y ικανοποιεί την συνάρτηση Καραθεοδωρή.

Θα διατυπώσουµε το ϑεώρηµα σύγκλισης του Lebesgue το οποίο αφορά τις µετρήσιµες
συναρτήσεις και τα ολοκληρώµατα.

Θεώρηµα 1.9. Αν οι παρακάτω προυποθέσεις ισχύουν :

1. ‖fn(x)‖ ≤ g(x) σχεδόν για κάθε x ∈ M και για κάθε x ∈ M και κάθε n ∈N και η g είναι

ολοκληρώσιµη συνάρτηση.

2. Το limn→∞ fn(x) υπάρχει σχεδόν για κάθε x ∈ M, όπου fn : M ⊆ RN → Y είναι µετρήσιµη

για κάθε n.

τότε ισχύει

lim
n→∞

∫
M

fndx =

∫
M

lim
n→∞

fn(x)dx



Κεφάλαιο 2

Οι χώροι Sobolev

2.1 Χώροι Hölder

Θα ξεκινήσουµε την εισαγωγή στους χώρους Sobolev δίνοντας πρώτα µερικά στοιχεία των
χώρων Hölder. Στους επόµενους ορισµούς καθώς και στο σύνολο της εργασίας ϑα υιοθετή-
σουµε τον συµβολισµό Dau για τις µερικές παραγώγους τάξης α, της συνάρτησης u.

Μια επέκταση της συνέχειας κατά Lipschitz είναι η συνέχεια κατά Hölder. Αν ϑεωρήσω ένα
ανοιχτό υποσύνολο U ⊂ RN και έναν πραγµατικό αριθµό 0 < γ ≤ 1, τότε µια συνάρτηση
u ∈ U είναι συνεχής κατά Hölder µε εκθέτη γ εάν ικανοποιεί τη σχέση∣∣∣u(x) − u(y)∣∣∣ ≤ C ∣∣∣x − y∣∣∣γ
για κάθε x , y ∈ U .

Ορισµός 2.1. 1. Αν η u : U → R είναι συνεχής και ϕραγµένη τότε γράφουµε

‖u‖C(Ū ) := sup
x∈U

∣∣∣u(x)∣∣∣
2. Η γ-Hölder ηµινόρµα της u : U → R είναι

[u]C0,γ (Ū ) := sup
x ,y∈U


∣∣∣u(x) − u(y)∣∣∣∣∣∣x − y∣∣∣γ


3. Η γ-Hölder νόρµα είναι

‖u‖C0,γ (Ū ) := ‖u‖C(Ū ) + [u]
C0,γ (Ū )

5



6 Κεφάλαιο 2. Οι χώροι Sobolev

∆εδοµένου του παραπάνω προχωράµε στον ορισµό των χώρων Hölder.

Ορισµός 2.2. Ο χώρος Hölder C
k,γ(Ū ) αποπτελείται από όλες τις συναρτήσεις u ∈ Ck(Ū ) για

τις οποίες η παρακάτω νόρµα είναι πεπερασµένη.

‖u‖Ck,γ (Ū ) :=
∑
|a|≤k

∥∥∥Dau∥∥∥
C(Ū )

+
∑
|a|=k

[Dau]
C0,γ (Ū )

Μπορούµε εύκολα να δούµε ότι η παραπάνω νόρµα είναι καλά ορισµένη. Είναι σηµαντικό
επίσης να σηµειώσουµε ότι οι χώροι Hölder είναι Banach.

Ο χώρος που µας ενδιαφέρει περισσότερο για τη µετάβαση στους χώρους Sobolev είναι ο
C
∞
0 (G) στον οποίο ανήκουν οι απείρως παραγωγίσιµες συναρτήσεις µε συµπαγή ϕορέα στο

σύνολο G.
Με άλλα λόγια C∞0 (G) είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων u ∈ C∞(G) οι οποίες έχουν τι-
µές µονάχα στο εσωτερικό ενός συµπαγούς υποσυνόλου K του G, ενώ στο G \K έχουν τιµή 0.

2.2 Χώροι Lp

Επειδή οι χώροι Sobolev είναι αλληλένδετοι µε τις µετρήσιµες συναρτήσεις και κατ΄ επέκτα-
σιν µε τους χώρους Lp, κρίνεται αναγκαίο να δώσουµε σε αυτό το σηµείο κάποια στοιχεία
από τη ϑεωρία των χώρων Lebesgue.

Στους παρακάτω ορισµούς και όπου εµφανίζεται, το G είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του RN

εφοδιασµένο µε το µέτρο Lebesque.

Ορισµός 2.3. ΄Εστω p ∈ R µε 1 ≤ p < ∞. Θέτουµε

Lp(G) =
{
f : G → R : f µετρήσιµη και |f |p ∈ L1(G)

}
Θέτουµε επίσης

∥∥∥f ∥∥∥
p
=

[∫
G

∣∣∣f (x)∣∣∣p dx]
1
p

Ο L1(G) είναι ο χώρος των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων στο G µε τιµές στον R και η νόρµα
του ορίζεται ως :

∥∥∥f ∥∥∥1 =

∫
G

|f (x)|dx
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Στην περίπτωση που το p είναι µη πεπερασµένο ορίζουµε το χώρο ως εξής :

Ορισµός 2.4. Θέτουµε

L∞(G) =
{
f : G → R : f µετρησιµη και ∃ σταθερά C τ.ω. |f (x)| ≤ C σχεδόν παντού στο G

}
εφοδιάζουµε επίσης µε τη νόρµα∥∥∥f ∥∥∥

∞
= inf

{
C : |f (x)| ≤ C σχεδόν παντού στο G

}

Πριν δείξουµε ότι οι παραπάνω νόρµες είναι καλά ορισµένες οφείλουµε να ασχοληθούµε µε
την ανισότητα Hölder:

Θεώρηµα 2.5. ΄Εστω 1 ≤ p ≤ ∞. Θα συµβολίσουµε µε q τον συζυγή εκθέτη του p :
1
p
+

1
q
= 1.

΄Εστω f ∈ Lp και g ∈ Lq. Τότε f · g ∈ L1 και∫ ∣∣∣fg∣∣∣ ≤∥∥∥f ∥∥∥
Lp

∥∥∥g∥∥∥
Lq

Απόδειξη. Στην περίπτωση όπου p = 1 και p = ∞ το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα. Περ-
νάµε συνεπώς στην περίπτωση 1 < p < ∞.
Παραθέτουµε σε αυτό το σηµείο την ανισότητα Young:

ab ≤
1
p
a
p +

1
q
b
q (1)

για κάθε a ≥ 0, b ≥ 0. Μπορούµε να δείξουµε την παραπάνω ως εξής :
Επειδή η log είναι κοίλη στο (0,∞) ισχύει :

log

(
1
p
a
p +

1
q
b
q

)
≥

1
p
log(ap) +

1
q
log(bq) = log(ab)

΄Αρα αν αντικαταστήσουµε τους a, b µε τις απόλυτες τιµές των συναρτήσεων f , g, λαµβάνουµε:

∣∣∣f (x)∣∣∣ ∣∣∣g(x)∣∣∣ ≤ 1
p

∣∣∣f (x)∣∣∣p + 1
q

∣∣∣g(x)∣∣∣q (2)

σχεδόν παντού στο G.

Βλέπουµε ότι fg είναι ολοκληρώσιµη ποσότητα και συνεπώς fg ∈ L1. Ολοκληρώνοντας λοιπόν
την παραπάνω ανίσωση παίρνουµε∫ ∣∣∣fg∣∣∣ ≤ 1

p

∥∥∥f ∥∥∥p
Lp
+

1
q

∥∥∥g∥∥∥q
Lq

Επιλέγουµε τώρα κάποιο λ > 0 και αντικαθιστούµε στην ανίσωση την f µε λf :∫ ∣∣∣fg∣∣∣ ≤ λp−1

p

∥∥∥f ∥∥∥p
Lp
+

1
λq

∥∥∥g∥∥∥q
Lq
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Αν πάρουµε ένα λ =

∥∥∥g∥∥∥q/p
Lq∥∥∥f ∥∥∥
Lp

ϐλέπουµε ότι το δεξί µέλος ελαχιστοποιείται και εν τέλει κατα-

λήγουµε στη Ϲητούµενη ανισότητα.
�

Με τη χρήση της ανισότητας Hölder ϑα δείξουµε ότι οι χώροι Lp είναι γραµµικοί και ότι η
νόρµα είναι καλά ορισµένη.

Απόδειξη. Στην περίπτωση όπου p = 1 έχουµε

∥∥∥f ∥∥∥1 =

∫
G

|f (x)|dx

Προφανώς οι πρώτες ιδιότητες της νόρµας ισχύουν, ενώ για την τριγωνική ανισότητα έχουµε:

∥∥∥f + g

∥∥∥
L1

=

∫
G

|f + g|dx ≤

∫
G

|f (x)|dx +

∫
G

|g(x)|dx =
∥∥∥f ∥∥∥

L1
+

∥∥∥g∥∥∥
L1

Για την περίπτωση που έχουµε p = ∞ παρατηρούµε αρχικά ότι αν f ∈ L∞ τότε υπάρχει
ακολουθία Cn τέτοια ώστε Cn →

∥∥∥f ∥∥∥
L∞

και για κάθε n |f (x)| ≤ Cn σχεδόν παντού στο G
δηλαδή |f (x)| ≤ Cn για κάθε x ∈ G \ En µε En µηδενικού µέτρου. Αν πάρουµε λοιπόν την
ένωση ως E =

⋃
n

En, τότε το E είναι επίσης µηδενικού µέτρου οπότε έχουµε:

|f (x)| ≤ Cn για κάθε x ∈ G \ E,n

΄Αρα σύµφωνα µε τον τρόπο που έχουµε ορίσει τη νόρµα έχουµε

|f (x)| ≤
∥∥∥f ∥∥∥

L∞

σχεδόν παντού στο G.

∆εδοµένου αυτού και της καλά ορισµένης νόρµας στον L1 προκύπτει ότι η νόρµα στον L∞
είναι επίσης καλά ορισµένη.
Ας πάµε στην περίπτωση τώρα όπου 1 < p < ∞. ΄Εστω f , g ∈ Lp. ΄Εχω:∣∣∣f (x) + g(x)

∣∣∣p ≤ (|f (x)|+ |g(x)|)p ≤ 2p(|f (x)|p + |g(x)|p)

∆ηλαδή f + g ∈ Lp και συνεπώς είναι γραµµικός ο χώρος. Για την τριγωνική ανισότητα
έχουµε:

∥∥∥f + g

∥∥∥p
Lp

=

∫
|f + g|p−1|f + g| ≤

∫
|f + g|p−1|f |+

∫
|f + g|p−1|g|

Λόγω του συζυγή εκθέτη ισχύει |f + g|p−1 ∈ Lq και από την ανισότητα Hölder παίρνουµε:∥∥∥f + g

∥∥∥p
Lp
≤
∥∥∥f + g

∥∥∥p−1
Lp

∥∥∥f ∥∥∥
Lp
+

∥∥∥f + g

∥∥∥p−1
Lp

∥∥∥g∥∥∥
Lp

Η ισοδύναµα ∥∥∥f + g

∥∥∥
Lp
≤
∥∥∥f ∥∥∥

Lp
+

∥∥∥g∥∥∥
Lp

�

Να σηµειώσουµε επίσης ότι οι χώροι Lp είναι Banach για κάθε 1 ≤ p ≤ ∞.
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Θεώρηµα 2.6. (Θεώρηµα σύγκλισης)

΄Εστω 1 ≤ p < ∞ και έστω G ένα µη κενό µετρήσιµο σύνολο στον RN ,N ≥ 1. Αν

un → u στον L
p(G) καθώς n → ∞

Υπάρχει µια ακολουθία (un′) και µια συνάρτηση v ∈ Lp(G) µε

un′(x)→ u(x) καθώς n → ∞ για σχεδόν κάθε x ∈ G

και |un′(x)| ≤ v(x) για σχεδόν κάθε x ∈ G και κάθε n.

2.3 Ασθενείς Παράγωγοι

Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε µια παραγωγίσιµη συνάρτηση u ∈ C1(G). Τότε για κάποια
συνάρτηση φ ∈ C∞0 (G) ισχύει :∫

G

uφxidx = −

∫
G

uxiφdx (i = 1, ...,n)

Το παραπάνω έχει προκύψει από ολοκλήρωση κατά παράγοντες και δεδοµένου ότι η συνάρ-
τηση φ έχει συµπαγή ϕορέα στο G πράγµα που σηµαίνει ότι µηδενίζεται κοντά στο σύνορο
του συνόλου. Γι αυτό το λόγο οι ποσότητες του συνόρου απαλείφονται.

Γενικότερα αν η u είναι περισσότερες ϕορές παραγωγίσιµη, δηλαδή u ∈ C
k(G) και αν

α = (α1...αn) είναι ένας πολυδείκκτης τάξης |α| = α1 + ... + αn = k. ∆εδοµένου ότι

D
a
φ =

∂
α1

∂x
α1
1
· · ·

∂
αn

∂x
αn
n

φ

κάνοντας διαδοχικές ολοκληρώσεις κατά παράγοντες, δηλαδή µε χρήση του ϑεωρήµατος
Gauss έχουµε: ∫

G

uD
a
φdx = (−1)|α|

∫
G

D
a
uφdx (3)

Παρόµοια κι εδώ λόγω του συµπαγούς ϕορέα της φ οι όροι του συνόρου απαλείφονται.

Εάν τώρα στην παραπάνω ισότητα ϑέσουµε w = D
a
u τότε έχουµε:∫

G

uD
a
φdx = (−1)|α|

∫
G

wφdx (4)

για κάθε φ ∈ C∞0 (G).

Για ένα µη κενό, ανοιχτό σύνολο G στον RN µε N ≥ 1 και u,w ∈ L1
loc
(G), η w είναι ασθενής

παράγωγος της u αν και µόνο αν ικανοποιείται η (4). Καλούµε την φ συνάρτηση δοκιµής
(test function).
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Επίσης ο χώρος L1
loc
(G) ορίζεται ως :

L
1
loc
(G) =

{
u : G → R

∣∣∣u ∈ Lp(V ) για κάθε V ⊂⊂ G
}

(5)

Συναρτήσεις που ανήκουν στον παραπάνω χώρο µπορούµε να τις καλούµε και τοπικά ολο-
κληρώσιµες καθώς είναι ολοκληρώσιµες σε κάθε συµπαγές υποσύνολο του συνόλου G.
Αν δηλαδή δοθείσας συνάρτησης u υπάρχει συνάρτηση w η οποία να ικανοποιεί την σχέση
(4), τότε λέµε ότι Dau = w µε την ασθενή έννοια. Εάν δεν υπάρχει τέτοια συνάρτηση τότε η
u δεν έχει ασθενή µερική παράγωγο α τάξης.

Λήµµα 2.7. Μια ασθενής παράγωγος α τάξης µιας συνάρτησης u, εάν υπάρχει, προσδιορίζεται

µοναδικά αγνοώντας τα σύνολα µηδενικού µέτρου.

Απόδειξη. Υποθέτω ότι οι συναρτήσεις v, v̄ ∈ L1
loc
(G) ικανοποιούν την∫

G

uD
a
φdx = (−1)|α|

∫
G

vφdx = (−1)|α|
∫
G

v̄φdx

για κάθε φ ∈ C∞0 (G). Τότε για κάθε φ ∈ C∞0 (G)∫
G

(v − v̄)φdx = 0⇔ v − v̄ = 0

�

2.4 Χώροι Sobolev

∆εδοµένων των παραπάνω µπορούµε να ορίσουµε τους χώρους Sobolev. Θα ορίσουµε αρχικά
τον Wm,p και στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε εκτενέστερα µε τους W1,p και W1,p

0 που ϑα
χρειαστούµε κυρίως στην πορεία.

Ορισµός 2.8. ΄Εστω G ένα µη κενό σύνολο στον RN
µε N ≥ 1. ΄Εστω 1 ≤ p < ∞ και

m = 1, 2, ...
Ο χώρος Sobolev W

m,p(G) είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων u ∈ Lp(G) οι οποίες έχουν

ασθενείς παραγώγους µέχρι και τάξης m τέτοιες ώστε

D
a
u ∈ Lp(G)

για κάθε πολυδείκτη a : |a| ≤ m.

Για m = 0 ο W
0,p(G) ταυτίζεται µε τον L

p(G)

Εφοδιάζουµε τον χώρο Wm,p(G) µε τη νόρµα:

‖u‖Wm,p =

 ∑
0≤|a|≤m

∫
G

∣∣∣Dau(x)|pdx ∣∣∣

1/p

(6)
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Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι η νόρµα των χώρων Sobolev εκφράζεται ουσιαστικά µε τη
χρήση της νόρµας των χώρων Lp.
∆είχνουµε τώρα ότι η νόρµα είναι καλά ορισµένη:

Απόδειξη. Είναι προφανές ότι ‖λu‖Wm,p = λ‖u‖Wm,p .
Καθώς επίσης και ότι ‖u‖Wm,p(G) = 0 αν και µόνο αν u = 0 σχεδόν παντού.

΄Εστω τώρα u, v ∈ Wm,p(G). Τότε αν 1 ≤ p ≤ ∞ από την ανισότητα Minkowski προκύπτει :

‖u + v‖Wm,p(G) =

 ∑
|a|≤m

∥∥∥Dau + D
a
v

∥∥∥p
Lp


1/p

≤

 ∑
|a|≤m

(∥∥∥Dau∥∥∥
Lp
+

∥∥∥Dav∥∥∥
Lp

)p
Lp


1/p

≤

 ∑
|a|≤m

∥∥∥Dau∥∥∥p
Lp


1/p

+

 ∑
|a|≤m

∥∥∥Dav∥∥∥p
Lp


1/p

= ‖u‖Wm,p +‖v‖Wm,p

�

Θεώρηµα 2.9. Για κάθε m = 1, 2, .. και 1 ≤ p ≤ ∞ ο χώρος Sobolev W
m,p

είναι Banach.

Απόδειξη. ΄Εστω (un)∞n=1 µια ακολουθία Cauchy στον Wm,p(G). Τότε για κάθε |a| ≤ m η
(Daun)∞n=1 είναι ακολουθία Cauchy στον Lp(G). Εφόσον ο Lp(G) είναι πλήρης υπάρχουν
συναρτήσεις ua ∈ Lp(G) τέτοιες ώστε

D
a
un → ua

στον Lp(G) για κάθε |a| ≤ m
Επίσης για την πρώτη παράγωγο a = 0 έχω

un → u(0,...,0)

ή ισοδύναµα
un → u στον L

p(G)

΄Εστω µια συνάρτηση δοκιµής φ ∈ C∞0 (G), τότε :∫
G

uD
a
φdx = lim

n→∞

∫
G

unD
a
φdx

= lim
n→∞

(−1)|a|
∫
G

D
a
unφdx

= (−1)|a|
∫
G

uaφdx

Συνεπώς η συνάρτηση u ανήκει στον Wm,p. Επιπλέον αφού Daun → D
a
u στον Lp(G) για

κάθε |a| ≤ m ϐλέπουµε ότι un → u στον Wm,p. �
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Ο χώρος W1,p είναι Banach για 1 ≤ p ≤ ∞, ανακλαστικός για 1 < p < ∞ και διαχωρίσιµος
για 1 ≤ p < ∞.

Ορισµός 2.10. Ο χώρος W
m,p
0 δηλώνει την κλειστότητα του C

∞
0 στον W

m,p

∆ηλαδή αν πάρουµε συνάρτηση u ∈ Wm,p, τότε η u ανήκει στον Wm,p
0 (G) αν και µόνο αν

υπάρχει ακολουθία (un) ∈ C∞0 µε ‖un − u‖m,p → 0 καθώς n → ∞.

Προκύπτει επίσης ότι ο C∞0 (G) είναι πυκνός στον W1,p
0 .

Ο χώρος W1,p
0 είναι διαχωρίσιµος χώρος Banach για 1 ≤ p < ∞ και ανακλαστικός για

1 < p < ∞.

Το επόµενο ϑεώρηµα δίνει µία πιο πρακτική προσέγγιση στους χώρους W1,p
0 .

Θεώρηµα 2.11. Υποθέτουµε ότι το G είναι τάξεως C
1
. ΄Εστω

u ∈ W1,p(G) ∩ C(Ḡ) µε 1 ≤ p < ∞

Τότε οι ακόλουθες ιδιότητες είναι ισοδύναµεσ:

1. u = 0 στο σύνορο

2. u ∈ W
1,p
0 (G)

Αυτός είναι και ο λόγος που ο χώρος W1,p
0 χρησιµοποιείται κυρίως σε διαφορικές εξισώσεις

µε συνοριακές συνθήκες στις οποίες η συνάρτηση u µηδενίζεται στο σύνορο ∂G.
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2.5 Θεώρηµα ενσφήνωσης

Ορισµός 2.12. ΄Εστω X ,Y δύο χώροι Banach πάνω στον R µε X ⊆ Y . Ο τελεστής ενσφήνω-

σης j : X → Y ορίζεται ως j(u) = u για κάθε u ∈ X. ∆ύο ϐασικές ιδιότητες της ενσφήνωσης

είναι :

Η ενσφήνωση X ⊆ Y καλείται συνεχής αν και µόνο αν ο j είναι συνεχής, δηλαδή

‖u‖Y ≤ const‖u‖X

για κάθε u ∈ X

Η ενσφήνωση X ⊆ Y καλείται συµπαγής αν και µόνο αν ο j είναι συµπγής, δηλαδή αν είναι

συνεχής και επιπλέον κάθε ϕραγµένη ακολουθία un στον X έχει συγκλίνουσα υπακολουθία

στον Y .

Αυτό που επιτυγχάνουµε ουσιαστικά µε την ενσφήνωση είναι κάθε u ∈ X να µεταφέρεται
µέσω του τελεστή j στην ίδια συνάρτηση u ∈ Y .

Θεώρηµα 2.13. (Θεώρηµα ενσφήνωσης Sobolev)

΄Εστω G ⊂ RN
ένα ανοικτό και ϕραγµένο υποσύνολο του RN

µε λείο σύνορο ∂G.

Αν 1 ≤ p < N τότε για κάθε q
∗
µε 1 ≤ q∗ ≤

Np

N − p
η ενσφήνωση

W
1,p
0 (G) ⊆ Lq

∗

(G)

είναι συνεχής

Εάν q
∗ ≤

Np

N − p
τότε η ενσφήνωση

W
1,p
0 (G) ⊆ Lq

∗

(G)

είναι συµπαγής.

Ως άµεσο αποτέλεσµα του παραπάνω είναι ότι η ενσφήνωση

W
1,p
0 (G) ⊆ L2(G) (7)

είναι συνεχής για 2 ≤ p < ∞

Για τους χώρους Hölder και Lebesgue ακολουθήσαµε το [4]. Για τους χώρους Sobolev τα [5]
και [1]



Κεφάλαιο 3

Οι µονότονοι τελεστές

Θα δούµε σε αυτό το κεφάλαιο ορισµένες από τις ιδιότητες των µονότονων τελεστών, οι
οποίοι αποτελούν σηµαντικό κοµµάτι της παρούσας εργασίας. ∆ιατυπώνουµε τους ορισµούς
µε ϐάση το [1]

3.1 ∆ιατύπωση ϐασικών ορισµών και ιδιοτήτων

Ορισµός 3.1. ΄Εστω X πραγµατικός χώρος Banach και A : X → X
∗
τελεστής. Τότε :

i) Ο A καλείται µονότονος αν και µόνο αν

〈Au − Av,u − v〉 ≥ 0 για κάθε u, v ∈ X (1)

ii) Ο A καλείται γνησίως µονότονος (strictly monotone) αν και µόνο αν :

〈Au − Av,u − v〉 > 0 για κάθε u, v ∈ X µε u , v (2)

iii) Ο A λέγεται ισχυρά µονότονος (strongly monotone) αν και µόνο αν υπάρχει c > 0, τέτοιο

ώστε :

〈Au − Av,u − v〉 ≥ c‖u − v‖2 για κάθε u, v ∈ X (3)

iv) Ο A λέγεται πιεστικός (coercive) αν και µόνο αν :

lim
‖u‖→∞

〈Au,u〉
‖u‖

= +∞ (4)

v) Ο A καλείται οµοιόµορφα µονότονος (uniformly monotone) αν και µόνο αν :

〈Au − Av,u − v〉 ≥ a(‖u − v‖)‖u − v‖ για κάθε u, v ∈ X (5)

η a : R+ → R+ είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση µε a(0) = 0 και a(t) → +∞ καθώς

t → ∞

14
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Ισχύουν επίσης οι ακόλουθες συνεπαγωγές, οι οποίες προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό:

Α ισχυρά µονότονος⇒ Α οµοιόµορφα µονότονος⇒

⇒ Α γνησίως µονότονος⇒ Α µονότονος

Επιπλέον εάν ο τελεστής A είναι οµοιόµορφα µονότονος τότε είναι και πιεστικός :

〈Au,u〉 = 〈Au − A(0),u〉+ 〈A(0),u〉 ≥ a
(
‖u‖

)
‖u‖ − ‖A(0)‖ ‖u‖

και καθώς ‖u‖ → ∞

lim
‖u‖→∞

〈Au,u〉
‖u‖

≥ lim
‖u‖→∞

(
a(‖u‖) − ‖A(0)‖

)
= +∞

επειδή η a είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση.

Θα δώσουµε σε αυτό το σηµείο ένα παράδειγµα µονότονου τελεστή, το οποίο ϑα χρησιµο-
ποιήσουµε αργότερα στην εφαρµογή της µεθόδου Galerking και των µονότονων τελεστών στο
πρόβληµα συνοριακών τιµών.

Παράδειγµα 3.2. Ορίζουµε τη συνάρτηση g : R→ R ως εξής :

g(u) =

|u|
p−2
u αν u , 0

0 αν u = 0
(6)

Θα δείξουµε ότι ο g είναι οµοιόµορφα µονότονος για p ≥ 2 και c > 0. Τότε ϑα είναι και γνησια

µονότονος και µονότονος. Θέλουµε να καταλήξουµε σε έκφραση της µορφής :

〈Au − Av,u − v〉 ≥ a(‖u − v‖)‖u − v‖

ή ισοδύναµα στην περίπτωσή µας

(g(u) − g(v))(u − v) ≥ a(‖u − v‖)‖u − v‖ (7)

΄Εχουµε λοιπόν στην πρώτη περίπτωση για 0 ≤ v ≤ u

|u|p−2
u − |v|p−2

v = |u|p−1 − |v|p−1 = u
p−1 − vp−1 =

=

∫
u−v

0
(p − 1)(t + v)p−2

dt ≥

∫
u−v

0
(p − 1)tp−2

dt = (u − v)p−1 ⇒

|u|p−2
u − |v|p−2

v ≥ |u − v|p−1
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ή ισοδύναµα

(|u|p−2
u − |v|p−2

v) ≥ c|u − v|p|u − v|

Στην περίπτωση τώρα που v ≤ 0 ≤ u, το Ϲητούµενο προκύπτει άµεσα από την ανίσωση, στην

οποία οι όροι ξ1, ..ξN είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί και ο εκθέτης 0 < r < ∞

(
N∑
i=1

ξi)
r ≤ c

N∑
i=1

ξ
r

i
(8)

Ξεκινώντας από το πρώτο µέλος της (7), µε την εφαρµογή της (8) προκύπτει

u
p−1 + |v|p−1 ≥ c(u + |v|)p−1

΄Εχουµε δείξει και στις δύο περιπτώσεις ότι η g είναι οµοιόµορφα µονότονη, δηλαδή γνησίως

µονότονη και µονότονη.

Προχωράµε στους ορισµούς της συνέχειας.

Ορισµός 3.3. ΄Εστω A : X → X
∗
τελεστής στον πραγµατικό χώρο Banach X.

i) Ο A είναι hemicontinuous αν και µόνο αν η

t 7→ 〈A(u + tv),w〉

είναι συνεχής στο [0, 1] για κάθε u, v,w ∈ X.

ii) Ο A είναι demicontinuous αν και µόνο αν

un → u καθώς n → ∞ συνεπάγεται

Aun ⇀ Au καθώς n → ∞

iii) Ο A είναι strongly continuous αν και µόνο αν

un ⇀ u καθώς n → ∞

συνεπάγεται Aun → Au καθως n → ∞

iv) Ο A είναι bounded αν και µόνο αν µεταφέρει ϕραγµένα σύνολα σε ϕραγµένα σύνολα.

v) Ο A είναι τοπικά ϕραγµένος αν για κάθε u ∈ X υπάρχει µια γειτονιά U (u) τέτοια ώστε το

A(U (u)) να είναι τοπικά ϕραγµένο.
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3.2 Πορίσµατα από τη ϑεωρία των µονότονων τελεστών

Θα διατυπώσουµε σε αυτό το σηµείο το ακόλουθο λήµµα, το οποία παίζει σηµαντικό ϱόλο
στα προβλήµατα των µη γραµµικών µονότονων τελεστών και ϑα την χρησιµοποιήσουµε σε
αρκετά σηµεία στην πορεία της εργασίας.

Λήµµα 3.4. ΄Εστω A : X → X
∗

µονότονος και hemicontinuous τελεστής στον πραγµατικό

χώρο Banach.

α) Ο A είναι maximal monotone, δηλαδή:

〈b − Av,u − v〉 ≥ 0

για κάθε v ∈ X και συγκεκριµένες u ∈ X, b ∈ X ∗ συνεπάγεται Au = b

�) Αν ισχύουν

un ⇀ u στον X καθώς n → ∞

Aun ⇀ b στον X
∗

καθώς n → ∞

και

〈Aun ,un〉 → 〈b,u〉 καθώς n → ∞

ή γενικότερα

lim
n→∞
〈Aun ,un〉 ≤ 〈b,u〉

τότε Au = b

γ) Αν ισχύει µία εκ των δύο συνθηκών:

un ⇀ u στον X καθώς n → ∞ και

Aun → b στον X
∗

καθώς n → ∞

ή

un → u στον X καθώς n → ∞ και

Aun ⇀ b στον X
∗

καθώς n → ∞

τότε Au = b.

Απόδειξη. Για την απόδειξη του (α) ϑέτουµε v = u − tw, όπου t > 0 και w ∈ X . Τότε η
συνθήκη

〈b − Av,u − v〉 ≥ 0

γίνεται
〈b − A(u − tw),w〉 ≥ 0
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(α) Ο Α είναι hemicontinuous και µπορώ να πάρω το t → 0, από το οποίο προκύπτει :

〈b − Au,w〉 ≥ 0 για κάθε w ∈ X

Το παραπάνω ϑα ισχύει συνεπώς και για −w, δηλαδή

〈b − Au,−w〉 ≥ 0⇔ 〈b − Au,w〉 ≤ 0

Συνεπώς προκύπτει
〈b − Au,w〉 = 0

για κάθε w ∈ X δηλαδή b − Au = 0⇔ b = Au.

(ϐ),(γ) Ο τρόπος που ϑα εργαστούµε για τα (ϐ),(γ) είναι ίδιος. Από τη µονοτονία του A έχουµε
ότι :

〈Aun ,un〉 − 〈Au,un〉 − 〈Aun − Av, v〉 = 〈Aun − Av,un − v〉 ≥ 0

για κάθε v ∈ X . Αν πάρω στην παραπάνω ανίσωση το όριο n → ∞ τότε

〈b,u〉 − 〈Av,u〉 − 〈b − Av, v〉 ≥ 0⇔ 〈b − Av,u − v〉 ≥ 0

για κάθε v ∈ X . Τώρα όµως από το α, ο A είναι maximal monotone και συνεπώς Au = b. �

Η επόµενη πρόταση συνδέει τους µονότονους τελεστές µε τη συνέχεια. Πριν προχωρήσουµε
όµως σε αυτή ϑα παραθέσουµε το ϑεώρηµα Banach-Steinhaus (χωρίς απόδειξη) του οποίου
και κάνει χρήση.

Θεώρηµα 3.5. [Banach Steinhaus]

΄Εστω X ,Y χώροι Banach και An : X → Y οικογένεια γραµµικών και συνεχών τελεστών για

κάθε n ∈N. Υποθέτω ότι

sup
n

‖Anx‖ < ∞ για κάθε x ∈ X

Τότε

sup
n

‖An‖ < ∞
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Πρόταση 3.6. ΄Εστω A : X → X
∗
ένας τελεστής στον πραγµατικό χώρο Banach.

α) Αν ο A είναι µονότονος, τότε είναι και τοπικά ϕραγµένος.

ϐ) Αν ο A είναι µονότονος και hemicontinuous στον πραγµατικό και ανακλαστικό χώρο

Banach, τότε ο A είναι demicontinuous.

Απόδειξη.

α)΄Εστω ότι ο A είναι µονότονος και υποθέτουµε ότι δεν είναι τοπικά ϕραγµένος. Υπάρχει
συνεπώς σηµείο u ∈ X και µια ακολουθία

un µε un → u και ‖Aun‖ → ∞ καθώς n → ∞

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι το σηµείο είναι το u = 0 και ϑέτουµε

an = (1 + ‖Aun‖‖un‖)
−1

Επειδή ο A είναι µονότονος ισχύει ότι 〈Aun − Av,un − v〉 ≥ 0, και µπορούµε να γράψουµε

〈Aun − Av,un − v〉 ≥ 0⇔ 〈Aun ,un , v〉 − 〈Av,un − v〉 =

〈Aun ,un〉 − 〈Aun , v〉 − 〈Av,un − v〉 ≥ 0⇔

〈Aun , v〉 ≤ 〈Aun ,un〉 − 〈Av,un − v〉

Σύµφωνα µε αυτό ισχύει

±an〈Aun , v〉 ≤ an(〈Aun ,un〉 − 〈A(±u),un ∓ v〉)

≤ an(‖Aun‖‖un‖+ ‖A(±u)‖‖un ∓ v‖)

∆ηλαδή
sup
n

|〈anAun〉| ≤ ∞ για κάθε v ∈ X

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα Banach-Steinhaus που διατυπώσαµε νωρίτερα ισχύει

sup
n

‖anAun‖ ≤ ∞

και συνεπώς υπάρχει αριθµός N τέτοιος ώστε

sup
n

‖anAun‖ ≤ N

Επίσης
an‖Aun‖ ≤ N ⇒ ‖Aun‖ ≤ a

−1
n
N = (1 + ‖Aun‖‖un‖)N για κάθε n

Εφόσον ‖un‖ → 0 καθώς n → ∞ η ακολουθία ‖Aun‖ είναι ϕραγµένη, κάτι που έρχεται σε
αντίθεση µε την υπόθεσή µας, ότι δηλαδή ‖Aun‖ → ∞ καθώς n → ∞.
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ϐ) ΄Εστω ακολουθία (un) του X και un → u καθώς n → ∞. Επειδή ο Α είναι µονότονος,
όπως είδαµε στο (α) είναι και τοπικά ϕραγµένος. Συνεπώς αφού η (un) είναι ϕραγµένη
στον X , η Aun είναι επίσης ϕραγµένη στον X ∗. Η un τώρα είναι ϕραγµένη ακολουθία στον
ανακλαστικό χώρο X και συνεπώς σύµφωνα µε το Λήµµα (1.5) έχει ασθενώς συγκλίνουσα
υπακολουθία έστω un′ ⇀ u. Ο X

∗ είναι επίσης ανακλαστικός χώρος και η Aun έχει επίσης
ασθενώς συγκλίνουσα υπακολουθία Aun′ µε

(Aun′) ⇀ b καθώς n → ∞

Τώρα όµως
〈Aun′ ,un′〉 → 〈b,u〉 καθώς n → ∞

Από το λήµµα (5.4) προκύπτει λοιπόν ότι Au = b.
Η (Aun) είναι ϕραγµένη και συγκλίνει στο Au. Η Aun′ συγκλίνει επίσης στο Au, άρα
Aun ⇀ Au σύµφωνα µε το Λήµµα (1.5).

�



Κεφάλαιο 4

Μονότονοι τελεστές και συνοριακά

προβλήµατα

4.1 Θεώρηµα σταθερού σηµείου Brower

Αρχικά ϑα διατυπώσουµε το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου Brower και ύστερα µε χρήση του,
ϑα δείξουµε ότι το µη γραµµικό σύστηµα εξισώσεων gi(x) = 0 έχει λύση. Για περαιτέρω
µελέτη παραπέµπουµε τον αναγνώστη στη ϐιβλιογραφία [1].

Ορισµός 4.1. ΄Εστω f : X → X συνάρτηση και έστω x0 ∈ X. Το x0 λέγεται σταθερό σηµείο

της f αν ισχύει f (x0) = x0.

Ορισµός 4.2. ΄Εστω X ένας τοπολογικός χώρος και r : X → M µια συνεχής απεικόνιση µε

M ⊆ X. Η απεικόνιση r καλείται περιστολή αν και µόνο αν r(x) = x για κάθε x ∈ M. Το

σύνολο M είναι περιστολή του χώρου X.

Η επόµενη πρόταση παίζει σηµαντικό ϱόλο στην απόδειξη του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου
Brouwer. Παρατίθεται ωστόσο δίχως απόδειξη καθώς εµπεριέχει στοιχεία τοπολογίας στα
οποία δεν είναι σκόπιµο να επεκταθούµε.

Πρόταση 4.3.

α) Κάθε κλειστό, κυρτό υποσύνολο Μ ενός µετρικού χώρου X είναι περιστολή.

ϐ) Το σύνορο ∂U (x0,R) της Ν-διάστατης κλειστής µπάλας U (x0,R) µε ακτίνα

R > 0 και N ≥ 1 δεν είναι περιστολή της U (x0,R).

Συνεπώς δεν υπάρχει απεικόνιση f από την κλειστή µπάλα στο σύνορο της τέτοια ώστε για
κάθε στοιχείο a του συνόρου να ισχύει f (a) = a. Μπορούµε πλεόν να διατυπώσουµε το
ϑέωρηµα σταθερού σηµείου Brouwer

21
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Θεώρηµα 4.4 «Σταθερου σηµείου Browder».
Υποθέτουµε ότι M είναι ένα µη κενό, κυρτό συµπαγές υποσύνολο του RN

όπου N ≥ 1 και

f : M → M είναι συνεχής απεικόνιση. Τότε η f έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. Η απόδειξη αποτελείται από δύο σκέλη. Στο πρώτο σκέλος αποδεικνύεται το
Ϲητούµενο υποθέτοντας ότι το σύνολο M είναι µπάλα ακτίνας R και στη συνέχεια αποδεικνύ-
ουµε τη γενική περίπτωση.

΄Εστω λοιπόν ότι M = B, δηλαδή το σύνολο M είναι η κλειστή µπάλα ακτίνας R > 0. Υπο-
ϑέτουµε τώρα ότι η απεικόνιση f : B → B δεν έχει σταθερό σηµείο, δηλαδή για κάθε x ∈ B
ισχύει f (x) , x. Μπορούµε συνεπώς να κατασκευάσουµε µία περιστολή r : B → ∂B ως εξήσ:
Για κάθε x, ϕέρουµε ευθύγραµµο τµήµα από την f (x) στο x και προεκτείνουµε. Το σηµείο
τοµής µε το σύνορο της µπάλας είναι το r(x). Στην περίπτωση που το x ϐρίσκεται όµως στο
σύνορο τότε η r : B → ∂B είναι περιστολή κάτι το οποίο είναι άτοπο από την (4.1.β).

Στη γενική περίπτωση τώρα, έχουµε σύνολο M και ϑεωρούµε B µια κλειστή µπάλα που το
περιέχει. Με ϐάση το (4.1.α) επειδήM είναι υποσύνολο της B, υπάρχει περιστολή r : B → M.

Η σύνθεση B
r

−→ M
f

−→ M ⊆ B προκύπτει από το πρώτο σκέλος της απόδειξης ότι έχει σταθερό
σηµείο. Αυτό συµβαίνει διότι µέσω της r πηγαίνουµε από ένα σηµείο της B σε ένα σηµείο
r(x) του M, για το οποίο ισχύει r(x) = x καθώς η r είναι περιστολή. ΄Υστερα µέσω της f
πηγαίνουµε από το σηµείο r(x) σε ένα επίσης σηµείο f (r(x)) του M και επειδή το M είναι
υποσύνολο της κλειστής µπάλας έχει σταθερό σηµείο x = f (r(x)). Τα σηµεία B \M δεν
είναι σταθερά και για κάθε x ∈ M ισχύει r(x) = x και f (x) = x. �

΄Εχοντας αποδείξει το ϑεώρηµα σταθερού σηµείου µπορούµε να προχωρήσουµε σε ένα ϑεώ-
ϱηµα ύπαρξης λύσης του συστήµατος στο οποίο οι gi είναι συνεχείς συναρτήσεις.

gi(x) = 0 όπου x = (ξ1, ..., ξN ) ∈ RN
i = 1, ...,N (1)

και δεδοµένης της συνοριακής συνθήκης:

N∑
i=1

gi(x)ξi ≥ 0, για κάθε x µε ||x || = R. (2)

Το σύστηµα (4.1) είναι ιδιαίτερα σηµαντικό για την µέθοδο Galerkin για µονότονους τελεστές
που ϑα χρησιµοποιήσουµε στις επόµενες σελίδες.
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Πρόταση 4.5. ΄Εστω U (0,R) = {x ∈ RN : ||x || ≤ R} για σταθερό R > 0 και || · || µία νόρµα

στον RN
. ΄Εστω επίσης gi : U (0,R) → R συνεχής συνάρτηση για κάθε i = 1, ...,N. Εάν

ικανοποιείται η συνοριακή συνθήκη (4.2), τότε το πρόβληµα (4.1) έχει λύση x µε ||x || ≤ R.

Απόδειξη. Θέτουµε g(x) = (g1(x), ..., gN (x)) και υποθέτουµε ότι g(x) , 0 για κάθε x ∈
U (0,R).
Ορίζουµε τώρα συνάρτηση

f (x) = −
Rg(x)

||g(x)||
.

Η f είναι συνεχής απεικόνιση του συµπαγούς και κυρτού συνόλου U (0,R) στον εαυτό του.
Πρόκειται για συµπαγές σύνολο εφόσον η µπάλα είναι κλειστή και ϕραγµένη. Από το
ϑεώρηµα σταθερού σηµείου υπάρχει σταθερό σηµείο x = f (x).
Παίρνοντας τις νόρµες στην συνάρτηση f προκύπτει ότι ||x || = R. Επίσης δεδοµένου του
σταθερού σηµείου fi(x) = ξi :∑

i

gi(x)ξi = −R
−1||g(x)||

∑
i

fi(x)ξi = −R
−1||g(x)||

∑
i

ξ
2
i
< 0

κάτι το οποίο είναι άτοπο εξαιτίας της συνοριακής συνθήκης. �
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4.2 Κατασκευή των εξισώσεων Galerkin

Το ϑεώρηµα Minty-Browder το οποίο ϑα διατυπώσουµε ϐασίζεται κατά κύριο λόγο στην
ύπαρξη και σύγκλιση των λύσεων των εξισώσεων που προκύπτουν στην µέθοδο Galerkin
[3]. Η µέθοδος Galerkin είναι µια διαδικασία που εφαρµόζεται σε προβλήµατα συνοριακών
τιµών και µας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίζουµε προσεγγιστικές λύσεις. Θα ορίσουµε
τη µέθοδο εφαρµόζοντας την στην µερική διαφορική εξίσωση που ϑα εφαρµόσουµε και το
ϑεώρηµα Minty-Browder. ΄Εχουµε λοιπόν το πρόβληµα:

−

N∑
i=1

Di(|Diu|
p−2
Diu) + su = f στο G

u = 0 στο ∂G

(3)

Βλέπουµε ότι είναι µια µη γραµµική µερική διαφορική εξίσωση ελλειπτικού τύπου. Οι
παρακάτω συναρτήσεις προκύπτουν πολλαπλασιάζοντας την αρχική εξίσωση µε µια συνάρ-
τηση v ∈ C∞0 και κάνοντας διαδοχικές ολοκληρώσεις κατά παράγοντες. Το πρόβληµα που
προκύπτει το καλούµε και γενικευµένο :

a(u, v) =
∫
G

(
N∑
i=1
|Diu|

p−2
Diu Div+ suv)dx

b(v) =

∫
G

f v dx

(4)

Προκειµένου να κατασκευάσουµε τώρα µια προσεγγιστική λύση του γενικευµένου προβλή-
µατος µε τη ϐοήθεια της µεθόδου Galerkin επιλέγουµε συναρτήσεις w1, ...wn για τις οποίες
να ισχύει

wk = 0 στο ∂G για k = 1, ...,n

και προχωράµε ϑέτοντας

un =
n∑

k=1

cnkwk

Παρατηρούµε ότι η un ικανοποιεί τη συνθήκη µηδενισµού στο σύνορο του G.

Αν τώρα στο γενικευµένο πρόβληµα αντικαταστήσουµε τη u µε un και απαιτήσουµε να είναι
ορθό για v ∈ span{w1, ...,wn}, παίρνουµε τις εξισώσεις Galerkin για j = 1, ...,n:

a(un ,wj) = b(wj) (5)
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4.3 Το ϑεώρηµα Minty-Browder

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα διατυπώσουµε µέρος του ϑεωρήµατος Minty Browder , το οποίο
αποτελεί το κυριότερο ϑεώρηµα πάνω στους µονότονους τελεστές. Βρίσκει εφαρµογή σε µη
γραµµικά προβλήµατα συνοριακών τιµών, όπως αυτό που ϑα δούµε αργότερα. Αντλούµε τα
παρακάτω ϑεωρήµατα και µεθόδους από το [3] στο οποίο και παραπέµπουµε τον αναγνώστη
για επιπλέον µελέτη.

Καλούµαστε να µελετήσουµε την εξίσωση

Au = b (6)

όπου A : X → X
∗ είναι ένας µονότονος τελεστής στον πραγµατικό χώρο Banach X , u επίσης

µια συνάρτηση στον X και b ∈ X ∗.

Σε αυτό το σηµείο ϑέτουµε τη συνάρτηση a ως a(u, v) = 〈Au, v〉 για κάθε v ∈ X . ΄Οπως
είδαµε και νωρίτερα οι εξισώσεις Galerkin διαµορφώνονται ως :

a(un ,wk) = 〈b,wk〉 (7)

Θεωρούµε επίσης ακολουθία χώρων Xn = span{w1, ...,wn}

Αναζητούµε πλέον λύσεις της εξίσωσης (7), συναρτήσεις un ∈ Xn της µορφής

un =
n∑

k=1

cknwk , για ckn πραγµατικούς αριθµούς

Να αναφέρουµε επίσης ότι από εδώ και στο εξής ϑα αντιλαµβανόµαστε τον όρο ϐάση στον

χώρο Banach X ως µια το πολύ αριθµήσιµη ακολουθία (wj) στοιχείων wj ∈ X στην οποία,

κάθε πεπερασµένο υποσύνολο (w1, ...,wn) να είναι γραµµικά ανεξάρτητο και

X =
⋃
n

Xn (8)

µε Xn = span{w1, ...,wn}

Θεώρηµα 4.6. Θεώρηµα Minty-Browder

΄Εστω A : X → X
∗
ένας µονότονος, πιεστικός και hemicontinuous τελεστής στον πραγµατικό,

διαχωρίσιµο και αυτοπαθή χώρο Banach X. Θεωρούµε µία ϐάση {w1,w2, ...} του X. Τότε :
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1. Μέθοδος Galerkin: Εάν ο X είναι απειροδιάστατος (dimX = ∞), τότε για κάθε

n ∈N οι εξισώσεις Galerkin (7) έχουν λύση un ∈ Xn και η ακολουθία (un ) έχει ασθενώς

συγκλίνουσα υπακολουθία

un′ ⇀ u στον X καθώς n → ∞

2. Το σύνολο των λύσεων της (6) είναι ϕραγµένο, κυρτό και κλειστό.

3. Αν ο τελεστής A είναι επιπλέον γνησίως µονότονος, τότε η εξίσωση (6) έχει µοναδική

λύση στον X.

4. Αν ο A είναι γνησίως µονότονος, τότε η ακολουθία un της µεθόδου Galerkin συγκλίνει

ασθενώς στον X στη µοναδική λύση της εξίσωσης (6). Αν είναι οµοιόµορφα µονότονος,

τότε η un συγκλίνει ισχυρά στη µοναδική λύση της (6).

Απόδειξη. Απόδειξη του 1:
Ξεκινάµε δείχνοντας ότι οι εξισώσεις Galerkin που ορίσαµε έχουν λύση.
Θέτουµε

g(u) = 〈Au − b,u〉 gk(u) = 〈Au − b,wk〉

Ο A είναι πιεστικός και από τον ορισµό προκύπτει ότι

g(u)

‖u‖
→ +∞ καθώς ‖u‖ → ∞

Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει M > 0 για το οποίο

g(u)

‖u‖
> M

Υπάρχει επίσης R > 0 τέτοιο ώστε ‖u‖ ≥ R. ΄Αρα

g(u)

‖u‖
> M

‖u‖≥R
===⇒ g(u) ≥ RM

και επειδή R,M είναι ϑετικές ποσότητες καταλήγουµε στο ότι

g(u) > 0 για κάθε u : ‖u‖ ≥ R (9)

Είναι χρήσιµο σε αυτό το σηµείο να συνοψίσουµε τις εξισώσεις Galerkin:

gk(un) = 0, un ∈ Xn , k = 1, 2, ...,n (10)

µε

un =
n∑

k=1

cknwk

Πρόκειται λοιπόν για ένα µη γραµµικό σύστηµα πραγµατικών συναρτήσεων.
Επειδή ο τελεστής A είναι hemicontinuous, από την πρόταση 5.6 είναι και demicontionuous
και συνεπώς οι συναρτήσεις

u 7→ gk(u)
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είναι συνεχείς στον X ως προς τα (c1n , ..., cnn).
Αν τώρα για κάθε un ∈ Xn πάρουµε ‖un‖ = R, από την (3) και δεδοµένου ότι ισχύει
〈Aun − b,wk〉ckn = 〈Aun − b, cknwk〉 προκύπτει ότι

n∑
k=1

gk(un)ckn = g(un) > 0

Ικανοποιείται συνεπώς η συνοριακή συνθήκη της πρότασης 4.5 και οι εξισώσεις Galerkin
έχουν λύση un.
Εάν τώρα η un είναι λύση του (4) τότε g(un) = 0 και συνεπώς από την (3) δεν µπορεί παρά
να ισχύει ‖un‖ ≤ R για κάθε n. Αντίστοιχα αν u είναι µια λύση της αρχικής εξίσωσης (1) τότε
g(u) = 0 και από την (3):

‖u‖ ≤ R.

∆είχνουµε τώρα ότι η ακολουθία Aun είναι ϕραγµένη.
Ο τελεστής A είναι µονότονος και όπως προκύπτει από την πρόταση (5.6α),είναι και τοπικά
ϕραγµένος. Υπάρχουν δηλαδή ϑετικές ποσότητες r, δ τέτοιες ώστε

‖v‖ ≤ r ⇒ ‖Av‖ ≤ δ

Επίσης από τη µονοτονία του A

〈Aun − Av,un − v〉 ≤ 0

Από τις εξισώσεις Galerkin έχουµε

〈Aun ,un〉 = 〈b,un〉 για κάθε n

Ο τελεστής b ανήκει στον X ∗ και είναι ϕραγµένος, συνεπώς

|〈Aun ,un〉| ≤ ‖b‖ ‖un‖ ≤ ‖b‖R για κάθε n

Γνωρίζου επίσης ότι η νόρµα στον δυικό X ∗ ορίζεται ως

‖Aun‖ =
1
r
sup{|Aun(v), v ∈ X , ‖v‖ = r}

Επιπλέον από τη µονοτονία του Α :

〈Aun −Av,un − v〉 ≥ 0⇒ 〈Aun −Av,un〉 ≥ 〈Aun −Av, v〉 ⇒ 〈Aun −Av,un〉 ≥ 〈Aun , v〉 − 〈Av, v〉

∆εδοµένων των παραπάνω καταλήγουµε στην ανισότητα:

‖Aun‖ = sup
‖v‖=r

r
−1〈Aun , v〉

≤ sup
‖v‖=r

r
−1(〈Av, v〉+ 〈Aun ,un〉 − 〈Av,un〉)

≤ r−1(δr + ‖b‖R+ δR)
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Και έχουµε δείξει ότι η Aun είναι ϕραγµένη.

Προχωράµε τώρα στη σύγκλιση της µεθόδου Galerkin

Στο λήµµα (1.5) δείξαµε ότι σε έναν αυτοπαθή χώρο κάθε ϕραγµένη ακολουθία έχει ασθενώς
συγκλίνουσα υπακολουθία. Η un είναι ϕραγµένη και συνεπώς έχει ασθενώς συγκλίνουσα
υπακολουθιά un′ :

un′ ⇀ u στον X καθώς n → ∞ (11)

Η Aun′ είναι ϕραγµένη και από τις εξισώσεις Galerkin προκύπτει ότι

lim
n→∞
〈Aun′ ,w〉 = 〈b,w〉 για κάθε w ∈

∞⋃
n=1

Xn (12)

Ο X είναι διαχωρίσιµος χώρος. Συνεπώς για την ακολουθία υπόχωρων Xn = span{w1, ...,wn}

µε dimXn < ∞ ισχύει ότι :

X =
∞⋃
n=1

Xn

΄Αρα αφού η ένωση των Xn είναι πυκνή στον X , η παραπάνω ισότητα ισχύει για κάθε w ∈ X
και η Aun′ συγκλίνει ασθενώς στον b

Aun′ ⇀ b στον X
∗ καθώς n → ∞

και από τις εξισώσεις Galerkin παίρνουµε ότι

lim
n→∞
〈Aun′ ,un′〉 = lim

n→∞
〈b,un′〉 = 〈b,u〉 (13)

΄Εχουµε τώρα λοιπόν τις συνθήκες :

un′ ⇀ u στον X καθώς n → ∞

Aun′ ⇀ b στον X
∗ καθώς n → ∞

lim
n→∞
〈Aun′ ,un′〉 = 〈b,u〉

Από το λήµµα (5.4β) προκύπτει ότι Au = b, δηλαδή ότι η αρχική εξίσωση (1) έχει λύση και
µάλιστα υπάρχει υπακολουθία un′ που συγκλίνει ασθενώς σε αυτή.
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Απόδειξη του 2

∆είξαµε στο πρώτο σκέλος ότι ‖u‖ ≤ R και συνεπώς αν ϑεωρήσουµε S το σύνολο των λύσεων,
είναι ϕραγµένο.
Θέλουµε να δείξουµε τώρα ότι είναι και κυρτό. Θεωρούµε u1,u2 ∈ S δύο λύσεις και προφα-
νώς

Aui = b, i = 1, 2

Θέλουµε να δείξουµε ότι ο γραµµικός τους συνδιασµός ανήκει επίσης στο S, δηλαδή αποτελεί
λύση του προβλήµατος (1).
για κάθε u, v ∈ X µε u , v. Βλέπουµε ότι είναι άτοπο και η εξίσωση Au = b έχει το πολύ
µια λύση.

〈b − Av,u − v〉 =
2∑
i=1

ti〈Aui − Av,ui − v〉 ≥ 0

για κάθε v ∈ X . Αυτό σηµαίνει λοιπόν ότι είναι µεγιστικά µονότονος και συνεπάγεται ότι
Au = b σύµφωνα µε το λήµµα (5.4α). ΄Εχουµε δείξει δηλαδή ότι ο γραµµικός συνδιασµός
είναι επίσης λύση της (1) και συνεπώς το S είναι κυρτό.

Μένει να δείξουµε ότι είναι και κλειστό. Θα πάρουµε µια συγκλίνουσα ακολουθία του S και
ϑα δείξουµε ότι το όριο της ανήκει επίσης στο S, είναι δηλαδή λύση. ΄Εστω λοιπόν vn του S
και συνεπώς Avn = b για κάθε ν και vn → u καθώς n → ∞. Παρόµοια µε πριν

〈b − Av,u − v〉 = lim
n→∞
〈Avn − Av, vn − v〉 ≥ 0

Και συνεπώς Au = b,δηλαδή το όριο είναι επίσης λύση της εξίσωσης και ανήκει στο S.

Απόδειξη του 3.

΄Εστω ότι το πρόβληµα έχει δύο λύσεις u , v. Σε αυτήν την περίπτωση ϑα ισχύει Au = b =

Av. Ο A είναι γνησίως µονότονος :

〈Au − Av,u − v〉 > 0 (14)

για κάθε u, v ∈ X µε u , v. Βλέπουµε ότι είναι άτοπο και η εξίσωση Au = b έχει το πολύ
µια λύση.

Απόδειξη του 4

΄Εχουµε αποδείξει ότι η ακολουθία un είναι λύση της εξίσωσης Galerkin. Επειδή είναι
ϕραγµένη έχει ασθενώς συγκλίνουσα υπακολουθία (un′) η οποία όπως έχουµε δει συγκλίνει
ασθενώς στη µοναδική λύση u της εξίσωσης (1). Από το λήµµα (2.5), η (un) συγκλίνει επίσης
ασθενώς στη λύση u.



30 Κεφάλαιο 4. Μονότονοι τελεστές και συνοριακά προβλήµατα

Για την ισχυρή σύγκλιση τώρα, έχουµε δείξει ότι

un ⇀ u στον X καθώς n → ∞

Aun ⇀ b στον X
∗ καθώς n → ∞

〈Aun ,un〉 → 〈Au,u〉

και επειδή ο A είναι οµοιόµορφα µονότονος ισχύει

c‖u − un‖
p ≤ 〈Au − Aun ,u − un〉 = 〈Au,u〉 − 〈Au,un〉 − 〈Aun ,u〉+ 〈Aun ,un〉

n→∞
−−−−→ 0

΄Αρα η un συγκλίνει ισχυρά στη λύση u:

un → u καθώς n → ∞

�

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της απόδειξης, η εξίσωση Galerkin (2) έχει λύση την ακο-
λουθία un. Η un έχει υπακολουθία un′ η οποία συγκλίνει ασθενώς στη λύση της αρχικής
εξίσωσης (1). Τώρα όµως και η λύση της εξίσωσης Galerkin συγκλίνει ασθενώς στη λύση u
και αν ο A είναι επιπλέον uniformly monotone η σύγκλιση είναι ισχυρή.
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4.4 Οι Τελεστές Nemyckii

Πρωτού περάσουµε στην εφαρµογή του ϑεωρήµατος, είναι σηµαντικό να ορίσουµε τον τελε-
στή Nemyckii δίοτι παίζει καθοριστικό στο πρόβληµα που ϑα κληθούµε να λύσουµε.

Ο τελεστής Nemyckii ορίζεται ως

(Fu)(x) = f (x ,u(x), ...,un(x))

όπου u = (u1, ...,un). Βλέπουµε ότι ο τελεστής δρα στις µεταβλητές uj και τις αντικαθιστά
µε uj(x) στην f (x ,u1, ...,un). Εµείς ϑα αρκεστούµε στην περίπτωση για n = 1, δηλαδή

(Fu)(x) = f (x ,u(x)).

Η συνάρτηση f , είναι απαραίτητο να ικανοποιεί τις συνθήκες :

1. Συνθήκη Καραθεοδωρή: ΄Εστω συνάρτηση f : G ×RN → R, όπου G είναι ένα µη
κενό, µετρήσιµο σύνολο στον RN µε n,N ≥ 1. Τα επόµενα ισχύουν:

x 7→ f (x ,u) είναι µετρήσιµη στον G για κάθε u ∈ Rn

u 7→ f (x ,u) είναι συνεχής στον Rn σχεδόν παντού στο G

2. Αυξητική συνθήκη: Για κάθε (x ,u) ∈ G ×Rn

|f (x ,u)| ≤ a(x) + b|u|p/q

Η a είναι συνάρτηση του Lq(G), µη αρνητική. Ο συντελεστής b είναι συγκεκριµένος
ϑετικός αριθµός και 1 ≤ q, p ≤ ∞.

Θα µελετήσουµε τις ιδιότητες του τελεστή όταν ορίζεται από τον χώρο X στον X ∗ µε X = Lp(G)

και συνεπώς δυικό X ∗ = Lq(G):

F : Lp → Lq

µε p−1 + q
−1 = 1 ή ισοδύναµα

p

q
= p − 1.

Αρχικά πρέπει να δείξουµε ότι ο τελεστής που έχουµε ορίσει είναι καλά ορισµένος. ∆ηλαδή
ότι µεταφέρει πράγµατι συναρτήσεις από τον Lp(G) στον Lq(G).

Θεώρηµα 4.7. ΄Εστω f : G ×R µια συνάρτηση η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες (1),(2). Τότε

ο τελεστής Nemyckii F απεικονίζει το Lp(G) στο Lq(G)
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Απόδειξη. ΄Εστω u ∈ Lp(G). Τότε η u(x) είναι µετρήσιµη και συνεπώς υπάρχει ακολουθία
(un(x))n∈N κλιµακωτών συναρτήσεων τέτοια ώστε un → u σχεδόν παντού στο G. Από την
Συνθήκη Καραθεοδωρή η u 7→ f (x ,u) είναι συνεχής. ∆ηλαδή αν:

un → u σχεδόν παντού στο G τότε

f (x ,un)→ f (x ,u) σχεδόν παντού στο G

Και επειδή f (u,u(x)) = F (u)(x) ισχύει

f (x ,un(x))→ (Fu)(x) σχεδόν παντού στο G

Οι προυποθέσεις της πρότασης (2.8) ικανοποιούνται και συνεπώς αφού η u είναι µετρήσιµη
συνάρτηση τότε και η Fu(x) είναι µετρήσιµη.
Ισχύει τώρα (a + b)p ≤ 2p(ap + b

p) για κάθε a, b ∈ R,a, b > 0. ΄Αρα από την Αυξητική
Συνθήκη έχουµε:

|(Fu)(x)| = |f (x ,u(x)|q ≤ (|a(x) + b|u(x)|p−1)q

≤ 2q(|a(x) + b|u(x)|p−1)q

= 2q(|a(x)|q + b
q |u(x)|p)

Η συνάρτηση (|a(x)|q+bq |u(x)|p) είναι ολοκληρώσιµη και συνεπώς η |(Fu)(x)|q είναι επίσης
ολοκληρώσιµη. ΄Εχουµε δείξει ότι για κάθε u ∈ Lp(G) , F ∈ Lq(G) και ο τελεστής είναι καλά
ορισµένος. �

Πρόταση 4.8. ∆εδοµένου ότι ικανοποιεί τις συνθήκες (1),(2), ο τελεστής Nemyckii

F : Lp(x)→ Lq(G)

είναι συνεχής και ϕραγµένος µε

‖Fu‖q ≤ const(‖a‖q + ‖u‖
p/q
p ) (15)

για κάθε u ∈ Lp(G)

Απόδειξη. Εφόσον u ∈ Lp(G), η συνάρτηση x 7→ u(x) είναι µετρήσιµη στο G και από την
Συνθήκη Καραθεοδωρή η x 7→ f (x ,u(x) είναι µετρήσιµη στο G.

Από την Αυξητική Συνθήκη έχουµε τώρα

|f (x ,u)| ≤ a(x) + b|u|p/q ⇔

|f (x ,u)|q ≤ aq(x) + b|u|p ⇔

|Fu(x)|q ≤ aq(x) + b|u|p

Αν ολοκληρώσουµε και τα δύο µέλη στο G καταλήγουµε σε νόρµες των Lp,Lq

‖Fu‖
q

q ≤ const(‖a‖
q

q + ‖u‖
p

p)⇔

‖Fu‖q ≤ const(‖a‖q + ‖u‖
p/q
p )
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Η τελευταία ανίσωση προκύπτει απο την ανισωτική σχέση:

(
N∑
i=1

xi)
r ≤ const(

N∑
xi

x
r

i
) (16)

όπου xi είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί και r πεπερασµένος ϑετικός εκθέτης
και συνεπώς ο F είναι ϕραγµένος.

∆είχνω τώρα ότι είναι συνεχής. Θεωρώ µια συγκλίνουσα ακολουθία un στον Lp(G)

un → u καθώς n → ∞

Από το ϑεώρηµα σύγκλισης στους χώρους Lp (2.6), υπάρχει µια υπακολουθία που συκλίνει
επίσης στο u(x)

un′(x)→ u(x) καθώς n → ∞ σχεδόν παντού στο G

αλλά επίσης υπάρχει και συνάρτηση v(x) για την οποία

|un′(x)| ≤ v(x) για κάθε n′ σχεδόν παντού στο G

Από την ανισωτική σχέση (10) και την αυξητική συνθήκη έχουµε

‖Fun′ − Fu‖
q

q =

∫
G

|f (x ,un′(x)) − f (x ,u(x))|qdx

≤ const

∫
G

(|f (x ,un′(x))|q − |f (x ,u(x))|qdx

≤ const

∫
G

(|a(x)|q + |v(x)|q + |u(x)|p)dx

Η τελευταία ανίσωση έχει προκύψει ως εξής

|f (x ,un′)| − |f (x ,u)| ≤ |f (x ,un′)|+ |f (x ,u)| ≤ 2a(x) + b|u|p/q + b|un′ |
p/q

Από την caratheodory condition ισχύει ότι η f είναι συνεχής ως προς τη u και συνεπώς

f (x ,un′(x)) − f (x ,u(x))→ 0 καθώς n → ∞ σχεδόν παντού στο G

Επίσης ικανοποιούνται οι προυποθέσεις του ϑεωρήµατος σύγκλισης του Lebesgue και άρα

lim
n→∞

∫
G

|f (x ,un′(x)) − f (x ,u(x))|qdx =

∫
G

lim
n→∞

|f (x ,un′(x)) − f (x ,u(x))|qdx = 0

΄Αρα και
‖Fun′ − Fu‖q → 0

∆ηλαδή
Fun′ → Fu στον Lp(G) καθώς n → ∞

Από το λήµµα (2.5) συγκλίνει και η αρχική ακολουθία

Fun → Fu στον Lp(G) καθώς n → ∞

και άρα ο τελεστής F είναι συνεχής. �
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4.5 Εφαρµογή του Θεωρήµατος Minty Browder

Μπορούµε πλέον να προχωρήσουµε στην εφαρµογή του ϑεωρήµατος Minty-Browder (4.6)
πρόβληµα συνοριακών τιµών. Το πρόβληµα είναι το εξής :

−

N∑
i=1

Di(|Diu|
p−2
Diu) + su = f στο G

u = 0 στο ∂G

(17)

Η G είναι µια ϕραγµένη περιοχή στον RN µε N ≥ 1. Επίσης 2 ≤ p < ∞, p−1 + q
−1 = 1

και s είναι µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός. Θέτουµε x = (ξ1, ..., ξN ) και Di = ∂/∂ξi .
Επιπλέον επειδή η συνάρτηση u µηδενίζεται στο σύνορο του συνόλου G, είναι συνεχής στην

κλειστότητα του G και ικανοποιεί τον ορισµό του χώρου W
1,p ο χώρος στον οποίο ϑα εργα-

στούµε είναι ο sobolev X = W
1,p
0 (G).

Θέτουµε επίσης

a(u, v) =
∫
G

(
N∑
i=1
|Diu|

p−2
Diu Div+ suv)dx

b(v) =

∫
G

f v dx

(18)

Κατασκευάουµε µε αυτόν τον τρόπο το γενικευµένο πρόβληµα που αντιστοιχεί στο αρχικό
πρόβληµα (17). Για γνωστή συνάρτηση f ∈ Lq(G), ψάχνουµε u ∈ X τέτοια ώστε

a(u, v) = b(v) για κάθε v ∈ X (19)

΄Οπως έχουµε δει οι εξισώσεις Galerkin που προκύπτουν είναι

a(un ,wk) − b(wk) = 0, k = 1, ...,n (20)

Επίσης ϑεωρούµε και την ακολουθία χώρων

Xn = span{w1, ...,wn}

Στόχος µας είναι αρχικά να δείξουµε ότι η εξίσωση (19) που αντιστοιχεί το γενικευµένο
πρόβληµα (18) είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση Au = b. Στη συνέχεια αποδεικνύουµε
µέσω της Au = b ότι το γενικευµένο πρόβληµα και η εξίσωση Galerkin (20) έχουν λύση
και συγκλίνουν στην λύση του αρχικού προβλήµατος. Συνοψίζουµε τα παραπάνω στην
παρακάτω πρόταση η οποία ουσιαστικά περιγράφει τη µέθοδο απόδειξης ύπαρξης λύσεως
στο πρόβληµα.
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Πρόταση 4.9. (Μέθοδος Galerkin)

1. Το γενικευµένο πρόβληµα (12) είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση

Au = b, u ∈ X

όπου 〈Au, v〉 = a(u, v) για κάθε u, v ∈ X και ο τελεστής A : X → X
∗
είναι συνεχής,

οµοιόµορφα µονότονος, πιεστικός και ϕραγµένος.

2. Το γενικευµένο πρόβληµα (12) που αντιστοιχεί στο πρόβληµα (11) έχει µοναδική λύση

u ∈ X. Η εξίσωση Galerkin (14) έχει µοναδική λύση un ∈ Xn για κάθε n, και η un

συγκλίνει στον X στην u καθώς n → ∞

3. Για s > 0 και συγκεκριµένο n, η λύση un της εξίσωσης Galerkin µπορεί να υπολογιστεί

στην περίπτωση όπου οι συναρτήσεις wk και Diwk είναι ϕραγµένες στο G για κάθε k, i.

Απόδειξη. Αρχικά u ∈ W1,p
0 και συνεπώς Diu ∈ Lp(G). Επιπλέον επειδή το (p − 1)q = p∥∥∥Diu∥∥∥p

p
=

∫
G

∣∣∣Diu∣∣∣pdx
=

∫
G

∣∣∣Diu∣∣∣(p−1)q
dx

=

∫
G

(∣∣∣Diu∣∣∣p−2
Diu

)q
)dx

=
∥∥∥ ∣∣∣Diu∣∣∣p−2

Diu

∥∥∥q
q

∆ηλαδή ∣∣∣Diu∣∣∣p−2
Diu ∈ Lq(G)

΄Οπως έχουµε δει, η ενσφήνωση W1,p
0 (G) ⊆ L2(G) είναι συνεχής, δηλαδή

‖u‖2 ≤ const ‖u‖X για καθέ u ∈ X

Παίρνουµε τώρα την ισοδύναµη νόρµα στον χώρο Sobolev X = W
1,p
0

‖u‖ =

∫
G

N∑
i=1

∣∣∣Diu∣∣∣pdx

1/p

Ανισότητα 1: Προκύπτει από την ανισότητα Holder και δεδοµένου οτι (p − 1)q = p.
΄Εχουµε ότι

a(u, v) =
∫
G

 N∑
i=1

∣∣∣Diu∣∣∣p−2
DiuDiv+ suv

dx ισοδύναµα

|a(u, v)| =
∣∣∣∣∣ ∫

G

 N∑
i=1

∣∣∣Diu∣∣∣p−2
DiuDiv+ suv

dx ∣∣∣∣∣
≤

∫
G

∣∣∣∣∣ N∑
i=1

∣∣∣Diu∣∣∣p−2
DiuDiv+ suv

∣∣∣∣∣dx
≤

∫
G

∣∣∣∣∣ N∑
i=1

∣∣∣Diu∣∣∣p−2
DiuDiv

∣∣∣∣∣dx + ∫
G

∣∣∣suv∣∣∣dx
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Γνωρίζουµε επίσης ότι ∣∣∣Diu∣∣∣p−2
Diu ∈ Lq(G) και Div ∈ Lq(G)

΄Αρα απο ανισότητα Holder στον πρώτο µέλος του αθροίσµατοσ:∫
G

∣∣∣∣∣ N∑
i=1

∣∣∣Diu∣∣∣p−2
DiuDiv

∣∣∣∣∣dx ≤ N∑
i=1

(∫
G

||Diu|
p−2
Diu|

q

)1/q (∫
G

|Div|
p

)1/p

και επειδή (∫
G

∣∣∣Diu∣∣∣(p−1)q
)1/q

=

(∫
G

∣∣∣Diu∣∣∣p)1/q

αντικαθιστώντας την ισοδύναµη νόρµα το πρώτο µέλος διαµορφώνεται ως

N∑
i=1

(∫
G

|Diu|
p

)1/q (∫
G

|Div|
p

)1/p

=
N∑
i=1

(∫
G

|Diu|
p

)(p−1)/p (∫
G

|Div|
p

)1/p

= ‖u‖p−1 ‖v‖ = ‖u‖p/q ‖v‖ (*)

Για το δεύτερο µέλος του αθροίσµατος, από ανισότητα Cauchy Schwarz έχουµε:∫
G

∣∣∣suv∣∣∣dx = s

(∫
G

∣∣∣u∣∣∣2dx)1/2 (∫
G

∣∣∣v∣∣∣2dx)1/2

= s

∥∥∥u∥∥∥2

∥∥∥v∥∥∥2

και εξαιτίας της συνεχούς ενσφήνωσης

s ‖u‖2 ‖v‖2 ≤ const ‖u‖X ‖v‖X (∗∗)

Συνεπώς από (∗) και (∗∗) προκύπτει :∣∣∣a(u, v)
∣∣∣ ≤ ‖u‖p/q‖v‖+ const‖u‖ ‖v‖

≤ const
(
‖u‖p/q + ‖u‖

)
‖v‖ (Α1)

Ο τελεστής A

Η απεικόνιση a ορίζεται ως :

a : X × X → R

Στο ισοδύναµο γενικευµένο πρόβληµα ϑέλουµε να ϐρούµε u ∈ X για την οποία ισχύει

a(u, v) = b(v) για κάθε v ∈ X (21)

Η a επίσης είναι γραµµική ως προς την v ∈ X και ϕραγµένη από την (Α1). Πρόκειται δηλαδή
για απεικόνιση η οποία ¨µεταφέρει¨ στοιχεία από τον W1,p

0 στο R. Θεωρούµε τώρα τελεστή

A : X → X
∗ (22)
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και ϑέτουµε
a(u, v) = 〈Au, v〉

για κάποιο u ∈ X = W
1,p
0 και κάθε v ∈ X = W

1,p
0 .

Επειδή ο A ¨µεταφέρει¨ στοιχεία από τον X στον X ∗, το στοιχείο Au ϐρίσκεται στον X ∗ και
συνεπώς για κάθε v ∈ X , 〈Au, v〉 ∈ R. Ο A είναι δηλαδή καλά ορισµένος.

΄Εχουµε κατασκευάσει δύο προβλήµατα:

a(u, v) = b(v) για κάθε v ∈ X (Π1)

Au = b για κάποιο u ∈ X (Π2)

και ϑέλουµε να δείξουµε ότι είναι ισοδύναµα.

(Π1)⇒ (Π2). Ορίζουµε A : X → X
∗ µε 〈Au, v〉 = a(u, v). Αν υπάρχει u ∈ X τέτοιο ώστε

a(u, v) = b(v) τότε
〈Au, v〉 = b(v) = 〈b, v〉

δηλαδή
Au = b

(Π2)⇒(Π1). Αν τώρα Au = b τότε για κάθε v ∈ X

〈Au, v〉 = 〈b, v〉

Αν ϑέσουµε a(u, v) = 〈Au, v〉, τότε

a(u, v) = 〈b, v〉 = b(v) για κάποιο u ∈ X και κάθε v ∈ X

και τα προβλήµατα είναι ισοδύναµα.

Ανισότητα 2: Στο παράδειγµα (3.2) δείξαµε ότι για κάθε λ, µ ∈ R και συγκεκριµένο c
ισχύει : (

|λ|p−2
λ − |µ|p−2

µ

)
(λ − µ) ≥ c|λ − µ|p

κάνοντας τις πράξεις και δεδοµένου ότι

c

∫
G

N∑
i=1

∣∣∣Diu −Div∣∣∣ = c‖u − v‖p

ισχύει

a(u,u − v) − a(v,u − v) ≥ c‖u − v‖p + s

∫
G

(u − v)2
dx

ή ισοδύναµα
〈Au,u − v〉 − 〈Av,u − v〉 = 〈Au − Av,u − v〉 ≥ c‖u − v‖p (Α2)

για κάθε u, v ∈ X .
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Θα εφαρµόσουµε λοιπόν το ϑεώρηµα Minty-Browder στην εξίσωση (Π1).

Από την (Α1) έχω ότι ο A είναι ϕραγµένος

‖Au‖∗ ≤ const(‖u‖
p/q + ‖u‖) για κάθε u ∈ X

καθώς επίσης και από την (Α2) προκύπτει ότι είναι γνησίως µονότονος, συνεπώς είναι
οµοιόµορφα µονότονος και επιπλέον πιεστικός

Χρειαζόµαστε επίσης και την συνέχεια του A. Αυτό ϑα το δείξουµε µέσω του τελεστή Nemy-
ckii.

Συνέχεια του A : X → X
∗.

Παίρνουµε µία ακολουθία στον X :

un → u στον X καθώς n → ∞

το οποίο εξαιτίας της σύγκλισης στον χώρο Sobolev σηµαίνει ότι

Diun → Diu στον Lp(G) καθώς n → ∞

Ορίζουµε έναν τελεστή Nemyckii F : Lp(G)→ Lq(G) ως:

F (u) = |u|p−2
u για κάθε u ∈ R

Ο τελεστής υπακούει στην αυξητική συνθήκη και∣∣∣F (u)∣∣∣ ≤ |u|p−1 για κάθε u ∈ R

Επίσης είναι ϕραγµένος από την πρόταση (4.8). ΄Αρα εφόσον Diun → Diu στον Lp(G) καθώς
n → ∞

F (Diun)→ F (Diu) στον Lq(G) καθώς n → ∞

Μπορούµε να αντικαταστήσουµε τώρα τον F στο συναρτησιακό a(u, v)

∣∣∣〈Aun − Au, v〉
∣∣∣ = |a(un , v) − a(u, v)|

=

∣∣∣∣∣ ∫
G

N∑
i=1

∣∣∣Diun ∣∣∣p−2
Diun Div+ s un vdx −

−

∫
G

N∑
i=1

∣∣∣Diu∣∣∣p−2
Diu Div+ s un vdx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∫
G

N∑
i=1

(F (Diun) − F (Diu))Div+ s(un − u) vdx

∣∣∣∣∣
Από την ανισότητα Holder και Cauchy-Riemann για το δεύτερο µέλος :
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∣∣∣∣∣ ∫
G

N∑
i=1

(F (Diun) − F (Diu))Div+ s(un − u) vdx

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∑
i

∥∥∥F (Diun) − F (Div)∥∥∥
q

∥∥∥Div∥∥∥
p
+ s‖un − u‖2 ‖v‖2

Εξαιτίας της ισοδύναµης νόρµας ισχύει :

∥∥∥Div ∥∥∥
p
=

∫
G

N∑
i=1

∣∣∣Div∣∣∣p

1/p

= ‖v ‖X (23)

Από την ενσφήνωση έχουµε ότι

‖un − u‖ ≤ const‖un − u‖X

Και η ανίσωση γίνεται∣∣∣∣∣〈Aun − Au, v〉
∣∣∣∣∣ ≤ const

∑
i

∥∥∥F (Diun) − F (Diu)∥∥∥
q
+ ‖un − u‖

 ‖v‖
και συνεπώς ∥∥∥Aun − Au∥∥∥

X∗
≤

∑
i

∥∥∥F (Diun) − F (Diu)∥∥∥
q
+ ‖un − u‖


Το οποίο σηµαίνει ότι

‖Aun − Au‖X∗ → 0 καθώς n → ∞

και συνεπώς ο A : X → X
∗ είναι συνεχής.

Από το ϑεώρηµα (4.6) προκύπτει ότι για κάθε b ∈ X , η εξίσωση Au = b έχει µοναδική λύση
u ∈ X και η µέθοδος galerking συγκλίνει. �
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