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Εισαγωγή 

 

Η Κβαντοµηχανική, και όχι µόνο αυτή, βρίσκει την τέλεια εφαρµογή της σε ένα 

σχετικά νέο κλάδο έρευνας, τους κβαντικούς υπολογιστές, τόσο σε επίπεδο υλικού 

όσο και σε επίπεδο λογισµικού. Σκοπός της διπλωµατικής εργασίας αυτής είναι η 

εφαρµογή της Κβαντοµηχανικής σε επίπεδο λογισµικού. Η εις βάθος κατανόηση των 

εφαρµογών της στους Κβαντικούς υπολογιστές απαιτεί γνώσεις από την επιστήµη των 

υπολογιστών, από τη θεωρία πληροφορίας και από την επιστήµη της Κρυπτογραφίας. 

Όπως όλοι γνωρίζουµε ζούµε σε έναν κλασικό τρισδιάστατο κόσµο. Αυτό δεν 

σηµαίνει ότι η ζωή µας, δεν εξηγείται από την Κβαντοµηχανική. Αντιθέτως ο κόσµος 

µας είναι κβαντοµηχανικός αλλά η µακροσκοπική έκφανσή του δεν απαιτεί τίποτα 

περισσότερο από την κλασική Φυσική για να εξηγηθεί. Όµως το συνεχώς ελαττούµενο 

µέγεθος των συσκευών που µας περιβάλλουν και η εποχή της νανοτεχνολογίας που 

βρισκόµαστε κάνουν αναπόφευκτη και φυσιολογική την είσοδο της Κβαντοµηχανικής 

στην τεχνολογία και στην έρευνα και κατ’ επέκταση στη ζωή µας. 

Σε επίπεδο υλικού υπολογιστών, που όπως είπαµε, δεν θα ασχοληθούµε περαιτέρω, 

προχωρούµε σε νέες τεχνικές σχεδιασµού και υλοποίησης κυκλωµάτων. Σε επίπεδο 

λογισµικού πρέπει να «κλείσουµε» την κλασική µας διαίσθηση και να σχεδιάσουµε 

αλγόριθµους, τώρα κβαντικούς αλγόριθµους, φυσικά αποδοτικότερους από τους 

κλασικούς. Ο συνδυασµός, της κατασκευής ευρέως ενδιαφέροντος αλγορίθµων που 

είναι αποδοτικότεροι (ταχύτεροι και ακριβέστεροι) από τους κλασικούς, κάνει την 

κατασκευή κβαντικών αλγόριθµων ενδιαφέρουσα και προκλητική. 

 

 

Κβαντικά Ψηφία (quantum bits ή qubits) 

 

Γνωρίζουµε ότι η θεµελιώδης µονάδα πληροφορίας στους υπολογιστές και στις 

τηλεπικοινωνίες είναι το bit (binary digit). ∆ηλαδή µια ψηφιακή συσκευή µπορεί να 

αποθηκεύει ποσότητα πληροφορίας που µπορεί να βρεθεί σε δυο διακριτές 

καταστάσεις. Μπορεί ως εναλλακτική προσέγγιση να θεωρηθεί ως µια µεταβλητή που 

µπορεί να πάρει δυο πιθανές τιµές 0 και 1. 

Οι κβαντικοί υπολογιστές και η κβαντική πληροφορία χτίζονται πάνω σε µια ανάλογη 

ιδέα αυτή των κβαντικών ψηφίων (quantum bits). Μπορούµε να φανταστούµε τα 
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qubits είτε ως µαθηµατικά αντικείµενα είτε ως πραγµατικά φυσικά συστήµατα. Η 

διαφορά των bits µε τα qubits έγκειται στο ότι τα bits µπορούν να βρεθούν σε µια 

κατάσταση ή την 0 ή την 1 ενώ τα qubits µπορούν να βρεθούν σε καταστάσεις 

διαφορετικές από τις καταστάσεις |0> και |1>. Η µαθηµατική περιγραφή των qubits 

βρίσκει την τέλεια έκφρασή της στον συµβολισµό Dirac µε την χρήση των brackets. 

Συνοψίζοντας, το qubit µπορεί να περιγραφεί ως µια κβαντική κατάσταση σε ένα δύο 

καταστάσεων κβαντοµηχανικό σύστηµα. Αυτή η περιγραφή είναι ισοδύναµη µε έναν 

δισδιάστατο διανυσµατικό χώρο πάνω στο σώµα των µιγαδικών αριθµών ℂ2. Άρα 

είναι δυνατόν ένα qubit να βρίσκεται σε µια κατάσταση έστω |ψ>, που προκύπτει ως 

γραµµικός συνδυασµός των καταστάσεων |0 �, |1 � 

|ψ �� α|0 � 	β|1 � ,   α, β � ℂ. 
Γνωρίζουµε ότι προσπαθώντας µε µια µετρητική συσκευή να δούµε σε ποια 

κατάσταση βρίσκεται ένα κβαντοµηχανικό σύστηµα, επηρεάζουµε την κατάσταση του 

συστήµατος οδηγώντας το σε µια νέα κατάσταση εντελώς διαφορετική από αυτήν που 

βρισκόταν πριν τη µέτρηση. Φυσικά δεν µπορεί να συµβαίνει κάτι διαφορετικό στην 

προσπάθειά µας να βρούµε την κατάσταση που βρίσκεται ένα qubit. Αν 

προχωρήσουµε σε µέτρηση θα βρούµε είτε ότι βρίσκεται στην κατάσταση |0> είτε 

στην κατάσταση |1>. Το µόνο λοιπόν που µπορούµε να γνωρίζουµε είναι η πιθανότητα 

το qubit να βρίσκεται στην κατάσταση |0> ή στην κατάσταση |1>. Αυτές οι δύο 

πιθανότητες δίνονται από τους αριθµούς |α|2, |β|2 αντίστοιχα µε |α|2+|β|2=1. ∆ηλαδή 

µια κατάσταση ενός qubit είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα σε δισδιάστατο διανυσµατικό 

χώρο πάνω στο σώµα των µιγαδικών ℂ2 (χώρος Hilbert). Παρόλη αυτήν την 

περιέργεια τα qubits είναι όντως πραγµατικά και όχι απλώς ένα µαθηµατικό 

κατασκεύασµα, καθώς η ύπαρξή τους και η συµπεριφορά τους έχει εκτενώς 

επιβεβαιωθεί µε πειράµατα. 

Αναφέρθηκε νωρίτερα ότι το qubit µπορεί να περιγραφεί ως µια κβαντική κατάσταση 

σε ένα δύο καταστάσεων κβαντοµηχανικό σύστηµα. Ποιο θα µπορούσε να είναι ένα 

τέτοιο σύστηµα; Θα µπορούσε να είναι ένα σύστηµα δύο διακριτών ενεργειακών 

επιπέδων Ε1 και Ε2 σε ένα άτοµο, ή ένα φωτόνιο των δύο διαφορετικών διευθύνσεων 

πόλωσης (οριζόντια πόλωση → |0>, κάθετη πόλωση → |1>), ή ένα σύστηµα δύο 

ιόντων που ταλαντώνεται σε µια παγίδα ιόντων, ή τέλος ένα σωµατίδιο µε spin  1 2�  

(spin 	 1 2� � | 	 1 2� �→|0>, spin � 1 2 � : | � 1 2� �→|1>) 
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Σφαίρα Bloch 

 

Η σφαίρα Bloch είναι η σχηµατική αναπαράσταση των qubits, η οποία απεικονίζει 

σχεδόν όλα τα χαρακτηριστικά του. 

Είδαµε ότι η κατάσταση ενός qubit µπορεί να δοθεί από τη σχέση |ψ> = α|0> + β|1> 

µε α, β ∈ℂ και |0>, |1> διανύσµατα βάσης. Μπορούµε λοιπόν να την ξαναγράψουµε 

χωρίς βλάβη της γενικότητας στη µορφή: 

|ψ>� e��(cos �
� |0>	e�� sin �

� |1>) µε γ,φ,θ ∈ℝ 

Όσο αυθαίρετο και να φαίνεται ο όρος "#$ µπορεί να παραλειφθεί γιατί δεν έχει 

παρατηρήσιµα αποτελέσµατα. (∆εν πρόκειται για αυθαιρεσία αλλά αποδεικνύεται. Η 

απόδειξη δεν είναι ο σκοπός αυτής της εργασίας). Συνεπώς |ψ>� cos �
� |0> 	e�� sin �

� 

|1>. 

Οι τιµές των φ και θ καθορίζουν τη θέση ενός σηµείου σε µια µοναδιαία σφαίρα (την 

σφαίρα Bloch). Ένα λεπτό σηµείο που πρέπει να προσεχθεί για να αποφευχθούν οι 

παρανοήσεις είναι οι γωνίες θ, φ µοιάζουν µε αυτές στο σύστηµα σφαιρικών 

συντεταγµένων. Και στη σφαίρα Bloch και στις σφαιρικές συντεταγµένες φ∈[0,2π) 

και θ∈[0,π]. 

Όπως ακριβώς σε µια σφαίρα υπάρχουν στην επιφάνειά της άπειρα σηµεία, έτσι 

ακριβώς και η σφαίρα Bloch µπορεί να αναπαραστήσει άπειρες καταστάσεις για το 

ένα qubit. 
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Αναπαράσταση των καταστατικών διανυσµάτων µε µήτρες 

 

Ο συµβολισµός Dirac είναι άµεσα συνδεδεµένος µε την αναπαράσταση των 

καταστάσεων µε µήτρες. Υπάρχει µια 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των στοιχείων του 

δισδιάστατου χώρου Hilbert ℂ2 και του διανυσματικού χώρου των μήτρων 
διαστάσεων 2x1. 
Γνωρίζουμε ότι αν έχουμε ένα Ν-διάστατο διανυσματικό χώρο με |n1>,|n2>,…, 

|nΝ> ορθοκανονικά διανύσµατα βάσης τότε η κατάσταση |ψ> ενός συστήµατος δίνεται 

από τη σχέση: 

|ψ �� <=|n= � 	α�|n� � 	 > 	 a@|n@ �� A αB|nB �@

BC=
με D nB|nE �� δBE 

i, j � 1,2, > , N 

αB � ℂ. 
Για την εύρεση των <H πολλαπλασιάζουµε εσωτερικά µε D nE|, 

D IE|ψ ��  A αB D nE|nB �  J   αE �D nE|ψ �K

BC=
 

Συνεπώς: |ψ �� A D nB|ψ � |nB �@

BC=
 

 

Παρατηρώντας την προηγούµενη σχέση η κατάσταση |ψ> θα µπορούσε να γραφεί ως 

πίνακας στήλη Νx1, ως εξής: 

|ψ ��
L
MN

D n=|ψ �D n�|ψ �>>D n@|ψ �O
PQ 

Φυσικά ανάλογα µε την βάση που χρησιµοποιούµε έχουµε και άλλη αναπαράσταση 

της τυχαίας κατάστασης |ψ> του συστήµατός µας.  
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Ποια θα είναι τώρα η αναπαράσταση µε µήτρες του ket <ψ|; 

RS
ST
SS
UD V| � A �K

EC=
nE| D nE|ψ �W� A D@

EC=
nE| D ψ|nE �

και       |ψ �� A D@

BC=
nB|ψ � nB � XS

SY
SS
Z

 

D V|V �� A A D nE|ψ �WD nB|ψ �D nE|nB �� A | D nB|ψ � |
�@

BC=

@

BC=

K

EC=
 

Όµως επειδή ο κάθε προσθετέος | D nB|ψ � |
� εκφράζει την πιθανότητα το σύστηµα να 

βρίσκεται στην κατάσταση |nB �, το άθροισµα αυτών των πιθανοτήτων ισούται µε 1. 

D ψ|ψ �� A | D nB|ψ � |
� � 1          [συνθήκη κανονικοποίησης`K

BC=
 

Για να µπορούµε να εκφράζουµε το εσωτερικό γινόµενο D V|ψ � µε µήτρες ώστε να 

ικανοποιείται η συνθήκη κανονικοποίησης θα πρέπει να γράψουµε το D V| ως εξής: 
D ψ| � [D n=|ψ �W, D n�|ψ �W, > , D n@|ψ �W` � 

� [D ψ|n= �, D ψ|n� �, > , D ψ|n@ �` 

δηλαδή ως πίνακα γραµµή 1xΝ µε στοιχεία τα µιγαδικά συζυγή των στοιχείων 

D nB|ψ � του πίνακα αναπαράστασης της κατάστασης |ψ �. 

Το δικό µας σύστηµα τώρα, είναι ένα κβαντικό σύστηµα δύο καταστάσεων µε |0 � και 

|1 � τα ορθοκανονικά διανύσµατα βάσης του χώρου Hilbert (2 διαστάσεων) (ℂ2). 
Συνεπώς εφαρµόζοντας τα παραπάνω: 

D 0|0 ��D 1|1 �� 1     και     D 0|1 ��D 1|0 �� 0 

|ψ �� <|0 � 	a|1 �.     Άρα: 

D 0|ψ �� < D 0|0 � 	a D 0|1 �J < �D 0|ψ � 

Με παρόµοιο τρόπο: β �D 1|ψ � 

Η κατάσταση, λοιπόν, του ενός qubit αναπαρίσταται µε µήτρα ως εξής: 

|ψ �� cD 0|ψ �D 1|ψ �d � cαβd 
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Χρησιµοποιώντας την παραπάνω αναπαράσταση έχουµε για τα διανύσµατα βάσης 

|0 � και |1 �: 
|0 �� cD 0|0 �D 1|0 �d � c10d      και     |1 �� cD 0|1 �D 1|1 �d � c01d 

Μέχρι στιγµής έχουµε µιλήσει για τις καταστάσεις ενός qubit. Πριν προχωρήσουµε σε 

«καταχωρητή» περισσότερων του ενός qubits είναι χρήσιµο να δοθούν οι ορισµοί του 

εξωτερικού και του τανυστικού γινοµένου πινάκων και συγκεκριµένα των πινάκων 

διαστάσεων 2x1 που µας ενδιαφέρουν. 

Έστω δύο πίνακες Α,Β διαστάσεων 2x1 και 1x2 αντιστοίχως. 

Α � fαbh      και     Β � [c   d` 

Ορίζεται το εξωτερικό γινόµενο των πινάκων Α,Β ως εξής: 

fαbh [c   d` � caBbBd � cac adbc bdd     [Πίνακας 2x2` 

Μπορούµε να δούµε τη χρησιµότητα του εξωτερικού γινοµένου πινάκων στο 

εξωτερικό γινόµενο δύο καταστάσεων |ψ= � και |ψ� �, όπου το εξωτερικό γινόµενο 

είναι το γινόµενο του ket της πρώτης επί το bra της δεύτερης. ∆ηλαδή αν: 

|ψ= �� <|0 � 	b|1 �    m<n     |ψ� �� c|0 � 	o|1 �      pόpq: 
|ψ= �D ψ�| � fabh [cW dW` � cacW adWbcW bdWd 

Έστω δύο πίνακες Α,Β διαστάσεων 2x1 µε: 

Α � fabh ,     B � fcdh 

Ορίζεται το τανυστικό γινόµενο των πινάκων ΑrΒ ως εξής: 

ΑrΒ � fabh r fcdh � sa t ca t db t cb t du     [Πίνακας 2� v 1` 

Εν γένει το τανυστικό γινόµενο n πινάκων, διαστάσεων 2x1 ο καθένας, είναι ένας 

πίνακας διαστάσεως 2nx1. 

 

Υπενθύµιση: Ένας τελεστής Â ονοµάζεται µοναδιακός αν ο συζυγοανάστροφός του 

είναι ίδιος µε τον αντίστροφό του. ∆ηλαδή: 

Â+= Â-1 
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Πολλαπλά qubits 

 

Ας υποθέσουµε, τώρα, ότι αντί για ένα qubit έχουµε δύο qubits στις καταστάσεις 

|qx � και |q= �. Ποια θα είναι η κατάσταση και πως θα συµβολίζεται, του κβαντικού 

αυτού «καταχωρητή» των δύο qubits (two qubit register); 

|q= � |q= �2yqubit 1|qubit 
Πρέπει να προσέξουµε ότι η αρίθµηση των qubits αρχίζει από δεξιά προς τα αριστερά. 

Η κατάσταση του κβαντικού «καταχωρητή» θα δίνεται από το τανυστικό γινόµενο των 

καταστάσεων των δύο qubits. ∆ηλαδή: 

|q} �� |q= � r|qx �~ |q= � |qx �~ |q=qx � 

Ας γράψουµε την κατάσταση του καθενός qubit ως: 

|q= �� α|0 � 	b|1 �      και     |qx �� c|0 � 	d|1 � 

τότε: 

|q=qx �� |q= � r|qx �� [a|0 � 	�|1 �`r[c|0 � 	o|1 �` � 

� [ac`|0 � r|0 � 	[αd`|0 � r|1 � 	[bc`|1 � r|0 � 	[bd`|1 � r|1 �� 

� axx|00 � 	αx=|01 � 	α=x|10 � 	α==|11 � 

µε αxx, αx=, α=x, α== � � 

και |αxx|� 	 |αx=|� 	 |α=x|� 	 |α==|� � 1 

Παρατηρούµε ότι ο συνδυασµός των δύο αυτών qubits οδηγεί σε ένα σύστηµα 

τεσσάρων βασικών καταστάσεων των |00 �, |01 �, |10 � m<n |11 � που αποτελούν και 

µια βάση του τετραδιάστατου χώρου Hilbert (ορθοκανονική βάση) 

Υπό µορφή µητρών: 

|00 �� |0 � r|0 �� c10d r c10d � s1000u 
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|01 �� |0 � r|1 �� c10d r c01d � s0100u 

|10 �� |1 � r|0 �� c01d r c10d � s0010u 

|11 �� |1 � r|1 �� c01d r c01d � s0001u 

και  D 00|01 ��D 00|10 ��D 00|11 ��D 01|10 ��D 01|11 ��D 10|11 �� 0 D 00|00 ��D 01|01 ��D 10|10 ��D 11|11 �� 1 

Αυτό που πρέπει να έχουµε υπόψη µας και είναι µεγάλης σηµασίας είναι ότι σε ένα 

σύστηµα δύο qubits που βρίσκεται σε υπέρθεση των βασικών καταστάσεων µπορεί να 

αποθηκεύσει και τους τέσσερις δυαδικούς 00,01,10,11, σε αντίθεση µε το κλασικό 

σύστηµα των δύο bits. Το τελευταίο µπορεί να αποθηκεύσει µόνο έναν από τους 

δυαδικούς, ή τον 00, ή τον 01, ή τον 10, ή τον 11. Αυτή η δυνατότητα να µπορούν να 

κρατηθούν ταυτόχρονα και οι τέσσερις δυαδικοί αποτελεί την βάση της κβαντικής 

παραλληλίας για την οποία θα µιλήσουµε αργότερα. 

 

Γενικότερα για n qubits: 

|q} �� |q��= � r|q��� � r … r|q= � r|qx �~ |q��=q���. . . q=qx � 

µε τις βασικές καταστάσεις (ορθοκανονική βάση του n-διάστατου χώρου Hilbert) να 

είναι οι: 

|0 … 00 �, |0 … 01 �, |0 … 10 �, |0 … 11 �, … … , |11 … 11 � 

Αν αντί για δυαδικό σύστηµα χρησιµοποιηθεί το δεκαδικό τότε: 

|0 ��, |1 ��, |2 ��, … , |2� � 1 �� οι βασικές καταστάσεις. 

Ο δείκτης n συµβολίζει ότι πρόκειται για «καταχωρητή» των n qubits. 

∆ηλαδή:D l|k ��� δ�� µε l, k � �0,1,2, … , 2� � 1� 

|q} �� αx|0 ��	 α=|1 ��	 > 	 α���=|2� � 1 �� 

Το σύστηµα αυτό των δύο qubits κρατά ταυτόχρονα 2� αριθµούς τους: 0,1,2,…,2� � 1. 
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Παρατήρηση: Αν f=, f�, δύο διανύσµατα ενός χώρου Hilbert και Α�=, Α�� δύο γραµµικοί 

τελεστές στον χώρο αυτόν ορίζουµε τον τελεστή Α�=rΑ�� στον χώρο 

ΗrΗ από τη σχέση: 

�Α�=rΑ���[f=rf�) � �Α�=f=�r�Α��f�� 

Επανερχόµενοι στο κβαντικό σύστηµα των 2-qubits το καταστατικό διάνυσµα του 

καταχωρητή αυτού γνωρίζουµε ότι γράφεται ως εξής: 

|ψ �� αxx|00 � 	αx=|01 � 	α=x|10 � 	α==|11 � µε αxx, αx=, α=x, α==, � � 

Μετρώντας το δεύτερο qubit παίρνουµε την τιµή 0 µε πιθανότητα |αxx|� 	 |αx=|�. Η 

µετά τη µέτρηση κατάσταση θα είναι τώρα η |ψ� �� αxx|00 � 	αx=|01 �. Όµως δεν 

είναι κανονικοποιηµένη.  

Συνεπώς: |ψ� �� Ν[αxx|00 � 	αx=|01 �` 

D ψ�|ψ� �� 1 J |Ν|�[D 00|αxxW	D 01|αx=W`[αxx|00 � 	αx=|01 �` � 1 J 

� |Ν|��|αxx|� D 00|00 � 	αxxWαx= D 00|01 � 	αx=Wαxx D 01|00 � 	|αx=|� D 01|01 �� � 1 

Συνεπώς: |Ν|��|αxx|� 	 |αx=|�� � 1 J Ν � =�|���|��|���|� 

Η κανονικοποιηµένη κατάσταση είναι τώρα η |ψ� �� ���|xx�����|x=��|���|��|���|�  

Αν τώρα στην ειδική περίπτωση αxx � αx= � 1 τότε παίρνουµε τη λεγόµενη 

κατάσταση Bell ή ζεύγος EPR (Einstein – Podolski – Rosen) που είναι: 

|00 � 	|11 �√2  

Αυτή η κατάσταση είναι υπεύθυνη για πολλές εκπλήξεις στη θεωρία των κβαντικών 

υπολογισµών και της κβαντικής πληροφορίας. 

Η κατάσταση Bell έχει την ιδιότητα ότι µετρώντας το δεύτερο qubit παίρνουµε δύο 

πιθανά αποτελέσµατα: 0 µε πιθανότητα 1 2� , αφήνοντας την κατάσταση µετά τη 

µέτρηση να είναι η |00 � και 1 µε πιθανότητα 1 2� , αφήνοντας την κατάσταση µετά τη 

µέτρηση να είναι η |11 �. Συµπερασµατικά, µια µέτρηση του πρώτου qubit δίνει το 
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ίδιο αποτέλεσµα µε αυτό της µέτρησης του δεύτερου qubit. ∆ηλαδή, τα εξαγόµενα της 

µέτρησης είναι συσχετισµένα. 

 

Είδαµε στην αρχή αυτής της παραγράφου ότι αν έχουµε 2 qubits το ένα στην |q= �� 

� α|0 � 	b|1 � και το άλλο στην |qx �� c|0 � 	d|1 � τότε η κατάσταση |ψ � του 

ζευγαριού µπορεί να γραφεί ως τανυστικό γινόµενο των ξεχωριστών αυτών 

καταστάσεων. 

|ψ �� |q= � r|qx �� [α|0 � 	b|1 �`r[c|0 � 	d|1 ��` 

� [αc`|00 � 	[αd`|01 � 	[bc`|10 � 	[bd`|11 �� 

� sαcαdbcbdu 

Επίσης ισχύει |ψ �� αxx|00 � 	αx=|01 � 	α=x|10 � 	α==|11 �� 

� sαxxαx=α=xα==
u  µε |αxx|� 	 |αx=|� 	 |α=x|� 	 |α==|� � 1 

Η γενική 2-qubit κατάσταση �������������� ταυτίζεται µε την ειδική µορφή ���������� αν και µόνο 

αν αxxα== � αx=α=x. 

 

Όµως µια τέτοια σχέση εν γένει δεν µπορεί να ισχύει γιατί η µόνη δεσµευτική σχέση 

µεταξύ των πλατών είναι η συνθήκη κανονικοποίησης και καµία άλλη. Συνεπώς, η 

κατάσταση του ζεύγους των 2-qubit δεν γράφεται ως γινόµενο καταστάσεων του 1-

qubit. Αυτό γενικεύεται για τις καταστάσεις των n-qubits. Τέτοιες καταστάσεις που 

δεν προκύπτουν από γινόµενα καταστάσεων 2 ή περισσοτέρων qubits ονοµάζονται 

κβαντικά διαπλεκόµενες καταστάσεις (entangled states). Για το φαινόµενο της 

κβαντικής διεµπλοκής (ή διαπλοκής) (quantum entanglement) θα µιλήσουµε 

αναλυτικότερα αργότερα. 

 

Πριν προχωρήσουµε στην κατασκευή κβαντικών κυκλωµάτων χρησιµοποιώντας τώρα 

κβαντικές πύλες (σε αντιστοιχία µε τις κλασικές πύλες αλλά εντελώς διαφορετικές 

από αυτές) είναι χρήσιµο να δοθούν κάποια παραδείγµατα µε τη µορφή 
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ερωταπαντήσεων που τα αποτελέσµατα κάποιων εξ’ αυτών θα χρησιµοποιηθούν σε 

επόµενες παραγράφους. 

 

 

Παράδειγµα 1 

Ο τελεστής ΝΟΤ (Χ) εναλλάσσει τις δύο καταστάσεις |0 � και |1 � ως εξής: Χ�: |Χ � 
|Χ¡ �, όπου Χ � �0,1� (|Χ �: κατάσταση ενός κλασικού bit) 

i) Η δράση του ΝΟΤ είναι αντιστρεπτή 

ii) Βρείτε την αναπαράσταση µε µήτρα του Χ στην βάση �|0 �, |1 �� 
iii) Ποιού άλλου τελεστή η δράση σε ένα κλασικό bit είναι αντιστρεπτή; 

 

i) X�|X �� |X£ �. ∆ρώντας άλλη µια φορά µε τον X� παίρνουµε X��|Χ �� Χ� |Χ¡ �� |X££ �� � |Χ � 

 ∆ηλαδή �Χ� � � Ι¥�|Χ �� 0 

 Άρα Χ� � � Ι¥          (Ι¥: ταυτόχρονος τελεστής) 
 Συνεπώς επειδή ο X� έχει αντίστροφο η δράση του ΝΟΤ είναι αντιστρεπτή. 

 

ii) Ο µετασχηµατισµός µπορεί να γραφεί ως εξής: 

 X� � |0 �D 1| 	 |1 �D 0| 
 Χ � f10h [0 1` 	 f01h [1 0` � f0 10 0h 	 f0 01 0h � f0 11 0h¦

 

 

iii) Επειδή Ι¥� � Ι¥ και ο Ι¥ έχει αντίστροφο συνεπώς η δράση του ταυτοτικού τελεστή 

είναι αντιστρεπτή. ∆εν υπάρχει κανείς άλλος τελεστής, εκτός των Χ� και Ι¥, του 

οποίου η δράση να είναι αντιστρεπτή όταν δρα στις καταστάσεις |0 �, |1 � ενός 

κλασικού bit. 

 

 

Παράδειγµα 2 

Σε σύστηµα των n Qbits ορίζουµε τον τελεστή εναλλαγής (swap operator) S�BE ως εξής: S�BE|x��= … xE … xB … x=xx �� |x��= … xB … xE … x=xx � 
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Ο τελεστής αυτός εναλλάσσει τις καταστάσεις |xB �, |xE � των Cbits (κλασικών bits) i 

και j. 

Για ένα ζεύγος Cbits: S�=x|xy �� |yx � µε x, y � �0,1� 

i) Είναι αυτός ο µετασχηµατισµός αντιστρέψιµος; 

ii) Βρείτε την αναπαράσταση του S�=x µε τη µορφή µήτρας 

 

i) S�=x� |xy �� S�=x�S�=x|xy �� � S�=x|yx �� |xy � 

 Συνεπώς S�=x� � I¥. Άρα ο S�=x είναι αναστρέψιµος. 

 

ii) S�=x � |00 �D 00| 	 |01 �D 10| 	 |10 �D 01| 	 |11 �D 11| 
 Άρα: 

S�=x � s1000u [1 0 0 0` 	 s0100u [0 0 1 0` 	 s0010u [0 1 0 0` 	 

	 s0001u [0 0 0 1` � 

� s1 0 0 0000
000

000
000u 	 s0 0 0 0000

000
100

000u 	 s0 0 0 0000
010

000
000u 	 s0 0 0 0000

000
000

001u � 

� s1 0 0 0000
010

100
001u 

 

 

Παράδειγµα 3 

Η δράση του τελεστή C� BE (ελεγχόµενο-ΟΧΙ, Controlled not) ορίζεται ως εξής: C� BE|x��=, … xE, … xB, … x=xx �� |x��=, … , xE«xB, … , xB, … , x=, xx � 

Ο δείκτης i αναφέρεται στο Cbit ελέγχου (control Cbit i) και ο δείκτης j αναφέρεται 

στο Cbit στόχο (target Cbit j). 

i) ∆ώστε τον ορισµό του τελεστή αυτού για σύστηµα των 2 Qbits. 

ii) Η δράση του τελεστή αυτού είναι αντιστρέψιµη; 
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iii) Ποια η αναπαράσταση αυτού του τελεστή µε τη µορφή µήτρας; 

iv) Αποδείξτε ότι S�BE � C� BEC� EBC� BE 
 

i) C�=x|xy �� |x, y«x � ,   C�x= � |x«y, y � 

 όπου x«y � [x 	 y`mod2 (ή αλλιώς αποκλειστικό Ή – exclusive OR) 

 

ii) C�=x� |xy �� C�=x�C�=x|xy �� � C�=x|x, y«x �� |x, y«x«x �~ |x, y«0 �� |xy � 

 Άρα C�=x� � I¥,     C�=x�= � C�=x     (Οµοίως C�=x� � I¥) 
 

iii) C�=x � |00 �D 00| 	 |01 �D 01| 	 |10 �D 11| 	 |11 �D 10| � 

� s1000u [1 0 0 0` 	 s0100u [0 1 0 0` 	 s0010u [0 0 0 1` 	 s0001u [0 0 1 0` � 

� 1 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 1 0 00 0 0 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 00 0 0 10 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 1 0® � 

� 1 0 0 00 1 0 00 0 0 10 0 1 0® 

iv`   C�=x � |00 �D 00| 	 |01 �D 11| 	 |10 �D 10| 	 |11 �D 01| � 

� 1 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 10 0 0 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 00 0 1 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 1 0 0® � 

� 1 0 0 00 0 0 10 0 1 00 1 0 0® 

 

iv) C�=xC�x=�C�=x|xy �� � C�=x�C�x=|x, y«x �� � C�=x|x«y«x, y«x �� 

� C�=x|y, y«x �� |y, y«x«y �� |yx �� S�=x|xy � 
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C�x=C�=x�C�x=|xy �� � C�x=�C�=x|x«y, y �� � C�x=|x«y, y«x«y �� 

� C�x=|x«y, x �� |x«y«x, x �� |yx �� S�x=|xy � 

 

 

Παράδειγµα 4 

Ο τελεστής 1-Cbit είναι απλά ο τελεστής προβολής I° στην κατάσταση |1 � n° |x �� x|x � µε x � 0 ή 1 

Ορίζοντας τον συµπληρωµατικό τελεστή n±� � 1 � n° 

i) Βρείτε την αναπαράστασή τους υπό τη µορφή µητρών 

ii) Αποδείξτε ότι: n°� � n°,   n±�� � n±�,   n°n±� � n±�n° � 0,   n° 	 n±� � I¥ 
iii) Αποδείξτε ότι: n°X� � X�n±�, n±�X� � X�n°   
 

i) n° |0 �� 0 t |0 �    m<n   n° |1 �� 1 t |1 �� |1 � 

n±� |x �~ [1 � n°`|x �� |x � �n° |x �� |x � �x|x �� [1 � x`|x �� x²|x � 

n±� |0 �� 1 t |0 �� |0 �    και   n±� |1 �� 0 t |1 � 

Αρα:   n° � |1 �D 1|   και   n±� � |0 �D 0| 
n° � c01d [0 1` � c0 00 1d,   n±� � c10d [1 0` � c1 00 0d 

 

ii`   n°� � c0 00 1d c0 00 1d � c0 00 1d � n°,   n±�� � c1 00 0d c1 00 0d � c1 00 0d � n±� 

�n°n±��|x �� n°�n±� |x �� � n°[x²|x �` � x²[n° |x² �` � x²x|x �� 0 t |x �� 0� |x � 

�n±�n°�|x �� n±�[n° |x �` � n±�[x|x �` � x�n±� |x� � xx²|x �� 0 t |x �� 0� |x � 

 Συνεπώς:   n°n±� � n±�n° � 0 �n° 	 n±��|x �� n° |x � 	n±� |x �� x|x � 	x²|x �� [x 	 x²`|x �� 1 t |x �� |x �� I¥|x � 

Αρα:   n° 	 n±� � I¥ 
 

iii`  ³ �n°X��|x �� n°�X�|x �� � n° |x² �� x²|x² ��X�n±��|x �� X��n±� |x �� � X�[x²|x �` � x²�X�|x �� � x²|x² �´ µ n°X� � X�n±� 
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³ �n±�X��|x �� n±��X�|x �� � n±� |x² �� x¶|x² �� ·|x² ��X�n°�|x �� X�[n° |x �` � X�[x|x �` � x�X�|x �� � x|x² �´ µ n±�X� � X�n°  

 

 

Παράδειγµα 5 

∆ίνεται ότι ο τελεστής εναλλαγής S�BE µπορεί να γραφεί ως εξής: 

S�BE � n° Bn° E 	 n±� Bn±� E 	 �X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� 

όπου οι δείκτες i,j αναφέρονται στα Cbits i,j αντίστοιχα. 

∆είξτε ότι η δράση του S�BE είναι αντιστρεπτή χρησιµοποιώντας µόνο τις σχέσεις του 

παραδείγµατος 4 και το γεγονός ότι τελεστές που δρουν σε διαφορετικά Cbits 

µετατίθενται. 

 

S�BE� � n° Bn° En° Bn° E 	 n° Bn° En±� Bn±� E 	 n° Bn° E�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� 	 

	n±� Bn±� En° Bn° E 	 n±� Bn±� En±� Bn±� E 	 n±� Bn±� E�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� 	 

	�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E�n° Bn° E 	 �X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E�n±� Bn±� E 	 

	�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E��X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� 

n° Bn° En° Bn° E � n° Bn° Bn° En° E � n° B�n° E�=n° Bn° E 
n° Bn° En±� Bn±� E � n° Bn±� Bn° En±� E � 0 

n° Bn° E�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� � n° Bn° E�X�BX�En° Bn±� E 	 X�BX�En±� Bn° E� � n° Bn° E�X�Bn° BX�En±� E 	 X�Bn±� BX�En° E� � 

� n° Bn° EX�Bn° BX�En±� E 	 n° Bn° EX�Bn±� BX�En° E � n° Bn±� Bn° EX�BX�En±� E 	 n° Bn±� Bn° EX�BX�En° E � 0 

n±� Bn±� En° Bn° E � n±� Bn° Bn±� En° E � 0 

n±� Bn±� En±� Bn±� E � n±� Bn±� Bn±� En±� E � n±� Bn±� E � [1 � n° B`�1 � n° E� � 1 � n° E � n° B 	 n° Bn° E 
n±� Bn±� E�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� � n±� Bn±� EX�BX�En° Bn±� E 	 n±� Bn±� EX�BX�En±� Bn° E � 

� n±� Bn±� En° EX�BX�En° B 	 n±� EX�BX�En° Bn±� Bn° E � 0 

�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E��n° Bn° E� � �X�BX�E��n° Bn° En±� En° E 	 n±� Bn° Bn° En° E� � 0 

�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E��n±� Bn±� E� � �X�BX�E��n° Bn±� Bn±� En±� E 	 n±� Bn±� Bn° En±� E� � 0 
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�X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E��X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� � �X�BX�En° Bn±� E 	 X�BX�En±� Bn° E��X�BX�En° Bn±� E 	 X�BX�En±� Bn° E� � 

� 0 	 X� iX� jn° in±� jX� iX� jn±� in° j 	 X� iX� jn±� in° jX� iX� jn° in±� j 	 0 � 

� X� iX� jn° iX� iX� jn° j 	 X� iX� jn° jX� iX� jn° i � X� iX� jX� iX� jn±� in° j 	 X� iX� jX� iX� jn±� jn° i � 

� n±� Bn° E 	 n±� En° B � [1 � n° B`n° E 	 �1 � n° E�n° B � n° E � n° Bn° E 	 n° E � n° En° B 
 

Άρα:   S�BE� � n° Bn° E 	 1 � n° E � n° B 	 n° Bn° E 	 n° E � n° Bn° E 	 n° B � n° En° B � 1 

Άρα:   S�BE� � 1 

Συνεπώς η δράση του S�BE είναι αντιστρεπτή. 

 

 

Παράδειγµα 6 

Ο τελεστής C� BE (Controlled not) µπορεί να γραφεί ως εξής: C� BE � n±� B 	 X�En° B 
Αποδείξτε τη σχέση αυτή σε σύστηµα των 2 Qbits 

 

∆ηλαδή πρέπει να αποδειχθεί ότι: 

C�=x � n±�= 	 X�xn°=   και   C�x= � n±�x 	 X�=n°x 

Έστω |xy � τυχαίο διάνυσµα βάσης µε x,y��0,1� 
Τότε: C�=x|xy �� |x, y«x � 

�n±�= 	 X�xn°=�|xy �� n±�=|xy � 	X�xn°=|xy �� x²|xy � 	xX�x|xy �� 

� x²|xy � 	x|xy² �� 

� x²|x � |y � 	x|x � |y² �� 

� |x � r[x²|y � 	x|y² �` � |x, y«x � 

Οµοίως: C�x=|xy �� |x«y, y � 

�n±�x 	 X�=n°x�|xy �� n±�x|xy � 	X�=n°x|xy �� y²|xy � 	¸X�=|xy �� 

� y²|xy � 	¸|x²y �� [y²|x � 	y|x² �`r|y �� |x«y, y � 
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Παράδειγµα 7 

Ορίζοντας τον τελεστή Ζ� � n±� � n° απαντήστε στα ακόλουθα ερωτήµατα: 

i) Σε ποιο χώρο Hilbert δρα αυτός ο τελεστής; 

ii) Ποια η αναπαράστασή του µε µήτρα; Πως δρα στα διανύσµατα βάσης; 

iii) Αποδείξτε ότι ο Ζ αντιµετατίθεται µε τον Χ. 

iv) Ποιες σχέσεις συνδέουν τους n° και n±� µε τον Ζ�; 

v) Αποδείξτε ότι: C� BE � =
� �1 	 Z�B� 	 =� X�E�1 � Z�B� � 

� 12 �1 	 X�E� 	 12 Z�B�1 � X�E� 

vi) Πως γράφεται ο C� EB; 
 

i) Ο τελεστής Ζ� δρα στο χώρο Hilbert διάστασης δύο. 

 

ii)   Z� � n±� � n° � c1 00 0d � c0 00 1d � c 1 00 �1d 

Z� |0 �� c 1 00 �1d c10d � c10d � |0 � 

Z� |1 �� c 1 00 �1d c01d � c 0�1d � �|1 � 

Συνεπώς:   Z� |x �� [�1`»|x � µε x��0,1� 
 

iii) Πρέπει να αποδειχθεί ότι:   ¼X�, Z�½ � 0 � X�Z� 	 Z�X� 

�X�Z� 	 Z�X��|x �� X��Z� |x �� 	 Z��X�|x �� � [�1`»�X�|x �� 	 Z� |x² � 

� [�1`»|x² � 	[�1`»² |x² �� ¾[�1`» 	 [�1`=�»¿|x² �� 0|x² � 

Άρα:   X�Z� 	 Z�X� � ¼X�, Z�½ � 0 

iv)    ³Z� � n±� � n°n±� 	 n° � 1À µ Z� � 1 � n° � n° J n° � 12 �1 � Z�� 

³Z� � n±� � n°n° � 1 � n±�À µ Z� � n±� � 1 	 n±� J n±� � 12 �1 	 Z�� 

 

v`   12 �1 	 Z�B� 	 12 X�E�1 � Z�B� � 12 �1 	 n±� B � n° B� 	 12 X�E�1 � n±� B 	 n° B� � 
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� 12 �1 	 n±� B � n° B 	 X�E � X�En±� B 	 X�En° B� � 12 �n±� B 	 n±� B 	 X�En° B 	 X�En° B� � n±� B 	 X�En° B � 

� C� BE 

Συνεπώς:   C� BE � 12 �1 	 Ζ�B� 	 12 X�E�1 � Z�B� 

C� BE � 12 t 1 	 12 Z�B 	 12 X�E � 12 X�EZ�B � 

� 12 t 1 	 12 X�E 	 12 Z�B � 12 X�EZ�B � 12 �1 	 X�E� 	 12 Z�B � 12 Z�BX�E � 

� 12 �1 	 X�E� 	 12 Z�B�1 � X�E� 

 

vi) Ο C� EB θα γράφεται ως εξής: 

C� EB � 12 �1 	 Ζ�E� 	 12 Χ� B�1 � Z�E� � 12 �1 	 X�B� 	 12 Z�E�1 � X�B� 

 Βλέπουµε ότι εναλλάσσοντας τους τελεστές Χ� και Ζ� παίρνουµε ως αποτέλεσµα 

την εναλλαγή των Cbit ελέγχου και στόχου, δηλαδή από C� BE σε C� EB. 
 

 

Παράδειγµα 8 

∆ίνεται ο µετασχηµατισµός Walsh-Hadamard H� � =
√� �X� 	 Z��. Απαντήστε στα 

ακόλουθα ερωτήµατα: 

i) Είναι ο µετασχηµατισµός αντιστρέψιµος; 

ii) ∆ώστε τη µορφή του µε µήτρα. Ποια η δράση του στα διανύσµατα βάσης; 

iii) Αποδείξτε ότι: Η�Χ�Η� � Ζ� και Η�Ζ�Η� � Χ� 

iv) Αποδείξτε ότι: C� EB � �H� BH� E�C� BE�H� BH� E� 

i) Χρησιµοποιώντας και τις σχέσεις X�� � Z� � � 1, X�Z� � �Z�X� έχουµε: 

Η� � � 1√2 �Χ� 	 Ζ�� 1√2 �Χ� 	 Ζ�� � 12 �Χ� � 	 Χ�Ζ� 	 Ζ�Χ� 	 Ζ��� � 12 [1 	 1` � 1 

 Άρα είναι αντιστρέψιµος µε Η� �= � Η� 

 

ii`   H� � 1√2 �X� 	 Z�� � 1√2 Ãc0 10 0d 	 c 1 00 �1dÄ � 1√2 c 1 11 �1d 
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H� |0 �� 1√2 f 1 11 �1h c10d � 1√2 c11d � 1√2 c10d 	 1√2 c01d � 1√2 [|0 � 	|1 �` 

H� |1 �� 1√2 f 1 11 �1h c01d � 1√2 c 1�1d � 1√2 c10d � 1√2 c01d � 1√2 [|0 � �|1 �` 

 

iii`  H�X�H� � 1√2 �X� 	 Z��X� 1
√2 �X� 	 Z�� � 12 �X� 	 Z���X�� 	 X�Z�� � 

� 12 �X� 	 Z���1 	 X�Z�� � 12 �X� 	 X��Z� 	 Z� 	 Z�X�Z�� � 

� 12 �X� 	 Z� 	 Z� � Z� �X�� � 12 �X� 	 2Z� � X�� � Z� 

H�Z�H� � 12 �X� 	 Z��Z��X� 	 Z�� � 12 �X� 	 Z���Z�X� 	 1� � 12 �X�Z�X� 	 X� 	 Z� �X� 	 Z�� � 

� 12 ��X��Z� 	 2X� 	 Z�� � 12 ��Z� 	 Z� 	 2X�� � X� 

 

iv)   �H� BH� E�C� BE�H� BH� E� � �H� BH� E� Ã12 �1	Z�B� 	 12 X�E�1�Z�B�Ä �H� BH� E� � 

� 12 H� BH� E�1	Z�B�H� BH� E 	 12 H� BH� EX�E�1�Z�B�H� BH� E � 

� 12 �H� BH� EH� BH� E 	 H� BH� EZ�BH� BH� E� 	 12 �H� BH� EX�EH� BH� E � H� BH� EX�EZ�BH� BH� E� � 

� 12 �H� B�H� E� 	 H� EH� BZ�BH� BH� E� 	 12 �H� BH� EX�EH� EH� B � H� BH� EX�EH� EZ�BH� B� � 

� 12 �1 	 H� EX�BH� E� 	 12 �H� BZ�EH� B � H� BZ�EZ�BH� B� � 

� 12 �1 	 H� E�X�B� 	 12 �H� E�Z�E � Z�EH� BZ�BH� B� � 

� 12 �1 	 X�B� 	 12 �Z�E � Z�EX�B� � 12 �1 	 X�B� 	 12 Z�E�1 � X�B� � C� EB 
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Παράδειγµα 9 

Μπορούµε να ορίσουµε µια ελεγχόµενη –Ζ δράση C� BEÅ , η οποία αφήνει ανεπηρέαστη 

την κατάσταση του Cbit στόχου j εάν η κατάσταση του Cbit ελέγχου είναι |0>, ενώ 

δρα µε τον τελεστή Ζ� στο Cbit στόχο αν η κατάσταση του Cbit ελέγχου είναι |1>. 

Αποδείξτε ότι σε ένα σύστηµα των 2-Cbits ισχύουν οι σχέσεις: 

i) Η� EC� BEΗ� E � C� BEÅ      και     Η� BC� EBΗ� B � C� EBÅ  

ii) Η� EC� BEΗ� E � Η� BC� EBΗ� B     δηλαδή     C� BEÅ � C� EBÅ  

Οι σχέσεις αυτές γενικεύονται σε συστήµατα των n-Cbits; 

 

i) Στο σύστηµα των 2 Cbits: 

C�=xÅ � |00 �D 00| 	 |01 �D 01| 	 |10 �D 10| � |11 �D 11| � 

� s1000u [1000` 	 s0100u [0100` 	 s0010u [0010` � s0001u [0001` � 

� s1 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0u 	 s0 0 0 00 1 0 00 0 0 00 0 0 0u 	 s0 0 0 00 0 0 00 0 1 00 0 0 0u � s0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 1u � 

� s 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 �1u 

H�x|00 �� �I¥rH�x�[|0 � r|0 �` � I¥|0 � rH�x|0 �� |0 � r Ã 1√2 [|0 � 	|1 �`Ä � 

� 1√2 [|00 � 	|01 �` 

H�x|01 �� |0 � r Ã 1√2 [|0 � �|1 �`Ä � 1√2 [|00 � �|01 �` 

H�x|10 �� |1 � r Ã 1√2 [|0 � 	|1 �`Ä � 1√2 [|10 � 	|11 �` 

H�x|11 �� |1 � r Ã 1√2 [|0 � �|1 �`Ä � 1√2 [|10 � �|11 �` 

Αρα:   H�x � 1√2 [|00 � 	|01 �` D 00| 	 1√2 [|00 � �|01 �` D 01| 	 
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	 1√2 [|10 � 	|11 �` D 10| 	 	 1√2 [|10 � �|11 �` D 11| 
|00 �� s1000u ,     |01 �� s0100u ,      |10 �� s0010u ,       |11 �� s0001u,      
Αρα: Η�x � 1√2 s1100u [1000` 	 1√2 s 1�100 u [0100` 	 1√2 s0011u [0010` 	 1√2 s 001�1u [0001` � 

� 1√2 1 0 0 01 0 0 00 0 0 00 0 0 0® 	 1√2  0 1 0 00 �1 0 00 0 0 00 0 0 0 ® 	 1√2 0 0 0 00 0 0 00 0 1 00 0 1 0® 	 

	 1√2  0 0 0 00 0 0 00 0 0 10 0 0 �1® � 

� 1√2  1 1 0 01 �1 0 00 0 1 10 0 1 �1® 

Αρα: Η�xC�=xH�x � 12 s 1 1 0 01 �1 0 00 0 1 10 0 1 �1u s1 0 0 00 1 0 00 0 0 10 0 1 0u s 1 1 0 01 �1 0 00 0 1 10 0 1 �1u � 

� 12 s 1 1 0 01 �1 0 00 0 1 10 0 1 �1u s 1 1 0 01 �1 0 00 0 1 �10 0 1 1 u � 12 s 2 0 0 00 2 0 00 0 2 00 0 0 �2u � 

� s 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 �1u � C�=xÅ  

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι: Η�=C�x=H�= � C� x=Å  

 

ii) Είδαµε στο παράδειγµα 8 ότι: C� EB � �H� BH� E�C� BE�H� BH� E� 

Συνεπώς:   H� BC� EBH� B � H� BH� BH� EC� BEH� BH� EH� B 
Επειδή   ÆH� B, H� EÇ � 0   και   Η� B� � 1   έχουµε: H� BC� EBH� B � Η� B�H� EC� BEH� EΗ� B� � H� EC� EBH� E 
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Οι σχέσεις αυτές εφαρµόζονται και σε συστήµατα των n-Cbits. 

 

 

Παράδειγµα 10 

Ορίζοντας τον τελεστή Y� � iX�Z� απαντήστε στα ακόλουθα ερωτήµατα: 

i) Βρείτε την αναπαράσταση του Y� υπό µορφή µήτρας 

ii) Βρείτε µια σχέση για τον S�BE συναρτήσει µόνο των Χ� και Ζ� 

iii) Αποδείξτε ότι: 

S�BE � 12 �1 	 X�BX�E 	 Y�BY�E 	 Z�BZ�E� � 12 �1 	 σÉÉÊ[B`σÉÉÊ[E`� 

όπου σÉÉÊ είναι ένα «τρισδιάστατο διάνυσµα» του οποίου οι συνιστώσες είναι 2x2 

πίνακες (οι πίνακες του Pauli) 

σË» ~ X� � c0 11 0d,   σËÌ ~ Y� � c0 �ii 0 d,    σËÅ ~ Z� � c 1 00 �1d 

 

ii`   Y� � iX�Z� � i c0 11 0d c 1 00 �1d � i c0 �11 0 d � c0 �ii 0 d 

 

ii) Γνωρίζουµε ότι:   S�BE � n° Bn° E 	 n±� Bn±� E 	 �X�BX�E��n° Bn±� E 	 n±� Bn° E� 

και   n° � 12 �1 � Ζ��,   n±� � 12 �1 	 Ζ�� 

S�BE � 14 �1 � Z�B��1 � Z�E� 	 14 �1 	 Z�B��1 	 Z�E� 	 �X�BX�E� Ã14 �1 � Z�B��1 	 Z�E� 	³ 
³	 14 �1 	 Z�B��1 � Z�E�Ä � 

� 14 �1 � Z�E � Z�B 	 Z�BZ�E� 	 14 �1 	 Z�E 	 Z�B 	 Z�BZ�E� 	 14 �X�BXE��1 	 Z�E � Z�B �³ 
³�Z�BZ�E 	 1 � Z�E 	 Z�B � Z�BZ�E� � 

� 14 �2I¥ 	 2Z�BZ�E� 	 14 �X�BX�E��2I¥ � 2Z�BZ�E� � 12 �X�BX�E��1 � Z�BZ�E� 	 12 �1 	 Z�BZ�E� 

Συνεπώς:   S�BE � 12 �1 	 Z�BZ�E� 	 12 �X�BX�E��1 � Z�BZ�E� 
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iii`   S�BE � 12 �1 	 Z�BZ�E� 	 12 X�BX�E � 12 X�BX�EZ�BZ�E                   Οµως:   Χ� EZ�B � Z�BΧ� E και   Χ� BZ�B � �iY�B Χ� EZ�E � �iY�E 
Αρα:   S�BE � 12 �1 	 Z�BZ�E� 	 12 X�BX�E � 12 X�BΖ�BΧ� EZ�E � 

� 12 �1 	 Z�BZ�E� 	 12 �X�BX�E � 12 ��iY�B���iY�E�� 

� 12 �1 	 X�BX�E 	 Z�BZ�E� 	 12 Y�BY�E � 12 �1 	 X�BX�E 	 Y�BY�E 	 Z�BZ�E� 

Δηλαδή:   S�BE � 12 f1 	 σ»[B`σ»[E` 	 σÌ[B`σÌ[E` 	 σÅ[B`σÅ[E`h � 12 �1 	 σÉÉÊ[B`σÉÉÊ[E`� 

 

 

Παράδειγµα 11 

Το ζεύγος –EPR (κατάσταση Bell) 
=√� [|00 � 	|11 �` µπορεί να γραφεί ως τανυστικό 

γινόµενο καταστάσεων του ενός qubit; 

 

Έστω ότι µπορεί να γραφεί ως τανυστικό γινόµενο. ∆ηλαδή: 1√2 [|00 � 	|11 �` � [αx|0 � 	α=|1 �`r[bx|0 � 	b=|1 �` 

µε   |αx|� 	 |α=|� � |bx|� 	 |b=|� � 1 

Αρα: 1√2 |00 � 	 1√2 |11 �� [αxbx`|00 � 	[αxb=`|01 � 	[α=bx`|10 � 	[α=b=`|11 � 

Θα πρέπει, αφού |00 �, |01 �, |10 �, |11 � µια βάση του χώρου Hilbert 4-διαστάσεων, 

να είναι: 

αxbx � 1√2,   αxb= � α=bx � 0,   α=b= � 1√2 

Όµως αν  αxb= � 0  τότε  αx � 0  ή  b= � 0  πράγµα αδύνατο. Άρα το σύστηµα είναι 

αδύνατο και το EPR ζεύγος δεν µπορεί να γραφεί ως τανυστικό γινόµενο (είναι 

δηλαδή διαπλεκόµενο – entangled) 
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Παράδειγµα 12 

Θα µπορούσε ο τελεστής C�=x (C-not) να γραφεί ως τανυστικό γινόµενο τελεστών; 

Θεωρήστε ότι δρα στο χώρο Hilbert 4 διαστάσεων. 

 

Έστω ότι µπορεί να γραφεί. Συνεπώς:   C�=x � A�rB� 

1 0 0 00 1 0 00 0 0 10 0 1 0® � cα bc dd r c e fg hd �  αe αf be bfαg αh bg bhce cf de dfcg ch dg dh ® 

Θα πρέπει: αe=αh=df=dg=1 και 

αf=be=bf=αg=dg=bh=ce=cf=de=cg=ch=dh=0 

Παίρνοντας την αf=0 θα είναι α=0 ή f=0, πράγµα αδύνατο. Συνεπώς ο C�=x δεν µπορεί 

να γραφεί ως τανυστικό γινόµενο τελεστών. 

 

 

ΚΒΑΝΤΙΚΕΣ ΠΥΛΕΣ – ΚΒΑΝΤΙΚΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ 

 

Οι κλασικοί υπολογιστές αποτελούνται από αγωγούς και λογικές πύλες οι οποίες 

συγκροτούν κυκλώµατα. Μεταφέρεται πληροφορία µε τη µορφή τάσης ή ρεύµατος, 

µέσω των αγωγών, από πύλη σε πύλη και αυτές επεξεργάζονται την πληροφορία που 

έρχεται στην είσοδό τους, σύµφωνα µε τον πίνακα αληθείας τους. Οι λογικές πύλες 

στους κλασικούς υπολογιστές είναι φυσικά συστήµατα (από πυρίτιο) και η 

πληροφορία διέρχεται από µέσα τους. 

Κάτι τέτοιο όµως δεν ισχύει στους κβαντικούς υπολογιστές. Οι κβαντικές πύλες δεν 

είναι φυσικά συστήµατα αλλά ∆ΡΑΣΕΙΣ που ενεργούν πάνω στα qubits ή σε 

κβαντικούς καταχωρητές. Αυτή είναι η πρώτη διαφορά κλασικών – κβαντικών 

λογικών πυλών. Μια δεύτερη εξίσου µεγάλη διαφορά είναι ότι η πληροφορία δεν 

διέρχεται µέσα από τις κβαντικές πύλες αλλά παραµένει αποθηκευµένη στα qubits και 

στους κβαντικούς καταχωρητές. Οι κβαντικές πύλες (που αναπαρίστανται µε µήτρες) 

δρουν η µια µετά την άλλη στα qubits αλλάζοντας την κατάστασή τους. 

 

Ένα φυσικό σύστηµα αλλάζει µε το χρόνο, έτσι το καταστατικό διάνυσµα του 

συστήµατος είναι µια συνάρτηση του χρόνου |ψ(t)>. Η κβαντική θεωρία αξιώνει ότι η 
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κατάσταση ενός κλειστού συστήµατος εξελίσσεται στον χρόνο γραµµικά. Με άλλα 

λόγια αν γνωρίζαµε ότι κάποιος συγκεκριµένος µετασχηµατισµός απεικονίζει την 

|ψB � στην U�|ψB � κατάσταση τότε: 

U� ÕA αB|ψB �B Ö � A αBU�B |ψB � ,          A|αB|�
B � 1 

Επειδή και στην νέα αυτή κατάσταση, ∑ αBU�|ψB �,B  θα πρέπει η νόρµα (norm) του 

διανύσµατος (κατάσταση)i να είναι ίση µε 1 (δηλαδή να διατηρείται), οι µόνοι 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ τελεστές που διατηρούν τέτοιες νόρµες είναι οι ΜΟΝΑ∆ΙΑΚΟΙ 

τελεστές (U�� � U��= ή U�U�� � U��U� � Ι¥`. 

Η απόδειξη αυτού του γεγονότος είναι αρκετά απλή: Έστω |ψ � η κατάσταση ενός 

κλειστού συστήµατος και U� ένας µοναδιακός µετασχηµατισµός τέτοιος ώστε: |ψ� ��U�|ψ � όπου |ψ� � η κατάσταση του συστήµατος µετά την δράση του U�. Øψ�Ø � ÙD ψ�|ψ� � 

D ψ�|ψ� ��D ψ|U��U�|ψ   γιατί   D V�| �D ψ|U�� 

Όµως ο U� είναι µοναδιακός συνεπώς U��U� � I¥ 
 

Άρα:   D ψ�|ψ� ��D ψ|Ι¥|ψ ��D V|ψ � 

 

Συνεπώς:   Øψ�Ø � ÙD ψ�|ψ� �� ÙD V|ψ �� ØψØ 

 

Όσον αφορά την απαίτηση της γραµµικότητας (κβαντοµηχανικό αξίωµα) η µη ύπαρξή 

της θα οδηγούσε σε διάφορα παράδοξα όπως ταξίδι στο χρόνο, επικοινωνία µε 

ταχύτητα µεγαλύτερη του φωτός και παραβιάσεις του δεύτερου νόµου της 

θερµοδυναµικής. Στους κβαντικούς υπολογιστές αναφερόµαστε στους µοναδιακούς 

τελεστές που δρουν πάνω σε ένα qubit ως 1-qubit πύλες (1-qubit gates). Ανάλογες 

πύλες υπάρχουν και για περισσότερα του ενός qubits (n-qubit gates). 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι η απαίτηση της δράσης µοναδιακών τελεστών οδηγεί 

στην αντιστρεπτότητα. Το γεγονός αυτό αποδεικνύεται από το ότι κάθε µοναδιακός 

µετασχηµατισµός έχει έναν επίσης µοναδιακό αντίστροφο µετασχηµατισµό. 

Συνοψίζοντας, οι κβαντικές πύλες είναι µοναδιακοί τελεστές που δρουν στα qubits 

και η δράση τους είναι αντιστρεπτή. 
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Είδαµε ότι οι κβαντικοί υπολογισµοί είναι δράσεις τελεστών που έχουν ως 

αποτέλεσµα την περιστροφή διανυσµάτων στο χώρο Hilbert. Πως θα σχηµατίσουµε 

µια εικόνα στο µυαλό µας; Το πιο επιτυχηµένο µοντέλο που χρησιµοποιείται σήµερα 

είναι το κυκλωµατικό µοντέλο. Κάθε κβαντικός υπολογισµός µπορεί να παρασταθεί 

µε ένα κύκλωµα (κβαντικό κύκλωµα) που αποτελείται από qubits και κβαντικές πύλες. 

Ένα παράδειγµα κβαντικού κυκλώµατος φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα: 

 

 

U=, U�, UÚ, UÛ: κβαντικές πύλες            : µέτρηση στην κλασική βάση �|0 �, |1 �� 

 

Τα κβαντικά κυκλώµατα αναπαριστούν τη χρονική σειρά και τον τρόπο µε τον οποίο 

δρουν οι κβαντικές πύλες στους κβαντικούς καταχωρητές. Η τελική κατάσταση |ψÜ � 

στα δεξιά θα είναι σχεδόν πάντα διαπλεκόµενη (entangled). 

 

 

1-Qubit πύλες 

 

Κάθε µοναδιακός τελεστής που δρα σε ένα δισδιάστατο κβαντικό σύστηµα (ένα qubit) 

καλείται 1-qubit κβαντική πύλη. Ένα παράδειγµα θα µπορούσε να είναι η κβαντική 

πύλη NOT (Pauli X πύλη). Στη σφαίρα Bloch κάθε κατάσταση του qubit είναι και ένα 

σηµείο στην επιφάνεια της σφαίρας ή ισοδύναµα ένα µοναδιαίο διάνυσµα του οποίου 

το σηµείο εφαρµογής βρίσκεται στο κέντρο της σφαίρας Bloch. Μια πύλη του 1-qubit 

µετασχηµατίζει µια κβαντική κατάσταση |ψ> σε µια άλλη κβαντική κατάσταση U�|ψ �. 

Η δράση του/της U� στην |ψ> οδηγεί σε µια στροφή του διανύσµατος, στη σφαίρα 

Bloch. 

Αντίθετα µε τις κλασικές πύλες, όπου µόνο µια πύλη του ενός bit υπάρχει (η πύλη 

NOT) υπάρχουν πολλές κβαντικές πύλες του ενός qubit. Θα επικεντρωθούµε στις 

κυριότερες από αυτές. 
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Η κβαντική πύλη NOT (X)  

 

|q>αρχ. |q>τελ. 
 Χ� � |0 �D 1| � 	|1 �D 0|     µε 

|0> |1>  
|0 �� c10d    και   |1 �� c01d 

|1> |0>  

α|0>+β|1> β|0>+α|1> 
 Χ� � c10d [0 1` 	 c01d [1 0` � c0 10 0d 	 c0 01 0d 

 

∆ηλαδή: Χ� |x �� |x² �  µε x∈�0,1� 

Αρα:   X� � c0 11 0d           Δηλαδή   Χ� cαβd � cβαd 

Παρατηρούµε ότι Χ� � � Χ� �= συνεπώς είναι µοναδιακός ο µετασχηµατισµός (πράγµα 

αναµενόµενο). 

 

Χ� |0 �� Χ� ccos 02 |0 � 	eBφ sin 02 |1 �d � |1 �� cos π2 |0 � 	 eBφ sin π2 |1 � 

Βλέπουµε ότι η δράση της κβαντικής πύλης NOT στην κατάσταση |0 � οδηγεί το 

σύστηµα στην κατάσταση |1 � που στη σφαίρα Bloch είναι ένα διάνυσµα συµµετρικό 

εκείνου της |0 �, ως προς το επίπεδο x-y. 

Οµοίως: 

Χ� |1 �� Χ� fcos π2 |0 � 	eBφ sin π2 |1 �h � |0 �� cos 02 |0 � 	 eBφ sin 02 |1 � 

 α|0 � 	β|1 � � � � � � Χ � � � � �β|0 � 	α|1 � 

 

 

Η κβαντική πύλη Ζ 

 

Ζ� � |0 �D 0| � |1 �D 1|   Αρα:   Ζ� � c10d [1 0` � c01d [0 1` � 

� c1 00 0d � c0 00 1d � c 1 00 �1d          Ζ� � c 1 00 �1d 
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|q>αρχ. |q>τελ. 
 Ζ�� � Ζ��= συνεπώς ο µετασχηµατισµός είναι 

µοναδιακός. 
|0> |0>  

|1> -|1>  
∆ηλαδή:   Ζ�|x �� [�1`»|x � µε x∈�0,1� 

α|0>+β|1> α|0>-β|1>   
 

 

Παράδειγµα 13 

Αν ένα qubit βρίσκεται στην κατάσταση |ψ �� =� |0 � 	 √Ú� |1 � και δράσουµε πάνω 

του µε την κβαντική πύλη ΝΟΤ ποια θα είναι η τελική κατάσταση του qubit και ποια η 

σχετική θέση του διανύσµατος της τελικής κατάστασης ως προς αυτή της αρχικής στη 

σφαίρα Bloch; 

 

Χ� |ψ �� Χ� �12 |0 � 	 √32 |1 �� � 12Χ� |0 � 	 √32 Χ� |1 �� 

� 12 |1 � 	 √32 |0 �� √32 |0 � 	 12 |1 �� |ψ� � 

 

|ψ �� 12 |0 � 	 √32 |1 �� cos π 3�2 |0 � 	eBx sin π 3�2 |1 � 

 

Συνεπώς στη σφαίρα Bloch: θ � �ÞÚ  και φ=0 

|ψ� �� √32 |0 � 	 12 |1 �� cos π 3�2 |0 � 	eBx sin π 3�2 |1 � 

 

∆ηλαδή: θ� � ÞÚ και φ� � 0 

 

Συνεπώς τα δύο διανύσµατα στη σφαίρα Bloch θα είναι συµµετρικά ως προς το 

επίπεδο x-y. 
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Παράδειγµα 14 

Επαναλάβατε το προηγούµενο παράδειγµα αλλά δράστε µε την κβαντική πύλη Ζ αντί 

της ΝΟΤ. 

 

Ζ�|ψ �� Ζ� �12 |0 � 	 √32 |1 �� � 12 Ζ�|0 � 	 √32 Ζ�|1 �� 

� 12 |0 � � √32 |1 �� |ψ� � 

|ψ �� 12 |0 � � √32 |1 �� cos 2π 3�2 |0 � 	eBà sin 2π 3�2 |1 � ,   θ� � 2π3 ,   φ� � π 

 

Συνεπώς τα δύο διανύσµατα στη σφαίρα Bloch θα είναι συµµετρικά ως προς το 

επίπεδο y-z. 

 

 

Η κβαντική πύλη Η (Hadamard) 

 

Μερικές φορές η πύλη αυτή ονοµάζεται «τετραγωνική ρίζα της πύλης ΝΟΤ». Ορίζεται 

ως εξής: 

 

Η� |x �� |0 � 	[�1`»|1 �√2    µε   x � �0,1� 

Δηλαδή:   Η� |0 �� |0 � 	|1 �√2 ,   Η� |1 �� |0 � �|1 �√2  

Συνεπώς: Η� � c|0 � 	|1 �√2 d D 0| 	 c|0 � �|1 �√2 d D 1|, µε |0 �� c10d , |1 �� c01d 

Αρα: Η� � 1√2 c11d [1 0` 	 1√2 c 1�1d [0 1` � 1√2 c1 01 0d 	 1√2 c 0 10 �1d 

Η� � 1√2 c 1 11 �1d         υπό µορφή µήτρας 
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Η δράση της Hadamard οδηγεί στο καταστατικό διάνυσµα του ενός qubit στη σφαίρα 

Bloch σε στροφή περί τον άξονα y κατά 90° ακολουθούµενη από µια ανάκληση στο 

επίπεδο x-y. 

 

∆ρώντας µια δεύτερη φορά µε την Hadamard έχουµε: 

Η��Η� |x �� � H� á|0 � 	[�1`»|1 �√2 â � H� |0 � 	[�1`»H� |1 �√2  

(εκµεταλλευόµενοι την γραµµικότητα) 

Αρα: Η��|x �� |0 � 	|1 �√2 	 [�1`» |0 � �|1 �√2√2 � |0 � 	[�1`»|0 � 	|1 � 	[�1`»�=|1 �2 � 

¾1 	 [�1`»¿|0 � 	¾1 	 [�1`x	1¿|1 �2    µε x ∈ �0,1� 
Αν x=0 τότε: Η� �|x �� H�2

|0 �� 2|0�2 � |0 � 

Αν x=1 τότε: Η� �|x �� H�2
|1 �� 2|1�2 � |1 � 

∆ηλαδή Η� �|x �� |x �, · ∈ �0,1� συνεπώς Η�� � Ι¥ (∆ηλαδή Η� � Η��=) Η� � =√� � = == �=� συνεπώς Η� � � =√� � = == �=� � Η� και ο µετασχηµατισµός είναι και 

µοναδιακός: Η� � � Η� �= 

 

 

Κβαντικές πύλες στροφής 

 

Πριν προχωρήσουµε στις κβαντικές πύλες στροφής θα αποδείξουµε την ακόλουθη 

πρόταση: 

Έστω x∈ℝ και Α είναι πίνακας τέτοιος ώστε Α� � Ι. Θα δειχθεί ότι eBã» � cos x t I	 

� i sin x tA. 

Αναπτύσσουµε ως προς Taylor την eBã». 
eBã» � I	 11! iAx 	 12! i�A�x� 	 13! iÚAÚxÚ 	 14! iÛAÛxÛ 	 > � 

� I	 iAx � 12 Ix� � 16 iAxÚ 	 124 IxÛ 	 > 
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Οµοίως αναπτύσσουµε ως προς Taylor τις sin x, cos x : 
sin x � x � 16 xÚ 	 1120 xæ � > 

cos x � 1 � 12 x� 	 124 xÛ � > 

Άρα: cos x t I 	 i sin x t A � I � =� Ix� 	 =�Û IxÛ � > 	 iAx � =ç iAxÚ 	 > 

� I 	 iAx � 12 Ix� � 16 iAxÚ 	 124 IxÛ 	 > � eBã» 

Έχοντας αποδείξει την σχέση αυτή µπορούµε να ορίσουµε τις κβαντικές πύλες 

στροφής ως εξής: 

R»[θ` � e� B�»� ,      RÌ[θ` � e� B�Ì� ,      RÅ[θ` � e� B�Å�  

Εύκολα αποδεικνύεται ότι: Χ� � Y� � Z� � I (και για τους τρεις πίνακες του Pauli). 

Συνεπώς: 

R»[θ` � e� B�»� � cos cθ2d t Ι � i sin cθ2d t X 

RÌ[θ` � e� B�Ì� � cos cθ2d t Ι � i sin cθ2d t Y 

RÅ[θ` � e� B�Å� � cos cθ2d t Ι � i sin cθ2d t Z 

Υπό µορφή µητρών οι πύλες αυτές παίρνουν τη µορφή: 

R»[θ` � scos θ2 �i sin θ2�i sin θ2 cos θ2u,   RÌ[θ` � scos θ2 � sin θ2sin θ2 cos θ2 u,   RÅ[θ` � Õe�B�� 00 eB�� Ö 

 

 

Παράδειγµα 15 

 

∆είξτε ότι ο µετασχηµατισµός RÅ[θ` οδηγεί σε στροφή κατά µια γωνία θ περί τον 

άξονα z στη σφαίρα Bloch. 

 

Θεωρούµε µια τυχαία κατάσταση του 1-qubit γραµµένη µε όρους που περιέχουν 

γωνίες της σφαίρας Bloch. 
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|ψ �� cos fσ2h |0 � 	eBé sin fσ2h |1 � 

Χρησιµοποιώντας τη βάση �|0 �, |1 �� γράφουµε υπό µορφή µήτρας 

s cos σ2eBé sin σ2u 

RÅ[θ`|ψ �� Õe� iθ2 00 eiθ2 Ö s cos σ2eBé sin σ2u � s e�iθ2 cos σ2eiθ2 eiτ sin σ2u � e�iθ2 s cos σ2eiθ eiτ sin σ2u � 

� e�B�� êcos σ2 |0 � 	eB[é��` sin σ2 |1 �ë 
Ο παράγοντας φάσης είναι ασήµαντος συνεπώς η νέα κατάσταση µετά τη δράση RÅ[θ` 
είναι η : 

|ψ� �� cos fσ2h |0 � 	eB[é��` sin fσ2h |1 � 

Βλέπουµε ότι υπάρχει µια αλλαγή στη γωνία από τ σε τ+θ που αντιστοιχεί σε µια 

στροφή του καταστατικού διανύσµατος κατά γωνία θ περί τον άξονα z. 

 

Σηµείωση: Οι µετασχηµατισµοί R»[θ`, RÌ[θ` οδηγούν σε στροφές κατά γωνία θ περί 

τους άξονες x,y αντίστοιχα στη σφαίρα Bloch.(Η απόδειξη του ισχυρισµού αυτού 

είναι αρκετά µακροσκελής και γι’ αυτό το λόγο παρατίθεται στο Παράρτηµα Β στο 

τέλος της παρούσας εργασίας). 

 

 

Κβαντικές πύλες πολλαπλών qubit  

 

Η βασικότερη κβαντική πύλη πολλαπλών qubit είναι η ελεγχόµενη-ΝΟΤ (ή CNOT). 

Αυτή έχει δύο qubits εισόδου, γνωστά ως qubit ελέγχου (control qubit) και qubit 

στόχου (target qubit). Η κυκλωµατική αναπαράσταση της CNOT φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα: 

 

 



37 

|x= �:Κατάσταση του qubit ελέγχου. 

|xx �:Κατάσταση του qubit στόχου. 

xx«x= � [xx 	 x=`mod2 

|ψB�ìíî �� |x=xx �, |ψ|íîìíî �� C�=x|ψB�ìíî Αρα   |ψ|íîìíî �� |x=, xx«x= � µε xx, x= � �0,1� 
Αν το control qubit είναι 0 τότε το qubit στόχου παραµένει ανέπαφο ενώ αν το qubit 

ελέγχου είναι 1 το qubit στόχου αντιστρέφεται. 

∆ηλαδή: C�=x|00 �� ï00 �, C�=xï01 �� ï01 �, C�=xï10 �� ï11 �, C�=xï11 �� |10 � 

Συνεπώς: C�=x � |00 �D 00| 	 |01 �D 01| 	 |10 �D 11| 	 |11 �D 10| 
� 1 0 0 00 1 0 00 0 0 10 0 1 0®   [Δείτε παράδειγµα 3` 

Θα µπορούσε να εναλλαγεί η θέση των qubit ελέγχου και στόχου ως εξής: C�x= � |x1x0 �� |x1«x0, x0 � µε   x0,x1 � �0,1� 

C�x= � |00 �D 00| 	 |01 �D 11| 	 |10 �D 10| 	 |11 �D 01| � 

� s1000u [1 0 0 0` 	 s0100u [0 0 0 1` 	 s0010u [0 0 1 0` 	 

	 s0001u [0 1 0 0` � 

� 1 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 10 0 0 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 00 0 1 00 0 0 0® 	 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 1 0 0® � 

� 1 0 0 00 0 0 10 0 1 00 1 0 0®         Αρα:   C�x= � 1 0 0 00 0 0 10 0 1 00 1 0 0®  υπό µορφή µήτρας 

 

Μια δεύτερη πολύ χρήσιµη κβαντική πύλη είναι η Toffoli. Η κυκλωµατική της 

αναπαράσταση είναι η ακόλουθη: 
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∆ηλαδή: Τ�|x2x1x0 �� |x2, x1, x0«[x1x2` �   µε xx, x=, x� � �0,1� 
H Toffoli πύλη έχει τρία qubits εισόδου και τρία qubits εξόδου. ∆ύο από τα qubits 

αυτά είναι τα qubits ελέγχου που παραµένουν ανέπαφα από τη δράση της Toffoli. Το 

τρίτο qubit είναι το qubit στόχος που αντιστρέφεται αν τα control qubits είναι 

συγχρόνως στην κατάσταση |1 �, διαφορετικά παραµένει και αυτό ανέπαφο. Μπορεί να 

ονοµατιστεί και ως διπλά – ελεγχόµενη ΝΟΤ πύλη. ∆ρώντας δύο φορές µε την Toffoli 

έχουµε: Τ��|x�x=xx �� T��T�|x�x=xx �� � T�|x�, x=, xx«[x=xx` �� � |x�, x=, xx«[x=x�`«[x=x�` �� |x�x=xx � 

∆ηλαδή Τ�� � Ι¥. Συνεπώς η Toffoli είναι µια αντιστρέψιµη πύλη αφού έχει αντίστροφη 

τον εαυτό της (Τ� � Τ��=` Τ� � |000 �D 000| 	 |001 �D 001| 	 |010 �D 010| 	 |011 �D 011| 	 	|100 �D 100| 	 |101 �D 101| 	 |110 �D 111| 	 |111 �D 110| � 

�
L
MMM
MMN

100000000O
PPP
PPQ [1 0 0 0 0 0 0 0 ` 	

L
MMM
MMN

010000000O
PPP
PPQ [0 1 0 0 0 0 0 0 ` 	

L
MMM
MMN

001000000O
PPP
PPQ [0 0 1 0 0 0 0 0 ` 	 

	
L
MMM
MMN

000100000O
PPP
PPQ [0 0 0 1 0 0 0 0 ` 	

L
MMM
MMN

000010000O
PPP
PPQ [0 0 0 0 1 0 0 0 ` 	

L
MMM
MMN

000000100O
PPP
PPQ [0 0 0 0 0 1 0 0 ` 	 
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L
MMM
MMN

000000010O
PPP
PPQ [0 0 0 0 0 0 0 1 ` 	

L
MMM
MMN

000000001O
PPP
PPQ [0 0 0 0 0 0 1 0 ` �

L
MMM
MN

1 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 00 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 1 0O
PPP
PQ

 

Παρατηρούµε ότι Τ�� � Τ�=�� Τ�� συνεπώς ο µετασχηµατισµός Τ� είναι και 

µοναδιακός. 

Ας εξετάσουµε τώρα δύο ειδικές περιπτώσεις. Στην πρώτη ας προετοιµάσουµε το 

πρώτο qubit ώστε να βρίσκεται στην κατάσταση |1 �. 
Τότε: Τ�|α � |b � |1 �� T�|αb1 �� |α, b, 1«[αb` �� |α, b, �αb²²²²� 

 

 

µε α,b ��0,1� 
Όµως γνωρίζουµε ότι 1«[αb` � 1² t [αb` 	 1 t �αb²²²²� � � 0 t [αb` 	 1 t �αb²²²²� � � 0 	 �αb²²²²� � �αb²²²²� � ó[αb` 

όπου:  ¬ (αb)=NOT (α and b) 

Παρατηρούµε ότι η κβαντική Toffoli πύλη µπορεί να προσοµοιώσει µη αντιστρεπτές 

λογικές πύλες, εδώ την NAND κλασική λογική πύλη. Αφού η NAND λογική πύλη 

είναι το στοιχείο το οποίο µπορεί να κατασκευάσει όλα ανεξαρτήτως τα λογικά 

κλασικά κυκλώµατα εξασφαλίζεται ότι οι κβαντικοί υπολογισµοί είναι ικανοί να 

εκτελέσουν κάθε υπολογισµό που θα µπορούσε να κάνει και ένας κλασικός 

υπολογιστής. 

 

Στη δεύτερη ειδική περίπτωση ας προετοιµάσουµε το ένα από τα δύο qubits ελέγχου 

ώστε να βρίσκεται στην κατάσταση |1 � και το qubit στόχο να βρίσκεται στην 

κατάσταση |0 �. 

Τότε: Τ�|1 � |b � |0 �� T�|1b0 �� |1, b, 0«[1 t b` �� � |1, b, 0«b �� |1, b, b �� |1 � |b � |b � 
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µε b � �0,1� 
Αυτό που έχουµε καταφέρει είναι να αντιγράψουµε την κατάσταση |b> µε b��0,1�. 
ΠΡΟΣΟΧΗ!!! αυτό δεν σηµαίνει ότι κάθε τυχαία κβαντική κατάσταση |ψ> µπορεί να 

αντιγραφεί. Σε αυτήν τη συγκεκριµένη περίπτωση που εξετάσαµε µπορούµε να το 

ισχυριστούµε. Θα αποδείξουµε στη συνέχεια ότι είναι αδύνατον να κάνουµε ένα 

αντίγραφο µιας άγνωστης κβαντικής κατάστασης (no-cloning theorem). 

 

 

Παράδειγµα 16 (Πύλες αλλαγής φάσης – phase shift gates) 

Θεωρείστε τον ακόλουθο µετασχηµατισµό: 

R��ïx �� eB�»ïx �      µε   x � �0,1� 

i) Αποδείξτε ότι ο µετασχηµατισµός είναι µοναδιακός αφού πρώτα βρείτε την 

αναπαράστασή του µε µήτρα. 

 R��ï0 �� eB�xï0 �� ex|0 �� |0 � 

R��ï1 �� eB�=ï10 �� eB�|1 � 

Συνεπώς: R�� � |0 �D 0| 	 eB�|1 �D 1| 
Αρα:   R�� � c10d [1 0` 	 eB� c01d [0 1` � c1 00 0d 	 eB� c0 00 1d 

R�� � c 1 00 eB�d 

Συνεπώς:   R��� � c 1 00 e�B�d 

R���= � 11 t eB� � θ t 0 ceB� 00 1 d � 1eB� ceB� 00 1 d � c 1 00 e�B�d 

Άρα: R��� � R���= και ο µετασχηµατισµός είναι µοναδιακός. 
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ii) ∆είξτε ότι ο µετασχηµατισµός R�� µπορεί να πάρει την ισοδύναµη µορφή: 

�e�B� �� 00 eB� �� � 

R�� � c 1 00 eB�d � eB� �� �e�B� �� 00 eB� �� � 

Συνεπώς:   R��|x �� �e�B� �� 00 eB� �� � feB� �� |x �h 

Ο παράγοντας φάσης δεν έχει κανένα παρατηρήσιµο αποτέλεσµα, συνεπώς η 

ισοδύναµη µορφή του R�� είναι η: 

�e�B� �� 00 eB� �� � 

Μερικά χρήσιµα παραδείγµατα είναι ή 
Þô πύλη όπου θ=

ÞÛ (ονοµάζεται και πύλη Τ) 

R�Þ Û� � �e�BÞ ô� 00 eBÞ ô� � , ή ισοδύναµα   R�Þ Û� � c 1 00 eBÞ Û� d 

η πύλη φάσης όπου θ=π 2�  (ονοµάζεται και πύλη S) 

R�Þ �� � �e�BÞ Û� 00 eBÞ Û� � , ή ισοδύναµα   c 1 00 eBÞ �� d � c1 00 i d 

και η πύλη όπου θ=π (η γνωστή µας πύλη Ζ του Pauli) 

R�Þ � �e�BÞ �� 00 eBÞ �� � , ή ισοδύναµα   Ζ� � c 1 00 eBÞd � c 1 00 �1d 

 

 

Παράδειγµα 17 (Fredkin gate ή CSWAP πύλη) 

∆ίνεται η πύλη των 3-qubit εκ των οποίων το ένα από τα τρία qubits είναι το qubit 

ελέγχου και τα άλλα δύο είναι τα qubits στόχοι. Εάν το qubit ελέγχου είναι ίσο µε 1, 

τότε εναλλάσσονται οι τιµές των qubit στόχων, διαφορετικά αν το qubit ελέγχου είναι 

ίσο µε 0 οι τιµές των qubit στόχων παραµένουν ανέπαφες. 

i) Γράψτε τον πίνακα αλήθειας της πύλης αυτής. 

ii) Βρείτε τη µορφή του µετασχηµατισµού αυτού. 

iii) Ποια η αναπαράστασή του µε τη µορφή µήτρας; 

iv) Ποια η κυκλωµατική αναπαράσταση του µετασχηµατισµού αυτού; 
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i) Έστω |x�x=xx � η κατάσταση εισόδου µε xx, x=, x� � �0,1� και |x�� x=� xx� � η 

κατάσταση εξόδου µε xx� , x=� , x�� � �0,1�. Θεωρώ την |x�� � ως την κατάσταση του 

qubit ελέγχου. 

 

Είσοδος Έξοδος   x� x= xx x��  x=�  xx�    
 x�� � x�x²=x²x 	 x�x²=xx 	 x�x=x²x 	 x�x=xx � 

� x�x²=[x²x 	 xx` 	 x�x=[x²x 	 xx` � 

� x�x²= 	 x�x= � 

� x�[x²= 	 x=` � 

� x� 

 

0 0 0 0 0 0  

0 0 1 0 0 1  

0 1 0 0 1 0  

0 1 1 0 1 1  

1 0 0 1 0 0  

1 0 1 1 1 0  

1 1 0 1 0 1  

1 1 1 1 1 1  

 x=� � x²�x=x²x 	 x²�x=xx 	 x�x²=xx 	 x�x=xx � x²�x=[x²x 	 xx` 	 x�xx[x²= 	 x=` � � x²�x= 	 x�xx 

xx� � x²�x²=xx 	 x²�x=xx 	 x�x=x²x 	 x�x=xx � x²�xx[x²= 	 x=` 	 x�x=[x²x 	 xx` � � x²�xx 	 x�x= 

 

ii) Συνεπώς:   F� |x�x=xx �� |x�, x²�x= 	 x�xx,   x²�xx 	 x�x= � 

 

iii) F� � |000 �D 000| 	 |001 �D 001| 	 |010 �D 010| 	 |011 �D 011| 	 

	|100 �D 100| 	 |101 �D 110| 	 |110 �D 101| 	 |111 �D 111| � 

�
L
MMM
MN

10000000O
PPP
PQ [1 0 0 0 0 0 0 0` 	

L
MMM
MN

01000000O
PPP
PQ [0 1 0 0 0 0 0 0` 	

L
MMM
MN

00100000O
PPP
PQ [0 0 1 0 0 0 0 0` 	 
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L
MMM
MN

00010000O
PPP
PQ [0 0 0 1 0 0 0 0` 	

L
MMM
MN

00001000O
PPP
PQ [0 0 0 0 1 0 0 0` 	

L
MMM
MN

00000100O
PPP
PQ [0 0 0 0 0 0 1 0` 	 

	
L
MMM
MN

00000010O
PPP
PQ [0 0 0 0 0 1 0 0` 	

L
MMM
MN

00000001O
PPP
PQ [0 0 0 0 0 0 0 1` � 

�
L
MMM
MN

1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
PPP
PQ 	

L
MMM
MN

0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
PPP
PQ 	 

	
L
MMM
MN

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
PPP
PQ 	

L
MMM
MN

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
PPP
PQ 	 

	
L
MMM
MN

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
PPP
PQ 	

L
MMM
MN

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
PPP
PQ 	 
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L
MMM
MN

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 0O
PPP
PQ 	

L
MMM
MN

0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1O
PPP
PQ

 

Άρα:   F� �
L
MMM
MN

1 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 1O
PPP
PQ

 

 

iv) 

         µε xx, x=, x�  � �0,1� 
 

 

ΚΒΑΝΤΙΚΟΙ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ 

 

Μπορούν τα κβαντικά κυκλώµατα να προσοµοιώσουν τα κλασικά λογικά κυκλώµατα; 

Φυσικά και ναι. Οποιαδήποτε άλλη απάντηση θα ήταν µεγάλη έκπληξη γιατί καθετί 

γύρω µας, συµπεριλαµβανοµένων και των κλασικών κυκλωµάτων, µπορεί να εξηγηθεί 

χρησιµοποιώντας την κβαντοµηχανική. Όµως αν αυτή ήταν το µοναδικό που 

µπορούσαν να κάνουν οι κβαντικοί υπολογιστές τότε δεν υπάρχει λόγος να µπούµε σε 

τόσο κόπο να εξερευνήσουµε τα κβαντικά αποτελέσµατα. Το πλεονέκτηµα των 

κβαντικών υπολογιστών είναι ότι µπορούν να εκτελέσουν πολύ πιο πολύπλοκους 

αλγόριθµους από ότι οι κλασικοί υπολογιστές. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι ο 

αλγόριθµος Deutsch-Jozsa ο οποίος µπορεί να λυθεί πολύ γρηγορότερα από έναν 

κβαντικό υπολογιστή από ότι µε έναν κλασικό υπολογιστή. 
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Κβαντικός παραλληλισµός 

 

Ο κβαντικός παραλληλισµός είναι ένα θεµελιώδες χαρακτηριστικό πολλών κβαντικών 

αλγορίθµων. Ένας υπερ-απλουστευµένος ορισµός του κβαντικού παραλληλισµού θα 

µπορούσε να είναι ο εξής: 

Ο κβαντικός παραλληλισµός επιτρέπει στους κβαντικούς υπολογιστές να υπολογίσουν 

την αριθµητική τιµή µιας συνάρτησης f, µε τύπο f(x), για πολλές διαφορετικές τιµές 

της ανεξάρτητης µεταβλητής x, ταυτόχρονα. 

Έστω η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το σηµειοσύνολο �0,1� και πεδίο τιµών το ίδιο 

αυτό σύνολο, µε τύπο f(x). 

∆ηλαδή: f:�0,1�   �0,1� 
Ένας βολικός τρόπος να υπολογίσουµε αυτή τη συνάρτηση σε έναν κβαντικό 

υπολογιστή, θεωρώντας έναν κβαντικό υπολογιστή των δύο qubit ο οποίος δέχεται ως 

είσοδο στην κατάσταση |xy>. Με µια κατάλληλη σειρά λογικών πυλών είναι δυνατόν 

να µετασχηµατιστεί η κατάσταση |xy> στην |x,y«f(x) 

∆ηλαδή: U�Ü|xy �� |x, y«f[x` � 

�U�Ü|xy ��� � [|x, y«f[x``�, άρα D xy|U�Ü� �D x, y«f[x`| 
D ·¸|U�Ü�U�Ü|xy ��D ·, ¸«ö[x`|x, y«f[x` �� 1 

Συνεπώς U�Ü�U�Ü � I. Άρα ο µετασχηµατισµός είναι µοναδιακός. 

Αν y=0 τότε: U�Ü|x0 �� |x, 0«f[x` �� |x, f[x` � 

 

 

 

|ψB� �� |0 � r|0 �� |00 � 

�Η�rΙ¥�|00 �� �Η�rΙ¥�[|0 � r|0 �` � �Η� |0 ��r�Ι¥|0 �� � |0 � 	|1 �√2 r|0 �� 
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� |00 � 	|10 �√2  

U�Ü c|00 � 	|10 �√2 d � U�Ü|00 � 	U�Ü|10 �√2 � |0, f[0` � 	|1, f[1` �√2  

Δηλαδή:    |ψ|íî �� |0, f[0` � 	|1, f[1` �√2  

Η κατάσταση εξόδου περιέχει δύο διαφορετικούς όρους που περιέχουν πληροφορία 

ταυτόχρονα για το f(0) και το f(1). Είναι σαν να έχουµε υπολογίσει τις αριθµητικές 

τιµές της f(x) για τις δύο τιµές της µεταβλητής x, για x=0 και για x=1. Αυτό το 

χαρακτηριστικό είναι γνωστό ως κβαντικός παραλληλισµός, σε αντίθεση µε τον 

κλασικό παραλληλισµό όπου πολλαπλά κυκλώµατα (το καθένα φτιαγµένο να 

υπολογίζει την αριθµητική τιµή f(x) για µια µόνο τιµή της x) εκτελούνται ταυτόχρονα. 

Όµως αυτός ο κβαντικός παραλληλισµός δεν είναι άµεσα χρήσιµος. Μέτρηση της 

κατάστασης δίνει είτε |0, f[0` � είτε |1, f[1` �. Συνεπώς απαιτείται κάτι παραπάνω 

από τον κβαντικό παραλληλισµό για να έχουµε κάτι χρήσιµο στα χέρια µας. 

Απαιτείται η ικανότητα να εξάγουµε πληροφορία για παραπάνω από µια τιµή της f(x) 

από υπέρθεση καταστάσεων της µορφής: 

A |x, f[x` �»   
 

 

Αλγόριθµος του Deutsch 

 

Ο Αλγόριθµος του Deutsch συνδυάζει τον κβαντικό παραλληλισµό µε µια ιδιότητα της 

κβαντικής µηχανικής γνωστή ως υπέρθεση. Απαιτείται µια µικρή τροποποίηση στο 

προηγούµενο κύκλωµα που τώρα είναι το ακόλουθο: 

 

 

|ψB� �� |ψy �� |01 � 
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α`   Ηr�|01 �� �Η�rΗ��[|0 � r|1 �` � �Η� |0 ��r�Η� |1 �� � 

� |0 � 	|1 �√2 r |0 � �|1 �√2 � |00 � �|01 � 	|10 � �|11 ��√2��  

Αρα:   |ψ= �� |00 � �|01 � 	|10 � �|11 ��√2��  

 

β`   U�Ü|ψ= �� U�Ü|00 � �U�Ü|01 � 	U�Ü|10 � �U�Ü|11 ��√2�� � 

� |0, f[0` � �|0, f[0`²²²²² � 	|1, f[1` � |1, f[1`²²²²² �2  

Αν   f[0` � f[1` � 0   �  |ψ� �� U�Ü|ψ= �� |00 � �|01 � 	|10 � �|11 �2  

Αν   f[0` � f[1` � 1   �  |ψ� �� |01 � �|00 � 	|11 � �|10 �2 � 

� � |00 � �|01 � 	|10 � �|11 �2  

Άρα γενικά αν f(0)=f(1) τότε: |ψ� ��  f|x��|=�√� h r f|x��|=�√� h 

Αν   f[0` � 0 και f[1` � 1 τότε: |ψ� �� |00 � �|01 � 	|11 � �|10 �2 � 

� c|0 � �|1 �√2 d r c|0 � �|1 �√2 d 

Αν   f[0` � 1 και f[1` � 0 τότε: |ψ� �� |01 � �|00 � 	|10 � �|11 �2 � 

� � |00 � �|01 � 	|11 � �|10 �2 � 

� � c|0 � �|1 �√2 d r c|0 � �|1 �√2 d 

Άρα γενικά αν f(0)≠f(1) τότε: |ψ� ��  f|x��|=�√� h r f|x��|=�√� h 

 

γ) Αν f(0)=f(1) τότε: 
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�Η�rΙ¥� Ã c|0 � 	|1 �√2 d r c|0 � �|1 �√2 dÄ �  cΗ� |0 � 	|1 �√2 d r c|0 � �|1 �√2 d � 

� |0 � r c|0 � �|1 �√2 d 

Δηλαδή:   |ψÚ �� |0 � c|0 � �|1 �√2 d 

Αν f(0)≠f(1) τότε: 

�Η�rΙ¥� Ã c|0 � �|1 �√2 d r c|0 � �|1 �√2 dÄ �  cΗ� |0 � �|1 �√2 d r c|0 � �|1 �√2 d � 

� |1 � r c|0 � �|1 �√2 d 

Δηλαδή:   |ψÚ �� |1 � c|0 � �|1 �√2 d 

Συνοψίζοντας:   |ψÚ ��
RST
SU|0 � c|0 � �|1 �√2 d , αν f[0` � f[1`

|1 � c|0 � �|1 �√2 d , αν f[0` ≠ f[1`³ 
Όµως αν f(0)=f(1) τότε: f(0)«f(1)=0 ενώ αν f(0)≠f(1) τότε: f(0)«f(1)=1. 

Συνεπώς:   |ψÚ �� |f[0`«f[1` � c|0 � �|1 �√2 d 

Μετρώντας, λοιπόν, το πρώτο qubit καθορίζουµε το f(0)«f(1). Το κβαντικό κύκλωµα 

αυτό µας έδωσε τη δυνατότητα να καθορίσουµε µια «συνολική» ιδιότητα της f(x), την 

f(0)«f(1), χρησιµοποιώντας µια µόνο εκτίµηση της f(x). Αυτό είναι γρηγορότερο από 

ότι θα ήταν σε µια κλασική συσκευή η οποία θα απαιτούσε τουλάχιστον δύο 

εκτιµήσεις. 

Η ουσία του σχεδιασµού πολλών κβαντικών αλγορίθµων είναι ότι µε την έξυπνη 

επιλογή της συνάρτησης και του τελικού µετασχηµατισµού, µπορούµε να έχουµε έναν 

αποτελεσµατικό καθορισµό χρήσιµης «ολικής» πληροφορίας για την συνάρτηση η 

οποία δεν µπορεί να αποκτηθεί γρήγορα σε κλασικό υπολογιστή. 

Ο αλγόριθµος του Deutsch είναι µια απλή περίπτωση ενός γενικού κβαντικού 

αλγορίθµου γνωστού ως αλγόριθµος Deutsch-Jozsa ο οποίος δείχνει ότι ένας 



49 

κβαντικός υπολογιστής µπορεί να λύσει το πρόβληµα του Deutsch µε έναν 

υπολογισµό της συνάρτησης f συγκρινόµενος µε την κλασική απαίτηση για 
��� 	 1 

υπολογισµούς (n: ο αριθµός των data registers στους οποίους δρα ο µετασχηµατισµός Hr�). Μολονότι αποδείχθηκε η ταχύτερη και αποδοτικότερη λειτουργία των 

κβαντικών υπολογισµών έναντι των κλασικών σε ορισµένα εξειδικευµένα 

προβλήµατα, όπως αυτό που προηγουµένως αναπτύχθηκε, τα προβλήµατα που 

λύνονται είναι µικρού πρακτικού ενδιαφέροντος. Υπάρχουν όµως περισσότερο 

ενδιαφέροντα προβλήµατα των οποίων η λύση µπορεί να βρεθεί αποτελεσµατικότερα 

χρησιµοποιώντας κβαντικούς αλγορίθµους; 

Υπάρχουν τρεις κατηγορίες κβαντικών αλγορίθµων που πλεονεκτούν έναντι των 

κλασικών. Η πρώτη κατηγορία κβαντικών αλγορίθµων βασίζεται στον κβαντικό 

µετασχηµατισµό Fourier (παραδείγµατα τέτοιων αλγορίθµων είναι ο αλγόριθµος 

Deutsch-Jozsa και ο αλγόριθµος του Shor). Η δεύτερη κατηγορία είναι οι κβαντικοί 

αλγόριθµοι αναζήτησης (αλγόριθµοι Grover). Η τρίτη κατηγορία αλγορίθµων είναι οι 

σχετικοί µε την κβαντική προσοµοίωση όπου ένας κβαντικός υπολογιστής 

χρησιµοποιείται για να προσοµοιώσει ένα κβαντικό σύστηµα. 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε την κβαντική έκδοση του µετασχηµατισµού Fourier, 

ο οποίος, όπως γνωρίζουµε, είναι ένα εργαλείο που χρησιµοποιείται ευρέως στους 

κλασικούς αλγόριθµους. 

 

 

Κβαντικοί αλγόριθµοι βασισµένοι στον µετασχηµατισµό Fourier 

 

Ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier µετασχηµατίζει ένα σύνολο Ν µιγαδικών 

αριθµών xx, x=, x�, … , x@�= σε ένα σύνολο πάλι Ν µιγαδικών αριθµών yx, y=, y�, … , y@�= 

ως εξής: 

yø ~ 1√N A e�ÞBE�@ »;@�=
ECx  

Αυτός ο µετασχηµατισµός έχει τεράστιο αριθµό εφαρµογών σε πολλούς κλάδους της 

επιστήµης γιατί η µετασχηµατισµένη, µε Fourier, έκδοση του προβλήµατος είναι 

συχνά ευκολότερη στην επίλυση απ’ ότι η αρχική µη µετασχηµατισµένη έκδοση. 
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Έστω, τώρα, ότι ορίζουµε έναν γραµµικό µετασχηµατισµό U� σε n qubits από τη δράση 

του στα θεµελιώδη διανύσµατα βάσης |j> ως εξής: 

U�|j �� 1√2� A e�ÞBE������=
�Cx |k �    µε   0 ú j ú 2� � 1 

�U�|j ��� �D j|U�� � 1√2� A D û|e� �ÞBE������=
�Cx  

Αρα: D j|U��U�|j �� 12� A A e�ÞBE�� [���`���=
�Cx

���=
�Cx     D l|k � 

� 12� A A e�ÞBE�� [���`���=
�Cx

���=
�Cx t δ�� � 12� t 2� � 1 

Συνεπώς U��U� � I¥ και ο µετασχηµατισµός είναι µοναδιακός άρα µπορεί να 

πραγµατοποιείται από ένα κβαντικό κύκλωµα. ∆ρώντας µε τον U� σε υπέρθεση 

καταστάσεων έχουµε: 

U� s A xE
���=
ECx |j �u � A xE�U�|j �� � 1√2� A s A e�ÞBE��� xE

���=
ECx u |k �� A y�|k ����=

�Cx
���=
�Cx

���=
ECx  

µε     y� � 1√2� A e�ÞBE��� xE
���=
ECx  

 

 

Εφαρµογή (Παράδειγµα 18) 

Εφαρµόστε τον κβαντικό µετασχηµατισµό Fourier στην κατάσταση 12 A cos c2πj8 d |j �ý
ECx  

του χώρου Hilbert �ô. 

 

Ο κβαντικός µετασχηµατισµός Fourier δίνεται από: 

U�þ�� � 12√2 A A e�B�Þ�Eô |k �D �|ý
�Cx

ý
ECx  
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Χρησιµοποιούµε �|j � :   � � 0,1, … ,7� τα ορθοκανονικά διανύσµατα βάσης του χώρου 

Hilbert �ô όπου |7 �� |111 �~ |1 � r|1 � r|1 � 

U�þ�� �12 A cos c2πj8 d |j �ý
ECx � � 12√8 A x°[k`|k �    µε   x°[k` � A e�B�Þ�Eô cos c2πj8 dý

ECx
ý

�Cx  

Οµοίως:   cos c2πj8 d � eB�ÞEô 	 e�B�ÞEô2  

Αρα:   x°[k` � 12 A ÃeB�ÞEô [=��` 	 e�B�ÞEô [=��`Äý
ECx  

Γνωρίζουµε ότι:   A eB�Þ�[���`@ � N t δ��
@�=
�Cx  

Άρα:   x°[k` � =� [8δ�= 	 8δ�ý` � 4[δ�= 	 δ�ý` 

Αρα:   12√8 A x°[k`ý
�Cx |k �� 12√8 A 4[δ�= 	 δ�ý`|k ��ý

�Cx  

� 2√8 ÕA δ�=|k � 	ý
�Cx A δ�ý|k �ý

�Cx Ö � 1√2 [|1 � 	|7 �` 

Προχωρώντας την εργασία αυτή και αφού έχει γίνει εκτενής αναφορά στα βασικά 

θέµατα των κβαντικών υπολογιστών, των κβαντικών πυλών και των κβαντικών 

κυκλωµάτων, θα ασχοληθούµε µε πιο εξειδικευµένα κυκλώµατα. Αφορµή για αυτήν 

την εξειδίκευση ήταν το άρθρο των Phuc Q. Le, Abdullahi M. Iliyasu, Fanaguan Dong 

και Kaoru Hivota µε τίτλο “Fast Geometric Transformation on Quantum Images” και 

το οποίο θα σχολιαστεί στο τέλος αυτής της εργασίας. 

 

 

Κβαντική πύλη Toffoli µε τρία qubits ελέγχου 

 

 



52 

Ορίζεται ως εξής: Τ�|Ü|ABCD �� |A, B, C, ABC«D � µε A,B,C,D ∈�0,1� 
Η γενικευµένη αυτή πύλη Toffoli έχει τέσσερα qubits εισόδου και τέσσερα qubits 

εξόδου. Τρία από τα qubits αυτά είναι τα qubits ελέγχου που παραµένουν ανέπαφα 

από τη δράση της Toffoli. Το τέταρτο qubit είναι το qubit στόχος που αντιστρέφεται 

αν τα qubits ελέγχου είναι συγχρόνως στην κατάσταση |1>, διαφορετικά παραµένει 

και αυτό ανέπαφο. Είναι µια πύλη που δρα σε χώρο Hilbert διάστασης δεκαέξι. 

 

∆ηλαδή: T�|Ü � |0000 �D 0000| 	 |0001 �D 0001| 	 |0010 �D 0010| 	 

	|0011 �D 0011| 	 |0100 �D 0100| 	 |0101 �D 0101| 	 

	|0110 �D 0110| 	 |0111 �D 0111| 	 |1000 �D 1000| 	 

	|1001 �D 1001| 	 |1010 �D 1010| 	 |1011 �D 1011| 	 

	|1100 �D 1100| 	 |1101 �D 1101| 	 |1110 �D 1111| 	 

	|1111 �D 1110| 
Η µορφή του µε µήτρα είναι η ακόλουθη: 

T�|Ü �

L
MM
MM
MM
MM
MM
MM
N

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0O
PP
PP
PP
PP
PP
PP
Q

 

Παρατηρούµε ότι: T�|Ü� � I¥ 
T�|Ü� |ABCD �� T�|Ü�T�|Ü|ABCD �� � T�|Ü[|A, B, C, ABC«D �` � 

�|A,B,C, ABC⨁ABC⨁D��|ABCD� 

Συνεπώς είναι αντιστρέψιµη πύλη µε T�|Ü�= � T�|Ü. Επίσης παρατηρούµε ότι T�|Ü� � T�. 

Συνεπώς T�|Ü� � T�|Ü�= άρα ο µετασχηµατισµός T�|Ü είναι και µοναδιακός. 
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Έστω C���[σ»` το σύνολο των γενικευµένων cNOT πυλών όπου ο εκθέτης m-2 

συµβολίζει τον αριθµό των «συρµάτων» ελέγχου των πυλών και ο αριθµός m τον 

αριθµό των qubits του κυκλώµατος. 

Θα αποδείξουµε ότι καθεµιά από τις CÚ[σ»` γενικευµένες cNOT πύλες (δηλαδή 

Toffoli των τριών control qubits) µπορεί να αναλυθεί σε τέσσερις Toffolies των δύο 

qubits ελέγχου. Τα δύο ισοδύναµα κυκλώµατα δίνονται παρακάτω: 

 

 

 

Γνωρίζουµε ότι ισχύει η προσεταιριστικότητα στη λογική πράξη «αποκλειστικό Η» 

(XOR). Συνεπώς: 

BC⨁(BC⨁A`�[BC«BC` ⨁A=0⨁A=A 

Το µόνο που αποµένει είναι να αποδειχθεί η ισότητα: 

BCD⨁E=AD⨁[(BC⨁A)D⨁E] 

Ο ευκολότερος τρόπος απόδειξης είναι µε πίνακες αληθείας. 

|A> |B> |C> |D> |E> |BCD> |BCD⨁E> 

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 1 

0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 1 1 0 1 

0 0 1 0 0 0 0 

0 0 1 0 1 0 1 

0 0 1 1 0 0 0 

0 0 1 1 1 0 1 

0 1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 0 1 
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0 1 0 1 0 0 0 

0 1 0 1 1 0 1 

0 1 1 0 0 0 0 

0 1 1 0 1 0 1 

0 1 1 1 0 1 1 

0 1 1 1 1 1 0 

1 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 1 

1 0 0 1 0 0 0 

1 0 0 1 1 0 1 

1 0 1 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 0 1 

1 0 1 1 0 0 0 

1 0 1 1 1 0 1 

1 1 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 1 0 1 

1 1 0 1 0 0 0 

1 1 0 1 1 0 1 

1 1 1 0 0 0 0 

1 1 1 0 1 0 1 

1 1 1 1 0 1 1 

1 1 1 1 1 1 0 
 

και 

|BC> |BC⨁A� |AD> |(BC«A`D� |(BC«A`D«E |AD«[[BC⨁A)D⨁E]> 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 

1 1 0 0 0 0 

1 1 0 0 1 1 
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1 1 0 1 1 1 

1 1 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 1 

0 1 1 1 1 0 

0 1 1 1 0 1 

0 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 1 

0 1 1 1 1 0 

0 1 1 1 0 1 

0 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 1 1 

0 1 1 1 1 0 

0 1 1 1 0 1 

1 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 1 

1 0 1 0 0 1 

1 0 1 0 1 0 
 

Παρατηρούµε από τους δύο πίνακες και τις δύο τελευταίες στήλες τους ότι όντως 

ισχύει: 

BCD⨁E=AD⨁[(BC⨁A)D⨁E] 

Συνεπώς τα δύο κυκλώµατα είναι ισοδύναµα. 

Έχοντας τώρα την πρώτη ισοδυναµία κυκλωµάτων µπορούµε εύκολα να βρούµε τις 

υπόλοιπες ισοδυναµίες. Για παράδειγµα: 

 Β� � Β C� � C D� � D A� � E 
E� � A 

 

Συνεπώς οι τέσσερις έξοδοι από τις τέσσερις Toffoli πύλες θα είναι οι: 

|B�C�⨁E� � 

|[B�C�⨁E�)D�⨁A� � 

|B�C�⨁[B�C�⨁E�) � 

|[B�C�⨁[B�C�⨁E�)¿ D�«¾[B�C�⨁E�)D�⨁A�¿ � 
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Άρα το ισοδύναµο κύκλωµα είναι το ακόλουθο: 

 

 

 

Οµοίως: 

 

≡ 

 

 

 

≡ 

 

 

 

≡ 

 
 

 

Κβαντική πύλη ελεγχόµενης εναλλαγής (Controlled Swap – CSWAP) µε δύο 

qubits ελέγχου 

 

Η κυκλωµατική αναπαράσταση της κβαντικής πύλης αυτής είναι η ακόλουθη: 
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 µε A,B,C,D,C�, D� ∈ �0,1� 
 

Η κβαντική πύλη CSWAP έχει δύο qubits ελέγχου και δύο qubits στόχους. Αν και τα 

δύο από τα qubits ελέγχου είναι ταυτόχρονα στην κατάσταση |1> τότε εναλλάσσονται 

µεταξύ τους οι καταστάσεις των δύο qubits στόχων 

 

∆ηλαδή: CSWAP=|0000>0000|+|0001><0001|+|0011><0011|+|0100><0100|+ 

+|0110|><0110|+|0111><0111|+|1000><1000|+|1001><1001|+ 

+|1010><1010|+|1011><1011|+|1100><1100|+|1101><1110|+ 

+|1110><1101|+|1111><1111| 

 

ΕΙΣΟ∆ΟΣ ΕΞΟ∆ΟΣ 

A B C D A� B� C� D� 
0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 1 

0 0 1 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 0 1 1 

0 1 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 1 0 1 0 1 

0 1 1 0 0 1 1 0 

0 1 1 1 0 1 1 1 

1 0 0 0 1 0 0 0 

1 0 0 1 1 0 0 1 

1 0 1 0 1 0 1 0 

1 0 1 1 1 0 1 1 

1 1 0 0 1 1 0 0 

1 1 0 1 1 1 1 0 

1 1 1 0 1 1 0 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
 

Από τον προηγούµενο πίνακα αληθείας βλέπουµε ότι: Α� � Α,   Β� � Β 
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C� � A
B
CD
 	 A
B
CD 	 A
BCD
 	 A
BCD 	 AB
CD
 	 AB
CD 	 ABC²D 	 ABCD � � A
B
C 	 A
BC 	 AB
C 	 ABD � A
C 	 AB
C 	 ABD � C[A
 	 AB
` 	 ABD � � C[A
 	 B
` 	 ABD � A
C 	 B
C 	 ABD 

 D� � A
B
C²D 	 A
B
CD 	 A
BC²D 	 A
BCD 	 AB
C²D 	 AB
CD 	 ABCD
 	 ABCD � � A
B
D 	 A
BD 	 AB
D 	 ABC � A
D 	 AB
D 	 ABC � D[A
 	 AB
` 	 ABC � � D[A
 	 B
` 	 ABC � A
D 	 B
D 	 ABC 

 

Το ισοδύναµο κύκλωµα µε αυτό της CSWAP είναι το ακόλουθο: 

 

 

Πρέπει να αποδειχθεί ότι: ¾AB[ABC«D`¿«C � A
C 	 B
C 	 ABD   και 
AB�¾AB[ABC⨁D`¿⨁C�⨁[ABC⨁D` � A
C 	 B
C 	 ABC 

 ABC«D � ABC²²²²²² t D 	 ABCD
 � [A
 	 B
 	 C²`D 	 ABCD
 � � A
D 	 B
D 	 C²D 	 ABCD
 

 AB[ABC«D` � AB[A
D 	 B
D 	 C²D 	 ABCD
` � ABC²D 	 ABCD
 � � AB[C²D 	 CD
` � AB[C«D` 

 ¾AB[ABC«D`¿«C � ¾AB[C«D`¿«C � ABC«ABD«C � � ABC«C«ABD � [AB«1`C«ABD � � AB²²²²C«ABD � ¾[A
 	 B
`C¿«ABD � � [A
C 	 B
C`«ABD � A
C 	 B
C²²²²²²²²²²² t ABD 	 [A
C 	 B
C`ABD²²²²²² � � ABD 	 ABC²D 	 ABC²D 	 ABC²D 	 A
C 	 A
B
D 	 A
CD
 	 	A
B
C 	 A
CD
 	 A
B
C 	 B
C 	 B
CD
 � A
C 	 B
C 	 ABD � C� 
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AB�¾AB[ABC⨁D`¿⨁C�⨁[ABC⨁D` � ¾AB[A
C 	 B
C 	 ABD`¿«[ABC«D` � � ABD«[ABC«D` � [ABD«D`«ABC � [AB«1`D«ABC � � AB²²²²D«ABC � [A
 	 B
`D«ABC � [A
D 	 B
D`«ABC � � A
D 	 B
D²²²²²²²²²²² t ABC 	 [A
D 	 B
D`ABC²²²²²² � � [A 	 D
`[B 	 D
`ABC 	 [A
D 	 B
D`[A
 	 B
 	 C²` � � [AB 	 AD
 	 BD
 	 D
`ABC 	 A
D 	 A
B
D 	 A
C²D 	 A
B
D 	 B
D 	 B
C²D � � ABC 	 ABCD
 	 ABCD
 	 ABCD
 	 A
D 	 A
B
D 	 A
C²D 	 A
B
D 	 B
D 	 B
C²D � � ABC[1 	 D
` 	 A
D[1 	 B
` 	 A
C²D 	 B
D[1 	 C²` � � ABC 	 A
D 	 A
C²D 	 B
D � � ABC 	 A
D[1 	 C²` 	 B
D � � ABC 	 A
D 	 B
D � D� 
 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι τα δύο αυτά κυκλώµατα είναι ισοδύναµα µε το 

ακόλουθο: 

 

Παρατηρούµε ότι τα τρία αυτά ισοδύναµα κυκλώµατα επιτυγχάνουν τη µετάβαση από 

το θεµελιώδες διάνυσµα |1101> του χώρου Hilbert (διάστασης δεκαέξι) στο 

θεµελιώδες διάνυσµα |1110>, του ίδιου χώρου, και αντιστρόφως. ∆ηλαδή 

|1101>↔|1110>. Τα υπόλοιπα δεκατέσσερα διανύσµατα δεν υφίστανται καµία αλλαγή 

αν δοθούν στην είσοδο. 

Με όµοιο λοιπόν τρόπο αποδεικνύονται οι ακόλουθες ισοδυναµίες κυκλωµάτων: 

 

 

~ 

 

~ 

 

|1110>↔|1011> 

 

~ 

 

~ 

 

|1110>↔|0111> 
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≡ 

 

≡ 

 

|1101>↔|1011> 

 

≡ 

 

≡ 

 

|1101>↔|0111> 

 

≡ 

 

≡ 

 

|1011>↔|0111> 

 

Βέβαια τα έξι αυτά κυκλώµατα, µε τη χρήση της πύλης CSWAP, δεν είναι και τα 

µοναδικά που επιτυγχάνουν µοναδικές εναλλαγές µεταξύ των θεµελιωδών 

διανυσµάτων που αναφέρθηκαν νωρίτερα. ∆ύο χαρακτηριστικά παραδείγµατα θα 

µπορούσαν να είναι τα ακόλουθα: 

 

 

∆ηλαδή: |1110>↔|1111> 

  
και 

 

 

∆ηλαδή: |0001>↔|0101> 

 

Ο πλήρης κατάλογος των εκατόν είκοσι κυκλωµάτων, που επιτυγχάνουν µοναδικές 

εναλλαγές µεταξύ των θεµελιωδών διανυσµάτων του δεκαεξαδιάστατου χώρου 

Hilbert, βρίσκεται στο τέλος της εργασίας αυτής (Παράρτηµα Α). Παρατηρείται µια 

συµµετρία στην κατασκευή αυτών των κυκλωµάτων. Για παράδειγµα το κύκλωµα που 

επιτυγχάνει την εναλλαγή |1001>↔|0110> είναι το ακόλουθο: 
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Αν δοθεί ως είσοδος η κατάσταση |1001> τότε: 

Το τµήµα 1 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |1001>↔|0101> 

Το τµήµα 2 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |0101>↔|0110> 

Το τµήµα 3 δεν πραγµατοποιεί καµία εναλλαγή. 

 

Αν όµως δοθεί ως είσοδος η κατάσταση |0110> τότε: 

Το τµήµα 1 δεν πραγµατοποιεί καµία εναλλαγή. 

Το τµήµα 2 πραγµατοποιεί την εναλλαγή |0110>↔|0101> 

Το τµήµα 3 πραγµατοποιεί την εναλλαγή |0101>↔|1001> 

 

Σε καθένα από αυτά τα εκατόν είκοσι κυκλώµατα υπάρχει κάποιο τµήµα που δεν 

επιτελεί καµία εναλλαγή. Είναι όµως αναγκαία η ύπαρξή του γιατί στην αντίστροφη 

διαδικασία δεν παραµένει και πάλι ανενεργό. Μπορεί να ειπωθεί ότι η ύπαρξη του 

ανενεργού τµήµατος λειτουργεί «αποτρεπτικά» στο ενδεχόµενο µη επιθυµητής 

εναλλαγής. Αυτός φαίνεται να είναι και ο λόγος αυτής της συµµετρίας στην 

κατασκευή κυκλωµάτων. 

 

Αυτή η συµµετρικότητα στην κατασκευή κυκλωµάτων δεν είναι αποκλειστικό 

προνόµιο των κυκλωµάτων που δρουν σε καταστάσεις του δεκαεξαδιάστατου χώρου 

Hilbert. Μπορεί να εφαρµοστεί και σε χώρους Hilbert µικρότερης ή µεγαλύτερης 

διάστασης µε την ίδια επιτυχία. Για παράδειγµα το ακόλουθο κύκλωµα που δρα σε 

καταστάσεις του οχταδιάστατου χώρου Hilbert. 

 

 
 

|100>⟷|101> 
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Ως είσοδος τοποθετείται η κατάσταση |100> 

Το τµήµα 1 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |100>↔|110> 

Το τµήµα 2 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |110>↔|101> 

Το τµήµα 3 δεν πραγµατοποιεί καµιά εναλλαγή. 

 

Αν ως είσοδος τοποθετηθεί η κατάσταση |101> τότε: 

Το τµήµα 1 δεν πραγµατοποιεί καµία εναλλαγή. 

Το τµήµα 2 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |101>↔|110> 

Το τµήµα 3 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |110>↔|100> 

 

Μπορεί επίσης να δοθεί ένα παράδειγµα κυκλώµατος που δρα στα θεµελιώδη 

διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου Hilbert διάστασης εξήντα τέσσερα. 

 

 

Το διπλανό κύκλωµα πραγµατοποιεί την µοναδική 
εναλλαγή: |111111>↔|111110> 

 ενώ 

 

το διπλανό κύκλωµα πραγµατοποιεί την µοναδική 
εναλλαγή: |111110>↔|101110> 

 

Συνεπώς το ακόλουθο κύκλωµα επιτυγχάνει την µοναδική αλλαγή 

|111111>↔|101110> 
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Η απόδειξη του είναι πολύ εύκολη 
και γίνεται µε τη βοήθεια πίνακα 
αληθείας. 

 

Αν ως είσοδος τοποθετηθεί η κατάσταση |111111> τότε: 

Το τµήµα 1 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |111111>↔|111110> 
Το τµήµα 2 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |111110>↔|101110> 

Το τµήµα 3 δεν πραγµατοποιεί καµία εναλλαγή. 

ενώ 

αν ως είσοδος τοποθετηθεί η κατάσταση |101110> τότε: 

Το τµήµα 1 δεν πραγµατοποιεί καµία εναλλαγή. 

Το τµήµα 2 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |101110>↔|111110> 

Το τµήµα 3 πραγµατοποιεί την εναλλαγή: |111110>↔|111111> 

 

Αυτός ο συµµετρικός και σχετικά εύκολος τρόπος σχεδίασης κβαντικών κυκλωµάτων 

σε χώρους Hilbert έχει αποδειχθεί ότι ισχύει για αριθµό qubits τρία ή και τέσσερα 

αλλά όχι για µεγαλύτερο αριθµό qubits. Η επαγωγική αυτή απόδειξη δεν 

περιλαµβάνεται σε αυτήν την εργασία αλλά είναι αντικείµενο της συνεχιζόµενης 

έρευνάς µας. 

 

Τα κυκλώµατα που σχεδιάσαµε και πραγµατοποιούν αυτές τις µοναδικές εναλλαγές 

δεν είναι και τα µοναδικά που µπορούν να σχεδιαστούν. Για παράδειγµα η εναλλαγή 

|1111>↔|0101> είδαµε ότι επιτυγχάνεται από το κύκλωµα: 
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Ένας εναλλακτικός τρόπος σχεδίασης είναι ο ακόλουθος: 

 

Ένα άλλο παράδειγµα θα µπορούσε να είναι το κύκλωµα της εναλλαγής 

|0101>↔|0000>. Είδαµε ότι το κύκλωµα που την επιτυγχάνει είναι το: 

 

Οι αρνήσεις που βρίσκονται µέσα στις ελλείψεις αλληλοαναιρούνται και το κύκλωµα 

γίνεται ως εξής: 

 

Ένας εναλλακτικός τρόπος σχεδίασης είναι ο ακόλουθος: 

 

 

 

Fast Geometric Transformations on Quantum Images 

(Γρήγοροι Γεωµετρικοί Μετασχηµατισµοί σε Κβαντικές Εικόνες) 

 

Είδαµε και στην αρχή της εργασίας αυτής ότι κβαντικοί υπολογισµοί εµφανίζονται σε 

διάφορες περιοχές της επιστήµης των υπολογιστών όπως στη θεωρία πληροφορίας, 

στην κρυπτογραφία, στην επεξεργασία εικόνας κ.λπ. Και αυτό γιατί υπάρχουν µη 
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αποτελεσµατικά θέµατα στους κλασικούς υπολογιστές που αντιµετωπίζονται πολύ πιο 

αποτελεσµατικά χρησιµοποιώντας τη δύναµη των κβαντικών υπολογιστών. Στους 

κβαντικούς υπολογιστές, η επεξεργασία εικόνων αντιµετωπίζει βασικές δυσκολίες 

διότι το πεδίο αυτό είναι ακόµα στα σπάργανά του. 

Τι ονοµάζεται όµως κβαντική εικόνα; Είναι ένας δισδιάστατος πίνακας qubits που 

βρίσκεται συνολικά σε κάποια κβαντική κατάσταση έστω |Ι(θ)>. 

Εµπνευσµένοι από την αναπαράσταση µε pixels των εικόνων στους συµβατικούς 

υπολογιστές, προτάθηκε, από τους Phuc Q. Le, Fangyon Dong και Kaoru Hirota, µια 

αναπαράσταση εικόνων στους κβαντικούς υπολογιστές που ενσωµατώνει πληροφορίες 

σχετικές µε χρώµατα και τις αντίστοιχες θέσεις τους. Η αναπαράσταση αυτή έχει το 

όνοµα “Flexible Representation of Quantum Images” (Ευέλικτη αναπαράσταση 

κβαντικών εικόνων) (FRQI) 

 

|Ι[θ` �� 12� A |C� � r| �    όπου:����=
��x  

|C� �� cos θ�|0 � 	 sin θ�|1 � ,   θ� � ê0, π2ë ,   k � 0,1, … , 2�� � 1 

∆ηλαδή |k> τα θεµελιώδη διανύσµατα ενός χώρου Hilbert διάστασης 2�� και θ � [θx, θ=, … , θ����=` το διάνυσµα γωνιών που κωδικοποιούν χρώµατα. Υπάρχουν 

δύο τµήµατα σε µια FRQI, αναπαράσταση. Το τµήµα cos θ�|0 � 	 sin θ�|1 � που 

κωδικοποιεί πληροφορία για τα χρώµατα και το τµήµα |k> που κωδικοποιεί τις 

αντίστοιχες θέσεις στην εικόνα. Η κατάσταση της εικόνας είναι κανονικοποιηµένη 

γιατί: 

� Ι[θ` �� ÙD �[θ`|Ι[θ` �� � 12�� A A [D 0, û| cos θ�	D 1, û| sin θ�` t����=
�Cx

����=
�Cx

³ 

³ t cos θ�|0, k � 	 sin θ�|1, k �â= �� � 

� 12� � A [cos� θ� 	 sin� θ�`����=
�Cx �

= �� � 12� [2��`= �� � 1 
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Για τις δισδιάστατες εικόνες η πληροφορία για τη θέση |k> περιλαµβάνει δύο 

τµήµατα, τις κατακόρυφες και τις οριζόντιες συντεταγµένες. Συνεπώς: |k �� |¸ � |· �� |y��=y��� … yx � |x��=x��� … xx � 

µε     xB, yB ∈ �0,1�     i � 1,2, … , n 

Τα πρώτα n-qubits κωδικοποιούν την κατακόρυφη θέση και τα επόµενα n-qubits 

κωδικοποιούν την οριζόντια θέση. 

Μια 6-qubit εικόνα (δηλαδή 2n=6⟺n=3) (2�tÚ � 64) είναι η ακόλουθη: 

 

Οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί είναι οι δράσεις που εκτελούνται στις γεωµετρικές 

πληροφορίες |k> των εικόνων. Αυτοί οι µετασχηµατισµοί G� ορίζονται ως εξής: 

G��[|I[θ` �` � 12� A |C� � rG�[|k �`����=
�Cx    όπου: 

G(|k>) για k=0,1,…,2�� � 1 είναι οι µοναδιακοί µετασχηµατισµοί που επιτελούν 

γεωµετρικές εναλλαγές που βασίζονται στις κατακόρυφες και τις οριζόντιες θέσεις. 

Η γενική δοµή των κυκλωµάτων των γεωµετρικών µετασχηµατισµών στις FRQI 

εικόνες είναι η ακόλουθη: 
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Μια ειδική περίπτωση γεωµετρικού µετασχηµατισµού είναι η εναλλαγή δύο σηµείων 

(two-point swapping) σε µια FRQI εικόνα. Η εναλλαγή δύο θέσεων i, j είναι η δράση 

του τελεστή S�� στην κατάσταση |Ι(θ)> 

S��[I[θ` �` � 12� A |Cø � rS�[|k �`   µε����=
�Cx  

S� � |i �D j| 	 |j �D i| 	 A |k �D k|��B,E  

Για παράδειγµα τα παρακάτω δύο σχήµατα δείχνουν την εναλλαγή µεταξύ των 

σηµείων |110>|110> και |011>|010> 

 

Στο άρθρο αυτό αποδεικνύεται επαγωγικά ότι η δράση εναλλαγής δύο σηµείων i, j 

(δράση S� µπορεί να περιγραφεί µε ΝΟΤ, CNOT και Toffoli πύλες. 
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∆εν θα αποδειχθεί στην παρούσα εργασία ο προηγούµενος ισχυρισµός αλλά µε τη 

βοήθεια ενός παραδείγµατος θα σκιαγραφήσουµε τα σηµεία που στηρίζεται η 

απόδειξη. 

Για n=2, οι εικόνες FRQI περιέχουν 16 σηµεία τα: 

|00>|00>, |00>|01>, |00>|10>, |00>|11>, |01>|00>, |01>|01>, |01>|10>, |01>|11>, 

|10>|00>, |10>|01>, |10>|10>, |10>|11>, |11>|00>, |11>|01>, |11>|10>, |11>|11> 

 

Αυτά τα σηµεία διαιρούνται σε 4 τµήµατα της µορφής |0yx0xx �, |0yx1xx �,
|1yx0xx �, |1yx1xx �. Το καθένα από αυτά τα τµήµατα περιλαµβάνει τέσσερα σηµεία. 

Αν τα σηµεία στις θέσεις που κωδικοποιούνται µε |i �� |y=B yxB x=B xxB �, 
|j �� | =̧EyxE x=E xxE � είναι στο ίδιο block (τµήµα), πράγµα που σηµαίνει ότι y=B � yxE  και 

x=B � x=E  µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα κυκλώµατα της προηγούµενης περίπτωσης 

(n=1) για τα qubits yx και xx µε τις δύο ελεγχόµενες συνθήκες στα qubits y= και x=. 

Αν τα σηµεία δεν είναι στο ίδιο block, εναλλάσσουµε πρώτα τη θέση |j ��
| =̧EyxE x=E xxE � µε ένα σηµείο |p �� |¸=B yxE x=B xxE � που βρίσκεται στο ίδιο block µε το 

σηµείο στη θέση |i �� |¸=B yxB x=B xxB � χρησιµοποιώντας πάλι τα κυκλώµατα της 

περίπτωσης n=1 για τα qubits y= και x= κάτω από τις ελεγχόµενες συνθήκες των qubits 

yx και xx. Στη συνέχεια εκτελούµε εναλλαγή δύο σηµείων για τα |i> και |j> αφού τώρα 

βρίσκονται στο ίδιο block. Στο τέλος εναλλάσσουµε τα σηµεία |j> και |p>. 

Για n>2 εφαρµόζεται η προηγούµενη διαδικασία. 

Συµπερασµατικά για κάθε τιµή του n (n≥2) η εναλλαγή δύο σηµείων 

πραγµατοποιείται µε τη βοήθεια κυκλωµάτων που αποτελούνται από πύλες ΝΟΤ, 

CNOT, και Toffoli. 
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Άλλοι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί 

 

 

• Ορθογώνια περιστροφή σε FRQI κβαντικές εικόνες (����, �����,����� ) 
 

R��[|Ι[θ` �` � 12� A [cos θ�|0 � 	 sin θ�|1 �`rR�[|k �`����=
�Cx

 

 όπου α ∈ �90°, 180°, 270°�,     |k �� |¸· �    και 
R�x[|yx �` � |xy² � 

R=ôx[|yx �` � |y²x² �      �q     |x �� |x��=x��� … xx � 

R�ýx[|yx �` � |x²y �      �q     |y �� |y��=y��� … yx � 

 Για παράδειγµα: (σε χώρο Hilbert διάστασης 16) 

 

 

 

 

• Συµµετρικοί µετασχηµατισµοί περί τον x-άξονα [ �!` και περί τον y-άξονα � �"� (Flipping Operations) 

 

F�»[|I[θ` �` � 1
2� A |C� � rF»[|k �`����=

�Cx  

F�Ì[|I[θ` �` � 1
2� A |C� � rFÌ[|k �`����=

�Cx  

 µε |k>=|y>|x>     και: F»[|y � |· �` � |y² � |· � 

FÌ[|y � |· �` � |y � |x² � 
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 Για παράδειγµα: 

 

 

 

 

• Μετασχηµατισµοί εναλλαγής συντεταγµένων [#�` (co-ordinate swapping 

operations) 

 

C�[|I[θ` �` � 12� A |C� � r$[|k �`����=
�Cx      όπου   |k �� |¸· � 

µε     C(|yx>)=|xy> 

Για παράδειγµα: 

 

Κλείνοντας αυτήν την εργασία πρέπει να αναφερθεί ότι η µελέτη µας στην παρούσα 

στιγµή εστιάζεται στη µαθηµατική (επαγωγική) απόδειξη της σχεδίασης κυκλωµάτων 

µοναδικών εναλλαγών µεταξύ θεµελιωδών διανυσµάτων σε χώρους Hilbert 

διαστάσεων µεγαλύτερων του δεκαέξι. Επίσης µελετάται και αναζητάται ποια θα 

µπορούσε να είναι η εξίσωση Schrödinger εκείνη της οποίας οι λύσεις είναι τα 

θεµελιώδη διανύσµατα των χώρων Hilbert (διαφόρων διαστάσεων). Βέβαια αυτή η 

δύσκολη αναζήτηση οφείλεται στο γεγονός ότι το σύστηµα που θα χρησιµοποιηθεί 

κάνει εδώ την εµφάνισή του. Είναι προφανές, λοιπόν, ότι από αυτό το σηµείο και 

έπειτα υπάρχει συσχέτιση µεταξύ υλικού και λογισµικού. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

 

 

R»[θ` � scos θ2 �isin θ2�isin θ2 cos θ2u           |ψ �� s cos σ2eBé sin σ2u 

R»[θ` t |ψ ��
LM
N cos θ2 cos σ2 � ieBé sin θ2 sin σ2   Ζ=

�i sin θ2 cos σ2 	 eBé cos θ2 sin σ2   Ζ�OP
Q � |ψ� � 

Ζ= � cos θ2 cos σ2 � i cos τ sin θ2 sin σ2 	 sin τ sin θ2 sin σ2 � 

� ccos θ2 cos σ2 	 sin τ sin θ2 sin σ2d � i cos τ sin θ2 sin σ2 

Ζ� � �i sin θ2 cos σ2 	 cos τ cos θ2 sin σ2 	 i sin τ cos θ2 sin σ2 � 

� cos τ cos θ2 sin σ2 	 i csin τ cos θ2 sin σ2 � sin θ2 cos σ2d 

|Ζ=|� � Ζ=Ζ=W � ccos θ2 cos σ2 � ieBé sin θ2 sin σ2d ccos θ2 cos σ2 	 ie�Bé sin θ2 sin σ2d � 

� cos� θ2 cos� σ2 	 ie�Bé sin θ2 sin σ2 cos θ2 cos σ2 � ieBé sin θ2 sin σ2 cos θ2 cos σ2 	 

	sin� θ2 sin� σ2 � 

� 1 	 cos θ2  1 	 cos σ2 	 1 � cos θ2  1 � cos σ2 	 i t 2i[�1` sin τ sin θ2 sin σ2 t 
t cos θ2 cos σ2 � 

� 1 	 cos σ 	cos θ 	 cos θ cos σ4 	 1 � cos σ � cos θ 	 cos θ cos σ4 	 

	2sin θ2 cos θ2 sin σ2 cos σ2 sin τ � 

� 1 	 cos θ cos σ2 	 sin θ sin σ2 sin τ � 1 	 cos θ cos σ 	 sin τ sin θ sin σ2  
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|Ζ=| � c1 	 cos θ cos σ 	 sin τ sin θ sin σ2 d= ��
 

|Ζ�|� � c�i sin θ2 sin σ2 	 eBé cos θ2 sin σ2d t ci sin θ2 cos σ2 	 e�Bé cos θ2 sin σ2d 	 

� sin� θ2 cos� σ2 	 cos� θ2 sin� σ2 	 ieBé sin θ2 cos θ2 sin σ2 cos σ2 � ie�Bé sin θ2 cos θ2 t 
t sin σ2 cos σ2 � 

� 1 � cos θ2  1 	 cos σ2 	 1 	 cos θ2  1 � cos σ2 	 i t 2i sin τ sin θ2 sin σ2 � 

� 2 � 2 cos θ cos σ4 � sin τ sin θ sin σ2 � 1 � cos θ cos σ � sin τ sin θ sin σ2  

Αρα:    |Ζ�| � c1 � cos θ cos σ � sin τ sin θ sin σ2 d= ��
 

Συνεπώς:   Ζ= � |Ζ=|eB�     µε   κ � Arctan s� cos τ sin θ2 sin σ2cos θ2 cos σ2 	 sin τ sin θ2 sin σ2u 

και   Ζ� � |Ζ�|eB&     µε   λ � Arctan ssin τ cos θ2 sin σ2 � sin θ2 cos σ2cos τ cos θ2 sin σ2 u 

Αρα:     |ψ� �� �|Ζ=|eB�|Z�|eB&� 

Θα µπορούσε να είναι |Ζ=| � cos '� και |Ζ�| � sin '� ; ΝΑΙ ΑΝ |Ζ=|� 	 |Ζ�|� � 1 

 

|Ζ=|� 	 |Ζ�|� � 1 	 cos θ cos σ 	 sin τ sin θ sin σ2 	 1 � cos θ cos σ � sin τ sin θ sin σ2 � 

� 1 	 12 � 1 

Αρα:     |ψ� �� cos δ2 t eB�
sin δ2 t eB& ® � eB�  cos δ2eB[&�(` sin δ2® 
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Ο όρος eB( αγνοείται γιατί δεν έχει παρατηρήσιµα αποτελέσµατα, συνεπώς: 

|ψ� ��  cos δ2eB[&�(` sin δ2® 

µε     λ � κ � Arctan ssin τ cos θ2 sin σ2 � sin θ2 cos σ2cos τ cos θ2 sin σ2 u � 

�Arctan s� cos τ sin θ2 sin σ2cos θ2 cos σ2 	 sin τ sin θ2 sin σ2u 

και δ=2Arccos[|Z=|` ή δ=2Arcsin[|Z�|` 
RÌ[θ` � e�B��Ì � cos cθ2d Ι � i sin cθ2d y � 

� Õcos θ 2� 00 cos θ 2� Ö � i t sin θ2 c0 �ii 0 d � Õcos θ 2� � sin θ 2�sin θ 2� cos θ 2� Ö 

Εστω     |ψ �� � cos σ 2�eBé sin σ 2� � 

RÌ[θ`|ψ �� Õcos θ 2� � sin θ 2�� sin θ 2� cos θ 2� Ö Õ cos θ 2�eBé sin σ 2� Ö � 

�
LM
N cos θ 2� cos σ 2� � eBé sin θ 2� sin σ 2�   Ζ=

sin θ 2� cos σ 2� 	 eBé cos θ 2� sin σ 2�   Ζ�OP
Q

 

|Ζ=|� � �cos θ 2� cos σ 2� � eBé sin θ 2� sin σ 2� ��cos θ 2� cos σ 2� � e�Bé sin θ 2� sin σ 2� � � 

� cos� θ 2� cos� σ 2� 	 sin� θ 2� sin� σ 2� � eBé sin θ2 sin σ2 � e�Bé sin θ2 sin σ2 � 

� 1 	 cos θ2 t 1 	 cos σ2 	 1 � cos θ2 1 � cos σ2 � sin θ sin σ4 �eBé 	 e�Bé� � 

� 1 	 cos σ 	 cos θ 	 cos θ cos σ 	 1 � cos σ � cos θ 	 cos θ cos σ4 � sin θ sin σ4 t 
t 2 cos τ � 
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� 1 	 cos θ cos σ2 � cos τ sin θ sin σ2  

Αρα:     |Ζ=| � c1 	 cos θ cos σ � cos τ sin θ sin σ2 d= ��
 

µε     Ζ= � �cos θ 2� cos σ 2� � cos τ sin θ 2� sin σ 2� � � i sin τ sin θ 2� sin σ 2�  

 |Ζ�|� � �sin θ 2� cos σ 2� 	 eBé cos θ 2� sin σ 2� ��sin θ 2� cos σ 2� 	 e�Bé cos θ 2� sin σ 2� � � 

� sin� θ 2� cos� σ 2� 	 cos� θ 2� sin� σ 2� 	 sin θ2  sin σ2 �eBé 	 e�Bé� � 

� 1 � cos θ2  1 	 cos σ2 	 1 	 cos θ2 t 1 � cos σ2 	 12 cos τ sin θ sin σ � 

� 1 	 cos σ � cos θ � cos θ cos σ 	 1 � cos σ 	 cos θ � cos θ cos σ4 	 

	 12 cos τ sin θ sin σ � 

� 1 � cos θ cos σ 	 cos τ sin θ sin σ2  

Αρα:     |Ζ�| � c1 � cos θ cos σ 	 cos τ sin θ sin σ2 d= ��    µε 

Ζ� � �sin θ 2� cos σ 2� 	 cos τ cos θ 2� sin σ 2� � 	 i sin τ cos θ 2� sin σ 2�  

Αρα:    Ζ= � |Ζ=| t eB�     µε     κ � Arctan Õ� sin τ sin θ 2� sin σ 2�cos θ 2� cos σ 2� � cos τ sin θ 2� sin σ 2� Ö 

Ζ� � |Ζ�|eB&     µε    λ � Arctan Õ sin τ cos θ 2� sin σ 2�sin θ 2� cos σ 2� 	 cos τ cos θ 2� sin σ 2� Ö 

Αρα:     |ψ� �� �|Ζ=|eB(|Ζ�|eB&� 

|Ζ=|� 	 |Ζ�|� � 1 	 cos θ cos σ � cos τ sin θ sin σ 	 1 � cos θ cos σ 	 cos τ sin θ sin σ2 � 

� 22 � 1 
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Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε: |Ζ=| � cos δ 2� ,   |Ζ�| � sin δ 2�    µε   δ=2Arccos[|Z=|`    

ή   δ=2Arcsin[|Ζ�|` 

 |ψ� �� eB( f |*�||*�|+,[-./`h   Αγνοώντας τον παράγοντα eB( έχουµε: 

|ψ� �� � |Ζ=||Ζ�|eB[&�(`� � Õ cos δ 2�eB[&�(` sin δ 2� Ö 

Και στις δύο βέβαια περιπτώσεις έχει αποδειχθεί ότι η νέα κατάσταση παριστάνεται 

στη σφαίρα Bloch µε ένα διάνυσµα στραµµένο σε σχέση µε αυτό της αρχικής 

κατάστασης αλλά δεν έχει αποδειχθεί ότι πρόκειται για στροφές περί τους άξονες x,y 

αντίστοιχα. 

Στην περίπτωση του x-άξονα αν γράψουµε το διάνυσµα της σφαίρας Bloch σε 

καρτεσιανές συντεταγµένες θα έχουµε: τÉÊ� � sin δ cos[λ � κ` ı̂ 	 sin δ sin[λ � κ` j 	 cos δ k� 

Αν αποδειχθεί ότι η προβολή αυτού του διανύσµατος στον x-άξονα είναι ανεξάρτητη 

της µεταβλητής γωνίας θ τότε όντως η προηγούµενη στροφή θα πραγµατοποιείται περί 

τον x-άξονα. 

 

τÉÊ� t ı̂ � sin δ cos[λ � κ` � 2 sin δ2 cos δ2 [cos λ cos κ 	 sin λ sin κ` � 

� 2sin δ2 cos δ2 cos λ cos κ 	 2 sin δ2 cos δ2 sin λ sin κ 

Οµως:   κ � Arctan Õ� cos τ sin θ 2� sin σ 2�cos θ 2� cos σ 2� 	 sin τ sin θ 2� sin σ 2� Ö 

ή   Arc sin Õ� cos τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| Ö 

ή    Arc cos Õcos θ 2� cos σ 2� 	 sin τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| Ö     και 
λ � Arctan Õsin τ cos θ 2� sin σ 2� � sin θ 2� cos σ 2�cos τ cos θ 2� sin σ 2� Ö 
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ή    Arc sin Õsin τ cos θ 2� sin σ 2� � sin θ 2� cos σ 2�|Ζ�| Ö 

ή   Arc cos Õcos τ cos θ 2� sin σ 2�|Ζ�| Ö 

τÉÊ� t ı̂ � 2 t |Z�| t |Z=| cos τ cos θ 2� sin σ 2�|Ζ�| cos θ 2� cos σ 2� 	 sin τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| 	 

	2|Ζ�||Ζ=| sin τ cos θ 2� sin σ 2� � sin θ 2� cos σ 2�|Ζ�|  � cos τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| � 

� 2�cos τ cos� θ 2� sin σ 2� cos σ 2� 	 cos τ sin τ cos θ 2� sin θ 2� sin� σ 2� �³ 
³�sin τ cos τ cos θ 2� sin θ 2� sin� σ 2� 	 cos τ sin� θ 2� cos σ 2� sin σ 2� � � 

� 2 cos τ cos σ 2� sin σ 2� �cos� θ 2� 	 sin� θ 2� � � cos τ t sin σ 

Άρα: τÉÊ� t ı̂ � cos τ t sin σ, ανεξάρτητη της γωνίας θ. 

Για το αρχικό διάνυσµα: τ° � sin σ cos τ ı̂ 	 sin σ sin τ 2̂ 	 cos σ k�. Άρα τÉÊ t ı̂ � sin σ cos τ. 
Συνεπώς: τÉÊ t ı̂ � τ�ÉÉÉÊ t ı.̂ Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι όντως υπάρχει στροφή περί τον x-

άξονα. Με όµοιο τρόπο για τον άξονα y: τ�ÉÉÉÊ t 2̂ � sin δ t sin[λ � κ` 

τ�ÉÉÉÊ t 2̂ � 2 sin δ2 cos δ2 [sin λ cos κ � cos λ sin κ` � 

� 2 sin δ2 cos δ2 sin λ cos κ � 2 sin δ2 cos δ2 cos λ sin κ 

κ
� Arc sin Õ� sin τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| Ö  ή  Arc cos Õcos θ 2� cos σ 2� � cos τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| Ö 

λ � Arc sin Õsin τ cos θ 2� sin σ 2�|Ζ�| Ö  ή  Arc cos Õsin θ 2� cos σ 2� 	 cos τ cos θ 2� sin σ 2�|Ζ�| Ö 

τ�ÉÉÉÊ t 2̂ � 2|Z=||Z�| sin τ cos θ 2� sin σ 2�|Ζ�|  cos θ 2� cos σ 2� � cos τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| � 
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�2|Ζ=| t |Ζ�|  sin θ 2� cos σ 2� 	 cos τ cos θ 2� sin σ 2�|Ζ�|  � sin τ sin θ 2� sin σ 2�|Ζ=| � 

� 2�sin τ cos� θ 2� sin σ 2� cos σ 2� � sin τ cos τ sin� σ 2� cos θ 2� sin θ 2� 	³ 
³	sin τ sin� θ 2� cos σ 2� sin σ 2� 	 cos τ sin τ sin� σ 2� cos θ 2� sin θ 2� � � 

� 2 sin τ sin σ 2� cos σ 2� �cos� θ 2� 	 sin� θ 2� � � sin τ t sin σ 

Άρα: τÉÊ� t 2 ̂ � sin τ t sin σ, ανεξάρτητη της γωνίας θ. 

Για το αρχικό διάνυσµα: τÉÊ � sin σ cos τ ı̂ 	 sin σ sin τ t 2̂ 	 cos σ t k� 

Άρα: τÉÊ t 2̂ � sin σ t sin τ � τ�ÉÉÉÊ t 2̂ 
Συνεπώς και σε αυτή την περίπτωση έχουµε στροφή του καταστατικού διανύσµατος 

περί τον άξονα y. 
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