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ΠΕΡΙΛΘΨΘ 

 

΢κοπόσ τθσ παροφςασ διατριβισ είναι θ παρουςίαςθ τθσ ςτατιςτικισ μοντελοποίθςθσ για τθν 

πρόβλεψθ ενόσ δυαδικοφ αποτελζςματοσ με εφαρμογι ςτθν μελζτθ του βακμοφ από τον 

οποίο θ φπαρξθ καρδιακισ νόςου ςε ζνα δείγμα 299 ατόμων εξαρτάται από 13 ανεξάρτθτεσ 

μεταβλθτζσ που ςχετίηονται με τα χαρακτθριςτικά των ατόμων και τα αποτελζςματα των 

εξετάςεων τουσ. Από τισ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ, οι ακόλουκεσ ιταν κατθγορικζσ: το φφλο 

(Sex), ο κωρακικόσ πόνοσ (ChestPain), ο διαβιτθσ (Fbs), τα αποτελζςματα του 

καρδιογραφιματοσ ςε κατάςταςθ θρεμίασ (RestECG), ο πόνοσ κατά τθν άςκθςθ (ExAng), θ 

κλίςθ τθσ ST κατά τθν άςκθςθ ςτα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ (Slope) και ο 

τφποσ του ελαττϊματοσ (Thal). Από τθν άλλθ πλευρά, οι ποςοτικζσ μεταβλθτζσ ιταν: θ θλικία 

(Age), θ τιμι τθσ ςυςτολικισ αρτθριακισ πίεςθσ (RestBP), τα επίπεδα χολθςτερίνθσ (Chol), ο 

μζγιςτοσ καρδιακόσ ρυκμόσ (MaxHR) και ο αρικμόσ των κφριων αγγείων που είναι 

χρωματιςμζνα με ακτινοςκόπθςθ (Ca). 

Εξετάςαμε δφο διαδικαςίεσ μοντελοποίθςθσ, τθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ και τα δζντρα 

αποφάςεων. Σο μοντζλο λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ αποτελεί μια ειδικι περίπτωςθ των 

γενικευμζνων γραμμικϊν μοντζλων που είναι ευρζωσ γνωςτό και εφαρμόηεται ςτον τομζα τθσ 

ςτατιςτικισ. Χρθςιμοποιείται για τθν πρόβλεψθ μιασ δυαδικισ κατθγορικισ μεταβλθτισ που 

βαςίηεται ςε κάποιεσ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ που είναι ςυνεχείσ ι κατθγορικζσ. Σα δζντρα 

αποφάςεων αποτελοφν μία από τισ πιο διαδομζνεσ μεκόδουσ ταξινόμθςθσ διότι είναι εφκολα 

ςτθν κατανόθςθ. 

Με τθ βοικεια των δφο παραπάνω μεκόδων, υλοποιοφμενεσ χρθςιμοποιϊντασ το ςτατιςτικό 

πακζτο R, βρικαμε ποιεσ από τισ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ επθρεάηουν τθ εξαρτθμζνθ 

μεταβλθτι και ςε ποιό βακμό. Σο ςυμπζραςμα ςτο οποίο καταλιξαμε με το μοντζλο 

λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ είναι ότι οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ που είναι ςτατιςτικά 

ςθμαντικζσ είναι οι εξισ: "Sex", "ChestPain", "ExAng", "RestBP", "Oldpeak", "Ca", "MaxHR" 

"Thal". Αντίςτοιχα, μζςω των δζντρων αποφάςεων προςδιορίςαμε ότι οι μεταβλθτζσ που 

επθρεάηουν περιςςότερο τθν τιμι τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ είναι οι ακόλουκεσ με αυτι τθ 

ςειρά: "ChestPain", "Thal", "MaxHR" και "Ca". Θ απόδοςθ του μοντζλου τθσ λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ, που αξιολογικθκε ςε ζνα ςετ δοκιμϊν που δεν χρθςιμοποιικθκε για τθν 

προςαρμογι του, ιταν: εμβαδόν τθσ περιοχισ κάτω από τθν καμπφλθ ROC = 0.9275, 

ευαιςκθςία 0.781, ειδικότθτα 0.976 και ςυνολικό ποςοςτό ορκισ ταξινόμθςθσ 89%. Αυτό ιταν 

λίγο καλφτερο από ότι για το δζντρο αποφάςεων, το οποίο είχε ευαιςκθςία 0.750, ειδικότθτα 

0.905 και 84% ποςοςτό ςωςτϊν ταξινομιςεων. 
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ABSTRACT 

The purpose of this dissertation is to present the use of statistical modeling for predicting a 

binary outcome, with application to the investigation of the extent to which the existence of 

heart disease in a sample of 299 individuals depends on 13 independent variables related to the 

characteristics of individuals and the results of their tests. Of the independent variables the 

following were categorical: the sex (Sex), chest pain (ChestPain), diabetes (Fbs), the results of 

the cardiogram at rest (RestECG), pain during exercise (ExAng), the slope of the ST segment in 

the results of the electrocardiogram (Slope) and the type of defect (Thal). On the other hand, 

the quantitative variables were: the age (Age), the level of the systolic blood pressure (RestBP), 

the cholesterol levels (Chol), the maximum heart rate (MaxHR), the ST segment depression 

caused during exercise (Oldpeak) and the number of main vessels that are colored by X-ray 

examination (Ca). 

We examined two modeling procedures, logistic regression and decision trees. The logistic 

regression model constitutes a special case of generalized linear models and is widely known 

and applied in the field of statistics. It is used for the prediction of a binary categorical variable 

based on some independent variables that are continuous or categorical. Decision trees 

constitute one of the most widely used classification methods because they are easy to 

understand.  

With the help of the above two methods, implemented using the statistical package R, we 

found which of the independent variables affect the dependent variable and to what extent. 

The conclusion we reached with the logistic regression model is that the independent variables 

that are statistically significant are the following: “Sex”, “ChestPain”, “ExAng”, “RestBP”, 

“Oldpeak”, “Ca”, “MaxHR” and “Thal”. Correspondingly, through the decision trees we 

determined that the variables that most affect the value of the dependent variable are the 

following in this order: “ChestPain”, “Thal”, “MaxHR” and “Ca”. The performance of the logistic 

regression model, evaluated in a test set that was not used for fitting it, was: area under the 

ROC curve 0.9275, sensitivity 0.781, specificity 0.976 and overall percentage of correct 

classification 89%. This was a little better than for the decision tree, which had sensitivity 0.750, 

specificity 0.905 and 84% correct classifications. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΣΟ ΜΟΝΣΕΛΟ ΣΘ΢ ΛΟΓΙ΢ΣΙΚΘ΢ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΘ΢Θ΢ 

1.1 Ειςαγωγι ςτθ Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ 
Για τθν περιγραφι τθσ ςχζςθσ μεταξφ μιασ μεταβλθτισ απόκριςθσ και μιασ ι περιςςοτζρων 

επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν ςυνικωσ χρθςιμοποιοφμε τα μοντζλα παλινδρόμθςθσ. Πολφ 

ςυχνά θ μεταβλθτι απόκριςθσ είναι διακριτι, λαμβάνοντασ δφο ι περιςςότερεσ πικανζσ τιμζσ.  

Σο μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ είναι το πιο διαδεδομζνο μοντζλο παλινδρόμθςθσ 

για τθν ανάλυςθ αυτϊν των δεδομζνων και παρουςιάςκθκε για πρϊτθ φορά ςτθν ςτατιςτικι 

βιβλιογραφία το 1958 από τον D.Cox.  

΢τόχοσ λοιπόν τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ είναι θ δθμιουργία του καταλλθλότερου 

μοντζλου για να περιγράψει τθ ςχζςθ ανάμεςα ςτθν υπό μελζτθ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι και 

ενόσ ςυνόλου ποςοτικϊν και ποιοτικϊν επεξθγθματικϊν (ανεξάρτθτων) μεταβλθτϊν. 

Παρακάτω παρατίκενται οριςμζνα παραδείγματα ςτα οποία βρίςκει εφαρμογι το μοντζλο 

αυτό. 

 ΢τθν πρόβλεψθ τθσ πικανότθτασ αποτυχίασ μιασ διεργαςίασ παραγωγισ προϊόντοσ ςε 

ζνα εργοςτάςιο τροφίμων. 

 ΢το χϊρο τθσ υγείασ για τθν πρόβλεψθ τθσ εμφάνιςθσ ι μθ μίασ νόςου (πχ ςτεφανιαία 

νόςο) ςε ζνα άτομο ανάλογα με τα χαρακτθριςτικά του (θλικία, βάροσ, αποτελζςματα 

καρδιογραφιματοσ). 

 ΢τον χϊρο του marketing για τθν πρόβλεψθ τθσ απόφαςθσ για τθν αγορά ι όχι ενόσ 

καταναλωτικοφ αγακοφ. 

 ΢τον χϊρο τθσ οικονομίασ για τθν πρόβλεψθ τθσ πικανότθτασ ζνασ δανειολιπτθσ να 

ακετιςει τθν αποπλθρωμι του δανείου. 

 

1.1.1 Οι τρεισ τφποι τθσ Λογιςτικισ Παλινδρόμθςθσ 
Ανάλογα με τθ φφςθ τθσ εξαρτθμζνθσ κατθγορικισ μεταβλθτισ διακρίνουμε τρεισ τφπουσ 

λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ οι οποίοι είναι θ Δίτιμθ ι Διχοτομικι Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ 

(Binary), θ Πολυωνυμικι ι Πολυχοτομικι Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ (Multinomial) και τζλοσ θ 

Διατακτικι Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ (Ordinal). 
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Δίτιμθ Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ 

΢το μοντζλο αυτό θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι λαμβάνει μόνο δφο τιμζσ οι οποίεσ αντιςτοιχοφν ςε 

δφο ενδεχόμενα και ςυχνά επιλζγονται να είναι το 0 και το 1. ΢ε περίπτωςθ «αποτυχίασ» θ 

εξαρτθμζνθ μεταβλθτι κωδικοποιείται με το νοφμερο 0 ενϊ ςε περίπτωςθ «επιτυχίασ» με το 

1. Σο ενδεχόμενο ςτο οποίο κα εςτιάςουμε τθν προςοχι μασ είναι αυτό τθσ «επιτυχίασ» οπότε 

και κα αςχολθκοφμε με τθν πικανότθτα θ κατθγορικι μεταβλθτι να είναι ίςθ με 1. Παρόλο 

που παρακάτω κα αναφζρουμε και τουσ άλλουσ δφο τφπουσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ, ςτθν 

παροφςα εργαςία κα αςχολθκοφμε με το μοντζλο τθσ δίτιμθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ. 

 

Πολυωνυμικι Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ 

΢τθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι ζχει τρεισ ι και περιςςότερεσ 

κατθγορίεσ οι οποίεσ δεν ζχουν φυςικι διαβάκμιςθ μεταξφ τουσ. Για παράδειγμα θ 

κατθγορικι μεταβλθτι κα μποροφςε να λαμβάνει τισ εξισ 3 τιμζσ για το χρϊμα των ματιϊν : 

καςτανά, πράςινα και μπλε τθν ςτιγμι που οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ κα μποροφςαν να ιταν 

το χρϊμα των ματιϊν του πατζρα, το χρϊμα των ματιϊν τθσ μθτζρασ, θ καταγωγι και το φφλο. 

 

Διατακτικι Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ 

H  εξαρτθμζνθ μεταβλθτι ςυνίςταται από  δφο  ι  περιςςότερεσ  κατθγορίεσ μεταξφ των 

οποίων  ιςχφει  θ  ζννοια  τθσ  ανιςότθτασ. Μερικά παραδείγματα που κα μποροφςαν να 

δοκοφν είναι θ ςοβαρότθτα μίασ νόςου: κακόλου, λίγο, αρκετά και πολφ, όπωσ και για τθν 

απόδοςθ τθσ εργαςίασ ωσ: ανεπαρκισ, ικανοποιθτικι, εξαιρετικι. 

 

1.1.2 ΢υςχζτιςθ του Μοντζλου τθσ Λογιςτικισ Παλινδρόμθςθσ με το 

Γραμμικό Μοντζλο 
Θ βαςικι διαφορά ανάμεςα ςτο γραμμικό μοντζλο παλινδρόμθςθσ και ςτο μοντζλο τθσ 

λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ είναι ότι ςτο τελευταίο θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι είναι διακριτι  και 

μάλιςτα δυαδικι. Θ διαφορά αυτι μεταξφ τθσ λογιςτικισ και τθσ γραμμικισ παλινδρόμθςθσ 

αντανακλάται τόςο με τθ μορφι του μοντζλου όςο και με τισ υποκζςεισ του. Όςον αφορά τθ 

μορφι του μοντζλου μποροφμε εφκολα να διαπιςτϊςουμε ότι ςτο γραμμικό μοντζλο οι 

εξιςϊςεισ είναι γραμμικζσ ωσ προσ τισ παραμζτρουσ τθ ςτιγμι που κάτι τζτοιο δεν ςυμβαίνει 

με τθν λογιςτικι παλινδρόμθςθ. Από τθ ςτιγμι που κα λθφκοφν υπόψθ οι διαφορζσ ανάμεςα 

ςτα δφο μοντζλα μποροφμε να εφαρμόςουμε ςτθν λογιςτικι παλινδρόμθςθ λίγο πολφ τισ ίδιεσ 

τεχνικζσ με αυτζσ τθσ γραμμικισ παλινδρόμθςθσ. Παρακάτω αναφζρονται αναλυτικά τα 
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προβλιματα  που δεν μασ επιτρζπουν να χρθςιμοποιιςουμε τθ γραμμικι παλινδρόμθςθ ςε 

περίπτωςθ που θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι είναι δυαδικι. 

 

Μθ κανονικότθτα των ςφαλμάτων 

Σα ςφάλματα δίνονται από τον τφπο εi=yi -Ε(y|xi) και εκφράηουν τθν κατακόρυφθ απόκλιςθ 

τθσ τιμισ yi από τθν ευκεία τθσ ςυνάρτθςθσ  παλινδρόμθςθσ. Όπωσ ιδθ γνωρίηουμε μία από 

τισ βαςικζσ υποκζςεισ τθσ  γραμμικισ παλινδρόμθςθσ είναι ότι τα ςφάλματα πρζπει να 

ακολουκοφν τθν κανονικι κατανομι με μζςθ τιμι μθδζν και κάποια διακφμανςθ που είναι 

ςτακερι. Εξετάηοντασ τθν κατανομι των ςφαλμάτων για τθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ 

καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι ακολουκοφν τθ διωνυμικι κατανομι και αυτό γιατί: 

Ζχουμε yi = E(y|x)+εi      εi= yi-E(y|x) 

1. Αν  yi =1 τότε εi=1-E(y|x) με πικανότθτα p(x)= E(y|x) 

2. Αν  yi =0 τότε εi=-E(y|x)   με πικανότθτα 1-p(x)=1- E(y|x) 

 

Οπότε θ ε ακολουκεί τθ διωνυμικι κατανομι με μζςθ τιμι ίςθ με το μθδζν αφοφ 

E= [1- E(y|x)]*E(y|x)-E(y|x)*[1- E(y|x)] = 0 

και διακφμανςθ p(x)*[1-p(x)]. ΢υμπεραςματικά θ διωνυμικι κατανομι είναι θ ςτατιςτικι 

κατανομι ςτθν οποία ςτθρίηεται θ ανάλυςθ. Σζλοσ αξίηει να αναφερκεί ότι  θ κατανομι τθσ 

εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ ςτθ γραμμικι παλινδρόμθςθ είναι θ κανονικι με μζςθ τιμι Ε(y|x) 

και διακφμανςθ που είναι ςτακερι, ενϊ ςτθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ είναι θ διωνυμικι. 

 

Άνιςεσ διαςπορζσ των ςφαλμάτων 

΢τθν περίπτωςθ τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ όπου θ μεταβλθτι απόκριςθσ είναι δυαδικι τα 

ςφάλματα ζχουν άνιςεσ διαςπορζσ κακϊσ θ τιμι τθσ διαςποράσ εξαρτάται από τα 

διαφορετικά xi κάκε φορά. Σο γεγονόσ αυτό δεν μασ επιτρζπει να χρθςιμοποιιςουμε τθν 

μζκοδο των ελαχίςτων τετραγϊνων για αυτό το λόγο και καταφεφγουμε ςτθν εκτίμθςθ των 

παραμζτρων με τθ μζκοδο τθσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ. 
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Περιοριςμόσ ςτθ ςυνάρτθςθ απόκριςθσ 

Θ ςτατιςτικι ςχζςθ ςτθ γραμμικι παλινδρόμθςθ που περιγράφει τθν αναμενόμενθ τιμι τθσ 

εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ yx όταν θ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι πάρει τθν τιμι x δίνεται από τον 

παρακάτω τφπο: 

                                                               E(y|x)=E(yx)=β0+β1x                                                (1.1) 

Θ ποςότθτα E(y|x) είναι θ μζςθ τιμι τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ δεδομζνθσ τθσ τιμισ τθσ 

ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ και ονομάηεται μζςοσ όροσ. Ο μζςοσ όροσ ςτθ γραμμικι 

παλινδρόμθςθ μπορεί να πάρει οποιαδιποτε τιμι κακϊσ το x κυμαίνεται μεταξφ – ∞ και + ∞. 

Κάτι τζτοιο ζρχεται ςε αντίκεςθ με τθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ όπου πρζπει θ ποςότθτα αυτι 

να παίρνει τιμζσ αποκλειςτικά και μόνο μεγαλφτερεσ ι ίςεσ από το μθδζν και μικρότερεσ ι ίςεσ 

με το ζνα, δθλαδι  0 ≤ E(y|x) ≤ 1, και αυτό γιατί θ μζςθ τιμι ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ 

παριςτάνει πικανότθτεσ. Σα παραπάνω γίνονται φανερά ςτο ΢χιμα 1.1 όπου θ γραφικι 

παράςταςθ δείχνει ότι ο μζςοσ προςεγγίηει ςταδιακά το μθδζν και το ζνα. Θ καμπφλθ αυτι, 

που ονομάηεται και ςιγμοειδισ λόγω τουσ ςχιματόσ τθσ, φανερϊνει ότι θ μεταβολι του μζςου 

E(y|x) γίνεται ολοζνα και  μικρότερθ κακϊσ ο μζςοσ πλθςιάηει το μθδζν και το ζνα. 

 

΢χιμα.1.1 ΢ιγμοειδισ Καμπφλθ Λογιςτικοφ Μοντζλου 
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Αν και τα δφο πρϊτα προβλιματα, εφαρμόηοντασ οριςμζνεσ τεχνικζσ πρϊτα, μποροφμε να τα 

παραλείψουμε και να χρθςιμοποιιςουμε το απλό γραμμικό μοντζλο, το τελευταίο που αφορά 

τθ μζςθ τιμι δεν μασ επιτρζπει να το χρθςιμοποιιςουμε. Όςον αναφορά τισ τεχνικζσ που 

αναφζρκθκαν ζχουν να κάνουν με τθν επιλογι ενόσ αρκετά μεγάλου δείγματοσ  ϊςτε με τθ 

μζκοδο των ελαχίςτων τετραγϊνων οι εκτιμθτζσ κα είναι αςυμπτωτικά κανονικοί παρότι τα 

ςφάλματα δεν ακολουκοφν τθν κανονικι κατανομι και για τθν αντιμετϊπιςθ του δεφτερου 

προβλιματοσ δθλαδι των άνιςων διαςπορϊν των ςφαλμάτων κα μποροφςαμε να 

χρθςιμοποιιςουμε τθ μζκοδο των ςτακμιςμζνων ελαχίςτων τετραγϊνων. 

 

1.1.3 Ο μεταςχθματιςμόσ logit και ο λόγοσ των ςυμπλθρωματικϊν           

πικανοτιτων (odds) 
΢τθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ θ μεταβλθτι απόκριςθσ λαμβάνει δφο τιμζσ οι οποίεσ είναι το 1 

ςε περίπτωςθ επιτυχίασ και το 0 ςε περίπτωςθ αποτυχίασ. Όπωσ είδαμε και παραπάνω κα 

ςυμβολίηουμε με p τθν πικανότθτα να ζχουμε επιτυχία δθλαδι τθν πικανότθτα θ εξαρτθμζνθ 

μεταβλθτι να πάρει τθν τιμι ζνα. Θ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι y είναι τυχαία μεταβλθτι τθσ 

κατανομισ Bernoulli ( y~B(P) ) με μζςθ τιμι ίςθ με E(y)=p και διαςπορά V(y)=p(1-p). 

Ωςτόςο αν το πείραμα επεκτακεί ςε n δοκιμζσ τότε θ τυχαία μεταβλθτι κα είναι τθσ 

Διωνυμικισ κατανομισ  (y~b(n,p) ) με μζςθ τιμι E(y)=np και διαςπορά V(y)= np(1-p).   

΢φμφωνα με τθν παρατιρθςθ που ζγινε ςτθν τρίτθ διαφορά ανάμεςα ςτο μοντζλο τθσ 

λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ και το γραμμικό, θ ςυνάρτθςθ απόκριςθσ παίρνει τιμζσ αυςτθρά 

και μόνο ςτο διάςτθμα *0,1+. Παρόλα αυτά από τθ ςχζςθ E(y)=β0+β1xi = pi γίνεται φανερό 

ότι θ ποςότθτα αυτι μπορεί να πάρει τιμζσ ςε όλο το διάςτθμα των πραγματικϊν αρικμϊν 

πράγμα που δεν είναι επικυμθτό. Για το λόγο αυτό κα χρειαςτοφμε ζνα μεταςχθματιςμό. Ασ 

δοκιμάςουμε αρχικά να αντικαταςτιςουμε τθν πικανότθτα pi επιτυχίασ με τθ ςχετικι 

πικανότθτα επιτυχίασ, δθλαδι με το λόγο τθσ πικανότθτασ επιτυχίασ του πειράματοσ προσ τθν 

πικανότθτα αποτυχίασ του πειράματοσ pi/ (1-pi). Ο λόγοσ αυτόσ ονομάηεται odds (λόγοσ 

πραγματοποίθςθσ του γεγονότοσ ι αλλιϊσ λόγοσ ςυμπλθρωματικϊν πικανοτιτων) και κα μασ 

φανεί ιδιαίτερα χριςιμοσ για να εξάγουμε το τελικό μοντζλο. Παρατθροφμε ότι δεν αρκεί 

αυτόσ ο μεταςχθματιςμόσ κακϊσ το odds μπορεί να πάρει τιμζσ και μεγαλφτερεσ από το ζνα. 

Σθ δυςκολία αυτι τθν ξεπερνάμε αν πάρουμε το φυςικό λογάρικμο τoυ λόγου αυτοφ. Ζχουμε  

pi’=ln
  

    
 = β0+β1xi =logit (pi)  ⇔       

 
  

    
 =             ⇔ 
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pi=          (1-pi)    ⇔ 

pi=         -         pi    ⇔ 

pi+ pi           =               ⇔ 

pi(1+         ) =          ⇔ 

pi =
        

           
 

 

Σελικά ζχουμε ότι ςτθν περίπτωςθ που θ τυχαία μεταβλθτι y είναι τθσ κατανομισ Bernoulli 

E(y)= 
        

           
  , ενϊ όταν είναι τθσ διωνυμικισ  E(y)= nipi = ni 

        

           
 . 

Όπωσ αναφζρκθκε και ςε προθγοφμενθ παράγραφο θ αναμενόμενθ λογιςτικι ςυνάρτθςθ κα 

ζχει γραφικι παράςταςθ που μοιάηει με το γράμμα S και κα είναι είτε μονότονα αφξουςα είτε 

μονότονα φκίνουςα όπωσ φαίνεται και από το ΢χιμα 1.2. 

 

΢χιμα 1.2  Αναμενόμενθ λογιςτικι ςυνάρτθςθ 
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Εκτόσ από τθ ςυνάρτθςθ ςφνδεςθσ logit, που είναι και θ πιο ςυνθκιςμζνθ, ςε ειδικζσ 

περιπτϊςεισ μπορεί να χρθςιμοποιθκοφν και άλλεσ όπωσ οι παρακάτω: 

 Probit: pi’=    (  ) 

 Complementary log-log: pi’=   ,   (1    )- 

 

1.2  Απλι Λογιςτικι Παλινδρόμθςθ 

1.2.1 Εκτίμθςθ παραμζτρων με τθ μζκοδο Μζγιςτθσ Πικανοφάνειασ 
Εξ’ αιτίασ τθσ δυαδικισ φφςθσ τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ ςτο μοντζλο τθσ λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ δεν είναι εφικτό να εφαρμόςουμε τθ μζκοδο των ελαχίςτων τετραγϊνων για 

τθν εκτίμθςθ των παραμζτρων, όπωσ εφκολα κα κάναμε με τθ γραμμικι παλινδρόμθςθ. Θ 

δυςκολία αυτι μπορεί να ξεπεραςτεί και θ προςαρμογι του μοντζλου ςτα δεδομζνα να 

πραγματοποιθκεί με τθ μζκοδο τθσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ. Θ μζκοδοσ τθσ μζγιςτθσ 

πικανοφάνειασ επιλζγει το ςφνολο των τιμϊν των παραμζτρων του μοντζλου που μεγιςτοποιεί 

τθ ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ. 

Θ ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ L ενόσ δείγματοσ τιμϊν             με μζςεσ τιμζσ                

E(  )=   =       και ςυμμεταβλθτζσ     
  = (         .      ) όπου    ο αρικμόσ δοκιμϊν τθσ 

ςτατιςτικισ μονάδασ i,    θ αντίςτοιχθ πικανότθτα επιτυχίασ και    =1 γράφεται ωσ:      

(Καρϊνθ και Οικονόμου, 2017) 

L(β)=∏ .
  

  
/ 

     
  (1    )

      , όπου    =
        

           
 

Θ παραπάνω ςχζςθ βρίςκει εφαρμογι όταν θ μεταβλθτι απόκριςθσ ακολουκεί τθ διωνυμικι 

κατανομι. ΢τθν περίπτωςθ που θ μεταβλθτι απόκριςθσ είναι τθσ κατανομισ Bernoulli, δθλαδι 

όταν τα δεδομζνα που ζχουμε είναι δυαδικά, θ ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ ζχει πιο απλι 

μορφι τθν παρακάτω: 

                                                  L(β)=∏   
   

   (1    )
    , με E(  )=                          

και λογαρικμίηοντασ λαμβάνουμε 

l= ln L(β)= ln (∏   
   

   (1    )
    ) 

                                                     = ∑ *    (  ) + (1    )   (1    )+
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΢τθ ςυνζχεια παραγωγίηουμε τθν παραπάνω ςχζςθ ωσ προσ         και εξιςϊνουμε με το 

μθδζν ζτςι δίνοντασ τισ ακόλουκεσ 1.2, 1.3 ςχζςεισ 

                                                             ∑ (     )
 
   = 0                                                           (1.2) 

                                                            ∑ *  (     )+
 
   = 0                                                     (1.3) 

 

Από τισ παραπάνω ςχζςεισ προκφπτει ζνα ςφςτθμα με δφο μθ γραμμικζσ εξιςϊςεισ οι οποίεσ 

επιλφονται με κατάλλθλεσ μεκόδουσ όπωσ του Newton Raphson. Οι μζκοδοι αυτοί ζχουν 

επαναλθπτικό χαρακτιρα και ζχουν προγραμματιςτεί ςε λογιςμικό λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 

(software).  Θ λφςθ του ςυςτιματοσ αυτοφ μασ δίνει τθν τιμι του β̂ που ονομάηεται εκτιμιτρια 

μζγιςτθσ πικανοφάνειασ. Γενικά θ χριςθ του ςυμβόλου «^» δθλϊνει τθν εκτιμιτρια μζγιςτθσ 

πικανοφάνειασ τθσ ποςότθτασ που εκτιμάμε. Για παράδειγμα θ   ̂(  ) είναι θ εκτιμιτρια 

μζγιςτθσ πικανοφάνειασ τθσ  (  ) .  

 

1.2.2 Ερμθνεία των ςυντελεςτϊν παλινδρόμθςθσ  
Ζνα από τα βαςικά πλεονεκτιματα τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ ζναντι άλλων μοντζλων 

είναι θ δυνατότθτα που μασ δίνεται να ερμθνεφςουμε τισ τιμζσ των ςυντελεςτϊν β̂.  

Από τθ ςτιγμι που κα εκτιμθκοφν οι παράμετροι β̂, μποροφμε να βροφμε τθ ςχζςθ που 

ςυνδζει τθν προςαρμοςμζνθ πικανότθτα απόκριςθσ με τισ τιμζσ               των 

επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν (ι ςυμμεταβλθτϊν). Θ ςχζςθ αυτι δίνεται είτε με τον παρακάτω 

τφπο : 

 ̂ = 
    ̂

      ̂
 

όπου    ιςοφται με 1 εξ οριςμοφ. 

Είτε μζςω του λόγου των ςυμπλθρωματικϊν πικανοτιτων ι ςχετικϊν πικανοτιτων (odds)  

ln.
 ̂

   ̂
/=x’ ̂      ⇒ 

 ̂

   ̂
 =   ’ ̂  =   ̂   ̂     ̂       ̂    

 όπου    ιςοφται με 1 εξ οριςμοφ. 
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Από το odds προκφπτει ότι θ ποςότθτα   ̂  είναι ο παράγοντασ επί τον οποίο 

πολλαπλαςιάηεται ο λόγοσ των ςυμπλθρωματικϊν πικανοτιτων του γεγονότοσ επιτυχία όταν θ 

αντίςτοιχθ ανεξάρτθτθ μεταβλθτι    αυξθκεί κατά μία μονάδα και δεδομζνου ότι οι 

υπόλοιπεσ ςυμμεταβλθτζσ παραμζνουν ςτακερζσ. (Καρϊνθ και Οικονόμου, 2017). 

 Αν ο ςυντελεςτισ που εκτιμικθκε για το β̂  είναι κετικόσ, τότε   ̂  1. Αυτό ςθμαίνει 

ότι με τθν αφξθςθ τθσ    το odds αυξάνεται. 

 Αν ο ςυντελεςτισ που εκτιμικθκε για το β̂ είναι αρνθτικόσ, τότε   ̂  1. Αυτό ςθμαίνει 

ότι με τθν αφξθςθ τθσ    το odds μειϊνεται. 

 

Οι παράμετροι τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ μποροφν να εκφραςτοφν και μζςα από το 

ςχετικό λόγο των ςυμπλθρωματικϊν πικανοτιτων, δθλαδι το λόγο των odds που ονομάηεται 

odds ratio. Ο λόγοσ των odds ενόσ ατόμου με τιμζσ ςυμμεταβλθτϊν    ςε ςχζςθ με ζνα άτομο 

με τιμζσ    των ίδιων ςυμμεταβλθτϊν δίνεται από τθν παρακάτω ςχζςθ:  

Odds ratio= 
 ̂ 

   ̂ 
 ̂ 

   ̂ 

 =  (     )
  ̂ 

Αν το odds ratio είναι ίςο με τθ μονάδα ςθμαίνει ότι τα odds των δφο ομάδων είναι ίςα. Πιο 

γενικά το odds ratio μασ δείχνει πόςεσ φορζσ μεγαλφτερο ι μικρότερο είναι το ζνα odds από 

το άλλο. 

 

1.3 Ελεγχοςυναρτιςεισ 

1.3.1 Ελεγχοςυνάρτθςθ Deviance 
Ο ζλεγχοσ καλισ προςαρμογισ deviance αποτελεί ζναν από τουσ πιο διαδεδομζνουσ ελζγχουσ 

καταλλθλότθτασ του μοντζλου. Προτοφ προχωριςουμε ςτθν ανάλυςθ τθσ μεκόδου καλό κα 

ιταν να δϊςουμε τον οριςμό του κορεςμζνου μοντζλου που κα μασ χρειαςτεί ςτθ ςυνζχεια. 

Κορεςμζνο ι πλιρεσ (saturated) είναι το μοντζλο το οποίο ζχει τόςεσ παραμζτρουσ όςεσ και 

παρατθριςεισ. Σο μοντζλο αυτό είναι και το μοναδικό που ζχει τθν καλφτερθ προςαρμογι ςτα 

δεδομζνα. Ο ζλεγχοσ deviance λοιπόν, ςυγκρίνει το λόγο των πικανοφανειϊν των 

παρατθροφμενων και των αναμενόμενων τιμϊν τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ από μοντζλα με 

και χωρίσ τθν εν λόγω μεταβλθτι. 

                                     D= -2ln 0
                                    

                                
1                                (1.4) 
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Για να εξάγουμε τθν τυποποιθμζνθ ςυνάρτθςθ deviance χρειάηεται αρχικά να 

καταςκευάςουμε τθ μεγιςτοποιθμζνθ τιμι του λογαρίκμου τθσ πικανοφάνειασ ςτο κορεςμζνο 

μοντζλο  

                                        ̃  = ∑ ,     ( ̃ ) + (1    )   (1   ̃ )-
 
                                            (1.5) 

Και ζπειτα τθ μεγιςτοποιθμζνθ τιμι του λογαρίκμου τθσ πικανοφάνειασ ςτο υπό εξζταςθ 

μοντζλο 

                                      ̂  = ∑  ,     ( ̂ ) + (1    )   (1   ̂ )-
 
                                              (1.6) 

 

Αφαιρϊντασ τισ ςχζςεισ 1.5 και 1.6 παίρνουμε  

 ̂ - ̃  = ∑  ,     ( ̂ ) + (1    )   (1   ̂ )      ( ̃ )  (1    )   (1   ̃ )-
 
    

                           = ∑  [  (   ̂     ̃ ) + (1    ),  (1   ̂ )    (1   ̃ )-]
 
    

                          = ∑  [    .
 ̂ 

 ̃ 
/ + (1    )   .

   ̂ 

   ̃ 
/ ] 

    

 

Σελικά ορίηουμε τθν τυποποιθμζνθ ςυνάρτθςθ deviance ωσ 

D (β̂) = -2 { ̂   ̃ } 

= -2 ∑  [    .
 ̂ 

 ̃ 
/ + (1    )   .

   ̂ 

   ̃ 
/ ] 

    

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ ελεγχοςυνάρτθςθ deviance ζχει τον ίδιο ρόλο με εκείνον που ζχει το 

άκροιςμα τετραγϊνων των ςφαλμάτων ςτθ γραμμικι παλινδρόμθςθ. 

Όςον αναφορά τθν περίπτωςθ ςτθν οποία θ μεταβλθτι απόκριςθσ είναι δίτιμθ θ 

πικανοφάνεια του κορεςμζνου μοντζλου κα είναι ίςθ είτε με 1 είτε με 0. Από τον οριςμό του 

κορεςμζνου μοντζλου κα ζχουμε  ̂ =   και πικανοφάνεια ίςθ με 1, οπότε θ ςυνάρτθςθ 

deviance γίνεται με τθ βοικεια τθσ ςχζςθσ 1.4 

D = -2ln (                                    ) 
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Σζλοσ μποροφμε να εφαρμόςουμε ζνα ζλεγχο για να ςυγκρίνουμε τθ καταλλθλότθτα του 

μοντζλου με και χωρίσ τθν ανεξάρτθτθ μεταβλθτι. Για να γίνει αυτό ςυγκρίνουμε τθν τιμι του 

D ςτα δφο μοντζλα.  

G = D (το μοντζλο χωρίσ τθ μεταβλθτι) – D (το μοντζλο με τθ μεταβλθτι) 

Σο G ζχει τον ίδιο ρόλο με το F-test ςτθ γραμμικι παλινδρόμθςθ και μπορεί να εκφραςτεί ωσ: 

G = -2ln 0
                               

                            
1 

Γνωρίηοντασ ότι το G ακολουκεί αςυμπτωτικά τθν κατανομι    μποροφμε να εφαρμόςουμε 

ελζγχουσ υποκζςεων, ϊςτε να εξετάςουμε τθ ςθμαντικότθτα του.  

 

1.3.2 Ζλεγχοσ Wald 

1.3.2.1 Ελεγχοςυνάρτθςθ Wald 

Για να ελζγξουμε τθ ςθμαντικότθτα των ςυντελεςτϊν του μοντζλου, οι οποίεσ αποτελοφν 

ςθμειακζσ εκτιμιςεισ, κα χρθςιμοποιιςουμε το ζλεγχο του Wald. Με το ζλεγχο του Wald 

μποροφμε να εξετάςουμε τισ εξισ υποκζςεισ: 

    β = 0, δθλαδι θ μεταβλθτι    δε ςυμβάλει ςτο μοντζλο 

    β   0, δθλαδι θ μεταβλθτι    ςυμβάλει ςτο μοντζλο 

Ο ζλεγχοσ γίνεται ςε (1-α)% επίπεδο ςθμαντικότθτασ και θ ςτατιςτικι ςυνάρτθςθ υπό τθν    

είναι θ ακόλουκθ: 

β ̂

  β ̂

 

Θ οποία καλείται Wald, ακολουκεί αςυμπτωτικά τθν κανονικι κατανομι, ενϊ το τετράγωνο 

τθσ ακολουκεί τθν    κατανομι με 1 βακμό ελευκερίασ. Αν θ p-value του ελζγχου Wald κρικεί 

ότι ζχει λάβει μικρι τιμι τότε απορρίπτεται θ μθδενικι υπόκεςθ και ζτςι ο ςυντελεςτισ  β  δεν 

μθδενίηεται οπότε θ μεταβλθτι    κεωρείται ςτατιςτικά ςθμαντικι. ΢ε αντίκετθ περίπτωςθ, 

δθλαδι όταν θ τιμι τθσ p κεωρθκεί μεγάλθ δεν απορρίπτουμε τθ μθδενικι υπόκεςθ. 
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1.3.2.2 Διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ 

Με τθ βοικεια τθσ ςτατιςτικισ ςυνάρτθςθσ Wald μποροφμε να καταςκευάςουμε διαςτιματα 

εμπιςτοςφνθσ για τισ παραμζτρουσ του μοντζλου. Ζνα 100(1-α)% διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ για 

τθν παράμετρο β  δίνεται ωσ εξισ     [β̂        (β̂ )]. 

 

1.3.3 Ελεγχοςυνάρτθςθ Pearson 
Ζνασ ακόμα ζλεγχοσ καλισ προςαρμογισ του μοντζλου είναι ο ζλεγχοσ Pearson, ο οποίοσ μασ 

δίνει χριςιμεσ πλθροφορίεσ για τθν προςαρμογι του μοντζλου μόνο όταν θ εξαρτθμζνθ 

μεταβλθτι είναι τθσ διωνυμικισ κατανομισ. Αυτό ςυμβαίνει διότι αν θ μεταβλθτι απόκριςθσ 

ιταν δίτιμθ, δθλαδι ζπαιρνε τισ τιμζσ 0 και 1, με   = 1 δεν κα ίςχυε θ αςυμπτωτικι κεωρία 

και ςυνεπϊσ κα ζπρεπε να καταφφγουμε ςε άλλουσ ελζγχουσ (όπωσ αυτόν των Hosmer-

Lemeshow) που κα παρουςιαςτοφν ςτθ ςυνζχεια. Θ ελεγχοςυνάρτθςθ του Pearson δίνεται ωσ: 

                                                                     = ∑
(      ̂ )

 

   ̂ (   ̂ )
 
                                                          

Αυτι θ ςτατιςτικι ςυνάρτθςθ είναι αςυμπτωτικά ιςοδφναμθ με τθν ελεγχοςυνάρτθςθ 

deviance και ακολουκεί τθν ίδια κατανομι με τθ deviance δθλαδι τθν   , εφόςον το μοντζλο 

είναι το ςωςτό, δθλαδι    ~     
  αςυμπτωτικά με n να είναι ο αρικμόσ των ομάδων των 

παρατθριςεων για τισ οποίεσ οι ςυμμεταβλθτζσ παίρνουν τισ ίδιεσ τιμζσ και p=k+1  ο αρικμόσ 

των παραμζτρων ςτο μοντζλο. 

΢υνικωσ οι τιμζσ των δφο παραπάνω ςτατιςτικϊν ςυναρτιςεων δεν διαφζρουν αιςκθτά. Σο 

πλεονζκτθμα τθσ ελεγχοςυνάρτθςθσ του Pearson ζναντι τθσ deviance είναι ότι θ τελευταία 

επθρεάηεται υπερβολικά από πολφ μικρζσ ςυχνότθτεσ. ΢τον αντίποδα το πλεονζκτθμα τθσ 

ςυνάρτθςθσ deviance είναι ότι μπορεί να ςυγκρίνει δφο εμφωλευμζνα μοντζλα και αυτό γιατί 

από τθ διαφορά τθσ ςυνάρτθςθσ αυτισ μεταξφ των δφο μοντζλων αξιολογείται θ 

ςθμαντικότθτα των επιπρόςκετων όρων.  

 

1.3.4 Ελεγχοςυνάρτθςθ Hosmer-Lemeshow 
Λόγω τθσ αδυναμίασ των ελεγχοςυναρτιςεων Deviance και Pearson να ανταπεξζλκουν ωσ 

μζτρα καταλλθλότθτασ του μοντζλου ςε δυαδικά δεδομζνα με   = 1 προκφπτει θ ανάγκθ 

χριςθσ μίασ άλλθσ ελεγχοςυνάρτθςθσ που προτάκθκε από τουσ Hosmer και Lemeshow το 

1980. Για τον υπολογιςμό του ελζγχου αυτοφ οι παρατθριςεισ χωρίηονται ςε ομάδεσ θ 

κακεμία από τισ οποίεσ ζχει περίπου ίδιο αρικμό παρατθριςεων. Θ ομαδοποίθςθ αυτι γίνεται 
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με βάςθ τθν τιμι τθσ εκτιμθμζνθσ πικανότθτασ  ̂ , δθλαδι διατάςουμε τισ παρατθριςεισ ςε 

αφξουςα ςειρά ςφμφωνα με τθν τιμι τθσ   ̂  και ζπειτα τισ χωρίηουμε ςε ομάδεσ.  

Ασ υποκζςουμε ότι δθμιουργιςαμε g τζτοιεσ ομάδεσ και μία από αυτζσ, ζςτω θ i-οςτι, 

ζχε    παρατθριςεισ με    να είναι ο ςυνολικόσ αρικμόσ των επιτυχιϊν και    ο αναμενόμενοσ 

αρικμόσ των επιτυχιϊν. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ ςυχνότθτα     προκφπτει από το άκροιςμα 

των     για j=1,2,…,m  ενϊ θ ςυχνότθτα     από το άκροιςμα  ̂  για j=1,2,…,m. Θ μζςθ 

πικανότθτα επιτυχίασ τθσ i-οςτισ ομάδασ δίνεται από τον τφπο   ̂ =
  

  
.  (Hosmer et al., 2013) 

Σελικά θ ελεγχοςυνάρτθςθ των Hosmer-Lemeshow δίνεται από τον τφπο 

                                                                        
  = ∑

(      ̂ )
 

   ̂ (   ̂ )

 
                                                          

Ο ζλεγχοσ αυτόσ δεν ζχει ευρεία χριςθ κακϊσ θ τιμι τθσ ελεγχοςυνάρτθςθσ εξαρτάται από τον 

χωριςμό των παρατθριςεων ςε ομάδεσ και από τον αρικμό τουσ ςε κάκε μία από αυτζσ. 

 

1.4 Διαγνωςτικζσ μζκοδοι 

1.4.1 Τπόλοιπα  
Ο ζλεγχοσ με τθ deviance μασ προςφζρει πλθροφορίεσ για τθν καταλλθλότθτα του μοντζλου 

χωρίσ όμωσ να μασ δίνει πολλζσ πλθροφορίεσ. Για περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ καταφεφγουμε 

ςτα υπόλοιπα τα οποία εκφράηουν τθ ςυμφωνία μεταξφ των παρατθριςεων    και των 

αντίςτοιχων προςαρμοςμζνων τιμϊν   ̂ ι    ̂. Σα υπόλοιπα είναι χριςιμα γιατί μποροφμε να 

καταςκευάςουμε κάποια διαγνωςτικά γραφιματα για το μοντζλο. Σα γραφιματα των 

τυποποιθμζνων υπολοίπων ςε ςχζςθ με τισ εκτιμϊμενεσ τιμζσ χρθςιμεφουν για να ελεγχκεί θ 

υπόκεςθ τθσ ανεξαρτθςίασ των παρατθριςεων και για να εντοπιςτοφν παρατθριςεισ που 

πικανόν να αποκλίνουν από τισ υπόλοιπεσ. 

Σα υπόλοιπα που κα εξετάςουμε ςτθν ςυνζχεια είναι τα υπόλοιπα Pearson, τα υπόλοιπα 

Deviance και τα υπόλοιπα πικανοφάνειασ. Πριν αναλφςουμε τα παραπάνω τρία υπόλοιπα που 

χρθςιμοποιοφνται ςτθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ αξίηει να παρακζςουμε τθ ςχζςθ που δίνει τα 

υπόλοιπα (residuals) ςτο απλό γραμμικό μοντζλο και είναι θ ακόλουκθ: 

  =      ̂ 

θ οποία εκφράηει τθν κατακόρυφθ απόκλιςθ του    από τθν ευκεία τθσ προςαρμοςμζνθσ ι 

εκτιμθμζνθσ ςυνάρτθςθσ παλινδρόμθςθσ 
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1.4.1.1 Τπόλοιπα Pearson 

Σα υπόλοιπα Pearson ςτα γενικευμζνα γραμμικά μοντζλα δίνονται από τθν εξισ ςχζςθ: 

 

  
 =

    ̂ 

√ ( ̂ )

   i = 1 2 3  . 

Για το μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ ιςχφει ότι  ( ̂ )=    ̂ (1   ̂ ) οπότε θ 

παραπάνω ςχζςθ για το υπόλοιπο Pearson δίνεται ωσ εξισ: 

 

  
 = 

      ̂ 

√   ̂ (   ̂ )
 , i = 1, 2, 3,... 

 

Σα τυποποιθμζνα υπόλοιπα Pearson ορίηονται μζςω τθσ ςχζςθσ: 

  
  = 

      ̂ 

√   ̂ (   ̂ )(   ̂  )

 = 
  
 

√   ̂  

, 

Όπου  ̂   (hat values) είναι το διαγϊνιο ςτοιχείο του n x n πίνακα  

 ̂ =  ̂    (   ̂ )
  

   ̂   , 

με   ο n x p πίνακασ ςχεδιαςμοφ και  ̂ ο n x n διαγϊνιοσ πίνακασ, του οποίου το κάκε 

ςτοιχείο είναι το    ̂ (1   ̂ ), που αποτελεί τθν εκτιμθμζνθ διαςπορά τθσ απόκριςθσ   . 

 

1.4.1.2 Τπόλοιπα deviance 

Σα υπόλοιπα deviance ςτο μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ δίνεται από τθν ακόλουκθ 

ςχζςθ: 

  
 =    (    ̂ ) [2    (

  

 ̂ 
) + 2(     )  (

     

    ̂ 
)]

   

 

όπου    (    ̂ ) είναι  το πρόςθμο τθσ διαφοράσ     ̂ , οπότε  θ ποςότθτα         

  02    .
  

 ̂ 
/ + 2(     )  .

     

    ̂ 
/1

   

 κα λαμβάνει κετικό πρόςθμο όταν     ̂  ενϊ κα ζχει 

αρνθτικό πρόςθμο όταν   ≤  ̂ . To    (    ̂ ) μασ βεβαιϊνει ότι το   
  κα ζχει ίδιο πρόςθμο 

με το    
   αφοφ   ̂ =     ̂ . 
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Αν τα δεδομζνα είναι δυαδικά κα ζχουμε  ̂ =  ̂  και θ ςχζςθ παίρνει τθν ακόλουκθ μορφι: 

  
 =    (    ̂ )* 2,     ̂ + (1    )  (1   ̂ )-+

    

 

Σα τυποποιθμζνα υπόλοιπα Pearson ορίηονται μζςω τθσ ςχζςθσ: 

  
   = 

  
 

√   ̂  

 

 

1.4.1.3 Τπόλοιπα πικανοφάνειασ 

Σα υπόλοιπα πικανοφάνειασ (likelihood residuals) υπολογίηονται εφκολα μζςω των υπολοίπων 

Pearson και των υπολοίπων deviance και δίνονται από τον τφπο: 

(  
 )

 
=  ̂  (  

  )
 
+(1   ̂  )(  

  )
 
 

και λαμβάνουν πρόςθμο κατά αντίςτοιχο τρόπο με τα υπόλοιπα deviance δθλαδι με τθ 

βοικεια τθσ διαφοράσ      ̂ . 

 

1.4.2 Επιρροι 
Για να εξετάςουμε τθν επιρροι μίασ παρατιρθςθσ ςτθν προςαρμογι του μοντζλου 

χρθςιμοποιοφμε διάφορεσ μεκόδουσ. Σα υπόλοιπα πικανοφάνειασ που αναλφςαμε παραπάνω 

μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για το ςκοπό αυτό. Γενικότερα, θ εξζταςθ των ςθμείων 

επιρροισ ςτθν εκτίμθςθ ενόσ μοντζλου μπορεί να πραγματοποιθκεί καταςκευάηοντασ κάποια 

γραφιματα. Ζτςι μποροφμε να καταςκευάςουμε τα διαγράμματα των υπολοίπων 

πικανοφάνειασ ωσ προσ τα  ̂   αλλά και τα γραφιματα δείκτθ (index plots) των υπολοίπων 

πικανοφάνειασ των  ̂   και των αποςτάςεων Cook  (Cook’s distance). 

 

1.4.2.1 Απόςταςθ Cook 

Ζνα μζτρο που δείχνει κατά πόςο θ αφαίρεςθ μίασ ςυγκεκριμζνθσ  παρατιρθςθσ κα 

επθρεάςει τισ εκτιμιςεισ των παραμζτρων ενόσ μοντζλου είναι θ απόςταςθ του Cook. Θ 

ςτατιςτικι ςυνάρτθςθ που χρθςιμοποιείται δίνεται από τον παρακάτω τφπο: 

   =
 

 
( ̂( )   ̂)  ( ̂)( ̂( )   ̂) για i = 1  2    n 
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όπου  ̂( ) οι εκτιμιςεισ των ςυντελεςτϊν του μοντζλου από το οποίο παραλείπεται θ  - οςτι 

παρατιρθςθ από τθν ανάλυςθ ενϊ  ̂ οι εκτιμιςεισ των ςυντελεςτϊν του μοντζλου ςτο οποίο 

χρθςιμοποιείται όλο το δείγμα. Ακόμα, p = k+1 είναι ο αρικμόσ των παραμζτρων ςτο μοντζλο 

και  ( ̂) =      είναι θ παρατθροφμενθ πλθροφορία κατά Fisher με    ̂( ̂) =    ( ̂). 

Εκτόσ από τον παραπάνω τφπο μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τον ζναν πιο απλουςτευμζνο 

τφπο ο οποίοσ παρατίκεται παρακάτω  

                                                                        =
  ̂  (  

  )
 

 (    ̂  )
                                                              

 

1.5 Κριτιρια επιλογισ μοντζλου λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 

1.5.1 Κριτιριο AIC  
Ζνασ από τουσ δείκτεσ καλισ προςαρμογισ είναι το κριτιριο AIC (Akaike’s Information 

Criterion) και ςτα γενικευμζνα γραμμικά μοντζλα δίνεται από τον ακόλουκο τφπο: 

AIC = -2 (β̂) + 2p 

όπου,   (β̂) θ μεγιςτοποιθμζνθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ πικανοφάνειασ και  p ο αρικμόσ των 

επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν που περιζχει το μοντζλο προσ εκτίμθςθ (Akaike, 1974). 

 Σο AIC αποτελεί ζνα κριτιριο επιλογισ του βζλτιςτου μοντζλου με όςο το δυνατό μικρότερο 

αρικμό παραμζτρων. Από τον τφπο του AIC παρατθροφμε ότι θ ειςαγωγι παραμζτρων ςτο 

μοντζλο, είτε αυτζσ είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ είτε όχι, προκαλεί αφξθςθ του p και του  (β̂) 

επομζνωσ ο πρϊτοσ όροσ ςτον τφπο του AIC  μειϊνεται και ο δεφτεροσ αυξάνεται. Σελικά θ 

ειςαγωγι επιπλζον παραμζτρων ςτο μοντζλο οι οποίεσ οδθγοφν ςε βελτίωςθ τθσ 

προςαρμογισ του μοντζλου οδθγεί ςε μείωςθ τθσ τιμισ του κριτθρίου AIC. ΢υνεπϊσ, 

επιλζγουμε το μοντζλο εκείνο με τθ μικρότερθ τιμι του κριτθρίου AIC.  

΢τθ λογιςτικι παλινδρόμθςθ το κριτιριο AIC λαμβάνει τθν εξισ μορφι: 

AIC =  2∑  0  .
  

  
/ +      ̂ + (     )   (1    )1 + 2  

    

                                        = 2∑  0    (1 +      ̂)       β̂    .
  

  
/1 

    + 2                             
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1.5.2 Κριτιριο BIC 
Ζνα ακόμα κριτιριο που χρθςιμοποιοφμε για τθν επιλογι του βζλτιςτου μοντζλου ανάμεςα ςε 

μοντζλα με διαφορετικό αρικμό παραμζτρων είναι το BIC (Bayesian Information Criterion) και 

προτάκθκε από τον Schwarz (1978). Σο κριτιριο BIC δίνεται από τον ακόλουκο τφπο ςτα 

γενικευμζνα γραμμικά μοντζλα: 

BIC = -2 (β̂) + p  ( ) 

όπου,   (β̂) θ μεγιςτοποιθμζνθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ πικανοφάνειασ, p ο αρικμόσ των 

επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν που περιζχει το μοντζλο προσ εκτίμθςθ και n ο αρικμόσ των 

παρατθριςεων. 

Θ προςκικθ παραμζτρων επθρεάηει τθν τιμι του κριτθρίου BIC με παρόμοιο τρόπο όπωσ και 

τθν τιμι του κριτθρίου AIC. Πιο ςυγκεκριμζνα, θ ειςαγωγι παραμζτρων ςτο μοντζλο, είτε 

αυτζσ είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ είτε όχι, προκαλεί αφξθςθ του p και του  (β̂) επομζνωσ ο 

πρϊτοσ όροσ ςτον τφπο του BIC  μειϊνεται και ο δεφτεροσ αυξάνεται. Σελικά θ ειςαγωγι 

επιπλζον παραμζτρων ςτο μοντζλο οι οποίεσ οδθγοφν ςε βελτίωςθ τθσ προςαρμογισ του 

μοντζλου οδθγεί ςε μείωςθ τθσ τιμισ του κριτθρίου BIC. ΢υνεπϊσ, επιλζγουμε το μοντζλο 

εκείνο με τθ μικρότερθ τιμι του κριτθρίου BIC. Θ μόνθ διαφορά μεταξφ του AIC και του BIC 

είναι ότι ςτθν περίπτωςθ του BIC θ ειςαγωγι επιπρόςκετων παραμζτρων αποκαρρφνεται ςε 

μεγαλφτερο βακμό από το AIC.  

 

1.6 Καμπφλθ ROC 
Αν   ̂ =  ̂ ( = 1) θ εκτιμθμζνθ πικανότθτα επιτυχίασ για κάκε μονάδα και    ζνα κατϊφλι 

διακρίνουμε τισ εξισ δφο περιπτϊςεισ: 

 Αν  ̂    ,  προβλζπεται Y=1 για τθν μονάδα αυτι 

 Αν  ̂    ,  προβλζπεται Y=0 για τθν μονάδα αυτι 

 Ζτςι μποροφμε να καταςκευάςουμε τον πίνακα ςυνάφειασ 2 x 2 ο οποίοσ παρατίκεται ςτον 

Πίνακα 1.1. 

  Πραγματικό κατϊςταςη 

  Y=1 Y=0 

Πρόβλεψη Y=1 a b 

Y=0 c d 
Πίνακασ 1.1: Πίνακασ 2 x 2 ςυνάφειασ 
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Από τον Πίνακα 1.1 ορίηονται οι ακόλουκεσ ποςότθτεσ: 

 Ευαιςκθςία (sensitivity) = 
 

   
 

Θ ευαιςκθςία εκφράηει το πόςο ςυχνά προβλζπουμε ςωςτά ότι είναι Τ=1 (true positive 

rate)  

 Ειδικότθτα (specificity) = 
 

   
 

Θ ειδικότθτα εκφράηει το πόςο ςυχνά προβλζπουμε ςωςτά ότι είναι Τ=0 (true negative 

rate)  

 

Με τθ βοικεια τθσ ειδικότθτασ μποροφμε εφκολα να ορίςουμε μία νζα ποςότθτα θ οποία 

καλείται 1-ειδικότθτα (false positive rate) και εκφράηει το πόςο ςυχνά προβλζπουμε λάκοσ ότι 

είναι Y=1.  

1-ειδικότθτα = 
 

    
 

Όταν θ ευαιςκθςία λαμβάνει μεγάλεσ τιμζσ θ 1-ειδικότθτα κα λαμβάνει μικρζσ τιμζσ και τότε 

το μοντζλο μασ κα ζχει υψθλι προβλεπτικι ικανότθτα. 

 Ζνασ τρόποσ για να δοφμε άμεςα τθν προβλεπτικι ικανότθτα του μοντζλου είναι να 

καταςκευάςουμε τθν καμπφλθ ROC (Receiver Operating Characteristic) θ οποία παρουςιάηεται 

ςτο ΢χιμα 1.3. ΢ε αυτι τθ γραφικι παράςταςθ αξίηει να ςθμειωκεί ότι ςτον άξονα των x 

ζχουμε θ 1-ειδικότθτα ενϊ ςτον άξονα των y ζχουμε τθν ευαιςκθςία. Θ καμπφλθ ROC είναι θ 

μπλε γραμμι ενϊ θ διακεκομμζνθ ευκεία είναι αυτι για τθν οποία ιςχφει ότι: ποςοςτό 

αλθκϊσ κετικϊν αποτελεςμάτων = ποςοςτό ψευδϊσ κετικϊν αποτελεςμάτων. Σο εμβαδόν 

που δθμιουργείται κάτω από τθν καμπφλθ ROC ονομάηεται AUC (Area Under the Curve) και 

όςο πιο κοντά είναι θ τιμι του ςτο ζνα τόςο καλφτερθ είναι και θ προβλεπτικι ικανότθτα του 

μοντζλου. Ακόμα αξίηει να ςθμειωκεί ότι το εμβαδό που δθμιουργεί θ γκρι γραμμι κα είναι 

πάντα ίςο με 0,5. Επομζνωσ θ τιμι του AUC κα κυμαίνεται από τθν τιμι 0,5 ωσ τθν τιμι 1.  
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΢χιμα 1.3: Καμπφλθ ROC
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΔΕΝΣΡΑ ΑΠΟΦΑ΢ΕΩΝ 

2.1  Ειςαγωγι ςτα Δζντρα Αποφάςεων 
Σα δζντρα αποφάςεων αποτελοφν μία μζκοδο κατθγοριοποίθςθσ (Classification) και 

ςυνδζονται άρρθκτα με τθ μθχανικι μάκθςθ (Machine Learning). Σα δζντρα αποφάςεων 

μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςτθν ταξινόμθςθ, δθλαδι ςτθν πρόβλεψθ που αφορά ςε ποια 

τάξθ ανικουν τα δεδομζνα. Σα δζντρα αυτά ονομάηονται δζντρα ταξινόμθςθσ (Classification 

trees) και βρίςκουν εφαρμογι όταν θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι που μελετοφμε είναι διακριτι.  

Από τθν άλλθ όταν θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι είναι ςυνεχισ καταςκευάηουμε δζντρα για τθν 

πρόβλεψθ κάποιασ ςυγκεκριμζνθσ τιμισ τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ από τισ ανεξάρτθτεσ. Σα 

τελευταία δζντρα  καλοφνται δζντρα παλινδρόμθςθσ (Regression trees). (Breiman et. al., 1984) 

Σα δζντρα απόφαςθσ ανικουν ςτθν κατθγορία τθσ επαγωγικισ μάκθςθσ. Επαγωγικι μάκθςθ 

είναι θ αυτόματθ μάκθςθ που χρθςιμοποιείται για τθν εξαγωγι γενικϊν κανόνων από μία 

βάςθ δεδομζνων, οι οποίοι κα μποροφν αργότερα να εφαρμοςτοφν προκειμζνου να εξαχκοφν 

ςυμπεράςματα για νζα δεδομζνα. Θ μεκοδολογία των δζντρων απόφαςθσ είναι μία γενικι μθ 

παραμετρικι τεχνικι, που βαςίηεται ςτθ φιλοςοφία των αλγορίκμων διαφοροποίθςθσ 

(recursive partitioning algorithms) και είναι ικανι να παράγει ταξινομθτζσ προκειμζνου να 

εκτιμιςει νζεσ, άγνωςτεσ καταςτάςεισ, ι να αποκαλφψει τουσ μθχανιςμοφσ που 

χαρακτθρίηουν ζνα πρόβλθμα. 

 

2.2 Πλεονεκτιματα και μειονεκτιματα Δζντρων Απόφαςθσ ςε 

ςχζςθ με άλλεσ μεκόδουσ 
Σα δζντρα αποφάςεων αποτελοφν τθν πιο διαδεδομζνθ μζκοδο για τθν ταξινόμθςθ και αυτό 

γιατί παρουςιάηουν πολλά πλεονεκτιματα ζναντι άλλων μεκόδων. Θ ανάλυςθ δζντρων 

διακζτει τα παρακάτω πλεονεκτιματα: 

1. Θ τεχνικι αυτι μπορεί εφκολα να κατανοθκεί και να εφαρμοςτεί ςε πολλά και ποικίλα 

προβλιματα. Σο υπόδειγμα που προκφπτει είναι τόςο απλό ςτθν κατανόθςθ και μπορεί 

να γίνει πιο αντιλθπτό από τα αποτελζςματα τθσ γραμμικισ παλινδρόμθςθσ.  

2. Σα δζντρα αποφάςεων δίνουν τθ δυνατότθτα ςτον αναλυτι να μελετιςει τθ ςειρά των 

αποφάςεων που λιφκθκαν.  



22 
 

3. Αποτελεί τον καλφτερο τρόπο περιγραφισ του προβλιματοσ γιατί παρουςιάηει κάκε 

ενζργεια δθλαδι κάκε απόφαςθ, κακϊσ και τισ αντίςτοιχεσ δεδομζνεσ εκβάςεισ με 

ςαφινεια και απλότθτα. Ζτςι, ζχουμε μία βάςθ για ςυηιτθςθ με ςκοπό τθ λιψθ 

καλφτερθσ απόφαςθσ (Χατηόγλου, 1994). 

4. Μποροφν να μεταςχθματιςτοφν όταν διακζτουμε περιςςότερα δεδομζνα 

5. Δεν χρειάηεται να είναι κανείσ ειδικόσ ςτθν εξόρυξθ δεδομζνων προκειμζνου να 

ακολουκιςει μια ςυγκεκριμζνθ διαδικαςία του δζντρου απόφαςθσ. 

6. Μποροφν να διαχειριςτοφν δεδομζνα με περίπλοκεσ δομζσ όπωσ για παράδειγμα 

μεγάλα ςφνολα δεδομζνων.  

Παρόλα αυτά τα δζντρα αποφάςεων εμφανίηουν και οριςμζνα μειονεκτιματα τα οποία είναι 

τα ακόλουκα: 

1. Θ προβλεπτικι ικανότθτα των δζντρων παλινδρόμθςθσ δεν είναι τόςο καλι όςο 

άλλων μεκόδων όπωσ για παράδειγμα τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ. 

2. Μικρι αλλαγι ςτα δεδομζνα μπορεί να προκαλζςει μεγάλθ αλλαγι ςτο δζντρο που 

κα προκφψει. 

 

2.3  Μορφι των Δζντρων Αποφάςεων 
Σο δζντρο απόφαςθσ καταςκευάηεται από το ςφνολο εκπαίδευςθσ (training set), δθλαδι από 

ζνα ςφνολο δεδομζνων. Κάκε δεδομζνο χαρακτθρίηεται από ζνα ςφνολο χαρακτθριςτικϊν 

(attributes) και τθν τάξθ (label). Θ ςωςτι και ακριβισ αλλθλεξάρτθςθ των χαρακτθριςτικϊν 

αυτϊν και τθσ τάξθσ μπορεί να γίνει φανερι με τθ μελζτθ ενόσ δζντρου αποφάςεων.  

Σα δζντρα απόφαςθσ είναι καταςκευαςμζνα με δομι από πάνω προσ τα κάτω. Ο πρϊτοσ 

κόμβοσ του δζντρου ονομάηεται ρίηα και ακολουκοφν οι ενδιάμεςοι κόμβοι.  Ζνα δζντρο 

αποφάςεων μπορεί να περιζχει μθδενικοφσ ενδιάμεςουσ κόμβουσ ι και περιςςότερουσ 

(internal nodes) και ζναν ι περιςςότερουσ τερματικοφσ κόμβουσ/ φφλλα (leaf). Κάκε 

ενδιάμεςοσ κόμβοσ, που ονομάηεται αλλιϊσ και κόμβοσ ελζγχου, περιζχει ζναν ζλεγχο ο 

οποίοσ ελζγχει τθν τιμι τθσ ζκφραςθσ των χαρακτθριςτικϊν και δθμιουργεί δφο ι 

περιςςότερουσ κόμβουσ-απογόνουσ (child nodes). Ο αριςτερόσ απόγονοσ προκφπτει όταν 

επαλθκεφεται ο ζλεγχοσ, ενϊ ο άλλοσ απόγονοσ δθλαδι ο δεξιόσ προκφπτει όταν ο ζλεγχοσ 

δεν επαλθκεφεται. Σζλοσ, ζνασ τερματικόσ κόμβοσ αποτελείται από μία τιμι τάξθσ. Οι 

τερματικοί κόμβοι είναι αυτοί που οδθγοφν ςτθν ταξινόμθςθ τθσ εξεταηόμενθσ περίπτωςθσ ςε 

μία από τισ προκακοριςμζνεσ κλάςεισ  (Quinlan, 1986). 
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2.4 Καταςκευι των Δζντρων Αποφάςεων 
΢τόχοσ είναι θ καταςκευι ενόσ βζλτιςτου δζντρου, δθλαδι ενόσ δζντρου που κα πετυχαίνει τθ 

μεγαλφτερθ ιςορροπία μεταξφ τθσ πολυπλοκότθτασ και τθσ ακρίβειασ. Με τον όρο 

πολυπλοκότθτα αναφερόμαςτε ςτο ςυνολικό αρικμό κόμβων του δζντρου ενϊ θ ακρίβεια ζχει 

να κάνει με τθν ικανότθτα ταξινόμθςθσ. ΢υνεπϊσ, το βζλτιςτο δζντρο αρκεί να πετυχαίνει τθν 

ιδανικι ιςορροπία ανάμεςα ςτο ςυνολικό αρικμό των κόμβων και ςτθν ικανότθτα 

ταξινόμθςθσ. 

Θ καταςκευι ενόσ δζντρου απόφαςθσ ξεκινά από τον αρχικό κόμβο δθλαδι τθ ρίηα. Θ μζκοδοσ 

προςπακεί να βρει τθν καλφτερθ μεταβλθτι που κα ανατεκεί ςτον κόμβο αυτόν, ςε 

ςυνδυαςμό πάντα με το βζλτιςτο κανόνα διαχωριςμοφ. Για να ςυμβεί αυτό, δοκιμάηονται όλεσ 

οι μεταβλθτζσ και όλεσ οι πικανζσ τιμζσ που αντιςτοιχοφν ςτθ μεταβλθτι αυτι. Οι τιμζσ που 

κα λάβει θ κάκε μεταβλθτι ςτο δείγμα εκπαίδευςθσ αποτελοφν τουσ πικανοφσ κανόνεσ 

διαχωριςμοφ τθσ μεταβλθτισ αυτισ. Θ επιλογι του καλφτερου διαχωριςτι γίνεται βάςθ μίασ 

ςυνάρτθςθσ-κριτθρίου που εφαρμόηεται και ςτουσ δφο κόμβουσ που προκφπτουν. Ζπειτα κάκε 

κόμβοσ που παράγεται αντιπροςωπεφει και μία κατθγορία (Βαηιργιάννθσ και Χαλκίδθ, 2003). 

Θ διαδικαςία που περιγράφθκε παραπάνω επαναλαμβάνεται αναδρομικά με ςκοπό να 

καταςκευαςτοφν τα αντίςτοιχα υπόδεντρα, μζχρι το ςχθματιςμό του τελικοφ δζντρου. ΢το 

΢χιμα 2.2 παρατίκεται ζνα αρκετά απλό δζντρο αποφάςεων για τθν πρόβλεψθ τθσ 

δανειοδότθςθσ.  

΢το δζντρο αποφάςεων του ΢χιματοσ 2.2 γίνεται θ πρόβλεψθ για το αν ο πελάτθσ κα λάβει το 

δάνειο ι όχι με βάςθ το φψοσ του ειςοδιματοσ του (income range of applicant), το αν ζχει 

κακαρό ποινικό μθτρϊο ι όχι (criminal record), τα χρόνια που εργάηεται ςτθ δουλειά του 

(years in present job) και το αν κάνει πλθρωμζσ με πιςτωτικι κάρτα (makes credit card 

payments).  Σο δζντρο απόφαςθσ αποτελείται από μία ςειρά κανόνων διαίρεςθσ, ξεκινϊντασ 

από τθν κορυφι του δζντρου. Ο κορυφαίοσ διαχωριςμόσ αποδίδει παρατθριςεισ που ζχουν 

ειςόδθμα μικρότερο από 30 εκατομμφρια ςτον αριςτερό κλάδο, ειςόδθμα από 30 ζωσ 70 

εκατομμφρια ςτον μεςαίο κλάδο και ειςόδθμα μεγαλφτερο από 70 εκατομμφρια ςτον 

αριςτερό κλάδο.  

΢το δζντρο απόφαςθσ του ΢χιματοσ 2.1 ζχουμε δφο κλάςεισ, θ μία αντιςτοιχεί ςτα άτομα τα 

οποία κρίκθκαν κατάλλθλα ςτο να τουσ χορθγθκεί δάνειο (loan) ενϊ θ άλλθ κλάςθ 

περιλαμβάνει τα άτομα που δεν κα μπορζςουν να πάρουν δάνειο (no loan). ΢το δζντρο αυτό 

υπάρχουν τζςςερισ ενδιάμεςοι κόμβοι (οι οποίοι είναι οι 2, 3, 4 και 11) και οκτϊ τερματικοί 

κόμβοι (οι οποίοι είναι οι 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12 και 13 ). 
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΢χιμα 2.1: Παράδειγμα δζντρου αποφάςεων 

 

Μποροφμε να ερμθνεφςουμε το δζντρο απόφαςθσ που εμφανίηεται ςτο ΢χιμα 2.1 ωσ εξισ: το 

ειςόδθμα του πελάτθ είναι ο πιο ςθμαντικόσ παράγοντασ ςτον κακοριςμό τθσ δανειοδότθςισ 

του ι όχι. Οι πελάτεσ που είχαν βεβαρθμζνο ποινικό μθτρϊο δεδομζνου ότι το ειςόδθμά τουσ 

είναι μικρότερο από 30 εκατομμφρια δολάρια ζλαβαν το δάνειο ενϊ οι υπόλοιποι πελάτεσ με 

ίδιο ειςόδθμα δεν ζλαβαν δάνειο. Ακόμα οι πελάτεσ με λιγότερο από ζνα χρόνο ςτθν ίδια 

εργαςία και δεδομζνου ότι ζχουν ειςόδθμα από 30 ζωσ 70 εκατομμφρια δολάρια δεν 

δανειοδοτικθκαν. Οι πελάτεσ με περιςςότερα από πζντε ζτθ ςτθν ίδια εργαςία και δεδομζνου 

ότι είχαν ειςόδθμα από 30 ζωσ 70 εκατομμφρια δολάρια πιραν το δάνειο. Παρατθροφμε ότι 

ςτισ δφο παραπάνω περιπτϊςεισ δεν παίηει μεγάλο ρόλο το αν οι πελάτεσ κάνουν αγορζσ με 

πιςτωτικι κάρτα για να λθφκεί θ απόφαςθ τθσ δανειοδότθςθσ. Αντίκετα ςτθν περίπτωςθ που 

ο πελάτθσ βρίςκεται ςτθν ίδια δουλειά από 1 ζωσ και 5 ζτθ δεδομζνου ότι το ειςόδθμά του 

είναι από 30 ζωσ 70 εκατομμφρια δολάρια παίηει μεγάλο ρόλο το αν κάνει αγορζσ με 

πιςτωτικι κάρτα, κακϊσ αν αυτόσ κάνει αγορζσ με πιςτωτικι κάρτα κα του χορθγθκεί δάνειο 

ενϊ αν δεν κάνει αγορζσ με αυτόν τον τρόπο τότε δεν κα κρικεί ικανόσ ϊςτε να λάβει το 
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δάνειο. Σζλοσ, οι πελάτεσ που ζχουν κακαρό ποινικό μθτρϊο δεδομζνου ότι το ειςόδθμα τουσ 

είναι μεγαλφτερο από 70 εκατομμφρια δολάρια κα λάβουν δάνειο ενϊ τα υπόλοιπα με το ίδιο 

ειςόδθμα δεν κα λάβουν δάνειο. 

    

 2.4.1 ΢χζςθ με τον επαγωγικό κανόνα 
Θ επαγωγι ενόσ δζντρου απόφαςθσ είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνθ με τθν επαγωγι κανόνα. 

Κάκε μονοπάτι από τθ ρίηα ενόσ δζντρου απόφαςθσ μζχρι τα φφλλα του μπορεί να μετατραπεί 

ςε ζνα κανόνα απλά με τθ ςυνζνωςθ των δοκιμϊν κατά μικοσ τθσ διαδρομισ για να 

ςχθματίςουν ζνα μονοπάτι. Επομζνωσ, με βάςθ το δζντρο απόφαςθσ μποροφν να εξαχκοφν 

τόςοι κανόνεσ όςοι και οι τερματικοί κόμβοι. ΢το ςυγκεκριμζνο παράδειγμα ζχουμε οκτϊ 

ςυνολικά φφλλα (τερματικοφσ κόμβουσ) ςυνεπϊσ και οκτϊ κανόνεσ οι οποίοι παρουςιάηονται 

ςτον Πίνακα 2.1: 

 

Κόμβοσ 
 

Κανόνασ 

5 Αν ειςόδθμα <$30K και ζχει ποινικό μθτρϊο τότε κα του χορθγθκεί δάνειο 
 

6 Αν ειςόδθμα <$30K και δεν ζχει ποινικό μθτρϊο τότε δεν κα του χορθγθκεί 
δάνειο 

7 Αν ειςόδθμα = $ 30-70 K και τα χρόνια ςτθν παροφςα δουλειά < 1 τότε δεν κα του 
χορθγθκεί δάνειο  

8 Αν ειςόδθμα = $ 30-70 K και τα χρόνια ςτθν παροφςα δουλειά >5  τότε κα του 
χορθγθκεί δάνειο 

9 Αν ειςόδθμα >$70K και δεν ζχει ποινικό μθτρϊο τότε κα του χορθγθκεί δάνειο 
 

10 Αν ειςόδθμα >$70K και  ζχει ποινικό μθτρϊο τότε δεν κα του χορθγθκεί δάνειο 
 

12 Αν ειςόδθμα = $ 30-70 K και τα χρόνια ςτθν παροφςα δουλειά = 1-5  και πλθρϊνει 
με πιςτωτικι κάρτα τότε κα του χορθγθκεί δάνειο 

13 Αν ειςόδθμα = $ 30-70 K και τα χρόνια ςτθν παροφςα δουλειά = 1-5  και δεν 
πλθρϊνει με πιςτωτικι κάρτα τότε δεν κα του χορθγθκεί δάνειο 

Πίνακασ 2.1: Πίνακασ με  τουσ κόμβουσ και τουσ κανόνεσ του παραδείγματοσ 
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2.4.2 ΢υναρτιςεισ Διαχωριςμοφ 
Οι πιο ςυνθκιςμζνεσ ςυναρτιςεισ διαχωριςμοφ που χρθςιμοποιοφνται για τθν ανάπτυξθ των 

δυαδικϊν δζντρων είναι το κριτιριο Gini και θ εντροπία, τεχνικζσ που αναλφονται ςτθ 

ςυνζχεια. 

Ο δείκτθσ Gini δίνεται από τον ακόλουκο τφπο: 

                                                           G = ∑  ̂  
 
   (1   ̂  ),                                                 (2.1) 

όπου   ̂    εκφράηει το ποςοςτό των παρατθριςεων από το training-set του κόμβου m να 

βρεκοφν ςτθν k κλάςθ. 

Παρατθροφμε ότι ο δείκτθσ Gini παίρνει μια μικρι τιμι αν όλα τα   ̂    είναι κοντά ςτο μθδζν 

ι το ζνα. Για το λόγο αυτό ο δείκτθσ Gini αναφζρεται ωσ μζτρο τθσ κακαρότθτασ κόμβου. Μια  

μικρι τιμι του δείκτθ υποδεικνφει ότι ζνασ κόμβοσ περιζχει κυρίωσ παρατθριςεισ από μία 

μόνο κατθγορία. Μια εναλλακτικι λφςθ για τον δείκτθ Gini είναι θ εντροπία, που δίνεται από 

τον ακόλουκο τφπο: 

                                                           D = - ∑  ̂  
 
      ( ̂  ),                                                 (2.2) 

Επειδι για τθν   ̂    ιςχφει ότι 0 ≤  ̂   ≤ 1, προκφπτει ότι  0 ≤ -  ̂      ( ̂  ). Γίνεται φανερό 

ότι θ εντροπία κα πάρει μια τιμι κοντά ςτο μθδζν εάν το   ̂    είναι ςχεδόν κοντά ςτο μθδζν ι 

κοντά ςε ζνα. Επομζνωσ, όπωσ και ο δείκτθσ Gini ζτςι και θ εντροπία κα πάρει μια μικρι τιμι 

εάν ο κόμβοσ m είναι κακαρόσ. ΢τθν πραγματικότθτα, αποδεικνφεται ότι ο δείκτθσ Gini και θ 

εντροπία είναι αρκετά παρόμοιοι.  

΢υμπεραςματικά ο δείκτθσ Gini και θ εντροπία είναι δφο μζτρα κακαρότθτασ του κόμβου. 

Όταν θ τιμι των δεικτϊν είναι μθδενικι (δθλαδι όταν G=0, D=0) ζχουμε ζναν απολφτωσ 

κακαρό κόμβο και θ πικανότθτα θ παρατιρθςθ να ταξινομθκεί ςτον δεξιό κλάδο είναι ίςθ με 

μθδζν ενϊ θ πικανότθτα θ παρατιρθςθ να ταξινομθκεί ςτον δεξιό κλάδο ίςθ με ζνα (ι το 

αντίςτροφο). Αντικζτωσ, όταν οι δφο πικανότθτεσ είναι ίςα μοιραςμζνεσ ζχουμε τθ μζγιςτθ 

αβεβαιότθτα και οι δείκτεσ είναι ίςοι με ζνα. (James et. al., 2013) 

 

2.4.3 Κλάδεμα του δζντρου (pruning trees) 
Προκειμζνου να αποφευχκεί θ δθμιουργία μεγάλων και πολφπλοκων δζντρων ςταδιακά 

αφαιροφνται κόμβοι από το τελικό δζντρο (το οποίο και κα ςυμβολίηουμε ωσ      ) με τθ 

διαδικαςία του κλαδζματοσ (pruning) με απϊτερο ςκοπό τθ δθμιουργία όλο και μικρότερων 

δζντρων. Θ τεχνικι του κλαδζματοσ ςτθρίηεται ςτον προςδιοριςμό μίασ παραμζτρου μζτρθςθσ 

τθσ πολυπλοκότθτασ (complexity parameter) των νζων αυτϊν δζντρων. Ωσ κριτιριο 
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πολυπλοκότθτασ ενόσ δζντρου κεωρείται ο αρικμόσ των κόμβων του. Θ παράμετροσ 

πολυπλοκότθτασ αναπαριςτά τθ ςχζςθ μεταξφ του ςφάλματοσ και τθσ πολυπλοκότθτασ του 

κάκε δζντρου και δίνεται από τθν ακόλουκθ ςχζςθ. 

 =
 (  )   (    )

 ̅  1
 

όπου  (  ) το κόςτοσ των εςφαλμζνων ταξινομιςεων του καινοφργιου δζντρου,  (    ) του 

προθγοφμενου και  ̅  1 ο αρικμόσ των κόμβων του καινοφργιου δζντρου.  

Θ διαδικαςία του pruning δθμιουργεί μία ομάδα δζντρων που προζρχονται από το αρχικό 

πολφπλοκο δζντρο δθλαδι το      . Σο πρϊτο δζντρο     προκφπτει από το      αφαιρϊντασ 

όςουσ περιςςότερουσ κόμβουσ είναι εφικτό και καταλιγοντασ ςε ζνα δζντρο με τθν ίδια 

ακρίβεια (δθλαδι α = 0). Θ βαςικι ιδζα είναι ότι το δζντρο    προζρχεται από το      με τθν 

αφαίρεςθ των κόμβων αυτϊν που κα επιφζρουν τθν μικρότερθ μεταβολι ςτθν ακρίβεια. Σο 

τελευταίο δζντρο που κα δθμιουργθκεί κα ζχει μόνο ζνα κόμβο αλλά το α κα λαμβάνει τθ 

μζγιςτθ τιμι του. Ζτςι δθμιουργείται μία αλλθλουχία βζλτιςτων δζντρων                            

                  για τθν οποία οι τιμζσ του α κα ζχουν ωσ εξισ                               

       =                  . 

Για να καταλιξουμε ςτο ςυμπζραςμα ποιο από αυτά τα δζντρα είναι το βζλτιςτο, δθλαδι για 

να αποφανκοφμε για το πόςουσ κόμβουσ πρζπει να ζχει το βζλτιςτο δζντρο χρθςιμοποιοφμε 

τθν τεχνικι τθσ επαναλθπτικισ δειγματολθψίασ cross-validation (Stone, 1974). Θ τεχνικι αυτι 

παράγει δζκα νζα δείγματα από το training-set και για κάκε ζνα από αυτά τα δείγματα 

διενεργείται θ διαδικαςία τθσ δθμιουργίασ και του κλαδζματοσ δζντρου. Δθλαδι 

δθμιουργοφνται δζκα νζεσ αλλθλουχίεσ δζντρων που ζχουν τον ίδιο αρικμό κόμβων με τα 

δζντρα τθσ αρχικισ αλλθλουχίασ που προζκυψε από το training-set. Σα δζντρα από τισ δζκα 

αλλθλουχίεσ, ομαδοποιοφνται βάςει του αρικμοφ των κόμβων τουσ και υπολογίηεται θ μζςθ 

ακρίβειά τουσ. Ο αρικμόσ των κόμβων που πρζπει να ζχει ζνα δζντρο με το μικρότερο κόςτοσ 

(minimum cost tree) ςυμπίπτει με αυτόν τθσ ομάδασ που εξάγει τθ μεγαλφτερθ ακρίβεια. 

Όμωσ, βάςει του κανόνα one-standard error επιλζγεται ωσ βζλτιςτο δζντρο, αυτό που ζχει 

μικρότερο αρικμό κόμβων από το minimum cost tree αλλά και τθν αμζςωσ μικρότερθ  

ακρίβεια (Esposito et. al., 1997). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΜΕΛΕΣΘ ΠΕΡΙΠΣΩ΢Θ΢ (CASE STUDY) 

3.1 Παρουςίαςθ δείγματοσ και μεταβλθτϊν 
΢κοπόσ τθσ ανάλυςθσ μασ είναι να εκτιμιςουμε τθν πικανότθτα ζνα άτομο να πάςχει από 

καρδιοπάκεια. Θεωροφμε ότι κάποιοσ νοςεί από καρδιοπάκεια όταν το ποςοςτό τθσ ςτζνωςθσ 

τθσ αρτθρίασ είναι μεγαλφτερο του 50% ενϊ ςε αντίκετθ περίπτωςθ, δθλαδι όταν το ποςοςτό 

τθσ ςτζνωςθσ είναι μικρότερο του 50%, δεν νοςεί. Θ μελζτθ αυτι ζγινε με το μοντζλο τθσ 

λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ. Θ εξαρτθμζνθ λοιπόν μεταβλθτι AHD, τθν οποία κα ςυμβολίηουμε 

με το γράμμα y, κα παίρνει τθν τιμι ζνα “1” όταν ζχουμε «επιτυχία» του πειράματοσ, δθλαδι 

όταν το άτομο πάςχει από καρδιοπάκεια και τθν τιμι μθδζν “0” ςε περίπτωςθ αποτυχίασ του 

πειράματοσ, δθλαδι όταν το άτομο δεν πάςχει (Πίνακασ 3.1). Για τθν εκτίμθςθ τθσ 

πικανότθτασ να ζχουμε επιτυχία χρθςιμοποιιςαμε ζνα δείγμα από 299 άτομα που ζχουν ζνα 

ςφνολο χαρακτθριςτικϊν τα οποία και κα αποτελζςουν τισ ανεξάρτθτεσ ι αλλιϊσ 

επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. Πιο ςυγκεκριμζνα, οι εκτιμιςεισ ζγιναν χρθςιμοποιϊντασ 13 

επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ εκ των οποίων οι 7 είναι κατθγορικζσ ενϊ οι υπόλοιπεσ είναι 

ποςοτικζσ. Μζροσ του δείγματοσ παρουςιάηεται ςτον Πίνακα 3.2.  (James et al., 2013) 

 

Καρδιοπάθεια (AHD) YES NO 

Κωδικοποίηζη 1 0 

Πίνακασ 3.1 : Κωδικοποίθςθ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ 

 

Age Sex  ChestPain Rest BP Chol Fbs  RestECG MaxHR ExAng Oldpeak Slope Ca Thal  AHD Y 

67 1  asymptomatic 120 229 0  2 129 1 2.6 2 2 reversible  Yes 1 

37 1  nonanginal 130 250 0  0 187 0 3.5 3 0 normal  No 0 

41 0  nontypical 130 204 0  2 172 0 1.4 1 0 normal  No 0 

56 1  nontypical 120 236 0  0 178 0 0.8 1 0 normal  No 0 

Πίνακασ  3.2 : Μζροσ του δείγματοσ 
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3.1.1 Παρουςίαςθ των κατθγορικϊν μεταβλθτϊν 
Κατθγορικζσ είναι οι μεταβλθτζσ οι οποίεσ με κατάλλθλθ κωδικοποίθςθ εκφράηουν 

καταςτάςεισ. Σισ διακρίνουμε ςε δφο κατθγορίεσ ανάλογα με το αν οι κατθγορίεσ μποροφν να 

ςυγκρικοφν/διαβακμιςτοφν μεταξφ τουσ ι όχι. ΢τθν πρϊτθ περίπτωςθ κα λζμε ότι ζχουμε 

κατθγορικι μεταβλθτι διάταξθσ, ενϊ ςτθν δεφτερθ περίπτωςθ ονομαςτικι κατθγορικι 

μεταβλθτι. Οι κατθγορικζσ μεταβλθτζσ ςτο ςυγκεκριμζνο δείγμα είναι το φφλο του κάκε 

εξεταηόμενου (Sex), ο πόνοσ ςτο ςτθκοσ (ChestPain), τα αποτελζςματα του 

θλεκτροκαρδιογραφιματοσ όταν ο εξεταηόμενοσ βρίςκεται ςε θρεμία (RestECG), θ κλίςθ τθσ 

καμπφλθσ ST ςτο θλεκτροκαρδιογράφθμα όταν ο εξεταηόμενοσ υποβάλλεται ςε δοκιμαςία 

κοπϊςεωσ (Slope), το είδοσ του ελαττϊματοσ, αν αυτό υπάρχει ςε κάκε άτομο (Thal), θ φπαρξθ 

ςακχάρου (Fbs) και ο πόνοσ ςτο ςτικοσ κατά τθ διάρκεια άςκθςθσ (ExAng). 

Θ μεταβλθτι Sex, που είναι μία ονομαςτικι κατθγορικι μεταβλθτι, αφορά το φφλο του κάκε 

ατόμου και λαμβάνει τθν τιμι ζνα “1” αν το άτομο είναι αρςενικό “male” ενϊ λαμβάνει τθν 

τιμι μθδζν “0” αν το άτομο είναι κθλυκό “female”. Σο φφλο είναι μία μεταβλθτι που κα μασ 

απαςχολιςει αφοφ ςφμφωνα με ιατρικζσ ζρευνεσ και ενϊ θ ανατομία του οργάνου τθσ 

καρδιάσ δεν παρουςιάηει ςθμαντικζσ διαφορζσ ανάμεςα ςτα δφο φφλα (πζρα των 

διαςτάςεων, πράγμα το οποίο αναμενόμενο) παρατθροφνται ςθμαντικζσ διαφορζσ ςτθ 

λειτουργικότθτα τθσ καρδιάσ ανάμεςα ςτα δφο φφλα. Οι διαφορζσ αυτζσ μπορεί να 

οφείλονται ςτισ διαφορετικζσ ορμόνεσ που ζχουν τα δφο φφλα αλλά και ςε οριςμζνα γονίδια 

τα οποία ενϊ υπάρχουν εξίςου και ςτισ γυναίκεσ και ςτουσ άντρεσ μπορεί να εκφράηονται με 

διαφορετικό τρόπο (πολυμορφιςμοί). Για παράδειγμα τα οιςτρογόνα, βαςικά ορμόνθ των 

κθλυκϊν ατόμων, εικάηεται ότι είναι υπεφκυνα για τθν μεταβολι πολλϊν διαδικαςιϊν που 

ςυνδζονται με τθ κρόμβωςθ των αγγείων και τθν φλεγμονι πράγμα το οποίο δεν ζχει 

διαπιςτωκεί για τθν τεςτοςτερόνθ που είναι αντρικι ορμόνθ. Επιπρόςκετα, ζχει παρατθρθκεί 

ότι τα κθλυκά άτομα παρουςιάηουν αυξθμζνθ καρδιακι ςυχνότθτα (περιςςότερεσ ςφίξεισ ανά 

λεπτό) ςε ςχζςθ με τα αρςενικά.  

Θ μεταβλθτι ChestPain, που είναι κατθγορικι μεταβλθτι διάταξθσ, χωρίηεται ςε τζςςερισ 

κατθγορίεσ ανάλογα με το αν και κατά πόςο πονάει ο αςκενισ. Θ κατθγορία που λαμβάνει τθν 

τιμι “1” περιζχει άτομα τα οποία ζχουν τυπικό πόνο δθλαδι ςτθκάγχθ “typical angina”. Σα 

χαρακτθριςτικά γνωρίςματα ενόσ τυπικοφ πόνου ςτο ςτικοσ είναι ότι εμφανίηεται 

οπιςκοςτερνικά, ζχει τθν αίςκθςθ βάρουσ, καφςουσ ι ςφιξίματοσ και μπορεί να ακτινοβολεί 

ςτουσ ϊμουσ, ςτουσ βραχίονεσ, ςτο χζρι, ςτο λαιμό ι και ςτθν κάτω γνάκο. ΢υνικωσ θ 

ςτθκάγχθ βελτιϊνεται όταν το άτομο ξεκουράηεται και επιδεινϊνεται με τθν άςκθςθ, ενϊ 

διαρκεί περιςςότερο από μερικά λεπτά. Θ κατθγορία που λαμβάνει τθν τιμι “2” περιζχει 

άτομα που ζχουν άτυπο πόνο δθλαδι πόνο “atypical angina” που δεν ςχετίηεται αναγκαςτικά 

με τθν φπαρξθ καρδιακοφ προβλιματοσ και υποχωρεί μετά τθ χοριγθςθ παυςίπονων 

φαρμάκων. Ζνασ άτυποσ πόνοσ ςτο ςτικοσ ενδζχεται να οφείλεται ςε ιογενείσ λοιμϊξεισ όπωσ 
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είναι και το κοινό κρυολόγθμα, ςε μυαλγίεσ δθλαδι πόνο ςτουσ μφεσ, ςε φλεγμονι του 

οιςοφάγου ι ςε ζναν νευρόπονο. Γενικά οι άτυποι πόνοι του κϊρακοσ δεν υποχωροφν με τθ 

λιψθ υπογλϊςςιων νιτρωδϊν ςε αντίκεςθ με τθ ςτθκάγχθ που υποχωρεί με τθ λιψθ τζτοιων 

ςκευαςμάτων. Θ κατθγορία με τθν τιμι “3” περιλαμβάνει τα άτομα με μθ-αγγειακό πόνο “non-

anginal pain” και τζλοσ τα άτομα που δεν αιςκάνονται κακόλου πόνο ανικουν ςτθν κατθγορία 

που ζχει τθν τιμι “4” δθλαδι “asymptomatic”. 

Θ μεταβλθτι Fbs, που είναι μία ονομαςτικι κατθγορικι μεταβλθτι, χωρίηεται ςε δφο 

κατθγορίεσ εκ των οποίων θ μία παίρνει τθν τιμι ζνα “1” και περιλαμβάνει τα άτομα που 

πάςχουν από ςακχαρϊδθ διαβιτθ ενϊ θ δεφτερθ κατθγορία λαμβάνει τθν τιμι μθδζν “0” και 

ςε αυτιν ανικουν τα άτομα που ζχουν φυςιολογικι τιμι ςακχάρου (προγευματικά). Πιο 

ςυγκεκριμζνα, οι (προγευματικζσ) τιμζσ ςακχάρου που είναι μεγαλφτερεσ από 120 mg/dl 

φανερϊνουν ότι το άτομο πάςχει από ςακχαρϊδθ διαβιτθ ενϊ ςε αντίκετθ περίπτωςθ, όταν 

δθλαδι θ τιμι του ςακχάρου είναι μικρότερθ του 120 mg/dl, το άτομο δεν πάςχει. Τπάρχουν 4 

είδθ ςακχαρϊδουσ διαβιτθ. Ο τφποσ 1 ι αλλιϊσ και νεανικόσ διαβιτθσ ζχει ωσ χαρακτθριςτικό 

τθν παντελι ζλλειψθ παραγωγισ ινςουλίνθσ. ΢τον τφπο 2 τα επίπεδα τθσ ινςουλίνθσ μπορεί να 

είναι φυςιολογικά, αυξθμζνα ι μειωμζνα. Σο 60-90 % των αςκενϊν με αυτόν τον τφπο 

διαβιτθ είναι παχφςαρκα και τα υψθλά επίπεδα γλυκόηθσ ρυκμίηονται με δίαιτα ι με 

φάρμακα που λαμβάνονται από το ςτόμα. Ο τφποσ 3 μπορεί να ςχετίηεται με άλλα ενδοκρινικά 

νοςιματα ι γενετικά ςφνδρομα και τζλοσ ο τφποσ 4 εμφανίηεται κατά τθν κφθςθ.    

(Μαντηαβίνοσ και Βρότςοσ, 2014)    

Θ μεταβλθτι RestECG, που είναι κατθγορικι μεταβλθτι διάταξθσ, περιγράφει τα 

αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ. Σο θλεκτροκαρδιογράφθμα εκτόσ από 

διαγνωςτικι αξία ζχει και προγνωςτικι, ειδικά όςον αφορά τισ αρρυκμίεσ. Κατά τθν εξάπλωςθ 

του θλεκτρικοφ ρεφματοσ πάνω ςτθν καρδιά, το θλεκτροκαρδιογράφθμα αλλάηει ανάλογα με 

το τι ςυναντά το θλεκτρικό ρεφμα. Αν λοιπόν τα αποτελζςματα είναι φυςιολογικά θ τιμι που 

κα λάβει θ κατθγορικι μεταβλθτι είναι “0”. Θ δεφτερθ κατθγορία λαμβάνει τθν τιμι “1” και 

περιλαμβάνει τα άτομα των οποίων το καρδιογράφθμα παρουςίαςε κυματικι ανωμαλία ςτο 

τμιμα ST και ςτο κφμα T. Πιο ςυγκεκριμζνα το τμιμα ST αντιςτοιχεί ςτο μεςοδιάςτθμα από 

τθν πλιρθ εκπόλωςθ (ςυςτολι) των κοιλιϊν μζχρι τθν ζναρξθ τθσ επαναπόλωςθσ (διαςτολι) 

των κοιλιϊν. Σο τμιμα ST όπωσ και το κφμα T φαίνονται ςτο ΢χιμα 3.1. Σο τμιμα ST πρζπει να 

είναι φυςιολογικά ιςολεκτρικό. Ανάςπαςθ ι κατάςπαςθ του ST πάνω από 0,05mV ι και 

αναςτροφι του κφματοσ T προκαλεί τθν κυματικι ανωμαλία που αναφζρκθκε προθγουμζνωσ  

και γίνονται ορατά ςτο ΢χιμα 3.2. Σζλοσ τα άτομα ςτα οποία υπάρχει πικανι ι βζβαιθ 

υπερτροφία τθσ αριςτερισ κοιλίασ (ςφμφωνα με τα κριτιρια του Este) ανικουν ςτθν τελευταία 

κατθγορία όπου θ κατθγορικι μεταβλθτι λαμβάνει τθν τιμι “2”. Τπερτροφία τθσ αριςτερισ 

κοιλίασ είναι θ πακολογικι αφξθςθ του πάχουσ των τοιχωμάτων τθσ αριςτερισ κοιλίασ. Αξίηει 

να ςθμειωκεί ότι όταν το θλεκτροκαρδιογράφθμα είναι πακολογικό, τότε υπάρχει μεγάλθ 
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πικανότθτα να υπάρχει ενεργι καρδιοπάκεια. Αντικζτωσ, το φυςιολογικό 

θλεκτροκαρδιογράφθμα δεν ςθματοδοτεί κατ’ ανάγκθ ότι ο εξεταηόμενοσ δεν ζχει απολφτωσ 

κανζνα καρδιακό πρόβλθμα.   

 

 

΢χιμα 3.1. Σμιμα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ ςτο οποίο φαίνεται το τμιμα ST και θ το κφμα T 

 

 

 

΢χιμα  3.2. Ανάςπαςθ του τμιματοσ  ST,  Κατάςπαςθ του τμιματοσ ST, Ανεςτραμμζνο T κφμα 
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Θ ονομαςτικι μεταβλθτι ExAng που ζχει δφο κατθγορίεσ αφορά τθν φπαρξθ ι όχι πόνου ςτα 

εξεταηόμενα άτομα κατά τθ διάρκεια τθσ άςκθςθσ. Θ πρϊτθ κατθγορία λαμβάνει τθν τιμι ζνα 

“1” αν το άτομο νιϊκει πόνο ςτο ςτικοσ ενϊ αςκείται. ΢τον αντίποδα, θ δεφτερθ κατθγορία 

περιλαμβάνει τα άτομα που δεν ζχουν ςτθκάγχθ ενϊ αςκοφνται και παίρνει τθν τιμι μθδζν 

“0”.  

Θ μεταβλθτι Slope περιγράφει τθν κλίςθ του διαςτιματοσ ST ςτο θλεκτροκαρδιογράφθμα 

όταν ο εξεταηόμενοσ υποβάλλεται ςε δοκιμαςία κοπϊςεωσ. Θ δοκιμαςία κοπϊςεωσ 

πραγματοποιείται διότι οριςμζνεσ φορζσ θ ςτεφανιαία νόςοσ ςτα αρχικά τθσ ςτάδια δεν 

προκαλεί ςυμπτϊματα ςτον αςκενι. Πζραν αυτοφ, ο ςυνικθσ απλόσ διαγνωςτικόσ ζλεγχοσ 

που περιλαμβάνει κλινικι εξζταςθ, αιματολογικζσ εξετάςεισ, ακτινογραφία κϊρακοσ και απλό 

θλεκτροκαρδιογράφθμα ςε θρεμία δεν αποκαλφπτει αυτι τθ νόςο ςτα αρχικά τθσ ςτάδια. Για 

αυτό το λόγο διενεργείται θ δοκιμαςία κοπϊςεωσ , κατά τθ διάρκεια τθσ οποίασ λόγω τθσ 

ςωματικισ άςκθςθσ θ καρδιά αναγκάηεται να ανταπεξζλκει ςε δυςκολότερο ζργο από ότι ςτθν 

κακθμερινι ηωι, ζργο που όμωσ μία φυςιολογικι καρδιά κα μποροφςε να φζρει εφκολα εισ 

πζρασ. Ζτςι θ διαδικαςία τθσ εξζταςθσ ζχει να κάνει με δφο ςτάδια. ΢το πρϊτο ςτάδιο 

λαμβάνεται καρδιογράφθμα ςε θρεμία (ςε φπτια κζςθ, ςε όρκια κζςθ και ενϊ ο αςκενισ 

παίρνει γριγορεσ και βακιζσ ανάςεσ) ενϊ ςτο δεφτερο ςτάδιο λαμβάνεται καρδιογράφθμα 

ενϊ ο εξεταηόμενοσ αςκείται ςε κυλιόμενο τάπθτα ι εργομετρικό ποδιλατο με κλιμακοφμενθ 

δυςκολία. Σα κριτιρια για μια πακολογικι απάντθςθ είναι θ παρουςία πόνου ςτο ςτικοσ ι και 

πτϊςθ του διαςτιματοσ ST ςτο θλεκτροκαρδιογράφθμα με οριηόντια ι κατιοφςα φορά. Όςο 

μεγαλφτερθ θ πτϊςθ τόςο μεγαλφτερθ είναι θ πικανότθτα ςτεφανιαίασ νόςου. Ζτςι λοιπόν θ 

κατθγορία που λαμβάνει τθν τιμι “1” περιλαμβάνει τουσ εξεταηόμενουσ ςτουσ οποίουσ θ 

κλίςθ του ST ςτο θλεκτροκαρδιογράφθμα είναι ανοδικι. ΢τθν κατθγορία που θ κλίςθ του ST 

είναι επίπεδθ δίνουμε τθν τιμι “2” και τζλοσ ςτθν κατθγορία που θ κλίςθ του ST είναι 

κακοδικι δίνουμε τθν τιμι “3”.  

Θ τελευταία κατθγορικι μεταβλθτι διάταξθσ που ζχουμε είναι θ Thal που χωρίηεται ςε τρεισ 

κατθγορίεσ ανάλογα με το είδοσ του ελαττϊματοσ αν αυτό υπάρχει. Θ πρϊτθ κατθγορία 

λαμβάνει τθν τιμι “3” και περιλαμβάνει άτομα που δεν ζχουν κανζνα ελάττωμα δθλαδι δεν 

ζχουν παρουςιάςει ςτο παρελκόν ςτζνωςθ κάποιου αγγείου “normal”. ΢τθ δεφτερθ 

κατθγορία, με τθν τιμι “6”, εντάςςουμε τα άτομα τα οποία ζχουν κάποιο διορκωμζνο 

ελάττωμα “fixed defect” δθλαδι ζχουν υποβλθκεί ςε αγγειοπλαςτικι για τθ διάνοιξθ 

ςτενϊςεων τθσ ςτεφανιαίασ αρτθρίασ από τυχϊν κρόμβουσ ϊςτε να αποκαταςτακεί θ ροι του 

αίματοσ. Θ αγγειοπλαςτικι διενεργείται κατά τθ διάρκεια τθσ διαγνωςτικισ ςτεφανιογραφίασ 

όπου ο κεράπων ιατρόσ με τθ βοικεια ειδικοφ ςφρματοσ μου ζχει προωκιςει μζςω του 

κακετιρα (που αναφζρκθκε και νωρίτερα) προχωρά ςε διάνοιξθ τθσ αρτθρίασ και ζπειτα ςτθν 

τοποκζτθςθ stent όπωσ φαίνεται και ςτο ΢χιμα 3.3. Σζλοσ θ κατθγορία με τθν τιμι “7” αφορά 

τα άτομα που ζχουν αναςτρζψιμο ελάττωμα “reversible defect”.  Με το αναςτρζψιμο 
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ελάττωμα αναφερόμαςτε ςε ςτζνωςθ αρτθρίασ που είναι πολφ πικανό να ξανά εμφανιςτεί αν 

λόγω χάρθ ο αςκενείσ διακόψει τθ φαρμακευτικι αγωγι. 

  
΢χιμα  3.3: ΢τθν αριςτερι εικόνα φαίνεται θ διάνοιξθ τθσ αρτθρίασ ενϊ ςτθ δεξιά                                          

θ τοποκζτθςθ stent 

  

3.1.2 Παρουςίαςθ των ποςοτικϊν μεταβλθτϊν 
Εκτόσ από τισ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ ςτο δείγμα ζχουμε και οριςμζνεσ ποςοτικζσ  δθλαδι 

μεταβλθτζσ οι οποίεσ είναι άμεςα μετριςιμεσ. Μία ποςοτικι μεταβλθτι μπορεί να είναι 

διακριτι, όπου το ςφνολο τιμϊν τθσ είναι υποςφνολο των φυςικϊν αρικμϊν ι ςυνεχισ όπου 

το ςφνολο των τιμϊν τθσ είναι ζνα ςυνεχζσ διάςτθμα. Οι ποςοτικζσ μεταβλθτζσ ςτο δείγμα μασ 

είναι θ θλικία θ οποία μετράται ςε ζτθ (Age), θ αρτθριακι πίεςθ που λαμβάνεται από άτομα 

τα οποία ζχουν ειςαχκεί ςτο νοςοκομείο και ενϊ βρίςκονται ςε θρεμία και είναι μετρθμζνθ ςε 

χιλιοςτά ςτιλθσ υδραργφρου  δθλαδι mm Hg (RestBP), θ τιμι τθσ χολθςτερίνθσ ςε mg/dl 

(Chol), ο μζγιςτοσ καρδιακόσ παλμόσ που ζχει επιτευχκεί (MaxHR), θ πτϊςθ του τμιματοσ ST 

ςτο θλεκτροκαρδιογράφθμα κατά τθ δοκιμαςία κοπϊςεωσ ςε ςχζςθ με τθν θρεμία (Oldpeak) 

και ο αρικμόσ των κφριων αγγείων (ςτεφανιαίων) που χρωματίηονται με τθν ακτινοςκόπθςθ. 

Αρτθριακι πίεςθ είναι θ πίεςθ που αςκεί το αίμα ςτο εςωτερικό τοίχωμα των μεγάλων 

αρτθριϊν του ςϊματοσ που μεταφζρουν το αίμα από τθν καρδιά ςε όλα τα όργανα του 

ςϊματοσ. Όταν θ αρτθριακι πίεςθ είναι ςτακερά αυξθμζνθ πάνω από τα φυςιολογικά όρια 

λζμε ότι ο εξεταηόμενοσ πάςχει από υπζρταςθ. Θ αρτθριακι πίεςθ καταγράφεται με δφο 

αρικμοφσ ζνα μεγαλφτερο και ζνα μικρότερο. Ο μεγαλφτεροσ αρικμόσ είναι θ ςυςτολικι πίεςθ 

και είναι γνωςτι ωσ «μεγάλθ πίεςθ», ενϊ ο μικρότεροσ αρικμόσ είναι θ διαςτολικι πίεςθ και 

είναι γνωςτι ωσ «μικρι πίεςθ». ΢υςτολικι είναι θ πίεςθ που αςκείται ςτισ αρτθρίεσ όταν θ 

καρδιά ςυςπάται για να προωκιςει το αίμα μζςω των αρτθριϊν προσ τα όργανα του ςϊματοσ 
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και διαςτολικι όταν θ καρδιά χαλαρϊνει για να δεχτεί νζο αίμα. Κατά κανόνα, θ πίεςθ που 

μετράται ςτο ςπίτι είναι χαμθλότερθ από αυτιν που μετράται ςτο ιατρείο ι ςτο νοςοκομείο 

και κεωρείται φυςιολογικι όταν ο μζςοσ όροσ μερικϊν  μετριςεων είναι κάτω από 130 mmHg 

για τθ ςυςτολικι και κάτω από 80 mmHg για τθ διαςτολικι. ΢το δείγμα μασ θ μεταβλθτι 

RestBP είναι θ ςυςτολικι πίεςθ (δθλαδι θ μεγάλθ πίεςθ) και λιφκθκε από τουσ αςκενείσ οι 

οποίοι είχαν ειςαχκεί ςτο νοςοκομείο και ενϊ βρίςκονταν ςε θρεμία. 

Θ χολθςτερίνθ είναι μία λιπαρι ουςία θ οποία παίηει ςθμαντικό ρόλο ςτθν κακθμερινι 

λειτουργία του οργανιςμοφ. Θ χολθςτερίνθ λαμβάνεται με τθν τροφι, όμωσ παράγεται και 

ςτον οργανιςμό ςε αναλογία περίπου ζνα προσ δφο αντίςτοιχα. ΢τον ανκρϊπινο οργανιςμό 

ςυναντϊνται δφο τφποι χολθςτερίνθσ, θ πρϊτθ είναι θ HDL (λιποπρωτείνθ υψθλισ 

πυκνότθτασ) που ςυχνά αναφζρεται και ωσ «καλι χολθςτερίνθ» και θ δεφτερθ είναι θ LDL 

(λιποπρωτείνθ χαμθλισ πυκνότθτασ) θ οποία είναι γνωςτι ωσ «κακι χολθςτερίνθ» και είναι 

υπεφκυνθ για τθν ακθροςκλιρωςθ. Ο ρόλοσ τθσ HDL είναι να μεταφζρει τθ χολθςτερόλθ από 

τουσ περιφερειακοφσ ιςτοφσ, ςυμπεριλαμβανομζνων των τοιχωμάτων τθσ αρτθρίασ, ςτο ιπαρ, 

ενϊ θ LDL μεταφζρει κυρίωσ τθ χολθςτερόλθ προσ τθν αντίκετθ κατεφκυνςθ. Θ αυξθμζνθ 

πρόςλθψθ κορεςμζνων λιπαρϊν οξζων, που βρίςκονται κυρίωσ ςε ηωικά λίπθ, όπωσ ςτο 

κόκκινο κρζασ και ςτα λιπαρά τυριά, κακϊσ και θ παχυςαρκία, είναι ςυχνά οι αιτίεσ των 

αυξθμζνων τιμϊν τθσ χολθςτερίνθσ. Οι αυξθμζνεσ τιμζσ χολθςτερίνθσ ζχουν κατθγορθκεί για 

τθν δθμιουργία ακθρωματικϊν πλακϊν ςτισ αρτθρίεσ. Αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα να αυξάνεται 

και ο κίνδυνοσ καρδιαγγειακϊν πακιςεων. Με τθν κατάλλθλθ διατροφι, τθν τακτικι άςκθςθ 

και ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ τθ λιψθ κατάλλθλθσ φαρμακευτικισ αγωγισ (ςτατίνεσ) θ τιμι 

τθσ χολθςτερίνθσ μπορεί να μειωκεί. ΢το δείγμα μασ θ μεταβλθτι Chol αναφζρεται ςτθν ολικι 

χολθςτερίνθ, δθλαδι ςτο άκροιςμα τθσ HDL και τθσ LDL χολθςτερίνθσ. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι 

ςε υγιείσ ενιλικεσ θ φυςιολογικι τιμι τθσ ολικισ χολθςτερίνθσ δεν πρζπει να ξεπερνά τα 

190mg/dl.    

Θ μεταβλθτι MaxHR αφορά τθν μζγιςτθ καρδιακι ςυχνότθτα των εξεταηόμενων ατόμων. Θ 

καρδιακι ςυχνότθτα δείχνει τον αρικμό των παλμϊν ανά λεπτό. Κατά τθν ανάπαυςθ ο μζςοσ 

όροσ των παλμϊν ανά λεπτό ςτον άντρα είναι γφρω ςτουσ 72 ενϊ ςτθ γυναίκα 80. Θ μζγιςτθ 

καρδιακι ςυχνότθτα αναφζρεται ςτθ ςυχνότθτα με τθν οποία χτυπά θ καρδιά κατά τθν ζντονθ 

άςκθςθ. Σο μζγιςτο όριο καρδιακϊν παλμϊν εξαρτάται από πολλοφσ παράγοντεσ με κυριότερο 

τθν θλικία. Τπάρχει ζνα ανϊτατο όριο καρδιακοφ ρυκμοφ, γφρω ςτισ 220 ςφίξεισ ανά λεπτό το 

οποίο κατά κανόνα φκίνει όςο αυξάνεται θ θλικία. Οι τφποι που ζχουν προτακεί από τθν 

επιςτθμονικι βιβλιογραφία για τον υπολογιςμό τθσ τιμισ αυτισ ανζρχονται γφρω ςτουσ 42.   

Θ μεταβλθτι Oldpeak δείχνει τθν κατάςπαςθ του τμιματοσ ST ςτο θλεκτροκαρδιογράφθμα 

που προκλικθκε ενϊ ο εξεταηόμενοσ βριςκόταν υπό δοκιμαςία κοπϊςεωσ ςε ςχζςθ με τθν 

θρεμία. Όςον αφορά το τμιμα ST του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ ο αναγνϊςτθσ μπορεί να 
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ανατρζξει ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο (3.1.1) του κεφαλαίου κακϊσ εκεί γίνεται εκτενισ 

αναφορά για τα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ όταν ο αςκενισ βρίςκεται είτε 

ςε θρεμία, είτε ςε δοκιμαςία κοπϊςεωσ. 

Σζλοσ, θ μεταβλθτι Ca αφορά των αρικμό των μείηονων ςτεφανιαίων αγγείων που 

ςκιαγραφοφνται με τθ διαδικαςία τθσ αγγειογραφίασ (φκοροςκόπθςθσ). Αγγειογραφία είναι θ 

ειςαγωγι ςκιαγραφικοφ υγροφ ςε ζνα ι και περιςςότερα αιμοφόρα αγγεία μζςω ενόσ 

κακετιρα (μακρφσ, λεπτόσ και εφκαμπτοσ ςωλινασ) για τθ βελτίωςθ τθσ εικόνασ των αγγείων 

πάνω ςε μία ακτινογραφία. Όταν ειςάγεται ςκιαγραφικό υγρό ςε αρτθρία θ εξζταςθ 

ονομάηεται ςτεφανιογράφθμα. Πιο ςυγκεκριμζνα, το ςτεφανιογράφθμα είναι μία 

κινθματογραφικι ταινία με ακτίνεσ Χ που λαμβάνεται κακϊσ το ειδικό, ςκιαγραφικό, υγρό που 

είναι ορατό από τισ ακτίνεσ Χ εγχφεται ςτο αγγείο. Θ μζκοδοσ αυτι δείχνει πόςο καλά 

λειτουργοφν το μυοκάρδιο και οι τζςςερισ καρδιακζσ βαλβίδεσ όμωσ κυρίωσ χρθςιμοποιείται 

για τθν εκτίμθςθ ςτενϊςεων των ςτεφανιαίων αρτθριϊν. Οι κίνδυνοι και οι επιπλοκζσ που 

προκφπτουν από τθ διαδικαςία αυτι κεωροφνται μικρζσ. Παρόλα αυτά τα μειονεκτιματα τθσ 

εξζταςθσ αυτισ είναι ότι οι αςκενείσ και το ιατρικό προςωπικό εκτίκενται ςε ακτινοβολία και 

ότι το ςκιαγραφικό υγρό είναι νεφροτοξικό και ςυνεπϊσ ζχει κίνδυνο νεφρικισ βλάβθσ ςε 

αςκενείσ με επιβαρυμζνο ιατρικό ιςτορικό.  

 

3.2 Μεταφορά δεδομζνων και διαχείριςθ ελλιπϊν τιμϊν 
Για τθν διεκπεραίωςθ τθσ ςτατιςτικισ ανάλυςθσ χρθςιμοποιιςαμε το ςτατιςτικό πακζτο R. 

Αρχικά περάςαμε τα δεδομζνα μασ ςτθν R και ςτθ ςυνζχεια χωρίςαμε τισ 299 παρατθριςεισ 

ςε δφο ομάδεσ εκ των οποίων θ πρϊτθ είναι το heart-train και θ δεφτερθ το heart-test. Θ  

πρϊτθ ομάδα χρθςιμοποιικθκε για τθν προςαρμογι των μοντζλων ενϊ θ δεφτερθ ομάδα 

χρθςιμοποιικθκε για τθν αξιολόγθςθ τθσ προβλεπτικισ τουσ ικανότθτασ. Σο πλικοσ των 

παρατθριςεων που επιλζξαμε να ανικει ςτο heart-train αποτελεί περίπου το 75% των 

ςυνολικϊν παρατθριςεων και είναι ίςο με 224 παρατθριςεισ, ενϊ ςτο heart-test ανικει 

περίπου το 25% των παρατθριςεων, δθλαδι 75 παρατθριςεισ. 

Σο αρχικό ςτάδιο για τθν ανάλυςθ μασ είναι να ελζγξουμε τθ λογικότθτα των τιμϊν ςτισ 

ποςοτικζσ μεταβλθτζσ και να διαχειριςτοφμε τυχϊν ελλιπείσ τιμζσ τόςο ςτισ ποςοτικζσ όςο και 

ςτισ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ. Παρατθροφμε ότι ςτο δείγμα μασ εμφανίηονται δφο αςκενείσ με 

ελλιπείσ τιμζσ ςτθν κατθγορικι, επεξθγθματικι μεταβλθτι Thal θ οποία περιγράφει το είδοσ 

του ελαττϊματοσ. Οι αςκενείσ αυτοί βρίςκονται ςτο δείγμα με τουσ αφξοντεσ αρικμοφσ 88 και 

267. Για να άρουμε τθ δυςκολία αυτι και εφόςον το δείγμα μασ είναι ικανοποιθτικά μεγάλο 

αποφαςίςαμε να αφαιρζςουμε τουσ ςυγκεκριμζνουσ αςκενείσ από τθν ανάλυςθ. 

Διαπιςτϊκθκε ότι το άτομο με αφξοντα αρικμό 88 κατά τον διαχωριςμό των δφο ομάδων, 
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heart-train και heart-test, άνθκε ςτθν ομάδα heart-train ενϊ το άλλο άτομο με αφξοντα αρικμό 

267 άνθκε ςτθν ομάδα heart-test, οπότε τουσ αφαιρζςαμε και από εκεί. Πλζον το δείγμα κα 

αποτελείται από 297 άτομα εκ των οποίων τα 223 ανικουν ςτο heart-train ενϊ τα 74 άτομα κα 

ανικουν ςτο heart-test.   

 

3.3 Περιγραφικι ςτατιςτικι 
Θεωρικθκε ςκόπιμο να ακολουκιςει μία ςυνοπτικι παρουςίαςθ τόςο των κατθγορικϊν όςο 

και των ποςοτικϊν μεταβλθτϊν που προιλκαν από το δείγμα ϊςτε να εξαχκοφν διάφορα 

ςυμπεράςματα ςχετικά με αυτό. 

  

3.3.1 Περιγραφικι ςτατιςτικι κατθγορικϊν μεταβλθτϊν 

Για τισ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ καταφφγαμε τόςο ςε αρικμθτικζσ μεκόδουσ όςο και ςε 

γραφικζσ. Πιο ςυγκεκριμζνα επιλζχκθκε θ καταςκευι πινάκων ςυχνότθτασ που παρατίκενται 

ςτθ ςυνζχεια (Πίνακεσ 3.3-3.9). ΢τουσ πίνακεσ αυτοφσ παρουςιάηεται θ απόλυτθ και θ ςχετικι,  

ι αλλιϊσ ποςοςτιαία, ςυχνότθτα για κάκε μία από τισ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ. Όςο για τισ 

γραφικζσ μεκόδουσ καταςκευάςαμε ραβδογράμματα τα οποία παρουςιάηονται ςτα 

Διαγράμματα 3.1-3.14. 

΢το πρϊτο ςετ δεδομζνων, δθλαδι ςτο heart-train, παρατθροφμε ότι το  67,8% των ατόμων 

αποτελείται από άντρεσ ενϊ το 32,2% από γυναίκεσ, οπότε ζχουμε εμφανϊσ περιςςότερουσ 

άρρενεσ ςτο ςετ αυτό. Παρόμοια αποτελζςματα με πολφ μικρζσ διαφοροποιιςεισ 

εμφανίηονται και ςτο δεφτερο ςετ δεδομζνων. Πιο ςυγκεκριμζνα ςτο heart-test φαίνεται  ότι 

το  67,6%  αποτελείται από άντρεσ ενϊ το 32,4% από γυναίκεσ, οπότε και εδϊ ζχουμε 

περιςςότερουσ άντρεσ από ότι γυναίκεσ. Σα παραπάνω αποτελζςματα γίνονται ορατά ςτον 

Πίνακα 3.3 και ςτα Διαγράμματα 3.1 και 3.2.  

 

 Heart-train Heart-test 
Φύλο 
(Sex) 

Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα 

0 72 32,2% 24 32,4% 

1 151 67,8% 50 67,6% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 74 100% 
Πίνακασ 3.3: Πίνακασ ςυχνοτιτων για το φφλο 
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Διάγραμμα 3.1: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για το 

φφλο ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.2: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για το 

φφλο ςτο heart-test 
 

Όςον αναφορά τον πόνο ςτο ςτικοσ ςχεδόν θ μιςι ομάδα του heart-train, δθλαδι το 46,6%, 

δεν παρουςιάηει πόνο ςτο ςτικοσ ενϊ ακολουκοφν τα άτομα που εμφανίηουν μθ αγγειακό 

πόνο με ποςοςτό 26%. Ακόμθ μικρότερα ποςοςτά ζχουμε για τθν τιμι τθσ μεταβλθτισ “2” 

όπου τα άτομα εμφανίηουν άτυπο πόνο με ποςοςτό 19,3% και για τθν τιμι τθσ μεταβλθτισ “1” 

όπου τα άτομα παρουςιάηουν ςτθκάγχθ με ποςοςτό 8,1%.  Αντίςτοιχα, ςτο heart-test, το 

μεγαλφτερο ποςοςτό αφορά τα άτομα χωρίσ πόνο και ανζρχεται ςτο 51,4% ενϊ το δεφτερο 

μεγαλφτερο ποςοςτό για άλλθ μία φορά κατζχουν τα άτομα με μθ αγγειακό με 33,8%. Σζλοσ 

ςτο heart-test τα μικρότερα ποςοςτά ζχουν τα άτομα με άτυπο πόνο (8,1%) και τα άτομα με 

ςτθκάγχθ (6,7%). Σα αποτελζςματα αυτά φαίνονται ςτον Πίνακα 3.4 και ςτα Διαγράμματα 3.3 

και 3.4. 

 

 Heart-train Heart-test 
Πόνοσ ςτο 

ςτόθοσ 
(ChestPain) 

Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα 

1 18 8,1% 5 6,7% 

2 43 19,3% 6 8,1% 

3 58 26,0% 25 33,8% 

4 104 46,6% 38 51,4% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 74 100% 
Πίνακασ 3.4 : Πίνακασ ςυχνοτιτων για τον πόνο ςτο ςτικοσ 
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Διάγραμμα 3.3: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τoν 

πόνο ςτο ςτικοσ ςτο heart-train 

 

 
Διάγραμμα 3.4: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τoν 

πόνο ςτο ςτικοσ ςτο heart-test 

 

 

Περνϊντασ ςτθν τρίτθ κατθγορικι μεταβλθτι εξάγουμε το ςυμπζραςμα ότι θ πλειοψθφία των 

ατόμων ςτθν ομάδα heart-train δεν ζχουν αυξθμζνο ςάκχαρο κακϊσ το 88,3% λαμβάνει τθν 

τιμι μθδζν “0”, ενϊ μόνο το 11,7% παίρνει τθν τιμι “1”. Όςον αναφορά το heart-test τα 

αποτελζςματα είναι ςχεδόν πανομοιότυπα με του heart-train και αυτό γιατί τα άτομα που δεν 

εμφανίηουν ςάκχαρο αποτελοφν το 77% τθσ ομάδασ αυτισ , ενϊ μόνο το 23% πάςχει από 

ςάκχαρο. Σα παραπάνω γίνονται αντιλθπτά από τον Πίνακα 3.5 και τα Διαγράμματα 3.5 και 

3.6. 

 

 Heart-train Heart-test 
Ύπαρξη ςακχϊρου 

(Fbs) 
Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα 

0 197 88,3% 57 77% 

1 26 11,7% 17 23% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 74 100% 
Πίνακασ 3.5: Πίνακασ ςυχνοτιτων για τθν φπαρξθ ςακχάρου 
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Διάγραμμα 3.5: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τθν 

φπαρξθ ςακχάρου ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.6: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τθν 

φπαρξθ ςακχάρου ςτο heart-test 

 

Για τα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ ςτο heart-train παρατθρείται ότι λίγο 

λιγότερα από τα μιςά άτομα (το 48,9%) εμφανίηουν φυςιολογικά αποτελζςματα και λίγο 

λιγότερα από τα μιςά άτομα (το 49,3%) φαίνεται να ζχουν πικανι ι βζβαιθ αριςτερι κοιλιακι 

υπερτροφία. Από τα 223 άτομα τθσ ομάδασ αυτισ  παρατθρείται  ότι μόνο τζςςερα 

εμφανίηουν ST-T κυματικι ανωμαλία ςτα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ. ΢τον 

Πίνακα 3.6 γίνεται φανερό ότι ςτθν ομάδα heart-test  ςχεδόν τα μιςά άτομα (51,3%) 

εμφανίηουν φυςιολογικά αποτελζςματα και  περίπου τα άλλα μιςά  (48,7%) άτομα φαίνεται 

να ζχουν πικανι ι βζβαιθ αριςτερι κοιλιακι υπερτροφία. Από τα 74 άτομα τθσ ομάδασ αυτισ  

παρατθρείται  ότι κανζνα άτομο δεν  εμφανίηει  ST-T κυματικι ανωμαλία ςτα αποτελζςματα 

του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ. 

 

 Heart-train Heart-test 
Αποτελϋςματα 

καρδιογραφόματοσ 
(RestECG) 

Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα 

0 109 48,9% 38 51,3% 

1 4 1,8% 0 0% 

2 110 49,3% 36 48,7% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 74 100% 
Πίνακασ 3.6: Πίνακασ ςυχνοτιτων για τα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ 
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Διάγραμμα 3.7: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τα 

αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ ςτο           
heart-train 

 
Διάγραμμα 3.8: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τα 

αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ ςτο           
heart-test 

 

Οι ςυχνότθτεσ τθσ κατθγορικισ μεταβλθτισ ExAng που παρουςιάηονται ςτον Πίνακα 3.7 

κάνουν φανερό ότι οι περιςςότεροι εξεταηόμενοι του heart-train, δθλαδι το 69,1%, δεν 

εμφανίηουν πόνο ςτο ςτικοσ κατά τθ διάρκεια τθσ άςκθςθσ, ενϊ μόνο το 30,9% παρουςιάηουν 

πόνο κατά τθ δοκιμαςία κοπϊςεωσ. Αντίςτοιχα αποτελζςματα ζχουμε και ςτθν ομάδα heart-

test κακϊσ το 62,2% δεν αιςκάνεται πόνο ενϊ το 37,8% το ατόμων τθσ ομάδασ αυτισ 

εμφανίηει πόνο ςτο ςτικοσ κατά τθν άςκθςθ. Παρακάτω παρατίκεται και τα Διαγράμματα  3.9 

και 3.10. 

 

 Heart-train Heart-test 
Ύπαρξη πόνου 

κατϊ την ϊςκηςη 
(ExAng) 

Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα 

0 154 69,1% 46 62,2% 

1 69 30,9% 28 37,8% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 74 100% 
Πίνακασ 3.7: Πίνακασ ςυχνοτιτων για τθν φπαρξθ πόνου κατά τθν άςκθςθ 
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Διάγραμμα 3.9: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τθν 

φπαρξθ πόνου κατά τθν άςκθςθ ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.10: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τθν 

φπαρξθ πόνου κατά τθν άςκθςθ ςτο heart-test 

 

΢χετικά με τθν μεταβλθτι  “Slope” μόνο 17 άτομα από το heart-train (δθλαδι το 7,6%) ζχουν 

κακοδικι κλίςθ ςτο τμιμα ST ενϊ υπόκεινται ςε διαδικαςία κοπϊςεωσ. Από τα υπόλοιπα 206 

άτομα τα μιςά  εμφανίηουν ανοδικι κλίςθ ςτο τμιμα ST και τα άλλα μιςά κακοδικι πορεία. 

΢τον Πίνακα 3.8 γίνεται αντιλθπτό ότι μόνο 4 άτομα ζχουν κακοδικι κλίςθ ςτο τμιμα ST τθ 

ςτιγμι που το 45,9% των εξεταηόμενων παρουςιάηει επίπεδθ κλίςθ και το 48,7%  ανοδικι 

κλίςθ ςτο τμιμα ST του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ.  

 

 Heart-train Heart-test 
Κλύςη του 

τμόματοσ ST 
(Slope) 

Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα 

1 103 46,2% 36 48,7% 

2 103 46,2% 34 45,9% 

3 17 7,6% 4 5,4% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 74 100% 
Πίνακασ 3.8: Πίνακασ ςυχνοτιτων για τθν κλίςθ του τμιματοσ ST ςε δοκιμαςία κοπϊςεωσ 
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Διάγραμμα 3.11: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τθν 
κλίςθ του τμιματοσ ST ςε δοκιμαςία κοπϊςεωσ ςτο 

heart-train 

 
Διάγραμμα 3.12: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για τθν 
κλίςθ του τμιματοσ ST ςε δοκιμαςία κοπϊςεωσ ςτο 

heart-test 

 

Σζλοσ, για τθν κατθγορικι μεταβλθτι “Thal”, τα μιςά περίπου άτομα από το heart-train 

(δθλαδι το 55,6%) δεν παρουςιάηουν κακόλου ελάττωμα, το 38,6% ζχει αναςτρζψιμο 

ελάττωμα, ενϊ μόνο 5,8% ζχουν διορκωμζνο ελάττωμα. Όςον αναφορά τθν ομάδα heart-test  

τα μιςά περίπου άτομα (δθλαδι το 54%) δεν παρουςιάηουν κακόλου ελάττωμα, το 39,2% ζχει 

αναςτρζψιμο ελάττωμα, ενϊ μόνο 6,8% ζχουν διορκωμζνο ελάττωμα. Σα παραπάνω 

αποτελζςματα γίνονται ορατά ςτον Πίνακα 3.9 και ςτα Διαγράμματα 3.13 και 3.14.      

     

 Heart-train Heart-test 
Εύδοσ ελαττώματοσ 

(Thal) 
Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα Απόλυτθ ςυχνότθτα ΢χετικι ςυχνότθτα 

3 normal 124 55,6% 40 54,0% 

6 fixed 13 5,8% 5 6.8% 

7 reversible 86 38,6% 29 39,2% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 74 100% 
Πίνακασ 3.9: Πίνακασ ςυχνοτιτων για το είδοσ του ελαττϊματοσ 
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Διάγραμμα 3.13: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για το 

είδοσ του ελαττϊματοσ ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.14: Ραβδόγραμμα με ποςοςτά για το 

είδοσ του ελαττϊματοσ ςτο heart-test 

 

3.3.2 Περιγραφικι ςτατιςτικι ποςοτικϊν μεταβλθτϊν 
΢το δείγμα μασ εμφανίηονται ζξι ποςοτικζσ μεταβλθτζσ. Για να εξάγουμε ςυμπεράςματα για τα 

δεδομζνα αυτά χρθςιμοποιιςαμε τόςο αρικμθτικζσ όςο και γραφικζσ μεκόδουσ. ΢τον Πίνακα 

3.10  παρουςιάηονται τα τρία βαςικά μζτρα κζςθσ για τισ ποςοτικζσ μεταβλθτζσ, τα οποία 

προζρχονται από το heart-train, που ίςωσ μασ φανοφν χριςιμα. Αυτά είναι θ ελάχιςτθ και θ 

μζγιςτθ τιμι τθσ ποςοτικισ μεταβλθτισ και ο μζςοσ όροσ. Αντίςτοιχα ςτον Πίνακα 3.11 

παρατίκενται τα ίδια μζτρα κζςθσ για τα δεδομζνα που προζρχονται από το heart-test. 

Αρχικά κα αςχολθκοφμε με τισ ποςοτικζσ μεταβλθτζσ και τισ τιμζσ που αυτζσ λαμβάνουν ςτο 

πρϊτο ςετ δεδομζνων δθλαδι ςτο heart-train. Όςον αναφορά τθν πρϊτθ ποςοτικι μεταβλθτι 

παρατθροφμε ότι το νεότερο άτομο ζχει θλικία 29 ετϊν ενϊ το μεγαλφτερο άτομο είναι 77 

ετϊν. Ο μζςοσ όροσ θλικίασ ςτο ςετ αυτό είναι περίπου τα 54 χρόνια.  Θ μικρότερθ ςυςτολικι 

αρτθριακι πίεςθ που παρατθρείται είναι ίςθ με 94mmHg ενϊ θ μεγαλφτερθ ανζρχεται ςτθν 

τιμι 200 mmHg, τθ ςτιγμι που ο δειγματικόσ μζςοσ είναι 131,8 mmHg. Για τθν χολθςτερίνθ θ 

ελάχιςτθ τιμι είναι 131 mg/dl ενϊ θ μζγιςτθ φτάνει τα 564,0 mmHg. Ο δειγματικόσ μζςοσ για 

τθ χολθςτερίνθ είναι 248,3 mmHg. Περνϊντασ ςτθν επόμενθ ποςοτικι μεταβλθτι φαίνεται ότι 

θ ελάχιςτθ τιμι των μζγιςτων καρδιακϊν παλμϊν που παρουςιάςτθκε ςτουσ εξεταηόμενουσ 

είναι ίςθ με 71 ςφίξεισ το λεπτό, ενϊ θ μζγιςτθ τιμι ίςθ με 202 ςφίξεισ το λεπτό. Ο μζςοσ των 

μζγιςτων παλμϊν είναι γφρω ςτουσ 150 παλμοφσ ανά λεπτό.  ΢χετικά με τθ μεταβλθτι 

“Oldpeak” θ μικρότερθ φφεςθ ςτο τμιμα ST  του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ που προκλικθκε 

ςε ςχζςθ με τθν θρεμία είναι μθδενικι, ενϊ θ μζγιςτθ είναι ίςθ με 6,2. Ο δειγματικόσ μζςοσ 

για τθν φφεςθ του τμιματοσ ST ανζρχεται ςτθν τιμι 1.02. Σζλοσ μελετιςαμε τθν ποςοτικι 
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μεταβλθτι “Ca” που αναφζρεται ςε αρικμό αγγείων. Ζτςι τα περιςςότερα αγγεία που 

χρωματίςτθκαν ιταν 3 ενϊ υπιρχαν αςκενείσ ςτουσ οποίουσ δεν χρωματίςτθκε κανζνα 

αγγείο. Όλα τα παραπάνω ςυμπεράςματα ςυνοψίηονται ςτον Πίνακα 3.10. 

 

 

Heart-train 

Μικρότερη 
παρατόρηςη 
(Μinimum) 

Μεγαλύτερη 
Παρατόρηςη 
(Μaximum) 

Δειγματικόσ 
μϋςοσ 

(Μean) 
[Τυπικό απόκλιςη 

(sd)] 
 

Ηλικύα 
(Age) 

29 77 54,21 
[9,37] 

 

Πύεςη 
(RestBP) 

94,0 200,0 131,8 
[18,31] 

 

Χοληςτερύνη 
(Chol) 

131,0 564,0 248,3 
[53,73] 

 

Μϋγιςτοσ αριθμόσ 
παλμών 
(MaxHR) 

71,0 202,0 149,9 
[23.07] 

Ύφεςη του ST 
(Oldpeak) 

0 6,2 1,02 
[1,16] 

 

Αριθμόσ αγγεύων 
(Ca) 

0 3,0 0,7 
[0,96] 

 

Πίνακασ  3.10: Πίνακασ μζτρων κζςθσ των ποςοτικϊν μεταβλθτϊν ςτο heart-train 

 

Περνϊντασ ςτο δεφτερο ςετ δεδομζνων, δθλαδι ςτο heart-test, ςυνεχίηουμε τθν ανάλυςθ των 

ποςοτικϊν μεταβλθτϊν. Όςον αναφορά τθν πρϊτθ ποςοτικι μεταβλθτι παρατθροφμε ότι το 

νεότερο άτομο ζχει θλικία 37 ετϊν ενϊ το μεγαλφτερο άτομο είναι 71 ετϊν. Ο μζςοσ όροσ 

θλικίασ ςτο ςετ αυτό είναι περίπου τα 56 χρόνια.  Θ μικρότερθ ςυςτολικι αρτθριακι πίεςθ 

που παρατθρείται είναι ίςθ με 94mmHg ενϊ θ μεγαλφτερθ ανζρχεται ςτθν τιμι 172 mmHg, τθ 

ςτιγμι που ο δειγματικόσ μζςοσ είναι 131,3 mmHg. Για τθν χολθςτερίνθ θ ελάχιςτθ τιμι είναι 

126 mg/dl ενϊ θ μζγιςτθ φτάνει τα 360,0 mmHg. Ο δειγματικόσ μζςοσ για τθ χολθςτερίνθ είναι 

244,4 mmHg. Περνϊντασ ςτθν επόμενθ ποςοτικι μεταβλθτι φαίνεται ότι θ ελάχιςτθ τιμι των 

μζγιςτων καρδιακϊν παλμϊν που παρουςιάςτθκε ςτουσ εξεταηόμενουσ είναι ίςθ με 90 ςφίξεισ 

το λεπτό, ενϊ θ μζγιςτθ τιμι ίςθ με 187 ςφίξεισ το λεπτό. Ο μζςοσ των μζγιςτων παλμϊν είναι 

γφρω ςτουσ 149 παλμοφσ ανά λεπτό.  ΢χετικά με τθ μεταβλθτι “Oldpeak” θ μικρότερθ φφεςθ 
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ςτο τμιμα ST  του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ που προκλικθκε ςε ςχζςθ με τθν θρεμία είναι 

μθδενικι, ενϊ θ μζγιςτθ είναι ίςθ με 5,6. Ο δειγματικόσ μζςοσ για τθν φφεςθ του τμιματοσ ST 

ανζρχεται ςτθν τιμι 1,17. Σζλοσ μελετιςαμε τθν ποςοτικι μεταβλθτι “Ca” που αναφζρεται ςε 

αρικμό αγγείων. Ζτςι τα περιςςότερα αγγεία που χρωματίςτθκαν ιταν 3 ενϊ υπιρχαν 

αςκενείσ ςτουσ οποίουσ δεν χρωματίςτθκε κανζνα αγγείο. ΢τον Πίνακα 3.11 παρουςιάηονται 

τα παραπάνω αποτελζςματα. 

 

 

Heart-test 

Μικρότερη 
παρατόρηςη 
(Μinimum) 

Μεγαλύτερη 
Παρατόρηςη 
(Μaximum) 

Δειγματικόσ 
μϋςοσ 

(Μean) 
[Τυπικό απόκλιςη 

(sd)] 
 

Ηλικύα 
(Age) 

37 71 55,54 
[7,98] 

 

Πύεςη 
(RestBP) 

94,0 172,0 131,3 
[16.09] 

 

Χοληςτερύνη 
(Chol) 

126,0 360,0 244,4 
[46,58] 

 

Μϋγιςτοσ αριθμόσ 
παλμών 
(MaxHR) 

90,0 187,0 148,8 
[22,69] 

Ύφεςη του ST 
(Oldpeak) 

0 5,6 1,17 
[1,99] 

 

Αριθμόσ αγγεύων 
(Ca) 

0 3 0,61 
[0,89] 

 

Πίνακασ  3.11: Πίνακασ μζτρων κζςθσ των ποςοτικϊν μεταβλθτϊν ςτο heart-test 

 

Οι γραφικζσ μζκοδοι που χρθςιμοποιικθκαν για τθν περιγραφικι ςτατιςτικι των ποςοτικϊν 

μεταβλθτϊν είναι ιςτογράμματα ςυχνοτιτων. ΢τα Διαγράμματα 3.15-3.26 ςτθν αριςτερι μεριά 

εμφανίηονται τα ιςτογράμματα για τισ ποςοτικζσ μεταβλθτζσ που αφοροφν τα 223 άτομα που 

ανικουν ςτθν πρϊτθ ομάδα, δθλαδι ςτο heart-train, και ςτθν δεξιά μεριά εμφανίηονται τα 

ιςτογράμματα για τισ ποςοτικζσ μεταβλθτζσ που αφοροφν τα 74 άτομα που ανικουν ςτο 

heart-test. 
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Διάγραμμα 3.15: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 

θλικία ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.16: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 

θλικία ςτο heart-test 

 

 

 

 
 

Διάγραμμα 3.17: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 
ςυςτολικι πίεςθ ςτο heart-train 

 

 

 
Διάγραμμα 3.18: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 

ςυςτολικι πίεςθ ςτο heart-test 
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Διάγραμμα 3.19: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 

χολθςτερίνθ ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.20: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 

χολθςτερίνθ ςτο heart-test 

 

 
Διάγραμμα 3.21: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τουσ 

μζγιςτουσ παλμοφσ ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.22: : Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τουσ 

μζγιςτουσ παλμοφσ ςτο heart-test 

 

 
Διάγραμμα 3.23: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 

φφεςθ του τμιματοσ ST ςτο heart-train 

 
Διάγραμμα 3.24: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τθν 

φφεςθ του τμιματοσ ST ςτο heart-test 
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Διάγραμμα 3.25: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τον 

αρικμό των κφριων αγγείων που χρωματίηονται ςτο 
heart-train 

 
Διάγραμμα 3.26: Ιςτόγραμμα ςυχνοτιτων για τον 

αρικμό των κφριων αγγείων που χρωματίηονται ςτο 
heart-test 

 

 

3.4 Εφαρμογι του μοντζλου τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 

3.4.1 Καταςκευι  πινάκων ςυνάφειασ για τθν φπαρξθ καρδιοπάκειασ 
Όπωσ αναφζρκθκε και παραπάνω θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι “AHD” είναι κατθγορικι και 

λαμβάνει δφο τιμζσ ανάλογα με το αν ο αςκενισ πάςχει ι όχι από καρδιοπάκεια. Από τθ 

ςτιγμι που θ μεταβλθτι απόκριςθσ είναι κατθγορικι δεν μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε το 

μοντζλο τθσ γραμμικισ παλινδρόμθςθσ κακϊσ ςτο μοντζλο αυτό θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι 

πρζπει να είναι ποςοτικι και μάλιςτα ςυνεχισ. Ζτςι καταφεφγουμε ςτο μοντζλο τθσ λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ. 

Για τθν καταςκευι των πινάκων ςυνάφειασ (ι αλλιϊσ 2-way πινάκων) για τθν εμφάνιςθ 

καρδιοπάκειασ ςτουσ αςκενείσ χρθςιμοποιιςαμε το πρϊτο ςετ δεδομζνων δθλαδι το heart-

train το οποίο αποτελείται από 223 άτομα. Με τα άτομα αυτά καταςκευάςαμε τουσ Πίνακεσ 

3.12- 3.18  ϊςτε να πάρουμε μία πρϊτθ εικόνα για τθν εξάρτθςθ τθσ φπαρξθσ τθσ ςτεφανιαίασ 

νόςου από κάκε μία από τισ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ. ΢τουσ πίνακεσ αυτοφσ εμφανίηονται οι 

ςυχνότθτεσ (απόλυτθ και ςχετικι) εμφάνιςθσ τθσ κάκε τιμισ για κάκε μία από τισ ποιοτικζσ 

επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. 

Από τον Πίνακα 3.12 παρατθροφμε ότι θ p-value του    ελζγχου είναι αρκετά μικρι και πιο 

ςυγκεκριμζνα <0,001 οπότε ςυμπεραίνουμε ότι θ φπαρξθ καρδιοπάκειασ ςχετίηεται ςε μεγάλο 

βακμό με το φφλο, ςυνεπϊσ είναι πολφ πικανό να ςυμπεριλάβουμε αυτι τθν κατθγορικι 

μεταβλθτι ςτο τελικό μασ μοντζλο. Ακόμα γίνεται αντιλθπτό ότι το ποςοςτό των αντρϊν που 

πάςχουν από καρδιοπάκεια είναι αρκετά μεγαλφτερο από το ποςοςτό των γυναικϊν που 
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νοςοφν. Πιο ςυγκεκριμζνα το 57,6% των αντρϊν φαίνεται να νοςεί, ενϊ μόνο το 25% των 

γυναικϊν γνωρίηουμε ότι πάςχει από καρδιοπάκεια.  

  

  Καρδιοπάθεια   
Φύλο 
(Sex) 

Απόλυτθ 
ςυχνότθτα 

΢χετικι 
ςυχνότθτα 

Πλικοσ 
καρδιοπακϊν 

Ποςοςτό 
καρδιοπακϊν 

p-value    
ελζγχου 

0 72 32,2% 18 25,0% <0,001 
 1 151 67,8% 87 57,6% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 105 47,1%  
Πίνακασ 3.12: Πίνακασ ςυνάφειασ τθσ  καρδιοπάκειασ από το φφλο 

 

Από τον Πίνακα 3.13 παρατθροφμε ότι θ p-value του    ελζγχου είναι αρκετά μικρι και πιο 

ςυγκεκριμζνα <0,001 οπότε ςυμπεραίνουμε ότι θ εμφάνιςθ καρδιοπάκειασ ςχετίηεται ςε 

μεγάλο βακμό με τον πόνο ςτο ςτικοσ, ςυνεπϊσ είναι πολφ πικανό να ςυμπεριλάβουμε αυτι 

τθν κατθγορικι μεταβλθτι ςτο τελικό μασ μοντζλο. Ζνα ακόμα ςυμπζραςμα που προκφπτει 

από τθ μελζτθ που Πίνακα 3.13 είναι τα περιςςότερα άτομα που πάςχουν από καρδιοπάκεια, 

δθλαδι 78 από τα 105, δεν εμφανίηουν κανζνα ςφμπτωμα πόνου. Από τα άτομα με τυπικό 

πόνο ςτο ςτικοσ νοςεί το 33,3%, ενϊ τελευταία ζρχονται τα άτομα που νοςοφν και 

εμφανίηουν άτυπο πόνο ι μθ-αγγειακό πόνο με ποςοςτά 20,9% και 20,7% αντίςτοιχα. 

 

  Καρδιοπάθεια  
Πόνοσ ςτο 

ςτόθοσ 
(ChestPain) 

Απόλυτθ 
ςυχνότθτα 

΢χετικι 
ςυχνότθτα 

Πλικοσ 
καρδιοπακϊν 

Ποςοςτό 
καρδιοπακϊν 

p-value    
ελζγχου 

1 18 8,1% 6 33,3% <0,001 
 
 

2 43 19,3% 9 20,9% 

3 58 26,0% 12 20,7% 

4 104 46,6% 78 75,0% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 105 47,1%  
Πίνακασ 3.13: Πίνακασ ςυνάφειασ τθσ καρδιοπάκειασ από τον πόνο ςτο ςτικοσ 

 

Από τον Πίνακα 3.14 παρατθροφμε ότι θ p-value του    ελζγχου είναι ίςθ με 0,7564. Αυτι θ 

τιμι τθσ p-value μασ υποδεικνφει ότι δεν υπάρχει υψθλι ςυςχζτιςθ τθσ εμφάνιςθσ 

καρδιοπάκειασ με τθν φπαρξθ ςακχάρου ςτον εξεταηόμενο, οπότε είναι πολφ πικανό να μθν 

χρειαςτεί να ςυμπεριλάβουμε αυτι τθν κατθγορικι μεταβλθτι ςτο τελικό μασ μοντζλο. 
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Ακόμα, γίνεται αντιλθπτό ότι από τα 197 άτομα που δεν εμφανίηουν υψθλό ςάκχαρο περίπου 

τα μιςά πάςχουν από καρδιοπάκεια (δθλαδι το 47.7%). Παρόμοιο ποςοςτό παρατθρείται και 

ςτα άτομα με υψθλό δείκτθ ςακχάρου κακϊσ από 26 άτομα το 42,3% κα είναι αςκενείσ με 

καρδιοπάκεια.  

 

  Καρδιοπάθεια  
Ύπαρξη 

ςακχϊρου 
(Fbs) 

Απόλυτθ 
ςυχνότθτα 

΢χετικι 
ςυχνότθτα 

Πλικοσ 
καρδιοπακϊν 

Ποςοςτό 
καρδιοπακϊν 

p-value    
ελζγχου 

0 197 88,3% 94 47,7% 0,7564 
 1 26 11,7% 11 42,3% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 105 47,1%  
Πίνακασ 3.14: Πίνακασ ςυνάφειασ τθσ  καρδιοπάκειασ από τθν φπαρξθ ςακχάρου 

 

Από τον Πίνακα 3.15 παρατθροφμε ότι θ p-value του    ελζγχου είναι ίςθ με 0,05794. Αυτι θ 

τιμι τθσ p-value μασ υποδεικνφει ότι δεν υπάρχει υψθλι ςυςχζτιςθ τθσ εμφάνιςθσ 

καρδιοπάκειασ με τα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ,  οπότε είναι πολφ πικανό 

να μθν χρειαςτεί να ςυμπεριλάβουμε αυτι τθν κατθγορικι μεταβλθτι ςτο τελικό μασ μοντζλο. 

Επιπρόςκετα, από τον Πίνακα 3.15 γίνεται φανερό ότι από το μεγαλφτερο ποςοςτό αςκενϊν 

ζχει θ κατθγορία ςτθν οποία τα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ ζδειξαν 

κυματικι ανωμαλία ςτο τμιμα ST-T. Ακολουκοφν τα άτομα με πικανι ι βζβαιθ αριςτερι 

κοιλιακι υπερτροφία, αφοφ από τα 110 άτομα που ανικουν ςτθν κατθγορία αυτι τα 59 

νοςοφν άρα το 53,6% των ατόμων αυτϊν εμφανίηει καρδιοπάκεια. 

  

  Καρδιοπάθεια  
Αποτελϋςματα 

καρδιογραφόματοσ 
(RestECG) 

Απόλυτθ 
ςυχνότθτα 

΢χετικι 
ςυχνότθτα 

Πλικοσ 
καρδιοπακϊν 

Ποςοςτό 
καρδιοπακϊν 

p-value    
ελζγχου 

0 109 48,9% 43 39,4% 0,05794 
 

 
1 4 1,8% 3 75% 

2 110 49,3% 59 53,6% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 105 47,1%  
Πίνακασ 3.15: Πίνακασ ςυνάφειασ τθσ  καρδιοπάκειασ από τα αποτελζςματα του 

θλεκτροκαρδιογραφιματοσ 
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Από τον Πίνακα 3.16 παρατθροφμε ότι θ p-value του    ελζγχου είναι αρκετά μικρι και πιο 

ςυγκεκριμζνα <0,001 οπότε ςυμπεραίνουμε ότι θ εμφάνιςθ καρδιοπάκειασ ςχετίηεται ςε 

μεγάλο βακμό με τον πόνο ςτο ςτικοσ κατά τθ διάρκεια τθσ άςκθςθσ, ςυνεπϊσ είναι πολφ 

πικανό να ςυμπεριλάβουμε αυτι τθν κατθγορικι μεταβλθτι ςτο τελικό μασ μοντζλο. 

΢υμπλθρωματικά, από τα άτομα που νιϊκουν πόνο κατά τθ διάρκεια τθσ άςκθςθσ το 79,7% 

πάςχουν από καρδιοπάκεια ενϊ από τα υπόλοιπα 154 άτομα που δεν αιςκάνονται πόνο ενϊ 

αςκοφνται μόνο το 32,5% νοςεί. Σελικά μποροφμε να ποφμε ότι από τον Πίνακα 3.16 φαίνεται 

θ φπαρξθ πόνου κατά τθν άςκθςθ να επθρεάηει πολφ τθν φπαρξθ ι όχι καρδιοπάκειασ ςε ζνα 

άτομο.  

 

  Καρδιοπάθεια  
Ύπαρξη 

πόνου κατϊ 
την ϊςκηςη 

(ExAng) 

Απόλυτθ 
ςυχνότθτα 

΢χετικι 
ςυχνότθτα 

Πλικοσ 
καρδιοπακϊν 

Ποςοςτό 
καρδιοπακϊν 

p-value    
ελζγχου 

0 154 69,1% 50 32,5% <0,001 
 
 

1 69 30,9% 55 79,7% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 105 47,1%  
Πίνακασ 3.16: Πίνακασ ςυνάφειασ τθσ  καρδιοπάκειασ από τθν φπαρξθ πόνου κατά τθν άςκθςθ 

 

Από τον Πίνακα 3.17 παρατθροφμε ότι θ p-value του    ελζγχου είναι αρκετά μικρι και πιο 

ςυγκεκριμζνα <0,001 οπότε ςυμπεραίνουμε ότι θ εμφάνιςθ καρδιοπάκειασ ςχετίηεται ςε 

μεγάλο βακμό με τθν κλίςθ του τμιματοσ ST, ςυνεπϊσ είναι πολφ πικανό να ςυμπεριλάβουμε 

αυτι τθν κατθγορικι μεταβλθτι ςτο τελικό μασ μοντζλο. Ακόμα διαπιςτϊνουμε ότι από τα 103 

άτομα που εμφανίηουν επίπεδθ κλίςθ ςτο τμιμα ST του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ κατά τθν 

άςκθςθ τα 66 πάςχουν από ςτεφανιαία νόςο, άρα το 64,1% των ατόμων αυτϊν νοςεί. ΢τθ 

ςυνζχεια ζρχονται τα άτομα με κακοδικι κλίςθ ςτο τμιμα ST του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ 

κακϊσ από τα 17 άτομα νοςοφν τα 10 δθλαδι ζχουμε ποςοςτό ίςο με 58,8%. Σζλοσ, από τα 

103 άτομα που παρουςιάηουν ανοδικι κλίςθ ςτο τμιμα ST μόνο τα 29 είναι αςκενείσ άρα το 

ποςοςτό είναι μόλισ 28,2%. 
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  Καρδιοπάθεια  
Κλύςη του 

τμόματοσ ST 
(Slope) 

Απόλυτθ 
ςυχνότθτα 

΢χετικι 
ςυχνότθτα 

Πλικοσ 
καρδιοπακϊν 

Ποςοςτό 
καρδιοπακϊν 

p-value    
ελζγχου 

1 103 46,2% 29 28,2% <0,001 
 
 

2 103 46,2% 66 64,1% 

3 17 7,6% 10 58,8% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 105 47,1%  
Πίνακασ 3.17: Πίνακασ ςυνάφειασ τθσ  καρδιοπάκειασ από τθν κλίςθ του τμιματοσ ST 

 

Σζλοσ, από τον Πίνακα 3.18 παρατθροφμε ότι θ p-value του    ελζγχου είναι αρκετά μικρι και 

πιο ςυγκεκριμζνα <0,001 οπότε ςυμπεραίνουμε ότι θ εμφάνιςθ καρδιοπάκειασ ςχετίηεται ςε 

μεγάλο βακμό με το είδοσ του ελαττϊματοσ, ςυνεπϊσ είναι πολφ πικανό να ςυμπεριλάβουμε 

αυτι τθν κατθγορικι μεταβλθτι ςτο τελικό μασ μοντζλο. Ακόμα γίνεται αντιλθπτό ότι το 

ποςοςτό καρδιοπάκειασ είναι ψθλότερο για τα άτομα που ζχουν αναςτρζψιμο ελάττωμα 

αφοφ ανζρχεται ςτο 76,7%. Ακολουκεί το ποςοςτό καρδιοπάκειασ για τα άτομα με 

διορκωμζνο ελάττωμα το οποίο είναι ίςο με 69,2%. Σελευταίο ζρχεται το ποςοςτό 

καρδιοπάκειασ των ατόμων που δεν ζχουν κακόλου ελάττωμα.     

 

  Καρδιοπάθεια  
Εύδοσ 

ελαττώματοσ 
(Thal) 

Απόλυτθ 
ςυχνότθτα 

΢χετικι 
ςυχνότθτα 

Πλικοσ 
καρδιοπακϊν 

Ποςοςτό 
καρδιοπακϊν 

p-value    
ελζγχου 

3 normal 124 55,6% 30 24,2% <0,001 
 
 
 

6 fixed 13 5,8% 9 69,2% 

7 reversable 86 38,6% 66 76,7% 

ΣΥΝΟΛΟ 223 100% 105 47,1%  
Πίνακασ 3.18: Πίνακασ ςυνάφειασ τθσ  καρδιοπάκειασ από το είδοσ του ελαττϊματοσ 

 

3.4.2 Ζλεγχοσ t-test για τισ ποςοτικζσ μεταβλθτζσ 
O ζλεγχοσ t-test χρθςιμοποιείται για τθν ςφγκριςθ των δειγματικϊν μζςων δφο ςυνόλων που 

διαφζρουν ωσ προσ ζνα χαρακτθριςτικό. ΢τθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ το χαρακτθριςτικό το 

οποίο διαφοροποιεί τα δφο δείγματα είναι θ εμφάνιςθ ι όχι καρδιοπάκειασ. Θ μθδενικι 

υπόκεςθ    του t-test αναφζρεται ςτθν ιςότθτα των μζςων όρων τθσ ποςοτικισ μεταβλθτισ 

ςτα δφο ςφνολα, ενϊ εναλλακτικι υπόκεςθ    λζει ότι οι μζςοι όροι τθσ ίδιασ ποςοτικισ 

μεταβλθτισ διαφζρουν ςτα δφο ςφνολα.  Αν θ τιμι p του ελζγχου κρικεί μικρι τότε θ μθδενικι 
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υπόκεςθ απορρίπτεται και καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι οι μζςοι διαφζρουν ςτα δφο 

δείγματα. 

Εκτελϊντασ τθν εντολι για τον ζλεγχο t-test ςτθν R λάβαμε αυτομάτωσ τουσ δειγματικοφσ 

μζςουσ για κάκε ποςοτικι μεταβλθτι τόςο ςτθν ομάδα των ανκρϊπων που πάςχουν από 

καρδιοπάκεια όςο και ςτθν ομάδα των ατόμων που είναι υγιείσ. Ακόμα, λάβαμε τισ τιμζσ p του 

ελζγχου οι οποίεσ κα μασ βοθκιςουν να αποφαςίςουμε αν κα απορρίψουμε ι όχι τθ μθδενικι 

υπόκεςθ.  

  

 Δειγματικού μϋςοι  

 
 

Χωρίσ καρδιοπάκεια 
(Y=0) 

Με καρδιοπάκεια 
(Y=1) 

p-value 
ελζγχου t-test 

Ηλικύα 
(Age) 

52,45 56,19 0,00245 
 
 

Πύεςη 
(RestBP) 

129,49 134,45 0,04679 
 
 

Χοληςτερύνη 
(Chol) 

246,18 250,78 0,522 
 
 

Μϋγιςτοσ αριθμόσ 
παλμών 
(MaxHR) 

158,74 139,89 <0,001 

Ύφεςη του ST 
(Oldpeak) 

0,57 1,52 <0,001 
 
 

Αριθμόσ αγγεύων 
(Ca) 

0,29 1,16 <0,001 
 
 

Πίνακασ 3.19: Πίνακασ μζςων των ποςοτικϊν μεταβλθτϊν ςε δείγμα με καρδιοπάκεια και ςε δείγμα 
χωρίσ καρδιοπάκεια 

 

Από το Πίνακα 3.19 παρατθροφμε ότι θ p-value για το t-test τθσ πρϊτθσ ποςοτικισ μεταβλθτισ 

είναι μικρότερθ του 0,01 οπότε απορρίπτουμε τθ μθδενικι υπόκεςθ και καταλιγουμε ςτο 

ςυμπζραςμα ότι ο δειγματικόσ μζςοσ τθσ θλικίασ για τα άτομα που πάςχουν από 

καρδιοπάκεια δεν είναι ίςοσ με το δειγματικό μζςο των ατόμων που δεν εμφανίηουν τθ νόςο. 

Άλλα ςυμπεράςματα που κα μποροφςαμε να βγάλουμε από τον Πίνακα 3.19 είναι ότι τα 
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άτομα μεγαλφτερθσ θλικίασ εμφανίηουν ςυχνότερα καρδιοπάκεια από ότι τα νεότερα και αυτό 

γιατί ο μζςοσ όροσ θλικίασ των αςκενϊν είναι γφρω ςτα 56 ζτθ ενϊ ο μζςοσ όροσ των υγιϊν 

ατόμων είναι περίπου ςτα 52 χρόνια. Σο τελευταίο μπορεί να γίνει φανερό και ςτο Διάγραμμα 

3.27 το οποίο περιλαμβάνει δφο κθκογράμματα εκ των οποίων το αριςτερά αναφζρεται ςτθν 

θλικία για τα άτομα που είναι υγιι και το δεξιά ςχετίηεται με τθν θλικία ςτα άτομα που 

νοςοφν. 

Θ p-value για τθν πίεςθ  δεν λαμβάνει μικρι τιμι επομζνωσ δεν μποροφμε να απορρίψουμε τθ 

μθδενικι υπόκεςθ. Σελικά, ο μζςοσ τθσ ςυςτολικισ πίεςθσ ςτα άτομα που πάςχουν από 

καρδιοπάκεια είναι ίςοσ με το μζςο τθσ πίεςθσ ςτα άτομα που είναι υγιείσ. Αυτό γίνεται 

άλλωςτε φανερό από τον Πίνακα 3.19  όπου ο δειγματικόσ μζςοσ για τθν πίεςθ ςτα υγιι άτομα 

είναι ίςοσ με 129,49 και ο μζςοσ τθσ ςυςτολικισ πίεςθσ για τουσ αςκενείσ ιςοφται με 134,45. 

Από το Διάγραμμα 3.28, ςτο οποίο φαίνονται τα κθκογράμμματα για τισ δφο περιπτϊςεισ, 

παρατθροφμε πόςο κοντά είναι οι δφο δειγματικοί μζςοι που εξετάηουμε.   

 

 
Διάγραμμα 3.27: Θθκογράμματα για τθν θλικία 

 
 

 
Διάγραμμα 3.28: Θθκογράμματα για τθν πίεςθ 

 

Από τον Πίνακα 3.19 παρατθροφμε ότι θ p-value για τθν χολθςτερίνθ δεν λαμβάνει μικρι τιμι 

επομζνωσ δεν μποροφμε να απορρίψουμε τθ μθδενικι υπόκεςθ. Σελικά, ο μζςοσ τθσ 

ςυςτολικισ πίεςθσ ςτα άτομα που πάςχουν από καρδιοπάκεια είναι ίςοσ με το μζςο τθσ 

πίεςθσ ςτα άτομα που είναι υγιείσ. Διαπιςτϊνουμε ότι ο δειγματικόσ μζςοσ για τθν 

χολθςτερίνθ ςτα υγιι άτομα είναι ίςοσ με 246,18 και ο μζςοσ τθσ χολθςτερίνθσ για τουσ 

αςκενείσ ιςοφται με 250,78. Από το Διάγραμμα 3.29, ςτο οποίο φαίνονται τα κθκογράμμματα 

για τισ δφο περιπτϊςεισ, παρατθροφμε πόςο κοντά είναι οι δφο δειγματικοί μζςοι που 

εξετάηουμε.   
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Όςον αναφορά το μζγιςτο αρικμό παλμϊν θ p-value λαμβάνει πολφ μικρι τιμι οπότε 

απορρίπτουμε τθ μθδενικι υπόκεςθ και ο μζςοσ των μζγιςτων καρδιακϊν παλμϊν ςτο ζνα 

ςφνολο, δθλαδι ςε αυτό που περιλαμβάνει τα υγιι άτομα, διαφζρει από τον μζςο ςτο άλλο 

ςφνολο με τα πάςχοντα από καρδιοπάκεια άτομα. Ακόμα παρατθροφμε ότι  τα άτομα με 

μικρότερο αρικμό μζγιςτων καρδιακϊν παλμϊν εμφανίηουν ςυχνότερα καρδιοπάκεια από ότι 

τα άτομα με μεγαλφτερο αρικμό μζγιςτων καρδιακϊν παλμϊν και αυτό γιατί ο μζςοσ όροσ 

μζγιςτων χτφπων των αςκενϊν είναι γφρω ςτουσ 159 χτφπουσ ενϊ ο μζςοσ όροσ των υγιϊν 

ατόμων ζχουν περίπου 140 ανϊτατο όριο καρδιακϊν χτφπων. Σο τελευταίο μπορεί να γίνει 

φανερό και ςτο Διάγραμμα 3.30  το οποίο περιλαμβάνει δφο κθκογράμματα εκ των οποίων το 

αριςτερά αναφζρεται ςτον μζγιςτο αρικμό παλμϊν  για τα άτομα που είναι υγιι και το δεξιά 

ςχετίηεται με τον μζγιςτο αρικμό παλμϊν ςτα άτομα που νοςοφν. 

 

 
Διάγραμμα 3.29: Θθκογράμματα για τθ χολθςτερίνθ 

 

 
Διάγραμμα 3.30: Θθκογράμματα για το μζγιςτο αρικμό 

παλμϊν 
 

Από το Πίνακα 3.19 παρατθροφμε ότι θ p-value για το t-test τθσ φφεςθσ του τμιματοσ ST του 

θλεκτροκαρδιογραφιματοσ είναι μικρότερθ του 0,01 οπότε απορρίπτουμε τθ μθδενικι 

υπόκεςθ και καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι ο δειγματικόσ μζςοσ τθσ φφεςθσ του τμιματοσ 

ST για τα άτομα που πάςχουν από καρδιοπάκεια δεν είναι ίςοσ με το δειγματικό μζςο των 

ατόμων που δεν εμφανίηουν τθ νόςο. Άλλα ςυμπεράςματα που κα μποροφςαμε να βγάλουμε 

από τον Πίνακα 3.19 είναι ότι τα άτομα που εμφανίηουν μεγαλφτερθ φφεςθ του τμιματοσ ST 

πάςχουν περιςςότερο από καρδιοπάκεια από ότι τα υπόλοιπα. Ο μζςοσ όροσ τθσ φφεςθσ του 

τμιματοσ ST ςτα άτομα που πάςχουν είναι ίςοσ με 1,52 ενϊ αυτϊν που δεν νοςοφν είναι 0,57. 

Σο τελευταίο μπορεί να γίνει φανερό και ςτο Διάγραμμα 3.31 το οποίο περιλαμβάνει δφο 

κθκογράμματα εκ των οποίων το αριςτερά αναφζρεται ςτθν φφεςθ του τμιματοσ ST για τα 
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άτομα που είναι υγιι και το δεξιά ςχετίηεται με τθν φφεςθ του τμιματοσ ST ςτα άτομα που 

νοςοφν. 

Σζλοσ παρατθροφμε ότι θ p-value για το t-test τθσ τελευταίασ ποςοτικισ μεταβλθτισ είναι 

μικρότερθ του 0,01 οπότε απορρίπτουμε τθ μθδενικι υπόκεςθ και καταλιγουμε ςτο 

ςυμπζραςμα ότι ο δειγματικόσ μζςοσ των αγγείων για τα άτομα που πάςχουν από 

καρδιοπάκεια δεν είναι ίςοσ με το δειγματικό μζςο των ατόμων που δεν εμφανίηουν τθ νόςο. 

Άλλα ςυμπεράςματα που κα μποροφςαμε να βγάλουμε από τον Πίνακα 3.19 είναι ότι τα 

άτομα με μεγαλφτερο αρικμό κφριων χρωματιςμζνων αγγείων εμφανίηουν ςυχνότερα 

καρδιοπάκεια από ότι τα υπόλοιπα και αυτό γιατί ο μζςοσ όροσ χρωματιςμζνων αγγείων των 

αςκενϊν είναι γφρω ςτο 1 ενϊ ο μζςοσ όροσ των χρωματιςμζνων αγγείων των υγιϊν ατόμων 

είναι ςχεδόν μθδενικόσ. Σο τελευταίο μπορεί να γίνει φανερό και ςτο Διάγραμμα 3.32  το 

οποίο περιλαμβάνει δφο κθκογράμματα εκ των οποίων το αριςτερά αναφζρεται ςτα 

χρωματιςμζνα αγγεία για τα άτομα που είναι υγιι και το δεξιά ςχετίηεται με τα χρωματιςμζνα 

αγγεία ςτα άτομα που νοςοφν. 

 

 
Διάγραμμα 3.31: Θθκογράμματα για τθν φφεςθ του 

τμιματοσ ST ςτο θλεκτροκαρδιογράφθμα 
 
 

 
Διάγραμμα 3.32: Θθκογράμματα για τον αρικμό των 

κφριων αγγείων που χρωματίηονται 
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3.4.3 Προςαρμογι του μοντζλου 
Για τθν προςαρμογι του μοντζλου ςτα δεδομζνα κα χρθςιμοποιιςουμε τθν πρϊτθ ομάδα 

δεδομζνων, δθλαδι το heart-train. Επειδι ςτα δεδομζνα ζχουμε και κατθγορικζσ μεταβλθτζσ 

εκ των οποίων οριςμζνεσ ζχουν περιςςότερεσ από δφο κατθγορίεσ θ R καταςκευάηει αυτόματα 

ψευδομεταβλθτζσ για τθν προςαρμογι του μοντζλου. Οι ψευδομεταβλθτζσ που 

δθμιουργικθκαν αφοροφν τισ εξισ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ: τον πόνο ςτο ςτικοσ “ChestPain”, 

τα αποτελζςματα του θλεκτροκαρδιογραφιματοσ “RestECG”, τθν κλίςθ του τμιματοσ ST του 

θλεκτροκαρδιογραφιματοσ ςε δοκιμαςία κοπϊςεωσ “Slope” και το είδοσ του ελαττϊματοσ 

“Thal”. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ R επιλζγει ςαν κατθγορία αναφοράσ τθν πρϊτθ κατθγορία 

κάκε μεταβλθτισ. ΢τον Πίνακα 3.20 παρουςιάηονται οι ψευδομεταβλθτζσ αυτζσ. 
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Πίνακασ 3.20: Πίνακασ με τισ ψευδομεταβλθτζσ των κατθγορικϊν μεταβλθτϊν 

 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν εξισ εντολι ςτθν R, 

fit<-glm(y1~Age1+Sex1+factor(ChestPain1)+RestBP1+Chol1+factor(Fbs1)+factor(RestECG1) 
+MaxHR1+factor(ExAng1)+Oldpeak1+factor(Slope1)+Ca1+factor(Thal1) , family=binomial) 
summary(fit1) 

 



59 
 

λαμβάνουμε τα αποτελζςματα του Πίνακα 3.21 για τθν προςαρμογι του μοντζλου λογιςτικισ 

παλινδρόμθςθσ με τθ ςυνάρτθςθ ςφνδεςθσ logit: 

              

 ΢υντελεςτισ Μοντζλου Συπικό ΢φάλμα p-value ελζγχου Wald 
΢τακερόσ όροσ -2.789294 3.312933 0.399821 

     -0.012085 0.028966 0.676529 

     1.765105 0.605657 0.003564  

            -2.105081 0.629647 0.000828 

            -0.826382 0.599186 0.167841 

            -2.210388 0.769771 0.004085  

        0.024054 0.012698 0.058178  

      -0.001389 0.004961 0.779490 

      -1.145223 0.841552 0.173562 

          0.788324 2.456855 0.748311 

          0.578671 0.445438 0.193908 

       -0.018887 0.013512 0.162179 

        0.914426 0.550263 0.096553  

         0.501812 0.274583 0.067619  

        0.789194 0.568249 0.164888 

        0.163830 1.085539 0.880038 

    1.163498 0.314417 0.000215 

       0.530894 1.045724 0.611677 

       1.769531 1.033020 0.086718  

Πίνακασ 3.21: Πίνακασ αποτελεςμάτων για τθν προςαρμογι του μοντζλου που περιζχει όλεσ τισ 
μεταβλθτζσ 

 

Από τα αποτελζςματα του Πίνακα 3.21 παρατθροφμε από τισ p-τιμζσ των ελζγχων Wald ότι οι 

μεταβλθτζσ          1  και    1 είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ με p<0.001 και οι μεταβλθτζσ  

   1               1  είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ με p<0.01. Επομζνωσ καταλιγουμε ςτο 

ςυμπζραςμα ότι οι μεταβλθτζσ Sex και Ca είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ. 

 Όςον αφορά τισ κατθγορίεσ τθσ κατθγορικισ μεταβλθτισ ChestPain παρατθροφμε ότι δφο εκ 

των τριϊν κατθγοριϊν είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ ενϊ θ τρίτθ κατθγορία δεν είναι ςτατιςτικά 

ςθμαντικι. Είχαμε άλλωςτε μία ζνδειξθ ότι θ μεταβλθτι ChestPain κα είναι ςτατιςτικά 

ςθμαντικι από τον    ζλεγχο. Για να μθν χάςουμε τθ ςθμαντικότθτα που εμπεριζχουν οι δφο 

ςτατιςτικά ςθμαντικζσ κατθγορίεσ τθσ μεταβλθτισ ChestPain κα διατθριςουμε ςτο μοντζλο 

και τισ τρεισ κατθγορίεσ τθσ μεταβλθτισ αυτισ. Οι ποςοτικζσ μεταβλθτζσ Age, RestBP, Chol, 

MaxHR και Oldpeak είναι ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ. Ακόμα οι κατθγορικζσ μεταβλθτζσ Fbs, 

RestECG, ExAng, Slope και Thal δεν είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ αφοφ καμία από τισ 

κατθγορίεσ τουσ δεν φαίνεται να χρειάηεται ςτο μοντζλο ςφμφωνα με τα αποτελζςματα των 
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ελζγχων Wald. Για τισ κατθγορικζσ μεταβλθτζσ Fbs και RestECG είχαμε ζνδειξθ ότι μάλλον δεν 

κα τισ χρθςιμοποιιςουμε ςτο τελικό μοντζλο αφοφ ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο οι τιμζσ 

τθσ p-value του    μασ υπζδειξαν ότι αυτζσ οι δφο μεταβλθτζσ δεν ςχετίηονται με τθν 

εξαρτθμζνθ κατθγορικι μεταβλθτι.   

Θ τιμι τθσ deviance για το μοντζλο που περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ, δθλαδι για το μοντζλο 

που προςαρμόηεται, είναι 144.95 με 204 βακμοφσ ελευκερίασ (Residual deviance), ενϊ θ 

deviance του μοντζλου που περιζχει μόνο το ςτακερό όρο είναι 308.39 με 222 βακμοφσ 

ελευκερίασ (Null deviance). Σζλοσ θ τιμι για το κριτιριο AIC είναι 182.95. Τπενκυμίηουμε ότι 

μικρότερεσ τιμζσ του AIC υποδεικνφουν καλφτερο μοντζλο. 

΢υμπεραίνουμε λοιπόν ότι ενϊ δεν είναι όλεσ οι μεταβλθτζσ ςτατιςτικά ςθμαντικζσ όπωσ 

προζκυψε από τον ζλεγχο του Wald, θ παρουςία όλων ςτο μοντζλο φαίνεται να βελτιϊνει τθν 

προςαρμογι του. Αυτό άλλωςτε γίνεται φανερό από τθν τιμι τθσ ελεγχοςυνάρτθςθσ deviance, 

θ οποία λαμβάνει πολφ μικρότερθ τιμι ςτο μοντζλο που περιλαμβάνει όλεσ τισ μεταβλθτζσ 

κακϊσ είναι ίςθ με 144,95 ςε ςχζςθ με τθν τιμι τθσ deviance ςτο μοντζλο που περιλαμβάνει 

μόνο τον ςτακερό όρο και είναι ίςθ με 308,39.  

Σα ςυμπεράςματα που βγάλαμε από τον Πίνακα 3.21 φαίνεται να ςυμπίπτουν με τα 

αποτελζςματα που προκφπτουν χρθςιμοποιϊντασ τα 95% διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ των 

παραμζτρων του μοντζλου. Σα αποτελζςματα αυτά παρουςιάηονται ςτον Πίνακα 3.22 και 

προζκυψαν εκτελϊντασ τθν εξισ εντολι ςτθν R: 

confint(fit) 
 

Παρατθροφμε ότι τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τθν θλικία,  τθν πίεςθ,  τθν χολθςτερίνθ,  

το ςάκχαρο, το μζγιςτο αρικμό καρδιακϊν παλμϊν, τον πόνο ςτο ςτικοσ κατά τθν άςκθςθ και 

τθν φφεςθ του τμιματοσ ST περιζχουν το μθδζν. Ακόμα, τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ και ςτισ 

δφο κατθγορίεσ των κατθγορικϊν μεταβλθτϊν που αφοροφν τα αποτελζςματα του 

θλεκτροκαρδιογραφιματοσ, τθν κλίςθ τθσ ST και το είδοσ του ελαττϊματοσ περιζχουν το 

μθδζν. Θ φπαρξθ του μθδζν ςτα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ ςε όλεσ τισ παραπάνω μεταβλθτζσ 

υποδεικνφει ότι αυτζσ είναι ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ όπωσ άλλωςτε είχαμε διαπιςτϊςει και 

νωρίτερα από τον Πίνακα 3.21. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι και μία κατθγορία τθσ 

ψευδομεταβλθτισ ChestPain περιζχει ςτο διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ τθσ τθν τιμι μθδζν χωρίσ 

όμωσ να κακιςτά όλθ τθν κατθγορικι μεταβλθτι ChestPain μθ ςθμαντικι. 
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       2.5 %       97.5 % 
΢τακερόσ όροσ -9,4145 3,6817 

     -0,0696 0,0448 

     0,6252     3,0194 

            -3,4180 -0,9243 

            -2,0411 0,3291 

            -3,8037     -0,7545 

        -0,0002 0,0498 

      -0,0116 0,0078 

      -2,8781 0,4280 

          -3,0997 5,3721 

          -0,2860 1,4722 

       -0,0467 0,0068 

        -0,1650 2,0098 

         -0,0201 1,0658 

        -0,3182 1,9273 

        -2,1079 2,2046 

    0,5887       1,8302 

       -1,6045 2,5677 

       -0,3372 3,7914 

Πίνακασ 3.22:  95% διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τουσ ςυντελεςτζσ του μοντζλου που περιζχει όλεσ 
τισ μεταβλθτζσ 

 

Για να εξάγουμε αποτζλεςμα αν το μοντζλο που προςαρμόςαμε μπορεί να κεωρθκεί ωσ ζνα 

καλό εναλλακτικό μοντζλο ζναντι του κορεςμζνου ελζγχουμε τθν τιμι p του ελζγχου για τθ 

ςθμαντικότθτα του που ιςοφται με P(   144  5)= 0.9993845 τθσ κατανομισ    με 204 

βακμοφσ ελευκερίασ. Θ τιμι αυτι αποτελεί μία καλι ζνδειξθ προςαρμογισ του μοντζλου ςτα 

δεδομζνα και δίνεται από τθν ακόλουκθ εντολι ςτθν R: 

1-pchisq(fit$deviance, fit$df.residual) 

 

Θ ελεγχοςυνάρτθςθ deviance δεν μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για τθν ςφγκριςθ του 

προςαρμοςμζνου μοντζλου με το κορεςμζνο αλλά θ διαφορά των ςυναρτιςεων deviance 

μπορεί να εφαρμοςτεί  ανάμεςα ςε δφο εμφωλευμζνα μοντζλα ϊςτε να ελζγξουμε ποιο από 

τα δφο είναι καταλλθλότερο. Θ τεχνικι αυτι χρθςιμοποιικθκε για να ςυγκρίνουμε ζνα 

μοντζλο το οποίο περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ με ζνα καινοφργιο μοντζλο από το οποίο 

απουςίαηε μία μεταβλθτι κάκε φορά. Ζτςι ςτθν πρϊτθ ςειρά του Πίνακα 3.22 ςυγκρίνουμε το 

μοντζλο που περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ με το μοντζλο από το οποίο λείπει θ μεταβλθτι  

“Age”. Αντίςτοιχα, ςτθν δεφτερθ γραμμι του Πίνακα 3.22 ςυγκρίνουμε το μοντζλο που 

περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ με το μοντζλο από το οποίο λείπει θ μεταβλθτι ‘’Sex” και οφτω 

κάκε εξισ. Ο ζλεγχοσ που πραγματοποιείται ζχει ωσ μθδενικι υπόκεςθ   : ιςχφει το μοντζλο 
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   με    το μοντζλο που δεν περιλαμβάνει μία μεταβλθτι και εναλλακτικι υπόκεςθ   : 

ιςχφει το μοντζλο    το οποίο περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ. Ζτςι αν θ τιμι p του ελζγχου είναι 

αρκετά μικρι απορρίπτουμε τθν μθδενικι υπόκεςθ οπότε το μοντζλο με όλεσ τισ μεταβλθτζσ 

είναι προτιμότερο από το μοντζλο που του λείπει θ μία μεταβλθτι. 

Οι εντολζσ που χρθςιμοποιικθκαν για τθν καταςκευι του Πίνακα 3.22 παρουςιάηονται ςτθ 

ςυνζχεια. Πιο ςυγκεκριμζνα για τον υπολογιςμό των AIC καταςκευάςαμε 13 μοντζλα 

αφαιρϊντασ από το αρχικό μοντζλο μία διαφορετικι μεταβλθτι κάκε φορά. Για παράδειγμα 

το πρϊτο μοντζλο fit1 είναι ίδιο με το αρχικό δθλαδι με το fit με τθ μόνθ διαφορά ότι ζχουμε 

αφαιρζςει τθν μεταβλθτι “Age” και δίνεται με τθν εξισ εντολι: 

fit1<-glm(y1~Sex1+factor(ChestPain1)+RestBP1+Chol1+factor(Fbs1)+factor(RestECG1) 
+MaxHR1 +factor(ExAng1) +Oldpeak1+factor(Slope1)+Ca1+factor(Thal1) , family=binomial) 

 

΢τθν ςυνζχεια για τον υπολογιςμό τθσ διαφοράσ τθσ deviance ανάμεςα ςτα δφο εμφωλευμζνα 

μοντζλα και τθσ τιμισ p του ελζγχου χρειαςτικαμε τισ εξισ εντολζσ: 

ddev1<-fit1$deviance-fit$deviance 
p-value<-1-pchisq(ddev1,2) 

 

Μεταβλητό που 
αφαιρεύται 

AIC Μεταβολό τησ 
deviance 

p-value 

Age 181,12 0,174 0,917 

Sex 190,46 9,510 0,009 

ChestPain 193,15 16,205 0,0003 

RestBP 184,70 3,754 0,153 

Chol 181,03 0,079 0,961 

Fbs 182,93 1,985 0,371 

RestECG 180,72 1,77 0,412 

MaxHR 183,00 2,048 0,359 

ExAng 183,71 2,763 0,251 

Oldpeak 184,49 3,544 0,170 

Slope 181,13 2,180 0,336 

Ca 198,79 17,839 0,0001 

Thal 186,99 8,039 0,018 
Πίνακασ 3.22: Πίνακασ μεταβολισ τθσ deviance για το μοντζλο που περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ 
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Από τον Πίνακα 3.22 παρατθροφμε ότι θ p-value του ελζγχου λαμβάνει τιμι μικρότερθ του 

0,001 για τον ζλεγχο που ςυγκρίνει το μοντζλο από το οποίο ζχουμε αφαιρζςει τθ μεταβλθτι 

“ChestPain” με το μοντζλο που περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ. Σο ίδιο ακριβϊσ ςυμβαίνει και 

για τθ μεταβλθτι  “Ca”.  Όςον αναφορά τθ p-value του ελζγχου που ςυγκρίνει το μοντζλο από 

το οποίο ζχουμε αφαιρζςει τθ μεταβλθτι “Sex” με το μοντζλο που περιλαμβάνει όλεσ τισ 

μεταβλθτζσ φανερό γίνεται ότι λαμβάνει τιμι μικρότερθ του 0,01. Σελικά για τισ τρεισ 

παραπάνω μεταβλθτζσ ιςχφει ότι απορρίπτουμε τθν μθδενικι υπόκεςθ του    ελζγχου οπότε 

δεν προτιμάμε κανζνα από τα τρία μοντζλα από τα οποία λείπει κάποια από τισ τρεισ αυτζσ 

μεταβλθτζσ. Θ διαπίςτωςθ αυτι ζρχεται ςε ςυμφωνία με τον ζλεγχο του Wald   που κάναμε 

παραπάνω και υπζδειξε ότι οι μεταβλθτζσ “Sex”, “ChestPain” και “Ca” είναι ςτατιςτικά 

ςθμαντικζσ. 

Ακόμα, όπωσ ιταν αναμενόμενο θ μεταβολι τθσ deviance μεταξφ δφο εμφωλευμζνων 

μοντζλων είναι πάντα κετικι αφοφ το    είναι μεγαλφτερο από το    και αυτό γιατί το 

μοντζλο    περιζχει λιγότερεσ μεταβλθτζσ από το    επομζνωσ κα ζχει μεγαλφτερθ απόκλιςθ 

από το κορεςμζνο μοντζλο από ότι το   . Μεγάλεσ τιμζσ ςτθ διαφορά τθσ deviance οδθγοφν 

ςε απόρριψθ τθσ μθδενικισ υπόκεςθσ. Σο παραπάνω ζχει ωσ αποτζλεςμα να μθν ιςχφουν τα  

μοντζλα από τα οποία ζχουμε αφαιρζςει τισ μεταβλθτζσ “Sex”, “ChestPain” και “Ca”, πράγμα 

αναμενόμενο αφοφ όπωσ ζχουμε διαπιςτϊςει πολλζσ φορζσ μζχρι τϊρα αυτζσ οι μεταβλθτζσ 

είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ άρα δεν πρζπει να λείπουν από το τελικό μοντζλο. 

Σζλοσ, από τον Πίνακα 3.22 μποροφμε να ςυμπεράνουμε ποιεσ από τισ ανεξάρτθτεσ 

μεταβλθτζσ είναι περιςςότερο ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ από τισ υπόλοιπεσ. Θ διαπίςτωςθ 

αυτι κα γίνει παρατθρϊντασ ποιεσ μεταβλθτζσ ζχουν μεγάλθ τιμι για τθν p-value του    

ελζγχου. Οι μεταβλθτζσ αυτζσ είναι οι εξισ: “Age”, “Chol”, “Fbs”, “RestECG”και “Slope” οι 

οποίεσ και είναι ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ όπωσ και οι  “RestBP”, “MaxHR”, “Oldpeak”, “Thal” 

και “ExAng” οι οποίεσ είναι οριακά ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ. Ζνα ακόμα κριτιριο για να 

αποφαςίςουμε ποιεσ μεταβλθτζσ δεν χρειάηονται ςτο τελικό μασ μοντζλο είναι να 

ςυγκρίνουμε το AIC του κακενόσ νζου μοντζλου που δεν περιζχει κάκε φορά μία μεταβλθτι με 

το AIC του μοντζλου που περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ και λαμβάνει τθν τιμι 182,95. 

Προτιμότερα είναι τα μοντζλα ςτα οποία το κριτιριο AIC λαμβάνει μικρζσ τιμζσ. Παρατθροφμε 

ότι το AIC μειϊνεται (δθλαδι λαμβάνει τιμι μικρότερθ του 182,95 που είναι το AIC του 

μοντζλου που περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ) ςτα μοντζλα από τα οποία ζχουμε αφαιρζςει τισ 

μεταβλθτζσ “Age”, “Chol”, “Fbs” , “RestECG”,  και “Slope”, ενϊ ςε όλα τα υπόλοιπα αυξάνεται. 

Άρα οι μεταβλθτζσ αυτζσ είναι πολφ πικανόν ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ και δεν κα μασ 

χρειαςτοφν ςτο τελικό μοντζλο. 

Εν τζλει, οι μεταβλθτζσ που είναι ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ είναι οι εξισ: “Age”, “Chol”, “Fbs”, 

“RestECG” και “Slope” ενϊ οι μεταβλθτζσ που είναι οριακά ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ είναι οι 
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τρεισ ακόλουκεσ: “RestBP”,“Oldpeak”, “ExAng”, “MaxHR” και “Thal”. Ζτςι λοιπόν 

αποφαςίηουμε να αφαιρζςουμε τισ πζντε μεταβλθτζσ που είναι μθ ςθμαντικζσ και να 

ξαναπροςαρμόςουμε το μοντζλο που πλζον κα περιζχει τισ τρεισ μεταβλθτζσ που είναι 

ςτατιςτικά ςθμαντικζσ δθλαδι τισ: “Sex”, “ChestPain” και “Ca”  και τισ άλλεσ πζντε μεταβλθτζσ 

που είναι οριακά ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ. Για τθν προςαρμογι του μοντζλου  αυτοφ 

χρθςιμοποιιςαμε τθν εξισ εντολι: 

fit71<-glm (y1 ~Sex1 +factor(ChestPain1) + factor(ExAng1) +RestBP1+ Oldpeak1 +Ca1 +MaxHR1 
+factor(Thal1) , family=binomial) 
 

 

Και λάβαμε τα αποτελζςματα του Πίνακα 3.23 που παρατίκεται ςτθν ςυνζχεια 

 ΢υντελεςτισ   
Μοντζλου 

Συπικό ΢φάλμα p-value του       
ελζγχου Wald 

΢τακερόσ όροσ -2.60913 2.34846 0.266570 

     1.72589 0.55606 0.001911 

            -2.15135 0.59978 0.000335 

            -1.06657 0.57851 0.065235 

            -2.21145 0.73888 0.002763 

        0.02262 0.01153 0.049839 

       0.62190 0.24037 0.009675 

        0.97277 0.26463 0.000237 

         0.50821 0.99505 0.609538 

    1.73395 0.98559 0.078527 

       -0.02081 0.01112 0.061348 

       0.82985 0.52766 0.115786 

Πίνακασ 3.23: Πίνακασ αποτελεςμάτων προςαρμογισ του μοντζλου που περιζχει τισ ςτατιςτικά 
ςθμαντικζσ μεταβλθτζσ και τισ οριακά ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ 

 

Θ τιμι για το κριτιριο AIC ςτο νζο μοντζλο είναι ίςθ με 174,9 δθλαδι αρκετά μικρότερθ από 

τθν τιμι του AIC για το μοντζλο που περιλαμβάνει όλεσ τισ μεταβλθτζσ που ιταν ίςο με 

182,95. Από τα παραπάνω βγάηουμε το ςυμπζραςμα ότι το καινοφργιο μοντζλο είναι πιο 

κατάλλθλο για τθν περιγραφι των δεδομζνων ςε ςχζςθ με το αρχικό. 

Από τισ p-value των ελζγχων Wald ςτον Πίνακα 3.23, παρατθροφμε ότι θ μεταβλθτι  “ExAng” 

και  μία κατθγορία τθσ μεταβλθτισ “ChestPain” είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ με p<0,001. Ακόμα 

οι μεταβλθτζσ “Sex” και “MaxHR” όπωσ και μία κατθγορία τθσ “ChestPain” είναι επίςθσ 

ςτατιςτικά ςθμαντικζσ.  
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Σα ςυμπεράςματα που βγάλαμε από τον Πίνακα 3.23 φαίνεται να ςυμπίπτουν με τα 

αποτελζςματα που προκφπτουν χρθςιμοποιϊντασ τα 95% διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ των 

παραμζτρων του μοντζλου. Σα 95% διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ παρουςιάηονται ςτον Πίνακα 

3.24. 

 

 2.5 %          97.5 % 
΢τακερόσ όροσ -7,3596358943 1,9153988315 

     0,6794956433 2,8772109206 

            -3,3980454782 -1,0239442038 

            -2,2426075017 0,0448055897 

            -3,7402653972 -0,8120077367 

        0,0005310855 0,0461130481 

       0,1702426087 1,1207560607 

        0,4810580349 1,5248499576 

         -1,5100204218 2,4456809904 

    -0,2673741413 3,6597324451 

       -0,0437081305 0,0002528231 

       -0,2092026488 1,8762250786 

Πίνακασ 3.24: 95% διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τουσ ςυντελεςτζσ του μοντζλου  περιζχει τισ 
ςτατιςτικά ςθμαντικζσ μεταβλθτζσ και τισ οριακά ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ 

 

Παρατθροφμε ότι τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τισ μεταβλθτζσ “Ca”, “Oldpeak”, “Thal” 

και για μία  κατθγορία τθσ “ChestPain” περιζχουν το μθδζν. Θ φπαρξθ του μθδζν ςτα 

διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ ςε όλεσ τισ παραπάνω μεταβλθτζσ υποδεικνφει ότι αυτζσ είναι 

ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ όπωσ άλλωςτε είχαμε διαπιςτϊςει και νωρίτερα από τον Πίνακα 

3.23. Ακόμα τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τισ μεταβλθτζσ “Sex”, “RestBP”, “MaxHR”, 

“ExAng” και για δφο κατθγορίεσ τθσ “ChestPain” δεν περιζχουν το μθδζν άρα είναι 

ςτατιςτικά ςθμαντικζσ. 

Ο ζλεγχοσ με τθ χριςθ τθσ μεταβολισ τθσ deviance μπορεί να χρθςιμοποιθκεί και για αυτό 

το μοντζλο. Θ τεχνικι αυτι χρθςιμοποιικθκε για να ςυγκρίνουμε το μοντζλο που δεν 

περιζχει τισ μεταβλθτζσ: “Age”, “Chol”, “Fbs”, “RestECG” και “Slope” με ζνα καινοφργιο 

μοντζλο από το οποίο απουςίαηε μία διαφορετικι μεταβλθτι κάκε φορά. Ζτςι ςτθν πρϊτθ 

ςειρά του Πίνακα 3.25 ςυγκρίνουμε το νζο μοντζλο με το μοντζλο από το οποίο λείπει θ 

μεταβλθτι  “Sex”. Αντίςτοιχα, ςτθν δεφτερθ γραμμι του Πίνακα 3.25 ςυγκρίνουμε το νζο 

μοντζλο με το μοντζλο από το οποίο λείπει θ μεταβλθτι ‘’ChestPain” και οφτω κάκε εξισ.  
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Μεταβλητό που 
αφαιρεύται 

AIC Μεταβολό τησ 
deviance 

p-value 

Sex 183,74 10,853 0,004 

ChestPain 186,97 18,078 <0,001 

RestBP 176,92 4,031 0,133 

MaxHR 176,64 3,748 0,153 

ExAng 175,35 2,461 0,292 

Oldpeak 180,35 7,459 0,024 

Ca 189,26 16,370 <0,001 

Thal 179,41 8,522 0,014 
Πίνακασ 3.25: Πίνακασ τθσ μεταβολισ τθσ deviance για το μοντζλο που περιζχει τισ ςτατιςτικά 

ςθμαντικζσ μεταβλθτζσ και τισ οριακά ςτατιςτικά μθ ςθμαντικζσ 

 

Θ τιμι του κριτθρίου AIC για το νζο μοντζλο δθλαδι αυτό που περιζχει τισ ςτατιςτικά 

ςθμαντικζσ μεταβλθτζσ και τισ οριακά μθ ςθμαντικζσ ιταν ίςθ με 174,9. Όπωσ αναφζραμε 

και νωρίτερα για να πάρουμε ζνα ακόμα πιο κατάλλθλο μοντζλο ιδανικά κα κζλαμε μία 

μείωςθ τθσ τιμισ του AIC. Παρόλα αυτά παρατθροφμε ότι οποιαδιποτε και από τισ 8 

εναπομζνουςεσ μεταβλθτζσ και αν αφαιρζςουμε θ τιμι του AIC δεν κα ςθμειϊςει κάποια 

μείωςθ, αντικζτωσ κα αυξθκεί. Σα παραπάνω μασ οδθγοφν ςτο ςυμπζραςμα ότι και οι οκτϊ 

μεταβλθτζσ δθλαδι οι: “Sex”, “ChestPain”, “RestBP”, “MaxHR”, “ExAng”, “Oldpeak”, “Ca” και 

“Thal” είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ (άλλεσ λιγότερο και άλλεσ περιςςότερο) και κα μασ 

χρειαςτοφν ςτο τελικό μασ μοντζλο. ΢υνεπϊσ το καταλλθλότερο μοντζλο που 

προςαρμόςαμε για τθν περιγραφι των δεδομζνων μασ είναι το fit71.  

 

3.4.4 Διαδικαςία τθσ διαδοχικισ αφαίρεςθσ  
Μία εναλλακτικι μζκοδοσ για να καταλιξουμε ςτο καταλλθλότερο μοντζλο για τθν 

περιγραφι των δεδομζνων μασ μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τα διαδικαςία τθσ 

διαδοχικισ αφαίρεςθσ (backward elimination). ΢φμφωνα με τθ διαδικαςία αυτι 

προςαρμόηεται ζνα μοντζλο το οποίο περιζχει όλεσ τισ μεταβλθτζσ και ςε κάκε βιμα 

αφαιρείται θ μεταβλθτι που είναι περιςςότερο ςτατιςτικά μθ ςθμαντικι. Σο μοντζλο ςτο 

οποίο καταλιγει θ διαδικαςία τθσ διαδοχικισ αφαίρεςθσ είναι το τελικό μοντζλο από το 

οποίο δεν μποροφμε να αφαιρζςουμε άλλεσ μεταβλθτζσ κακϊσ όςεσ ζχουν μείνει είναι 

ςτατιςτικά ςθμαντικζσ. 
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Θ εντολι με τθ βοικεια τθσ οποίασ πραγματοποιιςαμε τθ διαδικαςία τθσ διαδοχικισ 

αφαίρεςθσ είναι θ ακόλουκθ: 

step(fit, direction="backward", test="Chisq") 

 

΢τον Πίνακα 3.26 παρουςιάηονται τα αποτελζςματα τθσ διαδοχικισ αφαίρεςθσ για το 

μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθ 

Μεταβλθτι που 
κα αφαιρεκεί 

Βακμοί 
Ελευκερίασ 

Deviance AIC Σιμι   ελζγχου λόγου 
πικανοφανειϊν 

p-value     
ελζγχου 

RestECG1 2 146,72 180,72 1,7724 0,412221 

Chol1 1 145,03 181,03 0,0797 0,777711 

Age1 1 145,12 181,12 0,1744 0,676274 

Slope1 2 147,13 181,13 2,1802 0,336175 

Fbs1 1 146,94 182,94 1,9855 0,158815 

Καμία  144,95 182,95   

MaxHR1 1 147,00 183,00 2,0478 0,152423 

ExAng1 1 147,71 183,71 2,7629 0,096471 

Oldpeak1 1 148,49 184,49 3,5438 0,059768 

RestBP1 1 148,70 184,70 3,7538 0,052689 

Thal1 2 152,99 186,99 8,0391 0,017961 

Sex1 1 154,46 190,46 9,5100 0,002044 

ChestPain1 3 161,16 193,16 16,2054 0,001029 

Ca1 1 162,79 198,79 17,8390 <0,001 

Πίνακασ 3.26: Πίνακασ αποτελεςμάτων για backward elimination για το μοντζλο τθσ λογιςτικισ 
παλινδρόμθςθσ 

Από τον Πίνακα 3.26 παρατθροφμε ότι όταν αφαιροφμε τθ μεταβλθτι “RestECG” από το 

μοντζλο, το μοντζλο βελτιϊνεται αφοφ μειϊνεται θ τιμι του κριτθρίου AIC. Ακόμα θ p-value 

του ελζγχου των πικανοφανειϊν είναι μεγάλθ οπότε μποροφμε να αφαιρζςουμε τθ μεταβλθτι 

“RestECG” από το μοντζλο. Θ τιμι για το AIC του βιματοσ αυτοφ είναι ίςθ με 180,72 

Ζτςι περνάμε ςτο επόμενο βιμα τθσ διαδικαςίασ το οποίο παρατίκεται ςτον Πίνακα 3.27. 
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Μεταβλθτι που 
κα αφαιρεκεί 

Βακμοί 
Ελευκερίασ 

Deviance AIC Σιμι   ελζγχου λόγου 
πικανοφανειϊν 

p-value     
ελζγχου 

Chol1 1 146,74 178.74                  0,0140 0,9058441 

Age1 1 146,81 178,81 0,0837 0,7722907 

Slope1 2 149,13 179,13 2,4121 0,2993844 

Fbs1 1 148,56 180,56 1,8340 0,1756573 

MaxHR1 1 148,59 180,59 1,8693 0,1715528 

Καμία  146,72 180,72   

ExAng1 1 149,20 181,20 2,4802 0,1152881 

Oldpeak1 1 150,15 182,15 3,4256 0,0641922 

RestBP1 1 151,16 183,16 4,4423 0,0350584 

Thal1 2 154,27 184,27 7,5454 0,0229894 

Sex1 1 157,63 189,63 10,9054 <0,001 

ChestPain1 3 162,79 190,79 16,0705 0,0010969 

Ca1 1 164,47 196,47 17,7493 <0,001 

Πίνακασ 3.27: Πίνακασ αποτελεςμάτων του δεφτερου βιματοσ τθσ backward elimination για το 
μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 

 

Από τον Πίνακα 3.27 παρατθροφμε ότι όταν αφαιροφμε τθ μεταβλθτι “Chol” από το μοντζλο, 

το μοντζλο βελτιϊνεται αφοφ μειϊνεται θ τιμι του κριτθρίου AIC και θ ελεγχοςυνάρτθςθ 

deviance παρουςιάηει πολφ μικρι αφξθςθ. Ακόμα θ p-value του ελζγχου των πικανοφανειϊν 

είναι μεγάλθ οπότε μποροφμε να αφαιρζςουμε τθ μεταβλθτι “Chol” από το μοντζλο. Θ τιμι 

για το AIC του βιματοσ αυτοφ είναι ίςθ με 178,74. 

Ακολοφκωσ, περνάμε ςτο επόμενο βιμα τθσ διαδικαςίασ το οποίο παρατίκεται ςτον Πίνακα 

3.28. 

Μεταβλθτι που 
κα αφαιρεκεί 

Βακμοί 
Ελευκερίασ 

Deviance AIC Σιμι   ελζγχου λόγου 
πικανοφανειϊν 

p-value         
ελζγχου 

Age1 1 146,83 176,83 0,0916 0,7621788 

Slope1 2 149,14 177,14 2,4006 0,3011010 

Fbs1 1 148,58 178,58 1,8400 0,1749490 

MaxHR1 1 148,63 178,63 1,8959 0,1685401 

Καμία  146,74 178,74   

ExAng1 1 149,21 179,21 2,4739 0,1157531 

Oldpeak1 1 150,15 180,15 3,4138 0,0646533 

RestBP1 1 151,17 181,17 4,4368 0,0351728 

Thal1 2 154,28 182,28 7,5408 0,0230423 

Sex1 1 157,93 187,93 11,1912 <0,001 

ChestPain1 3 162,81 188,81 16,0770 0,0010935 

Ca1 1 164,47 194,47 17,7367 <0,001 

Πίνακασ 3.28: Πίνακασ αποτελεςμάτων του τρίτου βιματοσ τθσ backward elimination για το μοντζλο 
τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 
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Από τον Πίνακα 3.28 παρατθροφμε ότι όταν αφαιροφμε τθ μεταβλθτι “Age” από το μοντζλο, 

το μοντζλο βελτιϊνεται αφοφ μειϊνεται θ τιμι του κριτθρίου AIC και θ ελεγχοςυνάρτθςθ 

deviance παρουςιάηει τθν μικρότερθ αφξθςθ. Ακόμα θ p-value του ελζγχου των 

πικανοφανειϊν είναι μεγάλθ οπότε μποροφμε να αφαιρζςουμε τθ μεταβλθτι “Age” από το 

μοντζλο. Θ τιμι για το AIC του βιματοσ αυτοφ είναι ίςθ με 176,83. 

΢τθ ςυνζχεια, περνάμε ςτο επόμενο βιμα τθσ διαδικαςίασ το οποίο παρατίκεται ςτον Πίνακα 

3.29. 

Μεταβλθτι που 
κα αφαιρεκεί 

Βακμοί 
Ελευκερίασ 

Deviance AIC Σιμι   ελζγχου λόγου 
πικανοφανειϊν 

p-value         
ελζγχου 

Slope1 2 149,15 175,15 2,3245 0.3127885 

MaxHR1 1 148,71 176,71 1,8831 0,1699837 

Fbs1 1 148,72 176,72 1,8936 0,1687924 

Καμία  146,83 176,83   

ExAng1 1 149,42 177,42 2,5952 0,1071856 

Oldp 1 150,40 178,40 3,5714 0,0587818 

RestBP1 1 151,27 179,27 4,4460 0,0349840 

Thal1 2 154,32 180,32 7,4883 0,0236553 

Sex1 1 159,00 187,00 12,1731 <0,001 

ChestPain1 3 163,27 187,27 16,4430 <0,001 

Ca 1 165,69 193,69 18,8576 <0,001 

Πίνακασ 3.29: Πίνακασ αποτελεςμάτων του τζταρτου βιματοσ τθσ backward elimination για το 
μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 

 

Από τον Πίνακα 3.29 παρατθροφμε ότι όταν αφαιροφμε τθ μεταβλθτι “Slope” από το μοντζλο, 

το μοντζλο βελτιϊνεται αφοφ μειϊνεται θ τιμι του κριτθρίου AIC. Ακόμα θ p-value του 

ελζγχου των πικανοφανειϊν είναι μεγάλθ οπότε μποροφμε να αφαιρζςουμε τθ μεταβλθτι 

“Slope” από το μοντζλο. Θ τιμι για το AIC του βιματοσ αυτοφ είναι ίςθ με 175,15. 

Ακολοφκωσ, περνάμε ςτο πζμπτο βιμα τθσ διαδικαςίασ το οποίο παρατίκεται ςτον Πίνακα 

3.30. 
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Μεταβλθτι που 
κα αφαιρεκεί 

Βακμοί 
Ελευκερίασ 

Deviance AIC Σιμι   ελζγχου λόγου 
πικανοφανειϊν 

p-value         
ελζγχου 

Fbs1 1 150,89 174,89 1,7379 0,1874091 

Καμία    149,15   175,15   

ExAng1 1 151,93 175,93 2,7732 0,0958555 

MaxHR1 1 153,20 177,20 4,0508 0,0441499 

RestBP1 1 153,89 177,89 4,7366 0,0295280 

Thal1 2 157,35 179,35 8,2027 0,0165506 

Oldpeak 1 155,96 179,96 6,8120 0,0090548 

Sex1 1 160,19 184,19 11,0437 <0,001 

ChestPain1 3 165,22 185,22 16,0704 0,0010969 

Ca1 1 166,65 190,65 17,4943 <0,001 

Πίνακασ 3.30: Πίνακασ αποτελεςμάτων του πζμπτου βιματοσ τθσ backward elimination για το 
μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 

 

Από τον Πίνακα 3.30 παρατθροφμε ότι όταν αφαιροφμε τθ μεταβλθτι “Fbs” από το μοντζλο, το 

μοντζλο βελτιϊνεται αφοφ μειϊνεται θ τιμι του κριτθρίου AIC και θ ελεγχοςυνάρτθςθ 

deviance παρουςιάηει τθν μικρότερθ αφξθςθ. Ακόμα θ p-value του ελζγχου των 

πικανοφανειϊν είναι μεγάλθ οπότε μποροφμε να αφαιρζςουμε τθ μεταβλθτι “Fbs” από το 

μοντζλο. Θ τιμι για το AIC του βιματοσ αυτοφ είναι ίςθ με 174,89. 

΢τθ ςυνζχεια, περνάμε ςτο ζκτο βιμα τθσ διαδικαςίασ διαδοχικισ αφαίρεςθσ το οποίο 

παρατίκεται ςτον Πίνακα 3.31. 

 

Μεταβλθτι που 
κα αφαιρεκεί 

Βακμοί 
Ελευκερίασ 

Deviance AIC Σιμι   ελζγχου λόγου 
πικανοφανειϊν 

p-value         
ελζγχου 

Καμία  150,89 174,89   

ExAng1 1 153,35 175,35 2,4611 0,1166968 

MaxHR1 1 154,64 176,64 3,7478 0,0528775 

RestBP1 1 154,92 176,92 4,0311 0,0446700 

Thal1 2 159,41 179,41 8,5220 0,0141085 

Oldpeak1 1 158,35 180,35 7,4590 0,0063119 

Sex1 1 161,74 183,74 10,8534 <0,001 

ChestPain1 3 168,97 186,97 18,0785 <0,001 

Ca1 1 167,26 189,26 16,3695 <0,001 

Πίνακασ 3.31: Πίνακασ αποτελεςμάτων του ζκτου βιματοσ τθσ backward elimination για το μοντζλο 
τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ 

 

Από τα αποτελζςματα του Πίνακα 3.31 ςυμπεραίνουμε ότι όλεσ οι μεταβλθτζσ που απζμειναν 

ςτο μοντζλο είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ και δεν μποροφν να αφαιρεκοφν από το μοντζλο. 



71 
 

Επομζνωσ φτάςαμε ςτο τελικό μασ μοντζλο το οποίο είναι και το καταλλθλότερο. Οι 

ςυντελεςτζσ των ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν παρουςιάηονται ςτον Πίνακα 3.32. 

 

Μεταβλητό Συντελεςτόσ 

Σταθερόσ όροσ -2,6091 
 

     1,7259 

            -2,1514 
 

            -1,0666 
 

            -2,2115 
 

        0,0226 
 

       -0,0208 
 

        0,8299 
 

         0,6219 
 

    0,9728 
 

       0,5082 
 

       1,7340 
 

Πίνακασ 3.32: Πίνακασ για τουσ ςυντελεςτζσ του μοντζλου 

 

Οπότε θ προςαρμοςμζνθ εξίςωςθ παλινδρόμθςθσ κα είναι θ εξισ: 

  .
 ̂

   ̂
/= 1,7259*Sex – 2,1514*        i   – 1,0666*        i   – 2,2115*       i   + 

0,0226*RestBP – 0,0208*MaxHR + 0,8299*       + 0,6219*Oldpeak + 0,9728*Ca + 

0,5082*      + 1,7340*      – 2,6091 

 

 

 



72 
 

3.4.5 Γραφιματα υπολοίπων 
Ζνασ τρόποσ για να εξετάςουμε τθν καταλλθλότθτα του μοντζλου είναι να καταςκευάςουμε 

κάποια διαγνωςτικά γραφιματα. Για τθν καταςκευι των γραφθμάτων αυτϊν είναι 

απαραίτθτοσ ο υπολογιςμόσ των υπολοίπων. Σα υπόλοιπα αυτά είναι τα υπόλοιπα deviance, 

τα υπόλοιπα Pearson και τα υπόλοιπα πικανοφάνειασ αλλά και οι αποςτάςεισ Cook. 

Σα τυποποιθμζνα υπόλοιπα deviance υπολογίςτθκαν χρθςιμοποιϊντασ τθν ακόλουκθ εντολι 

ςτθν R: 

stand.deviance<- rstandard(fit71) 

 

Σα διαγράμματα των τυποποιθμζνων υπολοίπων deviance ωσ προσ τισ προςαρμοςμζνεσ τιμζσ 

όπωσ και τα διαγράμματα των υπολοίπων deviance ςε ςχζςθ με τον αρικμό τθσ παρατιρθςθσ 

   λιφκθκαν με τισ εντολζσ: 

plot(fitted.values(fit71), stand.deviance, ylab="St. res. deviance") 
abline(h=0) 
plot(x1, stand.deviance, ylab="St. res. deviance") 
abline(h=0) 

 

Από το Διάγραμμα 3.33 παρατθροφμε ότι το γράφθμα των τυποποιθμζνων υπολοίπων 
deviance ςε ςχζςθ με τισ προςαρμοςμζνεσ τιμζσ χωρίηεται ςε δφο τμιματα ζνα πάνω από τθν 
ευκεία y=0 και ζνα κάτω από τθν ευκεία y=0. Παρατθροφμε ότι ςτο πάνω τμιμα οι 
προςαρμοςμζνεσ τιμζσ πλθςιάηουν τθν τιμι 1 και ζτςι τα τυποποιθμζνα υπόλοιπα deviance 
τείνουν ςτο μθδζν. Αντίςτοιχα, ςτο κάτω τμιμα οι προςαρμοςμζνεσ τιμζσ πλθςιάηουν τθν τιμι 
0 και ζτςι τα τυποποιθμζνα υπόλοιπα deviance τείνουν πάλι ςτο μθδζν. Θ ςυμπεριφορά των 
υπολοίπων είναι αυτι που περιμζναμε. 

Από τθ γραφικι παράςταςθ των τυποποιθμζνων υπολοίπων ςε ςχζςθ με τθ ςειρά των 
δεδομζνων παρατθροφμε ότι και αυτό χωρίηεται ςε δφο τμιματα. Και ςτα δφο τμιματα θ 
κατανομι των υπολοίπων είναι τυχαία γεγονόσ που ςθμαίνει ότι οι παρατθριςεισ είναι 
ανεξάρτθτεσ και δεν επθρεάηονται από τθ ςειρά με τθν οποία εμφανίηονται ςτο δείγμα.     
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Διάγραμμα 3.33: Συποποιθμζνα υπόλοιπα deviance 

 

 

Σα τυποποιθμζνα υπόλοιπα Pearson υπολογίςτθκαν χρθςιμοποιϊντασ τθν ακόλουκθ εντολι 

ςτθν R: 

stand.pearson<- rstandard(fit71) 

 

Σα διαγράμματα των τυποποιθμζνων υπολοίπων Pearson ωσ προσ τισ προςαρμοςμζνεσ τιμζσ 

όπωσ και τα διαγράμματα των υπολοίπων Pearson ςε ςχζςθ με τον αρικμό τθσ παρατιρθςθσ 

   λιφκθκαν με τισ εντολζσ: 

plot(fitted.values(fit71), stand.pearson, ylab="St. res. Pearson") 
abline(h=0) 
plot(x1, stand.pearson, ylab="St. res. Pearson") 
abline(h=0) 
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Οπότε λάβαμε τισ γραφικζσ παραςτάςεισ που φαίνονται ςτο Διάγραμμα 3.34. 

  

Διάγραμμα 3.34: Συποποιθμζνα υπόλοιπα Pearson 

 

Σα ςυμπεράςματα που προζκυψαν από το Διάγραμμα 3.34 για τα τυποποιθμζνα υπόλοιπα 

του Pearson είναι παρόμοια με αυτά των τυποποιθμζνων υπολοίπων deviance. 

Σα υπόλοιπα πικανοφάνειασ υπολογίςτθκαν χρθςιμοποιϊντασ τθν ακόλουκθ εντολι ςτθν R: 

res.lik <- rstudent(fit71) 

 

΢τθ ςυνζχεια, για τον εντοπιςμό των ςθμείων επιρροισ κα χρειαςτοφμε το διάγραμμα των 

υπολοίπων πικανοφάνειασ ωσ προσ τα  ̂    αλλά και τα γραφιματα δείκτθ των υπολοίπων 

πικανοφάνειασ των  ̂   και των αποςτάςεων Cook.  

Σα διαγράμματα των υπολοίπων πικανοφάνειασ ωσ προσ τισ προςαρμοςμζνεσ τιμζσ όπωσ και 

τα διαγράμματα των υπολοίπων πικανοφάνειασ ςε ςχζςθ με τον αρικμό τθσ παρατιρθςθσ    

λιφκθκαν με τισ εντολζσ: 
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plot(hatvalues(fit71), res.lik, ylab="St. res. likelihood") 
abline(h=0) 
plot(x1, res.lik, ylab="St. res. likelihood") 
abline(h=0) 

 

Οπότε λάβαμε τισ γραφικζσ παραςτάςεισ που φαίνονται ςτο Διάγραμμα 3.35. 

 

Διάγραμμα 3.35: Τπόλοιπα πικανοφάνειασ 

 

Σα γραφιματα του δείκτθ των αποςτάςεων Cook και των  ̂   (hat values) καταςκευάςτθκαν 

χρθςιμοποιϊντασ τισ ακόλουκεσ εντολζσ: 

plot (x1, cooks.distance(fit71)) 
plot (x1, hatvalues(fit71)) 

 

Ζτςι λάβαμε τα αποτελζςματα που εμφανίηονται ςτο Διάγραμμα 3.36. 
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Διάγραμμα 3.36: Διαγράμματα δείκτθ των αποςτάςεων Cook και των hat values 

 

Από τα Διαγράμματα 3.35 και 3.36 παρατθροφμε ότι τελικά δεν ζχουμε ςθμεία επιρροισ ςτο 
μοντζλο μασ.  

Σζλοσ καταςκευάςαμε γραφιματα τθσ κανονικισ κατανομισ για τα υπόλοιπα deviance και τα 

υπόλοιπα Pearson. Παρότι γνωρίηουμε ότι τα υπόλοιπα deviance και τα υπόλοιπα Pearson δεν 

κατανζμονται ςφμφωνα με τθν κανονικι κατανομι καταφεφγουμε ςτον γραφικό ζλεγχο 

καταλλθλότθτασ τθσ κανονικισ κατανομισ μζςω ενόσ Q-Q plot για τον εντοπιςμό απόμακρων 

ι άτυπων παρατθριςεων. Από τα γραφιματα αυτά που φαίνονται ςτο Διάγραμμα 3.37 και 

ςτο Διάγραμμα 3.38 παρατθροφμε ότι δεν υπάρχουν άτυπεσ ι απόμακρεσ παρατθριςεισ. Για 

τθν καταςκευι των διαγραμμάτων αυτϊν χρθςιμοποιιςαμε τισ ακόλουκεσ εντολζσ: 

qqnorm (stand.deviance) 
qqline (stand.deviance) 
qqnorm (stand.pearson) 
qqline (stand.pearson) 
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Διάγραμμα 3.37: Διάγραμμα τθσ Κανονικισ κατανομισ των υπολοίπων deviance 

 

 

Διάγραμμα 3.38: Διάγραμμα τθσ Κανονικισ κατανομισ των υπολοίπων Pearson 
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Σελικά από όλα τα παραπάνω διαγράμματα καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι το μοντζλο μασ 

προςαρμόηεται καλά ςτα δεδομζνα και είναι κατάλλθλο για να τα περιγράψει αφοφ δεν 

παρατθρείται κάποια ζκτροπθ παρατιρθςθ.  

 

3.4.6 Προβλεπτικι ικανότθτα  

3.4.6.1 Καμπφλθ ROC για το heart-train 

Για τθ δθμιουργία τθσ καμπφλθσ ROC για το πρϊτο ςφνολο δεδομζνων δθλαδι για το        

heart-train αρχικά χρειάςτθκε να εγκαταςτιςουμε το πακζτο “pROC”. Επομζνωσ για τθν 

καταςκευι του Διαγράμματοσ 3.37 εκτελζςαμε τισ ακόλουκεσ εντολζσ: 

install.packages("pROC") 
library("pROC") 
par(pty="s") 
roc(y1, fitted.values(fit71), smooth=TRUE, plot=TRUE, main="Καμπφλθ ROC για το heart-train", 
col="red") 

  

 

                                  Διάγραμμα 3.37: Καμπφλθ ROC τελικοφ μοντζλου για το heart-train 
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Σο εμβαδόν κάτω από τθν καμπφλθ ROC είναι ίςο με AUC= 0,9235, δθλαδι αρκετά μεγαλφτερο 
από τθν ελάχιςτθ τιμι του που είναι AUC= 0,5. Παρατθροφμε ότι θ προβλεπτικι ικανότθτα του 
μοντζλου είναι ικανοποιθτικι παρ’ όλο που απζχει από τθν ιδανικι. 
 

3.4.6.2 Καμπφλθ ROC για το heart-test 

Χρθςιμοποιϊντασ αντίςτοιχεσ εντολζσ με αυτζσ που τρζξαμε για τθν καταςκευι τθσ καμπφλθσ 
ROC για το heart-train, καταλιγουμε ςτθν καμπφλθ ROC για το heart-test που φαίνεται ςτο 
Διάγραμμα 3.38. 

 

 

Διάγραμμα 3.38: Καμπφλθ ROC τελικοφ μοντζλου για το heart-test 

 

Σο εμβαδόν κάτω από τθν καμπφλθ ROC είναι ίςο με AUC=0.9275, δθλαδι αρκετά μεγαλφτερο 
από τθν ελάχιςτθ τιμι του που είναι AUC= 0,5. Παρατθροφμε ότι θ προβλεπτικι ικανότθτα του 
μοντζλου είναι ικανοποιθτικι παρ’ όλο που απζχει από τθν ιδανικι. 
 

3.4.6.3 Πίνακασ προβλεπτικισ ικανότθτασ 

Σζλοσ, για να ελζγξουμε τθν προβλεπτικι ικανότθτα του μοντζλου χρθςιμοποιιςαμε το heart- 
test με ςκοπό τθν καταςκευι του πίνακα προβλεπτικισ ικανότθτασ. Ο Πίνακασ 3.33 προζκυψε 
αφοφ εκτελζςαμε τισ ακόλουκεσ εντολζσ ςτθν R: 
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probs<-predict(fit72, xx2) 
pred<-rep("0", 74) 
pred[probs>.5]="1" 
table(pred, y2) 

   
 

  Πραγματικό κατϊςταςη 

  Y=1 Y=0 

Πρόβλεψη Y=1 25 1 

Y=0 7 41 
Πίνακασ 3.33: Πίνακασ προβλεπτικισ ικανότθτασ 

 
Από τον Πίνακα 3.33 λαμβάνουμε ζνα πολφ ικανοποιθτικό ποςοςτό ακριβείασ αφοφ: 

 

Accuracy rate =
  

(    )
=  96,2% 

 
Ακόμα το ποςοςτό των ςωςτϊν προβλζψεων είναι ίςο με 89% αφοφ: 
 

Ποςοςτό ςωςτϊν προβλζψεων =
(     )

  
= 89,2% 

 
Επιπρόςκετα, μποροφμε να υπολογίςουμε τθν ευαιςκθςία και τθν ειδικότθτα ωσ εξισ: 
 

 Ευαιςκθςία (sensitivity) = 
 

   
 = 

  

    
 = 0,781 

 

 Ειδικότθτα (specificity) = 
 

   
 = 

  

    
 = 0,976 

 
Ακόμα από τισ ακόλουκεσ εντολζσ: 
 

mean(pred==y2) 
>0,89 
mean(pred!=y2) 
>0,11 

 
προκφπτει ότι το 89% των αςκενϊν ζχουν προβλεφκεί ςωςτά. Ακόμα το ποςοςτό ςφάλματοσ  
είναι ίςο με 11%. Σελικά τα αποτελζςματα είναι πολφ ικανοποιθτικά.  
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3.5 Εφαρμογι των Classification Trees ςτα δεδομζνα 
Πζραν του μοντζλου τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ υπάρχουν και άλλοι μζκοδοι για να μασ 

υποδείξουν ποιεσ από τισ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ επθρεάηουν περιςςότερο τθν εξαρτθμζνθ 

μεταβλθτι, δθλαδι τθν φπαρξθ ι όχι καρδιοπάκειασ. Μία τζτοια μζκοδοσ είναι και τα δζντρα 

αποφάςεων τα οποία προτιμϊνται ιδιαίτερα ςε τζτοιου είδουσ μελζτεσ διότι είναι πολφ 

εφκολα ςτθν κατανόθςθ εξ’αιτίασ τθσ μορφισ τουσ. Όπωσ αναφζρκθκε και ςτο Κεφάλαιο 2, 

υπάρχουν δφο ςυνικεισ κατθγορίεσ δζντρων οι οποίεσ διαφζρουν ωσ προσ το είδοσ τθσ 

εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ. Ειδικότερα, αν θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι είναι ςυνεχισ μποροφμε να 

καταςκευάςουμε τα δζντρα παλινδρόμθςθσ (regression trees), ενϊ ςε άλλθ περίπτωςθ 

προτιμϊνται τα δζντρα ταξινόμθςθσ (classification trees). Εφόςον ςτα δεδομζνα που μελετάμε 

θ εξαρτθμζνθ μεταβλθτι είναι δίτιμθ, κακϊσ λαμβάνει τθν τιμι “1” αν ο αςκενισ εμφανίηει 

καρδιοπάκεια και τθν τιμι “0” αν είναι υγιισ, κα χρθςιμοποιιςουμε δζντρο ταξιόμθςθσ. 

Όπωσ ακριβϊσ εργαςτικαμε ςτθ λογιςτικι παλνδόμθςθ κα προχωριςουμε και εδϊ. 

Χωρίηουμε τισ παρατθριςεισ ςε δφο ςφνολα δεδομζνων ςτο heart-train και ςτο heart-test. Σο 

πρϊτο ςφνολο κα αποτελείται 223 παρατθριςεισ ενϊ το δεφτερο από 74 παρατθριςεισ.  

 

3.5.1 Δθμιουργία δζντρου ταξινόμθςθσ 
Και πάλι για τθν εξαγωγι των ςυμπεραςμάτων κα χρειαςτοφμε το διαδεδομζνο ςτατιςτικό 

πακζτο τθσ R. Αρχικά ςκόπιμο είναι να εγκαταςτιςουμε το πακζτο tree με τισ ακόλουκεσ 

εντολζσ: 

install.packages(tree) 
library(tree) 

 

΢τθ ςυνζχεια, για τθν καταςκευι του δζντρου που παρατίκεται ςτο ΢χιμα 3.1 χρθςιμοποιοφμε 

τισ ακόλουκεσ εντολζσ: 

tree1<-tree(factor(y)~Age+Sex+ factor(ChestPain) +RestBP +Chol +factor(Fbs) +factor(RestECG) 
+MaxHR +factor(ExAng) +Oldpeak +factor(Slope) +Ca + factor(Thal)) 
plot(tree1) 
text(tree1, pretty=0) 

 

Σο δζντρο απόφαςθσ που λάβαμε αποτελείται κόμβουσ εκ των οποίων οι 16 είναι τερματικοί. 

΢τθ ρίηα του δζντρου δθλαδι ςτον πρϊτο κόμβο υπάρχει θ μεταβλθτι “ChestPain”, πράγμα 

που υποδθλϊνει ότι θ μεταβλθτι αυτι είναι θ ςθμαντικότερθ για τθν πρόβλεψθ τθσ φπαρξθσ 

τθσ καρδιοπάκειασ.  
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΢χιμα 3.1: Δεντρόγραμμα για τα δεδομζνα ςτο heart-train 

 

Παρότι ςτα δεδομζνα μασ εμπεριζχονται και ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ οι οποίεσ είναι 

κατθγορικζσ δεν επθρεάηεται θ διαδικαςία τθσ καταςκευισ του δζντρου ταξινόμθςθσ. Οι 

ποιοτικζσ μεταβλθτζσ του δείγματόσ μασ που λαμβάνουν μζροσ ςτθν δθμιουργία του δζντρου 

αποφάςεων είναι οι ακόλουκεσ:  “ChestPain”, “Slope” και “Thal” (Thallium Stress Test). 

Επομζνωσ, θ διάςπαςθ ςε μία από αυτζσ τισ ποιοτικζσ μεταβλθτζσ ιςοδυναμεί με τθν 

εκχϊρθςθ οριςμζνων από τισ ποιοτικζσ τιμζσ ςτον ζναν κυγατρικό κλάδο και ανακζτοντασ τισ 

υπόλοιπεσ κατθγορίεσ τθσ μεταβλθτισ ςτον άλλο κλάδο. Για παράδειγμα, ο πρϊτοσ κόμβοσ, 

δθλαδι θ ρίηα του δζντρου αντιςτοιχεί ςτθ διάςπαςθ τθσ ποιοτικισ μεταβλθτισ “ChestPain”. 

Σο κείμενο factor(ChestPain): 234 υποδεικνφει ότι ο αριςτερόσ κλάδοσ που προζρχεται από τον 

κόμβο αυτό αποτελείται από παρατθριςεισ που λαμβάνουν τθν δεφτερθ ι τρίτθ ι τζταρτθ 

τιμι τθσ μεταβλθτισ ChestPain, ενϊ ςτον δεξιό κλάδο ανικουν οι παρατθριςεισ που 

λαμβάνουν τθν πρϊτθ τιμι τθσ μεταβλθτισ αυτισ. Πιο ςυγκεκριμζνα ςτον αριςτερό κλάδο 
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κατατάςςονται τα άτομα που εμφανίηουν άτυπο πόνο (atypical angina), μθ-αγγειακό πόνο 

(non- anginal pain) και τα άτομα που δεν παρουςιάηουν κακόλου πόνο (asymptomatic), ενϊ 

ςτο δεξιό κλάδο οι αςκενείσ με τυπικό πόνο δθλαδι ςτθκάγχθ (typical angina). Αντίςτοιχα, 

ςτον ενδιάμεςο κόμβο που εμφανίηεται το κείμενο factor (Thal): 1, 2 γίνεται ο ακόλουκοσ 

διαχωριςμόσ. ΢τον αριςτερό κλάδο κατατάςςονται τα άτομα ςτα οποία θ τιμι του “Thal” 

λαμβάνει τθν πρϊτθ ι τθ δεφτερθ τιμι, δθλαδι τα άτομα τα οποία παρουςιάηουν φυςιολογικό 

(normal) ι διορκωμζνο ελάττωμα (fixed defect) δεδομζνου βζβαια ότι ο πόνοσ ςτο ςτικοσ 

είναι ι άτυποσ, ι μθ-αγγειακόσ ι ανφπαρκτοσ. Αντικζτωσ ςτον δεξιό απόγονο ανικουν τα 

άτομα τα οποία ζχουν αναςτρζψιμο ελάττωμα (reversible defect), δθλαδι εκείνα τα οποία 

ανικουν ςτθν τρίτθ κατθγορία τθσ μεταβλθτισ “Thal” πάλι δεδομζνου ότι ο πόνοσ που 

εμφανίηουν ανικει ςε μία από τισ τρεισ τελευταίεσ κατθγορίεσ. Με παρόμοιο τρόπο γίνεται ο 

διαχωριςμόσ κάκε φορά που ςτον κόμβο υπάρχει ποιοτικι μεταβλθτι. 

Εκτόσ από τισ παραπάνω εντολζσ που ςχετίηονται άμεςα με τθν καταςκευι του 

δεντρογράμματοσ μποροφμε με τθν παρακάτω εντολι να βγάλουμε κάποια επιπρόςκετα 

ςυμπεράςματα που αφοροφν το δζντρο. 

summary(tree1) 

 

και τα αποτελζςματα που λαμβάνουμε εμφανίηονται ςτον Πίνακα 3.34. 

Classification tree: 
tree(formula = factor(y) ~ Age + Sex + factor(ChestPain) + RestBP +  
    Chol + factor(Fbs) + factor(RestECG) + MaxHR + factor(ExAng) +  
    Oldpeak + factor(Slope) + Ca + factor(Thal)) 
Variables actually used in tree construction: 
[1] "factor(ChestPain)" "factor(Thal)"      "Ca"                
[4] "Age"               "Oldpeak"           "Chol"              
[7] "factor(Slope)"     "MaxHR"             "RestBP"            
Number of terminal nodes:  16  
Residual mean deviance:  0.5817 = 120.4 / 207  
Misclassification error rate: 0.1435 = 32 / 223  

 
Πίνακασ 3.34: Πίνακασ αποτελεςμάτων που αφοροφν το δεντρόγραμμα για το heart-train 

 

Από τον Πίνακα 3.34 γίνεται φανερό ότι οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ που χρθςιμοποιοφνται 

ςτθν καταςκευι του δζντρου είναι οι ποιοτικζσ μεταβλθτζσ: “ChestPain”, “Thal” και “Slope”, 

και οι ποςοτικζσ μεταβλθτζσ: “Ca”, “Age”, “Oldpeak”, “Chol”, “MaxHR” και “RestBP”. Ακόμα οι 

τερματικοί κόμβοι είναι 16 όπωσ άλλωςτε φαίνεται από τον ΢χιμα 3.1. Παρατθροφμε ότι το 

ποςοςτό ςφάλματοσ ςτο ςφνολο εκπαίδευςθσ (training set) είναι ίςο με 14,35%. Επιπρόςκετα, 

θ τιμι τθσ deviance είναι ίςθ με 120,4. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι όςο μικρότερθ είναι θ τιμι τθσ 

deviance τόςο καλφτερθ είναι θ προςαρμογι του δζντρου ςτα δεδομζνα.  Όςον αναφορά τθν 
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τιμι residual mean deviance είναι ίςθ με τθν τιμι τθσ deviance διαιρεμζνθ με τθν  ποςότθτα  

n- |  |, όπου n είναι ο αρικμόσ των παρατθριςεων ςτο heart-train και |  | ο αρικμόσ των 

τερματικϊν κόμβων. Ζτςι εδϊ ζχουμε: 

Residual mean deviance = deviance / (n- |  |) = 120,4 / (223-16) = 120,4 / 207 = 0,5817 

Άλλθ μία πολφ χριςιμθ εντολι είναι θ ακόλουκθ: 

tree1 

 

Και αυτό γιατί, θ R μασ επιςτρζφει το κριτιριο διάςπαςθσ που αντιςτοιχεί ςτον κάκε κλάδο, 

τον αρικμό των παρατθριςεων ςτον κλάδο αυτό, τθν απόκλιςθ (deviance), τθ ςυνολικι 

πρόβλεψθ για τον κλάδο αυτό και τθν πικανότθτα με τθν οποία οδθγοφμαςτε είτε ςτον 

αριςτερό κλάδο είτε ςτο δεξιό. Οι κλάδοι που είναι τερματικοί υποδεικνφονται με αςτερίςκο. 

Για τα δεδομζνα μασ θ R ζδωςε τα ακόλουκα αποτελζςματα: 

node), split, n, deviance, yval, (yprob) 
      * denotes terminal node 
 
  1) root 223 308.400 0 ( 0.52915 0.47085 )   
    2) factor(ChestPain): 2,3,4 119 127.400 0 ( 0.77311 0.22689 )   
      4) factor(Thal): 1,2 89  70.390 0 ( 0.86517 0.13483 )   
        8) Ca < 1.5 80  47.470 0 ( 0.91250 0.08750 )   
         16) Age < 45.5 27   0.000 0 ( 1.00000 0.00000 ) * 
         17) Age > 45.5 53  41.370 0 ( 0.86792 0.13208 )   
           34) Oldpeak < 1.7 47  27.360 0 ( 0.91489 0.08511 )   
             68) Oldpeak < 0.05 23  21.250 0 ( 0.82609 0.17391 )   
              136) Chol < 221.5 8   0.000 0 ( 1.00000 0.00000 ) * 
              137) Chol > 221.5 15  17.400 0 ( 0.73333 0.26667 )   
                274) Chol < 248.5 5   6.730 1 ( 0.40000 0.60000 ) * 
                275) Chol > 248.5 10   6.502 0 ( 0.90000 0.10000 ) * 
             69) Oldpeak > 0.05 24   0.000 0 ( 1.00000 0.00000 ) * 
           35) Oldpeak > 1.7 6   8.318 0 ( 0.50000 0.50000 ) * 
        9) Ca > 1.5 9  12.370 1 ( 0.44444 0.55556 ) * 
      5) factor(Thal): 3 30  41.590 1 ( 0.50000 0.50000 )   
       10) factor(Slope): 1,3 14  16.750 0 ( 0.71429 0.28571 ) * 
       11) factor(Slope): 2 16  19.870 1 ( 0.31250 0.68750 ) * 
    3) factor(ChestPain): 1 104 117.000 1 ( 0.25000 0.75000 )   
      6) factor(Thal): 2 39  54.040 0 ( 0.51282 0.48718 )   
       12) MaxHR < 120 8   0.000 1 ( 0.00000 1.00000 ) * 
       13) MaxHR > 120 31  40.320 0 ( 0.64516 0.35484 )   
         26) Ca < 0.5 21  20.450 0 ( 0.80952 0.19048 )   
           52) Age < 58.5 12   0.000 0 ( 1.00000 0.00000 ) * 
           53) Age > 58.5 9  12.370 0 ( 0.55556 0.44444 ) * 
         27) Ca > 0.5 10  12.220 1 ( 0.30000 0.70000 ) * 
      7) factor(Thal): 1,3 65  40.020 1 ( 0.09231 0.90769 )   
       14) Oldpeak < 0.55 16  19.870 1 ( 0.31250 0.68750 ) * 
       15) Oldpeak > 0.55 49   9.763 1 ( 0.02041 0.97959 )   
         30) RestBP < 112 6   5.407 1 ( 0.16667 0.83333 ) * 
         31) RestBP > 112 43   0.000 1 ( 0.00000 1.00000 ) * 

 
Πίνακασ 3.35: Πίνακασ αποτελεςμάτων που αφοροφν το δζντρο 



85 
 

΢το ΢χιμα 3.1 παρατθροφμε ότι μερικοί από τουσ διαχωριςμοφσ δίνουν δφο τερματικοφσ 

κόμβουσ που ζχουν τθν ίδια προβλεπόμενθ τιμι. Για παράδειγμα ςτον κόμβο που υπάρχει ο 

διαχωριςμόσ RestBP < 112 και τα δφο φφλλα λαμβάνουν τθν τιμι 1 για τθν εξαρτθμζνθ 

μεταβλθτι. Επομζνωσ, ανεξάρτθτα από τθν τιμι τθσ μεταβλθτισ “RestBP” για αυτζσ τισ 

παρατθριςεισ θ τιμι απόκριςθσ κα είναι 1 δθλαδι ΝΑΙ ςτθν φπαρξθ καρδιοπάκειασ. Αυτόσ ο 

διαχωριςμόσ πραγματοποιείται μόνο και μόνο επειδι οδθγεί ςε αυξθμζνθ κακαρότθτα του 

κόμβου. Δθλαδι και οι 43 παρατθριςεισ που αντιςτοιχοφν ςτο δεξί φφλλο ζχουν τιμι 

απόκριςθσ “1” (άρα φπαρξθ καρδιοπάκειασ), ενϊ πζντε από τισ ζξι παρατθριςεισ που 

αντιςτοιχοφν ςτο αριςτερό φφλλο ζχουν τθν τιμι απόκριςθσ “1”. Ζτςι αν ζχουμε μια 

παρατιρθςθ που ανικει ςτθν περιοχι που δίνεται από αυτό το φφλλο δεξιά μποροφμε να 

είμαςτε αρκετά ςίγουροι ότι θ τιμι απάντθςθσ είναι “1”. Αντίκετα, εάν μια παρατιρθςθ 

ανικει ςτθν περιοχι που δίνεται από το αριςτερό φφλλο, τότε θ τιμι απόκριςθσ τθσ είναι ίςωσ 

“1”, αλλά είμαςτε πολφ λιγότερο ςίγουροι. Παρότι ο διαχωριςμόσ “RestBP” < 112 δεν μειϊνει 

το ςφάλμα, βελτιϊνει τον δείκτθ Gini και τθν εντροπία, τα οποία είναι πιο ευαίςκθτα ςτθν 

κακαρότθτα των κόμβων. 

 

3.5.2 Προβλεπτικι ικανότθτα του δζντρου 
Προκειμζνου να αξιολογθκεί ςωςτά θ απόδοςθ ενόσ δζντρου ταξινόμθςθσ ςε αυτά τα 

δεδομζνα, πρζπει να εκτιμιςουμε το ςφάλμα δοκιμισ αντί να υπολογίςουμε απλϊσ το 

ςφάλμα τθσ ταξινόμθςθσ. Διαχωρίςαμε τισ παρατθριςεισ ςε ζνα ςφνολο εκπαίδευςθσ (heart-

train) και ςε ζνα ςφνολο δοκιμϊν (heart-test). Καταςκευάςαμε το δζντρο χρθςιμοποιϊντασ το 

ςετ εκπαίδευςθσ και τϊρα κα αξιολογιςουμε τθν απόδοςι του ςτα δεδομζνα δοκιμϊν. Για το 

ςκοπό αυτό χρθςιμοποιιςαμε τισ ακόλουκεσ εντολζσ ςτθν R: 

tree1.pred<- predict(tree1, xx2, type="class") 
table(tree1.pred, y2) 

 

Και τα αποτελζςματα που λάβαμε φαίνονται ςτον Πίνακα ςυνάφειασ 3.36. 

  Πραγματικό κατϊςταςη 

  Y=1 Y=0 

Πρόβλεψη Y=1 27 9 

Y=0 5 33 
Πίνακασ 3.36: Πίνακασ ςυνάφειασ 2x2 

Σο δζντρο που καταςκευάςαμε ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα οδθγεί ςε ςωςτζσ προβλζψεισ με 

ποςοςτό περίπου  81,2% το οποίο μποροφμε εφκολα να υπολογίςουμε από τον Πίνακα 3.36 με 

τον ακόλουκο τρόπο: 
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Ποςοςτό ςωςτϊν προβλζψεων = 0
(     )

  
1 *100% = 81, 2 % 

όπου 74 είναι το ςφνολο των παρατθριςεων ςτο heart-test. 

Επιπρόςκετα, μποροφμε να υπολογίςουμε τθν ευαιςκθςία και τθν ειδικότθτα ωσ εξισ: 
 

 Ευαιςκθςία (sensitivity) = 
 

   
 = 

  

    
 = 0,844 

 

 Ειδικότθτα (specificity) = 
 

   
 = 

  

    
 = 0,786 

 

3.5.3 Κλάδεμα δζντρου 
΢το ςθμείο αυτό εξετάηουμε αν το κλάδεμα του δζντρου μπορεί να επιφζρει καλφτερα 

αποτελζςματα. Για να αποφανκοφμε ποιο είναι το βζλτιςτο δζντρο, δθλαδι για να 

ςυμπεράνουμε «πόςο χρειάηεται να κλαδζψουμε το δζντρο μασ» κα χρειαςτοφμε τισ 

ακόλουκεσ εντολζσ: 

cv.tree1<- cv.tree(tree1, FUN=prune.misclass) 
names(cv.tree1) 
cv.tree1 

 

Και τα αποτελζςματα που λαμβάνουμε ςτον Πίνακα 3.37 μασ υποδεικνφουν πιο είναι το 

καλφτερο κλαδεμζνο δζντρο. 

$size 
[1] 16 13  8  7  5  4  2  1 
 
$dev 
[1]  76  74  74  72  59  61  61 105 
 
$k 
[1] -Inf  0.0  0.2  1.0  3.0  4.0  4.5 52.0 
 
$method 
[1] "misclass" 
 
attr(,"class") 
[1] "prune"         "tree.sequence" 

 
  Πίνακασ 3.37: Πίνακασ αποτελεςμάτων 
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Από τον πίνακα 3.37 λαμβάνουμε τον αρικμό τερματικϊν κόμβων κάκε εξεταηόμενου δζντρου 

(size) κακϊσ και το αντίςτοιχο ποςοςτό ςφάλματοσ (dev) και τθν τιμι τθσ παραμζτρου 

κόςτουσ-πολυπλοκότθτασ (k). Παρατθροφμε ότι το δζντρο με 5 τερματικοφσ κόμβουσ ζχει ωσ 

αποτζλεςμα το μικρότερο ποςοςτό ςφάλματοσ με 59 ςφάλματα.  

΢τθ ςυνζχεια με τθ βοικεια των παρακάτω εντολϊν, ςχεδιάηουμε το ποςοςτό ςφάλματοσ ωσ 

ςυνάρτθςθ τόςο του size όςο και του k.  

par(mfrow=c(1,2)) 
plot(cv.tree1$size, cv.tree1$dev, type="b") 
plot(cv.tree1$k, cv.tree1$dev, type="b") 

 

Και τα αποτελζςματα παρουςιάηονται ςτο Διάγραμμα 3.39 

 

Διάγραμμα 3.39: Γραφικζσ παραςτάςεισ του ςφάλματοσ ςυναρτιςει του size και του k 

Από τθ ςτιγμι που ζχουμε αποδείξεισ ότι το ιδανικότερο δζντρο κα είναι αυτό που κα 

περιλαμβάνει 5 τερματικοφσ κόμβουσ, εφαρμόηουμε το κοφρεμα του δζντρου τρζχοντασ τισ 

απαραίτθτεσ εντολζσ ςτθν R. 

prune.tree1<-prune.misclass(tree1, best=5) 
plot(prune.tree1) 
text(prune.tree1, pretty=0) 
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Οπότε λαμβάνουμε το δζντρο του ΢χιματοσ 3.2. 

 

΢χιμα 3.2: Δζντρο που προζκυψε μετά από κοφρεμα του αρχικοφ 

 

3.5.4 Προβλεπτικι ικανότθτα του κουρεμζνου δζντρου 
Αρκεί τϊρα να ελζγξουμε τθν προβλεπτικι ικανότθτα του τελικοφ δζντρου, χρθςιμοποιϊντασ 

όπωσ και πριν το ςετ δοκιμισ δθλαδι το heart-test. Οι εντολζσ κα είναι πανομοιότυπεσ με πριν 

δθλαδι: 

tree2.pred<-predict(prune.tree1, xx2, type="class") 
table(tree2.pred, y2) 

 

Και τα αποτελζςματα παρατίκενται ςτο Πίνακα 3.38 

  Πραγματικό κατϊςταςη 

  Y=1 Y=0 

Πρόβλεψη Y=1 24 4 

Y=0 8 38 
Πίνακασ 3.38: Πίνακασ ςυνάφειασ 2x2 
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Σο κουρεμζνο πλζον δζντρο οδθγεί ςε ςωςτζσ προβλζψεισ με ποςοςτό περίπου  83,8%, 

ποςοςτό μεγαλφτερο από αυτό που είχαμε πριν κουρζψουμε το δζντρο (81,2%). Σο ποςοςτό 

αυτό μποροφμε εφκολα να το υπολογίςουμε από τον Πίνακα 3.38 με τον ακόλουκο τρόπο: 

Ποςοςτό ςωςτϊν προβλζψεων = 0
(     )

  
1 *100% = 83, 8 % 

όπου 74 είναι το ςφνολο των παρατθριςεων ςτο heart-test. 

Επιπρόςκετα, μποροφμε να υπολογίςουμε τθν ευαιςκθςία και τθν ειδικότθτα ωσ εξισ: 
 

 Ευαιςκθςία (sensitivity) = 
 

   
 = 

  

    
 = 0,750 

 

 Ειδικότθτα (specificity) = 
 

   
 = 

  

    
 = 0,905 

 

3.6 ΢υμπεράςματα 
Σα ςυμπεράςματα ςτο οποία καταλιξαμε με το λογιςτικό μοντζλο παλινδρόμθςθσ είναι ότι οι 

ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ οι οποίεσ είναι ςτατιςτικά ςθμαντικζσ είναι οι παρακάτω: “Sex”, 

“ChestPain”, “ ExAng”,  “RestBP”,  “Oldpeak”, “Ca”, "MaxHR” και “Thal”. 

Αντίςτοιχα, με τα δζντρα αποφάςεων αποφανκικαμε ςτο ότι οι μεταβλθτζσ που επθρεάηουν 

περιςςότερο τθν τιμι τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ είναι οι εξισ με τθ ςειρά: “ChestPain”, 

“Thal”, “MaxHR” και “Ca”. 

Εν τζλει, ο πόνοσ ςτο ςτικοσ, ο μζγιςτοσ καρδιακόσ παλμόσ, ο αρικμόσ των κφριων αγγείων 

που χρωματίηονται και το είδοσ του ελαττϊματοσ επθρεάηουν τθν φπαρξθ ι όχι τθσ 

καρδιοπάκειασ, ςυμπζραςμα το οποίο προζκυψε και από τισ δφο τεχνικζσ που εφαρμόςαμε. 

Ακόμα, το μοντζλο τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ υπζδειξε ότι εκτόσ από τισ παραπάνω 

μεταβλθτζσ, ςτατιςτικά ςθμαντικζσ είναι και το φφλο, ο πόνοσ κατά τθν άςκθςθ, θ ςυςτολικι 

πίεςθ και θ φφεςθ του τμιματοσ ST κατά τθν άςκθςθ.    

Θ απόδοςθ του μοντζλου τθσ λογιςτικισ παλινδρόμθςθσ, που αξιολογικθκε ςε ζνα ςετ 

δοκιμϊν που δεν χρθςιμοποιικθκε για τθν προςαρμογι του, ιταν: εμβαδόν τθσ περιοχισ 

κάτω από τθν καμπφλθ ROC = 0.9275, ευαιςκθςία 0.781, ειδικότθτα 0.976 και ςυνολικό 

ποςοςτό ορκισ ταξινόμθςθσ 89%. Αυτό ιταν λίγο καλφτερο από ότι για το δζντρο αποφάςεων, 

το οποίο είχε ευαιςκθςία 0.750, ειδικότθτα 0.905 και 84% ποςοςτό ςωςτϊν ταξινομιςεων. 
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