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Πεξίιεςε 

΢ην πιαίζην ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο έγηλε κία εηο βάζνο αλάιπζε ησλ 

κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ θαη ησλ αιγνξίζκσλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ εύξεζε δνκήο, 

ζηαηηζηηθνύ κνληέινπ θαη πξόβιεςεο ζε απηά. ΢ε θάζε θεθάιαην δεκηνπξγήζεθαλ 

πνιιαπιά παξαδείγκαηα γηα ηελ πιήξε εκπέδσζε ελλνηώλ θαη αιγνξίζκσλ. Σελ 

εθηελή ζεσξεηηθή θάιπςε ηνπ αληηθεηκέλνπ αθνινύζεζε κία κειέηε πεξίπησζεο, 

όπνπ πξνβιήζεθε ε δπλαηόηεηα αηηηαθήο κνληεινπνίεζεο θαη πξόβιεςεο ηνπ 

θηλδύλνπ λαλνϋιηθώλ. 

Η εξγαζία μεθηλάεη κε ζεκειίσζε βαζηθώλ ελλνηώλ ΢ηαηηζηηθήο θαη Πηζαλνηήησλ, 

όπσο ε έλλνηαο ηεο πηζαλόηεηαο, ε έλλνηα ηεο ζηνραζηηθήο αλεμαξηεζίαο θαη ην 

ζεώξεκα ηνπ Bayes, εξγαιεία απαξαίηεηα γηα λα γίλνπλ πιήξσο αληηιεπηέο νη έλλνηεο 

πνπ παξνπζηάδνληαη ζε επόκελα θεθάιαηα. ΢ηε ζπλέρεηα, αλαιύνληαη δνκηθά ζηνηρεία 

ηεο ζεσξίαο ησλ γξαθεκάησλ πνπ είλαη απαξαίηεηα γηα ηνλ νξηζκό θαη ηελ θαηαλόεζε 

ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ, όπσο ηα θαηεπζπλόκελα αθπθιηθά γξαθήκαηα (directed 

acyclic graphs) θαη ην θξηηήξην ηνπ δηαρσξηζκνύ θαηεύζπλζεο (direction separation) 

κεηαμύ ησλ θόκβσλ.  

΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ε αλάιπζε ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ, μεθηλώληαο κε ηνλ 

νξηζκό θαη ηηο ηδηόηεηεο ηνπο. Αθνινπζεί ε παξνπζίαζε ησλ βαζηθώλ κεζόδσλ 

εύξεζεο παξακέηξσλ, όπσο ε κέζνδνο εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, ε 

κπεϋδηαλή πξνζέγγηζε θαη ν αιγόξηζκνο EM (Expectation Maximization). Δπηπιένλ, 

αλαιύνληαη νη δύν ππεξθαηεγνξίεο αιγνξίζκσλ εύξεζεο δνκήο κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ, 

δειαδή νη αιγόξηζκνη κε πεξηνξηζκνύο (constraint-based) θαη νη αιγόξζκνη πνπ 

βαζίδνληαη ζηε βαζκνιόγεζε (score-based). Η αλάιπζε θιείλεη κε αλαθνξά ζε 

κεζνδνινγίεο αθξηβνύο θαη πξνζεγγηζηηθήο ζπκπεξαζκαηνινγίαο/πξόβιεςεο.  

Σν δεύηεξν κέξνο ηεο εξγαζίαο αζρνιείηαη κε ηελ εθαξκνγή ησλ πξνεγνύκελσλ 

κεζόδσλ ζε έλα πξόβιεκα θαηεγνξηνπνίεζεο. ΢πγθεθξηκέλα, ν ζηόρνο απηνύ ηνπ 

κέξνπο ήηαλ ε πξόβιεςε ησλ θιάζεσλ θηλδύλνπ λαλνϋιηθώλ ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεη 

δεδνκέλσλ ησλ Marvin et al. (2017). Γνθηκάζηεθαλ δηάθνξεο ζηξαηεγηθέο 

θαηαζθεπήο κνληέινπ, νη νπνίεο πεξηειάκβαλαλ έλα κεγάιν εύξνο ηερληθώλ θαη 

αιγνξίζκσλ, από ρξήζε έηνηκνπ δηθηύνπ κέρξη θαηαζθεπή δηθηύνπ θαη από ζηαηηθή 

κέρξη ζηνραζηηθή πξόβιεςε. Με ρξήζε δηάθνξσλ ζηαηηζηηθώλ κέηξσλ πξνθξίζεθε ε 

θαιύηεξε ζηξαηεγηθή, ε νπνία εθαξκόζηεθε εμ αξρήο ζην ίδην ζεη δεδνκέλσλ αιιά 
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αθνινπζώληαο ηνλ δηαρσξηζκό κεηαμύ ζεη εθπαηδεπζεο (training set) θαη δνθηκήο (test 

set) πνπ αθνινύζεζαλ θαη νη Marvin et al. (2017), ώζηε λα κπνξεί λα δηεμαρζεί 

ζύγθξηζε κεηαμύ ησλ δύν κεζνδνινγηώλ.Μεηά ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ 

αθνινπζεί ε αλαθνξά ησλ ζπκπεξαζκάησλ πνπ εμήρζεζαλ κέζα από απηή ηελ 

εξγαζία. 
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Abstract 

In the present thesis, an in-depth analysis of Bayesian networks was performed, 

stretchiing from algorithms related to finding their structure amd statistical model to 

prediction algorithms. In each chapter, multiple examples were created for attaining a 

complete understanding of concepts and algorithms. The extensive theoretical 

coverage of the subject was followed by a case study, which demonstrated the 

possibility of causally modeling and predicting the hazard of nanomaterials. 

The thesis begins with the establishment of basic concepts of Statistics and Probability, 

such as the concept of probability, the concept of stochastic independence and Bayes' 

theorem, tools necessary for fully understanding the concepts presented in the 

subsequent chapters. On top of that, structural elements of graph theory that are 

necessary for the definition and understanding of Bayesian networks are analyzed, 

such as directed acyclic graphs and the d-separation criterion between nodes. 

Following that, an analysis of Bayesian networks takes place, starting with their 

definition and properties. After that the basic parameter estimation methods are 

presented, such as the maximum likelihood estimation, the Bayesian approach and the 

EM (Expectation Maximization) algorithm. In addition, the two subcategories of 

Bayesian network structure learning algorithms are analyzed, namely constraint-based 

and score-based algorithms. The theoretical analysis comes to an end with a reference 

to accurate and approximate inference. 

The second part of this work deals with the application of the previous methods to a 

classification problem. Specifically, the purpose of this section was to predict the 

hazard of nanomaterials using the data set of Marvin et al. (2017). Various model 

building strategies were tested, which included a wide range of techniques and 

algorithms, from predefined structure to structure learning and from static to stochastic 

prediction. Using various statistical measures, the best strategy was selected, which 

was then applied from the beginning in the same data set, but following the separation 

between training and test set presented in Marvin et al. (2017), so that a comparison 

can be made between the two methodologies. After the presentation of the results, the 

conclusions drawn from this work are reported. 
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1 Δηζαγσγή 

Η ζεκεξηλή επνρή ραξαθηεξίδεηαη από ηελ ε 3
ε
 Βηνκεραληθή Δπαλάζηαζε πνπ 

βξίζθεηαη αθόκα ζε εμέιημε, είλαη γλσζηή σο «ε Δπνρή ηεο Πιεξνθνξίαο» θαη 

απνηειεί ζπλέπεηα ηεο ςεθηαθήο επαλάζηαζεο πνπ μεθίλεζε ζηα ηέιε ηνπ 20
νπ

 αηώλα. 

Όκσο, ρσξίο αθόκα λα έρεη παξέιζεη ε επνρή απηή, γίλεηαη ήδε ιόγνο γηα ηελ 4
ε
 

Βηνκεραληθή Δπαλάζηαζε, κε ηελ επηζηήκε ησλ δεδνκέλσλ (Data Science) θαη ηελ 

ηερλεηή λνεκνζύλε (Artificial Intelligence) λα βξίζθνληαη ζην επίθεληξό ηεο. ΢ηελ 

ηνκή απηώλ ησλ δύν πεδίσλ βξίζθεηαη ε κεραληθή κάζεζε (Machine Learning), 

βαζηθό αληηθείκελν ηεο νπνίαο είλαη ε θαηαζθεπή αιγνξίζκσλ πνπ καζαίλνπλ κέζα 

από ηα δεδνκέλα θαη ζηε ζπλέρεηα ιακβάλνπλ βέιηηζηεο απνθάζεηο ή θάλνπλ 

πξνβιέςεηο. Η κεραληθή κάζεζε έρεη θεληξηθό ξόιν ζηελ εμέιημε ηεο 4
εο

 

Βηνκεραληθήο Δπαλάζηαζεο θαζώο παξνπζηάδεη πνιιέο εθαξκνγέο, όπσο γηα 

παξάδεηγκα ζηελ αμηνιόγεζε ξίζθνπ, ζηηο εθαξκνγέο ησλ κέζσλ θνηλσληθήο 

δηθηύσζεο, ζηελ παξαγσγή απηόκαησλ νρεκάησλ, ζηηο κεραλέο αλαδήηεζεο, ζηε 

ξνκπνηηθή θαη ζε πνιινύο άιινπο ηνκείο. 

Αλαιπηηθόηεξα, κεραληθή κάζεζε είλαη κηα απηνκαηνπνηεκέλε δηαδηθαζία  θαηά ηελ 

νπνία εμάγνληαη δηάθνξεο ζρέζεηο θαη κνηίβα από έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ (data set). 

Αθνύ γίλεη ε ζπιινγή ηνπ ζπλόινπ ησλ δεδνκέλσλ, κε αιγνξηζκηθή δηαδηθαζία 

ρηίδεηαη έλα (ζηαηηζηηθό) κνληέιν ην νπνίν ελζσκαηώλεη ηηο ζρέζεηο θαη ηα κνηίβα πνπ 

ππάξρνπλ ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ. Η απηνκαηνπνηεκέλε δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ 

ζρέζσλ θαη ησλ κνηίβσλ ζηα δεδνκέλα θαη ε επηινγή ηνπ ζηαηηζηηθνύ κνληέινπ πνπ 

αλαπαξηζηά θαιύηεξα απηέο ηηο ζρέζεηο είλαη ε δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο πνπ επηηειεί ε 

κεραλή. 

Η κεραληθή κάζεζε ρσξίδεηαη ζε ηξεηο κεγάιεο θαηεγνξίεο νη νπνίεο είλαη ε κάζεζε 

ππό επηηήξεζε (supervised learning), ε κάζεζε ρσξίο επηηήξεζε (unsupervised 

learning) θαη ε εληζρπηηθή κάζεζε (reinforcement learning).  

΢ην supervised learning ηα δεδνκέλα απνηεινύληαη από έλα ζύλνιν παξαδεηγκάησλ ή 

ζηηγκηνηύπσλ (instances) θαη αθνξνύλ θάπνηα ραξαθηεξηζηηθά (features) ηα νπνία 

ζρεηίδνληαη κε κία ή πεξηζζόηεξεο εηηθέηεο (label). Γηα παξάδεηγκα, αλ ηα ζηηγκηόηππα 

αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθνύο αλζξώπνπο, ηα ραξαθηεξηζηηθά ζα κπνξνύζαλ λα είλαη 

ην ύςνο, ην βάξνο θαη ην ρξώκα ησλ καηηώλ θαη ε εηηθέηα ην όλνκα ηνπ αλζξώπνπ κε 
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ηνλ νπνίν ζρεηίδνληαη ηα ραξαθηεξηζηηθά απηά. Σα ραξαθηεξηζηηθά κπνξνύλ λα 

κεηξώληαη κε ζπλερή ηξόπν, όπσο ην ύςνο θαη ην βάξνο, ή κε δηαθξηηό ηξόπν, όπσο ην 

ρξώκα ησλ καηηώλ. Όηαλ έλα ραξαθηεξηζηηθό κεηξηέηαη κε ζπλερή ηξόπν, ην πιήζνο 

ησλ ηηκώλ ηνπ είλαη άπεηξν, ελώ όηαλ κεηξηέηαη κε δηαθξηηό ηξόπν νη ηηκέο ηνπ έρνπλ 

πεπεξαζκέλν πιήζνο. Σα ραξαθηεξηζηηθά ή αιιηώο νη κεηαβιεηέο ησλ δεδνκέλσλ 

απνθαινύληαη ζπλήζσο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο (explanatory variables) ή 

κεηαβιεηέο εηζόδνπ θαη  νη εηηθέηεο ηνπ θάζε ζηηγκηόηππνπ νλνκάδνληαη κεηαβιεηέο 

απόθξηζεο (response variables). Έλαο supervised learning αιγόξηζκνο ρξεζηκνπνηεί ην 

ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ ώζηε λα παξάμεη έλα ζηαηηζηηθό κνληέιν ην νπνίν ζα 

ιακβάλεη ώο είζνδν έλα ζηηγκηόηππν ησλ επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ θαη ζα δίλεη σο 

έμνδν ηελ πξνβιεπόκελε θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο απόθξηζεο.Με άιια ιόγηα, νη 

αιγόξηζκνη πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηήγνξία ηνπ supervised learning πξνζπαζνύλ λα 

εγθαηαζηήζνπλ κία ζρέζε κεηαμύ ηνπ ρώξνπ πνπ νξίδνπλ νη επεμεγεκαηηθέο 

κεηαβιεηέο θαη απηνύ πνπ νξίδνπλ νη κεηαβιεηέο απόθξηζεο. Σν supervised learning 

ρσξίδεηαη ζε δύν γεληθέο πεξηπηώζεηο αλάινγα κε ηνλ ηύπν ηεο κεηαβιεηήο 

απόθξηζεο. Όηαλ ε κεηαβιεηή απόθξηζεο είλαη ζπλερήο έρνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο 

παιηλδξόκεζεο (regression), ελώ όηαλ ιακβάλεη δηαθξηηέο ηηκέο από πεπεξαζκέλεο 

θαηεγνξίεο έρνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο θαηεγνξηνπνίεζεο (classification). 

΢ε αληίζεζε κε ην supervised learning, ζην unsupervised learning ην ζύλνιν ησλ 

δεδνκέλσλ δελ έρεη ραξαθηεξηζηηθά κε εηηθέηεο. Έλα αιγόξηζκνο unsupervised 

learning βξίζθεη ζρέζεηο θαη κνηίβα πνπ κπνξεί λα ππάξρνπλ ζηα δεδνκέλα, ρσξίο λα 

έρεη γίλεη ππόδεημε ησλ αληίζηνηρσλ εηηθεηώλ γηα θάζε ζηηγκηόηππν. Μία κεγάιε 

θαηεγνξία unsupervised learning δηαδηθαζηώλ είλαη ε νκαδνπνίεζε (clustering), θαηά 

ηελ νπνία κέζα από έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ ρσξίο εηηθέηεο αλαθαιύπηνληαη κνηίβα 

ηθαλά λα ρσξίζνπλ ηα δεδνκέλα ζε νκάδεο κε θνηλά ραξαθηεξηζηηθά. 

Σέινο, ζηελ θαηεγνξία ηνπ reinforcement learning, ν αιγόξηζκνο καζαίλεη ηα 

δεδνκέλα κέζα από δηάθνξεο δξάζεηο πνπ πξαγκαηνπνηεί ζην πεξηβάιινλ ηνπ. 

Γηαθνξεηηθέο δξάζεηο επηθέξνπλ δηαθνξεηηθό απνηέιεζκα, πνπ θάπνηεο θνξέο έρεη ηε 

κνξθή ηηκσξίαο (penalty) θαη άιιεο θνξέο ηε κνξθή επηβξάβεπζεο (reward). Μέζα 

από απηέο ηηο δξάζεηο ζε κηα δηαδηθαζία δνθηκήο θαη ζθάικαηνο ν αιγόξηζκνο 

καζαίλεη ηα δεδνκέλα γηα ην πεξηβάιινλ ηνπ. Η επηβξάβεπζε ιεηηνπξγεί σο αλάδξαζε 

πνπ δίλεη ηελ θαηάιιειε πιεξνθνξία γηα ηελ επηινγή ηεο λέαο δξάζεο θαη θάζε λέα 

δξάζε επηιέγεηαη σο εθέηλε πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ επηβξάβεπζε. ΢πλήζεηο εθαξκνγέο 
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ηνπ reinforcement learning βξίζθνληαη ζηελ απηνκαηνπνίεζε ησλ νρεκάησλ, ζηε 

ξνκπνηηθή θηι. (Keller et al., 2015). 

΢ην πιαίζην ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο ζα αλαιπζνύλ ηα κπεϋδηαλά δίθηπα, ηα νπνία 

εληάζζνληαη ζηελ πεξηνρή ηνπ supervised learning, θη έηζη θξίλεηαη ζθόπηκε κία 

εθηελέζηεξε αλαθνξά ζε απηή ηελ θιάζε αιγνξίζκσλ κεραληθήο κάζεζεο. Γεληθά, 

ζην supervised learning ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ ρσξίδεηαη ζε δύν κέξε, κε ην 

πξώην λα είλαη ην ζύλνιν εθπαίδεπζεο (training set) θαη ην δέπηεξν λα είλαη ην 

ζύλνιν εμέηαζεο (test set). Σν training set είλαη ην ζύλνιν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

ηελ εθπαίδεπζε ηνπ κνληέινπ, ελώ ην test set ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εμεηαζηεί ε 

πξνβιεπηηθή ηθαλόηεηα ηνπ κνληέινπ ζε λέα δεδνκέλα, ησλ νπνίσλ ε πιεξνθνξία δελ 

έρεη ρξεζηκνπνηεζεί από ην κνληέιν.Έλα ζύλεζεο πξόβιεκα ζηε δηαδηθαζία 

supervised learning πξνθύπηεη όηαλ θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο ην κνληέιν 

κπνξεί λα πξνβιέπεη επηηπρώο ηηο θαηαζηάζεηο ησλ κεηαβιεηώλ απόθξηζεο ηνπ 

training set αιιά δελ γεληθεύεη, δειαδή πξνβιέπεη κε πνιύ κηθξή αθξίβεηα ηηο 

κεηαβιεηέο απόθξηζεο λέσλ ζηηγκηνηύπσλ. Η θαηάζηαζε απηή  απνθαιείηαη 

ππεξβνιηθή πξνζαξκνγή (overfitting) ηνπ κνληέινπ ζηα δεδνκέλα εθπαίδεπζεο. Μηα 

ιύζε απνηειεί ε αύμεζε ηνπ πιήζνπο ησλ δεδνκέλσλ ηνπ training set, ώζηε λα 

θαιύπηεηαη κεγαιύηεξνο ρώξνο . Κάηη ηέηνην όκσο δελ είλαη πάληα εθηθηό, θαζώο ζε 

πνιιέο πεξηπηώζεηο παξαηεξείηαη έιιεηςε δεδνκέλσλ γηα έλα ππό κειέηε πξόβιεκα. 

΢ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία, γηα λα απνθεπρζεί όζν είλαη δπλαηόλ απηό 

ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ηεο δηαζηαπξνύκελεο αμηνιόγεζεο (cross validation), ε 

νπνία ζα αλαιπζεί ζην θεθάιαην 5 (Witten et al., 2011). 

Σα κπεϋδηαλά δίθηπα ρσξίδνληαη ζηα ζπλερή δίθηπα, όηαλ ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ 

κεηξηέηαη κε ζπλερή ηξνπν, θαη ζηα δηαθξηηά δίθηπα, όηαλ ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ 

κεηξηέηαη κε δηαθξηηό ηξόπν. Σα δηαθξηηά κπεϋδηαλά δίθηπα ρξεζηκνπνηνύληαη πνιύ 

ζπρλά ζε πξνβιήκαηα θαηεγνξηνπνίεζεο. Η παξνύζα δηπισκαηηθή απνηειεί κηα 

πξνζπάζεηα πεξηγξαθήο θαη αλάιπζεο ησλ βαζηθώλ ελλνηώλ ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ, 

κε έκθαζε ζηα δηαθξηηά δίθηπα. Μεηά ηελ αλαιπηηθή πεξηγξαθή ησλ κπεϋδηαλώλ 

δηθηύσλ παξνπζηάδεηαη κία εθαξκνγή ηνπο. Πην ζπγθεθξηκέλα, αλαιύεηαη ε ρξήζε 

κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ ζηελ πξόβιεςε θηλδύλνπ ζε λαλνϋιηθά.  

Αξρηθά, παξνπζηάδνληαη βαζηθά ζηνηρεία ησλ Πηζαλνηήησλ θαη ΢ηαηηζηηθήο πνπ ζα 

ρξεηαζηνύλ γηα ηελ αλάιπζε ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ. Γίλεηαη αλαθνξά ζηηο 

δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο έλλνηαο ηεο πηζαλόηεηαο, ζηελ έλλνηα ηεο ζηνραζηηθήο 
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αλεμαξηεζίαο θαζώο θαη ζην ζεώξεκα ηνπ Bayes. Δπηπιένλ, αλαθέξνληαη βαζηθά 

ζηνηρεία πνπ αθνξνύλ ηηο κνλνδηάζηαηεο θαη πνιπδηάζηαηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο όπσο 

ε ζηνραζηηθή αλεμαζηεζία θαη ε ππό ζπλζήθε αλεμαξηεζία ηπραίσλ κεηαβιεηώλ, πνπ 

ζεσξνύληαη ρξήζηκα γηα ηελ νκαιή εηζαγσγή ηνπ αλαγλώζηε ζηα ζέκαηα πνπ 

αλαιύνληαη ζε επόκελα θεθάιαηα. 

΢ηε ζπλέρεηα, αλαιύνληαη θάπνηεο βαζηθέο έλλνηεο ηεο ζεσξίαο ησλ γξαθεκάησλ πνπ 

ρξεηάδνληαη γηα ηνλ νξηζκό θαη ηελ θαηαλόεζε ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ. 

΢πγθεθξηκέλα, γίλεηαη εηδηθή αλαθνξά ζηα θαηεπζπλόκελα αθπθιηθά γξαθήκαηα 

(directed acyclic graphs), ζηηο βαζηθέο ζπλδέζεηο κεηαμύ ησλ θόκβσλ ζε έλα 

θαηεπζπλόκελν αθπθιηθό γξάθεκα, ζην θξηηήξην ηνπ δηαρσξηζκνύ θαηεύζπλζεο 

(direction separation) κεηαμύ ησλ θόκβσλ θαζώο θαη ζηελ θνπβέξηα ηνπ Markov 

(Markov blanket). 

΢ην επόκελν θεθάιαην γίλεηαη ε βαζηθή αλάιπζε ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ μεθηλώληαο 

κε ηνλ νξηζκό ησλ δηθηύσλ. Έπεηηα, γηα ηελ πεξίπησζε ζπλόισλ δεδνκέλσλ πνπ είλαη 

πιήξε, πξαγκαηνπνηείηαη ε αλάιπζε δύν κεζόδσλ εύξεζεο παξακέηξσλ κε πξώηε ηε 

κέζνδν εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ΔΜΠ) θαη δεύηεξε ηε κπεϋδηαλή 

πξνζέγγηζε εύξεζεο παξακέηξσλ. Ύζηεξα γίλεηαη αλαθνξά ζηηο κεζόδνπο εθηίκεζεο 

ζηελ πεξίπησζε παξνπζηάζεο λέσλ δεδνκέλσλ πνπ δελ εκθαλίζηεθαλ ζην training set. 

Δπηπιένλ, αλαιύεηαη ν αιγόξηζκνο EM (Expectation Maximization) κέζσ ηνπ νπνίνπ 

βξίζθνληαη νη παξάκεηξνη ηνπ ζηαηηζηηθνύ κνληέινπ ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζύλνιν 

ησλ δεδνκέλσλ δελ είλαη πιήξεο. ΢ηε ζπλέρεηα αλαθέξνληαη κέζνδνη γηα ηελ εύξεζε 

ηεο δνκήο ηνπ δηθηύνπ από ηα δεδνκέλα θαζώο θαη ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM 

(structural EM) πνπ βξίζθεη ηε δνκή ηνπ δηθηύνπ κε βάζε κε πιήξεο ζύλνιν 

δεδνκέλσλ. Σν θεθάιαην θιείλεη κε αλαθνξά ζηνπο ηξόπνπο πξόβιεςεο κε κπεϋδηαλά 

δίθηπα. 

Αθνινύζσο, γίλεηαη εθαξκνγή ησλ πξνεγνύκελσλ κεζόδσλ κε βάζε ζπγθεθξηκέλε 

έξεπλα θαη ζπγθεθξηκέλν ζύλνιν δεδνκέλσλ πνπ αθνξνύλ ηελ δπλαηόηεηα πξόβιεςεο 

ηεο επηθηλδπλόηεηαο πνπ κπνξεί λα παξνπζηάζεη έλα. ΢ην θεθάιαην απηό 

παξνπζηάδνληαη ηα ζηνηρεία ηεο έξεπλαο πξνο κειέηε ελώ ζηε ζπλέρεηα αλαιύεηαη ε 

κεζνδνινγία πνπ αθνινπζήζεθε ζηελ παξνύζα δηπισκαηηθή γηα ηελ πξόβιεςε ηεο 

επηθηλδπλόηεηαο ησλ λαλνϋιηθώλ. Έπεηηα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο 

εθαξκνγήο θαζώο θαη ν ζρνιηαζκόο ησλ απνηειεζκάησλ. 
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΢ην ηειεπηαίν θεθάιαην γίλεηαη κηα γεληθή απνηίκεζε ησλ απνηειεζκάησλ θαη 

αλαθέξνληαη ηα ηειηθά ζπκπεξάζκαηα ηεο δηπισκαηηθήο. 
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2 ΢ηνηρεία Πηζαλνηήησλ 

Γηα ηελ πιεξέζηεξε θαηαλόεζε ησλ κεζόδσλ πνπ ζα αλαιπζνύλ ζηα επόκελα 

θεθάιαηα, ζην θεθάιαην απηό ζα παξνπζηαζηνύλ βαζηθά ζηνηρεία πηζαλνηήησλ. Η 

αλάιπζε ησλ ελλνηώλ βαζίδεηαη ζε κεγάιν βαζκό ζηνπο Κνθνιάθε θαη ΢πειηώηε 

(2002) θαζώο θαη Υαξαιακπίδε (2009). Αξρηθά, παξνπζηάδνληαη νη δηαθνξεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο ηεο έλλνηαο ηεο πηζαλόηεηαο θαη ε αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηεο 

πηζαλόηεηαο. ΢ηε ζπλέρεηα, αλαθέξνληαη βαζηθά ζηνηρεία πνπ αθνξνύλ ηε δεζκεπκέλε 

πηζαλόηεηα, ην ζεώξεκα ηνπ Bayes θαη ηελ αλεμαξηεζία ελδερνκέλσλ. Σέινο, 

αλαιύνληαη νη έλλνηεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο, ησλ πνιπδηάζηαησλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηώλ θαζώο θαη ηεο κέζεο ηηκήο.  
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2.1 Βαζηθέο Έλλνηεο Πηζαλνηήησλ 

Βαζηθό ξόιν ζηελ αλάπηπμε ηνπ νξηζκνύ ηεο πηζαλόηεηαο δηαδξακαηίδεη ε έλλνηα ηνπ 

πεηξάκαηνο ηύρεο, αθνύ ηα ηπρεξά παηρλίδηα είλαη εθείλα πνπ απνηέιεζαλ ηηο πξώηεο 

εθαξκνγέο ησλ πηζαλνηήησλ. Έλα πείξακα θαιείηαη πείξακα ηύρεο όηαλ εθηειείηαη 

θάησ από ηηο ίδηεο ζπλζήθεο αιιά κπνξεί λα δώζεη δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα. 

Γεληθόηεξα, ε έλλνηα ηεο πηζαλόηεηαο ζπλδέεηαη κε ηελ αβεβαηόηεηαο ηνπ 

απνηειέζκαηνο ελόο πεηξάκαηνο ή θαηλνκέλνπ. 

Σν ζύλνιν ησλ δπλαηώλ απνηειεζκάησλ ελόο πεηξάκαηνο ή θαηλνκέλνπ θαιείηαη 

δεηγκαηηθόο ρώξνο (δ.ρ.) θαη ζπκβνιίδεηαη κε Χ. Έλα ζηνηρείν σ ηνπ δεηγκαηηθνύ 

ρώξνπ Χ νλνκάδεηαη δεηγκαηηθό ζεκείν θαη θάζε ππνζύλνιν ηνπ Χ νλνκάδεηαη 

ελδερόκελν. Έλα ελδερόκελν     ιέγεηαη όηη πξαγκαηνπνηείηαη όηαλ ην απνηέιεζκα 

ελόο πεηξάκαηνο ή θαηλνκέλνπ είλαη ζηνηρείν ηνπ  . 

Δπηπιένλ, δύν ελδερόκελα     θαινύληαη μέλα ή αζπκβίβαζηα όηαλ       θαη 

γεληθόηεξα ηα ελδερόκελα              θαινύληαη αλά δύν μέλα ή αζπκβίβαζηα όηαλ 

        γηα θάζε     κε           (Κνθνιάθεο θαη ΢πειηώηεο, 2002; 

Υαξαιακπίδεο, 2009). 

2.1.1 Σηαηηζηηθή Πηζαλόηεηα 

Αο ππνηεζεί όηη έλα πείξακα κε δεηγκαηηθό ρώξν Χ, κπνξεί λα επαλαιεθζεί άπεηξεο 

θνξέο θάησ από ηηο ίδηεο ζπλζήθεο. Δπηπιένλ, έζησ έλα ελδερόκελν    , ην νπνίν 

πξαγκαηνπνηείηαη       θνξέο ζε n ην πιήζνο επαλαιήςεηο ηνπ πεηξάκαηνο. Σόηε, αλ 

ππάξρεη ην όξην ηεο ζρεηηθήο ζπρλόηεηαο: 

   
   

         
   

     

 
 

απνηειεί ηελ ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ηνπ ελδερνκέλνπ Α. Γειαδή: 

        
   

     

 
 

Χζηόζν, ε ύπαξμε ηνπ νξίνπ δελ εμαζθαιίδεηαη πάληα θαη απηόο είλαη ν ιόγνο πνπ ε 

ζύγθιηζε κπνξεί λα δηαπηζησζεί εκπεηξηθά θαη κέρξη ελόο βαζκνύ, αθνύ ην πιήζνο 
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εκθάληζεο ηνπ ελδερνκέλνπ Α είλαη γλσζηό κόλν κεηά από ηελ επαλάιεςε ηνπ 

πεηξάκαηνο n θνξέο. 

2.1.2 Υπνθεηκεληθή Πηζαλόηεηα 

Μηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηεο πηζαλόηεηαο, είλαη εθείλε πνπ βαζίδεηαη 

ζηελ άπνςε όηη ε πηζαλόηεηα λα πξαγκαηνπνηεζεί έλα ελδερόκελν ζπλδέεηαη κε ην 

πξνζσπηθό βαζκό βεβαηόηεηαο ή αβεβαηόηεηαο πνπ έρνπκε σο πξνο ηελ εκθάληζε ηνπ 

ελδερνκέλνπ. ΢πλεπώο, δπν δηαθνξεηηθνί παξαηεξεηέο ελόο θαηλνκέλνπ κπνξνύλ λα 

δώζνπλ δηαθνξεηηθή πηζαλόηεηα ζηελ εκθάληζε ηνπ, βαζηδόκελνη ζηηο γλώζεηο ηνπο , 

ηελ εκπεηξία ηνπο θαη γεληθόηεξα ζηελ πεπνίζεζή ηνπο. Γηα ην ιόγν απηό ε 

ζπγθεξηκέλε πηζαλόηεηα θαιείηαη ππνθεηκεληθή πηζαλόηεηα. 

2.1.3 Αμησκαηηθόο Οξηζκόο Πηζαλόηεηαο 

Έζησ Χ ν δεηγκαηηθόο ρώξνο, ηόηε ην F απνηειεί έλα ζ-πεδίν ηνπ Χ όηαλ 

ηθαλνπνηνύληαη ηα παξαθάησ: 

α)       

β) αλ       ηόηε            

γ) αλ        ηόηε ⋃   
 
       όπνπ         

Σα ζηνηρεία ηνπ F νλνκάδνληαη ελδερόκελα ή κεηξήζηκα ζύλνια θαη ην δεύγνο (Χ,F) 

νλνκάδεηαη κεηξήζηκνο ρώξνο. 

Έλα ππνζύλνιν ηνπ Χ νλνκάδεηαη ελδερόκελν κόλν εάλ αλήθεη ζην F θαη ε 

πηζαλόηεηα αθνξά ηα ελδερόκελα-ππνζύλνια ηνπ Χ πνπ είλαη ζηνηρεία ηνπ F. 

Έζησ ν κεηξήζηκνο ρώξνο (Χ,F) θαη P κηα ζπλνινζπλάξηεζε κε       . Η   

νλνκάδεηαη κέηξν πηζαλόηεηαο αλ ηθαλνπνηεί ηα παξαθάησ ηξία αμηώκαηα: 

α)               

β) αλ        κε           θαη                (αλά δύν μέλα ελδερόκελα) ηόηε 

  ⋃   
 
     ∑      

 
    (αξηζκήζηκε αζξνηζηηθόηεηα) 
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γ)        

Η ηξηάδα (Χ,F,P) νλνκάδεηαη ρώξνο πηζαλόηεηαο. 

2.1.4 Γεζκεπκέλε Πηζαλόηεηα θαη Απνηειέζκαηα 

Έζησ (Χ,F,P) ρώξνο πηζαλόηεηαο θαη A, Β   F ελδερόκελα, κε P(Β)>0. Σόηε ε 

δεζκεπκέλε πηζαλόηεηα ηνπ Α δεδνκέλνπ ηνπ Β νξίδεηαη σο εμήο: 

       
     

    
 

Γειαδή, ε πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ην Α όηαλ γλσξίδνπκε όηη έρεη ζπκβεί ην Β ή 

γλσξίδνπκε όηη ζα ζπκβεί ην Β. Η P(A|B) ηθαλνπνηεί ηα αμηώκαηα ηνπ κέηξνπ 

πηζαλόηεηαο. 

Πολλαπλαζιαζηικόρ ηύπορ 

Άκεζε ζπλέπεηα ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλόηεηαο είλαη ν πνιιαπιαζηαζηηθόο ηύπνο όπνπ 

γηα ελδερόκελα Α, Β ηζρύεη όηη: 

                  όηαλ ην        

ή 

                  όηαλ ην        

Δπηπιένλ, ν πνιιαπιαζηαζηηθόο ηύπνο γεληθεύεηαη σο εμήο: 

Έζησ                   ελδερόκελα κε                ηόηε: 

                                                   

Θεώπημα ολικήρ πιθανόηηηαρ 

΢εκαληηθό απνηέιεζκα ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλόηεηαο είλαη ην ζεώξεκα νιηθήο 

πηζαλόηεηαο πνπ δηαηππώλεηαη σο εμήο: 

Δάλ           είλαη κηα πεπεξαζκέλε ή άπεηξε αθνινπζία μέλσλ ελδερνκέλσλ κε 

⋃      
    θαη                       ηόηε γηα θάζε ελδερόκελν Α ηζρύεη: 
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     ∑    

 

   

         

2.1.5 Θεώξεκα ηνπ Bayes 

Δάλ            είλαη κηα πεπεξαζκέλε ή άπεηξε αθνινπζία μέλσλ ελδερνκέλσλ κε 

⋃      
   ,                        θαη Α έλα ελδερόκελν κε        ηόηε: 

        
            

∑             
 
   

          

Από ην ζεώξεκα νιηθήο πηζαλόηεηαο ην      ∑      
            άξα ην ζεώξεκα 

ηνπ Bayes κπνξεί λα γξαθηεί σο εμήο: 

        
            

    
 

2.1.6 Αλεμαξηεζία Δλδερνκέλσλ 

Έζησ A, B δύν ελδερόκελα ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Χ θαη ηα Α, B είλαη αλεμάξηεηα 

θάηη πνπ παξηζηάλεηαη σο εμήο:      .  

Σόηε έρνπκε:  

                     

ηζνδύλακα 

                  

Γειαδή, ε πξαγκαηνπνίεζε ηνπ ελδερνκέλνπ B δελ έρεη επίδξαζε ζηε 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ A. 

Δπεηδή ε αλεμαξηεζία ελδερνκέλσλ είλαη ζπκκεηξηθή ζα ηζρύεη επίζεο όηη        

    . 

 Ανά δύο ανεξάπηηηα 

Σα ελδερόκελα              θαινύληαη αλά δύν αλεμάξηεηα όηαλ: 
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 (    )        (  )        κε              

Πλήπωρ ανεξάπηηηα 

Σα ελδερόκελα              θαινύληαη πιήξσο αλεμάξηεηα όηαλ γηα θάζε ζύλνιν 

δεηθηώλ               ηζρύεη: 

  ⋂  

   

  ∏     

   

 

Δλώ γηα όια ηα ελδερόκελα ζα ηζρύεη: 

  ⋂   

 

   

 ∏     

 

   

                  

 

Ανεξαπηηζία ενδεσομένων ςπό ζςνθήκη 

Δπέθηαζε ηεο έλλνηαο ηεο αλεμαξηεζίαο ελδερνκέλσλ απνηειεί ε αλεμαξηεζία 

ελδερνκέλσλ ππό ζπλζήθε. Απηό ζεκαίλεη πσο ππό ηε ζπλζήθε όηη έρεη 

πξαγκαηνπνηεζεί έλα ελδερόκελν, ζηακαηάεη ε ζηνραζηηθή εμάξηεζε κεηαμύ άιισλ 

ελδερνκέλσλ.  

Έζησ όηη έρνπκε A,B,C ελδερόκελα ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Χ θαη ηα Α, Β είλαη 

αλεμάξηεηα ππό ηε ζπλζήθε νηη ερεη πξαγκαηνπνηεζεί ην C θάηη πνπ ζπκβνιίδεηαη σο 

       .  

Σόηε ηζρύνπλ ηα εμήο: 

                                

ηζνδύλακα 

                        

θαη  
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ιόγσ ηνπ νηη ε αλεμαξηεζία είλαη ζπκκεηξηθή. 

Γειαδή αλ ηα ελδερόκελα A,B είλαη αλεμάξηεηα ππό ηε ζπλζήθε όηη έρεη 

πξαγκαηνπνηεζεί ην C, ζεκαίλεη όηη ε πξαγκαηνπνίεζε ηνπ B δεδνκέλνπ όηη έρεη 

πξαγκαηνπνηεζεί ην C δελ επεξεάδεη  ηελ πηζαλόηεηα πξγακαηνπνίεζεο ηνπ A γηα 

απηό ηνλ ιόγν ε πηζαλόηεηα               .  
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2.2 Σπραίεο Μεηαβιεηέο θαη Ιδηόηεηεο ηνπο 

2.2.1 Τπραία Μεηαβιεηή 

Έζησ (Χ,F,P) έλαο ρώξνο πηζαλόηεηαο. Μηα ζπλάξηεζε          νλνκάδεηαη 

ηπραία κεηαβιεηή (η.κ.) αλ θαη κόλν εάλ ην ζύλνιν: 

                    

Η ηπραία κεηαβιεηή αληηζηνηρεί ζε θάζε ζηνηρείν σ   Χ έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό 

      . 

2.2.2 Σπλάξηεζε Καηαλνκήο Πηζαλόηεηαο 

Έζησ (Χ,F,P) έλαο ρώξνο πηζαλόηεηαο θαη Υ κηα ηπραία κεηαβιεηή νξηζκέλε ζην Χ. 

Η ζπλάξηεζε F ε νπνία νξίδεηαη από ηε ζρέζε : 

                                

θαιείηαη ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο (ζ.θ.π) ηεο η.κ. Υ. 

Μηα ζπλάξηεζε F είλαη ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο κηαο η.κ. Υ αλ θαη κόλν 

αλ: 

                  (ιακβάλεη ηηκέο ζην [0,1]) 

                         κε       (αύμνπζα) 

           
                   (δεμηά ζπλερήο) 

                         θαη                      

2.2.3 Γηαθξηηή Τπραία Μεηαβιεηή θαη Σπλάξηεζε Μάδαο 

Πηζαλόηεηαο 

Μηα ηπραία κεηαβιεηή Υ θαιείηαη δηαθξηηή αλ παίξλεη κε πηζαλόηεηα 1 αξηζκήζηκν 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν) ζύλνιν ηηκώλ                      .  
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Γειαδή, ε            

Η ζπλάξηεζε                                                 ε 

νπνία εθρσξεί ζε θάζε ζεκείν    ηελ πηζαλόηεηα ηνπ θαιείηαη ζπλάξηεζε κάδαο 

πηζαλόηεηαο (ζ.κ.π.) ή ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο (ζ.π.) ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X. 

Η ζπλάξηεζε f είλαη ζ.κ.π. αλ θαη κόλν αλ: 

                   

    ∑        

 

   

 

Οη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο θαη ηε ζπλάξηεζε 

κάδαο πηζαλόηεηαο είλαη: 

        ∑      

    

      

                    
   

2.2.4 Σπλερήο Τπραία Μεηαβιεηή θαη Σπλάξηεζε Ππθλόηεηαο 

Πηζαλόηεηαο 

Μηα ηπραία κεηαβιεηή Υ θαιείηαη ζπλερήο αλ ππάξρεη κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε f 

κε πεδίν νξηζκνύ ην   ηέηνηα ώζηε: 

               

θαη 

            ∫       
 

  

        

όπνπ ε ζπλάξηεζε f θαιείηαη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο (ζ.π.π.) ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο X. 

Σν βαζηθό ζεώξεκα γηα λα θαηαιάβνπκε αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο είλαη ην εμήο: 
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H ζπλάξηεζε f είλαη ζ.π.π. αλ θαη κόλν αλ 

                 

    ∫         
  

  

 

Οη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο θαη ηε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο είλαη: 

        ∫       
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2.3 Πνιπδηάζηαηεο Σπραίεο Μεηαβιεηέο, Καηαλνκέο 

θαη Ιδηόηεηέο ηνπο 

Έζησ έλαο ρώξνο πηζαλόηεηαο (Χ,F,P). Έλα δεύγνο ζπλαξηήζεσλ            ην 

νπνίν ζε θάζε σ Χ αληηζηνηρεί έλα δεύγνο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ             

      θαιείηαη δηζδηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή αλ θαη κόλν αλ νη X,Y είλαη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο, δειαδή αλ ην ζύλνιν 

                                 

Οκνίσο, έζησ έλαο ρώξνο πηζαλόηεηαο (Χ,F,P). Μηα δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 

                       ε νπνία ζε θάζε σ Χ αληηζηνηρεί έλα δηάλπζκα 

               κε                      θαιείηαη λ-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή ή 

ηπραίν δηάλπζκα αλ θαη κόλν εάλ νη        κε             είλαη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο. 

2.3.1 Σπλάξηεζε Καηαλνκήο Πηζαλόηεηαο Τπραίνπ Γηαλύζκαηνο 

Η ζπλάξηεζε:                                                

                                   κε                       

νλνκάδεηαη από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ 

            . 

2.3.2 Γηαθξηηέο Τπραίεο Μεηαβιεηέο θαη ε Από Κνηλνύ Σπλάξηεζε 

Μάδαο Πηζαλόηεηαο  

Μηα δηζδηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή (X,Y) θαιείηαη δηαθξηηή αλ παίξλεη κε πηζαλόηεηα 

1 αξηζκήζηκν (πεπεξαζκέλν ή άπεηξν) ζύλνιν ηηκώλ     . Γειαδε, ε         

       . 

Η ζπλάξηεζε                                                

γηα                     ε νπνία εθρσξεί ζε θάζε ζεκείν         ηελ πηζαλόηεηα 

ηνπ, θαιείηαη από θνηλνύ ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ 

X,Y. 
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Μηα ζπλάξηεζε f είλαη από θνηλνύ ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ησλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηώλ X,Y αλ θαη κόλν αλ: 

              γηα                    

    ∑∑ (     )   

 

   

 

   

 

Οη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηελ από θνηλνύ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο θαη ηελ από θνηλνύ 

ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο είλαη νη εμήο: 

          ∑ ∑  (     )

        

       

     (     )   (     )   (  
    )   (     

 )   (  
    

 )               

2.3.3 Σπλερείο Τπραίεο Μεηαβιεηέο θαη ε Από Κνηλνύ Σπλάξηεζε 

Ππθλόηεηαο Πηζαλόηεηαο  

Μηα δηζδηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή (X,Y) θαιείηαη ζπλερήο αλ ππάξρεη κηα 

πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε f ηέηνηα ώζηε: 

                   

                      ∫ ∫           
 

  

 

  

 

Η ζπλάξηεζε f ζηελ πεξίπησζε απηή, θαιείηαη από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ X,Y. 

Μηα ζπλάξηεζε f είλαη από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηώλ X,Y αλ θαη κόλν αλ: 

                     

    ∫ ∫             
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Οη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηελ από θνηλνύ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο θαη ηελ από θνηλνύ 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο είλαη νη εμήο: 

           ∫ ∫           
 

  

 

  
 

 

           
        

    
 

2.3.4 Πεξηζώξηεο Καηαλνκέο  

Έζησ f ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ησλ δηαθξηηώλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηώλ X,Y. Σόηε ε ζπλάξηεζε    κε : 

       ∑         
 

   
            

θαιείηαη πεξηζώξηα ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ. 

Αληίζηνηρα ε ζπλάξηεζε : 

       ∑         
 

   
            

θαιείηαη πεξηζώξηα ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Y. 

 

Έζησ f ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ ζπλερώλ ηπραίσλ 

κεηαβιεηώλ X,Y. Σόηε ε ζπλάξηεζε    κε : 

      ∫         
 

  

      

θαιείηαη πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ. 

Αληίζηνηρα ε ζπλάξηεζε : 

      ∫         
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θαιείηαη πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Y. 

2.3.5 Γεζκεπκέλεο Καηαλνκέο 

Έζησ (Υ,Τ) κηα δηαθξηηή δηζδηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή κε     (     )             

ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ησλ Υ,Τ θαη   (  )           ηελ 

πεξηζώξηα ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Y. Η ζπλάξηεζε : 

            
    (     )

  (  )
                      

θαιείηαη δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ηεο Υ δεδνκέλεο ηεο     . 

 

Έζησ (Υ,Τ) κηα ζπλερή δηζδηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή κε                 ηελ από 

θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ Υ,Τ θαη           ηελ πεξηζώξηα 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Y. Η ζπλάξηεζε : 

          
         

     
     

θαιείηαη δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο Υ δεδνκέλεο ηεο    . 

2.3.6 Αλεμαξηεζία Τπραίσλ Μεηαβιεηώλ 

Γύν ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ, Τ θαινύληαη αλεμάξηεηεο όηαλ : 

                             γηα όια ηα ηα δηαζηήκαηα       

 

Οη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ,Τ θαινύληαη αλεμάξηεηεο αλ θαη κόλν αλ : 

                                

όπνπ            ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο ησλ Υ,Τ, ε 

πεξηζώξηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο ηεο Υ θαη ε πεξηζώξηα ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο ηεο Τ αληίζηνηρα. 
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Αλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ,Τ είλαη δηαθξηηέο κε από θνηλνύ ζπλάξηεζε κάδαο 

πηζαλόηεηαο     (     )              θαη πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο                   

θαη   (  )            ηόηε είλαη αλεμάξηεηεο αλ θαη κόλν αλ : 

    (     )           (  )                  

Αλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο Υ,Τ είλαη ζπλερείο κε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο           θαη πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο       θαη                 

ηόηε είλαη αλεμάξηεηεο αλ θαη κόλν αλ : 

                                 

 

Οη ηπραίεο κεηαβιεηέο              θαινύληαη αλά δύν αλεμάξηεηεο όηαλ: 

                                 

γηα όια ηα ηα δηαζηήκαηα       κε     θαη              . 

 

Οη ηπραίεο κεηαβιεηέο              θαινύληαη αλεμάξηεηεο όηαλ : 

  ⋂    

 

   

     ∏    

 

   

     

γηα όια ηα δηαζηήκαηα                 
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2.4 Μέζε Σηκή Σπραίσλ Μεηαβιεηώλ 

Η κέζε ηηκή κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο   ζπκβνιίδεηαη κε      (expected value of 

random variable X) θαη είλαη έλαο αξηζκόο πνπ εθθξάδεη κε ηνλ θαιύηεξν δπλαηό 

ηξόπν ηελ ηηκή γύξσ από ηελ νπνία ηνπνζεηνύληαη νη ηηκέο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο. 

΢ηελ νπζία ε κέζε ηηκή απνηειεί γελίθεπζε ηνπ αξηζκεηηθνύ κέζνπ κηαο αθνινπζίαο 

αξηζκώλ. 

2.4.1 Μέζε Τηκή ηπραίαο κεηαβιεηήο 

Μέζη ηιμή διακπιηήρ ηςσαίαρ μεηαβληηήρ 

Έζησ κηα δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή   κε ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο: 

                      

ηόηε κέζε ηηκή        ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο   δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

       ∑        

 

   

 

ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε ζεηξά ζπγθιίλεη απνιύησο, δειαδή: 

∑            

 

   

 

Μέζη ηιμή ζςνεσήρ ηςσαίαρ μεηαβληηήρ 

Έζησ κηα ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή   κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο: 

              

ηόηε κέζε ηηκή        ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο   δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

       ∫        

  

  

 

ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη ην νινθιήξσκα ζπγθιίλεη απνιύησο, δειαδή: 
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∫          

  

  

    

2.4.2 Μέζε Τηκή ζπλάξηεζεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 

Αο ππνηεζεί όηη έρνπκε κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε       θαη κηα ηπραία 

κεηαβιεηή  , ηόηε ε        ζα είλαη επίζεο κηα ηπραία κεηαβιεηή. 

΢πγθεθξηκέλα, αλ ε   είλαη κηα δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή ηόηε θαη ε        ζα 

είλαη κηα δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή. Δλώ ζηελ πεξίπησζε πνπ ε   είλαη κηα ζπλερήο 

ηπραία κεηαβιεηή, ηόηε θαη ε        ζα είλαη κηα ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή. 

Έζησ κηα δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή   κε ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο: 

                      

θαη        λα είλαη κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε, ηόηε ε κέζε ηηκή ηεο δηαθξηηήο 

ηπραίαο κεηαβιεηήο        δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

             ∑      

  

   

      

ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε ζεηξά ζπγθιίλεη απνιύησο, δειαδή: 

∑               

 

   

 

Έζησ κηα ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή   κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο: 

              

θαη        λα είλαη κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε, ηόηε ε κέζε ηηκή ηεο ζπλερνύο 

ηπραίαο κεηαβιεηήο        δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

             ∫           
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ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη ην νινθιήξσκα ζπγθιίλεη απνιύησο, δειαδή: 

∫             

  

  

    

2.4.3 Μέζε Τηκή Τπραίνπ Γηαλύζκαηνο 

Έζησ όηη έρνπκε έλα ηπραίν δηάλπζκα                 , ηόηε ε κέζε ηηκή ηνπ 

ηπραίνπ δηαλύζκαηνο δίλεηαη σο εμήο: 

                              

Μέζη Τιμή Σςνάπηηζηρ Τςσαίος Γιανύζμαηορ 

Έζησ κηα δηαθξηηή n-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή                  κε ζπλάξηεζε 

κάδαο πηζαλόηεηαο            , κε                        , όπνπ          

θαη          . Σόηε αλ                      κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε, ε 

κέζε ηηκή ηεο δηαθξηηήο ηπραίαο κεηαβιεηήο        δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

∑  ∑ ∑                       

  

    

  

    

  

    

                       

ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε ζεηξά ζπγθιίλεη απνιύησο. 

Έζησ κηα ζπλερή n-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή                  κε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο             κε                όπνπ      θαη 

         . Σόηε αλ                      κηα πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε, ε 

κέζε ηηκή ηεο ζπλερνύο ηπραίαο κεηαβιεηήο        δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

∫  ∫ ∫                           

  

  

  

  

  

  

           

ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη ην νινθιήξσκα ζπγθιίλεη απνιύησο. 
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3 ΢ηνηρεία Γξαθεκάησλ 

΢ην θεθάιαην απηό ζα παξνπζηαζηνύλ βαζηθέο έλλνηεο ησλ γξαθεκάησλ θαη ζα 

νξηζηεί ε έλλνηα ηνπ θαηεπζπλόκελνπ αθπθιηθνύ γξαθήκαηνο (DAG). ΢ηε ζπλέρεηα ζα 

αλαιπζνύλ νη βαζηθέο ζπλδέζεηο κεηαμύ ησλ θόκβσλ ζε έλα ηέηνηνπ είδνπο γξάθεκα 

θαη ζα νξηζηεί ε έλλνηα ηνπ d-separation κεηαμύ ησλ θόκβσλ ηνπ γξαθήκαηνο. 

Δπηπιένλ, ζα γίλεη αλαθνξά ζηηο ηδηόηεηεο ηνπ Markov θαη ηε ζρέζε ηνπ d-separation 

κε ηε ζηνραζηηθή αλεμαξηεζία κεηαβιεηώλ. Οη παξαπάλσ πιεξνθνξίεο είλαη 

νπζηαζηηθέο γηα ηνλ νξηζκό θαη ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ. 
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3.1 Βαζηθέο Έλλνηεο Γξαθεκάησλ 

Έλα κπεϋδηαλό δίθηπν βαζίδεηαη ζε έλα γξάθεκα από θόκβνπο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε 

ηπραίεο κεηαβιεηέο, ην νπνίν κάιηζηα παξνπζηάδεη ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο. Πξηλ 

γίλεη ε αλάιπζε ησλ ηδηνηήησλ ζα πξέπεη αξρηθά λα εηζαρζεί ε έλλνηα ηνπ 

γξαθήκαηνο. 

Έλα γξάθεκα G απνηειείηαη από έλα ζύλνιν θόκβσλ (ή θνξπθώλ) V θαη έλα ζύλνιν 

αθκώλ (ή ηόμσλ) E θαη ζπκβνιίδεηαη σο G=(V,E). Έλα δεπγάξη θόκβσλ    θαη    κε 

  ,      V κπνξνύλ λα ζπλδεόληαη κε αθκή πνπ έρεη θαηεύζπλζε        ,       ή 

κε αθκή ρσξίο θαηεύζπλζε       (Δηθόλα 1). Άξα, ηα γξαθήκαηα κπνξνύλ λα 

ρσξηζηνύλ ζε θαηεπζπλόκελα (directed graphs) ζηε πεξίπησζε πνπ νη αθκέο ηνπο 

έρνπλ θαηεύζπλζε θαη ζε κε θαηεπζπλόκελα (undirected graphs) ζηε πεξίπησζε πνπ 

νη αθκέο ηνπο δελ έρνπλ θαηεύζπλζε.  

 

 

Δηθόλα 1. Δίδε ζπλδέζεσλ κεηαμύ δύν κεηαβιεηώλ      . 

 

Γηα λα πεξηγξαθεί ε ζύλδεζε κεηαμύ ησλ θόκβσλ ζε έλα θαηεπζπλόκελν γξάθεκα 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζπγθεθξηκέλε νξνινγία πνπ παξαπέκπεη ζε ζπγγεληθέο 

ζρέζεηο. ΢ηελ Δηθόλα 2, ν θόκβνο A είλαη ν γνλέαο (parent) ηνπ θόκβνπ B θαη ν B ην 

παηδί (child) ηνπ θόκβνπ A. O θόκβνο C είλαη απόγνλνο (descendant) ηνπ A θαη ν A 

είλαη πξόγνλνο (ancestor) ηνπ θόκβνπ C. Δπηπιένλ, νη θόκβνη πνπ δελ έρνπλ γνλείο 

ιέγνληαη ξίδεο (roots), ελώ ε νηθνγέλεηα (family) ελόο θόκβνπ απνηειείηαη από ηνλ ίδην 

θαη ηνπο γνλείο ηνπ. Γηα παξάδεηγκα, ν θόκβνο A είλαη ξίδα, ελώ ε νηθνγέλεηα ηνπ 

θόκβνπ Β είλαη ν ίδηνο θαη ν Α. 



- 26 - 

 

  

Δηθόλα 2. Παξάδεηγκα ζύλδεζεο κεηαμύ ησλ θόκβσλ ζε έλα θαηεπζπλόκελν γξάθεκα. 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη θαηεύζπλζε ζηηο αθκέο, νη δηπιαλνί θόκβνη πνπ 

ζπλδένληαη κε έλαλ ζπγθεθξηκέλν θόκβν νλνκάδνληαη γείηνλεο (neighbors). ΢ηελ 

Δηθόλα 3, νη θόκβνη A θαη C είλαη νη γείηνλεο ηνπ θόκβνπ B. 

 

Δηθόλα 3. Παξάδεηγκα ζύλδεζεο κεηαμύ ησλ θόκβσλ ζε έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα 

 

Δπηπιένλ, ζε έλα γξάθεκα βξόρνο (loop) ιέγεηαη ε ζύλδεζε ελόο θόκβνπ κε ηνλ εαπηό 

ηνπ κέζσ κηαο αθκήο κε ή ρσξίο θαηεύζπλζε (Δηθόλα 4). 

 

Δηθόλα 4. Παξάδεηγκα βξόρνπ ζε γξάθεκα. 

 

΢ε έλα θαηεπζπλόκελν γξάθεκα, θύθινο νλνκάδεηαη κηα δηαδξνκή από αθκέο κε 

θαηεύζπλζε πνπ μεθηλνύλ θαη θαηαιήγνπλ ζηνλ ίδην θόκβν. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ 

Δηθόλα 5 παξνπζηάδνληαη δύν πεξηπηώζεηο θύθινπ, αθνύ μεθηλώληαο από ηνλ θόκβν A 

ε δηαδξνκή κπνξεί λα θαηαιήμεη πάιη ζηνλ θνκβν A. 
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Δηθόλα 5. Παξάδεηγκα θύθισλ ζε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα. 

 

Μπνξεί πιένλ κε βάζε ηηο έλλνηεο πνπ έρνπλ αλαθεξζεί, λα νξηζηεί ε έλλνηα ηνπ 

θαηεπζπλόκελνπ αθπθιηθνύ γξαθήκαηνο. Πην ζπγθεθξηκέλα, έλα γξάθεκα πνπ θάζε 

αθκή ηνπ έρεη θαηεύζπλζε, ελώ παξάιιεια δελ έρεη βξόρνπο θαη θύθινπο, νλνκάδεηαη 

θαηεπζπλόκελν αθπθιηθό γξάθεκα (Directed Acyclic Graph-DAG) (Koller and 

Friedman, 2009; Pearl, 2009). 

 

Δηθόλα 6. Παξάδεηγκα DAG γξαθήκαηνο. 

Αλ κε       ζπκβνιίδεηαη ην ζύλνιν ησλ γνληώλ ελόο θόκβνπ  , ηόηε ζην παξαπάλσ 

γξάθεκα (Δηθόλα 6) κπνξνύλ λα παξαηεξεζνύλ ηα εμήο: 
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 Σν γξάθεκα είλαη έλα DAG, αθνύ θάζε αθκή έρεη θαηεύζπλζε θαη δελ 

ππάξρνπλ βξόρνη θαη θύθινη. 

 Οη θόκβνη     δελ έρνπλ θόκβνπο γνλείο, θαη άξα είλαη ξίδεο. 

 Οη γνλείο ηνπ C είλαη:             θαη       απνηεινύλ νηθνγέλεηα. 

 Ο γνλέαο ηνπ D είλαη:           θαη     απνηεινύλ νηθνγέλεηα. 

 Ο γνλέαο ηνπ E είλαη:           θαη     απνηεινύλ νηθνγέλεηα. 

 Ο γνλέαο ηνπ F είλαη:           θαη     απνηεινύλ νηθνγέλεηα. 
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3.2 Βαζηθέο ΢πλδέζεηο Μεηαβιεηώλ/Κόκβσλ ζε DAG 

Γηα λα γίλεη ε αλάιπζε ησλ βαζηθώλ ζπλδέζεσλ ησλ θόκβσλ ζε γξαθήκαηα ηύπνπ 

DAG ζα πξέπεη πξνεγνπκέλσο λα αλαθεξζνύλ νη έλλνηεο ηεο δηαδξνκήο (path) θαη ηνπ 

κπινθαξίζκαηνο κηαο δηαδξνκήο (blocking). Δπηπιένλ, ζα πξέπεη λα γίλεη αλαθνξά 

ζηε d-separation (directed separation) πνπ είλαη κηα γξαθηθή έλλνηα δηαρσξηζκνύ ησλ 

θόκβσλ ή κεηαβιεηώλ ζε έλα θαηεπζπλόκελν γξάθεκα. 

Γεληθά, δηαδξνκή θαιείηαη κηα αθνινπζία δηαδνρηθώλ αθκώλ ζην γξάθεκα, είηε έρνπλ 

θαηεύζπλζε είηε δελ έρνπλ. Σν κπινθάξηζκα δηαδξνκήο αλαθέξεηαη ζηε δηαδηθαζία 

θαηά ηελ νπνία ζηακαηάεη ε ξνή πιεξνθνξίαο ή αιιηώο ε εμάξηεζε, αλάκεζα ζηνπο 

θόκβνπο θαη άξα ζηηο κεηαβιεηέο πνπ ζπλδένληαη ζηε δηαδξνκή. 

Ο πξώηνο ηξόπνο ζύλδεζεο ησλ κεηαβιεηώλ είλαη ε θαηά ζεηξά ζύλδεζε (serial 

connection) ή αιιηώο αηηηαθή δηαδξνκή (causal chain). Γηα ηξεηο κεηαβιεηέο, A, B, C, 

ε ζύλδεζε ζε ζεηξά παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 7. 

 

 

Δηθόλα 7. Παξάδεηγκα ζύλδεζεο ζε ζεηξά. 

 

΢ηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, νπνηαδήπνηε πιεξνθνξία γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο 

κεηαβιεηήο A ζα επεξεάζεη ηελ πεπνίζεζε πνπ έρνπκε γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο 

κεηαβιεηήο C, ε νπνία κε ηε ζεηξά ηεο ζα επεξεάζεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ 

κεηαβιεηή B. Έηζη, κπνξνύκε λα πνύκε όηη ε ξνή ηεο πιεξνθνξίαο ζηε δηαδξνκή από 

ηελ A ζηελ B δελ είλαη κπινθαξηζκέλε. Αλ όκσο ε θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο C είλαη 

γλσζηή, ηόηε αλ είλαη γλσζηή θαη ε θαηάζηαζε ηεο A δελ ζα επεξεάζεη ηελ πεπνίζεζε 

καο γηα ηελ B θαη αληίζηξνθα. Γειαδή, ππό ηε ζπλζήθε όηη γλσξίδνπκε ηελ 

θαηάζηαζε ηεο C, νπνηαδήπνηε πιεξνθνξία γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο A κπινθάξεηαη κε 

απνηέιεζκα λα κελ επεξεάδεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο B. ΢ε απηήλ 
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ηε πεξίπησζε ε δηαδξνκή κεηαμύ ηεο A θαη ηεο B έρεη κπινθαξηζηεί θαη ιέκε όηη νη 

κεηαβιεηέο A θαη B είλαη d-separated δεδνκέλεο ηεο C. 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη έρνπκε ηελ ζύλδεζε ζε ζεηξά ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ θαπλνύ 

(Κ), ηεο θσηηάο (Φ) θαη ηεο ππξνζβεζηηθήο (Π). Η αλαπαξάζηαζε απηήο ηεο ζύλδεζεο 

ζε δίθηπν παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 8. 

 

 

Δηθόλα 8. Παξάδεηγκα ζύλδεζεο ζε ζεηξά κε θόκβνπο Καπλόο (Κ), Φσηηά (Φ) θαη Ππξνζβεζηηθή (Π). 

 

Τπνζέηνληαο όηη δελ γλσξίδνπκε ηίπνηα γηα ην αλ ππάξρεη θσηηά, ηόηε, αλ καο δνζεί ε 

πιεξνθνξία όηη ππάξρεη θαπλόο ζα νδεγήζεη ζε αλαλέσζε ηεο πεπνίζεζήο καο γηα ηελ 

ύπαξμε ηεο θσηηάο, δειαδή ζα είλαη ινγηθό λα ζεσξνύκε πεξηζζόηεξν πηζαλή ηελ 

ύπαξμε  θσηηάο. Απηό κε ηε ζεηξά ηνπ ζα νδεγήζεη ζε αλαλέσζε ηεο πεπνίζεζήο καο 

γηα ην αλ έρεη έξζεη ε ππξνζβεζηηθή, αθνύ όηαλ θαζίζηαηαη πηζαλόηεξε ε ύπαξμε ηεο 

θσηηάο γίλεηαη θαη πηζαλόηεξε ε επέκβαζε ηεο ππξνζβεζηηθήο. Αληίζηξνθα, αλ 

μέξνπκε όηη έρεη έξζεη ε ππξνζβεζηηθή, απηό θαζηζηά πεξηζόηεξν πηζαλή ηελ ύπαξμε 

θσηηάο, ε νπνία κε ηε ζεηξά ηεο θαζηζηά πηζαλόηεξε ηελ ύπαξμε θαπλνύ. Μπνξεί 

ινηπόλ λα παξαηεξήζεη θαλείο όηη ε πιεξνθνξία κεηαδίδεηαη ζηε ζύλδεζε εθόζνλ δελ 

μέξνπκε ηη γίλεηαη κε ηελ θεληξηθή κεηαβιεηή θαη άξα ππνλνείηαη όηη νη κεηαβιεηέο 

είλαη εμαξηεκέλεο ε κηα από ηελ άιιε. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ γλσξίδνπκε όηη έρεη μεζπάζεη θσηηά, νπνηαδήπνηε πιεξνθνξία 

ζρεηίδεηαη κε ηνλ θαπλό δελ επεξεάδεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ην αλ έρεη έξζεη ε 

ππξνζβεζηηθή. Αληίζηξνθα, αλ δνζεί ε πιεξνθνξία όηη έρεη έξζεη ε ππξνζβεζηηθή δελ 

κεηαβάιιεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ ύπαξμε θαπλνύ, από ηε ζηηγκή πνπ γλσξίδνπκε 

όηη ππάξρεη θσηηά. Γειαδή, νπνηαδήπνηε λέα πιεξνθνξία γηα ηνλ θαπλό κπινθάξεηαη 

ππό ηε ζπλζήθε ηεο θσηηάο θαη αληίζηξνθα. Άξα νη κεηαβιεηέο Κ, Π είλαη d-separated 

δεδνκέλνπ ηεο κεηαβιεηήο Φ, γεγνλόο πνπ ππνλνεί όηη είλαη θαη αλεμάξηεηεο ππό ηε 

ζπλζήθε ηεο Φ. 
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Ο δεύηεξνο ηξόπνο ζύλδεζεο είλαη ε απνθιίλνπζα ζύλδεζε (diverging connection) ή 

αιιηώο ε θνηλή αηηία (common cause).  Γηα ηξεηο κεηαβιεηέο A, B, C, απνθιίλνπζα 

ζύλδεζε παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 9 

 

 

Δηθόλα 9. Παξάδεηγκα απνθιίλνπζαο ζύλδεζεο. 

 

΢ηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, αλ αξρηθά δελ ππάξρεη θάπνηα πιεξνθνξία γηα ηελ 

θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο C, ηόηε γλώζε ηεο θαηάζηαζεο ηεο κεηαβιεηήο Α ζα 

επεξεάζεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο C. Η λέα πεπνίζεζε πνπ έρνπκε 

γηα ηελ C ζα επεξεάζεη κε ηε ζεηξά ηεο ην ηη πηζηεύνπκε γηα  ηε κεηαβιεηή B. 

Γειαδή, ε πιεξνθνξία κεηαδίδεηαη από ηελ A ζηελ B θαη άξα δηαδξνκή δελ είλαη 

κπινθαξηζκέλε. Αλ όκσο ε θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο C είλαη γλσζηή, ηόηε ε γλώζε 

ηεο θαηάζηαζεο ηεο A δελ ζα επεξεάζεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο B 

θαη αληίζηξνθα. Σόηε, ε δηαδξνκή κεηαμύ ηεο A θαη ηεο B έρεη κπινθαξηζηεί θαη ιέκε 

όηη νη κεηαβιεηέο A θαη B είλαη d-separated δεδνκέλεο ηεο C. 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη έρνπκε ηηο κεηαβιεηέο ηνπ θαπλίζκαηνο (Κ), ηεο 

πλεπκνλνπάζεηαο (Π) θαη ηνπ εγθεθαιηθνύ επηζνδείνπ (Δ) ζε απνθιίλνπζα ζύλδεζε, 

όπσο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 10.  
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Δηθόλα 10. Παξάδεηγκα απνθιίλνπζαο ζύλδεζεο κε θόκβνπο Κάπληζκα (Κ), Πλεπκνλνπάζηα (Π) θαη 

Δγθεθαιηθό επεηζόδην (Δ). 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ δελ γλσξίδνπκε αλ θάπνηνο θαπλίδεη, ε πιεξνθνξία όηη πάζρεη 

από θάπνηα πλεπκνλνπάζεηα ζα κεηαβάιιεη ηελ εθηίκεζε κάο γηα ην αλ θαπλίδεη θαη 

ζπγθεθξηκέλα ηελ θαζηζηά πηζαλόηεξε ζε ζρέζε κε πξνεγνπκέλσο πνπ δελ γλσξίδακε 

θάηη γηα ηελ πλεπκνλνπάζεηα. Έρνληαο πεξηζζόηεξν πηζαλό ην ελδερόκελν ηνπ 

θαπλίζκαηνο κε ηε ζεηξά ηνπ ζα αλαλεώζεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ην ελδερόκελν 

εγθαθαιηθνύ επηζνδείνπ. Πξάγκαηη, είλαη ινγηθό λα ζεσξήζνπκε όηη εθόζνλ είλαη 

πηζαλόηεξν λα θαπλίδεη ζε ζρέζε κε ην παξειζόλ, ηόηε είλαη θαη πηζαλόηεξν λα 

ππνζηεί θάπνην εγθεθαιηθό. Με ηελ ίδηα ινγηθή, αλ αθνινπζήζνπκε ηελ αληίζηξνθε 

πνξεία μεθηλώληαο από ηελ πιεξνθόξηα όηη ππέζηεη εγθεθαιηθό επηζόδεην ζα 

αιιάμνπκε ηελ πεπνίζεζε καο γηα ην ελδερόκελνπ λα θαπλίδεη θαη ύζηεξα γηα ην 

ελδερόκελν λα πάζρεη από θάπνηα πλεπκνλνπάζεηα. Άξα αλ δελ γλσξίδνπκε θάηη γηα 

ην θνηλό αίηην, ε ξνή ηεο πιεξνθνξίαο δελ κπινθάξεηαη θαη ε πιεξνθνξία γηα ην έλα 

ελδερόκελν ζα επεξεάζεη ηε πεπνίζεζε καο γηα ην άιιν, δειαδή ππνλνείηαη ε ύπαξμε 

εμάξηεζεο κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ Δ θαη Π ή αιιηώο κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ ηεο 

θνηλήο αηηίαο. 

Αλ γλσξίδνπκε όκσο όηη θάπνηνο θαπλίδεη, ηόηε αλ δνζεί ε πιεξνθνξία όηη πάζρεη από 

θάπνηα πλεπκνλνπάζεηα δελ ζα κεηαβάιιεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ην αλ ππέζηεη 

εγθεθαιηθό επηζόδεην. Αληίζηξνθα, αλ ππέζηεη εγθεθαιηθό επηζόδεην δελ αιιάδεη ηελ 

πεπνίζεζε καο γηα ην αλ πάζρεη από θάπνηα πλεπκνλνπάζεηα, δεδνκέλνπ όηη 

γλσξίδνπκε όηη θαπλίδεη. Άξα ε ξνή ηεο πιεξνθνξίαο κπινθάξεηαη θαη κπνξνύκε λα 

ηζρπξηζηνύκε όηη νη κεηαβιεηέο Π, Δ είλαη d-separated ππό ηε ζπλζήθε ηεο Κ, δειαδή 
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ππνλνείηαη όηη ηα απνηειέζκαηα θαζίζηαληαη αλεμάξηεηα ππό ηε ζπλζήθε ηεο θνηλήο 

αηηίαο. 

Ο ηξίηνο ηξόπνο ζύλδεζεο θαιείηαη ζπγθιίλνπζα ζύλδεζε (converging connections) ή 

αιιηώο θνηλό απνηέιεζκα (common effect) ή v-δνκή (v-structure). Γηα ηξεηο 

κεηαβιεηέο A, B, C, ε ζπγθιίλνπζα ζύλδεζε παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 11. 

 

 

Δηθόλα 11. Παξάδεηγκα ζπγθιίλνπζαο ζύλδεζεο. 

 

΢ε αληίζεζε κε ηηο πξνεγνύκελεο ζπλδέζεηο, ζηε ζπγθιίλνπζα ζύλδεζε όηαλ δελ 

γλσξίδνπκε ηίπνηα γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο C, ε γλώζε ηεο θαηάζηαζεο ηεο A δελ 

επεξεάδεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο B θαη αληίζηξνθα. Αλ όκσο είλαη 

γλσζηή ε θαηάζηαζε ηεο C, ηόηε ε γλώζε ηεο θαηάζηαζεο κίαο εθ ησλ δύν 

κεηαβιεηώλ A ή B ζα επεξέαζεη ηελ πεπνίζεζή καο γηα ηελ άιιε. Δπίζεο, αλ είλαη 

γλσζηή ε θαηάζηαζε ελόο απνγόλνπ ηεο C θαη όρη ηεο ίδηαο, ηόηε πάιη γλώζε ηεο 

θαηάζηαζεο ηεο A ζα επεξεάζεη ηελ πεπνίεζε καο γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο B θαη 

αληίζηξνθα. Όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθόλα 12, απηό ζπκβαίλεη δηόηη ε γλώζε ηεο 

θαηάζηαζεο ηεο Η κπνξεί λα καο δώζεη πιεξνθνξία γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο C. 
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Δηθόλα 12. Παξάδεηγκα ζπγθιίλνπζαο ζύλδεζεο κε απνγόλνπο. 

 

΢πλεπώο, ε γλώζε ηεο θαηάζηαζεο ηεο C ή θάπνηαο απνγόλνπ ηεο ζα κπινθάξεη ηε 

ξνή ηεο πιεξνθνξίαο ζηε δηαδξνκή θαη άξα νη A, B παξνπζηάδνπλ εμάξηεζε κεηαμύ 

ηνπο. Σν αληίζεην ζα ζπκβεί ζε πεξίπησζε πνπ δελ γλσξίδνπκε ηίπνηα γηα ηελ C ή γηα 

θάπνηα απόγνλν ηεο, δειαδή νη A, B ζα είλαη αλεμάξηεηεο.  

Τπνζέηνπκε όηη ζε έλα εξγνζηάζην θπζηθνύ αεξίνπ έρνπκε ηηο κεηαβιεηέο ηεο 

κεραληθήο βιάβεο (Μ) ζε θάπνην από ηα κεραλήκαηα, ηεο δηαξξνήο αεξίνπ (Γ) ζε 

θάπνην ζσιήλα θαη ηεο έλδεημεο θηλδύλνπ (Κ) ζε έλαλ πίλαθα ειέγρνπ, ζε 

ζπγθιίλνπζα ζύλδεζε, όπσο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 13. 

 

 

Δηθόλα 13. Παξάδεηγκα ζπγθιίλνπζαο ζύλδεζεο κε θόκβνπο Μεραληθή βιάβε (Μ), Γηαξξνή αεξίνπ (Γ) θαη 

Έλδεημε θηλδύλνπ (Δ). 
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΢ε αληίζεζε κε ηηο πξνεγνύκελεο ζπλδέζεηο, αλ δελ γλσξίδνπκε ηίπνηα γηα ηελ έλδεημε 

θηλδύλνπ ζηελ πεξίπησζε πνπ πιεξνθνξεζνύκε όηη ππάξρεη κεραληθή βιάβε ζε 

θάπνην κεράλεκα δελ επεξεάδεη ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ ύπαξμε δηαξξνήο αεξίνπ 

ζε θάπνην ζσιήλα. Αληίζηξνθα, ε πιεξνθνξία ηεο δηαξξνήο ζε θάπνην ζσιήλα ηνπ 

εξγνζηαζίνπ δελ επεξάδεη κε θάπνην ηξόπν ηελ πεπνίζεζε καο γηα ηελ ύπαξμε 

κεραληθήο βιάβεο ζε θάπνην κεράλεκα. Γειαδή ε ξνή ηεο πιεξνθνξίαο κπινθάξεηαη 

από ην γεγνλόο όηη δελ μέξνπκε ηίπνηα γηα ηελ έλδεημε θηλδύλνπ. Άξα, ζηελ 

πεξίπησζε πνπ δελ γλσξίδνπκε ηίπνηα γηα ηελ κεηαβιεηή Κ, ηόηε κπνξνύκε λα 

ηζρπξηζηνύκε όηη νη κεηαβιεηέο Μ, Γ είλαη αλεμάξηεηεο, δειαδή αλ δελ γλσξίδνπκε 

θάηη γηα ην θνηλό απνηέιεζκα ηόηε ηα αίηηα θέξνληαη σο αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο. 

Αλ όκσο γλσξίδνπκε όηη ππάξρεη έλδεημε θηλδύλνπ ζηνλ πίλαθα ειέγρνπ ηόηε αλ καο 

δνζεί ε πιεξνθνξία όηη ππάξρεη κεραληθή βιάβε επεξεάδεη ηελ πεπνίζεζε πνπ έρνπκε 

γηα ηελ δηαξξνή θαη ζπγθεθξηκέλα ζα κεηώζεη ηελ όπνηα εθηίκεζε είρακε λα είλαη ε 

δηαξξνή ην αίηην ηεο έλδεημεο θηλδύλνπ. Αληίζηξνθα, ε πιεξνθνξία ηεο δηαξξνήο ζε 

θάπνην ζσιήλα, ππό ηε ζπλζήθε όηη έρνπκε έλδεημε θηλδύλνπ, ζα κεηώζεη ηελ 

εθηίκεζε καο ζην λα είλαη ε κεραληθή βιάβε ην αίηην. Άξα, γλσξίδνληαο ηελ 

θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο Κ ε ξνή ηεο πιεξνθνξίαο δελ κπινθάξεηαη θαη νη 

κεηαβιεηέο Μ, Γ εμαξηώληαη κεηαμύ ηνπο. ΢πλεπώο, αλ γλσξίδνπκε ην θνηλό 

απνηέιεζκα ηόηε ηα αίηηα θέξνληαη σο εμαξηώκελα κεηαμύ ηνπο. 

Με βάζε ηελ πξνεγνύκελε αλάιπζε δηαπηζηώλεη θαλείο όηη ππνβόζθεη κηα ζρέζε 

κεηαμύ ηεο έλλνηαο ηνπ d-separation θαη ηεο ππό ζπλζήθε ζηνραζηηθήο αλεμαξηεζίαο. 

Γηα λα γίλεη θαιύηεξα θαηαλνήηε ε ζπγθεθξηκέλε ζρέζε ζα πξέπεη πξώηα λα νξηζηεί ε 

έλλνηα ηνπ d-separation  (Jensen and Nielsen, 2007; Kjaerulff and Madsen, 2013; 

Koller and Friedman, 2009; Pearl, 2009).  
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3.3 Κξηηήξην D-Separation θαη ε Κνπβέξηα ηνπ 

Markov 

Γλσξίδνληαο ηηο ζπλδέζεηο ησλ κεηαβιεηώλ θαη έρνληαο θάλεη ήδε κηα κηθξή αλαθνξά 

ζηε γξαθηθή έλλνηα ηνπ d-separation (Directed Separation Criterion), κπνξεί πιένλ λα 

νξηζηεί απηή ε έλλνηα κε απζηεξό ηξόπν. Έζησ A, B θαη C ηξία αζύλδεηα ζύλνια 

κεηαβιεηώλ ή αιιηώο αζύλδεηα ζύλνια θόκβσλ ή κεηαβιεηώλ ελόο DAG. Μηα 

δηαδξνκή p κπινθάξεηαη από ην ζύλνιν θόκβσλ C εάλ θαη κόλν εάλ ηζρύεη έλα από ηα 

παξαθάησ: 

1. Η δηαδξνκή p λα πεξηέρεη κηα θαηά ζεηξά ζύλδεζε i   m   j ή κηα 

απνθιίλνπζα ζύλδεζε i ⟵ m   j, όπνπ m λα είλαη θόκβνο πνπ αλήθεη ζην C. 

2. Η δηαδξνκή p λα πεξηέρεη κηα ζπγθιίλνπζα ζύλδεζε i   m ⟵ j, όπνπ m λα 

είλαη θόκβνο πνπ δελ αλήθεη ζην C θαη θαλέλαο από ηνπο απνγόλνπο ηνπ δελ 

αλήθεη ζην C. 

Σόηε, ιέκε όηη ηα A θαη B είλαη d-separated δεδνκέλνπ ηνπ C δειαδή         , εάλ 

θαη κόλν εάλ ην C κπινθάξεη θάζε δηαδξνκή από έλαλ θόκβν ζην Α ζε έλαλ θόκβν 

ζην Β (Pearl, 2009). 

΢εκαληηθό απνηέιεζκα ηνπ θξηηεξίνπ απνηειεί ην γεγνλόο όηη ην d-separation 

ζπλεπάγεηαη θαη ππό ζπλζήθε ζηνραζηηθή αλεμαξηεζία. ΢πγθεθξηκέλα, έζησ όηη 

έρνπκε ηξία αζύλδεηα ππνζύλνια θόκβσλ ή κεηαβιεηώλ       ελόο γξαθήκαηνο G 

ηύπνπ DAG. Σόηε: 

                  

όπνπ ην     ζπκβνιίδεη ζηνραζηηθή αλεμαξηεζία. Γειαδή αλ νη     είλαη d-separated 

δεδνκέλνπ ηνπ   απηό ζεκάηλεη όηη ζα είλαη θαη ζηνραζηηθά αλεμάξηεηνη  ππό ηελ 

ζπλζήθε ηνπ  . Ιζρύεη όκσο θαη ην αληίζηξνθν απνηέιεζκα, δειαδή αλ ζε έλα DAG 

νη     είλαη αλεμάξηεηνη ππό ηε ζπλζήθε ηνπ   ηόηε ζα είλαη θαη d-separated 

δεδνκέλνπ ηνπ  . Γειαδή: 
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Δηθόλα 14. Πηζαλέο ζπλδέζεηο κεηαμύ ηξηώλ θόκβσλ ζε έλα γξάθεκα DAG. 

 

Τπό ην πξίζκα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ απνηειέζκαηνο αλ μαλαγπξίζνπκε ζηηο ζπλδέζεηο 

ησλ κεηαβιεηώλ, όπσο απηέο παξνπζηάδνληαη ζπλνιηθά ζηελ Δηθόλα 14, κπνξνύκε λα 

παξαηεξήζνπκε όηη ζηηο πεξηπηώζεηο ηεο ζύλδεζεο ζε ζεηξά θαη ηεο απνθιίλνπζαο 

ζύλδεζεο, αλ γλσξίδνπκε ηελ θαηάζηαζε ηεο C, ηόηε νη κεηαβιεηέο A, B είλαη d-

separated δεδνκέλνπ ηεο C θαη άξα νη A, B είλαη ζηνραζηηθά αλεμάξηεηεο δεδνκέλνπ 

ηεο C. 

                                      

Αληίζεηα ζηελ ζπγθιίλνπζα ζύλδεζε όηαλ δελ γλσξίδνπκε ηελ θαηάζηαζε ηεο C ε 

θάπνηνπ απνγόλνπ ηεο ηόηε νη A, B  δελ εμαξηώληαη κεηαμύ ηνπο θαη άξα είλαη 

ζηνραζηηθά αλεμάξηεηεο. 

                     θαη               
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Δηθόλα 15. Παξάδεηγκα DAG κε evidence node. 

 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη έρνπκε ην DAG ηεο Δηθόλαο 15 θαη ζέινπκε λα 

απαληήζνπκε ζην εξώηεκα αλ νη κεηαβιεηέο     είλαη αλεμάξηεηεο ππό ηε ζπλζήθε 

ηεο  . Η κεηαβιεηή   είλαη εθείλε ε κεηαβιεηή ηεο νπνίαο ηελ θαηάζηαζε 

γλσξίδνπκε ή αιιηώο έρνπκε ηελ έρνπκε παξαηεξήζεη (observed variable/ evidence 

variable).  

Αξρηθά παξαηεξνύκε όηη από ηελ   ζηε   ππάξρνπλ δύν δηαδξνκέο ε       θαη 

ε          . 

΢ηε πξώηε δηαδξνκή έρνπκε κηα ηξηάδα κεηαβιεηώλ       ζε ζύλδεζε θνηλνύ 

απνηειέζκαηνο ρσξίο λα γλσξίδνπκε θάηη γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο   πνπ 

είλαη ην απνηέιεζκα. Άξα, από πξνεγνύκελε αλάιπζε γλσξίδνπκε όηη ζηελ 

πεξίπησζε απηή ε δηαδξνκή κπινθάξεηαη θαη δελ ππάξρεη ξνή ηεο πιεξνθνξίαο από   

ζε  . 

Η δεύηεξε δηαδξνκή απνηειείηαη από ηξεηο ην πιήζνο ηξηάδεο κεηαβιεηώλ πνπ είλαη νη 

εμήο: 
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΢ηελ πξώηε ηξηάδα       νη κεηαβιεηέο       ζπλδένληαη ζε ζεηξά θαη δελ 

γλσξίδνπκε θάηη γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο   ή αιιηώο δελ έρνπκε παξαηεξήζεη ηελ 

κεηαβιεηή (unobserved variable), πνπ ζεκαίλεη όηη ε πξώηε ηξηάδα δελ είλαη 

κπινθαξηζκέλε. Η επόκελε ηξηάδα       είλαη κηα ζύλδεζε θνηλνύ 

απνηειέζκαηνο θαη ζπγρξόλσο γλσξίδνπκε ηελ θαηάζηαζε ηνπ απνηειέζκαηνο πνπ 

είλαη ε  . Άξα από πξνεγνύκελε αλάιπζε γλσξίδνπκε όηη ε ηξηάδα δελ είλαη 

κπινθαξηζκέλε. Η ηειεπηαία ηξηάδα       ηεο δεύηεξεο δηαδξνκήο είλαη κηα 

ζύλδεζε ζε ζεηξά κε ηελ θαηάζηαζε ηεο θεληξηθήο κεηαβιεηήο λα είλαη άγλσζηε. Άξα 

πάιη όπσο μέξνπκε, ε ηξηάδα απηή δελ είλαη κπινθαξηζκέλε.  

΢πλεπώο, ε δέπηεξε δηαδξνκή δελ είλαη κπινθαξηζκέλε αθνύ θακία από ηηο ηξηάδεο 

πνπ απνηειείηαη δελ κπινθάξεη ηε ξνή ηεο πιεξνθνξίαο από   ζε  .Έρνληαο ηε 

πξώηε δηαδξνκή κπινθαξηζκέλε θαη ηε δεύηεξε λα κελ είλαη κπινθαξηζκέλε, μέξνπκε 

όηη νη     δελ είλαη d-separated δεδνκέλνπ ηεο   θαη άξα δελ είλαη αλεμάξηεηεο ππό 

ηε ζπλζήθε ηεο  . 

Έλα αθόκα εξώηεκα κπνξεί λα είλαη αλ νη     είλαη αλεμάξηεηεο ππό ηε ζπλζήθε ηεο 

 . ΢ην πιάηζν απηό παξαηεξνύκε όηη ππάξρνπλ δύν δηαδξνκέο ε,         θαη 

ε            . 

Η πξώηε δηαδξνκή απνηειείηαη από δύν ηξηάδεο πνπ είλαη νη εμήο: 

      

      

Η πξώηε ηξηάδα είλαη κηα ζύλδεζε ζε ζεηξά ρσξίο λα έρνπκε πιεξνθνξία γηα ηελ 

θεληξηθή κεηαβιεηή  , θάηη πνπ ζεκαίλεη όηη ε πξώηε ηξηάδα δελ είλαη 

κπινθαξηζκέλε. Η δεύηεξε ηξηάδα είλαη πάιη κηα ζύλδεζε ζε ζεηξά όπνπ όκσο 

γλσξίδνπκε ηελ θαηάζηαζε ηεο θεληξηθήο κεηαβιεηήο   θαη άξα ζηε δεύηεξε ηξηάδα ε 

ξνή ηεο πιεξνθνξίαο κπινθάξεηαη. Σν ζπκπέξαζκα είλαη όηη ε πξώηε δηαδξνκή είλαη 

κπινθαξηζκέλε, αθνύ ζηελ δεύηεξε ηξηάδα κπινθάξεηαη ε ξνή ηεο πιεξνθνξίαο. 

Η δεύηεξε δηαδξνκή απνηειείηαη από ηέζζεξηο ηξηάδεο πνπ είλαη νη εμήο: 
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Δμεηάδσληαο ηελ πξώηε ηξηάδα παξαηεξνύκε όηη έρνπκε ζύλδεζε θνηλνύ 

απνηειέζκαηνο όπνπ δελ είλαη γλσζηή ε θαηάζηαζε ηεο  , θάηη πνπ ζεκαίλεη όηη ε 

ηξηάδα είλαη κπινθαξηζκέλε. Δπεηδή όκσο έρνπκε ηνπιάρηζηνλ έλα θνκκάηη ηεο 

δηαδξνκήο κπινθαξηζκέλν ζπκπαηξάλνπκε όηη δελ ρξεηάδεηαη λα εμεηάζνπκε ηηο 

ππόινηπεο ηξηάδεο αθνύ όιε ε δηαδξνκή ζα είλαη κπινθαξηζκέλε.  

Καηά ζπλέπεηα, επεηδή θάζε δηαδξνκή από ηελ   ζηελ   είλαη κπινθαξηζκέλε 

δεδνκέλνπ ηεο   ιέκε όηη νη     είλαη d-separated δεδνκέλνπ ηεο  . Απηό ζεκάηλεη 

όηη νη     είλαη αλεμάξηεηεο ππό ηε ζπλζήθε ηεο  . 

΢ηε ζπλέρεηα είλαη ζθόπηκν λα γίλεη αλαθνξά ζηελ έλλνηα ηεο θνπβέξηαο ηνπ Markov 

(Markov blanket), αθνύ απνηειεί θνκβηθό ζεκείν γηα ηελ αλάιπζε ησλ κπεϋδηαλώλ 

δηθηύσλ. Γεληθά ζε έλα ζύλνιν ηπραίσλ κεηαβιεηώλ, ε θνπβέξηα ηνπ Markov κηαο 

κεηαβιεηήο είλαη ην ειάρηζην ππνζύλνιν πνπ ππό ηε ζπλζήθε ηνπ θαζηζηά ηελ 

κεηαβιεηή αλεμάξηεηε απν ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο ηνπ ζπλόινπ. Έ 

Έζησ   έλα ζύλνιν θόκβσλ ή ηπραίσλ κεηαβιεηώλ θαη έζησ κηα κεηαβιεηή  , κε 

     . Σόηε ην Markov Blanket ηεο   είλαη ην ειάρηζην ππνζύλνιν   ηνπ   ηέηνην 

ώζηε: 

(   (       ))
 
    

΢πλεπώο, ην Α ζα είλαη αλεμάξηεην από ηνπο ππόινηπνπο θόκβνπο-κεηαβιεηέο ηνπ 

ζπλόινπ ππό ηε ζπλζήθε ηνπ Markov blanket ηνπ. ΢ε θάζε Μπεϋδηαλό δίθηπν, ε 

θνπβέξηα ηνπ Markov κηαο κεηαβιεηήο   είλαη ην ζύλνιν ησλ γνλέσλ ηεο  , ησλ 

παηδηώλ ηεο   θαη ησλ κεηαβιεηώλ πνπ έρνπλ θνηλά παηδηά κε ηελ  .  
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Δηθόλα 16. Παξάδεηγκα DAG γηα ηελ απνζαθήληζε ηνπ Markov Blanket. 

 

Άξα αλ ππνζέζνπκε όηη έρνπκε κεηαβιεηέο              πνπ ζπλδένληαη κε ηνλ 

ηξόπν πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 16, ηόηε ε θνπβέξηα ηνπ Markov (Mb) ηεο    

ζα είλαη νη κεηαβιεηέο:  

                  

θαη άξα ππό ηε ζπλζήθε ηνπ ζπλόινπ απηνύ ησλ κεηαβιεηώλ ε    είλαη αλεμάξηεηε 

ησλ ππόινηπσλ κεηαβιεηώλ. Όκνηα, ε θνπβέξηα ηνπ Markov ηεο    ζα είλαη: 

                  

Μηα αθόκα ζεκαληηθή ηδηόηεηα πνπ ζα ρξεηαζηεί ζηελ αλάιπζε ησλ κπεϋδηαλώλ 

δηθηύσλ είλαη ε ιεγόκελε ηνπηθή ηδηόηεηα ηνπ Markov. ΢ύκθσλα κε ηε ζπγθεθξηκέλε 

ηδηόηεηα, ζε έλα γξάθεκα ηύπνπ DAG, κε              ηπραίεο κεηαβήηέο, θάζε 

κεηαβιεηή    ζα είλαη αλεμάξηεηε από ηνπο κε απνγόλνπο ηεο (nondescendants) ππό 

ηε ζπλζήθε ησλ γνληώλ ηεο. Γειαδή, αλ     
 ζπκβνιίδεη ην ζύλνιν ησλ γνλέσλ ηεο 

   θαη                 
ην ζύλνιν ησλ κεηαβιεηώλ πνπ δελ είλαη απόγνλνη ηεο    

ηόηε γηα θάζε   : 

(                   
 |     
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Η ηνπηθή ηδηόηεηα ηνπ Markov απνηειεί ηελ βάζε ηεο αλάιπζεο ελόο κπεϋδηαλνύ 

δηθηύνπ πνπ αθνινπζεί ζην επόκελν θεθάιαην (Nagarajan et al., 2013; Koller and 

Friedman, 2009; Pearl, 2009). 
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4 Μπεϋδηαλά Γίθηπα 

΢ην θεθάιαην απηό ζα γίλεη αλαθνξά ησλ βαζηθώλ ελλνηώλ ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ 

θαη ζα αλαιπζνύλ κέζνδνη εύξεζεο παξακέηξσλ (parameter learning) θαζώο θαη 

κέζνδνη θαηαζθεπήο ηεο δνκήο ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ κε βάζε ηα δεδνκέλα 

(structure learning). 

΢πγθεθξηκέλα, ζα αλαιπζνύλ ε κέζνδνο εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο θαη ε 

κέζνδνο κπεϋδηαλήο εθηίκεζεο ησλ παξακέηξσλ ζε πιήξε δεδνκέλα. Δπηπιένλ ζα 

αλαιπζεί ε εύξεζε παξακέηξσλ κε ηνλ αιγόξηζκν EM (expaxtation-maximization) γηα 

ηελ πεξίπησζε πoπ ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ δελ είλαη πιήξεο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα 

παξνπζηαζηνύλ ηερληθέο θαηαζθεπήο ηεο δνκήο ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ από πιήξε 

θαζώο θαη από κε πήξε δεδνκέλα κε ηνλ δνκηθό αιγόξηζκν EM (structural EM). 

Σέινο, ζα γίλεη αλαθνξά ζην ηξόπν εθηίκεζεο λέσλ δεδνκέλσλ κε αθξηβή ηξόπν αιιά 

θαη κε πξνζεγγηζηηθό ηξόπν. 
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4.1 Μπεϋδηαλά Γίθηπα θαη Πίλαθεο Γεζκεπκέλσλ 

Πηζαλνηήησλ 

Σα κπεϋδηαλά δίθηπα είλαη γξαθηθά κνληέια ηύπνπ DAG πνπ επηηξέπνπλ ηελ 

αλαπαξάζηαζε ησλ ζηνραζηηθώλ εμαξηήζεσλ αλάκεζα ζε έλα δνζκέλν ζύλνιν 

ηπραίσλ κεηαβιεηώλ, όπνπ θάζε θόκβνο ηνπ DAG αληηζηνηρεί ζε κηα ηπραία 

κεηαβιεηή (Nagarajan et al., 2013). ΢πγθεθξηκέλα, έλα κπεϋδηαλό δίθηπν απνηειείηαη 

από ηα εμήο: 

i) Έλα ζύλνιν κεηαβιεηώλ θαη έλα ζύλνιν θαηεπζπλόκελσλ αθκώλ αλάκεζα ζηηο 

κεηαβιεηέο. 

ii) Κάζε κεηαβιεηή έρεη έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν δηαθνξεηηθώλ κεηαμύ ηνπο 

θαηαζηάζεσλ (ηηκώλ). 

iii) Οη κεηαβιεηέο καδί κε ηηο θαηεπζπλόκελεο αθκέο απνηεινύλ έλα DAG. 

iv) ΢ε θάζε κεηαβιεηή   κε γνλείο              αληηζηνηρεί έλαο πίλαθαο ηεο 

δεζκεπκέλεο ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο                  . 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ κηα κεηαβιεηή   δελ έρεη γνλέα, ηόηε ν πίλαθαο αθνξά ηε 

ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο      ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Α (Jensen and Nielsen, 2007). 

Δπηπιένλ, έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κεηνπζηώλεηαη ζηνραζηηθά κέζσ κηαο από θνηλνύ 

ζπλάξηεζεο κάδαο ή ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο αλάινγα κε ην αλ νη κεηαβιεηέο είλαη 

δηαθξηηέο ή ζπλερείο αληίζηνηρα.  

Αλ ππνζέζνπκε όηη έρνπκε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε γξαθηθό κνληέιν G ηύπνπ DAG 

πνπ δίλεη ηε δνκή ηνπ δηθηύνπ θαη              ηπραίεο κεηαβιεηέο, ηόηε ε από 

θνηλνύ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ζα είλαη ε                . ΢ύκθσλα κε ηνλ 

πνιιαπιαζηαζηηθό ηύπν (chain rule), κπνξεί λα γξαθεί σο εμήο: 

                                                       

                ∏       
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Γλσξίδνπκε όκσο από ηελ ηνπηθή ηδηόηεηα ηνπ Markov όηη θάζε ηπραία κεηαβιεηή 

είλαη αλεμάξηεηε από εθείλεο ηηο κεηαβιεηέο ηνπ δηθηύνπ πνπ δελ είλαη απόγνλνί ηεο 

ππό ηε ζπλζήθε ησλ γνληώλ ηεο, δειαδή: 

                                  
  

όπνπ     
 ζπκβνιίδεη ην ζύλνιν ησλ γνλέσλ ηεο   . Άξα, ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε 

πηζαλόηεηαο ηνπ δηθηύνπ πιένλ γξάθεηαη σο εμήο: 

                ∏           
 

 

   

 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη έρνπκε ην γξάθεκα ηύπνπ DAG ηεο Δηθόλαο 17, πνπ 

απνηειεί έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε ηπραίεο κεηαβιεηέο ηηο             . 

 

Δηθόλα 17. Παξάδεηγκα DAG γηα ηελ εμαγσγή ηεο από θνηλνύ ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο ηνπ δηθηύνπ. 

 

Σόηε, αλ   είλαη ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ ζα 

έρνπκε: 

                ∏    
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όπνπ πιένλ κπνξεί λα γξαθηεί σο εμήο: 

                                                                 

΢πλεπώο, νη ππό ζπλζήθε αλεμαξηεζίεο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ    πνπ ππνδειώλεη 

ε δνκή G ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ απνηππώλνληαη ζηε ζπγθεθξηκέλε 

παξαγνληνπνίεζε ηεο από θνηλνύ ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο.  

Η ζπγθεθξηκέλε παξαγνληνπνίεζε απινπνηεί ζεκαληηθά ηνπο ππινγηζκνύο ησλ 

πηζαλνηήησλ πνπ ζα έξπεπε λα γίλνπλ ζε ζρέζε κε ηνλ αξρηθό ηύπν. Γηα παξάδεηγκα, 

αλ ζεσξήζνπκε όηη θάζε ηπραία κεηαβιεηή    έρεη κόλν δύν δπλαηέο ηηκέο 

(θαηαζηάζεηο) ηόηε ζα έπξεπε λα βξεζνύλ    ην πιήζνο πηζαλόηεηεο. Αληίζεηα, αλ 

ιάβνπκε ππόςηλ ηελ θαηλνύξγηα παξαγνληνπνίεζε θαη αλ ππνζέζνπκε όηη θάζε    έρεη 

  ην πιήζνο γνλείο ηόηε ζα πξέπεη λα βξεζνύλ      ην πιήζνο πηζαλόηεηεο. Απηό 

ζπλεπάγεηαη όηη γηα ζρεηηθά κηθξό πιήζνο γνλέσλ νη πηζαλόηεηεο πνπ ζα πξέπεη λα 

εθηηκεζνύλ είλαη ιηγόηεξεο. Γηα παξάδεηγκα, αλ είρακε      θαη     ηόηε ζηελ 

πξώηε πεξίπησζε ζα πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ          πηζαλόηεηεο, ελώ ζηελ 

δεύηεξε πεξίπησζε κόλν          πηζαλόηεηεο. 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ δηαθξηηώλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ, ζε θάζε ηπραία κεηαβιεηή    κε 

γνλείο     
 αληηζηνηρεί έλαο πίλαθαο δεζκεπκέλεο ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο πνπ 

αθνξά ηε δεζκεπκέλε ηπραία κεηαβιεηή           
. Οη ζπγθεθξηκέλνη πίλαθεο 

δεζκεπκέλσλ θαηαλνκώλ είλαη γλσζηνί σο conditional probability tables (CPTs). Γηα 

παξάδεηγκα, αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε ηπραίεο κεηαβιεηέο 

         θαη δνκή G ηέηνηα ώζηε λα ζπλδεόληαη ζε ζεηξά         . Με ηηο 

ηπραίεο κεηαβιεηέο λα παίξλνπλ κόλν δύν δπλαηέο ηηκέο ε θάζεκηα όπνπ    

   
    

  ,       
    

   θαη       
    

  , ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε κάδαο 

πηζαλόηεηαο ηνπ δηθηύνπ ζα είλαη: 

            ∏           
 

 

   

                           

θαη ηα CPTs γηα ηελ θάζε κεηαβιεηή ηνπ δηθηύνπ ζα είλαη απηά πνπ παξνπζηάδνληαη 

ζηνπο Πίλαθεο 1-3. 

 



- 47 - 

 

 

 

Πίλαθαο 1. Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο                  . 

         

  
      

   

  
      

   

 

 

Πίλαθαο 2. Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο                  . 

                 

  
    

      
      

   

  
    

      
      

   

  
    

      
      

   

  
    

      
      

   

 

 

Πίλαθαο 3. Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο                  . 
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Όπσο κπνξεί λα παξαηεξήζεη θαλείο, ν πξώηνο πίλαθαο είλαη απιά νη πηζαλόηεηεο γηα 

ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο     αθνύ δελ έρεη γνλείο θαη άξα δελ έρεη θάπνηα εμάξηεζε από 

άιιε κεηαβιεηή. ΢ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο        αληηζηνηρεί έλαο CPT γηα ηελ 

θάζεκηα, πνπ πεξηέρεη όινπο ηνπο ζπλδπαζκνύο πηζαλνηήησλ            θαη 

          .  

Δπίζεο, ζα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ζε θάζε CPT, γηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ησλ γνληώλ 

νη πηζαλόηεηεο πξέπεη λα αζξνίδνπλ ζην 1. Γειαδή, ζα πξέπεη: 

            
       

      
       

      
     

αθνύ ε           
  απνηειεί κηα δεζκεπκέλε θαηαλνκή κε ζπλάξηεζε κάδαο 

πηζαλόηεηαο ηεο             
  . 

Γεληθά, αλ         θαη         
  είλαη ην ζύλνιν ησλ ηηκώλ ηεο    θαη ησλ γνλέσλ 

    
 ηεο    αληίζηνηρα, επεηδή γηα θάζε δηαθνξεηηθό ζπλδπαζκό ηηκώλ ησλ γνληώλ 

έρνπκε κηα δεζκεπκέλε θαηαλνκή, ζα ηζρύεη όηη: 

      (    
)            

    ∑            
   

          

   

΢πλεπώο, έρνληαο ηελ παξαγνληνπνίεζε ηεο από θνηλνύ ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο θαη 

γλσξίδνληαο ηα CPTs, κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ πηζαλόηεηα θάζε δπλαηήο θαηάζηαζεο 

ησλ κεηαβιεηώλ. Γειαδή, αλ έρνπκε      
       

  θαη      
   ηόηε πηζαλόηεηα 

ηνπ λα ζπκβεί απηό ην ελδερόκελν δίλεηαη από ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζεο 

πηζαλόηεηαο ηνπ δηθηύνπ σο εμήο: 

       
        

        
       

      
      

      
      

   

όπνπ νη πηζαλόηεηεο     
       

      
   θαη     

      
   είλαη γλσζηέο από ηα CPTs.  

Δθκεηαιιεπόκελνη απηή ηε δπλαηόηεηα ησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ κπνξνύκε γεληθά λα 

δηαηππώζνπκε εξσηήζεηο γηα ηελ πηζαλόηεηα ησλ θαηαζηάζεσλ δηάθνξσλ 

κεηαβιεηώλ ππό ηελ γλώζε όηη θάπνηεο άιιεο έρνπλ ήδε ιάβεη ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο. Η 

ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία νλνκάδεηαη κπεϋδηαλή ζπκπεξαζκαηνινγία (Jensen and 

Nielsen, 2007; Koller and Friedman, 2009; Pearl, 2009). 
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4.2 Παξακεηξνπνίεζε Μπεϋδηαλνύ Γηθηύνπ 

Γλσξίδνπκε όηη ζε θάζε κεηαβιεηή, ελόο δηαθξηηνύ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ, αληηζηνηρεί 

θαη έλα CPT, νη πηζαλόηεηεο ηνπ νπνίνπ αξρηθά είλαη άγλσζηεο. Γηα λα βξεζνύλ, ην 

πξώην βήκα είλαη ε παξακεηξνπνίεζε ηνπ δηθηύνπ, πνπ ζεκαίλεη όηη γηα θάζε 

πηζαλόηεηα πνπ εκθαλίδεηαη ζηα CPTs ζα πξέπεη λα αληηζηνηρεί κηα παξάκεηξνο. 

Γηα θάζε κεηαβιεηή   ηνπ δηθηύνπ θαη ησλ γνληώλ ηεο  , δειαδή ζε θάζε CPT, 

αληηζηνηρεί έλα ζύλνιν παξακέηξσλ       . Σν ζύλνιν απηό κε ηε ζεηξά ηνπ ζα 

πεξηέρεη ηηο παξακέηξνπο        πνπ αληηζηνηρνύλ ζηε δεζκεπκέλε πηζαλόηεηα 

          κε   λα είλαη κηα ηηκή από ην ζύλνιν ηηκώλ        ηεο   θαη   έλαο 

ζπλδπαζκόο ηηκώλ ησλ γνληώλ ηεο   από ην ζύλνιν ηηκώλ ησλ γνληώλ       . 

Δπηπιένλ, ζα πξέπεη γηα θάζε ζπλδπαζκό   ησλ γνληώλ: 

∑      

 

   

αθνύ αληηζηνηρνύλ ζηε δεζκεπκέλε πηζαλόηεηα         . Αλ   είλαη ην ζύλνιν όισλ 

ησλ         ηόηε ιέγεηαη όηη απνηειεί ηελ παξακεηξνπνίεζε ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ 

θαη πεξηέρεη ην ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ ηνπ δηθηύνπ. 

Με ηα παξαπάλσ δεδνκέλα, αλ   είλαη έλα ζπλδπαζκόο ηηκώλ ηνπ ζπλόινπ ησλ 

κεηαβιεηώλ   ηνπ δηθηύνπ, ε πηζαλόηεηα ηνπ   κέζα από ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε 

πηζαλόηεηαο ηνπ δηθηύνπ κπνξεί λα γξαθηεί σο γηλόκελν ησλ παξακέηξσλ        γηα ηα 

      πνπ αληηζηνηρνύλ ζηνλ ζπλδπαζκό   : 

     ∏      

     

 

Δπαλαθέξνληαο πάιη ην απιό παξάδεηγκα ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ κε δνκή    

     , κε ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο λα παίξλνπλ ηηο ηηκέο       
    

  ,    

   
    

  ,       
    

   θαη ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο λα είλαη: 

            ∏           
 

 

   

                           

κπνξνύκε πιένλ λα ην παξακεηξνπνηήζνπκε. ΢ηε πεξίπησζε απηή, ηα CPTs ηνπ 

δηθηύνπ πιένλ ζα είλαη απηά πνπ δίλνληαη ζηνπο Πίλαθεο 4-6. 
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Πίλαθαο 4. Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο                    

      
 

  
  

   
  

  
  

   
  

 

 

Πίλαθαο 5. . Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο                  . 

              
 

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

 

 

Πίλαθαο 6. . Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο                    
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Σν ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ   ηνπ δηθηύνπ ζα είλαη: 

      
         

         
  

κε: 

   
 (   

     
 )           

     
      

     
      

     
      

     
      

   θαη 

         
     

      
     

      
     

      
     

      
   

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ζέινπκε λα βξνύκε ηελ πηζαλόηεηα      
        

  θαη 

     
  ζα είλαη ην εμήο γηλόκελν παξακέηξσλ: 

    
    

    
      

     
      

     
      

  

Έρνληαο πιένλ παξακεηξνπνηήζεη έλα κπεϋδηαλό δίθηπν, ην επόκελν βήκα είλαη λα 

βξεζνύλ εθείλεο νη παξάκεηξνη πνπ ηαηξηάδνπλ θαιύηεξα ζηα δεδνκέλα, δειαδή λα 

βξεζεί ην πην ηαηξηαζηό κνληέιν γηα ην δίθηπν (fitting). Η δηαδηθαζία απηή ιέγεηαη 

εύξεζε παξακέηξσλ (parameter learning) θαη ζηε ζπλέρεηα ζα αλαιπζνύλ δύν βαζηθέο 

κέζνδνη εύξεζεο παξακέηξσλ (Darwiche, 2009). 
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4.3 Δύξεζε Παξακέηξσλ 

΢ην ζπγθεθξηκέλν ππνθεθάιαην, ε αλάιπζε πνπ ζα αθνινπζήζεη αθνξά ηηο κεζόδνπο 

εύξεζεο ησλ παξακέηξσλ (parameter learning)  ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη γίλεηαη 

ζηεξηδόκελε ζε δύν βαζηθέο ππνζέζεηο. Η πξώηε, είλαη ην γεγνλόο όηη αλαθεξόκαζηε 

ζε έλα δηαθξηηό κπεϋδηαλό δίθηπν, δειαδή νη ηπραίεο κεηαβιεηέο ηνπ δηθηύνπ είλαη 

δηαθξηηέο. Η δεύηεξε ππόζεζε αθνξά ην γεγνλόο όηη έρνπκε πιήξε δεδνκέλα, πνπ 

ζεκάηλεη όηη γλσξίδνπκε όιεο ηηο παξαηεξήζεηο καο θαη δελ παξνπζηάδνληαη θελά. 

Οη δύν βαζηθέο κέζνδνη γηα ηελ εύξεζε ησλ παξακέηξσλ ζε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν 

είλαη ε κέζνδνο εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ΔΜΠ) ή αιιηώο maximum 

likelihood estimation (MLE) θαη ε κπεϋδηαλή εθηίκεζε παξακέηξσλ ή αιιηώο 

bayesian parameter estimation. 

Η κέζνδνο εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο βαζίδεηαη ζηε θιαζηθή ζηαηηζηηθή όπνπ 

ζεσξεί όηη ε ζ είλαη κηα παξάκεηξνο όπνπ κπνξεί λα πάξεη δηάθνξεο ηηκέο. Η 

κπεϋδηαλή εθηίκεζε, όκσο, πνπ βαζίδεηαη ζηε κπεϋδηαλή ζηαηηζηηθή, ζεσξεί όηη ε ζ 

απνηειεί κηα ηπραία κεηαβιεηή κε δηθή ηεο θαηαλνκή. 

Γηα ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε ησλ κεζόδσλ είλαη απαξαίηεην λα εμεγεζεί ε έλλνηα ηνπ 

ηπραίνπ δείγκαηνο. Αο ππνηεζεί ινηπόλ, νηη X είλαη έλαο πιεζπζκόο πνπ αθνινπζεί 

κηα θαηαλνκή  . Υαξαθηεξηζηηθά ηνπ πιεζπζκνύ όπσο γηα παξάδεηγκα ύςνο, 

εηζόδεκα, αξηζκόο παηδηώλ θαη πνιιά άιια ζεσξνύληαη ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ είλαη 

αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο, όπνπ ην ηζόλνκεο δειώλεη όηη αθνινπζνύλ όιεο ηελ ίδηα 

θαηαλνκή. ΢πλεπώο, ηα ραξαθηεξηζηηθά              ελόο πιεζπζκνύ X απνηεινύλ 

αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνύλ ηελ ίδηα θαηαλνκή θαη 

κάιηζηα ηελ θαηαλνκή πνπ αθνινπζεί ν X. Οη ηηκέο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ πνπ 

παξαηεξνύληαη θαινύληαη δεδνκέλα (Κνθνιάθεο θαη Φνπζθάθεο, 2009). 

4.3.1 Μέζνδνο Δθηίκεζεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο (ΔΜΠ) 

΢ύκθσλα κε ηε κέζνδν εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, δνζέληνο κηαο ζπλάξηεζεο 

(κάδαο ή ππθλόηεηαο) πηζαλόηεηαο, δεκηνπξγείηαη κηα ζπλάξηεζε πνπ ιέγεηαη 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, ε νπνία εμαξηάηαη από κηα παξάκεηξν ζ ή έλα δηάλπζκα 

πξακέηξσλ ζ. Η παξάκεηξνο ζ ή ην δηάλπζκα παξακέξσλ ζ είλαη πνζόηεηεο ζηαζεξέο 

αιιά άγλσζηεο. Η κεγηζηνπνίεζε ηεο πηζαλνθάλεηαο έρεη σο απνηέιεζκα ηελ εύξεζε 
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ησλ παξακέηξσλ απηώλ θαη άξα ηεο θαηαλνκήο πνπ ηαηξηάδεη πεξηζζόηεξν ζηα 

ππάξρνληα δεδνκέλα.  

Έζησ έλα ηπραίν δείγκα                 , έλα άγλσζην δηάλπζκα ησλ 

παξακέηξσλ                  κε    , όπνπ   ν ρώξνο ησλ παξακέηξσλ θαη 

p(x;ζ) ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε (κάδαο ή ππθλόηεηαο) πηζαλόηεηαο ησλ             , 

κε: 

       ∏       

 

   

                          

Η παξαγνληνπνίεζε ηεο        κε ην ζπγθεθξηκέλν ηξόπν νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη 

ην                  είλαη έλα ηπραίν δείγκα θαη άξα νη              είλαη 

αλεμάξηεηεο. Δπίζεο, o ζπκβνιηζκόο «;» ζηελ        ππνδειώλεη όηη ε θαηαλνκή 

πνπ ζα αθνινπζεί ε   εμαξηάηαη από ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ  .  

Όηαλ είλαη γλσζηέο νη ηηκέο                ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ       

          ε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο p(x;ζ) κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ζπλάξηεζε ηεο 

παξακέηξνπ ζ, δειαδή: 

            ∏       

 

   

 

όπνπ ε ζπλάξηεζε L(ζ) νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (likelihood function) 

θαη εθθξάδεη ην πόζν ζύκθσλεο κε ηηο              είλαη νη δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ ζ, ή αιιηώο, πόζν πηζαλό είλαη λα έρνπλ παξαρζεί απηά ηα δεδνκέλα από 

ηελ νξηζκέλε θαηαλνκή κε παξάκεηξν ζ. 

΢θνπόο ηεο κεζόδνπ είλαη λα βξεζεί έλα ζπγθεθξηκέλν δηάλπζκα ηηκώλ  ̂  

  ̂   ̂       ̂   ησλ παξακέηξσλ                  πνπ λα κεγηζηνπνηεί ηελ 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο L(ζ) ή ηζνδύλακα ηνλ λεπέξην ινγάξηζκν ηεο L(ζ) 

(loglikelihood). Γειαδή αλ Θ ν ρσξνο ησλ παξακέηξσλ ηόηε 

   ̂             

ή ηζνδύλακα 

 ( ̂)             

κε            ,    .  
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Απηό ζπκβάηλεη δηόηη ν κεηαζρεκαηηζκόο ηεο      κέζσ ηνπ λεπέξηνπ ινγάξηζκνπ, 

πνπ είλαη κηα αύμνπζα ζπλάξηεζε, καο δίλεη σο απνηέιεζκα κηα αύμνπζα ζπλάξηεζε, 

ηελ       ε νπνία κεγηζηνπνηείηαη γηα ην ίδην   πνπ κεγηζηνπνηείηαη θαη ε     . 

Λύλνληαο ην ζύζηεκα: 

     

   
              

ζα βξεζεί ην  ̂ γηα ην νπνίν ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο L(ζ) παξνπζηάδεη αξθξόηαην. 

Γηα λα είλαη πξάγκαηη ην  ̂ ζεκείν κεγίζηνπ ζα πξέπεη ν Δζζηαλόο πίλαθαο:  

*
      

      
+
   

             

λα είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο γηα    ̂ (Κνθνιάθεο θαη Φνπζθάθεο, 2009). 

4.3.1.1 Η ΔΜΠ ζε Μπεϋδηαλό Γίθηπν θαη ε Οιηθή Απνζύλζεζε Πηζαλνθάλεηαο 

Αο ππνηεζεί όηη έρνπκε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε δνκή G, ηπραίεο κεηαβιεηέο 

             , D ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ θαη    ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε (κάδαο ή 

ππθλόηεηαο) πηζαλόηεηαο ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ. Σόηε ζύκθσλα κε ηε γλσζηή 

παξαγνληνπνίεζε ηεο από θνηλνύ ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ 

έρνπκε: 

                 ∏  

 

   

   |     
)  

΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα (Πίλαθαο 7) θαίλεηαη ε θαηαλνκή ηνπ ζπλόινπ ησλ δεδνκέλσλ 

D θαη θάζε γξακκή ηνπ πίλαθα νλνκάδεηαη ζηηγκηόηππν ησλ δεδνκέλσλ D. 
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Πίλαθαο 7. Παξνπζίαζε ηεο ινγηθήο δεδνκέλσλ πνιιώλ κεηαβιεηώλ θαη πνιιώλ ζηηγκηνηύπσλ. 

D\X    ...........................................................    

d[1] 

. 

. 

d[m] 

. 

. 

d[M] 

      .................................................         

.        ................................................        . 

.       .................................................        .  

      ..............................................         

.        ................................................        . 

.        ................................................        . 

      .................................................       

 

Όπνπ M είλαη ην ζύλνιν ησλ ζηηγκηόηππσλ ησλ δεδνκέλσλ, κε d[m] λα είλαη ην θάζε 

ζηηγκηόηππν γηα       θαη       ππνδειώλεη ηελ ηηκή ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 

   ζην ζηηγκηόηππν m κε      . 

Σόηε, αλ ζ ην δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ θαη ππό ηελ ππόζεζε όηη ηα ζηηγκηόηππα d[m] 

είλαη αλεμάξηεηα, δειαδή όηη θάζε ζηηγκηόηππν απνηειεί έλα αλεμάξηεην δείγκα, ε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ κπεϋδηαλνπ δηθηύνπ ζα είλαη: 

     ∏           

 

   

 

           ∏                    

 

   

 

           ∏  (            
     )

 

   

    (            
     )     
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           ∏ ∏ (            
     )

 

   

 

   

 

          ∏[∏  (            
     )

 

   

]

 

   

 

Κάζε όξνο κέζα ζηηο αγθύιεο νλνκάδεηαη δεζκεπκέλε πηζαλνθάλεηα (conditional 

likelihood) ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο    δεδνκέλνπ ησλ γνληώλ ηεο. Χζηόζν, ε 

δεζκεπκέλε πηζαλόηεηα      |     
  ) δελ θαζνξίδεηαη από ην ζύλνιν ησλ 

παξακέηξσλ  , αιιά από έλα ππνζπλνιό ηνπο πνπ ζπκβνιίδνπκε κε          
. 

Γειαδή, ε      |     
  ) εμαξηάηαη από ην ππνζύλνιν ησλ παξακέηξσλ ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο    δεδνκέλνπ ησλ γνληώλ ηεο. Σόηε, ε ζπλάξηεζε: 

  (        
)              

  ∏  (            
            

)

 

   

 

νλνκάδεηαη ηνπηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (local likelihood function) ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο   . 

Δπηπιένλ, κπνξεί λα παξαηεξήζεη θαλείο όηη ην γηλόκελν ησλ πηζαλνηήησλ κέζα ζηηο 

αγθύιεο αθνξά ηε ζηήιε i ηνπ πίλαθα ησλ δεδνκέλσλ θαζώο, ην m δηαηξέρεη ηα 

ζηηγκηόηππα ησλ δεδνκέλσλ ηεο   , δειαδή ηηο γξακκέο. Αληηζέησο, ην γηλόκελν πνπ 

βξίζθεηαη έμσ από ηηο αγθύιεο δηαηξέρεη ηηο ζηήιεο ηνπ πίλαθα θαη άξα ηηο δηάθνξεο 

ηπραίεο κεηαβιεηέο. Γειαδή, ην γηλόκελν ησλ δεζκεπκέλσλ πηζαλνηήησλ 

 (            
            

) θάζε ζηήιεο είλαη ε ηνπηθή πηζαλνθάλεηα    ηεο θάζε 

ηπραίαο κεηαβιεηήο    θαη έπεηηα ην γηλόκελν ησλ απνηειεζκάησλ ησλ ζηειώλ είλαη ε 

πηζαλνθάλεηα     . Η ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο κπνξεί πιένλ λα γξαθηεί σο εμήο: 

     ∏  (        
)  ∏            

 

 

   

 

   

 

     ∏ ∏  (            
            

)
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Άξα, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο      είλαη γηλόκελν ησλ ηνπηθώλ ζπλαξηήζεσλ 

πηζαλνθάλεηαο    ηεο θάζε ηπραίαο κεηαβιεηήο. Κάζε ηνπηθή πηζαλνθάλεηα    

αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα ηεο δεζκεπκέλεο ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο (CPT) ηεο   . Η 

δηαδηθάζία απηή νλνκάδεηαη νιηθή απνζύλζεζε (global decomposition) ηεο 

ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο. Δπίζεο, αλ ππνηεζεί όηη ηα ζύλνια ησλ παξακέηξσλ 

        
 ησλ δεζκεπκέλσλ θαηαλνκώλ        

 δελ έρνπλ θνηλέο παξακέηξνπο, δειαδή 

        
 θαη         

είλαη αζύλδεηα γηα θάζε      κε            ηόηε αλ  ̂       
νη 

παξάκεηξνη πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ   (        
), ην δηάλπζκα παξακέηξσλ  ̂  

  ̂       
  ̂       

    ̂       
  κεγηζηνπνηεί ηελ πηζαλνθάλεηα     . 

΢ην ζεκείν απηό, ζα πξέπεη λα ηνληζηεί ην γεγνλόο πσο ε ππόζεζε ηεο 

αζπλδεζηκόηεηαο ησλ παξακέηξσλ είλαη κηα ππόζεζε πνπ δελ ηζρύεη πάληα, δηόηη 

ππάξρνπλ πνιιέο πεξηπηώζεηο ζηελ πξαγκαηηθόηεηα πνπ δηάθνξεο παξάκεηξνη είλαη 

θνηλέο ζε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν. ΢πλεπώο, ππό ηελ ππόζεζε όηη νη παξάκεηξνη δελ 

ζπλδένληαη, ην πξόβιεκα ηεο κεγηζηνπνίεζεο ηεο πηζαλνθάλεηαο      αλάγεηαη ζε 

ηνπηθά πξνβήκαηα κεγηζηνπνίεζεο ησλ ηνπηθώλ πηζαλνθαλεηώλ   (        
) ηεο θάζε 

ηπραίαο κεηαβιεηήο (Koller and Friedman, 2009). 

4.3.1.2 Η ΔΜΠ ζε Μπεϋδηαλό Γίθηπν θαη ε Τνπηθή Απνζύλζεζε Πηζαλνθάλεηαο 

΢ην ζεκείν απηό, ζύκθσλα κε ηε πξνϋπόζεζε όηη ηζρύεη ε πξνεγνύκελε αλάιπζε, 

δειαδή όηη έρνπκε νιηθή απνζύλζεζε ηεο πηζαλνθάλεηαο θαη ηηο παξακέηξνπο ησλ 

δεζκεπκέλσλ θαηνλνκώλ αζύλδεηεο, γλσξίδνπκε όηη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 

είλαη ην γηλόκελν ησλ ηνπηθώλ πηζαλνθαλεηώλ, θάζε ηνπηθή πηζαλνθάλεηα αληηζηνηρεί 

ζε έλα CPT ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο πηζαλνθάλεηαο γίλεηαη 

κέζσ ηεο κεγηζηνπνίεζεο ησλ ηνπηθώλ πηζαλνθαλεηώλ. Έρνληαο απηή ηε βάζε ε 

πηζαλνθάλεηα      κπνξεί λα απνζπληεζεί ζε αθνκά κηθξόηεξα κέξε. 

Γηα ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε θαη πεξηζζόηεξν επδηάθξηηε θαηαγξαθή ησλ ηύπσλ ζα 

γίλεη πξνζσξηλή αιιαγή ησλ ζπκβνιηζκώλ. Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε κηα ηπραία 

κεηαβιεηή Υ, από ην ζύλνιν ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη U 

λα είλαη ην ζύλνιν ησλ γνλέσλ ηεο X. Σόηε ζηε δεζκεπκέλε θαηαλνκή X | U θαη ζηελ 

ηνπηθή πηζαλνθάλεηά ηεο   (      ) ζα αληηζηνηρεί έλα CPT, κε δεζκεπκέλε 

ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο         , πνπ ζα πεξηέρεη ηηο παξακέηξνπο       . Όπνπ 

             , κε      ) λα είλαη ην ζύλνιν ησλ ηηκώλ πνπ κπνξεί λα πάξεη ε 



- 59 - 

 

ηπραία κεηαβιεηή Υ θαη                 κε        λα είλαη ην ζύλνιν ησλ 

ηηκώλ πνπ κπνξεί λα πάξνπλ νη γνλείο U ηεο Υ. Σν CPT πνπ αληηζηνηρεί ζηελ       

παξνπζηάδεηαη ζηνλ πίλαθα 8. 

 

Πίλαθαο 8. Δλλνηνινγηθή παξνπζίαζε CPT. 

U X        

              

Οη παξάκεηξνη 

δεδνκέλνπ ησλ 

ζπλδπαζκώλ ησλ 

ηηκώλ ησλ Υ θαη 

U 

 

΢ε αληηζηνηρία κε ηνπο πξνεγνύκελνπο ζπκβνιηζκνύο ε   (      ) ζα είλαη ην 

αληίζηνηρν ηεο   (        
), ε              είλαη ην αληίζηνηρν ηεο 

 (            
            

) θαη ε        είλαη ην αληίζηνηρν ηεο  (      

        
              

)  όπνπ έρνπκε ζπγθεθξηκέλν ζπλδπαζκό ηηκώλ ηεο 

κεηαβιεηήο θαη ησλ γνληώλ ηεο ζην m ζηηγκηόηππν. 

Αλ        είλαη ν αξηζκόο πνπ δείρλεη ην πόζεο θνξέο εκθαλίδνληαη νη ηηκέο      

  θαη        γηα ηα δηάθνξα ζηηγκηόηππα ησλ δεδνκέσλ D κε        , ηόηε ε 

ηνπηθή πηζαλνθάλεηα            ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ ζα είλαη: 

  (      )   (        )  ∏             

 

   

 

                                                                                        

                                                ∏ [ ∏       
      

        

]

        

 

Ο όξνο πνπ βξίζθεηαη κέζα ζηηο αγθύιεο απνηειεί κηα απιή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 

(simple likelihood function) ηεο X | U κε δεδνκέλν όηη U=u. Άξα θάζε ηνπηθή 
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πηζαλνθάλεηα πνπ αληηζηνηρεί ζε έλα CPT κπνξεί λα απνζπληεζεί ζε γηλόκελν ησλ 

απιώλ πηζαλνθαλεηώλ. Γειαδή: 

  (        
)  ∏ [ ∏         

         

          

]

           
 

 

όπνπ: 

        
 : είλαη ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ζπλδπαζκώλ ησλ ηηκώλ ησλ γνλέσλ ηεο   .  

       : είλαη ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ζπλδπαζκώλ ησλ ηηκώλ ηεο   . 

   : έλαο ζπλδπαζκόο ηηκώλ από ην         ησλ γνληώλ ηεο   . 

  : κηα ηηκή από ην        . 

         : ην πιήζνο ησλ εκθαλίζεσλ ησλ ηηκώλ            
  θαη            

ηεο   , ζηα δηάθνξα ζηηγκηόηππα ησλ δεδνκέλσλ.  

Απηό ζεκαίλεη όηη ε ηνπηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηεο        
 είλαη έλα γηλόκελν 

ησλ απιώλ ζπλαξηήζεσλ πηζαλνθάλεηαο. ΢αλ απνηέιεζκα έρνπκε όηη, θάζε ηνπηθή 

πηζαλνθάλεηα    ηεο ηπράηαο κεηαβιεηήο    κπνξεί λα απνζπληεζεί κε ηνλ 

ζπγθεθξηκέλν ηξόπν θαη άξα ε πηζαλνθάλεηα      πνπ είλαη ην γηλόκελν ησλ ηνπηθώλ 

πηζαλνθαλεηώλ απνζπληίζεηαη αθόκα πεξαηηέξσ. Η ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία θαιείηαη 

ηνπηθή απνζύλζεζε (local decomposition) ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο. 

Τπνζέηνπκε όηη νη παξάκεηξνη         
   

 γηα θάζε δηαθνξεηηθή ηηκή    ησλ γνληώλ 

    
 είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο. Γειαδή, αλ      

          
  ηόηε ηα ζύλνια 

ησλ παξακέηξσλ         
   

 θαη         
   

  είλαη αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο θαη έηζη ε 

κεγηζηνπνίεζε ηεο απιήο πηζαλνθάλεηαο πνπ αληηζηνηρεί ζην ζύλνιν         
   

 δελ 

επεξεάδεη ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο απιήο πηζαλνθάλεηαο πνπ αληηζηνηρεί ζην ζύλνιν 

        
   

  θαη αληίζηξνθα. Καηαιήγνπκε ζπλεπώο ζην ζπκπέξαζκα, όηη κπνξεί λα 

κεγηζηνπνηεζεί μερσξηζηά ε θάζε ζπλάξηεζε απιήο πηζαλνθάλεηαο 

∏         

         
          

. Μάιηζηα, ζηελ πεξίπησζε πνπ θάζε κεηαβιεηή    είλαη κηα 

πνιπσλπκηθή κεηαβιεηή, ηόηε νη παξάκεηξνη πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ θάζε ζπλάξηεζε 

απιήο πηζαλνθάλεηαο είλαη: 
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 ̂       
 

         

      
 

όπνπ        είλαη ην πιήζνο εκθάληζεο ηνπ ζπλδπαζκνύ ησλ γνλέσλ    γηα όιεο ηηο 

δπλαηέο ηηκέο     ηεο κεηαβιεηήο   : 

       ∑          

  

 

δειαδή είλαη ν αξηζκόο εκθαλίζεσλ ηνπ ζπλδπαζκνύ    ζηα δεδνκέλα. Ο γεληθόο 

ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο κπνξεί πιένλ κπνξεί λα γξαθηεί σο εμήο: 

     ∏  (        
)

 

   

 ∏ ∏  (            
            

)

 

   

 

   

 

           ∏ ∏ [ ∏         

         

          

]

           
 

 

   

 

΢πλεπώο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο      κεγηζηνπνηείηαη κέζσ ηεο κεγηζηνπνίεζεο 

ηεο θάζε ηνπηθήο πηζαλνθάλεηαο   (        
), όπνπ θάζε ηνπηθή πηζαλνθάλεηα 

κεγηζηνπνηείηαη κέζσ ηεο κεγηζηνπνίεζεο ησλ απιώλ ζπλαξηήζεσλ πηζαλνθάλεηαο 

(Cowel et al. 1999; Koller and Friedman, 2009). Γηα παξάδεηγκα, αο ππνζέζνπκε όηη 

έρνπκε έλα απιό κπεϋδηαλό δίθηπν κε κεηαβιεηέο          θαη ηε δνκή πνπ 

παξνπζηάδεηηαη ζηελ Δηθόλα 18. 
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Δηθόλα 18. Παξάδεηγκα ηξηώλ θόκβσλ ζε ζύλδεζε ζε ζεηξά. 

 

ηόηε ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο ζα είλαη: 

                                      

Οη ηηκέο πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ νη κεηαβιεηέο είλαη    
    

   γηα ηελ   ,    
    

   γηα 

ηελ    θαη    
    

   γηα ηελ   . Δπηπιένλ έζησ όηη έρνπκε ην ζύλνιν δεδνκέλσλ   πνπ 

παξνπζηάδεηαη ζηνλ Πίλαθα 9. 

 

Πίλαθαο 9. Πίλαθαο ζηηγκηνηύπσλ ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο Δηθόλαο 18. 

          

d[1]   
    

    
  

d[2]   
    

    
  

d[3]   
    

    
  

d[4]   
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Παξακεηξνπνηώληαο ην δίθηπν, γηα ηελ    ζα έρνπκε έλα παξακεηξηθό πίλαθα 

πηζαλνηήησλ(Πίλαθαο 10) θαη γηα ηηο   ,    ηα παξακεηξηθά CPTs δίλνληαη ζηνπο 

Πίλαθεο 11 θαη 12. 

 

Πίλαθαο 10. Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο Δηθόλαο 18. 

      
 

  
     

  

  
     

  

 

Πίλαθαο 11. Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο Δηθόλαο 18. 

              
 

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

 

Πίλαθαο 12. Πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο Δηθόλαο 18. 

              
 

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

  
    

     
      

  

+ 1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 
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Άξα, γηα ηελ πξώηε ηνπηθή πηζαλνθάλεηα έρνπκε: 

  (   
)   (       

)  ∏              
 

 

   

 ∏ 
  

 
 

    
 
 

 

   

  

όπνπ     
 
  ην πιήζνο εκθαλίζεσλ ηεο ηηκήο   

 
 ηεο    ζηα δεδνκέλα  . 

Παξαηεξνύκε όηη ζηα δεδνκέλα ε   
  εκθαλίδεηαη 2 θνξέο θαη ε   

  εκθαλίδεηαη 2 

θνξέο. Σόηε: 

  (   
)  ∏ 

  
 
 

    
 
 

 

   

    
 
     

 
 
 

Γηα λα βξνύκε ηηο παξακέηξνπο πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ    κπνξνύκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν ηεο εύξεζεο ησλ παξακέηξσλ πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηηο 

απιέο πηζαλνθάλεηεο γηα πνιπσλπκηθέο κεηαβιεηέο: 

 ̂       
 

         

      
 

Απηό γηαηί ε πεξίπησζε ησλ δύν δπλαηώλ ηηκώλ κηαο κεηαβιεηήο πνπ έρνπκε ζην 

παξάδεηγκα κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κηα πνιπσλπκηθή κεηαβιεηή κε δπν ην πιήζνο 

ηηκέο. Δπίζεο, ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε κεηαβιεηή πνπ δελ έρεη γνλείο ν ηύπνο 

γίλεηαη σο εμήο: 

 ̂  
    

 
 

όπνπ     ην πιήζνο ησλ ζηηγκηνηύπσλ ησλ δεδνκέλσλ θαη      ν αξηζκόο 

εκθάληζεο ηεο   ηηκήο ηεο κεηαβιεηήο ζηα δεδνκέλα. Άξα, ζα έρνπκε: 

 ̂  
  

    
  

 
 

 

 
      ̂  

  
    

  

 
 

 

 
  

ή 

 ̂  
     ̂  
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αθνύ 

 ̂  
   ̂  

    

Γηα ηε δεύηεξε ηνπηθή πηζαλνθάλεηα πνπ αληηζηνηρεί ζην CPT ηεο    έρνπκε: 

  (        
)   (            

)  ∏                           
 

 

   

  

 ∏[∏ 
  

      
 
 

    
 
    

  

 

   

]

 

   

 [   
      

 
     

      
 
 ] [    

      
 
     

      
 
 ] 

όπνπ ζηα δεδνκέλα ν ζπλδπαζκόο   
      

  εκθαλίδεηαη δύν θνξέο, ν   
      

  δελ 

εκθαλίδεηαη, ν   
      

  εκθαλίδεηαη κηα θνξά θαη ν   
      

  επίζεο κηα θνξά. Οη 

παξάκεηξνη πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ θάζε απιή πηζαλνθάλεηα πνπ βξίζθεηαη ζε 

αγθύιεο γηα θάζε ζπλδπαζκό ησλ γνληώλ είλαη: 

 ̂  
      

  
    

     
  

    
  

 
 

 
       ̂  

      
  

    
     

  

    
  

 
 

 
   

ή 

 ̂  
      

     ̂  
      

    

θαη  

 ̂  
      

  
    

     
  

    
  

 
 

 
      ̂  

      
  

    
     

  

    
  

 
 

 
 

ή  

 ̂  
      

     ̂  
      

  
 

 
 

κε 

 ̂  
      

   ̂  
      

        ̂  
      

   ̂  
      

    

Σέινο, γηα ηελ ηξίηε ηνπηθή πηζαλνθάλεηα πνπ αληηζηνηρεί ζην CPT ηεο    έρνπκε: 
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  (        
)   (            

)  ∏                           
 

 

   

  

 ∏[∏ 
  

      
 
 

    
 
    

  

 

   

]

 

   

 [   
      

 
     

      
 
 ] [    

      
 
     

      
 
 ] 

όπνπ ζηα δεδνκέλα ν ζπλδπαζκόο   
      

  εκθαλίδεηαη κηα θνξά, ν   
      

  εκθαλίδεηαη 

δύν θνξέο, ν   
      

  δελ εκθαλίδεηαη θαη ν   
      

  εκθαλίδεηαη κηα θνξά. Οη 

παξάκεηξνη πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ θάζε απιή πηζαλνθάλεηα πνπ βξίζθεηαη ζε 

αγθύιεο γηα θάζε ζπλδπαζκό ησλ γνληώλ είλαη: 

 ̂  
      

  
    

    
  

    
  

 
 

 
        ̂  

      
  

    
    

  

    
  

 
 

 
 

ή 

 ̂  
      

     ̂  
      

  
 

 
 

θαη  

 ̂  
      

  
    

    
  

    
  

 
 

 
           ̂  

      
  

    
    

  

    
  

 
 

 
   

ή 

 ̂  
      

     ̂  
      

    

κε 

 ̂  
      

   ̂  
      

          ̂  
      

   ̂  
      

    

Άξα κε ηε κεγηζηνπνίεζε ησλ απιώλ πηζαλνθαλεηώλ θαη σο απνηέιεζκα ησλ ηνπηθώλ 

πηζαλνθαλεηώλ θαηαθέξακε λα βξνύκε ηα  ̂ πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ πηζαλνθάλεηα 

    : 

       (   
)  (        

)  (        
) 
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     ∏ ∏ [ ∏         

         

          

]

      (    
)

 

   

  

    
 
     

 
 [   

      
 
     

      
 
 ] [    

      
 
     

      
 
 ][   

      
 
     

      
 
 ] [    

      
 
     

      
 
 ] 

κε: 

   ̂             

όπνπ  ̂ είλαη ηα: 

 ̂    ̂  
   ̂  

   ̂  
      

   ̂  
      

   ̂  
      

   ̂  
      

   ̂  
      

   ̂  
      

   ̂  
      

   ̂  
      

   

 ̂   
 

 
 
 

 
     

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
       

 

΢πλεπώο, ηα CPTs ηνπ δηθηύνπ κπνξνύλ πιένλ θαη δηακνξθώλνληαη όπσο θαίλεηαη 

ζηνπο Πίλαθεο 13 – 15. 

 

Πίλαθαο 13. ΢πκπιεξσκέλνο πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο Δηθόλαο 18. 
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Πίλαθαο 14. ΢πκπιεξσκέλνο πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο Δηθόλαο 18. 

                 

  
    

  1 

  
    

  0 

  
    

  
 

 
 

  
    

  
 

 
 

 

Πίλαθαο 15. ΢πκπιεξσκέλνο πίλαθαο CPT γηα ηνλ θόκβν   ηνπ παξαδείγκαηνο ηεο Δηθόλαο 18. 

                 

  
    

  
 

 
 

  
    

  
 

 
 

  
    

  0 

  
    

  1 

 

Γλσξίδνληαο ηα CPTs κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ πηζαλόηεηα θάζε ζπλδπαζκνύ ηηκώλ 

ησλ          κέζσ ηεο από θνηλνύ ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο: 

                                      

θαη επηπιένλ κπνξνύκε λα απαληήζνπκε ζε εξσηήζεηο (queries) γηα νπνηνδήπνηε 

ζπλδπαζκό κεηαβιεηώλ ηνπ δηθηύνπ κέζσ ηεο κπεϋδηαλήο ζπκπεξαζκαηνινγίαο. 
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4.3.2 Μπεϋδηαλή Δθηίκεζε Παξακέηξσλ 

΢ηε κπεϋδηαλή εθηίκεζε παξακέηξσλ, ε παξάκεηξνο ζ ή ην δηάλπζκα παξακέηξσλ ζ 

παύεη λα είλαη έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ πνπ νη ηηκέο ηνπο είλαη άγλσζηεο αιιά 

ζηαζεξέο θαη απνηειεί πιένλ κηα ηπραία κεηαβιεηή κε δηθή ηεο θαηαλνκή     .  

Αο ππνηεζεί πάιη όηη έρνπκε έλα ηπραίν δείγκα                 , έλα άγλσζην 

δηάλπζκα παξακέηξσλ                  πνπ απνηειεί κηα ζπλερή m-δηάζηαηε 

ηπραία κεηαβιεηή θαη                  νη ηηκέο ησλ             , πνπ είλαη ηα 

δεδνκέλα. 

Η θαηαλνκή      νλνκάδεηαη εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκή (prior distribution) θαη απηό 

ζπκβαίλεη δηόηη ε επηινγή ηεο γίλεηαη ρσξίο λα ιεθζνύλ ππόςηλ ηα δεδνκέλα. Η 

επηινγή ηεο βαζίδεηαη ζηελ εκπεηξία θαη ζηελ πεπνίζεζε καο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο 

ηεο  . Γειαδή, επηιέγνληαο ηελ θαηαλνκή ηεο  , επηιέγνπκε θαη ηηο πηζαλόηεηεο πνπ 

κπνξεί λα έρεη, θαηά ηελ θξίζε καο, γηα ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο πνπ κπνξεί λα πάξεη. 

Με απηό ηνλ ηξόπν, κεηνπζηώλεηαη ε έλλνηα ηεο ππνθεηκεληθήο πηζαλόηεηαο θαη ζε 

απηό ην ζεκείν ε κπεϋδηαλή εθηίκεζε παξακέηξσλ δηαθέξεη από ηελ κέζνδν 

εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

Ο ζηόρνο αξρηθά, είλαη λα βξεζεί ε δεζκεπκέλε θαηαλνκή        πνπ νλνκάδεηαη εθ 

ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή (posterior distribution). Η νλνκαζία ηεο θαηαλνκήο είλαη 

ελδεηθηηθή ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο θαη απηό δηόηη κε ηελ εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή 

       ιακβάλνληαη πιένλ ππόςηλ νη πιεξνθνξίεο πνπ κεηαθέξνπλ ηα δεδνκέλα, 

επαλαπξνζδηνξίδνληαο ηελ πεπνίζεζε πνπ έρνπκε γηα ηηο ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ 

παξακέηξσλ  . Γειαδή, ε        εθθξάδεη ηελ πηζαλόηεηα λα πάξεη ην ζ κηα ηηκή 

ππό ηε ζπλζήθε πιένλ ησλ ηηκώλ   ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ             . 

Από ηελ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Bayes έρνπκε: 

       
          

    
       

κε             ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, όπνπ ν ζπκβνιηζκόο | 

ρξεζηκνπνηείηαη αληί ηνπ : γηα λα δειώζεη όηη δελ έρνπκε απιά κηα εμάξηεζε από ηελ 

παξάκεηξν, αιιά όηη ε ζ είλαη ηπραία κεηαβιήηε. Δπηπιένλ, ε      είλαη ε πεξηζώξηα 

ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ησλ              ή αιιηώο πεξηζώξηα πηζαλνθάλεηα. Άξα: 
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επεηδή όκσο,      ∏         
    θαη          είλαη κηα ζηαζεξά πνπ δελ 

εμαξηάηαη από ην ζ, έρνπκε: 

            ∏       

 

   

      

Η ζηαζεξά   νλνκάδεηαη ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο (normalizing constant) θαη 

ρξεηάδεηαη ώζηε λα είλαη ε        κηα ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο. Χζηόζν, επεηδή δελ 

είλαη αλαγθαία γηα ηελ εύξεζε ηεο θαηαλνκήο ηεο       , πνιιέο θνξέο παξαιείπεηαη 

θαηά ηε δηαδηθαζία εύξεζεο ηεο θαηαλνκήο γηα ιόγνπο επθνιίαο. Άξα κπνξνύκε λα 

γξάςνπκε:  

                

δειαδή, ε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή        είλαη αλάινγε ηνπ γηλνκέλνπ ηεο εθ ησλ 

πξνηέξσλ θαηαλνκήο      θαη ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο     . 

Αλ        ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ησλ               θαη ζ, ε ζηαζεξά 

  κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο εμήο: 

         ∫         

 

 

                        ∫             

 

 

                       ∫           

 

 

                      ∫           
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                      ∫     ∏       

 

   

  

 

 

Ιζνδύλακα, κπνξεί λα βξεζεί από ην γεγνλόο όηη ε        ζα είλαη κηα δεζκεπκέλε 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο (ή κάδαο πηζαλόηεηαο) θαη άξα πξέπεη: 

∫         

 

   

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε   είλαη κηα δηαθξηηή m-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή κε όκνην 

ηξόπν βξίζθνπκε όηη: 

         ∑     ∏       

 

      

 

όπνπ πιένλ θαη ε εθ ησλ πζηέξσλ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο        ζα είλαη κηα 

δεζκεύκελε ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο. 

Οη ζπλαξηήζεηο      θαη      είλαη δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο πηζαλόηεηαο ζε 

αληίζεζε κε ηηο         κε         πνπ είλαη ίδηεο ζπλαξηήζεηο πηζαλόηεηαο δηόηη 

νη ηπραίεο κεηαβιεηέο              είλαη ηζόλνκεο (Κνθνιάθεο θαη Φνπζθάθεο, 

2009). ΢πλεπώο, ε νινθιεξσκέλε έθθξαζε ηεο εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκήο 

ιακβάλνληαο ππόςηλ θαη ηε ζηαζεξά   είλαη: 

       
    ∏         

   

∫     ∏         
     

 

 

Δλώ όηαλ ε   είλαη κηα δηαθξηηή m-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή, ε ε νινθιεξσκέλε 

έθθξαζε ηεο εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκήο είλαη: 

       
    ∏         

   

∑     ∏         
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4.3.2.1 Μπεϋδηαλή Δθηίκεζε Παξακέηξσλ ζε Μπεϋδηαλό Γίθηπν 

΢ηε γεληθή πεξίπησζε, όπνπ έρνπκε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε δνκή G, ηπραίεο 

κεηαβιεηέο              , ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ D θαη   ην ζύλνιν ησλ 

παξακέηξσλ, ηόηε ε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή δίλεηαη σο εμήο: 

       
          

    
 

όπνπ ε      είλαη ε εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκή πνπ πεξηέρεη ηελ πιεξνθνξία θαηά 

ηελ πεπνηζεζή καο γηα ην ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ, ρσξίο λα ιεθζεί ππόςηλ ε 

πιεξνθνξία από ηα δεδνκέλα, ε        ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο θαη      ε 

πεξηζώξηα ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ησλ               θαη D. 

΢ηε κέζνδν κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, ππό ηελ ππόζεζε όηη ηα ζηηγκηόηππα είλαη 

αλεμάξηεηα κεηαμύ, είδακε ηε νιηθή απνζύλζεζε ηεο πηζαλνθάλεηαο, δειαδή ην 

γεγνλόο όηη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο παξαγνληνπνηείηαη ζε έλα γηλόκελν ηνπηθώλ 

πηζαλνθαλεηώλ:  

     ∏  (        
)  ∏            

 

 

   

 

   

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο κπεϋδηαλήο εθηίκεζεο όκσο νη παξάκεηξνη είλαη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο θαη άξα γηα λα έρνπκε ηελ ίδηα παξαγνληνπνίεζε ζηε ζπλάξηεζε ηεο 

πηζαλνθάλεηαο ρξεηδόκαζηε κηα λέα ππόζεζε. Τπνζέηνπκε ινηπόλ όηη, ηα ζηηγκηόηππα 

ησλ δεδνκέλσλ   είλαη αλεμάξηεηα ππό ηε ζπλζήθε ησλ παξακέηξσλ. Η 

ζπγθεθξηκέλε ππόζεζε ζα απνδεηρζεί ζηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ όπνπ ζα εηζαρζνύλ 

λέεο έλλνηεο απαξαίηεηεο γηα ηελ απόδεημή ηεο. Άξα θαη ζηελ κπεϋδηαλή εθηίκεζε 

έρνπκε: 

            ∏  (        
)

 

   

 

θαη αλ        ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ησλ δεδνκέλσλ D θαη ηνπ 

ζπλόινπ ησλ παξακέηξσλ  , ηόηε ε πεξζώξηα ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο      είλαη: 

     ∫       
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     ∫           

 

   

Άξα, ε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή κπνξεί πιένλ λα γξαθεί σο εμήο: 

       
          

∫           
 

  
 

Αληίζηνηρα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε   είλαη δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή: 

       
          

∑              
 

Σν επόκελν βήκα είλαη λα βξεί ην   πνπ λα κεγηζηνπνηεί ηελ         κηα δηαδηθαζία 

πνπ θαιείηαη κεγηζηνπνίεζε ηεο εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκήο ή maximum a posteriori 

probability estimation (MAP). Γειαδή αλ  ̂ είλαη ην δηάλπζκα παξακέηξσλ πνπ 

κεγηζηνπνηεί ηελ εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή ηόηε: 

 ( ̂| )     
   

       

ή ηζνδύλακα 

   ( ̂| )     
   

         

΢ην ζεκείν απηό, αμίδεη λα δσζεί ζεκαζία ζην εμήο: ε κεγηζηνπνίεζε γίλεηαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε κεηαβιεηή  , ε νπνία δελ εκθαλίδεηαη πνπζελά ζηνλ 

παξνλνκαζηή ηεο posterior. Δπνκέλσο, γηα λα κεγηζηνπνηεζεί ε posterior, αξθεί λα 

κεγηζηνπνηεζεί ην γηλόκελν ηνπ αξηζκεηή, δειαδή ε πηζαλνθάλεηα επί ηελ prior 

θαηαλνκή ησλ παξακέηξσλ, θαη απηό απνηειεί ην βαζηθό πιενλέθηεκα ηεο κεζόδνπ 

MAP. Υαξαθηεξηζηηθά αμίδεη λα αλαθεξζεί όηη ην νινθιήξσκα ηνπ παξνλνκαζηή 

είλαη πνιύ δύζθνιν λα ππνινγηζηεί ζε πξνβιήκαηα πςειώλ δηαζηάζεσλ, όρη κόλν κε 

θιεηζηή κνξθή, πνπ κπνξεί λα κελ ππάξρεη, αιιά αθόκα θαη κε ππνινγηζηηθή 

πξνζέγγηζε. Καηαιεθηηθά, ε εύξεζε ηνπ  ̂ πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ εθ ησλ πζηέξσλ 

θαηαλνκή, κπνξεί λα εξκελεπηεί σο ε κεγηζηνπνίεζε ηεο πεπνίζεζεο καο γηα επηινγή 

ησλ παξακέηξσλ   ππό ηε ζπλζήθε ησλ δεδνκέλσλ  .  
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΢ηελ αξρή, ρσξίο λα ιεθζνύλ ππόςηλ ηα δεδνκέλα, ε πεπνίζεζε καο γηα ηηο 

παξακέηξνπο θαη άξα γηα ην κνληέιν ησλ δεδνκέλσλ εθθξάδεηαη κέζσ ηεο εθ ησλ 

πξνηέξσλ θαηαλνκήο     . ΢ηε ζπλέρεηα, αθνύ ιάβνπκε ππόςηλ ηηο πιεξνθνξίεο πνπ 

κεηαθέξνπλ ηα δεδνκέλα, θαηαιήγνπκε ζε κηα δεζκεπκέλε θαηαλνκή, ηελ εθ ησλ 

πζηέξσλ θαηαλνκή       . Η        καο δίλεη έλα πιήζνο επηινγώλ, πεπεξαζκέλσλ 

ή άπεηξσλ ζε αληηζηνηρία κε ην αλ ην   είλαη έλα δηαθξηηό ή ζπλερέο δηάλπζκα 

ηπραίσλ κεηαβιεηώλ, γηα ηηο νπνίεο καο εθθξάδεη ην πόζν πηζαλέο είλαη νη 

ζπγθεθξηκέλεο επηινγέο ππό ηε ζπλζήθε πιένλ ηεο γλώζεο ησλ δεδνκέλσλ. Σν  ̂ πνπ 

κεγηζηνπνηεί ηελ        κέζσ ηεο κεζόδνπ MAP, εθθξάδεη ηελ επηινγή ησλ 

παξακέηξσλ   πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ πεπνίζεζή καο ή αιιηώο κεηώλνπλ όζν ην 

δπλαηόλ πεξηζζόηεξν ηελ αβεβαηόηεηά καο γηα ην κνληέιν πνπ εθθξάδεη ηα δεδνκέλα. 

Δπίζεο, κπνξεί λα παξαηεξεζεί κηα ζεκαληηθή δηαθνξά ζε ζρέζε κε ηε κέζνδν 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. ΢πγθεθξηκέλα, επεηδή ε        είλαη κηα θαηαλνκή, δελ 

είλαη απαξαίηεην λα πεξηνξηζηεί θαλείο ζηε εύξεζε ελόο ζπγθεξηκέλνπ  ̂ πνπ ηε 

κεγηζηνπνηεί αιιά ζα κπνξνύζε λα ιάβεη ππόςηλ ηνπ ηηο παξακέηξνπο ηεο θαηαλνκήο, 

γηα παξάδεηγκα είλαη δπλαηό λα βξεζεί ε κέζε ηηκή ηεο θαηαλνκήο        ηεο 

      . Γειαδή, ε εθηίκεζε  ̂ ησλ παξακέηξσλ λα είλαη ε κέζε ηηκή ηεο posterior 

θαηαλνκήο       . 

Αλ ππνζέζνπκε όηη έρνπκε κηα παξάκεηξν     κε   ηνλ παξακεηξηθό ρώξν θαη ηελ 

posterior        ηόηε: 

 ̂         ∫          

   

 

όπνπ ε εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ θαηαιήγεη λα είλαη ε κέζε ηηκή ηεο posterior 

      . Αληίζηνηρα ζηε γεληθή πεξίπησζε πνπ έρνπκε έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ 

               θαη posterior θαηαλνκή       , αλ ζέινπκε λα βξνύκε ηελ 

εθηίκεζε ηεο  ̂  ηεο παξακέηξνπ    κε          , ζα έρνπκε: 

        ∫         

    

 

κε      λα ζεκαίλεη όινην   εθηόο ηεο   . Πεξηζζόηεξν αλαιπηηθά έρνπκε: 
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        ∫  ∫ ∫  ∫                                   

            

 

όπνπ         είλαη ε πεξηζώξηα δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηεο από θνηλνύ 

δεζκεπκέλεο ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο        . 

Σόηε: 

 ̂          ∫   

  

           

όπνπ αληηθαζηζηώληαο ηελ         έρνπκε: 

 ̂  ∫   

  

∫  ∫ ∫  ∫                                   

            

    

΢πλεπώο, ,κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ εθηίκεζε θάζε παξακέηξνπ κέζσ ηεο κέζεο ηηκήο 

ηεο posterior θαηαλνκήο. 

Όπσο έρεη ήδε αλαιπζεί, ε πηζαλνθάλεηα ζηα κπεϋδηαλά δίθηπα κπνξεί λα 

απνζπληεζεί ζε πεξηζζόηεξνπο όξνπο κε ηε δηαδηθαζία ηεο νιηθήο απνζύλζεζεο θαη 

ύζηεξα κε εθείλε ηεο ηνπηθήο απνζύλζεζεο. Απηό απνηειεί πιενλέθηεκα ζηε 

πεξίπησζε εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, δηόηη κεγηζηνπνηείηαη ε 

πηζαλνθάλεηα κέζσ ηεο κεγηζηνπνίεζεο αθελόο πεξηζζόηεξσλ όξσλ αιιά αθεηέξνπ 

ιηγόηεξν ζύλζεησλ. Σν ίδην κπνξεί λα ζπκβεί θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο κπεϋδηαλήο 

εθηίκεζεο παξακέηξσλ πνπ ζεκαίλεη όηη ε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή ππόθεηηαη 

επίζεο ζηε δηαδηθαζία ηεο νιηθήο απνζύλζεζεο θαη ύζηεξα ζε εθείλε ηεο ηνπηθήο 

απνζύλζεζεο. Γηα λα αλαιπζεί όκσο απηό ζα πξέπεη πξώηα λα αλαιπζεί ε έλλνηα ηνπ 

κεηα-δηθηύνπ (meta-network) θαη νη ππνζέζεηο γηα ηηο παξακέηξνπο θαη ηα δεδνκέλα 

πνπ βαζίδνληαη ζε απηό (Darwiche, 2009; Koller and Friedman, 2009). 

4.3.2.2 Μεηα-Γίθηπν θαη Οιηθή Παξακεηξηθή Αλεμαξηεζία 

Σν γξάθεκα G πνπ είλαη έλα DAG, όπσο ήδε γλσξίδνπκε, δειώλεη ηε δνκή ηνπ 

κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη ηηο γξαθηθέο θαη θαη’ επέθηαζε ηηο ζηνραζηηθέο εμαξηήζεηο 

ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ δηθηύνπ. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο κπεϋδηαλήο εθηίκεζεο, ην ζύλνιν 



- 76 - 

 

ησλ παξακέηξσλ πνπ πιένλ απνηεινύλ ηπραίεο κεηαβιεηέο, αιιά θαη ηα δηαθνξεηηθά 

ζηηγκηόηππα ησλ δεδνκέλσλ κπνξνύλ λα απνηειέζνπλ θόκβνπο ηνπ κπεϋδηαλνύ 

δηθηύνπ δεκηνπξγώληαο έηζη έλα δίθηπν πνπ έρεη βαζηζηεί ζην αξρηθό. 

Αο ππνηεζεί όηη έρνπκε ηε δνκή G ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη M ην πιήζνο ησλ 

ζηηγκηνηύπσλ ησλ δεδνκέλσλ. Σόηε κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί έλα δίθηπν κεγέζνπο M 

γηα ηε δνκή G βαζηζκέλν ζηα M ην πιήζνο ζηηγκηόηππα ηεο G, όπνπ αλ    είλαη κηα 

ηπραία κεηαβιεηή ζηε G, ηόηε κε       γηα         ζα ζπκβνιίδεηαη ε ηηκή ηεο 

   ζην θάζε ζηηγκηόηππν ηεο G. Γηα θάζε κεηαβιεηή   ηεο G, ζην δίθηπν ζα 

πεξηέρεηαη ην ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ      
  όπνπ   είλαη νη ηηκέο ησλ γνληώλ U ηεο 

  . Μάιηζηα, γηα θάζε ζηηγκηόηππν, ην ζύλνιν απηό ησλ παξακέηξσλ      
 ζα 

ζπλδέεηαη κε ηα       κε      
                    

. Σν δίθηπν απηό θαιείηαη 

κεηα-δίθηπν (Darwiche, 2009). 

Οη Koller θαη Friedman (2009) παξνπζηάδνπλ έλα παξάδεηγκα κε βάζε ην νπνίν 

κπνξεί λα γίλεη πεξηζζόηεξν επδηάθξηηε ε έλλνηα ηνπ κεηα-δηθηύνπ θαη νη ππνζέζεηο 

γηα ηηο παξακέηξνπο πνπ ζα νδεγήζνπλ ζηελ νιηθή θαη ηνπηθή απνζύλζεζε ηεο εθ ησλ 

πζηέξσλ θαηαλνκήο. 

Έζησ όηη έρνπκε δύν δηαθξηηέο ηπραίεο κεηαβιεηέο X, Y κε ηε θάζε κεηαβιεηή λα 

κπνξεί λα πάξεη κόλν δύν δηαθνξεηηθέο ηηκέο θαη ηε X λα είλαη ν γνλέαο ηεο Y, 

δειαδή    . Οη       θαη       είλαη νη ηηκέο πνπ κπνξεί λα πάξνπλ νη κεηαβιεηέο 

Υ θαη Τ αληίζηνηρα. Καηά ηε δηδηθαζία παξακεηξνπνίεζεο ηνπ δηθηύνπ ζπκβνιίδνπκε 

κε         ηηο πηζαλόηεηεο ησλ ηηκώλ ηεο X, κε                   ηηο πηζαλόηεηεο ηεο Y 

δεδνκέλνπ όηη      θαη                   ηηο πηζαλόηεηεο ηεο Y δεδνκέλνπ όηη   

  . Δπηπιένλ, γηα ιόγνπο ζπληνκίαο νκαδνπνηνύκε ηηο πηζαλόηεηεο σο εμήο: 

              

                              

                             

              ⋃       . 

όπνπ   ην δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη επηπιενλ:  

  {         }                                                           
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Σόηε ην κεηα-δίθηπν ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε δηακνξθώλεηαη όπσο πξνθύπηεη ζηελ 

Δηθόλα19. 

 

Δηθόλα 19 ΢ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε κεηαδηθηύνπ (Koller and Friedman 2009). 

 

Σν δίθηπν ηεο Δηθόλαο 19, κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί κε δηαθνξεηηθό ηξόπν (Δηθόλα 

20). 

 

Δηθόλα 20. ΢ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε κεηαδηθηύνπ κε ρξήζε ζηηγκηνηύπσλ (Koller and Friedman 2009). 

 



- 78 - 

 

 

κε                  λα είλαη ζηηγκηόηππν ησλ δεδνκέλσλ          . 

Αξρηθά, παξαηεξνύκε όηη ηα ζηηγκηόηππα είλαη αλεμάξηεηα δεδνκέλνπ ησλ 

παξακέηξσλ θαη απηό δηόηη αλ πάξνπκε δύν δηαθνξεηηθά ζηηγκηόηππα             

όιεο νη δηαδξνκέο πνπ ηα ελώλνπλ είλαη κπινθαξηζκέλεο δεδνκέλνπ ησλ παξακέηξσλ. 

΢πγθεθξηκέλα, αλ πάξνπκε ηελ δηαδξνκή                πεξηέρεη κηα 

απνθιίλνπζα ζύλδεζε θαη άξα ππό ηε ζπλζήθε ηεο    ηα            είλαη d-

separated, δειαδή ε δηαδξνκή κπινθάξεηαη. Σν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηε δηαδξνκή 

                  πνπ επίζεο κπινθάξεηαη γηα ηνλ ίδην ιόγν. 

Αλ ηώξα, πάξνπκε ηελ δηαδξνκή                           παξαηεξνύκε 

όηη απνηειείηαη από ηξείο ηξηάδεο. Μόιηο ζηελ πξώηε από ηηο ηξείο              

ε πιεξνθνξία κπινθάξεηαη δεδνκέλνπ ηεο    θαη ηνπ γεγνλόηνο όηη έρνπκε 

απνθιίλνπζα ζύλδεζε. Άξα κπινθάξεηαη όιε ε δηαδξνκή θαη ζπλερίδνληαο κε ηελ ίδηα 

ινγηθή όιεο νη δηαδξνκέο από      ζε       είλαη κπινθαξηζκέλεο δεδνκέλνπ ηεο    

ή ηεο       . ΢πλεπώο, ηα ζηηγκηόηππα είλαη d-separated θαη άξα αλεμαξηεηα ππό ηε 

ζπλζήθε ησλ παξακέηξσλ.  

΢ηε ζπλέρεηα, ε βαζηθή ππόζεζε πνπ κπνξεί λα γίλεη είλαη όηη νη παξάκεηξνη    θαη 

       είλαη εθ ησλ πξνηέξσλ αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο, γεγνλόο πνπ δελ ζπκβαίλεη 

πάληα. Γειαδή, ε γλώζε ηεο ηηκήο ηεο κηαο παξακέηξνπ δελ επεξεάδεη ηελ πεπνίζεζή 

καο γηα ηελ ηηκή ηεο άιιεο παξακέηξνπ. Μπνξεί ινηπόλ λα γξαθεί: 

                    

Η ζπγθεθξηκέλε ππόζεζε νλνκάδεηαη θαζνιηθή παξακεηξηθή αλεμαξηεζία (global 

parameter independence) θαη ζηε γεληθή πεξίπησζε ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ γξάθεηαη 

σο εμήο: 

     ∏            
 

 

   

 

όπνπ ε prior θαηαλνκή πηζαλόηεηαο παξαγνληνπνηείηαη ζην γηλόκελν ησλ prior ηνπ 

θάζε δηαλύζκαηνο παξακέηξσλ           
 πνπ αληηζηνηρεί ζην CPT ηεο          

 

(Koller and Friedman, 2009). 
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4.3.2.3 Οιηθή Απνζύλζεζε ηεο εθ ησλ Υζηέξσλ Καηαλνκήο 

Μπνξεί λα παξαηεξήζεη θαλείο, αλαιύνληαο έλα ηπραίν ζηηγκηόηππν από ην κεηα-

δίθηπν, όηη ε δηαδξνκή από     ζε        πεξηέρεη δύν ηξηάδεο θόκβσλ, όπσο θαίλεηαη 

ζηελ Δηθόλα 21. 

 

 

Δηθόλα 21. Απνκόκσζε ζπγθεθξηκέλνπ ζηηγκηνηύπνπ από ην κεηαδίθηπν. 

 

Η πξώηε ηξηάδα είλαη ε               πνπ είλαη κηα ζύλδεζε ζε ζεηξά θαη ε 

δεύηεξε είλαη ε                 , πνπ είλαη κηα ζπγθιίλνπζα ζύλδεζε (v-δνκή). 

Δπεηδή ηα δεδνκέλα είλαη γλσζηά, ππό ηε ζπλζήθε ηνπ     , έρνπκε όηη    θαη      

είλαη d-separated, πνπ ζεκάηλεη όηη ε κεηάδνζε ηεο πιεξνθνξίαο κπινθάξεηαη. ΢ηε 

δεύηεξε ηξηάδα ιόγσ ηεο v-δνκήο θαη ηνπ γεγνλόηνο όηη ην      είλαη γλσζηό 

ζπκπεξαίλνπκε όηη ε ηα      θαη        έρνπλ εμάξηεζε ή αιιίσο ε πιεξνθνξία δελ 

κπινθάξεηαη. Χζηόζν, ε πξώηε ηξηάδα κπινθάξεη ηελ κεηάδνζε ηεο πιεξνθνξίαο θαη 

απηό είλαη αξθεηό ώζηε λα θαηαιήμνπκε όηη όιε ε δηαδξνκή είλαη κπινθαξηζκέλε. 

Άξα,    θαη        είλαη d-separated δεδνκέλνπ ηνπ       πνπ ζεκαίλεη όηη νη    θαη 

       είλαη αλεμάξηεηεο ππό ηε ζπλζήθε ηνπ     . ΢πλεπώο: 

 (                )                                
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Δπεηδή ην ζηηγκηόηππν ήηαλ ηπράην κπνξνύκε λα γεληθεύζνπκε ην απνηέιεζκα σο 

εμήο:  

 (             )                         

Η παξαπάλσ ζρέζε δειώλεη όηη νη παξάκεηξνη είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο ππό ηε 

ζπλζήθε ησλ δεδνκέλσλ D. Δπεηδή όκσο νη ζπλαξηήζεηο  (             ),           

θαη               είλαη εθ ησλ πζηέξσλ ζπλαξηήζεηο πηζαλόηεηαο, ζεκαίλεη όηη ε εθ 

ησλ πζηέξσλ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο απνζπληίζεηαη ζε κηθξόηεξνπο όξνπο όπσο 

αθξηβώο είρε γίλεη θαη κε ηελ πηζαλνθάλεηα. 

Γεληθά, ζε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε δηάλπζκα παξακέηξσλ  , ηπραίεο κεηαβιεηέο 

             θαη ζύλνιν δεδνκέλσλ    ε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο πνπ 

είλαη: 

       
          

    
 

κε ηελ πηζαλνθάλεηα λα είλαη        ∏   (        
) 

   . Όκσο, ππό ηελ ππόζεζε 

όηη έρνπκε θαζνιηθή παξακεηξηθή αλεμαξηεζία: 

     ∏            

 

   

  

νπόηε ε posterior θαηαλνκή γξάθεηαη: 

       
∏            

 ∏             

 
     

   

    
 

                
∏            

             
  

   

    
 

κε           
     ∏            

             
  

    λα είλαη ε ηνπηθή posterior 

θαηαλνκή ηεο         
. 

Άξα: 

       ∏          
    

 

   

 

΢πλεπώο, ε posterior θαηαλνκή πηζαλόηεηαο, εαλ ππνηεζεί όηη έρνπκε θαζνιηθή 

παξακεηξηθή αλεμαξηεζία, είλαη ην γηλόκελν ησλ ηνπηθώλ posterior θαηαλνκώλ 

πηζαλόηεηαο, πνπ είλαη απνηέιεζκα ηεο ίδηαο δηαδηθαζίαο πνπ εθαξκόζηεθε θαη γηα 



- 81 - 

 

ηελ πηζαλνθάλεηα δειαδή, ηεο νιηθήο απνζύλζεζεο ηεο εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκήο 

(Koller and Friedman, 2009).  

4.3.2.4 Τνπηθή Απνζύλζεζε ηεο εθ ησλ Υζηέξσλ Καηαλνκήο 

Η εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή κπνξεί λα απνζπληεζεί ζε αθόκα πεξηζζόηεξνπο όξνπο, 

όπσο έγηλε θαη κε ηελ πηζαλνθάλεηα, κηα δηαδηθαζία πνπ θαιείηαη ηνπηθή απνζύλζεζε 

ηεο εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκήο. 

Η δηαδηθαζία ηεο ηνπηθήο απνζύλζεζεο ηεο posterior θαηαλνκήο, βαζίδεηαη ζηελ 

ππόζεζε όηη ηα ζύλνια ησλ παξακέηξσλ ηεο ίδηαο κεηαβιεηήο γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο 

ησλ γνληώλ ηεο, είλαη αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο. Η ππόζεζε απηή νλνκάδεηαη ηνπηθή 

παξακεηξηθή αλεμαξηεζία (local parameter independence). Αλαιύνληαο πεξαηηέξσ ην 

κεηα-δίθηπν ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο ζα έρνπκε ην κεηα-δίθηπν ηεο εηθόλαο 

22. 

 

 

Δηθόλα 22. Πεξαηηέξσ αλάιπζε ηνπ κεηαδηθηύνπ ηεο Δηθόλαο 19 (΢ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε κεηαδηθηύνπ 

(Koller and Friedman 2009). 

 

 

Με ηελ ππόζεζε ηεο ηνπηθήο παξακεηξηθήο αλεμαξηεζίαο, βάζε ηεο νπνίαο γηα 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ησλ γνληώλ νη παξάκεηξνη είλαη αλεμάξηεηεο, έρνπκε: 
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 (      )   (               )                        

Γειαδή, ε εθ ησλ πξνηέξσλ ζπλάξηεζε ηεο  (      ) ζπάεη ζε δύν εθ ησλ πξνηέξσλ 

ζπλαξηήζεηο, κηα γηα ην δηάλπζκα παξακέηξσλ         θαη άιιε κηα γηα ην        . 

΢ηε ζπλέρεηα, ππό ηελ ππόζεζε όηη νη παξάκεηξνη γηα θάζε δηαθνξεηηθή ηηκή ηνπ 

γνλέα ηεο   είλαη αλεμάξηεηεο ππό ηε ζπλζήθε ησλ δεδνκέλσλ, ε ηνπηθή posterior 

θαηαλνκή  (      | ) γίλεηαη: 

 (      | )   (               | )   (       | ) (       | ) 

Άξα ε posterior θαηαλνκή ζα είλαη: 

        (             )                         

όπνπ  

                 (       | ) (       | ) 

Άξα, ζηε πεξίπησζε ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ, θάζε ηνπηθή posterior θαηαλνκή 

          
     κπνξεί λα απνζπληεζεί σο εμήο: 

          
     ∏           

    

    
         

 

 

όπνπ         
  είλαη ην ζύλνιν ησλ δηαθνξεηηθώλ ζπλδπαζκώλ ηηκώλ πνπ κπνξνύλ 

λα πάξνπλ νη γνλείο ηεο   . Γειαδή, απνζπληίζεηαη ζε έλα γηλόκελν απιώλ posterior 

θαηαλνκώλ πνπ γηα θάζε δηαθνξεηηθή ηηκή ησλ γνλέσλ ηεο    ζα αληηζηνηρεί κηα 

ηέηνηα θαηαλνκή. 

Γεληθά, έζησ έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε δνκή  , κε              ηπραίεο κεηαβιεηέο 

θαη ζύλνιν δεδνκέλσλ  . Αλ ε εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκή      ηθαλνπνηεί ηηο 

ππνζέζεηο ηεο θαζνιηθήο θαη ηεο ηνπηθήο παξακεηξηθήο αλεμαξηεζίαο, ηόηε ε εθ ησλ 

πζηέξσλ θαηαλνκή ζηελ κπεϋδηαλή εθηίκεζε γίλεηαη: 

       ∏          
    

 

   

 ∏ ∏           
    

    
         

 

 

   

 

Απηό γίλεηαη δηόηη, ε θαζνιηθή παξακεηξηθή αλεμαξηεζία θαη ε ηνπηθή παξακεηξηθή 

αλεμαξηεζία ηεο prior θαηαλνκήο, νδεγεί αληίζηνηρα ζηελ νιηθή θαη ηνπηθή 

απνζύλζεζε ηεο posterior θαηαλνκήο.  

΢πλεπώο, ε ηνπηθή απνζύλζεζε ηεο posterior θαηαλνκήο έρεη σο ζεκαληηθό 

απνηέιεζκα ην γεγνλόο όηη αλ ρξεζηκνπνηεζεί ε κέζνδνο MAP γηα ηελ εύξεζε ηνπ 
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δηαλύζκαηνο   ηόηε ε κεγηζηνπνίεζε ηεο posterior αλάγεηαη ζηε κεγηζηνπνίεζε ησλ 

απιώλ posterior θαηαλνκώλ           
     γηα θάζε δηαθνξεηηθή ηηκή ησλ γνληώλ 

    
 ηεο    (Darwiche, 2009; Koller and Friedman, 2009). 

4.3.2.5 Δθ ησλ Πξνηέξσλ Καηαλνκέο 

Η επηινγή ηεο prior θαηαλνκήο, όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, είλαη ζεκαληηθή δηαδηθαζία 

δηόηη κέζσ ηεο θαηαλνκήο απηήο κεηαθέξεηαη ε πεπνίζεζή καο θαη ε πξνεγνύκελε 

γλώζε καο γηα ην πνηέο ζα κπνξνύζε λα είλαη νη ζπγθεθξηκέλεο παξάκεηξνη. Έλα 

επηπιένλ θξηηήξην επηινγήο είλαη ε δπζθνιία ππνινγηζκνύ ηεο πεξηζώξηαο 

ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο     , πνπ είλαη ε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο ηεο posterior 

θαηαλνκήο       . Απηό ζπκβάηλεη δηόηη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο      ρξεηάδεηαη λα 

βξεζεί ην νινθήξσκα πάλσ ζην γηλόκελν ηεο prior θαηαλνκήο κε ηελ ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο: 

     ∫           

 

   

Με ηελ posterior λα έρεη ηε κνξθή:  

       
          

    
 

Δίλαη επίζεο ζεκαληηθό, ε posterior θαηαλνκή πνπ ζα έρνπκε σο απνηέιεζκα, λα 

απνηειεί κηα εύθνια δηαρεηξίζηκε θαη ζπκπαγή καζεκαηηθή πεξηγξαθή. Γεληθά, 

αλάινγα κε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο        πνπ έρνπκε, κπνξνύκε λα 

επηιέμνπκε κηα prior θαηαλνκή ε νπνία ζα καο δίλεη posterior θαηαλνκή πνπ ζα αλήθεη 

ζηελ ίδηα νηθνγέλεηα κε ηε prior. 

Μηα prior θαηαλνκή      θαιείηαη ζπδπγήο prior (conjugate prior distribution) ηεο 

ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο       , αλ ε posterior θαηαλνκή        αλήθεη ζηελ ίδηα 

νηθνγέλεηα θαηαλνκώλ πνπ αλήθεη θαη ε prior θαηαλνκή. Τπάξρνπλ έηνηκνη πίλαθεο 

πνπ αλάινγα κε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο απνηππώλνπλ ην πνηά ζα πξέπεη λα είλαη 

ε prior θαηαλνκή θαη κε πνηέο παξακέηξνπο, έηζη ώζηε λα είλαη ζπδπγήο ζηελ 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, δειαδή ε posterior λα αλήθεη ζηελ ίδηα νηθνγέλεηα 

θαηαλνκώλ κε ηε prior θαηαλνκή. Οη παξάκεηξνη ηεο prior θαηαλνκήο, γηα λα κπνξνύλ 

λα δηαθνξνπνηεζνύλ από ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ, θαινύληαη ππεξπαξάκεηξνη 

(hyperparameters).  
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Μηα από ηηο ζπλήζεηο πεξηπηώζεηο είλαη, γηα παξάδεηγκα, κηα δηαθξηηή ηπράηα 

κεηαβιεηή Υ κε δπλαηόηεηα λα πάξεη κόλν δύν ηηκέο, δειαδή κία δησλπκηθή 

κεηαβιεηή, θαη έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ                . Σόηε αλ επηιέμνπκε σο 

prior κηα θαηαλνκή Βήηα, ζα πάξνπκε σο posterior επίζεο κηα θαηαλνκή Βήηα. 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη έρνπκε έλα πείξακα ξηςήο κηαο πηλέδαο, κε        , όπνπ 

«θ» είλαη ην ελδερόκελν λα έξζεη θεθαιή θαη «ν» λα έξζεη ε νπξά ηεο πηλέδαο. Σόηε:  

     {
            

            
 

θαη ε δηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή Υ αθνινπζεί θαηαλνκή Bernoulli κε ζπλάξηεζε 

κάδαο πηζαλόηεηαο: 

        {
                       

                  

όπνπ ην  , κε      , ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκό ηεο ξίςεο ή αιιηώο ην m-νζηό 

ζηηγκηόηππν ησλ δεδνκέλσλ   θαη      . Η ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζα είλαη: 

       ∏          

 

   

                                

                               

όπνπ      θαη      καο δίλνπλ ην πιήζνο ησλ εκθαλίζεσλ ηεο θεθαιήο θαη ηεο 

νπξάο ηεο πηλέδαο ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ αληίζηνηρα. Άξα, αλ δηαιέμνπκε γηα ηελ 

prior      κηα θαηαλνκή Βήηα κε παξακέηξνπο        όπνπ ζηελ πξνθεηκέλε 

πεξίπησζε ηηο ιέκε ππεξπαξακέηξνπο, ηόηε: 

     
 

        
               

΢πλεπώο, ε posterior θαηαλνκή ζα είλαη: 

                                
 

        
               

Γειαδή: 

                                

Άξα ε posterior θαηαλνκή είλαη κηα θαηαλνκή Βήηα κε παξακέηξνπο ηηο         

θαη        .  

Έλα αθόκα παξάδεηγκα, απνηειεί ε πεξίπησζε πνπ έρνπκε κηα ηπραία κεηαβιεηή 

δηάζηαζεο Κ πνπ αθνινπζεί ηελ πνιπσλπκηθή θαηαλνκή. ΢πγθεθξηκέλα, έζησ κηα 
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ηπραία κεηαβιεηή   κε              λα είλαη νη πηζαλέο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο. 

΢πκβνιίδνπκε σο                ην -Μ ην πιήζνο- ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ, κε 

                  λα είλαη ην m-νζηό ζηηγκηόηππν ησλ δεδνκέλσλ. ΢ηελ 

νπζία θάζε ζηηγκηόηππν m απνηειεί κηα αλεμάξηεηε δνθηκή Bernoulli δηαβαζκηζκέλεο 

επηηπρίαο κε πηζαλέο ηηκέο ηηο             . Δπηπιένλ, έζησ    ε πηζαλόηεηα λα 

εκθαληζηεί ε    ηηκή, δειαδή: 

           

Σόηε αλ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο              ζπκβνιίδνπλ ην πιήζνο ησλ εκθαλίζεσλ 

ησλ              δηαθνξεηηθώλ ηηκώλ ζηα M ην πιήζνο ζηηγκηόηππα, έρνπκε όηη ε:  

                  

είλαη κηα Κ-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή πνπ αθνινπζεί πνιπσλπκηθή θαηαλνκή, κε 

ζπλάξηεζε κάδαο πηζαλόηεηαο: 

                                                   

                              (
 

                  
)   

      
         

      

όπνπ      είλαη ην πιήζνο εκθαλίζεσλ ηεο    ηηκήο ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ  .Σα 

ζηηγκηόηππα είλαη αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο, νπόηε θάζε ζηηγκηόηππν κπνξεί λα 

ζεσξεζεί όηη αθνινπζεί δηαβαζκηζκέλε Bernoulli, θαη άξα ε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο ζα είλαη: 

       ∏        

 

   

                          ∏  
    

 

   

 

κε                ην δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ. Βαζηδόκελνη ζηελ 

πηζαλνθάλεηα, αλ δηαιέμνπκε ηελ prior      λα είλαη κηα θαηαλνκή Dirichlet κε 

ππεξπαξακέηξνπο              θαη               ηόηε: 

                                
 

    
∏  

     

 

   

 

Άξα αλ πάξνπκε ηελ posterior θαηαλνκή έρνπκε: 

                  

       ∏  
    

 

   

∏  
     

 

   

 ∏  
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΢πλεπώο ε posterior θαηαλνκή ζα είλαη κηα θαηαλνκή κηα Dirichlet θαηαλνκή κε 

παξακέηξνπο                             . 

Άξα, παξαηεξνύκε όηη αλ έρνπκε κηα κεηαβιεηή πνπ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Bernoulli, ε θαηαλνκή Βήηα είλαη κηα ζπδπγήο prior ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο, 

ελώ αλ έρνπκε κεηαβιεηή πνπ αθνινπζεί ηελ πνιπσλπκηθή θαηαλνκή, ε θαηαλνκή 

Dirichlet είλαη κηα ζπδπγήο prior ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο (Carlin et al. 2013; 

Koller and Friedman, 2009; Neapolitan, 2003). 

Με βάζε ηελ αλάιπζε πνπ πξνεγήζεθε, ζε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν, κπνξνύκε λα 

δηαιέμνπκε κηα prior θαηαλνκή πνπ λα είλαη ζπδπγήο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο 

κε απνηέιεζκα λα έρνπκε κηα posterior θαηαλνκε ηεο ίδηαο νηθνγέλεηαο κε ηελ prior. 

Αλ ιάβνπκε ππόςηλ ηελ νιηθή θαη ηνπηθή απνζύλζεζε ηεο posterior θαηαλνκήο: 

       ∏          
    

 

   

 ∏ ∏           
    

    
         

 

 

   

 

ηόηε, ρξεηάδεηαη λα επηιέμνπκε κηα prior γηα ην δηάλπζκα παξακέηξσλ         
 γηα 

θάζε δηαθνξεηηθό ζπλδπαζκό ηηκώλ ησλ γνλέσλ     
 ηεο   . Έζησ όηη έρνπκε έλα 

κπεϋδηαλό δίθηπν θαη έλαλ θόκβν   , όπνπ ε        
 είλαη κηα πνιπσλπκηθή θαηαλνκή 

γηα θάζε δηαθνξεηηθό ζπλδπαζκό ησλ γνληώλ     
 ηεο   . Σόηε ζε θάζε κηα        

 

κε ζπγθεθξηκέλν ζπλδπαζκό ηηκώλ     
ζα αληηζηνηρεί θαη κηα Dirichlet prior 

θαηαλνκή κε ππεξπαξακέηξνπο: 

        
          

          

            

    

όπνπ    είλαη ην πιεζνο ησλ ηηκώλ πνπ κπνξεί λα πάξεη ε   . Άξα, ε posterior 

θαηαλνκή ζα είλαη κηα Dirchlet θαηαλνκή κε παξακέηξνπο  

        

                 

                  

          

όπνπ                      είλαη ην πιήζνο εκθάληζεο ηεο 1
εο

 , 2
εο 
θαη    ηηκήο ηεο 

   αληίζηνηρα, ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ. Άξα,          
         

  έρνπκε όηη: 

          
               

          

            

             

                 

  

                 

            

΢πλεπώο, γηα θάζε ζπλδπαζκό ησλ γνληώλ     
 ηεο    ζα αληηζηνηρεί θαη κηα Dirichlet 

prior θαηαλνκή θαη άξα ζην CPT ηεο        
 ζα αληηζηνηρνύλ πνιιαπιέο Dirichlet 

prior θαη άξα πνιιαπιέο Dirichlet posterior, κηα γηα θάζε ζπλδπαζκό ησλ γνληώλ     
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ηεο   . Κάηη πνπ κε ηε ζεηξά ηνπ ζα ζπκβαίλεη γηα θάζε κεηαβιεηή    ηνπ κπεϋδηαλνύ 

δηθηύνπ.  

Σν απνηέιεζκα απηό κπνξεί λα γελημεπηεί θαη άξα ζε θάζε πεξίπησζε δηαθξηηνύ 

κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ πνπ έρνπκε νιηθή θαη ηνπηθή απνζύλζεζε ηεο posterior 

θαηαλνκήο κπνξνύκε λα επηιέμνπκε ζπδπγείο prior θαηαλνκέο ζηηο απιέο ζπλαξηήζεηο 

πηζαλνθάλεηαο ώζηε λα έρνπκε απιέο posterior θαηαλνκέο πνπ λα αλήθνπλ ζηελ ίδηα 

νηθνγέλεηα θαηαλνκώλ κε ηηο prior θαηαλνκέο (Koller and Friedman, 2009).  

4.3.3 Δύξεζε Παξακέηξσλ Φσξίο Πιήξε Γεδνκέλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 

EM 

Δύινγα δεκηνπξγείηαη ην εξώηεκα ηνπ πσο ζα βξεζεί ην ζηαηηζηηθό κνληέιν πνπ 

ηαηξηάδεη πεξηζζόηεξν ζηα δεδνκέλα όηαλ δελ έρνπκε πιήξε δεδνκέλα, δειαδή 

ππάξρνπλ ζηηγκηόηππα ησλ νπνίσλ νη κεηαβιεηέο δελ έρνπλ ηηκή, είηε γηαηί δελ ππήξρε 

παξαηήξεζε εμ αξρήο, γηαηί ράζεθε πιεξνθνξία ζε θάπνηα κεηαθνξά θηι. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ε απάληεζε δίλεηαη από ηνλ αιγόξηζκν EM (Expectation-

Maximization algorithm). ΢ηόρνο ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη λα βξεζεί ην ζύλνιν ησλ 

παξακέηξσλ  ̂ πνπ δίλνπλ ηελ κεγαιύηεξε δπλαηή πηζαλνθάλεηα. Ο αιγόξηζκνο 

ρσξίδεηαη ζε δύν βαζηθά βήκαηα κε πξώην ην βήκα ηεο αλακνλήο (expectation step), 

ζην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη κηα εθηίκεζε  ̂ ησλ παξακέηξσλ ώζηε λα ζπκπιεξσζνύλ 

ηα δεδνκέλα. Σν δεύηεξν βήκα θαιείηαη «βήκα κεγηζηνπνίεζεο» (maximization step), 

θαηά ην νπνίν ρξεζηκνπνηνύληαη ηα δεδνκέλα πνπ ζπκπιεξώζεθαλ ώζηε λα βξεζεί ε 

επόκελε εθηίκεζε ηνπ ζπλόινπ ησλ δεδνκέλσλ  ̂   βάζεη ηνπ νπνίνπ ζα έρνπκε 

πηζαλνθάλεηα κεγαιύηεξε από ηε πξνεγνύκελε. Η δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη 

κέρξη ε απόζηαζε ησλ πηζαλνθαλεηώλ λα είλαη ηθαλνπνηεηηθή ή επαλαιακβάλεηαη γηα 

έλαλ πξνθαζνξηζκέλν αξηζκό επαλαιήςεσλ. Γηα λα αλαιύζνπκε θαιύηεξα ηνλ EM ζα 

ιάβνπκε ππόςηλ ην ίδην παξάδεηγκα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ κέζνδν κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο. Έζησ όηη έρνπκε κπεϋδηαλό δίθηπν κεηαβιεηώλ          κε δνκή 

        . Η από θνηλνύ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ζα είλαη: 

                                      

Απηή ηε θνξά όκσο έζησ όηη ηα δεδνκέλα δελ είλαη πιήξε (Πίλαθαο 16). 
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Πίλαθαο 16. Παξάδεηγκα κε πιήξνπο πίλαθα δεδνκέλσλ. 

          

d[1] ?   
    

  

d[2]   
    

    
  

d[3]   
    

    
  

d[4]   
    

  ? 

Παξαηεξνύκε όηη ιείπεη ε ηηκή ηεο    θαη ηεο    ζηα ζηηγκηόηππα d[1] θαη d[4] 

αληίζηνηρα. Απηό έρεη σο απνηέιεζκα λα κελ γλσξίδνπκε ηα CPTs αθνύ δελ 

γλσξίδνπκε ην ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ. Γηα λα μεθηλήζεη ε δηαδηθαζία, ππνζέηνπκε 

όηη ην ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ ζα είλαη: 

 ̂                                            

θαη γηα επθνιία ζεσξνύκε όηη όιεο είλαη ίδηεο θαη έρνπλ ηηκή ίζε κε    , όπσο θαίλεηαη 

ζηνπο Πίλαθεο 17-19. 

 

 

Πίλαθαο 17. Αξρηθνπνίεζε πίλαθα CPT γηα ηνλ θόκβν   . 

     
  

 

  
      

  
      

 

 

 

 

 

 

+ 1 
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Πίλαθαο 18. Αξρηθνπνίεζε πίλαθα CPT γηα ηνλ θόκβν    

        
       

 

  
    

      

  
    

      

  
    

      

  
    

      

 

 

Πίλαθαο 19. Αξρηθνπνίεζε πίλαθα CPT γηα ηνλ θόκβν    

        
       

 

  
    

      

  
    

      

  
    

      

  
    

      

 

Η πηζαλνθάλεηα ζα είλαη: 

                ∏     

 

   

      

όπνπ γηα ράξηλ επθνιίαο αληί ηεο              γξάθνπκε          . Δπεηδή δελ 

έρνπκε πιήξε όια ηα ζηηγκηόηππα ε πηζαλνθάλεηα γξάθεηαη: 

                                           

            
    

        
    

    
        

    
    

        
    

    

Γηα λα βξεζεί ε πηζαλνθάλεηα ρξεηάδεηαη λα εθαξκόζνπκε κπεϋδηαλή 

ζπκπεξαζκαηνινγία κε βάζε ηα CPTs ηνπ ζπλόινπ ησλ παξακέηξσλ   : 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 
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   ∑         
    

  

  

       
    

    
         

    
    

   

       
        

      
        

      
         

        
      

        
      

   

                         
 

 
 

νκνίσο  

      
    

    
         

        
      

        
      

   
 

 
 

      
    

    
         

        
      

        
      

   
 

 
 

      
    

    ∑   

  

   
    

      

       
        

      
        

      
         

        
      

        
      

   
 

 
 

Άξα: 

      
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
           

Χο ζηόρν έρνπκε λα βξνύκε ην    πνπ δίλεη κεγαιύηεξε πηζαλνθάλεηα από ηε      . 

Κάηη πνπ δελ κπνξεί λα γίλεη άκεζα όπσο ζα δνύκε παξαθάησ. Αλ ηα δεδνκέλα ήηαλ 

πιήξε, γηα λα βξνύκε γηα παξάδεηγκα ηηο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ   
  

  θαη 

  
   

     
  πνπ ζα αλήθαλ ζην    ζα είρακε: 

  
  

            
   

       
  

 
 

  
   

     
            

         
   

           
       

  

          
  

 

 

        
       

  
 

       
  

 

 
        

       
  

       
  

 

όπνπ   ην πιήζνο ησλ ζηηγκηνηύπσλ ησλ δεδνκέλσλ,        
   ν αξηζκόο 

εκθάληζεο ηεο ηηκήο   
  ζηα δεδνκέλα,        

   ν αξηζκόο εκθάληζεο ηεο ηηκήο   
  

ζηα δεδνκέλα θαη         
       

   ν αξηζκόο εκθάληζεο ησλ ηηκώλ   
    

  ζηα 

δεδνκέλα. Όκσο δελ έρνπκε πιήξε δεδνκέλα θαη ζπγθεθξηκέλα δελ μέξνπκε ζην 

ζηηγκηόηππν d[1] ηη ηηκή παίξλεη ε   . Με απνηέιεζκα λα κελ μέξνπκε ηνλ αξηζκό 
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  . Σόηε παίξλνπκε ηελ αλακελόκελε ηηκή ηνπ αξηζκνύ εκθάληζεο ηεο   

  

ζηα δεδνκέλα: 

         
          

      
    

         

δειαδή αζξνίδνπκε όζεο θνξέο μέξνπκε όηη εκθαλίζηεθε ζην θάζε ζηηγκηόηππν θαη 

εθεί πνπ δελ μέξνπκε αζξνίδνπκε ηελ πηζαλόηεηα ηνπ λα παξζεί ε ηηκή   
  δεδνκέλνπ 

ηνπ ππόινηπνπ ζηηγκηνηύπνπ. Γηα λα βξεζεί ε             
      

    
   ρξεηάδεηαη 

κπεϋδηαλή ζπκπεξαζκαηνινγία κε βάζε ηα CPTs από ην   : 

         
      

    
   

      
    

    
  

      
    

  
 

      
        

      
        

      
  

∑              
             

      
    

 

 
      

        
      

        
      

  

      
        

      
        

      
         

        
      

        
      

  
 

 

 
 

 

Οκνίσο ε αλακελόκελε ηηκή ηνπ αξηζκνύ εκθάληζεο ησλ ηηκώλ   
     

  ζα είλαη: 

          
       

                
      

    
   

όπνπ βξίζθνπκε ηελ       
      

    
   κε βάζε ηα CPTs από ην    όπσο θαη 

πξνεγνπκέλσο, ελώ ε αλακελόκελε ηηκή ηνπ αξηζκνύ εκθάληζεο ηεο ηηκήο   
  ζα είλαη: 

         
            

όπνπ δελ ρξεηάδεηαη λα βξεζεί θάπνηα πηζαλόηεηα αθνύ ζε όια ηα ζηηγκηόηππα 

παξαηεξείηαη ηηκή ηεο   . ΢ην ζεκείν απηό ζπκπιεξώλνπκε ζηηγκηόηππα ζηα 

δεδνκέλα ιακβάλνληαο ππόςηλ θάζε πηζαλή εθδνρή ησλ ηηκώλ ηεο   . Σν ίδην θάλνπκε 

θαη γηα θάζε άιιε κεηαβιεηή πνπ ηηο ιείπνπλ ηηκέο ζηα δεδνκέλα, όπσο ηελ   . 

Σειηθά, γηα θάζε ζηηγκηόηππν κε κε πιήξε δεδνκέλα, πξνθύπηνπλ πηζαλνηηθώο 

ζηαζκηζκέλα ςεπδνζηηγκηόηππα όπσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 20. 
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Πίλαθαο 20. Πίλαθαο ςεπδνζηηγκηνηύπσλ πξώηεο επαλάιεςεο. 

          

Πηζαλόηεηα θάζε 

ζηηγκηνηύπνπ βάζε 

ην    

d[1] ?   
    

   

 

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

      
      

    
   

      
      

    
   

d[2]   
    

    
   

d[3]   
    

    
   

d[4]   
    

  ?  

 

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

      
      

    
   

      
      

    
   

 

 Ύζηεξα, βξίζθνπκε θαη ηηο ππόινηπεο αλακελόκελεο ηηκέο ηνπ αξηζκνύ εκθάληζεο 

ησλ ηηκώλ κε ηνλ εμήο ηύπν πνπ δηαθαίλεηαη θαη από ην παξάδεηγκα: 

      (       
 |     ∑     (       

 |      

 

   

 ∑  (       
 |          

 

   

 

Γειαδή, γηα θάζε κεηαβιεηή κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί έλαο πίλαθαο αλακελόκελσλ 

ηηκώλ γηα θάζε ζπλδπαζκό ηηκώλ ηεο κεηαβιεηήο θαη ησλ γνληώλ ηεο. Η ζπκπιήξσζε 

ησλ δεδνκέλσλκε ηα ζηηγκηόηππα, πνπ γίλεηαη κε κπεϋδηαλή ζπκπεξαζκαηνινγία θαη ε 

εύξεζε ησλ αλακελόκελσλ ηηκώλ εκθάληζεο ησλ δηάθνξσλ ηηκώλ γηα ηελ θάζε 

κεηαβιεηή είλαη ην βήκα ηνπ expectation. 

΢ην βήκα ηνπ maximization, πνπ κπνξεί πιένλ λα πξαγκαηνπνηεζεί, βξίζθνπκε ην    

πνπ δίλεη πηζαλνθάλεηα κεγαιύηεξε ηεο      . ΢ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, ην 

  
   

     
  πιένλ γξάθεηαη σο εμήο: 

  
   

     
  

      (      
      

   
  |    
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      (      
      

   
  |    

∑               
         

 

όπνπ ∑               
         

          
    θαη κε ηνλ ίδην ηξόπν βξίζθνπκε 

ηηο ππόινηπεο παξακέηξνπο. Αθνύ βξεζεί ην    βξίζθνπκε ηελ       κε κπεϋδηαλή 

ζπκπεξαζκαηνινγία ρξεζηκνπνηώληαο πιένλ ηα λέα CPTs κε γλσζηέο ηηο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ   
         

. Με ηε δηαδηθαζία απηή, βάζε ζεσξεηηθώο απνδεδεηγκέλσλ 

απνηειεζκάησλ, ν αιγόξηζκνο έρεη εμαζθαιίζεη όηη: 

            

θαη βέβαηα: 

                  

Η ίδηα δηαδηθαζία επαλακβάλεηαη θαη ζε θάζε επαλάιεςε   ζα έρνπκε: 

                    

Γεληθά, ζύκθσλα κε ηνπο Jensen θαη Nielsen (2007), ν αιγόξηζκνο EM γηα κπεϋδηαλά 

δίθηπα είλαη ν εμήο: 

1. Δπηιέγνπκε έλα     πνπ ζα είλαη ε απόζηαζε θάησ από ηελ νπνία ζα πξέπεη 

λα ζηακαηήζνπλ νη επαλαιήςεηο 

2.           είλαη νη αξρηθή εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ πνπ επηιέγεηαη 

απζαίξεηα κε   λα είλαη ν δείθηεο γηα ηε κεηαβιεηή   ,   είλαη γηα ηνλ 

ζπλδπζκό ησλ γνληώλ ηεο    θαη   είλαη γηα ηηο ηηκέο ηεο   . 

3. Θέηνπκε     

4. Δπαλαιακβάλνπκε: 

Expectation βήκα: Γηα θάζε   ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα ησλ αλακελόκελσλ 

ηηκώλ: 

      (        
 |     ∑  (       

 |          

   

 

Maximization βήκα: Υξεζηκνπνηνύκε ηηο αλακελόκελεο ηηκέο ζαλ ήηαλ 

πξαγκαηηθέο ώζηε λα βξνύκε ηελ λέα εθηίκεζε  ̂ ησλ παξακέηξσλ  ̂   : 

 ̂    
      (          

   |    

∑       (          
   |     

 

  Θέηνπκε       ̂ θαη        

  (Δπαλαιακβάλνπκε) Μέρξη                       



- 94 - 

 

Όπσο έρεη αλαθεξζεί θαη πξνεγνπκέλσο, αληί κηαο δεδνκέλεο απόζηαζεο πνπ ζα 

πξέπεη λα θηάζνπλ νη πηζαλνθάλεηεο ζα κπνξνύζε λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη έλα 

πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο επαλαιήςεσλ. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ν αιγόξηζκνο 

EM δελ εμαζθαιίδεη ηελ εύξεζε νιηθνύ κεγίζηνπ γηα ηελ πηζαλνθάλεηα. Δθόζνλ θάζε 

λέα εθηίκεζε παξακέηξσλ ζα δίλεη κεγαιύηεξε πηζαλνθάλεηα, αύην πνπ 

εμαζθαιίδεηαη είλαη όηη ζην ηέινο ησλ επαλαιήςεσλ ν αιγόξηζκνο ζα έρεη βξεί έλα 

ηνπηθό κέγηζην γηα ηελ πηζαλνθάλεηα. Σέινο, ν EM αιγόξηζκνο κπνξεί επηπιένλ λα 

ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηελ εύξεζε ησλ παξακέηξσλ πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ posterior 

ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο όηαλ δελ έρνπκε πιήξε δεδνκέλα. Γειαδή εθεί πνπ είρακε 

ηελ ινγαξηζκηθή πηζαλνθάλεηα πιένλ έρνπκε λα πξνζηίζεηαη θαη ν ινγάξηζκνο ηεο 

prior θαηαλνκήο: 

                            

Με απηό ην ηξόπν ν EM ιείηνπξγεί έηζη ώζηε ζε θάζε επαλάιεςε λα βξίζθνληαη νη 

παξάκεηξνη   πνπ δίλνπλ κεγαιύηεξo άζξνηζκα                 ζε ζρέζε κε 

πξνεγνπκέλσο. Η πεξηζώξηα πηζαλόηεηα      δελ επεξεάδεη ηε δηαδηθαζία γηαηί δελ 

κεηαβάιιεηαη ζε θάζε επαλάιεςε (Darwiche, 2009; Jensen and Nielsen, 2007; Koller 

and Friedman, 2009).  
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4.4 Δύξεζε Γνκήο Μπεϋδηαλνύ Γηθηύνπ 

Η δνκή ηνπ δηθηύνπ, όπσο εμεηάζηεθε κέρξη ζηηγκήο, είλαη έηνηκε σο ην απνηέιεζκα 

ηεο άπνςεο εηδηθώλ γηα ην πσο ζα έπξεπε λα δηακνξθσζεί ην δίθηπν. Η ρξήζε ησλ 

δεδνκέλσλ αθνξνύζε ηελ εύξεζε ησλ παξακέηξσλ πνπ δίλνπλ ην κνληέιν πνπ 

αθνινπζνύλ ηα δεδνκέλα, κηα δηαδηθαζία πνπ, όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, θαιείηαη 

εθπαίδεπζε ηνπ αιγόξηζκνπ ζηα δεδνκέλα ή αιιηώο fitting. Τπάξρεη σζηόζν θαη ε 

δπλαηόηεηα εύξεζεο ηεο δνκήο ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ από ηα ίδηα ηα δεδνκέλα 

(structure learning). ΢ην πιαίζην απηό ππάξρνπλ δύν βαζηθέο θαηεγνξίεο κεζόδσλ κε 

πξώηε ηελ εύξεζε ηεο δνκήο βαζηζκέλε ζε πεξηνξηζκνύο (constrained based) θαη 

δεύηεξε ηελ εύξεζε ηεο δνκήο βαζηζκέλε ζε θάπνηα βαζκνινγία (score based). 

Η πξώηε θαηεγνξία (constrained based κεζόδνη) βαζίδεηαη ζην λα βξίζθεη ηηο ππό 

ζπλζήθε αλεμαξηεζίεο ησλ κεηαβιεηώλ πνπ κπνξνύλ λα παξαρζνύλ από ηα δεδνκέλα, 

κέζα από ηεζη πνπ εμεηάδνπλ ηελ ύπαξμε ππό ζπλζήθε αλεμαξηεζίαο (conditional 

independence tests). Οη αλεμαξηεζίεο αληαλαθινύλ ηελ γξαθηθή ηδηόηεηα ηνπ d-

separation πνπ είλαη αλαγθαία γηα ηελ εύξεζε ηεο δνκήο ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ. Η 

δεύηεξε θαηεγνξία (score based κεζόδνη) βαζίδεηαη ζηελ παξαγσγή ππνςήθησλ 

κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ κε ρξήζε θαηάιιεισλ ζπλαξηήζεσλ βαζκνιόγεζεο (score 

functions), βάζε ησλ νπνίσλ γίλεηαη ε επηινγή ηνπ δηθηύνπ κε ην κεγαιύηεξν βαζκό. 

Δπνκέλσο, επηιέγεηαη ε δνκή ηνπ δηθηύνπ πνπ είλαη πηζαλόηεξν λα έρεη παξαμεί ηα 

δεδνκέλα ή αιιηώο επηιέγεηαη ε δνκή πνπ ηαηξηάδεη πεξηζζόηεξν ζηα δεδνκέλα. 

Καηά ηε δηαδηθαζία εύξεζεο ηεο δνκήο εκθαλίδνληαη δύν βαζηθά πξνβιήκαηα ηα 

νπνία θαινύληαη νη αιγόξηζκνη λα απνθύγνπλ. Σν πξώην πξόβιεκα είλαη όηη ν 

αξηζκόο ησλ ππνςήθησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ είλαη πνιύ κεγάινο θαη κεγαιώλεη όζν 

πεξηζζόηεξν απμάλεηαη ην πιήζνο ησλ θόκβσλ. ΢πγθεθξηκέλα, ε ζπλάξηεζε      

δίλεη ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθώλ δνκώλ ζε ζρέζε κε ηνπο θόκβνπο  : 

     ∑       

 

   

  

        
              

Σν δεύηεξν πξόβιεκα αθνξά ην γεγνλόο όηη κπνξεί λα ππάξρεη παξαπάλσ από κηα 

ππνςήθηα δνκή δηθηύνπ πνπ λα ηαηξηάδεη ζηα δεδνκέλα. 
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4.4.1 Constraint based κέζνδνη 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ constrained based κεζόδσλ, νη δύν δεκνθηιέζηεξνη αιγόξηζκνη, 

πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζηε κειέηε πεξίπησζεο, είλαη ν GS (Grow-Shrink) 

(Margaritis, 2003) θαη ν IAMB (Incremental Association Markov Blanket) 

(Tsamardinos et al., 2003). ΢ηόρνο θαη ησλ δύν αιγόξηζκσλ είλαη ε εύξεζε ηνπ 

Markov blanket (MB) θάζε θόκβνπ.  

Ο αιγόξηζκνο GS ρσξίδεηαη ζε δύν θάζεηο, κε πξώηε ηε θάζε ηεο αλάπηπμεο 

(growing phase) θαη δεύηεξε ηε θάζε ηεο ζπξξίθλσζεο (shrinking phase). Οη θάζεηο 

απηέο αθνξνύλ ηελ αλάπηπμε θαη ύζηεξα ζπξξίθλσζε ελόο ζπλόινπ S, πνπ ζην ηέινο 

ζα θαηαιήμεη λα είλαη ην Markov blanket ελόο θόκβνπ. ΢πγθεθξηκέλα, έζησ όηη 

έρνπκε έλαλ θόκβν    , κε   λα είλαη ην ζύλνιν ησλ θόκβσλ ηνπ δηθηύνπ. Σόηε ν 

αιγόξηζκνο GS είλαη ν εμήο: 

1.    . 

2. Δλώ           ηέηνην ώζηε           , αλάζεζε    ⋃   . (growing 

phase) 

3. Δλώ      , ηέηνην ώζηε            , αλάζεζε        . (shrinking 

phase) 

4.       . 

όπνπ      ζπκβνιίδεη ην Markov blanket ηνπ θόκβνπ  . 

Όκνηα κε ηνλ GS, ν αιγόξηζκνο IAMB απνηειείηαη από δύν θάζεηο θαη έρεη σο ζηόρν 

ηελ εύξεζε ηνπ Markov blanket     δειαδή ηνπ Markov blanket (  ) θάζε θόκβνπ 

 . ΢ηε πξώηε θάζε δεκηνπξγείηαη έλα ζύλνιν        πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ππνςήθην Markov blanket (candidate Markov blanket) γηα ηνλ ππό εμέηαζε θόκβν  . 

΢ηε πξώηε θάζε ην        κπνξεί λα πεξηέρεη θαη θόκβνπο πνπ δελ αλήθνπλ ζην 

     . ΢ηε δεύηεξε θάζε αθαηξνύληαη από ην ζύλνιν        νη θόκβνη πνπ δελ 

αλήθνπλ ζην        κε απνηέιεζκα ζην ηέινο λα ηαπηίδνληαη ηα ζύλνια        

      θαη λα έρεη βξεζεί ην Markov blanket ηνπ θόκβνπ   (Margaritis, 2003). 

4.4.2 Score based κέζνδνη 

΢ηε ζπλέρεηα, ζηηο score based κεζόδνπο, νη ζπλαξηήζεηο βαζκνιόγεζεο έρνπλ ην 

βαζηθό ξόιν λα απνδίδνπλ κηα βαζκνινγία ζε θάζε ππνςήθηα δνκή ελόο κπεϋδηαλνύ 

δηθηύνπ, κε ζηόρν λα βξεζεί εθείλν πνπ είλαη ην πηζαλόηεξν λα έρεη παξαρζεί από ηα 
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δεδνκέλα. Μηα βαζηθή ηδηόηεηα πνπ ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί κηα ηέηνηα ζπλάξηεζε 

είλαη λα ηζνξξνπεί ηελ αθξίβεηα ηεο ππνςήθηαο δνκήο κε ηελ πνιππινθόηεηα ηεο 

δνκήο. Γειαδή ε αύμεζε ηνπ κεγέζνπο ηεο δνκήο ζα επηθέξεη κείσζε ηεο πηζαλόηεηαο 

ε δνκή πνπ έρεη βξεζεί λα έρεη παξάμεη ηα δεδνκέλα. Δπηπιένλ, κηα ζπλάξηεζε 

βαζκνιόγεζεο ζα πξέπεη λα πξνζθέξεη ηε δπλαηόηεηα δηαρεηξίζηκσλ ππνινγηζκώλ, 

ώζηε λα θαηαιήμεη ζε εύινγν δηάζηεκα ζε κηα βαζκνιόγεζε. Μηα ζπλάξηεζε 

βαζκνιόγεζεο, πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηε κειέηε πεξίπησζεο, θαη ε νπνία 

ηθαλνπνηεί ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο είλαη ε BIC (Bayesian Information Criterion) 

(Schwarz, 1978). Αλ ππνηεζεί όηη   είλαη ε ππνςήθηα δνκή θαη   ηα δεδνκέλα, ηόηε ε 

βαζκνινγία ηεο BIC δίλεηαη σο εμήο: 

                 |  ̂ )  
       

 
    

όπνπ  ̂  είλαη ε εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ πηζαλνθάλεηα ηεο 

δνκήο   θαη        ̂   είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο. Δπηπιένλ, 

ην         ζπκβνιίδεη ην πιήζνο ησλ αλεμάξηεησλ παξακέηξσλ ζηε δνκή   θαη ην   

είλαη ην πιήζνο ησλ ζηηγκηνηύπσλ ησλ δεδνκέλσλ. Η πνιππινθόηεηα ηεο δνκήο   

αλαπαξίζηαηαη από ηνλ όξν: 

       

 
    

θαη απμάλεη θαζώο απμάλνληαη ην πιήζνο ησλ αλεμάξηεησλ παξακέηξσλ θαη ην 

πιήζνο ησλ ζηηγκηνηύπσλ ησλ δεδνκέλσλ. Η αθξίβεηα ηεο δνκήο αλαπαξίζηαηαη από 

ηνλ όξν: 

      |  ̂ ) 

θαη κεγηζηνπνηείηαη όηαλ κεγηζηνπνηείηαη ε πηζαλνθάλεηα.΢πλεπώο, κπνξεί θαλείο λα 

παξαηεξήζεη θαη πξαθηηθά ηελ αληαιιαγή πνπ γίλεηαη κεηαμύ ηεο αθξίβεηαο θαη ηεο 

πνιππινθόηεηαο ηεο δνκήο. Άξα, ππό ηε ζπλήζε ππόζεζε όηη ηα ζηηγκηόηππα είλαη 

αλεμάξηεηα ησλ παξακέηξσλ ε ζπλάξηεζε BIC γίλεηαη: 

             ∏     |  ̂ )

 

   

 
       

 
    

           ∑       |  ̂ )

 

   

 
       

 
    

Μάιηζηα, γλσξίδνπκε όηη ε πηζαλνθάλεηα είλαη: 
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     ∏ ∏ [ ∏         

         

          

]

           
 

 

   

 

κε  

 ̂       
 

         

      
 

Σόηε, θαηά αληηζηνηρία κπνξνύκε λα γξάςνπκε: 

                ̂   
       

 
    

             ∏∏∏(
    

   
)

    
  

   

  

   

 

   

 
       

 
    

           ∑∑ ∑       (
    

   
)

  

   

  

   

 

   

 
   

 
∑   

 

   

      

όπνπ: 

 ν      είλαη ν αξηζκόο εκθάληζεο ζηα δεδνκέλα, ηεο   πεξίπησζεο ηηκήο ηεο    

κεηαβιεηήο (θόκβνπ) κε ηνλ   ζπλδπαζκό ηηκώλ ησλ γνληώλ ηεο   .  

 ν     είλαη ν αξηζκόο εκθάληζεο ζηα δεδνκέλα ηνπ   ζπλδπαζκνύ ηηκώλ ησλ 

γνληώλ ηεο   . 

    ην πιήζνο ησλ κεηαβιεηώλ (θόκβσλ) 

 θαη       ην πιήζνο ησλ ζπλδπαζκώλ ησλ ηηκώλ πνπ αθνξνύλ ηνπο γνλείο ηεο 

   θαη ην πιήζνο ησλ ηηκώλ ηεο    αληίζηνηρα. 

Μηα αθόκα ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο, ε νπνία ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηε κειέηε 

πεξίπησζεο, είλαη ε AIC (Akaike Information Criterion) (Bozdogan, 1987)πνπ 

δίλεηαη σο εμήο: 

             ̂   

όπνπ   είλαη ην πιήζνο ησλ αλεμάξηεησλ παξακέηξσλ θαη    ̂   είλαη ε κέγηζηε 

ηηκή ηεο πηζαλνθάλεηαο. 

Αλ ζπγθξίλνπκε ηνπο δύν όξνπο πνιππινθόηεηαο ζηηο ζπλαξηήζεηο βαζκνιόγεζεο 

BIC θαη AIC κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε όηη ε BIC πξνζδίδεη κεγαιύηεξε πνηλή 

γηα ηελ πνιππινθόηεηα ζε ζρέζε κε ηελ AIC, όηαλ ην πιήζνο ησλ δεδνκέλσλ είλαη 
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κεγάιν. Πξάγκαηη, αλ           είλαη ην πιήζνο ησλ αλεμάξηεησλ παξακέηξσλ 

ηεο δνκήο ηόηε ζπγθξίλνληαο ηνπο δύν όξνπο πνιππινθόηεηαο έρνπκε: 

                      

      

Άξα, όηαλ έρνπκε δεδνκέλα κε πιήζνο ζηηγκηνηύπσλ   κεγαιύηεξν ηνπ   , 

δειαδή γηα    , ε BIC ηηκσξεί ηελ πνιππινθόηεηα ζε κεγαιύηεξν βαζκό από 

ηελ AIC. 

Μηα ηδηόηεηα πνπ είλαη επηζπκεηό λα έρεη κηα ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο, όπσο ζα 

θαλεί παξαθάησ, είλαη ε ηθαλόηεηά ηεο λα απνζπληίζεηαη ζε κηθξόηεξα κέξε 

(decomposition property). Γεληθά, κηα ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο θαιείηαη 

decomposable αλ κπνξεί λα γξαθηεί σο ην άζξνηζκα ηνπηθώλ βαζκνινγήζεσλ κε 

θάζεκηα από απηέο λα αληηζηνηρεί ζε κηα νηθνγέλεηα θόκβσλ ηεο δνκήο. Γειαδή, 

αλ        
 είλαη ε νηθνγέλεηα ηνπ θόκβνπ    ηόηε κηα decomposable ζπλάξηεζε 

βαζκνιόγεζεο ζα είλαη ην άζξνηζκα ησλ βαζκνινγηώλ ησλ νηθνγελεηώλ θάζε 

θόκβνπ: 

           ∑      

 

   

       
    

όπνπ              
    είλαη ε ηνπηθή βαζκνιόγεζε ηεο νηθνγέλεηαο        

. Η 

ζπλάξηεζε BIC είλαη κηα decomposable ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο (decomposable 

score function). Πξάγκαηη: 

           ∑∑ ∑       (
    

   
)

  

   

  

   

 

   

 
   

 
∑   

 

   

      

           ∑[∑ ∑       (
    

   
)  

 

 
           

  

   

  

   

]

 

   

 

όπνπ ε ηνπηθή βαζκνιόγεζε ηεο θάζε νηθνγέλεηαο είλαη: 

     (       
  )  [∑ ∑       (

    

   
)  

 

 
           

  

   

  

   

] 

Γεδνκέλνπ πιένλ ησλ ζπλαξηήζεσλ βαζκνιόγεζεο, ν ηξόπνο εύξεζεο ησλ ππνςήθησλ 

κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ βαζίδεηαη ζε heuristic δηαδηθαζίεο. Γεληθά, θαηά ηηο δηαδηθαζίεο 

απηέο, γίλνληαη ζε βήκαηα κηθξέο αιιαγέο ζε έλα DAG, θάζεκηα από ηηο νπνίεο γηα λα 
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είλαη λόκηκε ζα πξέπεη λα νδεγεί πάιη ζε DAG. Οη αιιαγέο απηέο έρνπλ ηνπηθό 

ραξαθηήξα θαη αθνξνύλ ηελ πξόζζεζε αθκήο κεηαμύ δύν κε γεηηνληθώλ θόκβσλ, ηελ 

αθαίξεζε ηεο αθκήο κεηαμύ δύν θόκβσλ θαη ηελ αληηζηξνθή ηεο θαηεύζπλζεο κηαο 

αθκήο. Κάζε κηα από απηέο ηηο αιιαγέο θαιείηαη ρεηξηζηήο (operator) θαη θάζε 

operator δνπιεύεη ππό ηε ζπλζήθε όηη απηό πνπ ζα πξνθύςεη ζα πξέπεη λα είλαη πάιη 

έλα DAG. 

Μηα ηεηνηα νηθνγέλεηα από heuristic αιγνξίζκνπο είλαη νη αιγόξηζκνη greedy search, 

θαηά ηνπο νπνίνπο κπνξεί θαλείο λα μεθηλήζεη κε κηα άδεηα δνκή ρσξίο αθκέο (empty 

structure) ή κε κηα ηπραία δνκή (random structure) ή αθόκα θαη κε κηα εθ ησλ 

πξνηέξσλ δηακνξθσκέλε δνκή DAG (prior structure) από είδηθνύο. Γύν 

ραξαθηεξηζηηθνί αιγόξηζκνη greedy search είλαη o hc (hill-climbing) θαη ν tabu search, 

πνπ μεθηλάλε από έλα δίθηπν θαη πξνζζέηνπλ, αθαηξνύλ θαη αληηζηξέθνπλ αθκέο κέζσ 

ησλ operators. 

Γεληθά ε ινγηθή ησλ greedy search αιγνξίζκσλ πεξηγξάθεηαη από ηνπο Jensen θαη 

Nielsen (2007) σο εμήο: 

1. Έζησ   κηα αξρηθή δνκή πνπ κπνξεί λα είλαη άδεηα, ηπραία ή εθ ησλ πξνηέξσλ 

δηακνξθσκέλε. 

2. Δπαλαιακβάλνπκε ηε παξαθάησ δηαδηθαζία. 

 Τπνινγίδνπκε      ηε βαζκνινγία γηα θάζε λόκηκν ρεηξηζκό   κε 

            γηα      λα είλαη ν ρεηξηζκόο πνπ κεγηζηνπνηεί ηε 

βαζκνινγία. 

 Δάλ       ηόηε ζέηνπκε ηε λέα δνκή   λα είλαη εθείλε πνπ παξάρζεθε 

από ηνλ ρεηξηζκό (  ) κε ηε κεγαιύηεξε βαζκνινγία           δειαδή 

          . 

3. Η επαλάιεςε γίλεηαη κέρξη       δειαδή κέρξη λα κελ κπνξεί λα 

βαζκνινγεζεί ζεηηθά ν θαιύηεξα βαζκνινγνύκελνο ρεηξηζκόο   . 

Αλ επηιεγεί ν hc αιγόξηζκνο, ε δηαδηθαζία μεθηλάεη κε κία δνκή   θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο γηα παξάδεηγκα ηελ BIC ππνινγίδεη ηε βαζκνινγία ηνπ δηθηύνπ. ΢ην 

επόκελν βήκα δεκηνπξγείηαη έλα ζύλνιν πηζαλώλ δνκώλ κε ηε πξόζζεζε, αθαίξεζε 

θαη αληηζηξνθή πάληα κηαο αθκήο ζηελ ππάξρνπζα δνκή  . Η λέα ππνςήθηα δνκή 

DAG είλαη εθείλε πνπ ζα έρεη ηε κεγαιύηεξε βαζκνινγία από ηε BIC. Η δηαδηθαζία 

επαλαιακβάλεηαη κέρξη λα βξεζεί ην DAG κε ηε κεγαιύηεξε βαζκνινγία. 
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΢ε απηό ην ζεκείν κπνξεί θαλείο λα παξαηεξήζεη ηε ρξεζηκόηεηα ησλ decomposable 

ζπλαξηήζεσλ βαζκνιόγεζεο όπσο ε BIC. Γηα παξάδεηγκα αλ πξνζηεζεί κηα αθκή κε 

θαηεύζπλζε αλάκεζα ζηνπο θόκβνπο       ηέηνηα ώζηε       έρεη σο απνηέιεζκα 

ηελ αιιαγή ηεο νηθνγέλεηαο ηνπ   . Πξνεγνπκέλσο ε νηθνγέλεηα ηνπ ήηαλ        
 ελώ 

πιένλ έηλαη        
⋃    . Υξεζηκνπνηώληαο κηα decomposable ζπλάξηεζε 

βαζκνιόγεζεο κπνξνύλ λα βαζκνινγεζνύλ νη νηθνγέλεηεο θαη λα παξζεί ε δηαθνξά 

ηνπο ώζηε λα αμηνινγεζεί απηή ε αιιαγή ζηε δνκή: 

 (     )       (       
⋃      )       (       

  ) 

 (     )     (       
⋃      )     (       

  ) 

΢πλεπώο, ζε δύν θόκβνπο       ε πξόζζεζε θαη ε αθαίξεζε κηαο αθκήο αλάκεζα ηνπο 

κε       αιιάδεη ηελ νηθνγέλεηα ηνπ    θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ήδε ππήξρε αθκή ε 

αληηζηξνθή ηεο θαηεύζπλζεο       αιιάδεη ηηο νηθνγέλεηεο θαη ησλ δύν θόκβσλ. 

Γεληθά, κέζσ ησλ decomposable ζπλαξηήζεσλ βαζκνιόγεζεο πνπ βαζκνινγνύλ ηελ 

νηθνγέλεηα θάζε θόκβνπ, θάζε ηέηνηα αιιαγή κπνξεί πιένλ λα αμηνινγεζεί. 

Δίλαη ζεκαληηθό λα ζεκεησζεί πσο νη greedy search αιγόξηζκνη δελ εμαζθαιίδνπλ 

άκεζα ηελ εύξεζε ηεο δνκήο κε ηε κεγαιύηεξε δπλαηή βαζκνινγία αιιά θαηαιήγνπλ 

ζε έλα ηνπηθό κέγηζην.  Γηα ηελ απνθπγή ηεο παξακνλήο ζε έλα ηνπηθό κέγηζην θαη 

ηελ πιεξέζηεξε δηεξεύλπζε ηνπ πεδίνπ ησλ ιύζεσλ, ρξεζηκνπνηνύληαη greedy search 

αιγόξηζκνη κε πνιιαπιέο επαλεθθηλήζεηο (greedy search with multiple restarts). 

΢ύκθσλα κε απηή ηελ πξνζέγγηζε, αθνύ βξεζεί κηα δνκή πνπ απνηειεί ηνπηθό 

κέγηζην, ν αιγόξηζκνο επαλεθθηλεί κε κηα ηπράηα δνκή θαηαιήγνληαο ζε άιιε δνκή. 

Απηό γίλεηαη γηα έλαλ πξνθαζνξηζκέλν αξηζκό επαλαιήςεσλ όπνπ ζην ηέινο 

επηιέγεηαη ε δνκή κε ηε κεγαιύηεξε βαζκνινγία (Gelman et al. 2013; Jensen and 

Nielsen, 2007; Kjaerulff and Madsen, 2013; Scutari and Denis, 2014). 

4.4.3 Γνκηθόο Αιγόξηζκνο EM 

Δύινγα δεκηνπξγείηαη ην εξώηεκα ηη γίλεηαη ζηελ πεξίπησζε ηεο εύξεζεο ηεο δνκήο 

ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ όηαλ δελ έρνπκε πιήξε δεδνκέλα. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ δελ 

έρνπκε πιήξε δεδνκέλα θαη ζέινπκε βξνύκε ηε δνκή ηνπ δηθηύνπ, κπνξνύκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ δνκηθό αιγόξηζκν EM (structural EM) όπσο ρξεζηκνπνηήζακε 

αληίζηνηρα ηνλ αιγόξηζκν EM γηα ηελ εύξεζε παξακέηξσλ από κε πιήξε δεδνκέλα. 
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Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε κηα ππνςήθηα δνκή   θαη ηα κε πιήξε δεδνκέλα  . Η 

γεληθή πξνζέγγηζε πξνηείλεη ηελ ζπκπιήξσζε ησλ δεδνκέλσλ, ε νπνία ζα γίλεη κε 

βάζε ην ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ  ̅   πνπ ζα είλαη νη παξάκεηξνη πνπ κεγηζηνπνηνύλ 

ηελ posterior ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ησλ παξακέηξσλ (MAP παξάκεηξνη) γηα ηελ 

ππνςήθηα δνκή  . ΢ηε ζπλέρεηα κε βάζε ηα ζπκπιεξσκέλα δεδνκέλα     ̅ 

  κπνξνύκε 

κε θάπνηα ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο λα αμηνινγήζνπκε θάζε αιιαγή πνπ επηβάιιεη 

έλαο operator (   ζηελ ππνςήθηα δνκή  . Γειαδή: 

     ̅ 

            (          ̅ 

 )               ̅ 

   

όπνπ: 

      (          ̅ 

 ) είλαη ε βαζκνινγία ηεο λεαο δνκήο      ύζηεξα από ηελ 

ιεηηνπξγία ηνπ operator   κε βάζε ηα ζπκπιεξσκέλα δεδνκέλα      ̅ 

 . 

               ̅ 

   είλαη ε βαζκνινγία ηεο δνκήο   κε βάζε ηα ζπκπιεξσκέλα 

δεδνκέλα      ̅ 

 . 

Κεληξηθό ξόιν ζηνλ δνκηθό EM δηαδξακαηίδεη ην αθόινπζν ζεώξεκα ησλ Koller θαη 

Friedman (2009): 

Έζησ    κηα γξαθηθή δνκή θαη  ̅  νη MAP παξάκεηξνη γηα ηελ     δεδνκέλνπ ελόο 

ζπλόινπ δεδνκέλσλ  . Σόηε γηα θάζε γξαθηθή δνκή  : 

   (          ̅ 

 )     (           ̅ 

 )                       

όπνπ: 

 ε δηαθνξά                      είλαη ε πξαγκαηηθή βειηίσζε ηεο 

βαζκνινγίαο κε ηε ζπλάξηεζε BIC γηα ηελ δνκή   ζε ζρέζε κε ηε δνκή    

γηαηί ρξεζηκνπνηεί ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα  . 

 ε δηαθνξά    (          ̅ 

 )     (           ̅ 

 ) είλαη ε εθηηκώκελε 

βειηίσζε ηεο βαζκνινγίαο, αθνύ ρξεζηκνπνηνύκε ην ζπκπιεξσκέλν ζύλνιν 

δεδνκέλσλ        ̅ 

 ην νπνίν ζπκπιεξώζεθε ρξεζηκνπνηώληαο ηεο δνκή   . 

Απηό ζεκαίλεη όηη ε πξαγκαηηθή βειηίσζε ηεο βαζκνινγίαο κε ηε ζπλάξηεζε BIC γηα 

ηελ δνκή   ζε ζρέζε κε ηε δνκή    είλαη ηνπιάρηζηνλ ίζε είλαη κε ηελ εθηηκώκελε 

βειηίσζε ηεο βαζκνινγίαο όηαλ ρξεζηκνπνηνύκε ην ζπκπιεξσκέλν ζύλνιν 
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δεδνκέλσλ      ̅ 

 . Άξα αλ    είλαη νη αξρηθέο παξάκεηξνη ηεο δνκήο    κπνξνύκε λα 

γξάςνπκε ζπλνπηηθά ηελ παξαπάλσ ζρέζε σο εμήο: 

        ̅ 
           

 

΢πλεπώο, από ην ζεώξεκα εμαζθαιίδεηαη έλα θάησ θξάγκα γηα ηελ πξαγκαηηθή 

κεηαβνιή          
 ηεο βαζκνινγίαο BIC. Σν θάησ θξάγκα είλαη ε εθηηκώκελε 

κεηαβνιή         ̅ 
  ηεο βαζκνινγίαο BIC πνπ ζεκαίλεη όηη ε βειηίσζε ηεο ζα βειηηώζεη 

αλαγθαζηηθά θαη ηελ πξαγκαηηθή βαζκνινγία. Σν ζπγθεθξηκέλν απνηέιεζκα δελ 

εμαζθαιίδεηαη κόλν κηα αιιαγή ηεο δνκήο     δειαδή ηελ εθαξκνγή ελόο κόλν 

operator  , αιιά ηζρύεη θαη γηα πνιιέο αιιαγέο δειαδή γηα απζαίξεηα κεγάιεο 

αθνινπζίεο operators γηα ηε δνκή   . 

Ο δνκηθόο αιγόξηζκνο EM όπσο παξνπζηάδεηαη από ηνπο Koller θαη Friedman (2009). 

Δζησ    ε αξρηθή δνκή ελόο κπεπδηαλνύ δηθηύνπ,    νη αξρηθέο παξάκεηξνη γηα ηε 

δνκή    θαη   ηα κε πιήξε δεδνκέλα. Σόηε: 

1. γηα θάζε         επαλέιαβε κέρξη λα επηηεπρζεί ζύγθιηζε  

2. // πξναηξεηηθό βήκα εύξεζεο παξακέηξσλ 

3.    
  Expectation-Maximization            γηα ηελ posterior 

4. // ηξέρνληαο ηνλ ΔΜ  παξάγνληαη ηα αλακελόκελα επαξθή ζηαηηζηηθά γηα ην 

ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ  
      
  

5.       Δύξεζε δνκήο   
      
   

6.       Δύξεζε παξακέηξσλ   
      
         

7. επέζηξεςε        (αθνύ έρεη γίλεη ζύγθιηζε) 

Γειαδή μεθηλάκε κε αξρηθή δνκή   , κε πιήξε δεδνκέλα   θαη αξρηθό ζύλνιν 

παξακέηξσλ   . Υξεζηκνπνηνύκε ηνλ αιγόξηζκν EM γηα ηελ posterior θαηαλνκή κε 

βάζε ηε δνκή   , ηηο παξακέηξνπο    θαη ηα κε πιήξε δεδνκέλα   θαη βξίζθνπκε ην 

ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ    
 πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηελ posterior ζπλάξηεζε 

πηζαλόηεηαο. ΢πκπιεξώλνπκε ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ κε βάζε ηηο λέεο 

παξακέηξνπο    
 (αθνύ ζα έρνπλ αιιάμεη θαη ηα CPTs) θαη έρνπκε ην ζύλνιν 

δεδνκέλσλ  
      
 . Με βάζε ην λέν ζύλνιν δεδνκέλσλ  

      
   θάλνπκε εύξεζε δνκήο 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο BIC όπσο πεξηγξάθεθε 

πξνεγνπκέλσο. Γηα κηα αθνινπζία από εθαξγνγέο operators ζηε δνκή    βειηηώλνπκε 
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ηε δηαθνξά    (     
      
 )     (     

      
 )  όπνπ    ε δνκή κεηά ηελ 

εθαξκνγή ησλ operators. Η δηαθνξά κε ηε ζεηξά ηεο βειηηώλεη ηελ πξαγκαηηθή 

δηαθνξά                       σο απνηέιεζκα ηνπ ζεσξήκαηνο. Λακβάλνπκε 

ηόηε ηελ    σο λέα δνκή. ΢ηε ζπλέρεηα γίλεηαη εύξεζε ησλ παξακέηξσλ    βαζηζκέλε 

ζηα ζπκπιεξσκέλα δεδνκέλα  
      
  γηα ηελ δνκή   . Πιεόλ νη παξάκεηξνη   , ε 

δνκή    θαη ηα κε πιήξε δεδνκέλα   ζα είλαη ε βάζε γηα ηελ επόκελε επαλάιεςε 

όπσο κόιηο πεξηγξάθηεθε. Όηαλ γίλεη ζύγθιηζε ηεο εθηηκώκελεο δηαθνξάο 

    (     
          
 )     (       

          
 ) ζα γίλεη ζύγθιηζε θαη ηεο 

πξαγκαηηθήο δηαθνξάο ζηε βαζκνιόγεζε ησλ δνκώλ. Σόηε, γίλεηαη επηζηξνθή ηεο 

δνκήο    ζηελ νπνία θαηέιεμε ν αιγόξηζκνο όπσο θαη ην αληίζηνηρν ζύλνιν 

παξκέηξσλ ηεο δνκήο   . 

Σέινο, ζα πξέπεη λα ηνληζηεί όηη ζε αληίζεζε κε ηνλ αιγόξηζκν EM πνπ έβξηζθε έλα 

ηνπηθό κέγηζην ηεο πηζαλνθάλεηαο, ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM δελ εμαζθαιίδεη όηη ε 

δνκή ζηελ νπνία ζα θαηαιήμεη ζα είλαη ηνπηθό κέγηζην γηα ην ζύλνιν ησλ ππνςήθησλ 

δνκώλ. Χζηόζν, ε δνκή πνπ ζα θαηαιήμεη εμαζθαιίδεηαη όηη ζα έρεη θαιπηεξε 

βαζκνινγία ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθή δνκή (Koller and Friedman, 2009). 
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4.5 Γηαδηθαζία Πξόβιεςεο 

Μέρξη ζηηγκήο, έρεη γίλεη αλαθνξά ζε πεξηπηώζεηο πνπ αθνξνύλ ηελ εύξεζε ησλ 

παξακέηξσλ κε ηηο κεζόδνπο πνπ έρνπλ αλαιπζεί έρνληαο ζηαζεξά δεδνκέλα  . 

Δύινγα γελλάηαη ην εξώηεκα, ηη γίλεηαη ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε εηζαγσγή λέσλ 

δεδνκέλσλ, δειαδή πνηά ζα είλαη ε πηζαλόηεηα ησλ λέσλ δεδνκέλσλ ππό ηε ζπλζήθε 

εθείλσλ πνπ ήδε μέξνπκε. 

Γηα λα απαληεζεί ην εξώηεκα, αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε πάιη ηε γεληθή πεξίπησζε 

ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ κε ηπραίεο κεηαβιεηέο              θαη ζύλνιν δεδνκέλσλ 

               , όπνπ     , κε        , αληηζηνηρεί ζην m ζηηγκηόηππν ηνπ 

ζπλόινπ ησλ Μ ζηηγκηνηύπσλ ησλ δεδνκέλσλ. Δπηπιένλ, έζησ   ην δηάλπζκα ησλ 

παξακέηξσλ, κε     όπνπ   ν παξακεηξηθόο ρώξνο. Αλ        είλαη έλα λέν 

ζηηγκηόηππν δεδνκέλσλ κε 

                                     

θαη                 λα είλαη νη ηηκέο ησλ              ζην     ζηηγκηόηππν, 

ηόηε ην δεηνύκελν είλαη λα βξεζεί ε πηζαλόηεηα              . Άξα: 

              ∫          

   

         

όπνπ               ε πεξηζώξηα δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηεο από 

θνηλνύ δεζκεπκέλεο ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο                . Με ηελ εθαξκνγή 

ηνπ ζεσξεκαηνο ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλόηεηαο έρνπκε: 

                 
               

      
  

                                      

Άξα ε               γίλεηαη: 

              ∫                        

   

 

Όκσο, όπσο ήδε έρνπκε αλαιύζεη, ηα ζηηγκηόηππα είλαη αλεμάξηεηα ππό ηε ζπλζήθε 

ησλ παξακέηξσλ θαη άξα        θαη   ζα είλαη αλεμάξηεηα ππό ηε ζπλζήθε ηνπ  . 

Σειηθά, ε πξόβιεςε ησλ λέσλ δεδνκέλσλ δηακνξθώλεηαη σο εμήο: 
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              ∫                      

   

 

θαη αλ            
         

           
  ηόηε: 

               

 ∫  ∫                                               
          

        
        

 

Παξαηεξνύκε όηη ε        είλαη ε posterior θαηαλνκή ησλ δεδνκέλσλ θαη απνηειεί 

κηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο  . Δπηπιένλ, ην ζηηγκηόηππν        

είλαη έλα δείγκα ηηκώλ ησλ              θαη άξα ε               είλαη ε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ ζηηγκηόηππνπ        δειαδή είλαη επίζεο κηα 

ζπλάξηεζε ηεο  . 

Μπνξνύκε ινηπόλ λα γξάςνπκε: 

             

                   

άξα ζύκθσλα κε ηε κέζε ηηκή ζπλάξηεζεο ηπραίσλ κεηαβιεηώλ έρνπκε: 

              ∫           

   

         

αλ αληηθαηαζηήζνπκε μαλά έρνπκε: 

              ∫                      

   

                  

Γειαδή, βξίζθνπκε ην πόζν πηζαλό είλαη λα ζπκβεί ην ζηηγκηόηππν        γηα όιεο 

ηηο δπλαηέο ηηκέο ηεο   θαη ύζηεξα ππνινγίδνπκε ηε κέζε ηηκή απηώλ πνπ βξήθακε. 

Απηή ε κέζε ηηκή, ζα είλαη ε εθηίκεζε ηνπ λα ζπκβεί ν ζπγθεθξηκέλνο ζπλδπαζκόο 

λέσλ δεδνκέλσλ ππό ηε ζπλζήθε ησλ παιηώλ δεδνκέλσλ. ΢πλεπώο, κπνξνύκε λα 

θαηαιήμνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη ε εθηίκεζε ελόο λένπ ζηηγκηόηππνπ ππό ηε 

ζπλζήθε ησλ δεδνκέλσλ είλαη ε κέζε ηηκή ηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ.  

Φπζηθά, ηα δεδνκέλα   απνηεινύλ ηα δεδνκέλα εθπαίδεπζεο ηνπ κνληέινπ, ελώ ην 

λέν ζηηγκηόηππν κπνξεί λα απνηειεί κέξνο ησλ δεδνκέλσλ επηβεβαίσζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα εμεηάζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ αιγόξηζκνπ ζε δεδνκέλα 
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ζηα νπνία δελ έρεη εθπαηδεπηεί  (Bernardo and Smith, 2000; Darwiche, 2009; Koller 

and Friedman, 2009). 

Η πξόβιεςε ηνπ λένπ ζηηγκηόηππνπ ησλ δεδνκέλσλ κπνξεί λα αλαιπζεί αθόκα 

πεξαηηέξσ αλ ιεθζνύλ ππόςηλ ε δνκή ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ πνπ θαζνξίδεη ηηο ππό 

ζπλζήθε αλεμαξηεζίεο ησλ κεηαβιεηώλ θαη ε νιηθή απνζύλζεζε ηεο posterior 

θαηαλνκήο. Πξάγκαηη έρνπκε όηη: 

                                                 

                                ∏ (   |     
        )

 

   

 

                               ∏ (   |     
               

)

 

   

 

απηό γίλεηαη δηόηη, όπσο ήδε γλσξίδνπκε, νη ηπραίεο κεηαβιεηέο είλαη αλεμάξηεηεο 

κεηαμύ ηνπο ππό ζπλζήθε ησλ γνληώλ ηνπο θαη ηηο αθνξνύλ κόλν νη παξάκεηξνη πνπ 

είλαη νη αληίζηνηρεο πξνο απηέο θαη όρη όιν ην ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ. Δπηπιένλ, αλ 

ιάβνπκε ππόςηλ ηελ νιηθή απνζύλζεζε ηεο posterior θαηαλνκήο έρνπκε: 

       ∏          
    

 

   

 

Άξα ην γηλόκελν                     γξάθεηαη: 

                     

                                       ∏ (        |     
               

)

 

   

∏          
    

 

   

 

                                        ∏ (        |     
               

)           
    

 

   

 

΢πλεπώο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ λέσλ δεδνκέλσλ έρνπκε: 

               

 ∫  ∫ ∏ (        |     
               

)          
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 ∫  (        |     
               

)

        

          
             

  

 ∫  (        |     
               

)

        

          
             

 

 

 ∏ ∫  (        |     
               

)          
    

       

 

   

         
 

΢ην ζεκείν απηό, έρεη αμία λα αλαθεξζνύλ θάπνηα απιά παξαδείγκαηα πξόβιεςεο 

λέσλ δεδνκέλσλ ιακβάλνληαο ππόςηλ θαη ην είδνο ηεο θαηαλνκήο πνπ αθνινπζεί ε 

posterior θαηαλνκή. Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε κηα δησλπκηθή κεηαβιεηή   κε 

πηζαλέο ηηκέο ηεο       θαη κε          . Δπηπιένλ, έρνπκε έλα ζύλνιν 

δεδνκέλσλ   όπνπ   ην πιήζνο  ησλ ζηηγκηόηππσλ, κε   λα ζπκβνιίδεη ην   

ζηηγκηόηππν ησλ δεδνκέλσλ θαη      . Από πξνεγνύκελε αλάιπζε γλσξίδνπκε 

όηη αλ επηιέμνπκε γηα prior ηεο   κηα θαηαλνκή Βήηα κε ππεξπαξακέηξνπο       ηόηε 

ε posterior θαηαλνκή ζα επίζεο κηα θαηαλνκή Βήηα κε παξακέηξνπο         θαη 

         όπνπ      θαη      καο δίλνπλ ην πιήζνο ησλ εκθαλίζεσλ ηεο ηηκήο    

θαη    ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ αληίζηνηρα. Αλ ινηπόλ ζέινπκε λα θάλνπκε 

πξόβιεςε γηα έλα λέν ζηηγκηόηππν        όπνπ                  ζα 

έρνπκε όηη: 

              ∫                      

   

                  

όκσο ππό ηελ ππόζεζε όηη ε πηζαλόηεηα ε   λα πάξεη ηελ ηηκή    παξακέλεη ε ίδηα 

δεδνκέλνπ ηεο παξακέηξνπ, κε                 ηόηε: 

              ∫          

   

 

Παξαηεξνύκε όηη ην νινθιήξσκα είλαη ε κέζε ηηκή ηεο ηεο posterior θαηαλνκήο ηεο 

 : 
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     ∫          

   

 

άξα: 

                   

Η θαηαλνκή όκσο πνπ αθνινπζεί ε  , αθνύ έρνπλ ιεθζεί ππόςηλ ηα δεδνκέλα, είλαη ε 

posterior θαηαλνκή, πνπ είλαη κηα θαηαλνκή Βήηα κε παξακέηξνπο         θαη 

       . Άξα ε κέζε ηηκή ζα είλαη: 

                   
       

               
 

πνπ κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο εμήο: 

                   
       

   
 

κε              λα είλαη ην άζξνηζκα ησλ εκθαλίζεσλ ησλ ηηκώλ       ζην 

ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ, πνπ όπσο είλαη ινγηθό ζηελ πεξίπησζή καο ζα θάλεη ην 

πιήζνο ησλ ζηηγκηόηππσλ   θαη         είλαη ην άζξνζκα ησλ παξακέηξσλ ηεο 

prior θαηαλνκήο. 

Άξα θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη ε πξόβιεςε ηνπ λένπ ζηηγκηόηππνπ, ζε κηα 

δησλπκηθή κεηαβιεηή κε prior κηα θαηαλνκή βήηα, είλαη ε κέζε ηηκή ηεο θαηαλνκήο 

ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο ηεο παξακέηξνπ  , δειαδή ε κέζε ηηκή ηεο posterior 

θαηαλνκήο, πνπ είλαη κηα Βήηα θαηαλνκή. 

Μηα αθόκα πεξίπησζε, είλαη εθείλε πνπ έρνπκε κηα πνιπσλπκηθή κεηαβιεηή   κε 

             δηαθνξεηηθέο ηηκέο. Ξέξνπκε ηόηε όηη ε Κ δηαζηάζεσλ ηπραία κεηαβιεηή 

                , κε ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο              λα είλαη ην πιήζνο 

εκθάληζεο ησλ δηαθνξεηηθώλ ηηκώλ              θαηά αληηζηνηρία ζην ζύλνιν ησλ 

δεδνκέλσλ, αθνινπζεί πνιπσλπκηθή θαηαλνκή. Έζησ                       ην 

ζύλνιν δεδνκέλσλ όπνπ:  

                    

λα είλαη ην ππ’αξηζκόλ m ζηηγκηόηππν ησλ δεδνκέλσλ κε          . 

Δπηπιένλ, έζησ                  λα είλαη ε Κ-δηάζηαηε ηπραία κεηαβιεηή ησλ 

παξακέηξσλ, κε            γηα θάζε        . Από πξνεγνύκελε αλάιπζε 

γλσξίδνπκε όηη αλ επηιέμνπκε γηα prior ηεο   κηα θαηαλνκή Dirichlet κε 
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ππεξπαξακέηξνπο               ηόηε θαη ε posterior θαηαλνκή ζα είλαη κηα θαηαλνκή 

Dirichlet κε παξακέηξνπο                              κε      λα είλαη ην 

πιεζνο εκθάληζεο ηεο ηηκήο    ζηα δεδνκέλα. 

Σόηε, αλ                  είλαη έλα λέν ζηηγκηόηππν ησλ δεδνκέλσλ, ε 

πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ππό ηε ζπλζήθε ησλ ππόινηπσλ δεδνκέλσλ είλαη ε κέζε ηηκή 

ηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ ζηηγκηόηππνπ: 

              ∫                      

   

                  

όκσο:  

                                  

άξα: 

              ∫           

   

 

όπνπ ε        είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο Dirichlet posterior 

θαηαλνκήο. Απηό όκσο ζεκαίλεη όηη ε               είλαη ε κέζε ηηκή ηεο   : 

              ∫           

   

       

Η κέζε ηηκή ηεο Dirichlet θαηαλνκήο γηα ηελ    ζα είλαη: 

      
       

   
 

κε              θαη                   . 

Άξα θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη ε πξόβιεςε ηνπ λένπ ζηηγκηόηππνπ κε ηηκή 

  , ζε κηα πνιπσλπκηθή κεηαβιεηή όπνπ ε prior είλαη κηα θαηαλνκή Dirichlet, είλαη ε 

κέζε ηηκή ηεο αληίζηνηρεο παξακέηξνπ    ηεο πνιπδηάζηαηεο κεηαβιεηήο   πνπ ε 

θαηαλνκή ηεο είλαη ε Dirichlet θαηαλνκή ηεο posterior (Koller and Friedman, 2009; 

Neapolitan, 2003). 

4.5.1 Μέζνδνο Γηαγξαθήο Μεηαβιεηώλ 

Η κπεϋδηαλή ζπκπεξαζκαηνινγία (Bayesian inference) είλαη θνκκάηη ηεο δηαδηθαζίαο 

πξόβιεςεο θαη αθνξά ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ πνπ επηθαηξνπνηνύλ ηελ 
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πεπνίζεζή καο (belief updating) γηα ηελ θαηαηάζηαζε ησλ κεηαβιεηώλ ππό ηελ 

επήξεηα θάπνησλ δεδνκέλσλ (evidence). Σα ζπκπεξάζκαηα απηά απνηεινύλ 

απαληήζεηο ζε εξσηήζεηο (queries) πνπ γίλνληαη γηα ηηο κεηαβιεηέο θαη βαζίδνληαη ζηε 

ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο δεζκεπκέλεο πηζαλόηεηαο θαη ζηελ αλάιπζε πνπ έρεη ήδε γίλεη 

κε ηα CPTs.  

Γεληθά, έζησ όηη έρνπκε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε              ηπραίεο κεηαβιεηέο 

θαη κε                      λα είλαη νη ηηκέο ησλ                        

πνπ γλσξίδνπκε σο δεδνκέλεο (evidence). Σόηε ε απάληεζε ζηελ εξώηεζε πνηα είλαη ε 

πηζαλόηεηα ηεο       δεδνκέλνπ ηνπ   είλαη: 

          
       

    
 

όπνπ ε         θαη      είλαη πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο πηζαλόηεηαο ηεο από θνηλνύ 

ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο                 ηνπ δηθηύνπ κε: 

                               ∑ ∑                    

    

 

                         ∑ ∑                

    

                  

άξα: 

          
∑  ∑                         

∑  ∑                    
                 

 

Θα κπνξνύζε επίζεο λα εμαρζνύλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ πηζαλόηεηα λα παίξλεη 

ζπγθεθξηκέλε ηηκή κηα κεηαβιεηή ή έλα ππνζύλνιν ησλ κεηαβιεηώλ, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο πηζαλόηεηαο ηεο από θνηλνύ 

ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο ηνπ δηθηύνπ. Γειαδή, ε απάληεζε ζηελ εξώηεζε ηνπ πνηα 

είλαη ε πηζαλόηεηα ε κεηαβιεηή    λα παίξλεη ηελ ηηκή    είλαη: 

      ∑ ∑ ∑  ∑                          
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Μπνξεί θαλείο λα παξαηεξήζεη όηη όζν απμάλεηαη ην πιήζνο ησλ κεηαβιεηώλ ηόζν 

απμάλεηαη θαη ην πιήζνο ησλ ππνινγηζκώλ πνπ πξέπεη λα γίλνπλ. Σν γεγνλόο απηό 

θαζηζηά ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ όιν θαη πην δύζθνιε. Η παξαγνληνπνίεζε ηεο 

από θνηλνύ ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο κε βάζε ηηο ππό ζπλζήθε αλεμαξηεζίεο πνπ 

αληαλαθιά ε δνκή ηνπ δηθηύνπ κεηώλεη ηνπο ππνινγηζκνύο αιιά δελ είλαη πάληα 

αξθεηή. Η ιύζε ζην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα βαζίδεηαη ζηε κέζνδν δηαγξαθήο ησλ 

κεηαβιεηώλ (variable elimination). 

Με βάζε ην παξάδεηγκα ησλ Koller θαη Friedman (2009), αο ππνηεζεί όηη έρνπκε έλα 

κπεϋδηαλό δίθηπν κε κεηαβιεηέο          όπνπ θάζεκηα κπνξεί λα πάξεη δύν ηηκέο 

θαη ε δνκή ηνπ δηθηύνπ είλαη        . Σόηε ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε 

πηζαλόηεηαο ηνπ δηθηύνπ είλαη: 

                                        

Αλ ζπκβνιίζνπκε κε                         ηηκέο ησλ         αληίζηνηρα, ηόηε 

ε πηζαλόηεηα ε   λα πάξεη ηηο ηηκέο    ή    γξάθεηαη σο εμήο: 

      ∑∑ ∑           

   

 ∑∑∑                             

   

 

      ∑∑ ∑           

   

 ∑∑∑                             

   

 

παξαηεξνύκε όκσο όηη ην γηλόκελν                   δελ εμαξηάηαη από ηηο ηηκέο ηεο 

  θαη άξα κπνξεί λα βγεί εθηόο ηνπ αζξνίζκαηνο: 

      ∑∑                 ∑            

   

 

επεηδή όκσο νύηε ν ππνινγηζκόο ηεο πηζαλόηεηαο           εμαξηάηαη από ηηο ηηκέο 

ηεο    κπνξεί θαη απηόο ν όξνο λα βγεί εθηόο ηνπ αζξνίζκαηνο: 

      ∑         

 

∑        

 

∑            

 

 

Αλ ζεσξήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε            , όπνπ        ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο 

   ηόηε έρνπκε       ∑               όπνπ: 
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άξα: 

      ∑         

 

∑        

 

      

όπνπ έρνπκε δηαγξάςεη ηελ κεηαβιεηή   αθνύ όιε ε επηξξνή ηεο θαιύπηεηαη από ηελ 

  .Οκνίσο ζεσξνύκε ηελ              κε       ∑                όπνπ: 

    
                 

                 
   

    
                 

                 
   

θαη παξαηεξνύκε όηη ηηο     
       

   δελ ηηο ππνινγίδνπκε μαλά δηόηη ηηο μέξνπκε 

από ηε πξνεγνύκελε αλάιπζε. Άξα: 

      ∑         

 

      

                    
                 

   

όπνπ πιένλ έρνπκε δηαγξάςεη ηελ κεηαβιεηή   αθνύ όιε ε επηξξνή ηεο θαιύπηεηαη 

από ηελ   . Με ηελ ίδηα ινγηθή κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ      , δειαδή 

ρξεζκνπνηώληαο πάιη ηηο       έρνπκε: 

      ∑         

 

∑        

 

∑            

 

 

      ∑         

 

∑        

 

      

      ∑         
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Σν απνηέιεζκα είλαη όηη θαηαιήμακε ζε έλαλ απινύζηεξν ηύπν γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ησλ             έρνληαο δηαγξάςεη ηηο κεηαβιεηέο    . Όζνλ αθνξά ην πιήζνο ησλ 

ππνινγηζκώλ γηα λα βξεζνύλ νη             ρξεηαδόκαζηε 4 γηλόκελα θαη 2 

αζξνίζκαηα γηα ηηο     
       

    4 γηλόκελα θαη 2 αζξνίζκαηα γηα ηηο 

    
       

   θαη αθνύ μέξνπκε ηηο ηηκέο ησλ       γηα ηηο              

ρξεηαδόκαζηε επηπιένλ 4 γηλόκελα θαη 2 αζξνίζκαηα. Άξα ζην ζύλνιν ρξεηάδεηαη λα 

θάλνπκε 18 ην πιήζνο ππνινγηζκνύο, αξηζκόο θαηά πνιύ κηθξόηεξνο εθείλνπ πνπ ζα 

ρξεηαδόηαλ αλ ππνινγίδακε ηηο             κέζσ ηεο από θνηλνύ ζπλάξηεζεο 

πηζαλόηεηαο (48 γηλόκελα θαη 14 αζξνίζκαηα ζύλνιν). ΢πλεπώο, κε ηε κέζνδν 

δηαγξαθήο κεηαβιεηώλ θαηαιήμακε ζε κηα απινύζηεξε κνξθή γηα ηελ πεξηζώξηα 

ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο     , ρξεζηκνπνηήζεθαλ ιηγόηεξνη ππνινγηζκνί γηα ηελ 

εύξεζε ησλ πηζαλνηήησλ θαη ζηελ νπζία δηαγξάθνληαη όιεο νη κεηαβιεηέο       πνπ 

δελ ζπκκεηείραλ ζηελ εξώηεζε πνπ έγηλε. Σν ηειεπηαίν κπνξεί εύθνια λα γίλεη 

αληηιεπηό αλ θάλνπκε έλα παξαπάλσ βήκα θαη ζέζνπκε:  

      ∑        

 

      

Πξάγκαηη, ε εύξεζε ηεο πεξηζώξηαο      αλάγεηαη ζηνλ ππνινγηζκό ηεο    πνπ 

αθνξά κόλν ηελ κεηαβιεηή   γηα ηελ νπνία γίλεηαη ε εξώηεζε: 

           

Οη ζπλαξηήζεηο         πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηε κέζνδν δηαγξαθήο κεηαβιεηώλ 

θαινύληαη παξάγνληεο (factors) θαη γεληθά δηαζέηνπλ θάπνηεο ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο. 

Έζησ όηη έρνπκε έλα ζύλνιν κεηαβιεηώλ   θαη κηα κεηαβιεηή   πνπ δελ αλήθεη ζην 

ζύλνιν  . Δπηπιένλ, έζησ           λα είλαη ν παξάγνληαο ησλ     ηόηε ε 

ζπλάξηεζε: 

      ∑         

 

 

είλαη ν παξάγνληαο ησλ κεηαβιεηώλ  . Γειαδή, αζξνίδνληαο ηηο ηηκέο ηεο κηαο 

κεηαβιεηήο παξάγεηαη ν παξάγνληαο ησλ ππόινηπσλ κεηαβιεηώλ.  
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Πξάγκαηη, ζην παξάδεηγκα πνπ πξνεγήζεθε ζα κπνξνύζακε λα ζεσξήζνπκε σο 

παξάγνληα      ησλ     ηελ                              . Σόηε 

αζξνίδνληαο όιεο ηηο ηηκέο ηεο   ζα πάξνπκε ηνλ παξάγνληα    ηεο  : 

      ∑         

 

 ∑            

 

 

ν νπνίνο ηαπηίδεηαη κε ηελ      . Δπίζεο, αλ έρνπκε δύν παξάγνληεο       θαη ε 

κεηαβιεηή   δελ εκθαλίδεηαη ζηνλ    ηόηε: 

∑  

 

     ∑  

 

 

αζξνίδνληαο ηηο ηηκέο ηεο   ν    κπνξεί λα βγεί εθηόο αζξνίζκαηνο. Απηό είλαη έλα 

γεγνλόο πνπ κπνξνύκε λα παξαηεξήζακε θαη ζην παξάδεηγκα αλ ζεσξήζνπκε όηη 

αξρηθά νη παξάγνληεο είλαη: 

                                      θαη                

Σόηε ε πεξηζώξηα ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο      γξάθεηαη πιένλ ώο εμήο: 

     ∑∑∑                            

   

 

     ∑∑∑  

   

                

θαη ζύκθσλα κε ηελ ηδηόηεηα ησλ παξαγόλησλ έρνπκε: 

     ∑∑          ∑       

   

 

     ∑     

 

∑     

 

∑       

 

 

όπνπ κπνξνύκε ηώξα λα εθαξκόζνπκε αθξηβώο ηελ ίδηα δηαδηθαζία δηαγξαθήο 

κεηαβιεηώλ κόλν πνπ πιένλ: 

      ∑       

 

       ∑     

 

            ∑     
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θαη όπσο είδακε, ε εύξεζε ηεο πεξηζώξηαο ζπλάξηεζεο πηζαλόηεηαο λα αλάγεηαη ζηνλ 

ππινγηζκό ησλ ηηκώλ ελόο παξάγνληα: 

           

Γεληθά, έζησ έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε ζύλνιν κεηαβιεηώλ                  θαη 

έλα ζύλνιν κεηαβιεηώλ  , ππνζύλνιν ηνπ  , γηα ην νπνίν γίλεηαη έλα εξώηεκα κε 

ζθνπό λα εμαρζεί θάπνην ζπκπέξαζκα. Σόηε κε       ζπκβνιίδνπκε ην ζύλνιν 

ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ δηθηύνπ πνπ δελ ερνπλ ζρέζε κε ην εξώηεκα. Δπηπιένλ, 

ζεσξνύκε σο   ην ζύλνιν ησλ παξαγόλησλ ηνπ δηθηύνπ όπνπ γηα θάζε CPT ζα 

αληηζηνηρεί θαη έλα παξάγνληαο δειαδή: 

      
      

  

κε    
            

  λα είλαη ε ζπλάξηεζε πνπ ζα κνπ δίλεη ηηο πηζαλόηεηεο ηηο    

δεδνκέλνπ ησλ γνληώλ ηεο     
 γηα θάζε        . Σόηε, κπνξνύκε λα νξίζνπκε ηνλ 

παξάγνληα ησλ κεηαβιεηώλ   σο εμήο: 

      ∑∏   

 

    

 

όπνπ ζηε ζπλέρεηα αθνινπζείηε ε δηαδηθαζία δηαγξαθήο ησλ κεηαβιεηώλ   όπσο 

πεξηγξάθεθε ζην παξάδεηγκα γηα εθείλεο ηηο κεηαβιεηέο πνπ δελ ζρεηίδνληαλ κε ην 

εξώηεκα. 

Χζηόζν, γηα κπνξέζνπλ λα εμαρζνύλ ζπκπεξάζκαηα κε βάζε ηα εξσηήκαηα πνπ 

ηίζνληαη γηα ηηο δηάθνξεο κεηαβιεηέο, ζα πξέπεη λα είλαη γλσζηά ηα CPTs. Απηό 

ζεκάηλεη πσο ζα πξέπεη λα είλαη γλσζηό ην κνληέιν ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη άξα 

νη θαηαλνκέο πνπ αθνινπζνύλ νη κεηαβιεηέο ηνπ δηθηύνπ. ΢πλεπώο, ζα πξέπεη από ηα 

δεδνκέλα πνπ δίλνληαη λα εμαρζεί ην κνληέιν ηνπ δηθηύνπ ώζηε λα κπνξεί λα 

εθαξκνζηεί ε κπεϋδηαλή ζπκπεξαζκαηνινγία (Darwiche, 2009; Koller and Friedman, 

2009; Korb and Nicholson 2011; Neapolitan, 2003). 

4.5.2 Σηάζκηζε Πηζαλνθάλεηαο (Likelihood Weighting) 

Η πξνζεγγηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία (approximate inference) είλαη ε απάληεζε ζηελ 

πεξίπησζε πνπ νη ππνινγηζκνί πνπ ζα πξέπεη λα γίλνπλ γηα λα εμαρζνύλ ηα 
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ζπκπεξάζκαηα είλαη δπζεπίιπηνη θαη θαζηζηνύλ ηελ όιε δηαδηθαζία κε απνδνηηθή. Η 

ζηάζκηζε πηζαλνθάλεηαο (likelihood weighting) είλαη κηα κέζνδνο 

ζπκπεξαζκαηνινγίαο πνπ εληάζζεηαη ζηελ θαηεγνξία ηεο πξνζεγγηζηηθήο 

ζπκπεξαζκαηνινγίαο. Η ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζε επόκελν 

θεθάιαην γηα ηελ εθηίκεζε λέσλ ζηηγκηνηύπσλ. Η likelihood weighting ρξεζηκνπνεί 

έλλνηεο όπσο ε ηνπνινγηθή δηάηαμε (topological ordering) θαη ε πξνο ηα εκπξόο 

δεηγκαηνιεςία (forward sampling), νη νπνίεο παξνπζηάδνληαη ζην ζπγθεθξηκέλν 

ππνθεθάιαην. 

Αξρηθά, αο ππνηεζεί όηη έρνπκε ην DAG ελόο κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ θαη       δύν 

δηαθνξεηηθέο κεηαβιεηέο ηνπ δηθηύνπ. Αλ ππάξρεη κηα δηαδξνκή κε θαηεύζπλζε από 

ηε    ζηε   , ηόηε ε    πξνεγείηαη ηεο    ζηε δηάηαμε. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ δελ 

ππάξρεη ηέηνηα δηαδξνκή ηόηε νπνηαδήπνηε δηάηαμε αλάκεζα ζηηο δύν είλαη 

ηζνδύλακε. Γηα παξάδεηγκα έζησ έλα DAG κε κεηαβιεηέο         (Δηθόλα 23). 

Σόηε νη ππνςήθηεο ηνπνινγηθέο δηαηάμεηο         θαη         είλαη ηζνδύλακεο. 

 

 

Δηθόλα 23. Παξάδεηγκα γηα ηελ δηαζαθήληζε ηεο ηνπνινγηθήο δηάηαμεο. 

 

΢ηε ζπλέρεηα αο ππνζέζνπκε πάιη όηη έρνπκε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε         

κεηαβιεηέο θαη ζέινπκε λα βξνύκε ηελ πηζαλόηεηα                . Σόηε, ε 

δηαδηθαζία ηνπ forward sampling ιεηηνπξγεί σο εμήο: 

1. Έζησ             ε ηνπνινγηθή δηάηαμε ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ δηθηύνπ. 

2. Γηα θάζε         
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 Σνπνζέηεζε          
 , δειαδή ηνπνζεηνύκε ζην    ηηο ηηκέο ησλ 

γνληώλ ηεο    πνπ βξίζθνληαη ζην   αλάκεζα ζηα          . Αλ δελ 

έρεη γνλείο, γίλεηαη δεηγκαηνιεςία από ηελ πεξηζώξηα θαηαλνκή ηνπ    

 Πάξε δείγκα  ̂  από ηελ θαηαλνκή             δειαδή από ηνλ CPT ηεο 

  . 

3. Δπέζηξεςε ην δείγκα   ̂     ̂  . 

Η δηάηαμε ησλ κεηαβιεηώλ ζην βήκα 1 καο επηηξέπεη λα έρνπκε ήδε ηηκέο    γηα ηνπο 

γνλείο ηεο    έηζη ώζηε ζην βήκα 2 λα κπνξεί λα επηιερζεί  ̂  από ηελ θαηαλνκή 

          . Με ην ζπγθεθξηκέλν ηξόπν παξάγεηαη έλα δείγκα ή αιιηώο έλα particle 

  ̂     ̂   από ηελ από θνηλνύ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ 

          . Αλ ζέινπκε λα παξάμνπκε   ην πιήζνο δείγκαηα επαλαιακβάλνπκε ηε 

δηαδηθαζία γηα         θνξέο θαη παξάγνπκε έλα ζύλνιν               

ηέηνησλ δεηγκάησλ. Σόηε ε πηζαλόηεηα            κπνξεί λα βξεζεί σο εμήο: 

           
                                      

                      
 

Γεληθά, από έλα ζύλνιν δεηγκάησλ                 πνπ έρνπλ παξαρζεί από ηελ 

δηαδηθαζία δεηγκαηνιεςίαο forward sampling κπνξνύκε λα βξνύκε ηε κέζε ηηκή 

νπνηαζδήπνηε ζπλάξηεζεο   σο εμήο: 

 ̂     
 

 
∑        

 

   

 

Δλώ ζηελ πεξίπησζε πνπ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ πηζαλόηεηα      γηα ην 

ελδερόκελν λα έρνπκε ηηκέο   έρνπκε ην εμήο: 

 ̂     
 

 
∑          

 

   

 

όπνπ        δειώλεη ην δείγκα      κε ηηο ηηκέο   λα έρνπλ ηνπνζεηεζεί ζην 

δείγκα θαη ε ζπλάξηεζε           είλαη: 

          {
                                        

                                        
 

δειαδή ε  ̂     είλαη ε ζρεηηθή ζπρλόηεηα εκθάληζεο ησλ ηηκώλ   ζην ζύλνιν ησλ 

δεηγκάησλ                 πνπ παξάρζεθε κε forward sampling. Ο ηξόπνο πνπ 

επηιέγεηαη ην δείγκα  ̂  από ηελ θαηαλνκή            ζην βήκα 2 ηνπ forward sampling 

είλαη ν εμήο: 
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Αλ ππνηεζεί όηη ε ηπραία κεηαβιεηή   αθνινπζεί πνιπσλπκηθή θαηαλνκή κε ηηκέο 

        θαη αληίζηνηρεο παξακέηξνπο         ηόηε: 

 Παξάγεηαη έλα δείγκα   κε νκνηόκνξθα ηπραίν ηξόπν από ην δηάζηεκα 

       δειαδή ην   παξάγεηαη κε ςεπδν-ηπραίν ηξόπν από κηα νκνηόκνξθε 

θαηαλνκή. 

 Σν δηάζηεκα       ρσξίδεηαη ζε   ην πιήζνο ππνδηαζηήκαηα 

                                        έηζη ώζηε ην   δηάζηεκα 

λα είλαη ην: 

 ∑  

   

   

 ∑  

 

   

  

 Αλ ην δείγκα   αλήθεη ζην   δηάζηεκα ηόηε επηιέγεηαη ώο δείγκα ε ηηκή    

Άξα ζε θάζε βήκα παξαγσγήο δείγκαηνο      κε ηε forward sampling, γηα θάζε 

κεηαβιεηή    παξάγεηαη έλα   κε ςεπδν-ηπραίν ηξόπν, ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη όπσο 

αλαιύζεθε γηα λα παξαρζεί ην δείγκα  ̂  από ην βήκα 2 πνπ ζα ζπκπιεξώλεη ην     . 

Έρνληαο πιένλ ππόςηλ ηελ πξνεγνύκελε αλάιπζε, έζησ έλα κπεϋδηαλό δίθηπν κε 

δηάλπζκα κεηαβιεηώλ   θαη ην γεγνλόο    , όπνπ έλα ππνζύλνιν κεηαβιεηώλ   

έρεη πάξεη ηηο ηηκέο  . Η κέζνδνο likelihood weighting γηα ηελ παξαγσγή δεηγκάησλ 

είλαη ε εμήο: 

1. Έζησ             ε ηνπνινγηθή δηάηαμε ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ δηθηύνπ. 

2. Σνπνζέηεζε    , όπνπ   ζπκβνιίδεη ηελ έλλνηα ηνπ βάξνπο. 

3. Γηα θάζε          

3.1. Σνπνζέηεζε          
 , δειαδή ηνπνζεηνύκε ζην    ηηο ηηκέο ησλ 

γνληώλ ηεο    πνπ βξίζθνληαη ζην   αλάκεζα ζηα          . 

3.2. Δάλ ε κεηαβιεηή    δελ αλήθεη ζην   

3.2.1. Δπηιέγεηαη δείγκα    από ηελ θαηαλνκή             

3.3. Δάλ ε κεηαβιεηή      

3.3.1. Σνπνζέηεζε         , δειαδή ηνπνζέηεζε ηελ ηηκή ηεο    

από ην   ζαλ    

3.3.2. Σνπνζέηεζε               , δειαδή ην βάξνο ζα είλαη ε 

πηζαλόηεηα ηεο        δεδνκέλνπ ησλ ηηκώλ    ησλ γνληώλ ηεο. 

4. Δπέζηξεςε ην δείγκα              
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Γειαδή αλ    δελ αλήθεη ζην    ην δείγκα    παξάγεηαη κε forward sampling, ελώ αλ ε 

ηηκή    αλήθεη ζην γεγνλόο      ζα επηιερζεί ε ίδηα θαη ζα πξνζηεζεί ζην ζπλνιηθό 

δείγκα      καδί κε ηελ πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ε    ππό ηε ζπλζήθε ησλ ηηκώλ ησλ 

γνληώλ ηεο     πνπ ηελ έρνπκε έηνηκε από ηνλ αληίζηνηρν CPT. Η πηζαλόηεηα απηή ζα 

είλαη ην βάξνο  . 

Δπηπιένλ, αλ βξεζνύλ ζην   νη ηηκέο από δηάθνξεο κεηαβιεηέο απηό ζεκαίλεη όηη ην 

ηειηθό βάξνο ζην δείγκα             ζα είλαη ην γηλόκελν ησλ πηζαλνηήησλ 

          , όπσο κπνξεί θαλείο λα παξαηεξήζεη από ην βήκα 3.3.2. Με απηό ην ηξόπν 

παξάγεηαη έλα δείγκα ή έλα particle κε βάξνο (weighted particle) θαη αλ επαλαιεθζεί 

ε δηαδηθαζία   ην πιήζνο θνξέο ζα παξαρζεί έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ   

                            από δείγκαηα κε βάξνο. ΢πλεπώο, γηα λα βξεζεί ε 

πηζαλόηεηα ηνπ   δεδνκέλνπ όηη έρεη ζπκβεί ην γεγνλόο  , ρξεζηκνπνηείηαη ην ζύλνιν 

πνπ παξάρζεθε από ηελ likelihood weighting σο εμήο: 

 ̂         
∑                

   

∑      
   

 

πνπ απνηειεί γελίθεπζε ηεο.  

 ̂     
 

 
∑          

 

   

 

Σέινο, ε κέζνδνο ηεο likelihood weighting βειηηώλεη ηε κέζνδν forward sampling 

αθνύ απνθέπγεη ην εμήο πξόβιεκα: Με ηε forward sampling ζα κπνξνύζε λα 

παξαρζεί δείγκα    ην νπνίν αλήθεη ζην ππό ζπλζήθε γεγνλόο, δειαδή γλσξίδνπκε 

αθξηβώο ζε εθείλν ην ζηηγκηόηππν ηεο ηηκή πνπ πήξε ν θόκβνο   . Απηό ζεκαίλεη όηη 

ην δείγκα ζα απνξξίπηεηαη αθνύ δελ ζα είλαη ζπκβαηό κε ηα ππάξρνληα ζηνηρεία. Με 

ηε likelihood weighting θάηη ηέηνην απνθεύγεηαη, αθνύ αλ ε ηηκή    αλήθεη ζην 

γεγνλόο πνπ έρεη ζπκβεί δελ επηιέγεηαη θαη παξάγεηαη ζηε ζέζε ηεο ην αληίζηνηρν 

βάξνο (Koller and Friedman, 2009; Korb and Nicholson, 2011).   
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5 Μειέηε Πεξίπησζεο 

΢ην θεθάιαην απηό ε πεξίπησζε πνπ ηίζεηαη πξνο κειέηε αθνξά ηε δνπιεηά ησλ 

Marvin et al.(2017) θαηά ηελ νπνία ζηόρνο ήηαλ λα γίλεη πξόβιεςε θηλδύλνπ 

λαλνϋιηθώλ κε ηε ρξήζε κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ, ιεηηνπξγώληαο έηζη ππνζηεξηθηηθά ζηελ 

αλάιπζε ξίζθνπ ηεο αλζξώπηλεο πγείαο. Υξεζηκνπνηώληαο ηα δεδνκέλα ησλ Marvin et 

al., δνθηκάζηεθαλ δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο εθπαίδεπζεο ηόζν ησλ παξακέηξσλ όζν 

θαη ηεο δνκήο κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ, κε ζθνπό ηελ εύξεζε κίαο ινγηθήο πνπ παξάγεη ην 

βέιηηζην κνληέιν. ΢ηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ γίλεηαη κία ζύληνκε παξνπζίαζε ηνπ ζεη 

δεδνκέλσλ, ζηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ε κεζνδνινγία θαη ην θεθάιαην θιείλεη κε 

παξνπζίαζε θαη αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ. 
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5.1 Πεξηγξαθή ηνπ Πξνβιήκαηνο 

Αξρηθά, ζηελ κειέηε ησλ Marvin et al.(2017) θαηαζθεπάζηεθε έλα κπεϋδηαλό δίθηπν 

ύζηεξα από ηε ζπκβνιή εηδηθώλ επηζηεκόλσλ (expert elicitation) ζηε 

λαλνηνμηθνινγία. Από ηηο απαληήζεηο πνπ έδσζαλ ζε ζπγθεθξηκέλα εξσηεκαηνιόγηα 

θαζνξίζηεθαλ νη κεηαβιεηέο ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ, ην εύξνο ηηκώλ ησλ κεηαβιεηώλ 

θαζώο θαη νη ζρέζεηο αλάκεζα ζηηο κεηαβιεηέο. Έπεηηα ζπγθεληξώζεθε έλα ζύλνιν 

δεδνκέλσλ ρξεζηκνπνηώληαο ζρεηηθή κε ην ζέκα βηβιηνγξαθία. Με βάζε απηό ην 

ζύλνιν δεδνκέλσλ, ε αξρηθή δνκή ηνπ δηθηύνπ αλαζεσξήζεθε κε ηε ρξήζε ηνπ 

δνκηθνύ αιγόξηζκνπ EM. Σν κπεϋδηαλό δίθηπν κε ηε λέα δνκή είλαη εθείλν πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα γίλνπλ νη πξνβιέςεηο γηα ηνλ θίλδπλν πνπ δύλαληαη λα έρνπλ 

γηα ηελ πγεία ηνπ αλζξώπνπ δηάθνξα λαλνϋιηθα. 

Σν κπεϋδηαλό δίθηπν απνηειείηαη από 20 δηαθξηηέο ηπραίεο κεηαβιεηέο, κε 11 από 

απηέο λα αληηζηνηρνύλ ζε αίηηα πνπ ζα κπνξνύζαλ λα επεξεάζνπλ ηε δπλαηόηεηα ελόο 

λαλνϋιηθνύ λα είλαη επηθίλδπλν γηα ηνλ άλζξσπν, 8 από απηέο λα αληηζηνηρνύλ ζε 

πηζαλά απνηειέζκαηα πνπ ζα κπνξνύζαλ λα ππάξμνπλ θαη 1 κεηαβιεηή πνπ 

νκαδνπνηεί ηηο κεηαβιεηέο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε απνηειέζκαηα. Οη κεηαβιεηέο πνπ 

ζεσξνύληαη αίηηα, ή αιιηώο νη κεηαβιεηέο εηζόδνπ, ρσξίδνληαη ζε θπζηθνρεκηθέο 

ηδηόηεηεο (physicochemichal properties), ζηνλ ηύπν κειέηεο (study type) θαη ζηνλ 

ηξόπν ρνξήγεζεο (administration route) (Πίλαθαο 21). 

 

Πίλαθαο 21. Μεηαβιεηέο εηζόδνπ ζην κπεϋδηαλό δίθηπν. 

Μεηαβιεηέο Δηζόδνπ 

Τύπορ Μελέηηρ 

“Study type” 

Φςζικοσημικέρ Ιδιόηηηερ (physicochemichal properties) 

“Shape” 

“Nanoparticle” 

“Dissolution” 

“Surface area” 

“Surface charge” 
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“Surface coatings” 

“Surface reactivity” 

“Aggregation” 

“Particle size” 

Τπόπορ Χοπήγηζηρ 

“Αdministration route” 

 

Οη κεηαβιεηέο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε πηζαλά απνηειέζκαηα ή αιιηώο νη κεηαβιεηέο 

εμόδνπ αθνξνύλ 8 πηζαλέο βηνινγηθέο ζπλέπεηεο (biological effects) θαη όιεο έρνπλ ην 

ίδην εύξνο ηηκώλ. Γειαδή νη πηζαλέο θαηαζηάζεηο θάζε ηέηνηαο κεηαβιεηήο είλαη 

“None”, “Low”, “Medium” θαη “High”, όπνπ αθνξνύλ ζε θαζόινπ, ρακειέο, κέηξηεο 

θαη πςειέο ζπλέπεηεο αληίζηνηρα. Οη 8 κεηαβιεηέο βηνινγηθώλ ζπλεπεηώλ 

νκαδνπνηνύληαη ζηε κεηαβιεηή “NM hazard”, πνπ δειώλεη ζε ηη βαζκό έλα λαλνϋιηθό 

είλαη επηθίλδπλν γηα ηελ πγεία. Η κεηαβιεηή “NM hazard” έρεη ην ίδην εύξνο θαη ηηο 

ίδεο θαηαζηάζεηο κε ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο εμόδνπ. Γειαδή “None”, “Low”, 

“Medium” θαη “High”, γηα θαζόινπ, ρακειό, κέηξην θαη πςειό θίλδπλν αληίζηνηρα. Η 

ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηε κεηαβιεηή “NM hazard” κε ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο εμόδνπ 

είλαη ε εμήο: 

    ∑     

 

   

 

όπνπ     είλαη ε βαζκνινγία ηνπ θηλδύλνπ ηνπ λαλνϋιηθνύ γηα ηελ πεξίπησζε 

(ζηηγκηόηππν)   ησλ δεδνκέλσλ θαη      είλαη ε βαζκνινγία ηεο   βηνινγηθήο 

ζπλέπεηαο ζηελ   πεξίπησζε. 

Η αληηζηνηρία κεηαμύ ησλ θαηαζηάζεσλ θαη ησλ βαζκώλ είλαη ε παξαθάησ: 

 “None”    

 “Low”    

 “Medium”    

 “High”    

πνπ ζεκαίλεη όηη αλ γηα παξάδεηγκα έρνπκε       ηόηε ην λαλϋιηθό πνπ εμεηάδεηαη 

είλαη ρακεινύ θηλδύλνπ ζε ζρέζε κε ηελ πγεία ηνπ αλζξώπνπ θαη κόλν κία εθ ησλ 8 

βηνινγηθώλ ζπλεπεηώλ είρε θαηάζηαζε “Low”, κε όιεο ηηο ππόινηπεο λα ζεκεηώλνπλ 
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θαηάζηαζε “None”. Οη κεηαβιεηέο εμόδνπ ηνπ πξνβιήκαηνο παξνπζηάδνληαη ζηνλ 

Πίλαθα 22.  

Πίλαθαο 22. Μεηαβιεηέο εμόδνπ ζην κπεϋδηαλό δίθηπν. 

Μεηαβιεηέο Δμόδνπ 

Βιολογικέρ Σςνέπειερ 

“Neurological effects” 

“RCNS effects” (reaches central nervous system) 

“Pulmonary effects” 

“Immunological effects” 

“Inflammation” 

“Fibrosis” 

“Cytotoxicity” 

“Genotoxicity” 

Κίνδςνορ Νανοϋλικού 

“NM hazard” 

 

Tν ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ πνπ ρξεζηκνπνίεζεθε ζηελ έξεπλα απνηειείηαη από 559 

ζηηγκηόηππα γηα ηηο 20 κεηαβιεηέο πνπ αλαθέξζεθαλ. ΢ηελ έξεπλα ησλ Marvin et al 

(2017), από απηά ηα ζηηγκηόηππα, ηα 91 επηιέρζεθαλ ηπραία θαη ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα 

ηελ αμηνιόγεζε ηεο ηθαλόηεηαο πξόβιεςεο ηνπ δηθηύνπ ελώ ηα ππόινηπα 468 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ δηαδηθαζία κάζεζεο. Γειαδή, ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ 

ρσξίζηεθε ζε έλα train set 468 ζηηγκηνηύπσλ θαη ζε έλα test set 91 ζηηγκηνηύπσλ. Με 

βάζε ηηο ηηκέο ησλ 11 κεηαβιεηώλ εηζόδνπ ζην test set ησλ 91 ζηηγκηνηύπσλ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ε εθηίκεζε γηα ηηο 8 κεηαβιεηέο εμόδνπ ησλ βηνινγηθώλ 

ζπλεπεηώλ. Σν accuracy (ζηηγκηόηππα ησλ νπνίσλ ε θιάζε πξνβιέθηεθε ζσζηά πξνο 

ζπλνιηθά ζηηγκηόηππα) πνπ επεηεύρζε γηα ηηο 8 βηνινγηθέο ζπλέπεηεο ήηαλ 71%, ελώ 

ην accuracy πνπ επεηεύρζε γηα ηε κεηαβιεηή NM hazard ήηαλ 72%, όπσο αλαθέξεηαη 

ζηελ έξεπλα (Marvin et al, 2017). Σν ηειηθό δίθηπν πνπ αλαθέξνπλ ζηε κειέηε ηνπο, 

παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 24 

 

 



- 125 - 

 

 

Δηθόλα 24. Σειηθό κπεϋδηαλό δίθηπν ηεο έξεπλαο ησλ Marvin et al. (2017). 
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5.2 Μεζνδνινγία 

Όπσο αλαθέξεηαη θαη ζην δηάγξακκα ξνήο ηεο Δηθόλαο 25, αξρηθά έγηλε ε ζπιινγή 

ησλ δεδνκέλσλ θαη ε επεμεξγαζία ηνπο, ζηε ζπλέρεηα αθνινύζεζε θαηαζθεπή δηθηύσλ 

θαη ζηαηηζηηθώλ κνληέισλ κε δηάθνξεο ηερληθέο θαη ηέινο πξαγκαηνπνηήζεθε ε 

επηθύξσζε κνληέισλ κε δηάθνξα ζηαηηζηηθά κέηξα. ΢ην ηέινο, πξνθξίζεθε ε 

θαιύηεξε ζηξαηεγηθή δεκηνπξγίαο δηθηύνπ θαη ρξεζηκνπνηώληαο απηή, δνκήζεθε έλα 

ηειηθό κνληέιν ρξεζηκνπνηώληαο ηα ίδηα train θαη test set πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

ζηνπο Marvin et al. (2017). Γηα ηε δεκηνπξγία θαη εθπαίδεπζε κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε R (v.3.5.1) θαη πην ζπγθεθξηκέλα νη αθόινπζεο βηβιηνζήθεο ηεο R: 

bnlearn (Scutari and Denis, 2014), Yardstick (Kuhn and Vaughan, 2020), Rgraphviz 

(Hansen et al., 2019) θαη Dplyr (Wickham, et al. 2020). 

 

Δηθόλα 25. Γηάγξακκα ξνήο εξγαζίαο. 

5.2.1 Δπεμεξγαζία Γεδνκέλσλ 

Όζνλ αθνξά ηε ζπιινγή ησλ δεδνκέλσλ, γλσξίδνπκε ήδε όηη ην ζύλνιν ησλ 

δεδνκέλσλ απνηειείηαη από 559 ζηηγκηόηππα ηα νπνία αθνξνύλ δηάθνξα λαλνϋιηθά 

θαζώο θαη όηη ηα δεδνκέλα δελ είλαη πιήξε, δειαδή ππάξρνπλ δηάθνξα ζηηγκηόηππα 

όπνπ νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ δελ είλαη ζπκπιεξσκέλεο, θπξίσο γηαηί ην πείξακα πνπ 

παξήγαγε ην ζηηγκηόηππν δελ αθνξνύζε ηε ζπγθεθξηκέλε κεηαβιεηή (δελ 

πεξηειάκβαλε κέηξεζή ηεο). Δπηπιένλ, ππάξρνπλ 20 δηαθνξεηηθέο κεηαβιεηέο, εθ ησλ 

νπνίσλ 11 κεηαβιεηέο εηζόδνπ θαη 9 κεηαβιεηέο εμόδνπ. Η κεηαβιεηή γηα ηελ νπνία 

γίλεηαη ε πξόβιεςε είλαη ε “NM hazard”, ε νπνία αληηζηνηρεί ζηελ επηθηλδπλόηεηα 

ελόο λαλνϋιηθνύ γηα ηελ πγεία ηνπ αλζξώπνπ. Οη θιάζεηο πνπ ζα εθηηκεζνύλ ζα είλαη 

νη δπλαηέο θαηαζηάζεηο ηεο “NM hazard”, δειαδή “None”, “Low”, “Medium” θαη 

“High”.  

Οη κεηαβιεηέο Dissolution θαη Immunological effects ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ 

εκθαλίδνπλ κηα κνλαδηθή ηηκή. ΢πγθεθξηκέλα, ε Dissolution εκθαλίδεη κόλν ηελ ηηκή 
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“0 – 25%” θαη ε Immunological effects ηελ ηηκή “None”. Δπηπιένλ, νη κεηαβιεηέο 

Fibrosis, RCNS effects θαη Genotoxicity δελ έρνπλ ζηηγκηόηππν κε ηελ ηηκή “High” 

ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ. Δθόζνλ δελ ηξνπνπνηείηαη ε πιεξνθνξία κεηαμύ ησλ 

ζηηγκηνηύπσλ γηα ηηο κεηαβιεηέο Dissolution θαη Immunological effects, ζα 

κπνξνύζαλ λα δηαγξαθνύλ αθνύ δελ πξνζθέξνπλ θακία πξνβιεπηηθή ηθαλόηεηα ζην 

δίθηπν. Παξόια απηά, πξνηηκήζεθε λα κπνύλε κε ηερλεηό ηξόπν ηα επίπεδα πνπ δελ 

εκθαλίδνληαη ζηα ζηηγκηόηππα γηαηί κε απηόλ ηνλ ηξόπν δηαηεξείηαη ην πιενλέθηεκα 

πνπ έρνπλ ηα κπεϋδηαλά δίθηπα ηηο επηθαηξνπνίεζεο ηνπ δηθηύνπ κε εκθάληζε λέσλ 

δεδνκέλσλ (ηα νπνία ζα κπνξνύζαλ λα θαηαγξάθνπλ θαηεγνξίεο πνπ δελ 

εκθαλίζηεθαλ ζε απηό ην ζεη δεδνκέλσλ).  

Δπίζεο, ζηηο 8 κεηαβιεηέο ησλ βηνινγηθώλ ζπλεπεηώλ δελ ππάξρνπλ παληνύ ηηκέο ζην 

ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ. Οπόηε ην λα πξνβιέςεη θαλείο ηηο βηνινγηθέο ζπλέπεηεο έρεη 

κεγαιύηεξε αβεβαηόηεηα δηόηη ιόγσ ησλ αξαηώλ δεδνκέλσλ δελ βξίζθνληαη όιεο νη 

ζρέζεηο αίηηνπ θαη αηηηαηνύ. Αληηζέησο, ιόγσ ηνπ ηξόπνπ πνπ δνκήζεθε ε NM hazard, 

ππήξρε ζε θάζε ζηηγκηόηππν ηηκή ηεο κεηαβιεηήο. Άξα, πξνηηκήζεθε ε πξόβιεςε ηεο 

NM hazard άκεζα κέζσ ηνπ δηθηύνπ θαη όρη κε ηνλ έκκεζν ηξόπν πνπ αξρηθά 

δνκήζεθε ε κεηαβιεηή, δειαδή κε θαηαζθεπή ηεο σο άζξνηζκα ησλ βαζκνινγηώλ ησλ 

βηνινγηθώλ ζπλεπεηώλ ύζηεξα από ηελ πξόβιεςή ηνπο. Σέινο, ζην dataset ππήξραλ 

306 δηπιόηππα, δειαδή ζηηγκηόηππα ηνλ νπνίσλ ε πιεξνθνξία επαλαιακβαλόηαλ 

αθξηβώο. ΢πλήζσο, ζε ηερληθέο ηνπ πεδίνπ ηεο κεραληθήο κάζεζεο αθαηξνύληαη ηα 

δηπιόηππα, όκσο εδώ δηαηεξήζεθαλ γηα δύν ιόγνπο: αξρηθά γηαηί απνηεινύζαλ 

πιεξνθνξία από μερσξηζηά πεηξάκαηα θαη αθεηέξνπ επεηδή ζηα δηαθξηηά κπεϋδηαλά 

δίθηπα, όπσο παξνπζηάζηεθε θαη ζην θεθάιαην 4, έρνπλ κεγάιε ζεκαζία νη ζρεηηθέο 

ζπρλόηεηεο εκθάληζεο κίαο θαηεγνξίαο ηηκώλ έλαληη ησλ ππόινηπσλ. 

5.2.2 Καηαζθεπή Μπεϋδηαλώλ Γηθηύσλ 

Γεληθά, γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ δηθηύσλ επηιέρζεθαλ ηέζζεξηο γεληθέο πεξηπηώζεηο 

από δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο. ΢πλνπηηθά, ε κία πεξίπησζε πεξηιακβάλεη ρξήζε ηνπ 

έηνηκνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ πνπ παξνπζηάδνπλ νη Marvin et al. (2017) (Δηθόλα 24). 

΢ηε ζπλέρεηα, ζηε δεύηεξε πεξίπησζε ην δίθηπν θαηαζθεπάζηεθε από ηνπο 

constrained based αιγόξηζκνπο Grow Shrink (gs) θαη IAMB. Αθνινύζσο, έγηλε ρξήζε 

ησλ score based αιγνξίζκσλ Hill Climbing (hc) θαη Tabu seasrch (tabu) κε βάζε ηνλ 

δνκηθό αιγόξηζκν EM, θαη παξάρζεθε δίθηπν κε δύν ηξόπνπο: μεθηλώληαο από κία 
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ηπραία αξρηθή δνκή θαη νξίδνληαο σο πξόηεξε δνκή απηή πνπ παξνπζηάδνπλ νη 

Marvin et al. (2017) (Δηθόλα 24). Οη ζπλαξηήζεηο βαζκνιόγεζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ βαζκνιόγεζε ησλ ππνςήθησλ δηθηύσλ είλαη ε BIC θαη ε 

AIC. ΢ηε ζπλέρεηα, όηαλ γίλεηαη αλαθνξά ζε νλνκα κεζόδνπ, ηόηε γίλεηαη ζπζρέηηζε 

κε ηελ αληίζηνηρε κέζνδν ηεο βηβιηνζήθεο bnlearn. 

Η δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ παξακέηξσλ έγηλε ρξεζηκνηώληαο ηε κέζνδν κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο (κέζνδνο mle) ή ηε κπεϋδηαλή εθηίκεζε παξακέηξσλ (κέζνδνο bayes). 

Η πξόβιεςε γηα ηα λέα ζηηγκηόηππα ηνπ test set γίλεηαη είηε κε ηε likelihood weighting 

(κέζνδνο bayes-lw) είηε ηνπηθά βάδνληαο ηηο λέεο ηηκέο ησλ γνληώλ ηεο κεηαβιεηήο 

πνπ καο ελδηαθέξεη θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηνπηθή θαηαλνκή πηζαλόηεηαο (κέζνδνο 

parents). Πην ζπγθεθξηκέλα, ε parents πεγαίλεη ζην CPT ηεο κεηαβιεηήο    θαη 

αλαλεώλεη ηηο ηηκέο ησλ γνληώλ     
 ηεο κεηαβιεηήο βάζε ησλ λέσλ ηηκώλ ηνπ πξνο 

πξόβιεςε ζηηγκηνηύπνπ. Tόηε ρξεζηκνπνηεί ηελ ηνπηθή δεζκεπκέλε θαηαλνκή ώζηε λα 

βξεζεί ε πηζαλόηεηα             
 . Δπηπιεόλ, ε bayes-lw πνπ αληηζηνηρεί ζηε κέζνδν 

likelihood weighting, παξάγεη έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ   από ζηηγκηόηππα κε βάξνο 

(weighted samples). Η ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο έρεη κία ππεξπαξάκεηξν, ηνλ αξηζκό 

ησλ δεηγκάησλ, ε νπνία ξπζκίζηεθε θαηά ηε δηαδηθαζία εθπαίδεπζεο.  

΢πγθεληξσηηθά, νη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ κειέηε πεξίπησζεο είλαη νη 

εμήο: 

1. Μέζνδνη θαηαζθεπήο δηθηύνπ 

1.1. Constrained based κέζνδνη 

1.1.1. gs   Grow Shrink 

1.1.2. iamb   IAMB 

1.2. Score based κέζνδνη 

1.2.1. Μέζνδνη εύξεζεο ππνςήθησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ 

1.2.1.1. hc   Hill climbing 

1.2.1.2. tabu   Tabu search 

1.2.2. ΢πλαξηήζεηο βαζκνιόγεζεο ησλ δηθηύσλ 

1.2.2.1. aic   AIC (Akaike Information Criterion) 

1.2.2.2. bic   BIC (Bayesian Information Criterion) 

2. Μέζνδνη εύξεζεο παξακέηξσλ 

2.1. mle   κέζνδνο εθηίκεζεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο  

2.2. bayes   κέζνδνο κπεϋδηαλήο εύξεζεο παξακέηξσλ 

Greedy search αιγόξηζκνη κε 

operators 
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3. Μέζνδνη εθηίκεζεο λέσλ δεδνκέλσλ 

3.1. parents   εύξεζε ηεο εθηίκεζεο από ηελ ηνπηθή θαηαλνκή 

3.2. bayes-lw   εύξεζε ηεο εθηίκεζεο κε ηε κέζνδν likelihood weighting  

Αθνινύζσο ζα παξνπζηαζηνύλ πην αλαιπηηθά νη επηκέξνπο ζηξαηεγηθέο πνπ 

αθνινπζήζεθαλ. ΢ηε πξώηε πεξηπησζε, έγηλε ρξήζε ηνπ έηνηκνπ δηθηύνπ κε ηελ 

εύξεζε ησλ παξακέηξσλ λα γίλεηαη κε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο. Με ηε κέζνδν 

mleθαη κε ηε κέζνδν bayes. Η πξόβιεςε γηα ηε κεηαβιεηή “NM hazard” έγηλε επίζεο 

κε δύν ηξόπνπο: κε ηελ ηνπηθή πξνζέγγηζε parents θαη κε bayes-lw. Παξαθάησ 

παξνπζηάδεηαη δηαγξακκαηηθά όιε ε δηαδηθαζία ζηελ Δηθόλα 26. 

 

Δηθόλα 26. ΢ηξαηεγηθή εθηίκεζεο δεδνκέλσλ κε βάζε ην γλσζηό δίθηπν ησλ Marvin et al. (2017). 

 

΢ηε δεύηεξε πεξίπησζε έγηλε εύξεζε ηεο δνκήο ηνπ δηθηύνπ κέζα από ηελ 

πιεξνθνξία πνπ παξείραλ ηα δεδνκέλα, ρξεζηκνπηόληαο ηνπο costrained based 

αιγόξηζκνπο gs θαη iamb. Η εύξεζε παξακέηξσλ εγηλε κε ηηο κεζόδνπο mle θαη bayes. 

Η πξόβιεςε εγηλε κε ηελ parents θαη ηελ bayes-lw. Σν δηάγξακκα ηεο Δηθόλαο 27 

πεξηγξάθεη ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε. 
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Δηθόλα 27. ΢ηξαηεγηθή θαηαζθεπήο δηθηύνπ από ηα δεδνκέλα κε constrained based αιγόξηζκνπο. 

 

Αθνινύζσο, ζηελ ηξίηε πεξίπησζε, ιόγσ ηνπ γεγνλόηνο όηη ηα δεδνκέλα δελ είλαη 

πιήξε ρξεζηκνπνηήζεθε ν δνκηθόο αιγόξηζκνο ΔΜ, ν νπνίνο, όπσο έρεη αλαθεξζεί 

αλαιπηηθά ζην Κεθάιαην 4, πινπνηεί ζπκπιήξσζε ησλ ειιεηπώλ δεδνκέλσλ (data 

imputation). Η θαηαζθεπή ηεο δνκήο έγηλε κε score based κεζόδνπο θαη ζπγθεθξηκέλα 

ρξεζηκνπνήζεθαλ νη greedy search αιγόξηζκνη hc θαη tabu γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ 

ππνςήθησλ κπεϋδηαλώλ δηθηύσλ. Η εθθίλεζε ηεο εύξεζεο ηεο δνκήο ηνπ δηθηύνπ από 

ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ έγηλε κε βάζε έλα ηπραίν δίθηπν. Η επηινγή ηνπ 

θαηάιιεινπ δηθηύνπ πξαγκαηνπνηήζεθε κέζσ ησλ ζπλαξηήζεσλ βαζκνιόγεζεο bic 

θαη aic. Σέινο, ε εθηίκεζε ησλ λέσλ ζηηγκηνηύπσλ πξαγκαηνπνηήζεθε κε ηηο κεζόδνπο 

parents θαη bayes-lw. H ζηξαηεγηθή παξνπζηάδεηαη δηαγξακκαηηθά ζηελ Δηθόλα 28. 
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Δηθόλα 28. ΢ηξαηεγηθή θαηαζθεπήο δηθηύνπ από ηα δεδνκέλα κε score based αιγόξηζκνπο θαη ηπραίν αξρηθό 

δίθηπν. 

 

΢ηελ ηειεπηάηα πεξίπησζε ρξεζηκνπνηήζεθαλ πάιη score based κέζνδνη εύξεζεο 

δνκήο κέζσ ηνπ δνκηθνπ αιγόξηζκνπ EM. ΢πγθεξθηκέλα, ε εύξεζε ησλ ππνςήθησλ 

δνκώλ έγηλε από ηηο κεζόδνπο hc θαη tabu, αιιά απηή ηε θνξά μεθίλεζαλ ηε 

δηαδηθαζία έρνληαο σο βάζε ηε γλσζηή δνκή ηνπ δηθηύνπ όπσο απηή είρε δηακνξθσζεί 

από ηνπο Marvin et al. (2017) (Δηθόλα 24). Η βαζκνιόγεζε ησλ ππνςήθησλ δηθηύσλ 

έγηλε κε ηηο bic θαη aic. Γηα ηελ εύξεζε ησλ παξακέηξσλ δνθηκάζηεθαλ πάιη ε 

κέζνδνο mle θαη ε bayes, ελώ, ε εθηίκεζε ησλ λέσλ ζηηγκηνηύπσλ έγηλε κε ηελ parents 

θαη ηελ bayes-lw. Η ζηξαηεγηθή παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 29. 
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Δηθόλα 29. ΢ηξαηεγηθή θαηαζθεπήο δηθηύνπ από ηα δεδνκέλα κε score based αιγόξηζκνπο θαη εθθίλεζε κε 

ην δίθηπν ησλ Marvin et al. (2017). 

 

5.2.3 Aμηνιόγεζε Γηθηύσλ 

Γηα ηελ αμηνιόγεζε ησλ δηθηπσλ πνπ θαηαζθεπάζηεθαλ αιιά θαη γηα ηελ επηινγή ηεο 

θαιύηεξεο ζηξαηεγηθήο, ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη ζηαηηζηηθνί δείθηεο ηεο αθξίβεηαο 

(accuracy) θαη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ηνπ Matthews (Matthews Correlation 

Coefficient-MCC), ελώ γηα ηελ πεξαηηέξσ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ γηα ην θάζε 

κνληέιν έγηλε ρξήζε ηνπ πίλαθα ζύγρπζεο (confusion matrix). Σέινο, γηα λα 

απνθεπρζεί όζν είλαη δπλαηόλ ε κε ηζνξξνπεκέλε θαηαλνκή ησλ δεδνκέλσλ κεηαμύ 

ηνπ training θαη ηνπ test set, ρξεζηκνπνηήζεθε ε κέζνδνο ηνπ cross validation, θαη πην 

ζπγθεθξηκέλα, ην 10-fold cross validation, όπνπ θάζε θνξά ην έλα δέθαην ησλ 

δεδνκέλσλ απνηειεί ην test set θαη ηα ππόινηπα ελλέα δέθαηα ην training set. ΢ηα 

ππνθεθάιαηα πνπ αθνινπζνύλ γίλεηαη αλάιπζε ησλ πξναλαθεξζέλησλ ζηαηηζηηθώλ 

κέηξσλ θαη κεζνδνινγίσλ. 
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5.2.3.1 Πίλαθαο Σύγρπζεο (Confusion Matrix) 

Ο πίλαθαο ζύγρπζεο είλαη έλαο πίλαθαο nxn δηαζηάζεσλ πνπ πεξηέρεη 

δεδνκέλα/παξαηεξήζεηο θαη βνεζάεη ζηελ αμηνιόγεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ελόο 

αιγόξηζκνπ/κνληέινπ κεραληθήο κάζεζεο, πνπ ζηόρν έρεη λα εθηηκήζεη κηα 

κεηαβιεηή. Ο πίλαθαο δείρλεη κε πνηό ηξόπν έλαο αιγόξηζκνο «ζπγρύδεηαη» όηαλ 

θάλεη εθηηκήζεηο, δειαδή δίλεη ηελ γεληθή εηθόλα ησλ ιαζώλ πνπ γίλνληαη ζηηο 

εθηηκήζεηο αιιά θαη ηνπ είδνπο ησλ ιαζώλ.  

Γεληθά, ηα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα ρσξίδνληαη ζε δύν θαηεγνξίεο, πνπ είλαη ηα 

πξαγκαηηθά δεδνκέλα (actual) θαη ηα εθηηκώκελα δεδνκέλα (predicted). ΢ηελ 

πεξίπησζε ελόο 2x2 confusion matrix, ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα ρσξίδνληαη ζε δύν 

θιάζεηο. Η πξώηε είλαη ε θιάζε κε ηα αιεζή δεδνκέλα (True) θαη ε δεύηεξε είλαη 

θιάζε κε ηα ςεπδή δεδνκέλα (False). Από ηηο δύν θιάζεηο δηαθξίλεηαη ζπλήζσο κηα 

θιάζε αλαθνξάο, δειαδή ε θιάζε πνπ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα καο ελδηαθέξεη 

πεξηζζόηεξν λα κάζνπκε ηη έθαλε ν αιγόξηζκνο. ΢ηε θαηεγνξία ησλ predicted 

δεδνκέλσλ νη εθηηκήζεηο δηαθξίλνληαη ζε ζεηηθέο (positive) θαη αξλεηηθέο (negative). 

Παξαθάησ (Πίλαθαο 23) θαίλεηαη ε γεληθή κνξθή ελόο πίλαθα ζύγρπζεο γηα 2 

θιάζεηο. 

 

Πίλαθαο 23. Παξάδεηγκα  πίλαθα ζύγρπζεο γηα πξόβιεκα θαηεγνξηνπνίεζεο δύν θιάζεσλ(binary 

classification). 

 

 

 

Actual 

 

Predicted 

 True False 

Positive TP FP 

Negative FN TN 

 

Η νξνινγία πνπ αθνινπζείηαη είλαη ε εμήο: 

Positive (P) = Θεηηθή  Η εθηίκεζε ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη όηη ην δεδνκέλν είλαη 

αιεζέο. 

Negative (N) = Αξλεηηθή  Η εθηίκεζε ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη όηη ην δεδνκέλν ζα είλαη 

ςεπδέο. 
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True Positive (TP) = Αιεζήο Θεηηθή  Η εθηίκεζε ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη όηη ην 

δεδνκέλν είλαη αιεζέο θαη πξάγκαηη είλαη. 

True Negative (TN) = Αιεζήο Αξλεηηθή  Η εθηίκεζε ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη όηη ην 

δεδνκέλν είλαη ςεπδέο θαη πξάγκαηη είλαη. 

False Positive (FP) = Φεπδήο Θεηηθή  Η εθηίκεζε ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη όηη ην 

δεδνκέλν είλαη αιεζέο θαη δελ είλαη, δειαδή ζηε πξαγκαηηθόηεηα είλαη ςεπδέο. 

False Negative (FN) = Φεπδήο Αξλεηηθή  Η εθηίκεζε ηνπ αιγόξηζκνπ είλαη όηη ην 

δεδνκέλν είλαη ςεπδέο θαη δελ είλαη, δειαδή ζηε πξαγκαηηθόηεηα είλαη αιεζέο. 

TP+FP = Σν ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ πνπ ν αιγόξηζκνο εθηηκά νηη είλαη αιεζή. 

FN+TN= Σν ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ πνπ ν αιγόξηζκνο εθηηκά νηη δελ είλαη αιεζή, 

δειαδή είλαη ςεπδή. 

TP+FN= Σν ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ πνπ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη αιεζή. 

FP+TN= Σν ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ πνπ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη ςεπδή. 

Ο πίλαθαο ζύγρπζεο γεληθεύεηαη θαη γηα πξόβιεκα θαηεγνξηνπνίεζεο κε 

πεξηζζόηεξεο από δύν θιάζεηο (multiclass classification) εάλ ζεσξήζνπκε ηελ θάζε 

θιάζε κεκνλσκέλα σο True θαη positive θαη όιεο ηηο άιιεο σο False θαη negative, θαη 

απηό ην θάλνπκε γηα θάζε θιάζε μερσξηζηά. 

Σέινο, αμίδεη λα αλαθεξζεί όηη ηα FP θαη FN είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλα κε ηελ έλλνηα 

ηεο κεδεληθήο ππόζεζεο θαη κε ησλ ηύπσλ ζθαικάησλ Ί & ΙΙ. Η κεδεληθή ππόζεζε, 

πνπ ζπκβνιίδεηαη κε   , είλαη κηα ππόζεζε πνπ κε βάζεη ηηο πιεξνθνξίεο θαη ηα 

δεδνκέλα πνπ ππάξρνπλ ειέγρεηαη γηα ην αλ ζα γίλεη απνδεθηή ή ζα απνξξηθζεί. Η 

ελαιιαθηηθή ππόζεζε   , είλαη ε ππόζεζε πνπ γίλεηαη απνδεθηή ζηελ πεξίπησζε πνπ 

απνξξηθζεί ε κεδεληθή ππόζεζε. Αλ ε κεδεληθή ππόζεζε γίλεη απνδεθηή δελ ζεκαίλεη 

απαξαίηεηα όηη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ηζρύεη, αιιά όηη ηα δεδνκέλα δελ ήηαλ αξθεηά 

ώζηε λα απνξξηθζεί. Αληίζεηα αλ απνξξηθζεί, ηόηε θξίζεθε όηη ηα δεδνκέλα πνπ ήηαλ 

δηαζέζηκα ήηαλ ηθαλά λα ηελ απνξξίςνπλ.Ο ηύπνο ζθάικαηνο Ι είλαη ε πεξίπησζε πνπ 

έρεη απνξξηθζεί ε κεδεληθή ππόζεζε ελώ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ηζρύεη. Γηα απηό ην 

ιόγν νη πεξηπηώζεηο πνπ αθνξνύλ ηα False Positive εκπίπηνπλ ζηα ζθάικαηα ηύπνπ Ι. 

Ο ηύπνο ζθάικαηνο ΙΙ είλαη ε πεξίπησζε πνπ έρεη γίλεη απνδεθηή ε κεδεληθή ππόζεζε 

ελώ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα δελ ηζρύεη. Γηα απηό ην ιόγν νη πεξηπηώζεηο πνπ αθνξνύλ 

ηα False Negatives εκπίπηνπλ ζηα ζθάικαηα ηύπνπ 2. 
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5.2.3.2 Σηαηηζηηθνί Γείθηεο 

Δθόζνλ νξίζηεθε ν πίλαθαο ζύγρπζεο, ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνύληαη νη νξηζκνί ηεο 

πξνεγνύκελεο ππνελόηεηαο γηα λα νξηζηνύλ νη ζεκαληηθόηεξνη ζηαηηζηηθνί δείθηεο 

πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηόζν γηα ηελ επηινγή ηεο θαιύηεξεο ζηξαηεγηθήο, όζν θαη γηα 

ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκαηνινγίαο γηα ην ηειηθό κνληέιν. 

Sensitivity ή Recall ή True Positive Rate 

            
  

     
 

Από ην ζύλνιν ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη αιεζείο (TP+FN), 

ην sensitivity απνθαιύπηεη πόζν ζπρλά ν αιγόξηζκνο εθηηκά ζσζηά νηη είλαη αιεζείο 

(TP). Με άιια ιόγηα, είλαη ν ξπζκόο κε ηνλ νπνίν ν αιγόξηζκνο εθηηκά νηη ε 

παξαηήξεζε ζα είλαη αιεζήο (ζεηηθή/positive) ζε ζρέζε κε απηέο πνπ ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα είλαη αιεζείο (True Positive Rate). ΢πγθεθξηκέλα, ν δείθηεο 

Sensitivity βνεζάεη όηαλ ην ελδηαθέξνλ καο επηθεληξώλεηαη ζηα False Negative. 

Αύμεζε ησλ FN πξνθαιεί κείσζε ηνπ sensitivity θαη κείσζε ησλ FN πξνθαιεί 

αύμεζε ηνπ sensitivity. Γειαδή, κηθξό sensitivity ζεκαίλεη νηη ππάξρνπλ πνιιά 

δεδνκέλα πνπ εθηηκήζε ν αιγόξηζκνο νηη εηλαη ςεπδή θαη ζηε πξαγκαηηθόηεηα ήηαλ 

αιεζή. ΢ηελ νπζία επηθεληξώλεηαη ζηελ εθηίκεζε ζθαικάησλ ηύπνπ 2 (Type 2 Error). 

΢πλεπώο, αλ ην ελδηαθέξνλ καο ήηαλ ε πξόβιεςε ησλ False Negative, ηόηε ζα 

επηιέγακε ηνλ αιγόξηζκν/κνληέιν πνπ ζα έδηλε ην κεγαιύηεξν Sensitivity. 

Precision 

          
  

     
 

Από ην ζύλνιν ησλ εθηηκήζεσλ πνπ ππνδεηθλύνπλ νηη ηα δεδνκέλα είλαη αιεζή 

(TP+FP), ην precision απνθαιύπηεη πόζν ζπρλά ν αιγόξηζκνο εθηηκά ζσζηά νηη είλαη 

αιεζή (TP). ΢πγθεθξηκέλα, ν δείθηεο precision βνεζάεη όηαλ ην ελδηαθέξνλ καο 

επηθεληξώλεηαη ζηα False Positive. Αύμεζε ησλ FP πξνθαιεί κείσζε ηνπ Precision θαη 

κείσζε ησλ FP πξνθαιεί αύμεζε ηνπ precision. Γειαδή, κηθξό precision ζεκαίλεη νηη 

ππάξρνπλ πνιιά δεδνκέλα πνπ εθηηκήζε ν αιγόξηζκνο νηη εηλαη αιεζή θαη ζηε 

πξαγκαηηθόηεηα ήηαλ ςεπδή. ΢ηελ νπζία επηθεληξώλεηαη ζηελ εθηίκεζε ζθαικάησλ 

ηύπνπ Ι. ΢πλεπώο, αλ ην ελδηαθέξνλ καο ήηαλ πξόβιεςε ησλ False Positive ηόηε ζα 

επηιέγακε ηνλ αιγόξηζκν/κνληέιν πνπ ζα έδηλε ην κεγαιύηεξν Precision. 
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Accuracy 

         
     

     
 

     

           
 

Από ην ζύλνιν όισλ ησλ δεδνκέλσλ, ην accuracy δείρλεη πόζν ζπρλά ν αιγόξηζκνο 

εθηηκά ζσζηά νηη ηα δεδνκέλα είλαη αιεζή ή είλαη ςεπδή. Ο δείθηεο accuracy βνεζάεη 

πεξηζζόηεξν όηαλ καο ελδηαθέξνπλ παξαπάλσ νη ζσζηέο εθηηκήζεηο δειαδή TP+TN 

θαη όρη ηόζν νη ιάζνο FP+FN. Χζηόζν, παξνπζηάδεη αδπλακία όηαλ ηα δεδνκέλα δελ 

είλαη ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα, δειαδή όηαλ ην πιήζνο ησλ δεδνκέλσλ ησλ θιάζεσλ 

True θαη False παξνπζηάδεη κεγάιε δηαθνξά θαη ηειηθά καο ελδηαθέξεη λα κάζνπκε γηα 

ηηο ιάζνο εθηηκήζεηο ηνπ αιγόξηζκνπ, ηηο FP θαη FN. ΢πλεπώο, ζε απηή ηελ πεξίπησζε 

ην accuracy δελ απνηειεί ηελ θαιύηεξε επηινγή δείθηε γηα λα ζπγθξίλνπκε 

αιγόξηζκνπο. ΢εκεηώλεηαη όηη ηύπνο πνπ δίλεηαη παξαπάλσ ηζρύεη γηα πξόβιεκα 

θαηεγνξηνπνίεζεο δύν θιάζεσλ. Η γελίθεπζή ηνπ είλαη ην άζξνηζκα ηεο δηαγσλίνπ 

ηνπ πίλαθα ζύγρπζεο πξνο ην άζξνηζκα όισλ ησλ ζηνηρείσλ . 

Σςνηελεζηήρ Σςζσέηιζηρ ηος Matthew - Matthews Correlation Coefficient (MCC) 

    
           

√                               
 

O ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο MCC, ζε αληίζεζε κε ηνπο πξνεγνύκελνπο δείθηεο, ζεσξεί 

σο θιάζεηο ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα (Actual) θαη ηηο εθηηκήζεηο γηα ηα δεδνκέλα 

(Predicted). Οη ηηκέο πνπ κπνξεί λα ιάβεη ν MCC θπκαίλνληαη από ην -1 εώο ην 1. 

΢πγθεθξηκέλα, γηα       ζεκαίλεη νηη ππάξρεη ηαύηηζε κεηαμύ ησλ εθηηκήζεσλ 

ηνπ αιγόξηζκνπ θαη ησλ πξαγκαηηθώλ δεδνκέλσλ, γηα       ζεκαίλεη νηη νη 

εθηηκήζεηο είλαη ηπραίεο ζε ζρέζε κε ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα θαη γηα        

ζεκαίλεη νηη νη εθηηκήζεηο βξίζθνληαη ζε πιήξε αληίζεζε κε ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα. 

Σα ζεηηθά ζηνηρεία ηνπ MCC ζαλ δείθηε γηα ηελ αμηνιόγεζε ηεο αμηνπηζηίαο 

αιγόξηζκσλ είλαη όηη ιακβάλεη ππόςε ηνπ ηα TN, δελ κεηαβάιιεηαη ζε πεξίπησζε 

αληαιιαγήο ησλ θιάζεσλ θαη δίλεη κηα ζπζρέηηζε κεηαμύ ησλ εθηηκήζεσλ θαη ησλ 

πξαγκαηηθώλ δεδνκέλσλ. 

5.2.3.3 Cross Validation 

Γηα ηελ δηαδηθαζία εθπαίδεπζεο επηιέρζεθε ε κέζνδνο ηνπ cross validation ζε 

αληίζεζε κε ηνλ ηπραίν δηαρσξηζκό ησλ δεδνκέλσλ ζε έλα training set θαη ζε έλα test 

set. Γεληθά, όζα πεξηζζόηεξα δεδνκέλα ππάξρνπλ γηα λα εθπαηδεπηεί ν αιγόξηζκνο, 

ηόζν θαιύηεξεο ζα είλαη νη εθηηκήζεηο πνπ ζα δίλεη ζηηο θιάζεηο ελδηαθέξνληνο. 
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Χζηόζν, δελ είλαη παληα εθηθηή ε ύπαξμε πνιιώλ δεδνκέλσλ θαη πνιιέο θνξέο ζα 

πξέπεη λα ρσξηζηνύλ ηα ππάξρνληα δεδνκέλα ζε training set θαη ζε test set, όπώο έγηλε 

θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηίζεηαη πξνο κειέηε. ΢πλήζσο, από ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ 

ην έλα ηξίην επηιέγεηαη σο test set θαη ηα ππόινηπα δύν ηξίηα επηιέγνληαη σο training 

set. Κάηη ηέηνην όκσο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ρακειή ηθαλόηεηα εθηίκεζεο ηνπ 

αιγόξηζκνπ. Απηό κπνξεί λα ζπκβεί όηαλ ε επηινγή ηνπ training set δελ πεξηέρεη 

πνιιά δεδνκέλα πνπ λα αθνξνύλ κηα ζπγθεθξηκέλε θιάζε θαη ζπγρξόλσο απηά 

βξίζθνληαη ζην test set πνπ επηιέρζεθε. Σόηε είλαη αλακελόκελν όηη αιγόξηζκνο δελ ζα 

εθηηκά ζσζηά ηε ζπγθεθξηκέλε θιάζε, δηόηη ην training set δελ ζα είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθό γηα όιεο ηηο θιάζεηο. Σν πξόβιεκα απηό κπνξεί λα απνθεπρζεί κε 

ηελ ηερληθή ηνπ cross validation. 

To cross validation είλαη κηα κέζνδνο ε νπνία ζηόρν έρεη ηε απνθπγή ηνπ overfitting 

θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο εθπαίδεπζεο ηνπ αιγόξηζκνπ θαη είλαη ηδηαηηέξσο ρξήζηκε 

εηδηθά ζηελ πεξηπησζε πνπ ππάξρνπλ ιίγα δεδνκέλα. Έλα από ηα είδε ηεο κεζόδνπ 

είλαη ε k-fold cross validation. ΢ηε πεξίπησζε απηή ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ 

ρσξίδεηαη ζε k ην πιήζνο ππνζύλνια δεδνκέλσλ, όπνπ ηα k-1 ην πιήζνο από απηά 

ρξεζηκνπνηνύληαη σο training set γηα ηελ εθαπίδεπζε ηνπ αιγόξηζκνπ θαη ην έλα πνπ 

κέλεη αθήλεηαη σο test set. Η δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη κέρξη όια ηα k 

ππνζύλνια ησλ δεδνκέλσλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ κηα θνξά σο test set. Σόηε, ε 

εθηίκεζε ηνπ αιγόξηζκνπ ζα είλαη ν κέζνο όξνο ησλ k ην πιήζνο εθηηκήζεσλ πνπ 

παξάρζεθαλ από ηε δηαδηθαζία. Έρεη βξεζεί πεηξακαηηθά όηη ν δηακεξηζκόο ησλ 

δεδνκέλσλ ζε 10 ην πιήζνο ππνζύλνια ζπλήζσο δίλεη θαιέο εθηηκήζεηο ρσξίο λα 

ζεκαίλεη απαξαίηεηα όηη ν δηακεξηζκόο ζε ιίγν ιηγόηεξα ή πεξηζζόηεξα ππνζύλνια 

δελ ζα έρεη θαιέο εθηηκήζεηο. 

Μηα αθόκα πεξίπησζε απνηειεί ε κέζνδνο leave one out cross validation θαηά ηελ 

νπνία αθήλεηαη έλα ζηηγκηόηππν εθηόο θαη ηα ππόινηπα απνηεινύλ ην training set. Άξα 

αλ ηα ζηηγκηόηππα ησλ δεδνκέλσλ είλαη n ην πιήζνο ε δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη 

κέρξη όια ηα ζηηγκηόηππα δεδνκέλα λα ρξεζηκνπνηεζνύλ κηα θνξά σο test set (Witten, 

et al., 2011). 

Φπζηθό επαθόινπζν ηεο ρξήζεο 10-fold cross validation ζηελ παξνύζα εξγαζία είλαη 

λα γίλεηαη αλαθνξά ησλ κέζσλ όξσλ ησλ ζηαηηζηηθώλ δεηθηώλ κεηαμύ ηεο θάζε 

επαλάιεςεο. Δπίζεο, ν ηειηθόο πίλαθαο ζύγρπζεο απνηειεί ην κέζν όξν ησλ πηλάθσλ 

ζύγρπζεο ησλ 10 επαλαιήςεσλ. 
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5.3 Απνηειέζκαηα 

5.3.1 Δπηινγή Βέιηηζηεο Σηξαηεγηθήο Δθπαίδεπζεο  

Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, ρξεζηκνπνηήζεθε ε κέζνδνο ηνπ cross validation θαη 

ζπγθεθξηκέλα ε 10-fold cross validation. Γηα θάζε κία από ηηο 10 επαλαιήςεηο 

ππνινγίζηεθαλ νη δείθηεο accuracy, MCC θαζώο θαη νη αληίζηνηρνη πίλαθεο ζύγρπζεο. 

΢ε θάζε cross validation, γηα θάζε ππνπεξίπησζε ζηξαηεγηθήο, ππνινγίζηεθε ν κέζνο 

όξνο ηνπ Accuracy, ηνπ MCC θαζώο θαη ν κέζνο όξνο ησλ πηλάθσλ ζύγρπζεο. ΢ηα 

απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη αθξηβώο απηνί νη κέζνη. Σα αλαιπηηθά απνηειέζκαηα 

ησλ ηεζζάξσλ πεξηπηώζεσλ ζηξαηεγηθήο πνπ αθνξνύλ ζηα κπεϋδηαλά δίθηπα 

βξίζθνληαη ζην Παξάξηεκα, εθηόο απηώλ πνπ θξίζεθε ζθόπηκν λα παξνπζηαζηνύλ ζε 

απηό ην ππνθεθάιαην.  

Όζνλ αθνξά ην δείθηε MCC, ζε αξθεηέο από ηηο 10 επαλαιήςεηο ηνπ cross validation, 

γηα θάζε ππνπεξίπησζε ζηξαηεγηθήο, εκθαλίζηεθαλ ηηκέο ηύπνπ NaN (Not a Number) 

πνπ ζεκαίλεη όηη ππήξμε απξνζδηνξηζηία ηνπ ηύπνπ 0/0. Απηό είρε σο απνηέιεζκα ν 

κέζνο όξνο ηνπ MCC λα παίξλεη ηελ ηηκή NaN ζε πνιιέο ππνπεξηπηώζεηο. Γηα απηό ην 

ιόγν δόζεθε πεξηζζόηεξε βαξύηεηα ζην δείθηε Accuracy θαη ν δείθηεο MCC 

ρξεζηκνπνηήζεθε επηθνπξηθά ζε πεξηπηώζεηο όπνπ ν κέζνο όξνο δελ είρε ηελ ηηκή 

NaN. 

Γεληθά ζε όιεο ηηο ππνπεξηπηώζεηο ησλ ηεζζάξσλ πεξηπηώζεσλ ζηξαηεγηθήο όπνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε bayes-lw γηα ηελ εθηίκεζε λέσλ δεδνκέλσλ, έγηλε ξύζκηζε ηεο 

ππεξπαξακέηξνπ   πνπ θαζνξίδεη ην πιήζνο ησλ παξαγόκελσλ ζηηγκηνηύπσλ κε βάξνο 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ εθηίκεζε. Η βέιηηζηε ηηκή ηεο ππεξπαξακέηξνπ ήηαλ 

        δείγκαηα. Γηα κεγαιύηεξν αξηζκό δελ αύμαλε επαξθώο ην accuracy, 

αληίζεηα κε ην ππνινγηζηηθό θόζηνο, ελώ γηα κηθξόηεξν   κεησλόηαλ ην accuracy. 

΢πλεπώο ε θαιύηεξε αληαιιαγή (trade-off) κεηαμύ accuracy θαη ππνινγηζηηθνύ 

θόζηνπο γηλόηαλ γηα         ζηηγκηόηππα. 

Σα θαιύηεξα απνηειέζκαηα κε βάζε ην accuracy ζπλεπηθνπξνύκελν θαη από ηνλ 

δείθηε MCC βξέζεθαλ ζηελ 4
ε
 πεξίπησζε πνπ αθνξά ηελ θαηαζθεπή ηνπ δηθηύνπ από 

ηα δεδνκέλα κε ηε ρξήζε score based κεζόδσλ εύξεζεο δηθηύνπ. ΢πγθεθξηκέλα, 

πξόθεηηαη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM κε ηνλ 
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score based αιγόξηζκν tabu θαη ε βαζκνιόγεζε ησλ ππνςήθησλ δηθηύσλ έγηλε κε ηε 

ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο aic. Σν αξρηθό δίθηπν πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ έλαξμε 

ηεο δηαδηθαζίαο είλαη ην κπεϋδηαλό δίθηπν ησλ  Marvin et al. (2017) (Δηθόλα 24) θαη ε 

εθηίκεζε ησλ λέσλ δεδνκέλσλ ηνπ test set έγηλε κε ηε κέζνδν bayes-lw. Σν κπεϋδηαλό 

δίθηπν ζην νπνίν θαηέιεμε ε δηαδηθαζία παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 30 θαη ν 

πξνθύπησλ πίλαθαο ζύγρπζεο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 31. 

 

Δηθόλα 30. Σν κπεϋδηαλό δίθηπν ηεο κεζόδνπ κε ηηο θαιύηεξεο εθηηκήζεηο δεδνκέλσλ. 
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Δηθόλα 31. Ο πίλαθαο ζύγρπζεο ηεο κεζόδνπ κε ηηο θαιύηεξεο εθηηκήζεηο δεδνκέλσλ. 

 

Δπηπιένλ νη ζηαηηζηηθνί δείθηεο ησλ Accuracy θαη MCC είραλ ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

               

          

Σα ζπλνιηθά απνηειέζκαηα πνπ αθνξνύλ ζηνπο δείθηεο Accuracy θαη MCC 

παξνπζηάδνληαη ζπγθληξσηηθά ζε πίλαθεο γηα θάζε ππνπεξίπησζε ησλ ηεζζάξσλ 

πεξηπηώζεσλ ζηξαηεγηθήο (Πίλαθεο 24-27).  

 

Πίλαθαο 24. Απνηειέζκαηα ησλ accuracy θαη MCC γηα ηελ 1ε πεξίπησζε. 

1
ε
 πεξίπησζε ζηξαηεγηθήο 

Έπξεζε 

Παξακέηξσλ 

Δθηίκεζε 

Γεδνκέλσλ 
Accuracy MCC 

bayes bayes-lw 0.591 0.394 

bayes parents 0.419 NaN 

mle bayes-lw 0.264 0.141 

mle parents 0.419 NaN 
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Όπσο θαίλεηαη θαη ζηνλ πίλαθα 24, ηα θαιύηεξα απνηειέζκαηα ζηελ 1
ε
 πεξίπησζε 

βξέζεθαλ όηαλ ρξεζηκνπνηήζεθε ε bayes γηα ηελ εύξεζε ησλ παξακέηξσλ θαη ε 

εθηίκεζε έγηλε κε ηελ bayes-lw. Σν Accuracy ήηαλ ίζν κε 0.591 θαη ην MCC ήηαλ ίζν 

κε 0.394. Σν κπεϋδηαλό δίθηπν ησλ Marvin et al. (2017) θαη ν αληίζηνηρνο κέζνο όξνο 

ησλ πηλάθσλ ζύγρπζεο βξίζθνληαη ζηηο Δηθόλεο 1 θαη 2 ηνπ Παξαξηήκαηνο 

αληίζηνηρα.  

΢ην ζεκείν απηό ζα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ζηελ ππνπεξίπησζε πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε mle θαη ε bayes-lw εκθαλίζηεθαλ πνιιέο ηηκέο NA (Not 

Available), όπσο θαίλεηαη γηα παξάδεηγκα ζηελ Δηθόλα 4 ηνπ Παξαξηήκαηνο. Γεληθά 

απηό ην πξόβιεκα παξνπζηάζηεθε θαη ζε άιιεο πεξηπηώζεηο ζηξαηεγηθήο πνπ ε 

εύξεζε ησλ παξακέηξσλ γηλόηαλ κε ηελ κέζνδν mle Πην ζπγθεθηκέλα, ε δηαδηθαζία 

εύξεζεο ησλ παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (mle), ιόγσ ηνπ 

κε πιήξνπο ζπλόινπ δεδνκέλσλ, δελ κπνξνύζε πάληα λα εθηηκήζεη ηηο παξακέηξνπο   

ηνπ κνληέινπ ώζηε λα ζπκπιεξσζνύλ παληνύ νη ηηκέο ζηα CPTs ησλ κεηαβιεηώλ. 

Έηζη, ε εληνιή predict  (κε όξηζκα parents ή bayes-lw) κεηέθεξε ηα NAs πνπ 

παξνπζηάδνληαλ ζηηο ηειηθέο εθηηκήζεηο ηεο κεηαβιεηήο NM hazard. Οη εθηηκήζεηο κε 

ηα NAs κε ηε ζεηξά ηνπο εκπεξηέρνληαλ ζηνλ δηάλπζκα ησλ πξνβιέςεσλ ην νπνίν 

θηηάρλεηαη γηα λα απνζεθεύεη ηηο εθηηκήζεηο ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ cross validation. 

Γηα λα ππoινγηζηεί ην Accuracy γηα θάζε κηα επαλάιεςε ηνπ cross validation έγηλε 

ζύγθξηζε ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ πεξηείρε ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα 

θαη ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ πξνβιέςεσλ πνπ πεξηείρε ηηο εθηηκήζεηο ηνπ κνληέινπ. 

΢πλεπώο, ιόγσ ησλ NAs πνπ εκθαλίδνληαλ ζε θάπνηα ζεκεία ζην δηάλπζκα ησλ 

πξνβιέςεσλ, εκθαλίδνληαλ NAs ζηα αληίζηνηρα ζεκεία ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ 

accuracy. Γηα απηό ην ιόγν πξνζηέζεθε ζηα επίπεδα ησλ δηαλπζκάησλ ησλ 

παξαηεξήζεσλ θαη ησλ εθηηκήζεσλ έλα αθόκα επίπεδν, ην ΝΑ, όπσο θαίλεηαη θαη 

ζηνπο παξνπζηαδόκελνπο πίλαθεο ζύγρπζεο. Έηζη, θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο πξόβιεςεο, 

όπνπ εκθαλίζηεθε ε ηηκή ΝΑ αληηθαηαζηάζεθε κε ην level NA.  

΢ηε 2
ε
 πεξίπησζε ζηξαηεγηθήο πνπ αθνξά ζηε θαηαζθεπή ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ 

από ηα δεδνκέλα κε βάζε ηνπο constrained based αιγόξηζκνπο gs θαη iamb, 

θαηνρπξώζεθαλ ηα απνηειέζκαηα πνπ παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 25. 
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Πίλαθαο 25. Απνηειέζκαηα ησλ accuracy θαη MCC γηα ηελ 2ε πεξίπησζε. 

2
ε
 πεξίπησζε ζηξαηεγηθήο 

Constrained 

based 

αιγόξηζκνη 

Έπξεζε 

Παξακέηξσλ 

Δθηίκεζε 

Γεδνκέλσλ 
Accuracy MCC 

gs 

bayes bayes-lw 0.419 NaN 

bayes parents 0.419 NaN 

mle bayes-lw 0.360 NaN 

mle parents 0.419 NaN 

iamb 

bayes bayes-lw 0.419 NaN 

bayes parents 0.375 NaN 

mle bayes-lw 0.401 NaN 

mle parents 0.375 NaN 

 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ηόζν ν αιγόξηζκνο gs όζν θαη ν iamb επέζηξεθαλ έλα 

κεξηθώο θαηεπζπλόκελν δίθηπν δειαδή θάπνηεο από ηηο αθκέο αλάκεζα ζηνπο 

θόκβνπο δελ είραλ θαηέπζπλζε. ΢πλεπώο, δελ κπνξνύζαλ λα δηακνξθσζνύλ ηα CPTs 

ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ δηθηύνπ θαηά ηε δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ παξακέηξσλ. Γηα απηό 

ην ιόγν ρξεζηκνπνηήζεθε ε εληνιή cextend ηεο βηβιηνζήθεο Bnlearn, ε νπνία 

πεγαίλεη ζην γξάθεκα θαη δίλεη θαηεύζπλζε ζηηο αθκέο πνπ δελ είραλ έηζη ώζηε λα 

παξαρζεί ην γξάθεκα ηύπνπ DAG ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ. Δπηπιένλ, όπσο θαίλεηαη 

ζηηο Δηθόλεο 6 θαη 11 ηνπ Παξαξηήκαηνο, νη constrained based αιγόξηζκνη gs θαη iamb 

δελ θαηάθεξαλ λα βξνύλ πνιιέο εμαξηήζεηο κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ ζε αληίζεζε κε 

ηνπο score based αιγόξηζκνπο. Σα απνηειέζκαηα ζην accuracy δελ μεπέξαζαλ ην 

0.419 ζε νπνηαδήπνηε ππνπεξίπησζε.  

Η 3
ε
 πεξίπησζε ζηξαηεγηθήο ήηαλ εθείλε ζηελ νπνία έγηλε θαηαζθεπή ηνπ κπεϋδηαλνύ 

δηθηύνπ από ηα δεδνκέλα κε ρξήζε ησλ score based κεζόδσλ hc θαη tabu θαζώο θαη 

ρξεζε ηνπ δνκηθνύ αιγόξηζκνπ EM, όπνπ ε εθθίλεζε ηεο δηαδηθαζίαο έγηλε ζε θάζε 

ππνπεξίπησζε κε ηπραία δνκή δηθηύνπ. Σα απνηειέζκαηα γηα ηελ θάζε ππνπεξίπησζε 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 26. 
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Πίλαθαο 26. Απνηειέζκαηα ησλ accuracy θαη MCC γηα ηελ 3ε πεξίπησζε. 

3
ε
 πεξίπησζε ζηξαηεγηθήο 

Score based 

αιγόξηζκνη 

΢πλάξηεζε 

Βαζκνιόγεζεο 

Δθηίκεζε 

Γεδνκέλσλ 
Accuracy MCC 

hc 

aic bayes-lw 0.564 NaN 

aic parents 0.558 NaN 

bic bayes-lw 0.392 NaN 

bic parents 0.326 NaN 

tabu 

aic bayes-lw 0.555 NaN 

aic parents 0.558 NaN 

bic bayes-lw 0.385 NaN 

bic parents 0.326 NaN 

 

Η ρξήζε ηεο score based κεζόδνπ hc, κε ηε ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο aic θαη ηελ 

κέζνδν ηεο bayes-lw είλαη ε ππνπεξίπησζε πνπ έδσζε ην θαιύηεξν Αccuracy (0.564). 

Δπίζεο, κπνξεί λα παξαηεξεζεί όηη ε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο βαζκνιόγεζεο aic 

επεξέαζε ειαθξώο πξνο ην θαιύηεξν ηα απνηειέζκαηα ηνπ Αccuracy, θάηη πνπ 

ελδερνκέλσο νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη ε aic πνηληθνπνηεί ιηγόηεξν ηελ 

πνιππινθόηεηα ηνπ δηθηύνπ ζε ζρέζε κε ηε ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο bic.  

΢ηελ 4
ε
 πεξίπησζε παξνπζηάζηεθε, όπσο ήδε έρεη αλαθεξζεί, ην κεγαιύηεξν accuracy 

(Πίλαθαο 27) από όιεο ηηο ζηξαηεγηθέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ. Η δηαθνξά ζε απηή 

ηελ ζηξαηεγηθή ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνύκελε είλαη όηη ε εθθίλεζε ηνπ δνκηθνύ 

αιγόξηζκνπ EM έγηλε κε βάζε ην κπεϋδηαλό δίθηπν ζην νπνίν θαηέιεμαλ ζηελ έξεπλά 

ηνπο νη Marvin et al. (2017).  
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Πίλαθαο 27. Απνηειέζκαηα ησλ accuracy θαη MCC γηα ηελ 4ε πεξίπησζε. 

4
ε
 πεξίπησζε ζηξαηεγηθήο 

Score based 

αιγόξηζκνη 

΢πλάξηεζε 

Βαζκνιόγεζεο 

Δθηίκεζε 

Γεδνκέλσλ 
Accuracy MCC 

hc 

aic bayes-lw 0.585 0.333 

aic parents 0.419 NaN 

bic bayes-lw 0.544 0.256 

bic parents 0.475 NaN 

tabu 

aic bayes-lw 0.612 0.366 

aic parents 0.585 NaN 

bic bayes-lw 0.546 0.264 

bic parents 0.496 NaN 

 

΢πλεπώο, από ηελ 3
ε
 θαη 4

ε
 πεξίπησζε κπνξεί λα παξαηεξεζεί όηη ην αξρηθό δίθηπν κε 

ην νπνίν μεθηλάεη ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM επεξεάδεη ηα απνηέιεζκαηα. Απηό 

ζπκβαίλεη δηόηη ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM εμαζθαιίδεη ζε θάζε επαλάιεςε όηη ην 

δίθηπν ην νπνίν θαηαζθεπάδεηαη είλαη θαιύηεξν από ην πξνεγνύκελν, κε βάζε θάπνηα 

ζπλάξηεζε βαζκνιόγεζεο. Απηό θπζηθά δελ εμαζθαιίδεη όηη ην δίθηπν ζην νπνίν 

θαηαιήγεη ζα είλαη επαξθώο θνληά ζηε θαιπηεξε δπλαηή πεξίπησζε δηθηύνπ. 

Γεληθά, ηόζν ζηε 3
ε
 όζν θαη ζηε 4

ε
 πεξίπησζε, πνπ αθνξνύλ ηελ θαηαζθεπή ηνπ 

κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ από ηα δεδνκέλα κε score based αιγόξηζκνπο, παξνπζηάζηεθε 

πξόβιεκα ζηελ εθηίκεζε λέσλ δεδνκέλσλ όηαλ ρξεζηκνπνηήζεθε ε κέζνδνο parents. 

Σν πξόβιεκα αθνξνύζε ζην γεγνλόο όηη δελ ππήξραλ νη ηηκέο ησλ γνληώλ ηεο 

κεηαβιεηήο NM hazard. Η ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο ρξεηάδεηαη ηηο ηηκέο ησλ γνληώλ ηεο 

κεηαβιεηήο, γηαηί όπσο έρεη αλαθεξζεί ρξεζηκνπνηεί ηελ ηνπηθή θαηαλνκή ζην CPT. 

Γηα ην ιόγν απηό δεκηνπξγήζεθε έλαο πίλαθαο κε αθκέο πνπ δελ πξέπεη λα 

ζπκπεξηιεθζνύλ ζηε δηαδηθαζία κάζεζεο ηνπ δηθηύνπ θαη δόζεθαλ ζηνλ αιγόξηζκν 

κε ηε κνξθή black list, δειαδή απαγνξεπόηαλ ε επηινγή κίαο ηέηνηαο αθκήο. Οη αθκέο 

απηέο πεξηιακβάλνπλ όιεο εθείλεο ηηο αθκέο πνπ είραλ σο γνλέα ηηο βηνινγηθέο 

ζπλέπεηεο  θαη σο παηδί ηνλ θόκβν NM hazard. Η ινγηθή πίζσ από απηή ηε ιίζηα είλαη 

όηη νη βηνινγηθέο ζπλέπεηεο είραλ πάξα πνιιά ΝΑs, νπόηε νπνηαδήπνηα ζύλδεζε 

κεηαμύ ησλ βηνινγηθώλ ζπλεπεηώλ θαη ηνπ NM Hazard κε θαηεύζπλζε από ηηο πξώηεο 
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ζηε δεύηεξε ζα δεκηνπξγνύζε πξόβιεκα. ΢ηε ζπλέρεηα, επεηδή ζε θάπνηα είζνδν 

κπνξεί λα έιεηπε ε ηηκή (δειαδή λα εκθαληδόηαλ ε ηηκή NA) ρξεζηκνπνηήζεθε κηα 

απιή κέζνδνο ζπκπιήξσζεο δεδνκέλσλ (data imputation) βάζε ηεο νπνίαο όπνηε 

εληνπηδόηαλ ε ηηκή NA γηλόηαλ αληηθαηάζηαζή ηεο κε εθείλε ηελ ηηκή ηεο ππό 

εμέηαζεο κεηαβιεηήο εηζόδνπ πνπ εκθάληδε ηελ πςειόηεξε ζπρλόηεηα  ζην αξρηθό 

ζύλνιν δεδνκέλσλ.  

5.3.2 Σύγθξηζε Απνηειεζκάησλ κε Marvin et al. (2017) 

΢ηε ζπλέρεηα, επηιέρζεθε ε θαιύηεξε ζηξαηεγηθή ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο θαη 

έγηλε εθπαίδεπζε ηνπ δηθηύνπ από ηελ αξρή, ρξεζηκνπνηώληαο αθξηβώο ηα ίδηα 

training θαη test set πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ ζην κνληέιν ηνπο νη Marvin et al. (2017). Ο 

ζπλδπαζκόο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη ν ΔΜ κε tabu θαη aic score θαη πξόβιεςε κε 

bayes-lw, κε εθθίλεζε από ην ηειηθό δίθηπν πνπ αλαθέξνπλ νη νη Marvin et al. (2017) 

(Δηθόλα 24). Σα απνηειέζκαηα πνπ αθνξνύλ ζην accuracy θαη ζην MCC γηα ηελ 

εθηίκεζε ησλ θιάζεσλ ηεο κεηαβιεηήο NM hazard είλαη ηα εμήο: 

                       

          

Σν ηειηθό δίθηπν πνπ παξήγαγε ν αιγόξηζκνο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα , ελώ ν 

πίλαθαο ζύγρπζεο πνπ πξνέθπςε θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα  
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Δηθόλα 32. Η δνκή ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ κε εθαξκνγή ηεο βέιηηζηεο ζηξαηεγηθήο θαη ρξήζε ίδησλ 

δεδνκέλσλ εθπαίδεπζεο κε ηνπο Marvin et al. (2017). 
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Δηθόλα 33: Ο πίλαθαο ζύγρπζεο πνπ πξνέθπςε κε εθαξκνγή ηεο βέιηηζηεο ζηξαηεγηθήο θαη ρξήζε ίδησλ 

δεδνκέλσλ εθπαίδεπζεο κε ηνπο Marvin et al. (2017). 

΢ην ζεκείν απηό επαλαιακβάλεηαη όηη ην αληίζηνηρν απνηέιεζκα γηα ην accuracy από 

ηνπο Marvin et al. (2017) ήηαλ 72%. Η κεγάιε απηή δηαθνξά νθείιεηαη ζην γεγνλόο 

όηη δελ μέξνπκε πνηά ήηαλ ε αξρηθή δνκή κε ηελ νπνία έηξεμε ν δνκηθόο αιγόξηζκνο 

EM ησλ Marvin et al. (2017). Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζε πξνεγνύκελν κέξνο ηνπ 

θεθαιαίνπ, ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM εμαζθαιίδεη ηελ θαηαζθεπή ελόο δηθηύνπ κε 

θαιύηεξε βαζκνινγία ζε θάζε επαλάιεςε από ην πξνεγνύκελν δίθηπν. Χζηόζν δελ 

εμαζθαιίδεη ην αλ ην δίθηπν πιεζηάδεη θνληά ζην βέιηηζην δπλαηό, θάηη πνπ ζεκαίλεη 

όηη κπνξεί γηα ηνλ αξηζκό ησλ επαλαιήςεσλ πνπ έγηλαλ λα παξάρζεθε έλα δίθηπν κε 

θαιύηεξε βαζκνιόγεζε από ηελ αξρηθή σζηόζν δελ ζεκαίλεη όηη ε πνξεία ήηαλ ηέηνηα 

ώζηε λα πιεζηάζεη ην βέιηηζην δπλαηό δίθηπν. Έλα αθόκα γεγνλόο πνπ εμεγεί ηε 

δηαθνξά ζηελ αθξίβεηα είλαη όηη ν δνκηθόο αιόγνξηζκνο EM ρξεηάδεηαη έλα αξρηθό 

ζύλνιν παξακέηξσλ   γηα λα μεθηλήζεη ηε δηαδηθαζία, ην νπνίν αλ δελ δσζεί 

ιακβάλεηαη κε ηπραίν ηξόπν. ΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε δελ ππήξρε πξόηεξε 

γλώζε ησλ παξακέηξσλ θαη άξα ν αιγόξηζκνο μεθίλεζε κε έλα ηπραίν ζύλνιν    ελώ 

ζηελ πεξίπησζε ησλ Marvin et al. (2017) κπνξεί λα δόζεθαλ πξόηεξεο θαηαλνκέο (δελ 

δηεπθξηλίδεηαη κέζα ζην θείκελν). 

΢ηε ζπλέρεηα, κπνξεί θαλείο λα παξαηεξήζεη ζηνλ πίλαθα ζύγρπζεο (Δηθόλα 33) όηη ν 

αιγόξηζκνο δελ παξνπζηάδεη ηδηαίηεξε πξνβιεπηηθή ηθαλόηεηα γηα ηεο θιάζεηο Low, 
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Medium θαη High, ζε αληίζεζε κε ηελ θιάζε None, γηα ηελ νπνία παξνπζίαζε ηα 

πεξηζζόηεξα True Positives. ΢πγθεθξηκέλα, ν αιγόξηζκνο πξνέβιεςε γηα 31 

πεξηπηώζεηο όηη δελ ζα απνηεινύζαλ θάπνην θίλδπλν γηα ην άλζξσπν θαη πξάγκαηη 

απηό ήηαλ αιήζεηα. Γηα ηελ θιάζε None έρνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

          

                

               

                         

Όπνπ πιένλ κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνπο δέηθηεο Sensitivity θαη Precision ηεο 

θιάζεο None σο εμήο: 

                
      

             
       

              
      

             
      

Σν γεγνλόο όηη ην                 ηεο θιάζεο None είλαη θνληά ζην 78% ζεκαίλεη 

όηη από ην ζύλνιν ησλ πεξηπηώζεσλ πνπ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ήηαλ None ν 

αιγόξηζκνο πξνέβιεςε όηη ζα είλαη None ην 78% ησλ πεξηπηώζεσλ. Απηό νπζηαζηηθά 

καο δείρλεη όηη ν αιγόξηζκνο θαηάθεξε λα πεξηνξίζεη ηα        θαη άξα λα πεξηνξίζεη 

ηηο πεξηπηώζεηο πνπ πξνέβιεπε όηη έλα λαλανϋιηθό δελ ζα είλαη αθίλδπλν θαη ηειηθά 

απηό ήηαλ αθίλδπλν. Δπίζεο, ην γεγνλόο όηη ην               ηεο θιάζεο None είλαη 

θνληά ζην 62% ζεκαίλεη όηη από ην ζύλνιν ησλ πεξηπηώζεσλ πνπ ν αιγόξηζκνο 

εθηίκεζε όηη ζα είλαη None, ηειηθά ην 62% ήηαλ πξάγκαηη None. Απηό νπζηαζηηθά καο 

δείρλεη όηη ν αιγόξηζκνο πεξηόξηζε ζε ζρεηηθά θαιό βαζκό ηηο πεξηπηώζεηο ησλ 

        δειαδή ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ πξνέβιεπε όηη ην λαλνϋιηθν ζα ήηαλ αθίλδπλν 

θαη ηειηθά δελ ήηαλ. Απηνύ ηνπ είδνπο ε ιάζνο πξόβιεςε είλαη ζεκαληηθή δηόηη αλ γηα 

παξάδεηγκα ν ζθνπόο ήηαλ ε παξαγσγή λαλνϋιηθώλ γηα ηελ αγνξά, ην 38% ησλ 

πεξηπηώζεσλ ζα απνηεινύζαλ λαλνϋιηθά πνπ πξνβιέθζεθαλ όηη δελ είλαη επηθίλδπλα 

γηα ηελ αλζξώπηλε πγεία ελώ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ζα ήηαλ. 

Από ηα απνηειέζκαηα γηα ηελ θιάζε ηεο None δηαπηζηώλεη θαλείο όηη ν αιγόξηζκνο 

ζα κπνξόπζε λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα πξνβιέπεη αλάκεζα ζε δύν θιάζεηο, όπνπ ε 

κηα ζα αθνξνύζε ζηελ πεξίπησζε πνπ ην λαλνϋιηθό ζα ήηαλ επηθίλδπλν γηα ηελ 

αλζξώπηλε πγεία, νκαδνπνηώληαο ηηο θιάζεηο Low, Medium, High, θαη ε άιιε ζα 

αθνξνύζε ηελ πεξίπησζε πνπ δελ ζα ήηαλ. Σόηε, ζύκθσλα κε ηα απνηειέζκαηα πνπ 
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ήδε έρνπκε γηα ηα TP, FP, FN θαη TN, ν πίλαθαο ζύγρπζεο ζα κπνξνύζε λα 

δηακνξθσζεί όπσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 28. 

Πίλαθαο 28. Αλαγσγή ηνπ πξνβιήκαηνο θαηεγνξηνπνίεζεο ηεζζάξσλ θιάζεσλ ζε πξόβιεκα δύν θιάζεσλ. 

Predicted 

0 TN=32 FN=9 

1 FP=19 TP=31 

 
0 1 

Truth 

 

΢ηνλ Πίλαθα 28 ην 0 αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε πνπ ην λαλνϋιηθό δελ είλαη αθίλδπλν 

θαη ην 1 ζηελ πεξίπησζε πνπ εην λαλαϋιηθό είλαη αθίλδπλν. Ο λένο δείθηεο Accuracy 

ππινγίδεηαη: 

         
     

           
       

Γειαδή ν αιγόξζκνο ζα είρε αθξίβεηα 69%.  

Δπηζηξέθνληαο ζην αξρηθό πξόβιεκα θαηεγνξηνπνίεζεο ηεζζάξσλ θιάζεσλ, 

μεθηλώληαο κε ηελ θιάζε Low έρνπκε: 

        

         

        

                   

                   

Γηα ηελ θιάζε Medium: 

           

           

           

                    

                  

Καη ηέινο γηα ηελ θιάζε High: 
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Μπνξεί λα παξαηεξήζεη θαλείο όηη ν αιγόξηζκνο δελ παξνπζηάδεη θαιά απνηειέζκαηα 

γηα ηηο θιάζεηο Low, Medium θαη High θαη εηδηθά γηα ηηο θιάζεηο  Low θαη Medium. 

΢πγθεθξηκέλα, γηα ηελ θιάζε Medium παξνπζίαζε πιήξε αδπλακία ζην λα βξεζνύλ 

εθείλεο νη πεξηπηώζεηο λαλνϋιηθώλ πνπ ζα είραλ κέηξηα επίδξαζε ζηελ αλζξώπηλε 

πγεία, αθνύ ην             πνπ ήηαλ ίζν κε 0 θαλεξώλεη όηη από όιεο εθείλεο ηηο 

πεξηπηώζεηο λαλνϋιηθώλ πνπ πξαγκαηηθά ζα είραλ κέηξηα επίδξαζε ζηνλ νξγαληζκό 

δελ κπόξεζε λα πξνβιέςεη θακία ζσζηά. Απηό ζεκαίλεη όηη ην δίθηπν δελ θαηάθεξε 

λα εγθαηαζηήζεη θάπνηα πξνβιεπηηθή ζρέζε κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ εηζόδνπ θαη ηεο 

θιάζεηο Medium.  

Η θαθή πξνβιεπηηθή ηθαλόηεηα γηα ηηο θιάζεηο Medium θαη Low κπνξεί λα νθείιεηαη 

ζην όηη ππήξραλ ιηγόηεξα ζηηγκηόηππα ζην training set κε απηέο ηηο θιάζεηο ζε ζρέζε 

κε ηηο άιιεο δύν. ΢πγθεθξηκέλα, νη ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο γηα ηηο θιάζεηο High, 

Medium, Low θαη None ζην training set ήηαλ 29%, 11%, 18% θαη 42% αληίζηνηρα. 

5.3.2.1 Φξήζε Γηαθνξεηηθνύ Αξρηθνύ Γηθηύνπ  

Όπσο δηαπηζηώζεθε από ηα απνηειέζκαηα ηνπ Κεθαιαίνπ 5.3.1, ην αξρηθό δίθηπν κε 

ην νπνίν ζα μεθηλήζεη ηελ δηαδηθαζία εύξεζεο ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM επεξεάδεη ην 

ηειηθό απνηέιεζκα. Γηα λα επαιεζεπηεί απηό ην ζπκπέξαζκα, δνκήζεθε έλα λέν 

δίθηπν ην νπνίν ηξνθνδνηήζεθε ζηελ βέιηηζηε ζηξαηεγηθή. ΢ην λέν δίθηπν 

αθαηξέζεθαλ νη θόκβνη ησλ βηνινγηθώλ ζπλεπεηώλ θαη ελώζεθαλ νη 11 κεηαβιεηέο 

εηζόδνπ κε ηελ κεηαβιεηή NM Hazard κε ηέηνην ηξόπν ώζηε νη κεηαβιεηέο εηζόδνπ 

λα είλαη νη γνλείο θαη ε NM Hazard λα είλαη ην παηδί, ελώ δηαηεξήζεθαλ νη ζρέζεηο 

κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ εηζόδνπ. Σν δίθηπν εθθίλεζεο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 34, 

ελώ ην δίθηπν πνπ παξήρζε θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα 35. 
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Δηθόλα 34. Γνκή λένπ αξρηθνύ δηθηύνπ κε ηε κεηαβιεηή NM Hazard σο παηδί. 
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Δηθόλα 35. Η ηειηθή δνκή δηθηύνπ όηαλ ην δίθηπν εθθίλεζεο απηό πνπ είρε ηελ NM Hazard σο παηδί. 

 

Σα απνηειέζκαηα ζε ζρέζε κε ηνπο δείθηεο Accuracy θαη MCC ήηαλ ηα εμήο: 

               

          

Δλώ ν αληίζηνηρνο πίλαθαο ζύγρπζεο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθόλα 36. 
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Δηθόλα 36. Ο πίλαθαο ζύγρπζεο γηα ηε βέιηηζηε ζηξαηεγηθή κε δίθηπν εθθίλεζεο απηό πνπ είρε ηελ NM 

Hazard σο παηδί. 

 

Όπσο κπνξεί λα παξαηεξήζεη θαλείο, ηα απνηειέζκαηα γηα ηελ αθξίβεηα βειηηώζεθαλ, 

αθνύ ζηελ πεξίπησζε ηεο ρξήζεο ηνπ κπεϋδηαλνύ δηθηύνπ ησλ Marvin et al. (2017) 

είρακε αθξίβεηα 51.6% ελώ ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ε αθξίβεηα αλέβεθε θνληά 

ζην 55%. Σν απνηέιεζκα απηό εληζρύεη αθόκα πεξαηηέξσ ην ζπκπέξαζκα όηη ην 

αξρηθό δίθηπν πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί επεξέαδεη ηα απνηειέζκαηα ηεο βέιηηζηεο 

ζηξαηεγηθήο. Δλδεηθηηθά, νη δείθηεο Sensitivity θαη Precision γηα ηελ θιάζε None 

είλαη: 

          

             

                

                
      

             
       

              
      

             
       

΢εκεηώζεθε βειηίσζε ζην Sensitivity ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνύκελε αξρηθή δνκή πνπ 

ην απνηέιεζκα ήηαλ      , ελώ ην Precision παξέκεηλε ζρεδόλ ζηαζεξό. Άξα 
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βειηηώζεθε ν αιγόξηζκνο ζην λα απνθεύγεη ιάζε FN, δειαδή κέησζε ηηο πεξηπηώζεηο 

πνπ ζεώξεζε όηη ην λαλνϋιηθό δελ ήηαλ αθίλδπλν ελώ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ήηαλ. 

Όινη νη θώδηθεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ παξαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ πνπ 

παξνπζηάζηεθαλ έρνπλ κεηαθνξησζεί ζην ειεθηξνληθό απνζεηήξην ηεο Μνλάδαο 

Απηόκαηεο Ρύζκηζεο θαη Πιεξνθνξηθήο ηεο ΢ρνιήο Υεκηθώλ Μεραληθώλ, ζηελ 

παξαθάησ δηεύζπλζε: 

 https://github.com/ntua-unit-of-control-and-informatics/BN_NM_HAZARD 

  

   

https://github.com/ntua-unit-of-control-and-informatics/BN_NM_HAZARD
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6 ΢πκπεξάζκαηα 

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο δηαπηζηώζεθε ε δπλαηόηεηα πνπ έρνπλ 

ηα κπεϋδηαλά δίθηπα λα αλαπαξηζηνύλ κε γξαθηθό ηξόπν ηηο ζρέζεηο εμάξηεζεο 

κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ, όπσο απηέο εθθξάδνληαη κέζσ γξαθεκάησλ ηύπνπ DAG. Σν 

πιενλέθηεκα πνπ παξέρεηαη είλαη όηη απηέο νη γξαθηθέο ζρέζεηο εμάξηεζεο είλαη 

ζρέζεηο αίηηνπ-αηηηαηνύ, νη νπνίεο κε ηε ζεηξά ηνπο αληηζηνηρνύλ ζε ζηνραζηηθνύ 

ηύπνπ ζρέζεηο. ΢ην θνκκάηη ηεο ζηνραζηηθήο έθθξαζεο απηώλ ησλ ζρέζσλ, ηα 

κπεϋδηαλά δίθηπα παξέρνπλ ηε δπλαηόηεηα κηαο θιεηζηνύ ηύπνπ καζεκαηηθήο 

έθθξαζεο ε νπνία αληαλαθιά ηηο εμαξηήζεηο κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ σο δεζκεπκέλεο 

θαηαλνκέο. Σν γεγνλόο απηό δηεπθνιύλεη ηελ εύξεζε ηεο γεληθήο θαηαλνκήο πνπ 

αθνινπζνύλ νη κεηαβιεηέο ηνπ δηθηύνπ, αθνύ κεηά από απνζύλζεζε, δεδνκέλσλ ησλ 

ππνζέζεσλ αλεμαξηεζίαο πνπ ππνδεηθλύνληαη από ην δίθηπν, δελ είλαη ηίπνηα άιιν 

παξά ην γηλόκελν ησλ ηνπηθώλ δεζκεπκέλσλ θαηαλνκώλ, όπσο απηέο δηακνξθώλνληαη 

από ηηο ζρέζεηο εμάξηεζεο ησλ κεηαβιεηώλ. 

Δπίζεο, θάλεθε ε δπλαηόηεηα πνπ έρνπλ ηα κπεϋδηαλά δίθηπα λα αλαλεώλνπλ ηελ 

πεπνίζεζε καο γηα ηελ θαηάζηαζε ησλ κεηαβιεηώλ ππό ην θώο λέσλ δεδνκέλσλ. 

Πξάγκαηη ε δπλαηόηεηα απηή ζεκαίλεη όηη δίλνληαη απαληήζεηο ζε εξσηήζεηο (queries) 

πνπ γίλνληαη ζην δίθηπν θαη νη νπνίεο αθνξνύλ ηελ πηζαλόηεηα λα ζπκβεί θάηη ζε κηα 

κεηαβιεηή ππό ηε ζπλζήθε όηη έρνπκε λέα ζηνηρεία γηα ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο. 

Κάηη ηέηνην θάλεθε ραξαθηεξηζηηθά θαηά ηε δηάξθεηα ησλ εξσηήζεσλ πνπ έγηλαλ γηα 

ηελ θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο NM Hazard ζηελ εθαξκνγή, όπνπ δίλνληαλ 

απαληήζεηο γηα ηελ θαηάζηαζε ηεο κεηαβιεηήο γηα θάζε λέν ζηηγκηόηππν ην test set.  

Δπηπιένλ, επηβεβαηώζεθε ε ηθαλόηεηα ησλ κπεϋδηαλσλ δηθηύσλ λα παξέρνπλ 

απνηειέζκαηα αθόκα θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ δελ είλαη 

πιήξεο. Κάηη ηέηνην παξαηεξήζεθε ζηελ 1
ε
 ζηξαηεγηθή, όπνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ε 

δνκή πνπ θαηέιεμαλ ζηελ έξεπλά ηνπο νη Marvin et al. (2017) θαη πξαγκαηνπνηήζεθε 

ε εύξεζε ηνπ ζηαηηζηηθνύ κνληέινπ κε βάζε ηε ζπγθεθξηκέλε δνκή. Σα δεδνκέλα πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ δελ ήηαλ πιήξε θαη δελ ρξεζηκνπνηήζεθε θάπνηα κέζνδνο 

imputation γηα ηελ ζπκπιήξσζε ηνπο πξηλ ηε δηαδηθαζία ηεο εθπαίδεπζεο. Χζηόζν 

παξήρζεζαλ απνηειέζκαηα θαη κάιηζηα ζηελ ππνπεξίπησζε πνπ ε εύξεζε ηνπ 

ζηαηηζηηθνύ κνληέινπ έγηλε κε ηελ κέζνδν bayes θαη ε εθηίκεζε ησλ δεδνκέλσλ έγηλε 

κε ηελ likelihood weighting, ε αθξίβεηα έθηαζε ην 59%. Απνηειέζκαηα παξάρζεθαλ 
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θαη ζηε 2
ε
 ζηξαηεγηθή, όπνπ πάιη ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηα κε πιήξε δεδνκέλα ώζηε λα 

θαηαζθεπαζηεί ην κπεϋδηαλό δίθηπν κε ηνπο constrained based αιγόξηζκνπο gs θαη 

iamb. Χζηόζν, ζηε 2
ε
 ζηξαηεγηθή ηα απνηειέζκαηα νζνλ αθνξά ηελ αθξίβεηα ήηαλ 

αηζζεηά ρεηξόηεξα θαη απηό ζπλέβε δηόηη νη constrained based αιγόξηζκνη δελ 

θαηάθεξαλ λα βξνύλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο ζρέζεηο εμάξηεζεο αλάκεζα ζηηο 

κεηαβιεηέο. 

Η αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ βειηηώζεθε ζηελ 3
ε
 θαη ηελ 4

ε
 ζηξαηεγηθή, όηαλ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM ν νπνίνο θαιεί ηνλ αιγόξηζκν EM πνπ 

πξαγκαηνπνηεί imputation ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ. Σα θαιύηεξα απνηειέζκαηα, 

ρξεζηκνπνηώληαο ην accuracy σο ζηαηηζηηθό κέηξν, βξέζεθε λα έρεη ε ππνπεξίπησζε 

ηεο 4
εο

 ζηξαηεγηθήο όπνπ ρξεζηκνπνηείηαη ε score based κεζνδνο tabu, ε ζπλάξηεζε 

βαζκνιόγεζεο aic θαη ε likelihood weighting, ελώ ην αξρηθό δίθηπν εθθίλεζεο ηνπ 

αιγόξηζκνπ EM ήηαλ ην κπεϋδηαλό δίθηπν ζην νπνίν θαηέιεμε ε έξεπλα ησλ Marvin 

et al. (2017).  

Η ππνπεξίπησζε απηή ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα γίλεη ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ κε 

εθείλα πνπ παξάρζεθαλ ζηελ ζπγθεθξηκέλε έξεπλα, ζηελ νπνία επίζεο 

ρξεζηκνπνηήζεθε ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM. Η κεγάιε δηαθνξά ζην accuracy 

νθείιεηαη θαηά πάζα πηζαλόηεηα ζην όηη δελ ππήξρε ε γλώζε ηνπ αξρηθνύ δηθηύνπ κε 

ην νπνίν μεθίλεζε ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM ζηελ έξεπλα ησλ Marvin et al. (2017). 

Δπηπιένλ, δελ ήηαλ γλσζηό αλ δόζεθε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε αξρηθνπνίεζε ησλ 

παξακέηξσλ ζηελ έξεπλα ησλ Marvin et al. (2017), θάηη πνπ ζα επεξέαδε αξθεηά ηα 

ηειηθά ηνπο απνηειέζκαηα. ΢πλεπώο, ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM ηεο παξνύζαο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, πνπ μεθίλεζε ηελ δηαδηθαζία κε ην ηειηθό κπεϋδηαλό δίθηπν 

ηεο έξεπλαο ησλ Marvin et al. (2017) θαη ηπραία παξακεηξηθή αξρηθνπνίεζε, δελ είλαη 

παξάινγν πνπ θαηέιεμε ζε δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα. Σν ζπκπέξαζκα πνπ εμάγεηαη 

ηειηθά είλαη όηη ε αξρηθή δνκή θαη ην αξρηθό ζύλνιν παξακέηξσλ κε ην νπνίν ζα 

μεθηλήζεη ηε δηαδηθαζία ν δνκηθόο αιγόξηζκνο EM απνηεινύλ ζηεκαληηθό θνκκάηη 

επηξξνήο ζηελ αθξίβεηα ησλ πξνβιέςεσλ. Γηα λα επηβεβαησζεί απηό ην ζπκπέξαζκα, 

επηιέρζεθε έλα δηαθνξεηηθό αξρηθό δίθηπν ζην νπνίν ε κεηαβιεηή NM hazard ήηαλ ην 

παηδί ησλ κεηαβιεηώλ εηζόδνπ θαη ην αξρηθό ζύλνιν ησλ παξακέηξσλ ηνπ δηθηύνπ 

ήηαλ πάιη ηπραίν. Παξαηεξήζεθε όηη ηα απνηειέζκαηα ζηελ αθξίβεηα βειηηώζεθαλ, 

επηβεβαηώλνληαο ην ζπκπέξαζκα πσο ε αξρηθή δνκή δηθηύνπ επεξέαδεη ηελ ηειηθή 

αθξίβεηα ελόο κνληέινπ πνπ παξάγεηαη κε ηνλ δνκηθό EM. 
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΢ε κειινληηθή επέθηαζε απηήο ηεο εξγαζίαο ζα κπνξνύζε λα γίλεη εμέηαζε 

δηαθνξεηηθώλ αξρηθώλ δνκώλ δηθηύσλ σο αξρηθέο δόκέο εθθίλεζεο ηνπ δνκηθνύ 

αιγόξηζκνπ EM, ώζηε λα δηεξεπλεζεί πεξαηηέξσ ν ξόινο πνπ δηαδξακαηίδεη ε αξρηθή 

δνκή ζηελ αθξίβεηα ησλ πξνβιέςεσλ. ΢πκπιεξσκαηηθά ζε απηό, ζα κπνξνύζε λα 

εμεηαζηεί επίζεο ε επηξξνή ηνπ αξρηθνύ ζπλόινπ ησλ παξακέηξσλ ζηα ηειηθά 

απνηειέζκαηα. Σέινο, ζα κπνξνύζαλ λα εξεπλεζνύλ δηαθνξεηηθέο ηερληθέο imputation 

ηνπ ζπλόινπ ησλ δεδνκέλσλ, όπσο είλαη ε ζπκπιήξσζε θελώλ κε ηε κέζνδν ησλ 

θνληηλόηεξσλ γεηηόλσλ (Nearest Neighbors) (Beretta and Santaniello, 2016) θαη λα 

επαλαιεθζεί ε 1
ε
 ζηξαηεγηθή κε βάζε ην ζπκπιεξσκέλν ζύλνιν δεδνκέλσλ, κε 

ζθνπό λα θαλεί ζε πνηό βαζκό δύλαηαη λα βειηησζεί ε αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ. 

Σν ίδην κπνξεί λα γίλεη θαη εθαξκόδνληαο ηε 2
ε
 ζηξαηεγηθή, ώζηε λα δηαπηζησζεί ν 

βαζκόο ζηνλ νπνίν επεξεάδνπλ ηα κε πιήξε δεδνκέλα ηε δπλαηόηεηα εύξεζεο 

εμαξηήζεσλ αλάκεζα ζηηο κεηαβιεηέο ησλ constrained based αιγόξηζκσλ gs θαη iamb.  
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