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Πρόλογος

Στην εργασvία αυτή θα μελετήσvουμε τη βιβλιογραφία πάνω σvτην εκτίμησvη των μετο-

χικών δεικτών, η τιμή των οποίων θεωρείται ίσvη με την παρούσvα αξία όλων των αναμενό-

μενων προεξοφλημένων μερισvμάτων που πληρώνοται σvε βάθος χρόνου, με τη βοήθεια

χρηματοοικονομικών παραγώγων. Συγκεκριμένα, θα ασvχοληθούμε με τη μελέτη των

Jac. Kragt, Frank de Jong και Joost Driessen με τίτλο “The Dividend Term Structure”,

η οποία δημοσvιεύτηκε πρόσvφατα σvτο επισvτημονικό περιοδικό “Journal of Financial and

Quantitative Analysis” (Kragt, et. al. 2019). Στη σvυγκεκριμένη μελέτη, οι ερευνητές

έλαβαν υπόψιν ότι οι τιμές των δεικτών αυτών περιέχουν τη μεταβολή του προεξοφλημέ-

νου μερίσvματος σvτον χρόνο και κατασvκεύασvαν δύο μοντέλα που περιγράφουν την κίνησvη

αυτή.

Το πρώτο μοντέλο είναι δύο μεταβλητών και οι τιμές των παραγώγων, τα οποία

έχουν ως υποκείμενο τίτλο τα μερίσvματα, προέρχονται από τέσvσvερις μεγάλες αγορές,

τις Eurostoxx 50, Nikkei 225, FTSE 100 και S&P 500. Τα παράγωγα αυτά έχουν τη

μορφή είτε σvυμβολαίων μελλοντικής εκπλήρωσvης (futures), τα δεδομένα των οποίων αντ-

λούνται από τα χρηματισvτήρια, είτε σvυμβολαίων ανταλλαγής, η σvυναλλαγή των οποίων

γίνεται εξωχρηματισvτηριακά (OTC Swaps). ΄Επειτα, έκαναν μια παλινδρόμησvη για ακόμα

καλύτερη και ακριβή εκτίμησvη της σvχέσvης της τιμής του δείκτη μιας μετοχής με τις τιμές

των παραγώγων καθώς και των επιτοκίων και προχώρησvαν σvτη σvύγκρισvη με το δεύτερο

μοντέλο, το οποίο αποτελείται από μία μεταβλητή. Το αποτέλεσvμα της παλινδρόμησvης

ήταν ότι οι τιμές των μετοχικών δεικτών εκτιμήθηκαν κατά 55% περίπου. Τέλος,

έκαναν την ίδια διαδικασvία για το αντίσvτοιχο μοντέλο μιας μεταβλητής και κατέληξαν

σvτο σvυμπέρασvμα ότι οι μετοχικοί δείκτες εκτιμήθηκαν με μεγαλύτερη ακρίβεια για το

μοντέλο δύο μεταβλητών, οπότε προτιμήθηκε αυτό.





Εισvαγωγή

Το άρθρο που μελετάμε, του οποίου σvυγγραφείς είναι οι Jac Kragt, Frank de

Jong και Joost Driessen, οι οποίοι ασvχολήθηκαν με την εκτίμησvη δύο μοντέλων που

εκτιμούν τη μεταβολή του προεξοφλημένου μερίσvματος, και όχι των τιμών των μετοχών,

χρησvιμοποιώντας τιμές των παραγώγων βασvισvμένων σvτα μερίσvματα από τέσvσvερις μεγάλες

αγορές μετοχών, τις FTSE 100, Nikkei 225, S&P500 και Eurostoxx 50. Προσvπάθησvαν

να δουν πως η δομή της κίνησvης των μερισvμάτων θα μειώσvει το σvφάλμα σvτην δυναμική

ανάλυσvη της αξίας των μετοχών. Κύρια μεταβλητή είναι τα παράγωγα μερισvμάτων και

όχι τα παράγωγα των μετοχών.

Διαπίσvτωσvαν, λοιπόν, ότι χρησvιμοποιώντας ένα υπόδειγμα μίας και μόνο μεταβλητής,

αρκεί για να περιγράψουν τη δομή της κίνησvης των τιμών των παραγώγων σvε μερίσvματα

και άρα να τιμολογήσvουν σvωσvτά τους μετοχικούς δείκτες. Η μεταβλητή αυτή ισvούται με

τη διαφορά μεταξύ της μεταβολής του μερίσvματος και το άθροισvμα του επιτοκίου χωρίς

ρίσvκο και του πριμ κινδύνου και καλείται μεταβολή του προεξοφλημένου μερίσvματος και

δεν απαιτεί τον προσvδιορισvμό των μερισvμάτων από μία ειδική και αυσvτηρά προσvδιορισvμένη

αγορά μερισvμάτων. Συνεπώς, δεν χρειάσvτηκε να θεωρήσvουν ξεχωρισvτές διαδικασvίες για

τις ερμηνευτικές μεταβλητές, καθώς αυτές σvυσvχετίζονται μεταξύ τους, γεγονός που

αποτελεί πλεονέκτημα της μελέτης τους.

Οι ίδιοι βασvίσvτηκαν σvτο υπόδειγμα των Jegadeesh και Penacchi (1996), οι οποίοι

κατασvκεύασvαν ένα μοντέλο δύο μεταβλητών για να περιγράψουν τη δομή της κίνησvης

των επιτοκίων σvτο χρόνο επιβάλλοντας μία κατάτμησvη των χρονισvμών σvε ανεξάρτητες

κατηγορίες βραχυχρόνιας και μακροχρόνιας επίδρασvης. Το πρώτο μοντέλο των Kragt,

Frank de Jong και Driessen, τους οποίους θα αναφέρουμε ως KFD, διατηρεί την

βάσvη του προηγούμενου παραμένοντας δύο μεταβλητών, όπου η μία μεταβλητή έχει

μικρή διάρκεια, έως ένα χρόνο, και η άλλη μεσvαία διάρκεια, από ένα έως τέσvσvερα

χρόνια. Επίσvης, η βραχυπρόθεσvμη μεταβλητή ακολουθεί μια σvτοχασvτική διαδικασvία με



mean reversion και καταλήγει σvε βάθος χρόνου σvτη μεσvοπρόθεσvμη μεταβλητή, η οποία

ακολουθεί με τη σvειρά της μια σvτοχασvτική διαδικασvία με mean reversion.

Στην οικονομετρία, για να προβλέψουμε μία τυχαία μεταβλητή, φτιάχνουμε ένα

σvύσvτημα εξισvώσvεων, την εξίσvωσvη μέτρησvης (measurement equation) και την εξίσvωσvη

κατάσvτασvης (state equation). Η εξίσvωσvη κατάσvτασvης είναι ουσvιασvτικά μια αναδρομική

σvχέσvη που μας δείχνει την εξέλιξη της τυχαίας μεταβλητής σvτο χρόνο. Η εξίσvωσvη

μέτρησvης μας δείχνει τη σvχέσvη της τυχαίας μεταβλητής με μία άλλη μεταβλητή, η οποία

περιέχει ένα σvύνολο από παρατηρούμενες τιμές ή αλλιώς ισvτορικά δεδομένα για τη

μεταβλητή που θέλουμε να προβλέψουμε. Οι παράμετροι του μοντέλου εκτιμήθηκαν

με τη μέθοδο μέγισvτης πιθανοφάνειας, και σvυγκεκριμένα με την τεχνική Kalman Fil-

ter. Το φίλτρο αυτό χρησvιμοποιήθηκε καθώς είναι ειδικό σvτο φιλτράρισvμα και σvτην

απομάκρυνσvη του θορύβου ενός σvυσvτήματος εξισvώσvεων, και επομένως των σvφαλμάτων.

Τα αποτελέσvματα της εκτίμησvης έδειξαν ότι το mean reversion του μοντέλου είναι

αρκετά ισvχυρό, που σvημαίνει ότι αφού η δεύτερη μεταβλητή καταλήξει σvτη μακροχρόνια

σvταθερά, το οποίο γίνεται σvε τρία με τέσvσvερα χρόνια, δηλαδή όσvο διαρκεί ένας κύκλος

μιας επιχείρησvης, διατηρεί την τιμή αυτή για πολλά χρόνια μετά. Αυτό σvημαίνει ότι οι

επενδυτές θα εκτιμήσvουν μόνο μέχρι το τέλος του κύκλου αυτού τα μερίσvματα, διότι μετά

δεν θα μεταβάλλονται. Τα αποτελέσvματα αυτά έρχονται σvε αντίθεσvη με τα αποτελέσvματα

πολλών εκτιμήσvεων αντίσvτοιχων μοντέλων, όπως αυτό των Bansal και Yaron (2004).

Στο μοντέλο αυτό, οι διαταραχές σvτην αναμενόμενη μεταβολή των μερισvμάτων είναι

αρκετά έντονες, σvε αντίθεσvη με το μοντέλο των Kragt, Frank de Jong και Driessen,

όπου παρατηρείται ισvχυρό mean reversion και επομένως η μεταβολή των μερισvμάτων

είναι σvχεδόν σvταθερή από ένα σvημείο και μετά.

Τα δεδομένα που χρησvιμοποιήθηκαν για την εκτίμησvη των παραμέτρων ήταν τιμές

παραγώγων με βάσvη τα μερίσvματα από τέσvσvερις αγορές, τις S&Ρ500, FTSE 100, Nikkei

225 και Eurostoxx 50. ΄Οσvον αφορά τις αγορές S&Ρ500 και FTSE 100, τα δεδομένα

που χρησvιμοποιήθηκαν ήταν Over The Counter (OTC), καθώς η σvυναλλαγή τους δεν



γίνεται υπό την επίβλεψη κάποιου χρηματισvτηρίου. Συνεπώς, τα δεδομένα αυτά ήταν

σvυμβόλαια ανταλλαγής μερισvμάτων (dividend swaps), ενώ για τις άλλες δύο αγορές

χρησvιμοποιήθηκαν δεδομένα σvυμβολαίων μελλοντικής εκπλήρωσvης μερισvμάτων (divi-

dend futures). Τα δεδομένα αυτά είχαν ληκτότητες έως δέκα χρόνια. Επίσvης, οι εξ-

ισvώσvεις μέτρησvης (measurement equations) περιέχουν τιμές των παραγώγων με ετήσvιες

ληκτότητες, ενώ οι εξισvώσvεις κατάσvτασvης (state equations) περιέχουν καθημερινές

αυξήσvεις του προεξοφλημένου μερίσvματος. Ακόμη, οιKragt, Frank de Jong καιDriessen

παρατήρησvαν ότι η κατανομή των μερισvμάτων που πληρώνονται κάθε χρόνο δεν είναι

ομαλή, καθώς, για παράδειγμα, σvτην αγορά Eurostoxx 50 το 60% των μερισvμάτων που

επρόκειτο να δοθούν μέχρι το τέλος του χρόνου είχαν δοθεί μόλις μέχρι την άνοιξη για

τα δεδομένα του 2005-2013. Για το λόγο αυτό, χρησvιμοποίησvαν τιμές παραγώγων με

σvταθερή λήξη, φτιάχνοντας ένα σvχήμα που να ομαλοποιεί την κατανομή των μερισvμάτων,

το οποίο φαίνεται παρακάτω:

FCM(i) = (1− wi)Ft,n + wiFt,n+1, όπου:

Ft,n η τιμή του παραγώγου που λήγει n-οσvτό σvτη σvειρά από την παρατηρούμενη ημέρα i

Ft,n+1 η τιμή του παραγώγου που λήγει ένα χρόνο μετά το Ft,n

Στη σvυνέχεια έδειξαν ότι το μοντέλο αυτό είναι ισvχυρότερο από το αντίσvτοιχο μοντέλο

μίας μεταβλητής, μικρής διάρκειας. Αυτό το έκαναν εκτιμώντας εκ νέου τις παραμέτρους

του μοντέλου μίας μεταβλητής, όπου παρατήρησvαν ότι τα σvφάλματα ήταν μεγαλύτερα

καθώς επίσvης ότι οι εκτιμήσvεις των παραμέτρων που σvχετίζονται με το mean reversion

του μοντέλου ήταν χειρότερες. Η διαφορά των Kragt, Frank de Jong και Driessen

από τους Binsbergen, Brandt και Koijen είναι ότι μελέτησvαν περισvσvότερες αγορές, και

σvυγκεκριμένα τις S&P500, Nikkei 225, FTSE 100 και Eurostoxx 50. Επίσvης, χρησvι-

μοποίησvαν μία ακόμη μεταβλητή μέσvης διάρκειας, έτσvι ώσvτε να χωρίσvουν το χρονικό

διάσvτημα που μελετάνε σvε βραχυπρόθεσvμο, το οποίο φτάνει μέχρι ένα χρόνο, μεσvο-

πρόθεσvμο, το οποίο φτάνει μέχρι τα τέσvσvερα χρόνια, και μακροπρόθεσvμο. Συνεπώς,



χρησvιμοποίησvαν ένα μοντέλο δύο μεταβλητών για να μοντελοποιήσvουν τη μεταβολή του

προεξοφλημένου μερίσvματος σvτο χρόνο.

Τώρα, έχοντας τις εκτιμήσvεις αυτές μπόρεσvαν πλέον να περιγράψουν τη μεταβολή

του προεξοφλημένου μερίσvματος σvτον χρόνο και άρα να εκτιμήσvουν τους μετοχικούς

δείκτες, καθώς η μεταβολή αυτή εμπεριέχεται σvτην παρούσvα αξία των αναμενόμενων

προεξοφλημένων μερισvμάτων, η οποία μας δίνει την τιμή της μετοχής.

Κατέληξαν σvτο σvυμπέρασvμα ότι οι μετοχικοί δείκτες υπερεκτιμήθηκαν για τα δε-

δομένα της αγοράς Eurostoxx 50, ενώ υποεκτιμήθηκαν για τα δεδομένα της αγοράς

Nikkei 225.

΄Επειτα έκαναν μια παλινδρόμησvη. Στην απλή γραμμική παλινδρόμησvη έχουμε ένα

σvύνολο με δείγματα τιμών x,y. Σκοπός είναι να βρούμε ένα απλό μαθηματικό μοντέλο,

το οποίο να περιγράφει την σvχέσvη αυτών των δύο μεταβλητών, την x και την y. Το απλό

μαθηματικό μοντέλο που αναζητούμε είναι μια ευθεία γραμμή της μορφής f(x) = y =

αx + β, η οποία ταιριάζει καλύτερα σvτο σvύνολο των δειγμάτων. ΄Εχοντας το μοντέλο

μπορούμε να προβλέψουμε τις τιμές του y για νέες τιμές του x. Για να βρεθεί αυτή η

ευθεία, δηλαδή οι παράμετροι α και β, μπορεί να χρησvιμοποιηθεί η μέθοδος ελαχίσvτων

τετραγώνων, κατά την οποία προσvπαθούμε να βρούμε μια ευθεία όπου η απόσvτασvη κάθε

σvημείου xi,yi είναι ελάχισvτη. Η παλινδρόμησvη αυτή, λοιπόν, που εφάρμοσvαν ήταν της

παρακάτω μορφής:

Δln(St) = α + βΔln(Ft) + βΔψt + βΔln(PDt) + ε, όπου:

St οι μετοχικοί δείκτες για τις αγορές Eurostoxx 50, Nikkei 225, S&P500 και FTSE

100

Ft οι τιμές των παραγώγων με σvταθερή ληκτότητα που λήγουν πρώτα σvε σvειρά από την

παρατηρούμενη ημέρα

ψt το επιτόκιο άνευ ρίσvκου

PDt το άθροισvμα των σvημερινών τιμών όλων των αναμενόμενων μερισvμάτων του μον-

τέλου



Τα αποτελέσvματα της παλινδρόμησvης έδειξαν ότι οι μετοχικοί δείκτες και των τεσvσvάρων

αγορών μπορούν να εκτιμηθούν με αρκετά καλή ακρίβεια, της τάξης του 55% περίπου

για κάθε αγορά.

Τέλος, έκαναν την ίδια διαδικασvία χρησvιμοποιώντας το αντίσvτοιχο μοντέλο μιας

μεταβλητής. Παρατήρησvαν ότι το μοντέλο δύο μεταβλητών μπορούσvε να περιγράψει

καλύτερα τη μεταβολή του προεξοφλημένου μερίσvματος σvτον χρόνο, και άρα να εκτιμήσvει

καλύτερα τους μετοχικούς δείκτες. Αυτό φαίνεται τόσvο από τα σvφάλματα της εκτίμησvης

των παραμέτρων, όπου είναι εμφανώς μικρότερα, αλλά και από την παλινδρόμησvη, όπου

το μοντέλο αυτό περιγράφει σvε μεγαλύτερο βαθμό τη σvχέσvη των μετοχικών δεικτών με

τις υπόλοιπες μεταβλητές.

Η δομή της εργασvίας, είναι η ακόλουθη. Στο κεφάλαιο 1 θα αναφέρουμε κάποιες

βασvικές έννοιες και ορισvμούς από τα χρηματοοικονομικά, τις σvτοχασvτικές διαδικασvίες

και τις πιθανότητες, για να είναι όσvο το δυνατόν πιο κατανοητά σvτο μέσvο αναγνώσvτη τα

όσvα θα περιγράψουμε σvτα επόμενα κεφάλαια.

Στο κεφάλαιο 2 θα δείξουμε πως υπολογίσvτηκε από τους σvυγγραφείς η παρούσvα αξία

όλων των αναμενόμενων μερισvμάτων, όπου προέκυψε η μεταβλητή που μοντελοποίησvαν,

δηλαδή η μεταβολή του προεξοφλημένου μερίσvματος. Η μοντελοποίησvη αυτή έγινε θεω-

ρώντας ένα σvύσvτημα δύο σvτοχασvτικών διαφορικών εξισvώσvεων, όπου η πρώτη μεταβλητή

είναι η μέσvη τιμή της μεταβολής του προεξοφλημένου μερίσvματος, η οποία ακολουθάει

μια σvτοχασvτική διαδικασvία με mean reversion και καταλήγει σvε βάθος χρόνου σvε μία

άλλη μεταβλητή, η οποία με τη σvειρά της ακολουθάει μια σvτοχασvτική διαδικασvία με

mean reversion και καταλήγει σvε μια μακροχρόνια σvταθερά. Από τη λύσvη του σvυσvτήμα-

τος αυτού προέκυψαν οι εξισvώσvεις κατάσvτασvης, οι οποίες με κατάλληλη επεξεργασvία

οδήγησvαν σvτις εξισvώσvεις μέτρησvης. Στο σvύσvτημα των εξισvώσvεων κατάσvτασvης και

μέτρησvης εφαρμόσvτηκε η μέθοδος μέγισvτης πιθανοφάνειας και σvυγκεκριμένα η τεχνική

Kalman Filter για την εκτίμησvη των παραμέτρων. Στη σvυνέχεια γίνεται η ίδια διαδικασvία

για το μοντέλο μιας μεταβλητής, για να γίνει σvύγκρισvη των δύο αυτών μοντέλων. Το



αποτέλεσvμα ήταν ότι το μοντέλο δύο μεταβλητών είχε μικρότερο σvφάλμα σvτην εκτίμησvη

των παραμέτρων, σvυνεπώς ήταν προτιμότερο.

Στο κεφάλαιο 3 δείχνουμε πως οι KFD χρησvιμοποίησvαν τα αποτελέσvματα της εκ-

τίμησvης των παραμέτρων, όπως επίσvης τις τιμές των παραγώγων μερισvμάτων από τις

4 μεγάλες αγορές, για να εκτιμήσvουn τους μετοχικούς δείκτες. Το αποτέλεσvμα της

εκτίμησvης ήταν ότι οι μετοχικοί δείκτες υπερεκτιμήθηκαν για τα δεδομένα της αγοράς

Eurostoxx 50, ενώ υποεκτιμήθηκαν για τα δεδομένα της αγοράς Nikkei 225. Για το λόγο

αυτό, αποφάσvισvαν να κάνουν μια παλινδρόμησvη. Το αποτέλεσvμα της παλινδρόμησvης

ήταν ότι οι τιμές των μετοχικών δεικτών εκτιμήθηκαν κατά 55% περίπου. Τέλος,

έκαναν την ίδια διαδικασvία για το αντίσvτοιχο μοντέλο μιας μεταβλητής και κατέληξαν

σvτο σvυμπέρασvμα ότι οι μετοχικοί δείκτες εκτιμήθηκαν με μεγαλύτερη ακρίβεια για το

μοντέλο δύο μεταβλητών, οπότε προτιμήθηκε ξανά αυτό.





Chapter 1

Προαπαιτούμενη γνώσvη

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφέρουμε κάποιες βασvικές έννοιες από τα χρηματοοικονομικά,

τις πιθανότητες και τις σvτοχασvτικές διαδικασvίες, έτσvι ώσvτε να είναι κατανοητά από τον

μέσvο αναγνώσvτη τα όσvα θα αναλύσvουμε σvτη σvυνέχεια της εργασvίας.

1.1 Βασvικές έννοιες από τα Χρηματοοικονομικά

Ορισvμός 1.1.1 Χρεόγραφο (asset) είναι ένα επενδυτικό διαπραγματεύσvιμο προϊόν

που εκδίδεται από μια κυβέρνησvη, μια εταιρία ή κάποιο άλλο οργανισvμό, αντιπροσvωπεύει

οικονομική αξία και αποτελεί αποδεικτικό χρέους ή δικαίωμα σvε διανεμόμενα κέρδη.

Το νομικό πρόσvωπο που εκδίδει χρεόγραφα ονομάζεται εκδότης (issuer) ενώ σvε αυτά

περιλαμβάνονται:

1) Ομόλογα (Bonds)

2) Μετοχές (Shares)

3) ΄Εντοκα γραμμάτια Δημοσvίου

4) Μερίδια αμοιβαίων κεφαλαίων

5) Προθεσvμιακά σvυμβόλαια (Forwards)

6) Συμβόλαια μελλοντικής εκπλήρωσvης (Futures)

7) Συμβόλαια δικαιωμάτων προαίρεσvης (Options)
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8) Παρασvτατικά απόκτησvης μετοχών (Warrants)

Παρακάτω θα παρουσvιάσvουμε κάποια βασvικά σvτοιχεία των χρεογράφων που θα ασvχολ-

ηθούμε κυρίως.

Ορισvμός 1.1.2 Ομόλογο είναι ένα χρεόγραφο, και πιο σvυγκεκριμένα ένα δάνειο,

για το οποίο ο εκδότης έχει την υποχρέωσvη να καταβάλει, σvτη λήξη της σvύμβασvης,

την ονομασvτική αξία αυτού και σvτην περίπτωσvη των ομολόγων με κουπόνι, σvε τακτά

προκαθορισvμένα διασvτήματα ποσvό χρημάτων/τόκους (το κουπόνι).

Ορισvμός 1.1.3 Ονομασvτική Αξία (Face Value) είναι το αρχικό ποσvό έκδοσvης του

χρεογράφου το οποίο ο εκδότης υπόσvχεται να αποπληρώσvει σvτην ημερομηνία λήξης του

ομολόγου.

Ορισvμός 1.1.4 Το κουπόνι ομολόγου είναι το τμήμα του ομολόγου, το οποίο

αποκόβεται και προσvκομίζεται σvτον εκδότη, σvε σvυγκεκριμένη ημερομηνία, προκειμένου

να εισvπραχθεί ο τόκος που αναγράφεται πάνω σvε αυτό. Γενικότερα, το κουπόνι εκφράζει

το ποσvό ή το επιτόκιο επί της ονομασvτικής αξίας που αποφέρει σvε τακτά χρονικά

διασvτήματα ένας ομολογιακός τίτλος, έσvτω και αν αυτός είναι άυλος.

Ορισvμός 1.1.5 Μετοχές είναι τα μερίδια ιδιοκτησvίας σvε μια επιχείρησvη.

Είναι απαιτήσvεις πάνω σvτα εισvοδήματά της, και προσvφέρουν τη δυνατότητα όχι μόνο

της σvυμμετοχής του επενδυτικού κοινού σvτο κεφάλαιο της, αλλά και τη δυνατότητα σvτην

επιχείρησvη να αντλεί τα απαιτούμενα για επενδύσvεις κεφάλαια. Οι μετοχές θεωρούνται

μακροπρόθεσvμα προϊόντα επειδή δεν έχουν σvυγκεκριμένη ημερομηνία λήξεως, και περι-

οδικά οι επιχειρήσvεις διανέμουν μέρος ή το σvύνολο των κερδών τους (εάν υπάρχουν)

σvτους μετόχους υπό μορφή μερίσvματος. ΄Οσvο υψηλότερο είναι το καθαρό εισvόδημα της

επιχείρησvης, τόσvο μεγαλύτερη η απόδοσvη για τους μετόχους. Το βασvικό πλεονέκτημα

των μετοχών είναι ότι οι κάτοχοι τους σvυμμετέχουν πλήρως σvτην αύξησvη της κερδο-

φορίας ή του ενεργητικού της επιχείρησvης, ενώ έχουν και περιορισvμένη ευθύνη (limited

liability).
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Ορισvμός 1.1.6 Μέρισvμα είναι το μερίδιο ανά μετοχή των καθαρών κερδών μιας

εταιρείας που διανέμεται σvτους μετόχους της.

Τα μερίσvματα σvυνήθως δίνονται σvε μετρητά αλλά μπορούν να δοθούν και με την

μορφή μετοχών ή άλλων περιουσvιακών σvτοιχείων. Τα μερίσvματα παρέχουν ένα κίνητρο

σvτους επενδυτές να κατέχουν μετοχές από μεγάλες εταιρίες ακόμα και αν δεν αναμένεται

μεγάλη ανάπτυξη από αυτές. Το μέρισvμα σvυνήθως αναφέρεται με όρους χρηματικής

αξίας, δηλαδή πόσvα ευρώ θα αποδώσvει κάθε μετοχή, αλλά μπορεί να αναφέρεται επίσvης

ως ποσvοσvτό επί της αγοραίας αξίας της μετοχής, όρος γνωσvτός και ως μερισvματική

απόδοσvη. Οι εταιρίες δεν είναι υποχρεωμένες να αποδώσvουν μέρισvμα. Οι εταιρίες που

προσvφέρουν μέρισvμα είναι σvυνήθως εταιρίες που έχουν περάσvει το σvτάδιο της ανάπτυξης

και δεν χρειάζεται πλέον να επανεπενδύουν σvυνεχώς τα κέρδη τους, έτσvι επιλέγουν

να πληρώσvουν τους μετόχους τους. Αντιθέτως, οι εταιρίες υψηλής ανάπτυξης σvπάνια

προσvφέρουν μέρισvμα, γιατί όλα τα κέρδη τους επανεπενδύονται για να διατηρηθεί αυτή

η ανάπτυξη.

Ορισvμός 1.1.7 Παράγωγο (derivative) είναι ένα χρηματοοικονομικό προϊόν του

οποίου η αξία εξαρτάται / παράγεται από την τιμή ενός ή περισvσvότερων αγαθών (under-

lyings) (Παπαπαντολέων, 2019).

Ουσvιασvτικά, δηλαδή, πρόκειται για ένα αξιόγραφο, η τιμή του οποίου καθορίζεται με

άμεσvο τρόπο από την τιμή του υποκείμενου τίτλου. Σε κάθε τέτοιο σvυμβόλαιο υπάρχουν

δύο αντισvυμβαλλόμενοι. Ο ένας έχει τη θέσvη του αγορασvτή (long position) ενώ ο

άλλος έχει τη θέσvη του πωλητή (short position). Τα υποκείμενα προϊόντα από τα οποία

προέρχεται ένα παράγωγο μπορεί να είναι είτε προϊόντα που τίθενται υπό διαπράγματευσvη

σvε μία οργανωμένη αγορά, όπως ένα χρηματισvτήριο, είτε προϊόντα που δεν τίθενται υπό

διαπράγματευσvη σvε οργανωμένες αγορές. Σε γενικές γραμμές, τα υποκείμενα προϊόντα

μπορεί να είναι σvχεδόν οτιδήποτε από εμπορεύσvιμες μετοχές και ομόλογα μέχρι αγροτικά

προϊόντα (π.χ. σvιτάρι) και μέταλλα (π.χ. χρυσvός).
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1.2 Κατηγορίες Παραγώγων Προϊόντων

Τα πιο γνωσvτά παράγωγα προϊόντα είναι τα παρακάτω:

α) Προθεσvμιακά Συμβόλαια (Forward Contracts)

Προθεσvμιακό σvυμβόλαιο (forward contract) είναι μία σvημερινή σvυμφωνία και υπ-

οχρέωσvη για μία αγοραπωλησvία σvε προκαθορισvμένη μελλοντική χρονική σvτιγμή (ma-

turity) και σvε προκαθορισvμένη τιμή (delivery price). Η σvυμφωνία κλείνεται σvυνήθως

μεταξύ χρηματοπισvτωτικών οργανισvμών, ή μεταξύ χρηματοπισvτωτικών οργανισvμών και

των πελατών τους.

β) Συμβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσvης (Future Contracts)

Eνα Συμβόλαιο Μελλοντικής Εκπλήρωσvης (ΣΜΕ), όπως και σvτη περίπτωσvη των

Προθεσvμιακών Συμβολαίων, αποτελεί μία σvυμφωνία μεταξύ δύο αντισvυμβαλλομένων.

Από τους αντισvυμβαλλομένους, ο ένας οφείλει να αγοράσvει (long position) και ο άλλος

να πουλήσvει (short position), μία προκαθορισvμένη ποσvότητα ενός αγαθού, σvε μία προκα-

θορισvμένη ημερομηνία σvτο μέλλον (ημερομηνία λήξης του σvυμβολαίου), σvε μία προκα-

θορισvμένη τιμή σvυναλλαγής (Binsbergen, 2013). Το μέρος που έχει θέσvη long αναμένει

άνοδο της τιμής του αγαθού ενώ αντίθετα το μέρος που έχει θέσvη short αναμένει πτώσvη

σvτη τιμή του αγαθού. Εμείς θα ασvχοληθούμε με τα Συμβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσvης

μερισvμάτων, τα οποία ήταν ιδέα του Michael Brennan (Brennan, 1998) και εισvήχθησvαν

σvτην αγορά τις αρχές της δεκαετίας του 2000. Σε ένα τέτοιο σvυμβόλαιο, ο αγορασvτής του

πληρώνει ένα ποσvό που έχει σvυμφωνηθεί με τον πωλητή σvτην αρχή του σvυμβολαίου, και

ο πωλητής πληρώνει όλα τα μερίσvματα μιας εταιρίας που πληρώθηκαν κατά το έτος που

λαμβάνει μέρος η σvυμφωνία (Binsbergen, 2012). Για παράδειγμα, μια εταιρία πλήρωσvε

το 2018 μέρισvμα ύψους 100 ευρώ ανά μετοχή. Τότε, αν ένας επενδυτής αγόρασvε ένα

σvυμβόλαιο μελλοντικής εκπλήρωσvης μερισvμάτων για το 2018 σvτην τιμή των 95 ευρώ,

τότε κέρδισvε 5 ευρώ για κάθε σvυμβόλαιο.

Στα μέσvα του 2008, το Χρηματισvτήριο της Ευρώπης (Eurex Exchange) εισvήγαγε τα

σvυμβόλαια μελλοντικής εκπλήρωσvης μερισvμάτων σvτην αγορά Euro Stoxx 50, η οποία
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είναι η πιο ενεργή σvε εμπορικές σvυναλλαγές (tradings) σvτην Ευρώπη (Willkens, 2010).

Τα ΣΜΕ σvυναλλάσvσvονται καθημερινά σvε κάποιο οργανωμένο χρηματισvτήριο όπως για

παράδειγμα σvτο Χρηματισvτήριο Παραγώγων Αθηνών. Κατά σvυνέπεια τέτοια προϊόντα

θεωρούνται τυποποιημένα εξαιτίας των προκαθορισvμένων χαρακτηρισvτικών που έχει

ορίσvει το εκάσvτοτε Χρηματισvτήριο. Επιπλέον υπάρχει εγγύησvη του χρηματισvτηρίου

για την εκπλήρωσvη των σvυμβολαίων. Αντίθετα, η διαπραγμάτευσvη των προθεσvμιακών

σvυμβολαίων γίνεται κυρίως σvτην εξωχρηματισvτηριακή αγορά (Over The Counter). Οι

δύο αντισvυμβαλλόμενοι σvε ένα ΣΜΕ οφείλουν να καταθέσvουν ένα ποσvό σvε μορφή

εγγύησvης σvε ένα σvυγκεκριμένο λογαριασvμό περιθωρίου που τους ανοίγει η Χρημα-

τισvτηριακή τους. Ο λογαριασvμός αυτός ονομάζεται margin account και το ποσvοσvτό

της εγγύησvης αποτελεί ένα μέρος της αξίας της σvυναλλαγής. Το ύψος της εγγύησvης

χωρίζεται σvε δύο μέρη, το Maintenance Margin και το Variation Margin. Το πρώτο

αποτελεί το ελάχισvτο ποσvό χρημάτων που πρέπει να βρίσvκεται ανα πάσvα σvτιγμή σvτο

λογαριασvμό εγγύησvης, ενώ το δεύτερο αποτελεί την ασvφάλεια μέχρι κάποιος να πέσvει

σvτο Maintenance margin. Σε περίπτωσvη που ο λογαριασvμός margin πέσvει κάτω από το

επίπεδο του Maintenance τότε αντισvυμβαλλόμενος δέχεται το λεγόμενο "margin call".

Επικοινωνεί δηλαδή η Χρηματισvτηριακή μαζί του και του ζητά να καταθέσvει επιπλέον

χρήματα προκειμένου να φθάσvει πάλι σvτο επίπεδο πάνω από το maintenance margin.

γ) Δικαιώματα Προαίρεσvης

Συμβόλαια δικαιωμάτων προαίρεσvης είναι σvυμβόλαια για μελλοντικές αγοροπωλησvίες

χρεογράφων, παρόμοια με τα σvυμβόλαια μελλοντικής εκπλήρωσvης (ΣΜΕ). Η βασvική τους

διαφορά με τα ΣΜΕ είναι ότι δίνουν σvτον αγορασvτή το δικαίωμα αλλά όχι την υποχρέωσvη

να ζητήσvει την εκπλήρωσvη της σvυμφωνίας. Στα σvυμβόλαια δικαιωμάτων προαίρεσvης

δηλαδή, ο αγορασvτής (holder) αποκτά το δικαίωμα να αγοράσvει ή να πουλήσvει έναν

υποκείμενο τίτλο σvε μία σvυγκεκριμένη μελλοντική σvτιγμή και για προκαθορισvμένη τιμή

(τιμή εξάσvκησvης), πληρώνοντας την τιμή του δικαιώματος (option premium) χωρίς να

έχει καμία άλλη υποχρέωσvη. Εάν θέλει μπορεί να μην εξασvκήσvει αυτό το δικαίωμα οπότε
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απλά χάνει το κεφάλαιο που έδωσvε για την αγορά του δικαιώματος. Ο πωλητής (εκδότης

/ writer) πουλάει το δικαίωμα και λαμβάνει την τιμή του δικαιώματος, ενώ αποκτά την

υποχρέωσvη να αγοράσvει ή να πουλήσvει τα υποκείμενα μέσvα σvτην σvυγκεκριμένη μελλον-

τική σvτιγμή και για την προκαθορισvμένη τιμή, εάν αυτό απαιτηθεί από τον αγορασvτή.

δ) Swaps

Swap ή Σύμβασvη Ανταλλαγής αποτελεί μια σvυμφωνία μεταξύ δύο σvυμβαλλομένων για

ανταλλαγή μελλοντικών χρηματοροών (legs) με τρόπο που έχουν προκαθορίσvει μεταξύ

τους. Τα χρηματικά ποσvά που ανταλλάσvσvονται μπορεί να αναφέρονται σvε διαφορετικά

νομίσvματα και σvταθερά ποσvά. Αλλιώς μπορεί ένα σvταθερό ποσvό να ανταλλάσvσvεται με ένα

μεταβαλλόμενο, αβέβαιο ποσvό ή το ποσvό πληρωμής σvτο ένα νόμισvμα να είναι σvταθερό

ενώ σvτο άλλο μεταβαλλόμενο. Οι βασvικότερες κατηγορίες swap είναι οι εξής:

1) Συμβάσvεις Ανταλλαγής Επιτοκίων (interest rates swap)

2) Συμβάσvεις Ανταλλαγής Νομισvμάτων (currency swap)

3) Συμβάσvεις Ανταλλαγής Εμπορευμάτων (commodities swap)

4) Συμβάσvεις Ανταλλαγής Μετοχών (equity swap)

5) Συμβάσvεις Ανταλλαγής Μερισvμάτων (dividend swap)

Εμείς θα ασvχοληθούμε με τις σvυμβάσvεις ανταλλαγής μερισvμάτων. Μια τέτοια σvύμ-

βασvη είναι μία διαπραγμάτευσvη που γίνεται κυρίως σvτην εξωχρηματισvτηριακή αγορά

(Over The Counter) μεταξύ δύο αντισvυμβαλλόμενων (Manly, 2008). Ο αγορασvτής του

σvυμβολαίου οφείλει να πληρώσvει τον κάτοχό του ένα προκαθορισvμένο χρηματικό ποσvό

σvε μία προκαθορισvμένη ημερομηνία σvτο μέλλον (ημερομηνία λήξης του σvυμβολαίου) και

να πάρει από τον ίδιο τα μερίσvματα που πληρώθηκαν κατά τη διάρκεια του έτους που

λαμβάνει χώρα η σvυμφωνία. Πιο σvυγκεκριμένα, τα μερίσvματα που πληρώνονται σvε ένα

έτος αφορούν την περίοδο μεταξύ της επόμενης ημέρας από την τρίτη Παρασvκευή του

Δεκεμβρίου του προηγούμενου έτους και της τρίτης Παρασvκευής του Δεκεμβρίου του

τρέχοντος έτους (Cejnek, 2015). Τα μερίσvματα μπορεί να αφορούν μια επιχείρησvη ή
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ένα σvύνολο επιχειρήσvεων. Δηλαδή, η τιμή του swap είναι ουσvιασvτικά το προεξοφλημένο

αναμενόμενο μέρισvμα τη σvτιγμή της λήξης.

Επίσvης θα ασvχοληθούμε με τα Συμβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσvης, τα οποία αποτελούν

προθεσvμιακά σvυμβόλαια, που σvημαίνει ότι είναι δεσvμευτικές υποχρεώσvεις και σvυμφωνίες

για αγορές και πωλήσvεις περιουσvιακών σvτοιχείων, μεταξύ ενός πωλητή και ενός αγο-

ρασvτή, σvε μία προκαθορισvμένη τιμή (delivery price) και σvε μια προκαθορισvμένη χρονική

σvτιγμή σvτο άμεσvο μέλλον (maturity). Μιλώντας για περιουσvιακά σvτοιχεία, σvε αυτά

σvυμπεριλαμβάνονται χρηματοοικονομικοί τίτλοι, όπως χρηματισvτηριακοί δείκτες (FTSE,

LIBOR), ομόλογα, επιτόκια, τιμές σvυναλλάγματος ή ακόμα και προϊόντα, όπως αγροτικά

προϊόντα, ορυκτά, και προϊόντα που αφορούν την ενέργεια. ΄Ενα ενδεικτικό παράδειγμα

Συμβολαίου Μελλοντικής Εκπλήρωσvης είναι η αγορά 1000 βαρελιών αργού πετρελαίου,

σvε τιμή 55$ ανά βαρέλι (159 Lt) σvτις 31/10/2019, με την σvυμφωνία για παράδοσvή τους σvε

έναν σvυγκεκριμένο χώρο, σvτις 10/05/2019. Επίσvης, ένας επενδυτής ο οποίος αγοράζει

ένα Συμβόλαιο Μελλοντικής Εκπλήρωσvης χρηματισvτηριακού δείκτη, σvτην ουσvία αναλαμ-

βάνει την υποχρέωσvη να αγοράσvει σvτην προκαθορισvμένη τιμή (τιμή πράξης) το δείκτη,

την ημέρα λήξης του σvυμβολαίου, καθώς αναμένει την ενδεχόμενη άνοδο της τιμής

του σvτο άμεσvο μέλλον. Από την άλλη μεριά, ο πωλητής ενός Συμβολαίου Μελλον-

τικής Εκπλήρωσvης, από τη σvτιγμή που κλείνει τη σvυμφωνία, σvτην ουσvία αναλαμβάνει

την υποχρέωσvη να πουλήσvει σvτη σvυμφωνημένη τιμή το δείκτη την ημέρα λήξης του

σvυμβολαίου, καθώς προσvδοκά μία ενδεχόμενη πτώσvη του δείκτη. Στην πραγματικότητα,

ένας επενδυτής Συμβολαίου Μελλοντικής Εκπλήρωσvης, δεν είναι απαραίτητο να αναμένει

την ημέρα λήξης για να λάβει το αποτέλεσvμα είτε αυτό είναι ζημία είτε είναι κέρδος,

καθώς κάθε ημέρα πληρώνει τη ζημία ή εισvπράττει το κέρδος του, κάτι που εξαρτάται

από την κίνησvη της τιμής του Συμβολαίου Μελλοντικής Εκπλήρωσvης σvε σvχέσvη με την

προηγούμενη ημέρα. ΄Ενας επενδυτής ενός Συμβολαίου Μελλοντικής Εκπλήρωσvης,

είτε είναι πωλητής είτε είναι αγορασvτής, δεν εισvπράττει ή καταβάλλει την αξία του

Συμβολαίου Μελλοντικής Εκπλήρωσvης κατά την πράξη πώλησvης ή αγοράς του, παρά
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μόνο υποχρεούται να παρέχει ως ενέχυρο, ένα περιθώριο ασvφάλισvης (margin). ΄Ενα

άλλο παράδειγμα Συμβολαίου Μελλοντικής Εκπλήρωσvης είναι το εξής. ΄Εσvτω ότι ένας

πωλητής που προβλέποντας μια πτώσvη των τιμών των μετοχών που κατέχει, πωλεί ένα

Συμβολαίου Μελλοντικής Εκπλήρωσvης σvτην τρέχουσvα τιμή του δείκτη που είναι 5.500

μονάδες. Αν ο δείκτης μειωθεί σvτις 4.500 μονάδες μέχρι τη σvυμφωνημένη ημερομηνία

λήξης, τότε ο πωλητής θα κερδίσvει 5.500-4.500 = 1.000 μονάδες, ενώ εάν το κόσvτος

της κάθε μονάδας του δείκτη αξιολογείται σvτα 3 ευρώ τότε έχει ένα κέρδος 1.000 * 3

= 3.000 ευρώ. Ωσvτόσvο, σvτην περίπτωσvη που οι εκτιμήσvεις του δεν επαληθευθούν και ο

δείκτης διαμορφωθεί σvτις 7.000 μονάδες τότε θα χάσvει 1.500 μονάδες ή 4.500 ευρώ τα

οποία θα τα κερδίσvει ο αντισvυμβαλλόμενος αγορασvτής.

1.3 Βασvικές έννοιες από τις πιθανότητες

Ορισvμός 1.3.1 Εσvτω Ω ένα μη κενό σvύνολο. Μια κλάσvη F υποσvυνόλων του Ω

ονομάζεται σv-άλγεβρα αν ικανοποιεί τα παρακάτω:

1) Ω ∈ F

2) αν A∈F⇒Ac∈F

3) αν An∈F∀n⇒
∞⋃
n=1

An∈F

Θεώρημα 1.3.1 Radon−Nikodym

Εσvτω (Ω, F ) μετρήσvιμος χώρος σvτον οποίο ορίζονται δύο μέτρα µ και ν. Αν ν � µ,

τότε υπάρχει μετρήσvιμη σvυνάρτησvη f : Ω→[0,∞), τέτοια ώσvτε για κάθε A∈F να ισvχύει

ν(A) =
∫
A

fdµ (Κουτσvιμπέλα, 2018)

Θεώρημα 1.3.2 Εσvτω (Ω, F, P ) χώρος πιθανότητας και τυχαία μεταβλητήX∈L1.´Εσvτω

G μια υπο-σv-άλγεβρα της F . Τότε υπάρχει τυχαία μεταβλητή Y τέτοια ώσvτε:

1) Y να είναι G-μετρήσvιμη

2) E(|Y |) <∞

3)
∫
g

Y dP =

∫
g

XdP , ∀g∈G
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Η παραπάνω τ.μ. Y είναι μοναδική με την έννοια ότι αν και μια άλλη τ.μ. Y ′ ικανοποιεί

τις παραπάνω ιδιότητες, τότε Y = Y ′ σv.β.

Η ύπαρξη εξασvφαλίζεται από το Θεώρημα Radon−Nikodym, καθώς το g : G→[0, 1] με

Q(A) =
∫
A

XdP είναι μέτρο πιθανότητας.

Ορισvμός 1.3.2 Η τ.μ. Y του θεωρήματος 1.3.2 ονομάζεται υπό σvυνθήκη (ή

δεσvμευ-μένη) μέσvη τιμή της X δεδομένης της G και σvυμβολίζεται με Y = E(X|G).

1.4 Βασvικές έννοιες από τις Στοχασvτικές Διαδικασvίες

Ορισvμός 1.4.1 Μια σvτοχασvτική διαδικασvία είναι μία οικογένεια τυχαίων μεταβλητών

{X(t) : t∈T}, όπου t είναι μια παράμετρος που παίρνει τιμές σvε ένα κατάλληλα ορισvμένο

σvύνολο T . Το σvύνολο των τιμών που λαμβάνουν οι τυχαίες μεταβλητές {X(t) : t∈T}

καλείται χώρος κατασvτάσvεων (state space) της διαδικασvίας.

Ορισvμός 1.4.2 Μια σvτοχασvτική διαδικασvίαX : [0,+∞)×Ω→R λέγεται μετρήσvιμη

αν είναι μετρήσvιμη ως προς τη σv-άλγεβρα B([0,+∞))⊗F .

Ορισvμός 1.4.3 Η σvτοχασvτική διαδικασvία X = Xtt≥0 ονομάζεται προσvαρμοσvμένη

ως προς τη διήθησvη Ftt≥0 αν Xt είναι Ft-μετρήσvιμη για κάθε t≥0.

Ορισvμός 1.4.4 Μια σvτοχασvτική διαδικασvία {W (t) : t ≥ 0} λέγεται διαδικασvία

Wiener εάν:

(i) η {W (t) : t ≥ 0} έχει ανεξάρτητες προσvαυξήσvεις, δηλαδή οι τυχαίες μεταβλητές

Wt1 −Wt0 ,Wt2 −Wt1 , ...,Wtn −Wtn−1 είναι ανεξάρτητες, για 0 ≤ t1≤t2≤...≤tn

(ii) για κάθε 0≤s < t η προσvαύξησvη Wt −Ws ακολουθεί την κανονική κατανομή με

μέσvη τιμή μηδέν και διασvπορά t− s, δηλαδή Wt −Ws ∼ N(0, t− s)

(iii) με πιθανότητα 1 η Wt είναι σvυνεχής σvυνάρτησvη του t

Ορισvμός 1.4.5 Στοχασvτική διαφορική εξίσvωσvη λέγεται η διαφορική εξίσvωσvη σvτην

οποία ένας ή περισvσvότεροι όροι είναι σvτοχασvτικές διαδικασvίες, που σvημαίνει ότι η λύσvη

είναι και η ίδια σvτοχασvτική διαδικασvία.
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Για παράδειγμα η εξίσvωσvη dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt, όπου Wt μια διαδικασvία

Wiener, αποτελεί μια σvτοχασvτική διαφορική εξίσvωσvη. Ο πρώτος όρος είναι ένας όρος

τάσvης και αποτελεί το ντετερμινισvτικό μέρος της εξίσvωσvης και το δεύτερο άθροισvμα

αποτελεί τον όρο διάχυσvης και είναι μια σvτοχασvτική διαδικασvία.

Ορισvμός 1.4.6 Στοχασvτικές διαδικασvίες με mean reversion ονομάζονται οι δι-

αδικασvίες οι οποίες σvε βάθος χρόνου τείνουν να καταλήγουν σvτη μέσvη τιμή τους.

Για παράδειγμα, το μοντέλο Vasicek αποτελεί μια σvτοχασvτική διαδικασvία με mean

reversion, το οποίο περιγράφεται από την παρακάτω σvτοχασvτική διαφορική εξίσvωσvη:

drt = a1(b1 − rt) dt+ σdWt, όπου:

rt το επιτόκιο δανεισvμού

b1 η μέσvη τιμή σvτης σvτοχασvτικής διαδικασvίας

a1 η ταχύτητα του mean reversion, δηλαδή πόσvο γρήγορα θα καταλήξει η διαδικασvία

σvτη μέσvη τιμή b1σvε βάθος χρόνου

σ η μεταβλητότητα (volatility)

Wt διαδικασvία Wiener

Ορισvμός 1.4.7 Εσvτω (Ω, F, P ) χώρος πιθανότητας ως προς τον οποίο η B είναι

d-διάσvτατη διαδικασvία Wiener και Ft = FB
t , η διήθησvη που παράγει η Β. Κάθε ανέλιξη

X : [0,∞)×Ω→R ονομάζεται ανέλιξη Itô αν γράφεται ως:

Xt = X0+
t∫
0

u(s, ω)ds+
t∫
0

v(s, ω)dWs, όπου:

1) η X0 είναι F0-προσvαρμοσvμένη

2) οι u : [0,∞)×Ω→R, v = (vi)1≤i≤d : [0,∞)×Ω→Rd
μετρήσvιμες και προσvαρμοσvμένες

3) για κάθε t > 0 με πιθανότητα 1 ισvχύει ότι:
t∫
0

|u(s, ω)|ds <∞ και
t∫
0

vi (s, ω)2 ds <∞

∀i = 1, .., d

Θεώρημα 1.4.1 Ο τύπος του Itô

΄Εσvτω Xt = X0+
t∫
0

α(s)ds+
t∫
0

β(s)dWs, t ≥ 0 ανέλιξη Itô και f ∈ C1,2([0,∞)xR).

Τότε για όλα τα t ≥ 0 ισvχύει:

10



f(t,Xt)−f(0, X0) =
t∫
0

[∂f
∂t

(s,Xs)+a(s)∂f
∂x

(s,Xs)+
1
2
β2(s)∂

2f
∂x2 (s,Xs)]ds+

t∫
0

β(s)∂f
∂x

(s,Xs)dWs

(Σπηλιώτης, 2004)

Μια σvτοχασvτική διαφορική εξίσvωσvη έχει λύσvη αν υπάρχει διαδικασvία Itô Xt που την

ικανοποιεί. Στοχασvτικές διαφορικές εξισvώσvεις χρησvιμοποιούνται για την μοντελοποίησvη

σvυσvτημάτων που περιέχουν κάποιου είδους τυχαιότητας. Τέτοια προβλήματα προκύπ-

τουν, μεταξύ άλλων, σvε πολλά θέματα οικονομικών (μοντελοποίησvη μετοχών, μοντέλα

επιτοκίων σvτα χρηματοοικονομικά)
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Chapter 2

Κατασvκευή του μοντέλου

Σκοπός των ερευνητών του άρθρου που μελετάμε είναι η εκτίμησvη του δείκτη μιας

μετοχής, ο οποίος ισvούται με το άθροισvμα της παρούσvας αξίας όλων των προεξοφλημένων

αναμενόμενων μερισvμάτων που πρόκειται να δοθούν σvε βάθος n ετών, όπου n → ∞

(Cochrane, 2011). ΄Ελαβαν υπόψιν τους ότι τα μερίσvματα είναι εκείνα που επηρεάζουν

κυρίως τις τιμές των μετοχών (Campbell and Shiller, 1988). Εκτός από αυτά, αλλαγές

σvτις τιμές των μετοχών μπορούν να επιφέρουν και τα επιτόκια καθώς και τα risk premia

(Campbell and Shiller, 1988). Η τιμή αυτή, όπως θα δούμε, εμπεριέχει τη μεταβολή του

προεξοφλημένου μερίσvματος σvτο χρόνο, σvυνεπώς είναι απαραίτητο ένα μοντέλο που να

περιγράφει την κίνησvή του. Το μοντέλο των KFD, το οποίο θα περιγράψουμε, μοιάζει

με το μοντέλο κίνησvης των επιτοκίων, το οποίο έφτιαξαν οι Jegadeesh και Penacchi. Οι

ίδιοι χρησvιμοποίησvαν ένα μοντέλο δύο μεταβλητών, όπου η πρώτη μεταβλητή ακολουθεί

μια σvτοχασvτική διαδικασvία με mean reversion και καταλήγει σvε μια άλλη μεταβλητή, η

οποία επίσvης ακολουθεί μια διαδικασvία με mean reversion και καταλήγει σvε μια σvτα-

θερά. (Jegadeesh and Penacchi, 1996). Στο κεφάλαιο αυτό, λοιπόν, θα περιγράψουμε

αναλυτικά τη διαδικασvία αυτή.
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2.1 Εύρεσvη μεταβολής του προεξοφλημένου μερίσv-

ματος

΄Εσvτω (Ω, F, P ) χώρος πιθανότητας σvτον οποίο ορίζεται η σvτοχασvτική διαδικασvία Dt,

η οποία είναι το μέρισvμα που πληρώνεται τη χρονιά t. Επίσvης, ορίζουμε τη διύλισvη

F = (Ft)t≥0, όπου Ft = σ
(
(Du)0≤u≤t

)
η σv-άλγεβρα που παράγεται από τις Du. Τότε

θα ισvχύει ότι:

Dt+n = Dte

n∑
i=1

gt+i
, όπου:

gt+1 ο ρυθμός μεταβολής του μερίσvματος σvτο χρόνο [t, t+ 1]

Η σvημερινή αξία όλων των αναμενόμενων μερισvμάτων, λοιπόν, δίνεται από την παρακάτω

σvχέσvη:

Rt,n = Et

[
Dte

n∑
i=1

Πt+i

]
(2.1)

, όπου:

Rt,n η σvημερινή αξία μερισvμάτων που πληρώνονται μέχρι το έτος n και Et

[
Dte

n∑
i=1

Πt+i

]
=

Et

[
Dte

n∑
i=1

Πt+i
|Ft

]
Πt+1 = gt+1 +mt+1 = gt+1− yt− θt+1 η μεταβολή του προεξοφλημένου μερίσvματος σvτο

διάσvτημα [t, t+ 1]

yt το επιτόκιο μιας περιόδου χωρίς ρίσvκο (Risk-free rate)

θt+1 το πριμ Κινδύνου (Risk premium)

Ακίνδυνο επιτόκιο ή επιτόκιο μηδενικού κινδύνου είναι το επιτόκιο το οποίο μπορεί

να επιτευχθεί επενδύοντας σvε οικονομικά προϊόντα που δεν ενσvωματώνουν κίνδυνο.

Παράδειγμα αποτελούν τα κυβερνητικά ομόλογα, τα οποία θεωρούνται ως ακίνδυνες

επενδύσvεις, επειδή η πιθανότητα να πτωχεύσvει μία χώρα είναι πολύ μικρή. Επίσvης,

εκφράζει την μακροοικονομική πορεία της οικονομίας.
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Στα χρηματοοικονομικά, πριμ κινδύνου (Risk premium) ονομάζεται η ελάχισvτη χρηματική

αμοιβή η οποία αναμένεται ότι θα αποδοθεί από μια επένδυσvη με ρίσvκο. Στόχος είναι να

πεισvθεί οποιοσvδήποτε επενδυτής να προτιμήσvει την επένδυσvη αυτή από μία άλλη επένδυσvη

χωρίς ρίσvκο. Πρόκειται, ουσvιασvτικά για την ελάχισvτη αποζημίωσvη που επιθυμεί να έχει

ο επενδυτής για το ρίσvκο που ενδέχεται να πάρει.

Η (2.1) μπορεί να γραφτεί ως:

Rt,n = Et

[
Dte

n∑
i=1

gt+i+mt+i

]
(2.2)

, όπου:

mt+1 = − (yt + θt+1) σvτο [t, t+ 1]

Καθώς η Dt είναι μετρήσvιμη ως προς τη σv-άλγεβρα Ft, η (2.1) ⇒

⇒ Rt,n = DtEt

[
e

n∑
i=1

Πt+i

]
(2.3)

(2.3) ⇒ lnRt,n = ln

{
DtEt

[
e

n∑
i=1

Πt+i

]}
⇒ lnRt,n = lnDt + ln

[
Et

[
e

n∑
i=1

Πt+i

]]
⇒

⇒lnRt,n − lnDt = ln

[
Et

[
e

n∑
i=1

Πt+i

]]
΄Εσvτω ότι Πt ∼ N(µ, σ2)

Συνεπώς,

lnRt,n − lnDt≈ln

[
Et

[
e

n∑
i=1

Πt+i

]]
≈Et

[
n∑
i=1

Πt+i

]
+

1

2
V art

[
n∑
i=1

Πt+i

]
(2.4)

Η παραπάνω σvχέσvη απαιτεί τον υπολογισvμό δύο εκ των τριών μεταβλητών, και σvυγκεκριμένα

των Rt,n,Πt+i και Dt. Επίσvης, η ποσvότητα − (lnRt,n−lnDt)
n

είναι γνωσvτή ως “μετοχική

απόδοσvη” (equity yield) (Binsbergen, 2013).
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2.2 Εύρεσvη σvχέσvης μεταξύ σvημερινής αξίας μερισvμάτων

και παραγώγων

΄Οσvον αφορά την πρώτη μεταβλητή, θα δείξουμε τη σvχέσvη που σvυνδέει τη σvημερινή αξία

όλων των αναμενόμενων μερισvμάτων με τις τιμές των παραγώγων, και σvυγκεκριμένα των

σvυμβολαίων μελλοντικής εκπλήρωσvης μερισvμάτων. Στη λήξη ενός τέτοιου σvυμβολαίου,

ο αγορασvτής του πληρώνει την τιμή του σvυμβολαίου, η οποία καθορίζεται σvτην αρχή του,

και ο πωλητής πληρώνει τα μερίσvματα ολόκληρου του χρόνου που έγινε η διαπραγμάτευσvη

του σvυμβολαίου. Η εν λόγω σvχέσvη που μας ενδιαφέρει, λοιπόν, εκτιμάται όπως φαίνεται

παρακάτω:

Rt,n ≈ Ft,ne
−nyt,n , όπου:

yt,n το επιτόκιο n-περιόδου χωρίς ρίσvκο (n-period Risk-free rate)

Ft,n η τιμή του παραγώγου που λήγει σvε n χρόνια από τη σvημερινή ημέρα t

Επομένως, η σvημερινή αξία των μερισvμάτων Rt,n μπορεί να εκτιμηθεί κατευθείαν απο

τα yt,n , Ft,n, τα οποία είναι δεδομένα της αγοράς. Η παραπάνω σvχέσvη δεν εκφράζει

το μέρισvμα που πραγματικά θα δωθεί, αλλά είναι μόνο η παρούσvα αξία της τιμής του

παραγώγου που έχει σvυμφωνηθεί σvτην αγορά των παραγώγων. Συνεπώς, αυτή η σvχέσvη

δεν είναι μια καλή εκτιμήσvη.

2.3 Μοντελοποίησvη της μεταβλητής Πt+i

Στο σvημείο να τονίσvουμε ότι θα μοντελοποιήσvουμε τη μεταβλητή Πt+1, δηλαδή θα

δούμε πως αυτή εξελίσvσvεται μαθηματικά σvτο χρόνο, αντί των τριών μεταβλητών που

αποτελείται, δηλαδή των gt+1, yt, θt+1, καθώς οι τρεις αυτές ποσvότητες σvχετίζονται

μεταξύ τους, γεγονός που αποτελεί πλεονέκτημα της μελέτης μας. Επίσvης, το μοντέλο

παρουσvιάσvτηκε σvε διακριτό χρόνο, ακολουθώντας την προσvέγγισvη των Campbell, Lo

και MacKinley (Campbell, 1997).
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Στην οικονομετρία, για να κάνουμε πρόβλεψη μιας μεταβλητής, όπως για παράδειγμα

την τιμή μιας μετοχής, χρησvιμοποιούμε ένα σvύσvτημα εξισvώσvεων, που αποτελείται από

την εξίσvωσvη κατάσvτασvης (state equation) και την εξίσvωσvη μέτρησvης (measurement

equation). Η εξίσvωσvη κατάσvτασvης είναι της μορφής:

Xt+1 = FXt +Gεt+1, όπου:

Xt διάνυσvμα κατάσvτασvης τη χρονική σvτιγμή t, διάσvτασvης nx1

F πίνακας μετάβασvης κατάσvτασvης, μεγέθους nxn

G πίνακας μετάβασvης εισvόδου

εt+1 θόρυβος σvτην κατάσvτασvη τη χρονική σvτιγμή t+1, μεγέθους nx1, εt+1 ∼ Ν(0, Qt+1(t))

Δηλαδή, η εξίσvωσvη κατάσvτασvης πρόκειται για μια αναδρομική σvχέσvη που μας δείχνει την

εξέλιξη της τυχαίας μεταβλητήςXt σvτον χρόνο, σvυνεπώς περιέχει και μια μορφή θορύβου

ή αλλιώς τυχαιότητας, δηλαδή τον όρο εt+1.

Η εξίσvωσvη μέτρησvης είναι της μορφής:

Zt = HXt + ηt, όπου:

Zt διάνυσvμα μετρήσvεων τη χρονική σvτιγμή t, μεγέθους mx1

H πίνακας εξόδου, μεγέθους mxn

ηt θόρυβος σvτις μετρήσvεις τη χρονική σvτιγμή t, μεγέθους mx1, ηt ∼ Ν(0, Rt(t))

Δηλαδή, η εξίσvωσvη μέτρησvης μας δείχνει τη σvχέσvη της τυχαίας μεταβλητής Xt με τη

μεταβλητή Zt, η οποία περιέχει ένα σvύνολο από παρατηρηθείσvες τιμές ή αλλίως ισvτορικά

δεδομένα που αφορούν τη μεταβλητή Xt.

Θα προσvπαθήσvουμε να φτιάξουμε το παραπάνω σvύσvτημα εξισvώσvεων, μοντελλοποιών-

τας αρχικά τη μεταβλητή Πt+1, ως εξής:

Πt+1 = Pt + Vt+1 , όπου:

Pt μέσvη τιμή

Vt+1 σvτοχασvτικός όρος, Vt+1 ∼ Ν(0, σ2)

Ο παράγοντας Pt ακολουθεί μια σvτοχασvτική διαδικασvία με mean reversion, δηλαδή

μια διαδικασvία που καταλήγει σvε βάθος χρόνου σvτη μέσvη τιμή της. ΄Αρα, ο παράγοντας
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Pt καταλήγει σvε έναν άλλο παράγοντα P̃t, ο οποίος ακολουθεί επίσvης μια σvτοχασvτική

διαδικασvία με mean reversion και καταλήγει σvε μια σvταθερά p̄. Οι διαδικασvίες των Pt,

P̃t γράφονται με βάσvη τις παρακάτω σvτοχασvτικές διαφορικές εξισvώσvεις:

 dPt = ϕ(P̃t − Pt)dt+ σpdWp

dP̃t = ψ(p̄− P̃t)dt+ σp̃dWp̃

 (2.5)

όπου:

ϕ, ψ = παράμετροι του μοντέλου που δείχνουν πόσvο γρήγορα γίνεται το mean reversion

των Pt,P̃t αντίσvτοιχα (Jegadeesh, 1996)

Wp, Wp̃ = ανεξάρτητες διαδικασvίες Wiener

Pt = παράγοντας μικρής διάρκειας, περίπου 6 μήνες έως 1 χρόνο (short-term factor)

P̃t = παράγοντας μεσvαίας διάρκειας, περίπου 3-4 χρόνια (mediun-term factor)

σp, σp̃ = μεταβλητότητα του παράγοντα Pt και P̃t αντίσvτοιχα

Τώρα, προκειμένου να περιγράψουμε πλήρως την κίνησvη του προεξοφλημένου μερίσvματος

σvτον χρόνο, θα πρέπει να λύσvουμε το παραπάνω σvύσvτημα και σvτη σvυνέχεια να φτιάξουμε

τις εξισvώσvεις κατάσvτασvης και μέτρησvης.

2.4 Εξισvώσvεις κατάσvτασvης (state equations)

Γράφοντας το σvύσvτημα (2.5) σvε μορφή πινάκων έχουμε:

dQt = C[Qt − Q̄]dt+ ΣdW (2.6)

όπου:

Qt =

 Pt

P̃t

 , C =

 −ϕ ϕ

0 −ψ

 , Q̄ =

 p̄

p̄

 ,Σ =

 σp 0

0 σp̃

, dW =

 dWp

dWp̃


Το σvύσvτημα (2.5) έχει γενική λύσvη:
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Qt+1 = Q̄+ Φ
(
Qt − Q̄+ εt+1

)
(2.7)

όπου:

Φ =

 e−ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ

 (2.8)

(2.7)
(2.8)⇒

 Pt+1

P̃t+1

 =

 1− e−ϕ −ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 1− e−ψ


 p̄

p̄


+

 e−ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ



 Pt

P̃t

+ εt+1

 (2.9)

Επομένως, οι εξισvώσvεις (2.9) αποτελούν τις εξισvώσvεις κατάσvτασvης (state equations).

΄Οσvο για τον σvτοχασvτικό όρο Vt+1, η σvχέσvη του με το σvφάλμα εt+1 είναι της μορφής:

Vt+1 = β
′
εt+1, όπου β = [βp, βp̃]

′
, β είναι ο πίνακας σvυνδιασvποράς σvφάλματος για τους

δύο παράγοντες (Error Covarience Matrix). Γενικά, για μια μεταβλητή x, ο πίνακας

σvυνδιασvποράς σvφάλματος δίνεται από τη σvχέσvη E[(x − E[x])(x − E[x])T ],όπου x είναι

διάνυσvμα.

Η μοντελοποίησvη της μεταβλητήςΠt+1 θυμίζει αρκετά την τεχνική που χρησvιμοποίησvαν

οι Campbell, Lo και MacKinley, οι οποίοι μοντελοποίησvαν, σvε διακριτό χρόνο, τη

μεταβλητή mt+1 = − (yt + θt+1) (Campbell, 1997). Η διαφορά με το μοντέλο των

Jac. Kragt, Frank de Jong και Joost Driessen είναι ότι μοντελοποιούν ταυτόχρονα και

τη μεταβολή του μερίσvματος, gt+1, και τη μεταβλητή mt+1. Αυτό είναι σvημαντικό για την

ερμηνεία των αποτελεσvμάτων, καθώς οι πρώτοι μοτνελοποιώντας τα επιτόκια δείχνουν ότι

ο πίνακας β αντιπροσvωπεύει τα πριμ κινδύνου σvτα μακροπρόθεσvμα ομόλογα (Campbell,

1997), ενώ οι δεύτεροι δείχνουν ότι ο πίνακας β αντιπροσvωπεύει τα πριμ κινδύνου των
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μερισvμάτων, όπως επίσvης τη σvχέσvη της τωρινής με της μελλοντικής μεταβολής των

μερισvμάτων.

2.5 Εξισvώσvεις μέτρησvης (measurement equations)

Τώρα, για να μπορέσvουμε να αντικατασvτήσvουμε το δεξί μέλος των εξισvώσvεων (2.4), που

είναι οι εξισvώσvεις μέτρησvης, θα πρέπει να βρούμε την τιμή της τυχαίας μεταβλητής Πt+i

σvε κάθε χρονική σvτιγμή, δηλαδή για i = 1, ..., n ενώ εμείς την ξέρουμε μόνο για i = 1.

Αναδρομικά, λοιπόν, έχουμε ότι:

Πt+n = α′
[
Q̄+ Φn−1(Qt − Q̄)

]
+ α′

n−1∑
i=1

Φn−iεt+i + β′εt+n, όπου α′ =
[

1 0

]
Ξαναγράφουμε τη σvχέσvη (2.4):

lnRt,n − lnDt = Et

[
n∑
i=1

Πt+i

]
+ 1

2
V art

[
n∑
i=1

Πt+i

]
Et

[
n∑
i=1

Πt+i

]
+1

2
V art

[
n∑
i=1

Πt+i

]
= α′

(
nQ̄+Bn

(
Qt − Q̄

))
+1

2

n∑
i=1

(β′+α’Bi)Σ
(
β +B

′
iα
)
⇒

⇒lnRt,n − lnDt = α′
(
nQ̄+Bn

(
Qt − Q̄

))
+

1

2

n∑
i=1

(β′+α’Bi)Σ
(
β +B

′

iα
)

(2.10)

Τώρα θα γράψουμε τον πίνακα Bn που ορίσvαμε παπαράνω ως:

Bn =
(
I + Φ+ ...+ Φn−1

)
= (I − Φ)−1 (I − Φn)

Θα υπολογίσvουμε τον πίνακα Bn. ΄Εχουμε:

(I − Φ)−1 (2.7)
= 1

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

 1− e−ψ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 1− e−ϕ


(I − Φn) =

 1− e−nϕ −ϕ
ϕ−ψ (e−nψ − e−nϕ)

0 1− e−nψ

. Τελικά για τον πίνακα Bn έχουμε

ότι:

Bn = (I − Φ)−1 (I − Φn) =

 ϕn
ϕ

ϕ−ψ (ψn − ϕn)

0 ψn

, όπου:
ϕn = 1−e−nϕ

1−e−ϕ , ψn = 1−e−nψ
1−e−ψ
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Επομένως, αντικαθισvτώντας τα παραπάνω σvτην εξίσvωσvη (2.10) έχουμε ότι:

lnRt,n − lnDt = np̄+ ϕn (Pt − p̄) + ϕ
ϕ−ψ (ψn − ϕn)

(
P̃t − p̄

)
+

+
1

2

n∑
i=1

[
σ2
p (βp + ϕi)

2 + σ2
p̃

(
βp̃ +

ϕ

ϕ− ψ
(ψi − ϕi)

)2
]

+ ηt,n (2.11)

όπου ηt,n το σvφάλμα μέτρησvης.

Καθώς δεν μπορούμε να υπολογίσvουμε τα μερίσvματα τη χρονική σvτιγμή t, δηλαδή την

ποσvότητα Dt, θα την αφαιρέσvουμε από την εξίσvωσvη (2.11), η οποία τελικά παίρνει τη

μορφή:

lnRt,n − lnRt,1 = np̄+ ϕn (Pt − p̄) + ϕ
ϕ−ψ (ψn − ϕn)

(
P̃t − p̄

)
− Pt+

+
1

2

n∑
i=2

[
σ2
p (βp + ϕi)

2 + σ2
p̃

(
βp̃ +

ϕ

ϕ− ψ
(ψi − ϕi)

)2
]

+ ηt,n (2.12)

Οι εξισvώσvεις (2.9) και (2.12) αποτελούν το τελικό μας σvύσvτημα και οι παράμετροί

του, δηλαδή οι p̄, ϕ, ψ, βp, βp̃, σp, σp̃, σ1
η, ση εκτιμούνται με τη μέθοδο μέγισvτης

πιθανοφάνειας, και πιο σvυγκεκριμένα με τη μέθοδο Kalman Filter, την οποία χρησvι-

μοποίησvαν και οι Jegadeesh και Penacchi (Jegadeesh, 1996) και θα εξηγήσvουμε ανα-

λυτικά παρακάτω. Τα σ1
ηκαι ση αντιπροσvωπεύουν τη διασvπορά του σvφάλματος του

παραγώγου που λήγει πρώτο σvτη σvειρά από την παρατηρούμενη μέρα και τη διασvπορά των

σvφαλμάτων των υπόλοιπων παραγώγων, η οποία θεωρείται ίδια για όλα, των εξισvώσvεων

μέτρησvης αντίσvτοιχα.

2.6 Μέθοδος Kalman Filter

Το φίλτρο Kalman είναι ένα σvύνολο μαθηματικών εξισvώσvεων που παρέχει ένα αποτελεσv-

ματικό (αναδρομικό) μέσvο για την εκτίμησvη της κατάσvτασvης μιας διαδικασvίας, με τέτοιο

τρόπο ώσvτε να μιμείται το μέσvο τετραγωνικό σvφάλμα. Το φίλτρο είναι πολύ ισvχυρό
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από πολλές απόψεις: υποσvτηρίζει εκτιμήσvεις προηγούμενων, παρόντων και μελλοντικών

κατασvτάσvεων και μπορεί να το κάνει ακόμα και όταν η ακριβής φύσvη του μοντέλου

σvυσvτήματος είναι άγνωσvτη (Welch & Bishop, 2006).

Το φίλτρο Kalman έγινε ένα θεμελιώδες εργαλείο για την ανάλυσvη και λύσvη μιας

ευρείας τάξης προβλημάτων εκτίμησvης. Η πρώτη γνωσvτή εφαρμογή έγινε σvτο κέντρο

ερευνών της NASA σvτη δεκαετία του 1960, όπου χρησvιμοποιήθηκε σvτην πλοήγησvη

και σvτον έλεγχο διασvτημόπλοιων. Το φίλτρο Kalman όμως είναι χρήσvιμο σvε πολ-

λές εφαρμογές. Κυρίως χρησvιμοποιείται σvτην εκτίμησvη κατασvτάσvεων σvυσvτημάτων που

μπορούν μόνο να παρατηρηθούν με ανακρίβεια. Το φιλτράρισvμα είναι επιθυμητό σvε

πολλές κατασvτάσvεις σvτη μηχανική και σvτα ενσvωματωμένα σvυσvτήματα. Για παράδειγμα,

τα σvήματα ραδιοεπικοινωνιών είναι παραμορφωμένα από θόρυβο. ΄Ενας καλός αλγόριθμος

φιλτραρίσvματος μπορεί να απομακρύνει το θόρυβο από τα ηλεκτρομαγνητικά σvήματα, ενώ

κρατάει τη χρήσvιμη πληροφορία. ΄Ενα άλλο παράδειγμα είναι οι τάσvεις τροφοδοσvίας.

Τα αδιάλειπτα τροφοδοτικά ισvχύος είναι σvυσvκευές που φιλτράρουν τις τάσvεις γραμ-

μής έτσvι ώσvτε να λειάνουν ανεπιθύμητες διακυμάνσvεις που αλλιώς μπορεί να μικρύ-

νουν τη διάρκεια ζωής των ηλεκτρικών σvυσvκευών, όπως των υπολογισvτών και των

εκτυπωτών. Στη μηχανική το φίλτρο Kalman εφαρμόζεται εκτός από τη διασvτημική

και την αεροναυπηγική, σvτη ρομποτική και σvτην αυτοκινητοβιομηχανία. Επίσvης, σvτην

επισvτήμη των υπολογισvτών εφαρμόζεται σvτην όρασvη υπολογισvτή και σvτα γραφικά πραγ-

ματικού χρόνου (Αθάνατου Αφροδίτη-Γρηγορία, 2015). Τέλος, μπορεί να εφαρμοσvτεί

σvτα οικονομικά για την πρόβλεψη οικονομικών δεικτών, όπως ο δείκτης μιας μετοχής,

εφαρμογή την οποία θα μελετήσvουμε σvτην εργασvία μας.

Το μαθηματικό μοντέλο, τις παραμέτρους του οποίου θα εκτιμήσvουμε με βάσvη τη

μέθοδο αυτή, είναι το παρακάτω σvύσvτημα εξισvώσvεων:

Xt+1 = FXt +Gεt+1, εt+1 ∼ Ν(0, σ2 = Q(t))

Zt = HXt + ηt, ηt ∼ Ν(0, σ2 = U(t))

που περιγράφει ένα διακριτού χρόνου γραμμικό δυναμικό σvύσvτημα. Το πρόβλημα έγκειται
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σvτο να χρησvιμοποιήσvουμε την παρατηρούμενη πληροφορία, δηλαδή τα διανύσvματα Z1,Z2, ...Zt

ώσvτε να αποκτήσvουμε για κάθε i = 1, ..., t τις εκτιμήσvεις των σvτοιχείων του διανύσvματος

κατάσvτασvης. Σε σvχέσvη με τη μετρούμενη πληροφορία το πρόβλημα χαρακτηρίζεται ως:

α) Filtering, αν i = t,

β) Prediction, αν i > t

γ) Smoothing, αν 1 < i < t

Το πρόβλημα προς επίλυσvη είναι η σvυνεχής εκτίμησvη ενός σvυνόλου παραμέτρων οι

τιμές των οποίων αλλάζουν με το χρόνο t. Η ανανέωσvη επιτυγχάνεται με το σvυνδυασvμό

μίας ομάδας παρατηρήσvεων ή μετρήσvεων Zt, οι οποίες περιέχουν δεδομένα σvχετικά με

την κατάσvτασvη Xt. Θα περιγράψουμε αναλυτικά τη διαδικασvία αυτή για το χρονικά

αμετάβλητο μοντέλο, όπου οι πίνακες F,H,Q, U είναι ανεξάρτητοι του χρόνου t και άρα

σvταθεροί. Τότε το φίλτρο Kalman δίνεται από τις ακόλουθες εξισvώσvεις, για X0|0 = x0,

P0|0 = p0, t = 1, 2, ...

Xt|t−1 = FXt−1|t−1, όπου Xt|t−1 μια (a priori) εκτίμησvη της μεταβλητής X σvτο χρόνο t

δοθέντος της πληροφορίας σvτο χρόνο t− 1

Pt|t−1 = FPt−1|t−1F
T +Q, όπου Pt|t−1 ο πίνακας σvυνδιασvποράς σvφάλματος εκτίμησvης,

μεγέθους nxn

yt = Zt−HXt|t−1, όπου yt η διαφορά της (a priori) εκτίμησvηςXt|t−1 από την παρατηρηθείσvα

τιμή Zt (innovation)

Lt = HPt|t−1H
T + U , όπου Lt η σvυνδιασvπορά των yt (innovation covariance)

Kt = Pt|t−1H
TL−1

t , όπου Kt ο πίνακας κέρδους

X̂ t|t = Xt|t−1 + Ktyt, όπου X̂ t|t μια (a posteriori) εκτίμησvη της μεταβλητής X, δηλαδή

μια βελτιωμένη εκτίμησvη

P̂t|t = [I − KtH]Pt|t−1, όπου P̂t|t μια βελτιωμένη εκτίμησvη του πίνακα σvυνδιασvποράς

σvφάλματος εκτίμησvης, όπου P̂t|t = cov(Xt − X̂ t|t)

ŷt|t = Zt − HX̂ t|t, όπου yt η βελτιωμένη διαφορά της (a priori) εκτίμησvης Xt|t−1 από

την παρατηρηθείσvα τιμή Zt (measurement residual)
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Θα περιγράψουμε τώρα την ίδια διαδικασvία αλλά με ένα μοντέλο ενός παράγοντα,

δηλαδή τώρα η μεταβλητή Pt,που ακολουθεί μια σvτοχασvτική διαδικασvία με mean rever-

sion, καταλήγει σvτη σvταθερά p̄. Στη σvυνέχεια θα σvυγκρίνουμε τα δύο μοντέλα, δηλαδή

του ενός και των δύο παραγόντων, και θα καταλήξουμε σvτο βέλτισvτο, εκείνο δηλαδή που

με βάσvη τη μέθοδο Kalman Filter παράγει καλύτερα αποτελέσvματα. Η διαδικασvία αυτή

περιγράφεται μαθηματικά από την παρακάτω σvτοχασvτική διαφορική εξίσvωσvη:

dPt = ϕ(p̄− Pt)dt+ σpdWp

΄Ετσvι, όμοια με πριν, προκύπτει ότι η λύσvη δίνεται από τη σvχέσvη:

Pt+1 = p̄+ (Pt − p̄)e−ϕ + εt+1

Επίσvης, ξέρουμε ότι: Πt+1 = Pt + Vt+1. Τελικά, αντικαθισvτώντας σvτην (2.3) έχουμε:

lnRt,n − lnDt = np̄+ ϕn(Pt − p̄) + 1
2

n∑
i=1

(β + ϕi)
2σ2 + ηt,n
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Chapter 3

Εμπειρικά Αποτελέσvματα

3.1 Περιγραφή δεδομένων

Οι τιμές των παραγώγων μερισvμάτων προέρχονται από 4 μεγάλες αγορές μετοχών, τις

Eurostoxx 50, Nikkei 225, S&P500 και FTSE 100. Οι ληκτότητες των παραγώγων

είναι ένας χρόνος. Χρησvιμοποιήθηκαν καθημερινά δεδομένα για τις αγορές Eurostoxx

50 και Nikkei 225, ενώ μηνιαία για τις άλλες δύο, γιατί αυτές δεν έχουν τόσvο μεγάλη

ρευσvτότητα (Mixon, 2014).

Επίσvης, οι εξισvώσvεις μέτρησvης (measurement equations) περιέχουν τιμές των παραγώγων

με ετήσvιες ληκτότητες, ενώ οι εξισvώσvεις κατάσvτασvης (state equations) περιέχουν κα-

θημερινές αυξήσvεις του προεξοφλημένου μερίσvματος. Εμείς χρειαζόμασvτε σvταθερό ορί-

ζοντα λήξης για την εφαρμογή μας σvτο σvύσvτημα εξισvώσvεων που θα εκτιμήσvουμε, οπότε

σvε πρώτη φάσvη θα χρησvιμοποιήσvουμε παράγωγα με κοντινές ημερομηνίες λήξης. Επίσvης,

πρέπει να βρούμε ένα σvχήμα που να ομαλοποιεί την κατανομή των μερισvμάτων που

πληρώνονται κατά τη διάρκεια του χρόνου. Για παράδειγμα, σvτην αγορά Eurostoxx

50, το 60% των μερισvμάτων που πρόκειται να δωθούν μέχρι το τέλος του χρόνου είχαν

δωθεί μόλις μέχρι την άνοιξη, το οποίο φαίνεται πιο ξεκάθαρα σvτο παρακάτω διάγραμμα,

το οποίο αφορά τον μέσvο όρο των μερισvμάτων που πληρώνονται κάθε χρόνο για τα έτη
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2005-2013:

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

΄Οπου wi είναι το ετήσvιο ποσvοσvτό των μερισvμάτων που πληρώνονται μέχρι τη μέρα i.

Τα παράγωγα με σvταθερή λήξη, τα οποία επιθυμούμε, υπολογίζονται με βάσvη τις τιμές

των παραγώγων της αγοράς, σvύμφωνα με τον παρακάτω τύπο:

FCM
t,n (i) = (1− wi)Ft,n + wiFt,n+1, όπου:

Ft,n είναι η τιμή του παραγώγου που λήγει n− οσvτό σvτη σvειρά από την παρατηρούμενη

ημέρα

Ft,n+1 είναι η τιμή του παραγώγου που λήγει ένα χρόνο μετά το Ft,n

Ο τύπος αυτός που αναφέραμε ισvχύει για όλα τα παράγωγα με σvταθερή ληκτότητα εκτός

από αυτό που λήγει πρώτο, καθώς αντιμετοπίζουμε προβλήματα μετρησvιμότητας με το

σvυγκεκριμένο παράγωγο. Για το λόγο αυτό, θα υπολογίσvουμε την αντίσvτοιχη τιμή του

παραγώγου αυτού με σvταθερή λήξη, σvύμφωνα με τον παρακάτω τύπο:

FCM
t,1 = Ft,1 −DIt + DIt

D1
Ft,2, όπου:

Ft,1 η τιμή του παραγώγου που λήγει πρώτο σvτη σvειρά από την παρατηρούμενη μέρα t

Ft,2 η τιμή του παραγώγου που λήγει ένα χρόνο μετά το Ft,1

DIt το ετήσvιο ποσvοσvτό του μερίσvματος που πληρώθηκε μέχρι τη μέρα t μετρημένο σvε

μονάδες δείκτη

΄Οσvον αφορά την ποσvότητα D1, η οποία είναι άγνωσvτη καθώς δεν μπορούμε να ξέρουμε
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το μέρισvμα που πληρώθηκε την t = 1, εκτιμάται από την τιμή του παραγώγου που

λήγει πρώτο από την παρατηρούμενη μέρα, την οποία προεξοφλούμε με το επιτόκιο άνευ

ρίσvκου. Δηλαδή, έχουμε ότι:

D1 = Ft,1e
−yt,1

3.2 Αποτελέσvματα της εκτίμησvης των παραμέτρων

Τα δεδομένα των παραγώγων, και σvυγκεκριμένα των σvυμβολαίων μελλοντικής εκπλήρ-

ωσvης (futures) για την αγορά Eurostoxx 50 είναι από τις 4 Αυγούσvτου 2008 έως τις

16 Φεβρουαρίου 2015 και για την αγορά Nikkei 225 από τις 17 Ιουνίου 2010 έως τις

16 Φεβρουαρίου 2015. Τα αποτελέσvματα της μεθόδου Kalman Filter φαίνονται σvτους

παρακάτω πίνακες:

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)
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Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Ο πρώτος πίνακας αφορά την αγορά Eurostoxx 50, ενώ ο δεύτερος την αγορά Nikkei

225. Τα σ1
ηκαι ση αντιπροσvωπεύουν τη διασvπορά του σvφάλματος του παραγώγου που

λήγει πρώτο σvτη σvειρά από την παρατηρούμενη μέρα και τη διασvπορά των σvφαλμάτων

των υπόλοιπων παραγώγων, η οποία θεωρείται ίδια για όλα, των εξισvώσvεων μέτρησvης

αντίσvτοιχα. Παρατηρούμε ότι έχουν γίνει δύο εκτιμήσvεις για κάθε μοντέλο, διότι σvτην

δεύτερη εκτίμησvη έχουμε θέσvει βp = 0, καθώς το σvφάλμα εκτίμησvης της σvταθεράς p̄ ήταν

αρκετά μεγάλο και θέλαμε να το μειώσvουμε. Επιλέξαμε να μηδενίσvουμε τη σvταθερά αυτή,

γιατί σvτις εξισvώσvεις μέτρησvης ο παράγοντας σ2
p̃ είναι μικρός, με βάσvη τα αποτελέσvματα

της εκτίμησvής μας, σvυνεπώς η ποσvότητα σ2
p(βp + ϕi)

2
έχει τη μεγαλύτερη επίπτωσvη.

Επίσvης, σvτο παρακάτω διάγραμμα βλέπουμε τις τιμές της σvταθεράς p̄ για διάφορες τιμές

του βp:

27



Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρατηρούμε ότι η βέλτισvτη τιμή του p̄ προκύπτει κοντά σvτην τιμή βp = 0, πράγμα που

αποτυπώνεται και σvτα αποτελέσvματά μας, και σvυγκεκριμένα σvτους δύο πίνακες παραπάνω.

΄Οσvον αφορά τις παραμέτρους φ,ψ, οι εκτιμήσvεις τους είναι ικανοποιητικές, που

σvημαίνει ότι ο ρυθμός μεταβολής του μερίσvματος είναι σvταθερός και καταλήγει, όπως

έχουμε πει, σvτη σvταθερά p̄, η οποία σvυνδέεται άμεσvα με την μερισvματική απόδοσvη. Καθώς

η παράμετρος ψ έχει μακρά διάρκεια, περίπου 3-4 χρόνια, έτσvι οι επενδυτές αλλάζουν

γνώμη για την μεταβολή του μερίσvματος μόνο μέχρι το διάσvτημα αυτό, λόγω του mean

reversion που καταλήγει σvτη σvταθερά p̄ (Bansal, 2004). Παρατηρούμε ότι η εκτίμησvη

της παραμέτρου φ για την αγορά Eurostoxx 50 είναι περίπου 1.51, διπλάσvια από την

αντίσvτοιχη για την αγορά Nikkei 225, η οποία είναι περίπου 0.74, και αυτό σvυμβαίνει

λόγω της παγκόσvμιας χρηματοοικονομικής κρίσvης του 2008/2009, όπου αποτυπώνεται
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μόνο σvτα δεδομένα της αγοράς Eurostoxx 50, καθώς τα δεδομένα της αγοράς Nikkei

225 ξεκινούν από το 2010. Στους δύο παρακάτω πίνακες φαίνονται οι αντίσvτοιχες

εκτιμήσvεις των παραμέτρων για το μοντέλο δύο παραγόντων όπως και για το μοντέλο

ενός παράγοντα, χρησvιμοποιώντας τις τιμές των παραγώγων (dividend swaps) των

αγορών S&P500 και FTSE100:

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρατηρούμε ότι τα αποτελέσvματα δεν διαφέρουν σvημαντικά από αυτά των αγορών

Eurostoxx 50 και Nikkei 225.

Στα παρακάτω γραφήματα, όπου το πρώτο αφορά την αγορά Eurostoxx 50 ενώ το

δεύτερο την Nikkei 225, φαίνονται τα μέσvα σvφάλματα των εξισvώσvεων μέτρησvης σvυ-

ναρτήσvει της ληκτότητας των παραγώγων που αφορούν και τα δύο μοντέλα, δηλαδή του

ενός και των δύο παραγόντων. Τα σvφάλματα είναι αρκετά μικρά, που σvημαίνει ότι υπάρχει

καλή προσvαρμογή του μοντέλου μας σvτα δεδομένα της αγοράς. Επίσvης, παρατηρούμε ότι
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για μεγαλύτερες ληκτότητες τα σvφάλματα αυτά μειώνονται ακόμα περισvσvότερο. Τέλος,

παρατηρούμε ότι τα σvφάλματα των εξισvώσvεων μέτρησvης του μοντέλου ενός παράγοντα,

αν και μικρά, είναι μεγαλύτερα από τα αντίσvτοιχα του μοντέλου δύο παραγόντων, γεγονός

που καθισvτά το μοντέλο αυτό ισvχυρότερο και άρα προτιμότερο από αυτό του ενός

παράγοντα.

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρακάτω θα δούμε τέσvσvερις γραφικές παρασvτάσvεις. Οι δύο πρώτες κάθετα μας δείχνουν

την αναμενόμενη μεταβολή του προεξοφλημένου μερίσvματος και περιέχουν ετήσvιο ρυθμό
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μεταβολής, δηλαδή αφορούν τον παράγοντα Pt, για τα δεδομένα του Eurostoxx 50 και

Nikkei 225 αντίσvτοιχα, ενώ οι δύο επόμενες γραφικές παρασvτάσvεις κάθετα μας δείχνουν

την μεταβολή του προεξοφλημένου μερίσvματος και περιέχουν ρυθμούς μεταβολής έως 4

χρόνια μετά τον πρώτο χρόνο, δηλαδή αφορούν τον παράγοντα P̃t.

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρατηρούμε ότι η παγκόσvμια χρηματοοικονομική κρίσvη του 2008/2009 αποτυπώνεται

σvτο πρώτο εκ των τεσvσvάρων γράφημα, και σvυγκεκριμένα σvτα δεδομένα του Eurostoxx

50, όπου τα μερίσvματα είχαν κατακόρυφη πτώσvη. Επίσvης, έντονη πτώσvη των μερισvμάτων

είχαμε και κατά τη διάρκεια της οικονομικής κρίσvης του 2011, όπου η πτώσvη βέβαια ήταν
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μικρότερη. Κατά τα άλλα οι αυξομειώσvεις των μερισvμάτων κινούνται σvε λογικά πλαίσvια.

Στην παρακάτω γραφική παράσvτασvη θα δούμε πως μεταβάλλεται η μεταβλητότητα του

προεξοφλημένου μερίσvματος σvτην πάροδο του χρόνου, για να διαπισvτώσvουμε αν τελικά

το μοντέλο μας έχει ισvχυρό mean reversion ή όχι.

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρατηρούμε ότι η μεταβλητότητα παρουσvιάζει σvημαντική μείωσvη χρόνο με το χρόνο

για τα δεδομένα και των 2 αγορών, γεγονός που επιβεβαιώνει το ισvχυρό mean reversion

του μοντέλου μας.

3.3 Εκτίμησvη τιμής μετοχής

Τώρα θα ασvχοληθούμε με την εκτίμησvη της τιμής της μετοχής, τη μακροχρόνια μεταβολή

των μερισvμάτων και τις αποδόσvεις τους. Η τιμή της μετοχής, όπως έχουμε αναφέρει,

ισvούται με τη σvημερινή αξία όλων των προεξοφλημένων μερισvμάτων που πρόκειται να

δοθούν (Binsbergen, 2013). Δηλαδή,

St =
∞∑
n=1

Pt,n =
∞∑
n=1

elnPt,n =
∞∑
n=1

elnPt,n Dt
elnDt

= Dt

∞∑
n=1

elnPt,n−lnDt = Dt

∞∑
n=1

e
n(lnPt,n−lnDt)

n =
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= Dt

∞∑
n=1

enΠt,n (3.1)

όπου Πt,n η ετήσvια προεξοφλημένη μεταβολή των μερισvμάτων που πληρώνονται σvτη λήξη

n.

Η παραπάνω σvχέσvη γράφεται ως:

Dt
St

= 1
∞∑
n=1

enΠt,n

Αν οι δύο παράγοντες του μοντέλου μας είναι ίσvοι με τη μέσvη τιμή, τότε προφανώς η

ποσvότητα Πt,n είναι σvταθερά, οπότε έχουμε:

Dt
St

= p̄∗. Σε ετήσvια βάσvη έχουμε ότι:

p̄∗ = p̄+ 1
2

[
σ2
p (βp + ϕi→∞)2 + σ2

p̃

(
βp̃ + ϕ

ϕ−ψ (ϕi→∞ − ψi→∞)
)2
]

΄Αρα, ο παράγοντας p̄∗ εκφράζει το άθροισvμα του παράγοντα p̄ και του όρου κυρτότη-

τας (convexity term), ο οποίος δείχνει τη σvχέσvη τιμής-απόδοσvης ενός παραγώγου.

Για παράδειγμα, αν ένα παράγωγο έχει μεγαλύτερη κυρτότητα από ένα άλλο, αυτό

σvημαίνει ότι η απόδοσvή του θα επηρεασvτεί λιγότερο από μια αλλαγή σvτο επιτόκιο.

Γενικότερα, η έννοια της κυρτότητας μας βοηθάει σvτη μοναδικότητα των προβλημάτων

βελτισvτοποίησvης, όπως η μέθοδος Kalman Filter που χρησvιμοποιούμε σvτην παρούσvα

εργασvία.

΄Ομοια με πριν, καθώς ο παράγοντας σ2
p̃ είναι μικρός, με βάσvη τα αποτελέσvματα της

εκτίμησvής μας, τότε η ποσvότητα σ2
p(βp+ϕi→∞)2

έχει τη μεγαλύτερη επίπτωσvη. Συνεπώς,

για να βρούμε μια ικανοποιητική τιμή για τον παράγοντα p̄∗, πρέπει να βρούμε τη βέλτισvτη

τιμή του βp.

Ο παραπάνω πίνακας περιέχει κάποιες σvυγκεντρωτικές μετρήσvεις:
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Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρατηρούμε ότι η μέσvη απόδοσvη μερισvμάτων σvτην Ευρώπη, δηλαδή όσvον αφορά την

αγορά Eurostoxx 50, είναι της τάξης του 4.3%, ενώ σvτην Ιαπωνία, δηλαδή σvτην αγορά

Nikkei 225, της τάξης του 1.9%.

3.4 Η κίνησvη του μερίσvματος σvτον χρόνο

Χρησvιμοποιώντας τις εκτιμήσvεις των παραμέτρων μας, μπορούμε πλέον να μιλήσvουμε για

την κίνησvη του μερίσvματος σvτον χρόνο, δηλαδή τις σvημερινές τιμές που χρησvιμοποιούν
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οι επενδυτές για τα αναμενόμενα μερίσvματα που πληρώνοται σvε n χρόνια ως προς το

άθροισvμα των σvημερινών τους τιμών, δηλαδή για κάθε τιμή του n. Με άλλα λόγια

έχουμε ότι:

DTSn = P̂t,n
∞∑
n=1

P̂t,n
. Η ποσvότητα P̂t,1 είναι η προεξοφλημένη τιμή του παραγώγου με

ημερομηνία λήξης 1 χρόνο από τη χρονική σvτιγμή t. Οι υπόλοιπες τιμές. δηλαδή οι

τιμές για n ≥ 2, προκύπτουν από τις εκτιμήσvεις των παραμέτρων μας, δηλαδή από τις

εξισvώσvεις μέτρησvης.

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Η παραπάνω γραφική παράσvτασvη μας δείχνει τη μέσvη προεξοφλημένη απόδοσvη των

μερισvμάτων για κάθε χρόνο n για τις δύο αγορές. Παρατηρούμε ότι σvτην αγορά Nikkei

225 έχουμε μια μικρή αύξησvη σvτην αρχή και μετά πτώσvη. Η μετάβασvη σvτη σvταθερά

είναι αργή, λόγω των χαμηλών τιμών των παραμέτρων φ και ψ. Αντίθετα, σvτην αγορά

Eurostoxx 50, παρατηρούμε πτώσvη από την αρχή, αλλά η μετάβασvη σvτη σvταθερά γίνεται

πιο γρήγορα, λόγω υψηλότερων τιμών των φ και ψ.

3.5 Σύγκρισvη με την αγορά μετοχών

Τώρα θα σvυγκρίνουμε τς εκτιμημένες τιμές των μερισvμάτων με τιμές των μετοχών.

Αρχικά, θα εκτιμήσvουμε την τιμή της μετοχής, ως εξής:
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Ŝt = Dt

∞∑
n=1

enΠ̂t,n = DtP̂Dt (3.2)

, όπου:

nΠ̂t,n
(3.1)
= n(lnPt,n−lnDt)

n
= lnRt,n − lnDt = np̄+ ϕn(Pt − p̄)− ϕ

ϕ−ψ (ψn − ϕn)(P̃t − p̄)+

+1
2

n∑
i=1

[σ2
p(βp + ϕi)

2 + σ2
p̃(βp̃ + ϕ

ϕ−ψ (ϕi − ψi))2]⇒

⇒nΠ̂t,n − Π̂t,1 = np̄+ ϕn(Pt − p̄) + ϕ
ϕ−ψ (ψn − ϕn)(P̃t − p̄)+

+1
2

n∑
i=2

[σ2
p(βp + ϕi)

2 + σ2
p̃(βp̃ + ϕ

ϕ−ψ (ϕi − ψi))2]

Επίσvης, μπορούμε να εκτιμήσvουμε τα τωρινά μερίσvματα ως εξής:

Dt = Ft,1e
−yt,1 και επομένως η σvχέσvη (3.2) γράφεται ως:

Ŝt = Ft,1e
−yt,1(1+

∞∑
n=2

enΠ̂t,n−Π̂t,1) = Ft,1e
−yt,1(1 + P̂D1

t ) (3.3)

, όπου η διαφορά nΠ̂t,n−Π̂t,1 υπολογίζεται από τις τιμές των μεταβλητών των εξισvώσvεων

μέτρησvης (2.11). ΄Ετσvι, μπορούμε να εκτιμήσvουμε αριθμητικά την τιμή μιας μετοχής ως:

Ŝt ≈ FCM
t,1 e−yt,1

[
1+

n̄∑
n=2

enΠ̂t,n−Π̂t,1 + en̄Π̂t,n

−̂̄p∗
]
, όπου n̄ = 50 χρόνια. Τα αποτελέσvματα

της εκτίμησvής μας φαίνονται σvτους δύο παρακάτω πίνακες, έναν για κάθε αγορά:

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)
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Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρατηρούμε ότι σvτην αγορά Eurostoxx 50 οι εκτιμήσvεις μας από τα δύο μοντέλα

ενός και δύο παραγόντων φαίνεται να υπερεκτιμούν την πραγματική τιμή της μετοχής,

ενώ αντίθετα σvτην αγορά Nikkei 225 οι εκτιμήσvεις μας φαίνεται να υποεκτιμούν την

πραγματική τιμή της μετοχής, αλλά η διαφορά μειώνεται σvημαντικά από το έτος 2012.

3.6 Παλινδρόμησvη

Για να πετύχουμε καλύτερα και πιο ακριβή αποτελέσvματα, γράφουμε την εξίσvωσvη (3.3)

ως μια παλινδρόμησvη, ως εξής:

∆ln (St) = α + βFΔln (Ft) + βy∆yt + βP̂D∆ln
(
P̂D1

t

)
+ εt, όπου:

St οι τιμές του δείκτη μετοχών πάνω σvτις αγορές Eurostoxx 50, Nikkei 225, S&P500

και FTSE 100

Ft οι τιμές των παραγώγων με σvταθερή ληκτότητα που λήγουν πρώτα σvτη σvειρά από την

παρατηρούμενη μέρα, δηλαδή:

Ft = FCM
t,1 = Ft,1 −DIt + DIt

Ft,1e
−yt,1Ft,2

yt το ετήσvιο επιτόκιο άνευ ρίσvκου

P̂D1
t =

∞∑
n=2

enΠ̂t,n−Π̂t,1 , όπου:

nΠ̂t,n − Π̂t,1 = np̄+ ϕn(Pt − p̄)− ϕ
ϕ−ψ (ψn − ϕn)(P̃t − p̄)+
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+1
2

n∑
i=2

[σ2
p(βp + ϕi)

2 + σ2
p̃(βp̃ + ϕ

ϕ−ψ (ϕi − ψi))2]

Η παλινδρόμησvη γίνεται με τη μέθοδο ελαχίσvτων τετραγώνων και τα αποτελέσvματα

φαίνονται σvτον παρακάτω πίνακα:

Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Παρατηρούμε ότι ο σvυντελεσvτής σvυσvχέτισvής μας, R2, είναι 54% και για τις δύο αγορές,

που σvημαίνει ότι η προσvαρμογή του μοντέλου είναι καλή. Επίσvης παρατηρούμε ότι και οι

δύο αγορές είναι αρκετά ευαίσvθητες σvε μια αλλαγή της τιμής του παραγώγου που λήγει

πρώτο σvτη σvειρά από την παρατηρούμενη ημέρα, καθώς οι τιμές τους για την ποσvότητα

Δln(Ft) είναι 0.8978 και 0.8488 αντίσvτοιχα, δηλαδή υψηλές.

Τα αντίσvτοιχα αποτελέσvματα για τις αγορές S&P500 και FTSE 100 φαίνονται σvτον

παρακάτω πίνακα:

38



Πηγη: The Dividend Term Structure, KFD (2019)

Εδώ παρατηρούμε μεγαλύτερη τιμή του σvυντελεσvτή σvυσvχέτισvης R2, και σvυγκεκριμένα

58%, που σvημαίνει ότι η προσvαρμογή του μοντέλου μας σvτα δεδομένα της αγοράς S&P500

είναι η καλύτερη δυνατή. Από την άλλη μεριά, ο σvυντελεσvτής σvυσvχέτισvης για τα δεδομένα

της αγοράς FTSE 100 είναι της τάξης του 30%, δηλαδή η μικρότερη από όλες, που

σvημαίνει ότι το μοντέλο μας δεν προσvαρμόζεται καλά σvτα δεδομένα αυτά.

3.7 Εφαρμογές

Στο κεφάλαιο αυτό θα κάνουμε μια εφαρμογή της μεθόδου Kalman Filter σvτο σvύσvτημα

εξισvώσvεων (2.8) και (2.11). Καθώς τα δεδομένα που χρειάζονται, δηλαδή οι τιμές των

παραγώγων δεν είναι διαθέσvιμες, θα περιγράψουμε πως ακριβώς θα κάναμε τη διαδικασvία

χρησvιμοποιώντας τυχαία νούμερα. Η εφαρμογή έγινε σvτο πρόγραμμα Eviews, σvύμφωνα

με τον παρακάτω κώδικα:

Αρχικά ορίσvαμε τις εξισvώσvεις μέτρησvης για n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 με την εντολή

signal και σvτη σvυνέχεια απαιτήσvαμε τα δεδομένα να προέρχονται από το αρχείο r. Οι
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άγνωσvτοι προς εκτίμησvη παράμετροι σvυμβολίζονται με c(). ΄Επειτα ορίσvαμε τις δύο

εξισvώσvεις μέτρησvης, με την εντολή state. Τέλος, δώσvαμε κάποιες αρχικές τιμές σvτις

υπό εκτίμησvη παραμέτρους. Τα αποτελέσvματα της εκτίμησvης φαίνονται παρακάτω:

Στην δεύτερη σvτήλη εμφανίζονται οι εκτιμήσvεις των παραμέτρων των εξισvώσvεων μέτρησvης,

ενώ σvτην τρίτη το σvφάλμα εκτίμησvής τους. Παρατηρούμε ότι οι εκτιμήσvεις είναι ικανοποι-

ητικές, όπως για παράδειγμα η c(6)=1.25, η οποία εκφράζει την εκτίμησvη της ποσvότητας

ϕ2 = 1−e−2ϕ

1−e−ϕ , το σvφάλμα της οποίας είναι αρκετά μικρό, της τάξης του 0.01.

Στη σvυνέχεια θα περιγράψουμε την εφαρμογή της παλινδρόμησvης σvτην παρακάτω

σvχέσvη:
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Δln(St) = α + βFΔln(Ft) + βyΔyt + βP̂DΔln(P̂D1
t ) + εt

Αρχικά πρέπει να κάνουμε έναν έλεγχο σvτασvιμότητας σvτα δεδομένα μας, για να δούμε

αν οι παρατηρήσvεις μας είναι σvτάσvιμες ή όχι. Ο έλεγχος σvτασvιμότητας είναι απαραίτητος

ώσvτε η σvτοχασvτική ανάλυσvη να οδηγεί σvε ασvφαλή σvυμπεράσvματα.

Ορισvμός 3.7.1 Μία σvτοχασvτική διαδικασvία Xt ονομάζεται σvτάσvιμη αν ο μέσvος και

η διακύμανσvή της δεν μεταβάλλονται διαχρονικά και η σvυνδιακύμανσvη των τιμών της σvε

δύο χρονικές περιόδους εξαρτάται μόνο από τις χρονικές υσvτερήσvεις και όχι από καθαυτό

το χρονικό σvημείο σvτο οποίο υπολογίζεται (δεύτερης τάξης σvτασvιμότητα) (Passalacqua,

2017)

Συνεπώς για μία σvτάσvιμη χρονολογική σvειρά ισvχύουν οι εξής ιδιότητες:

Μέσvος: E [Xt] = µ

Διακύμανσvη: V ar [Xt] = σ2

Συνδιακύμανσvη: γκ = E [(Xt − µ) (Xt+κ − µ)], όπου:

γκ η σvυνδιακύμανσvη σvε κ χρονικές υσvτερήσvεις, δηλαδή η σvυνδιακύμανσvη μεταξύ των

τιμών Xt και Xt+κ

Για παράδειγμα, οι δύο γραφικές παρασvτάσvεις παρακάτω απεικονίζουν μία σvτάσvιμη και

μία μη σvτάσvιμη χρονολογική σvειρά αντίσvτοιχα:
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Μπορούμε να ελέγξουμε την σvτασvιμότητα μίας χρονολογικής σvειρά με τους παρακάτω

τρόπους:

α) Μελετώντας την γραφική παράσvτασvητης σvειράς, όπως δείξαμε παραπάνω με τις δύο

γραφικές παρασvατάσvεις

β) Κατασvκευάζοντας και μελετώντας την σvυνάρτησvη αυτοσvυσvχέτισvης και την γραφική

της παράσvτασvη (correlogram)

Η αυτοσvυνδιακύμανσvη μεταξύ δύο παρατηρήσvεων της χρονολογικής σvειράς Xt που

απέχουν μεταξύ τους s χρονικές περιόδους ορίζεται ως:

ρs = cov(Xt,Xt−s)√
V ar(Xt)V ar(Xt−s)

Ενώ η σvυνάρτησvη αυτοσvυσvχέτισvης του δείγματος είναι η ακόλουθη:

rs =

T∑
t=s

(Xt−X̄)(Xt−s−X̄)
T∑
t=s

(Xt−X̄)
2

Η σvειρά χαρακτηρίζεται ως σvτάσvιμη αν οι αυτοσvυσvχετίσvεις φθίνουν γεωμετρικά και

προσvεγγίζουν το μηδέν καθώς οι χρονικές υσvτερήσvεις προσvεγγίζουν το άπειρο.

γ) Πραγματοποιώντας σvτατισvτικούς ελέγχους για τον σvυντελεσvτή αυτοσvυσvχέτισvης (Q

statistic)

Η σvτατισvτική αυτή χρησvιμοποιείται για τον έλεγχο της σvυνδυασvτικής υπόθεσvης ότι

όλοι οι σvυντελεσvτές αυτοσvυσvχέτισvης είναι μηδέν:
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Q = T
m∑
κ=1

r2
κ

όπου T το μέγεθος του δείγματος και κ το πλήθος των υσvτερήσvεων. Αν τιμή της

σvτατισvτικής που υπολογίζουμε είναι μεγαλύτερη από την κριτική τιμή της X2
με m

βαθμούς ελευθερίας και κάποια σvτάθμη σvτατισvτικής σvημαντικότητας τότε η μηδενική

υπόθεσvη ότι όλοι οι σvυντελεσvτές αυτοσvυσvχέτισvης είναι μηδέν απορρίπτεται και η σvειρά

δεν είναι σvτάσvιμη.

δ) Πραγματοποιώντας έλεγχο για μοναδιαία ρίζα (Dickey-Fullertest)

Ο έλεγχος αυτός βασvίζεται σvτην εμπειρική τιμή της σvτατισvτικής t από μια απλή παλιν-

δρόμησvη, όμως η σvύγκρισvη για την αποδοχή ή όχι της H0 δεν γίνεται με τιμές από την t

κατανομή αλλά με τιμές που έχουν προσvδιορισvτεί εμπειρικά από τον MacKinnon(1991).

Θεωρούμε το παρακάτω μοντέλο:

Yt = αYt−1 + εt

Για να είναι σvτάσvιμη η σvειρά πρέπει να ισvχύει ότι |α| < 1. Αν α=1, τότε η σvειρά είναι μη

σvτάσvιμη. Με τον έλεγχο Dickey-Fuller γίνεται έλεγχος της μηδενικής υπόθεσvης

H0 : α = 1

H1 : α 6=1

Στην περίπτωσvη που ισvχύει α=1, η κατανομή του t και του F δεν σvυμπίπτουν με την

γνωσvτή κατανομή του t και του F. Δηλαδή οι κρίσvιμες τιμές των σvτατισvτικών t και F

δεν είναι κατάλληλες για τον έγκυρο έλεγχο της παραπάνω υπόθεσvης. Για να λυθεί το

παραπάνω πρόβλημα, οι Dickey-Fuller επαναπαραμετροποίησvαν το μοντέλο παίρνοντας

πρώτες διαφορές:

∆Yt = Yt − Yt−1 = (a− 1)Yt−1 + εt = βYt−1 + εt

όπου ελέγχεται η μηδενική υπόθεσvη

H0 : α− 1 = 0 ή β = 0

H1 : α− 16=0 ή β 6=0

Ο έλεγχος της παραπάνω υπόθεσvης μπορεί να γίνει με την βοήθεια των πινάκων της

κατανομής που κατασvκεύασvαν οιDickey-Fuller (τ1). ΗH0 γίνεται δεκτή αν η t-σvτατισvτική
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του σvυντελεσvτή β:

t = β̂

se(β̂)
είναι μικρότερη από την t-σvτατισvτική των Dickey-Fuller (τιμή του τ1). Τότε

σvυμπεραίνουμε ότι έχουμε μοναδιαία ρίζα και άρα η σvειρά δεν είναι σvτάσvιμη.

Η εφαρμογή που κάναμε έγινε σvτο πρόγραμμα Eviews. Αρχικά, οι παρατηρήσvεις

μας βγήκαν σvτάσvιμες, οι οποίες αποτελούνται από τυχαία νούμερα, καθώς οι τιμές των

παραγώγων δεν είναι διαθέσvιμες. Τα αποτελέσvματα της παλινδρόμησvης φαίνονται σvτον

παρακάτω πίνακα:

Παρατηρούμε ότι ο σvυντελεσvτής σvυσvχέτισvης, R2, είναι περίπου ίσvος με 66%, που σvημαίνει

ότι η προσvαρμογή του μοντέλου σvτα δεδομένα είναι καλή. Επίσvης παρατηρούμε μεγάλη

ευαισvθησvία σvτους μετοχικούς δείκτες σvε μια αλλαγή της τιμής του επιτοκίου, καθώς

η τιμή του είναι της τάξης του 209, δηλαδή αρκετά υψηλή. Αντίθετα, οι υπόλοιποι

σvυντελεσvτές φαίνεται να έχουν αρκετά μικρή επίδρασvη σvτους δείκτες καθώς επίσvης και

μικρά σvφάλματα.
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Appendix
Σε αυτό το παράρτημα θα δείξουμε πως αποδεικνύονται όλες τις μαθηματικές σvχέσvεις

που χρησvιμοποιήθηκαν σvτο κείμενο.

Γράφοντας το σvύσvτημα (2.4) σvε μορφή πινάκων έχουμε: dPt

dP̃t

 =

 ϕ(P̃t − Pt)

ψ(p̄− P̃t)

 dt+

 σp 0

0 σp̃


 dWp

dWp̃

⇒
⇒

 dPt

dP̃t

 =


 −ϕ ϕ

0 −ψ


 Pt

P̃t

+

 0

ψp̄


 dt+

 σp 0

0 σp̃


 dWp

dWp̃

⇒
⇒

 dPt

dP̃t

 =


 −ϕ ϕ

0 −ψ


 Pt − p̄

P̃t − p̄


 dt+

 σp 0

0 σp̃


 dWp

dWp̃

⇒
⇒dQt = C[Qt − Q̄]dt+ ΣdW (3.4)

όπου:

Qt =

 Pt

P̃t

 , C =

 −ϕ ϕ

0 −ψ

 , Q̄ =

 p̄

p̄

 ,Σ =

 σp 0

0 σp̃

, dW =

 dWp

dWp̃


Θεωρούμε την ομογενή εξίσvωσvη της σvχέσvης (2.5):

dΦt = CΦtdt, η οποία έχει λύσvη την

Φt =

 e−ϕt ϕ
ϕ−ψ (e−ψt − e−ϕt)

0 e−ψt

, καθώς:
dΦt
dt

=

 −ϕe−ϕt ϕ
ϕ−ψ (−ψe−ψt + ϕe−ϕt)

0 −ψe−ψt

 =

 −ϕ ϕ

0 −ψ


 e−ϕt ϕ

ϕ−ψ (e−ψt − e−ϕt)

0 e−ψt

 =

= CΦt

Στη σvυνέχεια θέτουμε Q̃t = Φ−1
t Qt, όπου:

Φ−1
t =

 e−ϕt ϕ
ϕ−ψ (e−ψt − e−ϕt)

0 e−ψt


−1

= 1
e−ψte−ϕt

 e−ψt −ϕ
ϕ−ψ (e−ψt − e−ϕt)

0 e−ϕt

 =

=

 eϕt ϕ
ϕ−ψ (eψt − eϕt)

0 eψt


Επίσvης έχουμε ότι:
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dΦ−1
t =

 ϕeϕt ϕ
ϕ−ψ (ψeψt − ϕeϕt)

0 ψeψt

 dt = −CΦ−1
t dt

΄Αρα, dQ̃t = dΦ−1
t Qt + Φ−1

t dQt
(2.5)
= −CΦ−1

t Qtdt+ Φ−1
t C[Qt − Q̄]dt+ Φ−1

t ΣdW =

= −CΦ−1
t Qtdt+ Φ−1

t CQtdt−Φ−1
t CQ̄dt+ Φ−1

t ΣdW = −Φ−1
t CQ̄dt+ Φ−1

t ΣdW , διότι:

Φ−1
t C =

 eϕt ϕ
ϕ−ψ (eψt − eϕt)

0 eψt


 −ϕ ϕ

0 −ψ

 =

 −ϕeϕt ϕeϕt + ϕψ
ϕ−ψ (eϕt − eψt)

0 −ψeψt

 =

=

 −ϕeϕt ϕ
ϕ−ψ (ϕeϕt − ψeψt)

0 −ψeψt

 = CΦ−1
t

΄Αρα, dQ̃t = −Φ−1
t CQ̄dt+ Φ−1

t ΣdW⇒Q̃t = Q̃0−
t∫
0

Φ−1
u CQ̄du+

t∫
0

Φ−1
u ΣdWu⇒

⇒ΦtQ̃t = ΦtQ̃0 − Φt

t∫
0

Φ−1
u CQ̄du+ Φt

t∫
0

Φ−1
u ΣdWu⇒

⇒Qt = ΦtQ̃0 + ΦtQ̄
(
Φ−1
t − Φ−1

0

)
+ Φt

t∫
0

Φ−1
u ΣdWu⇒

⇒Qt = ΦtQ̃0 + ΦtQ̄
(
Φ−1
t − I

)
+ Φt

t∫
0

Φ−1
u ΣdWu⇒

⇒ΦQt = ΦΦtQ̃0 + ΦQ̄− ΦΦtQ̄+ ΦΦt

t∫
0

Φ−1
u ΣdWu

΄Ετσvι, έχουμε ότι:

Qt+1 = Φt+1Q̃0 + Φt+1Q̄
(
Φ−1
t+1 − I

)
+ Φt+1

t+1∫
0

Φ−1
u ΣdWu = Φt+1Q̃0 + Q̄− Φt+1Q̄+

+Φt+1

t+1∫
0

Φ−1
u ΣdWu =

= Φt+1Q̃0 + Q̄− Φt+1Q̄+ Φt+1

t+1∫
0

Φ−1
u ΣdWu =

= ΦΦtQ̃0 + Q̄− ΦΦtQ̄+ ΦΦt
t∫
0

Φ
−1
u ΣdWu + ΦΦt

t+1∫
t

Φ
−1
u ΣdWu =

= Q̄+ Φ
(
Qt − Q̄

)
+ Φεt+1, όπου:

εt+1 = Φt

t+1∫
t

Φ
−1
u ΣdWu

Επομένως, το σvύσvτημα (2.5) έχει γενική λύσvη:

Qt+1 = Q̄+ Φ
(
Qt − Q̄+ εt+1

)
(3.5)
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όπου:

Φ =

 e−ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ

 (3.6)

(2.6)
(2.7)
=⇒

 Pt+1

P̃t+1

 =

 p̄

p̄

+

 e−ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ



 Pt − p̄

P̃t − p̄

+ εt+1

⇒
⇒

 Pt+1

P̃t+1

 =

 1− e−ϕ −ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 1− e−ψ


 p̄

p̄

+

 e−ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ



 Pt

P̃t

+ εt+1


(3.7)

Αναδρομικά, λοιπόν, έχουμε ότι:

Πt+n = α′
[
Q̄+ Φn−1(Qt − Q̄)

]
+ α′

n−1∑
i=1

Φn−iεt+i + β′εt+n, όπου α′ =
[

1 0

]
Απόδειξη:

για n = 1 έχουμε ότι:

Πt+1 = α′
[
Q̄+ Φ1−1(Qt − Q̄)

]
+ β′εt+1 = α′

[
Q̄+ (Qt − Q̄)

]
+ Vt+1 = α′Qt + Vt+1 =

Pt + Vt+1, που ισvχύει καθώς έτσvι έχουμε ορίσvει την Πt+1

αν ισvχύει για n = n, τότε για n = n+ 1 έχουμε:

Πt+n+1 = Πt+1+n = α′
[
Q̄+ Φn−1(Qt+1 − Q̄)

]
+ α′

n−1∑
i=1

Φn−iεt+1+i + β′εt+1+n
(2.6)
=

= α′
[
Q̄+ Φn−1

(
Q̄+ Φ

(
Qt − Q̄+ εt+1

)
− Q̄

)]
+ α′

n−1∑
i=1

Φn−iεt+1+i + β′εt+1+n
i+1=j

=

= α′
[
Q̄+ Φn−1

(
Q̄+ ΦQt − ΦQ̄+ Φεt+1 − Q̄

)]
+ α′

n−1∑
j=2

Φn−j+1εt+j + β′εt+1+n =

= α′
[
Q̄+ Φn(Qt − Q̄)

]
+ α′Φn

εt+1 + α′
n−1∑
j=2

Φn−j+1εt+j + β′εt+1+n =

= α′
[
Q̄+ Φn(Qt − Q̄)

]
+ α′

n−1∑
j=1

Φn−j+1εt+j + β′εt+1+n

Ξαναγράφουμε τη σvχέσvη (2.3):

lnRt,n − lnDt = Et

[
n∑
i=1

Πt+i

]
+ 1

2
V art

[
n∑
i=1

Πt+i

]
Θα υπολογίσvουμε κάθε όρο σvτο δεξί μέλος ξεχωρισvτά και μετά θα αντικατασvτήσvουμε.

΄Εχουμε λοιπόν ότι:
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Et

[
n∑
i=1

Πt+i

]
= Et [Πt+1 + ...+ Πt+n] =

= Et

[
α′
[
Q̄+ Φ1−1(Qt − Q̄)

]
+ β′εt+1 + ...+ α′

[
Q̄+ Φn−1(Qt − Q̄)

]
+ α′

n−1∑
i=1

Φ
n−iεt+i + β′εt+n

]
=

E[εt+i=0]
=

Bn=(I+Φ+...+Φn−1)
Et
[
nα′Q̄+ α′Bn

(
Qt − Q̄

)]
= nα′Q̄+α′Bn

(
Qt − Q̄

)
= α′

(
nQ̄+Bn

(
Qt − Q̄

))
V art

[
n∑
i=1

Πt+i

]
= V art

[
n∑
i=1

{
α′
[
Q̄+ Φi−1(Qt − Q̄)

]
+ α′

i−1∑
j=1

Φ
i−jεt+j + β′εt+i

}]
=

= V art

[
n∑
i=1

{
α′

i−1∑
j=1

Φ
i−jεt+j + β′εt+i

}]
= V art

[
n∑
i=1

{
α′

i−1∑
j=1

Φ
i−jεt+j

}]
+V art

[
n∑
i=1

{β′εt+i}
]

=

=
n∑
i=1

[
α′

i−1∑
j=1

Φ
i−j

]
Σ

(i−1∑
j=1

Φ
i−j

)′
α

+
n∑
i=1

β′Σβ =
n∑
i=1

(β′+α’Bi) Σ
(
β +B

′
iα
)
, όπου:

Σ =

 σ2
p 0

0 σ2
p̃


Τώρα θα γράψουμε τον πίνακα Bn που ορίσvαμε παπαράνω ως:

Bn =
(
I + Φ+ ...+ Φn−1

)
= (I − Φ)−1 (I − Φn)

Θα υπολογίσvουμε τον πίνακα Bn. ΄Εχουμε:

(I − Φ)−1 (2.7)
=

I −
 e−ϕ ϕ

ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ



−1

=


 1− e−ϕ −ϕ

ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 1− e−ψ



−1

=

= 1

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

 1− e−ψ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 1− e−ϕ


Για να βρούμε τον πίνακα (I − Φn), πρέπει πρώτα να υπολογίσvουμε τον πίνακα Φn.

Παρατηρούμε ότι:

Φ
2 =

 e−ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ


 e−ϕ ϕ

ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ

 =

=

 e−2ϕ + 0 ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)(e−ϕ + e−ψ)

0 e−2ψ + 0

 =

 e−2ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−2ψ − e−2ϕ)

0 e−2ψ


Φ

3 = Φ2Φ =

 e−2ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−2ψ − e−2ϕ)

0 e−2ψ


 e−ϕ ϕ

ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 e−ψ

 =
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=

 e−3ϕ + 0 ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)e−2ϕ + ϕ

ϕ−ψ (e−2ψ − e−2ϕ)e−ψ

0 e−3ψ + 0

 =

=

 e−3ϕ ϕ
ϕ−ψ

[
−e−3ϕ + e−2ϕ−ψ − e−2ϕ−ψ + e−3ψ

]
0 e−3ψ

 =

 e−3ϕ ϕ
ϕ−ψ (e−3ψ − e−3ϕ)

0 e−3ψ


΄Αρα, καταλήγουμε σvτο ότι:

Φ
n =

 e−nϕ ϕ
ϕ−ψ (e−nψ − e−nϕ)

0 e−nψ

. ΄Εχοντας βρει τον πίνακα αυτό, μπορούμε πλέον
να υπολογίσvουμε τον πίνακα (I − Φn) ως εξής:

(I − Φn) =

 1− e−nϕ −ϕ
ϕ−ψ (e−nψ − e−nϕ)

0 1− e−nψ

. Τελικά για τον πίνακα Bn έχουμε ότι:

Bn = (I − Φ)−1 (I − Φn) =

= 1

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

 1− e−ψ ϕ
ϕ−ψ (e−ψ − e−ϕ)

0 1− e−ϕ


 1− e−nϕ −ϕ

ϕ−ψ (e−nψ − e−nϕ)

0 1− e−nψ

 =

=

 1
(1−e−ϕ)

ϕ
ϕ−ψ

(e−ψ−e−ϕ)

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

0 1

(1−e−ψ)


 1− e−nϕ −ϕ

ϕ−ψ (e−nψ − e−nϕ)

0 1− e−nψ

 =

=

 1−e−nϕ
1−e−ϕ

−ϕ
ϕ−ψ

e−nψ−e−nϕ
1−e−ϕ + ϕ

ϕ−ψ
(e−ψ−e−ϕ)(1−e−nψ)

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

0 1−e−nψ
1−e−ψ

 =

=

 1−e−nϕ
1−e−ϕ

−ϕ
ϕ−ψ

[
(e−nψ−e−nϕ)(1−e−ψ)−(e−ψ−e−ϕ)(1−e−nψ)

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

]
0 1−e−nψ

1−e−ψ

 =

=

 1−e−nϕ
1−e−ϕ

−ϕ
ϕ−ψ

[
e−nψ−e−nϕ−e−nψ−ψ+e−nϕ−ψ−e−ψ+e−ϕ+e−nψ−ψ−e−nψ−ϕ+1−1

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

]
0 1−e−nψ

1−e−ψ


=

 1−e−nϕ
1−e−ϕ

−ϕ
ϕ−ψ

[
−(1−e−ϕ)(1−e−nψ)

(1−e−ϕ)(1−e−ψ)
+

(1−e−nϕ)(1−e−ψ)
(1−e−ϕ)(1−e−ψ)

]
0 1−e−nψ

1−e−ψ

 =

=

 1−e−nϕ
1−e−ϕ

ϕ
ϕ−ψ

[
(1−e−nψ)
(1−e−ψ)

− (1−e−nϕ)
(1−e−ϕ)

]
0 1−e−nψ

1−e−ψ

 =

 ϕn
ϕ

ϕ−ψ (ψn − ϕn)

0 ψn

, όπου:
ϕn = 1−e−nϕ

1−e−ϕ , ψn = 1−e−nψ
1−e−ψ
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