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«Truth is ever to be found in simplicity, and not in the multiplicity and confusion of things.»

Sir Isaac Newton
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ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ

Περίληψη

Σχολή Πολιτικών Μηχανικών

Εργαστήριο Στατικής και Αντισεισμικών Ερευνών

Διπλωματική

Επιτάχυνση ανάλυσης Monte Carlo σε δυναμικό πρόβλημα με χρήση μεθόδων
μείωσης διαστάσεων

by Κωνσταντίνος Ατζαράκης

Στὴν σύγχρονη ἐποχή, παρὰ τὴν ὕπαρξη ἐξαιρετικῶν μεθόδων (FEM, BEM etc.) καὶ πα-
ρὰ τὴν ἄυξηση τῆς ὐπολογιστικῆς ἰσχύος, ἀποτελεῖ ἀκόμα ζητούμενο ἡ χρήση ταχύτερων
ἀλγορίθμων γιὰ τὴν έπίλυση φυσικῶν προβλημάτων μηχανικοῦ. Ἡ άριθμητική ἀνάλυση
Monte Carlo, ἀν καὶ ἀξιόπιστη γιὰ τὴν ἐπίλυση τοῦ στοχαστικοῦ δυναμικοῦ προβλήματος,
συνήθως ἀπομιζεί ἐξαιρετικά σύντομα τοὺς ὅποιους διαθέσιμους ὑπολογιστικοὺς πόρους
καὶ ἰδιαίτερα σὲ συστήματα μὲ πολλοὺς βαθμούς ἐλευθερίας. Ἡ παρούσα ἐργασία ἐξετά-
ζει τὴν χρήση δύο μεθόδων μείωσης διαστάσεων (Dimensionality Reduction methods) πρὸς
ἐπιτάχυνση τῆς ἀνάλυσης Monte Carlo. Μετὰ ἀπὸ μία σύντομη εἰσαγωγή στὶς ἔννοιες τῆς
ὑποκατάστατης μοντελοποίησης (surrogate modeling) καὶ τῶν μοντέλων μειωμένης τάξης
(Reduced Order Modeling), δίνονται συνοπτικά, κάποιες χρήσιμες μαθηματικές ἔννοιες γι-
ὰ τὸν μη ἐξοικειωμένο ἀναγνώστη. Στὴν συνέχεια, σὲ ξεχωριστά κεφάλαια, παρουσιάζο-
νται οἱ δύο μέθοδοι μείωσης διαστάσεων ποὺ θα χρησιμοποιηθοὺν, ἡ κλασική μέθοδος τῆς
ἀνάλυσης σὲ Kύριες Sυνιστώσες (Principal Component Analysis) καὶ ἡ σχετικά πρόσφατη μέ-
θοδος τῶν Ἀπεικονίσεων (ἤ Χαρτῶν) Διάχυσης (Diffusion Maps). Oἱ μέθοδοι ἐφαρμόζονται
σὲ ἀριθμητικὸ παράδειγμα γιὰ τὴν δημιουργία δύο ὑποκατάστατων φυσικῶν μοντέλων
τὰ ἀποτελέσματα τῶν ὁποίων συγκρίνονται, ἐν τέλει, μὲ ἀυτά τῆς ἀκριβοῦς Monte Carlo
ἀνάλυσης.
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1

Κεφάλαιο 1

Εἰσαγωγή

1.1 Μεταμοντελοποίηση

Πολλές ἀπὸ τὶς ἐπιστημονικές ἐφαρμογές ἤ τὶς ἐφαρμογές μηχανικοῦ ἀπαιτοῦν τὴν προ-
σομοίωση φυσικῶν συστημάτων μὲ ἀκριβή μοντέλα ὑψηλοῦ κόστους. Ἐξ ὁρισμοῦ, καθῶς
ὁ φυσικός κόσμος, καίτοι περιγραπτός, δὲν δεσμεύεται νὰ εἶναι καὶ ἀπλός, τὰ προκύπτο-
ντα φυσικά προβλήματα κληρονομοῦν συχνά τὴν πραγματική περιπλοκότητα, παρὰ τὶς
ἀνθρώπινες ἀπλοποιητικές παραδοχές. Σὲ ἀυτὴν τὴν ὑπάρχουσα περιπλοκότητα ἔρχεται
ἐπιπλέον νὰ προστεθεῖ καὶ αὐτὴ τῶν μεθόδων ἐπίλυσης τῶν προβλημάτων. Ἐφαρμογές,
ὅπως γιὰ παράδειγμα ὁ σχεδιασμός, ἡ βελτιστοποίηση καὶ ἡ στοχαστική μοντελοποίηση,
περιλαμβάνουν συχνά μεγάλο ἀριθμό μεταβλητῶν καὶ ἐπαναληπτικότητα διαδικασιών.
Ἔτσι, λοιπόν, δὲν εἶναι σπάνιο τὸ ἐνδεχόμενο ἡ ἀριθμητική προσομοίωση νὰ χρειάζεται
ἰκανότατο χρόνο γιὰ νὰ ὀλοκληρωθεῖ — πολλές ὧρες ἤ καὶ μέρες— ἀκόμα καὶ μὲ τὴν χρή-
ση τῆς ἐπιτομῆς τοῦ σύγχρονου τεχνολογικοῦ ὑλικοῦ. Αὐτὸ καθιστᾶ τὶς προαναφερθεῖσες
ἐφαρμογές δυσπροσάρμοστες γιὰ πρακτικὴ χρήση, παρόλο ποὺ εἶναι καθόλα χρήσιμες
καὶ ὠφέλιμες.

ἩMεταμοντελοποίηση (Μeta-modeling) ἤὙποκατάστατηΜοντελοποίηση (SurrogateModeling)
εἶναι τεχνικὴ ποὺ ἔχει σκοπὸ νὰ μειώσει τὸ ὑπολογιστικό κόστος τῶν ἀκριβῶν προσομοιω-
μάτων ἀντικαθιστώντας τα μὲ ἀποδοτικότερα προσεγγιστικὰ μοντέλα. Ἡ πρόκληση εἶναι
τὸ ὑποκατάστατο μοντέλο νὰ παρέχει ἰκανοποιητική ἀκρίβεια, χρησιμοποιώντας τις ελά-
χιστες δυνατές πληροφορίες ἀπὸ τὸ πρωτότυπο.

Τὰ ἀμιγή μεταμοντέλα κατασκευάζονται μὲ καθαρά δεδομενοήλατη (data-driven) λογική
καὶ δὲν στηρίζονται στὴν γνώση τῆς ἐσωτερικῆς συμπεριφορᾶς τοῦ ἀκριβοῦς μοντέλου,
ἀλλὰ μόνο στὴν σχέση τῶν δεδομένων εἰσόδου-ἐξόδου. Δὲν ἀπαιτεῖται, δηλαδή, καμία
γνώση τῆς δομῆς τοῦ πρωτοτύπου κατὰ τὴν χρήση τοῦ μοντέλου 1. Σὲ αὐτήν τὴν κατηγο-
ρία ἀνήκουν, γιὰ παράδειγμα, τὰ εὐρέως διαδεδομένα νευρωνικά δίκτυα.

Τὰ μεικτὰ μεταμοντέλα, ἀπὸ τὴν ἄλλη, παρεμβάλλονται μεταξύ τοῦ πρωτοτύπου καὶ τῶν
ἀποτελεσμάτων, δηλαδή χρησιμοποιοῦν καὶ τὴν ἐσωτερική δομή τοῦ ἀρχικοῦ προσομοιώ-
ματος. Μεικτά μοντέλα εἶναι, παραδείγματος χάριν, ὅλα τὰ μοντέλα μειωμένης τάξης, τὰ
ὁποία θὰ ἀναλυθοῦν στὴν συνέχεια.

Ἀξίζει νὰ σημειωθεῖ, ὅτι δὲν ὑπάρχει περιορισμός στὴν σύνθεση μεταμοντέλων. Εἶναι δυ-
νατόν, ἐπί παραδείγματι, νὰ γίνει συνδυασμός νευρωνικῶν δικτύων καὶ μείωσης τῆς διά-
στασης τῶν δεδομένων.

1Φυσικά, γίνεται χρήση τοῦ ἀρχικοῦ μοντέλου ἄπαξ, προκειμένου νὰ ἐξαχθοῦν τὰ δεδομένα ἐξόδου μὲ τὰ
ὁποία ἐκπαιδεύεται τὸ μεταμοντέλο.
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1.2 Προσομοιώματα Μειωμένης Τάξης

Κινούμενο στὸ προηγούμενο πλαῖσιο, τὸ ενδιαφέρον τῆς ἐπιστημονικῆς κοινότητας ἐσχά-
τως στρέφεται, μεταξύ ἄλλων, σὲ μεθόδους μείωσης τῶν διαστάσεων τῶν μεταβλητῶν τοῦ
συστήματος. Τὸ σύνολο τῶν μεθόδων αὐτῶν στὴν βιβλιογραφία αναφέρεται ως Προσο-
μοίωση Mειωμένης Tάξης ἤ συντομότερα ΠΜΤ ( Reduced Order Modeling – ROM ).

Ἡ παρούσα ἐργασία ἐπικεντρώνεται στὴν ἐπιστήμη τῆς ὑπολογιστικῆς μηχανικῆς καὶ γιὰ
τὴν κατασκευή μεταμοντέλων θὰ γίνεται χρήση τῆς μεθόδου τῶν Πεπερασμένων Στοιχεί-
ων. Τὸ ἐκαστοτε ROM θὰ ὑλοποιηθεῖ μὲ συνδυασμό τῆς FEM, ἀφενός, καὶ μιᾶς τεχνικῆς
μείωσης διαστάσεων ἀφετέρου. Οἱ συνδυαζόμενες μὲ τὴν FEM τεχνικές ἀνήκουν στὴν
εὐρύτατη οἰκογένεια τῆς μηχανικῆς μάθησης καὶ συγκεκριμένα στὸν κλάδο τὴς πολυπτυγ-
ματικῆς μάθησης (manifold learning). Ἡ πρώτη εἶναι ἡ γνωστή PCA (βλ. σελ. 19), ἐνῶ ἠ
δεύτερη ἡ ἀνερχόμενη μέθοδος τῶνDiffusionMaps (βλ. σελ. 25). Οἱ τεχνικές θὰ συνδυα-
στοῦν ἀμφότερες ἀνὰ μία μὲ τὴν FEM παράγωντας δύο μεταμοντέλα.

Σχήμα 1.1: Διάγραμμα κατασκευῆς τοῦ ὑποκατάστατου μοντέλου. Mὲ κόκ-
κινο χρώμα σημειώνεται ἡ συνήθης πορεία ὑπολογισμοῦ τῶν ἀποτελεσμά-
των, ἐνῶ μὲ πράσινο ἡ πορεία μέσω τῆς χρήσης ὑποκατάστατου μοντέλου.

Δέον νὰ σημειωθεῖ, ὅτι παρόλη τὴν ἐξειδίκευση τῆς παρούσης ἐργασίας στὸν κλάδο τῆς
μηχανικῆς, οἱ ἐφαρμοζόμενες τεχνικὲς μείωσης διαστάσεων, λόγω τοῦ γενικοῦ τους χα-
ρακτήρα δεν περιορίζονται στὶς ἐπιστῆμες μηχανικοῦ, ἀλλὰ ἐφαρμόζονται σὲ πλῆθος ἐπι-
στημῶν ὅπως στην Ἐπιστήμη Δεδομένων, στὴν Στατιστική, στὴν Μηχανική Μάθηση κ.α.

1.3 Μαθηματική διατύπωση τοῦ προβλήματος

Σὲ αὐτὸ τὸ σημεῖο εἶναι πρέπον νὰ ξεκινήσει ἡ μαθηματική περιγραφή τοῦ προβλήματος,
ἔτσι ὥστε νὰ γίνει κατανοητὸ τὸ ὅλο πλαίσιο ἀπὸ τὸν ἀναγνώστη.

Ἔστω, λοιπόν, ὅτι δίδεται ἀκριβές μοντέλοM : Rν → Rd ποὺ χρησιμοποιεῖ d μεταβλη-
τές. Μὲ Rν σημειώνεται ὁ χῶρος τῶν παραμέτρων τοῦ μοντέλου, δηλαδή τῶν δεδομένων
εἰσόδου καὶ μὲ Rd ὁ χῶρος τῶν ἀποτελεσμάτων, δηλαδή τῶν δεδομένων ἐξόδου. Συχνό-
τατα στὶς ἐφαρμογές ἰσχύει d � ν, άπαιτοῦνται πολλοί ὑπολογισμοί γιὰ διάφορες τιμές
τῶν παραμέτρων καὶ ὁ ὑπολογισμός τῶν ἀποτελεσμάτων ἀπευθείας μὲσω τοῦ ἀκριβοῦς
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μοντέλου εἶναι, ὅπως προειπώθηκε, κοστοβόρος. Προκύπτει, λοιπόν, ἔνα εὔλογο ἐρώτη-
μα: εἶναι ἀπαραίτητο, ἐνῶ κάθε φορά ἀλλάζουν μόνο ν μεταβλητές, νὰ γίνονται ἐκ νέου
ὑπολογισμοί ποὺ ἀπαιτοῦν d μεταβλητές;

Ἡ ἀπάντηση εἶναι ἀρνητική, ἄν συλλογιστεῖ κανείς τὰ επόμενα. Εἶναι γνωστό, ὅτι ὁ με-
τασχηματισμόςM εἶναι γιὰ τὰ προβλήματα τῆς μηχανικῆς ἐν γένει συνεχής, ὅπως καὶ σὲ
πολλά φυσικά συστήματα. Τότε, λοιπόν, εἶναι ἀσφαλής ἡ ὑπόθεση ὅτι τὰ ἀποτελέσματα
M(e) ∈ Rd ποὺ προκύπτουν ἀπὸ τὶς διάφορες παραμέτρους e ∈ Rν δὲν εἶναι ἀσυνάρ-
τητα, ἀλλά κεῖνται κατὰ προσέγγιση κι ἀυτὰ σὲ κάποιο ὑπόχωρο τοῦ Rd. Ὁ ὑπόχωρος
αὐτός εἶναι ἐν γένει μὴ γραμμικός καὶ ἀποτελεῖ ἕνα ν-διάστατο πολύπτυγμα ἐμβαπτισμέ-
νο στὸνRd. Ἄν μὲ κάποιο τρόπο βρεθεῖ ἡ δομή αὐτοῦ τοῦ πολυπτύγματος, τότε δὲν θὰ εἶναι
ἀπαραίτητη ἡ χρήση του πλήρους μοντέλου, ἀλλὰ θὰ χρησιμοποιεῖται ἡ πληροφορία τοῦ
πολυπτύγματος γιὰ τὴν κατασκευή ἑνός μεταμοντέλου.

1.4 Δυναμικό πρόβλημα

Εἰδικεύοντας, ἡ δυναμική ἐξίσωση ἰσορροπίας ἕνὸς γραμμικοῦ συστήματος γράφεται ὥς
στοχαστικό πρόβλημα d μεταβλητῶν

M(e)ü(e) + C(e)u̇(e) + K(e)u(e) = f(e), (1.1)

ὅπου

• e ∈ Rν διάνυσμα ποὺ περιγράφει κάθε τυχαία παράμετρο τοῦ συστήματος,

• u, u̇, ü ∈ Rd τὰ διανύσματα τῆς μετακίνησης, ταχύτητας καὶ ἐπιταχύνσεως ἀντί-
στοιχα,

• M,C,K ∈ Rd×d τὸ μητρῶο μάζας, τὸ μητρῶο ἀποσβέσεως καὶ τὸ μητρῶο στιβαρό-
τητας,

• f ∈ Rd τὸ διάνυσμα τῶν ἐξωτερικῶν δράσεων.

Ἀναζητεῖται, καταρχήν, ἡ γεωμετρία τοῦ πολυπτύγματοςM στὸ ὁποῖο κεῑνται οἱ λύσεις
u τοῦ συστήματος. Στὴν συνέχεια ἡ γνώση αὐτή θὰ βοηθήσει στὴν δημιουργία τοῦ ὑπο-
κατάστατου μοντέλου γιὰ τὸ φυσικό σύστημα. Τὸ μοντέλο αὐτό θὰ πρέπει νὰ εἶναι ἰκανό
νὰ προσεγγίσει μὲ ἀκρίβεια καὶ ἀποδοτικότητα τὴν πραγματική λύση u, δεδομένων πα-
ραμέτρων e, χωρίς τὴν χρήση τῆς ἐξίσωσης 1.1.

Προκειμένου, λοιπόν, νὰ βρεθεῖ ἡ ἀπεικόνιση u ἑνὸς παραμετρικοῦ διανύσματος e, βρίσκε-
ται, ἀντί τῆς ἐπίλυσης τοῦ πλήρους συστήματος, ἡ ἀπεικόνιση z τοῦ e σὲ χῶρο μειωμένων
διαστάσεων μέσω τοῦ μετασχηματισμοῦ Φ(e) = z. Ἄν δεν ἐγκαταλειφθεῖ πλήρως τὸ φυ-
σικό σύστημα, ὅπως στὴν παρούσα ἐργασία, τὸ z βρίσκεται ἔμμεσα ἀπὸ τὴν ἐπίλυση τῆς
ἐξίσωσης τῆς δυναμικῆς ἰσορροπίας στὸν χῶρο μειωμένων διαστάσεωνRn. Στὴν συνέχεια
μέσω τῆς σὐνθεσης (Ψ−1 ◦Φ)(e) βρίσκεται ἡ ζητούμενη ἀπεικόνιση τοῦ e στὸ πολύπτυγ-
μαM. Τὸν ὀρθό Ψ : Rd → Rn τὸν δίνει ἡ ἐκάστοτε μέθοδος μείωσης διαστάσεων. Μιὰ
σχηματική ἀναπαράσταση τῶν μετασχηματισμῶν μπορεῖ νὰ δεῖ κανείς στὴν εἰκόνα 1.2.

Πιὸ συγκεκριμένα, γιὰ γραμμικό μετασχηματισμό Ψ−1, δηλαδή u = Ψ−1z καὶ παραλεί-
ποντας τὴν ἐξάρτηση ἀπὸ τὸ e γιὰ συντομία ἡ 1.1 γίνεται

MΨ−1z̈+ CΨ−1ż+ KΨ−1z = f

=⇒
(
Ψ−1

)T MΨ−1z̈+
(
Ψ−1

)T CΨ−1ż+
(
Ψ−1

)T KΨ−1z =
(
Ψ−1

)T f
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Σχήμα 1.2: Μετασχηματισμοί μεταξύ τοῦ E ∈ Rν καὶ τοῦ χώρου μειωμένων
διαστάσεων καὶ μεταξύ τοῦ χώρου μειωμένων διαστάσεων καὶ τοῦ U ∈ Rd

[1].

=⇒ Mrz̈+ Crż+ Krz = fr, (1.2)

ὅπου

• z, ż, z̈ ∈ Rn τὰ διανύσματα μειωμένων διαστάσεων τῆς μετακίνησης, ταχύτητας καὶ
ἐπιταχύνσεως ἀντίστοιχα,

• Mr,Cr,Kr ∈ Rn×n τὸ μητρῶο μάζας, τὸ μητρῶο ἀποσβέσεως καὶ τὸ μητρῶο στιβα-
ρότητας στὶς μειωμένες διαστάσεις,

• fr ∈ Rn τὸ ἀντίστοιχο διάνυσμα τῶν ἐξωτερικῶν δράσεων.

Έτσι, επιτυγχάνεται μείωση τοῦ ὑπολογιστικοῦ κόστους, ἀφοῦ, ἀντί νὰ λυθεῖ ἡ διαφορική
ἐξίσωση 1.1 μὲ πλῆθος ἀγνώστων ὅσο καὶ οἱ βαθμοί ἐλευθερίας τοῦ πλήρους μοντέλου,
λύνεται ἡ 1.2 ποὺ θὰ δώσει, ὅπως προειπώθηκε, προσεγγιστικά τὸ ἵδιο ἀποτέλεσμα, ἀλλὰ
μὲ ἀρκετά λιγότερο ἀριθμό μεταβλητῶν.

Ἀφοῦ ἔχει βρεθεῖ τὸ z, τότε u = Ψ−1z χρησιμοποιώντας τὸν γραμμικό μετασχηματισμό
Ψ−1, ποὺ μέχρι στιγμῆς εἶναι ἄγνωστος. Οἱ μέθοδοι εὔρεσής του θὰ παρουσιαστοὺν σὲ
ἐπόμενα κεφάλαια. Δέον νὰ σημειωθεῖ ὅτι ἀπὸ τὴν στιγμή ποὺ τὸ μητρῶοΨ−1 εἶναι στα-
θερό, ὡς γραμμικός μετασχηματισμός, ἀρκεῖ νὰ βρεθεὶ μόνο μία φορά καὶ δὲν χρειάζεται
ἐπανυπολογισμός του κάθε φορὰ ποὺ ἀλλάζουν οἱ ἀρχικοί παράμετροι τοῦ μοντέλου.
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1.5 Σύνοψη μεθοδολογίας

Ἀρχικά πρέπει νὰ σχηματιστεῖ τὸ σύνολο δεδομένων χρησιμοποιώντας τὸν ἀλγόριθμο 1.
Algorithm 1: Full Order Model
Data: FOM : Rν → Rd

Result: Form dataset U from solutions ut ∈ Rd

1 Initialize empty matrix U;
2 COMPUTE M,C,K matrices of FOM;
3 for i←1 to Ntrain do
4 for t←0 to Ntimesteps do
5 SOLVE equilibrium equation with FOM;
6 GET solution ut;
7 STORE ut in memory;
8 end
9 SAMPLE a subset of the solutions ut and store it in U;

10 end

Ἔπειτα, ὄπως φαίνεται στὸν ἀλγόριθμο 2, ἐκπαιδεύεται ἡ μέθοδος στὸ σύνολο δεδομένων
τῶν λύσεων καὶ οἱ ὑπόλοιπες λύσεις δίνονται ἀπὸ τὸ μοντέλο μειωμένης τάξης.

Algorithm 2: Reduced Order Model
Data: Solutions dataset U ∈ Rd×N

Result: Compute solutions unew
t ∈ Rd with ROM

1 SELECT Dimensionality Reduction Method R;
2 TRAIN the method R using solutions dataset U;
3 COMPUTE Ψ−1 matrix from R;
4 COMPUTE reduced matrices Mr,Cr,Kr of ROM usingΨ−1;
5 for i←1 to Ntest do
6 for t←0 to Ntimesteps do
7 SOLVE equilibrium equation with ROM;
8 GET solution unew

t ;
9 end

10 end
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Κεφάλαιο 2

Στοιχεία ἀπὸ τὴν Θεωρία
Στοχαστικῶν Ἀνελίξεων

2.1 Ὁρισμός

Οἱ στοχαστικές διαδικασίες ἤ στοχαστικές ἀνελίξεις γενικεύουν τὸν ὁρισμό τῶν τυχαίων
μεταβλητῶν. μιὰ στοχαστική διαδικασία ὀρίζεται ὡς ἕνα σύνολο τυχαίων μεταβλητῶν ἤ
διανυσμάτων ποὺ βρίσκονται σὲ 1-1 ἀντιστοιχία μὲ ἕνα ἄλλο μαθηματικό σύνολο, ἔστω I.
Τὸ σύνολο I ὀνομάζεται σύνολο δεικτῶν καὶ ἰστορικά ξεκίνησε σὰν ἕνα ὑποσύνολο τῶν
πραγματικῶν ἀριθμῶν — π.χ. φυσικοί ἀριθμοί — γιὰ νὰ ἀποδοθεῖ ἡ ἔννοια τοῦ χρόνου.
Τὸ σύνολο τιμῶν τῶν τυχαίων μεταβλητῶν S ὀνομάζεται χῶρος κατάστασης. Ὅπως εἶναι
κατανοητό, ἐν γένει, δὲν ὑπάρχει κανένας περιορισμός οὔτε στὸ σύνολο δεικτῶν, ὄυτε στὸ
χῶρο κατάστασης τῶν τυχαίων μεταβλητῶν. Ἔτσι, μιὰ στοχαστική διαδικασία μπορεῖ
νὰ παράγει πολλές συναρτήσεις λόγω τῆς τυχαιότητας. Κάθε συνάρτηση ποὺ παράγεται
ὀνομάζεται δείγμα ἤ πραγματοποίηση τῆς στοχαστικῆς διαδικασίας.

Σχήμα 2.1: Μία στοχαστική διαδικασία ἀποτελεῖ ἀπεικόνιση ἀπὸ τὸν
χῶρο τῶν τυχαίων γεγονότων στὸν χῶρο τῶν συναρτήσεων.

Πιο συγκεκριμένα, μιὰ στοχαστική διαδικασίαX(t, θ) μπορεῖ νὰ ὁριστεῖ ὡς ἡ ἀπεικόνιση
ἀπὸ τὸν χῶρο πιθανοτήτων {Θ,F , P} σὲ μιὰ συνάρτηση τοῦ χρόνου Xi(t)(στοχαστική
διαδικασία) ἤ καὶ τοῦ χώρου (στοχαστικό πεδίο), ὅπου Θ ὁ δειγματικός χῶρος, F μιὰ σ-
ἄλγεβρα ἐπί τοῦΘ καὶ P τὸ μέτρο πιθανότητας. Σὲ μιὰ γενική περίπτωση ἕνα στοχαστικό
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πεδίοX(t, θ) μπορεῖ νὰ ὑλοποιεῖται ἀπὸ πολυμεταβλητές συναρτήσειςXi(t, θ) ∈ Rn μὲ t ∈
Rm, ὄπως ἄλλωστε ἰσχύει γιὰ ὅλες τὶς συναρτήσεις. Γιὰ συντομία μπορεῖ νὰ γραφτεῖ ὅτι
τὸ προηγούμενο πεδίο μπορεῖ νὰ κατηγοριοποιηθεὶ ὡς mD-nV (m-Dimensional, n-Variate).
Σύμφωνα, λοιπόν, μὲ τὰ παραπάνω μιὰ 1D-1V διαδικασίαX(t) ἐρμηνεύεται ὡς ἀκολουθία
ἀπὸ κοινοῦ κατανεμημένων τυχαίων μεταβλητῶν X(ti) μὲ i ∈ I γιὰ τὶς ὁποῖες πρέπει νὰ
ὁριστεῖ ἀπὸ κοινοῦ κατανομή.

Σχήμα 2.2: Πραγματοποίηση μιᾶς στοχαστικῆς διαδικασίας Wiener, γνω-
στῆς καὶ ὡς κίνησης Brown. Τὸ σύνολο δεικτῶν τῆς διαδικασίας εἶναι οἱ
μὴ ἀρνητικοί πραγματικοί ἀριθμοί, ἐνῶ ὁ χῶρος κατάστασης εἶναι ὁ τρι-

διάστατος εὐκλείδιος χῶρος.

2.2 Συναρτήσεις μάζας καὶ πυκνότητας

Ἄν τὸ I εἶναι μετρήσιμο, πεπερασμένο σύνολο ἡ ἀπό κοινοῦ συνάρτηση κατανομῆς μάζας
ὁρίζεται ὡς

FX(t1),…,X(tn)(x1,…, xn) = P [X(t1) ≤ x1 ∧… ∧X(tn) ≤ xn] (2.1)

καὶ ἡ ἀντίστοιχη ἀπὸ κοινοῦ κατανομή πυκνότητας ὡς

fX(t1),…,X(tn)(x1,…, xn) =
∂n

∂x1,…, ∂xn
FX(t1),…,X(tn)(x1,…, xn) (2.2)

sectionῬοπές Στοχαστικῶν Διαδικασιῶν
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Ἔστω fX(x) ἡ σ.π.π. τῆς τυχαίας μεταβλητῆς X(t) κατὰ τὴν χρονική στιγμή t. Ἡ n-στή
ῥοπή ὁρίζεται ὡς

mn(t) = E [Xn(t)] =

∫ +∞

−∞
xnfX(x)dx (2.3)

Γιὰ n = 1 λαμβάνεται ἡ μέση τιμή τῆς διαδικασίαςm1(t) = E [X(t)] = µX(t).

Οἱ κεντρικές ῥοπές βρίσκονται ἀντίστοιχα ἀπὸ τὸν τύπο

E [(X(t)− µX(t))n] =

∫ +∞

−∞
(x− µX(t))nfX(x)dx (2.4)

Γιὰn = 2 λαμβάνεται ἡ διακύμανση τῆς διαδικασίαςE
[
(X(t)− µX(t))2

]
= Var [X(t)] =

s2X(t).

2.3 Συναρτήσεις αὐτοσυσχέτισης καὶ αὐτοδιακύμανσης

Ἡ συνάρτηση αὐτοσυσχέτισης RX(ti, tj) μιᾶς τυχαίας 1D-1V διαδικασίας ποσοτικοποιεί
τὴν σχέση μεταξύ τῶν τιμῶν τῆςX(t) σὲ δύο χρονικές στιγμές καὶ . Σὲ ὀρισμένες περιπτώ-
σεις μπορεῖ νὰ ὀριστεῖ ἀπὸ τὴν διαφορά μεταξύ τῶν δύο χρονικῶν στιγμῶν τ = ti − tj —
ἤ τὴν ἀπόσταση, ἄν γίνεται λόγος γιὰ στοχαστικό πεδίο. Ἡ συνάρτηση αὐτοσυσχέτισης
μπορεῖ νὰ ὁριστεῖ ὡς

RX(ti, tj) = E [X(ti)X(tj)] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xixjfX(ti),X(tj)(xi, xj)dxidxj , (2.5)

ὅπουX(ti), X(tj) οἱ τιμές τῆς στοχαστικῆς διαδικασίας κατὰ τὶς στιγμές ti καὶ tj μὲ ἀπὸ
κοινοῦ συνάρτηση τὴν fX(ti),X(tj)(xi, xj). Στὴν οὐσία ἡ συνάρτηση αὐτοσυσχέτισης προ-
κύπτει ἀπὸ τὸν ἄνα δύο συνδυασμό κάθε τυχαίας μεταβλητής τῆς διαδικασίας μὲ τὶς ὑπό-
λοιπες. Ἡ συνάρτηση αὐτοσυσχέτισης ἰκανοποιεῖ τὶς παρακάτω ἰδιότητες:

• Συμμετρία: RX(ti, tj) = RX(tj , ti)

• Ἀνισότητα Cauchy-Schwarz: RX(ti, tj)
2 ≤ RX(ti, ti)RX(tj , tj)

• Μὴ ἀρνητικά ὁρισμένη:
∑+∞

−∞
∑+∞

−∞RX(ti − tj)g(ti)g(tj) ≥ 0 ∀ συνάρτησηg γιὰ
τὴν ὁποία τὸ ἄθροισμα συγκλίνει,

Γιὰ t = ti = tj προκύπτει
RX(t, t) = E

[
X2(t)

]
(2.6)

ποὺ εἶναι το μέσο τετραγωνικό σφάλμα τὴν χρονική στιγμή t.

Μὲ ὅμοιο τρόπο ὁρίζεται ἡ συνάρτηση αὐτοδιακύμανσης

CX(ti, tj) = E [(X(ti)− µX(ti)) (X(tj)− µX(tj))] = RX(ti, tj)− µX(ti)µX(tj). (2.7)

Ἡ τιμή CX(t, t) στὴν διαγώνιο ἀποτελεῖ τὴν διακύμανση τῆς στοχαστικῆς διαδικασίας

CX(t, t) = E
[
(X(t)− µX(t))2

]
= Var [X(t)] . (2.8)

Γιὰ μιὰ διαδικασία με μηδενική μέση τιμή µX(ti) = µX(tj) = 0 ἠ συσχέτιση εἶναι ἴση μὲ
τὴν συνδιακύμανση

CX(ti, tj) = RX(ti, tj) (2.9)
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ἤ, διαφορετικά, κάτι ἀρκετά βολικό στὶς πρακτικές ἐφαρμογές, ἀπὸ κάθε συνάρτηση συ-
σχέτισης μπορεῖ νὰ προκύψει συνάρτηση συνδιακύμανσης, ἄν ἀφαιρεθεῖ ἡ μέση τιμή τῆς
διαδικασίας.

Σύμφωνα μὲ ὅσα ὁρίστηκαν πρὶν, ἄν κανονικοποιηθεῖ ἡ συνάρτηση συνδιακύμανσης, ὅπως
καὶ στὴν κλασική θεωρία πιθανοτήτων, προκύπτει ὁ συντελεστής αὐτοσυσχέτισης

ρX(ti, tj) =
CX(ti, tj)√

CX(ti, ti)CX(tj , tj)
(2.10)

2.4 Γνωστές στοχαστιές διαδικασίες

2.4.1 Διαδικασίες Gauss

Ὅπως προαναφέρθηκε μιὰ στοχαστική διαδικασία μπορεῖ νὰ θεωρηθεῖ ὡς ἀκολουθία τυ-
χαίων μεταβλητῶν. Ἄν οἱ τυχαῖες αὐτὲς μεταβλητές ἀκολουθοῦν τὴν κατανομή Gauss,
τότε ἀντίστοιχα καὶ ἡ διαδικασία ὀνομάζεται γκαουσιανή. Ὅταν ὑποστοῦν γραμμικοὺς
μετασχηματισμοῦς, οἱ διαδικασίες αὐτές παραμένουν γκαουσιανές.

2.4.2 Διαδικασίες Markov

Σὲ μιὰ διαδικασία Markov ἡ μελλοντική συμπεριφορά τῆς μεταβλητῆς ἐξαρτᾶται ἀπο-
κλειστικώς ἀπὸ τὸ παρόν καὶ ὄχι ἀπὸ τὸ παρελθόν τῆς μεταβλητῆς. Γιὰ τὸν λόγο αὐτό
οἱ διαδικασίες αὐτές ἀνήκουν στὴν κατηγορία τῶν ἄμνημων — χωρίς μνήμη — διαδικα-
σιών. Ἄν γιὰ παράδειγμα οἱ διακριτές μεταβλητέςXi ἀντιστοιχοῦν στοὺς χρόνους ti, τότε
ἔχουμε τὴν ἐξής ἰδιότητα

P (Xtn = xn | Xtn−1 = xn−1,…, Xt1 = x1) = P (Xtn = xn | Xtn−1 = xn−1) (2.11)

Ἀλυσίδες Markov

Σχήμα 2.3: Γράφημα ἤ διάγραμμα κατάστασης μαρκοβιανής ἀλυσίδας

Ἄν, λοιπόν, ὁ χρόνος παίρνει διακριτές τιμές, ἡ διαδικασία ὁνομάζεται ἀλυσίδα Markov
καὶ χαρακτηρίζεται ἀπὸ τὶς πιθανότητες μετάβασης Pij μεταξύ τῶν καταστάσεων, μὲ Pij

νὰ ἐκφράζει τὴν πιθανότητα μετάβασης ἀπὸ τὴν κατάσταση i στὴν κατάσταση j. Συχνά
συναντῶνται συστήματα ποὺ οἱ μεταβατικές πιθανότητες εἶναι ἀνεξάρτητες τοῦ χρόνου,
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δηλαδή ἔχουμε στάσιμη κατανομή

P (Xn = j | Xn−1 = i) = Pij (2.12)

Ὁ πίνακας μὲ στοιχεία Pij , ἐκφράζει τὴν πιθανότητα μετάβασης ἀπὸ τὴν κορυφή i τοῦ
διαγράμματος κατάστασης στὴν κορυφή j σὲ ἕνα χρονικό βῆμα.

P =

P11 . . . P1n
... . . . ...

Pn1 . . . Pnn


καὶ ἔχει τὴν προφανή ἰδιότητα

∀ i = 1,…, n,
n∑

j=1

Pij = 1. (2.13)

Συχνά οἱ ἀλυσίδες Markov εἶναι χρήσιμο νὰ ἀναπαρασταθοῦν μὲ τὴν μορφή περιπάτου
πάνω σὲ γράφημα. Τὸ γράφημα αὐτό ὀνομάζεται διάγραμμα κατάστασης τῆς ἀλυσίδας.
Οἱ κορυφές του ἀντιστοιχοῦν σὲ μιὰ κατάσταση i, ἐνῶ τὰ βάρη στὶς κατευθυνόμενες ἀκμές
ἀναπαριστοῦν τὴν πιθανότητα Pij . Ἐπί παραδείγματι, στὸν πίνακα μετάβασης

P =

(
P11 P12

P21 P22

)
=

(
0.7 0.3
0.4 0.6

)
.

ἀντιστοιχεῖ τὸ γράφημα τὴς εἰκόνας 2.3.

Τὸ στοιχεῖο P12 ἀφορά στὸ ἐνδεχόμενο μετάβασης ἀπὸ τὸν κόμβο 1 στὸν κόμβο 2, ἐνῶ τὸ
στοιχεῖο P11 στὸ ἐνδεχόμενο παραμονῆς στὸν κόμβο 1. Ὁμοίως καὶ γιὰ τὰ στοιχεία τῆς
2ης γραμμῆς. Ὅταν τὸ P τετραγωνίζεται, γίνεται

P2 =

(
P 2
11 P 2

12

P 2
21 P 2

22

)
=

(
P11P11 + P12P21 P11P12 + P12P22

P21P11 + P22P21 P21P12 + P22P22

)
.

=

(
0.61 0.39
0.52 0.48

)
Κάθε στοιχείο του P2 ἀθροίζει τὶς πιθανότητες δύο ἐνδεχομένων, π.χ. τὸ P2

11 = P11P11 +
P12P21 ἀθροίζει τὴν πιθανότητα τῆς παραμονῆς στὸν κόμβο 1 καὶ τὴν πιθανότητα μετά-
βασης στὸν κόμβο 2 καὶ ξανά πίσω στὸν κόμβο 1. Ἐν γένει, κάθε στοιχεῖο P t

ij ἀθροίζει τὶς
πιθανότητες ὅλων τῶν μονοπατιῶν μὲ μήκος t ἀπὸ τὸν κόμβο i στὸν κόμβο j.

Δεδομένης, λοιπόν, μιᾶς κατανομῆς πt πάνω στὶς κορυφές τοῦ ἀντιστοίχου γραφήματος,
ἡ κατανομή στὴν ἐπόμενη χρονική στιγμή δίνεται ἀπὸ τὴν ἐξίσωση πt+1 = πtP. Εὔκολα
γίνεται ἀντιληπτό λόγω τῆς ἀναδρομικότητας τῆς σχέσης, ὅτι πt+1 = πt−1P2 = π0Pt+1,
ὅπου π0 ἡ ἀρχική κατανομή τὴν χρονική στιγμή t = 0.

Σύμφωνα μὲ τὸ θεώρημα τοῦ Markov γιὰ μιὰ πεπερασμένη, ἀπεριοδική, μὴ ὑποβιβάσιμη
ἀλυσίδα Markov μὲ καταστάσεις 0, 1,…, n ὐπάρχουν ὁριακές πιθανότητες πi, οἱ ὁποῖες
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εἶναι λύσεις τoῦ συστήματος ἐξισὠσεων

πj =

n∑
i=0

πiPij (2.14)

ὑπὸ τὴν συνθήκη
n∑

i=0

πi = 1. (2.15)

Ἡ ἐξίσωση 2.14 ἀποτελεῖ πρόβλημα ἰδιοτιμών μὲ ἰδιοτιμή λ = 1.

2.5 Ἀναπαράσταση στοχαστικῆς διαδικασίας

Παρὰ τὰ ὅσα εἰπώθηκαν μέχρι στιγμῆς, ἡ ἀριθμητική ἀνάλυση ποὺ χρησιμοποιεῖται σὲ
προβλήματα μηχανικοῦ ἀπαιτεῖ ἀπτὰ ἀριθμητικὰ δεδομένα. Αὐτὸ σημαίνει ὅτι γιὰ νὰ
μποροῦν νὰ λυθοῦν τὰ προβλήματα αὐτὰ θὰ πρέπει τὰ στοχαστικά πεδία νὰ μποροῦν νὰ
ἀναπαρασταθοῦν στὴν γλώσσα τῆς ἀριθμητικῆς ἀνάλυσης. Έτσι, μιὰ συνεχής διαδικασία
X(t, θ) χρειάζεται νὰ παρασταθεῖ ἀπὸ διακριτές τιμές Xi σὲ κάποια σημεία i = 1,…, N .
Τὸ ἐρώτημα, λοιπὸν, ποὺ προκύπτει εἶναι: πῶς μπορεῖ νὰ καθορίσει κανείς τὸ βέλτιστο
προσεγγιστικό πεδίο X̂(·) ποὺ θὰ περιγράφει τὸ ἀρχικό πεδίοX(·) μὲ τὸν ἐλάχιστο ἀριθμό
τυχαίων μεταβλητῶν {Xi}; Ζητεῖται δηλαδή

X(t, θ) ≈ X̂(t, θ) = {Xi} (2.16)

Χωρίς βλάβη τις γενικότητας, γιὰ ἕνα 1D-1V πεδίο θὰ παρουσιαστοῦν συνοπτικά οἱ κα-
τηγορίες τῶν μεθόδων διακριτοποίησης:

1. Μέθοδοι διακριτοποίησης σημείων που οἱ τυχαῖες μεταβλητέςXi εἶναι τιμές τῆς
X(t, θ) σὲ κάποια δεδομένα σημεία ti.

X̂(t, θ) = {Xi} = {X(ti, θ)} (2.17)

2. Μέθοδοι διακριτοποίησης μέσου ποὺ οἱ τυχαῖες μεταβλητέςXi εἶναι σταθμισμένα
ὁλοκλήρωματα τῆς X(t, θ) στὸ χωρίο Ωi.

X̂(t, θ) = {Xi} =
{∫

Ωi

X(t, θ)c(t) dΩi , t ∈ Ωi

}
(2.18)

3. Μέθοδοι παρεμβολής κατὰ τὶς ὁποῖες ἡ στοχαστική διαδικασία παρεμβάλεται σὲ
κάποια σημεία. Συνήθως συνδυάζεται μὲ κάποια μέθοδο διακριτοποίησης μὲ σημεία.

4. Μέθοδοι ἐπέκτασης σειρῶν στὶς ὁποῖες ἡ στοχαστική διαδικασία ἐκφράζεται προ-
σεγγιστικά ὡς ἄθροισμα πεπερασμένων ὅρων ἀπειροσειρῶν. Ἀπὸ τὶς πλέον διαδε-
δομένες μεθόδους εἶναι ἡ μέθοδος Karhunen-Loève (KL) καὶ ἡ μέθοδος τῆς φασματι-
κής ἀπεικόνισης (SR). Καὶ οἱ δύο ἀνήκουν στὶς φασματικές μεθόδους στὶς ὁποῖες ἡ
X̂(t, θ) ἐκφράζεται ὡς ἀπειροσειρά

X̂(t, θ) =
∞∑
j=1

gj(t)ξj(θ) (2.19)



2.6. Ἡ μέθοδος Karhunen-Loève 13

ὅπου {ξj(θ)} τυχαῖες μεταβλητές ποὺ χρησιμοποιοῦνται ὡς συντελεστές τῆς σειρᾶς
καὶ {gj(t)} αἰτιοκρατικές συναρτήσεις στὶς ὁποίες προβάλλεται τὸ πεδίο.

2.6 Ἡ μέθοδος Karhunen-Loève

Ἡ ἐπέκταση Karhunen-Loève1 (KL) μιᾶς μηδενικοῦ μέσου διαδικασίας X(t, θ) βασίζεται
στὴν φασματική ἀνάλυση τῆς συνάρτησης συνδιακύμανσης ποὺ ὁρίζεται ὡς

CX(ti, tj) = σX(ti)σX(tj)ρ(ti, tj) (2.20)

ὅπου ρ ὁ συντελεστής συσχέτισης. Ἐξ’ὁρισμοῦ ἡ CX(ti, tj) εἶναι φραγμένη, συμμετρική
καὶ ἔχει τὴν ἐξής φασματική ἀναπαράσταση

CX(ti, tj) =

∞∑
n=1

λnφn(ti)φn(tj) (2.21)

Οἱ φn εἶναι οἱ ἰδιοσυναρτήσεις τῆς συνάρτησης συνδιακύμανσης καὶ λn οἱ αντίστοιχες
ἱδιοτιμές. Ἐπιβάλλεται ὀρθογωνιότητα στὴν βάση, δηλαδή∫

D
φn(t)φm(t) = δnm (2.22)

ὅπου δnm τὸ δέλτα τοῦ Kronecker.

Ἡ οὐσία τῆς μεθόδου εἶναι ἡ εὔρεση τῶν ἰδιοσυναρτήσεων καὶ τῶν ἰδιοτιμῶν τῆς ἐξίσω-
σης 2.23 καὶ βρίσκονται ἀπὸ τὴν ἐπίλυση τῆς ὁμογενοῦς ἐξίσωσης τοῦ ὁλοκληρώματος
Fredholm δευτέρου εἴδους μὲ πυρήνα συνδιακύμανσης∫

D
CX(ti, tj)φn(tj) dtj = λnφn(ti) (2.23)

ὄπου D τὸ πεδίο στὸ ὁποῖο ὁρίζεται ἡ διαδικασία. Ἐπειδή ἀναλυτική λύση τῆς 2.23 προ-
σφέρεται μόνο σὲ εἰδικές περιπτώσεις ἡ ἐπίλυσή της γίνεται γενικά ἀριθμητικά.

Ὀποιαδήποτε πραγματοποίηση τῆς X(t, θ) μπορεῖ νὰ προβληθεῖ στὴν βάση ὡς ἐξής

X(t, θ) =
∞∑
n=1

√
λnφn(t)ξn(θ), t ∈ D (2.24)

ὅπου {ξn(θ)} εἶναι ἕνα σύνολο ἀπὸ ἀσυσχέτιστες τυχαῖες μεταβλητές μὲ μέσο E [ξn(θ)] =
0 καὶ συνάρτηση συνδιακύμανσης E [ξn(θ)ξm(θ)] = δnm. Κάθε τυχαία μεταβλητή μπορεῖ
νὰ ἐκφρασθεῖ ὡς

ξn(θ) =
1√
λn

∫
D
X(t, θ)φn(t) dt . (2.25)

Ἡ ἐξίσωση 2.24 εἶναι γνωστό ὅτι συγκλίνει ὡς πρὸς τὸ μέσο τετραγωνικό σφάλμα γιὰ
ὁποιαδήποτε κατανομή. Ἡ KL σειρά μιᾶς διαδικασίας Gauss ἔχει τὴν ἱδιότητα ὅτι οἱ ξn(θ)
εἶναι ἀνεξάρτητες κανονικές μεταβλητές.

1Τὸ ὄνομά της τὸ ὁφείλει στοὺς μαθηματικούς Kari Karhunen (1907-1979) καὶ Michel Loève (1915-1992)
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Γιὰ πρακτικές ἐφαρμογές ἡ σειρά προσεγγίζεται ἀπὸ πεπερασμένο ἀριθμό ὅρων M , δη-
λαδή

X(t, θ) = X̂(t, θ) =

M∑
n=1

√
λnφn(t)ξn(θ). (2.26)

Ἡ ἀντίστοιχη συνάρτηση συνδιακύμανσης προσεγγίζεται ἀπὸ τὴν

ĈX(ti, tj) =
M∑
n=1

λnφn(ti)φn(tj). (2.27)

Οἱ Ghanem καὶ Spanos[2] ἀπέδειξαν ὅτι ἀυτές οἱ πεπερασμένες σειρές εἶναι βέλτιστες ὡς
πρὸς τὸ μέσο τετραγωνικό σφάλμα, καθῶς οἱ ἰδιοτιμές λn τῆς 2.23 συγκλίνουν γρήγορα
πρὸς τὸ μηδέν 2.4.

Σχήμα 2.4: Φθίνουσες ἰδιοτιμές ἀπὸ τὴν λύση τοῦ ὁλοκληρώματος
Fredholm δευτέρου εἴδους γιὰM = 10 [3].
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Κεφάλαιο 3

Στοιχεία ἀπὸ τὴν Θεωρία
Γραφημάτων

3.1 Στόχος

Ὁ στόχος τοῦ κεφαλαίου αὐτοῦ, καθῶς καὶ τοῦ ἐπομένου εἶναι ἡ συνοπτική παρουσία-
ση τῶν μαθηματικῶν ἐργαλείων ποὺ θὰ χρησιμοποιηθοῦν στὴν ἐργασία. Δεδομένου ὅτι
ὁ ἀναγνώστης ἔχει ἕνα ἰκανοποιητικό μαθηματικό ὑπόβαθρο καὶ προκειμένου ἡ εργασία
νὰ παραμείνει ἀνεπαχθής χωρίς νὰ ξεφύγει ἀπὸ τὸν σκοπό της, θὰ παρουσιαστοῦν μόνο
οἱ ἔννοιες ἐκεῖνες ποὺ ἐν γένει δὲν διδάσκονται σὲ προπτυχιακά μαθήματα πολιτικῶν μη-
χανικῶν. Ἄν, λοιπόν, ὁ ἀναγνώστης ἀνακαλύψει ἄγνωστες μαθηματικές ὁρολογίες, αὐτὲς
κατὰ πάσα πιθανότητα καλύπτονται στὰ ἀντίστοιχα μαθήματα προπτυχιακού ἐπιπέδου
στὰ ὁποῖα μπορεῖ καὶ νὰ ἀνατρέξει.

3.2 Ὀρισμός

Ἔστω μη κατευθυνόμενος γράφος G = (V ,E, w), ὅπου:

• V := {v1, ..., vn} τὸ πεπερασμένο σύνολο τῶν κορυφῶν τοῦ γράφου,

• E ⊆ V × V τὸ σύνολο τῶν ἀκμῶν τοῦ γράφου,

• V := {f : V → R} ὁ χῶρος Hilbert τῶν συναρτήσεων ὁριζομένων στὶς κορυφές,

• E := {F : V × V → R | (vi, vj) /∈ E =⇒ F (vi, vj) = 0} ὁ χῶρος Hilbert τῶν
συναρτήσεων ποὺ ὁρίζονται στὶς ἀκμές, ἐπεκτεταμένoς στὸν V × V ,

• w ∈ E ἡ συνάρτηση βάρους τοῦ γράφου.

Σὲ ἕνα μὴ κατευθυνόμενο γράφο γιὰ κάθε ἀκμή (vi, vj) ὑπάρχει ἡ ἀκμή (vj , vi), ἐνῶ ἡ
συνάρτηση βάρους πρέπει νὰ εἶναι συμμετρική w(vi, vj) = w(vj , vi). Γιὰ τὰ συνήθη προ-
βλήματα w : V × V → R+

0 ἤ ἀκόμα και w : V × V → [0, 1].

Ἡ κορυφή vi ὀνομάζεται γείτονας τῆς vj καὶ συμβολίζεται vi ∼ vj ἄν ὑπάρχει ἀκμή
(vi, vj) ∈ E. Γειτονιά N (vi) := {vj ∈ V | vj ∼ vi} τῆς κορυφῆς vi εἶναι ἀπλά τὸ σύ-
νολο τῶν γειτόνων της. Βαθμός μιᾶς κορυφῆς εἶναι τὸ σταθμικό ἄθροισμα τῶν γειτόνων
της:

di = deg(vi) =
∑

j:vj∼vi

w(vi, vj)
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3.2.1 Διαφορικοί τελεστές σὲ γράφους

Ἔστω γράφος G = (V ,E, w). Κατ’ ἀναλογίαν μὲ τοὺς συνεχείς τελεστές τῆς διανυσμα-
τικῆς ἀνάλυσης, ὁρίζονται οἱ ἑξῆς διακριτοὶ τελεστὲς γράφων:

• Ὁ τελεστής κλίσεως γράφου grad ἤ∇ : V → E ποὺ δρᾶ ὡς:

(∇f)(vi, vj) := ∂vjf(vi) = f(vj)− f(vi) (3.1)

ὅπου f ∈ V συνάρτηση ὁρισμένη στὶς κορυφές. Μερικές προφανείς ἰδιότητες τῆς
κλίσης:

1. ∇f(vi, vj) = −∇f(vj , vi),

2. ∇f(vi, vi) = 0,

3. f(vi) = f(vj) =⇒ ∇f(vi, vj) = 0.

• Ὁ τελεστής ἀποκλίσεως γράφου div ἤ ∇· : E → V ὡς:

(∇ · F )(vi) :=
∑
vj∼vi

w(vi, vj)F (vi, vj) (3.2)

ὄπου F ∈ E συνάρτηση ὁρισμένη στὶς ἀκμές.

• Ἡ Λαπλασιανή γράφου ∆ ἤ∇2 := ∇ ·∇ : V → V ποὺ ὁρίζεται ὅπως καὶ τὸ συνεχές
ἀνάλογό της ἀπὸ τὴν κλασική ἀνάλυση:

(∇2f)(vi) := (∇ · (∇f))(vi) =
∑
vj∼vi

w(vi, vj)∇f(vi, vj)

=⇒ (∆f)(vi) =
∑
vj∼vi

w(vi, vj)(f(vj)− f(vi)). (3.3)

Οἱ διακριτοὶ τελεστές ἐξ’ ὁρισμοῦ μιμοῦνται τὴν συμπεριφορὰ τῶν συνεχῶν τελεστῶν τῆς
κλασικῆς διανυσματικῆς ἀνάλυσης. Ὄπως καὶ στὴν διανυσματική ἀνάλυση, ἡ κλίση με-
τράει τὸ ρυθμό μεταβολής, ἡ ἀπόκλιση μετρᾶ τὴν συνολική σταθμισμένη ἐκροή ἀπὸ τὸν
κόμβο vi καὶ, τέλος, ἡ Λαπλασιανή ποσοτικοποιεῖ τὴν ἔννοια τῆς διαφορᾶς τῆς τιμῆς κο-
ρυφῆς f(vi) ἀπὸ τὶς ἀντίστοιχες γειτονικές της. Ἐξακολουθεῖ π.χ. νὰ ἰσχύει, ὡς γνωστόν,
ὅτι∆fi > 0, ἄν f(vi) εἶναι τοπικὸ ἐλάχιστο, ἔνω ∆fi < 0, ἄν f(vi) τοπικό μέγιστο.

Ἐκτὸς τῆς ὁμοιότητας τῶν ἴδιων τῶν τελεστῶν στὶς δύο θεωρίες, ἀξίζει νὰ παρατηρήσει
κανείς τὴν ἀναλογία τῶν πεδίων ὁρισμοῦ τῶν συναρτήσεων. Ἡ κλίση γράφου ἔχει πεδίο
ὁρισμοῦ τὸ σύνολο τῶν κορυφῶν V , ἐνῶ ἡ συνεχής κλίση ὁρίζεται σὲ πολύπτυγμα M.
Τοῦτο παρακινεῖ στὸ νὰ νοεῖται τὸ V ὡς τὸ πολύπτυγμα στὸ ὁποῖο ἐκτελεῖται ἡ πραγμα-
τική ἀνάλυση. Κατ’ ἀντιστοιχία ἡ ἀπόκλιση γράφου ἔχει πεδίο ὁρισμοῦ τὸ ἐπεκτεταμένο
σὐνολο τῶν ἀκμῶν V × V , ἐνῶ ἡ συνεχής ἀπόκλιση ὁρίζεται πάνω σὲ διανυσματικὸ πε-
δίο. Ἔτσι, τὸ V × V δύναται νὰ λογιστεῖ ὡς διανυσματικό πεδίο. Γιὰ παράδειγμα, ἡ
ἔννοια τῆς φορᾶς ὑπάρχει ἤδη ἀπὸ τὸν ὁρισμό τῆς ἀκμῆς (i, j) 6= (j, i), ἐνῶ ἡ ἰδιότητα
∇f(vi, vj) = −∇f(vj , vi) θυμίζει τὸ διανυσματικὸ πρόσημο ~rAB = −~rBA.

3.2.2 Σύνδεση μὲ τὴν Θεωρία Πινάκων

Ὅπως διαπιστώθηκε προηγουμένως, μπορεῖ κατ’ ἀναλογία νὰ θεωρηθεῖ ὅτι ἡ f ∈ V πεδίο
ἀνάλυσης καὶ ἡ F ∈ E διανυσματικό πεδίο. Μὲ τὴν ἴδια λογική, καὶ γιὰ νὰ συνδεθεῖ ἡ
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θεωρία γραφημάτων μὲ τὴν θεωρία πινάκων διαπιστώνεται τὸ ἑξῆς: Ἐφόσον μιὰ συνάρ-
τηση f ∈ V ὀρίζεται σὲ πεπερασμένο σύνολο κορυφῶν V , τότε δύναται νὰ παρασταθεῖ
ὡς ἕνα n-διάστατο διάνυσμα f ∈ Rn, ὅπου n = |V |. Ἐξ’ αὐτοῦ μπορεῖ κανεὶς νὰ ἐξάγει
τοὺς καθοριστικῆς σημασίας ἰσομορφισμοὺς V ∼= Rn καὶ E ∼= Rn×n ποὺ θὰ ἐπιτρέψουν
τὴν μετάβαση.

Ἔχοντας, λοιπὸν, κάνει αυτὴν την διαπίστωση, θὰ γραφτεῖ ἡ Λαπλασιανὴ μὲ τὴν μορφή
πίνακα, παρατηρώντας τὸν τρόπο που δρᾶ στὸ διάνυσμα f ∈ Rn. Ἡ ἐξίσωση 3.3, θέτοντας
χάριν συντομίας fi = f(vi) καὶ wij = w(vi, vj)

1 γράφεται:

(∆f)i =

n∑
j=1

wij(fj − fi)

=
n∑

j=1

wijfj −
n∑

j=1

wijfi

=⇒ ∆fi =

n∑
j=1

wijfj − fi
n∑

j=1

wij , (3.4)

Ἡ Λαπλασιανή γράφου μὲ μητρωική μορφή ὁρίζεται ὡς ἡ διαφορά:

L = D−W (3.5)

ὄπου:

• f τὸ διάνυσμα μὲ τὶς τιμὲς τῆς f(vi) σὲ κάθε κόμβο τοῦ γράφου:

fi = f(vi) (3.6)

• W τὸ συμμετρικό μητρῶο βαρῶν μὲ στοιχεία:

Wij = w(vi, vj) (3.7)

• D τὸ διαγώνιο μητρῶο ποὺ περιέχει τὸν βαθμό κάθε κορυφῆς:

Dii = di = deg(vi) =
n∑

j=1

Wij (3.8)

Σημειώνεται ὅτι μὲ μητρωική γραφή ἡ 3.4 γράφεται:

∆f = Wf− Df = −(D−W)f = −Lf (3.9)

Συχνά ἐφαρμόζεται μιὰ μέθοδος γνωστήὡς «κανονικοποίησηΛαπλασιανῆς γράφου»(graph
Laplacian normalization) [4] ἡ ὁποία μπορεῖ νὰ γίνει μὲ δύο τρόπους:

1. Συμμετρικῶς κανονικοποιημένη:

Ln = D− 1
2LD− 1

2 = I− D− 1
2WD− 1

2 (3.10)
1Στὸ σημεῖο αὐτό φαίνεται ὁ λόγος γιὰ τὸν ὁποῖο ἐπιλέχτηκε τὸ πεδίο ὁρισμοῦ τῶν F ∈ E νὰ εἶναι τὸ

V × V , ἀντί τοῦ E ⊆ V × V , καθῶς δὲν θα ἤταν δυνατὸν μὲ ἄλλο τρόπο νὰ δημιουργηθοῦν κανονικοὶ
πίνακες.
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2. Τυχαίου περιπάτου:
Ls = D−1L = I− P = I− D−1W (3.11)

Ὄπου
P = D−1W (3.12)

στοχαστικός πίνακας ἤ μητρῶο μετάβασης τὸ ὁποῖο ἐπιτρέπει τὸν ὁρισμό μαρκοβιανῆς
ἀλυσίδας πάνω στoὺς κόμβους τοῦ γράφου. Ὁ στοχαστικός πίνακας θὰ χρησιμο-
ποιηθεῖ ἀργότερα ἀπὸ τὴν μέθοδο τῶν DMAPs.

3.2.3 Ιδιομορφική Ἀνάλυση τῆς Λαπλασιανῆς

Θὰ ἐξεταστεῖ ἡ σχέση τῶν φασμαστικῶν χαρακτηριστικῶν τῆς συμμετρικά κανονικοποι-
ημένης Λαπλασιανῆς μὲ αὐτῶν τοῦ στοχαστικοῦ πίνακα. Ἔστω τὸ ἰδιοπρόβλημα

Lnf = λif (3.13)

ὅπου λi ἡ i-στη ἰδιοτιμή τοῦ Λαπλασιανοῦ πίνακα. Ἄν ἀντικατασταθεῖ ὁ πίνακας αὐτὸς,
ἀπὸ τὴν σχέση 3.10 (

I− D− 1
2WD− 1

2

)
f = λif

⇐⇒ D− 1
2 f− D−1WD− 1

2 = λiD− 1
2 f.

Χρησιμοποιώντας τὴν 3.12 καὶ θέτοντας

g = D− 1
2 f (3.14)

ἡ προηγούμενη σχέση γίνεται

g− Pg = λig. ⇐⇒ Pg = (1− λi)g.

⇐⇒ Pg = ωig (3.15)

ἡ ὁποία ἐξίσωση δεν εἶναι παρὰ ἕνα άκόμη πρόβλημα ἰδιοτιμῶν, αὐτὴν την φορά τοῦ στο-
χαστικοῦ πίνακα μὲ ίδιοτιμές

ωi = 1− λi. (3.16)

Εἶναι φανερό λοιπόν ὄτι τὰ φασματικά χαρακτηριστικά τῶν P καὶ Ln συνδέονται ἄμεσα
ἀπὸ τὶς ἐξισώσεις 3.14 καὶ 3.16. Ἐπιπλέον, συμπεραίνεται ὅτι οἱ ἐφόσον τὰ φασματικά
χαρακτηριστικά συνδέονται μὲ ἔνα πραγματικό, γραμμικό μετασχηματισμό καὶ ἐφόσον ὁ
συμμετρικός Ln ἔχει πραγματικές ἰδιοτιμές, τὸ ἴδιο ἰσχύει καὶ γιὰ τὸν P. Δεδομένου μάλι-
στα ὅτι οἰ ἰδιοτιμές ἐνός στοχαστικοῦ πίνακα λi ∈ [0, 1] δύναται νὰ παρατηρήσει κανείς
ὅτι τὰ ωi καὶ λi εἶναι συμπληρωματικά ὡς πρὸς τὴν μονάδα ωi + λi = 1. Τὰ παραπάνω
συμπεράσματα εἶναι ἐκμεταλλεύσιμα κατὰ τὴν ἀριθμητική φασματική ἀνάλυση τῶν πινά-
κων, καθῶς ἡ εὔρεση τῶν φασματικῶν χαρακτηριστικῶν τοῦ μὴ συμμετρικοῦ στοχαστικοῦ
μητρώου, μπορεῖ νὰ ἀναχθεῖ στὸ εὐκολότερο ὑπολογιστικά πρόβλημα μὲ συμμετρικό πί-
νακα.
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Κεφάλαιο 4

Ἡ μέθοδος τῆς Ἀνάλυσης σὲ Κύριες
Συνιστῶσες (PCA)

4.1 Επισκόπηση

ἩἈνάλυση Κυρίων Συνιστωσῶν (Principal Component Analysis ἤ ἐν συντομίᾳ PCA) εἶναι μία
ἀπὸ τὶς πλέον γνωστές γραμμικές μεθόδους μείωσης διαστάσεων. Ἀνάλογα μὲ τὸ πλαίσιο
στὸ ὁποῖο ἐφαρμόζεται, πολλὲς φορές ἀναφέρεται καὶ ὡς Proper Orthogonal Decomposition
(POD), ἐνῶ ἔχει ἄμεση σχέση μὲ ἄλλες μεθόδους ἱδιομορφικῆς ἀνάλυσης, ὅπως ἡ SVD1.
Χρησιμοποιεῖται ἐπιτυχῶς, παραδοσιακά στὴν Στατιστικὴ, ἐξ ἧς καὶ ἡ προέλευση, ἀλλὰ
ἐσχάτως καὶ στὴν Ἐπιστήμη Δεδομένων, στὴν Μηχανική Μάθηση, στὴν ἐπεξεργασία σή-
ματος, καθῶς καὶ σὲ πληθώρα ἄλλων ἐπιστημονικῶν κλάδων 2.

Σχήμα 4.1: Τὸ σημεία ἐνός συνόλου δεδομένων καὶ τὰ δύο συστήματα συ-
ντεταγμένων, τὸ ἀρχικό σύστημα (μαῦρο) καὶ τὸ κύριο σύστημα (κόκκινο).

Ἡ PCA χρησιμοποιεῖ ἕναν ὀρθογώνιο μετασχηματισμό γιὰ νὰ ἀπεικονίσει ἕνα σύνολο συ-
σχετισμένων δεδομένων σὲ νέες γραμμικά ἀσυσχέτιστες συντεταγμένες οἱ ὁποῖες ὀνομά-
ζονται κύριες συνιστώσες. Ὁ ὁρθογώνιος μετασχηματισμός προκύπτει ἀπὸ τὴν φασματική

1Singular Value Decomposition
2Ἀξίζει νὰ σημειωθεῖ, ὅτι ἡ μέθοδος δημιουργήθηκε ἀπὸ τὸν K. Pearson κατ’ ἀντιστοιχία μὲ τὸ θέωρημα

τῶν Κυρίων Ἀξόνων τῆς μηχανικῆς καὶ τῆς μαθηματικῆς ἀνάλυσης, γι’αὐτό ἡ μεθοδολογία της πιθανόν νὰ
φανεῖ οἰκεία στὸν ἀναγνώστη.
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ἀνάλυση τοῦ μητρώου ἐμπειρικῆς συσχέτισης, ἐνῶ ἡ διασπορά τῶν δεδομένων κατὰ τοὺς
κύριους ἄξονες εἶναι φθίνουσα ἀκολουθία. Αύτό τελικῶς ἐπιτρέπει τὴν διατήρηση μόνο
ἐκείνων τῶν πρώτων σημαντικῶν διαστάσεων ποὺ ἐμφανίζουν σχετικά μεγάλη διασπορά
μειώνοντας ἔτσι τὶς διαστάσεις τοῦ ἀρχικοῦ συνόλου.

4.2 Μεγιστοποίηση τῆς διασπορᾶς

Ἔστω ἕνα σύνολο δεδομένων (dataset) U = {ui ∈ Rd, i = 1, 2, ..., N |E(u) = 0}, δηλαδή
ἕνα σύνολο N ὑλοποιήσεων ἑνός τυχαίου διανύσματος στὸν Rd μὲ μέση τιμή τὸ μηδενι-
κό διάνυσμα. Ὅπως ἀναφέρθηκε, ἀναζητεῖται ἀρχικά ἕνας ὀρθογώνιος μετασχηματισμός
Ψ : Rd → Rd ὁ ὁποὶος ἀπεικονίζει τὰ δεδομένα σὲ ἕνα νὲο σύστημα συντεταγμένων, τέ-
τοιο ὥστε ἡ μεγαλύτερη διασπορά νὰ κεῖται κατὰ τὴν πρώτη συντεταγμένη, τουτέστιν τὴν
πρώτη κύρια συνιστώσα, ἡ δεὐτερη μεγαλύτερη διασπορὰ κατὰ τὴν δεύτερη συνιστώσα
κοκ.

Ἔστω τὸ σύνολο d-διάστατων μοναδιαίων διανυσμάτων {ψi ∈ Rd, i = 1, 2, ..., n, n ≤ d}
τὰ ὁποία θὰ ἀποτελέσουν τὴν κύρια βάση ἀπεικονίζοντας τὸ σύνολο δεδομένων ἀπὸ τὸ
ἀρχικό στὸ κύριο σύστημα

Pij = ψi · uj (4.1)

ὅπου Pij εἶναι ἡ i κύρια συνιστώσα τῆς j παρατήρησης. Ἁς σημειωθεῖ, ὅτι τὸ γινόμενο
ψi · uj δὲν εἶναι παρὰ ἡ κάθετη προβολή τοῦ uj στὴν διεύθυνση ψi.

Προκειμένου νὰ μεγιστοποιεῖται ἡ διασπορά, τὸ πρῶτο διάνυσμα πρέπει ἰκανοποιεῖ

ψ1 = argmax
‖ψ‖=1


N∑
j

(P1j)
2

 = argmax
‖ψ‖=1


N∑
j

(ψ · uj)
2


ἤ μὲ μητρωική γραφή

ψ1 = argmax
‖ψ‖=1

{∥∥UTψ
∥∥2} = argmax

‖ψ‖=1

{
ψTUUTψ

}
Ἀφοῦ, ὅμως, ‖ψ‖ = 1, τελικῶς προκύπτει ὅτι

ψ1 = argmax
‖ψ‖=1

{
ψTCψ

}
= argmax

‖ψ‖=1

{
ψTCψ
ψTψ

}
, (4.2)

ὅπου

• U =
(
u1 u2 . . . uN

)
∈ Rd×N ὁ πίνακας ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ ἀρχικό σύνολο

δεδομένων,

• C = UUT ∈ Rd×d. Ἁς σημειωθεῖ ὅτι C ∝ Cov(i, j)UU
T

d−1 , ὅπου
UUT

d−1 ὁ ἐμπειρικός
πίνακας συνδιακύμανσης τῶν δεδομένων μὲ Cij =

∑
m UimUjm

Δεδομένου τοῦ ψ1, ἡ πρώτη κύρια συνιστώσα τοῦ uj στὸ κύριο σύστημα εἶναι P1j =
uj · ψ1, ἐνῶ στὸ ἀρχικό σύστημα συντεταγμένων εἶναι (uj · ψ1)ψ1. Γιὰ κάθε ἐπόμενο
ψk+1 ἀρκεῖ νὰ ἀφαιρέσουμε ἀπὸ τὰ δεδομένα τὶς προηγούμενες k + 1 συνιστώσες καὶ νὰ
ἐπαναλάβουμε τὴν διαδικασία

uk+1
j = uj −

k∑
i=1

(ψk · uj)ψk (4.3)
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ἤ μητρωικά

Uk+1 = U−
k∑

i=1

ψk(ψ
T
k U). (4.4)

Tὸ ψk βρίσκεται ξανά ὡς τὸ διάνυσμα ἐκεῖνο ποὺ μεγιστοποιεῖ τὴν διασπορά

ψk = argmax
‖ψ‖=1

{
ψTCkψ

}
= argmax

‖ψ‖=1

{
ψTCkψ

ψTψ

}
, (4.5)

ὅπου Ck = UkUT
k

4.3 Ἰδιομορφκή ἀνάλυση

Στὴν ἐξίσωση 4.5 ἐμφανίζεται ἡ ποσότητα

R(C,ψ) =
ψTCψ
ψTψ

(4.6)

ποὺ εἶναι γνωστή ὡς πηλίκο Rayleigh καὶ ἐξαρτάται μόνο ἀπὸ τὴν διεύθυνση τοῦ ψ καὶ
ὄχι ἀπὸ τὸ μέτρο του: R(C,ψ) = R(C, cψ). Ὄπως εἶναι ἀποδεδειγμένο, γιὰ ἕνα θετικά
ἡμιορισμένο πίνακα σὰν τὸν C ἡ μεγαλύτερη τιμή ποὺ μπορεῖ νὰ λάβει εἶναι ἴση μὲ τὴν
μέγιστη ἰδιοτιμή τοῦ C μὲ ἀντίστοιχο ἰδιοδιάνυσμα τὸ ψ. Ἀκόμη, ἄν θυμηθεῖ κανείς ὅτι τὰ
ἰδιοδιανύσματα ἕνός συμμετρικοῦ πίνακα ὅπως ὁ C συνιστοῦν μὶα ὀρθοκανονική βάση,
ὅπως δηλαδή καὶ τὰ τα ζητούμεναψk, τότε ἀναζητά τὴν πιθανή σχέση μεταξύ τους. Ὅπως,
θὰ αποδειχθεῖ τὰ ψk ταυτίζονται μὲ τὰ ἰδιοδιανύσματα τοῦ ψk.

Πιὸ ἀναλυτικά, ἐξετάζεται ἡ ἐπίλυση τῆς 4.5 γιὰ ὅλες τὶς κύριες συνιστώσες. Ἀναζητο-
ῦνται μὲ τὴν μέθοδο τῶν πολλαπλασιαστῶν Lagrange τὰ στάσιμα σημεία τῆς

R(C,ψ) = ψTCψ

ὑπὸ τὸν περιορισμό ‖ψ‖2 = ψTψ = 1, δηλαδή τὰ στάσιμα σημεία τῆς

L(ψ) = ψTCψ − λ(ψTψ − 1) (4.7)

Ἡ παραγώγιση γίνεται ἀναλυτικά μὲ χρήση γραφῆς Einstein 3

L = ψiCijψj − λ(ψiψi − 1)

=⇒ ∂L
∂ψk

= 0

=⇒ ∂

∂ψk
(ψiCijψj)− λ

∂

∂ψk
(ψiψi) = 0

3Ἡ σύμβαση Einstein εἶναι κατὰ τὸν γράφοντα ὁ πιὸ πρόσφορος τρόπος γραφῆς κατὰ τὴν χρήση τῆς
ἀνάλυσης σὲ διανυσματικούς χώρους. Στὴν πιὸ άπλή μορφή της καὶ ἄν δὲν δηλώνεται κάτι διαφορετικό
ὑπονοεῖ τὴν ἄθροιση κάθε μεταβλητῆς κατὰ τὴν διεύθυνση τοῦ δείκτη ποὺ ἐπαναλαμβάνεται στὸν ἵδιο ὅρο.
Αὐτό συμβαίνει χωρίς τὴν χρήση τοῦ συμβόλου

∑
, γιὰ εὐχέρεια τόσο γραφῆς ὅσο καὶ ἀνάγνωσης π.χ. a ·b =

aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3.
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καὶ χρησιμοποιώντας τὸν κανόνα τοῦ γινομένου

∂ψi

∂ψk
Cijψj + ψiCij

∂ψj

∂ψk
− λ

(
∂ψi

∂ψk
ψi + ψi

∂ψi

∂ψk

)
= 0

=⇒ δikCijψj + ψiCijδjk − λ(δikψi + ψiδik) = 0

=⇒ Ckjψj + ψiCik − λ(ψk + ψk) = 0

Ὅπου δik τὸ δέλτα τοῦ Kronecker. Ἐπειδή τὰ i, j εἶναι ψευδοδεῖκτες ἄθροισης ποὺ δὲν
εἶναι καθοριστικοί, θέτοντας ὅπου j = i λαμβάνεται

Ckiψi + ψiCik = 2λψk

Λόγω συμμετρίας Cki = Cik, συνεπῶς

2Ckiψi = 2λψk =⇒ Ckiψi = λψk

ἤ ἐπιστρέφοντας στὴν γραφή μὲ πίνακες

Cψ = λψ. (4.8)

Ἡ ἐξίσωση 4.8 δὲν εἶναι τίποτα ἄλλο, παρά πρόβλημα ἰδιοτιμῶν. Ἔτσι, συμπεραίνεται ὅτι
τὰ ζητούμενα ψk εἶναι τὰ ἱδιοδιανύσματα (ψ1,ψ2, ...,ψn) τοῦ μητρώου C καὶ ἀποτελοῦν
τὰ στάσιμα σημεία τoῦ πηλίκου Rayleigh, ἐνῶ οἱ ἀντίστοιχες ἰδιοτιμές (λ1, λ2, ..., λn) τὶς
στἀσιμες τιμές τοῦ R

R(C,ψk) =
ψT

k Cψk

ψT
k ψk

= λk
ψT

k ψk

ψT
k ψk

= λk (4.9)

Ἀκόμη, ἀπὸ τὴν 4.5 διαπιστώνεται ὅτι

λk =

N∑
j

(Pkj)
2 =

N∑
j

(ψk · uj)
2, (4.10)

δηλαδή οἱ ἱδιοτιμές ταυτίζονται μὲ τὴν — μεγιστοποιημένη— διακύμανση κατὰ τοὺς ἀντι-
στοίχους κυρίους ἄξονες.

4.4 Ὀρθή καὶ ἀντίστροφη ἀπεικόνιση –Μείωση Διαστάσεων

Μὲ βάση τὰ προηγούμενα, λοιπόν, ὁ πίνακας τῶν κυρίων συνιστωσῶν Pij εἶναι

P = ΨU ∈ Rn×d, (4.11)

ὅπου

Ψ =


ψT

1

ψT
2
...
ψT

n

 (4.12)

τὸ μητρῶο με γραμμές ὅλα τὰ ἰδιοδιανύσματα τῶν ὁποίων οἱ ἀντίστοιχες ἰδιοτιμές (λ1, λ2, ..., λn)
εἶναι φθίνουσα ἀκολουθία — ἄρα τὰ ἰδιοδιανύσματα λαμβάνονται κατὰ φθίνουσα σημα-
ντικότητα. Αὐτό γίνεται, γιὰ νὰ μειωθεῖ στὴν συνέχεια ἡ διάσταση τῶν δεδομένων. Ἡ
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μείωση τῶν διαστάσεων ἐπιτυγχάνεται εὔκολα ἄν ληφθοῦν ὑπόψιν μόνο κάποια πρώτα
σημαντικά ἰδιοδιανύσματα, δηλαδή στὴν περίπτωση ποὺ n < d.

Γενικότερα, ἔστω Ψ : Rd → Rn ἡ ὀρθή ἀπεικόνιση, ἀπὸ τὸν ἀρχικό χῶρο στὸν κύριο
χῶρο. Τότε, κάθε διάνυσμα ἐκφράζεται στὸ κύριο σύστημα μὲ τὴν ἐξίσωση

ψ = Ψu. (4.13)

Ἀντίστοιχα, ἡ ἀντίστροφη ἀπεικόνιση Ψ−1 : Rn → Rd βρίσκεται ἄν θέσουμε ἀρχικῶς
n = d. Λόγω ὀρθογωνιότητας, ἰσχύει

ΨT
d = Ψ−1

d .

Τελικῶς,
u = ΨT

dψ

καὶ κρατῶντας n < d ἰδιοδιανύσματα

u ≈ ΨTψ, (4.14)

4.5 Σύνοψη τῆς μεθόδου

Algorithm 3: PCA algorithm
Data: Dataset matrix U ∈ RdxN

Result: COMPUTE the matrixΨ−1

1 Initialize;
2 COMPUTE the covariance matrix C = UUT ;
3 COMPUTE the n largest eigenvalues λi and corresponding eigenvectors ψi;
4 COMPUTE the inverse Ψ−1 =

(
ψ1, . . . , ψn

)
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Κεφάλαιο 5

Ἡ μέθοδος τῶν Ἀπεικονίσεων
Διάχυσης (Diffusion Maps)

5.1 Επισκόπηση

OἱἈπεικονίσεις Διάχυσης (Diffusion Maps ἤ ἐν συντομίᾳDMAPs) ἀνήκουν στὶς μὴ γραμμικές
μεθόδους μείωσης διαστάσεων, καθῶς προσπαθοῦν νὰ προσεγγίσουν τὴν τοπική γεωμε-
τρία τοῦ συνόλου δεδομένων. Εἶναι μὶα μέθοδος ἀρκετά πρόσφατη ποὺ φέρει ἀρκετές
προσδοκίες καὶ τῆς ὁποίας ἔχουν ἀρχίσει τελευταία νὰ διαφαίνονται ἡ χρησιμότητα καὶ
τὰ πλεονεκτήματα.

Ἡ τοπική συνδεσιμότητα τῶν δεδομένων ὑπολογίζεται ἀπό ἕνα μέτρο ἐγγύτητας μεταξύ
κάθε ζεύγους δεδομένων. Μἐ βάση αὐτό, ὁρίζεται ἕνας μαρκοβιανός γράφος ἐπάνω στὰ
δεδομένα ποὺ συνδυάζεται μὲ μία διαδικασία διάχυσης ποὺ ἐξελίσσεται στὸν χρόνο. Κα-
θῶς ἐξελίσσεται ἡ διαδικασία, ἀποκαλύπει γεωμετρικές δομές σὲ ὁλοένα καὶ μεγαλύτερες
κλίμακες. Γιὰ κάθε τέτοια κλίμακα μπορεῖ νὰ ὁριστεί ἕνα μέτρο ἀπόστασης τὸ ὁποῖο βα-
σίζεται στὴν ἀποκεκαλυμμένη γεωμετρία.

Ἡ ἀπεικόνιση (diffusion map) μετασχηματίζει τὰ δεδομένα ἀπό τὸν ἀρχικό χῶρο στὸν μι-
κροτέρων διαστάσεων χῶρο τῆς Διάχυσης. Οἱ διαστάσεις τοῦ χώρου αὐτοῦ ἐξαρτῶνται
ἀπό τὴν γεωμετρική δομή τῶν δεδομένων καὶ ἀπό τὴν ἐπιθυμητή ἰσορροπία μεταξύ συμπύ-
κνωσης τῆς πληροφορίας καὶ ἀκριβείας.

Ἕνα χαρακτηριστικό τῆς μεθόδου εἶναι ὅτι τὸ κόστος της ἐξαρτάται ὡς ἐπί τῶν πλείστων
ἀπὸ τὸν ἀριθμό τῶν δεδομένων καὶ ὄχι ἀπὸ τὴν διάστασή τους. Αὐτὸ άποτελεῖ ἐξαιρετικὸ
πλεονέκτημα ὅταν οἱ διαστάσεις τοῦ ἀρχικοῦ χώρου εἶναι μεγαλύτερες ἀπὸ τὸ πλῆθος τῶν
δεδομένων καὶ τὴν καθιστά ἀνταγωνιστική ὡς πρὸς τὸ χρόνο ἐκπαίδευσης σὲ αὐτὴν τὴν
περίπτωση.

5.2 Πυρήνας καὶ ἐγγύτητα δεδομένων

Ἔστω ἕνα σύνολο δεδομένων (dataset) U = {ui ∈ Rd, i = 1, 2, ..., N} τὸ ὁποῖο μπορεῖ νὰ
νοηθεῖ ὡς ἕνα σύνολο N ὑλοποιήσεων ἑνός τυχαίου διανύσματος στὸν Rd. Ἐπίσης, ἔστω
(U, A, µ) ἕνας μετρικός χῶρος ὅπου U τὸ προανεφερθέν σύνολο, A ἡ σ-ἄλγεβρα καὶ µ ἡ
κατανομή τῶν σημείων πάνω στὸν U. Δίδεται πυρήνας (kernel):

k : U× U→ R

μὲ τὶς ἑξῆς ἰδιότητες:

• Συμμετρία: k(x,y) = k(y,x)
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• Μη αρνητικότητα: k(x,y) ≥ 0, ∀ x,y ∈ U

Ἡ ἐπιλογή του ἐξαρτάται ἀπὸ τὸ είδος τῆς εφαρμογής, καθῶς κάθε πυρήνας ἐξάγει δια-
φορετικά χαρακτηριστικά ἀπὸ τὰ δεδομένα. Σύνηθες παράδειγμα εἶναι ὁ Γκαουσιανός
πυρήνας (gaussian kernel):

k(x,y) = e
−
(

‖x−y‖
ε

)2

(5.1)

ἤ ὁ πυρήνας Epanechnikov:

k(x,y) =

1−
(
‖x−y‖

ε

)2
, αν ‖x− y‖ ≤ ε

0, αν ‖x− y‖ > ε
(5.2)

Ὁ πυρήνας προσδίδει μία έννοια ἐγγύτητας μεταξύ τῶν δεδομένων, καθῶς ἐκφράζει τὴν
σχέση μεταξύ δύο σημείων τοῦU. Στὴν οὐσία ὁρίζει τὴν τοπική γεωμετρία ποὺ θὰ ἀναλάβει
νὰ αποκαλύψει ἡ μέθοδος καὶ αποτελεί τὴν κύρια διαφοροποίηση ἀπὸ μία γραμμική, μὴ
τοπική μέθοδο ὄπως ἡ PCA.

Στὸ σημείο αὐτό εἶναι σημαντικό νὰ τονιστεῖ ἡ ἐπίδραση τῆς παραμέτρου ε ἡ ὁποῖα ἐξαρ-
τάται ἀπὸ τὸ πρόβλημα καὶ πρέπει νὰ ἐπιλεχθεῖ καταλλἠλως. Μία απλή μέθοδος ποὺ έχει
προταθεί [5] γιὰ τὸν προσδιορισμό τοῦ ε χρησιμοποιεῖ τὴν συνάρτηση:

M(ε) =

N∑
i=1

N∑
j=1

k(ui,uj)(ε) (5.3)

τὴν ὁποῖα ὑπολογίζει καὶ ἀπεικονίζει σὲ διπλό λογαριθμικό διάγραμμα. Τὸ ε ἐπιλέγεται
τυχαία ἀπὸ τὸ εύρος ποὺ ἡ γραφική παράσταση τῆςM(ε) εἶναι γραμμική ἤ τουλάχιστον
στὸ ἔυρος ποὺ ἡM(ε) δὲν ἀποτελεῖ ἐκφυλισμένη περίπτωση.

5.3 Κατασκευή οἰκογένειας διαχύσεων

Ἀρχικά, ὁρίζεται τὸ συμμετρικό μητρῶοW ∈ RN×N μέσω τῶν στοιχείων του:

Wij = k(ui,uj), i, j ∈ {1, ..., N} (5.4)

τὸ ὁποῖο ἐν συνεχείᾳ μετασχηματίζεται ὡς ἑξῆς:

W(α) = D−αWD−α (5.5)

ἤ μὲ χρήση δεικτῶν:

W
(α)
ij =

Wij

dαi d
α
j

(5.6)

ὅπου D τὸ διαγώνιο μητρῶο ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ άθροισμα τῶν γραμμῶν τοῦW:

Dij =

{
di , i = j

0 , i 6= j
(5.7)

καὶ

di =

N∑
r=1

Wir (5.8)
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Σχήμα 5.1: Ἡ παράμετρος ε ἐπιλέγεται μακριά ἀπὸ τὰ ἄκρα ποὺ ἀποτε-
λοῦν ἐκφυλισμένες περιπτώσεις μὲ ὑπερβολικά μεγάλα ἤ μικρά βάρη στὸ

ἀντίστοιχο μητρῶο.

Ἡ παράμετρος α δημιουργεῖ μία οἰκογένεια ἀπὸ διαδικασίες διάχυσης. Εἶναι οὐσιαστικά
ἀντισταθμιστική καὶ γιὰ τὸ φάσμα τῆς διάχυσης καθορίζει τὴν ἐπιρροή τῆς πυκνότητας
τῶν σημείων ἔναντι τῆς γεωμετρίας τοῦ πολυπτύγματος στὸ ὅποίο αὐτά ἀνήκουν. Ὅπως
δημοσιεύτηκε στὸ [6], τρείς τιμές τῆς παραμέτρου παρουσιάζουν ἰδιαίτερο ἐνδιαφέρον:

• Ὅταν α = 0, τότε ἡ διάχυση συμπίπτει μὲ τὴν κλασική κανονικοποίηση τῆς Λα-
πλασιανής τοῦ γράφου μὲ ἰσότροπα βάρη π.χ. e−(‖x−y‖/ε)2 . Στὴν περίπτωση αὐτή
ἡ ἐπιρροή τῆς πυκνότητας τῶν σημείων εἶναι μέγιστη.

• Στὴν ἐνδιάμεση περίπτωση ὅπου α = 1
2 ἡ μαρκοβιανή ἀλυσίδα ποὺ προκύπτει

ἀποτελεῖ προσέγγιση τῆς διάχυσης μἰας ἐξίσωσης Focker-Planck ἐπιτρέπουσα τὸν
προσδιορισμό τῆς μακροχρόνιας συμπεριφορᾶς καὶ τῆς κατανομῆς τῶν σημείων
ἐνός συστήματος ποὺ περιγράφεται ἀπὸ συγκεκριμένη στοχαστική διαφορική ἐξί-
σωση.

• Ὅταν α = 1 καὶ ὑποθέτοντας ὅτι τὰ σημεία προσεγγιστικά κεῖνται σὲ κάποιο ὑπο-
πολύπτυγμα τοῦRd, τότε προκύπτει ὁ γνωστός τελεστής Laplace-Beltrami 1 Σὲ αὐτήν
τὴν περίπτωση ἐξάγεται μόνο ἡ Ριμμάνεια γεωμετρία τοῦ συνόλου δεδομένων ποὺ
εἶναι ἀνεξάρτητη τῆς κατανομῆς τῶν σημείων.

1Ὁ τελεστής αὐτός ἀποτελεῖ γενίκευση τοῦ γνωστοῦ τελεστοῦ ∆ = ∇2 ὁριζόμενος καὶ σὲ μὴ Ευκλείδιες
Γεωμετρίες.
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5.4 Κατασκευή τυχαίου περιπάτου στὰ δεδομένα

Εἶναι γνωστό ὅτι σὲ κάθε ἀντιστρέψιμη μαρκοβιανή ἁλυσίδα μπορεῖ κανείς νὰ ἀντιστοι-
χίσει ἕνα συμμετρικό γράφο. Ὅμως, ἰσχύει καὶ τὸ ἀντίστροφο, δηλαδή δεδομένου συμμε-
τρικού γράφου ὁρισμένου ἀπὸ τὰ (U, k) μπορεί νὰ κατασκευασθεῖ μία ἀντιστρέψιμη μαρ-
κοβιανή ἁλυσίδα πάνω στὸν U μέσω μίας μεθόδου γνωστῆς ὡς «κανονικοποίηση Λαπλα-
σιανῆς γράφου» (graph Laplacian normalization) [4]. Κανονικοποιεῖται, λοιπόν, τὸ W(α)

ὡς πρὸς τὶς γραμμές του:

P =
(
D(a)

)−1
W(α) (5.9)

ἤ μὲ χρήση δεικτῶν:

Pij =
W

(α)
ij

d
(α)
i

(5.10)

ὅπουD(α) τὸ διαγώνιο μητρῶο ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ ἄθροισμα τῶν γραμμῶν τοῦW(α):

D
(α)
ij =

{
d
(a)
i , i = j

0 , i 6= j
(5.11)

καὶ

d
(a)
i =

N∑
r=1

W
(a)
ir (5.12)

Εἶναι προφανές ὅτι τὸ P παρόλο ποὺ δὲν διατηρεῖ τὴν συμμετρία, ἐντούτοις ἰκανοποιεῖ
δύο βασικές ἰδιότητες:

1. Pij ≥ 0, ∀ i, j ∈ {1, ..., N}

2.
∑N

j=1 Pij = 1 =⇒ P1 = 1

Οἱ δύο παραπάνω ἰδιότητες ἐπιτρέπουν στὸP ∈ RN×N νὰ θεωρηθεί στοχαστικός (stochastic)
ἤ μεταβατικός (transition) πίνακας.

5.5 Διαδικασία Διάχυσης

Οἱ δυνάμεις τοῦ στοχαστικoῦ μητρώου συνεπῶς, ὁρίζουν τὴν διαδικασία διάχυσης (diffusion
process), καθῶς αὐξανομένου τοῦ t παρρατηροῦνται δομές τῶν δεδομένων σὲ διαφορετι-
κές κλίμακες. Ὅταν τὸ t εἶναι μικρό, τότε ἀποκαλύπτεται ἡ τοπική γεωμετρία τοῦ συνόλου
δεδομένων, ἐνῶ ὅταν μεγαλώνει ἀποκαλύπτεται σταδιακά ἡ καθολική γεωμετρία τῶν ση-
μείων. Αὐτό εἶναι λογικό, διότι, ὅπως προαναφέρθηκε τὸ Pt ἀθροίζει πιθανότητες ὅλων
τῶν μονοπατιῶν μήκους t.

Καθῶς ἡ διαδικασία ἐξελίσσεται, ἡ πιθανότητα νὰ ἀκολουθηθεῖ ἕνα μονοπάτι μήκους t
αὐξάνεται καὶ συνεπῶς αὐξάνεται ἡ πιθανότητα τὸ μονοπάτι αὐτό νὰ εἶναι μέρος τῆς ὑπο-
κείμενης γεωμετρικῆς δομῆς τῶν δεδομένων. Τοῦτο συμβαῖνει γιατὶ ἡ πυκνότητα τῶν ση-
μείων - ἄρα καὶ ἡ πιθανότητα ἀλληλομετάβασης - εἶναι μεγάλη ἐκεῖ ποὺ ἀκολουθεῖται ἡ
γεωμετρία τῶν δεδομένων. Μονοπάτια ποὺ ἀκολουθοῦν τὴν γεωμετρική δομή τῶν δεδομέ-
νων, ἀποτελοῦνται ἀπὸ μικρά ἄλματα μὲ μεγάλη πιθανότητα. Άντίθετα, ὄπου δὲν ὑπάρχει
κάποια ὑποκείμενη δομή, ἡ σύνδεση μεταξύ τῶν σημείων εἶναι λιγότερο πιθανή, καθῶς τὰ
μονοπάτια περιλαμβάνουν μεγάλα ἄλματα μὲ μικρή πιθανότητα.

Στὴν εἰκόνα 5.2, τὸ κόκκινο μονοπάτι εἶναι πιθανότερο νὰ διανυθεῖ ἀπὸ ὅτι τὸ πράσινο,
καθῶς τὸ t αὐξάνει. Τὸ πρῶτο ἀποτελεῖται ἀπὸ μικρά ἄλματα μὲ μεγάλη πιθανότητα, ἐνῶ
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Σχήμα 5.2: Μονοπάτια κατὰ τὴν γεωμετρική δομή τῶν δεδομένων ἐμφανί-
ζονται με μεγαλύτερη πιθανότητα.

τὸ δεύτερο ἀποτελεῖται ἀπὸ μεγάλα ἀλματα ποὺ συνεχίζουν νὰ ἀντιστοιχίζονται μὲ μικρές
πιθανότητες ὅσο κι ἀν αὐξάνει ἡ χρονική μεταβλητή.

5.6 Διαχυτική Ἀπόσταση

Ἐν συνεχεία θὰ ὁριστεῖ τὸ διαχυτικό μέτρο ἤ διαχυτική ἀπόσταση ποὺ θὰ ὑπολογίζει ἀπο-
στάσεις κατὰ τὴν γεωμετρική δομή τῶν δεδομένων ποὺ προαναφέρθηκε. Ἡ ἀπόσταση
αὐτή μετρά τὴν ἐγγύτητα δύο σημείων στὸν ἀρχικό χῶρο τῶν δεδομένων ὡς τὴν πιθα-
νότητα μετάβασης ἀπὸ τὸ ἕνα στὸ ἄλλο. Μπορεῖ νὰ βρεθεῖ γιὰ κάθε τιμή τῆς χρονικης
παραμέτρου καὶ χρησιμοποιεῖ κάθε δυνατό μονοπάτι ἀντιστοίχου μήκους ποὺ συνδέει τὰ
δύο σημεία. Σχετίζεται ἄμεσα μὲ τὸ μητρῶο μετάβασης καὶ ὁρίζεται ὡς

δ2t (ui,uj) =
∑
x∈U
|Pt(ui,x)− Pt(uj ,x)|2 =

∑
k

|P t
ik − P t

jk|2. (5.13)

Ὁ ὅρος Pt(ui,x) εῖναι πιθανότητα μετάβασης ἀπὸ τὸ ui στὸ τυχὸν x σὲ t χρονικά βήματα.
Ἐπομένως, ἀφοῦ ἡ ἐξίσωση ἀθροίζει διαφορές, ἡ διαχυτική ἀπόσταση εἶναι μικρή ὅταν
Pt(ui,x) ≈ Pt(uj ,x), ἄρα ὄταν τόσο τὸ ui ὅσο καὶ τὸ uj εἶναι καλά συνδεδεμένα μέσω
τοῦ x, δηλαδή ὅταν ὑπάρχουν πολλά ἰσοπίθανα μονοπάτια μήκους t μεταξύ δύο σημείων.
Τὸ μέτρο, λοιπόν, αὐτό δὲν συγκρίνει ἀπευθείας τὰ δύο σημεία, ἀλλά ἔμμεσα μέσω τῶν
γειτόνων τους.

Μπορεῖ, ὄμως, κανείς νὰ θεωρήσει τὴν διαχυτική ἀπόσταση ἀπὸ μιὰ διαφορετική ἔποψη.
Ἡ γραμμή Pt

i∗ τοῦ στοχαστικοῦ πίνακα, σύμφωνα μὲ προηγούμενη διαπίστωση, μπορεῖ να
νοηθεῖ ὡς μία διακριτή κατανομή στὶς κορυφές τοῦ γράφου ὅταν ἀφετηρία εἶναι ὁ κόμβος
i — ἀς μὴν λησμονεῖται ὅτι

∑N
j=1 Pij = 1. Ἄρα, ἡ διαχυτική ἀπόσταση

∑
k |P t

ik − P t
jk|2

δὲν εἶναι παρὰ διαφορά δύο κατανομῶν μὲ ἀφετηρία τὰ σημεία i καὶ j. Ἐν ὀλίγοις, ἡ
διαχυτική ἀπόσταση σὲ ἀντιδιαστολή μὲ τὴν εύκλείδια, δὲν ἐλέγχει τὸ ποῦ βρίσκονται τὰ
σημεία, ἀλλὰ τὸ πρὸς τὰ ποῦ κατευθύνουν τὸν περίπατο.

Τέλος, σημαντικό πλεονέκτημα εἶναι ὅτι λόγω τῆς συνεισφορᾶς ὅλων τὼν σημείων κα-
τὰ τὸν ὑπολογισμό της, ἡ διαχυτική ἀπόσταση εἶναι ἀρκετά ἀκλινής σε σχέση μὲ ἄλλες
μεθόδους στὸν θόρυβο ποὺ συχνά παρουσιάζεται στὶς πρακτικές ἐφαρμογές.
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5.7 Διαχυτική Ἀπεικόνιση - Diffusion Map

Στὴ συνέχεια ὁρίζεται ὁ μετασχηματισμός ὁ ὁποῖος ἀπεικονίζει τὰ ἀρχικά δεδομένα στὸν
χῶρο τῆς διάχυσης

Yt(ui) =


Pt(ui,u1)
Pt(ui,u2)

...
Pt(ui,uN )

 =


P t
i1

P t
i2
...

P t
iN

 = Pt
i∗ = Yt

i, (5.14)

καὶ ἔτσι ἡ διαχυτική ἀπόσταση στὸν ἀρχικό χῶρο μπορεῖ νὰ γραφτεῖ ὡς εὐκλείδια ἀπό-
σταση στὸν χώρο τῆς διάχυσης∥∥Yt

i − Yt
j

∥∥2 = ∑
x∈U
|Pt(ui,x)− Pt(uj ,x)|2 =

∑
k

|P t
ik − P t

jk|2 = δ2t (ui,uj). (5.15)

Ἡ ἀπεικόνιση αὐτή διατηρεῖ τὴν ἐσωτερική γεωμετρία τῶν δεδομένων τὰ ὁποία ὑποθέτου-
με ὅτι βρίσκονται σὲ κάποιο ὑποπολύπτυγμα. Ἀκόμη, ὅμως, δὲν ἔχει ἐπιτευχθεῖ ὁ τελικός
στόχος ποὺ εἶναι ἡ μείωση τῶν διαστάσεων, καθῶς μένει νὰ βρεθοῦν ποιές διαστάσεις ε-
ῖναι κυρίαρχες καὶ ποιές μποροῦν νὰ ἀμεληθοῦν. Τὸ πρόβλημα αὐτό, ὡς εἴθισται, τὸ λύνει
ἡ φασματική ἀνάλυση.

Ἐπειδή ὁ πίνακας P ἔχει ἄμεση σχέση μὲ τὴν κανονικοποιημένη Λαπλασιανή του γρά-
φου που εἶναι συμμετρική, ἀποδεικνύεται ὅτι ἔχει πραγματικές ἱδιοτιμές καὶ ἱδιοδιανύ-
σματα. Ἔστω {λ0, λ1, ..., λn} οἱ πρῶτες n < d ἰδιοτιμές τοῦ P κατὰ φθίνουσα σειρά καὶ
{φ0, φ1, ..., φn} τὰ ἀντίστοιχα ἰδιοδιανύσματα. Ὁρίζουμε τὴν συνάρτηση Ψt : U → Rn

ὡς

Ψt(ui) =


λt1φ

1(ui)
λt2φ

2(ui)
...

λtnφ
n(ui)

 =


λt1φ

1
i

λt2φ
2
i

...
λtnφ

n
i

 = ψt
i . (5.16)

Ὁ τελευταῖος μετασχηματισμός ἀπεικονίζει τὰ δεδομένα σὲ ἕναν n-διάστατο εὐκλείδιο
χῶρο, ἐνῶ κάθε στοιχεῖο τοῦ διανύσματος Ψt(ui) ἀποτελεῖ τὴν νέα συντεταγμένη διάχυ-
σης στὸν μειωμένο χῶρο. Ἐπειδήφ0 = 1, ἡ πρώτη ἱδιομορφή μορφή μπορεῖ νὰ παραλείπε-
ται καθῶς δὲν προσφέρει πληροφορία. Ὁ χῶρος Rn, ἐπειδή ἐδὼ ὑλοποιεῖται ἡ μείωση τῶν
διαστάσεων, κατέχει ἀντί τοῦ προηγουμένου τὴν ὀνομασία «χῶρος διάχυσης» (diffusion
space ἤ DMAP space). Γιὰ νὰ εἶναι ἀποτελεσματική ἡ μείωση πρέπει n << d ὅπου d ἡ
διάσταση τῶν δεδομένων στὸν ἀρχικό χῶρο.

Μὲ τὴν ὀργάνωση σὲ ἕνα ἐνιαῖο μητρῶο ὅλων τῶν συντεταγμένων, ὅλων τῶν δεδομένων
κατακευάζεται ἡ βάση τοῦ χῶρου διάχυσηςΨt ∈ Rn×N

Ψt(U) = Ψt
U =

(
ψt

1 ψt
2 . . . ψt

N

)
=


λt1φ

1

λt2φ
2

...
λtnφ

n

. (5.17)
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Tὸ σύνολο τῶν ὀρθογωνίων ἱδιοδιανυσμάτων σχηματίζουν τὴν βάση τοῦ μειωμένου χώρου
διάχυσης, ἐνῶ τὸ μέγεθος κάθε ἱδιοτιμῆς δείχνει τὴν βαρύτητα τῆς ἀντίστοιχης διάστα-
σης. Ὅπως καὶ πρίν, ἡ εὐκλείδια ἀπόσταση στὸν χῶρο τῆς διάχυσης ἀποδεικνύεται ὅτι
προσεγγίζει τὴν διαχυτική ἀπόσταση στὸν ἀρχικό χῶρο, δηλαδή

δ2t (ui,uj) ≈
∥∥Ψt(ui)−Ψt(uj)

∥∥2 = ∥∥ψt
i −ψt

j

∥∥2 = ∑
k

(
λk

∣∣∣φk
i − φk

j

∣∣∣)2
. (5.18)

Νὰ τονιστεί στὸ σημεῖο αὐτὸ ὅτι τὸ κόστος τῆς φασματική ἀνάλυσης ἐξαρτάται μόνο ἀπὸ
τὸν ἀριθμό τῶν δεδομένων N καὶ ὄχι ἀπὸ τὴν διάστασή τους d, καθῶς ὁ P ∈ RN×N. Αὐτὸ
εἶναι ἐξαιρετικὸ πλεονέκτημα ὅταν οἱ διαστάσεις τοῦ ἀρχικοῦ χώρου εἶναι μεγαλύτερες
ἀπὸ τὸ πλῆθος τῶν δεδομένων καὶ τὴν καθιστά ἀνταγωνιστική ὡς πρὸς τὴν PCA σὲ ἀνά-
λογες περιπτώσεις.

5.8 Ἀντίστροφη Ἀπεικόνιση

Μέχρι στιγμῆς ἔχει ὁλοκληρωθεῖ ἡ μείωση τῶν διάστασεων τοῦ προβλήματος, δηλαδή ἔχει
κατασκευασθεῖ ἡ ὀρθή ἀπεικόνιση ἀπὸ τὸν περιβάλλοντα εὐκλείδιο χῶρο τῶν δεδομένων
στὸν μειωμένων διαστάσεων χῶρο τῆς διάχυσης. Ἡ ἀντίστροφη διαδικασία δὲν ἀποτελεῖ
εὐκολο πρόβλημα. Ἐδῶ τὸ πλεονέκτημα τῆς μεθόδου, ποὺ εἶναι ἡ μὴ γραμμικότητα τῆς
ὀρθῆς ἀπεικόνισης, γίνεται μειονέκτημα, καθῶς πρέπει νὰ ἐπινοηθεῖ μιὰ ἐπίσης μὴ γραμ-
μική ἀντίστροφη ἀπεικόνιση. Στὴν βιβλιογραφία ὑπάρχουν ἀρκετές τέτοιες μέθοδοι. Στὸ
πλαίσιο τῆς παρούσης ἐργασίας, ὄμως, θὰ χρησιμοποιηθεῖ ἕνας κλασικός γραμμικός μετα-
σχηματισμός ποὺ, ναί μέν δὲν διαθέτει τὴν μαθηματική λεπτουργία πιὸ σύνθετων μεθόδων,
εἶναι, ὄμως, ἀσυγκρίτως ταχύτερος ἀπὸ αὐτές.

Ζητεῖται ἡ εὔρεση μητρῶου Ψ−1 : Rn → Rd, n < d, τέτοιου ὥστε κατὰ τὸ δυνατόν νὰ
ἰσχύει

ui ≈ Ψ−1ψi, i = 1, ..., N (5.19)

Ἀμέσως γίνεται ἀντιληπτό ὅτι τὸ παραπάνω πρόβλημα δὲν μπορεῖ νὰ ἰσχύει χωρίς σφάλ-
ματα, καθότι ui ∈ Rd,ψi ∈ Rn καί Ψ−1 ∈ Rd×n, n < d. Ἄρα, τὸ πρόβλημα μετατρέπεται
σε κλασικό πρόβλημα βελτιστοποίησης καὶ λύνεται, ὡς γνωστὸν, λόγω τῆς γραμμικότη-
τας, μὲ τὴν μέθοδο ἐλαχίστων τετραγώνων

U ≈ Ψ−1Ψ(U) = Ψ−1ΨU

=⇒ (U)T ≈
(
Ψ−1ΨU

)T
=⇒ (ΨU )

T (Ψ−1
)T ≈ UT (5.20)

ὅπου

• U =
(
u1 u2 . . . uN

)
∈ Rd×N ὁ πίνακας ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ ἀρχικό σύνολο

δεδομένων

• ΨU
2 ∈ Rn×N ὁ μὴ ἀντιστρέψιμος πίνακας τῆς 5.17

Παρατηρῶντας τὴν 5.20 φαίνεται ἐμφανῶς ὅτι πρόκειται γιὰ ὑπερορισμένο σύστημα N
ἐξισωσεων. Ἔτσι, πολλαπλασιάζοντάς ἐκατέρωθεν τὴν ἴδια ἐξίσωση μὲΨU καὶ χρησιμο-
ποιώντας τὴν συμμετρία τοῦ πίνακα ΨUΨ

T
U προκύπτει

2Γιὰ νὰ εἶναι εὐανάγνωστες οἱ ἐξισώσεις, παραλείπεται τὸ t στὸν ἐκθέτη.
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Ψ−1 ≈ UΨT
U

(
ΨUΨ

T
U

)−1 (5.21)

Ἔτσι, κάθε νέο διάνυσμα στὸν ἀρχικό χῶρο, μπορεῖ νὰ γραφτεῖ

u ≈ Ψ−1ψ (5.22)

Ἀς ξανατονιστεῖ στὸ σημεῖο αὐτό, ὅτι γιὰ τὴν μέθοδο τῶν Diffusion Maps ὁ γραμμικός
μητρωικός μετασχηματισμός Ψ−1 μειώνει τὴν ἀκρίβεια καὶ ἀναιρεῖ πολλὰ ἀπὸ τὰ ὀφέλη
τῆς μὴ γραμμικότητας πρὸς ὄφελος τῆς ταχύτητας.

5.9 Σύνοψη τῆς μεθόδου

Algorithm 4: DMAPs algorithm
Data: Dataset matrix U ∈ RdxN

Result: Compute the matrixΨ−1

1 Initialize;
2 SELECT a suitable kernel function k : U× U→ R;
3 SELECT a valid hypermateter ε;
4 COMPUTE the matrix with elementsWij = k(ui,uj);
5 SELECT the parameter α based on your problem;
6 COMPUTE the degrees of each point di =

∑
kWik;

7 NORMALIZE by degreeWα
ij =

Wij

dαi d
α
j
;

8 NORMALIZE by row sum Pij =
Wα

ij∑
k Wα

ik
;

9 COMPUTE n largest eigenvalues λi and eigenvectors φi of P;

10 FORM the matrix Ψ =

λ1φ1
...

λnφn

;

11 COMPUTE the pseudo-inverseΨ−1 = UΨT
U

(
ΨUΨ

T
U

)−1
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Κεφάλαιο 6

Ἀριθμητικές Ἐφαρμογές

6.1 Ἐποπτικό Παράδειγμα μείωσης διαστάσεων

Πριν ἀναλυθεῖ τὸ κύριο πρόβλημα τῆς δυναμικής ἀνάλυσης, θὰ παρουσιαστεῖ ἕνα πολύ
σύντομο παράδειγμα χρήσης τῶν μεθόδων μείωσης διαστάσεων γιὰ ἐποπτικοῦς κυρίως
λόγους. Συγκεκριμένα, θὰ ἐξακριβωθεῖ τὸ πῶς ἐπιδρᾶ κάθε μέθοδος μείωσης διαστάσεων
στὸ ἴδιο σύνολο δεδομένων.

Σχήμα 6.1: Τυχαῖες ὑλοποιήσεις τῶν t καὶ φ.

Ἔστω λοιπὸν ἡ παραμετρική ἐπιφάνεια S : R2 → R3 μὲ ἐξίσωση

S(t, φ) =

x(t, φ)y(t, φ)
z(t, φ)

 =

 t
φsin(φ)
φcos(φ)

. (6.1)

ὅπου t καὶ φ τυχαῖες μεταβλητές μὲ κατανομή ὄπως στὸν πίνακα 6.1. Στην βιβλιογραφία
ἡ S εἶναι γνωστή καὶ ὡς ”swiss roll” γιὰ προφανείς λόγους.
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Πίνακας 6.1: Παράμετροι τῶν τυχαίων μεταβλητῶν.

Μεταβλητή Κατανομή
t N (0, 52)
φ N (5, 22)

Ἔστω N ὑλοποιήσεις τῶν t καὶ φ καὶ ὁ ἀντίστοιχος μετασχηματισμός τους ἀπὸ τὴν συ-
νάρτηση S. Ἄν συγκεντρωθοὺν σὲ ἕνα σύνολο δεδομένων

U = {ui | ui =

xiyi
zi

 =

x(ti, φi)y(ti, φi)
z(ti, φi)

, i = 1, 2, ..., N}, (6.2)

τότε αὐτό μπορεῖ νὰ τροφοδοτηθεῖ στὶς μεθόδους μείωσης διαστάσεων. Αὐτές με τὴν σειρά
τους θὰ δώσουν τὶς ἀναπαραστάσεις τῶν δεδομένων ξανά πίσω στὸν R2.

Σχήμα 6.2: Σύνολο δεδομένων ”swiss roll” σὲ 3Δ σύμφωνα μὲ τὴν ἐξίσωση
(t, φsin(φ), φcos(φ)).
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Σχήμα 6.3: Ἰδιοτιμές: κανονικοποιημένη γιὰ τὴν PCA, ἐνῶ γιὰ τὰ DMAPs
ἡ πρώτη δεν δίνει πληροφορία ὄντας πάντα ἴση μὲ τὴν μονάδα.

Σχήμα 6.4: Τὸ σύνολο δεδομένων στὶς 2Δ, ὅπως μειώθηκε ἀπὸ κάθε τεχνική
— παράμετροι DMAPs (ε = 1, α = 0, t = 1).
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6.2 Δυναμικό πρόβλημα

6.2.1 Ὁρισμός

Ὅπως ἔχει ἤδη προαναφερθεῖ, ζητοῦνται λύσεις τῆς στοχαστικῆς, γραμμικῆς διαφορικῆς
ἐξίσωσης ἐνός δυναμικοῦ μηχανικοῦ συστήματος. Ἡ ἐπίλυση τοῦ στοχαστικοῦ προβλή-
ματος γίνεται μὲ τὴν μέθοδο Monte Carlo ποὺ ἀπαιτεῖ πολλά δεδομένα εἰσόδου καὶ ἐξό-
δου, συνεπῶς καὶ πολλές λύσεις τῆς δυναμικῆς ἐξίσωσης. Ἀφού, λοιπόν ληφθοῦν κάπoιες
ἀρχικές λύσεις μὲ τὸ πλήρες μοντέλο, αὐτές χρησιμοποιούνται γιὰ τὴν ἐκπαίδευση τοῦ
ὑποκατάστατου μοντέλου. Τὸ ὑποκατάστατο μοντέλο θα δώσει λύσεις προσεγγιστικές,
ἀλλὰ θα μειώσει τὸ ὑπολογιστικό κόστος.

6.2.2 Καθορισμός μοντέλου

Γιὰ τὴν ἀριθμητική ἐφαρμογή ἐπιλέχτηκε ὁ πρόβολος τοῦ σχήματος 6.5 στὸ ὁποῖο ἀνα-
γράφονται οἱ διαστάσεις, οἱ συνοριακές συνθῆκες καὶ ἡ διακριτοποίηση τοῦ πλέγματος
τῶν πεπερασμένων στοιχείων.

Σχήμα 6.5: Οἱ διαστάσεις, οἱ συνοριακές συνθῆκες καὶ τὸ πλέγμα τοῦ προ-
βλήματος.

Ὁ φορέας προσομοιώνεται ἀπὸ διδιάστατα, τετρακομβικά πεπ. στ. ἐπίπεδης ἔντασης.
Συνολικὰ, ὁ φορέας ἀποτελεῖται ἀπὸNelX ·NelY = 24 · 50 = 1200 στοιχεία καὶ, συνεπῶς
οἱ συνολικοί βαθμοί ἐλευθερίας τοῦ μοντέλου εῖναι Ndofs = 2 · 50 · (24 + 1) = 2500,
δηλαδή οἱ λύσεις τοῦ συστήματοςui ∈ R2500. Προφανῶς γιὰ ἕνα τέτοιου μεγέθους μοντέλο
δὲν θὰ ἐπιχειροῦσε κάποιος νὰ ἐφαρμόσει τεχνικές μείωσης διαστάσεων, παρὰ μόνο σὲ
ἐρευνητικὰ πλαίσια.

Τὸ μέτρο ἐλαστικότητας εἶναι 1D-1V στοχαστικό πεδίο ἐπάνω σὲ διδιάστατο πεδίο ὁρι-
σμοῦ καὶ μεταβάλλεται κατὰ τὴν διεύθυνση Y

E = Ẽ(y, ϑ) = Ẽ(y)

τὸ ὁποίο ἐλήφθη ἀπὸ ἀνάπτυγμα Karhunen-Loève κανονικῆς κατανομῆς. Ἡ ἐκπαιδευτική
φόρτιση ἀποτελεῖται ἀπὸ 3D-2V στοχαστικό ἡμιτονικό ἐπιταχυνσιογράφημα στὴν βάση
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Πίνακας 6.2: Παράμετροι τῶν τυχαίων μεταβλητῶν.

Μεταβλητή Κατανομή Μονάδες
Ẽ(h) N (30, 62) GPa
ω̃ U(0, 50) Hz
ϕ̃ U(0, 2π) rad
θ̃ U(0, π/2) rad

του φορέα.

~αg = αg(ω̃, ϕ̃)~r
(
θ̃
)
= α0 sin(ω̃t+ ϕ̃)

cos
(
θ̃
)

sin
(
θ̃
).

Κυρίως λόγω τοῦ στοχαστικοῦ μέτρου ἐλαστικότητας πρέπει νὰ σημειωθεί ὅτι οἱ λύσεις
ἀναμένεται νὰ κινοῦνται σὲ ἕναν μὴ γραμμικό ὑπόχωρο. Οἱ παράμετροι τῶν τυχαίων με-
ταβλητῶν ἀναγράφονται στὸν πίνακα 6.2, ἐνῶ, τέλος, ὁ συντελεστής ἀπόσβεσης εἶναι
ζ = 5%.

Σχήμα 6.6: Στοχαστικά πεδία τοῦ μέτρου ἐλαστικότητας (E) καὶ τῆς σει-
σμικῆς διέγερσης (~αg) .

Ἀρχικῶς, παρατίθενται τὰ ἐπιταχυνσιογραφήματα δύο φορτίσεων καὶ οἱ ἀντίστοιχες ἀπο-
κρίσεις ἐνός κόμβου γιὰ νὰ ὲπιβεβαιωθεῖ — ποιοτικὰ τουλάχιστον— ὅτι τὸ πλήρες μοντέλο
λειτουργεῖ σωστά.

6.2.3 Διαλογή δειγμάτων

Προκειμένου νὰ ἐλεγθεὶ ἡ ἀκρίβεια, παράχθηκαν με την μέθοδο πεπερασμένων στοιχεί-
ων 3000 λύσεις ἀπὸ τὸ πλῆρες προσομοίωμα οἱ ὁποῖες θὰ συγκριθοῦν μὲ τὶς ἀντίστοιχες
λύσεις τῶν ὑποκατάστατων μοντέλων. Ἔτσι, ὅπως προειπώθηκε, σὲ πρώτη φάση γίνεται
προσπάθεια νὰ βρεθεῖ ἡ δομή ἑνὸς ὑποπολυπτύγματος — ἀλλιῶς πολλαπλότητας — τοῦ
R2500 ἐπάνω στὸ ὁποῖο κινούνται κατὰ προσέγγιση οἱ λύσεις τοῦ συστήματος. Γιὰ τὸν
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Σχήμα 6.7: Φόρτιση μὲ σταθερή ἐπιτάχυνση ἐδάφους αg καὶ ἡ ἀντίστοι-
χη ἀπόκριση κόμβου ὄπως προκύπτει ἀπὸ τὸ πλήρες μοντέλο (Full Order

Model).

Σχήμα 6.8: Φόρτιση μὲ ἡμιτονοειδή ἐπιτάχυνση ἐδάφουςαg καὶ ἡ ἀντίστοι-
χη ἀπόκριση κόμβου ὄπως προκύπτει ἀπὸ τὸ πλήρες μοντέλο FOM.

λόγο αὐτό χρησιμοποιεῖται ἕνα σύνολο ἀπὸ N ἐκπαιδευτικές φορτίσεις, δηλαδή σημεία
στὸν R2500, τῶν ὁποῖων οἱ λύσεις βρίσκονται ἀπὸ τὸ ἀκριβές, πλήρες μοντέλο τοῦ φορέα.
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Σχήμα 6.9: Ἀπὸ κάθε χρονοσειρά ἐπιλέγονται NS =
Ntimesteps

S λύσεις, ὅπου
S τὸ χρονικό βήμα.

Ὡς γνωστὸν ἡ ὑπολογιστική ἰσχύς τόσο σὲ μνήμη ὄσο καὶ σὲ ταχύτητα εἶναι πεπερασμένη.
Επειδή χρειάζεται ἕνας ἰκανός ἀριθμός Ntrain ἀπὸ ἐκπαιδευτικές προσομοιώσεις καὶ κα-
θῶς κάθε πλήρης χρονοσειρά ἐνδέχεται νὰ ἔχει πολλὰ χρονικά βήματα, ἐγείρεται τὸ θέμα
τῆς ἐπιλογῆς τῶν δειγμάτων. Προφανῶς δὲν μποροῦν νὰ ἐπιλεγοῦν ὅλα τὰ Ntimesteps δια-
νύσματα κάθε προσομοίωσης, γιατί αὐτό θὰ ἄυξανε πολύ γρήγορα τὸν συνολικό ἀριθμό
ἐκπαιδευτικῶν διανυσμάτων.

Χρειάζεται προσοχή, λοιπόν, κατὰ τὴν διαλογή τῶν δειγμάτων, νὰ ἐπιλεγοῦν ἔτσι ὥστε νὰ
εἶναι ἀντιπροσωπευτικά τόσο διαφορετικῶν φορτίσεων ὅσο καὶ διαφορετικῶν χρονικῶν
στιγμών. Γιὰ τοὺς παραπάνω λόγους καὶ ἐφαρμόζοντας τὸ ἀπλούστερο δυνατό σχήμα,
ἀπὸ κάθε χρονοσειρά μὲ Ntimesteps = 100 ἐπιλέγονται μὲ βήμα S = Sample step = 10 ὀρι-
σμένα μόνο , NS =

Ntimesteps
S τὸ πλῆθος, στιγμιότυπα τῆς ἀπόκρισης. Στὴν συνέχεια αὐτὰ

συλλέγονται σὲ ἕνα ἐνιαῖο σύνολο ἐκπαίδευσης U ποὺ ἀποτελεῖται ἀπὸ τὰ ἐπιλεχθέντα
στιγμιότυπα τῶν λύσεων ὅλων τῶν προσομοιώσεων. Ἔτσι, συνολικὰ τὰ σημεία τοῦ R2500

ποὺ χρησιμοποιοῦνται στὰ ὑποκατάστατα μοντέλα εἶναι

N = Ntrain ·NS = Ntrain
Ntimesteps

S
(6.3)

καὶ τὸ σύνολο
Utraining = {u11, ...,u1NS

, ...,uNtrain1, ...,uNtrainNS
}

= {uij : i = 1, ..., Ntrain, j = 1, ..., NS}
(6.4)

Ἕπειτα, οἱ δύο μέθοδοι μείωσης διαστάσεων—DMAPs καὶ PCA— ἐφαρμόζονται στὰ προη-
γούμενα διανύσματα τῶν λύσεων προκειμένου νὰ βρεθεῖ ὁ μετασχηματισμός ἀπὸ τὸν ἀρ-
χικό χῶρο στὸν χῶρο μικρότερης διάστασης ποὺ ἀντιστοιχεῖ στὸ ὑποπολύπτυγμα.

6.2.4 Ἀποτελέσματα

Γιὰ νὰ ὑπάρχει μέτρο σύγκρισης ἐπιλέχτηκε ὁ χῶρος αὐτός νὰ ἔχει τὴν ἵδια διάσταση καὶ
γιὰ τὶς δύο μεθόδους. Ἡ σύγκριση τῶν μεθόδων καὶ τῆς ἀκριβοῦς λύσης γίνεται σὲ ὁρι-
σμένους βαθμοὺς ἐλευθερίας μὲ σημεῖο ἀναφορᾶς τὶς χρονοσειρές τῶν ἀποκρίσεων καὶ τὶς
συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας ὅλης τῆς ἀπόκρισης ( t = [0, 2]sec). Οἱ συγκρίσεις
τῆς χρονοσειρᾶς τῆς ἀπόκρισης φαίνεται στὸ σχήμα 6.10 καὶ 6.11.

Ἀξίζει νὰ ἐρευνηθεῖ ἡ ἐπιρροή τοῦ χρησιμοποιούμενου ἀριθμοῦ ἰδιοτιμῶν k στὴν ἀκρίβεια
τῶν ὑποκατάστατων μοντέλων ποὺ φαίνεται στὰ σχήματα 6.14 καὶ 6.15.
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Σχήμα 6.10: Σύγκριση ἀποκρίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 101 — στην
βάση τοῦ προβόλου — μὲ χρήση k = 3 ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατάστατα μο-

ντέλα (Reduced Order Models).

Ἐν συνεχεία παρουσιάζονται οἱ κατανομές τῶν μετακινήσεων γιὰ ὁρισμένους βαθμοὺς
ἐλευθερίας κατὰ τὶς χρονικές στιγμές t = 1sec καὶ t = 2sec.

Σχήμα 6.11: Σύγκριση ἀποκρίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 2498— στὸ
ἐλεύθερο ἄκρο τοῦ προβόλου — μὲ χρήση k = 3 ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατά-

στατα μοντέλα (ROM)
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Σχήμα 6.12: Σύγκριση ἀποκρίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 100 μὲ χρήση
k = 3 ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατάστατα μοντέλα.

Σχήμα 6.13: Σύγκριση ἀποκρίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 100 μὲ χρήση
k = 5 ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατάστατα μοντέλα.
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Σχήμα 6.14: Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (pdf) γιὰ τὸν βαθμό
ἐλευθερίας 100 ὅπως προκύπτει ἀπὸ τὴν πλήρη Monte Carlo ἀνάλυση

(FOM) καὶ τὰ ὐποκατάστατα μοντέλα (ROM-DMAPs, ROM-PCA).
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Σχήμα 6.15: Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (pdf) γιὰ τὸν βαθμό
ἐλευθερίας 2499 ὅπως προκύπτει ἀπὸ τὴν πλήρη Monte Carlo ἀνάλυση

(FOM) καὶ τὰ ὐποκατάστατα μοντέλα (ROM-DMAPs, ROM-PCA).
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Τέλος, δὲν θα πρέπει νὰ λησμονηθεὶ κι ὁ χρόνος ἐπιλυσης τοῦ συστἠματος, ἡ ἰκανή μείωση
τοῦ ὁποίου εἶναι ἐξίσου σημαντική μὲ τὴν ἐπίτευξη τῆς ακρίβειας. Προκειμένου νὰ ὐπάρχει
σύγκριση στὴν ἀκρίβεια τῶν ὑποκατάστατων, χρησιμοποιήθηκε γιὰ ὅλες τὶς ἀναλύσεις ὁ
ἵδιος ἀριθμός ίδιοτιμῶν, καὶ δεδομένου ὅτι καὶ οἱ δύο μέθοδοι ἐφαρμόζονται γραμμικὰ στὴν
ἐξίσωση ἰσορροπίας, οἱ δὐο χρόνοι εἶναι κοινοί. Τὰ ἀποτελέσματα φαίνονται στὸν πινακα
6.3.

Πίνακας 6.3: Χρόνοι ἐκτέλεσης γιὰ τὸ πλήρες καὶ τὰ ὑποκατάστατα μο-
ντέλα.

Μοντέλο Διάσταστη πινάκων Ἀριθμός ἀναλύσεων Συνολικός Χρόνος Μέσος χρόνος
FOM 2500 3000 103.29 min 2066 ms
ROM 5 2800 30.78 min 659 ms

Ἐπίσης, σημειώνεται ὅτι οἱ χρόνοι ἐκπαίδευσης τῶν ὑποκατάστατων μοντέλων εἶναι τῆς
τάξης τῶν μερικών ἐκατοντάδων ms, τουλάχιστον γιὰ τὸ παρόν πρόβλημα, καὶ ἀποτελοῦν
ἀμελητέο ποσοστὸ μιὰς πλήρους ἀνάλυσης. Παρόλα αὐτὰ σὲ προβλήματα μὲ πολύ μεγα-
λύτερες διαστάσεις, ὁ χρόνος ἐκπαίδευσης τῶν μεθόδων ἀναμένεται νὰ εἶναι καθοριστικός
παράγοντας ὁ ὁποῖος θὰ κρίνει τὴν ἀποτελεσματικότητά τους.

6.2.5 Συμπεράσματα

Ἐν ὀλίγοις, ἡ διαδικασία ποὺ ἀκολουθήθηκε μπορεῖ νὰ συνοψισθεῖ στὰ ἐξής. Τὸ ἀρχικό
πρόβλημα στὸν ἀρχικό χῶρο ἀνάχθηκε σὲ δύο ὑποπροβλήματα.

• Τὸ πρῶτο ὐποπρόβλημα εἶναι ἡ ἐκπαίδευση μιᾶς μεθόδου manifold learning που μα-
θηματικά ἰσοδυναμεῖ μὲ τὴν φασματική ἀνάλυση ἐνός πίνακα πολλῶν διαστάσεων.

• Τὸ δεύτερο ὑποπρόβλημα άποτελεῖ ἡ ἐπίλυση τοῦ δυναμικοῦ προβλήματος σὲ χώ-
ρους πολύ μικρότερων διαστάσεων άπὸ τὸν ἀρχικό.

Παρατηρώντας τὰ γραφήματα, δύναται κανείς νὰ συμπεράνει τὰ ἐξής:

• Παρὰ τὴν γραμμικότητα τῶν τεχνικῶν (PCA - πλήρως γραμμική, DMAPs - μόνο ὁ
μετασχηματισμός) καὶ τὰ δύο ὑποκατάστατα μοντέλα κατάφεραν νὰ προσεγγίσουν
ἰκανοποιητικά τὶς λύσεις τοῦ πλήρους μοντέλου σὲ ἕνα μὴ γραμμικό πρόβλημα.

• Οἱ δύο μέθοδοι παρήγαγαν μοντέλα μὲ παραπλήσια ἀκρίβεια. Λίγο καλὐτερα ἀπο-
τελέσματα φαίνεται νὰ δίνει ἡ PCA.

• Ἡ μείωση τοῦ χρόνου ἐπίλυσης τῆς ἀνάλυσης βρίσκεται στὰ ἐπιθυμητά ὄρια γιὰ
ὑποκατάστατα μοντέλα. Ἐν προκειμένω τὰ ὑποκατάστατα μοντέλα εἶναι 3.14 φορές
ταχύτερα.

• Σὲ βαθμούς ἐλευθερίας κοντὰ στὸ ἐλεύθερο ἄκρο (π.χ. 2098), ὄπου οἱ μετακινήσεις
ἤταν μεγαλύτερες κατὰ ἀπόλυτη τιμή, τὰ ὑποκατάστατα μοντέλα προσαρμόζονταν
γρηγορότερα — ἤδη ἀπὸ k = 3—, ενώ σὲ βαθμούς ἐλευθερίας κοντά στὴν βάση (π.χ.
101) χρειάζονταν περισσότερες ἰδιοτιμές.

6.2.6 Σημεία πρὸς ἐρευνητική ἐμβάθυνση

Στὴν παρούσα ἐργασία χρησιμοποιήθηκαν μεικτά μοντέλα, δηλαδή μοντέλα που συνδυά-
ζουν τὴν φυσική τοῦ προβλήματος (FEM) μὲ μεθόδους μείωσης διαστάσεων(DMAPs, PCA).

Ἐπίσης, ἠ μέθοδος τῶν DMAPs ὄπως ἔχει ἤδη προαναφερθεῖ εἶναι μὴ γραμμική ἀπὸ τὴν
φύση της. Στὴν παρούσα ἐργασία συνδυάστηκε μὲ γραμμικό μετασχηματισμό ἀπὸ τὸν
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χῶρο τῶν λύσεων στὸν χῶρο μειωμένων διαστάσεων πράγμα ποὺ ἀναιρεῖ πολλὰ ὠφέλη
τῆς μὴ γραμμικότητας πρὸς ὥφελος τὴς ταχύτητας.

Σύμφωνα μὲ τὰ παραπάνω, ἐρευνητικό ἐνδιαφέρον ἐνδεχομένως νὰ ἔχουν οἱ ἐξής προτά-
σεις, οἱ ὁποίες κατὰ τὴν γνώμη τοῦ γράφοντα θὰ μπορούσαν νὰ ἀποτελέσουν τὸ ἔναυσμα
γιὰ περαιτέρω μελέτη:

• Χρήση πλήρους μὴ γραμμικῆς τεχνικῆς γιὰ τὴν μέθοδο τῶν DMAPs, προκειμένου νὰ
γίνει ἐκμετάλλευση τῆς μεθόδου στὸν μέγιστο βαθμό.

• Πλήρης ἀπεξάρτηση άπὸ τὸ φυσικό μοντέλο μὲ χρήση ἐναλλακτικῶν ὐποκατάστα-
των μοντέλων μηχανικῆς μάθησης (π.χ. νευρωνικῶν δικτύων).

• Συνδυασμός μηχανικῆς μάθησης καὶ μεθόδων μείωσης διαστάσεων γιὰ ταχύτερη
ἐκπαίδευση καὶ μεγαλύτερη ἀπόδοση τοῦ μοντέλου.

Γενικά, τὸ πεδίο τῆς μεταμοντελοποίησης εἶναι εὐρὺ, ἀλλα και ταχέως ἀναπτυσσόμενο,
καθῶς ὅλο καὶ περισσότεροι ἐπιστήμονες, εἴτε ἐκ τῶν πραγμάτων εἴτε ἐξ ἐρευνητικοῦ ἐν-
διαφέροντος στρέφονται πρὸς ὑποκατάστατα μοντέλα γιὰ τὴν λύση τῶν φυσικῶν προ-
βλημάτων. Σὲ μιὰ ἐποχή ποὺ στηρίζεται στὶς στέρεες θεωρητικές ἐπιστημονικές βάσεις
παλαιότερων ἐτῶν, ἡ πρόκληση πλέον εἶναι ἡ εὔρεση τοῦ βέλτιστου συνδυασμοῦ γνωσια-
κῶν ἐργαλείων ποὺ θὰ παρέχουν τὸ ἐκάστοτε ἐπιθυμητό ἀποτέλεσμα.





47

Βιβλιογραφία

1V. P. I. Kalogeris, «Diffusion maps-based surrogate modeling - An alternative machine
learning approach», International Journal for numerical methods in Engineering (2019).

2S. Ghanem, Stochastic Finite Elements, A Spectral Approach (Springer, 1991).
3D. G. G. Vissarion Papadopoulos, Stochastic Finite Element Methods, An Introduction (2018).
4F. R. K. Chung, Spectral Graph Theory (1997).
5I. G. K. R. R. C. A. Singer R. Erban, «Detecting intrinsic slow variables in stochastic dynamical
systems by anisotropic diffusion maps», Proceedings of the National Academy of Sciences
(2009).

6S. L. Ronald R. Coifman, «DiffusionMaps», Applied andComputational Harmonic Analysis
21, 5–30 (2006).

7W. H. S. J. v. d. W. J. de la Porte B. M. Herbst, «An Introduction to Diffusion Maps»,
8. Λουλάκης, Στοχαστικές Διαδικασίες (2015).
9K. J. Bathe, Finite Element Methods, A Spectral Approach (Springer, 2016).


	Περιληψη
	Εὐχαριστίες
	Καταλογο Σχηµατων
	Καταλογο Πινακων
	Εἰσαγωγή
	Μεταμοντελοποίηση
	Προσομοιώματα Μειωμένης Τάξης
	Μαθηματική διατύπωση τοῦ προβλήματος
	Δυναμικό πρόβλημα
	Σύνοψη μεθοδολογίας

	Στοιχεία ἀπὸ τὴν Θεωρία Στοχαστικῶν Ἀνελίξεων
	Ὁρισμός
	Συναρτήσεις μάζας καὶ πυκνότητας
	Συναρτήσεις αὐτοσυσχέτισης καὶ αὐτοδιακύμανσης
	Γνωστές στοχαστιές διαδικασίες
	Διαδικασίες Gauss
	Διαδικασίες Markov
	Ἀλυσίδες Markov


	Ἀναπαράσταση στοχαστικῆς διαδικασίας
	Ἡ μέθοδος Karhunen-Loève

	Στοιχεία ἀπὸ τὴν Θεωρία Γραφημάτων
	Στόχος
	Ὀρισμός
	Διαφορικοί τελεστές σὲ γράφους
	Σύνδεση μὲ τὴν Θεωρία Πινάκων
	Ιδιομορφική Ἀνάλυση τῆς Λαπλασιανῆς


	Ἡ μέθοδος τῆς Ἀνάλυσης σὲ Κύριες Συνιστῶσες (PCA)
	Επισκόπηση
	Μεγιστοποίηση τῆς διασπορᾶς
	Ἰδιομορφκή ἀνάλυση
	Ὀρθή καὶ ἀντίστροφη ἀπεικόνιση – Μείωση Διαστάσεων
	Σύνοψη τῆς μεθόδου

	Ἡ μέθοδος τῶν Ἀπεικονίσεων Διάχυσης (Diffusion Maps)
	Επισκόπηση
	Πυρήνας καὶ ἐγγύτητα δεδομένων
	Κατασκευή οἰκογένειας διαχύσεων
	Κατασκευή τυχαίου περιπάτου στὰ δεδομένα
	Διαδικασία Διάχυσης
	Διαχυτική Ἀπόσταση
	Διαχυτική Ἀπεικόνιση - Diffusion Map
	Ἀντίστροφη Ἀπεικόνιση
	Σύνοψη τῆς μεθόδου

	Ἀριθμητικές Ἐφαρμογές
	Ἐποπτικό Παράδειγμα μείωσης διαστάσεων
	Δυναμικό πρόβλημα
	Ὁρισμός
	Καθορισμός μοντέλου
	Διαλογή δειγμάτων
	Ἀποτελέσματα 
	Συμπεράσματα
	Σημεία πρὸς ἐρευνητική ἐμβάθυνση


	Βιβλιογραφία

