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Εἰσαγωγή
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Ὑποκατάστατη Μοντέλοποίηση

Ὑποκατάστατο Μοντέλο (Surrogate Model): προσεγγιστικό μοντέλο
τὁ ὁποῖο μιμεῖται κατὰ τὸ δυνατὸν τὴν συμπεριφορά μιᾶς προσομοίωσης
μὲ τὸ ἐλάχιστο δυνατό ὑπολογιστικό κόστος.
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Μείωση Διαστατικότητας

Μείωση Διαστατικότητας (Dimensionality Reduction): μετασχηματισμός
δεδομένων ἀπὸ χῶρο μεγάλων διαστάσεων σὲ χῶρο μικρότερων
διαστάσεων ἔτσι ὥστε ἡ ἀναπαράσταση στὸν τελευταῖο νὰ διατηρεῖ
κάποια ἀπὸ τὰ ἀρχικὰ χαρακτηριστικά τοῦ ἀρχικοῦ δείγματος.
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Μείωση Διαστατικότητας

Μοντέλο Μειωμένης Τάξης (Reduced Order Model): ὑποκατάστατο
μοντέλο ποὺ χρησιμοποιεῖ τεχνικές μείωσης διαστάσεων.
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Διάγραμμα

Σχήμα 2: Διάγραμμα κατασκευῆς τοῦ ὑποκατάστατου μοντέλου. Mὲ κόκκινο
χρώμα σημειώνεται ἡ συνήθης πορεία ὑπολογισμοῦ τῶν ἀποτελεσμάτων, ἐνῶ μὲ
πράσινο ἡ πορεία μέσω τῆς χρήσης ὑποκατάστατου μοντέλου.
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Στοχαστικό Δυναμικό Πρόβλημα

M(e)ü(e) + C(e)u̇(e) + K(e)u(e) = f(e), (1)

ὅπου

I e ∈ Rν διάνυσμα ποὺ περιγράφει κάθε τυχαία παράμετρο τοῦ
συστήματος,

I u, u̇, ü ∈ Rd τὰ διανύσματα τῆς μετακίνησης, ταχύτητας καὶ
ἐπιταχύνσεως ἀντίστοιχα,

I M,C,K ∈ Rd×d τὸ μητρῶο μάζας, τὸ μητρῶο ἀποσβέσεως καὶ τὸ
μητρῶο στιβαρότητας,

I f ∈ Rd τὸ διάνυσμα τῶν ἐξωτερικῶν δράσεων.
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Μετασχηματισμοί

Σχήμα 3: Μετασχηματισμοί μεταξύ τοῦ E ∈ Rν καὶ τοῦ χώρου μειωμένων
διαστάσεων καὶ μεταξύ τοῦ χώρου μειωμένων διαστάσεων καὶ τοῦ U ∈ Rd.
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Στοχαστικό Δυναμικό Πρόβλημα

Γιὰ γραμμικό μετασχηματισμό Ψ−1, δηλαδή u = Ψ−1z καὶ
παραλείποντας τὴν ἐξάρτηση ἀπὸ τὸ e γιὰ συντομία ἡ 1 γίνεται

MΨ−1z̈+ CΨ−1ż+ KΨ−1z = f

=⇒
(
Ψ−1

)T MΨ−1z̈+
(
Ψ−1

)T CΨ−1ż+
(
Ψ−1

)T KΨ−1z =
(
Ψ−1

)T f
=⇒ Mrz̈+ Crż+ Krz = fr, (2)

ὅπου

I z, ż, z̈ ∈ Rn τὰ διανύσματα μειωμένων διαστάσεων τῆς μετακίνησης,
ταχύτητας καὶ ἐπιταχύνσεως ἀντίστοιχα,

I Mr,Cr,Kr ∈ Rn×n τὸ μητρῶο μάζας, τὸ μητρῶο ἀποσβέσεως καὶ τὸ
μητρῶο στιβαρότητας στὶς μειωμένες διαστάσεις,

I fr ∈ Rn τὸ ἀντίστοιχο διάνυσμα τῶν ἐξωτερικῶν δράσεων.
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Μέθοδος PCA
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Ὁρισμός

Principal Component Analysis: γραμμική μέθοδος μείωσης
διαστάσεων ποὺ πρόερχεται ἀπὸ τὴν Στατιστική.
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Σχήμα 4: Τὸ σημεία ἐνός συνόλου δεδομένων καὶ τὰ δύο συστήματα
συντεταγμένων, τὸ ἀρχικό σύστημα (μαῦρο) καὶ τὸ κύριο σύστημα (κόκκινο).
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Ὁρισμός

Ἔστω ἕνα σύνολο δεδομένων (dataset)

U = {ui ∈ Rd, i = 1, 2, ...,N | E(u) = 0}

διατεταγμένο στὸν πίνακα U ∈ Rd×N. Ὁ ἐμπειρικός πίνακας
συνδιακύμανσης εἶναι

C =
UUT

N − 1
(3)

Ὁ C ∈ Rd×d εἶναι συμμετρικός καὶ θετικά ἡμιορισμένος.
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Ἱδιομορφική ἀνάλυση τοῦ C

Ἄν λ1, λ2, ..., λd οἱ ἰδιοτιμές τοῦ C σὲ φθίνουσα ἀκολουθία καὶ
ψ1,ψ2, ...,ψd τὰ ἀντίστοιχα ἰδιοδιανύσματα, τότε ὁ
μετασχηματισμός

z = Ψu

μεταφέρει τὰ δεδομένα στὸ κύριο σύστημα. Λόγω ὀρθογωνιότητας

u = Ψ−1z = ΨT z

ὅπου

Ψ =


ψ1

ψ2

...
ψd
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Μείωση διαστάσεων

Ἄν κρατήσουμε τὶς n κύριες συνιστώσες ἐπιτυγχάνεται ἡ μείωση τῆς
διάστασης

u = Ψ−1z = ΨT z

ὅπου πλέον Ψ−1 ∈ Rd×n.
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Μέθοδος τῶν Diffusion Maps
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Ὁρισμός

Oἱ Ἀπεικονίσεις Διάχυσης (Diffusion Maps ἤ ἐν συντομίᾳ DMAPs) ἀνήκουν
στὶς μὴ γραμμικές μεθόδους μείωσης διαστάσεων, καθῶς προσπαθοῦν νὰ
προσεγγίσουν τὴν τοπική γεωμετρία τοῦ συνόλου δεδομένων.
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Ὁρισμός

Ἔστω ἕνα σύνολο δεδομένων (dataset)

U = {ui ∈ Rd, i = 1, 2, ...,N | E(u) = 0}

διατεταγμένο στὸν πίνακα U ∈ Rd×N.
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Δίδεται πυρήνας (kernel):

k : U× U → R

μὲ τὶς ἑξῆς ἰδιότητες:

I Συμμετρία: k(x,y) = k(y,x)

I Μη αρνητικότητα: k(x,y) ≥ 0, ∀ x,y ∈ U

Σύνηθες παράδειγμα εἶναι ὁ Γκαουσιανός πυρήνας (gaussian
kernel):

k(x,y) = e−
(

‖x−y‖
ε

)2

(4)
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Μία απλή μέθοδος ποὺ έχει προταθεί γιὰ τὸν προσδιορισμό τοῦ ε
χρησιμοποιεῖ τὴν συνάρτηση:

M(ε) =

N∑
i=1

N∑
j=1

k(ui ,uj)(ε) (5)
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Σχήμα 5: Ἡ παράμετρος ε ἐπιλέγεται μακριά ἀπὸ τὰ ἄκρα ποὺ ἀποτελοῦν
ἐκφυλισμένες περιπτώσεις μὲ ὑπερβολικά μεγάλα ἤ μικρά βάρη στὸ ἀντίστοιχο
μητρῶο.
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Κατασκευή οἰκογένειας διαχύσεων

Ἀρχικά, ὁρίζεται τὸ συμμετρικό μητρῶο W ∈ RN×N μέσω τῶν στοιχείων
του:

Wij = k(ui ,uj), i, j ∈ {1, ...,N} (6)

τὸ ὁποῖο ἐν συνεχείᾳ μετασχηματίζεται ὡς ἑξῆς:

W(α) = D−αWD−α (7)

ὅπου D τὸ διαγώνιο μητρῶο ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ άθροισμα τῶν
γραμμῶν τοῦ W:

Dij =

{
di , i = j

0 , i 6= j
(8)

καὶ

di =
N∑

r=1

Wir (9)
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Κατασκευή στοχαστικοῦ πίνακα

Κανονικοποιεῖται, τὸ W(α) ὡς πρὸς τὶς γραμμές του καὶ προκύπτει ὁ
στοχαστικός πίνακας:

P =
(
D(a)

)−1

W(α) (10)

ὅπου D(α) τὸ διαγώνιο μητρῶο ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ ἄθροισμα τῶν
γραμμῶν τοῦ W(α):

D(α)
ij =

{
d (a)
i , i = j

0 , i 6= j
(11)

καὶ

d (a)
i =

N∑
r=1

W (a)
ir (12)
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Σχήμα 6: Μονοπάτια κατὰ τὴν γεωμετρική δομή τῶν δεδομένων ἐμφανίζονται με
μεγαλύτερη πιθανότητα.
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Ἔστω {λ0, λ1, ..., λn} οἱ πρῶτες n < d ἰδιοτιμές τοῦ P κατὰ φθίνουσα
σειρά καὶ {φ0, φ1, ..., φn} τὰ ἀντίστοιχα ἰδιοδιανύσματα. Ὁρίζουμε τὴν
συνάρτηση Ψt : U → Rn ὡς

Ψt(ui) =


λt
1φ

1(ui)
λt
2φ

2(ui)
...

λt
nφ

n(ui)

 =


λt
1φ

1
i

λt
2φ

2
i

...
λt
nφ

n
i

 = ψt
i . (13)
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Μὲ τὴν ὀργάνωση σὲ ἕνα ἐνιαῖο μητρῶο ὅλων τῶν συντεταγμένων, ὅλων
τῶν δεδομένων κατακευάζεται ἡ βάση τοῦ χῶρου διάχυσης
Ψt ∈ Rn×N

Ψt(U) = Ψt
U =

(
ψt

1 ψt
2 . . . ψt

N

)
=


λt
1φ

1

λt
2φ

2

...
λt
nφ

n

. (14)
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Ἀντίστροφη Ἀπεικόνιση

Ζητεῖται ἡ εὔρεση μητρῶου Ψ−1 : Rn → Rd, n < d , τέτοιου ὥστε κατὰ τὸ
δυνατόν νὰ ἰσχύει

ui ≈ Ψ−1ψi , i = 1, ...,N (15)

Ὑπερορισμένα σύστημα ποὺ μὲ τὴν μέθοδο ἐλαχίστων τετραγώνων
δίνει

Ψ−1 ≈ UΨT
U

(
ΨUΨ

T
U

)−1
(16)

Ἔτσι, κάθε νέο διάνυσμα στὸν ἀρχικό χῶρο, μπορεῖ νὰ γραφτεῖ

u ≈ Ψ−1ψ (17)

ὅπου

I U =
(
u1 u2 . . . uN

)
∈ Rd×N ὁ πίνακας ποὺ προκύπτει ἀπὸ τὸ

ἀρχικό σύνολο δεδομένων

I ΨU
1 ∈ Rn×N ὁ μὴ ἀντιστρέψιμος πίνακας τῆς 14.

1Γιὰ νὰ εἶναι εὐανάγνωστες οἱ ἐξισώσεις, παραλείπεται τὸ t στὸν ἐκθέτη.
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Παράδειγμα χρήσης τῶν μεθόδων
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Δομή δεδομένων στὸν ἀρχικό χῶρο

Σχήμα 7: Ἀρχικό σύνολο μεταβλητών (φ, t)σε 2Δ.
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Δομή δεδομένων στὸν ἀρχικό χῶρο

Σχήμα 8: Σύνολο δεδομένων ”swiss roll” σὲ 3Δ σύμφωνα μὲ τὴν ἐξίσωση
(t , φsin(φ), φcos(φ)).
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Ἱδιοτιμές

Σχήμα 9: Ἰδιοτιμές: κανονικοποιημένη γιὰ τὴν PCA, ἐνῶ γιὰ τὰ DMAPs ἡ πρώτη
δεν δίνει πληροφορία ὄντας πάντα ἴση μὲ τὴν μονάδα.
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Δομή δεδομένων στὶς μειωμένες διαστάσεις

Σχήμα 10: Τὸ σύνολο δεδομένων στὶς 2Δ, ὅπως ὑλοποιεῖται ἀπὸ κάθε τεχνική.
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Ἀντίστροφος μετασχηματισμός

Σχήμα 11: Τὸ σύνολο δεδομένων ξανά στὶς 3Δ, ὅπως ὑλοποιεῖται ἀπὸ κάθε
τεχνική μὲ γραμμικό μετασχηματισμό.
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Ἀριθμητική Ἐφαρμογή
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Φορέας

Σχήμα 12: Οἱ διαστάσεις, οἱ συνοριακές συνθῆκες καὶ τὸ πλέγμα τοῦ
προβλήματος.
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Φορέας (cont.)

Ὁ φορέας προσομοιώνεται ἀπὸ διδιάστατα, τετρακομβικά πεπ. στ.
ἐπίπεδης ἔντασης. Συνολικὰ, ὁ φορέας ἀποτελεῖται ἀπὸ
NelX · NelY = 24 · 50 = 1200 στοιχεία καὶ, συνεπῶς οἱ συνολικοί βαθμοί
ἐλευθερίας τοῦ μοντέλου εῖναι Ndofs = 2 · 50 · (24 + 1) = 2500, δηλαδή οἱ
λύσεις τοῦ συστήματος ui ∈ R2500.
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Στοχαστικά δεδομένα εἰσόδου

Σχήμα 13: Στοχαστικά πεδία τοῦ μέτρου ἐλαστικότητας (E ) καὶ τῆς σεισμικῆς
διέγερσης (~αg ) .
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Στοχαστικά δεδομένα εἰσόδου (cont.)

Πίνακας 1: Παράμετροι τῶν τυχαίων μεταβλητῶν.

Μεταβλητή Κατανομή Μονάδες
Ẽ(h) N (30, 62) GPa
ω̃ U(0, 50) Hz
ϕ̃ U(0, 2π) rad
θ̃ U(0, π/2) rad
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Ἀπόκριση ἀκριβοῦς μοντέλου

Σχήμα 14: Φόρτιση μὲ σταθερή ἐπιτάχυνση ἐδάφους αg καὶ ἡ ἀντίστοιχη
ἀπόκριση κόμβου ὄπως προκύπτει ἀπὸ τὸ πλήρες μοντέλο (Full Order Model).
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Ἐπιλογή δειγμάτων

Σχήμα 15: Ἀπὸ κάθε χρονοσειρά ἐπιλέγονται NS =
Ntimesteps

S λύσεις, ὅπου S τὸ
χρονικό βήμα.
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Ἐπιλογή δειγμάτων (cont.)

Ntraining = NtrainṄS = Ntrain
Ntimesteps

S
(18)

καὶ τὸ σύνολο

Utraining = {u11, ...,u1NS , ...,uNtrain1, ...,uNtrainNS}
= {uij : i = 1, ...,Ntrain, j = 1, ...,NS}

(19)
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Ἀπόκριση ROM

Σχήμα 16: Σύγκριση φορτίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 2498— στὸ ἐλεύθερο
ἄκρο τοῦ προβόλου — μὲ χρήση k = 3 ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατάστατα μοντέλα
(ROM)
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Ἀπόκριση ROM (cont.)

Σχήμα 17: Σύγκριση φορτίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 101 — στην βάση τοῦ
προβόλου — μὲ χρήση k = 3 ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατάστατα μοντέλα (Reduced
Order Models).
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Ἐπίδραση ἀριθμοῦ ἰδιοτιμῶν

Σχήμα 18: Σύγκριση ἀποκρίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 100 μὲ χρήση k = 3
ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατάστατα μοντέλα.
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Ἐπίδραση ἀριθμοῦ ἰδιοτιμῶν (cont.)

Σχήμα 19: Σύγκριση ἀποκρίσεων γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας 100 μὲ χρήση k = 5
ἰδιοτιμῶν στὰ ὑποκατάστατα μοντέλα.
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p.d.f.

Σχήμα 20: Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (pdf) γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας
100 ὅπως προκύπτει ἀπὸ τὴν πλήρη Monte Carlo ἀνάλυση (FOM) καὶ τὰ
ὐποκατάστατα μοντέλα (ROM-DMAPs, ROM-PCA).
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p.d.f. (cont.)

Σχήμα 21: Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (pdf) γιὰ τὸν βαθμό ἐλευθερίας
1001 ὅπως προκύπτει ἀπὸ τὴν πλήρη Monte Carlo ἀνάλυση (FOM) καὶ τὰ
ὐποκατάστατα μοντέλα (ROM-DMAPs, ROM-PCA).
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Χρόνοι

Πίνακας 2: Χρόνοι ἐκτέλεσης γιὰ τὸ πλήρες καὶ τὰ ὑποκατάστατα μοντέλα.

Μοντέλο Διάσταστη πινάκων Συνολικός Χρόνος Μέσος χρόνος
FOM 2500 103.29 min 2066 ms
ROM 5 30.78 min 659 ms

Τὰ ὑποκατάστατα μοντέλα εἶναι 2066
659 = 3.14 φορές ταχύτερα.
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Συμπεράσματα

I Παρὰ τὴν γραμμικότητα τῶν τεχνικῶν καὶ τὰ δύο ὑποκατάστατα
μοντέλα κατάφεραν νὰ προσεγγίσουν ἰκανοποιητικά τὶς λύσεις τοῦ
πλήρους μοντέλου σὲ ἕνα μὴ γραμμικό πρόβλημα.

I Οἱ δύο μέθοδοι παρήγαγαν μοντέλα μὲ παραπλήσια ἀκρίβεια.

I Ἡ μείωση τοῦ χρόνου ἐπίλυσης τῆς ἀνάλυσης βρίσκεται στὰ
ἐπιθυμητά ὄρια γιὰ ὑποκατάστατα μοντέλα.

I Σὲ βαθμούς ἐλευθερίας κοντὰ στὸ ἐλεύθερο ἄκρο, ὄπου οἱ
μετακινήσεις ἤταν μεγαλύτερες κατὰ ἀπόλυτη τιμή, τὰ
ὑποκατάστατα μοντέλα προσαρμόζονταν γρηγορότερα ἀπό ὅ,τι σε
βαθμούς ἐλευθερίας κοντά στὴν βάση
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