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ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 

 

Η παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία έρεη σο ζέκα ηελ εθαπμογή μονηέλος 

επιβλεπόμενος θαζμαηικού διασυπιζμού με ζςμπεπαζμό Bayes και ςπόθεζη 

σπυμαηικού θοπύβος. Δθπνλήζεθε ζην Δξγαζηήξην Σειεπηζθόπεζεο ηεο ΢ρνιήο 

Αγξνλόκσλ Σνπνγξάθσλ Μεραληθώλ ηνπ Δζληθνύ Μεηζνβίνπ Πνιπηερλείνπ, ζην 

πιαίζην ηνπ Γηαηκεκαηηθνύ Μεηαπηπρηαθνύ Πξνγξάκκαηνο ΢πνπδώλ 

«Γεσπιεξνθνξηθή». 

Η επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ απνηειεί ζεκαληηθό βήκα 

θαηά ηελ ηαμηλόκεζε εδαθηθώλ εθηάζεσλ κε ηελ ρξήζε αεξνκεηαθεξόκελσλ ή 

δνξπθνξηθώλ ππεξθαζκαηηθώλ δεθηώλ. Η ρακειή ρσξηθή αλάιπζε ηέηνησλ δεθηώλ έρεη  

σο απνηέιεζκα κηθηά εηθνλνζηνηρεία, νη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ εμαξηώληαη από 

ηνλ ζπλδπαζκό ησλ πιηθώλ πνπ ηα απνηεινύλ. ΢ηελ βηβιηνγξαθία έρεη αλαπηπρζεί 

πιεζώξα καζεκαηηθώλ εθθξάζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ θαη 

αιγνξίζκσλ επίιπζήο ηνπ. Με ηελ αύμεζε ηεο εύθνια πξνζβάζηκεο ππνινγηζηηθήο 

ηζρύνο, έρνπλ αλαπηπρζεί θαη πξνηαζεί απνηειεζκαηηθέο ζηαηηζηηθέο κέζνδνη επίιπζεο 

πνπ ρξεζηκνπνηνύλ ηεξαξρηθά κνληέια Bayes θαη επαλαιεπηηθέο κεζόδνπο 

δεηγκαηνιεςίαο. 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία γίλεηαη κία ζύληνκε εηζαγσγή ζηηο έλλνηεο ηνπ θαζκαηηθνύ 

δηαρσξηζκνύ, ηνπ κνληέινπ γξακκηθήο κίμεο, ησλ ηεξαξρηθώλ κνληέισλ Bayes θαη ηεο 

κεζόδνπ δεηγκαηνιεςίαο Gibbs, όπσο επίζεο θαη κία ζύληνκε βηβιηνγξαθηθή 

αλαζθόπεζε νξηζκέλσλ αιγνξίζκσλ πνπ έρνπλ πξνηαζεί γηα θαζκαηηθό δηαρσξηζκό κε 

ζπκπεξαζκό Bayes. Δπίζεο, παξνπζηάδεηαη, εθαξκόδεηαη θαη αμηνινγείηαη κία ηέηνηα 

κέζνδνο ζηαηηζηηθνύ ζπκπεξαζκνύ Bayes γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ 

επηβιεπόκελνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ, κε ππόζεζε ρξσκαηηθνύ θαλνληθνύ ζνξύβνπ 

(colored Gaussian noise), ε νπνία πξνηάζεθε πξώηε θνξά από ηνπο Dobigeon et al. 

[3]. 
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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 
 

Η κέζνδνο ζηαηηζηηθνύ ζπκπεξαζκνύ Bayes, κέζσ ηεξαξρηθώλ κνληέισλ, 

ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο γηα ηνλ θαζκαηηθό δηαρσξηζκό κηθηώλ εηθνλνζηνηρείσλ, θαη ηνλ 

ππνινγηζκό ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο ησλ θαζαξώλ πιηθώλ από ηα νπνία 

απνηεινύληαη. ΢ηελ παξνύζα εξγαζία παξνπζηάδεηαη θαη αμηνινγείηαη κία ηέηνηα 

κέζνδνο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ επηβιεπόκελνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ κε 

ππόζεζε ρξσκαηηθνύ θαλνληθνύ ζνξύβνπ (colored Gaussian noise), δειαδή ζνξύβνπ 

κε άγλσζην πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο. 

Σν κνληέιν κίμεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη είλαη ην γξακκηθό κνληέιν, όπνπ ηα πνζνζηά 

ζπκκεηνρήο ησλ θαζαξώλ πιηθώλ πξέπεη λα αθνινπζνύλ ηνλ πεξηνξηζκό ηεο 

πξνζζεηηθόηεηαο θαη ηεο κε αξλεηηθόηεηαο. Βάζεη ηνπ κνληέινπ απηνύ γίλεηαη ε επηινγή 

ησλ θαηάιιεισλ πξόηεξσλ ζπλαξηήζεσλ ησλ αγλώζησλ ηνπ ηεξαξρηθνύ κνληέινπ θαη ν 

ππνινγηζκόο ησλ ππό ζπλζήθε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκώλ ησλ αγλώζησλ. Η εθηίκεζε 

ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο γηα θάζε εηθνλνζηνηρείν γίλεηαη από ηηο ππό ζπλζήθε εθ ησλ 

πζηέξσλ θαηαλνκέο κε ηε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο Gibbs. Γόζεθε έκθαζε ζηε κείσζε 

ηνπ ππνινγηζηηθνύ θόζηνπο θαη ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο κέζσ παξάιιεινπ 

πξνγξακκαηηζκνύ (parallel processing), κε ζθνπό ν αιγόξηζκνο λα θαζίζηαηαη 

εθαξκόζηκνο ζε κεγάιν κέγεζνο ππεξθαζκαηηθώλ δεδνκέλσλ κε εύθνια πξνζβάζηκε 

ππνινγηζηηθή ηζρύ. 

Ο αιγόξηζκνο θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ πνπ θαηαζθεπάζηεθε εθαξκόζηεθε ζε 

δεδνκέλα ιήςεο ηνπ αεξνκεηαθεξόκελνπ δέθηε AVIRIS. Οη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ 

θαζαξώλ πιηθώλ ζπιιέρζεθαλ από ηα δεδνκέλα ηεο εηθόλαο κε ηελ κέζνδν NFINDR θαη 

ζεσξνύληαη γλσζηέο γηα ηελ επίιπζε ηνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ. Ο έιεγρνο ηεο 

ζύγθιηζεο θαη ε εμέηαζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο έγηλε ζε δύν ηπραία εηθνλνζηνηρεία ηεο 

εηθόλαο, πξνηνύ απηόο εθαξκνζηεί ζε ηκήκα ηεο εηθόλαο. Σα πνζνζηά ζπκκεηνρήο πνπ 

εθηηκήζεθαλ, ζπγθξίζεθαλ κε ηα εθηηκώκελα πνζνζηά από ηελ εθαξκνγή έηεξνπ 

αιγνξίζκνπ δηαρσξηζκνύ πνπ αθνινπζεί ηελ κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ. Οη 

εθηηκώκελεο θαζκαηηθέο ππνγξαθέο, βάζεη ησλ εθηηκώκελσλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο, 

εκθάληζαλ ρακειό κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα (RMSE), κηθξόηεξν ηνπ 0.047 αλά 

εηθνλνζηνηρείν. 
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ABSTRACT 

 

Bayesian inference with the use of hierarchical statistical models, is frequently applied 

for spectral unmixing of large scale hyperspectral data, and the calculation of the 

endmember abundances that constitute them. This project presents and evaluates a 

supervised method for solving the problem of supervised spectral unmixing, assuming 

colored Gaussian noise with unknown covariance matrix. 

The spectral mixing model used is the Linear Mixing Model (LMM), according to which 

the abundance values are fully constrained by the non-negativity and additivity 

constraints. Based on this mixing model, a Bayesian hierarchical model is built by using 

the proper prior distributions for its unknown variables and its parameters, and 

calculating their respective conditional posterior distributions. Abundances are then 

estimated for each pixel separately through sampling from the conditional posterior 

distributions using an MCMC Gibbs sampling algorithm. Emphasis was given on 

reducing the computational cost and the execution time of the algorithm through parallel 

processing, so that the algorithm can be executed on bigger datasets using easily 

accessible hardware.  

The unmixing algorithm was tested on real hyperspectral data gathered by the AVIRIS 

sensor. The endmember spectra were picked among the existing image spectra using 

an NFINDR algorithm, and considered known variables for the implemented supervised 

method. The MCMC convergence diagnostics were run on two random pixels, before 

applying the algorithm on a specific part of the hyperspectral image. The estimated 

abundances were compared to the ones estimated by a separate unmixing algorithm 

that uses the Least Squares Regression (LSR) method and a white Gaussian noise 

assumption. The pixel spectra estimated through abundances and endmember spectra, 

were compared to the image pixel spectra, resulting in a maximum RMSE of 0.047 per 

pixel. 
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ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 
 

Η ρξήζε ππεξθαζκαηηθώλ δεθηώλ έρεη επηηξέςεη ζηελ επηζηήκε ηεο Σειεπηζθόπεζεο 
ηελ παξαηήξεζε θαη αλάιπζε ησλ ηδηνηήησλ ηεο επηθάλεηαο ηνπ πιαλήηε θαη ηελ 
εμαγσγή ρξήζηκσλ ζπκπεξαζκάησλ γηα πνιιά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ εδάθνπο. Σα 
δεδνκέλα πνπ ζπιιέγνληαη είλαη ηηκέο έληαζεο αθηηλνβνιίαο όπσο απηή δηαζιάηαη ή 
εθπέκπεηαη από ηελ επηθάλεηα ηεο γεο, κέζσ ππεξθαζκαηηθώλ απεηθνλίζεσλ, νη νπνίεο 
θαηαγξάθνληαη κε ηελ βνήζεηα εηδηθώλ δεθηώλ, δνξπθνξηθώλ ή αεξνκεηαθεξόκελσλ. Οη 
ππεξθαζκαηηθέο απεηθνλίζεηο ρξεζηκνπνηνύληαη ζε κεγάιν πιήζνο εθαξκνγώλ όπσο 
γηα ηελ κειέηε κεγάισλ εθηάζεσλ από απόζηαζε, ηελ ηαμηλόκεζε ηνπ ηύπνπ ηνπ 
εδάθνπο θαη ηελ παξαηήξεζε κεηαβνιώλ κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ. Απηό θαζίζηαηαη 
δπλαηό κε ηελ ζπιινγή, αλάιπζε θαη εξκελεία ηεο θαζκαηηθήο ππνγξαθήο ελόο πιηθνύ, 
θάηη πνπ απνηειεί αληηθείκελν ηεο επηζηήκεο ηεο θαζκαηνζθνπίαο (spectroscopy).  

H ρακειή ρσξηθή αλάιπζε ησλ δνξπθνξηθώλ/αεξνκεηαθεξόκελσλ δεθηώλ ζπλεπάγεηαη 
ηελ ύπαξμε μικηών εικονοζηοισείυν, δειαδή εηθνλνζηνηρείσλ πνπ θαηαιακβάλνπλ επί 
ηνπ εδάθνπο έθηαζε αξθεηά κεγάιε ώζηε λα απεηθνλίδνπλ κεγάιν αξηζκό αληηθεηκέλσλ 
θαη ησλ πιηθώλ ηνπο. Οη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ εηθνλνζηνηρείσλ απηώλ απνηεινύλ 
κίμε ησλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ ησλ θαζαξώλ πιηθώλ πνπ εκπεξηέρνληαη ζε απηά. Η 
θαζκαηηθή απηή κίμε απνηειεί πξόβιεκα γηα ην νπνίν απαηηείηαη επίιπζε, πξνθεηκέλνπ 
λα γίλεη νξζή κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ εδάθνπο θαη ηεο νξζήο ηαμηλόκεζεο ησλ 
δεδνκέλσλ κίαο ππεξθαζκαηηθήο ιήςεο. Η επίιπζε απηή, δειαδή ε κέζνδνο 
θαζμαηικού διασυπιζμού, πεξηιακβάλεη κία πξνζεγγηζηηθή καζεκαηηθή έθθξαζε ηνπ 
κνληέινπ κίμεο, θαη κεζόδνπο αληηζηξνθήο ηνπ κνληέινπ απηνύ γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ 
πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο θάζε θαζαξνύ πιηθνύ, ή θαζαξνύ ζηόρνπ όπσο ζπλεζίδεηαη λα 
νλνκάδεηαη, ζηηο θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ κηθηώλ εηθνλνζηνηρείσλ. ΢ηελ βηβιηνγξαθία 
έρεη πξνηαζεί ηα ηειεπηαία ρξόληα πιεζώξα κεζόδσλ γηα ηνλ θαζκαηηθό δηαρσξηζκό, 
πνιιέο εθ ησλ νπνίσλ πεξηιακβάλνπλ ζηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία κε ρξήζε 
ηεξαξρηθώλ κνληέισλ Bayes.  

΢θνπόο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο είλαη αλάιπζε ηνπ ζεσξεηηθνύ ππνβάζξνπ ηνπ 
θαζκαηηθνύ κνληέινπ γξακκηθήο κίμεο θαη ησλ αιγνξίζκσλ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ, 
όπσο θαη ε εθαξκνγή θαη αμηνιόγεζε ελόο αιγνξίζκνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ. Η 
εξγαζία ρσξίδεηαη ζε ηέζζεξα θεθάιαηα εθ ησλ νπνίσλ ηα Κεθάιαηα 1 θαη 2 αθνξνύλ 
ηελ εηζαγσγή ζηηο ζεσξεηηθέο έλλνηεο ηνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ θαη ηελ αλάιπζε 
ηεο κεζόδνπ ζπκπεξαζκαηνινγίαο Bayes, ην Κεθάιαην 3 αθνξά ηελ παξνπζίαζε ελόο 
ηεξαξρηθνύ κνληέινπ Bayes, θαη ην Κεθάιαην 4 αθνξά ηελ εθαξκνγή θαη ηελ αμηνιόγεζε 
ηνπ αιγνξίζκνπ. 

΢ην Κεθάλαιο 1 γίλεηαη κία βξαρεία αλαθνξά ζηηο έλλνηεο ηεο θαζκαηηθήο κίμεο θαη ην 
κνληέιν γξακκηθήο κίμεο, όπσο θαη κία ζύληνκε βηβιηνγξαθηθή ηαμηλόκεζε ησλ 
αιγνξηζκηθώλ κεζόδσλ πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
Αλαιύνληαη ηα βαζηθά βήκαηα εθαξκνγήο ηέηνησλ αιγνξίζκσλ θαη νη κέζνδνη εμαγσγήο 
ησλ εηθνλνζηνηρείσλ πνπ απεηθνλίδνπλ εμ νινθιήξνπ θαζαξνύο ζηόρνπο. 
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΢ην Κεθάλαιο 2 γίλεηαη παξνπζίαζε ηεο κεζόδνπ ζπκπεξαζκαηνινγίαο Bayes θαη 
ζπγθεθξηκέλα ηεο δνκήο ελόο ηππηθνύ ηεξαξρηθνύ κνληέινπ θαη ησλ ζηνηρείσλ πνπ ην 
απνηεινύλ: ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο, ησλ πξόηεξσλ θαηαλνκώλ ησλ αγλώζησλ 
θαη ησλ εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκώλ. Δπίζεο, γίλεηαη κία ζύληνκε πεξηγξαθή ηεο 
κεζόδνπ δεηγκαηνιεςίαο Gibbs γηα ηελ εθηίκεζε ησλ αγλώζησλ από ηηο εθ ησλ πζηέξσλ 
θαηαλνκέο. Σέινο γίλεηαη κία ζύληνκε βηβιηνγξαθηθή αλαζθόπεζε νξηζκέλσλ 
αιγνξίζκσλ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ πνπ έρνπλ πξνηαζεί θαη θάλνπλ ρξήζε ηεο 
δεηγκαηνιεπηηθήο κεζόδνπ Gibbs. 

΢ην Κεθάλαιο 3 γίλεηαη ε παξνπζίαζε ελόο ηεξαξρηθνύ κνληέινπ πνπ πξνηάζεθε από 
ηνπο Dobigeon et al. [3], γηα ηελ εθηίκεζε ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο κε ηελ ππόζεζε 
ρξσκαηηθνύ θαλνληθνύ ζνξύβνπ (colored Gaussian noise), θαη ην νπνίν εθαξκόδεηαη θαη 
αμηνινγείηαη ζην Κεθάιαην 4. Πεξηγξάθνληαη αλαιπηηθά νη ζπλαξηήζεηο ησλ πξόηεξσλ 
θαηαλνκώλ ησλ αγλώζησλ θαη ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ, ε ζπλάξηεζε 
πηζαλνθάλεηαο θαη νη εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκέο ησλ αγλώζησλ. Δπίζεο πεξηγξάθνληαη 
ηα βήκαηα ηεο δεηγκαηνιεςίαο Gibbs. 

΢ην Κεθάλαιο 4 πεξηγξάθεηαη ε πξαθηηθή εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ πνπ αλαιύζεθε ζην 
Κεθάιαην 3 ζε ππεξθαζκαηηθά δεδνκέλα ηνπ αεξνκεηαθεξόκελνπ δέθηε AVIRIS. 
Πεξηγξάθεηαη ν δηαρσξηζκόο ησλ δεδνκέλσλ ζε δηαθνξεηηθά ζεη δεδνκέλσλ, θαη 
αμηνινγείηαη ν αιγόξηζκνο πνπ θαηαζθεπάζηεθε κε θξηηήξηα ην ππνινγηζηηθό ηνπ 
θόζηνο, ηελ πνηόηεηα ησλ απνηειεζκάησλ θαη ηελ ζύγθξηζή ηνπο κε αληίζηνηρα 
απνηειέζκαηα άιισλ αιγνξίζκσλ.  
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1.1. Βαζικέρ έννοιερ θαζμαηικού διασυπιζμού 

 

Η θαζκαηνζθνπία (spectroscopy) απνηειεί θιάδν ηεο θπζηθήο θαη ηδηαίηεξα ηεο νπηηθήο 

θπκαηηθήο πνπ αζρνιείηαη κε ηελ έξεπλα θαη κειέηε ηεο δνκήο, ζύζηαζεο θαη ησλ 

ηδηνηήησλ ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ θάζκαηνο θαη ηεο ύιεο. ΢ηελ επηζηήκε ηεο 

Σειεπηζθόπεζεο, ν ζπλδπαζκόο ηεο θαζκαηνζθνπίαο κε ηελ ρξήζε δνξπθνξηθώλ ή 

αεξνκεηαθεξόκελσλ ςπεπθαζμαηικών δεκηών (imaging spectroscopy) νλνκάδεηαη 

απεικονιζηική θαζμαηοζκοπία (imaging spectroscopy) ή ππεξθαζκαηηθή 

Σειεπηζθόπεζε (hyperspectral remote sensing) θαη θαζηζηά δπλαηή ηε κειέηε ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ ηεο επηθάλεηαο ηνπ εδάθνπο εμ απνζηάζεσο. 

 

 

Δικόνα 1.1: Απεηθόληζε ηεο ιήςεο ππεξθαζκαηηθώλ δεδνκέλσλ θαη ηεο θαζκαηηθήο ππνγξαθήο 
δηαθνξεηηθώλ πιηθώλ (δέληξα, έδαθνο, λεξό) ηεο επηθαλείαο εδάθνπο [43]. 

 

΢ε αληίζεζε κε ηνπο πνιπθαζκαηηθνύο δέθηεο, νη νπνίνη κεηξνύλ ηελ αλαθιώκελε 

αθηηλνβνιία ζε ζπγθεθξηκέλα ηκήκαηα ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ θάζκαηνο, νη 
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ππεξθαζκαηηθνί δέθηεο ζπιιέγνπλ ηελ αθηηλνβνιία ζε έλα κεγάιν εύξνο κήθνπο 

θύκαηνο ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ θάζκαηνο (από 0.4-0.7 έσο 2.4 κm) ζε έλα πιήζνο 

κεξηθώλ εθαηνληάδσλ δηαδνρηθώλ δσλώλ ζπρλνηήησλ (bands) πιάηνπο πεξίπνπ 10 nm 

έθαζηε [1]. Δάλ ε αλαθιώκελε αθηηλνβνιία κεηξάηαη ζε θάζε κήθνο θύκαηνο θαη ζε 

κεγάιν εύξνο ηνπ θάζκαηνο, ην απνηέιεζκα είλαη κία θαζμαηική ςπογπαθή (spectral 

signature),ε νπνία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ ραξαθηεξηζκό θαη ηελ αλαγλώξηζε 

πιηθώλ ηνπ εδάθνπο. Απηό νθείιεηαη ζηελ ηδηόηεηα θάζε πιηθνύ λα αληαλαθιά, λα 

απνξξνθά ή θαη λα εθπέκπεη ειεθηξνκαγλεηηθή αθηηλνβνιία αλάινγα κε ηελ δνκή ηνπ 

θαη ηελ κνξηαθή ηνπ ζύζηαζε [1]. Με ηνλ ζπλδπαζκό ινηπόλ ππεξθαζκαηηθώλ δεθηώλ 

γηα ηελ ιήςε εηθόλσλ κεγάιεο θιίκαθαο, θαη ηε κειέηε ησλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ 

ησλ εηθνλνζηνηρείσλ, θαζίζηαηαη δπλαηή ε αλίρλεπζε ησλ πιηθώλ θαη ηεο θαηάζηαζεο 

ησλ ζσκάησλ πνπ απεηθνλίδνληαη ζην εηθνλνζηνηρείν. 

΢ε ππεξθαζκαηηθά ηειεπηζθνπηθά δεδνκέλα όκσο, πνιιά από ηα εηθνλνζηνηρεία ηεο 

εηθόλαο είλαη μικηά, δειαδή πεξηέρνπλ ηελ θαζκαηηθή ππνγξαθή πεξηζζόηεξσλ από 

ελόο πιηθνύ ή/θαη αληηθεηκέλνπ. ΢πλήζσο απηό ζπκβαίλεη όηαλ ην αληηθείκελν είλαη κίγκα 

δηαθνξεηηθώλ πιηθώλ ή όηαλ ε ρσξηθή αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ είλαη αξθεηά ρακειή 

έηζη ώζηε έλα εηθνλνζηνηρείν λα απεηθνλίδεη πνιιά δηαθνξεηηθά αληηθείκελα, θάηη πνπ 

απνηειεί ζπρλό θαηλόκελν κε ηελ ρξήζε αεξνκεηαθεξόκελσλ ή δνξπθνξηθώλ δεθηώλ 

[2]. Οη παξαπάλσ πεξηπηώζεηο δηεξεπλώληαη κε κνληέια μη γπαμμικήρ θαζμαηικήρ 

μίξηρ ή/θαη  γπαμμικήρ  θαζμαηικήρ μίξηρ. Η παξνύζα εξγαζία πηνζεηεί ην κνληέιν 

ηεο γξακκηθήο θαζκαηηθήο κίμεο. 

 

1.2. Φαζμαηικόρ διασυπιζμόρ και ηο Μονηέλο ηηρ Φαζμαηικήρ Γπαμμικήρ Μίξηρ 

 

΢ύκθσλα κε ηνπο N. Keshava θαη J.F. Mustard (2002), θαζμαηικόρ διασυπιζμόρ είλαη 

ε δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία ε θαζκαηηθή ππνγξαθή ελόο κηθηνύ εηθνλνζηνηρείνπ 

αλαιύεηαη ζηηο θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ ζπζηαηηθώλ πιηθώλ ηνπ (endmembers), θαη 

ηα αληίζηνηρα πνζνζηά ζπκκεηνρήο (abundances), πνπ δειώλνπλ ηελ αλαινγία θάζε 

πιηθνύ ζην εηθνλνζηνηρείν. ΢πλήζσο, ηα ζπζηαηηθά πιηθά αληηζηνηρνύλ ζε καθξνζθνπηθά 

πιηθά όπσο λεξό, έδαθνο, κέηαιιν ή βιάζηεζε θαη νλνκάδνληαη θαζαξνί ζηόρνη [2]. 

Σν πξόβιεκα ηνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ είλαη ε επίιπζε ηνπ αληίζηξνθνπ 

πξνβιήκαηνο, δειαδή ηεο εθηίκεζεο ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο (abundances) ησλ 

θαζαξώλ ζηόρσλ βάζεη ελόο πξνθαζνξηζκέλνπ κνληέινπ κίμεο θαη ηεο ππνγξαθήο ηνπ 

κηθηνύ εηθνλνζηνηρείνπ. Η βαζηθή ππόζεζε ζε όια ηα κνληέια θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ 

είλαη πσο ζε κία ζπγθεθξηκέλε ιήςε, ην ζύλνιν ηεο επηθάλεηαο πνπ απεηθνλίδεηαη ζην 

εηθνλνζηνηρείν θαηαιακβάλεηαη από έλα πεξηνξηζκέλν αξηζκό ζπζηαηηθώλ πιηθώλ, νη 

θαζκαηηθέο ηδηόηεηεο ησλ νπνίσλ ζεσξνύληαη ακεηάβιεηεο. 

΢ηα κνληέια γπαμμικήρ μίξηρ, γίλεηαη ε παξαδνρή πσο ε επηθάλεηα ηνπ 

εηθνλνζηνηρείνπ απνηειείηαη από έλα κίγκα δηαθξηηώλ ζπζηαηηθώλ πιηθώλ θαη πσο κόλν 
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ε πξνζπίπηνπζα από ηελ πεγή ειεθηξνκαγλεηηθή αθηηλνβνιία αιιειεπηδξά κε ηα πιηθά 

πνπ απεηθνλίδνληαη ζην εηθνλνζηνηρείν, ελώ δελ πθίζηαηαη πξνζπίπηνπζα ζθεδαδόκελε 

αθηηλνβνιία κεηαμύ ησλ ζπζηαηηθώλ πιηθώλ (Δηθόλα 1.2). ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε 

επηθάλεηα πνπ θαηαιακβάλεη θάζε ζπζηαηηθό πιηθό είλαη αλάινγε ηνπ αληίζηνηρνπ 

πνζνζηνύ ζπκκεηνρήο ηνπ ζην εηθνλνζηνηρείν θαη σο εθ ηνύηνπ ζεσξείηαη όηη ε 

αλαθιώκελε αθηηλνβνιία ζα κεηαθέξεη ηα θαζκαηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ πιηθώλ απηώλ 

κε ηηο ίδηεο αθξηβώο αλαινγίεο. Δλ νιίγνηο, πθίζηαηαη κία γξακκηθή ζρέζε κεηαμύ ησλ 

πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο (abundances) ησλ ζπζηαηηθώλ πιηθώλ ηνπ ελόο εηθνλνζηνηρείνπ, 

θαη ηεο θαζκαηηθήο ππνγξαθήο γηα ην εηθνλνζηνηρείν απηό [2]. 

 

 

Δικόνα 1.2: Αξηζηεξά: Απεηθόληζε ηεο νπηζζνζθέδαζεο ζε πεξίπησζε γπαμμικήρ μίξηρ. Γεμηά: 
Απεηθόληζε ηεο νπηζζνζθέδαζεο ζε πεξίπησζε μη γπαμμικήρ μίξηρ [2]. 

΢πλεπώο, γηα έλα εηθνλνζηνηρείν, ην μονηέλο γπαμμικήρ μίξηρ (Linear Mixing Model 

– LMM) κε R αξηζκό θαζαξώλ πιηθώλ θαη L αξηζκό θαλαιηώλ παίξλεη ηελ παξαθάησ 

κνξθή: 

                                                y =   𝑎𝑟m𝑟 + n

𝑅

𝑟=1

= M𝑎 + n                                           (1) 

όπνπ y είλαη ην L×1 δηάλπζκα ηεο θαζκαηηθήο ππνγξαθήο ηνπ εηθνλνζηνηρείνπ, M είλαη 

έλαο πίλαθαο δηαζηάζεσλ L×R νη ζηήιεο ηνπ νπνίνπ είλαη νη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο 

ησλ θαζαξώλ πιηθώλ ζε δηαλύζκαηα δηαζηάζεσλ L×1, a είλαη ην δηαζηάζεσλ R×1 

δηάλπζκα πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο ησλ ζπζηαηηθώλ πιηθώλ γηα ην ζπγθεθξηκέλν 

εηθνλνζηνηρείν, ελώ n είλαη ην δηάλπζκα ζθάικαηνο [3]. 

Σν κνληέιν ηεο γξακκηθήο κίμεο ππόθεηηαη ζε δύν ζεκαληηθνύο πεξηνξηζκνύο γηα ηηο 

ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο a. Ο πξώηνο πεξηνξηζκόο πξνϋπνζέηεη πσο γηα θάζε ηηκή ηνπ a 

ηζρύεη πσο 𝒂𝒊 ≥ 𝟎 , 𝒊 = 𝟏, … , 𝑴 θαη νλνκάδεηαη πεπιοπιζμόρ μη απνηηικόηηηαρ (non 
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negative constraint). Ο δεύηεξνο πεξηνξηζκόο πξνϋπνζέηεη πσο ην άζξνηζκα ησλ 

ηηκώλ ηνπ a δελ κπνξεί λα είλαη κεγαιύηεξν ηεο κνλάδαο,  𝒂𝒊 ≤ 𝟏𝜧
𝒊  ή  𝒂𝒊 = 𝟏𝜧

𝒊  θαη 

νλνκάδεηαη πεπιοπιζμόρ πποζθεηικόηηηαρ (additivity constraint) [3]. 

 

1.3. Αλγόπιθμοι θαζμαηικού διασυπιζμού 

 

Καηά ηνπο N. Keshava et al. (2000) νη αιγόξηζκνη θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ ρσξίδνληαη 

ζε ζηαηηζηηθνύο ή κε ζηαηηζηηθνύο αλάινγα κε ηε κέζνδν εξκελείαο ησλ δεδνκέλσλ, ζε 

παξακεηξηθνύο θαη κε παξακεηξηθνύο αλάινγα κε ηε κέζνδν πνπ δηαρεηξίδνληαη ηελ 

ηπραηόηεηα ησλ ππεξθαζκαηηθώλ δεδνκέλσλ θαη ζε πεξαηηέξσ θαηεγνξίεο αλάινγα κε 

ηε κέζνδν βειηηζηνπνίεζεο ηεο ζπλάξηεζεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύλ (squared-error, Maximum Likelihood, Maximum posteriori) (Δηθόλα 1.3) 

[4]. 

 

 

Δικόνα 1.3: Σαμηλόκεζε αιγνξίζκσλ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ θαηά ηνλ Ν.Keshava (2003) [6]. 

 

Αλεμαξηήησο ηεο θαηεγνξίαο ζηελ νπνία αλήθεη, θάζε κέζνδνο  θαζκαηηθνύ 

δηαρσξηζκνύ αθνινπζεί ηξία βαζηθά βήκαηα [4]: 

 Μείυζη διαζηάζευν (Dimension reduction) ησλ δεδνκέλσλ ηεο απεηθόληζεο. 

Πξναηξεηηθό βήκα πνπ ζπλήζσο ζπλδπάδεηαη κε ην επόκελν βήκα, κε ζθνπό ηε 

κείσζε ηνπ ππνινγηζηηθνύ θόξηνπ. 

 Καθοπιζμόρ ηυν καθαπών ζηόσυν (Endmember determination /extraction). 

Καζνξηζκόο ησλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ ησλ ζπζηαηηθώλ πιηθώλ ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο απεηθόληζεο. 

 Ανηιζηποθή (Inversion) ηος μονηέλος μίξηρ και επίλςζη. Δθηίκεζε ησλ 

πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο γηα θάζε κηθηό εηθνλνζηνηρείν από ηελ θαζκαηηθή ηνπ 

ππνγξαθή θαη ηηο θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ θαζαξώλ ζηόρσλ. 
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Δικόνα 1.4: Βήκαηα εθαξκνγήο ηνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ [6]. 

 

Δπίζεο, αλάινγα κε ηελ πξνέιεπζε ησλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ ησλ θαζαξώλ 

ζηόρσλ, νη κέζνδνη θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ κπνξνύλ λα αλήθνπλ ζε ηξείο θαηεγνξίεο: 

 επηβιεπόκελεο κέζνδνη, ζηηο νπνίεο νη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ πιηθώλ 

ζεσξνύληαη γλσζηέο [7],[8],[9] 

 εκη-επηβιεπόκελεο, ζηηο νπνίεο νη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ πιηθώλ 

επηιέγνληαη από κία βηβιηνζήθε γλσζηώλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ [10], [11], θαη 

 κε επηβιεπόκελεο, ζηηο νπνίεο νη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ πιηθώλ εμάγνληαη 

από ηα δεδνκέλα ηεο εηθόλαο, κε ηελ παξαδνρή όηη ζηα δεδνκέλα πθίζηαληαη 
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καθαποί ζηόσοι, δειαδή εηθνλνζηνηρεία πνπ απεηθνλίδνπλ κόλν έλα ζπζηαηηθό 

πιηθό [12],[13],[14]. 

 

1.3.1. Δξαγυγή καθαπών ζηόσυν 

 

Η εμαγσγή θαζαξώλ ζηόρσλ ζε κία απεηθόληζε, θαη ν θαζνξηζκόο ησλ ζπζηαηηθώλ 

πιηθώλ, είλαη πξόβιεκα πνπ έρεη αληηκεησπηζηεί κε πνιιέο δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο. 

Οη πην δεκνθηιείο πξνζεγγίζεηο ρξεζηκνπνηνύλ κεζόδνπο γεσκεηξηθήο επίιπζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη κείσζε δηαζηάζεσλ ηνπ θαζκαηηθνύ ρώξνπ ησλ δεδνκέλσλ. Ωζηόζν, 

έρνπλ αλαπηπρζεί θαη ζηαηηζηηθέο κέζνδνη ή θαη κέζνδνη επθπΐαο ζκήλνπο. Σν ζύλνιν 

ησλ νινθιεξσκέλσλ αιγνξίζκσλ θαζνξηζκνύ θαζαξώλ ζηόρσλ έρεη θαηαγξαθεί από 

ηνπο K. Kale et al. (2020) θαη θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα 1.5 [5]. 

 

 

Δικόνα 1.5: Αιγόξηζκνη εμαγσγήο θαζαξώλ ζηόρσλ από ππεξθαζκαηηθά δεδνκέλα [5]. 

Δθ ησλ αλσηέξσ, νη πην ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελνη αιγόξηζκνη είλαη απηνί πνπ 

αθνινπζνύλ γεσκεηξηθή πξνζέγγηζε, όπσο ν NFINDR [14] (ή παξαιιαγέο απηνύ όπσο 

ν LDU-NFINDR [15]), ν PPI (Pixel Purity Index) θαη ν VCA (Vertex Component Analysis) 

[12]. 
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PPI 

Η βαζηθή ππόζεζε ζηελ ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ PPI είλαη πσο νη θαζκαηηθέο 

ππνγξαθέο ησλ εηθνλνζηνηρείσλ απνηεινύλ έλαλ λέθνο ζεκείσλ ζε έλαλ ρώξν Ν 

δηαζηάζεσλ θαη πσο νη θαζαξνί ζηόρνη είλαη ηα ζεκεία απηά πνπ βξίζθνληαη ζηα όξηα 

ηνπ λέθνπο ζεκείσλ. Αξρηθά ζρεκαηίδεηαη έλα ηπραίν ζύλνιν πξνζσξηλώλ 

δηαλπζκάησλ, απνθαιινύκελα “skewers”, ηα νπνία μεθηλνύλ από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ 

ηνπ Ν-δηάζηαηνπ ρώξνπ. ΢ηελ ζπλέρεηα γίλεηαη πξνβνιή όισλ ησλ ζεκείσλ ηνπ λέθνπο 

επάλσ ζηα δηαλύζκαηα απηά, θαη ζπιιέγνληαη ηα ζεκεία νη πξνβνιέο ησλ νπνίσλ 

βξίζθνληαη ζηα άθξα ησλ δηαλπζκάησλ, δειαδή απνηεινύλ κέγηζηεο ή ειάρηζηεο 

(αθξαίεο/extreme) ηηκέο [44]. Η δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη κε λέα ηπραία 

δηαλύζκαηα, έσο όηνπ βξεζνύλ ηα ζεκεία ηνπ λέθνπο ησλ  νπνίσλ νη πξνβνιέο 

εκθάληζαλ αθξαίεο ηηκέο πεξηζζόηεξεο θνξέο. Σα ζεκεία απηά θαζνξίδνληαη σο θαζαξνί 

ζηόρνη. Ο αιγόξηζκνο PPI ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο κέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο ENVI. 

NFINDR 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ NFINDR ζθνπόο είλαη ν εληνπηζκόο ησλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ 

πνπ θαζνξίδνπλ ηελ συπική διάηαξη (simplex) κε ηνλ κέγηζην όγθν, κε ηελ 

πξνϋπόζεζε όηη ν αξηζκόο ησλ θαζαξώλ ζηόρσλ είλαη γλσζηόο. Θεσξείηαη όηη νη 

θαζαξνί ζηόρνη είλαη νη θνξπθέο απηήο ηεο ρσξηθήο δηάηαμεο θαη ν κέγηζηνο όγθνο ηεο 

εμαζθαιίδεη όηη ζα πεξηθιείνληαη όια ηα κηθηά εηθνλνζηνηρεία. Γεδνκέλνπ όηη ηα 

ππεξθαζκαηηθά δεδνκέλα αλήθνπλ ζε έλαλ θαζκαηηθό ρώξν L δηαζηάζεσλ, αξρηθά 

γίλεηαη ηπραία επηινγή n αξηζκνύ εηθνλνζηνηρείσλ σο πξνζσξηλνί θαζαξνί ζηόρνη θαη 

ππνινγίδεηαη ν όγθνο ηεο ρσξηθήο δηάηαμεο πνπ νξίδνπλ. ΢ηελ ζπλέρεηα θάζε έλαο από 

ηνπο πξνζσξηλνύο θαζαξνύο ζηόρνπο αληηθαζηζηάηαη από έλα ηπραίν εηθνλνζηνηρείν θαη 

ειέγρεηαη εάλ ν όγθνο ηεο ρσξηθήο δηάηαμεο έρεη απμεζεί ή όρη. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ν 

όγθνο απμάλεηαη ην εηθνλνζηνηρείν απηό απνηειεί πιένλ ηνλ λέν θαζαξό ζηόρν [14]. Η 

δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη έσο όηνπ ν όγθνο ηεο θαζαξήο δηάηαμεο λα κελ απμάλεηαη 

πεξαηηέξσ. 

VCA 

O VCA ιεηηνπξγεί κε παξόκνην ηξόπν κε ηνλ NFINDR θαη ηνλ PPI, αξρηθά γίλεηαη κηα 

ηπραία επηινγή θαζαξώλ ζηόρσλ από ηα δεδνκέλα. Οη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ 

πξνζσξηλώλ ζηόρσλ ζρεκαηίδνπλ κία δηάηαμε, ε νπνία απνηειεί έλα θπξηό ρώξν 

(convex hull), γηα ηνλ νπνίνλ ππνινγίδεηαη ε πξνβνιή ηνπ ζε έλα πξνθαζνξηζκέλν 

ππεξεπίπεδν (hyperplane) [12], κε ηξόπν παξόκνην ηεο κεζόδνπ PCA. ΢ηελ ζπλέρεηα 

αληηθαζίζηαηαη ηπραία έλα εηθνλνζηνηρείν από απηά θαη επαλαϋπνινγίδεηαη ε πξνβνιή 

ηεο λέαο δηάηαμεο. Δάλ ε πξνβνιή ηεο λέαο δηάηαμεο ππεξβαίλεη ζε εκβαδόλ απηήλ ηεο 

πξνεγνύκελεο, ην λέν εηθνλνζηνηρείν δηαηεξείηαη σο θαζαξόο ζηόρνο. Η δηαδηθαζία 

επαλαιακβάλεηαη έσο όηνπ ην εκβαδόλ ηεο πξνβνιήο ηεο δηάηαμεο λα κελ απμάλεηαη 

πεξαηηέξσ.  
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1.3.2. Μέθοδοι ανηιζηποθήρ 

 

Η επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο αληηζηξνθήο ηνπ γξακκηθνύ κνληέινπ θαζκαηηθήο 

κίμεο, ην νπνίν εθθξάδεηαη καζεκαηηθά κε ηελ εμίζσζε (1), κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί σο 

έλα πξόβιεκα γξακκηθήο παιηλδξόκεζεο. ΢ε κνξθή πηλάθσλ ε εμίζσζε (1) γξάθεηαη 

σο εμήο: 

                                                            𝛶 =  𝑀𝛢 + 𝛮                                                            (2) 

Οη εθηηκήζεηο ησλ ηηκώλ ησλ 𝛢 κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ κέζσ ηεο κεζόδνπ ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ από ηνλ ηύπν [17]: 

                                                                𝛢 =  𝛭′𝛶                                                               (3) 

Από ηα κνληέια πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο δηαθνξεηηθέο εθηηκήζεηο ησλ 𝛢, επηιέγεηαη 

απηό πνπ ηθαλνπνηεί έλα ζπγθεθξηκέλν θξηηήξην. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο κεζόδνπ ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ην θξηηήξην απηό είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ κέζνπ 

ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο MSE, ππάξρνπλ σζηόζν θαη άιια θξηηήξηα όπσο ν 

ζπληειεζηήο πξνζδηνξηζκνύ R2 θαη ν ζπληειεζηήο πξνζδηνξηζκνύ Cp ηνπ Mallows. 

Πξνηεηλόκελεο πξνζεγγίζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εθηίκεζεο ησλ πνζνζηώλ 

ζπκκεηνρήο, ζπκπεξηιακβάλνπλ ηελ ρξήζε ηεο κεζόδνπ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ κε 

όινπο ηνπο πεξηνξηζκνύο (Fully Constrained Least Squares Unmixing – FCLSU) [7], ηεο 

κεζόδνπ Lasso [11], ή θαη ζπλδπαζκό απηώλ κε ηελ ρξήζε λεπξσληθώλ δηθηύσλ [18]. 

Δθηόο από ηηο παξαπάλσ κεζόδνπο, ηα ηειεπηαία ρξόληα έρνπλ πξνηαζεί θαη ζηαηηζηηθνί 

κέζνδνη πνπ θάλνπλ ρξήζε ηνπ ζπκπεξαζκνύ Bayes γηα ηελ επίιπζε κέζσ 

δεηγκαηνιεςηώλ Gibbs [3],[10],[16],[19],[20],[27],[31],[32]. ΢ην πιαίζην ηεο παξνύζαο 

εξγαζίαο εθαξκόδεηαη ε κέζνδνο ηνπ ζπκπεξαζκνύ Bayes, ε νπνία θαη πεξηγξάθεηαη 

αλαιπηηθόηεξα ζην Κεθάιαην 2. 

 

 



 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 
 

ΦΑ΢ΜΑΣΙΚΟ΢ ΓΙΑΥΧΡΙ΢ΜΟ΢  

ΜΔ ΙΔΡΑΡΥΙΚΑ ΜΟΝΣΔΛΑ BAYES 
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2.1. ΢ςμβολιζμοί 

 

΢ην παξόλ θεθάιαην γίλεηαη γεληθή πεξηγξαθή ησλ ηεξαξρηθώλ κνληέισλ Bayes θαη ηεο 

δεηγκαηνιεπηηθήο κεζόδνπ Gibbs, θαη ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ νη παξαθάησ ζπκβνιηζκνί: 

 𝑥  Σ  →  αλάζηξνθή ηνπ 𝑥  

 𝑥   →  νξίδνπζα ηνπ πίλαθα 𝑥 

 𝑥 2   →  L2 Δπθιείδεηα λόξκα, κε  𝑥  2
2 = 𝑥 Σ𝑥  

 𝑥  P
2   →  Δπθιείδεηα λόξκα, κε   𝑥  P

2 = 𝑥 ΣP𝑥  

R𝑵   →  N - δηάζηαηνο Δπθιείδεηνο ρώξνο 

R+
𝜨   →  Θεηηθόο ππνρώξνο ηνπ N - δηάζηαηνπ Δπθιείδεηνπ ρώξνπ 

𝛪𝐿   →  ν ηαπηνηηθόο πίλαθαο 𝐿 × 𝐿 

I 𝛾  →  ν πιεξνθνξηαθόο πίλαθαο Fisher γηα κία παξάκεηξν 𝛾 

exp⁡[]   →  ε εθζεηηθή ζπλάξηεζε, όπνπ exp 𝑥 = e𝑥  

 

2.2. Η μέθοδορ ζςμπεπαζμού Bayes και ηο Ιεπαπσικό Μονηέλο 

 

Ο ζπκπεξαζκόο Bayes απνηειεί κία γεληθή ζηαηηζηηθή κέζνδν ζπκπεξαζκαηνινγίαο, ε 

νπνία κπνξεί λα εθαξκνζηεί θαη γηα ηελ επίιπζε γξακκηθώλ κνληέισλ ζπζρέηηζεο, 

όπσο γηα παξάδεηγκα ηνπ γξακκηθνύ κνληέινπ θαζκαηηθήο κίμεο. Σν κνληέιν 

γξακκηθήο κίμεο, όπσο πξναλαθέξζεθε ζηελ (1) κπνξεί λα δηαηππσζεί σο εμήο: 

                                                                y =  M𝑎 + n                                                               

Όπνπ y είλαη έλα δηάλπζκα δεδνκέλσλ, M είλαη έλαο παξαηεξήζεσλ, 𝑎 είλαη έλα 

άγλσζην δηάλπζκα κεηαβιεηώλ θαη n έλα δηάλπζκα ζνξύβνπ κε άγλσζηε 

κεηαβιεηόηεηα σ. Η κέζνδνο ηνπ ζπκπεξαζκνύ πξνϋπνζέηεη ηελ θαηαζθεπή ελόο 

ιεπαπσικού μονηέλος κε ηα παξαθάησ ηξία βήκαηα [23]: 

 Έθθξαζε ηεο ζςνάπηηζηρ πιθανοθάνειαρ (likelihood function) ησλ δεδνκέλσλ y 

 Έθθξαζε ησλ ππόηεπυν ζςναπηήζευν καηανομήρ (prior distributions) ησλ 

κεηαβιεηώλ, ησλ παξακέηξσλ θαη ησλ ππεξπαξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ 

 Τπνινγηζκόο ησλ ππό ζπλζήθε εκ ηυν ςζηέπυν καηανομών πιθανόηηηαρ γηα 

ηηο κεηαβιεηέο, ηηο παξακέηξνπο θαη ηηο ππεξπαξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ 
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Βήμα 1ο: Σσνάρτηση πιθανουάνειας 

 

Η ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (Likelihood Function) κεηξά ηελ πξνζαξκνγή ελόο 

ζηαηηζηηθνύ κνληέινπ ζε έλα δείγκα, κε δεδνκέλεο ηηκέο ησλ αγλώζησλ παξακέηξσλ 

[50]. Σν πξώην βήκα είλαη ν ππνινγηζκόο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηα 

δεδνκέλα y:  y ~ 𝑓(y|σ2, 𝑎). 
 

Βήμα 2ο: Πρότερες σσναρτήσεις κατανομής 

 

Η έθθξαζε ησλ πξόηεξσλ ζπλαξηήζεσλ ησλ αγλώζησλ κεηαβιεηώλ γίλεηαη βάζεη 

πξόηεξσλ πεπνηζήζεσλ γηα ηηο παξακέηξνπο. Η γλώζε απηή επηηξέπεη ηελ έθθξαζε 

ησλ κεηαβιεηώλ 𝑎 θαη n κε ηηο πξόηεξεο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο (prior 

distributions) 𝑎 ~ 𝑓(𝛼) θαη n ~ 𝑓(n|σ), όπνπ ην σ απνηειεί άγλσζηε παπάμεηπο ηεο 

ζπλάξηεζεο ηεο θαηαλνκήο ηνπ n. Απηή εθθξάδεηαη κε ηελ πξόηεξε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο σ ~ 𝑓(σ|𝛾). Η κεηαβιεηή 𝛾 απνηειεί άγλσζηε ςπεππαπάμεηπο ηεο 

θαηαλνκήο ηνπ σ κε πξόηεξε θαηαλνκή 𝛾 ~ 𝑓(𝛾). 

΢ε πεξίπησζε έιιεηςεο πξόηεξεο γλώζεο γηα ηηο ππεξπαξακέηξνπο ελόο ηεξαξρηθνύ 

κνληέινπ, ζπλήζσο πξνζδίδεηαη ζε απηέο ε πξόηεξε θαηαλνκή πηζαλόηεηαο ηνπ Jeffrey 

(Jeffrey‟s prior), ε νπνία είλαη αλάινγε ηεο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ηεο νξίδνπζαο ηνπ 

πιεξνθνξηαθνύ πίλαθα Fisher, θαη ε έθθξαζε ηεο νπνίαο θαίλεηαη ζηελ εμίζσζε (4). 

Βαζηθή ηδηόηεηα ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηνπ Jeffrey είλαη πσο παξακέλεη 

αλαιινίσηε από κεηαζρεκαηηζκνύο ζην δηάλπζκα ηεο ππεξπαξακέηξνπ [51]. 

                                                            𝑓 𝛾 ∝  Ι Ι σI(𝛾) 1/2                                                      (4) 

 

Βήμα 3ο: Υπολογισμός των εκ των σστέρων κατανομών 

 

Από ηηο ηδηόηεηεο ησλ εμαξηεκέλσλ πηζαλνηήησλ είλαη γλσζηό όηη γηα κία από θνηλνύ 

ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ησλ κεηαβιεηώλ 𝑎, σ, 𝛾 θαη y, ηζρύεη: 

                                            𝑓 y, σ, 𝛼, 𝛾 = 𝑓 y|σ, 𝛼, 𝛾 𝑓(σ, 𝛼, 𝛾)                                  (5) 

Καη‟ επέθηαζε, κε ηελ πξνϋπόζεζε πσο νη κεηαβιεηέο 𝛼 θαη σ είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ 

ηνπο, ζύκθσλα κε ηνλ θαλόλα ηνπ Bayes [21] ε ζπλάξηεζε ηεο εκ ηυν ςζηέπυν από 

κοινού καηανομήρ πιθανόηηηαρ ησλ 𝑎, σ θαη 𝛾, εμαξηεκέλε από ην y παίξλεη ηελ 

κνξθή: 

𝑓 σ, 𝛼, 𝛾|y =
𝑓 y, σ, 𝛼, 𝛾 

 𝑓 y, σ, 𝛼, 𝛾 dσd𝛼𝑑𝛾
=

𝑓 y|σ, 𝛼 𝑓 σ, 𝛼, 𝛾 

 𝑓 y, σ, 𝛼, 𝛾 dσd𝛼𝑑𝛾
= 
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=
𝑓 y|σ, 𝛼 𝑓 σ, 𝑎|𝛾 𝑓 𝛾 

 𝑓 y|σ, 𝛼 𝑓 σ, 𝛼|𝛾 𝑓 𝛾 dσd𝛼𝑑𝛾
∝ 𝑓 y|σ, 𝛼 𝑓 𝑎 𝑓 σ|𝛾 𝑓 𝛾    (6) 

Σν νινθιήξσκα ηνπ παξνλνκαζηή ηεο εμίζσζεο (6) ηζνύηαη κε ηελ πηζαλόηεηα 𝑝 y  θαη 

δελ κπνξεί λα εμαρζεί ζε θιεηζηή κνξθή, σζηόζν, κε δεδνκέλεο παξαηεξήζεηο y κπνξεί 

ζα ζεσξεζεί πσο είλαη ζηαζεξό θαη πσο ε 𝑓 σ, 𝛼, 𝛾|y  είλαη κόλνλ αλάινγε ηνπ 

αξηζκεηή. 

Με νινθιήξσζε ηεο (6), κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ νη ςπό ζςνθήκη εκ ηυν ςζηέπυν 

καηανομέρ πιθανόηηηαρ (conditional posterior distribution) ή νη εκ ηυν ςζηέπυν 

πεπιθώπιερ καηανομέρ (conditional marginal distribution) ηεο κεηαβιεηήο 

𝛼 ~ 𝑓 𝛼|𝛾, σ, y , ηεο παξακέηξνπ σ ~ 𝑓 σ|𝛾, 𝛼, y  θαη ηεο ππεξπαξακέηξνπ 

𝛾 ~ 𝑓 𝛾|σ, 𝛼, y . ΢ην ζεκείν απηό αμίδεη λα ζεκεησζεί πσο ε επηινγή ησλ πξόηεξσλ 

ζπλαξηήζεσλ ησλ παξακέηξσλ θαη ησλ ππεξπαξακέηξσλ πξέπεη λα γίλεηαη κε ηέηνην 

ηξόπν ώζηε απηέο λα είλαη (εάλ γίλεηαη) ζπδπγείο κεηαμύ ηνπο, θαζόηη νη αλαιπηηθνί 

ππνινγηζκνί απινπνηνύληαη αξθεηά. 

Η ιήςε δεηγκάησλ από ηηο ππό ζπλζήθε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκέο απηέο πξνζθέξεη 
κία ακεξόιεπηε εθηίκεζε ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ κνληέινπ. Η εθηίκεζε απηή κπνξεί λα 
ρξεζηκνπνηεζεί εθ λένπ σο πξόηεξε πιεξνθνξία, γηα ηελ αλαζεώξεζε ηεο πξόηεξεο 
γλώζεο πνπ δηαζέηνπκε. Μία κέζνδνο πνπ αληαπνθξίλεηαη ζε δεηγκαηνιεςία κε ηηο 
παξαπάλσ επηζεκάλζεηο είλαη ε MCMC δεηγκαηνιεςία Gibbs. 

 

2.3. Γειγμαηολητία Gibbs 

 

Όπσο πεξηεγξάθεθε ζηελ παξαπάλσ παξάγξαθν, ε ρξήζε ηεξαξρηθώλ κνληέισλ 

Bayes ζπκπεξηιακβάλεη ηνλ ππνινγηζκό νινθιεξσκάησλ, ε επίιπζε ησλ νπνίσλ 

γίλεηαη εμαηξεηηθά δύζθνιε ζε κνληέια κεγάιεο πνιππινθόηεηαο [24]. Γηα ηνλ ιόγν 

απηό, αιγόξηζκνη εθαξκνγήο ηέηνησλ κνληέισλ βαζίδνληαη ζε MCMC (Monte Carlo 

Markov Chain) κεζόδνπο δεηγκαηνιεςίαο. 

΢ε γεληθέο γξακκέο νη αιπζίδεο Markov απνηεινύλ ζηνραζηηθά κνληέια πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηελ αιιεινπρία γεγνλόησλ, κε ηελ πηζαλόηεηα θάζε γεγνλόηνο λα 

εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά από ηελ θαηάζηαζε πνπ επήιζε από ην ακέζσο πξνεγνύκελν 

γεγνλόο ηεο αιπζίδαο [25]. Η βαζηθή ζεώξεζε ησλ MCMC αιγνξίζκσλ είλαη πσο ε 

εθηίκεζε νπνηνπδήπνηε ζηαηηζηηθνύ κίαο εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκήο είλαη εθηθηή εάλ 

δηαζέηνπκε έλαλ ηθαλνπνηεηηθό αξηζκό πξνζνκνησκέλσλ δεηγκάησλ ηεο θαηαλνκήο 

απηήο. Η επηθξαηέζηεξε MCMC νηθνγέλεηα αιγνξίζκσλ απηνύ ηνπ είδνπο ρξεζηκνπνηεί 

ηνλ αιγόξηζκν Metropolis-Hastings. Δπεηδή ν ππνινγηζκόο ησλ εθ ησλ πζηέξσλ 

πεξηζώξησλ πηζαλνηήησλ, όπσο ειέρζε παξαπάλσ, είλαη ζρεηηθά εύθνινο λα γίλεη 

ρξεζηκνπνηνύκε ηε κέζνδν δειγμαηολητίαρ Gibbs [26], ε νπνία μεπεξλά ηηο δπζθνιίεο 

πνπ κπνξεί λα έρεη ν ππνινγηζκόο ηεο εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλόηεηαο ηνπ κνληέινπ (6). 
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Υξεζηκνπνηώληαο ην παξάδεηγκα ηνπ ηεξαξρηθνύ κνληέινπ ηεο παξαγξάθνπ 2.2, 

ζύκθσλα κε ηελ κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο Gibbs, ε πξνζνκνίσζε δεηγκάησλ από ηελ 

ζπλδπαζηηθή εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκή πηζαλόηεηαο 𝑓 σ, 𝛼, 𝛾|y , ησλ ηξηώλ 

κεηαβιεηώλ σ, 𝛼 θαη 𝛾 κπνξεί λα γίλεη κε δεηγκαηνιεςίεο από ηηο ζπλαξηήζεηο ησλ ππό 

ζπλζήθε εθ ησλ πζηέξσλ θαηαλνκώλ θάζε κεηαβιεηήο πεξηζσξηνπνηώληαο ηηο (δειαδή 

ζεσξώληαο ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο ζηαζεξέο) θαη επαλαιακβάλνληαο δηαδνρηθά έλα 

θύθιν επαλαιήςεσλ γηα θάζε άγλσζηε κεηαβιεηή. Γηα παξάδεηγκα, κία απινπνηεκέλε 

κνξθή ελόο αιγνξίζκνπ δεηγκαηνιεςίαο Gibbs γηα ην ηεξαξρηθό κνληέιν ηεο 

παξαγξάθνπ 2.2. είλαη ε παξαθάησ [26]: 

 

Αλγόριθμος 1: Παράδειγμα αλγορίθμοσ δειγμαηοληυίας Gibbs 

Αρχικοποίηση α
(0)

, ζ
(0)

 και γ
(0)

 

for i=1,2,…do 

α
 (i)

 ~ f (α | ζ
 (i-1)

, γ
 (i-1)

) 

γ
 (i)

 ~ f (γ | α
 (i)

, ζ
 (i-1)

) 

ζ
 (i)

 ~ f (ζ | α
 (i)

, γ
 (i)

) 

endfor 
 

Οη επαλαιήςεηο ζπλερίδνπλ έσο όηνπ παξαηεξεζεί ζύγθιηζε. Η ζύγθιηζε ζπλήζσο 

επέξρεηαη κεηά από έλαλ αξηζκό επαλαιήςεσλ, θαη ηα δείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ ζηηο 

πξώηεο επαλαιήςεηο ηεο αιπζίδαο απηήο δελ πξνζεγγίδνπλ επαξθώο ηελ επηζπκεηή 

θαηαλνκή. Σν ηκήκα από ηελ αξρή ηεο αιπζίδαο έσο ηελ πξώηε έλδεημε ζύγθιηζεο 

νλνκάδεηαη burn-in period. 

 

2.4. Δθαπμογέρ ζηον θαζμαηικό διασυπιζμό 

 

Σα ηεξαξρηθά κνληέια Bayes θαη ε κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο Gibbs κπνξνύλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ. Έλα 

ζεκαληηθό βήκα ζηελ εθαξκνγή ησλ κεζόδσλ απηώλ είλαη ε επηινγή ησλ 

θαηαιιειόηεξσλ πξόηεξσλ ζπλαξηήζεσλ γηα θάζε κεηαβιεηή. Όπσο πξναλαθέξζεθε 

ζην Κεθάιαην 1 κία βαζηθή πξνϋπόζεζε ηνπ γξακκηθνύ κνληέινπ κίμεο είλαη πσο ηα 

πνζνζηά ζπκκεηνρήο ηθαλνπνηνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο ηεο πξνζζεηηθόηεηαο θαη ηεο κε 

αξλεηηθόηεηαο. 

΢ε έλα ηεξαξρηθό κνληέιν ν πεξηνξηζκόο ηεο κε αξλεηηθόηεηαο κπνξεί λα εθθξαζηεί κε 

δηάθνξνπο ηξόπνπο, π.ρ. ηελ ρξήζε θνινβσκέλσλ θαλνληθώλ πξόηεξσλ ζπλαξηήζεσλ 

(truncated normal priors) ή πξόηεξεο Γάκα [10],[16],[27],[35]. Δπίζεο, ζηηο πεξηπηώζεηο 

εκη-επηβιεπόκελσλ κνληέισλ νη ηηκέο ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο δηέπνληαη επίζεο από 

ηνλ θαλόλα ηεο απαιόηηηαρ (ηα πεξηζζόηεξα πνζνζηά έρνπλ ηηκή κεδέλ) γηα ηελ 
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έθθξαζε ηνπ νπνίνπ έρεη πξνηαζεί ε ρξήζε πξόηεξσλ ζπλαξηήζεσλ θαηαλνκήο 

Laplace [28], [33], [34], Rayleigh [29] ή Student [30]. 

Οη Moussaoui et al (2006) [35] πξόηεηλαλ έλα κνληέιν επηβιεπόκελνπ θαζκαηηθνύ 

δηαρσξηζκνύ κε ζπκπεξαζκό Bayes, κε ρξήζε πξόηεξσλ ζπλαξηήζεσλ Γάκα, πνπ 

όπσο πξναλαθέξζεθε, ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ έθθξαζε ηνπ θαλόλα ηεο κε 

αξλεηηθόηεηαο. Οη Dobigeon et al. (2009) [36] εμέιημαλ ηελ ππόζεζε απηή έηζη ώζηε λα 

ζπκπεξηιακβάλεη θαη ηνλ πεξηνξηζκό ηεο πξνζζεηηθόηεηαο κε ηελ ρξήζε ηεο πξόηεξεο 

θαηαλνκήο Dirichlet. 

Οη N. Dobigeon θαη J.Y. Tourneret (2007) [27] πξόηεηλαλ έλαλ επηβιεπόκελν αιγόξηζκν 

δεηγκαηνιεςίαο Gibbs γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο 𝛼 θαη ηνπ 

ζνξύβνπ 𝑛 ηνπ γξακκηθνύ κνληέινπ κίμεο, όπσο απηό πεξηγξάθεθε ζηελ (1), κε ηελ 

παξαδνρή όηη ν ζόξπβνο 𝑛 αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε δηαθύκαλζε 

𝜍2,𝑛 ~ 𝑁(0𝐿 , 𝜍2𝛪𝐿). ΢ύκθσλα κε ην ηεξαξρηθό ηνπο κνληέιν, ε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο ηνπ y είλαη ε παξαθάησ: 

                               𝑓 y 𝑎+, 𝜍2 =  
1

2𝜋𝜍2
 

𝐿

2

𝑒𝑥𝑝  −
 y − M+𝑎+ 2

2𝜍2
                           (7) 

όπνπ  𝑥 2 = 𝑥Σ𝑥 

Ωο πξόηεξε ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ σ
2
 επηιέρζεθε ε αληίζηξνθε γάκα θαηαλνκή: 

𝜍2 ~ 𝐼𝐺(
𝝂

𝟐
,
𝜸

𝟐
).. Γηα ηελ ππεξπαξάκεηξν v επηιέρζεθε σο πξόηεξε θαηαλνκή, ε 

αληίζηξνθε γάκα θαηαλνκή 𝐼𝐺(
𝜌

2
,
𝜓

2
), ελώ γηα ηελ ππεξπαξάκεηξν γ ε πξόηεξε 

θαηαλνκή ηνπ Jeffrey. Ωο πξόηεξε ζπλάξηεζε ηνπ δηαλύζκαηνο ηηκώλ ησλ 𝑎, κε 

α
+
=[α

Σ
,αR]

Σ
 θαη α=[α1,…,αR-1]

Σ
 επηιέρζεθε ε θνινβσκέλε πνιπδηάζηαηε θαλνληθή 

θαηαλνκή 𝑎 ~ 𝑁𝑆(0𝑅−1, 𝜍0
2𝛪𝑅−1) όπνπ S ε ρσξηθή δηάηαμε (simplex) ε νπνία νξίδεηαη 

από ηνπο πεξηνξηζκνύο ηεο πξνζζεηηθόηεηαο θαη ηεο κε αξλεηηθόηεηαο 

Η ρξήζε ηνπ παξαπάλσ ηεξαξρηθνύ κνληέινπ έρεη εκθαληζηεί θαη ζε παξαιιαγέο όπσο 

γηα ρξήζε ζε εθαξκνγέο εκη-επηβιεπόκελνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ [10], κε πξόηεξε 

ζπλάξηεζε γηα ην δηάλπζκα ησλ α ηελ θαηαλνκή Dirichlet. Έηεξε παξαιιαγή είλαη ν 

αιγόξηζκνο BLU (Bayesian Linear Unmixing) [31] ν νπνίνο πεξηιακβάλεη έλα αξρηθό 

βήκα Αλάιπζεο Κπξίσλ ΢πληζησζώλ (Principal Component Analysis – PCA) γηα ηελ 

κείσζε ησλ δηαζηάζεσλ ησλ δεδνκέλσλ θαη ρξήζε ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο σο 

πξόηεξεο θαηαλνκήο γηα ην δηάλπζκα 𝑎. 

Οη Κ.Δ. Themelis θαη Α.Α. Rontogiannis [16], [32] πξόηεηλαλ ηνλ B-ICE (Bayesian 

Iterative Conditional Expectations), έλαλ αιγόξηζκν γηα εκη-επηβιεπόκελν θαζκαηηθό 

δηαρσξηζκό, όπνπ νη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ θαζαξώλ πιηθώλ δηαιέγνληαη από κία 

δεδνκέλε θαζκαηηθή βηβιηνζήθε. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, κε Φ ηνλ πίλαθα θαζκαηηθώλ 
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ππνγξαθώλ ηεο βηβιηνζήθεο απηήο θαη 𝑤 ηα πνζνζηά ζπκκεηνρήο, ε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο, δεδνκέλνπ θαλνληθνύ ζνξύβνπ κε δηαθύκαλζε 𝛽−1 είλαη ε εμήο: 

                               𝑝 y 𝑤, 𝛽 = (2𝜋)−
𝛭

2 𝛽−
𝛭

2 𝑒𝑥𝑝  −
𝛽

2
 y − Φ𝑤 2

2                           (8) 

Λόγσ ηεο ζπλζήθεο ηεο αξαηόηεηαο πνπ δηέπεη ηηο ηηκέο ησλ w ζηηο εκη-επηβιεπόκελεο 

εθαξκνγέο, πξνηάζεθε λα ρξεζηκνπνηεζεί ε ζπλάξηεζε ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο 

𝑤 ~ 𝑁𝑅+
𝑁 (𝑤0, 𝛽−1𝛬−1), θνινβσκέλε ζην ζεηηθό ππόρσξν 𝑅+

𝑁, (truncated Gaussian 

prior) σο πξόηεξε γηα ηηο ηηκέο ησλ w. ΢ηελ παξαπάλσ θαηαλνκή, ν 𝛬−1 είλαη έλαο 

δηαγώληνο πίλαθαο πνπ εκπεξηέρεη ηηο ηηκέο ησλ ππεξπαξακέηξσλ 𝛾 = [𝛾1 , 𝛾2 , . . , 𝛾𝑁]
Σ

, 

θάζε κία από ηηο νπνίεο αθνινπζεί κία θαηαλνκή Γάκα 𝐺(𝛾𝑖1,
𝜆𝑖

2
). Η θαλνληθή θαηαλνκή 

ησλ w ζε ζπλδπαζκό κε ηηο θαηαλνκέο Γάκα ησλ κεηαβιεηώλ 𝛾, παίξλεη ηε κνξθή 

θνινβσκέλεο θαηαλνκήο Laplace, ε νπνία ηθαλνπνηεί ηελ ζπλζήθε ηεο αξαηόηεηαο. Γηα 

ηελ παξάκεηξν 𝛽 πξνηάζεθε επίζεο θαηαλνκή Γάκα σο πξόηεξε. 

Οη Altman et al. (2015) [20] παξνπζίαζαλ έλαλ αιγόξηζκν εκη-επηβιεπόκελνπ 

δηαρσξηζκνύ ν νπνίνο θαηά ηνλ ππνινγηζκό ησλ πνζνζηώλ ησλ θαζαξώλ πιηθώλ 

ιακβάλεη ππόςε θαη ηα νθηώ γεηηνληθά εηθνλνζηνηρεία. Απηό ην επέηπραλ αλαιύνληαο 

ηνλ πίλαθα 𝐴𝑅×𝑁  ησλ δηαλπζκάησλ ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο σο ην γηλόκελν ΖʘΧ 

δύν πηλάθσλ Ζ θαη Χ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ν πίλαθαο Ζ∈ 0,1 𝑅×𝑁 πεξηέρεη έλα 

ζύλνιν κεηαβιεηώλ Bernoulli πνπ ππνδειώλνπλ ηελ παξνπζία ή απνπζία ελόο 

θαζαξνύ πιηθνύ ζηνλ πεξίγπξν ηνπ εηθνλνζηνηρείνπ, ελώ ν πίλαθαο Χ∈𝑅𝑅×𝑁  πεξηέρεη 

ζεηηθέο ηηκέο ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο. Οη Altman et al. πξόηεηλαλ έλα ηεξαξρηθό 

κνληέιν Ising γηα ηηο ηηκέο ηνπ Ζ, ζε ζπλδπαζκό κε ηελ ρξήζε ηεο θνινβσκέλεο 

θαλνληθήο θαηαλνκήο 𝑥𝑟,𝑛 |𝑠𝑟
2  ~ 𝑁𝑅+(0, 𝑠𝑟

2) γηα ηηο ηηκέο ηνπ Χ , ηεο αλάζηξνθεο Γάκα 

θαηαλνκήο 𝑠𝑟
2|𝛾, 𝜈 ~ 𝐼𝐺(𝛾, 𝜈) γηα ηελ ππεξπαξάκεηξν 𝑠 θαη ηελ πξόηεξε ζπλάξηεζε 

ηνπ Jeffrey γηα ηελ δηαθύκαλζε 𝜍2 ηνπ ζνξύβνπ. 

Οη Schmit et al. (2009) [37] πξόηεηλαλ έλαλ κε επηβιεπόκελν αιγόξηζκν θαζκαηηθνύ 

δηαρσξηζκνύ δηαηππώλνληαο ην πξόβιεκα σο παξαγνληνπνίεζε κε αξλεηηθώλ 

πηλάθσλ (Non-Negative Matrix Factorization - NMF). Σν πξόβιεκα ηεο NMF κπνξεί λα 

δηαηππσζεί σο Χ=ΑΒ+Ε, όπνπ Χ∈𝑅𝛪×𝐽  ν πίλαθαο δεδνκέλσλ ν νπνίνο 

παξαγνληνπνηείηαη σο ην γηλόκελν δύν κε αξλεηηθώλ πηλάθσλ, Α∈𝑅+
𝛪×𝑁 θαη B∈𝑅+

𝑁×𝐽
, 

κε Ε∈𝑅𝛪×𝐽   έλαλ πίλαθα ππνινίπσλ. Γηα ηελ επίιπζε νη Schmit et al. πξόηεηλαλ ηελ 

ρξήζε ελόο ηεξαξρηθνύ κνληέινπ θαη ηεο δεηγκαηνιεςίαο Gibbs, κε ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή πσο πξόηεξε θαηαλνκή γηα ηα Α θαη Β, θαη ηελ αληίζηξνθε Γάκα θαηαλνκή 

πσο πξόηεξε γηα ηελ κεηαβιεηόηεηα ηνπ ζνξύβνπ. Η κέζνδνο NMF ρξεζηκνπνηήζεθε 

θαη από ηνπο Arngren et al. (2010) [38] νη νπνίνη πξόηεηλαλ ηελ ρξήζε κίαο πξόηεξεο 
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ζπλάξηεζεο όγθνπ (volume prior) γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ simplex πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηνλ θαζκαηηθό ρώξν.  

Οη J.Hahn θαη A. Zoubir (2017) [39] πξόηεηλαλ έλαλ αιγόξηζκν κε επηβιεπόκελνπ 

θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ ν νπνίνο ρξεζηκνπνηεί ζηνηρεία ηεο κεζόδνπ IBP (Indian 

Buffing Process) γηα ηελ εμαγσγή ησλ θαζαξώλ πιηθώλ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ν 

πίλαθαο ησλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ ησλ Κ θαζαξώλ πιηθώλ εθθξάδεηαη σο ην 

γηλόκελν δύν πηλάθσλ ΑʘW, όπνπ 𝛢∈{0,1}𝛫×𝐿 ν πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ 

ελεξγνπνίεζεο, θαη 𝑊∈𝑅+
𝐾×𝐿 έλαο πίλαθαο βαξώλ. Ωο πξόηεξε ζπλάξηεζε γηα θάζε 

δηάλπζκα πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο ρξεζηκνπνηείηαη ε θαηαλνκή Dirichlet, θαη γηα ηελ 

δηαζπνξά ηνπ ζνξύβνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ε αληίζηξνθε Γάκα θαηαλνκή κε 

παξακέηξνπο 𝛼𝜍  θαη 𝛽𝜍 : 𝜍0
2 ~ 𝐼𝐺(𝛼𝜍 , 𝛽𝜍). Ωο πξόηεξε ζπλάξηεζε γηα ηελ κεηαβιεηή 

Α ρξεζηκνπνηείηαη ε δησλπκηθή Βήηα θαηαλνκή κε παξακέηξνπο 𝛼𝛼  θαη 𝛽𝛼 . Γηα ηελ 

κεηαβιεηή W ρξεζηκνπνηείηαη ε ίδηα πξόηεξε ζπλάξηεζε όγθνπ ησλ Arngren et al. [38]. 
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3.1. Διζαγυγή 

 

΢ηα ηεξαξρηθά κνληέια πνπ πεξηγξάθεθαλ ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν, γίλεηαη ε 

ππόζεζε πσο ν ζόξπβνο είλαη θαλνληθόο, δειαδή αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή 

(Gaussian noise). ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ θαλνληθνύ ζνξύβνπ, ην δηάλπζκα ηνπ ζνξύβνπ 

είλαη έλα ζύλνιν από ηπραίεο ηηκέο, αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο, νη νπνίεο αθνινπζνύλ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 0 θαη δηαθύκαλζε σ
2
. Απηό ζπλεπάγεηαη πσο ν πίλαθαο 

ζπκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ ζνξύβνπ είλαη δηαγώληνο θαη πσο θάζε ηηκή ηεο δηαγσλίνπ 

απηήο είλαη ε δηαθύκαλζε 𝜍2. 

΢ηελ πεξίπησζε ρξσκαηηθνύ ζνξύβνπ απηό δελ ηζρύεη, ζπλεπώο ζην ηεξαξρηθό κνληέιν 

ν πίλαθαο ζπκκεηαβιεηόηεηαο απνηειεί κία από ηηο πξνο εθηίκεζε κεηαβιεηέο θαη 

πξέπεη λα επηιερζεί κία πξόηεξε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο γηα απηήλ. ΢ηελ παξνύζα 

εξγαζία παξνπζηάδεηαη ην ηεξαξρηθό κνληέιν επιβλεπόμενος θαζμαηικού 

διασυπιζμού πνπ πξνηάζεθε από ηνπο Dobigeon et al. (2008) [3]. ΢ην παξόλ 

θεθάιαην πεξηγξάθεηαη ε κνξθή ηνπ ηεξαξρηθνύ κνληέινπ όπσο θαη ηα βήκαηα ηεο 

δεηγκαηνιεςίαο Gibbs πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηνλ αιγόξηζκν θαζκαηηθνύ 

δηαρσξηζκνύ. 

 

3.2. Πεπιγπαθή μονηέλος 

 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζην Κεθάιαην 1, ην γξακκηθό κνληέιν κίμεο έρεη ηελ κνξθή: 

                                                           y = M+𝑎+ + n                                                          (9) 

όπνπ M+ = [m1, m2, … , m𝑅] ν πίλαθαο θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ ησλ R θαζαξώλ 

πιηθώλ θαη 𝛼+ = [𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑅]Σ ην δηάλπζκα ησλ πνζνζηώλ ζπκκεηνρήο, ζηελ 

ζπλέρεηα αλαθεξόκελν σο δηάλπζκα αθθονιών. 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ελόο ηεξαξρηθνύ κνληέινπ κε ππόζεζε ρξσκαηηθνύ ζνξύβνπ, γίλεηαη 

ε βαζηθή ππόζεζε πσο ην δηάλπζκα ζνξύβνπ n, όπσο απηό εκθαίλεηαη ζηελ ζπλάξηεζε 

ηνπ γξακκηθνύ κνληέινπ κίμεο (9), αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε πίλαθα 

ζπκκεηαβιεηόηεηαο Σ, δηαζηάζεσλ 𝐿 × 𝐿, όπνπ 𝐿 ν αξηζκόο ησλ θαλαιηώλ. ΢πλεπώο 

ην δηάλπζκα n αθνινπζεί ηελ πνιπδηάζηαηε θαλνληθή θαηαλνκή n ~ 𝑁(0𝐿 , Σ), όπνπ 0𝐿 

είλαη έλα κεδεληθό δηάλπζκα, κήθνπο 𝐿. 

Βάζεη ησλ ζηαηηζηηθώλ ηδηνηήησλ ηνπ δηαλύζκαηνο n, ην δηάλπζκα y ηεο ζπλάξηεζεο (9) 

αθνινπζεί ηελ πνιπδηάζηαηε θαλνληθή θαηαλνκή y ~ 𝑁(M+𝑎+, Σ) θαη ε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο, δειαδή ε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηνπ y, κε παξακέηξνπο ηηο αθζνλίεο 

𝑎+ θαη ηνλ πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο Σ, παίξλεη ηελ παξαθάησ κνξθή: 
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                            𝑓 y 𝑎+, Σ ∝  Σ −
1

2  exp  −
1

2
 y − M+𝑎+ Σ−1

2                             (10) 

Καηά ηελ επηινγή ησλ πξόηεξσλ ζπλαξηήζεσλ θάζε παξακέηξνπ, ζθνπόο είλαη ε 

επηινγή απηώλ πνπ ηθαλνπνηνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο πνπ δηέπνπλ ην κνληέιν ελώ 

ηαπηόρξνλα εθθξάδνπλ κε όζν ην δπλαηόλ θαιύηεξν ηξόπν ηελ εθ ησλ πξνηέξσλ 

γλώζε γηα ηηο παξακέηξνπο απηέο. 

΢ην ζεκείν απηό ζα γίλεη αλαθνξά ζε κία έλλνηα πνπ θαλεί ρξήζηκε παξαθάησ. Έζησ 

έλα ππνζύλνιν 𝑅𝑵 ηνπ Ν-δηάζηαηνπ Δπθιείδηνπ ρώξνπ 𝐑𝑵, κε ζεηηθό κέηξν θαηά 

Lebesgue, θαη έζησ κία ζπλάξηεζε Ν-δηάζηαηεο θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο 𝑝(𝑥 |𝜃 ) ηεο 

κεηαβιεηήο 𝑥  κε παξακέηξνπο 𝜃 . Σόηε σο Ι𝑅𝑵 𝑥   νξίδεηαη: 

                             Ι𝑅𝑵 𝑥  =  
1, 𝑥 ∈ 𝑅𝑵

0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑵 
                              

θαη σο 𝑥  ~ 𝑝𝑅𝑵(𝑥 |𝜃 ) ε θνινβσκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο ηεο 𝑝(𝑥 |𝜃 ) 

ζην 𝑅𝑵 κε 𝑝𝑅𝑵(𝑥 |𝜃 ) ∝ 𝑝(𝑥 |𝜃 )Ι𝑅𝑵 𝑥  .  

 

3.2.1. Ππόηεπη ζςνάπηηζη αθθονιών 

Γηα ηελ πξώηε παξάκεηξν, ηηο αθζνλίεο 𝑎+, δελ ππάξρεη θακία πξόηεξε γλώζε εθηόο 

από ηελ πξνϋπόζεζε όηη πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηελ ζπλζήθε ηεο κε αξλεηηθόηεηαο θαη 

ηελ ζπλζήθε ηεο πξνζζεηηθόηεηαο. Η ζπλζήθε ηεο πξνζζεηηθόηεηαο ζπλεπάγεηαη πσο 

ην δηάλπζκα 𝑎+ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο 𝑎+ = [𝛼Σ, 𝛼𝑅]Σ κε 𝛼 = [𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑅−1]Σ 

θαη 𝛼𝑅 = 1 −  𝑎𝑟
𝑅−1
𝑟=1  κεηώλνληαο ηνλ αξηζκό ησλ πξνο εθηίκεζε αθζνληώλ θαηά 1.  

Δπνκέλσο νη ηηκέο ηνπ 𝑎 πεξηνξίδνληαη εληόο ελόο simplex S, όπνπ: 

                             S =  𝑎 𝑎𝑟 ≥ 0, ∀𝑟 = 1, … , 𝑅 − 1,  𝑎𝑟 ≤ 1

𝑅−1

𝑟=1

                             (11) 

Με βάζε ηα παξαπάλσ κία πξόηεξε ζπλάξηεζε πνπ ηθαλνπνηεί όια ηα 

πξναλαθεξόκελα είλαη ε νκνηόκνξθε θαηαλνκή, πεξηνξηζκέλε ζην S κέζσ ηνπ δείθηε 

ΙS(): 

                                                             𝑓 𝑎 ∝ ΙS(α)                                                         (12) 
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3.2.2. Ππόηεπη ζςνάπηηζη πίνακα ζςμμεηαβληηόηηηαρ θοπύβος 

Όπσο αλαθέξζεθε ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην, ζηελ πεξίπησζε ιεπθνύ ζνξύβνπ 

n ~ 𝑁(0𝐿 , 𝜍2𝛪𝐿) ε πξόηεξε ζπλάξηεζε πνπ πξνηείλεηαη ζηελ βηβιηνγξαθία γηα ηελ 

παξάκεηξν 𝜍2 είλαη απηή ηεο αληίζηξνθεο Γάκα θαηαλνκήο. Ωζηόζν, ζηελ πεξίπησζε 

ρξσκαηηθνύ ζνξύβνπ, νη ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο 𝑛 δελ κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ 

αλεμάξηεηεο θαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλεο (independent and identically distributed – 

i.i.d.). 

Μία πξόηεξε ζπλάξηεζε πνπ εθθξάδεη ινηπόλ ηνλ πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο Σ είλαη 

απηή ηεο αληίζηξνθεο Wishart θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο, κε κέζε ηηκή D θαη 𝜈 βαζκνύο 

ειεπζεξίαο, ζε έλα ρώξν 𝐿 δηαζηάζεσλ: 

                                            Σ|𝜈, D ~ 𝑊𝐿
−1  𝜈 − 𝐿 − 1 D, 𝜈                                         (13) 

Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο αληίζηξνθεο Wishart θαηαλνκήο, εμαξηεκέλε 

από ην D εθθξάδεηαη σο εμήο [40]: 

              𝑓 Σ|𝜈, D =
 𝜈 − 𝐿 + 1 𝜈 2  D 𝜈 2 

2𝐿𝜈 2 Γ𝐿  
𝜈

2
  Σ  ν+𝐿+1 2 

etr  −
1

2
 𝜈 − 𝐿 − 1 Σ−1D ∝ 

∝
 D 𝜈 2 

 Σ  ν+𝐿+1 2 
etr  −

1

2
 𝜈 − 𝐿 − 1 Σ−1D                                  (14) 

Όπνπ Γ𝐿  
𝜈

2
  ε πνιπκεηαβιεηή ζπλάξηεζε Γάκα, ε έθθξαζε ηεο νπνίαο είλαη: 

                                       Γ𝐿  
𝜈

2
 = 𝜋𝐿(𝐿−1)/4  Γ 

𝜈 − 𝐿 + 𝑖

2
 

𝐿

𝑖=1

                                  (15) 

Η αληίζηξνθε Wishart θαηαλνκή απνηειεί ζπδπγή πξόηεξε θαηαλνκή γηα ηελ κεηαβιεηή 

Σ, ε παξάκεηξνο 𝜈 ηεο νπνίαο είλαη ζηαζεξή θαη εμαξηάηαη από ηελ πξόηεξε γλώζε γηα 

ηνλ Σ, δειαδή ηελ θύζε ηνπ ζνξύβνπ. Η απόζηαζε ηνπ Σ από ηελ κέζε ηηκή D 

εμαξηάηαη από ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ απηήο θαζώο  ε δηαθύκαλζε ηεο ζπλάξηεζεο 

(14) εθθξάδεηαη σο εμήο: 

                           var[Σ|𝜈, D] =
 𝜈 − 𝐿 + 1 D2 +  𝜈 − 𝐿 − 1 tr D D

 𝜈 − 𝐿 − 3  𝜈 − 𝐿 
                     (16) 

Βάζεη ηεο (16) πξνθύπηεη επίζεο πσο ε παξάκεηξνο 𝜈 πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ 

πξνϋπόζεζε 𝜈 > 𝐿 + 3. Η δεύηεξε παξάκεηξνο D είλαη έλαο δηαγώληνο πίλαθαο 

δηαζηάζεσλ 𝐿 × 𝐿:  
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                                                                    D = 𝛾𝛪𝐿                                                              17   

όπνπ ε γ είλαη κία ζεηηθή ξπζκηδόκελε ππεξπαξάκεηξνο. Βάζεη ηεο (17), ε ζπλάξηεζε 

(14) ηεο πξόηεξεο θαηαλνκήο ηνπ Σ κπνξεί πιένλ λα γξαθηεί σο εμήο: 

                             𝑓 Σ|𝜈, 𝛾 ∝
𝛾𝜈𝐿 2 

 Σ  ν+𝐿+1 2 
etr  −

𝛾

2
 𝜈 − 𝐿 − 1 Σ−1                     (18) 

 

3.2.3. Ππόηεπερ ζςναπηήζειρ ςπεππαπαμέηπυν 

Όπσο πξνθύπηεη από ηηο πξόηεξεο ζπλαξηήζεηο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, 

ππάξρεη κία κνλαδηθή ππεξπαξάκεηξνο 𝛾 γηα ηελ νπνία δελ ππάξρεη θακία πξόηεξε 

γλώζε. Η απώιεηα πξόηεξεο γλώζεο ππνδεηθλύεη ηελ ρξήζε ηεο πξόηεξεο ζπλάξηεζεο 

ηνπ Jeffrey, όπσο πξναλαθέξζεθε θαη ζηελ παξάγξαθν 2.1, θαη ε πξόηεξε ζπλάξηεζε 

εθθξάδεηαη σο εμήο: 

                                                             𝑓 𝛾 ∝
1

𝛾
l𝑹+ 𝛾                                                    (19) 

 

3.2.4. Δκ ηυν ςζηέπυν ζςνάπηηζη καηανομήρ πιθανόηηηαρ 

Δάλ ππνζέζνπκε έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ 𝜃 κε 𝜃 = {𝛼, 𝛴}, ηόηε ε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο 𝑓 y|𝜃  θαη ε ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ  𝑓 𝛾 , όπσο εκθαίλνληαη ζηηο 

εμηζώζεηο (10) θαη (19) ζρεκαηίδνπλ έλα ηεξαξρηθό κνληέιν δύν επηπέδσλ. Βάζεη ηνπ 

κνληέινπ απηνύ, ε εθ ησλ πζηέξσλ ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο 𝑓 𝜃|y  είλαη: 

          𝑓 𝜃|y =  𝑓 𝜃, 𝛾|y 𝑑𝛾 = 

=  𝑓 y|𝜃, 𝛾 𝑓 𝜃, 𝛾 𝑑𝛾 ∝  𝑓 y|𝜃 𝑓 𝜃|𝛾 𝑓 𝛾 𝑑𝛾                       (20) 

Με ηελ πξνϋπόζεζε όηη νη κεηαβιεηέο 𝛴 θαη 𝛼 είλαη κεηαμύ ηνπο αλεμάξηεηεο ηόηε ε 

ζπλάξηεζε ηεο από θνηλνύ θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο 𝑓 𝜃|𝛾 = 𝑓 𝛼, 𝛴|𝛾  ηζνύηαη κε ην 

γηλόκελν ησλ θαηαλνκώλ ησλ επηκέξνπο κεηαβιεηώλ 𝑓 𝛼  θαη 𝑓 𝛴|𝜈, 𝛾 . Οη εμηζώζεηο 

ησλ θαηαλνκώλ απηώλ δίλνληαη από ηηο (12) θαη (18), δίλνληαο ζηελ 𝑓 𝜃|𝛾  ηελ 

παξαθάησ κνξθή : 

                 𝑓 𝜃|𝛾 = 𝑓 𝛼, 𝛴|𝛾 = 𝑓 𝛼 𝑓 𝛴|𝜈, 𝛾 ∝ 

∝
𝛾𝜈𝐿 2 

 Σ  ν+𝐿+1 2 
etr  −

𝛾

2
 𝜈 − 𝐿 − 1 Σ−1 ΙS α                            (21) 
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Με ηελ 𝑓 𝑦|𝜃  όπσο δίλεηαη από ηελ εμίζσζε (10) θαη ηελ 𝑓 𝜃|𝛾  όπσο δίλεηαη από 

ηελ (21), ε εθ ησλ πζηέξσλ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο ηνπ 𝜃 πνπ θαίλεηαη ζηελ 

(20) παίξλεη ηελ κνξθή: 

    𝑓 𝜃|y ∝ (tr Σ−1 )−𝜈𝐿/2 Σ −(𝜈+𝐿+1)/2 × exp  −
1

2
 𝑦 − M+𝑎+ Σ−1

2  ΙS α     (22) 

Η ζπλάξηεζε απηή είλαη δελ κπνξεί λα ππνινγηζηεί αξηζκεηηθά, θαζώο δελ είλαη δπλαηόο 

ν ππνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηόο ηεο ζε θιεηζηή κνξθή. Γηα ηνλ ιόγν απηό 

πξνηείλεηαη ε ρξήζε ηεο κεζόδνπ δεηγκαηνιεςίαο Gibbs γηα ηελ παξαγσγή ηπραίσλ 

δεηγκάησλ ησλ κεηαβιεηώλ Σ θαη 𝑎+ από ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

πηζαλόηεηαο (22). 

 

3.3. Γειγμαηολητία με ηην μέθοδο Gibbs 

 

΢θνπόο ηνπ αιγνξίζκνπ δεηγκαηνιεςίαο πνπ ζα πεξηγξάςνπκε είλαη ε παξαγσγή 

ηπραίσλ δεηγκάησλ γηα ηηο κεηαβιεηέο Σ θαη 𝑎+ κε πεξηζσξηνπνίεζε ηεο εμίζσζεο (22) 

σο πξνο 𝑎 θαη σο πξνο Σ αληίζηνηρα. 

 

3.3.1. Παπαγυγή δειγμάηυν ηηρ μεηαβληηήρ 𝒂 

Με M = [m1, m2 , … , m𝑅−1] θαη 𝛼 = [𝛼1 , 𝛼2, … , 𝛼𝑅−1]Σ, ε ζπλάξηεζε ηεο εθ ησλ 

πζηέξσλ θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο (22), εμαξηεκέλε από ην Σ είλαη ε εμήο: 

                              𝑓 𝑎|Σ, y ∝ exp  −
 𝑎 − 𝜇 ΣΛ−1(𝛼 − 𝜇)

2
 ΙS α                           (23) 

όπνπ: 

                                   

 
 
 

 
 Λ =   Μ − m𝑅uΣ 

Σ
Σ−1 Μ − m𝑅uΣ  

−1

𝜇 = Λ   Μ − m𝑅uΣ 
Σ
Σ−1 y − m𝑅  

                               (24) 

κε u = [1,1, … ,1]Σ ∈ R𝑅−1. Η εμίζσζε (23) είλαη κία πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή 

θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 𝜇 θαη πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο Λ, θνινβσκέλε ζην δηάζηεκα 

S, 𝛼|Σ−1 ~ 𝑁S 𝜇, Λ . Λόγσ ηεο θνιόβσζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ζην simplex S, 

ηα παξαγόκελα α ηθαλνπνηνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο ηεο πξνζζεηηθόηεηαο θαη ηεο κε 

αξλεηηθόηεηαο. 
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3.3.1. Παπαγυγή δειγμάηυν ηηρ μεηαβληηήρ 𝚺 

Η παξαγσγή δεηγκάησλ γηα ηελ κεηαβιεηή Σ γίλεηαη ζε δύν βήκαηα: 

Βήκα 1ν: παξαγσγή δεηγκάησλ ηεο κεηαβιεηήο 𝛾 από ηελ ζπλδπαζηηθή ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο 𝑓 Σ, 𝛾|𝛼, y   εμαξηεκέλε από ην Σ, ε ζπλάξηεζε απηή έρεη ηελ 

κνξθή θαηαλνκήο Γάκα: 

                                          𝛾|𝛼, Σ, y ~ 𝐺  
𝜈𝐿

2
,
𝜈 − 𝐿 − 1

2
tr Σ−1                                 (25) 

Βήκα 2ν: παξαγσγή δεηγκάησλ ηεο κεηαβιεηήο Σ από ηελ ζπλδπαζηηθή ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο πηζαλόηεηαο 𝑓 Σ, 𝛾|𝛼, y   εμαξηεκέλε από ην γ, ε ζπλάξηεζε απηή έρεη ηελ 

κνξθή αλάζηξνθεο Wishart θαηαλνκήο: 

                                    Σ|𝜈, D ~ 𝑊𝐿
−1 𝛾 𝜈 − 𝐿 − 1 𝚰𝐿 + zzΣ, 𝜈 + 1                          (26) 

όπνπ z = y − M+𝑎+  

 

3.4. Ολοκληπυμένορ αλγόπιθμορ θαζμαηικού διασυπιζμού 

 

΢ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ν αιγόξηζκνο δεηγκαηνιεςίαο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ 

παξνύζα εξγαζία, θαη ν νπνίνο βαζίδεηαη ζην κνληέιν πνπ πεξηγξάθεθε παξαπάλσ. Ο 

αιγόξηζκνο απηόο αξρηθνπνηείηαη κε κία ηπραία αξρηθή εθηίκεζε ηνπ πίλαθα Σ, κία ηηκή 

ηεο παξακέηξνπ 𝜈, θαη κία ηηκή ηεο παξακέηξνπ 𝛾. 

Η αξρηθή ηηκή ηεο παξακέηξνπ 𝛾 νξίδεηαη 𝛾 = 4.8 × 10−3 κε βάζε ηε κέζε ηηκή 

αλαινγίαο ζήκαηνο θαη ζνξύβνπ (Average Signal to Noise Ratio - ASNR) ησλ 15dB, 

όπσο πξνηείλεηαη ζηελ [3]: 

                                                    ASNR =
1

𝛾𝐿
 M+𝑎+ = 15dB                                   (27) 

Η αξρηθνπνίεζε ηεο κεηαβιεηήο Σ γίλεηαη κε ηπραία δεηγκαηνιεςία από ηελ αληίζηξνθε 

Wishart θαηαλνκή 𝑊𝐿
−1  𝜈 − 𝐿 − 1 D, 𝜈  ηεο εμίζσζεο (13). Ο βαζκόο ειεπζεξίαο 𝜈 

ηεο θαηαλνκήο απηήο πξνηείλεηαη από ηελ [3] σο ίζνο κε 𝜈 = 𝐿 + 3 + 𝜂,  𝜂 ∈ N θαη 

𝜂 ≫ 1. Γηα πνιύ κεγάιεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 𝜂 (𝜂>100) ε δηαθύκαλζε ηεο 

αληίζηξνθεο Wishart θαηαλνκήο, όπσο απηή δίλεηαη από ηελ εμίζσζε (16), πιεζηάδεη ην 
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0 κε απνηέιεζκα ν ζόξπβνο λα παίξλεη ηελ κνξθή i.i.d. θαλνληθνύ ζνξύβνπ. ΢ηα 

πιαίζηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο νξίδεηαη 𝜂 = 30. 

Όπσο πξναλαθέξζεθε ε ζπλζήθε ηεο κε αξλεηηθόηεηαο γηα ηηο ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο 𝑎 

ηθαλνπνηείηαη από ηελ ιήςε δεηγκάησλ από κία θνινβσκέλε θαλνληθή θαηαλνκή ηεο 

εμίζσζεο (23). Ωζηόζν ε ηπραία δεηγκαηνιεςία κπνξεί λα έρεη απνηειέζκαηα πνπ δελ 

ηθαλνπνηνύλ ηελ ζπλζήθε ηεο πξνζζεηηθόηεηαο. Γηα απηό ηνλ ιόγν ην άζξνηζκα ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ 𝑎, ζην πξώην βήκα θάζε επαλάιεςεο, ειέγρεηαη σο πξνο ηελ ζπλζήθε 

απηή θαη ην δηάλπζκα 𝑎 θαλνληθνπνηείηαη εάλ δελ ηελ ηθαλνπνηεί. 

Δπίζεο αμίδεη λα αλαθεξζεί ζην ζεκείν απηό πσο ζηνπο ππνινγηζκνύο ηεο παξαπάλσ 

δεηγκαηνιεςίαο Gibbs ρξεζηκνπνηείηαη κόλν ν αληίζηξνθνο Σ−1, όπσο εκθαίλεηαη ζηηο 

εμηζώζεηο (24) θαη (25). Γηα λα απνθεπρζεί ε αλαζηξνθή ηνπ πίλαθα Σ ζε θάζε 

επαλάιεςε, γίλεηαη απεπζείαο εθηίκεζε ηνπ Σ−1 από ηελ Wishart θαηαλνκή, κε 

απνηέιεζκα ε εμίζσζε (13) λα αληηθαζίζηαηαη από ηελ: 

                                       Σ−1|𝜈, D ~ 𝑊𝐿    𝜈 − 𝐿 − 1 D 
−1

, 𝜈                                  (28) 

θαη ε εμίζσζε (26) αληηθαζίζηαηαη από ηελ: 

                              Σ−1|𝜈, D ~ 𝑊𝐿   𝛾 𝜈 − 𝐿 − 1 𝚰𝐿 + zzΣ 
−1

, 𝜈 + 1                   (29) 

Σα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ πεξηγξάθνληαη ζπλνπηηθά ζηνλ παξαθάησ Πίλαθα: 

Αλγόριθμος δειγμαηοληυίας Gibbs, με σπόθεζη τρφμαηικού θορύβοσ 

Αρχικοποίηση: 

- η = 30 

- ν = L + 3+ η 

- γ
(0)

 = 4.8 × 10
-3

 

- αρτικοποίηζη ηοσ Σ
(0)

 βάζει ηης (28) 

Δειγματοληψία 

for i=1,2,… do 

   εκηίμηζε ηο α
(i)

 βάζει ηφν (23) και (24) 

   εκηίμηζε ηο γ
(i)

 βάζει ηης (25) 

   εκηίμηζε ηο Σ
(i)

 βάζει ηης (29) 

endfor 

 

 

 

 

 



 
 

 

  



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 
 

ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΧ΢Η ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΤ  

΢Δ ΤΠΔΡΦΑ΢ΜΑΣΙΚΑ ΓΔΓΟΜΔΝΑ 
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4.1. Διζαγυγή 

 

΢ην θεθάιαην απηό πεξηγξάθεηαη ηεο εθαξκνγήο ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Κεθαιαίνπ 3. Ο 

αιγόξηζκνο απηόο αλαπηύρζεθε ζε πεξηβάιινλ γιώζζαο R κε ζθνπό ηελ εθαξκνγή ηνπ 

ζε θαηάιιεια επεμεξγαζκέλα δεδνκέλα ππεξθαζκαηηθώλ δεθηώλ. Ιδηαίηεξε ζεκαζία 

δόζεθε ζηελ αμηνιόγεζε ηεο ζύγθιηζεο ηεο δεηγκαηνιεςίαο Gibbs, θαη ζηελ βειηίσζε 

ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο κέζσ παξάιιεινπ πξνγξακκαηηζκνύ. Σέινο, έγηλε εθαξκνγή θαη 

αμηνιόγεζε κε βάζε ηελ ηαρύηεηα εθηέιεζεο θαη ηελ πνηόηεηα ησλ απνηειεζκάησλ. 

 

4.2. Τπεπθαζμαηικά δεδομένα 

 

Γηα ηηο αλάγθεο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο ππεξθαζκαηηθά δεδνκέλα ηνπ δέθηε AVIRIS, ηα 

νπνία δηαηίζεληαη ζε δεκόζηεο βηβιηνζήθεο δεδνκέλσλ. Ο δέθηεο AVIRIS (Airborne 

Visible/Infared Imaging Spectrometer) είλαη αεξνκεηαθεξόκελνο ππεξθαζκαηηθόο 

δέθηεο ν νπνίνο ιακβάλεη εηθόλεο ζε έλα εύξνο 400 nm έσο 2500 nm κήθνπο θύκαηνο, 

κε θαζκαηηθή αλάιπζε 224 θαλαιηώλ. 

Η ιήςε πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη κία πηήζε ηνπ δέθηε AVIRIS πάλσ από ηελ πεξηνρή 

Indian Pines ζηελ βόξεην-δπηηθή Ιληηάλα. Σα ππεξθαζκαηηθά δεδνκέλα ζπλνδεύνληαη 

από ηαπηόρξνλε κε ηελ ιήςε, κειέηε ηεο θάιπςεο γεο θαη ιήςεηο δεηγκάησλ επί ηνπ 

εδάθνπο. Σα δεδνκέλα απηά εθηείλνληαη ζε 145 ζεηξέο 145 εηθνλνζηνηρείσλ (145x145, 

Δηθόλα 4.1), από ην νπνίν έρνπλ αθαηξεζεί ηα θαλάιηα 104-108, 150-163 θαη 220 ηα 

νπνία έρνπλ αμηνινγεζεί κε αμηνπνηήζηκα ιόγσ κεγάινπ πνζνζηνύ ζνξύβνπ θαη 

πςειήο απνξξόθεζεο αηκνζθαηξηθώλ πδξαηκώλ.  

 

 
Δικόνα 4.1: Φπζηθό έγρξσκν ζύλζεην ηεο ιήςεο Indian Pines (αξηζηεξά)  

κε ηηο 16 θαηεγνξίεο θάιπςεο γεο (δεμηά). 
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1 Alfa - Alfa 

2 Corn - No till 

3 Corn - Min 

4 Corn 

5 Grass/Pasture 

6 Grass/Trees 

7 Grass/Pasture - Mowed 

8 Hay - Windrowed 

9 Oats 

10 Soybeans - No till 

11 Soybeans - Min 

12 Soybeans - Clean 

13 Wheat 

14 Woods 

15 Building - Grass - Tree - Drives 

16 Stone-steel Towers 

Πίνακαρ 4.1: Οη 16 θαηεγνξίεο θάιπςεο γεο γηα ηελ ιήςε Indian Pines. 

 

 

Δικόνα 4.2: Απνκόλσζε ηνπ ηκήκαηνο 20x20 ηεο αξρηθήο εηθόλαο Indian Pines. 
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Δπίζεο γηα ηα δεδνκέλα απηά έρεη ππνινγηζηεί ν θαζκαηηθόο ππνρώξνο ηνπ ζήκαηνο 

θαη έρεη εθηηκεζεί ν βέιηηζηνο αξηζκόο θαζαξώλ ζηόρσλ (endmembers) κε εθαξκνγή 

ηεο κεζόδνπ ODM (Outlier Detection Method). Ο αξηζκόο ησλ θαζαξώλ ζηόρσλ είλαη 16 

γηα ην ηκήκα ησλ 145x145 εηθνλνζηνηρείσλ [45]. Οη θαηεγνξίεο απηέο εκθαίλνληαη ζηελ 

Δηθόλα 4.1 θαη θαηαγξάθνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.1. 

Γηα ηηο αλάγθεο ηεο εθαξκνγήο ρξεζηκνπνηήζεθε ην αξρηθό ζύλνιν δεδνκέλσλ θαη  ηξία 

επηπιένλ ζύλνια πνπ θαηαζθεπάζηεθαλ κε βάζε ηνλ αξρηθό θύβν δεδνκέλσλ. 

΢πγθεθξηκέλα απνθόπεθε έλα ηκήκα ρσξηθώλ δηαζηάζεσλ 20x20 εηθνλνζηνηρείσλ 

(Δηθόλα 4.2). ΢ηελ ζπλέρεηα, ηα ζύλνια δεδνκέλσλ, δηαζηάζεσλ 145x145 θαη 20x20 

αληίζηνηρα, ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ δεκηνπξγία δύν επηπιένλ ζπλόισλ, κε 

αληίζηνηρεο ρσξηθέο δηαζηάζεηο, ηα νπνία όκσο πεξηνξίδνληαη ζε 40 θαλάιηα πνπ 

θαιύπηνπλ ην δηάζηεκα ησλ 567 nm έσο 1285 nm, δειαδή ζην ηκήκα ηνπ θάζκαηνο 

από ην θίηξηλν έσο ην εγγύο ππέξπζξν. ΢ε απηό ηνπ ηκήκα πεξηέρεηαη ε πεξηνρή ηνπ 

θάζκαηνο πεξηέρεηαη ε πεξηνρή όπνπ έρνπκε ηελ “θόθθηλε αθκή” (red edge) ε νπνία 

είλαη βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ηεο θαζκαηηθήο ππνγξαθήο ησλ θαιιηεξγεηώλ [47]. Καζόηη 

ε ιήςε Indian Pines απνηειείηαη θαηά δύν ηξίηα από θαιιηέξγεηεο θαη θαηά έλα ηξίην από 

δαζηθέο εθηάζεηο ή άιιεο ρξήζεηο γεο (θηίζκαηα  θιπ.), ην θαζκαηηθό ηκήκα απηό είλαη 

επαξθέο.  

 

4.3. Δπιλογή καθαπών ζηόσυν 

 

Όπσο πξναλαθέξζεθε ζην Κεθάιαην 3, ν αιγόξηζκνο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί αλήθεη 

ζηελ θαηεγνξία ησλ επιβλεπόμενυν μεθόδυν θαζμαηικού διασυπιζμού, δειαδή, νη 

θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ θαζαξώλ ζηόρσλ ζεσξνύληαη γλσζηέο θαη δελ απνηεινύλ 

πξνο εθηίκεζε κεηαβιεηή. 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο παξνύζαο εξγαζίαο δελ δηαηίζεληαη νη θαζκαηηθέο ππνγξαθέο ησλ 

θαζαξώλ ζηόρσλ, θαη ν αξηζκόο ηνπο έγηλε γλσζηόο κε ηελ εθαξκνγή ηνπ ODM. Γηα ηνλ 

ιόγν απηό επηιέρζεθε ε εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ NFINDR γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ ησλ θαζαξώλ ζηόρσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ 

εθηίκεζε ησλ αθζνληώλ ζην θάζε εηθνλνζηνηρείν. Η κέζνδνο ζεσξεί όηη νη θαζαξνί 

ζηόρνη ππάξρνπλ ζηελ εηθόλα σο εηθνλνζηνηρεία. 

Ο αιγόξηζκνο NFINDR πνπ εθαξκόζηεθε επηιέρζεθε από ην παθέην unmixR ηεο 

γιώζζαο R, θαη ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ εμαγσγή ησλ θαζκαηηθώλ ππνγξαθώλ ησλ 

θαζαξώλ ζηόρσλ. Γηα ηελ εηθόλα ησλ 145x145 εηθνλνζηνηρείσλ ν αιγόξηζκνο NFINDR 

εθηειέζηεθε γηα 16 θαζαξνύο ζηόρνπο, ελώ γηα ην ηκήκα ησλ 20x20 εηθνλνζηνηρείσλ 

εθαξκόζηεθε γηα 5 θαζαξνύο ζηόρνπο. Δδώ αμίδεη λα ζεκεησζεί πσο ζην ηκήκα 20x20 

εθαξκόζηεθε κάζθα γηα λα αθαηξεζνύλ ηα εηθνλνζηνηρεία πνπ δελ αληηζηνηρνύλ ζε 

θαηεγνξία, ζύκθσλα κε ηα δεδνκέλα πνπ ζπιιέρζεθαλ από ην πεδίν. Με απηόλ ηνλ 
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ηξόπν νη 5 θαζαξνί ζηόρνη αληηζηνηρνύλ ζηηο 5 θαηεγνξίεο ηνπ ηκήκαηνο 20x20, όπσο 

απηέο δίλνληαη από ηα δεδνκέλα πεδίνπ 

 

4.4. ΢ύγκλιζη αλςζίδαρ Marcov και σπόνοι εκηέλεζηρ 

 

Αξρηθά έγηλε πεηξακαηηθή εθαξκνγή επηιεθηηθά ζε δύν ηπραία εηθνλνζηνηρεία, κε ζθνπό 

ηελ κειέηε ηεο ζύγθιηζεο ηεο αιπζίδαο Markov θαη ηελ βειηίσζε ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο 

ηνπ αιγνξίζκνπ ππνινγηζκνύ ησλ αθζνληώλ κε βάζε ηελ Μπεϋδηαλή πξνζέγγηζε. 

΢ηελ Δηθόλα 4.3 παξνπζηάδνληαη ηα δηαγξάκκαηα κεηαβνιήο ησλ ηηκώλ (traceplots) ησλ 

κεηαβιεηώλ ηεο αιπζίδαο, δειαδή γηα ηηο ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο 𝑎+ θαη ηνπ πίλαθα Σ, 

γηα 5 θαζαξνύο ζηόρνπο. Γηα ηνλ πίλαθα Σ απεηθνλίδεηαη ε ηηκή ηνπ ίρλνπο ηνπ πίλαθα 

ζπκκεηαβιεηόηεηαο (tr Σ ). Μία θαιύηεξε κέζνδνο παξαηήξεζεο ηεο ζύγθιηζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο είλαη ε εμέηαζε ηεο εξγνδηθόηεηαο ηεο αιπζίδαο κε ηελ ρξήζε 

ηνπ εξγνδηθνύ κέζνπ όξνπ (ergodic average). Καηά ηνλ Walters (1982) [47], σο 

εξγνδηθή νλνκάδεηαη κία αιπζίδα Markov ε νπνία είλαη κε πεξηνδηθή θαη ζηελ νπνία 

νπνηαδήπνηε λέα θαηάζηαζε κπνξεί λα επέιζεη ακέζσο κεηά από νπνηαδήπνηε 

πξνεγνύκελε θαηάζηαζε κέζα ζε πεξηνξηζκέλν αξηζκό Ν βεκάησλ. Ο εξγνδηθόο κέζνο 

ππνινγίδεηαη από ηελ εμίζσζε: 

                                                  ergmean =  lim
𝑛→∞

1

𝑛
 𝛼𝑘

𝑛−1

𝑘=0

                                            (30) 

Από ηα  δηαγξάκκαηα ηνπ εξγνδηθνύ κέζνπ πνπ παξνπζηάδνληαη ζηελ Δηθόλα 4.4, 

πξνθύπηεη πσο νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ εκθαίλεηαη λα ζπγθιίλνπλ κεηά ηηο 5000-6000 

επαλαιήςεηο.  

Δπίζεο έγηλε έιεγρνο ησλ δηαγξακκάησλ απηνζπζρέηηζεο γηα ηελ κεηαβιεηή 𝑎+, κεηά 

ηηο πξώηεο 5000 επαλαιήςεηο. ΢ηα δηαγξάκκαηα απηνζπζρέηηζεο εμεηάδεηαη ε ηηκή 

ζπζρέηηζεο κεηαμύ δηαδνρηθώλ βεκάησλ, ε νπνία πξέπεη λα κεδελίδεηαη κεηά ην ηέινο 

ηεο burn-in πεξηόδνπ [48]. Από ηα δηαγξάκκαηα ηεο Δηθόλαο 4.5 πξνθύπηεη πσο 

πξάγκαηη ε απηνζπζρέηηζε γηα θάζε ζηνηρείν ηνπ δηαλύζκαηνο 𝑎+ κεδελίδεηαη κεξηθέο 

επαλαιήςεηο κεηά ηηο 5000, γεγνλόο πνπ ππνδειώλεη ζύγθιηζε. 
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Δικόνα 4.3: Γηαγξάκκαηα κεηαβνιήο ησλ αθζνληώλ α θαη ηνπ ίρλνπο ηνπ πίλαθα ΢ 

 

 



42 
 

 

 

 

 

Δικόνα 4.4: Γηαγξάκκαηα εξγνδηθνύ κέζνπ ησλ αθζνληώλ α θαη ηνπ ίρλνπο ηνπ πίλαθα ΢ 

 



43 
 

 

 

 

 

 

Δικόνα 4.5: Γηαγξάκκαηα απηνζπζρεηίζεσλ ησλ αθζνληώλ α 
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Σέινο εμεηάζηεθε θαη ε ηηκή ηνπ δηαγλσζηηθνύ δείθηε ζύγθιηζεο ηνπ Geweke (Geweke‟s 

diagnostic) [49]. Ο δηαγλσζηηθόο δείθηεο ηνπ Geweke ππνινγίδεη ηελ κέζε ηηκή ησλ 

ηηκώλ ηεο κεηαβιεηήο ζε έλα πξώην δηάζηεκα 𝜅 αξρηθώλ επαλαιήςεσλ θαη ηελ 

ζπγθξίλεη κε ηελ κέζε ηηκή ηνπ δηαζηήκαηνο 𝑛 ησλ ηειεπηαίσλ επαλαιήςεσλ ηεο 

αιπζίδαο: 

                                                 var =
𝜃 𝜅 − 𝜃 𝑛

 𝑉𝑎𝑟 𝜃𝜅 + 𝑉𝑎𝑟(𝜃𝑛)
                                        (31) 

 

Σειηθή απόθιηζε εληόο ηνπ δηαζηήκαηνο (-2,2) ππνδειώλεη πσο έρεη επέιζεη ζύγθιηζε 

εληόο ηνπ δηαζηήκαηνο 𝜅. Παξαθάησ θαίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο ηνπ 

θξηηεξίνπ Geweke ζηα πέληε ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο 𝑎+, θαη ζην δηάζηεκα από ηηο 

5500 έσο 20000 επαλαιήςεηο, εδώ ην πξώην δηάζηεκα είλαη ην πξώην 10% ησλ 

επαλαιήςεσλ (frac1, 5500 εσο 6950 επαλαιήςεηο) θαη ην δεύηεξν δηάζηεκα (frac2, 

12750 έσο 20000) είλαη ην ηειεπηαίν 50% ησλ επαλαιήςεσλ. Από ηηο ηηκέο ηνπ 

θξηηεξίνπ (var1 έσο var5) πξνθύπηεη πσο έρεη επέιζεη ζύγθιηζε ζην πξώην δηάζηεκα: 

 

 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη πσο ην δηάζηεκα ηεο burn-in πεξηόδνπ είλαη πεξίπνπ νη 

έμη ρηιηάδεο επαλαιήςεηο, όπνπ θαη ε αιπζίδα εκθαλίδεη ζύγθιηζε. Σν πιήζνο ησλ 

απαηηνύκελσλ επαλαιήςεσλ ζπλεπάγεηαη κεγάιν θόζηνο ρξόλνπ, θαη απαηηήζεθε ε 

αλαδήηεζε κεζόδσλ κείσζεο ηνπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ. 

΢ύκθσλα κε ηηο [41] θαη [42], νη αιγόξηζκνη θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ απνηεινύλ 

ηδαληθέο κεζόδνπο γηα παξάιιειν πξνγξακκαηηζκό (parallel processing) ζε 

επεμεξγαζηέο κε πνιιαπινύο ππξήλεο, δεδνκέλνπ όηη ηα εηθνλνζηνηρεία είλαη 

αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο. ΢πλεπώο, είλαη εθηθηή ε επεμεξγαζία εηθνλνζηνηρείσλ 

παξάιιεια, εθηειώληαο κία αιπζίδα ζε θάζε ππξήλα. Η κέζνδνο απηή εθαξκόζηεθε 

ζηα πξναλαθεξόκελα ζύλνια δεδνκέλσλ, κε 40 ή 200 θαλάιηα θαη 5 ή 16 θαζαξνύο 

ζηόρνπο, κε 15000 επαλαιήςεηο, ζε δνθηκέο κε 1, 4 θαη 8 εηθνλνζηνηρεία αλά δνθηκή. Οη 

ππνινγηζκνί έγηλαλ ζε ζύζηεκα Windows 10 – 64 bit, κε επεμεξγαζηή Intel i7-7700, 

3.60 GHz, κε 8 δηαζέζηκνπο ππξήλεο, 16 GB RAM, θαη πξνέθπςαλ νη παξαθάησ 

ελδεηθηηθνί ρξόλνη εθηέιεζεο: 

 



45 
 

 

Καθαποί ΢ηόσοι 

5 16 

Κανάλια 

40 
1 pixels: 21.06 sec 
4 pixels: 27.73 sec 
8 pixels: 47.64 sec 

1 pixels:  84.14 sec 
4 pixels: 103.25 sec 
8 pixels: 174.56 sec 

200 
1 pixels: 257.42 sec 
4 pixels: 285.75 sec 
8 pixels: 622.53 sec 

1 pixels: 276.75 sec 
4 pixels: 394.53 sec 
8 pixels: 796.88 sec 

Πίνακαρ 4.1: Δλδεηθηηθνί ρξόλνη εθηέιεζεο δηαρσξηζκνύ 

 

Παξαηεξείηαη πσο ε δπλαηόηεηα επεμεξγαζίαο 8 εηθνλνζηνηρείσλ ηαπηόρξνλα εκθαλίδεη 

αμηνζεκείσηε κείσζε ζηνλ ρξόλν ζε ζύγθξηζε κε ηελ ζεηξηαθή επεμεξγαζία 

εηθνλνζηνηρείσλ. 

 

4.5. Αξιολόγηζη αποηελεζμάηυν 

 

Από ηηο δνθηκαζηηθέο εθαξκνγέο ζε δύν ηπραία εηθνλνζηνηρεία, έγηλε ζύγθξηζε ηεο 

θαζκαηηθήο ππνγξαθήο ηνπ όπσο απηή πξνθύπηεη ζύκθσλα κε ην γξακκηθό κνληέιν 

κίμεο (estimated), κε ηελ ππνγξαθή ηνπ εηθνλνζηνηρείνπ, όπσο απηή πξνθύπηεη από ηελ 

αλάγλσζε ηεο δνξπθνξηθήο εηθόλαο (real). Η δνθηκαζηηθή εθαξκνγή έγηλε α) γηα εηθόλα 

200 θαλαιηώλ κε ρξήζε 16 θαζαξώλ ζηόρσλ θαη β) γηα εηθόλα 40 θαλαιηώλ κε ρξήζε 5 

θαζαξώλ ζηόρσλ. Παξαηεξήζεθε πσο ζηελ εθαξκνγή κε ρξήζε ησλ 200 θαλαιηώλ, ε 

εθηηκώκελε θαζκαηηθή ππνγξαθή απνθιίλεη από ηελ πξαγκαηηθή (Δηθόλα 4.5), σζηόζν 

ζηελ εθαξκνγή κε ρξήζε 40 κόλν θαλαιηώλ ε πξνζέγγηζε είλαη αθξηβέζηεξε (Δηθόλα 

4.6) 
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Δικόνα 4.5: ΢ύγθξηζε εθηηκώκελεο (θόθθηλν) θαη πξαγκαηηθήο (κπιε)  

θαζκαηηθήο ππνγξαθήο 200 θαλαιηώλ γηα δύν εηθνλνζηνηρεία. 
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Δικόνα 4.6: ΢ύγθξηζε εθηηκώκελεο (θόθθηλν) θαη πξαγκαηηθήο (κπιε) 

θαζκαηηθήο ππνγξαθήο 40 θαλαιηώλ γηα δύν εηθνλνζηνηρεία. 



48 
 

Δικόνα 4.7: ΢ύγθξηζε αθζνληώλ δύν εηθνλνζηνηρείσλ από ηνλ αιγόξηζκν Bayes (κπιε) θαη ηνλ 

αιγόξηζκν ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (θόθθηλν) γηα 200 θαλάιηα (δεμηά), θαη 40 θαλάιηα (αξηζηεξά). 

 

΢ηα ίδηα εηθνλνζηνηρεία εθαξκόζηεθε επίζεο θαη έλαο αιγόξηζκνο επίιπζεο ηνπ 

γξακκηθνύ κνληέινπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ, ν νπνίνο ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ππό ηνπο πεξηνξηζκνύο ηεο κε αξλεηηθόηεηαο θαη ηεο 

πξνζζεηηθόηεηαο θαη κε ππόζεζε ιεπθνύ ζνξύβνπ. Καη απηόο ν αιγόξηζκνο επηιέρζεθε 

από ηελ βηβιηνζήθε hsdar ηεο R. Οη αθζνλίεο πνπ ππνινγίζηεθαλ από ηνλ αιγόξηζκν 

απηό ζπγθξίζεθαλ κε ηηο αθζνλίεο πνπ πξνέθπςαλ από  ηελ εθαξκνγή ηνπ 

ζπκπεξαζκνύ Bayes θαη ηα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη γξαθηθά (Δηθόλα 4.7). ΢ηελ 

εηθόλα 4.7 παξαηεξνύληαη αμηνζεκείσηεο δηαθνξέο κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ νη 

νπνίεο ελ κέξεη κπνξνύλ λα απνδνζνύλ ζηελ δηαθνξεηηθή ζεώξεζε ηνπ ζνξύβνπ 

(ιεπθόο θαη ρξσκαηηθόο) από ηηο δύν κεζόδνπο αληίζηνηρα. 
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Δπίζεο έγηλε έιεγρνο ηνπ εθηηκώκελνπ πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ ζνξύβνπ γηα 

θάζε εηθνλνζηνηρείν, ΢ηελ εηθόλα 4.8 παξαηίζεηαη ε νπηηθνπνίεζε ησλ πηλάθσλ 

ζπκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ ζνξύβνπ (δηαζηάζεσλ 40x40) γηα ηα δύν ηπραία εηθνλνζηνηρεία, 

ζηελ δνθηκή κε 40 θαλάιηα θαη 5 θαζαξνύο ζηόρνπο. Ο ζόξπβνο δελ είλαη ιεπθόο θαζώο 

νη ηηκέο ηνπ πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο δελ πεξηνξίδνληαη κόλν ζηελ δηαγώλην, σζηόζν 

ηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ εκθαλίδνπλ πνιύ κεγαιύηεξεο ηηκέο θαη ζα κπνξνύζακε λα 

ηζρπξηζηνύκε, γεληθεύνληαο, όηη πξνζεγγίδεη ιεπθό ζόξπβν. 

 
Δικόνα 4.8: Οπηηθνπνίεζε ησλ πηλάθσλ ζπκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ ζνξύβνπ γηα δύν εηθνλνζηνηρεία. 

 

4.6. Δθαπμογή ζηα δεδομένα ηηρ λήτηρ 

 

Η εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ ζε πξαγκαηηθά δεδνκέλα έγηλε ζηηο ηαμηλνκεκέλεο 

πεξηνρέο πεξηνξηζκέλνπ ηκήκαηνο ηεο εηθόλαο, δειαδή ζην ηκήκα ησλ 20x20 

εηθνλνζηνηρείσλ κε πέληε θαζαξνύο ζηόρνπο. Υξεζηκνπνηήζεθαλ κόλν 40 θαλάιηα θαη 5 

θαζαξνί ζηόρνη, θαη ε επεμεξγαζία δηήξθεζε 1104.89 sec, κε κέζν όξν 2.76 sec αλά 

εηθνλνζηνηρείν. Οη θαζαξνί ζηόρνη αληηζηνηρνύλ ζηηο θαηεγνξίεο γεο πνπ παξαηίζεληαη 

ζηνλ πίλαθα 4.3. Γηα ηα ίδηα δεδνκέλα εθαξκόζηεθε θαη ν αιγόξηζκνο ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ (LSR). Με ηηο ηηκέο ησλ αθζνληώλ πνπ πξνέθπςαλ από θάζε αιγόξηζκν γηα 

ηα εηθνλνζηνηρεία ηεο εηθόλαο, θαηαζθεπάζηεθαλ πέληε ράξηεο αθζνληώλ, ζηνπο νπνίνπο 

εκθαίλεηαη ε αλαινγία θάζε θαζαξνύ ζηόρνπ ζηελ εηθόλα (Δηθόλεο 4.9, 4.10, 4.11). Σα 

απνηειέζκαηα κε ηνπο ράξηεο θαηαλνκήο ησλ αθζνληώλ θαη ηνλ ράξηε ζθάικαηνο 

παξαηίζεληαη παξαθάησ: 

1 Soybeans - Min 

2 Soybeans - Clean 

3 Building - Grass - Tree - Drives 

4 Grass/Pasture 

5 Stone-steel Towers 

Πίνακαρ 4.3: Οη θαηεγνξίεο ησλ 5 θαζαξώλ ζηόρσλ γηα ην ηκήκα 20x20. 
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Δικόνα 4.9: Υάξηεο αθζνληώλ α1 θαη α2, εηθόλα Ground Truth θαη ςεπδέγρξσκν ζύλζεην ζην εγγύο 

ππέξπζξν γηα ηελ εηθόλα 20x20 κε 5 θαζαξνύο ζηόρνπο. ΢ηελ εηθόλα Ground Truth νη θαηεγνξίεο 1 θαη 2 

εκθαίλνληαη κε γαιάδην θαη πξάζηλν ρξώκα αληίζηνηρα. 
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Δικόνα 4.10: Υάξηεο αθζνληώλ α3 θαη α4, εηθόλα Ground Truth θαη ςεπδέγρξσκν ζύλζεην ζην εγγύο 

ππέξπζξν γηα ηελ εηθόλα 20x20 κε 5 θαζαξνύο ζηόρνπο. ΢ηελ εηθόλα Ground Truth νη θαηεγνξίεο 3 θαη 4 

εκθαίλνληαη κε θίηξηλν θαη κπιε ρξώκα αληίζηνηρα. 
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Δικόνα 4.11: Υάξηεο αθζνλίαο α5, εηθόλα Ground Truth θαη ςεπδέγρξσκν ζύλζεην ζην εγγύο ππέξπζξν, 

γηα ηελ εηθόλα 20x20 κε 5 θαζαξνύο ζηόρνπο. ΢ηελ εηθόλα Ground Truth ε θαηεγνξία 5 εκθαίλεηαη θόθθηλν 

ρξώκα. 
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Παξαηεξνύκε πσο ππάξρνπλ απνθιίζεηο κεηαμύ ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ αιγνξίζκνπ 

ζπκπεξαζκνύ Bayes θαη ηνπ αιγνξίζκνπ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ. Οη κεγαιύηεξεο 

απνθιίζεηο εκθαλίδνληαη ζηηο θαηεγνξίεο θαιιηέξγεηαο ζόγηαο (Soybeans-Min, 

Soybeans-Clean) (Δηθόλα 4.9), ελώ νη απνθιίζεηο ζηηο ηηκέο αθζνληώλ ησλ ππόινηπσλ 

θαηεγνξηώλ είλαη πνιύ κηθξόηεξεο (Δηθόλεο 4.10, 4.11). Παξ‟ όια απηά παξαηεξνύκε 

πσο θαηά ηνλ ππνινγηζκό ησλ αθζνληώλ γηα θάζε θαηεγνξία, ν αιγόξηζκνο LSR 

ππνινγίδεη ρακειέο ηηκέο ζηα εηθνλνζηνηρεία άιισλ θαηεγνξηώλ, ελώ απηό δελ 

ζπκβαίλεη γηα ηνλ αιγόξηζκν ζπκπεξαζκνύ Bayes, ν νπνίνο δίλεη ειαθξώο πςειόηεξεο 

ηηκέο. Απηό έκκεζα νθείιεηαη ζηελ ππόζεζε ηνπ ρξσκαηηθνύ ζνξύβνπ. Ο αιγόξηζκνο 

ζπκπεξαζκνύ θαηά Bayes ππνζέηεη κεηαβιεηόηεηα ηνπ ζνξύβνπ ζηα θαλάιηα ηεο 

απεηθόληζεο, ηελ νπνία θαη ππνινγίδεη. Όκσο, γίλεηαη ε ππόζεζε πσο ηα θαλάιηα απηά 

έρνπλ δηαθνξεηηθό SNR, επνκέλσο ε θαζκαηηθή ππνγξαθή ηνπ θάζε εηθνλνζηνηρείνπ 

επί ηεο νπνίαο ππνινγίδνληαη νη αθζνλίεο, έκκεζα παξεθθιίλεη από απηή ηεο εηθόλαο. 

Η ππόζεζε ρξσκαηηθνύ ζνξύβνπ, ζηνλ εμεηαδόκελν αιγόξηζκν ζπκπεξαζκνύ Bayes, 

πξνζνκνηώζεθε κε ηελ αληίζηξνθε Wishart θαηαλνκή. Ωζηόζν, δελ είλαη επηβεβαησκέλν 

όηη ζπκκεηαβιεηόηεηα ηνπ ζνξύβνπ ησλ θαλαιηώλ ηνπ δέθηε AVIRIS αθνινπζεί απηή ηελ 

θαηαλνκή. Δμάιινπ ην SNR κπνξεί είλαη δηαθνξεηηθό γηα θάζε θαλάιη ηνπ. Απηό κπνξεί 

λα είλαη κηα αθόκε πηζαλή αηηία κείσζεο ηεο απόδνζεο ηνπ αιγνξίζκνπ Bayes κε ηελ 

ππόζεζε ρξσκαηηθνύ ζνξύβνπ. 

Σέινο, γηα θάζε εηθνλνζηνηρείν ππνινγίζηεθε ην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα (RMSE) ηεο 

εθηηκώκελεο θαζκαηηθήο ηνπ ππνγξαθήο (y ), βάζεη ησλ αθζνληώλ, ζε ζύγθξηζε κε ηελ 

πξαγκαηηθή ηνπ θαζκαηηθή ππνγξαθή (y), απηή πνπ έρεη θαηαγξαθή ζηελ 

ππεξθαζκαηηθή απεηθόληζε. Ο ππνινγηζκόο ηνπ ζθάικαηνο έγηλε βάζεη ηεο εμίζσζεο 

(31). 

                                                   RMSE =  
  y 𝑖 − y𝑖 

2𝐿
𝑖=0

𝐿
                                           (31) 

όπνπ 𝐿 ν αξηζκόο ησλ θαλαιηώλ. 

Οη ηηκέο ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο γηα ηνλ αιγόξηζκν Bayes πεξηνξίδνληαη 

θάησ από 0.047, ελώ γηα ηνλ αιγόξηζκν LSR πεξηνξίδνληαη θάησ από 0.031 θαη 

απεηθνλίδνληαη ζηνλ ράξηε ηεο Δηθόλαο 4.12. Από ηηο ηηκέο ηνπ ζθάικαηνο αλά 

εηθνλνζηνηρείν, βγάδνπκε ην ίδην ζπκπέξαζκα κε πξηλ, δειαδή όηη ν αιγόξηζκνο 

ζπκπεξαζκνύ Bayes ζπγρέεη ηηο δύν θαηεγνξίεο θαιιηέξγεηαο ζόγηαο (Soybeans-Clean, 

Soybeans-Min). 
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Δικόνα 4.12: Υάξηεο κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο, ζηελ εηθόλα 20x20 κε 5 θαζαξνύο ζηόρνπο 

γηα ηνπο αιγόξηζκνπο ζπκπεξαζκνύ Bayes θαη ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (LSR). 
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΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 
 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία εμεηάζηεθε ε ρξήζε ελόο ηεξαξρηθνύ κνληέινπ Bayes θαη ηεο 

κεζόδνπ δεηγκαηνιεςίαο Gibbs, ζε γιώζζα R, γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ 

επηβιεπόκελνπ θαζκαηηθνύ δηαρσξηζκνύ. Η ηδηαηηεξόηεηα ηνπ παξόληνο κνληέινπ 

έγθεηηαη ζηελ ππόζεζε ρξσκαηηθνύ θαλνληθνύ ζνξύβνπ κε άγλσζην πίλαθα 

ζπκκεηαβιεηόηεηαο. Καηά ηελ δόκεζε ηνπ ηεξαξρηθνύ κνληέινπ, επηιέρζεθαλ 

θαηάιιειεο πξόηεξεο θαηαλνκέο έηζη ώζηε λα εθθξαζηνύλ νη πεξηνξηζκνί θαη ε πξόηεξε 

γλώζε καο γηα ηνπο αγλώζηνπο. ΢πγθεθξηκέλα ν πεξηνξηζκόο ηεο κε αξλεηηθόηεηαο 

εθθξάζηεθε κέζσ ηεο θνινβσκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο ζην δηάζηεκα [0,1], θαη ε 

άγλνηα ηεο ζπκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ ζνξύβνπ εθθξάζηεθε κε ηελ ζπδπγή αληίζηξνθε 

θαηαλνκή Wishart ζηελ ππεξπαξάκεηξν ηνπ πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο, όπσο 

πξνηείλεηαη ζηελ [3]. 

Σν ηεξαξρηθό κνληέιν εθαξκόζηεθε ζε δύν ηπραία εηθνλνζηνηρεία γηα λα εμεηαζηεί ε 

ζύγθιηζε ηεο αιπζίδαο MCMC ηεο δεηγκαηνιεςίαο Gibbs. Η αιπζίδα παξνπζίαζε 

ζύγθιηζε κεηά από κεγάιν αξηζκό επαλαιήςεσλ, κε burn-in πεξίνδν έμη ρηιηάδσλ 

επαλαιήςεσλ. Παξαηεξήζεθε πσο ε εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ έρεη κεγάιν 

ππνινγηζηηθό θόζηνο θαζώο, αθόκα θαη κε ηελ εθαξκνγή παξάιιεινπ 

πξνγξακκαηηζκνύ, ν κέζνο ρξόλνο εθηέιεζεο αλά εηθνλνζηνηρείν ππεξβαίλεη ηα 100 

δεπηεξόιεπηα, γηα 8000 επαλαιήςεηο κε 200 θαλάιηα θαη 16 θαζαξνύο ζηόρνπο, 

γεγνλόο πνπ ηνλ θαζηζηά δύζρξεζην γηα κεγάιν όγθν δεδνκέλσλ, όηαλ ε ππνινγηζηηθή 

ηζρύο είλαη κέηξηα (πρ. ελόο laptop). Η επαλαιεπηηθή δεηγκαηνιεςία από ηελ αληίζηξνθε 

Wishart θαηαλνκή, γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ πίλαθα ζπκκεηαβιεηόηεηαο ΢, είλαη 

ππνινγηζηηθά δαπαλεξή, σζηόζν, ε κείσζε ηνπ ππεξθαζκαηηθνύ ρώξνπ κε ηελ 

θαηάιιειε αθαίξεζε θαλαιηώλ θαη ε κείσζε ηνπ αξηζκνύ ησλ θαζαξώλ ζηόρσλ (αλ θαη 

απηό δελ είλαη εθηθηό αθνύ ζε κία απεηθόληζε ν αξηζκόο ησλ θαζαξώλ ζηόρσλ 

παξακέλεη ζηαζεξόο εθόζνλ δελ κεησζνύλ νη δηαζηάζεηο ηεο), κεηώλεη ηνλ ρξόλν 

εθηέιεζεο ζηα 2 κε 3 δεπηεξόιεπηα αλά εηθνλνζηνηρείν, θαζηζηώληαο ηνλ αιγόξηζκν 

άκεζα εθαξκόζηκν γηα ρξήζε θνηλώλ laptop. 

Ο αιγόξηζκνο ζπκπεξαζκνύ Bayes παξνπζίαζε ρακειό RMSE ζθάικα, κε ηηκέο αλά 

εηθνλνζηνηρείν κηθξόηεξεο ή ίζεο ηνπ 0.047, αιιά ζε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκν ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ κε ηνλ νπνίν ζπγθξίζεθε, ην ζθάικα ήηαλ κεγαιύηεξν θαηά 0.016. Απηό 

νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη, κε ηελ ππόζεζε ρξσκαηηθνύ ζνξύβνπ ν αιγόξηζκνο 

ζπκπεξαζκνύ Bayes εθηίκεζε ηηο ηηκέο αθζνληώλ ησλ εηθνλνζηνηρείσλ δεδνκέλεο ηεο 

εθηηκώκελεο ζπκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ ζνξύβνπ. Δμάιινπ απηό θαίλεηαη από ην γεγνλόο 

όηη παξόιν πνπ ην άζξνηζκα ησλ αθζνληώλ αλέξρεηαη ζηελ κνλάδα, νη 

αλαθαηαζθεπαζκέλεο θαζκαηηθέο ππνγξαθέο απνθιίλνπλ από απηέο ηεο απεηθόληζεο. 

Σν γεγνλόο όηη νη ηδηόηεηεο ηνπ ζνξύβνπ δελ είλαη γλσζηέο, αιιά νύηε θαη ε θαηαλνκή 

ηεο ζπκκεηαβιεηόηεηάο ηνπ, καο απνηξέπεη από ην λα εμάγνπκε αζθαιή 

ζπκπεξάζκαηα από ηελ ζύγθξηζε ηνπ αιγνξίζκνπ ζπκπεξαζκνύ Bayesζε κε ηελ 

κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ. ΢ηόρνο κειινληηθήο εξγαζίαο είλαη ε ππόζεζε ιεπθνύ 
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ζνξύβνπ γηα ηελ εθαξκνγή ζπκπεξαζκνύ Bayes θαη ε ζύγθξηζή ηνπ κε ηνπο δύν 

αιγνξίζκνπο απηήο ηεο εξγαζίαο, κε ζθνπό: α) ηελ εμαγσγή αζθαιέζηεξσλ 

ζπκπεξαζκάησλ σο πξνο ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ζνξύβνπ θαη β) ηελ πιεξέζηεξε αμηνιόγεζε 

ηεο απνδνηηθόηεηαο ηνπ αιγνξίζκνπ θαηά ζπκπεξαζκό Bayes.  
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ΚΧΓΙΚΑ΢ 
 

library(rgdal) 
library(raster) 
 
# Working with atmospherically corrected data 
# Load corrected image stack 
corr_pines <- stack('INDIAN 
PINES/aviris_hyperspectral_data/atm_200_indianPines.tif') 
# Normalise reflectance values 
corr_pines <- corr_pines/10000 
 
# Load ground truth image 
corr_pines_ground <- stack('D:/METAPTYXIAKO/DIPLOMATIKI/INDIAN 
PINES/aviris_hyperspectral_data/Site3_Project_and_Ground_Reference_Files/
19920612_AVIRIS_IndianPine_Site3_gr.tif') 
corr_pines_ground[corr_pines_ground==0] <- NA 
 
 
library(colorRamps) 
plot(corr_pines_ground,col=matlab.like2(16)) 
plot(crop(corr_pines_ground,extent(corr_pines_ground,1,20,26,45)),col=mat
lab.like2(16)) 
 
# Restructure Data Cube into matrix of spectra 
corr_pines_mat <- matrix(corr_pines_crop,prod(dim(corr_pines_crop)[1:2]), 
                         dim(corr_pines)[3]) 
 
############################## NFINDR ################################### 
 
######### Whole image 
em <- 16 
# Apply N-FindR to find the 16 purest pixels (endmembers) 
library(unmixR) 
corr_endmembers <- nfindr(corr_pines_mat,em,method="LDU") 
# Endmember spectra 
corr_em_spec <- corr_pines_mat [corr_endmembers$indices,] 
# Plot endmember spectra 
matplot(t(corr_em_spec), type = "l",pch=1,col = 1:em) 
# Endmember classification 
na.omit(matrix(corr_pines_ground))[corr_endmembers$indices] 
#########  
 
######### Crop 
em <- 5 
# Apply N-FindR to find the 5 purest pixels (endmembers) 
library(unmixR) 
corr_endmembers <- nfindr(corr_pines_mat,em,method="LDU") 
# Endmember spectra 
corr_em_spec <- corr_pines_mat [corr_endmembers$indices,] 
 
# Plot endmember spectra 
matplot(t(corr_em_spec), type = "l",pch=1,col = 1:em) 
 
# Vector of Wavelengths 
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doctable <- read.table(file='INDIAN 
PINES/documentation/Calibration_Information_for_220_Channel_Data_Band_Set
.txt',header=FALSE, skip=23,fill=T) 
wavelengths <- as.vector(na.omit(as.numeric(as.character(doctable[,3])))) 
wavelengths <- wavelengths[-c((104:108),(150:163),220)] 
 
library(hsdar) 
 
############################ LSR UNMIXING ############################### 
# Creating Speclib object for image spectra 
corr_spectra <- speclib(corr_pines_mat,wavelengths) 
 
# Creating Speclib object for endmember spectra 
corr_em <- speclib(corr_em_spec,wavelengths) 
corr_unmix_res <- unmix(corr_spectra,corr_em) 
 
 
#############################  Reduced bands ########################### 
 
# Load corrected image stack 
corr_pines <- stack('INDIAN 
PINES/aviris_hyperspectral_data/atm_200_indianPines.tif') 
# Normalise reflectance values 
corr_pines <- corr_pines/10000 
# Isolate Green to NIR bands 
nir_pines <- subset(corr_pines,subset=seq(from=18, by=2, length.out=40)) 
 
# Load ground truth image 
corr_pines_ground <- stack('D:/METAPTYXIAKO/DIPLOMATIKI/INDIAN 
PINES/aviris_hyperspectral_data/Site3_Project_and_Ground_Reference_Files/
19920612_AVIRIS_IndianPine_Site3_gr.tif') 
corr_pines_ground[corr_pines_ground==0] <- NA 
 
 
library(colorRamps) 
plot(corr_pines_ground,col=matlab.like2(16)) 
plot(crop(corr_pines_ground,extent(corr_pines_ground,1,20,26,45)),col=mat
lab.like2(16)) 
 
# Restructure Data Cube into matrix of spectra 
corr_pines_mat <- matrix(nir_pines_crop,prod(dim(nir_pines_crop)[1:2]), 
           dim(nir_pines)[3]) 
 
########################### NFINDR ########################### 
######### Whole image 
em <- 16 
# Apply N-FindR to find the 16 purest pixels (endmembers) 
library(unmixR) 
corr_endmembers <- nfindr(corr_pines_mat,em,method="LDU") 
# Endmember spectra 
corr_em_spec <- corr_pines_ mat[corr_endmembers$indices,] 
# Plot endmember spectra 
matplot(t(corr_em_spec), type = "l",pch=1,col = 1:em) 
 
######### Crop 
em <- 5 
# Apply N-FindR to find the 5 purest pixels (endmembers) 
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library(unmixR) 
corr_endmembers <- nfindr(corr_pines_mat,em,method="LDU") 
# Endmember spectra 
corr_em_spec <- corr_pines_mat [corr_endmembers$indices,] 
 
# Plot endmember spectra 
matplot(t(corr_em_spec), type = "l",pch=1,col = 1:em) 
 
# Vector of Wavelengths 
doctable <- read.table(file='INDIAN 
PINES/documentation/Calibration_Information_for_220_Channel_Data_Band_Set
.txt',header=FALSE, skip=23,fill=T) 
wavelengths <- as.vector(na.omit(as.numeric(as.character(doctable[,3])))) 
wavelengths <- wavelengths[-c((104:108),(150:163),220)] 
wavelengths <- wavelengths[seq(from=18, by=2, length.out=40)] 
 
 
library(hsdar) 
########################### LSR UNMIXING ########################### 
# Creating Speclib object for image spectra 
corr_spectra <- speclib(corr_pines_mat,wavelengths) 
 
# Creating Speclib object for endmember spectra 
nir_em <- speclib(corr_em_spec,wavelengths) 
nir_unmix_res <- unmix(corr_spectra,nir_em) 
 
########################### Bayes sampler ########################### 
library(MCMCpack) 
library(TruncatedNormal) 
library(psych) 
library(pracma) 
library(MCMCpack) 
library(compiler) 
 
h <- 30 
L <- dim(corr_pines_mat)[2]        # number of bands 
v <- L+3+h                         # hyperparameter v value 
Mplus <- t(corr_em_spec)           # all endmember spectra 
M <- Mplus[,1:(dim(Mplus)[2]-1)]   # em-1 endmember spectra 
mr <- cbind(corr_em_spec[em,])     # last endmember spectra 
u <- rep(1,dim(corr_em_spec)[1]-1) # singular vector  
Mmr <- M-mr%*%u 
tMmr <- t(Mmr) 
g <- 4.8/10^3 
 
ub <- rep(1,length=length(u)) 
lb <- rep(0,length=length(u)) 
 
# Pixel unmix function, inputs: y = pixel spectra, g = g value, x = 
number of iterations 
# inputs:  
# y = pixel spectra  
# g = g hyperparameter value  
# its = number of iterations 
 
Bayes_unmixer <- function(y,g,its){ 
  # Wishart scale matrix 
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  dL <- diag(length(y)) 
  D <- g*dL 
  sigma <-solve((v-L-1)*D) 
  # Instead  of sampling the noise Covariance Matrix from the Inverse 
  Wishart 
  invS <- rwish(v,sigma) 
  # Avoid overflow errors 
  invS <- invS*(10^(-20)) 
# REMOVE  '#' FROM 'trace' VARS FOR TRACEPLOT STATS 
  ## Matrix for abundance traceplot 
  #trace_a <- matrix(,nrow=dim(corr_em_spec)[1],ncol=its) 
  ## Array for Sigma traceplot 
  #trace_S <- array(numeric(),c(L,L,its))  
  ## Vector for g traceplot 
  #trace_g <- vector() 
   
  for (t in seq(1:its)){ 
    # Sample a from truncated Multivariate Normal Distribution N(μ,Lamda) 
    Lamda <- solve(tMmr%*%invS%*%Mmr) 
    μ <- Lamda%*%(tMmr%*%invS%*%(y-mr)) 
    a <- mvrandn(1,mu=as.numeric(μ),Sig=Lamda,l=lb,u=ub) 
    if (sum(a)>1){ 
      a <- a/sum(a) 
    } 
    # Sample new g value from Gamma Distribution 
    g <- rgamma(1, shape=v*L/2, rate=tr(invS)*(v-L-1)/2) 
    aplus <- cbind(c(a,1-sum(a))) 
     
    # Calculate Error 
    z <- y-Mplus%*%aplus 
     
    # Create new scale matrix and sample a New noise Covariance Matrix 
    sigma <- solve(g*(v-L-1)*dL+z%*%t(z)) 
    invS <- rwish(v+1,sigma) 
     
# REMOVE  '#' FROM 'trace' VARS FOR TRACEPLOT STATS     
    ## Collect aplus for traceplot 
    #trace_a[,t] <- aplus 
    ## Collect invS for traceplot 
    #trace_S[,,t] <- solve(invS) 
    ## Collect aplus for traceplot 
    #trace_g[t] <- g 
  } 
  #result <- list(aplus,trace_a,trace_g,trace_S) 
  result <- list(aplus,invS) 
  return(result) 
} 
 
# Compile function with cmpfun() 
Bayes_unmixer <- cmpfun(Bayes_unmixer) 
 
########### parallel processing ############### 
library(parallel) 
library(doParallel) 
library(MASS) 
library(foreach) 
library(doSNOW) 
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library(utils) 
library(iterators) 
 
# Detect number of cores on CPU 
numCores <- detectCores() 
# Register initiate parallel core cluster 
registerDoParallel(cores=numCores) 
packages <- c('MCMCpack','TruncatedNormal', 'pracma','psych') 
system.time( 
  # Execute for loop on all cores with foreach and %dopar% 
  output <- foreach (i=1:dim(corr_pines_mat)[1], 
                     .packages=packages) %dopar% { 
     # Select the spectra of a pixel 
     y <- cbind(corr_pines_mat[i,]) 
     Bayes_unmixer(y,g,x=8000)} 
  ) 
# Stop parallel core cluster 
stopImplicitCluster() 
 
# Add image abundances results to a matrix 
abundances <- matrix(numeric(),nrow=dim(corr_em_spec)[1], 
                     ncol=dim(corr_pines_mat)[1], 
                     dimnames = NULL) 
covariances <- array(numeric(),c(L,L,dim(corr_pines_mat)[1])) 
for(i in 1:dim(corr_pines_mat)[1]){ 
    abundances[,i] <- output[[i]][[1]] 
    covariances[,,i] <- solve(output[[i]][[2]]) 
} 
 
write.csv(abundances,file="Bayes_crop_abundances.csv",row.names=F) 
 
# Compare Bayes abundances against LSR abundances 
comparison <- 
rbind(as.vector(abundances[,2]),corr_unmix_res$fractions[,2]) 
comparison <- rbind(as.vector(abundances[,200]), 

nir_unmix_res$fractions[,200]) 
row.names(comparison) <- c('Bayes Inferece','hsdar::unmix()') 
barplot(comparison,main="Comparison of abundances for the same pixel", 
        xlab="Endmembers", ylab='Fractions', 
        beside=T,col=c("darkblue","red"), 
        legend=rownames(comparison), 
        args.legend = list(x = "topright", bty = "n", inset=c(0, 0))) 
 
# Comparison of estimated spectra with actual spectra 
spec_est <- Mplus%*%abundances 
par(mfrow = c(1,2),mgp=c(2.5,1,0)) 
for(i in 1:2){ 
comparison <- rbind(as.vector(spec_est[,i]),corr_pines_mat[i,]) 
plot(comparison[1,],type="o",col="blue", 
     xlab="Bands", 
     ylab="Reflectance", 
     main="Comparison of estimated and real spectra", ylim=c(0,0.30)) 
     lines(comparison[2,],type="o",col="red") 
     legend(29,0.10,legend=c("Real","Estimated"), 
     col=c("blue","red"),lty=1) 
} 
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# Visualise Covariance matrix (2 test pixels) 
library(lattice) 
library(RColorBrewer) 
par(mfrow = c(1,2)) 
levelplot(covariances[,40:1,1], 
          col.regions=colorRampPalette(rev(brewer.pal(9, "Greys")))) 
levelplot(covariances[,40:1,2], 
          col.regions=colorRampPalette(rev(brewer.pal(9, "Greys")))) 
 
# Calculate RMSE for estimated vs real spectra per pixel 
spec_est <- Mplus%*%abundances 
diff <- (corr_pines_mat-t(spec_est))^2 
sum <- rowSums(diff) 
rmse <- sqrt(sum/L) 
 
# Create classes mask 
mask <- crop(corr_pines_ground,extent(corr_pines_ground,1,20,26,45)) 
mask <- matrix(mask,ncol = 20) 
mask <- mask[,20:1] 
mask[mask>=0] <- 1 
 
# Rmse map 
rmse_map <- matrix(rmse,ncol = 20) 
rmse_map <- rmse_map[,20:1] 
masked_rmse <- rmse_map*mask 
max_rmse <- max(na.omit(as.numeric(masked_rmse))) 
levelplot(masked_rmse, at=seq(0,max_rmse,length.out=16), 
          col.regions=colorRampPalette(rev(brewer.pal(16, "RdYlBu")))) 
 
# Bayes abundance maps 
for(i in 1:dim(abundances)[1]){ 
# Convert matrix from 400x1 to 20x20 
  abundance_map <- matrix(abundances[i,],ncol = 20) 
  # Flip abundance map horizontally 
  abundance_map <- abundance_map[,20:1] 
  # Mask nonclassified regions 
  masked_map <- abundance_map*mask 
  levelplot(masked_map, 
            col.regions=colorRampPalette(rev(brewer.pal(11,"RdYlBu")))) 
} 
# LSR abundance maps 
for(i in 1:dim(nir_unmix_res$fractions)[1]){ 
  abundance_map <- matrix(nir_unmix_res$fractions[i,],ncol = 20) 
  abundance_map <- abundance_map[,20:1] 
  # Mask nonclassified regions 
  masked_map <- abundance_map*mask 
  levelplot(masked_map, 
            col.regions=colorRampPalette(rev(brewer.pal(11,"RdYlBu")))) 
} 
 
############### convergence evaluation ############### 
trace_a <- output[[1]][[2]] 
trace_g <- output[[1]][[3]] 
trace_S <- output[[1]][[4]] 
# Ergodic mean function 
erg.mean <- function(x){ 
  m <- length(x) 
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  calc <- cumsum(x) /cumsum(rep(1,m)) 
  return(calc)} 
 
# Traceplot examples 
par(mfrow = c(3,2)) 
for (i in 1:em){ 
plot(trace_a[i,],type='l',xlab='Iterations',ylab=sprintf('a%s',i),main=sp
rintf('Traceplot for a%s',i))} 
 
par(mfrow=c(1,1)) 
plot(trace_g,type='l',xlab='Iterations',ylab='g',main='Traceplot for g') 
 
test <- apply(trace_S,3,tr) 
plot(test,type='l',xlab='Iterations',ylab='Trace tr()',main='Traceplot 
for noise covariance matrix') 
 
# Ergodic Mean plots 
par(mfrow = c(3,2)) 
for (i in 1:em){ 
plot(erg.mean(trace_a[i,]),type='l',xlab='Iterations',ylab='ergmean',main
=sprintf('Ergodic Mean for a%s',i))} 
plot(erg.mean(test),type='l',xlab='Iterations',ylab='Trace 
tr()',main='Ergodic Mean for noise covariance matrix') 
 
# Autocorellation Graphs (burn-in 5000 iterations) 
for (i in 1:em){ 
  acf(trace_a[i,5000:20000], main=sprintf('Autocorrelations for -a%s-
',i))} 
 
plot(erg.mean(trace_g),type='l',xlab='Iterations',ylab='ergmean',main='Er
godic Mean for g') 
 
# Geweke diagnostic 
geweke.diag(t(trace_a[,5500:20000]), frac1=0.1, frac2=0.5) 
 
# Abundances RMSE 
hsdar_abundances <- corr_unmix_res$fractions 
rmse <- (hsdar_abundances-abundances)^2 
rmse <- rowSums(rmse)/dim(corr_pines_mat)[1] 
 
# Abundance Estimations on initial Endmembers 
em_ind <- rownames(na.omit(df_crop)[corr_endmembers$indices,]) 
# convert to numeric 
em_ind <- as.numeric(em_ind) 
# Collect estimated abundances for endmembers 
em_abund <- abundances[,em_ind] 
row.names(em_abund) <- c('a1','a2','a3','a4','a5') 
 
# Endmember estimated abundance barblots 
par(mfrow=c(3,2)) 
for (i in 1:em){ 
barplot(em_abund[,i],main=sprintf('Abundances for Endmember %s',i), 
        
xlab="Abundances",ylab='Fractions',beside=T,col=c("darkblue"),ylim=c(0,1)
)}  



64 
 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 
 

[1]   D. Manolakis, C. Siracusa, and G. Shaw, “Hyperspectral Subpixel Target Detection Using 
the Linear Mixing Model,” in IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing, vol. 
39, pp. 1392–1409, July 2001.  

 
[2]   N.Keshava and J. F. Mustard, “Spectral unmixing,” IEEE Trans. Signal Process., vol. 19, 

pp. 44–57, Jan. 2002.  
 
[3]  N. Dobigeon, J.Τ. Tourneret and A. O. Hero, "Bayesian linear unmixing of hyperspectral 

images corrupted by colored Gaussian noise with unknown covariance matrix," 2008 IEEE 
International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing, Las Vegas, NV, 
April 2008  

 
[4] N. Keshava, J.Kerekes, D. Manolakis, and G. Shaw, “An algorithm taxonomy for 

hyperspectral unmixing” in Proc. SPIE, Algorithms for Multispectral, Hyperspectral, and 
Ultraspectral Imagery VI, vol. 4049, 2000, pp. 42-63.  

 
[5]   Kale, Karbhari & Solankar, Mahesh & Nalawade, Dhananjay. “Hyperspectral Endmember 

Extraction Techniques.”, January 2020. 
 
[6]   N.Keshava,  “A Survey of Spectral Unmixing Algorithms,” Lincoln Laboratory Journal. 14. 

55-78. 2003.  
 
[7]  D. C. Heinz and C. I. Chang, “Fully constrained least squares linear spectral mixture 

analysis method for material quantification in hyperspectral imagery,” in IEEE Transactions 
on Geoscience and Remote Sensing, vol. 39, pp. 529–545, Mar. 2001.  

 
[8]  H. Kwon and N. M. Nasrabadi, “Kernel orthogonal subspace projection for hyperspectral 

signal classification,” in IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing, vol. 43, 
pp. 2952–2962, Dec. 2005.  

 
[9]   C. I. Chang, “Orthogonal subspace projection (OSP) revisited: a comprehensive study and 

analysis,” IEEE Trans. Geosci. Remote Sensing, vol. 43, pp. 502–518, March 2005.  
 
[10] N. Dobigeon, J.-Y. Tourneret and C.-I. Chang, “Semi-Supervised linear spectral unmixing 

using a hierarchical Bayesian model for hyperspectral imagery,” IEEE Trans. Signal 
Process., vol. 56, no. 7, pp. 2684–2695, Jul. 2008.  

 
[11] K. Themelis, A. A. Rontogiannis and K. D.Koutroumbas, “Semisupervised hyperspectral 

unmixing via the weighted Lasso,” in Proc. IEEE International Conference on Acoustics, Speech 

and Signal Processing, (ICASSP‟10), Dallas, TX, Mar. 2010.  
 
[12] J. M. Nascimento and J. M. Bioucas-Dias, “Vertex component analysis: A fast algorithm to 

unmix hyperspectral data,” in IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing, vol. 
43, pp. 898–910, Apr. 2005.  

 

[13] S. Jia and Y. Qian, “Spectral and Spatial Complexity-Based Hyperspectral Unmixing,”  in 
IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing, vol. 45, pp. 3867–3879, Dec. 
2007.  



65 
 

 
[14] M. E. Winter, “N-FINDR: An algorithm for fast autonomous spectral end-member 

determination in hyperspectral data,” Proc. SPIE Imaging Spectrometry V, vol. 3753, pp. 
266–275, Jul. 1999.  

 
[15] S. W. Dowler, R. Takashima and M. Andrews, "Reducing the Complexity of the N-FINDR 

Algorithm for Hyperspectral Image Analysis," in IEEE Transactions on Image Processing, 
vol. 22, no. 7, pp. 2835-2848, July 2013. 

 
[16] K. E. Themelis, A. A. Rontogiannis and K. Koutroumbas, "Sparse semi-supervised 

hyperspectral unmixing using a novel iterative Bayesian inference algorithm," 2011 19th 
European Signal Processing Conference, Barcelona, August 2011, pp. 1165-1169. 

 
[17] Γ.Α. ΢ηαζόπνπινο, “΢ηαηηζηηθέο Σερληθέο Παιηλδξόκεζεο γηα ηελ Αλάιπζε Μεγάισλ 

Γεδνκέλσλ», Ινύιηνο 2017. 
 
[18] Plaza A., Martín G., Plaza J., Zortea M. and Sánchez S. “Recent Developments in 

Endmember Extraction and Spectral Unmixing”. In: Prasad S., Bruce L., Chanussot J. 
(eds) “Optical Remote Sensing. Augmented Vision and Reality”, vol 3. Springer, Berlin, 
Heidelberg, March 2011 

 
[19] G.A. Rodriguez-Yam, R.A. Davis and L.L. Scharf (n.d.). “A Bayesian model and Gibbs 

sampler for hyperspectral imaging,” Sensor Array and Multichannel Signal Processing 
Workshop Proceedings, 2002. doi:10.1109/sam.2002.1191009 . 

 
[20] Y. Altmann, M. Pereyra and J. Bioucas-Dias, “Collaborative sparse regression using 

spatially correlated supports - Application to hyperspectral unmixing.” IEEE Transactions on 
Image Processing : a publication of the IEEE Signal Processing Society, September 2014 

 
[21] J. Joyce, "Bayes‟ Theorem", The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Spring 2019 

Edition), Edward N. Zalta (ed.), 
URL =<https://plato.stanford.edu/archives/spr2019/entries/bayes-theorem/>. 

 
[22] A. Gelman, J.B. Carlin, H.S. Stern, D.B. Dunson, A. Vehtari and B. Donald, “Bayesian Data 

Analysis”, Third Edition. Chapman and Hall/CRC, November 2013 
 
[23] G.M. Allenby, P.E. Rossi and R.E. McCulloch, "Hierarchical Bayes Model: A Practitioner‟s 

Guide". Journal of Bayesian Applications in Marketing, January 2005. 
 
[24] S.M. Lynch, “Introduction to Applied Bayesian Statistics and Estimation for Social 

Scientists”, New York: Springer, Chapter 4, 2007. 
 
[25] P.A. Gagniuc, “Markov Chains: From Theory to Implementation and Experimentation”. 

USA, NJ: John Wiley & Sons. pp. 1–235, 2017. 
 
[26] S. Geman and D. Geman, “Stochastic Relaxation, Gibbs Distributions, and the Bayesian 

Restoration of Images,” in IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 
vol. PAMI-6, no. 6, pp. 721-741,564-584, November 1987. 

 

http://faculty.washington.edu/bajari/iosp07/rossi1.pdf
http://faculty.washington.edu/bajari/iosp07/rossi1.pdf
http://faculty.washington.edu/bajari/iosp07/rossi1.pdf
https://www.researchgate.net/publication/228167480_Bayesian_Applications_in_Marketing


66 
 

[27] N. Dobigeon and J.Y. Tourneret, “Spectral Unmixing of Hyperspectral Images Using a 
Hierarchical Bayesian Model,” 2007 IEEE International Conference on Acoustics, Speech 
and Signal Processing - ICASSP '07, Honolulu, HI, pp. III-1209-III-1212, 2007 

 
[28] S. Babacan, R. Molina and A. Katsaggelos, “Bayesian compressive sensing using Laplace 

priors,” in IEEE Transactions on Image Processing, vol. 19, no. 1, pp. 53–63, Jan. 2010. 
 
[29] T. Blumensath and M. E. Davies, “Monte-Carlo methods for adaptive sparse approxima-

tions of time-series,” in IEEE Transactions on Signal Processing, vol. 55, no. 9, pp. 4474–
4486, Sep. 2007. 

 
[30] C. Févotte and S. J. Godsill, “A Bayesian approach for blind separation of sparse sources,” 

in IEEE Transactions on Audio, Speech, and Language Processing, vol. 14, no. 6, pp. 
2174–2188, Nov. 2006. 

 
[31] N. Dobigeon, S. Moussaoui, M. Coulon, J. Tourneret and A. O. Hero, "Joint Bayesian 

Endmember Extraction and Linear Unmixing for Hyperspectral Imagery," in IEEE 
Transactions on Signal Processing, vol. 57, no. 11, pp. 4355-4368, Nov. 2009 

 
[32] K. E. Themelis, A. A. Rontogiannis and K. D. Koutroumbas, "A Novel Hierarchical Bayesian 

Approach for Sparse Semisupervised Hyperspectral Unmixing," in IEEE Transactions on 
Signal Processing, vol. 60, no. 2, pp. 585-599, Feb. 2012 

 
[33] M. Figueiredo, “Adaptive sparseness for supervised learning,” IEEE Transactions on 

Pattern Analysis and Machine Intelligence, vol. 25, no. 9, pp. 1150–1159, September 2003. 
 
[34] M.E. Tipping, “Sparse Bayesian learning and the relevance vector machine,” Journal of 

Machine Learning Reasearch, vol. 1, pp. 211–244, 2001. 
 
[35] S. Moussaoui, D. Brie, A. Mohammad-Djafari and C. Carteret. "Separation of Non-Negative 

Mixture of Non-Negative Sources Using a Bayesian Approach and MCMC Sampling," 
Signal Processing, IEEE Transactions on. 54. 4133 - 4145. 2006. 

 
[36] N. Dobigeon, S.Moussaoui, J.Tourneret and C. Carteret. “Bayesian separation of spectral 

sources under non-negativity and full additivity constraints,” Signal Processing. 89. 2657-
2669. 2009 

 
[37] M. Schmidt, O. Winther and L. Hansen. "Bayesian Non-negative Matrix Factorization," 

Independent component analysis and signal separation, international conference on lecture 
notes in computer science (LNCS), vol. 5441, pp. 540–547. 2009. 

 
[38] M. Arngren, M.N. Schmidt and J. Larsen. “Unmixing of hyperspectral images using 

Bayesian non-negative matrix factorization with volume prior,” Journal of Signal Processing 
Systems, 65, 479-496, 2010. 

 
[39] J.T. Hahn and A.M. Zoubir. “Bayesian Nonparametric Unmixing of Hyperspectral Images.” 

ArXiv abs/1702.08007, 2017. 
 
[40] A. Gelman, J.B. Carlin, H.S. Stern, D.B. Dunson, A. Vehtari and D.B. Rubin, "Bayesian 

Data Analysis, Third Edition (3rd ed.)," Boca Raton: Chapman and Hall/CRC, 2013. 



67 
 

[41] S. Bernabé, S. Sanchez, A. Plaza, S. Lopez, J. Benediktsson and R. Sarmiento, 
“Hyperspectral Unmixing on GPUs and Multi-Core Processors: A Comparison,” Selected 
Topics in Applied Earth Observations and Remote Sensing, IEEE Journal of. 6, pp. 1386-
1398, June 2013. 

 
[42] J.M.P. Nascimento, J.M. Bioucas-Dias, J.M. Rodríguez Alves, V. Silva and A. Plaza, 

"Parallel Hyperspectral Unmixing on GPUs," in IEEE Geoscience and Remote Sensing 
Letters, vol. 11, no. 3, pp. 666-670, March 2014. 

 
[43] G. Shaw and D. Manolakis, "Signal processing for hyperspectral image exploitation," 

in IEEE Signal Processing Magazine, vol. 19, no. 1, pp. 12-16, Jan. 2002. 
 
[44] W.Wang and G. Cai, “Endmember Extraction by Pure Pixel Index Algorithm from 

Hyperspectral Image,” in International Conference on Optical Instruments and Technology: 
Advanced Sensor Technologies and Applications, 2008. 

 
[45] M. Graña and M. Veganzones, “Endmember induction by lattice associative memories and 

multi-objective genetic algorithms,” EURASIP Journal on Advances in Signal Processing. 
2013. 

 
[46] S. Seager, E.L. Turner, J. Schafer and E.B. Ford, "Vegetation's Red Edge: A Possible 

Spectroscopic Biosignature of Extraterrestrial Plants," Astrobiology. 5 (3): 372–390, March 
2005 

 

[47] P. Walters, “An Introduction to Ergodic Theory,” New York: Springer, 1982. 
 

[48] Μ. Taboga, "Markov Chain Monte Carlo (MCMC) diagnostics", Lectures on probability 
theory and mathematical statistics, Third edition. Kindle Direct Publishing. 2017. 
Online appendix: 
https://www.statlect.com/fundamentals-of-statistics/Markov-Chain-Monte-Carlo-diagnostics. 

 
[49] J. Geweke, “Evaluating the Accuracy of Sampling-Based Approaches to the Calculation of 

Posterior Moments,” 4, November 1995. 
 
[50] In. Myung, “Tutorial on Maximum Likelihood Estimation,” Journal of Mathematical 

Psychology, 47: 90-100, February 2003. 
 
[51] H. Jeffreys, "An Invariant Form for the Prior Probability in Estimation Problems,"  

Proceedings of the Royal Society of London. Series A, Mathematical and Physical 
Sciences. 186 (1007): 453–461, September 1946. 

 

https://www.statlect.com/fundamentals-of-statistics/Markov-Chain-Monte-Carlo-diagnostics
https://doi.org/10.1098%2Frspa.1946.0056

