
ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

Φαινοµενολογικες Συνεπειες Υπερσυµµετρικων
Θεωριων από ∆ιαστατικη Ελαττωση και µε

Ελαττωµενες Παραµετρους

∆Ι∆ΑΚΤΟΡΙΚΗ ∆ΙΑΤΡΙΒΗ
ΓΡΗΓΟΡΙΟΥ Ι. ΠΑΤΕΛΛΗ

∆ιπλωµατούχου Σχολής Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών
και Φυσικών Επιστηµών ΕΜΠ

ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ :
ΓΙΩΡΓΟΣ ΖΟΥΠΑΝΟΣ
Οµότιµος Καθηγητής Ε.Μ.Π.

∆εκέµβριος 2020





ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ
Τοµεας Φυσικης

Φαινοµενολογικες Συνεπειες Υπερσυµµετρικων
Θεωριων από ∆ιαστατικη Ελαττωση και µε

Ελαττωµενες Παραµετρους

∆Ι∆ΑΚΤΟΡΙΚΗ ∆ΙΑΤΡΙΒΗ
ΓΡΗΓΟΡΙΟΥ Ι. ΠΑΤΕΛΛΗ

∆ιπλωµατούχου Σχολής Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών
και Φυσικών Επιστηµών ΕΜΠ

ΤΡΙΜΕΛΗΣ ΣΥΜΒΟΥΛΕΥΤΙΚΗ ΕΠΙΤΡΟΠΗ:

1.............Γιώργος Ζουπάνος, Οµ. Καθ. ΕΜΠ
(Επιβλέπων)

2.............Γεώργιος Κουτσούµπας, Καθ. ΕΜΠ

3.............Νικόλαος Τράκας, Καθ. ΕΜΠ

ΕΠΤΑΜΕΛΗΣ ΣΥΜΒΟΥΛΕΥΤΙΚΗ ΕΠΙΤΡΟΠΗ:

1............Κων/νος Αναγνωστόπουλος, Αν. Καθ.
ΕΜΠ

2............Νικόλαος ΄Ηργες, Αν. Καθ. ΕΜΠ

3............Γεώργιος Κουτσούµπας, Καθ. ΕΜΠ

4............Γεώργιος Λεοντάρης, Καθ.
Π. Ιωαννίνων

5............Myriam Mondragón, Καθ. UNAM

6............Νικόλαος Τράκας, Καθ. ΕΜΠ

7............Κωνσταντίνος Φαράκος, Καθ. ΕΜΠ

Αθήνα, ∆εκέµβριος 2020





“Man can will nothing unless he has first understood that he must

count on no one but himself; that he is alone, abandoned on earth in the

midst of his infinite responsibilities, without help, with no other aim than the one

he sets himself, with no other destiny than the one he forges for himself on this earth.”

JP. S.
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Περίληψη

Η ιδέα της «ελάττωσης παραµέτρων» ϐασίζεται στην εύρεση σχέσεων αναλλοίωτων κάτω α-
πό την οµάδα επανακανονικοποίησης µεταξύ ϕαινοµενικά ανεξάρτητων παραµέτρων µιας
επανακανονικοποιήσιµης ϑεωρίας, οι οποίες ισχύουν σε όλες τις τάξεις ϑεωρίας διαταρα-
χών. Αυτή η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί σε N = 1 υπερσυµµετρικές ϑεωρίες µεγάλης
ενοποίησης, καθιστώντας τις πεπερασµένες σε κάθε επίπεδο ϐρόχων. Στο πρώτο µέρος
της παρούσας διατριβής, µετά από σύντοµη αναδροµή στις ϐασικές αρχές της ελάττωσης
παραµέτρων και της περατότητας, εξετάζονται τέσσερα µοντέλα που παρουσιάζουν µεγάλο
ϕαινοµενολογικό ενδιαφέρον : µια ελαχιστοποιηµένη εκδοχή τουN = 1 υπερσυµµετρικού
µοντέλου SU(5), το πεπερασµένοN = 1 υπερσυµµετρικό µοντέλο SU(5), το πεπερασµένο
(σε επίπεδο δύο ϐρόχων) N = 1 υπερσυµµετρικό µοντέλο SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) και
µια ελαχιστοποιηµένη εκδοχή του Ελάχιστου Υπερσυµµετρικού Καθιερωµένου Προτύπου
(ΕΥΚΠ). Η επανεξέταση αυτών των µοντέλων παρουσιάζει µια ϐελτιωµένη τιµή της µάζας
του ελαφρού σωµατιδίου Higgs, όπου για την ανάλυση χρησιµοποιήθηκε η καινούρια
εκδοχή του προγράµµατος FeynHiggs. Το ελαφρύτερο υπερσυµµετρικό σωµατίδιο, ε-
ϕόσον είναι neutralino, µπορεί να ϑεωρηθεί ως υποψήφιο σωµατίδιο σκοτεινής ύλης,
υπόθεση που εξετάζεται µε το πρόγραµµα MicrOMEGAs, αν και κανένα µοντέλο δεν δίνει
ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε αυτήν την κατεύθυνση. Στα τρία ενοποιηµένα µοντέλα
παρατηρούνται σχετικά ϐαριά υπερσυµµετρικά ϕάσµατα (τα οποία παρήχθησαν µε τα
προγράµµατα FeynHiggs και SPheno) που ξεκινούν πάνω από το 1 TeV , οπότε είναι
συνεπή µε την µη παρατήρησή τους από τον Μεγάλο Επιταχυντή Αδρονίων (LHC), ενώ
το ελαχιστοποιηµένο ΕΥΚΠ παρουσιάζει τη µάζα του ψευδοβαθµωτού µποζονίου Higgs,
MA, σε περιοχή που αποκλείεται από πρόσφατα αποτελέσµατα του πειράµατος ATLAS.
Η δυνατότητα ανακάλυψης καθενός από τα τρία µοντέλα ενοποίησης στον HL-LHC είναι
µηδαµινή, όµως ο FCC-hh πιστεύεται ότι ϑα είναι σε ϑέση να παρατηρήσει µεγάλο µέρος
των ϕασµάτων των τριών µοντέλων.

Στο δεύτερο µέρος της διατριβής, µετά από µία αναδροµή στις ϐασικές έννοιες της ∆ια-
στατικής Ελάττωσης σε Χώρους Πηλίκου, παρουσιάζεται µια επέκταση του Καθιερωµένου
Προτύπου, η οποία προκύπτει από τη διαστατική ελάττωση µιας N = 1, 10D E8 ϑεω-
ϱίας σε ένα χώρο της µορφής M4 ×B0/Z3, όπου B0 είναι η nearly-Kähler πολλαπλότητα
SU(3)/U(1)× U(1) και Z3 είναι µια "freely-acting" διακριτή συµµετρία του B0. Η εφαρ-
µογή του µηχανισµού σπασίµατος Wilson flux καταλήγει σε µια N = 1 ϑεωρία ϐαθµίδας
SU(3)3, µε δύο επιπλέον καθολικές συµµετρίες U(1). Κάτω από την κλίµακα ενοποίησης
έχουµε ένα µοντέλο µε δύο διπλέτες Higgs σε µια split-like υπερσυµµετρική εκδοχή του
Καθιερωµένου Προτύπου η οποία είναι ϕαινοµενολογικά συνεπής, εφόσον παράγει µάζες
για το µποζόνιο Higgs και τα κουάρκς της τρίτης οικογένειας σε συµφωνία µε τις πρόσφα-
τες πειραµατικές µετρήσεις, ενώ η τιµή της µάζας του ελαφρύτερου υπερσυµµετρικού
σωµατιδίου προβλέπεται στα ∼ 1500 GeV .
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Abstract

The ’reduction of couplings’ idea consists in the search for renormalization group in-
variant (RGI) relations between seemingly independent parameters of a renormaliz-
able theory that hold to all orders of perturbation theory. This concept can be applied
to N = 1 supersymmetric Grand Unified Theories (GUTs) and make them finite at all
loops. In the first part of this thesis, after a review of the reduction of couplings method
and the properties of the resulting finiteness in supersymmetric theories, four phe-
nomenologically interesting models are analysed: a minimal version of the N = 1 su-
persymmetric SU(5), a finite N = 1 supersymmmetric SU(5), a two-loop finite N = 1
supersymmetric SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) model and a reduced version of the Minimal
Supersymmetric Standard Model (MSSM). A relevant update in the phenomenological
evaluation has been the improved light Higgs-boson mass prediction as provided by
the latest version of FeynHiggs. The lightest supersymmetric particle (LSP), which
is a neutralino, is considered as a cold dark matter (CDM) candidate and put to test
using the latest MicrOMEGAs code, although no model supports an acceptable value
of the CDM relic density. The first three models predict relatively heavy supersymmetric
spectra (produced using the FeynHiggs and SPheno codes) that start just above the
TeV scale, consistent with the non-observation LHC results, while the reduced MSSM
results in a pseudoscalar Higgs boson mass MA that is ruled out by recent results of
the ATLAS experiment. The prospects of discovery of the three models at the HL-LHC
vary from very dim to none, depending on the model. The FCC-hh, however, will in
principle be able to test large parts of the predicted spectrum of each unified model.

In the second part of the thesis, after a review of the Coset Space Dimensional Reduc-
tion (CSDR) scheme, an extension of the Standard Model is presented that results from
the dimensional reduction of the N = 1, 10D E8 group over a M4×B0/Z3 space, where
B0 is the nearly-Kähler manifold SU(3)/U(1) × U(1) and Z3 is a freely acting discrete
group on B0. Using the Wilson flux breaking mechanism we are left in four dimen-
sions with an N = 1 SU(3)3 gauge theory plus two global U(1)s. Below the unification
scale we have a two Higgs doublet model in a split-like supersymmetric version of the
Standard Model which is phenomenologically consistent, since it produces masses of a
light Higgs, the top and the bottom particles within the experimental limits and predicts
the LSP ∼ 1500 GeV .
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Chapter 1

Σύνοψη

1.1 Εισαγωγή

Μια από τις σηµαντικότερες αναζητήσεις των τελευταίων δεκαετιών στη Σωµατιδιακή Φυσι-
κή είναι η προσπάθεια έκφρασης του µεγάλου αριθµού ελεύθερων παραµέτρων του Καθιε-
ϱωµένου Προτύπου (ΚΠ) ως προς λίγες ϑεµελιώδεις παραµέτρους, δηλαδή να επιτευχθεί
«ελάττωση παραµέτρων» [1]. ΄Οµως, παρά τις πολλές επιτυχίες του ΚΠ στην περιγραφή των
στοιχειωδών σωµατιδίων και των ϑεµελιωδών τους αλληλεπιδράσεων, η πρόοδος σε αυτήν
την κατεύθυνση είναι µηδαµινή. Η παθολογία της πληθώρας ελεύθερων παραµέτρων εί-
ναι ϐαθιά συσχετισµένη µε τους απειρισµούς που υπεισέρχονται στη ϑεωρία σε κβαντικό
επίπεδο. Η επανακανονικοποίηση αφαιρεί αυτούς τους απειρισµούς, αλλά µε το κόστος
της εισαγωγής counterterms, οι οποίοι προσθέτουν στον αριθµό ελεύθερων παραµέτρων.

Ενώ το ΚΠ είναι µια επιτυχηµένη ϑεωρία, είναι πολύ ευρέως διαδεδοµένη η αντίληψη
ότι ϑα αποδειχθεί ότι είναι το όριο στις χαµηλές ενέργειες µιας (πιο) ϑεµελιώδους ϑεωρίας.
Η έρευνα για ϕυσική πέραν του ΚΠ επεκτείνεται σε διάφορες κατευθύνσεις. ΄Ενας από
τους πιο αποδοτικούς τρόπους να µειώσει κανείς τον αριθµό των αυθαίρετων παραµέτρων
µιας ϑεωρίας (και συνεπώς να την καταστήσει πιο ισχυρή από πλευράς προβλεπτικής
ικανότητας) είναι η εισαγωγή επιπλέον συµµετριών. Μια καθιερωµένη εφαρµογή αυτής
της ιδέας είναι οι Θεωρίες Μεγάλης Ενοποίησης (ΘΜΕ) [2–7]. Πριν από δεκαετίες, µια
πρωταρχική εκδοχή του µοντέλου SU(5) µείωσε τον αριθµό των συζεύξεων ϐαθµίδας του
ΚΠ (καταφέρνοντας µια -προσεγγιστική- ενοποίησή τους), προβλέποντας µία από αυτές,
Η εισαγωγή µιας N = 1 (ήπια παραβιασµένης) υπερσυµµετρίας [8–10] κατέστησε αυτή
την πρόβλεψη ϐιώσιµη. Στο πλαίσιο των ΘΜΕ οι συζεύξεις Yukawa µπορούν µε τη σειρά
τους να συσχετιστούν µεταξύ τους, όπως ϕάνηκε και πάλι µέσω του µοντέλου SU(5), που
το έκανε προβλέποντας το λόγο µεταξύ των µαζών των σωµατιδίων ταυ και bottom [11] για
το ΚΠ. ∆υστυχώς, η εισαγωγή επιπλέον συµµετριών ϐαθµίδας δεν ϕαίνεται να ϐοηθάει,
καθώς νέες επιπλοκές αναδύονται µε τους νέους ϐαθµούς ελευθερίας.

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος να ψάξει κανείς για σχέσεις µεταξύ ϕαινοµενικά ασύνδετες
παραµέτρους είναι η µέθοδος ελάττωσης παραµέτρων [12–14] (δείτε και [15–17]). Αυτή η
τεχνική µειώνει τον αριθµό των παραµέτρων µιας ϑεωρίας συσχετίζοντας όλες -ή κάποιες
από- τις συζεύξεις της µε µία «κύρια παράµετρο». Η µέθοδος αυτή µπορεί να αναδείξει
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κρυµµένες συµετρίες σε ένα σύστηµα, αλλά γίνεται να έχουµε ελάττωση παραµέτρων και σε
συστήµατα χωρίς τέτοια συµµετρία. Προϋποτίθενται, ωστόσο, δύο απαραίτητες υποθέσεις :
και η αρχική αλλά και η ελαττωµένη ϑεωρία πρέπει να είναι επανακανονικοποιήσιµες και
οι σχέσεις µεταξύ των παραµέτρων πρέπει να είναι αναλλοίωτες κάτω από την Οµάδα
Επανακανονικοποίησης (ΑΟΕ).

Μια ϕυσική επέκταση της ιδέας της Μεγάλης Ενοποίησης είναι η Ενοποίηση µεταξύ
συζεύξεων ϐαθµίδας καιYukawa (ΕΒΥ). Αυτή εµφανίζεται σε ϑεωρίες που εφαρµόζεται
ελάττωση παραµέτρων. Η αρχική πρόταση για την ελάττωση παραµέτρων σε ΘΜΕ οδηγεί
στην προσπάθεια εύρεσης σχέσεων ΑΟΕ που ισχύουν κάτω από την κλίµακα Planck, οι
οποίες διατηρούνται µέχρι και την κλίµακα ενοποίησης. Η παρατήρηση αυτή εγγυάται
διατήρηση τέτοιων σχέσεων σε όλες τις τάξεις της ϑεωρίας διαταραχών. Αυτό επιτυγχάνεται
µελετώντας τη µοναδικότητά τους σε επίπεδο ενός ϐρόχου. Ακόµα, είναι δυνατό να ϐρε-
ϑούν τέτοιες σχέσεις ΑΟΕ που καθιστούν τη ϑεωρία πεπερασµένη σε κάθε επίπεδο ϐρόχων.
Τα παραπάνω ϐρίσκουν εφαρµογή µόνο σε N = 1 υπερσυµµετρικές ΘΜΕ, για λόγους
που ϑα εξηγηθούν στις παρακάτω ενότητες. Η εφαρµογή της ΕΒΥ σε αδιάστατες συζεύξεις
τέτοιων ϑεωριών ήταν πολύ επιτυχής από νωρίς. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα είναι η
πρόβλεψη της µάζας του top κουάρκ στο Ελαχιστοποιηµένο N = 1 SU(5) [18] και στο
Πεπερασµένο N = 1 SU(5) [19,20] πριν την πειραµατική του ανακάλυψη [21].

Η υπερσυµµετρία ϕαίνεται να είναι απαραίτητη για την εφαρµογή των παραπάνω. Πα-
ϱόλα αυτά, πρέπει να συµπεριληφθεί και η παραβίασή της. Η αναζήτηση για σχέσεις ΑΟΕ
έχει επεκταθεί και στον τοµέα που παραβιάζει την υπερσυµµετρία (ΤΠΥ) αυτών των ϑεωρι-
ών, ο οποίος περιλαµβάνει παραµέτρους διάστασης 1 και 2. Επιπλέον, κατεύθυνση στην
οποία σηµειώθηκε µεγάλη πρόοδος τις τελευταίες δεκαετίες. Η εφαρµογή της ελάττωσης

παραµέτρων σε N = 1 υπερσυµµετρικές ϑεωρίες οδήγησε σε ενδιαφέρουσες ϕαινοµενολο-
γικές εξελίξεις. Σε προηγούµενες δουλειές µελών της ερευνητικής οµάδας προέκυψε και
χρησιµοποιήθηκε ένας «καθολικός» προσθετικός κανόνας µεταξύ των «ήπιων» ϐαθµωτών
µαζών του ΤΠΥ ως προϋπόθεση για περατότητα µέχρι και το επίπεδο δύο ϐρόχων. ΄Οµως
ο κανόνας αυτός αποδείχθηκε αργότερα πολύ περιοριστικός και τελικά αντικαταστάθηκε
από έναν λιγότερο περιοριστικό προσθετικό κανόνα, ο οποίος κρατάει τις ενδιαφέρουσες
ιδιότητες του προηγούµενου, χωρίς όµως τις ϕαινοµενολογικές επιπτώσεις. ΄Ολα τα πα-
ϱαπάνω εργαλεία άνοιξαν το δρόµο για την αναλυτική µελέτη πεπερασµένων ϑεωριών µε
µικρό αριθµό ελεύθερων παραµέτρων, δίνοντας έµφαση στην πρόβλεψη του υπερσυµµε-
τρικού ϕάσµατος και της µάζας του σωµατιδίου Higgs.

Η πρόβλεψη της µάζας του µποζονίου Higgs, η οπία συνέπεσε µε τα αποτελέσµατα
του LHC (ATLAS [22, 23] and CMS [24, 25]) -σε συνδυασµό µε ένα σχετικά ϐαρύ υπερ-
συµµετρικό ϕάσµα- ήταν επιτυχία για το Πεπερασµένο (σε κάθε επίπεδο ϐρόχων) N = 1
υπερσυµµετρικό µοντέλο SU(5) [26], ενώ ένα άλλο πεπερασµένο µοντέλο (σε επίπεδο δύο
ϐρόχων), το Πεπερασµένο N = 1 υπερσυµµετρικό µοντέλο SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3) [27],
επίσης συµφωνούσε µε τα πειραµατικά αποτελέσµατα. Επιπλέον, το παραπάνω πρόγραµ-
µα εφαρµόστηκε και στην περίπτωση του Ελάχιστου Υπερσυµµετρικού Καθιερωµένου
Προτύπου (ΕΥΚΠ) [28, 29] µε επιτυχή αποτελέσµατα για τις µάζες των top και bottom
κουάρκς και του µποζονίου Higgs, ϕέροντας ένα σχετικά ϐαρύ υπερσυµµετρικό ϕάσµα
(παλαιότερες αναλύσεις περιγράφονται στο [30]). Ακόµα, είναι γνωστό ότι εάν το neu-
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tralino ϑεωρηθεί ως το Ελαφρύτερο Υπερσυµµετρικό Σωµατίδιο (ΕΥΣ), τότε αποτελεί πολύ
καλό υποψήφιο για την ανακάλυψη της Σκοτεινής ΄Υλης (ΣΥ) [31].

Από την άλλη πλευρά, πέρα από την προσπάθεια ελάττωσης της αυθαιρετότητας στην
περιγραφή της Φύσης, η ενοποίηση όλων των ϑεµελιωδών αλληλεπιδράσεων είναι -εδώ
και παραπάνω από µισό αιώνα- ο οριστικός στόχος της Θεωρητικής Φυσικής και διάφο-
ϱες ενδιαφέρουσες προσεγγίσεις έχουν προταθεί σε αυτή την κατεύθυνση τις περασµένες
δεκαετίες. Η πιο πολλά υποσχόµενες είναι αυτές που υποστηρίζουν ή/και χρησιµοποιούν
την ιδέα της ύπαρξης επιπλέον διαστάσεων. Αυτά τα σενάρια ενθαρρύνονται από ένα πολύ
συνεπές πλαίσιο, αυτό τον ϑεωριών υπερχορδών [32], από τις οποίες η πιο ενδιαφέρουσα
είναι η heterotic string [33] (ορισµένη σε δέκα διαστάσεις), λόγω της δυνατότητας που
δίνεται για ϕαινοµενολογική εξέταση. Πιο συγκεκεριµένα, η ϕαινοµενολογική πλευρά
της έγκειται στις παραγόµενες ΘΜΕ, οι οποίες εµπεριέχουν τις οµάδες ϐαθµίδας του ΚΠ.
Αυτές αποκτώνται µετά τη συµπαγοποίηση του δεκαδιάστατου χωρόχρονου και τη δια-
στατική ελάττωση της αρχικής οµάδας ϐαθµίδας E8 × E8 της ϑεωρίας. Επιπλέον, µερικά
χρόνια πριν τη ϑεµελίωση των ϑεωριών υπερχορδών, ένα εναλλακτικό πλαίσιο διαστατικής
ελάττωσης µεγαλοδιάστατων ϑεωριών ϐαθµίδας προέκυψε. Αυτό το σηµαντικό εγχείρηµα,
το οποίο έχει κοινούς στόχους µε πολλές ϑεωρίες υπερχορδών, άρχισε από τους Forgacs-
Manton και Scherk-Schwartz κατά τη µελέτη τους πάνω στη ∆ιαστατική Ελάττωση σε
Χώρους Πηλίκου (∆ΕΧΠ) [34–36] και την ελάττωση πολλαπλοτήτων οµάδων [37] αντίστοι-
χα.

Στη µεγαλοδιάστατη ϑεωρία τα πεδία ϐαθµίδας ενοποιούν τους τοµείς ϐαθµίδας και
ϐαθµωτών, ενώ µετά τη διαστατική ελάττωση το σωµατιδιακό ϕάσµα της παραγόµενης τε-
τραδιάστατης ϑεωρίας αποτελείται από τις συνιστώσες που επιβίωσαν. Ειδικά στη ∆ΕΧΠ,
αν συµπεριλάβουµε ϕερµιόνια στη µεγαλοδιάστατη ϑεωρία, τότε προκύπτουν αλληλεπι-
δράσεις Yukawa στην τετραδιάστατη ϑεωρία. Επιπλέον, για συγκεκριµένη επιλογή αρχι-
κών διαστάσεων µπορεί κανείς να ενοποιήσει περαιτέρω τα πεδία εάν η µεγαλοδιάστατη
ϑεωρία είναι N = 1 υπερσυµµετρική, υπό την έννοια ότι τα πεδία ϐαθµίδας και τα ϕερ-
µιόνια ανήκουν στην ίδια supermultiplet. Πρέπει να τονιστεί ότι η ∆ΕΧΠ µας επιτρέπει
να έχουµε χειραλικά ϕερµιόνια [38,39], αλλά και -µε την κατάλληλη επιλογή συµπαγο-
ποιηµένου χώρου- N = 1 υπερσυµµετρία στις τέσσερις διαστάσεις, στοχεύοντας έτσι σε
ϱεαλιστικά µοντέλα.

΄Οταν ελαττώνουµε διαστατικά µια N = 1 υπερσυµµετρική ϑεωρία, µια πολύ σηµαντι-
κή και επιθυµητή ιδιότητα είναι η διατήρηση της υπερσυµµετρίας της αρχικής ϑεωρίας
στην τετραδιάστατη. Μία καλή περίπτωη είναι οι συµπαγείς εσωτερικές πολλαπλότητες
Calabi–Yau (CY) [40]. ΄Οµως ϑεωρίες µε τέτοιους χώρους αδυνατούν να σταθεροποιήσουν
ένα συγκεκριµένο σύνολο πεδίων, οδηγώντας στην µελέτη µιας ευρύτερης κλάσης εσω-
τερικών πολλαπλοτήτων µε δοµή SU(3). Εδώ ϑα ϑεωρηθεί µόνο µια υποκλάση αυτών,
οι Nearly-Kähler πολλαπλότητες [41–44] , [45–47], [48–51] , [52–54] , [55–63]. Συγκε-
κριµένα, η κλάση των εξαδιάστατων Nearly-Kähler πολλαπλοτήτων περιέχει τους µη συµ-
µετρικούς χώρους πηλίκου G2/SU(3), Sp(4)/SU(2) × U(1)non−max, SU(3)/U(1) × U(1)
και την πολλαπλότητα οµάδας SU(2) × SU(2) [63] (και επίσης [41–62]). Αξίζει να ση-
µειωθεί ότι, σε αντίθεση µε την περίπτωση των πολλαπλοτήτων CY, η διαστατική ελάττωση
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µιας N = 1 υπερσυµµετρικής ϑεωρίας ϐαθµίδας πάνω σε έναν µη συµµετρικό χώρο
πηλίκου οδηγεί σε τετραδιάστατες ϑεωρίες που περιέχουν όρους παραβίασης της υπερ-
συµµετρίας [64–66].

Το παραπάνω πλαίσιο έχει πολύ ενδιαφέρουσα εφαρµογή στη διαστατική ελάττωση
µιας N − 1, 10D E8 πάνω στο συµπαγοποιηµένο χώρο SU(3)/U(1)× U(1)× Z3, όπου ο
τελευταίος είναι ο µη συµµετρικός χώρος πηλίκου SU(3)/U(1)×U(1) εφοδιασµένος µε τη
freely-acting διακριτή συµµετρία Z3. Αυτή η επιπλέον συµµετρία είναι απαραίτητη ώστε
να εφαρµοστεί ο µηχανισµός Wilson flux ( [67–69]), ώστε να µειώσει περαιτέρω τη συµε-
τρία ϐαθµίδας της τετραδιάστατης ΘΜΕ. Συγκεκριµένα, η ΘΜΕ E6 (µαζί µε δύο καθολικές
συµµετρίες U(1)) σπάνε στην οµάδα SU(3)3 [35, 52, 61, 64] (και [70]). Το δυναµικό της
τετραδιάστατης ϑεωρίας περιέχει F -,D- και «ήπιους» όρους παραβίασης της υπερσυµµε-
τρίας, οπότε η τελική ϑεωρία είναι µια «σπασµένη» N = 1 υπερσυµµετρική ϑεωρία.

Στην παρούσα διατριβή αρχικά παρατίθεται µια σύντοµη περιγραφή της ελάττωσης

παραµέτρων και της ιδέας της περατότητας, η οποία χρησιµοποιείται για την δηµιουργία
πεπερασµένων ϑεωριών µε αδιάστατες συζεύξεις, αλλά και µε συζεύξεις µε διαστάσεις ένα
και δύο. Επανεξετάζονται τέσσερα ϕαινοµενολογικά υποσχόµενα µοντέλα, το Ελαχιστο-
ποιηµένο N = 1 SU(5), το Πεπερασµένο (σε κάθε επίπεδο ϐρόχων) N = 1 SU(5), το
Πεπερασµένο (σε επίπεδο δύο ϐρόχων) N = 1 SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) και το Ελαττω-
µένο ΕΥΚΠ και ακολουθεί η ανάλυσή τους (όπως προέκυψε από την αρχικές δηµοσιε-
ύσεις [71–73]). Οι µάζες των σωµατιδίων top, bottom και Higgs προβλέπονται µέσα στα
όρια που δίνουν οι πειραµατικές µετρήσεις στον LHC (µε εξαίρεση τη µάζα του bottom
κουάρκ στο Ελαχιστοποιηµένο N = 1 SU(5)), παράγεται το υπερσυµµετρικό ϕάσµα και
η κλίµακα παραβίασης της υπερσυµµετρίας σε κάθε περίπτωση και µελετάται η εγκυ-
ϱότητα του ΕΥΣ ως σωµατίδιο ΣΥ, ενώ καθορίζεται η προοπτική ανακάλυψης του κάθε
µοντέλου στους µελλοντικούς επιταχυντές. Το Ελαττωµένο ΕΥΚΠ προβλέπει τη µάζα του
ψευδοβαθµωτού σωµατιδίου Higgs κάτω από το επιτρεπτό όριο και εποµένως αποκλείεται.
΄Οσον αφορά τον τοµέα Higgs, η ανάλυσή µας ϐασίζεται στη νέα έκδοση του προγράµ-
µατος FeynHiggs 2.16.0 [74–77], ενώ το υπόλοιπο υπερσυµµετρικό ϕάσµα υπολο-
γίζεται µε το πρόγραµµα SPheno 4.0.4 [78, 79]. Οι ενεργοί διατοµές υπολογίζονται
µε το πρόγραµµα MadGraph [80], ενώ οι υπολογισµοί σχετικά µε τη ΣΥ γίνονται µε το
πρόγραµµα MicrOMEGAs 5.0 [81–83] (όπως ϑα δούµε, κανένα µοντέλο δεν έχει καλό
υποψήφιο για ΣΥ).

Στη συνέχεια παρατίθεται µια σύντοµη αναδροµή στις ϐασικές αρχές του πλαισίου
της ∆ΕΧΠ για µια ϑεωρία Yang-Mills-Dirac σε D διαστάσεις. Ακολουθεί η εφαρµογή
του πλαισίου αυτού στην περίπτωση µιας δεκαδιάστατης, N = 1 υπερσυµµετρικής E8

ϑεωρίας ϐαθµίδας, η οποία ελαττώνεται διαστατικά πάνω στο µη συµµετρικό χώρο πη-
λίκου SU(3)/U(1) × U(1). ΄Οπως γίνεται κατανοητό, είναι απαραίτητη η εφαρµογή του
µηχανισµού σπασίµατος Wilso flux µε τη χρήση µιας Z3 διακριτής συµµετρίας, ώστε
να αποκτηθεί η SU(3)3 ΘΜΕ. Οι ακτίνες του χώρου πηλίκου ϑεωρούνται µικρές, ώστε η
κλίµακα συµπαγοποίησης και η κλίµακα ενοποίησης να ταυτίζονται. Αυτή η επιλογή οδη-
γεί σε ένα υπερσυµµετρικό σενάριο που ϑυµίζει τη split υπερσυµµετρία, στο οποίο κάποια
υπερσυµµετρικά σωµατίδια είναι υπερβαριά, ενώ άλλα αποκτούν µάζες στην κλίµακα των
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TeV . Μετά την παραβίαση της συµµετρίας ϐαθµίδας της ΘΜΕ το µοντέλο ανήκει στην
κατηγορία µοντέλων µε δύο Higgs διπλέτες. Τέλος, παρατίθεται η ϕαινοµενολογική α-
νάλυση του µοντέλου ( [84]), στην οποία προβλέπεται η µάζα των σωµατιδίων top, bottom
και Higgs, αλλά και η κλίµακα ενοποίησης, όπως και η κλίµακα στην οποία παίρνει µάζα
το ΕΥΣ. Η διατριβή ολοκληρώνεται µε κάποια σύντοµα καταληκτικά σχόλια.
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1.2 Ελάττωση Παραµέτρων και Περατότητα

Η µέθοδος της ελάττωσης παραµέτρων, όπως παρουσιάστηκε αρχικά στο [12] και εξελίχθη-
κε τις επόµενες δύο δεκαετίες, έχει ως στόχο την έκφραση των ελεύθερων παραµέτρων της
ϑεωρίας συναρτήσει µιας κύριας παραµέτρου. Η ϐασική ιδέα έγκειται στην αναζήτηση
ΑΟΕ εκφράσεων µεταξύ των συζεύξεων, αρχικά µεταξύ αδιάστατων παραµέτρων, αλλά και
µεταξύ παραµέτρων µε µη µηδενική διάσταση µάζας, όπως π.χ. οι συζεύξεις και οι µάζες
που παραβιάζουν ήπια µια N = 1 υπερσυµµετρική ϑεωρία.

Ελάττωση Αδιάστατων Παραµέτρων

Μια ΑΟΕ σχέση (δηλαδή µια σχέση που δεν εξαρτάται από την κλίµακα επανακανονικο-
ποίησης µ) µεταξύ συζεύξεων g1, ..., gA µιας επανακανονικοποιήσιµης ϑεωρίας µπορεί να
εκφραστεί στη µορφή Φ(g1, · · · , gA) = const., η οποία πρέπει να ικανοποιεί τη µερική
διαφορική εξίσωση (Μ∆Ε)

µ
dΦ

dµ
= ~∇Φ · ~β =

A∑
a=1

βa
∂Φ

∂ga
= 0 , (1.1)

όπου το βa είναι η συνάρτηση ϐ του ga. Το να λύσουµε αυτήν την Μ∆Ε είναι ισοδύναµο
µε το να λύσουµε ένα σύνολο από συνήθεις διαφορικές εξισώσεις (Σ∆Ε), τις Εξισώσεις
Ελάττωσης (ΕΕ) [12–14],

βg
dga
dg

= βa , a = 1, · · · , A , (1.2)

όπου g και βg είναι η κύρια σύζευξη και η συνάρτηση ϐ της, αντίστοιχα και η αρίθµη-
ση a δεν περιλαµβάνει το g. Εφόσον προκύπτουν συνολικά (A − 1) ανεξάρτητους ΑΟΕ
«περιορισµούς» στον A-διάστατο χώρο παραµέτρων από τις Φa, µπορούµε ϑεωρητικά να
εκφράσουµε όλες τις συζεύξεις συναρτήσει της µιας κύριας σύξευξης g. Αυτή η πλήρης
ελάττωση (η οποία διατηρεί τη διαταρακτική επανακανονικοποιησιµότητα) µπορεί να επι-
τευχθεί µε µια λύση των ΕΕ σε µορφή δυναµοσειράς,

ga =
∑
n

ρ(n)
a g2n+1 , (1.3)

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η µοναδικότητα της λύσης αυτής µπορεί να διερευνηθεί σε επίπεδο
ενός ϐρόχου [12–14].

Οι συζεύξεις µια υπερσυµµετρικής ϑεωρίας έχουν την ίδια ασυµπτωτική συµπεριφορά.
Εποµένως, η αναζήτηση µιας λύσης σε µορφή δυναµοσειράς όπως η (1.3) στις ΕΕ (1.2)
είναι δικαιολογηµένη.

Η δυνατότητα για ενοποίηση παραµέτρων όπως περιγράφεται στην ενότητα αυτή είναι
αδιαµφισβήτητα πολύ «γοητευτική», καθώς µια πλήρως ελαττωµένη ϑεωρία έχει µόνο µία
ανεξάρτητη παράµετρο. Κάτι τέτοιο, όµως, συνήθως δεν είναι ϱεαλιστικό. Στις περισ-
σότερες περιπτώσεις διαλέγουµε να επιβάλλουµε λιγότερους ΑΟΕ περιορισµούς, επιτυγ-
χάνοντας «µερική ελάττωση» [85, 86]. Τέλος, αξίζει να αναφερθεί ότι όλα τα παραπάνω
υποδεικνύουν µια σύνδεση µεταξύ της ελάττωσης παραµέτρων και της υπερσυµµετρίας.

18



Ελάττωση Παραµέτρων Μη Μηδενικής ∆ιάστασης Μάζας

Ας προχωρήσουµε στην ελάττωση παραµέτρων µε διάσταση µάζας, διαδικασία σαφώς µη
τετριµµένη, καθώς χρειάζονται αρκετές αρχικές συνθήκες [99]. Παρόλα αυτά, αρχίζοντας
από την [100], έχει σηµειωθεί µεγάλη πρόοδος σε αυτή την κατεύθυνση και µπορούµε
τελικά να εισαγάγουµε παραµέτρους µάζας και συζεύξεις µε διαστάσεις µάζας [101,102]
µε τον ίδιο τρόπο που γίνεται για τις αδιάστατες παραµέτρους. Ας ϑεωρήσουµε το υπερ-
δυναµικό

W =
1

2
µij Φi Φj +

1

6
Cijk Φi Φj Φk , (1.4)

και τη Λαγκρανζιανή ήπιας παραβίασης υπερσυµµετρίας

− LSSB =
1

6
hijk φiφjφk +

1

2
bij φiφj +

1

2
(m2)ji φ

∗ iφj +
1

2
M λiλi + η.ς., (1.5)

όπου τα φi είναι οι ϐαθµωτές συνιστώσες των αντίστοιχων υπερπεδίων Φi καιM είναι µάζα
των gaugino.

Ας ϑυµηθούµε µερικές γνωστές σχέσεις :
(Ι) Οι συναρτήσεις ϐ των συζεύξεων ϐαθµίδας σε επίπεδο ενός ϐρόχου δίνονται από τη
σχέση [91–95]

β(1)
g =

dg

dt
=

g3

16π2

[∑
i

T (Ri)− 3C2(G)

]
, (1.6)

όπου T (Ri) είναι ο δείκτης Dynkin της αναπαράστασης Ri που ανήκουν τα πεδία ύλης
και C2(G) είναι ο τετραγωνικός τελεστής Casimir της συζυγούς αναπαράστασης G.
(ΙΙ) Οι ανώµαλες διαστάσεις γ(1) i

j -σε επίπεδο ενός ϐρόχου- ενός χειραλικού υπερπεδίου
δίνονται ως

γ(1) i
j =

1

32π2

[
Cikl Cjkl − 2 g2C2(Ri)δ

i
j

]
. (1.7)

(ΙΙΙ) Οι συναρτήσεις ϐ των συζεύξεων Yukawa Cijk -σε επίπεδο ενός ϐρόχου- σύµφωνα µε
το ϑεώρηµα µη επανακανονικοποίησης [87, 88, 90] µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει
των ανώµαλων διαστάσεων των σχετικών πεδίων

βijkC =
dCijk
dt

= Cijl γ
l
k + Cikl γ

l
j + Cjkl γ

l
i . (1.8)

Ας προχωρήσουµε υποθέτοντας ότι οι ΕΕ έχουν λύσεις σε µορφή δυναµοσειράς :

Cijk = g
∑
n=0

ρijk(n)g
2n . (1.9)

Στην προσπάθεια να αποκτήσουµε αποτελέσµατα σε κάθε επίπεδο ϐρόχων στρεφόµαστε
στις σχέσεις µεταξύ των συναρτήσεων ϐ. Η τεχνική "spurion" [90,106–109] δίνει αποτε-
λέσµατα σε κάθε επίπεδο ϐρόχων µεταξύ των συναρτήσεων ϐ του ΤΠΥ [110–116]. ΄Επειτα,
υποθέτοντας ότι η ελάττωση των Cijk είναι δυνατή σε κάθε επίπεδο ϐρόχων

dCijk

dg
=
βijkC
βg

, (1.10)
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όπως και για τα hijk

hijk = −MdCijk

d ln g
, (1.11)

τότε µπορεί να αποδειχθεί [124, 125] ότι είναι ακόλουθες σχέσεις είναι ΑΟΕ σε κάθε
επίπεδο ϐρόχων

M = M0
βg
g
, (1.12)

hijk = −M0 β
ijk
C , (1.13)

bij = −M0 β
ij
µ , (1.14)

(m2)ij =
1

2
|M0|2 µ

dγij
dµ

, (1.15)

όπου M0 είναι µια αυθαίρετη αναφορική παράµετρος κλίµακας (να σηµειωθεί ότι και στις
δύο υποθέσεις δεν ϐασίζονται σε συγκεκριµένες λύσεις των εξισώσεων αυτών).
Για το επόµενο ϐήµα αντικαθιστούµε την τελευταία εξίσωση της (1.15) µε έναν πιο γενικό
ΑΟΕ προσθετικό κανόνα που ισχύει σε κάθε επίπεδο ϐρόχων [121]

m2
i +m2

j +m2
k = |M |2

{
1

1− g2C2(G)/(8π2)

d lnCijk

d ln g
+

1

2

d2 lnCijk

d(ln g)2

}
+
∑
l

m2
l T (Rl)

C2(G)− 8π2/g2

d lnCijk

d ln g
,

(1.16)

που οδηγεί στην ακόλουθη σχέση (επιπέδου ενός ϐρόχου)

m2
i +m2

j +m2
k = |M |2 . (1.17)

Τέλος, τονίζουµε ότι, στην περίπτωση οµάδων ϐαθµίδας γινοµένου, η εξίσωση (1.12) παίρ-
νει τη µορφή

Mi =
βgi
gi
M0 , (1.18)

όπου το i συµβολίζει την οµάδα του γινοµένου. Η σχέση αυτή εφαρµόζεται στην περίπτωση
του Ελαττωµένου ΕΥΚΠ

Περατότητα σε N = 1 Υπερσυµµετρικές Θεωρίες

Η ιδέα των πεπερασµένων ϑεωριών απαιτεί σήµερα παραπάνω υπόβαθρο για να γίνει απο-
δεκτή από όσο όταν προτάθηκε για πρώτη ϕορά, καθώς τα τελευταία χρόνια η κοινότητα
έχει χαλαρώσει την αντιµετώπισή της απέναντι στους απειρισµούς. Οι περισσότεροι ϑεωρη-
τικοί ϕυσικοί πιστεύουν ότι οι απειρισµοί αποτελούν ένδειξη για την ύπαρξη µια ϑεωρίας
σε µεγαλύτερη κλίµακα, στην οποία εισάγονται νέοι ϐαθµοί ελευθερίας. Αλλά ακόµα κι αν
δεχτούµε αυτό το δόγµα, οδηγούµαστε ϕυσικά στο συµπέρασµα ότι πέρα από την κλίµακα
ενοποίησης -δηλαδή όταν συµπεριλάβουµε όλες τις αλληλεπιδράσεις σε ένα ενοποιηµένο
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πλαίσιο- η ϑεωρία ϑα πρέπει να είναι πλήρως πεπερασµένη. Αυτό είναι µάλιστα το ϐασικό
κίνητρο των ϑεωριών χορδών και των ϑεωριών σε µη µεταθετικές γεωµετρίες, οι οποίες
συµπεριλαµβάνουν και τη ϐαρύτητα στην ενοποίηση των αλληλεπιδράσεων. Παρόλα αυ-
τά, για τις ανάγκες του παρόντος περιοριζόµαστε στην ενοποίηση των γνωστών ϑεωριών
ϐαθµίδας.

Ας ϑεωρήσουµε µια N = 1 καθολικά υπερσυµµετρική ϑεωρία ϐαθµίδας, η οποία είναι
χειραλική και ελεύθερη ανωµαλιών, όπου G είναι η οµάδα ϐαθµίδας και g η αντίστοιχη
σύζευξη ϐαθµίδας. Η ϑεωρία αυτή έχει το υπερδυναµικό της εξίσωσης (1.4), ενώ οι συ-
ναρτήσεις ϐ -σε επίπεδο ενός ϐρόχου- των συζεύξεων ϐαθµίδας Yukawaδίνονται από τις
εξισώσεις (1.6) και (1.8) και οι ανώµαλες διαστάσεις των χειραλικών υπερπεδίων από την
εξίσωση (1.7).
Απαιτώντας το µηδενισµό όλων των συναρτήσεων ϐ σε επίπεδο ενός ϐρόχου, καταλήγουµε
στις σχέσεις ∑

i

T (Ri) = 3C2(G) , (1.19)

CiklCjkl = 2δijg
2C2(Ri) . (1.20)

Οι συνθήκες περατότητας για µια N − 1 υπερσυµµετρική ϑεωρία µε ϑεωρία ϐαθµίδας
SU(N) µπορούν να ϐρεθούν στην [128], ενώ µια εκτενής συζήτηση για τα προαπαιτούµε-
να για να έχουµε ϑεωρίες ελεύθερες ανωµαλιών ϐρίσκεται στην [129]. Σηµειώνεται ότι οι
συνθήκες (1.19) και (1.20) είναι αναγκαίες και ικανές ώστε να εξασφαλιστεί η περατότητα
της ϑεωρίας στο επίπεδο δύο ϐρόχων [91–95].

Η απαίτηση για περατότητα, σε επίπεδο ενός ϐρόχου, σε ήπια παραβιασµένες υ-
περσυµµετρικές ϑεωρίες επιβάλλει επιπλέον περιορισµούς µεταξύ των ήπιων όρων του
ΤΠΥ [130], ενώ και πάλι αυτές οι συνθήκες εξασφαλίζουν περατότητα και σε επίπεδο δύο
ϐρόχων [131]. Οι συνθήκες αυτές επιβάλλουν περιορισµούς στις µη αναγωγίσιµες αναπα-
ϱαστάσεις Ri της οµάδας ϐαθµίδας G, αλλά και στις συζεύξεις Yukawa. Για παράδειγµα,
εφόσον η U(1) δεν είναι συµβατή µε τη σχέση (1.19), το ΕΥΚΠ δεν είναι πλαίσιο στο οποίο
τα παραπάνω µπορούν να ϐρουν εφαρµογή. Εποµένως, µια ΘΜΕ απαιτείται, µε το ΕΥΚΠ
να αποτελεί το όριό της σε χαµηλές ενέργειες. Ακόµα, εφόσον η συνθήκη (1.20) απαγο-
ϱεύει την εµφάνιση της τετριµµένης αναπαράστασης ϐαθµίδας (C2(1) = 0), η αυθόρµητη
παραβίαση της υπερσυµµετρίας τύπου F δεν είναι συµβατή µε την περατότητα, αλλά ούτε
και η παραβίαση τύπου D, καθώς απαιτεί µια οµάδα U(1).

Μια πραγµατικά µη τετριµµένη απαίτηση είναι οι σχέσεις µεταξύ των συζεύξεων (ϐαθ-
µίδας και Yukawa), οι οποίες επιβάλλονται από τις συνθήκες (1.19) και (1.20), να ισχύουν
σε κάθε ενεργειακή κλίµακα. Η αναγκαία και ικανή συνθήκη είναι να απαιτήσουµε αυτές
οι σχέσεις να είναι λύσεις των ΕΕ

βg
dCijk
dg

= βijk (1.21)

σε όλες τις τάξεις της ϑεωρίας διαταραχών. Σηµειώνεται ακόµη µια ϕορά ότι η ύπαρξη

21



λύσης σε επίπεδο ενός ϐρόχου σε µορφή δυναµοσειράς εγγυάται την ύπαρξη της δυναµο-
σειράς σε κάθε επίπεδο ϐρόχων.

Στρέφουµε, λοιπόν, την προσοχή µας στο ακόλουθο ϑεώρηµα [134, 135], το οποίο
υποδεικνύει τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες, ώστε να έχουµε µια πεπερασµένη N = 1
υπερσυµµετρική ϑεωρία σε κάθε επίπεδο ϐρόχων. Στις [134,135,139–143] αποδείχθηκε
ότι για µια N = 1 υπερσυµµετρική ϑεωρία Yang-Mills που ϐασίζεται σε απλή οµάδα
ϐαθµίδας, έχουµε τέσσερεις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται :
(1) Να µην υπάρχουν ανωµαλίες ϐαθµίδας
(2) Η συνάρτηση ϐ της σύζευξης ϐαθµίδας να είναι µηδενική σε επίπεδο ενός ϐρόχου
ονε-λοοπ λεελ

β(1)
g = 0 =

∑
i

T (Ri)− 3C2(G). (1.22)

(3) Η συνθήκη µηδενισµού της ανώµαλης δάστασης -σε επίπεδο ενός ϐρόχου- των πεδίων
ύλης,

γ(1)i
j = 0 =

1

32π2
[ Cikl Cjkl − 2 g2 C2(R)δij], (1.23)

να έχει λύση της µορφής
Cijk = ρijkg, ρijk ∈ C . (1.24)

(4) ΄Οταν οι παραπάνω λύσεις ϑεωρούνται ως λύσεις των συνθηκών µηδενισµού των συναρ-
τήσεων ϐ των συζεύξεων Yukawa (σε επίπεδο ενός ϐρόχου), π.χ. βijk = 0, τότε να είναι
αποµονωµένες και µη εκφυλισµένες.
Τότε κάθε µια από τις λύσεις στην εξίσωση (1.24) µπορούν να επεκταθούν κατά µοναδικό
τρόπο σε µια δυναµοσειρά στο g και το Yang-Millsµοντέλο ϑα εξαρτάται από µια σταθερά
σύζευξης g µε µηδενική συνάρτηση ϐ σε κάθε τάξη της ϑεωρίας διαταραχών.

Τέλος, ενώ τα παραπάνω δεν είναι δυνατό να ισχύουν σε µη υπερσυµµετρικές ϑεωρίες,
πρέπει να σηµειωθεί ότι η ελάττωση παραµέτρων και η περατότητα είναι δύο έννοιες που
συνδέονται στενά.
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1.3 Φαινοµενολογικά Ενδιαφέροντα Μοντέλα µε Ελατ-
τωµένες Παραµέτρους

Σε αυτήν την ενότητα δίνονται οι ϐασικές ιδιότητες τεσσάρων υπερσυµµετρικών µοντέλων,
στα οποία εφαρµόζεται η αρχή της ελάττωσης παραµέτρων, έτσι όπως αυτά αναπτύχθηκαν
τα τελευταία χρόνια από µέλη της ερευνητικής οµάδας. Τα πρώτα τρία χρησιµοποιούν
µια εκτεταµένη δοµή ϐαθµίδας ώστε να επιτύχουν την ελάττωση παραµέτρων (τα δύο εξ
αυτών είναι και πεπερασµένα), ενώ στο τέταρτο η ελάττωση παραµέτρων επιτυγχάνεται στα
πλαίσια της οµάδας ϐαθµίδας του ΕΥΚΠ.

Το Ελαχιστοποιηµένο N = 1 Υπερσυµµετρικό SU(5)

Το πρώτο µοντέλο στο οποίο εφαρµόζουµε τη µέθοδο της ελάττωσης παραµέτρων είναι το
Ελαχιστοποιηµένο N = 1 υπερσυµµετρικό µοντέλο που ϐασίζεται στο SU(5) [18, 100].
Τα ΨI(10) και ΦI(5) ϕιλοξενούν τις τρεις οικογένειες από κουάρκ και λεπτόνια (το I συµ-
ϐολίζει τον αριθµό οικογένειας), µια συζυγής Σ(24) σπάει τη ΘΜΕ στην οµάδα ϐαθµίδας
του ΚΠ SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y και οι H(5) και H(5) περιγράφουν τα δύο υπερπε-
δία Higgs της παραβίασης ηλεκτρασθενούς συµµετρίας (ΠΗΣ) [9,10]. Μόνο ένα σετ από
(5 + 5̄) χρησιµοποιείται για να περιγράψει τα υπερπεδία Higgs που χρειαζόµαστε για την
ΠΗΣ. Αυτό καθιστά την παρούσα εκδοχή του µοντέλου ασυµπτωτικά ελεύθερη (αρνητικό
βg).

Το υπερδυναµικό δίνεται ως [9,10]

W =
gt
4
εαβγδτ Ψ

(3)
αβΨ

(3)
γδHτ +

√
2gb Φ(3)αΨ

(3)
αβH

β
+
gλ
3

Σβ
αΣγ

βΣα
γ + gf H

α
Σβ
αHβ

+
µΣ

2
Σγ
αΣα

γ + µH H
α
Hα .

(1.25)

όπου τα t, b και f είναι δείκτες του αντισυµµετρικού τανυστή 10 και του συζυγούς 24, τα
α, β, . . . είναι δείκτες SU(5), ενώ οι συζεύξεις Yukawa των δύο πρώτων οικογενειών έχουν
παραλειφθεί. Η Λαγκρανζιανή του ΤΠΥ είναι η

−Lsoft = m2
HuĤ

∗α
Ĥα +m2

Hd
Ĥ
∗
αĤ

α
+m2

ΣΣ̂
† α
β Σ̂

β

α +
∑
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ΦI Φ̂

∗ (I)

α Φ̂
(I)α
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ΨI Ψ̂
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Ψ̂

(I)

βα ] + { 1
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Mλλ+BHĤ

α
Ĥα +BΣΣ̂

α

βΣ̂
β

α + hf Ĥ
α
Σ̂
β

αĤβ

+
hλ
3

Σ̂
β

αΣ̂
γ

βΣ̂
α

γ +
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4
εαβγδτ Ψ̂

(3)

αβΨ̂
(3)

γδ Ĥτ +
√

2hb Φ̂
(3)α

Ψ̂(3)
αβĤ

β
+ η.ς. } ,

(1.26)

όπου το ˆ συµβολίζει τις ϐαθµωτές συνιστώσες των χειραλικών υπερπεδίων. Οι συναρτήσεις
ϐ και γ, µαζί µε µια αναλυτική παρουσίαση του µοντέλου, ϐρίσκονται στις [18] και [151,
152].

Ο ελάχιστος αριθµός ήπιων όρων που δεν παραβιάζουν τη διαταρακτική επανακανο-
νικοποιησιµότητα απαιτούνται στην ελαττωµένη ϑεωρία. Η σύζευξη ϐαθµίδας g ϑεωρείται
ως η κύρια παράµετρος όσον αφορά τη µέθοδο ελάττωσης. Σηµειώνεται ότι ο αδιάστατος

23



τοµέας έχει λύσεις των ΕΕ ανεξάρτητες από τον ΤΠΥ. ∆ύο σετ ασυµπτωτικά ελεύθερων
λύσεων επιτυγχάνουν την ενοποίηση του τοµέα ϐαθµίδας µε τον τοµέα Yukawa σε αυτό το
µοντέλο [18]:

a : gt =

√
2533

2605
g +O(g3) , gb =

√
1491

2605
g +O(g3) , gλ = 0 , gf =

√
560

521
g +O(g3) ,

b : gt =

√
89

65
g +O(g3) , gb =

√
63

65
g +O(g3) , gλ = 0 , gf = 0 .

(1.27)

Οι όροι µεγαλύτερης τάξης συµβολίζουν µοναδικά υπολογίσιµες δυναµοσειρές στο g. Αυ-
τές οι λύσεις περιγράφουν το σύνορο µιας ασυµµπτωτικά ελεύθερης ΑΟΕ επιφάνειας στον
χώρο παραµέτρων, στο οποίο τα gλ και gf µπορούν να µην είναι µηδενικά. Το γεγονός
αυτό επιτρέπει µια µερική ελάττωση, στην οποία τα gλ και gf είναι (µη µηδενικές) ανεξάρ-
τητες παράµετροι χωρίς να κινδυνεύει η ασυµπτωτική ελευθερία. Η περιοχή του χώρου
παραµέτρου στην οποία το µοντέλο είναι ασφαλές όσον αφορά τη διάσπαση πρωτονίου
ευνοεί τη λύση a. Εποµένως, επιλέγουµε να είµαστε ακριβώς στο σύνορο που ορίζεται από
τη λύση a1.

Η ελάττωση των παραµέτρων µε διάσταση µάζας γίνεται όπως στην Ενότητα 1.2. Τα
µΣ, µH και M δεν µπορούν να ελαττωθούν στην επιθυµητή µορφή και παραµένουν ανε-
ξάρτητες παράµετροι. Η λύση της ελάττωσης στη χαµηλότερη τάξη είναι :

BH =
1029

521
µHM , BΣ = −3100

521
µΣM , (1.28)

ht = −gtM , hb = −gbM , hf = −gf M , hλ = 0 ,

m2
Hu = −569

521
M2 , m2

Hd
= −460

521
M2 , m2

Σ =
1550

521
M2 ,

m2
Φ3 =

436

521
M2 , m2

Φ1,2 =
8

5
M2 , m2

Ψ3 =
545

521
M2 , m2

Ψ1,2 =
12

5
M2 .

(1.29)

Η µάζα των gaugino, M , χαρακτηρίζει την κλίµακα της παραβίασης της υπερσυµµετρίας.
Αξίζει να σηµειωθεί ότι µπορούµε να συµπεριλάβουµε τα BH και BΣ ως ανεξάρτητες πα-
ϱαµέτρους χωρίς να αλλάξουµε τη λύση (1.29) σε επίπεδο ενός ϐρόχου. Επίσης, ενώ
έχουµε ϐρει συγκεκριµένες σχέσεις µεταξύ των ήπιων ϐαθµωτών µαζών και της µάζας των
gaugino, ο προσθετικός κανόνας εξακολουθεί να ισχύει.

Το Πεπερασµένο N = 1 Υπερσυµµετρικό SU(5)

Στη συνέχεια εξετάζεται µια Πεπερασµένη Θεωρίας Ενοποίησης (ΠΘΕ) -σε κάθε επίπε-
δο ϐρόχων- µε ϐάση την οµάδα ϐαθµίδας SU(5), στην οποία η ελάττωση παραµέτρων
εφαρµόζεται στην τρίτη ϕερµιονική οικογένεια. Αυτή η ΠΘΕ ξεχώρισε στο παρελθόν [26]

1Το gλ = 0 είναι ασυνεπές, αλλά το gλ <∼ 0.005 είναι απαραίτητο ώστε οι περιορισµοί που προκύπτουν
από την απαίτηση να είναι το µοντέλο ασφαλές όσον αφορά τη διάσπαση πρωτονίου [250] να ικανοποιούνται.
΄Ενα µικρό gλ εκτιµάται ότι δεν επηρεάζει την πρόβλεψη ενοποίησης του παραµέτρων του ΤΠΥ.
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λόγω της συµφωνίας της µε τα πειραµατικά δεδοµένα της εποχής και προέβλεψε τη µάζα
του µποζονίου Higgs µεταξύ 121-126 GeV σχεδόν πέντε χρόνια πριν την πειραµατική του
ανακάλυψη.

Το σωµατιδιακό περιεχόµενο αποτελείται από τρεις υπερπολλαπλέτες (5 + 10), όπου
κάθε Ϲεύγος αντιστοιχεί σε µια γενιά από κουάρκς και λεπτόνια, τέσσερεις (5 + 5) και µία
24, οι οποίες µπορούν να ϑεωρηθούν ως υπερπολλαπλέτες Higgs. ΄Οταν η ΜΘΕ σπάει,
τότε το µοντέλο δεν είναι πια πεπερασµένο και καταλήγει στο ΕΥΚΠ [18–20,153–155].

΄Ενα πεπερασµένο SU(5) µοντέλο µε ικανοποιητική προβλεπτική ισχύ πρέπει να εµ-
ϕανίζει τις παρακάτω ιδιότητες :

1. Οι ανώµαλες διαστάσεις σε επίπεδο ενός ϐρόχου πρέπει να είναι διαγώνιες, δηλαδή
γ

(1) j
i ∝ δji .

2. Τα ϕερµιόνια στις αναπαραστάσεις 5i,10i (i = 1, 2, 3) δε συζεύγνυνται µε τη συζυγή
24.

3. Οι δύο Higgs διπλέτες του ΕΥΚΠ αποτελούνται κυρίως από ένα Ϲεύγος από Higgs
πενταπλέτες και αντι-πενταπλέτες, οι οποίες συζεύγνυνται µε την τρίτη οικογένεια.

Η ελάττωση παραµέτρων επεκτείνει τη συµµετρία και το υπερδυναµικό δίνεται ως [105,
156]:

W =
3∑
i=1

[
1

2
gui 10i10iHi + gdi 10i5iH i ] + gu23 102103H4 (1.30)

+ gd23 10253H4 + gd32 10352H4 + gf2 H2 24H2 + gf3 H3 24H3 +
gλ

3
(24)3 .

Μια πιο λεπτοµερής συζήτηση για το µοντέλο και τις ιδιότητές του ϐρίσκεται στις [18–20].
Οι αποµονωµένες και µη εκφυλισµένες λύσεις της γ(1)

i = 0 δίνουν :

(gu1 )2 =
8

5
g2 , (gd1)2 =

6

5
g2 , (gu2 )2 = (gu3 )2 =

4

5
g2 , (1.31)

(gd2)2 = (gd3)2 =
3

5
g2 , (gu23)2 =

4

5
g2 , (gd23)2 = (gd32)2 =

3

5
g2 ,

(gλ)2 =
15

7
g2 , (gf2 )2 = (gf3 )2 =

1

2
g2 , (gf1 )2 = 0 , (gf4 )2 = 0 .

Επιπλέον, έχουµε τη σχέση h = −MC, ενώ από τον προσθετικό κανόνα παίρνουµε:

m2
Hu + 2m2

10 = M2 , m2
Hd
− 2m2

10 = −M
2

3
, m2

5 + 3m2
10 =

4M2

3
. (1.32)

Αυτό δείχνει ότι έχουµε µόνο δύο ελεύθερες παραµέτρους m10 και M για τον ΤΠΥ.
Η συµετρία της ΘΜΕ σπάει στο ΕΥΚΠ, όπου ϑέλουµε µόνο δύο διπλέτες Higgs. Αυτό

επιτυγχάνεται µε την εισαγωγή κατάλληλων όρων µάζας, οι οποίοι επιτρέπουν µια στροφή
στον τοµέα Higgs [19,20,157–159], η οποία µε τη σειρά της επιτρέπει µόνο σε ένα Ϲεύγος
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Higgs διπλετών (οι οποίες συζεύγνυνται µόνο µε την τρίτη οικογένεια) να παραµείνουν ελα-
ϕριές και να αποκτήσουν αναµενόµενες τιµές στο κενό. Οι συνήθεις λεπτές ϱυθµίσεις για
να επιτευχθεί το "doublet-triplet splitting" ϐοηθούν το µοντέλο να αποφύγει τη γρήγορη
διάσπαση πρωτονίου (αν και αυτός ο µηχανισµός διαφέρει από αυτόν που χρησιµοποιεί-
ται στο Ελαχιστοποιηµένο SU(5) λόγω του εκτεταµένου τοµέα Higgs της πεπερασµένης
περίπτωσης).

΄Ετσι, κάτω από την κλίµακα ενοποίησης έχουµε το ΕΥΚΠ, στο οποίο οι δύο πρώτες
γενιές δεν περιορίζονται, ενώ η τρίτη δίνεται από τις συνθήκες περατότητας.

Το Πεπερασµένο N = 1 Υπερσυµµετρικό SU(3)× SU(3)× SU(3)

Μπορεί κανείς να προσπαθήσει να κατασκευάσει µια ΠΘΕ µε συµµετρία ϐαθµίδας µια ο-
µάδα γινοµένου. Ας ϑεωρήσουµε µιαN = 1 υπερσυµµετρική ϑεωρία SU(N)1×SU(N)2×
· · ·×SU(N)k και nf (που είναι ο αριθµός των οικογενειών) υπερπολλαπλέτες (N,N∗, 1, . . . , 1)+
(1, N,N∗, . . . , 1) + · · · + (N∗, 1, 1, . . . , N). Τότε, ο συντελεστής b σε επίπεδο ενος ϐρόχου
της συνάρτησης ϐ της σύζευξης ϐαθµίδας κάθε SU(4) είναι

b =

(
−11

3
+

2

3

)
N + nf

(
2

3
+

1

3

)(
1

2

)
2N = −3N + nfN . (1.33)

Η απαραίτητη συνθήκη περατότητας είναι η b = 0, η οποία προκύπτει µόνο για την
επιλογή nf = 3. Εποµένως, είναι ϕυσικό να ϑεωρήσουµε τρεις γενιές από κουάρκς και
λεπτόνια.

Η ϕαινοµενολογικά συνεπής επιλογή είναι το µοντέλο SU(3)C × SU(3)L × SU(3)R,
το οποίο αναλύεται σε ϐάθος στην [27] και στις [160–163]. Τα λεπτόνια και τα κουάρκς
του µοντέλου µετασχηµατίζονται ως εξής :

Q =

−d1
L −d2

L −d3
L

u1
L u2

L u3
L

D1
L D2

L D3
L

 ∼ (3, 3∗, 1), qc =

dc1R uc1R Dc1
R

dc2R uc2R Dc2
R

dc3R uc3R Dc3
R

 ∼ (3∗, 1, 3), (1.34)

L =

H0
d H+

u νL
H−d H0

u eL
νcR ecR S

 ∼ (1, 3, 3∗), (1.35)

όπου τα D είναι κουάρκς τύπου d, τα οποία παίρνουν µάζες κοντά στην κλίµακα ενοποί-
ησης. ΄Ετσι, σε αυτήν την περίπτωση η συνάρτηση ϐ της σύζευξης ϐαθµίδας µηδενίζεται,
οπότε η πρώτη συνθήκη περατότητας (1.19) ικανοποιείται. Αυτό µας οδηγεί στην δεύτερη
συνθήκη, δηλαδή το µηδενισµό των ανώµαλων διαστάσεων όλων των υπερπεδίων (1.20). Ας
γράψουµε πρώτα το υπερδυναµικό, Για µία οικογένεια έχουµε µόνο δύο τριγραµµικούς
αναλλοίωτους όρους, οι οποίοι µπορούν να χρησιµοποιηθούν στο υπερδυναµικό ως:

f Tr(LqcQ) +
1

6
f ′ εijkεabc(LiaLjbLkc + qciaq

c
jbq

c
kc +QiaQjbQkc), (1.36)
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όπου τα f και f ′ είναι οι συζεύξεις Yukawa για κάθε αναλλοίωτο όρο. Τα κουάρκς και τα
λεπτόνια αποκτούν µάζα όταν οι ϐαθµωτές συνιστώσες των υπερπεδίων (H0

d , H
0
u) αποκτούν

αναµενόµενες τιµές στο κενό,

md = f〈H0
d〉, mu = f〈H0

u〉, me = f ′〈H0
d〉, mν = f ′〈H0

u〉. (1.37)

Για τρεις οικογένειες το πιο γενικό υπερδυναµικό έχει 11 συζεύξεις f και 10 συζεύξεις f ′.
Εφόσον οι ανώµαλες διαστάσεις κάθε υπερπεδίου µηδενίζονται, 9 συνθήκες επιβάλλονται
στις συζεύξεις αυτές : ∑

j,k

fijk(fljk)
∗ +

2

3

∑
j,k

f ′ijk(f
′
ljk)
∗ =

16

9
g2δil , (1.38)

όπου

fijk = fjki = fkij, (1.39)
f ′ijk = f ′jki = f ′kij = f ′ikj = f ′kji = f ′jik. (1.40)

Τα κουάρκς και τα λεπτόνια αποκτούν µάζες όταν οι ϐαθµωτές συνιστώσες των υπερπεδίων
(H0

d)1,2,3 και (H0
u)1,2,3 αποκτήσουν αναµενόµενες τιµές στο κενό :

(Md)ij =
∑
k

fkij〈(H0
d)k〉, (Mu)ij =

∑
k

fkij〈(H0
u)k〉, (1.41)

(Me)ij =
∑
k

f ′kij〈(H0
d)k〉, (Mν)ij =

∑
k

f ′kij〈(H0
u)k〉. (1.42)

΄Οταν η ΠΘΕ σπάει στην κλίµακα ενοποίησης, µένει το ΕΥΚΠ2, όπου και οι δύο διπλέτες
Higgs συζεύγνυνται κατά µέγιστο τρόπο µε την τρίτη οικογένεια. Αυτές οι διπλέτες είναι
οι γραµµικοί συνδυασµοί H0

u =
∑

i ai(H
0
u)i και H0

d =
∑

i bi(H
0
u)i. Για την επιλογή των

συγκεκριµένων συνδυασµών µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις κατάλληλες µάζες στο
υπερδυναµικό [157], εφόσον δεν είναι περιορισµένες από τις συνθήκες περατότητας. Η
παραβίαση της ΠΘΕ αφήνει συνοριακές συνθήκες για τις συζεύξεις ϐαθµίδας και Yukawa,
δηλαδή την εξίσωση (1.38), τη σχέση h = −Mf και τον προσθετικό κανόνα ήπιων ϐαθ-
µωτών µαζών στην κλίµακα ενοποίησης. Ο τελευταίος στο παρόν µοντέλο παίρνει την εξής
µορφή:

m2
Hu +m2

t̃c +m2
q̃ = M2 = m2

Hd
+m2

b̃c
+m2

q̃ . (1.43)

Εάν η λύση της εξίσωσης (1.38) είναι και µοναδική και αποµονωµένη, τότε το µοντέλο είναι
πεπερασµένο σε κάθε τάξη της ϑεωρίας διαταραχών. Αυτό οδηγεί τα f ′ στο µηδενισµό και
µένουµε µε τις σχέσεις

f 2 = f 2
111 = f 2

222 = f 2
333 =

16

9
g2 . (1.44)

2στην [61,62] και σε επόµενη ενότητα συζητάται σε λεπτοµέρεια η παραβίαση του SU(3)3.
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Εφόσον όλες οι παράµετροι f ′ είναι µηδέν σε επίπεδο ενός ϐρόχου, οι λεπτονικές µάζες
είναι µηδέν επίσης. ∆εν µπορούν να εµφανιστούν από διορθώσεις ακτινοβολίας (όπως ϑα
περίµενε κανείς) λόγω των συνθηκών περατότητας και παραµένουν πρόβληµα για µελλο-
ντική µελέτη.

Εάν η λύση είναι µοναδική (αλλά όχι αποµονωµένη, δηλαδή παραµετρική), τότε µπο-
ϱούµε να έχουµε µη µηδενικά f ′ και να επιτύχουµε περατότητα µέχρι και το επίπεδο
δύο ϐρόχων. Σε αυτή την περίπτωση οι λεπτονικές µάζες δεν µηδενίζονται. Τότε έχουµε
ελαφρώς διαφορετικούς περιορισµούς για τις συζεύξεις Yukawa:

f 2 = r

(
16

9

)
g2 , f ′2 = (1− r)

(
8

3

)
g2 , (1.45)

όπου το r είναι ελεύθερο και παραµετροποιεί τις διαφορετικές λύσεις στις συνθήκες πε-
ϱατότητας. Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι χρησιµοποιούµε τον προσθετικό κανόνα ως
συνοριακή συνθήκη για τις ήπιες ϐαθµωτές µάζες.

Ελάττωση Παραµέτρων στο ΕΥΚΠ

Τέλος, ϑα εξεταστεί µια εφαρµογή της µεθόδου της ελάττωσης παραµέτρων στο πλαίσιο
του ΕΥΚΠ, αλλά µε την υπόθεση ύπαρξης µιας ΜΘΕ στις υψηλότερες ενέργειες. Η µερική
ελάττωση του µοντέλου αυτού έγινε και αναλύθηκε στις [28, 164] και περιορίζεται στην
τρίτη ϕερεµιονική οικογένεια. Το υπερδυναµικό δίνεται ως :

W = YtH2Qt
c + YbH1Qb

c + YτH1Lτ
c + µH1H2 , (1.46)

όπου τα Q,L, t, b, τ,H1, H2 είναι τα συνήθη υπερπεδία του ΕΥΚΠ, ενώ η Λαγκρανζιανή
του ΤΠΥ δίνεται ως :

−LSSB =
∑
φ

m2
φφ̂
∗φ̂+

[
m2

3Ĥ1Ĥ2 +
3∑
i=1

1

2
Miλiλi + η.ς

]
+
[
htĤ2Q̂t̂

c + hbĤ1Q̂b̂
c + hτĤ1L̂τ̂

c + η.ς.
]
,

(1.47)

όπου τα φ̂ συµβολίζουν τις ϐαθµωτές συνιστώσες όλων των υπερπεδίων, τα λ αναφέρονται
στα gaugino, ενώ τα πεδία µε ˆ είναι οι ϐαθµωτές συνιστώσες των αντίστοιχων υπερπεδίων.
Οι συζεύξεις Yukawa Yt,b,τ και οι τριγραµµικές συζεύξεις ht,b,τ αναφέρονται στην τρίτη
γενιά.

Ας ξεκινήσουµε από τις αδιάστατες συζεύξεις, δηλαδή τις συζεύξεις ϐαθµίδας και τις
Yukawa συζεύξεις. Ως πρώτο ϐήµα ϑα ϑεωρήσουµε µόνο την ισχυρή σύζευξη και τα
Yukawa των top και bottom κουάρκς, ενώ οι άλλες δύο συζεύξεις ϐαθµίδας και το Yukawa
του tau κουάρκ ϑα εισαχθούν αργότερα ως διορθώσεις. Ελαττώνουµε, λοιπόν,τις δύο
συζεύξεις Yukawa ως προς την ισχυρή σύζευξη α3

Y 2
i

4π
≡ αi = G2

iα3, i = t, b,
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και, χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις οµάδας επανακανονικοποίησης για τις συζεύξεις Yukawa,
παίρνουµε

G2
i =

1

3
, i = t, b.

Αυτό το ελαττωµένο σύστηµα διέπεται (Ι) από τη διαφορετική εξέλιξη (µε τη αλλαγή ενερ-
γειακής κλίµακας) των συζεύξεων για τις SU(2) και U(1) σε σχέση µε την ισχυρή σύζευ-
ξη [85] και (ΙΙ) την ασυµβατότητα της εφαρµογής της παραπάνω ελάττωσης για τη σύζευξη
Yukawa του tau κουάρκ, εφόσον το αντίστοιχο G2 γίνεται αρνητικό [28]. Προσθέτοντας
τώρα τις συζεύξεις που αγνοήθηκαν αρχικά ως διορθώσεις, παίρνουµε

G2
t =

1

3
+

71

525
ρ1 +

3

7
ρ2 +

1

35
ρτ , G2

b =
1

3
+

29

525
ρ1 +

3

7
ρ2 −

6

35
ρτ (1.48)

όπου

ρ1,2 =
g2

1,2

g2
3

=
α1,2

α3

, ρτ =
g2
τ

g2
3

=

Y 2
τ

4π
α3

(1.49)

Σηµειώνεται ότι οι διορθώσεις στην (1.48) ϑεωρούνται στην κλίµακα ενοποίησης και υπό
την υπόθεση ότι

d

dg3

(
Y 2
t,b

g2
3

)
= 0.

Επιβάλλεται σε αυτό το σηµείο ένα σύντοµο σχόλιο για την παραπάνω υπόθεση, η ο-
ποία οδήγησε στην (1.48). Πρακτικά, ϑεωρούµε ότι ακόµα και όταν συµπεριλάβουµε τις
διορθώσεις από τις υπόλοιπες συζεύξεις, στην κλίµακα ενοποίησης ο λόγος των συζεύξεων
top και bottom αt,b προς την ισχυρή σύζευξη είναι ακόµα σταθερός, δηλαδή ότι η εξάρτησή
τους από την κλίµακα είναι αµελητέα. Με άλλα λόγια, η υπόθεση αυτή µπορεί να ερµη-
νευτεί ως η απαίτηση στο υπεριώδες (δηλαδή κοντά στην κλίµακα ενοποίησης) ο λόγος
αυτός να γίνεται ολοένα και λιγότερο ευαίσθητος στην αλλαγή κλίµακα επανακανονικο-
ποίησης. Η απαίτηση αυτή ϑέτει τις συνοριακές συνθήκες στην κλίµακα ενοποίησης, οι
οποίες δίνονται στην (1.48). Εναλλακτικά, µπορεί κανείς να ακολουθήσει τη συστηµατική
µέθοδο εισαγωγής διορθώσεων σε ένα µη τετριµµένο ελαττωµένο σύστηµα, όπως αυτή α-
ναπτύχθηκε στην [86], ϑεωρώντας όµως δύο ελαττωµένα συστήµατα: το πρώτο αποτελείται
από τις συζεύξεις top και bottom και το δεύτερο από την ισχυρή και την bottom σύζευξη.
Σε επίπεδο δύο ϐρόχων υποτίθεται ότι οι διορθώσεις είναι της µορφής:

αi = G2
iα3 + J2

i α
2
3, i = t, b.

Τότε, οι συντελεστές Ji δίνονται από

J2
i =

1

4π

17

24
, i = t, b

για τη περίπτωση που δεν έχουµε συµπεριλάβει τις υπόλοιπες συζεύξεις ως διορθώσεις.
΄Οταν τις συµπεριλάβουµε, παίρνουµε:

J2
t =

1

4π

Nt

D
, J2

b =
1

4π

Nb

5D
,
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όπου

D =257250(196000 + 44500ρ1 + 2059ρ2
1 + 200250ρ2 + 22500ρ1ρ2 + 50625ρ2

2−
33375ρτ − 5955ρ1ρτ − 16875ρ2ρτ − 1350ρ2

τ ),

Nt =− (−35714875000− 10349167500ρ1 + 21077903700ρ2
1 + 9057172327ρ3

1+

481651575ρ4
1 − 55566000000ρ2 + 2857680000ρ1ρ2 + 34588894725ρ2

1ρ2+

5202716130ρ3
1ρ2 + 3913875000ρ2

2 + 8104595625ρ1ρ
2
2 + 11497621500ρ2

1ρ
2
2+

27047671875ρ3
2 + 1977918750ρ1ρ

3
2 + 7802578125ρ4

2 + 3678675000ρτ+

1269418500ρ1ρτ − 2827765710ρ2
1ρτ − 1420498671ρ3

1ρτ + 7557637500ρ2ρτ−
2378187000ρ1ρ2ρτ − 4066909425ρ2

1ρ2ρτ − 1284018750ρ2
2ρτ − 1035973125ρ1ρ

2
2ρτ−

2464171875ρ3
2ρτ + 1230757500ρ2

τ + 442136100ρ1ρ
2
τ − 186425070ρ2

1ρ
2
τ+

1727460000ρ2ρ
2
τ + 794232000ρ1ρ2ρ

2
τ + 973518750ρ2

2ρ
2
τ−

325804500ρ3
τ − 126334800ρ1ρ

3
τ − 412695000ρ2ρ

3
τ − 32724000ρ4

τ ),

Nb =− (−178574375000− 71734162500ρ1 + 36055498500ρ2
1 + 13029194465ρ3

1+

977219931ρ4
1 − 277830000000ρ2 − 69523650000ρ1ρ2 + 72621383625ρ2

1ρ2+

10648126350ρ3
1ρ2 + 19569375000ρ2

2 + 13062459375ρ1ρ
2
2 + 25279672500ρ2

1ρ
2
2+

135238359375ρ3
2 + 16587281250ρ1ρ

3
2 + 39012890625ρ4

2 + 58460062500ρτ+

35924411250ρ1ρτ − 13544261325ρ2
1ρτ − 2152509435ρ3

1ρτ − 13050843750ρ2ρτ+

45805646250ρ1ρ2ρτ − 75889125ρ2
1ρ2ρτ − 24218578125ρ2

2ρτ + 17493046875ρ1ρ
2
2ρτ−

1158046875ρ3
2ρτ − 36356775000ρ2

τ − 26724138000ρ1ρ
2
τ − 4004587050ρ2

1ρ
2
τ−

97864200000ρ2ρ
2
τ − 22359847500ρ1ρ2ρ

2
τ − 39783656250ρ2

2ρ
2
τ + 25721797500ρ3

τ+

3651097500ρ1ρ
3
τ + 11282287500ρ2ρ

3
τ + 927855000ρ4

τ ).

Ας προχωρήσουµε τώρα στις συζεύξεις µε µη µηδενική διάσταση µάζας του ΤΠΥ της
Λαγκρανζιανής, δηλαδή τις τριγραµµικές συζεύξεις ht,b,τ της (1.47). ΄Οπως και στην πα-
ϱαπάνω ελάττωση, αρχικά ελαττώνουµε τις ht,b, ενώ η hτ ϑα προστεθεί ως διόρθωση.

hi = ciYiM3 = ciGiM3g3, i = t, b,

όπου το M3 είναι η µάζα των γλουίνων. Χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις ϐ των δύο h
παίρνουµε

ct = cb = −1,

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει και τη σχέση -επιπέδου ενός ϐρόχου- µεταξύ της µάζας των
gaugino και της συνάρτησης ϐ της σύζευξης ϐαθµίδας

2Mi
dgi
dt

= gi
dMi

dt
, i = 1, 2, 3.
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Προσθέτοντας τις άλλες δύο συζεύξεις ϐαθµίδας αλλά και την hτ ως διορθώσεις, παίρνουµε

ct = −AAAbb + AtbBB

AbtAtb − AbbAtt
, cb = −AAAbt + AttBB

AbtAtb − AbbAtt
,

όπου

Att = G2
b −

16

3
− 3ρ2 −

13

15
ρ1, AA =

16

3
+ 3ρ2

2 +
13

15
ρ2

1

Abb = G2
t + ρτ −

16

3
− 3ρ2 −

7

15
ρ1, BB =

16

3
+ 3ρ2

2 +
7

15
ρ2

1 + ρhτρ
1/2
τ

Atb = G2
b , Abt = G2

t , ρhτ =
hτ
g3M3

.

(1.50)

Τέλος, ϑεωρούµε τις ήπιες ϐαθµωτές µάζες m2
φ της Λαγκρανζιανής του ΤΠΥ. Η ελλάτωσή

τους παίρνει τη µορφή
m2
i = ciM

2
3 , i = Q, u, d,Hu, Hd. (1.51)

Η συνάρτηση ϐ σε επίπεδο ενός ϐρόχου για τις ϐαθµωτές µάζες ανάγονται στο ακόλου-
ϑο αλγεβρικό σύστηµα (όπου έχουµε συµπεριλάβει τις διορθώσεις από τις δύο συζεύξεις
ϐαθµίδας, το Yukawa του tau κουάρκ και την hτ )

−12cQ = Xt +Xb −
32

3
− 6ρ3

2 −
2

15
ρ3

1 +
1

5
ρ1S,

−12cu = 2Xt −
32

3
− 32

15
ρ3

1 −
4

5
ρ1S,

−12cd = 2Xb −
32

3
− 8

15
ρ3

1 +
2

5
ρ1S,

−12cHu = 3Xt − 6ρ3
2 −

6

5
ρ3

1 +
3

5
ρ1S,

−12cHd = 3Xb +Xτ − 6ρ3
2 −

6

5
ρ3

1 −
3

5
ρ1S,

όπου

Xt = 2G2
t (cHu + cQ + cu) + 2c2

tG
2
t ,

Xb = 2G2
b (cHd + cQ + cd) + 2c2

bG
2
b ,

Xτ = 2ρτcHd + 2ρ2
hτ ,

S = cHu − cHd + cQ − 2cu + cd.

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα για τους συντελεστές cQ,u,d,Hu,Hd, παίρνουµε

cQ =− cQNum

Dm

, cu = −1

3

cuNum

Dm

, cd = −cdNum

Dm

,

cHu =− 2

3

cHuNum

Dm

, cHd = −cHdNum

Dm

,
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όπου

Dm =4(6480 + 6480G2
b + 6480G2

t + 6300G2
bG

2
t + ρ1(1836 + 1836G2

b + 1836G2
t + 1785G2

bG
2
t )+

ρτ
[
1080 + 540G2

b + 1080G2
t + 510G2

bG
2
t + 252ρ1 + 99G2

bρ1 + 252G2
tρ1 + 92G2

bG
2
tρ1

]
),

cQNum =2160FQ +G2
b(−360Fd − 360FHd + 1800FQ) +G2

t (−360FHu + 1800FQ − 360Fu)+

G2
bG

2
t (−300Fd − 300FHd − 300FHu + 1500FQ − 300Fu)+

ρ1(−36Fd + 36FHd − 36FHu + 576FQ + 72Fu)+

G2
bρ1(−138Fd − 66FHd − 36FHu + 474FQ + 72Fu)+

G2
tρ1(−36Fd + 36FHd − 138FHu + 474FQ − 30Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−120Fd − 50FHd − 120FHu + 390FQ − 15Fu)+

ρτ
[
360FQ +G2

b(−60Fd + 120FQ) +G2
t (−60FHu + 300FQ − 60Fu)+

G2
bG

2
t (−50Fd − 20FHu + 100FQ − 20Fu) + ρ1(−6Fd − 6FHu + 78FQ + 12Fu)+

G2
bρ1(−11Fd + 22FQ) +G2

tρ1(−6Fd − 20FHu + 64FQ − 2Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−9Fd − 4FHu + 18FQ − 3Fu)

]
,

cuNum =6480Fu + 6480FuG
2
b +G2

t (−2160FHu − 2160FQ + 4320Fu)+

G2
bG

2
t (360Fd + 360FHd − 2160FHu − 1800FQ + 4140Fu)+

ρ1(432Fd − 432FHd + 432FHu + 432FQ + 972Fu)+

G2
bρ1(432Fd − 432FHd + 432FHu + 432FQ + 972Fu)+

G2
tρ1(432Fd − 432FHd − 180FHu − 180FQ + 360Fu)+

G2
bG

2
tρ1(522Fd − 318FHd − 192FHu − 90FQ + 333Fu)+

ρτ
[
1080Fu + 540G2

bFu +G2
t (−360FHu − 360FQ + 720Fu)+

G2
bG

2
t (60Fd − 180FHu − 120FQ + 330Fu) + ρ1(72Fd + 72FHu + 72FQ + 108Fu)+

G2
bρ1(36FHu + 27Fu) + 72G2

tρ1(Fd − 12FHu − 12FQ + 24Fu)+

G2
bG

2
tρ1(9Fd + 4FHu − 18FQ + 3Fu)

]
,

cdNum =2160Fd +G2
b(1440Fd − 720FHd − 720FQ) + 2160FdG

2
t+

G2
bG

2
t (1380Fd − 720FHd + 120FHu − 600FQ + 120Fu)+

ρ1(540Fd + 72FHd − 72FHu − 72FQ + 144Fu)+

G2
bρ1(336Fd − 132FHd − 72FHu − 276FQ + 144Fu)+

G2
tρ1(540Fd + 72FHd − 72FHu − 72FQ + 144Fu)+

G2
bG

2
tρ1(321Fd − 134FHd − 36FHu − 240FQ + 174Fu)+

ρτ
[
360Fd +G2

b(60Fd − 120FQ) + 360FdG
2
t +G2

bG
2
t (50Fd + 20FHu − 100FQ + 20Fu)+

ρ1(72Fd − 12FHu − 12FQ + 24Fu) +G2
bρ1(11Fd − 22FQ)+

G2
tρ1(72Fd − 12FHu − 12FQ + 24Fu) +G2

bG
2
tρ1(9Fd + 4FHu − 18FQ + 3Fu)

]
,
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cHuNum =3240FHu + 3240FHuG
2
b +G2

t (1620FHu − 1620FQ − 1620Fu)+

G2
bG

2
t (270Fd + 270FHd + 1530FHu − 1350FQ − 1620Fu)+

ρ1(−162Fd + 162FHd + 756FHu − 162FQ + 324Fu)+

G2
bρ1(−162Fd + 162FHd + 756FHu − 162FQ + 324Fu)+

G2
tρ1(−162Fd + 162FHd + 297FHu − 621FQ − 135Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−81Fd + 234FHd + 276FHu − 540FQ − 144Fu)+

ρτ
[
540FHu + 270FHuG

2
b +G2

t (270FHu − 270FQ − 270Fu)+

G2
bG

2
t (45Fd + 120FHu − 90FQ − 135Fu) + ρ1(−27Fd + 99FHu − 27FQ + 54Fu)+

G2
bρ1(36FHu + 27Fu − 27Fd) +G2

tρ1(36FHu − 90FQ − 9Fu)+

G2
bG

2
tρ1(9Fd + 4FHu − 18FQ + 3Fu)

]
,

cHdNum =2160FHd +G2
b(−1080Fd + 1080FHd − 1080FQ) + 2160FHdG

2
t+

G2
bG

2
t (−1080Fd + 1020FHd + 180FHu − 900FQ + 180Fu)+

ρ1(108Fd + 504FHd + 108FHu + 108FQ − 216Fu)+

G2
bρ1(−198Fd + 198FHd + 108FHu − 198FQ − 216Fu)+

G2
tρ(108Fd1 + 504FHd + 108FHu + 108FQ − 216Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−201Fd + 184FHd + 156FHu − 150FQ − 159Fu)

και

FQ = 2c2
tG

2
t + 2c2

bG
2
b −

32

3
− 6ρ3

2 −
2

15
ρ3

1,

Fu = 4c2
tG

2
t −

32

3
− 32

15
ρ3

1,

Fd = 4c2
bG

2
b −

32

3
− 8

15
ρ3

1,

FHu = 6c2
tG

2
t − 6ρ3

2 −
6

5
ρ3

1,

FHd = 6c2
bG

2
b + 2ρ2

hτ − 6ρ3
2 −

6

5
ρ3

1,

ενώ τα G2
t,b, ρ1,2,τ και ρhτ έχουν οριστεί στις εξισώσεις (1.48,1.49,1.50) αντίστοιχα. για το

πλήρως ελαττωµένο σύστηµα, δηλαδή το g3, Yt, Yb, ht, hb, οι συντελεστές των ήπιων ϐαθµω-
τών µαζών γίνονται

cQ = cu = cd =
2

3
, cHu = cHd = −1/3,

και ικανοποιούν τους προσθετικούς κανόνες

m2
Q +m2

u +m2
Hu

M2
3

= cQ + cu + cHu = 1,
m2
Q +m2

d +m2
Hd

M2
3

= cQ + cd + cHd = 1.
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΄Οσον αφορά τις µάζες των gaugino, η σχέση Hisano-Shiftman (1.18) εφαρµόζεται
σε κάθε µάζα ως συνοριακή συνθήκη στην κλίµακα ενοποίησης, όπου οι συζεύξεις ϐαθ-
µίδας ϑεωρούνται ενοποιηµένες. Εποµένως, σε επίπεδο ενός ϐρόχου, καθε µάζα gaugino
εξαρτάται µόνο από τους συντελεστές b της συνάρτησης ϐ ϐαθµίδας και την αυθαίρετη
ποσότητα M0:

Mi = biM0 . (1.52)

Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να επιλέξουµε µια M0 τέτοια, ώστε η µάζα των γλουίνων να
ισούται µε την ενοποιηµένη µάζα των gaugino και οι άλλες δύο να δίνονται από την µάζα
των γλουίνων επί τον κατάλληλο συντελεστή b.

Στην ανάλυση του µοντέλου (στην επόµενη ενότητα) ξεκινάµε µε την επιλογή των ελεύ-
ϑερων παραµέτρων. Αυτή η συζήτηση συνδέεται στενά µε την πρόβλεψη των ϕερµιονικών
µαζών.
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1.4 Ανάλυση των Μοντέλων µε Ελαττωµένες Παραµέτρους

Η ανάλυση καθενός από τα µοντέλα που εξετάστηκαν στην προηγούµενη ενότητα παρα-
τίθεται εδώ. Ως αποτέλεσµα παίρνουµε προβλέψεις για τις µάζες των κουάρκς της τρίτης
γενιάς, τη µάζα του ελαφρού σωµατιδίου Higgs, την κλίµακα παραβίασης της υπερσυµµε-
τρίας,MS, το πλήρες υπερσυµµετρικό ϕάσµα και τη δυνατότητα ταυτοποίησης του ΕΥΣ ως
σωµατίδιο Σκοτεινής ΄Υλης. Χρησιµοποιούµε την ενοποιηµένη µάζα των gaugino M αντί
για την MS, ως πιο ενδειτική παράµετρο κλίµακας. Τονίζεται ότι για το πρώτο σκέλος της
ανάλυσης (δηλαδή το σκέλος που αφορά στις µάζες των σωµατιδίων Higgs και την πρώτη
απόπειρα παραγωγής του υπερσυµµετρικού ϕάσµατος) χρησιµοποιούνται ένας κώδικας
µελών της ερευνητικής οµάδας και η τελευταία εκδοχή του προγράµµατος FeynHiggs
2.16.0 [74–77]. Στο δεύτερο σκέλος, το οποίο εστιάζει στο πλήρες υπερσυµµετρικό ϕάσµα
και τη δυνατότητα ανακάλυψης των µοντέλων σε µελλοντικούς επιταχυντές, χρησιµοποι-
ούνται τα προγράµµατα SPheno 4.0.4 [78,79] και MadGraph [80] . Για υπολογισµούς
σχετικά µε τη Σκοτεινή ΄Υλη χρησιµοποιείται το πρόγραµµα MicrOMEGAs 5.0 [81–83].

Φαινοµενολογικοί Περιορισµοί

Στη ϕαινοµενολογική ανάλυση λαµβάνουµε υπόψιν αρκετά πειραµατικά όρια. Σηµειώνε-
ται ότι τα όρια που παρουσιάζονται στην υποενότητα αυτή ήταν όλα ισχύοντα κατά την
περίοδο της αρχικής δηµοσίευσης της ανάλυσης.

Αρχίζοντας από τις µάζες των κουάρκς, υπολογίζουµε τη ϕυσική µάζα του top κου-
άρκ, ενώ η µάζα του bottom κουάρκ υπολογίζεται στην κλίµακα MZ , ούτως ώστε να µην
εισαχθούν στον υπολογισµό σφάλµατα εγγενώς συνδεδεµένα µε τη ϕυσική µάζα. Οι πει-
ϱαµατικές τιµές τους είναι [165]

mb(MZ) = 2.83± 0.10 GeV . (1.53)

και
mexp
t = (173.1± 0.9) GeV . (1.54)

Η ανακάλυψη ενός σωµατιδίου τύπου Higgs στα πειράµατα ATLAS και CMS τον Ιούλιο
του 2012 [22,24] µπορεί να ερµηνευτεί ως ανακάλυψη του ελαφρού (και άρτιου κάτω από
τη συµµετρία CP) µποζονίου Higgs του ϕάσµατος του ΕΥΚΠ [166–168]. Ο πειραµατικός
µέσος όρος για τη µάζα του µποζονίου Higgs (στο ΚΠ) είναι [165]

M exp
H = 125.10± 0.14 GeV . (1.55)

Η ϑεωρητική ακρίβεια [74,75,77], όµως, για την πρόβλεψη της Mh στο ΕΥΚΠ, κυριαρχεί
στο σφάλµα. Στην ανάλυση που ακολουθεί χρησιµοποιούµε τη νέα εκδοχή του προγράµ-
µατος FeynHiggs [74–77] για να υπολογίσουµε τη µάζα του σωµατιδίου Higgs. Αυτή η
νέα εκδοχή του προγράµµατος (πέρα από µια µετατόπιση της τιµής κατά∼ 2 GeV προς τα
κάτω σε σχέση µε παλαιότερες εκδοχές) υπολογίζει το σφάλµα της µάζας για κάθε σηµείο
ξεχωριστά. Αυτή η τιµή προστίθεται γραµµικά στο πειραµατικό σφάλµα της (1.55).
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Επιπλέον, πρόσφατα αποτελέσµατα από το πείραµα ATLAS ϑέτουν όρια στη µάζα του
ψευδοβαθµωτού µποζονίου Higgs, MA, συναρτήσει της tanβ. Για µοντέλα µε tan β ∼ 45−
55, όπως αυτά που εξετάζουµε, το κατώτατο όριο για τη ϕυσική µάζα του ψευδοβαθµωτού
Higgs είναι

MA & 1900 GeV. (1.56)

Ακόµα, ϑεωρούµε τέσσερεις περιορισµούς από τον τοµέα της ϕυσικής γεύσεων, στους
οποίους η υπερσυµµετρία έχει αµελητέα συνεισφορά. Συγκεκριµένα, είναι οι περιορισµοί
που προκύπτουν από τα κανάλια BR(b → sγ), BR(Bs → µ+µ−), BR(Bu → τν) και
∆MBs.

• Για το BR(b → sγ) παίρνουµε την τιµή από το Heavy Flavor Averaging Group
(HFAG) [170,171]:

BR(b→ sγ)exp

BR(b→ sγ)SM
= 1.089± 0.27 . (1.57)

• Για το BR(Bs → µ+µ−) χρησιµοποιούµε έναν συνδυασµό από τα δεδοµένα των CMS
και LHCb [172–176]:

BR(Bs → µ+µ−) = (2.9± 1.4)× 10−9 . (1.58)

• Για τη διάσπαση του Bu σε τν χρησιµοποιούµε το όριο [171,177,178]:

BR(Bu → τν)exp

BR(Bu → τν)SM
= 1.39± 0.69 . (1.59)

• Για το ∆MBs χρησιµοποιούµε [179,180]:

∆M exp
Bs

∆MSM
Bs

= 0.97± 0.2 . (1.60)

Τέλος, όσον αφορά στη Σκοτεινή ΄Υλη, εφόσον το ΕΥΣ, εάν είναι neutralino, είναι ένας
πολλά υποσχόµενος υποψήφιος ΣΥ [31], απαιτούµε το ΕΥΣ αν είναι όντως το ελαφρύτερο
neutralino και αγνοούµε τα σηµεία που δίνουν διαφορετικό ΕΥΣ. Το όριο της εναποµεί-
νασας πυκνότητας (relic density) δίνεται από τις [181,182] ως :

ΩCDMh
2 = 0.1120± 0.0112 . (1.61)

΄Ορια σε άλλες παραµέτρους της ΣΥ δεν επηρεάζουν τα µοντέλα µας και για αυτό δεν
περιλαµβάνονται στην ανάλυση αυτή.
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Το Ελαχιστοποιηµένο N = 1 SU(5)

Αρχικά παρατίθεται η ανάλυση του σωµατιδιακού ϕάσµατος που προβλέπεται από το Ε-
λαχιστοποιηµένο N = 1 SU(5) για µ < 0 (αυτή είναι η µόνη ϕαινοµενολογικά αποδεκτή
επιλογή όσον αφορά στις µάζες των κουάρκς). Κάτω από την κλίµακα ενοποίησης όλες
οι συζεύξεις και οι µάζες της ϑεωρίας τρέχουν σύµφωνα µε τις συναρτήσεις ϐ του ΕΥΚΠ.
Εποµένως, εξετάζεται η εξέλιξη των παραµέτρων αυτών σε επίπεδο δύο ϐρόχων για τις αδι-
άστατες παραµέτρους και ενός ϐρόχου για τις υπόλοιπες, εφαρµόζοντας και τις αντίστοιχες
συνοριακές συνθήκες.

Σχήµα 1.1: Η µάζα του bottom κουάρκ στην κλίµακαMZ και η ϕυσική µάζα του to κουάρκ

ως συναρτήσεις της M για το Ελαχιστοποιηµένο N = 1 SU(5). Τα σηµεία µε πράσινο

ικανοποιούν και τους περιορισµούς της ϕυσικής γεύσεων. Οι πορτοκαλί (γαλανές) γραµµές

συµβολίζουν τα σφάλµατα σε επίπεδο 2σ (3σ), ενώ οι µαύρες διακεκοµµένες γραµµές στο

αριστερό διάγραµµα προσθέτουν ένα ϑεωρητικό σφάλµα ∼ 6 MeV.

Στο Σχήµα 1.1 ϕαίνονται οι προβλέψεις των µαζών των κουάρκς της τρίτης γενιάς.
Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι το µοντέλο προτιµά την υψηλότερη ενεργειακά περιοχή του
ϕάσµατος. Το σφάλµα των συνοριακών συνθηκών για τις συζεύξεις Yukawa ϑεωρείται στο
7%. Στον υπολογισµό της µάζας του bottom έχουν συµπεριληφθεί διορθώσεις από bottom
squark-gluino και top squark-chargino ϐρόχους [190]. Στο αριστερό διάγραµµα ϐλέπει
κανείς ότι µόνο ϑεωρώντας όλα αυτά τα σφάλµατα συνδυαστικά έχουµε τιµές εντός ορίων
για την υψηλότερη ενεργειακή περιοχή. Με άλλα λόγια, οι µάζες των κουάρκς σχεδόν
αποκλείουν το µοντέλο αυτό, αφήνοντας µόνο την περίπτωση µε πολύ ϐαριές µάζες στο
υπερσυµµετρικό ϕάσµα.
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Σχήµα 1.2: Αριστερά: Η µάζα του ελαφρύτερου µποζονίου Higgs συναρτήσει της M για το

Ελαχιστοποιηµένο N = 1 µοντέλο SU(5). Τα σηµεία µε πράσινο ικανοποιούν τα όρια από

τη ϕυσική γεύσεων. ∆εξιά : Το ϑεωρητικό σφάλµα της µάζας του ελαφρύτερου σωµατιδίου

Higgs. [77].

Η πρόβλεψη της Mh για µ < 0 δίνεται στο Σχήµα 1.2 (αριστερά). Στο δεξί διάγραµµα
δίνεται το ϑεωρητικό σφάλµα της µάζας του µποζονίου Higgs για κάθε σηµείο, όπως αυτή
υπολογίζεται µε το πρόγρµµα FeynHiggs 2.16.0 [77]. Παρατηρούµε ότι υπάρχει µε-
γάλη ϐελτίωση στο σφάλµα σε σύγκριση µε προηγούµενες αναλύσεις, καθώς έχει µειωθεί
περισσότερο από 1GeV .

M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

MINI-1 1227 2228 5310 4236 4012 4325 4772 1732 50.3 61712

MINI-2 1507 2721 6376 5091 4962 5245 5586 2005 52.0 74452

MINI-3 2249 4019 9138 7367 12462 7571 8317 3271 50.3 107622

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

MINI-1 45482 37142 27672 59742 41812 54782 41772 41602 24912

MINI-2 54692 45212 33582 72062 50392 54782 49942 50702 30192

MINI-3 78902 66392 49342 104122 72332 94952 72112 74592 44642

Table 1.1: Τιµές που χρησιµοποιήθηκαν για την παραγωγή του υπερσυµµετρικού ϕάσµατος

σε κάθε σηµείο αναφοράς του Ελαχιστοποιηµένου N = 1 µοντέλου SU(5) (σε GeV).

Για την εξέταση της δυνατότητας ανακάλυψης του µοντέλου ϑεωρούνται τρία σηµεία
αναφοράς, ένα για το χαµηλότερο ΕΥΣ πάνω από τα 1200 GeV τα 1500 GeV και τα
2200 GeV αντίστοιχα. Οι τιµές του Πίνακα 1.1 χρησιµοποιήθηκαν για να παραχθεί το
πλήρες υπερσυµµετρικό ϕάσµα µε τη ϐοήθεια του προγράµµατος SPheno 4.0.4 [78,79].
Mi είναι οι µάζες των gaugino και τα υπόλοιπα είναι ήπιες ϐαθµωτές µάζες, οι οποίες είναι
διαγώνιες (m2 = diag(m2

1,m
2
2,m

2
3)), αλλά και ήπιες τριγραµµικές συζεύξεις, οι οποίες είναι

επίσης διαγώνιες (Ai = 13×3Ai).
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MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±1
Mχ̃±2

MINI-1 2.660 2.660 2.637 5.596 1.221 2.316 4.224 4.225 2.316 4.225
MINI-2 3.329 3.329 3.300 6.717 1.500 2.827 5.076 5.077 2.827 5.078
MINI-3 8.656 8.656 8.631 9.618 2.239 4.176 7.357 7.358 4.176 7.359

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1 Mt̃2

MINI-1 3.729 3.728 2.445 2.766 5.617 6.100 4.332 4.698 4.312 4.704
MINI-2 4.539 4.538 2.968 3.356 6.759 7.354 5.180 5.647 5.197 5.652
MINI-3 6.666 6.665 4.408 4.935 9.722 10.616 7.471 8.148 7.477 8.151

Table 1.2: Οι µάζες των µποζονίων Higgs και επιλεγµένα υπερσυµµετρικά σωµατίδια για

κάθε σηµείο αναφοράς του Ελαχιστοποιηµένου N = 1 µοντέλου SU(5) (σε TeV).

Οι µάζες που παρήχθησαν (και είναι σχετικές µε τον καθορισµό της δυνατότητας πει-
ϱαµατικής ανακάλυψης) δίνονται στον Πίνακα 1.2. Οι τρεις πρώτες τιµές είναι οι ϐαριές
µάζες Higgs. Η µάζα των γλουίνων συµβολίζεται Mg̃ και neutralino και τα chargino συµ-
ϐολίζονται Mχ̃0

i
και Mχ̃±i

. Οι µάζες των ϐαθµωτών λεπτονίων και νετρίνων συµβολίζονται
Mẽ1,2,3 , Mν̃1,2,3. Οι µάζες των ϐαθµωτών κουάρκς των πρώτων δύο γενεών δίνονται ωςMd̃1,2

και Mũ1,2, ενώ οι µάζες της τρίτης γενιάς δίνονται ως Mt̃1,2 και Mb̃1,2
.

scenarios MINI-1 MINI-2 MINI-3 scenarios MINI-1 MINI-2 MINI-3√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

χ̃0
1χ̃

0
1 0.04 0.02 ũiχ̃

−
1 , d̃iχ̃

+
1 + h.c. 1.00 0.35 0.03

χ̃0
1χ̃

0
3 0.02 0.01 ũiχ̃

−
2 , d̃iχ̃

+
2 + h.c. 0.07 0.02

χ̃0
2χ̃

0
2 0.06 0.02 q̃iχ̃

0
1, q̃
∗
i χ̃

0
1 0.38 0.14 0.02

χ̃0
2χ̃

0
3 0.03 0.01 q̃iχ̃

0
2, q̃
∗
i χ̃

0
2 0.51 0.17 0.02

χ̃0
2χ̃

0
4 0.02 0.01 ν̃iẽ

∗
j , ν̃
∗
i ẽj 0.06 0.02

χ̃0
3χ̃

0
4 0.05 0.02 Hbb̄ 84.04 30.10 0.17

χ̃0
2χ̃

+
1 2.20 0.98 0.18 Abb̄ 84.79 29.79 0.18

χ̃0
3χ̃

+
2 0.10 0.04 0.01 H+bt̄+H−tb̄ 33.24 12.76 0.1

χ̃0
4χ̃

+
2 0.10 0.04 0.01 H−bb̄ 0.04 0.02

g̃g̃ 7.76 2.02 0.11 Htt̄ 0.03 0.01
g̃χ̃0

1 0.28 0.11 0.01 Att̄ 0.02 0.01
g̃χ̃0

2 0.34 0.12 0.01 Htb 0.01
g̃χ̃+

1 0.70 0.27 0.03 HA 0.03 0.01
q̃iq̃j, q̃iq̃

∗
j 21.15 7.44 0.74 HH+ 0.06 0.02

χ̃+
1 χ̃
−
1 1.19 0.54 0.09 H+W− 6.50 2.96 0.03

χ̃+
1 χ̃
−
2 0.05 0.02 HW+ 0.02 0.01

χ̃+
2 χ̃
−
1 0.05 0.02 H+H− 0.04 0.01

χ̃+
2 χ̃
−
2 0.06 0.02 AH+ 0.06 0.02

ẽiẽ
∗
j 0.16 0.08 0.01 AW+ 0.02 0.01

q̃ig̃, q̃
∗
i g̃ 30.57 9.33 0.66 HZ 1.38 0.58 0.01

ν̃iν̃
∗
j 0.04 0.02 AZ 1.20 0.52 0.01

Table 1.3: Αναµενόµενες ενεργοί διατοµές (σε fb) για υπερσυµµετρικά σωµατίδια στα σηµεία

αναφοράς του Ελαχιστοποιηµένου N = 1 µοντέλου SU(5). ∆εν υπάρχουν κανάλια µε

ενεργούς διατοµές που να ξεπερνούν τα 0.01 fb στα
√
s = 14 TeV.

Ο πίνακας 1.3 δείχνει τις αναµενόµενες ενεργοί διατοµές για επιλεγµένα κανάλια στον
µελλοντικό επιταχυντή FCC-hh που ϑα τρέχει στα 100 TeV. Η πιθανότητα παρατήρησης
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του µοντέλου στον HL-LHC (που ϑα τρέχει στα 14 TeV) είναι µηδαµινή, καθώς τα υπερσυµ-
µετρικά σωµατίδια είναι πολύ ϐαριά ώστε να παραχθούν ανά Ϲεύγη µε ενεργοί διατοµές
µεγαλύτερες των 0.01 fb.

Στον FCC-hh η παραγωγή ϐαρέων µποζονίων Higgs είναι περίπου πολύ µεγαλύτερη
από ότι στον HL-LHC για κάθε σηµείο αναφοράς, αντίστοιχα. Εποµένως, ο αριθµός γε-
γονότων ϑα είναι κατά πολύ µεγαλύτερος. Για τα πρώτα δύο σηµεία αναφοράς (ΜΙΝΙ-1,
ΜΙΝΙ-2) τα ϐαριά σωµατίδια Higgs ϑα είναι παρατηρήσιµα [192,193], ενώ το τρίτο (ΜΙΝΙ-
3) ϐρίσκεται εκτός εµβέλειας. Η ενέργεια των 100 TeV είναι αρκετή ώστε να παραχθούν
υπερσυµµετρικά σωµατίδια σε Ϲεύγη. Παρόλα αυτά, οι ενεργοί διατοµές δεν είναι και τόσο
ικανοποιητικές. Μόνο στο σενάριο του MINSU5-1 οι ενεργοί διατοµές των Ϲευγών squark
και squark-gluino ϕτάνουν κάποιες δεκάδες fb. Για τα MINSU5-2 και MINSU5-3 οι ε-
νεργοί διατοµές είναι αισθητά χαµηλότερες. Σε αυτά τα σενάρια τα squarks διασπώνται
σε quark+LSP (µε BR ∼ 0.95), ενώ τα γλουίνα σε t̃t̄ και b̃b̄ +h.c µε BR ∼ 0.33 σε κάθε
περίπτωση.

Κανένα σηµείο δεν ικανοποιεί τα πολύ αυστηρά όρια της (1.61), καθώς έχουµε υπερ-
παραγωγή ΣΥ στο πρώιµο σύµπαν, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1.3. Το µοντέλο έχει ένα
ελαφρύτερο neutralino τύπου Bino, µε . 5% συνεισφορά από Higgsino και αµελητέα
συνεισφορά Wino. Εποµένως, χρειάζεται ένα µηχανισµό που να µειώνει την παραγωγή
ΣΥ στο πρώιµο σύµπαν. Αυτό το πρόβληµα µπορεί να συσχετιστεί µε τις µάζες νετρίνων.
Οι µάζες αυτές δε γίνεται να παραχθούν ϕυσικά στο συγκεκριµένο µοντέλο, αν και το
πείραµα τις ϐρίσκει µη µηδενικές [178]. Θα µπορούσαµε παρόλα αυτά να επεκτείνουµε
το µοντέλο, εισάγοντας διγραµµικού όρου που παραβιάζουν την R οµοτιµία και παράγουν
µάζες νετρίνων [195,196]. Η παραβίαση της R οµοτιµίας ϑα αφαιρούσε τον περιορισµό της
εξίσωσης (1.61) εντελώς. ΄Αλλοι µηχανισµοί, οι οποίοι δεν περιλαµβάνουν τέτοια παραβία-
ση αλλά αφορούν την κοσµολογία του πρώιµου σύµπαντος µπορούν να χρησιµοποιηθούν,
όπως για παράδειγµα η thermal inflation [198] και η late time entropy injection [199].

Σχήµα 1.3: Η εναποµείνασα πυκνότητα της Σκοτεινής ΄Υλης για το ΕλαχιστοποιηµένοN = 1
µοντέλο SU(5) για σηµεία εντός του υπολογισµένου σφάλµατος της µάζας του µποζονίου

Higgs. Παρουσιάζονται µόνο τα σηµεία µε τη χαµηλότερη τιµή.
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Το Πεπερασµένο N = 1 SU(5)

Σε αυτή την υποενότητα αναλύεται το Πεπερασµένο N = 1 SU(5), παράγεται το σωµατι-
διακό του ϕάσµα και καθορίζεται η δυνατότητα παρατήρησης του µοντέλου. Η συµµετρία
ϐαθµίδας σπάει αυθόρµητα κάτω από την κλίµακα ενοποίησης, οπότε οι συνθήκες περα-
τότητας δεν περιοορίζουν τις ιδιότητες της επανακανονικοποίησης στις χαµηλές ενέργειες.
Μας µένουν οι συνοριακές συνθήκες στις συζεύξεις ϐαθµίδας και Yukawa (1.31), η σχέση
h = −MC και ο προσθετικός κανόνας των ϐαθµωτών µαζών στην MGUT. ΄Οπως και πριν,
το σφάλµα των συνοριακών συνθηκών για τις συζεύξεις Yukawa είναι 7%.

Στο Σχήµα 1.4 οι µάζες mb(MZ) και mt δίνονται ως συναρτήσεις της ενοποιηµένης
µάζας των gaugino. Τα σηµεία µε πράσινο είναι αυτά που ικανοποιούν τους περιορισµούς
της ϕυσικής γεύσεων. ΄Οπως εξηγείται σε παλαιότερες δηµοσιεύσεις της οµάδας ( [200–
202]), η µόνη ϕαινοµενολογικά αποδεκτή περίπτωση είναι η επιλογή µ < 0. Η µάζα του
bottom κουάρκ είναι χαµηλότερη από παλαιότερες αναλύσεις, γεγονός που στέλνει την
επιτρεπόµενη ενεργειακή κλίµακα υψηλότερα.

Σχήµα 1.4: Η µάζα του bottom κουάρκ στην κλίµακαMZ και η ϕυσική µάζα του to κουάρκ

ως συναρτήσεις της M για το Πεπερασµένο N = 1 SU(5), µε συµβολισµό όπως στο Σχήµα

1.1.

Η µάζα του ελαφρότερου σωµατιδίου Higgs δίνεται στο Σχήµα 1.5 (αριστερά). ΄Οπως και
στην προηγούµενη υποενότητα, το ϑεωρητικό σφάλµα της πρόβλεψης αυτής [77] δίνεται
στο Σχήµα 1.5 (δεξιά). Το σφάλµα αυτό, το οποίο υπολογίζεται για κάθε σηµείο ξεχωριστά
µε το πρόγραµµα FeynHiggs, έχει µειωθεί αισθητά στα 0.65 − 0.70 GeV από τα 2-3
GeV προηγούµενων αναλύσεων. Οι διάφοροι περιορισµοί οδηγούν την αποδεκτή κλίµακα
παραβίασης υπερσυµµετρίας πάνω από τα ∼ 4.5 TeV και ακολούθως το υπερσυµµετρικό
ϕάσµα είναι αρκετά ϐαρύ. Συγκριτικά µε προηγούµενες αναλύσεις [200–205], ο ϐελτιω-
µένος υπολογισµός της Mh και του αντίστοιχου σφάλµατος, µαζί µε την πρόβλεψη µιας
χαµηλότερης µάζας του top, οδηγεί στην προτίµηση ϐαρύτερου σωµατιδιακού ϕάσµατος.
Συγκεκριµένα, προτιµώνται πολύ ϐαριά υπερσυµµετρικά σωµατίδια χρώµατος, γεγονός
που συµβαδίζει µε τη µη παρατήρησή τους στον LHC [206].

Για τον έλεγχο της δυνατότητας να παρατηρηθεί το µοντέλο σε µελλοντικούς επιταχυ-
ντές επιλέγονται τρία σηµεία αναφοράς. Το καθένα παρουσιάζει το ελαφρύτερο ΕΥΣ πάνω
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Σχήµα 1.5: Αριστερά: Η µάζα του ελαφρύτερου µποζονίου Higgs συναρτήσει της M για το

ΠεπερασµένοN = 1 µοντέλο SU(5). ∆εξιά : Το ϑεωρητικό σφάλµα της µάζας του ελαφρύτε-

ϱου σωµατιδίου Higgs.

από τα 2100 GeV, 2400 GeV και 2900 GeV, αντίστοιχα. Οι τιµές που χρησιµοποιούνται στο
πρόγραµµα SPheno 4.0.4 [78,79] δίνονται στον Πίνακα 1.4. Τα αποτελέσµατα δίνονται
στον Πίνακα 1.5 (όπου ο συµβολισµός συµβαδίζει µε αυτόν του Σχήµατος 1.4).

M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

FUTSU5-1 2124 3815 8804 4825 8542 7282 7710 2961 49.9 81122

FUTSU5-2 2501 4473 10198 5508 10482 8493 9023 3536 50.1 93872

FUTSU5-3 3000 5340 11996 6673 23612 10086 10562 4243 49.9 110302

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

FUTSU5-1 66342 38692 31202 76842 50532 76352 41772 30842 22412

FUTSU5-2 76692 45212 37472 88872 68652 88262 68932 36022 25512

FUTSU5-3 91162 53552 37452 104192 81702 103622 77082 43292 34032

Table 1.4: Τιµές που χρησιµοποιήθηκαν για την παραγωγή του υπερσυµµετρικού ϕάσµατος

σε κάθε σηµείο αναφοράς του Πεπερασµένου N = 1 µοντέλου SU(5) (σε GeV).

MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±1
Mχ̃±2

FUTSU5-1 5.688 5.688 5.688 8.966 2.103 3.917 4.829 4.832 3.917 4.833
FUTSU5-2 7.039 7.039 7.086 10.380 2.476 4.592 5.515 5.518 4.592 5.519
FUTSU5-3 16.382 16.382 16.401 12.210 2.972 5.484 6.688 6.691 5.484 6.691

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1 Mt̃2

FUTSU5-1 3.102 3.907 2.205 3.137 7.839 7.888 6.102 6.817 6.099 6.821
FUTSU5-2 3.623 4.566 2.517 3.768 9.059 9.119 7.113 7.877 7.032 7.881
FUTSU5-3 4.334 5.418 3.426 3.834 10.635 10.699 8.000 9.387 8.401 9.390

Table 1.5: Οι µάζες των µποζονίων Higgs και επιλεγµένα υπερσυµµετρικά σωµατίδια για

κάθε σηµείο αναφοράς του Πεπερασµένου N = 1 µοντέλου SU(5) (σε TeV).
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Οι αναµενόµενες ενεργοί διατοµές για διάφορες τελικές καταστάσεις δίνονται στον
Πίνακα 1.6. Κανένα από τα σηµεία αναφοράς του Πίνακα 1.4 δεν µπορούν να δοκι-
µαστούν στον HL-LHC. ΄Ολα τα υπερσυµµετρικά σωµατίδια είναι πολύ ϐαριά ώστε να
παραχθούν σε Ϲεύγη, ενώ καµία διαδικασία που περιλαµβάνει ϐαριά σωµατίδια Higgs δεν
ξεπερνά τα 0.01 fb.

scenarios FUTSU5-1 FUTSU5-2 FUTSU5-3 scenarios FUTSU5-1 FUTSU5-2 FUTSU5-3√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

χ̃0
2χ̃

0
3 0.01 0.01 ν̃iν̃

∗
j 0.02 0.01 0.01

χ̃0
3χ̃

0
4 0.03 0.01 ũiχ̃

−
1 , d̃iχ̃

+
1 + h.c. 0.15 0.06 0.02

χ̃0
2χ̃

+
1 0.17 0.08 0.03 q̃iχ̃

0
1, q̃
∗
i χ̃

0
1 0.08 0.03 0.01

χ̃0
3χ̃

+
2 0.05 0.03 0.01 q̃iχ̃

0
2, q̃
∗
i χ̃

0
2 0.08 0.03 0.01

χ̃0
4χ̃

+
2 0.05 0.03 0.01 ν̃iẽ

∗
j , ν̃
∗
i ẽj 0.09 0.04 0.01

g̃g̃ 0.20 0.05 0.01 Hbb̄ 2.76 0.85
g̃χ̃0

1 0.03 0.01 Abb̄ 2.73 0.84
g̃χ̃0

2 0.03 0.01 H+bt̄+ h.c. 1.32 0.42
g̃χ̃+

1 0.07 0.03 0.01 H+W− 0.38 0.12
q̃iq̃j, q̃iq̃

∗
j 3.70 1.51 0.53 HZ 0.09 0.03

χ̃+
1 χ̃
−
1 0.10 0.05 0.02 AZ 0.09 0.03

χ̃+
2 χ̃
−
2 0.03 0.02 0.01

ẽiẽ
∗
j 0.23 0.13 0.05

q̃ig̃, q̃
∗
i g̃ 2.26 0.75 0.20

Table 1.6: Αναµενόµενες ενεργοί διατοµές (σε fb) για υπερσυµµετρικά σωµατίδια στα σηµεία

αναφοράς του Πεπερασµένου N = 1 µοντέλου SU(5). ∆εν υπάρχουν κανάλια µε ενεργούς

διατοµές που να ξεπερνούν τα 0.01 fb στα
√
s = 14 TeV.

Στον επιταχυντή των 100 TeV η παραγωγή ϐαρέων σωµατιδίων Higgs µε δύο jets µπο-
ϱεί να έχει ενεργούς διατοµές της τάξεως των µερικών fb. Τα πρώτα δύο σηµεία αναφοράς
έχουν ϐαριά Higgs που αναµένεται να παρατηρηθούν, ενώ το τρίτο ϐρίσκεται εκτός εύρους
παρατήρησης. Η παρατήρηση Ϲευγών squark και squark-gluino είναι επίσης αµφίβολη,
καθώς και πάλι οι ενεργοί τους διατοµές δεν ξεπερνούν τα λίγα fb. Αυτό είναι αποτέλε-
σµα της υψηλής ενεργειακής κλίµακας του ϕάσµατος του µοντέλου. Τα ϐαθµωτά top
και τα γκλουίνο ίσως είναι ανιχνεύσιµα, ενώ τα neutralinos/charginos αναµένονται να
διαφύγουν της παρατήρησης.

΄Οσον αφορά τη ΣΥ, το µοντέλο προβλέπει υπερπαραγωγή ΣΥ στο πρώιµο σύµπαν,
όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1.6. Το neutralino (το οποίο είναι το ΕΥΣ) είναι ισχυρά τύπου
Bino, γεγονός αποτρεπτικό για πειραµατικά αποδεκτή παραγωγή ΣΥ. Οι εναλλακτικές
που προτάθηκαν στην προηγούµενη υποενότητα µπορούν να εφαρµοστούν και εδώ. Α-
ξίζει να σηµειωθεί ότι οι διγραµµικοί όροι που παραβιάζουν την οµοτιµία R διατηρούν τη
περατότητα.
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Σχήµα 1.6: Η εναποµείνασα πυκνότητα της Σκοτεινής ΄Υλης για το Πεπερασµένο N = 1
µοντέλο SU(5) για σηµεία εντός του υπολογισµένου σφάλµατος της µάζας του µποζονίου

Higgs. Παρουσιάζονται µόνο τα σηµεία µε τη χαµηλότερη τιµή.

Το Πεπερασµένο SU(3)× SU(3)× SU(3)

Θα εστιάσουµε στην ανάλυση του Πεπερασµένου (σε επίπεδο δύο ϐρόχων)N = 1 µοντέλου
SU(3)⊗SU(3)⊗SU(3) σε αυτή την υποενότητα. Για άλλη µια ϕορά, κάτω από την κλίµακα
ενοποίησης παίρνουµε το ΕΥΚΠ. Το σφάλµα των συνοριακών συνθηκών είναι 5% για τις
συζεύξεις Yukawa και 1% για την ισχυρή σύζευξη και τις ήπιες παραµέτρους.

Λαµβάνουµε υπόψιν δύο ενεργειακά κατώφλια για τις µάζες των νέων εξωτικών σωµα-
τιδίων στα ∼ 1013 GeV και ∼ 1014 GeV. Αυτό οδηγεί σε έναν ευρύτερο ϕαινοµενολογκά
αποδεκτό χώρο παραµέτρων [207]. Συγκεκριµένα, ένα από τα D αποσυζεύγνυται στα
1014 GeV, ενώ τα υπόλοιπα αποσυζεύγνυνται στα 1013 GeV.

Σχήµα 1.7: Οι µάζες των κουάρκς τρίτης οικογένειας του Πεπερασµένου N = 1 µοντέλου

SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) για µ < 0, ως συναρτήσεις του r. Ο συµβολισµός είναι όπως στο

Σχήµα 1.1.

Συγκρίνουµε τις προβλέψεις του µοντέλου µε τις πειραµατικές τιµές των m̂exp
t και

mexp
b (MZ) Επιλέγουµε και πάλι µ < 0 ως την µοναδική ϕαινοµενολογικά αποδεκτή επιλο-

γή όσον αφορά στις µάζες των κουάρκς της τρίτης γενιάς. Με την εισαγωγή των κατωφλίων
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αποσύζευξης των εξωτικών σωµατιδίων ο επιτρεπόµενος χώρος παραµέτρων προβλέπει τη
µάζα του top εντός των πειραµατικών ορίων της εξίσωσης (1.54), που είναι σηµαντική
πρόοδος από τις προηγούµενες εκδοχές του µοντέλου [27,208–210], στις οποίες τα εξω-
τικά σωµατίδια δεν λαµβάνονταν υπόψιν κάτω από την κλίµακα ενοποίησης. Ψάχνοντας
για τιµές της παραµέτρου r που ικανοποιούν τις πειραµατικές µετρήσεις της υποενότητας
1.4 για τις µάζες mb(MZ) και mt, ϐρίσκουµε -όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1.7- ότι και οι
δύο µάζες ϐρίσκονται εντός πειραµατικών ορίων (σε επίπεδο 2σ ) για τιµές του r µεταξύ
0.65 και 0.80.

Σχήµα 1.8: Αριστερά: Η µάζα του ελαφρύτερου µποζονίου Higgs συναρτήσει της M για το

Πεπερασµένο N = 1 µοντέλο SU(3) × SU(3) × SU(3). ∆εξιά : Το ϑεωρητικό σφάλµα της

µάζας του ελαφρύτερου σωµατιδίου Higgs.

Στο Σχήµα 1.8 (αριστερά) δίνεται η µάζα του ελαφρύτερου σωµατιδίου Higgs συναρ-
τήσει της ενοποιηµένης µάζας των gaugino, ενώ το ϑεωρητικό σφάλµα ανά σηµείο πέφτει
κάτω από το 1 GeV [77] (Σχήµα 1.8 (δεξιά». Και πάλι, το περιοριστικό σφάλµα του µποζο-
νίου Higgs δείχνει προς ένα ϐαρύ σωµατιδιακό ϕάσµα. ΄Ολοι οι πειραµατικοί περιορισµοί
ικανοποιούνται, γεγονός που καθιστά το µοντέλο πολύ επιτυχηµένο.

M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

FSU33-1 1522 2758 6369 6138 10022 4520 4413 1645 46.2 55742

FSU33-2 2070 3722 8330 7129 10832 5841 5734 2357 45.5 72552

FSU33-3 2500 4484 10016 6790 9722 7205 7110 2674 49.7 8709

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

FSU33-1 47052 23822 37542 52342 55482 51972 70432 15582 30952

FSU33-2 72552 31362 41312 67492 72252 67452 85232 22382 33422

FSU33-3 90742 38312 54832 81522 72072 25582 86002 25072 40002

Table 1.7: Τιµές που χρησιµοποιήθηκαν για την παραγωγή του υπερσυµµετρικού ϕάσµατος

σε κάθε σηµείο αναφοράς του ΕλαχιστοποιηµένουN = 1 µοντέλου SU(3)×SU(3)×SU(3)
(σε GeV).
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Για να καθοριστεί η δυνατότητα ανακάλυψης του µοντέλου επιλέγουµε τρία σηµεία
αναφοράς, ένα για το ελαφρύτερο ΕΥΣ neutralino πάνω από τα 1500 GeV, 2000 GeV και
2400 GeV, αντίστοιχα. Τα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν στο SPheno 4.0.4 [78, 79]
ϐρίσκονται στον Πίνακα 1.7, ενώ τα αποτελέσµατα δίνονται στον Πίνακα 1.8.

MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±1
Mχ̃±2

FSU33-1 7.029 7.029 7.028 6.526 1.506 2.840 6.108 6.109 2.839 6.109
FSU33-2 6.484 6.484 6.431 8.561 2.041 3.817 7.092 7.093 3.817 7.093
FSU33-3 6.539 6.539 6.590 10.159 2.473 4.598 6.780 6.781 4.598 6.781

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1 Mt̃2

FSU33-1 2.416 2.415 1.578 2.414 5.375 5.411 4.913 5.375 4.912 5.411
FSU33-2 3.188 3.187 2.269 3.186 7.026 7.029 6.006 7.026 6.005 7.029
FSU33-3 3.883 3.882 2.540 3.882 8.334 8.397 7.227 8.334 7.214 7.409

Table 1.8: Οι µάζες των µποζονίων Higgs και επιλεγµένα υπερσυµµετρικά σωµατίδια για

κάθε σηµείο αναφοράς του Ελαχιστοποιηµένου N = 1 µοντέλου SU(3) × SU(3) × SU(3)
(σε TeV).

΄Ολα τα σηµεία αναφοράς του SU(N)3 είναι εκτός εµβελείας του HL-LHC, καθώς τα
υπερσυµµετρικά σωµατίδια είναι πολύ ϐαριά για να παραχθούν σε Ϲεύγη, αλλά και τα
ϐαριά µποζόνια Higgs δεν µπορούν να παραχθούν µε ενεργούς διατοµές µεγαλύτερες των
0.01 fb.

scenarios FSU33-1 FSU33-2 FSU33-3 scenarios FSU33-1 FSU33-2 FSU33-3√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

χ̃0
1χ̃

0
1 0.04 0.01 0.01 q̃ig̃, q̃

∗
i g̃ 22.12 3.71 1.05

χ̃0
2χ̃

0
2 0.04 0.01 ν̃iν̃

∗
j 0.10 0.03 0.01

χ̃0
2χ̃

+
1 0.58 0.16 0.07 ũiχ̃

−
1 , d̃iχ̃

+
1 + h.c. 1.22 0.25 0.08

χ̃0
3χ̃

+
2 0.02 0.01 0.01 q̃iχ̃

0
1, q̃
∗
i χ̃

0
1 0.55 0.13 0.05

χ̃0
4χ̃

+
2 0.02 0.01 0.01 q̃iχ̃

0
2, q̃
∗
i χ̃

0
2 0.60 0.13 0.04

g̃g̃ 2.61 0.30 0.07 ν̃iẽ
∗
j , ν̃
∗
i ẽj 0.36 0.12 0.04

g̃χ̃0
1 0.20 0.05 0.02 Hbb̄ 0.71 1.23 1.19

g̃χ̃0
2 0.20 0.04 0.01 Abb̄ 0.72 1.23 1.18

g̃χ̃+
1 0.42 0.09 0.03 H+bt̄+ h.c. 0.37 0.75 0.58

q̃iq̃j, q̃iq̃
∗
j 25.09 6.09 2.25 H+W− 0.10 0.25 0.19

χ̃+
1 χ̃
−
1 0.37 0.10 0.04 HZ 0.02 0.04 0.04

ẽiẽ
∗
j 0.39 0.12 0.06 AZ 0.02 0.04 0.04

Table 1.9: Αναµενόµενες ενεργοί διατοµές (σε fb) για υπερσυµµετρικά σωµατίδια στα σηµεία

αναφοράς του Πεπερασµένου N = 1 µοντέλου SU(3) × SU(3) × SU(3). ∆εν υπάρχουν

κανάλια µε ενεργούς διατοµές που να ξεπερνούν τα 0.01 fb στα
√
s = 14 TeV.

Στον FCC-hh, από την άλλη, η παραγωγή ϐαρέων µποζονίων Higgs µε δύο jets µπορεί
να ϕτάσει σε ενεργούς διατοµές της τάξεως του fb και αναµένονται να ανιχνευθούν και για
τα τρία σηµεία αναφοράς.

Η παραγωγή Ϲευγών squark και squark-gluino, η οποία µπορεί να ϕτάσει τα ∼ 20
fb για το FSU33-1 και τα λίγα fb για τα άλλα δύο σηµεία αναφοράς, έχει καλύτερες
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πιθανότητες. Τα χαµηλότερα squarks διασπώνται (σχεδόν αποκλειστικά) σε κουάρκς της
τρίτης γενιάς και σε chargino/neutralino, ενώ τα γκλουίνα έχουν πολλά πιθανά κανάλια
διάσπασης σε Ϲεύγη quark-squark, το καθένα µε λόγο διακλάδωσης περίπου 1% και το
µεγαλύτερο (στο οποίο διασπάται σε tũ1 + h.c.) µε ∼ 20%. Και σε αυτή την περίπτωση
τα ϐαθµωτά top και τα γκλουίνο ίσως είναι ανιχνεύσιµα, ενώ τα neutralinos/charginos
αναµένονται να διαφύγουν της παρατήρησης.

Η µόνη παράµετρος που δεν ικανοποιεί τους περιορισµούς που τίθενται από το πείραµα
είναι η εναποµείνασα πυκνότητα της ΣΥ (εξίσωση (1.61», όπως ϕαίνεται από το Σχήµα
1.9. Το ελαφρύτερο neutralino είναι το ΕΥΣ και ϑεωρείται ωποψήφιο για σωµατίδιο
ΣΥ, αλλά η εναποµείνασα πυκνότητα του δεν κατεβαίνει κάτω από ανώτατο όριο 0.15,
εφόσον είναι ισχυρά τύπου Bino. Αξίζει να σηµειωθεί ότι, εάν οι περιορισµοί της ϕυσικής
γέυσεων επέτρεπαν ελάχιστα ελαφρύτερη κλίµακα παραβίασης της υπερσυµµετρίας, τότε
ϑα υπήρχε συµφωνία µε τα πειραµατικά δεδοµένα όσον αφορά τη ΣΥ.

Σχήµα 1.9: Η εναποµείνασα πυκνότητα της Σκοτεινής ΄Υλης για το Πεπερασµένο N = 1
µοντέλο SU(3)×SU(3)×SU(3) για σηµεία εντός του υπολογισµένου σφάλµατος της µάζας

του µποζονίου Higgs.

Το Ελαττωµένο ΕΥΚΠ

Η τελευταία ανάλυση αφορά στην ελαττωµένη εκδοχή του ΕΥΚΠ. Οι σχέσεις µεταξύ των
ελαττωµένων παραµέτρων συναρτήσει των ϑεµελιωδών παραµέτρων έχουν ένα τµήµα που
είναι ΑΟΕ κι ένα τµήµα που προέρχεται από τις διορθώσεις και άρα δεν είναι ανεξάρτητο
της κλίµακας. Στην παρούσα ανάλυση ϑεωρούµε τις διορθώσεις αυτές στην κλίµακα
ενοποίησης. ΄Οπως αναφέρθηκε προηγουµένως, η σχέση Hisano-Shiftman ορίζει µια
ιεραρχία µετεαξύ των µαζών των gaugino, καθιστώντας το Wino το ελαφρύτερο µεταξύ
τους. Εποµένως, έχουµε neutralino τύπου Wino.

Στον αδιάστατο τοµέα της ϑεωρίας, εφόσον το Yτ δεν ελαττώνεται ως προς τη ϑεµελιώδη
παράµετρο α3, η µάζα του λεπτονίου tau ϑεωρείται γνωστή από το πείραµα και το ρτ
είναι ανεξάρτητη παράµετρος. Στις χαµηλές ενέργειες τα ρτ και tan β παίρνουν τιµές
χρησιµοποιώντας την πειραµατική τιµήmτ (MZ) = 1.7462 GeV. ΄Επειτα, οι µάζες των top
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και bottom ϐρίσκονται από την tan β και τα Gt,b, όπως αυτά προέκυψαν από τις ΕΕ και
τις διορθώσεις τους.

Αντίστοιχα, όσον αφορά τις παραµέτρους µε διαστάσεις µάζας, το hτ δεν µπορεί να
εκφραστεί συναρτήσει της µάζας των gaugino, αφήνοντας το ρhτ ελεύθερη παράµετρο. Το
µ είναι επίσης ελεύθερη παράµετρος και δεν µπορεί να ελαττωθεί ως προς το M3. Το m2

3

ϑα µπορούσε να ελαττωθεί, αλλά εδώ επιλέγουµε να το αφήσουµε ελεύθερο. ΄Οµως τα µ
και m2

3 περιορίζονται από τις απαιτήσεις της παραβίασης της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας
και µόνο το µ µπορεί να ϑεωρηθεί ώς ελεύθερη παράµετρος. Τέλος, η µάζα του ψευδο-
ϐαθµωτού µποζονίου Higgs, MA, υπολογίζεται από το µ, το m2

Hu
και το m2

Hd
, τα οποία

αποκτώνται από τις ΕΕ. Συνολικά, µεταβάλλουµε τις παραµέτρους ρτ , ρhτ , M και µ.

Σχήµα 1.10: Η µάζα του bottom κουάρκ στην κλίµακαMZ και η ϕυσική µάζα του to κουάρκ

ως συναρτήσεις της M για το Ελαττωµένο ΕΥΚΠ.

Η µεταβολή του ρτ δίνει τις mb(MZ) και m̂t, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1.10, όπου
τα σηµεία εκτός 2σ από τις πειραµατικές τιµές έχουν αγνοηθεί. Οι πειραµατικές τιµές
της υποενότητας 1.4 συµβολίζονται µε τις οριζόντιες γραµµές, µε το σφάλµα στα 2σ. Τα
σηµεία µε πράσινο ικανοποιούν τους περιορισµούς που τίθενται από τη ϕυσική γεύσεων.
Η σάρωση αυτή δίνει πολλά σηµεία σε πολύ καλή συµφωνία µε τα πειραµατικά δεδοµένα,
αλλά περιορίζει την επιτρεπόµενη περιοχή για την ενοποιηµένη µάζα των gaugino, M .

Σχήµα 1.11: Αριστερά: Η µάζα του ελαφρύτερου µποζονίου Higgs συναρτήσει της M για

το Ελαττωµένο ΕΥΚΠ. ∆εξιά : Το ϑεωρητικό σφάλµα της µάζας του ελαφρύτερου Higgs.
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Η πρόβλεψη τηςMh δίνεται στο Σχήµα 1.11 (αριστερά). Και πάλι, το ϑεωρητικό σφάλµα
του Σχήµατος 1.11 (δεξιά) έχει µειωθεί κάτω από το 1 GeV. Η µάζα του σωµατιδίου Higgs
είναι µέσα στην περιοχή που υποδεικνύετεαι από τον LHC, ευνοώντας σχετικά µικρές τιµές
για την M . Το γεγονός αυτό ϑέτει ένα άνω όριο στις υπερσυµµετρικές µάζες.

Για τη δυνατότητα ανακάλυψης του µοντέλου η µέθοδος επιλογής των σηµείων ανα-
ϕοράς είναι κάπως διαφορετική. Εφόσον οι DR µάζες των ϐαρέων µποζονίων Higgs είναι
ήδη χαµηλές και απειλούνται από πρόσφατα αποτελέσµατα του πειράµατος ATLAS [169],
επιλέγουµε σηµεία αναφοράς µε υψηλή MA. Τα τρία σηµεία αναφοράς αντιστοιχούν στις
χαµηλότερες MA πάνω από τα 1900 GeV, τα 1950 GeV και τα 2000 GeV. Τα δεδοµένα
που χρησιµοποιήθηκαν για το πρόγραµµα SPheno 4.0.4 [78, 79] δίνονται στον Πίνακα
1.10 (συµβολισµός όπως στον Πίνακα 1.4).

M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

RMSSM-1 3711 1014 7109 4897 2842 5274 5750 20 44.9 59852

RMSSM-2 3792 1035 7249 4983 2942 5381 5871 557 44.6 61032

RMSSM-3 3829 1045 7313 5012 2982 5427 5942 420 45.3 61612

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

RMSSM-1 55452 21062 20692 62772 53862 59892 51142 30512 44912

RMSSM-2 56562 21222 22902 63852 54762 61102 52192 31532 41812

RMSSM-3 57082 21062 22792 64272 55062 61722 52692 32292 35042

Table 1.10: Τιµές που χρησιµοποιήθηκαν για την παραγωγή του υπερσυµµετρικού ϕάσµατος

σε κάθε σηµείο αναφοράς του Ελαττωµένου ΕΥΚΠ (σε GeV).

΄Οσον αφορά την πρόβλεψη περί ΣΥ, πρέπει να σηµειωθεί ότι η σχέση Hisano-Shiftman
δίνει ένα ΕΥΣ τύπου Wino, γεγονός που χαµηλώνει την παραγωγή ΣΥ στο πρώιµο σύµπαν
κάτω από τα όρια της εξίσωσης (1.61). Αυτό ϕαίνεται στο Σχήµα 1.12. Παρόλα αυτά, εάν
ϑεωρηθούν επιπρόσθετες πηγές ΣΥ, τότε µόνο το άνω όριο της εξίσωσης (1.61) λαµβάνεται
υπόψιν και το µοντέλο είναι ϕαινοµενολογικά αποδεκτό.

Σχήµα 1.12: Η εναποµείνασα πυκνότητα της ΣΥ του Ελαττωµένου ΕΥΚΠ για σηµεία εντός

του σφάλµατος της µάζας του Higgs. ΄Ολα τα σηµεία είναι κάτω από το πειραµατικό όριο.
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Ο Πίνακας 1.11 δίνει τα αποτελέσµατα για τις ϕυσικές µάζες των ϐαρέων µποζονίων
Higgs και επιλεγµένα υπερσυµµετρικά σωµατίδια. ∆υστυχώς, λόγω της µεγάλης tan β
του µοντέλου, η µάζα του ψευδοβαθµωτού σωµατιδίου Higgs, MA, ϐρίσκεται κάτω από
τα αποδεκτά όρια που τίθενται από την [169] σε κάθε σηµειο αναφοράς. Μπορεί κανείς
να ϑεωρήσει ϐαρύτερο σωµατιδιακό ϕάσµα, οπότε ϑα είχαµε MA & 1900 GeV, αλλά
το περιοριστικό σφάλµα του ελαφρού σωµατιδίου Higgs ϐγάζει τη Mh εκτός αποδεκτής
περιοχής. ΄Ετσι, η παρούσα εκδοχή του µοντέλου πρέπει να απορριφθεί.

MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±1
Mχ̃±2

RMSSM-1 1.393 1.393 1.387 7.253 1.075 3.662 4.889 4.891 1.075 4.890
RMSSM-2 1.417 1.417 1.414 7.394 1.098 3.741 4.975 4.976 1.098 4.976
RMSSM-3 1.491 1.491 1.492 7.459 1.109 3.776 5.003 5.004 1.108 5.004

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1 Mt̃2

RMSSM-1 2.124 2.123 2.078 2.079 6.189 6.202 5.307 5.715 5.509 5.731
RMSSM-2 2.297 2.139 2.140 2.139 6.314 6.324 5.414 5.828 5.602 5.842
RMSSM-3 2.280 2.123 2.125 2.123 6.376 6.382 5.465 5.881 5.635 5.894

Table 1.11: Οι µάζες των µποζονίων Higgs και επιλεγµένα υπερσυµµετρικά σωµατίδια για

κάθε σηµείο αναφοράς του Ελαττωµένου ΕΥΚΠ (σε TeV).
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1.5 Η ∆ιαστατική Ελάττωση σε Χώρους Πηλίκου

Ας ϑεωρήσουµε µια ϑεωρία σε έναν χωρόχρονο µε περισσότερες από τέσσερεις διαστάσεις.
Μια τέτοια µεγαλοδιάστατη ϑεωρία µπορεί να καταλήξει σε µια τετραδιάστατη ϑεωρία µόνο
µέσω της µεθόδου της διαστατικής ελάττωσης. Η πρώτη προσέγγιση τέτοιας ελάττωσης έγι-
νε από τους Kaluza και Klein [211, 212]. Η ϐασική ιδέα αφορούσε µια πενταδιάστατη
ϑεωρία ϐαρύτητας, η διαστατική ελάττωση πάνω στην οποία ϑα οδηγούσε σε µια τετραδι-
άστατη ϑεωρία, στην οποία η ϐαρύτητα και η ηλεκτροµαγνητική αλληλεπίδραση ϑα ήταν
συζευγµένες. Μια άλλη ενθαρυντική πτυχή ολόκληρης της µεθόδου της διαστατικής ε-
λάττωσης είναι ότι η επέκταση του χωρόχρονου οδηγεί σε µη αβελιανές δοµές [213–215]
(δείτε και [216–218]).

Ο αρχικός χωρόχρονος σε περισσότερες διαστάσεις, MD, µπορεί να ϑεωρηθεί ως
MD = M4 × B, όπου το B είναι µια συµπαγής Ριµάνια πολλαπλότητα µε ισοµετρίες
που περιγράφονται από µια οµάδα S. Αν η διαστατική ελάττωση εφαρµοστεί σε µια µεγα-
λοδιάστατη ϑεωρία, η εναποµείνασα ϑεωρία ϑα είναι τετραδιάστατη και ϑα περιγράφει τη
ϐαρύτητα και µια ϑεωρία Yang-Mills. Η µη αβελιανή οµάδα της Yang-Mills ϑα περιέχει
την οµάδα ισοµετρίας του B, δηλαδή το S, µαζί µε κάποια ϐαθµωτά πεδία. Εκτός από
την πρωταρχική ιδιότητα της παραπάνω µεθόδου, δηλαδή την ενοποίηση µε γεωµετρικό
τρόπο της ϐαρυτικής αλληλεπίδρασης µε άλλες που περιγράφονται από ϑεωρίες ϐαθµίδας,
η µέθοδος «ϱίχνει ϕως» στο γεγονός ότι κάποιες αλληλεπιδράσεις επιτρέπουν περιγραφή
ϑεωρίας ϐαθµίδας.

Από την άλλη, η διαστατική ελάττωση έρχεται µαζί µε κάποιες ιδιότητες που ϑα ϑέλαµε
να αποφύγουµε. Καταρχάς, όταν ο µεγαλοδιάστατος χώρος MD εκφράζεται ως γινόµε-
νο, τότε δεν µπορούµε να έχουµε κλασική κατάσταση κενού. Ενώ ο τανυστής Ricci ενός
τέτοιου χώρου B δε µηδενίζεται, οι πεδιακές εξισώσεις της αρχικής, D-διάστατης ϐαρυτι-
κής ϑεωρίας δίνουν µηδενικό τανυστή Ricci. Εποµένως, δεν µπορούµε να έχουµε ϕυσική
ερµηνεία των επιπλέον διαστάσεων. Επιπλέον, µια άλλη αρνητική ιδιότητα έγκειται στην
προσπάθεια να οικοδοµήσουµε ϱεαλιστικά τετραδιάστατα µοντέλα. ΄Οταν ελαττώνουµε
διαστατικά µεγαλοδιάστατες ϑεωρίες που περιέχουν ϕερµιόνια, δε γίνεται να καταλήξουµε
σε µια τετραδιάστατη ϑεωρία µε χειραλικά ϕερµιόνια [219]. Παρόλα αυτά, αυτές οι δυ-
σκολίες γίνεται να παρακαµφθούν µε την επιλογή κατάλληλου σωµατιδιακού ϕάσµατος
στη µεγαλοδιάστατη ϑεωρία, ειδικότερα µε τη ϑεώρηση πεδίων Yang-Mills [39,220].

Στην περιοχή χαµηλών ενεργειών «ξεχνάµε» τα ϐαρυτικά ϕαινόµενα, άρα η περιγραφή
της αρχικής µεγαλοδιάστατης ϑεωρίας γίνεται αποκλειστικά Yang-Mills (Υ-Μ). Η εφαρ-
µογή της διαστατικής ελάττωσης µπορεί να οδηγήσει σε µια τετραδιάστατη ϑεωρία Υ-Μ
(πιθανότατα ΘΜΕ) που συνοδεύεται από έναν τοµέα Higgs. ΄Ενας αφελής τρόπος να γίνει
µια τέτοια ελάττωση µιας Υ-Μ ϑεωρίας ορισµένης πάνω σε χώρο MD = M4 × B είναι
να επιβάλουµε τη συνθήκη ότι κάθε σωµατίδιο εξαρτάται µόνο από τις χωροχρονικές συ-
ντεταγµένες του M4. ΄Ετσι, αν ϑεωρήσουµε κάθε σωµατίδιο ανεξάρτητο των επιπλέον
συντεταγµένων, τότε και η Λαγκρανζιανή πυκνότητα δε ϑα εξαρτάται από αυτές. Μία πιο
κοµψή προσέγγιση είναι να ϑεωρήσουµε ότι οι επιπλέον συντεταγµένες περιγράφονται από
το χώρο πηλίκου B = S/R. Με αυτόν τον τρόπο δε χρειάζεται να επιβάλουµε ανεξαρτησία
των πεδίων από τις επιπλέον διαστάσεις. Πιο συγκεκριµένα, τα πεδία µπορούν να εξαρ-
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τώνται από τις συντεταγµένες των επιπλέον διαστάσεων µε τέτοιο τρόπο ώστε η εφαρµογή
ενός S-µετασχηµατισµού να µετασχηµατίζει τη Λαγκρανζιανή κατά κάποια ποσότητα που
ακυρώνεται από έναν απλό µετασχηµατισµό ϐαθµίδας. Με άλλα λόγια, η Λαγκρανζιανή
καταλήγει να είναι ανεξάρτητη από τις επιπλέον συντεταγµένες (αυτές του χώρου πηλίκου)
εξαιτίας της αναλλοιότητας ϐαθµίδας, κάτι που είναι εγγενής ιδιότητα της µεθόδου και
όχι κάποια αυθαίρετη απαίτηση. Αυτό είναι το πιο ϑεµελιώδες επιχείρηµα που καθιστά
τη ∆ιαστατική Ελάττωση σε Χώρους Πηλίκου (∆ΕΧΠ) µια πολύ ενδιαφέρουσα µέθοδο για
τη διαχείριση µεγαλοδιάστατων ϑεωριών και την κατασκευή πολλά υποσχόµενων τετραδι-
άστατων µοντέλων [34–36].
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1.6 ∆ιαστατική Ελάττωση της E8 στο SU(3)/U(1)×U(1)
Σε αυτή την ενότητα ϑα εστιάσουµε στην εφαρµογή της ∆ΕΧΠ στην περίπτωση που µας
ενδιαφέρει. Για µια εκτενή περιγραφή της γεωµετρίας των χώρων πηλίκου µπορεί κανείς
να ανατρέξει στις [35,221]. Επίσης, η κεντρική ιδέα της ∆ΕΧΠ, η γενικευµένη µεθοδολογία
και οι διάφοροι περιορισµοί που προκύπτουν συζητώνται στην [35].

΄Ενα πλέον χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής της ∆ΕΧΠ (µε το οποίο ϑα ασχο-
ληθούµε στο παρόν) είναι η περίπτωση µιας N = 1 υπερσυµµετρικής E8 ϑεωρίας Υ-Μ, η
οποία ελαττώνεται διαστατικά πάνω στο µη συµµετρικό χώρο πηλίκου SU(3)/U(1)×U(1)
[35,64,70]. Η τετραδιάστατη δράση Υ-Μ είναι :

S = C

∫
d4x tr

[
−1

8
FµνF

µν − 1

4
(Dµφa)(D

µφa)

]
+V (φ)+

i

2
ψ̄ΓµDµψ−

i

2
ψ̄ΓaDaψ , (1.62)

όπου ταυτοποιούµε :

V (φ) = −1

8
gacgbdtr

(
f C
ab φC − ig[φa, φb])(f

D
cd φD − ig[φc, φd]

)
(1.63)

και tr(T iT j) = 2δij, όπου οι T i είναι οι γεννήτορες της οµάδας ϐαθµίδας, C είναι ο όγκος
του χώρου πηλίκου, ηDµ = ∂µ−igAµ είναι η τετραδιάστατη συναλλοίωτη παράγωγος, ηDa

είναι η συναλλοίωτη παράγωγος του χώρου πηλίκου και η µετρική του δίνεται (συναρτήσει
των ακτίνων του) από την gαβ = διαγ(R2

1, R
2
1, R

2
2, R

2
2, R

2
3, R

2
3).

Η τετραδιάστατη οµάδα ϐαθµίδας καθορίζεται από τον τρόπο µε τον οποίο το R =
U(1)×U(1) εµβαπτίζεται στην E8 και προκύπτει από τον centralizer του R = U(1)×U(1)
στο G = E8, δηλαδή:

H = CE8(U(1)A × U(1)B) = E6 × U(1)A × U(1)B . (1.64)

Επιπροσθέτως, επιλύνοντας τους περιορισµούς, τα ϐαθµωτά και ϕερµιονικά πεδία που
παραµένου στην τετραδιάσταστη ϑεωρία προκύπτουν από την αποσύνθεση της συζυγούς
αναπαράστασης 248 της E8 κάτω από το U(1)A × U(1)B. Ακόµα, για να πάρουµε τις
αναπαραστάσεις των εναποµείναντων πεδίων της τετραδιάστατης ϑεωρίας, είναι απαραίτητο
να εξετάσουµε τις αποσυνθέσεις των διανυσµατικών και σπινοριακών αναπαραστάσεων της
SO(6) κάτω από το R = U(1)A × U(1)B (λεπτοµέρειες στις [35, 61, 64]). Εποµένως,
οι κανόνες της ∆ΕΧΠ υποδεικνύουν ότι τα εναποµείναντα πεδία ϐαθµίδας (δηλαδή της
οµάδας γινοµένου E6 × U(1)A × U(1)B) ϕιλοξενούνται σε τρεις N = 1 διανυσµατικές
υπερπολλαπλέτες στην τετραδιάστατη ϑεωρία. Τα πεδία ύλης της τετραδιάστατης ϑεωρίας
καταλήγουν σε έξι χειραλικές πολλαπλέτες. Τα απεριόριστα πεδία που µετσχηµατίζονται
κάτω από το E6 × U(1)A × U(1)B είναι :

αi ∼ 27(3, 1
2

), βi ∼ 27(−3, 1
2

), γi ∼ 27(0,−1), α ∼ 1(3, 1
2

), β ∼ 1(−3, 1
2

), γ ∼ 1(0,−1)

αi ∼ 27(3, 1
2

), βi ∼ 27(−3, 1
2

), γi ∼ 27(0,−1), α ∼ 1(3, 1
2

), β ∼ 1(−3, 1
2

), γ ∼ 1(0,−1)
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και το (ϑετικό) ϐαθµωτό δυναµικό της ϑεωρίας δίνεται ως :
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Στην παραπάνω έκφραση του ϐαθµωτού δυναµικού, όροι D, F και όροι που παραβιάζουν
ήπια την υπερσυµµετρία µπορούν να ταυτοποιηθούν. Οι όροι F προκύπτουν από το
υπερδυναµικό:

W(Ai, Bj, Ck, A,B,C) =
√

40dijkA
iBjCk +

√
40ABC , (1.65)

όπου τα Ai, Bj, Ck είναι τα υπερπεδία που ανήκουν στην αναπαράσταση 27 και τα A,B,C
είναι τα υπερπεδία που δε µετασχηµατίζονται κάτω από την E6 και έχουν µόνο ϕορτία των
δύο U(1). Οι όροι D δοµούνται ως εξής :

1

2
DαDα +

1

2
D1D1 +

1

2
D2D2 , (1.66)

όπου οι ποσότητες D υπολογίζονται ως :
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.
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Εκτός των όρων F και D που ταυτοποιούνται στο δυναµικό (1.65), οι υπόλοιποι όροι
µπορούν να ϑεωρηθούν ως ήπιες ϐαθµωτές µάζες και ήπιες τριγραµµικές συζεύξεις. Τα
gaugino εµφανίζουν µια ιδιαίτερη συµπεριφορά συγκριτικά µε τους υπόλοιπους ήπιους
όρους, όπως ϕαίνεται από την παρακάτω σχέση3:

M = (1 + 3τ)
R2

1 +R2
2 +R2

3

8
√
R2

1R
2
2R

2
3

. (1.67)

Το επόµενο ϐήµα είναι η ελαχιστοποίηση του δυναµικού. Αυτό συµβαίνει εαν δύο από
τα τρία πεδία που δε µετασχηµατίζονται κάτω από την E6 (δηλαδή τα α, β, γ) αποκτήσουν
αναµενόµενες τιµές κενού στην κλίµακα συµπαγοποίησης. Επιλέγουµε τα α και β να
αποκτήσουν αναµενόµενες τιµές κενού, ενώ το γ παραµένει άµαζο. Ο λόγος είναι οτι το γ
είναι το µόνο τέτοιο πεδίο που µπορεί να επιβιώσει από το µηχανισµό σπασίµατος Wilson
flux (που περιγράφεται στην επόµενη ενότητα) και ϑα το χρειαστούµε στην κατασκευή
τελεστών υψηλότερων διαστάσεων.

Το παραπάνω οδηγεί στην παραβίαση των δύο U(1), µειώνοντας έτσι την οµάδα ϐαθ-
µίδας από E6 × U(1)A × U(1)B σε E6. Οι δύο αβελιανές οµάδες παραµένουν, ωστόσο, ως
καθολικές συµµετρίες, γεγονός που (όπως ϑα δούµε) εγγυάται τη διατήρηση του Βαρυο-
νικού αριθµού.

Σε αυτό το σηµείο ας συνοψίσουµε τη µέχρι στιγµής κατασκευή µας. Ξεκινώντας από
µια N = 1 υπερσυµµετρική, δεκαδιάστατη E8 ϑεωρία ϐαθµίδας, ορισµένη στην πολλα-
πλότηταM4×S/R, όπου S/R είναι ο µη συµµετρικός χώρος πηλίκου SU(3)/U(1)×U(1),
η ∆ΕΧΠ οδηγεί στο περιεχόµενο µια N = 1 υπερσυµµετρικής ΘΜΕ E6 × U(1)A × U(1)B.
Στη συνέχεια, οι δύο οµάδες U(1) σπάνε και παραµετροποιούνται ως καθολικές συµµε-
τρίες, αφήνοντας έτσι µια N = 1 υπερσυµµετρική E6 ϑεωρία. Για να µειώσουµε περαι-
τέρω τη συµµετρία ϐαθµίδας (ϑα δούµε ότι τελικά ϑα οδηγηθούµε στην οµάδα γινοµένου
SU(3) × SU(3) × SU(3)), ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε το µηχανισµό σπασίµατος
Wilson flux.

3Η σχέση δείχνει ότι τα gaugino αποκτούν µάζα στην κλίµακα συµπαγοποίησης [35]. Αυτό, όµως,
αποτρέπεται από την εισαγωγή της στρέψης [64] και είναι η περίπτωση που εξετάζουµε.
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1.7 Παραβίαση µε Wilson Flux και Επιλογή Παραµέτρων

Στην προηγούµενη ενότητα αναπτύχθηκε η περίπτωση κατά την οποία η ∆ΕΧΠ εφαρ-
µόζεται σε µια µεγαλοδιάστατη E8 ϑεωρία ϐαθµίδας, η οποία ελαττώνεται πάνω στο χώρο
πηλίκου SU(3)/U(1)× U(1) και µένουµε µε την τετραδιάστατη συµµετρία ϐαθµίδας E6.
΄Οµως η E6 δεν µπορεί να µειωθεί περαιτέρω µε την παρουσία µιας 27 πολλαπλέτας Higgs.
Για αυτό το λόγο χρησιµοποιούµε το µηχανισµό Wilson flux [67–69]. Η παρακάτω δια-
δικασία αναπτύσσεται λεπτοµερώς και στην [61].

SU(3)3 από Wilson Flux

Ο µηχανισµός αυτός προβάλλει τη ϑεωρία κατά τέτοιο τρόπο ώστε τα πεδία που επιβι-
ώνουν είναι αυτά που µένουν αναλλοίωτα κάτω από τη δράση της freely acting διακριτής
συµµετρίας Z3 στους γεωµετρικούς τους δείκτες, αλλά και τους δείκτες ϐαθµίδας. Η µη
τετριµµένη δράση της οµάδας Z3 στους δείκτες ϐαθµίδας των διάφορων πεδίων παραµε-
τροποιείται από τον πίνακα [127]:

γ3 = diag {13, ω13, ω
213} , (1.68)

όπου ω = ei
2π
3 . Το τελευταίο δρα στα πεδία ϐαθµίδας της E6 ϑεωρίας ϐαθµίδας και µια

µη τετριµµένη ϕάση δρα στα πεδία ύλης. Αρχικά, τα πεδία ϐαθµίδας που περνούν από
αυτό το ϕιλτράρισµα της προβολής είναι αυτά που ικανοποιούν τη σχέση:

[AM , γ3] = 0 ⇒ AM = γ3AMγ
−1
3 (1.69)

και η εναποµείνασα συµµετρία ϐαθµίδας είναι η SU(3)c×SU(3)L×SU(3)R. Η αντίστοιχη
σχέση της (1.69) για τα πεδία ύλης είναι :

~α = ωγ3~α, ~β = ω2γ3
~β, ~γ = ω3γ3~γ , α = ωα, β = ω2β, γ = ω3γ . (1.70)

όπου τα ~α, ~β,~γ είναι τα υπερπεδία ύλης που ανήκουν στην αναπαράσταση 27 και τα α, β, γ
είναι τα πεδία που έχουν µόνο ϕορτία των δύο U(1)A,B. Οι αναπαραστάσεις της οµάδας
που επιβίωσε, δηλαδή της SU(3)c×SU(3)L×SU(3)R, στις οποίες ανήκουν τα παραπάνω
πεδία, προκύπτουν εφόσον ϑεωρήσουµε τον κανόνα αποσύνθεσης της αναπαράστασης 27
της E6 κάτω από τη νέα οµάδα, (1, 3, 3̄)⊕ (3̄, 1, 3)⊕ (3, 3̄, 1). Εποµένως, έχουµε πλέον το
εξής σωµατιδιακό ϕάσµα:

α3 ≡ Ψ1 ∼ (3̄, 1, 3)(3, 1
2

), β2 ≡ Ψ2 ∼ (3, 3̄, 1)(−3, 1
2

), γ1 ≡ Ψ3 ∼ (1, 3̄, 3)(0,−1), γ ≡ θ(0,−1),

όπου τα τρία πρώτα είναι ό,τι απέµεινε από τα ~α, ~β,~γ και µαζί σχηµατίζουν µια αναπα-
ϱάσταση 27 της E6, δηλαδή όλα µαζί ταυτοποιούνται ως µια (ϕερµιονική) οικογένεια. Για
να έχουµε σωµατιδιακό ϕάσµα µε τρεις οικογένειες, µπορούµε να εισαγάγουµε µη τετριµ-
µένα µονοπολικά ϕορτία στις U(1) του R, καταλήγοντας έτσι σε τρία συνολικά αντίγραφα
των παραπάνω πεδίων (όπου ο δείκτης l = 1, 2, 3 συµβολίζει τις τρεις οικογένειες).
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Το ϐαθµωτό δυναµικό (1.65) της E6 (και των επιπλέον καθολικών συµµετριών U(1))
που προέκυψε από τη διαστατική ελάττωση της E8, µπορεί πλέον να ξαναγραφτεί στη
«γλώσσα» της SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R ως [61]:

Vsc = 3 · 2

5

( 1

R4
1

+
1

R4
2

+
1

R4
3

)
+
∑
l=1,2,3

V (l) , (1.71)

όπου:

V (l) = Vsusy + Vsoft = VD + VF + Vsoft . (1.72)

Από εδώ και στο εξής δε ϑα χρησιµοποιούµε πλέον το δείκτη οικογενειών (l), εφόσον
η ανάλυσή µας εστιάζει στην τρίτη οικογένεια, αλλά ϑα γράφεται αναλυτικά µόνο όταν
απαιτείται. ΄Οσον αφορά τους όρους D και F , ταυτοποιούνται ως :

VD =
1

2

∑
A

DADA +
1

2
D1D1 +

1

2
D2D2, (1.73)

VF =
∑
i=1,2,3

|FΨi|2 + |Fθ|2, FΨi =
∂W
∂Ψi

, Fθ =
∂W
∂θ

, (1.74)

όπου οι όροι F προκύπτουν από την έκφραση:

W =
√

40dabcΨ
a
1Ψb

2Ψc
3 , (1.75)

ενώ οι όροι D γράφονται αναλυτικά ως:

DA =
1√
3

〈
Ψi|GA|Ψi

〉
, (1.76)

D1 = 3

√
10

3
(
〈
Ψ1|Ψ1

〉
−
〈
Ψ2|Ψ2

〉
), (1.77)

D2 =

√
10

3
(
〈
Ψ1|Ψ1

〉
+
〈
Ψ2|Ψ2

〉
− 2
〈
Ψ3|Ψ3

〉
− 2|θ|2) . (1.78)

Τέλος, οι ήπιοι όροι γράφονται ως :

Vsoft =

(
4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)〈
Ψ1|Ψ1

〉
+

(
4R2

2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)〈
Ψ2|Ψ2

〉
+

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
(
〈
Ψ3|Ψ3

〉
+ |θ|2)

+ 80
√

2

(
R1

R2R3

+
R2

R1R3

+
R3

R1R2

)
(dabcΨ

a
1Ψb

2Ψc
3 + h.c) (1.79)

=m2
1

〈
Ψ1|Ψ1

〉
+m2

2

〈
Ψ2|Ψ2

〉
+m2

3

(〈
Ψ3|Ψ3

〉
+ |θ|2

)
+ (αabcΨ

a
1Ψb

2Ψc
3 + h.c) . (1.80)
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Τα (GA) b
a είναι οι σταθερές δοµής της οµάδας γινοµένου SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R

και συνεπώς είναι αντισυµµετρικά στα a και b. Σύµφωνα µε την [244], τα διανύσµατα
της αναπαράστασης 27 της E6 µπορούν να γραφτούν σε πιο ϐολική µορφή σε γλώσσα
SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R, δηλαδή σε µιγαδικούς 3× 3 πίνακες. Η ταυτοποίηση

Ψ1 ∼ (3̄, 1, 3)→ (qc) α
p , Ψ2 ∼ (3, 3̄, 1)→ (Q a

α ), Ψ3 ∼ (1, 3, 3̄)→ L p
a , (1.81)

οδηγεί στον ακόλουθο επαναορισµό και ανάθεση του σωµατιδιακού ϕάσµατος του ΕΥΚΠ
(αλλά και επιπλέον πεδίων) στην παραπάνω αναπαράσταση του µοντέλου:

qc =

 dc1R uc1R Dc1
R

dc2R uc2R Dc2
R

dc3R uc3R Dc3
R

 , Q =

 −d1
L −d2

L −d3
L

u1
L u2

L u3
L

D1
L D2

L D3
L

 , L =

 H0
d H+

u νL
H−d H0

u eL
νcR ecR S

 .

Είναι προφανές από τα παραπάνω ότι τα dL,R, uL,R, DL,R µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε
τις 3, 3̄ κάτω από την οµάδα χρώµατος.

Επιλογή Ακτίνων

Θα εξετάσουµε την περίπτωση όπου η κλίµακα συµπαγοποίησης είναι ψηλά4 και συγκε-
κριµένα MC = MGUT . Εποµένως, για τις ακτίνες ισχύει Rl ∼ 1

MGUT
, l = 1, 2, 3.

Χωρίς ειδική διαχείριση, η επιλογή αυτή δίνει ήπιες παραµέτρους κοντά στην κλίµακα
ενοποίησης. Μπορούµε όµως να επιλέξουµε την τρίτη ακτίνα ελάχιστα διαφορετική από
τις άλλες δύο, µε τρόπο που να δίνει :

m2
3 ∼ −O(TeV 2), m2

1,2 ∼ −O(M2
GUT ), aabc &MGUT . (1.82)

Με άλλα λόγια, έχουµε υπερβαριά ϐαθµωτά κουάρκς, ενώ τα ϐαθµωτά λεπτόνια ϐρίσκο-
νται στην κλίµακα των TeV . ΄Ετσι, η υπερσυµµετρία σπάει ήπια ήδη από την κλίµακα
ενοποίησης, εκτός από την παραβίασή της από τους όρους D και F .

Περαιτέρω Παραβίαση Συµµετρίας του SU(3)3

Η αυθόρµητη παραβίαση συµµετρίας των SU(3)L και SU(3)R µπορεί να προκληθεί όταν
δύο οικογένειες της L αποκτήσουν αναµενόµενες τιµές κενού κατά τον ακόλουθο τρόπο:

〈L(3)
s 〉 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 V

 , 〈L(2)
s 〉 =

 0 0 0
0 0 0
V 0 0

 ,

όπου ο δείκτης s συµβολίζει τη ϐαθµωτή συνιστώσα της πολλαπλέτας. Οι παραπάνω
αναµενόµες τιµές κενού ανήκουν στην τετριµµένη αναπαράσταση της SU(3)c, οπότε δε
σπάνε την οµάδα χρώµατος. Αν χρησιµοποιήσουµε µόνο την 〈L(3)

s 〉 παίρνουµε

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × SU(2)R × U(1) , (1.83)
4Σε αυτή την περίπτωση οι διεγέρσεις Kaluza-Klein δε λαµβάνονται υπόψιν. ∆ιαφορετικά ϑα χρειαζόµα-

σταν τις ιδιοτιµές των τελεστών Dirac και Laplace για τον εξαδιάστατο χώρο συµπαγοποίησης.
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ενώ αν χρησιµοποιήσουµε µόνο την 〈L(2)
s 〉 παίρνουµε

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × SU(2)′R × U(1)′ . (1.84)

Ο συνδυασµός τους δίνει το επιθυµητό [245]:

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y . (1.85)

Η µορφή του ϐαθµωτού δυναµικού αµέσως µετά την παραβίαση δίνει αναµενόµενες τιµές
κενού στα πεδία που ϕέρουν µόνο ϕορτία από τις δύο U(1) (όχι απαραίτητα και στα τρία).
Στην περίπτωση που εξετάζεται έχουµε 〈θ(3)〉 ∼ O(TeV ) , 〈θ(1,2)〉 ∼ O(MGUT ).
Η παραβίαση της Ηλεκτρασθενούς συµµετρίας ακολουθεί µε τις εξής αναµενόµενες τιµές
κενού [27]:

〈L(3)
s 〉 =

 υd 0 0
0 υu 0
0 0 0

 .

Λεπτονικές Συζεύξεις Yukawa και ΄Οροι µ

Αν και οι δύο U(1) έσπασαν πριν την εφαρµογή του σπασίµατος Wilson, ακόµα επιβάλ-
λονται ως καθολικές συµµετρίες. Ως αποτέλεσµα, στο λεπτονικό τοµέα δεν µπορούµε να
έχουµε αναλλοίωτες συζεύξεις Yukawa. ΄Οµως κάτω από την κλίµακα ενοποίησης µπο-
ϱούµε να έχουµε όρους από τελεστές υψηλότερων διαστάσεων [61]:

LeHd

(K
M

)3

, (1.86)

όπου το K είναι η αναµενόµενη τιµή κενού της συζυγούς ϐαθµωτής συνιστώσας ενός εκ
των S(i), ν

(i)
R και θ(i), ή οποιουδήποτε συνδυασµού αυτών, µε ή χωρίς ανάµειξη γεύσης.

Με ανάλογα επιχειρήµατα µπορούµε να έχουµε όρους µάζας και για τα S(i) και ν(i)
R , τα

οποία ϑα επιλέξουµε να είναι υπερβαριά.
Μια άλλη απαραίτητη ποσότητα που λείπει από το µοντέλο µας είναι ο υπερσυµµε-

τρικός όρος µ, ένας για κάθε οικογένεια διπλετών Higgs. Οµοιοτρόπως, µπορούµε να
έχουµε:

H(i)
u H

(i)
d θ

(i) K

M
. (1.87)

Οι διπλέτες Higgs των δύο πρώτων οικογενειών ϑα έχουνε υπερβαριά µ, ενώ ο όρος µ της
τρίτης γενιάς ϑα είναι στην κλίµακα των TeV . Για να αποφευχθεί οποιαδήποτε σύγχυ-
ση, είναι χρήσιµο σε αυτό το σηµείο να συνοψίσουµε την κλίµακα µερικών σηµαντικών
ποσοτήτων (Πίνακας 1.12).
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Παράµετρος Κλίµακα
΄Ηπιες τριγραµµικές συζεύξεις O(GUT )

Μάζες ϐαθµωτών κουάρκς O(GUT )

Μάζες ϐαθµωτών λεπτονίων O(TeV )

µ(3) O(TeV )

µ(1,2) O(GUT )

Ενοποιηµένη µάζα gaugino MU O(TeV )

Πίνακας 1.12: Κλίµακα σηµαντικών παραµέτρων.
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1.8 Φαινοµενολογική Ανάλυση του SU(3)3 µε Μικρές Α-
κτίνες Χώρου Πηλίκου

΄Οπως σε κάθε ΘΜΕ, το µοντέλο αυτό ϑεωρεί ότι όλες οι συζεύξεις ϐαθµίδας ξεκινούν ως
µία σύζευξη g στην MGUT . Ωστόσο, καθώς στο επίπεδο της E8 υπάρχει µόνο µία σύζευξη,
γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι και οι συζεύξεις Yukawa είναι ίσες µε g στην MGUT . Το
γεγονός αυτό καθιστά την επιλογή µεγάλης tanβ απαραίτητη. Η ενοποιηµένη σύζευξη g
χρησιµοποιείται ως συνοριακή συνθήκη για όλες τις παραπάνω συζεύξεις στην MGUT .

Στην παρακάτω ανάλυση χρησιµοποιούµε συναρτήσεις ϐ σε επίπεδο ενός ϐρόχου για
όλες τις εµπλεκόµενες παραµέτρους. Κάτω από την κλίµακα ενοποίησης εξελίσσονται
σύµφωνα µε τις συναρτήσεις ϐ του ΕΥΚΠ, αλλά µε τέσσερεις επιπλέον διπλέτες Higgs (και
τις υπερσυµµετρικές τους συνιστώσες), οι οποίες προέρχονται από τις L πολλαπλέτες των
δύο πρώτων οικογενειών, µέχρι µια ενδιάµεση κλίµακαMint. Κάτω από αυτήν την κλίµακα
όλα τα υπερβαριά σωµατίδια (αλλά και οι ήπιοι τριγραµµικοί όροι) αποσυζεύγνυνται και
οι συναρτήσεις ϐ αντιστοιχούν σε αυτές ενός µοντέλου µε δύο διπλέτες Higgs (και µε τα
αντίστοιχα Higgsinos), το οποίο περιέχει και τα ϐαθµωτά λεπτόνια και τα gaugino που
παίρνουν µάζα στην κλίµακα των TeV . Τέλος, κάτω από µια τρίτη κλίµακα, την οποία
ονοµάζουµε MTeV , τρέχουµε τις συναρτήσεις ϐ ενός µη υπερσυµµετρικού µοντέλου µε
δύο διπλέτες Higgs.

Φαινοµενολογικοί Περιορισµοί

Στα πλαίσια της ανάλυσής µας λαµβάνουµε υπόψιν διάφορους περιορισµούς που προ-
κύπτουν από τα πειραµατικά δεδοµένα, οι οποίοι δίνονται σε αυτή την υποενότητα.5.
Ξεκινώντας από την ισχυρή σύζευξη, χρησιµοποιούµε την πειραµατική τιµή [246]:

as(MZ) = 0.1187± 0.0016 . (1.88)

΄Οπως και πριν, υπολογίζουµε την ϕυσική µάζα του top κουάρκ, ενώ η µάζα του bot-
tom κουάρκ υπολογίζεται στην κλίµακα της MZ , ούτως ώστε να αποφύγουµε επιπλέον
σφάλµατα εγγενή στη ϕυσική του µάζα. Οι περιµατικέ τους τιµές δίνονται από την [246]:

mexp
t = (172.4± 0.7) GeV , mb(MZ) = 2.83± 0.10 GeV . (1.89)

Η µάζα του σωµατιδίου που ανακαλύφθηκε τον Ιούλιο του 2012 από τα πειράµατα ATLAS
και CMS [22] ταυτοποιείται µε τη µάζα του ελαφρύτερου µποζονίου Higgs του υπερσυµ-
µετρικού ΚΠ. Η πειραµατική τιµή της είναι [246]:

M exp
H = 125.10± 0.14 GeV . (1.90)

5Κάποιες από τις πειραµατικές τιµές που δίνονται εδώ διαφέρουν ελαφρώς από τις αντίστοιχες τιµές
της Ενότητας 1.4. Αυτό συµβαίνει διότι, όταν ολοκληρώθηκε η ανάλυση των µοντέλων µε ελαττωµένες
παραµέτρους, οι ανανεωµένες τιµές αυτών των ποσοτήτων δεν είχαν ακόµα δηµοσιευθεί.
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Ενοποίηση Συζεύξεων Βαθµίδας

Η πρώτη πρόκληση σε ένα τέτοιο εγχείρηµα είναι η πρόβελψη της κλίµακας ενοποίησης
χωρίς απώλεια µε τους πειραµατικούς περιορισµούς στις συζεύξεις ϐαθµίδας. Οι συναρ-
τήσεις ϐ σε επίπεδο ενός ϐρόχου δίνονται από:

2πβi = biα
2
i , (1.91)

όπου για το σωµατιδιακό ϕάσµα του µοντέλου σε κάθε µία από τις τρεις ενεργειακές
περιοχές οι συντελεστές b δίνονται στον Πίνακα 1.13 (στα παραρτήµατα παρατίθενται οι
πλήρεις υπολογισµοί για όλες τις συναρτήσεις ϐ).

Κλίµακα b1 b2 b3
MEW -MTeV

21
5 −3 −7

MTeV -Mint
11
2 −1

2 −5

Mint-MGUT
39
5 3 −3

Πίνακας 1.13: Οι συντελεστές b για τις συναρτήσεις ϐ των συζεύξεων ϐαθµίδας.

Τα a1,2 καθορίζουν την κλίµακα ενοποίησης και το a3 χρησιµοποιείται για να επιβεβαι-
ώσει ότι η κλίµακα αυτή είναι όντως αποδεκτή. Θεωρώντας ένα σφάλµα της τάξης του 0.3%
για τη συνοριακή συνθήκη στη κλίµακα ενοποίησης, υπολογίζουµε τις τρεις διαφορετικές
κλίµακες του µοντέλου, όπως αυτές παρουσιάζονται στον Πίνακα 1.14. Η ισχυρή σύζευξη
προβλέπεται εντός 2σ από την πειραµατική τιµή της εξίσωσης (1.88):

as(MZ) = 0.1218 . (1.92)

Κλίµακα GeV

MGUT ∼ 1.7× 1015

Mint ∼ 9× 1013

MTeV ∼ 1500

Πίνακας 1.14: Οι τρεις κλίµακες, όπως προβλέπονται από την ενοποίηση των συζεύξεων

ϐαθµίδας.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι, αν και η κλίµακα ενοποίησης υπολογίζεται ελαφρώς χαµη-
λότερα από όσο ϑα περίµενε κανείς σε µια υπερσυµµετρική ϑεωρία, δεν υπάρχει ϕόβος
ταχείας διάσπασης του πρωτονίου, καθώς η εναποµείνασα καθολική συµµετρία U(1)A
µπορεί εύκολα να ταυτοποιηθεί 6 ως:

U(1)A = −1

9
B , (1.93)

όπου B είναι ο Βαρυονικός αριθµός. Εποµένως, η κλίµακα ενοποίησης ϑα µπορούσε,
καταρχήν, να ϐρίσκεται ακόµα χαµηλότερα χωρίς κανένα τέτοιο πρόβληµα.

6Μπορεί κανείς εύκολα να συγκρίνει τα ϕορτία κάθε πεδίου κάτω από την U(1)A µε τον Βαρυονικό του
αριθµό.
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Το ∆υναµικό Higgs

Ας εστιάσουµε και πάλι στην τρίτη οικογένεια. Μετά την παραβίαση της ΘΜΕ, το δυναµικό
Higgs υπολογίζεται από τους όρους D και F , αλλά και από τους ήπιους όρους. Και ενώ
ο υπολογισµός των ήπιων όρων είναι αρκετά ευθύς, για τους όρους D και F η διαδικασία
χρειάζεται περισσότερη λεπτοµέρεια.

Αρχικά, οι όροι 〈φ|GA|φ〉 ϑα µηδενιστούν, καθώς στο κενό και για τη συγκεκριµένη
επιλογή αναµενόµενων τιµών κενού, εφόσον οι συντελεστές (GA)ba είναι αντισυµµετρικοί
στα a και b και άρα µπορούν να αγνοηθούν εντελώς. Οι όροιD1 είναι επίσης µηδέν, εφόσον
δεν περιέχουν κανένα πεδίο Higgs στις εκφράσεις τους. ΄Οπως παρουσιάζεται αναλυτικά
στα Παραρτήµατα, υπολογίζουµε τελικά τους όρους D2 και F :
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(1.94)
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Μαζί µε τον όρο µ και τους ήπιους όρους έχουµε το δυναµικό Higgs:
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όπου gείναι η σύζευξη ϐαθµίδας στην κλίµακα ενοποίησης και η εξέλιξη των παραµέτρων
συναρτήσει της ενεργειακής κλίµακας δεν έχει ακόµα αρχίσει. Συγκρίνοντας το παρα-
πάνω δυναµικό µε το σύνηθες δυναµικό ενός µοντέλου µε δύο διπλέτες Higgs [247–249],
ταυτοποιούµε :

λ1 = λ2 = λ3 =
20

3
g2 , λ4 = 20g2 , λ5 = λ6 = λ7 = 0 . (1.97)

Η απουσία των λ5,6,7 είναι απολύτως αναµενόµενη σε µια υπερσυµµετρική ϑεωρία (ακόµα
και στην περίπτωση που η υπερσυµµετρία έχει ήδη παραβιαστεί). Οι παραπάνω σχέσεις
(1.8) χρησιµοποιούνται ως συνοριακές συνθήκες στην κλίµακα ενοποίησης και κάτω α-
πό αυτήν όλες οι συζεύξεις Higgs εξελίσσονται σύµφωνα µε τις συναρτήσεις ϐ τους (στα
Παραρτήµατα ϐρίσκονται οι αναλυτικές εκφράσεις τους για κάθε ενεργειακή περιοχή), οι
οποίες µε τη σειρά τους τροποποιούνται κατάλληλα για κάθε ενεργειακή περιοχή, όπως
αυτές παρουσιάστηκαν προηγουµένως.
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Αποτελέσµατα σε Επίπεδο Ενός Βρόχου

Οι συζεύξεις Higgs λi εξελίσσονται από την κλίµακα ενοποίησης µέχρι την ηλεκτρασθενή
κλίµακα µαζί µε τις συζεύξεις ϐαθµίδας και τις συζεύξεις Yukawa των ϕερµιονίων top,
bottom και tau σε επίπεδο ενός ϐρόχου. Είναι σηµαντικό σε αυτό το σηµείο να ϑυµη-
ϑούµε ότι οι συζεύξεις ϐαθµίδας και οι συζέυξεις για τα κουάρκς χρησιµοποιούν το g ως
συνοριακή τιµή, ενώ η σύζευξη για το λεπτόνιο tau προκύπτει από έναν τελεστή υψηλότε-
ϱης διάστασης και έχει αισθητά µεγαλύτερη ελευθερία. Χρησιµοποιούµε την καθιερωµένη
τιµή για τη µάζα του tau [246].

Θεωρούµε σφάλµατα για τα δύο σηµαντικά συνοριακά σηµεία, δηλαδή τις κλίµακες
MGUT καιMTeV , για λόγους που επεξηγούνται αναλυτικά στην [250]. Για λόγους απλότη-
τας έχουµε ϑεωρήσει εκφυλισµό µεταξύ των µαζών των υπερσυµµετρικών σωµατιδίων που
αποκτούν µάζες στην περιοχή των TeV . Παίρνουµε το σφάλµα για τις συζεύξεις των top
και bottom κουάρκς στην κλίµακα ενοποίησης στο 6%, ενώ στο συνοριακό σηµείο των
TeV στο 2%. Για τα λ1,2 το σφάλµα ϑεωρείται στο 8% και στις δύο κλίµακες, ενώ για τα
λ3,4 είναι 7% στην κλίµακα ενοποίησης και 5% στην κλίµακα των TeV .

Τα κουάρκς της τρίτης οικογένειας προβλέπονται εντός 2σ από τις πειραµατικές τους
τιµές (1.89):

mb(MZ) = 3.00 GeV , m̂t = 171.6 GeV , (1.98)

ενώ η µάζα του ελαφρύτερου µποζονίου Higgs υπολογίζεται εντός 1σ από την τιµή της
εξίσωσης (1.90):

mh = 125.18 GeV . (1.99)

Το µοντέλο έχει µεγάλη tanβ ∼ 48. Αυτό είναι απαραίτητο, καθώς οι συζεύξεις Yukawa
ξεκινούν από την ίδια τιµή στην κλίµακα ενοποίησης, οπότε απαιτείται µεγάλη διαφορά
µεταξύ των δύο αναµενόµενων τιµών κενού ώστε να αναπαραχθεί η γνωστή ϕερµιονική
ιεραρχία. Το ψευδοβαθµωτό σωµατίδιο Higgs αποκτά µάζα περίπου στα 2000−3000 GeV ,
τιµή που ικανοποιεί τη µη παρατήρησή του στον LHC [169].
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1.9 Συµπεράσµατα

Η παρούσα διατριβή εστιάζει σε υπερσυµµετρικές ϑεωρίες µε µικρό αριθµό ελεύθερων
παραµέτρων. Στο πρώτο µέρος, µετά από µια σύντοµη αναφορά στην ιδέα της ελάτ-
τωσης παραµέτρων επανακανονικοποιήσιµων ϑεωριών και στα ϑεωρητικά εργαλεία που
αναπτύχθηκαν ώστε να αντιµετωπιστούν τα διάφορα αναδυόµενα προβλήµατα, αλλά και
στην ιδέα της περατότητας υπερσυµµετρικών ϑεωριών, παρουσιάζονται νέα αποτελέσµατα
για τέσσερα υπερσυµµετρικά µοντέλα, στα οποία εφαρµόζεται η µέθοδος της ελάττωσης
παραµέτρων. Σηµειώνονται αρκετές σηµαντικές αλλαγές σε σχέση µε παλαιότερες εκδο-
χές των µοντέλων, όπως η ϐελτιωµένη πρόβλεψη της µάζας του ελαφρού σωµατιδίου Higgs
(που γίνεται µε τη νέα έκδοση του προγράµµατος FeynHiggs), συµπεριλαµβανοµένου
και του ϐελτιωµένου σφάλµατός της. Ακόµα, οι υπολογισµοί για τον έλεγχο συµφωνίας µε
τα πειραµατικά δεδοµένα της Σκοτεινής ΄Υλης σε κάθε µοντέλο γίνονται µε το πρόγραµ-
µα MicrOMEGAS 5.0 . Από ϕαινοµενολογικής πλευράς η ελάττωση παραµέτρων παρέχει
κανόνες επιλογής που αναδεικνύουν ϱεαλιστικά µοντέλα, είτε εφαρµόζεται σε µια ΘΜΕ
είτε στο ΕΥΚΠ. Σε κάθε περίπτωση ο αριθµός των ελεύθερων παραµέτρων ελαττώνεται
σηµαντικά και η ϑεωρία έχει αυξηµένη προβλεπτική ικανότητα.

Η ανάλυση εστιάζει σε τέσσερα µοντέλα, το ελαχιστοποιηµένο N = 1 υπερσυµµετρι-
κό SU(5), το Πεπερασµένο N = 1 υπερσυµµετρικό SU(5), το Πεπερασµένο (σε επίπεδο
δύο ϐρόχων) N = 1 υπερσυµµετρικό SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) και το Ελαττωµένο ΕΥΚΠ,
τα οποία µοιράζονται αρκετές ιδιότητες. Το πρώτο προβλέπει τις µάζες των σωµατιδίων
top και Higgs σε συµφωνία µε τις µετρήσεις του LHC, όπως και το πλήρες υπερσυµµε-
τρικό ϕάσµα του ΕΥΚΠ. ΄Οµως η µάζα του bottom κουάρκ υπολογίζεται ελαφρώς κάτω
από το πειραµατικό όριο και έχει αποδεκτές τιµές σε επίπεδο 3σ µόνο αν ϑεωρήσουµε
ένα επιπλέον ∼ 6 MeV σφάλµα στη συνοριακή συνθήκη της κλίµακας ενοποίησης, ο-
πότε και παίρνουµε ένα πολύ ϐαρύ υπερσυµµετρικό ϕάσµα. Τα Πεπερασµένα SU(5) και
SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) είναι σε ϕυσική συµφωνία µε όλες τις µετρήσεις του LHC και
δίνουν ϐαριά υπερσυµµετρικά ϕάσµατα, ενώ το Ελαττωµένο ΕΥΚΠ -που είναι το µοντέλο
µε το χαµηλότερο σωµατιδιακό ϕάσµα µεταξύ τους- έχει ένα ψευδοβαθµωτό µποζόνιο
Higgs µε µικρότερη µάζα από το χαµηλότερο επιτρεπτό όριο, όπως αυτό διαµορφώνεται
από το πείραµα ATLAS (αξίζει να σηµειωθεί ότι το προβλεπόµενο ϕάσµα των σωµατιδίων
του ΚΠ συµφωνεί µε τα πειραµατικά δεδοµένα). Οι τρεις ΘΜΕ δεν έχουν υπολογίσιµη
δυνατότητα ανακάλυψης στον HL-LHC, αλλά η δυνατότητα παρατήρησής τους στον FCC-
hh ϐελτιώνεται σηµαντικά. Τα τρία πρώτα µοντέλα έχουν υπερπαραγωγή Σκοτεινής ΄Υλης
στο πρώιµο σύµπαν, ενώ το Ελαττωµένο ΕΥΚΠ παρουσιάζει εναποµείνασα πυκνότητα µι-
κρότερη της αποδεκτής. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα της
Σκοτεινής ΄Υλης σε κάθε µοντέλο, όπως π.χ. η εισαγωγή διγραµµικών όρων που παραβι-
άζουν την οµοτιµία R.

Στο δεύτερο µέρος της διατριβής ϑεωρείται µια δεκαδιάστατη, N = 1 E8 ϑεωρία ϐαθ-
µίδας στον συµπαγοποιηµένο χώρο M4 × B0/Z3, όπου το B0 είναι η nearly-Kähler πολ-
λαπλότητα SU(3)/U(1) × U(1) και η Z3 είναι µια freely acting διακριτή συµµετρία στο
B0. Τότε η E8 ελαττώνεται διαστατικά στη πολλαπλότητα αυτή και µε τη ϐοήθεια του
µηχανισµού σπασίµατος Wilson flux καταλήγουµε σε µια τετραδιάστατη N = 1 SU(3)3
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ϑεωρία ϐαθµίδας µε δύο επιπλέον καθολικές συµµετρίες U(1).
Στην περίπτωση που µελετάται οι ακτίνες του χώρου πηλίκου επιλέγονται µικρές, ώστε

η κλίµακα συµπαγοποίησης να συµπίπτει µε την κλίµακα ενοποίησης. Αυτή η επιλογή
καλήγει σε ένα σενάριο µε υπερσυµµετρία τύπου split, όπου τα gauginos, τα Higgsinos
(της τρίτης γενιάς) και τα sleptons παίρνουν µάζα στην κλίµακα των TeV , ενώ το υπόλοιπο
υπερσυµµετρικό ϕάσµα παίρνει µάζα στην κλίµακα ενοποίησης. Η καθολική U(1)A δια-
τηρεί το Βαρυονικό αριθµό, γεγονός που επιτρέπει στην κλίµακα ενοποίησης να κατέβει
στα ∼ 1015 GeV. Το µοντέλο δύο διπλετών Higgs που επιβιώνει κάτω από την κλίµακα
ενοποίησης προβλέπει τη µάζα του ελαφρού µποζονίου Higgs εντός πειραµατικών ορίων,
ενώ οι µάζες των κουάρκς της τρίτης οικογένειας ϐρίσκονται εντός 2σ από τις πειραµατικές
τους τιµές. Το ψευδοβαθµωτό µποζόνιο Higgs αποκτά µάζα στα 2000− 3000 GeV , ενώ το
ελαφρύτερο neutralino, το οποίο ϑεωρείται το ΕΥΣ, αποκτά µάζα στα ∼ 1500 GeV .

Το επόµενο ϐήµα σε αυτή την κατεύθυνση περιλαµβάνει την παραγγή του πλήρους (ε-
λαφρού) υπερσυµµετρικού ϕάσµατος, την ανάλυση σε επίπεδο δύο ϐρόχων, την εφαρµογή
περισσότερων πειραµατικών περιορισµών, τον υπολογισµό της εναποµείνασας πυκνότη-
τας της Σκοτεινής ΄Υλης και τον καθορισµό της δυνατότητας παρατήρησης του µοντέλου
από µελλοντικούς επιταχυντές. ΄Αλλη κατεύθυνση στο ίδιο ϑεωρητικό πλαίσιο είναι η µε-
λέτη του δυναµικού της ϑεωρίας στις υψηλές ενέργειες, ώστε να διερευνηθεί η συµφωνία
του µοντέλου µε τις πειραµατικές τιµές της κοσµολογικής σταθεράς. Αυτή η συζήτηση
είναι στενά συνδεδεµένη µε τη στρέψη, αν και η τιµή της δέχεται ήδη αυστηρούς περιο-
ϱισµούς από τις µάζες των gaugino. Μια επιτυχηµένη ανάλυση σε αυτή την κατεύθυνση
ϑα µπορούσε να καθιερώσει το µοντέλο ως το όριο στις χαµηλές ενέργειες της heterotic
string, ξεπερνώντας έτσι τη µακροχρόνια πρόκληση για ανάπτυξη ενός πλαισίου στο οποίο
µοντέλα ϑεωρίας πεδίου συνδυάζονται µε ϑεωρίες ϐαρύτητας.
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Chapter 2

Introduction

An essential direction of the theoretical efforts of the last decades in Elementary Particle
Physics (EPP) is to understand the free parameters of the Standard Model (SM) in terms
of few fundamental ones, i.e. to achieve reductions of couplings [1]. However, despite
the many successes of the SM in describing elementary particles and their interactions,
there is little to no progress when it comes to the plethora of free parameters. The
pathology of the large number of free parameters is deeply correlated to the infinities

that emerge at the quantum level. Renormalization removes the infinities, but only at
the cost of introducing counterterms that add to the number of free parameters.

Although the SM is a successful theory, the widespread belief suggests that it will
be proven to be the low energy limit of a fundamental theory. The search for physics
beyond the Standard Model (BSM) expands in various directions. One of the most
efficient ways to reduce the number of free parameters of a theory (and thus render it
more predictive) is the introduction of a symmetry. A celebrated application of such
an idea are the Grand Unified Theories (GUTs) [2–7]. Decades ago, an early version
of SU(5) reduced the gauge couplings of the SM (featuring an -approximate- gauge
unification), predicting one of them. It was the addition of an N = 1 (softly broken)
supersymmetry (SUSY) [8–10] that made the prediction viable. In the framework of
GUTs, the Yukawa couplings can also be related among themselves. Again, SU(5)
demonstrated this by predicting the ratio of the tau to bottom mass [11] for the SM.
Unfortunately, the introduction of additional gauge symmetry does not seem to help,
since new complications arise due to new degrees of freedom, i.e. the channels of
breaking the symmetry.

An alternative way to look for relations among seemingly unrelated parameters is the
reduction of couplings method [12–14] (see also refs [15–17]). This technique reduces
the number of parameters of a theory by relating either all or a number of couplings to
a single parameter, the “primary coupling”. This method can identify hidden symme-
tries in a system, but it is also possible to have reduction of couplings in systems with
no apparent symmetry. It is necessary, though, to make two assumptions: both the
original and the reduced theory have to be renormalizable and the relations among pa-
rameters should be Renormalization Group Invariant (RGI).
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A natural extension of the idea of Grand Unification is to achieve gauge-Yukawa
Unification (GYU), that is to relate the gauge sector to the Yukawa sector. This is
a feature of theories in which reduction of couplings has been applied. The original
suggestion for the reduction of couplings in GUTs leads to the search for RGI relations
that hold below the Planck scale, which are in turn preserved down to the unification
scale. Impressively, this observation guarantees validity of such relations to all-orders
in perturbation theory. This is done by studying their uniqueness at one-loop level.
Even more remarkably, one can find such RGI relations that result in all-loop finite-
ness. The above principles have only been applied in N = 1 supersymmetric GUTs
for reasons that will be transparent in the following chapters. The application of the
GYU programme in the dimensionless couplings of such theories has been very suc-
cessful, including the prediction of the mass of the top quark in the minimal [18] (see
also Chapter 6 for the latest update) and in the finite N = 1 SU(5) [19, 20] before
its experimental discovery [21].

In order to successfully apply the above-mentioned programme, SUSY appears to
be essential. However, one has to understand its breaking as well, since it has the am-
bition to supply the SM with predictions for several of its free parameters. Indeed,
the search for RGI relations has been extended to the soft supersymmetry breaking
sector (SSB) of these theories, which involves parameters of dimension one and two.
In addition, there was important progress concerning the renormalization properties
of the SSB parameters, based on the powerful supergraph method for studying super-
symmetric theories, and it was applied to the softly broken ones by using the“spurion”
external space-time independent superfields. According to this method a softly bro-
ken supersymmetric gauge theory is considered as a supersymmetric one in which the
various parameters, such as couplings and masses, have been promoted to external
superfields. Then, relations among the soft term renormalization and that of an un-
broken supersymmetric theory have been derived. In particular the β-functions of the
parameters of the softly broken theory are expressed in terms of partial differential
operators involving the dimensionless parameters of the unbroken theory. The key
point in solving the set of coupled differential equations so as to be able to express all
parameters in a RGI way, was to transform the partial differential operators involved
to total derivative operators. It is indeed possible to do this by choosing a suitable RGI
surface.

The application of reduction of couplings on N = 1 SUSY theories has led to many
interesting phenomenological developments, too. In past work, an appealing “uni-
versal” set of soft scalar masses was assumed in the SSB sector of supersymmetric
theories, given that apart from economy and simplicity (1) they are part of the con-
straints that preserve finiteness up to two loops, (2) they appear in the attractive dilaton
dominated supersymmetry breaking superstring scenarios. However, further studies
have exhibited a number of problems, all due to the restrictive nature of the “uni-
versality” assumption for the soft scalar masses. Subsequently, this constraint was
replaced by a more “relaxed” all-loop RGI soft scalar squared masses sum rule that
keeps the most attractive features of the universal case and overcomes the unpleas-
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ant phenomenological consequences. This arsenal of tools and results opened the
way for the study of full finite models with few free parameters, with emphasis given
on predictions for the SUSY spectrum and the light Higgs boson mass.

The Higgs mass prediction, which coincided with the LHC results (ATLAS [22,23] and
CMS [24,25]) - combined with a predicted relatively heavy spectrum of SUSY particles
- was a success of the all-loop finite N = 1 SUSY SU(5) model [26], while another
finite theory, namely the N = 1 (two-loop) finite SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) [27], also
confirmed the LHC results. Additionally, the above programme was also applied in
the MSSM [28, 29], with successful results concerning the top, bottom and Higgs
masses, also featuring a relatively heavy SUSY spectrum (a review of past analyses
can be found in [30]). Furthermore, it is a well known fact that the lightest neutralino,
being the Lightest SUSY Particle (LSP), is an excellent candidate for Cold Dark Matter
(CDM) [31].

On the other hand, apart from the efforts to reduce the arbitrariness in our descrip-
tion of Nature, the unification of all fundamental interactions has been - for more than
half a century- the theoretical physicists’ desideratum. The community sets this direc-
tion in high priority, and as a result several interesting approaches have been developed
over the past decades. Out of all of them, the ones that support and/or employ the
existence of extra dimensions are perhaps the most prominent. The extra-dimensional
scenarios are encouraged by a very consistent framework, the superstring theories [32],
with the most promising being the heterotic string [33] (defined in ten dimensions),
due to its potential experimental testability. Specifically, the phenomenological aspect
of the heterotic string is designated in the resulting GUTs, containing the SM gauge
group, which are obtained after compactifying the 10D spacetime and performing a di-
mensional reduction of the E8×E8 initial gauge theory. In addition, a few years before
the formulation of superstring theories, an alternative framework of dimensional re-
duction of higher-dimensional gauge theories emerged. This important undertaking,
which shared common aims with one of the many superstring theories, was initially ex-
plored by Forgacs-Manton (F-M) and Scherk-Schwartz (S-S) studying the Coset Space
Dimensional Reduction (CSDR) [34–36] and the group manifold reduction [37], respec-
tively.

In the higher-dimensional theory, the gauge fields unify the gauge and scalar sector,
while, after the dimensional reduction, the resulting 4D theory features a particle spec-
trum of the surviving components. This holds for both approaches (F-M and S-S).
Moreover, in the CSDR programme, inclusion of fermions in the higher-dimensional
theory gives rise to Yukawa interactions in the resulting 4D theory. Furthermore, for a
specific choice of initial dimensions, one can unify the fields even more if the higher-
dimensional gauge theory is N = 1 supersymmetric, in the way that both gauge and
fermionic fields are accommodated in the same vector supermultiplet. It is important to
note that the CSDR scheme allows the possibility of obtaining chiral 4D theories [38,39].

In the CSDR context, some notions inspired from the heterotic string were incor-
porated, specifically the dimensionality of the spacetime and the gauge group of the
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higher-dimensional theory. Therefore, taking into consideration that superstring the-
ories are consistent in ten dimensions, the extra dimensions have to be distinguished
from the four observable ones with a compactification of the metric and then the result-
ing 4D theory is determined. Furthermore, a suitable choice of compactification mani-
fold can lead to 4D, N = 1 supersymmetric theories, aiming for realistic GUTs.

When dimensionally reducing an N = 1 supersymmetric gauge theory, a very im-
portant and desired property is the amount of supersymmetry of the initial theory
to be preserved in the 4D one. Some very good candidates that preserve it are the
compact internal Calabi–Yau (CY) manifolds [40]. However, the moduli stabilization
problem that emerges led to the study of flux compactification in a wider class of
internal spaces, namely manifolds with an SU(3)-structure. In these manifolds a back-
ground non-vanishing, globally defined spinor is considered. This spinor is covari-
antly constant with respect to a connection including torsion, while, in the CY case,
this holds for a Levi–Civita connection. Here, the nearly-Kähler manifolds class of the
SU(3)-structure manifolds is considered [41–44] , [45–47], [48–51] , [52–54] , [55–63].
Specifically, the class of 6-d homogeneous nearly-Kähler manifolds includes the non-
symmetric coset spaces G2/SU(3), Sp(4)/SU(2) × U(1)non−max, SU(3)/U(1) × U(1)
and the group manifold SU(2) × SU(2) [63] (see also [41–62]). It is worth mention-
ing that, contrary to the CY case, the dimensional reduction of a 10D N = 1 su-
persymmetric gauge theory over a non-symmetric coset space, leads to 4D theories
which include supersymmetry breaking terms [64–66].

The above-mentioned framework has a very interesting application in the dimen-
sional reduction of an N − 1, 10D E8 over the compactification space SU(3)/U(1) ×
U(1) × Z3, where the latter is the non-symmetric coset space SU(3)/U(1) × U(1)
equipped with the freely-acting discrete symmetry Z3. This extra symmetry is needed
in order to employ the Wilson flux breaking mechanism ( [67–69]) to further reduce
the gauge symmetry of the 4D GUT. Specifically, the E6 GUT (along with two U(1)
global symmetries) is broken to the trinification group, SU(3)3 [35, 52, 61, 64] (see
also [70]). The potential of the resulting 4D theory contains terms that can be iden-
tified as F -, D- and soft breaking terms, which means that the resulting theory is a
(broken) N = 1 supersymmetric theory.

The present thesis in organised as follows:
Starting from Part I, in Chapter 3 there is a brief review of the reduction of couplings
principle and method. In Chapter 4 the notion of finiteness is explained and the way
to obtain finite theories with dimensionless and dimensionful couplings is reviewed.
Chapter 5 reviews four phenomenologically promising models, namely the Minimal
N = 1 SU(5), the all-loop FiniteN = 1 SU(5), the two-loop Finite SU(3)⊗SU(3)⊗SU(3)
and the Reduced MSSM. Their analysis follows in Chapter 6 (see the original publica-
tions [71–73]). Our analyses predict the top, bottom and light Higgs masses within ex-
perimental limits (with the exception of the bottom mass in the Minimal SU(5) model),
produce the full supersymmetric spectrum and the SUSY breaking scale, the CDM relic
density for the LSP and the cross sections and branching rations necessary to deter-
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mine the discovery potential of each model in (near) future colliders. While our analy-
sis is based on the Higgs sector results obtained with the new version of FeynHiggs
2.16.0 code [74–77], other software was used as well. In particular, SPheno 4.0.4
[78,79] was used for the calculation of branching ratios, MadGraph [80] for the calcu-
lation of the cross sections and the MicrOMEGAs 5.0 [81–83] code was used for the
calculation of the CDM relic density. As will be discussed in Chapter 6, none of the
models satisfy the experimental bounds of the relic density.

Proceeding to Part II, Chapter 7 reviews the CSDR scheme and the reduction of
a D-dimensional Yang-Mills-Dirac theory accordingly. In Chapter 8 the application
of the CSDR programme in the case of a N = 1, 10D E8 group reduced over the
non-symmetric coset SU(3)/U(1) × U(1) in demonstrated. The necessary Wilson flux
breaking using a Z3 discrete symmetry is demonstrated in Chapter 9 and the SU(3)3

GUT is obtained. The radii of the coset are chosen to be small in a specific configura-
tion, while the compactification and unification scales coincide, leading to a split-like
supersymmetry scenario in which some supersymmetric particles are superheavy and
others obtain mass in the TeV region, as described in Chapter 10. After the employ-
ment of the spontaneous symmetry breaking of the GUT, the model can be viewed
as a two Higgs doublet model (2HDM). The detailed phenomenological analysis of the
model is presented in Chapter 11 (see [84] for the original work). Finally, some closing
remarks can be found in 12.
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Part I

Theories with Reduced Couplings -
Finite Theories
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Chapter 3

Reduction of Couplings

The basic idea of reduction of couplings should be the first to be reviewed, as first in-
troduced in [12] and consequently evolved and expanded over the next two decades.
The aim is to express the parameters of a theory that are considered free in terms of
one basic parameter called primary coupling. The basic idea is to search for RGI rela-
tions among couplings and use them to reduce the seemingly independent parameters.
It is first applied to parameters without mass dimension, then extended to parameters
of dimension one or two, i.e. the couplings and masses of the soft breaking sector of
an N = 1 supersymmetric theory.

3.1 Reduction of Dimensionless Parameters

Any RGI relation (i.e. which does not depend on the renormalization scale µ explicitly)
among couplings g1, ..., gA of a given renormalizable theory can be expressed in the
implicit form Φ(g1, · · · , gA) = const., which has to satisfy the partial differential
equation (PDE)

µ
dΦ

dµ
= ~∇Φ · ~β =

A∑
a=1

βa
∂Φ

∂ga
= 0 , (3.1)

where βa is the β-function of ga. Solving this PDE is equivalent to solving a set of
ordinary differential equations, the so-called reduction equations (REs) [12–14],

βg
dga
dg

= βa , a = 1, · · · , A , (3.2)

where g and βg are the primary coupling and its β-function, respectively, and the count-
ing on a does not include g. Since maximally (A− 1) independent RGI “constraints” in
the A-dimensional space of couplings can be imposed by the Φa’s, one could in prin-
ciple express all the couplings in terms of a single coupling g. However, a closer look
to the set of Eqs. (3.2) reveals that their general solutions contain as many integra-
tion constants as the number of equations themselves. Thus, using such integration
constants we have just traded an integration constant for each ordinary renormalized
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coupling, and consequently, these general solutions cannot be considered as reduced
ones. The crucial requirement in the search for RGE relations is to demand power series
solutions to the REs,

ga =
∑
n

ρ(n)
a g2n+1 , (3.3)

which preserve perturbative renormalizability. Such an ansatz fixes the corresponding
integration constant in each of the REs and picks up a special solution out of the general
one. Remarkably, the uniqueness of such power series solutions can be decided already
at the one-loop level [12–14]. To illustrate this, we may assume β-functions of the form

βa =
1

16π2

[ ∑
b,c,d 6=g

β(1) bcd
a gbgcgd +

∑
b6=g

β(1) b
a gbg

2

]
+ · · · ,

βg =
1

16π2
β(1)
g g3 + · · · .

(3.4)

Here · · · stands for higher-order terms, and β(1) bcd
a ’s are symmetric in b, c, d. We then as-

sume that the ρ(n)
a ’s with n ≤ r have been uniquely determined. To obtain ρ

(r+1)
a ’s, we

insert the power series (3.3) into the REs (3.2) and collect terms of O(g2r+3). Thus,
we find ∑

d6=g

M(r)da ρ
(r+1)
d = lower order quantities ,

where the right-hand side is known by assumption and

M(r)da = 3
∑
b,c6=g

β(1) bcd
a ρ

(1)
b ρ(1)

c + β(1) d
a − (2r + 1) β(1)

g δda , (3.5)

0 =
∑
b,c,d 6=g

β(1) bcd
a ρ

(1)
b ρ(1)

c ρ
(1)
d +

∑
d 6=g

β(1) d
a ρ

(1)
d − β

(1)
g ρ(1)

a . (3.6)

Therefore, the ρ(n)
a ’s for all n > 1 for a given set of ρ(1)

a ’s can be uniquely determined if
detM(n)da 6= 0 for all n ≥ 0. This is checked in all models that reduction of couplings
is applied.

The various couplings in supersymmetric theories have the same asymptotic be-
haviour. Therefore, searching for a power series solution of the form (3.3) to the REs
(3.2) is justified.

The possibility of coupling unification described in this section is without any doubt
very attractive because the “completely reduced” theory contains only one independent
coupling, but it can be unrealistic. Therefore, one often would like to impose fewer
RGI constraints, and this is the idea of partial reduction [85,86].

All the above give rise to hints towards an underlying connection among the require-
ment of reduction of couplings and SUSY. As an example, one can consider a SU(N)
gauge theory with φi(N) and φ̂i(N) complex scalars, ψi(N) and ψ̂i(N) left-handed Weyl
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spinors and λa (a = 1, . . . , N2 − 1) right-handed Weyl spinors in the adjoint represen-
tation of SU(N).
The Lagrangian (kinetic terms are omitted) includes

L ⊃ i
√

2{ gY ψλaT aφ− ĝY ψ̂λaT aφ̂+ h.c. } − V (φ, φ), (3.7)

where

V (φ, φ) =
1

4
λ1(φiφ∗i )

2 +
1

4
λ2(φ̂iφ̂

∗ i)2 + λ3(φiφ∗i )(φ̂jφ̂
∗ j) + λ4(φiφ∗j)(φ̂iφ̂

∗ j), (3.8)

This is the most general renormalizable form in four dimensions. In search of a solution
of the form of Eq. (3.3) for the REs, among other solutions, one finds in lowest order:

gY = ĝY = g ,

λ1 = λ2 =
N − 1

N
g2 ,

λ3 =
1

2N
g2 , λ4 = −1

2
g2 ,

(3.9)

which corresponds to a N = 1 SUSY gauge theory. While these remarks do not
provide an answer about the relation of reduction of couplings and SUSY, they cer-
tainly point to further study in that direction.

3.2 Reduction of Couplings in N = 1 SUSY Gauge Theo-
ries - Partial Reduction

Consider a chiral, anomaly-free, N = 1 globallysupersymmetric gauge theory that
is based on a group G and has gauge coupling g. The superpotential of the theory is:

W =
1

2
mij φi φj +

1

6
Cijk φi φj φk , (3.10)

where mij and Cijk are gauge invariant tensors and the chiral superfield φi belongs to
the irreducible representation Ri of the gauge group. The renormalization constants
associated with the superpotential, for preserved SUSY, are:

φ0
i =

(
Zj
i

)(1/2)
φj , (3.11)

m0
ij = Zi′j′

ij mi′j′ , (3.12)

C0
ijk = Zi′j′k′

ijk Ci′j′k′ . (3.13)

By virtue of the N = 1 non-renormalization theorem [87–90] there are no mass and cu-
bic interaction term infinities. Therefore:

Zi′j′

ij

(
Zi′′

i′

)(1/2) (
Zj′′

j′

)(1/2)

= δi
′′

(i δ
j′′

j) ,

Zi′j′k′

ijk

(
Zi′′

i′

)(1/2) (
Zj′′

j′

)(1/2) (
Zk′′

k′

)(1/2)

= δi
′′

(i δ
j′′

j δ
k′′

k) .

(3.14)
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The only surviving infinities are the wave function renormalization constants Zj
i , so

just one infinity per field. The β-function of the gauge coupling g at the one-loop
level is given by [91–95]

β(1)
g =

dg

dt
=

g3

16π2

[∑
i

T (Ri)− 3C2(G)

]
, (3.15)

where C2(G) is the quadratic Casimir operator of the adjoint representation of the
gauge group G and Tr[T aT b] = T (R)δab, where T a are the group generators in the
appropriate representation. The β-functions of Cijk are related to the anomalous di-
mension matrices γij of the matter fields as:

βijk =
dCijk
dt

= Cijl γ
l
k + Cikl γ

l
j + Cjkl γ

l
i . (3.16)

The one-loop γij is given by [91]:

γ(1)i
j =

1

32π2
[Cikl Cjkl − 2 g2C2(Ri)δ

i
j ], (3.17)

where Cijk = C∗ijk. We take Cijk to be real so that C2
ijk are always positive. The

squares of the couplings are convenient to work with, and the Cijk can be covered by a
single index i (i = 1, · · · , n):

α =
g2

4π
, αi =

g2
i

4π
. (3.18)

Then the evolution of α’s in perturbation theory will take the form

dα

dt
= β = −β(1)α2 + · · · ,

dαi
dt

= βi = −β(1)
i αi α +

∑
j,k

β
(1)
i,jk αj αk + · · · ,

(3.19)

Here, · · · denotes higher-order contributions and β(1)
i,jk = β

(1)
i,kj. For the evolution equa-

tions (3.19) we investigate the asymptotic properties. First, we define [12,14,16,96,97]

α̃i ≡
αi
α
, i = 1, · · · , n , (3.20)

and derive from Eq. (3.19)

α
dα̃i
dα

= −α̃i +
βi
β

=

(
−1 +

β
(1)
i

β(1)

)
α̃i

−
∑
j,k

β
(1)
i,jk

β(1)
α̃j α̃k +

∑
r=2

(α
π

)r−1

β̃
(r)
i (α̃) ,

(3.21)
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where β̃(r)
i (α̃) (r = 2, · · · ) are power series of α̃’s and can be computed from the rth-loop

β-functions. We then search for fixed points ρi of Eq. (3.20) at α = 0. We have to solve
the equation (

−1 +
β

(1)
i

β(1)

)
ρi −

∑
j,k

β
(1)
i,jk

β(1)
ρj ρk = 0 , (3.22)

assuming fixed points of the form

ρi = 0 for i = 1, · · · , n′ ; ρi > 0 for i = n′ + 1, · · · , n . (3.23)

Next, we treat α̃i with i ≤ n′ as small perturbations to the undisturbed system (defined
by setting α̃i with i ≤ n′ equal to zero). It is possible to verify the existence of the
unique power series solution of the reduction equations (3.21) to all orders already at
one-loop level [12–14,97]:

α̃i = ρi +
∑
r=2

ρ
(r)
i αr−1 , i = n′ + 1, · · · , n . (3.24)

These are RGI relations among parameters, and preserve formally perturbative renor-
malizability. So, in the undisturbed system there is only one independent parame-
ter, the primary coupling α.

The nonvanishing α̃i with i ≤ n′ cause small perturbations that enter in a way
that the reduced couplings (α̃i with i > n′) become functions both of α and α̃i with
i ≤ n′. Investigating such systems with partial reduction is very convenient to work
with the following PDEs:{

β̃
∂

∂α
+

n′∑
a=1

β̃a
∂

∂α̃a

}
α̃i(α, α̃) = β̃i(α, α̃) ,

β̃i(a) =
βi(a)

α2
− β

α2
α̃i(a), β̃ ≡ β

α
.

(3.25)

These equations are equivalent to the REs (3.21), where, in order to avoid any confusion,
we let a, b run from 1 to n′ and i, j from n′ + 1 to n. Then, we search for solutions of
the form

α̃i = ρi +
∑
r=2

(α
π

)r−1

f
(r)
i (α̃a) , i = n′ + 1, · · · , n , (3.26)

where f
(r)
i (α̃a) are power series of α̃a. The requirement that in the limit of vanish-

ing perturbations we obtain the undisturbed solutions (3.24) [86,98] suggests this type
of solutions. Once more, one can obtain the conditions for uniqueness of f (r)

i in terms
of the lowest order coefficients.

3.3 Reduction of Dimension-1 and -2 Parameters

The extension of the reduction of couplings method to massive parameters is not
straightforward, since the technique was originally aimed at massless theories on the
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basis of the Callan-Symanzik equation [12, 13]. Many requirements ave to be met,
such as the normalization conditions mposed on irreducible Green’s functions [99],
etc. ignificant progress has been made towards this goal, tarting from [100], where,
as an assumption, a mass-independent renormalization scheme renders all RG func-
tions only trivially dependent on dimensional parameters. Mass parameters can then be
introduced similarly to couplings.

This was justified later [101, 102], where it was demonstrated that, apart from
dimensionless parameters, pole masses and gauge couplings, the model can also in-
clude couplings carrying a dimension and masses. To simplify the analysis, we fol-
low Ref. [100] and use a mass-independent renormalization scheme as well.

Consider a renormalizable theory that contains (N + 1) dimension-0 couplings,
(ĝ0, ĝ1, ..., ĝN), L parameters with mass dimension-1,

(
ĥ1, ..., ĥL

)
, and M parame-

ters with mass dimension-2, (m̂2
1, ..., m̂

2
M). The renormalized irreducible vertex function

Γ satisfies the RGE

DΓ
[
Φ′s; ĝ0, ĝ1, ..., ĝN ; ĥ1, ..., ĥL; m̂2

1, ..., m̂
2
M ;µ

]
= 0 , (3.27)

with

D = µ
∂

∂µ
+

N∑
i=0

βi
∂

∂ĝi
+

L∑
a=1

γha
∂

∂ĥa
+

M∑
α=1

γm
2

α

∂

∂m̂2
α

+
∑
J

ΦIγ
φI
J

δ

δΦJ

, (3.28)

where βi are the β-functions of the dimensionless couplings gi and ΦI are the mat-
ter fields. The mass, trilinear coupling and wave function anomalous dimensions, re-
spectively, are denoted by γm2

α , γha and γφIJ and µ denotes the energy scale. For a mass-
independent renormalization scheme, the γ’s are given by

γha =
L∑
b=1

γh,ba (g0, g1, ..., gN)ĥb,

γm
2

α =
M∑
β=1

γm
2,β

α (g0, g1, ..., gN)m̂2
β +

L∑
a,b=1

γm
2,ab

α (g0, g1, ..., gN)ĥaĥb .

(3.29)

The γh,ba , γm2,β
α and γm2,ab

α are power series of the (dimensionless) g’s.

We search for a reduced theory where

g ≡ g0, ha ≡ ĥa for 1 ≤ a ≤ P , m2
α ≡ m̂2

α for 1 ≤ α ≤ Q

are independent parameters. The reduction of the rest of the parameters, namely

ĝi = ĝi(g), (i = 1, ..., N),

ĥa =
P∑
b=1

f ba(g)hb, (a = P + 1, ..., L),

m̂2
α =

Q∑
β=1

eβα(g)m2
β +

P∑
a,b=1

kabα (g)hahb, (α = Q+ 1, ...,M)

(3.30)
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is consistent with the RGEs (3.27,3.28). The following relations should be satisfied

βg
∂ĝi
∂g

= βi, (i = 1, ..., N),

βg
∂ĥa
∂g

+
P∑
b=1

γhb
∂ĥa
∂hb

= γha , (a = P + 1, ..., L),

βg
∂m̂2

α

∂g
+

P∑
a=1

γha
∂m̂2

α

∂ha
+

Q∑
β=1

γm
2

β

∂m̂2
α

∂m2
β

= γm
2

α , (α = Q+ 1, ...,M).

(3.31)

Using Eqs. (3.29) and (3.30), they reduce to

βg
df ba
dg

+
P∑
c=1

f ca

[
γh,bc +

L∑
d=P+1

γh,dc f bd

]
− γh,ba −

L∑
d=P+1

γh,da f bd = 0,

(a = P + 1, ..., L; b = 1, ..., P ),

βg
deβα
dg

+

Q∑
γ=1

eγα

[
γm

2,β
γ +

M∑
δ=Q+1

γm
2,δ

γ eβδ

]
− γm2,β

α −
M∑

δ=Q+1

γm
2,d

α eβδ = 0,

(α = Q+ 1, ...,M ; β = 1, ..., Q),

βg
dkabα
dg

+ 2
P∑
c=1

(
γh,ac +

L∑
d=P+1

γh,dc fad

)
kcbα +

Q∑
β=1

eβα

[
γm

2,ab
β +

L∑
c,d=P+1

γm
2,cd

β fac f
b
d

+2
L∑

c=P+1

γm
2,cb

β fac +
M∑

δ=Q+1

γm
2,d

β kabδ

]
−

[
γm

2,ab
α +

L∑
c,d=P+1

γm
2,cd

α fac f
b
d

+2
L∑

c=P+1

γm
2,cb

α fac +
M∑

δ=Q+1

γm
2,δ

α kabδ

]
= 0,

(α = Q+ 1, ...,M ; a, b = 1, ..., P ) .

(3.32)

The above relations ensure that the irreducible vertex function of the reduced theory

ΓR
[
Φ’s; g;h1, ..., hP ;m2

1, ...,m
2
Q;µ

]
≡

Γ
[
Φ’s; g, ĝ1(g)..., ĝN(g);h1, ..., hP , ĥP+1(g, h), ..., ĥL(g, h);

m2
1, ...,m

2
Q, m̂

2
Q+1(g, h,m2), ..., m̂2

M(g, h,m2);µ
] (3.33)

has the same renormalization group flow as the original one.
Assuming a perturbatively renormalizable reduced theory, the functions ĝi, f ba, eβα

and kabα are expressed as power series in the primary coupling:

ĝi = g
∞∑
n=0

ρ
(n)
i gn, f ba = g

∞∑
n=0

ηb(n)
a gn,

eβα =
∞∑
n=0

ξβ(n)
α gn, kabα =

∞∑
n=0

χab(n)
α gn.

(3.34)
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These expansion coefficients are found by inserting the above power series into Eqs.
(3.31), (3.32) and requiring the equations to be satisfied at each order of g. It is not
trivial to have a unique power series solution; it depends both on the theory and the
choice of independent couplings.

If there are no independent dimension-1 parameters (ĥ), their reduction becomes

ĥa =
L∑
b=1

f ba(g)M,

where M is a dimension-1 parameter (i.e. a gaugino mass, corresponding to the in-
dependent gauge coupling). If there are no independent dimension-2 parameters (m̂2),
their reduction takes the form

m̂2
a =

M∑
b=1

eba(g)M2.

3.4 Reduction of Couplings of Soft Breaking Terms in
N = 1 SUSY Theories

The reduction of dimensionless couplings was extended [100,103] to the SSB dimen-
sionful parameters of N = 1 supersymmetric theories. It was also found [104, 105]
that soft scalar masses satisfy a universal sum rule.
Consider the superpotential (3.10)

W =
1

2
µij Φi Φj +

1

6
Cijk Φi Φj Φk , (3.35)

and the SSB Lagrangian

− LSSB =
1

6
hijk φiφjφk +

1

2
bij φiφj +

1

2
(m2)ji φ

∗ iφj +
1

2
M λiλi + h.c. (3.36)

The φi’s are the scalar parts of chiral superfields Φi, λ are gauginos and M the unified
gaugino mass.

The one-loop gauge β-function (3.15) is given by [91–95]

β(1)
g =

dg

dt
=

g3

16π2

[∑
i

T (Ri)− 3C2(G)

]
, (3.37)

whereas the one-loop Cijk’s β-function (3.16) is given by

βijkC =
dCijk
dt

= Cijl γ
l
k + Cikl γ

l
j + Cjkl γ

l
i , (3.38)

and the (one-loop) anomalous dimension γ(1) i
j of a chiral superfield (3.17) is

γ(1) i
j =

1

32π2

[
Cikl Cjkl − 2 g2C2(Ri)δ

i
j

]
. (3.39)

82



Then the N = 1 non-renormalization theorem [87, 88, 90] guarantees that the β-
functions of Cijk are expressed in terms of the anomalous dimensions.
We make the assumption that the REs admit power series solutions:

Cijk = g
∑
n=0

ρijk(n)g
2n . (3.40)

Since we want to obtain higher-loop results instead of knowledge of explicit β-functions,
we require relations among β-functions. The spurion technique [90,106–109] gives all-
loop relations among SSB β-functions [110–117]:

βM = 2O
(
βg
g

)
, (3.41)

βijkh = γilh
ljk + γjl h

ilk + γkl h
ijl

− 2 (γ1)il C
ljk − 2 (γ1)jl C

ilk − 2 (γ1)kl C
ijl , (3.42)

(βm2)ij =

[
∆ +X

∂

∂g

]
γij , (3.43)

where

O =

(
Mg2 ∂

∂g2
− hlmn ∂

∂C lmn

)
, (3.44)

∆ = 2OO∗ + 2|M |2g2 ∂

∂g2
+ C̃lmn

∂

∂Clmn
+ C̃ lmn ∂

∂C lmn
, (3.45)

(γ1)ij = Oγij, (3.46)

C̃ijk = (m2)ilC
ljk + (m2)jlC

ilk + (m2)kl C
ijl . (3.47)

Assuming (following [112]) that the relation among couplings

hijk = −M(Cijk)′ ≡ −MdCijk(g)

d ln g
, (3.48)

is RGI and the use of the all-loop gauge β-function of [118–120]

βNSVZ
g =

g3

16π2

[∑
l T (Rl)(1− γl/2)− 3C2(G)

1− g2C2(G)/8π2

]
, (3.49)

we are led to an all-loop RGI sum rule [121] (assuming (m2)ij = m2
jδ
i
j),

m2
i +m2

j +m2
k = |M |2

{
1

1− g2C2(G)/(8π2)

d lnCijk

d ln g
+

1

2

d2 lnCijk

d(ln g)2

}
+
∑
l

m2
l T (Rl)

C2(G)− 8π2/g2

d lnCijk

d ln g
.

(3.50)
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It is worth noting that the all-loop result of Eq. (3.50) coincides with the superstring
result for the finite case in a certain class of orbifold models [105,122,123] if d lnCijk

d ln g
=

1 [20].
As mentioned above, the all-loop results on the SSB β-functions, Eqs.(3.41)-(3.47),

lead to all-loop RGI relations. We assume:
(a) the existence of an RGI surface on which C = C(g), or equivalently that the expres-
sion

dCijk

dg
=
βijkC
βg

(3.51)

holds (i.e. reduction of couplings is possible)
(b) the existence of a RGI surface on which

hijk = −MdC(g)ijk

d ln g
(3.52)

holds to all orders.
Then it can be proven [124, 125] that the relations that follow are all-loop RGI (note
that in both assumptions we do not rely on specific solutions of these equations)

M = M0
βg
g
, (3.53)

hijk = −M0 β
ijk
C , (3.54)

bij = −M0 β
ij
µ , (3.55)

(m2)ij =
1

2
|M0|2 µ

dγij
dµ

, (3.56)

where M0 is an arbitrary reference mass scale to be specified shortly. Assuming

Ca
∂

∂Ca
= C∗a

∂

∂C∗a
(3.57)

for an RGI surface F (g, Cijk, C∗ijk) we are led to

d

dg
=

(
∂

∂g
+ 2

∂

∂C

dC

dg

)
=

(
∂

∂g
+ 2

βC
βg

∂

∂C

)
, (3.58)

where Eq. (3.51) was used. Let us now consider the partial differential operator O in
Eq. (3.44) which (assuming Eq. (3.48)), becomes

O =
1

2
M

d

d ln g
(3.59)

and βM , given in Eq. (3.41), becomes

βM = M
d

d ln g

(βg
g

)
, (3.60)
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which by integration provides us [117,124] with the generalized, i.e. including Yukawa
couplings, all-loop RGI Hisano - Shifman relation [113]

M =
βg
g
M0 .

M0 is the integration constant and can be associated to the unified gaugino mass M (of
an assumed covering GUT), or to the gravitino mass m3/2 in a supergravity framework.
Therefore, Eq. (3.53) becomes the all-loop RGI Eq. (3.53). βM , using Eqs.(3.60) and
(3.53) can be written as follows:

βM = M0
d

dt
(βg/g) . (3.61)

Similarly

(γ1)ij = Oγij =
1

2
M0

dγij
dt

. (3.62)

Next, from Eq.(3.48) and Eq.(3.53) we get

hijk = −M0 β
ijk
C , (3.63)

while βijkh , using Eq.(3.62), becomes [124]

βijkh = −M0
d

dt
βijkC , (3.64)

which shows that Eq. (3.63) is RGI to all loops. Eq. (3.55) can similarly be shown to be
all-loop RGI as well.

Finally, it is important to note that, under the assumptions (a) and (b), the sum
rule of Eq. (3.50) has been proven [121] to be RGI to all loops, which (using Eq. (3.53))
generalizes Eq. (3.56) for application in cases with non-universal soft scalar masses, a
necessary ingredient in the models that will be examined in the next Sections. An-
other important point to note is the use of Eq. (3.53), which, in the case of product gauge
groups (as in the MSSM), takes the form

Mi =
βgi
gi
M0 , (3.65)

where i = 1, 2, 3 denotes each gauge group, and will be used in the Reduced MSSM
case.
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Chapter 4

Finiteness

The principle of finiteness requires perhaps some more motivation to be considered
and generally accepted these days than when it was first envisaged, since in recent
years we have a more relaxed attitude towards divergencies. Most theorists believe
that the divergencies are signals of the existence of a higher scale, where new degrees of
freedom are excited. Even accepting this dogma, we are naturally led to the conclusion
that beyond the unification scale, i.e. when all interactions have been taken into
account in a unified scheme, the theory should be completely finite. In fact, this is one of
the main motivations and aims of string, non-commutative geometry, and quantum
group theories, which include also gravity in the unification of the interactions. The
work on reduction of couplings and finiteness reviewed in this chapter is restricted to
the unification of the known gauge interactions.

4.1 The idea behind finiteness

Finiteness is based on the fact that it is possible to find renormalization group invariant
(RGI) relations among couplings that keep finiteness in perturbation theory, even to all
orders. Accepting finiteness as a guiding principle in constructing realistic theories of
EPP, the first thing that comes to mind is to look for an N = 4 supersymmetric uni-
fied gauge theory, since any ultraviolet (UV) divergencies are absent in these theories.
However nobody has managed so far to produce realistic models in the framework of
N = 4 SUSY. In the best of cases one could try to do a drastic truncation of the theory
like the orbifold projection of refs. [126,127], but this is already a different theory than
the original one. The next possibility is to consider an N = 2 supersymmetric gauge
theory, whose β function receives corrections only at one loop. Then it is not hard to
select a spectrum to make the theory all-loop finite. However a serious obstacle in
these theories is their mirror spectrum, which in the absence of a mechanism to make
it heavy, does not permit the construction of realistic models. Therefore, one is natu-
rally led to consider N = 1 supersymmetric gauge theories, which can be chiral and in
principle realistic.

It should be noted that in the approach followed here (UV) finiteness means the
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vanishing of all the β functions, i.e. the non-renormalization of the coupling constants,
in contrast to a complete (UV) finiteness where even field amplitude renormalization
is absent. Before the work of several members of our group, the studies on N = 1
finite theories were following two directions: (i) construction of finite theories up to two
loops examining various possibilities to make them phenomenologically viable, (ii) con-
struction of all-loop finite models without particular emphasis on the phenomenological
consequences. The success of their work was the construction of the first realistic all-
loop finite model, based on the theorem presented in the Sect. 4.2 below, realising in
this way an old theoretical dream of field theorists.

4.2 Finiteness in N=1 Supersymmetric Gauge Theories

Let us, once more, consider a chiral, anomaly free, N = 1 globally supersymmet-
ric gauge theory based on a group G with gauge coupling constant g. The superpoten-
tial of the theory is given by (see Eq. (3.10))

W =
1

2
mij φi φj +

1

6
Cijk φi φj φk . (4.1)

The N = 1 non-renormalization theorem, ensuring the absence of mass and cubic-
interaction-term infinities, leads to wave-function infinities. The one-loop β-function
is given by (see Eq. (3.15))

β(1)
g =

dg

dt
=

g3

16π2

[∑
i

T (Ri)− 3C2(G)

]
, (4.2)

the β function of Cijk by (see Eq. (3.16))

βijk =
dCijk
dt

= Cijl γ
l
k + Cikl γ

l
j + Cjkl γ

l
i (4.3)

and the one-loop wave function anomalous dimensions by (see Eq. (3.17))

γ(1)i
j =

1

32π2
[Cikl Cjkl − 2 g2C2(R)δij ] . (4.4)

As one can see from Eqs. (4.2) and (4.4), all the one-loop β-functions of the theory
vanish if β(1)

g and γ(1)i
j vanish, i.e.∑

i

T (Ri) = 3C2(G) , (4.5)

CiklCjkl = 2δijg
2C2(Ri) , (4.6)

The conditions for finiteness for N = 1 field theories with SU(N) gauge symmetry are
discussed in [128], and the analysis of the anomaly-free and no-charge renormaliza-
tion requirements for these theories can be found in [129]. A very interesting result is
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that the conditions (4.5,4.6) are necessary and sufficient for finiteness at the two-loop
level [91–95].

In case SUSY is broken by soft terms, the requirement of finiteness in the one-loop
soft breaking terms imposes further constraints among themselves [130]. In addition,
the same set of conditions that are sufficient for one-loop finiteness of the soft breaking
terms render the soft sector of the theory two-loop finite [131].

The one- and two-loop finiteness conditions of Eqs. (4.5,4.6) restrict considerably
the possible choices of the irreducible representations (irreps) Ri for a given group G
as well as the Yukawa couplings in the superpotential (4.1). Note in particular that
the finiteness conditions cannot be applied to the minimal supersymmetric standard
model (MSSM), since the presence of a U(1) gauge group is incompatible with the con-
dition (4.5), due to C2[U(1)] = 0. This naturally leads to the expectation that finiteness
should be attained at the grand unified level only, the MSSM being just the correspond-
ing, low-energy, effective theory.

Another important consequence of one- and two-loop finiteness is that SUSY (most
probably) can only be broken due to the soft breaking terms. Indeed, due to the un-
acceptability of gauge singlets, F-type spontaneous symmetry breaking [132] terms are
incompatible with finiteness, as well as D-type [133] spontaneous breaking which re-
quires the existence of a U(1) gauge group.

A natural question to ask is what happens at higher loop orders. The answer is
contained in a theorem [134, 135] which states the necessary and sufficient condi-
tions to achieve finiteness at all orders. Before we discuss the theorem let us make
some introductory remarks. The finiteness conditions impose relations between gauge
and Yukawa couplings. To require such relations which render the couplings mutually
dependent at a given renormalization point is trivial. What is not trivial is to guaran-
tee that relations leading to a reduction of the couplings hold at any renormalization
point. As we have seen (see Eq. (3.51)), the necessary and also sufficient, condition for
this to happen is to require that such relations are solutions to the REs

βg
dCijk
dg

= βijk (4.7)

and hold at all orders. Remarkably, the existence of all-order power series solutions to
(4.7) can be decided at one-loop level, as already mentioned.

Let us now turn to the all-order finiteness theorem [134, 135], which states un-
der which conditions an N = 1 supersymmetric gauge theory can become finite to
all orders in perturbation theory, that is attain physical scale invariance. It is based
on (a) the structure of the supercurrent in N = 1 supersymmetric gauge theory
[136–138], and on (b) the non-renormalization properties of N = 1 chiral anoma-
lies [134,135,139–141]. Details of the proof can be found in refs. [134,135] and further
discussion in Refs. [139–143]. Here, following mostly Ref. [143] we present a compre-
hensible sketch of the proof.

Consider an N = 1 supersymmetric gauge theory, with simple Lie group G. The
content of this theory is given at the classical level by the matter supermultiplets Si,
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which contain a scalar field φi and a Weyl spinor ψia, and the vector supermultiplet Va,
which contains a gauge vector field Aaµ and a gaugino Weyl spinor λaα.

Let us first recall certain facts about the theory:
(1) A massless N = 1 supersymmetric theory is invariant under a U(1) chiral transfor-
mation R under which the various fields transform as follows

A′µ = Aµ, λ′α = exp(−iθ)λα

φ′ = exp(−i2
3
θ)φ, ψ′α = exp(−i1

3
θ)ψα, · · ·

(4.8)

The corresponding axial Noether current JµR(x) is

JµR(x) = λ̄γµγ5λ+ · · · (4.9)

is conserved classically, while in the quantum case is violated by the axial anomaly

∂µJ
µ
R = r (εµνσρFµνFσρ + · · · ) . (4.10)

From its known topological origin in ordinary gauge theories [144–146], one would ex-
pect the axial vector current JµR to satisfy the Adler-Bardeen theorem and receive
corrections only at the one-loop level. Indeed it has been shown that the same non-
renormalization theorem holds also in supersymmetric theories [139–141]. Therefore

r = ~β(1)
g . (4.11)

(2) The massless theory we consider is scale invariant at the classical level and, in gen-
eral, there is a scale anomaly due to radiative corrections. The scale anomaly appears
in the trace of the energy momentum tensor Tµν, which is traceless classically. It has
the form

T µµ = βgF
µνFµν + · · · (4.12)

(3) Massless, N = 1 supersymmetric gauge theories are classically invariant under the
supersymmetric extension of the conformal group – the superconformal group. Exam-
ining the superconformal algebra, it can be seen that the subset of superconformal
transformations consisting of translations, SUSY transformations, and axial R trans-
formations is closed under SUSY, i.e. these transformations form a representation
of SUSY. It follows that the conserved currents corresponding to these transforma-
tions make up a supermultiplet represented by an axial vector superfield called the
supercurrent J ,

J ≡
{
J ′µR , Q

µ
α, T

µ
ν , ...

}
, (4.13)

where J ′µR is the current associated to R invariance, Qµ
α is the one associated to SUSY

invariance, and T µν the one associated to translational invariance (energy-momentum
tensor).
The anomalies of the R current J ′µR , the trace anomalies of the SUSY current, and the
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energy-momentum tensor, form also a second supermultiplet, called the supertrace
anomaly

S = {Re S, Im S, Sα} =
{
T µµ , ∂µJ

′µ
R , σ

µ

αβ̇
Q̄β̇
µ + · · ·

}
where T µµ is given in Eq.(4.12) and

∂µJ
′µ
R = βgε

µνσρFµνFσρ + · · · (4.14)

σµ
αβ̇
Q̄β̇
µ = βgλ

βσµναβFµν + · · · (4.15)

(4) It is very important to note that the Noether current defined in (4.9) is not the
same as the current associated to R invariance that appears in the supercurrent J in
(4.13), but they coincide in the tree approximation. So starting from a unique classical
Noether current JµR(class), the Noether current JµR is defined as the quantum exten-
sion of JµR(class) which allows for the validity of the non-renormalization theorem. On
the other hand, J ′µR , is defined to belong to the supercurrent J , together with the
energy-momentum tensor. The two requirements cannot be fulfilled by a single current
operator at the same time.

Although the Noether current JµR which obeys (4.10) and the current J ′µR belonging
to the supercurrent multiplet J are not the same, there is a relation [134,135] between
quantities associated with them

r = βg(1 + xg) + βijkx
ijk − γArA (4.16)

where r was given in Eq. (4.11). The rA are the non-renormalized coefficients of the
anomalies of the Noether currents associated to the chiral invariances of the superpo-
tential, and –like r– are strictly one-loop quantities. The γA’s are linear combinations of
the anomalous dimensions of the matter fields, and xg, and xijk are radiative correction
quantities. The structure of Eq. (4.16) is independent of the renormalization scheme.

One-loop finiteness, i.e. vanishing of the β-functions at one-loop, implies that the
Yukawa couplings λijk must be functions of the gauge coupling g. To find a similar con-
dition to all orders it is necessary and sufficient for the Yukawa couplings to be a formal
power series in g, which is solution of the REs (4.7).
We can now state the theorem for all-order vanishing β functions [134].

Theorem:
Consider an N = 1 supersymmetric Yang-Mills theory, with simple gauge group. If the
following conditions are satisfied

1. There is no gauge anomaly.

2. The gauge β-function vanishes at one-loop

β(1)
g = 0 =

∑
i

T (Ri)− 3C2(G). (4.17)
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3. There exist solutions of the form

Cijk = ρijkg, ρijk ∈ IC (4.18)

to the conditions of vanishing one-loop matter fields anomalous dimensions

γ(1)i
j = 0 =

1

32π2
[ Cikl Cjkl − 2 g2 C2(R)δij]. (4.19)

4. These solutions are isolated and non-degenerate when considered as solutions of
vanishing one-loop Yukawa β functions:

βijk = 0. (4.20)

Then, each of the solutions (4.18) can be uniquely extended to a formal power series in
g, and the associated super Yang-Mills models depend on the single coupling constant
g with a β-function which vanishes at all-orders.

It is important to note a few things: The requirement of isolated and non-degenerate
solutions guarantees the existence of a unique formal power series solution to the re-
duction equations. The vanishing of the gauge β function at one-loop, β(1)

g , is equivalent
to the vanishing of the R current anomaly (4.10). The vanishing of the anomalous di-
mensions at one-loop implies the vanishing of the Yukawa couplings β functions at
that order. It also implies the vanishing of the chiral anomaly coefficients rA. This last
property is a necessary condition for having β functions vanishing at all orders.1

Proof:
Insert βijk as given by the REs into the relationship (4.16). Since these chiral anomalies
vanish, we get for βg an homogeneous equation of the form

0 = βg(1 +O(~)). (4.21)

The solution of this equation in the sense of a formal power series in ~ is βg = 0, order
by order. Therefore, due to the REs (4.7), βijk = 0 too.

Thus, we see that finiteness and reduction of couplings are intimately related. Since
an equation like eq. (4.16) is lacking in non-supersymmetric theories, one cannot ex-
tend the validity of a similar theorem in such theories.

A very interesting development was done in ref [111]. Based on the all-loop relations
among the β functions of the soft supersymmetry breaking terms and those of the
rigid supersymmetric theory with the help of the differential operators, discussed in
Sections 3.3 and 3.4, it was shown that certain RGI surfaces can be chosen, so as
to reach all-loop finiteness of the full theory. More specifically it was shown that
on certain RGI surfaces the partial differential operators appearing in Eqs. (3.41,3.42)

1There is an alternative way to find finite theories [147–150].
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acting on the beta- and gamma-functions of the rigid theory can be transformed to total
derivatives. Then the all-loop finiteness of the β and γ functions of the rigid theory can
be transferred to the β functions of the soft supersymmetry breaking terms. Therefore
a totally all-loop finite N = 1 SUSY gauge theory can be constructed, including the soft
supersymmetry breaking terms.
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Chapter 5

Phenomenologically Interesting
Models with Reduced Couplings

In this chapter the basic properties of phenomenologically viable SUSY models that
use the idea of reduction of couplings are reviewed, as they were developed over the
previous years by members of our group. The first three use a larger gauge structure
to achieve reduction of couplings (two of them also feature finiteness), while the fourth
can employs it within the MSSM gauge group.

5.1 The Minimal N = 1 Supersymmetric SU(5)

The first case reviewed is the partial reduction of couplings in the minimal N = 1 SUSY
model based on the SU(5) [18,100]. ΨI(10) and ΦI(5) accommodate the three gener-
ations of quarks and leptons, I running over the three generations, an adjoint Σ(24)
breaks SU(5) down to the MSSM gauge group SU(3)C×SU(2)L×U(1)Y, andH(5) andH(5)
describe the two Higgs superfields of the electroweak symmetry breaking (ESB) [9,10].
Only one set of (5 + 5̄) is used to describe the Higgs superfields appropriate for ESB.
This minimality renders the present version asymptotically free (negative βg). Its su-
perpotential is [9,10]

W =
gt
4
εαβγδτ Ψ

(3)
αβΨ

(3)
γδHτ +

√
2gb Φ(3)αΨ

(3)
αβH

β
+
gλ
3

Σβ
αΣγ

βΣα
γ + gf H

α
Σβ
αHβ

+
µΣ

2
Σγ
αΣα

γ + µH H
α
Hα .

(5.1)

where t, b and f are indices of the antisymmetric 10 and adjoint 24 tensors, α, β, . . . are
SU(5) indices, and the first two generations Yukawa couplings have been suppressed.
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The SSB Lagrangian is

−Lsoft = m2
HuĤ

∗α
Ĥα +m2

Hd
Ĥ
∗
αĤ

α
+m2

ΣΣ̂
† α
β Σ̂

β

α +
∑
I=1,2,3

[m2
ΦI Φ̂

∗ (I)

α Φ̂
(I)α

+ m2
ΨI Ψ̂

† (I)αβ
Ψ̂

(I)

βα ] + { 1

2
Mλλ+BHĤ

α
Ĥα +BΣΣ̂

α

βΣ̂
β

α + hf Ĥ
α
Σ̂
β

αĤβ

+
hλ
3

Σ̂
β

αΣ̂
γ

βΣ̂
α

γ +
ht
4
εαβγδτ Ψ̂

(3)

αβΨ̂
(3)

γδ Ĥτ +
√

2hb Φ̂
(3)α

Ψ̂(3)
αβĤ

β
+ h.c. } ,

(5.2)

where the hat denotes the scalar components of the chiral superfields. The β and γ
functions and a detailed presentation of the model can be found in [18] and in [151,152].

The minimal number of SSB terms that do not violate perturbative renormaliz-
ability is required in the reduced theory. The perturbatively unified SSB parameters
significantly differ from the universal ones. The gauge coupling g is assumed to be the
primary coupling. We should note that the dimensionless sector admits reduction so-
lutions that are independent of the dimensionful sector. Two sets of asymptotically free
(AF) solutions can achieve a Gauge-Yukawa Unification in this model [18]:

a : gt =

√
2533

2605
g +O(g3) , gb =

√
1491

2605
g +O(g3) , gλ = 0 , gf =

√
560

521
g +O(g3) ,

b : gt =

√
89

65
g +O(g3) , gb =

√
63

65
g +O(g3) , gλ = 0 , gf = 0 .

(5.3)

The higher order terms denote uniquely computable power series in g. These solu-
tions describe the boundaries of an AF RGI surface in the parameter space, on which
gλ and gf may differ from zero. This fact makes possible a partial reduction where
gλ and gf are (non-vanishing) independent parameters without endangering AF. The
proton-decay safe region of that surface favours solution a. Therefore, we choose to be
exactly at the boundary defined by solution a1.

The reduction of dimensionful couplings is performed as in Eq. (3.30). It is under-
stood that µΣ, µH andM cannot be reduced in a desired form and they are treated as in-
dependent parameters. The lowest-order reduction solution is found to be:

BH =
1029

521
µHM , BΣ = −3100

521
µΣM , (5.4)

ht = −gtM , hb = −gbM , hf = −gf M , hλ = 0 ,

m2
Hu = −569

521
M2 , m2

Hd
= −460

521
M2 , m2

Σ =
1550

521
M2 ,

m2
Φ3 =

436

521
M2 , m2

Φ1,2 =
8

5
M2 , m2

Ψ3 =
545

521
M2 , m2

Ψ1,2 =
12

5
M2 .

(5.5)

1gλ = 0 is inconsistent, but gλ <∼ 0.005 is necessary in order for the proton decay constraint [250]
to be satisfied. A small gλ is expected not to affect the prediction of unification of SSB parameters.
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The gaugino mass M characterize the scale of the SUSY breaking. It is noted that
we may include BH and BΣ as independent parameters without changing the one-
loop reduction solution (5.5). Also note that, although we have found specific relations
among the soft scalar masses and the unified gaugino mass, the sum rule still holds.

5.2 The Finite N = 1 Supersymmetric SU(5)

Next, let us review an SU(5) gauge theory which is finite (Finite unified Theory - FUT)
to all orders, with reduction of couplings applied to the third fermionic generation.
This FUT was selected in the past due to agreement with experimental constraints at
the time [26] and predicted the light Higgs mass between 121-126 GeV almost five years
prior to the discovery.2 The particle content consists of three (5+10) supermultiplets, a
pair for each generation of quarks and leptons, four (5 + 5) and one 24 considered
as Higgs supermultiplets. When the finite GUT group is broken, the theory is no
longer finite, and we are left with the MSSM [18–20,153–155].

A predictive all-order finite GYU SU(5) model should also have the following prop-
erties:

1. One-loop anomalous dimensions are diagonal, i.e., γ(1) j
i ∝ δji .

2. The fermions in the irreps 5i,10i (i = 1, 2, 3) do not couple to the adjoint 24.

3. The two Higgs doublets of the MSSM are mostly made out of a pair of Higgs quintet
and anti-quintet, which couple to the third generation.

Reduction of couplings enhances the symmetry, and the superpotential is then given
by [105,156]:

W =
3∑
i=1

[
1

2
gui 10i10iHi + gdi 10i5iH i ] + gu23 102103H4 (5.6)

+ gd23 10253H4 + gd32 10352H4 + gf2 H2 24H2 + gf3 H3 24H3 +
gλ

3
(24)3 .

A more detailed description of the model and its properties can be found in [18–20].
The non-degenerate and isolated solutions to γ(1)

i = 0 give:

(gu1 )2 =
8

5
g2 , (gd1)2 =

6

5
g2 , (gu2 )2 = (gu3 )2 =

4

5
g2 , (5.7)

(gd2)2 = (gd3)2 =
3

5
g2 , (gu23)2 =

4

5
g2 , (gd23)2 = (gd32)2 =

3

5
g2 ,

(gλ)2 =
15

7
g2 , (gf2 )2 = (gf3 )2 =

1

2
g2 , (gf1 )2 = 0 , (gf4 )2 = 0 .

2Improved Higgs mass calculations would yield a different interval, still compatible with current ex-
perimental data (see Chapter 6).
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Furthermore, we have the h = −MC relation, while from the sum rule (see Sect. 3.4)
we obtain:

m2
Hu + 2m2

10 = M2 , m2
Hd
− 2m2

10 = −M
2

3
, m2

5 + 3m2
10 =

4M2

3
. (5.8)

This shows that we have only two free parameters m10 and M for the dimensionful sec-
tor.

The GUT symmetry breaks to the MSSM, where we want only two Higgs dou-
blets. This is achieved with the introduction of appropriate mass terms that allow
a rotation in the Higgs sector [19,20,157–159], that permits only one pair of Higgs dou-
blets (which couple mostly to the third family) to remain light and acquire vacuum
expectation values. the usual fine tuning to achieve doublet-triplet splitting helps the
model to avoid fast proton decay (but this mechanism has differences compared to the
one used in the minimal SU(5) because of the extended Higgs sector of the finite case).

Thus, below the GUT scale we have the MSSM with the first two generations unre-
stricted, while the third is given by the finiteness conditions.

5.3 Finite SU(N)3 Unification

One can consider the construction of FUTs that have a product gauge group. Let
us consider an N = 1 theory with a SU(N)1 × SU(N)2 × · · · × SU(N)k and nf
copies (number of families) of the supermultiplets (N,N∗, 1, . . . , 1) + (1, N,N∗, . . . , 1) +
· · · + (N∗, 1, 1, . . . , N). Then, the one-loop β function coefficient of the RGE of each
SU(N) gauge coupling is

b =

(
−11

3
+

2

3

)
N + nf

(
2

3
+

1

3

)(
1

2

)
2N = −3N + nfN . (5.9)

The necessary condition for finiteness is b = 0, which occurs only for the choice nf = 3.
Thus, it is natural to consider three families of quarks and leptons.

From a phenomenological point of view, the choice is the SU(3)C×SU(3)L× SU(3)R
model, which is discussed in detail in Ref. [27]. The discussion of the general well-
known example can be found in [160–163]. The quarks and the leptons of the model
transform as follows:

Q =

−d1
L −d2

L −d3
L

u1
L u2

L u3
L

D1
L D2

L D3
L

 ∼ (3, 3∗, 1), qc =

dc1R uc1R Dc1
R

dc2R uc2R Dc2
R

dc3R uc3R Dc3
R

 ∼ (3∗, 1, 3), (5.10)

L =

H0
d H+

u νL
H−d H0

u eL
νcR ecR S

 ∼ (1, 3, 3∗), (5.11)
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where D are down-type quarks that acquire masses close to MGUT . We have to impose
a cyclic Z3 symmetry in order to have equal gauge couplings at the GUT scale, i.e.

Q→ L→ qc → Q, (5.12)

where Q and qc are given in Eq. (5.10) and L in Eq. (5.11). Then the vanishing of the
one-loop gauge β function, which is the first finiteness condition (4.5), is satisfied. This
leads us to the second condition, namely the vanishing of the anomalous dimensions
of all superfields Eq. (4.6). Let us write down the superpotential first. For one family we
have just two trilinear invariants that can be used in the superpotential as follows:

f Tr(LqcQ) +
1

6
f ′ εijkεabc(LiaLjbLkc + qciaq

c
jbq

c
kc +QiaQjbQkc), (5.13)

where f and f ′ are the Yukawa couplings associated to each invariant. The quark
and leptons obtain masses when the scalar parts of the superfields (H0

d , H
0
u) obtain vac-

uum expectation values (vevs),

md = f〈H0
d〉, mu = f〈H0

u〉, me = f ′〈H0
d〉, mν = f ′〈H0

u〉. (5.14)

For three families, the most general superpotential has 11 f couplings and 10 f ′ cou-
plings. Since anomalous dimensions of each superfield vanish, 9 conditions are im-
posed on these couplings:∑

j,k

fijk(fljk)
∗ +

2

3

∑
j,k

f ′ijk(f
′
ljk)
∗ =

16

9
g2δil , (5.15)

where

fijk = fjki = fkij, (5.16)
f ′ijk = f ′jki = f ′kij = f ′ikj = f ′kji = f ′jik. (5.17)

Quarks and leptons receive masses when the scalar part of the superfields (H0
d)1,2,3 and

(H0
u)1,2,3 obtain vevs:

(Md)ij =
∑
k

fkij〈(H0
d)k〉, (Mu)ij =

∑
k

fkij〈(H0
u)k〉, (5.18)

(Me)ij =
∑
k

f ′kij〈(H0
d)k〉, (Mν)ij =

∑
k

f ′kij〈(H0
u)k〉. (5.19)

When the FUT breaks at MGUT, we are left with the MSSM3, where both Higgs doublets
couple maximally to the third generation. These doublets are the linear combinations
H0
u =

∑
i ai(H

0
u)i and H0

d =
∑

i bi(H
0
u)i. For the choice of the particular combinations

we can use the appropriate masses in the superpotential [157], since they are not
3 [61,62] and refs therein discuss in detail the spontaneous breaking of SU(3)3.
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constrained by the finiteness conditions. The FUT breaking leaves remnants in the
form of the boundary conditions on the gauge and Yukawa couplings, i.e. Eq. (5.15),
the h = −Mf relation and the soft scalar mass sum rule at MGUT. The latter takes the
following form in this model:

m2
Hu +m2

t̃c +m2
q̃ = M2 = m2

Hd
+m2

b̃c
+m2

q̃ . (5.20)

If the solution of Eq. (5.15) is both unique and isolated, the model is finite at all orders
of perturbation theory. This leads f ′ to vanish and we are left with the relations

f 2 = f 2
111 = f 2

222 = f 2
333 =

16

9
g2 . (5.21)

Since all f ′ parameters are zero in one-loop level, the lepton masses are zero. They
cannot appear radiatively (as one would expect) due to the finiteness conditions, and
remain as a problem for further study.

If the solution is just unique (but not isolated, i.e. parametric) we can keep non-
vanishing f ′ and achieve two-loop finiteness, in which case lepton masses are not
fixed to zero. Then we have a slightly different set of conditions that restrict the Yukawa
couplings:

f 2 = r

(
16

9

)
g2 , f ′2 = (1− r)

(
8

3

)
g2 , (5.22)

where r is free and parametrizes the different solutions to the finiteness conditions. It
is important to note that we use the sum rule as boundary condition to the soft scalars.

5.4 Reduction of Couplings in the MSSM

Finally, a version of the MSSM with reduced couplings is reviewed. All work is carried
out in the framework of the MSSM, but with the assumption of a covering GUT. The
original partial reduction in this model was done and analysed in [28,164] and is once
more restricted to the third fermionic generation. The superpotential in given by

W = YtH2Qt
c + YbH1Qb

c + YτH1Lτ
c + µH1H2 , (5.23)

where Q,L, t, b, τ,H1, H2 are the usual superfields of MSSM, while the SSB Lagrangian
is given by

−LSSB =
∑
φ

m2
φφ̂
∗φ̂+

[
m2

3Ĥ1Ĥ2 +
3∑
i=1

1

2
Miλiλi + h.c

]
+
[
htĤ2Q̂t̂

c + hbĤ1Q̂b̂
c + hτĤ1L̂τ̂

c + h.c.
]
,

(5.24)

where φ̂ represents the scalar component of all superfields, λ refers to the gaugino fields
while all atted fields refer to the scalar components of the corresponding superfield.
The Yukawa Yt,b,τ and the trilinear ht,b,τ couplings refer to the third family.
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Let us start with the dimensionless couplings, i.e. gauge and Yukawa. As a first
step we consider only the strong coupling and the top and bottom Yukawa couplings,
while the other two gauge couplings and the tau Yukawa will be treated as correc-
tions. Following the above line, we reduce the Yukawa couplings in favour of the strong
coupling α3

Y 2
i

4π
≡ αi = G2

iα3, i = t, b,

and using the RGE for the Yukawa, we get

G2
i =

1

3
, i = t, b.

This system of the top and bottom Yukawa couplings reduced with the strong one is
dictated by (i) the different running behaviour of the SU(2) and U(1) coupling compared
to the strong one [85] and (ii) the incompatibility of applying the above reduction for the
tau Yukawa since the corresponding G2 turns negative [28]. Adding now the two other
gauge couplings and the tau Yukawa in the RGE as corrections, we obtain

G2
t =

1

3
+

71

525
ρ1 +

3

7
ρ2 +

1

35
ρτ , G2

b =
1

3
+

29

525
ρ1 +

3

7
ρ2 −

6

35
ρτ (5.25)

where

ρ1,2 =
g2

1,2

g2
3

=
α1,2

α3

, ρτ =
g2
τ

g2
3

=

Y 2
τ

4π
α3

(5.26)

Note that the corrections in Eq. (5.25) are taken at the GUT scale and under the as-
sumption that

d

dg3

(
Y 2
t,b

g2
3

)
= 0.

A comment on the assumption above, which led to the Eq. (5.25), is in order. In
practice, we assume that even including the corrections from the rest of the gauge
as well as the tau Yukawa couplings, at the GUT scale the ratio of the top and bot-
tom couplings αt,b over the strong coupling are still constant, i.e. their scale depen-
dence is negligible. Or, rephrasing it, our assumption can be understood as a require-
ment that in the ultraviolet (close to the GUT scale) the ratios of the top and bottom
Yukawa couplings over the strong coupling become least sensitive against the change
of the renormalization scale. This requirement sets the boundary condition at the GUT
scale, given in Eq. (5.25). Alternatively, one could follow the systematic method to
include the corrections to a non-trivially reduced system developed in [86], but consid-
ering two reduced systems: the first one consisting of the “top, bottom” couplings and
the second of the “strong, bottom” ones.
At two-loop level the corrections are assumed to be of the form

αi = G2
iα3 + J2

i α
2
3, i = t, b.
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Then, the coefficients Ji are given by

J2
i =

1

4π

17

24
, i = t, b

for the case where only the strong gauge and the top and bottom Yukawa couplings are
active, while for the case where the other two gauge and the tau Yukawa couplings are
added as corrections we obtain

J2
t =

1

4π

Nt

D
, J2

b =
1

4π

Nb

5D
,

where

D =257250(196000 + 44500ρ1 + 2059ρ2
1 + 200250ρ2 + 22500ρ1ρ2 + 50625ρ2

2−
33375ρτ − 5955ρ1ρτ − 16875ρ2ρτ − 1350ρ2

τ ),

Nt =− (−35714875000− 10349167500ρ1 + 21077903700ρ2
1 + 9057172327ρ3

1+

481651575ρ4
1 − 55566000000ρ2 + 2857680000ρ1ρ2 + 34588894725ρ2

1ρ2+

5202716130ρ3
1ρ2 + 3913875000ρ2

2 + 8104595625ρ1ρ
2
2 + 11497621500ρ2

1ρ
2
2+

27047671875ρ3
2 + 1977918750ρ1ρ

3
2 + 7802578125ρ4

2 + 3678675000ρτ+

1269418500ρ1ρτ − 2827765710ρ2
1ρτ − 1420498671ρ3

1ρτ + 7557637500ρ2ρτ−
2378187000ρ1ρ2ρτ − 4066909425ρ2

1ρ2ρτ − 1284018750ρ2
2ρτ − 1035973125ρ1ρ

2
2ρτ−

2464171875ρ3
2ρτ + 1230757500ρ2

τ + 442136100ρ1ρ
2
τ − 186425070ρ2

1ρ
2
τ+

1727460000ρ2ρ
2
τ + 794232000ρ1ρ2ρ

2
τ + 973518750ρ2

2ρ
2
τ−

325804500ρ3
τ − 126334800ρ1ρ

3
τ − 412695000ρ2ρ

3
τ − 32724000ρ4

τ ),

Nb =− (−178574375000− 71734162500ρ1 + 36055498500ρ2
1 + 13029194465ρ3

1+

977219931ρ4
1 − 277830000000ρ2 − 69523650000ρ1ρ2 + 72621383625ρ2

1ρ2+

10648126350ρ3
1ρ2 + 19569375000ρ2

2 + 13062459375ρ1ρ
2
2 + 25279672500ρ2

1ρ
2
2+

135238359375ρ3
2 + 16587281250ρ1ρ

3
2 + 39012890625ρ4

2 + 58460062500ρτ+

35924411250ρ1ρτ − 13544261325ρ2
1ρτ − 2152509435ρ3

1ρτ − 13050843750ρ2ρτ+

45805646250ρ1ρ2ρτ − 75889125ρ2
1ρ2ρτ − 24218578125ρ2

2ρτ + 17493046875ρ1ρ
2
2ρτ−

1158046875ρ3
2ρτ − 36356775000ρ2

τ − 26724138000ρ1ρ
2
τ − 4004587050ρ2

1ρ
2
τ−

97864200000ρ2ρ
2
τ − 22359847500ρ1ρ2ρ

2
τ − 39783656250ρ2

2ρ
2
τ + 25721797500ρ3

τ+

3651097500ρ1ρ
3
τ + 11282287500ρ2ρ

3
τ + 927855000ρ4

τ ).

Let us now move to the dimensionful couplings of the SSB sector of the Lagrangian,
namely the trilinear couplings ht,b,τ of the SSB Lagrangian, Eq. (5.24). Again, following
the pattern in the Yukawa reduction, in the first stage we reduce ht,b, while hτ will be
treated as a correction.

hi = ciYiM3 = ciGiM3g3, i = t, b,
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where M3 is the gluino mass. Using the RGE for the two h we get

ct = cb = −1,

where we have also used the 1-loop relation between the gaugino mass and the gauge
coupling RGE

2Mi
dgi
dt

= gi
dMi

dt
, i = 1, 2, 3.

Adding the other two gauge couplings as well as the tau Yukawa hτ as correction we
get

ct = −AAAbb + AtbBB

AbtAtb − AbbAtt
, cb = −AAAbt + AttBB

AbtAtb − AbbAtt
,

where

Att = G2
b −

16

3
− 3ρ2 −

13

15
ρ1, AA =

16

3
+ 3ρ2

2 +
13

15
ρ2

1

Abb = G2
t + ρτ −

16

3
− 3ρ2 −

7

15
ρ1, BB =

16

3
+ 3ρ2

2 +
7

15
ρ2

1 + ρhτρ
1/2
τ

Atb = G2
b , Abt = G2

t , ρhτ =
hτ
g3M3

.

(5.27)

Finally we consider the soft squared masses m2
φ of the SSB Lagrangian. Their reduc-

tion, according to the discussion in Sect. 3.3, takes the form

m2
i = ciM

2
3 , i = Q, u, d,Hu, Hd. (5.28)

The 1-loop RGE for the scalar masses reduce to the following algebraic system (where
we have added the corrections from the two gauge couplings, the tau Yukawa and hτ )

−12cQ = Xt +Xb −
32

3
− 6ρ3

2 −
2

15
ρ3

1 +
1

5
ρ1S,

−12cu = 2Xt −
32

3
− 32

15
ρ3

1 −
4

5
ρ1S,

−12cd = 2Xb −
32

3
− 8

15
ρ3

1 +
2

5
ρ1S,

−12cHu = 3Xt − 6ρ3
2 −

6

5
ρ3

1 +
3

5
ρ1S,

−12cHd = 3Xb +Xτ − 6ρ3
2 −

6

5
ρ3

1 −
3

5
ρ1S,

where

Xt = 2G2
t (cHu + cQ + cu) + 2c2

tG
2
t ,

Xb = 2G2
b (cHd + cQ + cd) + 2c2

bG
2
b ,

Xτ = 2ρτcHd + 2ρ2
hτ ,

S = cHu − cHd + cQ − 2cu + cd.
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Solving the above system for the coefficients cQ,u,d,Hu,Hd we get

cQ =− cQNum

Dm

, cu = −1

3

cuNum

Dm

, cd = −cdNum

Dm

,

cHu =− 2

3

cHuNum

Dm

, cHd = −cHdNum

Dm

,

where

Dm =4(6480 + 6480G2
b + 6480G2

t + 6300G2
bG

2
t + ρ1(1836 + 1836G2

b + 1836G2
t + 1785G2

bG
2
t )+

ρτ
[
1080 + 540G2

b + 1080G2
t + 510G2

bG
2
t + 252ρ1 + 99G2

bρ1 + 252G2
tρ1 + 92G2

bG
2
tρ1

]
),

cQNum =2160FQ +G2
b(−360Fd − 360FHd + 1800FQ) +G2

t (−360FHu + 1800FQ − 360Fu)+

G2
bG

2
t (−300Fd − 300FHd − 300FHu + 1500FQ − 300Fu)+

ρ1(−36Fd + 36FHd − 36FHu + 576FQ + 72Fu)+

G2
bρ1(−138Fd − 66FHd − 36FHu + 474FQ + 72Fu)+

G2
tρ1(−36Fd + 36FHd − 138FHu + 474FQ − 30Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−120Fd − 50FHd − 120FHu + 390FQ − 15Fu)+

ρτ
[
360FQ +G2

b(−60Fd + 120FQ) +G2
t (−60FHu + 300FQ − 60Fu)+

G2
bG

2
t (−50Fd − 20FHu + 100FQ − 20Fu) + ρ1(−6Fd − 6FHu + 78FQ + 12Fu)+

G2
bρ1(−11Fd + 22FQ) +G2

tρ1(−6Fd − 20FHu + 64FQ − 2Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−9Fd − 4FHu + 18FQ − 3Fu)

]
,

cuNum =6480Fu + 6480FuG
2
b +G2

t (−2160FHu − 2160FQ + 4320Fu)+

G2
bG

2
t (360Fd + 360FHd − 2160FHu − 1800FQ + 4140Fu)+

ρ1(432Fd − 432FHd + 432FHu + 432FQ + 972Fu)+

G2
bρ1(432Fd − 432FHd + 432FHu + 432FQ + 972Fu)+

G2
tρ1(432Fd − 432FHd − 180FHu − 180FQ + 360Fu)+

G2
bG

2
tρ1(522Fd − 318FHd − 192FHu − 90FQ + 333Fu)+

ρτ
[
1080Fu + 540G2

bFu +G2
t (−360FHu − 360FQ + 720Fu)+

G2
bG

2
t (60Fd − 180FHu − 120FQ + 330Fu) + ρ1(72Fd + 72FHu + 72FQ + 108Fu)+

G2
bρ1(36FHu + 27Fu) + 72G2

tρ1(Fd − 12FHu − 12FQ + 24Fu)+

G2
bG

2
tρ1(9Fd + 4FHu − 18FQ + 3Fu)

]
,
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cdNum =2160Fd +G2
b(1440Fd − 720FHd − 720FQ) + 2160FdG

2
t+

G2
bG

2
t (1380Fd − 720FHd + 120FHu − 600FQ + 120Fu)+

ρ1(540Fd + 72FHd − 72FHu − 72FQ + 144Fu)+

G2
bρ1(336Fd − 132FHd − 72FHu − 276FQ + 144Fu)+

G2
tρ1(540Fd + 72FHd − 72FHu − 72FQ + 144Fu)+

G2
bG

2
tρ1(321Fd − 134FHd − 36FHu − 240FQ + 174Fu)+

ρτ
[
360Fd +G2

b(60Fd − 120FQ) + 360FdG
2
t +G2

bG
2
t (50Fd + 20FHu − 100FQ + 20Fu)+

ρ1(72Fd − 12FHu − 12FQ + 24Fu) +G2
bρ1(11Fd − 22FQ)+

G2
tρ1(72Fd − 12FHu − 12FQ + 24Fu) +G2

bG
2
tρ1(9Fd + 4FHu − 18FQ + 3Fu)

]
,

cHuNum =3240FHu + 3240FHuG
2
b +G2

t (1620FHu − 1620FQ − 1620Fu)+

G2
bG

2
t (270Fd + 270FHd + 1530FHu − 1350FQ − 1620Fu)+

ρ1(−162Fd + 162FHd + 756FHu − 162FQ + 324Fu)+

G2
bρ1(−162Fd + 162FHd + 756FHu − 162FQ + 324Fu)+

G2
tρ1(−162Fd + 162FHd + 297FHu − 621FQ − 135Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−81Fd + 234FHd + 276FHu − 540FQ − 144Fu)+

ρτ
[
540FHu + 270FHuG

2
b +G2

t (270FHu − 270FQ − 270Fu)+

G2
bG

2
t (45Fd + 120FHu − 90FQ − 135Fu) + ρ1(−27Fd + 99FHu − 27FQ + 54Fu)+

G2
bρ1(36FHu + 27Fu − 27Fd) +G2

tρ1(36FHu − 90FQ − 9Fu)+

G2
bG

2
tρ1(9Fd + 4FHu − 18FQ + 3Fu)

]
,

cHdNum =2160FHd +G2
b(−1080Fd + 1080FHd − 1080FQ) + 2160FHdG

2
t+

G2
bG

2
t (−1080Fd + 1020FHd + 180FHu − 900FQ + 180Fu)+

ρ1(108Fd + 504FHd + 108FHu + 108FQ − 216Fu)+

G2
bρ1(−198Fd + 198FHd + 108FHu − 198FQ − 216Fu)+

G2
tρ(108Fd1 + 504FHd + 108FHu + 108FQ − 216Fu)+

G2
bG

2
tρ1(−201Fd + 184FHd + 156FHu − 150FQ − 159Fu)

and

FQ = 2c2
tG

2
t + 2c2

bG
2
b −

32

3
− 6ρ3

2 −
2

15
ρ3

1,

Fu = 4c2
tG

2
t −

32

3
− 32

15
ρ3

1,

Fd = 4c2
bG

2
b −

32

3
− 8

15
ρ3

1,

FHu = 6c2
tG

2
t − 6ρ3

2 −
6

5
ρ3

1,

FHd = 6c2
bG

2
b + 2ρ2

hτ − 6ρ3
2 −

6

5
ρ3

1,
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while G2
t,b, ρ1,2,τ and ρhτ has been defined in Eqs.(5.25,5.26,5.27) respectively. For

our completely reduced system, i.e. g3, Yt, Yb, ht, hb,‘the coefficients of the soft masses
become

cQ = cu = cd =
2

3
, cHu = cHd = −1/3,

obeying the celebrated sum rules

m2
Q +m2

u +m2
Hu

M2
3

= cQ + cu + cHu = 1,
m2
Q +m2

d +m2
Hd

M2
3

= cQ + cd + cHd = 1.

Concerning the gaugino masses, the Hisano-Shiftman relation (Eq. (3.53)) is applied
to each gaugino mass as a boundary condition at the GUT scale, where the gauge
couplings are considered unified. Thus, at one-loop level, each gaugino mass is only
dependent on the b-coefficients of the gauge β-functions and the arbitrary M0:

Mi = biM0 . (5.29)

This means that we can make a choice of M0 such that the gluino mass equals the
unified gaugino mass, and the other two gaugino masses are equal to the gluino mass
times the ratio of the appropriate b coefficients.

In Sect. 6.6 we begin with the selection of the free parameters. This discussion is in-
timately connected to the fermion masses predictions.
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Chapter 6

Analysis of Phenomenologically Viable
Models

The analysis of each model reviewed in the previous chapter is presented here. It in-
cludes the predictions for quark masses, the light Higgs boson mass, the SUSY breaking
scale (defined as the geometric mean of stops), MS, the full SUSY spectrum and the
Cold Dark Matter (CDM) relic density (in the case the lightest neutralino is considered a
CDM candidate), as well as the set of experimental constraints employed. Note that in
the examination of all four models we use the unified gaugino mass M instead of MS,
as a more indicative parameter of scale. It should be noted that for the first part of the
analysis (regarding the light Higgs mass and the first attempt to generate a supersym-
metric spectrum) a homebrew code and the new FeynHiggs 2.16.0 code [74–77] are
used, while in the second part of the analysis, that focuses on the discovery potential,
the supersymmetric spectrum and its corresponding branching ratios are generated by
SPheno 4.0.4 [78, 79]. The MicrOMEGAs 5.0 [81–83] code is used to calculate the
Cold Dark Matter relic density, while MadGraph [80] is used for the calculation of all
cross sections.

6.1 Phenomenological Constraints

In the phenomenological analysis we apply several experimental constraints, which
will be briefly reviewed in this section. It should be noted that the constraints presented
in this section are the ones that were valid at the time the original research was carried
out.

Starting from the quark masses, we calculate the top quark pole mass, while the
bottom quark mass is evaluated atMZ , in order not to encounter uncertainties inherent
to its pole mass. Their experimental values are [165],

mb(MZ) = 2.83± 0.10 GeV . (6.1)

and
mexp
t = (173.1± 0.9) GeV . (6.2)
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The discovery of a Higgs-like particle at ATLAS and CMS in July 2012 [22,24] can be
interpreted as the discovery of the light CP-even Higgs boson of the MSSM Higgs spec-
trum [166–168]. The experimental average for the (SM) Higgs boson mass is [165]

M exp
H = 125.10± 0.14 GeV . (6.3)

The theoretical accuracy [74, 75, 77], however, for the prediction of Mh in the MSSM,
dominates the uncertainty. In our following analysis of each of the models described, we
use the new FeynHiggs code [74–77] (Version 2.16.0) to predict the Higgs mass.
FeynHiggs evaluates the Higgs masses using a combination of fixed order diagram-
matic calculations and resummation of the (sub)leading logarithmic contributions at all
orders, and thus provides a reliable evaluation ofMh even for large SUSY scales. The re-
finements in this combination (w.r.t. previous versions [76]) result in a downward shift of
Mh of order O(2 GeV) for large SUSY masses. This version of FeynHiggs computes
the uncertainty of the Higgs boson mass point by point. This theoretical uncertainty is
added linearly to the experimental error in Eq. (6.3).

Furthermore, recent results from the ATLAS experiment [169] set limits to the
mass of the pseudoscalar Higgs boson, MA, in comparison with tan β. For models
with tan β ∼ 45 − 55, as the ones examined here, the lowest limit for the physical
pseudoscalar Higgs mass is

MA & 1900 GeV. (6.4)

We also consider four types of flavour constraints, in which SUSY has non-negligible
impact, namely the flavour observables BR(b → sγ), BR(Bs → µ+µ−), BR(Bu → τν)
and ∆MBs. Although we do not use the latest experimental values, no major effect
would be expected.

• For the branching ratio BR(b→ sγ) we take a value from the Heavy Flavor Aver-
aging Group (HFAG) [170,171]:

BR(b→ sγ)exp

BR(b→ sγ)SM
= 1.089± 0.27 . (6.5)

• For the branching ratio BR(Bs → µ+µ−) we use a combination of CMS and LHCb
data [172–176]:

BR(Bs → µ+µ−) = (2.9± 1.4)× 10−9 . (6.6)

• For the Bu decay to τν we use the limit [171,177,178]:

BR(Bu → τν)exp

BR(Bu → τν)SM
= 1.39± 0.69 . (6.7)

• For ∆MBs we use [179,180]:

∆M exp
Bs

∆MSM
Bs

= 0.97± 0.2 . (6.8)
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Figure 6.1: Flow of information between used computer codes (see text for details).

We finally consider Cold Dark Matter (CDM) constraints. Since the lightest neu-
tralino, being the Lightest Supersymmetric Particle (LSP), is a very promising candidate
for CDM [31], we demand that our LSP is indeed the lightest neutralino and we discard
parameters leading to different LSPs. The current bound on the CDM relic density at
2σ level is given by [181,182]

ΩCDMh
2 = 0.1120± 0.0112 . (6.9)

For the calculation of the relic density of each model we use the MicrOMEGAs code [81–
83]) (Version 5.0). The calculation of annihilation and coannihilation channels is also
included. It should be noted that other CDM constraints do not affect our models
significantly, and thus were not included in the analysis.

6.2 Computational setup

The setup for our phenomenological analysis is as follows. Starting from an appropriate
set of MSSM boundary conditions at the GUT scale, parameters are run down to the
SUSY scale using a private code. Two-loop RGEs are used throughout, with the excep-
tion of the soft sector, in which one-loop RGEs are used. The running parameters are
then used as inputs for both FeynHiggs [74–77] and a SARAH [183] generated, custom
MSSM module for SPheno [78,79]. It should be noted that FeynHiggs requires the
mb(mb) scale, the physical top quark mass mt as well as the physical pseudoscalar bo-
son mass MA as input. The first two values are calculated by the private code while MA

is calculated only in DR scheme. This single value is obtained from the SPheno output
where it is calculated at the two-loop level in the gaugeless limit [184,185]. The flow of
information between codes in our analysis is summarised in Fig. 6.1.

At this point both codes contain a consistent set of all required parameters. SM-like
Higgs boson mass as well as low energy observables mentioned in Sec. 6.1 are evaluated
using FeynHiggs. To obtain collider predictions we use SARAH to generate UFO [186,
187] model for MadGraph event generator. Based on SLHA spectrum files generated by
SPheno, we use MadGraph5_aMC@NLO [80] to calculate cross sections for Higgs boson
and SUSY particle production at the HL-LHC and a 100 TeV FCC-hh. Processes are
generated at the leading order, using NNPDF31_lo_as_0130 [188] structure functions
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interfaced through LHAPDF6 [189]. Cross sections are computed using dynamic scale
choice, where the scale is set equal to the transverse mass of an event, in 4 or 5-flavor
scheme depending on the presence or not of b-quarks in the final state. The results are
given in Sec. 5.1, 5.2 and 5.3.

6.3 The Minimal N = 1 SU(5)

Let us begin by analysing the particle spectrum predicted by the Minimal N = 1 SUSY
SU(5) as discussed in Sect. 5.1 for µ < 0 as the only phenomenologically acceptable
choice (in the µ > 0 case the quark masses do not match the experimental measure-
ments). Below MGUT all couplings and masses of the theory run according to the RGEs
of the MSSM. Thus we examine the evolution of these parameters according to their
RGEs up to two loops for dimensionless parameters and at one-loop for dimensionful
ones imposing the corresponding boundary conditions.

Figure 6.2: The bottom quark mass at the Z boson scale (left) and top quark pole

mass (right) are shown as a function of M for the Minimal N = 1 SU(5). The green

points are the ones that satisfy the B-physics constraints. The orange (blue) dashed

lines denote the 2σ (3σ) experimental uncertainties, while the black dashed lines in the

left plot add a ∼ 6 MeV theory uncertainty to that.

In Fig. 6.2, we show the predictions for mb(MZ) and mt as a function of the unified
gaugino mass M . The green points include the B-physics constraints. The ∆MBs

channel is responsible for the gap at the B-physics allowed points. One can see that,
once more, the model (mostly) prefers the higher energy region of the spectrum (espe-
cially with the admission of B-physics constraints). The orange (blue) lines denote the
2σ (3σ) experimental uncertainties, while the black dashed lines in the left plot add
a ∼ 6 MeV theory uncertainty to that. The uncertainty for the boundary conditions of
the Yukawa couplings is taken to be 7%, which is included in the spread of the points
shown. In the evaluation of the bottom mass we have included the corrections coming
from bottom squark-gluino loops and top squark-chargino loops [190]. One can see in
the left plot of Fig. 6.2 that only by taking all uncertainties to their limit, some points at
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very high M are within these bounds. I.e. confronting the Minimal N = 1 SUSY SU(5)
with the quark mass measurements “nearly” excludes this model, and only a very heavy
spectrum might be in agreement with the experimental data.

The prediction for Mh with µ < 0 is given in Fig. 6.3 (left), for a unified gaugino
mass between 2 TeV and 8 TeV, where again the green points satisfy B-physics con-
straints. Fig. 6.3 (right) gives the theoretical uncertainty of the Higgs mass for each
point, calculated with FeynHiggs 2.16.0 [77]. There is substantial improvement to
the Higgs mass uncertainty compared to past analyses, since it has dropped by more
than 1 GeV.

Figure 6.3: Left: The lightest Higgs mass, Mh, as a function of M for the Minimal N = 1
SU(5) model. The B-physics constraints allow (mostly) higher scale points (with green

colour). Right: The lightest Higgs mass theoretical uncertainty [77].

Large parts of the predicted particle spectrum are in agreement with theB-physics ob-
servables and the lightest Higgs boson mass measurement and its theoretical un-
certainty. In order to test the models discovery potential, three benchmarks are se-
lected, marking the points with the lightest SUSY particle (LSP) above 1200 GeV (MINI-
1), 1500 GeV (MINI-2) and 2200 GeV (MINI-3), respectively. The mass of the LSP can go as
high as ∼ 3800 GeV, but the cross sections calculated below will then be negligible and
we restrict ourselves here to the low-mass region. The values presented in Tab. 6.1 were
used as input to get the full supersymmetric spectrum from SPheno4.0.4 [78,79]. Mi

are the gaugino masses and the rest are squared soft sfermion masses which are diag-
onal (m2 = diag(m2

1,m
2
2,m

2
3)), and soft trilinear couplings (also diagonal Ai = 13×3Ai).

The resulting masses of all the particles that will be relevant for our analysis can be
found in Tab. 6.2. The three first values are the heavy Higgs masses. The gluino mass is
Mg̃, the neutralinos and the charginos are denoted as Mχ̃0

i
and Mχ̃±i

, while the slepton
and sneutrino masses for all three generations are given as Mẽ1,2,3 , Mν̃1,2,3. Similarly,
the squarks are denoted as Md̃1,2

and Mũ1,2 for the first two generations. The third
generation masses are given by Mt̃1,2 for stops and Mb̃1,2

for sbottoms.

Table 6.3 shows the expected production cross section for selected channels at the
100 TeV future FCC-hh collider. We do not show any cross sections for

√
s = 14 TeV,
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M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

MINI-1 1227 2228 5310 4236 4012 4325 4772 1732 50.3 61712

MINI-2 1507 2721 6376 5091 4962 5245 5586 2005 52.0 74452

MINI-3 2249 4019 9138 7367 12462 7571 8317 3271 50.3 107622

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

MINI-1 45482 37142 27672 59742 41812 54782 41772 41602 24912

MINI-2 54692 45212 33582 72062 50392 54782 49942 50702 30192

MINI-3 78902 66392 49342 104122 72332 94952 72112 74592 44642

Table 6.1: Minimal N = 1 SU(5) predictions that are used as input to SPheno. Mass

parameters are in GeV and rounded to 1 GeV.

MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±1
Mχ̃±2

MINI-1 2.660 2.660 2.637 5.596 1.221 2.316 4.224 4.225 2.316 4.225
MINI-2 3.329 3.329 3.300 6.717 1.500 2.827 5.076 5.077 2.827 5.078
MINI-3 8.656 8.656 8.631 9.618 2.239 4.176 7.357 7.358 4.176 7.359

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1

Mt̃2

MINI-1 3.729 3.728 2.445 2.766 5.617 6.100 4.332 4.698 4.312 4.704
MINI-2 4.539 4.538 2.968 3.356 6.759 7.354 5.180 5.647 5.197 5.652
MINI-3 6.666 6.665 4.408 4.935 9.722 10.616 7.471 8.148 7.477 8.151

Table 6.2: Masses of Higgs bosons and some of the SUSY particles for each benchmark of

the Minimal N = 1 SU(5) (in TeV).

since the prospects for discovery of MINI scenarios at the HL-LHC are very dim. SUSY
particles are too heavy to be produced with cross sections greater that 0.01 fb. Con-
cerning the heavy Higgs bosons, the main search channels will be H/A → τ+τ−. Our
heavy Higgs-boson mass scale shows values >∼ 2500 GeV with tan β ∼ 50. The corre-
sponding reach of the HL-LHC has been estimated in [191]. In comparison with our
benchmark points we conclude that they will not be accessible at the HL-LHC.1

The situation changes for the FCC-hh. Theory analyses [192, 193] have shown
that for large tan β heavy Higgs-boson mass scales up to ∼ 8 TeV may be accessible,
both for neutral as well as for charged Higgs bosons. The relevant decay channels are
H/A → τ+τ− and H± → τντ , tb. This places our three benchmark points well within
the covered region (MINI-1 and MINI-2) or at the border of the parameter space that can
be probed (MINI-3).

The energy of 100 TeV is big enough to produce SUSY particles in pairs. However,
the cross sections remain relatively small. Only for the MINI-1 scenario the squark pair
and squark-gluino (summed over all squarks) production cross sections can reach tens

1The analysis presented in [191] only reaches MA ≤ 2000 GeV, where an exclusion down to tanβ ∼ 30
is expected. An extrapolation to tanβ ∼ 50 reaches Higgs-boson mass scales of ∼ 2500 GeV.
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of fb. For MINI-2 and MINI-3 scenarios the cross sections are significantly smaller.
In these scenarios squarks decay preferentially into a quark+LSP (with BR ∼ 0.95),
gluino into t̃t̄ and b̃b̄ +h.c with BR ∼ 0.33 each.

The SUSY discovery reach at the FCC-hh with 3 ab−1 was evaluated in [194] for
a certain set of simplified models. In the following we will compare these simplified
model limits with our benchmark points to get an idea, which part of the spectrum
can be covered at the FCC-hh. A more detailed evaluation with the future limits im-
plemented into proper recasting tools would be necessary to obtain a firmer statement.
However, such a detailed analysis goes beyond the scope of our paper and we re-
strict ourselves to the simpler direct comparison of the simplified model limits with our
benchmark predictions.

scenarios MINI-1 MINI-2 MINI-3 scenarios MINI-1 MINI-2 MINI-3√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

χ̃0
1χ̃

0
1 0.04 0.02 ũiχ̃

−
1 , d̃iχ̃

+
1 + h.c. 1.00 0.35 0.03

χ̃0
1χ̃

0
3 0.02 0.01 ũiχ̃

−
2 , d̃iχ̃

+
2 + h.c. 0.07 0.02

χ̃0
2χ̃

0
2 0.06 0.02 q̃iχ̃

0
1, q̃
∗
i χ̃

0
1 0.38 0.14 0.02

χ̃0
2χ̃

0
3 0.03 0.01 q̃iχ̃

0
2, q̃
∗
i χ̃

0
2 0.51 0.17 0.02

χ̃0
2χ̃

0
4 0.02 0.01 ν̃iẽ

∗
j , ν̃
∗
i ẽj 0.06 0.02

χ̃0
3χ̃

0
4 0.05 0.02 Hbb̄ 84.04 30.10 0.17

χ̃0
2χ̃

+
1 2.20 0.98 0.18 Abb̄ 84.79 29.79 0.18

χ̃0
3χ̃

+
2 0.10 0.04 0.01 H+bt̄+H−tb̄ 33.24 12.76 0.1

χ̃0
4χ̃

+
2 0.10 0.04 0.01 H−bb̄ 0.04 0.02

g̃g̃ 7.76 2.02 0.11 Htt̄ 0.03 0.01
g̃χ̃0

1 0.28 0.11 0.01 Att̄ 0.02 0.01
g̃χ̃0

2 0.34 0.12 0.01 Htb 0.01
g̃χ̃+

1 0.70 0.27 0.03 HA 0.03 0.01
q̃iq̃j , q̃iq̃

∗
j 21.15 7.44 0.74 HH+ 0.06 0.02

χ̃+
1 χ̃
−
1 1.19 0.54 0.09 H+W− 6.50 2.96 0.03

χ̃+
1 χ̃
−
2 0.05 0.02 HW+ 0.02 0.01

χ̃+
2 χ̃
−
1 0.05 0.02 H+H− 0.04 0.01

χ̃+
2 χ̃
−
2 0.06 0.02 AH+ 0.06 0.02

ẽiẽ
∗
j 0.16 0.08 0.01 AW+ 0.02 0.01

q̃ig̃, q̃
∗
i g̃ 30.57 9.33 0.66 HZ 1.38 0.58 0.01

ν̃iν̃
∗
j 0.04 0.02 AZ 1.20 0.52 0.01

Table 6.3: Expected production cross sections (in fb) for SUSY particles in the MINI

scenarios. There are no channels with cross sections exceeding 0.01 fb at
√
s = 14 TeV.

Concerning the scalar tops, the mass predictions of MINI-1 and MINI-2 are well
within the anticipated reach of the FCC-hh, while MINI-3 predicts a too heavy stop
mass. On the other hand, even for MINI-1 and MINI-2 no 5σ discovery can be expected.
The situation looks more favorable for the first and second generation squarks. All

113



the predicted masses can be excluded at the FCC-hh, whereas a 5σ discovery will be
difficult, but potentially possible (see Fig. 19 in [194]). Even more favorable appear the
prospects for gluino searches at the FCC-hh. All three benchmark points may lead to a
5σ discovery (see Fig. 13 in [194]). On the other hand, chances for chargino/neutralino
searches are slim at the FCC-hh. The Next-to LSP (NLSP) can only be accessed for
mχ̃0

1

<∼ 1 TeV (see Fig. 21 in [194]), where all our benchmark points have mχ̃0
1
> 1 TeV.

Taking into account that our three benchmark points represent only the lower part of
the possible mass spectrum (with LSP masses of up to ∼ 1.5 TeV higher), we conclude
that even at the FCC-hh large parts of the possible SUSY spectrum will remain elusive.

No point fulfills the strict bound of Eq. (6.9), since the relic abundance turns out to
be too high, as it can be seen in Fig. 6.4. The model features a Bino-like neutralino,
which proves too heavy to give an acceptable relic density. It is . 5% Higgsino-like and
the Wino contribution is negligible. Thus, our model needs a mechanism that can re-
duce the CDM abundance in the early universe. This issue could be related to the prob-
lem of neutrino masses. These masses cannot be generated naturally in this particular
model, although a non-zero value for neutrino masses has been established [178].
However, the model could be, in principle, extended by introducing bilinear R-parity vi-
olating terms and introduce neutrino masses [195,196]. R-parity violation [197] would
remove the CDM bound of Eq. (6.9) completely. Other mechanisms, not involving R-
parity violation, that could be invoked if the amount of CDM appears to be too large,
concern the cosmology of the early universe. For example, “thermal inflation” [198]
or “late time entropy injection” [199] can bring the CDM density into agreement with
WMAP measurements.

Figure 6.4: The plot shows the CDM relic density of the Minimal N = 1 SU(5) model for

points with Higgs mass within its calculated uncertainty. Only the points with the lowest

relic density are displayed.
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6.4 The Finite N = 1 SU(5)

This section contains the full particle spectrum predicted in the Finite N = 1 SUSY
SU(5) model, as discussed in Sect. 5.2. The gauge symmetry breaks spontaneously
below the GUT scale, so conditions set by finiteness do not restrict the renormaliza-
tion properties at low energies. We are left with boundary conditions on the gauge and
Yukawa couplings (5.7), the h = −MC relation and the soft scalar-mass sum rule at
MGUT. Again, the uncertainty for the boundary conditions of the Yukawa couplings is
at 7%, which again is included in the spread of the points.

In Fig. 6.5, mb(MZ) and mt are shown as functions of the unified gaugino mass
M , where the green points satisfy the B-physics constraints with the same color cod-
ing as in Fig. 6.2. Here we omitted the additional theoretical uncertainty of ∼ 6 MeV.
The only phenomenologically viable option is to consider µ < 0, as is shown in ear-
lier work [200–202]. The experimental values are indicated by the horizontal lines
with the uncertainties at the 2σ and 3σ level. The value of the bottom mass is lower
than in past analyses, sending the allowed energy scale higher. Also the top-quark
mass turns out slightly lower than in previous analyses.

Figure 6.5: mb(MZ) (left) andmt (right) as a function ofM for the FiniteN = 1 SU(5), with

the color coding as in Fig. 6.2.

The light Higgs boson mass is given in Fig. 6.6 (left) as a function of the unified
gaugino mass. Like in the previous section, these predictions are subject to a the-
ory uncertainty [77] that is given in Fig. 6.6 (right). This point-by-point uncertainty
(calculated with FeynHiggs) drops significantly from the flat estimate of 2 and 3 GeV of
past analyses to the much improved 0.65−0.70 GeV. The B-physics constraints (green
points) and the smaller Higgs uncertainty drive the energy scale above∼ 4.5 TeV. Older
analyses, including in particular less refined evaluations of the light Higgs mass, are
given in Refs. [200–202]. It should be noted that, w.r.t. previous analyses the top-quark
mass turns out to be slightly lower. Consequently, higher scalar top masses have to
be reached in order to yield the Higgs-boson mass around its central value of Eq. (6.3),
resulting in a correspondingly heavier spectrum. Compared to our previous analy-
ses [200–205], the improved evaluation of Mh and its uncertainty, together with a lower
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prediction of the top-quark mass prefers a heavier Higgs and SUSY spectrum. In par-
ticular, very heavy coloured SUSY particles are favoured (nearly independent of the Mh

uncertainty), in agreement with the non-observation of those particles at the LHC [206].

Figure 6.6: Left: Mh as a function of M . Green points comply with B-physics con-

straints. Right: The lightest Higgs mass theoretical uncertainty calculated with

FeynHiggs 2.16.0 [77].

For the purpose of testing the discovery potential we choose three benchmarks,
each featuring the LSP above 2100 GeV, 2400 GeV and 2900 GeV respectively. Again,
they are chosen from the low-mass region. Although the LSP can be as heavy as
∼ 4000 GeV, but in such cases the production cross sections even at the FCC-hh
would be too small. The input and output of SPheno 4.0.4 [78, 79] can be found in
Tab. 6.4 and Tab. 6.5 (with the notation as in Sect. 5.1).

M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

FUTSU5-1 2124 3815 8804 4825 8542 7282 7710 2961 49.9 81122

FUTSU5-2 2501 4473 10198 5508 10482 8493 9023 3536 50.1 93872

FUTSU5-3 3000 5340 11996 6673 23612 10086 10562 4243 49.9 110302

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

FUTSU5-1 66342 38692 31202 76842 50532 76352 41772 30842 22412

FUTSU5-2 76692 45212 37472 88872 68652 88262 68932 36022 25512

FUTSU5-3 91162 53552 37452 104192 81702 103622 77082 43292 34032

Table 6.4: Finite N = 1 SU(5) predictions that are used as input to SPheno. Mass

parameters are in GeV and rounded to 1 GeV.

The expected production cross sections for various final states are listed in Table
6.6. At 14 TeV HL-LHC none of the Finite N = 1 SU(5) scenarios listed in Table
6.4 has a SUSY production cross section above 0.01 fb, and thus will (likely) remain
unobservable. All superpartners are too heavy to be produced in pairs. Also the heavy
Higgs bosons are far outside the reach of the HL-LHC [191].
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MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±
1

Mχ̃±
2

FUTSU5-1 5.688 5.688 5.688 8.966 2.103 3.917 4.829 4.832 3.917 4.833
FUTSU5-2 7.039 7.039 7.086 10.380 2.476 4.592 5.515 5.518 4.592 5.519
FUTSU5-3 16.382 16.382 16.401 12.210 2.972 5.484 6.688 6.691 5.484 6.691

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1

Mt̃2

FUTSU5-1 3.102 3.907 2.205 3.137 7.839 7.888 6.102 6.817 6.099 6.821
FUTSU5-2 3.623 4.566 2.517 3.768 9.059 9.119 7.113 7.877 7.032 7.881
FUTSU5-3 4.334 5.418 3.426 3.834 10.635 10.699 8.000 9.387 8.401 9.390

Table 6.5: Masses for each benchmark of the Finite N = 1 SU(5) (in TeV).

At the FCC-hh the discovery prospects for the heavy Higgs-boson spectrum is sig-
nificantly better. With tan β ∼ 50 the first two benchmark points, FUTSU5-1 and
FUTSU5-2, are well within the reach of the FCC-hh. The third point, FUTSU5-3, how-
ever, with MA ∼ 16 TeV will be far outside the reach of the FCC-hh. Prospects for
detecting production of squark pairs and squark-gluino pairs are also very dim since
their production cross section is also at the level of a few fb. This is as a result of a
heavy spectrum in this class of models (see [194] with the same Figures as discussed
in Sec. 5.1).

scenarios FUTSU5-1 FUTSU5-2 FUTSU5-3 scenarios FUTSU5-1 FUTSU5-2 FUTSU5-3√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

χ̃0
2χ̃

0
3 0.01 0.01 ν̃iν̃

∗
j 0.02 0.01 0.01

χ̃0
3χ̃

0
4 0.03 0.01 ũiχ̃

−
1 , d̃iχ̃

+
1 + h.c. 0.15 0.06 0.02

χ̃0
2χ̃

+
1 0.17 0.08 0.03 q̃iχ̃

0
1, q̃

∗
i χ̃

0
1 0.08 0.03 0.01

χ̃0
3χ̃

+
2 0.05 0.03 0.01 q̃iχ̃

0
2, q̃

∗
i χ̃

0
2 0.08 0.03 0.01

χ̃0
4χ̃

+
2 0.05 0.03 0.01 ν̃iẽ

∗
j , ν̃

∗
i ẽj 0.09 0.04 0.01

g̃g̃ 0.20 0.05 0.01 Hbb̄ 2.76 0.85
g̃χ̃0

1 0.03 0.01 Abb̄ 2.73 0.84
g̃χ̃0

2 0.03 0.01 H+bt̄+ h.c. 1.32 0.42
g̃χ̃+

1 0.07 0.03 0.01 H+W− 0.38 0.12
q̃iq̃j , q̃iq̃

∗
j 3.70 1.51 0.53 HZ 0.09 0.03

χ̃+
1 χ̃

−
1 0.10 0.05 0.02 AZ 0.09 0.03

χ̃+
2 χ̃

−
2 0.03 0.02 0.01

ẽiẽ
∗
j 0.23 0.13 0.05

q̃ig̃, q̃
∗
i g̃ 2.26 0.75 0.20

Table 6.6: Expected production cross sections (in fb) for SUSY particles in the FUTSU5

scenarios.

Concerning the stops, the lighter one might be accessible in FUTSU5-1. For the squarks
of the first two generations the prospects of testing the model are somewhat better. All
three benchmark models could possibly be excluded at the 2σ level, but no discovery
at the 5σ can be expected. The same holds for the gluino. Charginos and neutralinos
will remain unobservable due to the heavy LSP. As in the previous section, since only
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the lower part of the possible mass spectrum has been considered (with LSP masses
higher by up to ∼ 1 TeV), we have to conclude that again large parts of the possible
mass spectra will not be observable at the FCC-hh.

Concerning DM, the model exhibits a high relic abundance for CDM, as it can be
seen in Fig. 6.7. Again, the neutralino is strongly Bino-like, not allowing for a relic
density within experimental limits. The CDM alternatives proposed for the Minimal
SU(5) model can also be applied here. It should be noted that the bilinear R-parity
violating terms proposed in the previous section preserve finiteness, as well.

Figure 6.7: The plot shows the CDM relic density of the Finite N = 1 SU(5) model for

points with Higgs mass within its calculated uncertainty. Only the points with the lowest

relic density are displayed.

6.5 The Two-Loop Finite N = 1 SU(3)⊗ SU(3)⊗ SU(3)
The analysis of the two-loop finite N = 1 SUSY SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) model, as
described in the Sect. 5.3, is the focus of this section. Again, below MGUT we get the
MSSM. We further assume a unique SUSY breaking scale MSUSY and below that scale
the effective theory is just the SM. The boundary condition uncertainty is at 5% for the
Yukawa couplings and at 1% for the strong gauge coupling and the soft parameters.

We take into account two new thresholds for the masses of the new exotic parti-
cles at ∼ 1013 GeV and ∼ 1014 GeV. This results in a wider phenomenologically viable
parameter space [207]. Specifically, one of the down-like exotic particles decouples at
1014 GeV while the rest decouple at 1013 GeV.

We compare our predictions with the experimental value of mexp
t , while in the case

of the bottom quark we take again the value evaluated at MZ , see Eq. (6.1). We sin-
gle out the µ < 0 case as the most promising model. With the inclusion of thresh-
olds for the decoupling of the exotic particles, the parameter space allowed predicts
a top quark mass in agreement with experimental bounds (see Eq. (6.2)), which is an
important improvement from past versions of the model [27,208–210]. Looking for the
values of the parameter r (see Sect. 5.3) which comply with the experimental limits
(see Sect. 6.1) for mb(MZ) and mt, we find, as shown in Fig. 6.8, that both masses are
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Figure 6.8: Bottom and top quark masses for the Finite N = 1 SU(3) ⊗ SU(3) ⊗
SU(3) model, with µ < 0, as functions of r. The color coding is as in Fig. 6.2.

in the experimental range for the same value of r between 0.65 and 0.80. It is important
to note that the two masses are simultaneously within two sigmas of the experimental
bounds.

Figure 6.9: Left: Mh as a function ofM for the FiniteN = 1 SU(3)⊗SU(3)⊗SU(3). Right:

The Higgs mass theoretical uncertainty [77].

In Fig. 6.9 (left) the light Higgs boson mass is shown as a function of the unified
gaugino mass, while with the point-by-point calculated theoretical uncertainty drops
below 1 GeV [77] (Fig. 6.9 (right)). As in the previous models examined, the B-physics
constraints (green points in Fig. 6.9 (left) satisfy them) and the new, more restrictive
Higgs mass uncertainty exclude most of the low range of M , pushing the particle spec-
trum to higher values.

Again, we choose three benchmarks, each featuring the LSP above 1500 GeV, 2000 GeV
and 2400 GeV respectively (but the LSP can go as high as ∼ 4100 GeV, again with too
small cross sections). The input and output of SPheno 4.0.4 [78,79] can be found in
Tab. 6.7 and Tab. 6.8 respectively (with the notation as in Sect. 5.1).

It should be noted that in this model the scale of the heavy Higgs bosons does not
vary monotonously with mχ̃0

1
, as in the previously considered models. This can be un-
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M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

FSU33-1 1522 2758 6369 6138 10022 4520 4413 1645 46.2 55742

FSU33-2 2070 3722 8330 7129 10832 5841 5734 2357 45.5 72552

FSU33-3 2500 4484 10016 6790 9722 7205 7110 2674 49.7 8709

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

FSU33-1 47052 23822 37542 52342 55482 51972 70432 15582 30952

FSU33-2 72552 31362 41312 67492 72252 67452 85232 22382 33422

FSU33-3 90742 38312 54832 81522 72072 25582 86002 25072 40002

Table 6.7: Finite N = 1 SU(3)3
predictions that are used as input to SPheno. Mass

parameters are in GeV and rounded to 1 GeV.

derstood as follows. The Higgs bosons masses are determined by a combination of
the sum rule at the unification scale, and the requirement of successful electroweak
symmetry breaking at the low scale. Like in the finite scenario of the previous section,
there are no direct relations between the soft scalar masses and the unified gaugino
mass, but they are related through the corresponding sum rule and thus vary corre-
latedly, a fact that makes the dependence on the boundary values more restrictive.
Furthermore (and even more importantly), the fact that we took into account the two
thresholds at ∼ 1013 GeV and ∼ 1014 GeV (as mentioned above), allows the new parti-
cles, mainly the Higgsinos of the two other families (that were considered decoupled at
the unification scale in previous analyses) and the down-like exotic quarks (in a lower
degree), to affect the running of the (soft) RGEs in a non-negligible way. Thus, since at
low energies the heavy Higgs masses depend mainly on the values of m2

Hu
, m2

Hd
, |µ| and

tan β, they are substantially less connected to mχ̃0
1

than in the other models, leading to
a different exclusion potential, as will be discussed in the following.

MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±1
Mχ̃±2

FSU33-1 7.029 7.029 7.028 6.526 1.506 2.840 6.108 6.109 2.839 6.109
FSU33-2 6.484 6.484 6.431 8.561 2.041 3.817 7.092 7.093 3.817 7.093
FSU33-3 6.539 6.539 6.590 10.159 2.473 4.598 6.780 6.781 4.598 6.781

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1

Mt̃2

FSU33-1 2.416 2.415 1.578 2.414 5.375 5.411 4.913 5.375 4.912 5.411
FSU33-2 3.188 3.187 2.269 3.186 7.026 7.029 6.006 7.026 6.005 7.029
FSU33-3 3.883 3.882 2.540 3.882 8.334 8.397 7.227 8.334 7.214 7.409

Table 6.8: Masses for each benchmark of the Finite N = 1 SU(3)3
(in TeV).

Scenarios of Finite SU(3)3 are beyond the reach of the HL-LHC. Not only superpart-
ners are too heavy, but also heavy Higgs bosons with a mass scale of ∼ 7 TeV cannot
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be detected at the HL-LHC. At 100 TeV collider (see Tab. 6.9), on the other hand, all
three benchmark points are well within the reach of the H/A → τ+τ− as well as the
H± → τντ , tb searches [192, 193], despite the slightly smaller values of tan β ∼ 45.
This is particularly because of the different dependence of the heavy Higgs-boson mass
scale on mχ̃0

1
, as discussed above. However, we have checked that MA can go up to

to ∼ 11 TeV, and thus the heaviest part of the possible spectrum would escape the
heavy Higgs-boson searches at the FCC-hh.

Interesting are also the prospects for production of squark pairs and squark-gluino,
which can reach ∼ 20 fb for the FSU33-1 case, going down to a few fb for FSU33-2
and FSU33-3 scenarios. The lightest squarks decay almost exclusively to the third
generation quark and chargino/neutralino, while gluino enjoys many possible decay
channels to quark-squark pairs each one with branching fraction of the order of a
percent, with the biggest one ∼ 20% to tt̃1 + h.c..

We briefly discuss the SUSY discovery potential at the FCC-hh, referring again
to [194] with the same Figures as discussed in Sec. 5.1. Stops in FSU33-1 and FSU33-
2 can be tested at the FCC-hh, while the masses turn out to be too heavy in FSU33-3.
The situation is better for scalar quarks, where all three scenarios can be tested, but
will not allow for a 5σ discovery. Even more favorable are the prospects for gluino.
Possibly all three scenarios can be tested at the 5σ level. As in the previous scenario,
the charginos and neutralinos will not be accessible, due to the too heavy LSP. Keeping
in mind that only the lower part of possible mass spectrum is represented by the
three benchmarks (with the LSP up to ∼ 1.5 TeV heavier), we conclude that as before
large parts of the parameter space will not be testable at the FCC-hh. The only partial
exception here is the Higgs-boson sector, where only the the part with the highest
possible Higgs-boson mass spectra would escape the FCC-hh searches.

scenarios FSU33-1 FSU33-2 FSU33-3 scenarios FSU33-1 FSU33-2 FSU33-3√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

√
s 100 TeV 100 TeV 100 TeV

χ̃0
1χ̃

0
1 0.04 0.01 0.01 q̃ig̃, q̃

∗
i g̃ 22.12 3.71 1.05

χ̃0
2χ̃

0
2 0.04 0.01 ν̃iν̃

∗
j 0.10 0.03 0.01

χ̃0
2χ̃

+
1 0.58 0.16 0.07 ũiχ̃

−
1 , d̃iχ̃

+
1 + h.c. 1.22 0.25 0.08

χ̃0
3χ̃

+
2 0.02 0.01 0.01 q̃iχ̃

0
1, q̃

∗
i χ̃

0
1 0.55 0.13 0.05

χ̃0
4χ̃

+
2 0.02 0.01 0.01 q̃iχ̃

0
2, q̃

∗
i χ̃

0
2 0.60 0.13 0.04

g̃g̃ 2.61 0.30 0.07 ν̃iẽ
∗
j , ν̃

∗
i ẽj 0.36 0.12 0.04

g̃χ̃0
1 0.20 0.05 0.02 Hbb̄ 0.71 1.23 1.19

g̃χ̃0
2 0.20 0.04 0.01 Abb̄ 0.72 1.23 1.18

g̃χ̃+
1 0.42 0.09 0.03 H+bt̄+ h.c. 0.37 0.75 0.58

q̃iq̃j , q̃iq̃
∗
j 25.09 6.09 2.25 H+W− 0.10 0.25 0.19

χ̃+
1 χ̃

−
1 0.37 0.10 0.04 HZ 0.02 0.04 0.04

ẽiẽ
∗
j 0.39 0.12 0.06 AZ 0.02 0.04 0.04

Table 6.9: Expected production cross sections (in fb) for SUSY particles in the FSU33

scenarios.
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The only observable that fails to comply with the experimental bounds is the CDM relic
density (see Eq. (6.9)), as evident in Fig. 6.10. The lightest neutralino is the LSP and
considered as a CDM candidate, but its relic density does not go below 0.15, since it is
strongly Bino-like and would require a lower scale of the particle spectrum. It should
be noted that if the B-physics constraints allowed for a unified gaugino mass ∼ 0.5 TeV
lower, then agreement with the CDM bounds as well could be achieved.

Figure 6.10: The plot shows the CDM relic density of the two-loop Finite N = 1 SU(3)⊗
SU(3)⊗SU(3) model model for points with Higgs mass within its calculated uncertainty.

6.6 The Reduced MSSM

The last analysis is the one for the reduced version of the MSSM. The relations among
reduced parameters in terms of the fundamental ones derived in Sect. 5.4 have an RGI
part and a part that originates from the corrections, and thus scale dependent. In the
present analysis we choose the unification scale to apply the corrections to all these
RGI relations. As noted earlier, the Hisano-Shiftman relation sets a hierarchy among
the gaugino masses, rendering Wino the lightest of them. As such, we have a Wino-like
lightest neutralino.

In the dimensionless sector of the theory, since Yτ is not reduced in favour of the
fundamental parameter α3, the tau lepton mass is an input parameter and, conse-
quently, ρτ is an independent parameter, too. At low energies we fix ρτ and tan β using
the mass of the tau lepton mτ (MZ) = 1.7462 GeV. Then, we determine the top and
bottom masses using the value found for tan β together with Gt,b, as obtained from
the REs and their corrections.

Correspondingly, concerning the dimensionful sector, hτ cannot be expressed in
terms of the unified gaugino mass scale, leaving ρhτ a free parameter. µ is a free
parameter as well, as it cannot be reduced in favour of M3 as discussed above. On
the other hand, m2

3 could be reduced, but here we choose to leave it free. However,
µ and m2

3 are restricted from the requirement of EWSB, and only µ is taken as an
independent parameter. Finally, the other parameter in the Higgs-boson sector, the
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Figure 6.11: The left (right) plot shows the bottom (top) quark mass for the Reduced MSSM,

with the color coding as in Fig. 6.2.

CP-odd Higgs-boson massMA is evaluated from µ, as well as fromm2
Hu

andm2
Hd

, which
are obtained from the REs. In total, we vary the parameters ρτ , ρhτ , M and µ.

As it has been already mentioned, the variation of ρτ gives the running bottom quark
mass at the Z boson mass scale and the top pole mass, where points not within 2σ of
the experimental data are neglected, as it is shown in Fig. 6.11. The experimental values
(see Sect. 6.1) are denoted by the horizontal lines with the uncertainties at the 2σ level.
The green dots satisfy the flavour constraints. One can see that the scan yields many
parameter points that are in very good agreement with the experimental data and give
restrictions in the allowed range of M (the common gaugino mass at the unification
scale).

Figure 6.12: Left: The lightest Higgs boson mass, Mh in the Reduced MSSM. The green

points is the full model prediction. Right: the lightest Higgs mass theoretical uncertainty

[77].

The prediction for Mh is shown in Fig. 6.12 (left). Once again, one should keep in
mind that the theory uncertainty given in Fig. 6.12 (right) has dropped below 1 GeV [77].
The Higgs mass predicted by the model is in the range measured at the LHC, favoring
this time relatively small values of M . This in turn sets a limit on the low-energy
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SUSY masses, rendering the Reduced MSSM highly predictive and testable.
TheMh limits set a limit on the low-energy supersymmetric masses, which we briefly

discuss. The three selected benchmarks correspond to DR pseudoscalar Higgs boson
masses above 1900 GeV, 1950 GeV and 2000 GeV respectively. The input of SPheno
4.0.4 [78,79] can be found in Tab. 6.10 (notation as in Sect. 5.1).

M1 M2 M3 |µ| b Au Ad Ae tanβ m2
Q1,2

RMSSM-1 3711 1014 7109 4897 2842 5274 5750 20 44.9 59852

RMSSM-2 3792 1035 7249 4983 2942 5381 5871 557 44.6 61032

RMSSM-3 3829 1045 7313 5012 2982 5427 5942 420 45.3 61612

m2
Q3

m2
L1,2

m2
L3

m2
u1,2

m2
u3

m2
d1,2

m2
d3

m2
e1,2

m2
e3

RMSSM-1 55452 21062 20692 62772 53862 59892 51142 30512 44912

RMSSM-2 56562 21222 22902 63852 54762 61102 52192 31532 41812

RMSSM-3 57082 21062 22792 64272 55062 61722 52692 32292 35042

Table 6.10: Reduced MSSM predictions that are used as input to SPheno Mass param-

eters are in GeV and rounded to 1 GeV.

Concerning the DM predictions, it should be noted that the Hisano-Shiftman rela-
tion imposes a Wino-like LSP, which unfortunately lowers the CDM relic density below
the boundaries of Eq. (6.9). This can be seen in Fig. 6.13. This could render the model
viable if Eq. (6.9) is applied only as an upper limit and additional sources of CDM are
allowed. This is in contrast to the other three models discussed previously.

Figure 6.13: The plot shows the CDM relic density of the Reduced MSSM for points with

Higgs mass within its calculated uncertainty. All points are below the experimental limits.

Table 6.11 shows the resulting masses of Higgs bosons and some of the lightest
SUSY particles. In particular, we find MA

<∼ 1.5 TeV (for large values of tan β as in
the other models), values substantially lower than in the previously considered models.
This can be understood as follows.
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MH MA MH± Mg̃ Mχ̃0
1

Mχ̃0
2

Mχ̃0
3

Mχ̃0
4

Mχ̃±1
Mχ̃±2

RMSSM-1 1.393 1.393 1.387 7.253 1.075 3.662 4.889 4.891 1.075 4.890
RMSSM-2 1.417 1.417 1.414 7.394 1.098 3.741 4.975 4.976 1.098 4.976
RMSSM-3 1.491 1.491 1.492 7.459 1.109 3.776 5.003 5.004 1.108 5.004

Mẽ1,2 Mν̃1,2 Mτ̃ Mν̃τ Md̃1,2
Mũ1,2 Mb̃1

Mb̃2
Mt̃1

Mt̃2

RMSSM-1 2.124 2.123 2.078 2.079 6.189 6.202 5.307 5.715 5.509 5.731
RMSSM-2 2.297 2.139 2.140 2.139 6.314 6.324 5.414 5.828 5.602 5.842
RMSSM-3 2.280 2.123 2.125 2.123 6.376 6.382 5.465 5.881 5.635 5.894

Table 6.11: Masses for each benchmark of the Reduced MSSM (in TeV).

In this model, we have direct relations between the soft scalar masses and the uni-
fied gaugino mass, which receive corrections from the two gauge couplings g1 and g2

and the Yukawa coupling of the τ lepton. As mentioned above, in the absence of these
corrections the relations obey the soft scalar mass sum rule. However, unlike all
the previous models, these corrections make the sum rule only approximate. Thus,
these unique boundary conditions result in very low values for the masses of the heavy
Higgs bosons (even compared to the minimal SU(5) case presented above, which also
exhibits direct relations which however obey the sum rule). A relatively light spectrum
is also favored by the prediction for the light CP-even Higgs boson mass, which turns
out to be relatively high in this model and does not allow us to consider heavier spec-
tra. Thus, in this model, contrary to the models analyzed before, because of the large
tan β ∼ 45 found here, the physical mass of the pseudoscalar Higgs boson, MA, is ex-
cluded by the searchesH/A→ ττ at ATLAS with 139/fb [169] for all three benchmarks.
One could try considering a heavier spectrum, in which we would haveMA & 1900 GeV,
but in that case the light Higgs mass would be well above its acceptable region. Partic-
ularly, it would be above 128 GeV, a value that is clearly excluded, especially given the
improved (much smaller) uncertainty calculated by the new FeynHiggs code). Thus,
the current version of this model has been ruled out experimentally. Consequently, we
do not show any SUSY or Higgs production cross sections.
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Part II

Trinification from Coset Space
Dimensional Reduction
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Chapter 7

The Coset Space Dimensional
Reduction

Consider a unified theory that is built on a spacetime in higher than four dimen-
sions. Such a higher-dimensional theory can lead to a four-dimensional theory through
the dimensional reduction procedure. The very first approach of such reduction of a
unified higher-dimensional theory to a four-dimensional one was made by Kaluza and
Klein [211, 212]. The main idea was to begin by considering a pure five-dimensional
gravitational theory and perform a dimensional reduction which would lead to a four-
dimensional theory, specifically a theory of electromagnetism coupled to gravity. More-
over, an appealing aspect of the whole dimensional reduction scheme is that the exten-
sion of the spacetime naturally leads to non-Abelian group structures [213–215] (for
reviews see [216–218]).

The initial spacetime in high dimensions, MD, can be considered as MD = M4×B,
whereB is a Riemannian manifold which is compact and its isometries are described by
a group S. If a dimensional reduction is applied on the higher-dimensional the-
ory, the resulting theory would be a four-dimensional one describing gravity and a
Yang-Mills theory. The non-Abelian gauge group of the Yang-Mills part of the four-
dimensional theory would include the isometry group of B, that is S, accompanied by
scalar fields. Besides the main and most important aspect of the above scheme, namely
the unification of the gravitational interaction with others that are described by gauge
theories in a geometric way, it is also very welcome that the above scheme sheds light
on the fact that some interactions admit a description of a gauge theory.

On the other hand, there are also some unwelcome features that emerge after
performing the above dimensional reduction. First, expressing the higher-dimensional
space MD as a product does not allow for a classical ground state. Although the Ricci
tensor of a space like the one considered, B, is non-vanishing, the field equations of
the initial, pure D-dimensional gravitational theory yield that the Ricci tensor is equal
to zero. Thus, it is deduced that the extra dimensions cannot be interpreted in a
physical way. Additionally, another serious drawback in the attempt to result in real-
istic four-dimensional models is that performing a dimensional reduction of a higher-
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dimensional theory in which fermions are accommodated does not allow to end up with
chiral fermions in the resulting four-dimensional theory [219]. Nevertheless, it is pos-
sible to overcome the above problems by choosing an appropriate spectrum of particles
in the higher-dimensional theory, specifically involving Yang-Mills fields [39,220].

Putting aside gravitational phenomena in the low-energy regime implies the con-
sideration of the initial higher-dimensional theory to be purely Yang-Mills (Y-M). Per-
forming a dimensional reduction could lead to a (probably unified) four-dimensional
Yang-Mills theory accompanied by a Higgs sector. A naive way way to perform such a
reduction on a Y-M theory defined onMD = M4×B is to impose the condition that every
particle of the spectrum depends only on theM4 spacetime coordinates. Therefore, con-
sidering every particle independent of the extra coordinates implies that the Lagrangian
density would also not depend on them. A less crude approach is to consider that the
part of the space related to the extra dimensions is described by a coset space B = S/R.
The elegance of this approach lies in the fact that one does not have to impose any inde-
pendence of the fields on the extra dimensions. More specifically, the fields are allowed
to depend on the coordinates of the extra dimensions in such a way that an application
of an S-transformation would transform the Lagrangian by some quantity that would
be cancelled by a simple gauge transformation. In other words, the Lagrangian ends
up to be independent of the extra (coset) coordinates because of its gauge invariance,
which is a built-in property, and not because of an arbitrary demand. This is the most
fundamental argument that renders the Coset Space Dimensional Reduction (CSDR) a
very appealing scheme for the treatment of higher-dimensional theories and the con-
struction of promising four-dimensional theories [34–36].

7.1 Coset Space Geometry

Before we proceed to the description of the CSDR scheme, it is useful to recall some
basic information about the geometry of coset spaces. This section includes the pre-
requisite geometrical aspects of coset spaces needed in order to understand the CSDR
scheme. For an extended (and more complete) discussion of the geometry of coset
spaces see [35,221].

In the CSDR scheme one starts by considering a Yang-Mills-Dirac (YMD) action
with a gauge group G. The action is defined on a spacetime of D dimensions, MD and
its metric is gMN . The spacetime MD gets compactified to the spacetime M4 × S/R,
with S/R a coset space. The metric of the compactified space has the following block
diagonal form:

gMN =

[
ηµν 0
0 −gab

]
, (7.1)

where ηµν = diag(1,−1,−1,−1) and gab is the metric of the coset space. The above
compactification of the initial spacetime points to further exploration of the geometry of
coset spaces S/R, where S is a compact Lie group and R is compact Lie subgroup of S.
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It is useful to divide the set of the generators of the group S, QA, into two subsets,
one including the generators of R, Qi (i = 1, . . . ,dimR) and another including the
generators of S/R, Qa, where a = dimR+1 . . . ,dimS, with dim(S/R) = dimS−dimR =
d. Therefore, their commutation relations can be written in the following form:

[Qi, Qj] = f k
ij Qk ,

[Qi, Qa] = f b
ia Qb ,

[Qa, Qb] = f i
ab Qi + f c

ab Qc . (7.2)

The second commutation relation demonstrates the fact that the coset space S/R is
reductive (since R is compact) and, in general, non-symmetric1.

Now, let us denote the coordinates of the compactified space M4 × S/R as zM =
(xm, yα), where α is a curved index of the coset space and y is a parametrization of an
element of S, which is actually a coset representative, L(y). Latin indices a, b, . . . will
denote the coordinates of the tangent space. The vielbein and the R-connection are
defined by the Maurer-Cartan form which takes its values in the Lie algebra of S :

L−1(y)dL(y) = eAαQAdy
α . (7.3)

At the origin it holds that y = 0, e a
α = δ a

α and e i
α = 0. In general, a connection form θab

on S/R consists of both curvature and torsion. In the case that the torsion vanishes,
the calculation of the torsionless part ωab takes place by setting the torsion form, T a, to
zero:

T a = dea + ωab ∧ eb = 0 , (7.4)

while using the Maurer-Cartan equation

dea =
1

2
fabce

b ∧ ec + fabie
b ∧ ei , (7.5)

one obtains the following expression for the connection

ωab = −faibei −
1

2
fabce

c − 1

2
Ka

bce
c , (7.6)

whereKa
bc is symmetric under the exchange of the lower indices b, c, thusKa

bce
c∧eb = 0.

The expression of the Ka
bc can be obtained by taking into consideration that ωab is

antisymmetric, that is ωabg
cb = −ωbcgca:

Ka
bc = gad(gbef

e
dc + gcef

e
db ) . (7.7)

In turn, replacing the above expression for Ka
bc in the expression for ωab, (7.6), one

obtains the following form of the connection:

ωab = −faibei −Da
bce

c, (7.8)
1In case f c

ab = 0 in Eq. (7.2), the coset space is called symmetric.
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where
Da

bc =
1

2
gad[f e

db gec + f e
cb gde − f e

cd gbe] . (7.9)

According to [35], the D’s can be related to the structure constants by a rescaling:

Da
bc = (λaλb/λc)fabc ,

where the λ’s depend only on the radii of the coset. It should be noted that, in general,
the rescaling factors affect the antisymmetry properties of the structure constants.
Also, in the case that the radii are equal, it holds:

Da
bc =

1

2
fabc . (7.10)

Moreover, the connection form ωab is S-invariant, meaning that a parallel transport
commutes with the S action [221]. Consequently, the most general expression of an
S-invariant connection on S/R is:

ωab = fa ibe
i + Ja cbe

c , (7.11)

with J being a tensor that is R-invariant, namely:

δJ a
cb = −f d

ic J
a

db + f a
id J

d
cb − f d

ib J
a

cd = 0.

It can be easily shown -using the Jacobi identity- that the D tensor, given in Eq. (7.9),
satisfies the above condition.
Then, for the case of non-vanishing torsion the expression is:

T a = dea + Ωa
b ∧ eb , (7.12)

where the connection Ωa
b is expressed as a decomposition of two parts:

Ωa
b = ωab + τab .

The first is the connection of the torsionless case mentioned above and the second is
given by:

τab = −1

2
Σa

bce
c, (7.13)

where Σa
bc is the contorsion, expressed as

Σa
bc = T abc + T a

bc − T a
cb (7.14)

in terms of the torsion components T abc. Therefore, putting all the expressions of the
connections together, the general connection form θab is written as:

Ωa
b = −faibei −

(
Da

bc +
1

2
Σa

bc

)
ec = −faibei −Ga

bce
c . (7.15)
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In the case of equal radii, it is possible to express T abc as T abc = ηfabc, where η is a
parameter [43, 44, 222–224]. A natural generalization of the expression of T abc in the
case of unequal radii would be T abc = 2τDa

bc, where τ is another parameter. The latter
was obtained after taking into consideration and generalizing the expression of Da

bc

for equal radii, Eq. (7.10). However, generalizing the case of equal radii to the relation
T abc = 2τDa

bc for different radii turns out to be insufficient, as the Da
bc fail to have the

appropriate symmetry properties. In order to ameliorate this drawback, the Σ is defined
as a combination of Da

bc in such a way that it is rendered completely antisymmetric
and, at the same time, S-invariant:

Σabc ≡ 2τ(Dabc +Dbca −Dcba) . (7.16)

Furthermore, the curvature two-form is given by the following expression [35], [223,
224]:

Ra
b =

[
−1

2
f a
ib f

i
de −

1

2
G a
cb f

c
de +

1

2
(G a

dc G
c

eb −G a
ec G

c
db )

]
ed ∧ ee, (7.17)

while the Ricci tensor, Rab = Rd
adb, is obtained as:

Rab = G c
ba G

d
dc −G d

bc G
c

da −G d
ca f

c
db − f d

ia f
i

db . (7.18)

If we choose τ to vanish, then the corresponding connection is called Riemannian

connection, Ω a
R b. Another special case worth mentioning is the canonical connection,

which is obtained by adjusting both the radii and τ in such a way that the connection
form is Ω a

C b = −fabiei, that is an R-gauge field [43,44]. Also, the adjustments of the
parameters are such that satisfy Gabc = 0. In the case of SU(3)/(U(1) × U(1)) with
metric gab = diag(a, a, b, b, c, c), one needs to set a = b = c and therefore consider that
τ = −1

3
. Similar adjustments can cause the Ricci tensor [43, 44] to vanish, with the

corresponding connection called Ricci flattening connection.

7.2 Main Features and Constraints of CSDR

We continue with the description of the main aspects of the CSDR that will be necessary
in the next sections. Consider a Y-M theory in D dimensions with gauge group by G.
The action will be:

S =

∫
d4xddy

√
−g
[
−1

4
Tr(FMNFKΛ)gMKgNΛ +

i

2
ψ̄ΓMDMψ

]
, (7.19)

in which it is evident from the last term that fermionic fields have been introduced in
the theory. the metric tensor of the D-dimensional spacetime is denoted gMN

2 and DM

is the covariant derivative expressed as

DM = ∂M − θM − igAM , where θM =
1

2
θMNΛΣNΛ (7.20)

2Upper case latin middle-alphabet letters refer to the D-dimensional spacetime.
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is the spin connection of the spacetime. Furthermore, ψ is a spinor representing the
fermionic fields of the theory, which can be assigned into an arbitrary representa-
tion F of G. Nevertheless, in a supersymmetric version of the theory, the fermions
should be accommodated in the adjoint representation along with AM , which is the
gauge field related to G, forming a vector supermultiplet. Subsequently, FMN is the
field strength tensor of AM :

FMN = ∂MAN − ∂NAM − ig[AM , AN ] . (7.21)

Now, let the Killing vectors of S/R be denoted as ξαA, where A = 1, . . . ,dimS and
α = dimR + 1, . . . ,dimS. Let us also consider a gauge transformation, WA, which is
related to the Killing vector ξA. The condition that all kinds of fields (scalars φ, spinors ψ
and vectors Aα) that live on the coset space are symmetric is translated to the following
constraints:

δAφ = ξ α
A ∂αφ = D(WA)φ, (7.22)

δAAα = ξ β
A ∂βAα + ∂αξ

β
A Aβ = ∂αWA − [WA, Aα], (7.23)

δAψ = ξ α
A ∂αψ −

1

2
GAbcΣ

bcψ = D(WA)ψ . (7.24)

In the above, D(WA) is the gauge transformation WA in the appropriate representation
of the group according to the representation in which the various fields are assigned.
The transformation WA, no matter the representation, depends only on the coordinates
of the coset space. The above equations of the constraints (7.22)-(7.24) are particu-
larly important, since their solutions determine both the gauge group and the spec-
trum of the reduced, four-dimensional theory3 [34, 35]. Let us now work through
the above constraints in some detail. First, the gauge field AM defined on the D-
dimensional spacetime can be written explicitly in the split form AM = (Aµ, Aα), since
MD = M4×S/R. Under an S-transformation the four-dimensional part Aµ follows the
transformation rule of a scalar field, which is obviously accommodated in the adjoint
representation of the initial gauge group, G. The first constraint, (7.22), leads to two
enlightening results:

• The gauge group of the four-dimensional theory is H = CG(RG), that is the
centralizer of R in G.

• The first part of the (Aµ, Aα) is identified as the four-dimensional gauge field Aµ
and does not depend on the coordinates of the coset space. Regarding the second
component of the initial gauge field, Aα, it is identified as a set of scalar fields in
the four-dimensional theory, assuming the role of intertwining operators among
the representations of R in G and in S. The latter is obtained by solving the
second constraint, (7.23). The following decomposition of the initial gauge group

3After the reduction the fields are no longer considered constrained.
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G, along with the decomposition of S under its subgroup R, give insight on the
representation of the produced scalars in the four-dimensional theory:

G ⊃ RG ×H , adjG = (adjR, 1) + (1, adjH) +
∑

(ri, hi) , (7.25)

S ⊃ R , adjS = adjR +
∑

si . (7.26)

Given that the irreducible representations ri and si of R are identical, the repre-
sentation hi ofH accounts for a scalar multiplet. Any scalars that are not included
in hi vanish.

In turn, the third constraint in (7.24) is related to the spinorial part and its form and
properties in the four-dimensional theory. The line of reasoning is similar to the one
described above about the scalars [35,38,39,225–228]. By solving the third constraint
it becomes apparent that the four-dimensional spinors, ψ, depend exclusively on the
coordinates of the four-dimensional part. In addition, similarly to the scalar fields, ψ
relates the induced representations of R between SO(d) and G as an intertwining op-
erator. The representation of the four-dimensional gauge groupH in which fermions
are assigned, denoted by fi, is determined by the decomposition rule of the representa-
tion F of G, that is the fermionic representation in the higher-dimensional theory, with
respect to RG ×H and the spinorial representation of SO(d) under R:

G ⊃ RG ×H , F =
∑

(ri, fi), (7.27)

SO(d) ⊃ R , σd =
∑

σj . (7.28)

Similarly to the scalar case examined above, the ri and σi representations are effectively
the same and for each pair of those an fi multiplet of four-dimensional spinors exists.

At this point a few comments on the nature of the fermions before and after the
dimensional reduction are in order. If the fermions introduced in the theory in higher
dimensions are considered to be Dirac-type, then the surviving ones in the four-
dimensional theory will not be chiral, which is surely a most unwelcome feature. How-
ever, considering the higher-dimensional theory defined on an even-dimensional space-
time and imposing the Weyl condition, the fermions of the resulting four-dimensional the-
ory will have the property of chirality. In particular, fermions that are assigned to the
adjoint representation of a gauge group of a higher-dimensional theory defined on
a spacetime of D = 2n + 2 dimensions and also obey the Weyl constraint, eventually
result to two sets of chiral fermions in the four-dimensional theory with the quantum
numbers being identical for the components of the two sets. If the condition imposed
on the fermions of the higher-dimensional theory is extended to include the Majorana
condition, then the doubling of the fermionic spectrum does not appear in the four-
dimensional theory. Imposing both the Weyl and the Majorana conditions is possible
when the dimensions of the initial theory are D = 4n+ 2.
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7.3 The action of the reduced four-dimensional theory

Let us now focus on the action of the four-dimensional theory, obtained after the di-
mensional reduction. First, consider that the higher-dimensional spacetime, MD, is
compactified as M4×S/R, where S/R is a compact coset space. This kind of compact-
ification induces the following modification on the form of the metric:

gMN =

(
ηµν 0
0 −gab

)
, (7.29)

where the upper left block is the (mainly negative) four-dimensional Minkowski metric,
while the lower right is the coset space metric tensor. Introducing the above metric
in the Y-M action of the higher-dimensional theory given in Eq. (7.19) and taking into
account the constraints (7.22)-(7.24), the reduced action of the four-dimensional theory
is:

S = C

∫
d4x tr

[
−1

8
FµνF

µν − 1

4
(Dµφa)(D

µφa)

]
+ V (φ) +

i

2
ψ̄ΓµDµψ −

i

2
ψ̄ΓaDaψ ,

(7.30)

in which:

• C denotes the coset space volume

• Dµ = ∂µ − igAµ is the covariant derivative in four dimensions

• Da = ∂a− θa− igφa is the covariant derivative of the coset space, θa = 1
2
θabcΣ

bc its
connection and φa ≡ Aa

• V (φ) is the four-dimensional scalar potential which can be explicitly written as:

V (φ) = −1

8
gacgbdTr(f C

ab φC − ig[φa, φb])(f
D

cd φD − ig[φc, φd]) , (7.31)

in whichA = 1, ..., dimS and f C
ab , f

D
cd are the structure constants of the algebra of

S, which is the group of isometries of the coset.

Furthermore, the constraints (7.22) - (7.24) imply that for the scalars φa we have:

f D
ai φD − ig[φa, φi] = 0 , (7.32)

in which φi denote the generators of the subgroup RG. The scalar fields that survive the
dimensional reduction are identified as the Higgs sector of the four-dimensional theory.
The vacuum of the theory is obtained by the minimization of the scalar potential V (φ)
written down in (7.31) and eventually the corresponding gauge symmetry is obtained
[229–236]. In general, the procedure above is not straightforward and is indeed difficult
to carry out. Nevertheless, in the very special case in which the isometry group of
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the coset space, S, has an isomorphic image (denoted as SG) into G, then the four-
dimensional gauge group H breaks spontaneously in a subgroup of H, denoted K. The
subgroupK is obtained by the centralizer of the isomorphic image of S inG in the gauge
groupG of the higher-dimensional theory [35,229–236]. The latter gets well-understood
by the following scheme:

G ⊃SG ×K
∪ ∩

G ⊃RG ×H . (7.33)

In case of a symmetric coset space (this means f c
ab = 0) the four-dimensional scalar po-

tential always takes a form which allows the spontaneous symmetry breaking [35].
Although an unwelcome feature of the application of the above theorem is that the
fermions of the four-dimensional theory appear to become supermassive [237] (sim-
ilarly to the Kaluza-Klein case), there is an exceptional case in which fermions are
prevented form acquiring superheavy masses.

Examining the fermionic part of the effective four-dimensional action, one has to
focus on the last two terms of (7.30). The first term is identified as the fermionic
kinetic term, while the second is related to Yukawa interactions. Since the fermions of
the higher-dimensional theory are considered to be satisfying the Weyl and Majorana
conditions, then they it is possible to assign them in a real representation of the initial
gauge group. In particular, the last term (Yukawa term) of the Lagrangian of Eq. (7.30)
can be expressed as:

LY = − i
2
ψ̄Γa(∂a −

1

2
fibce

i
Γe

Γ
aΣbc − 1

2
GabcΣ

bc − φa)ψ =
i

2
ψ̄Γa∇aψ + ψ̄V ψ , (7.34)

in which it is implied that

∇a = −∂a +
1

2
fibce

i
Γe

Γ
aΣbc + φa, (7.35)

V =
i

4
ΓaGabcΣ

bc, (7.36)

making use of the complete connection, that is the one including torsion [223,224]. As
mentioned in Sect. 7.2, the third constraint Eq. (7.24) implies that they do not depend
on the coordinates of the coset space. Moreover, due to the invariance of the Lagrangian
under S-transformations, it is equivalent to work with the Lagrangian in the special
case in which y = 0 and e i

Γ . Under these conditions, (7.35) is reduced to the following
form:

∇a = φa (7.37)

The fermionic fields are independent of the coset space coordinates (i.e. ∂aψ = 0)
since they are symmetric fields, satisfying the constraint equation Eq. (7.24). Further-
more, we can consider the Lagrangian at the point y = 0 due to its invariance under S-
tranformations and eiΓ = 0 at that point. Therefore, Eq. (7.35) becomes just ∇a = φa
and the term i

2
ψ̄Γa∇aψ of Eq. (7.34) is identified exactly as a Yukawa term.
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Further examining the last term of Eq. (7.34), one can easily show that V and the
six-dimensional operator of helicity are anticommutative [35], while, on the other hand,
V and Ti = −1

2
fibcΣ

bc4 are commutative quantities. Taking into consideration Schur’s
lemma, it is deduced that the surviving terms of V are those that are present in the
decomposition of 4 and 4̄ irreducible representations of SO(6), namely the singlets.
Due to their geometric origin the singlets will obtain masses in a very large scale, a
fact that most likely leads to problematic phenomenology. In particular, the gauginos
that appear in the four-dimensional theory after the application of the CSDR theme
on a supersymmetric higher-dimensional theory will obtain masses at the order of the
compactification scale. However, such an outcome is prevented by the inclusion of the
torsion. This will be tha case considered in the following construction.

7.4 CSDR and the Einstein-Yang-Mills Theory

Finally, consider the case of the Einstein-Yang-Mills (EYM) theory in 4+d dimensions, in
which a cosmological constant is present. Such a system is described by the following
Lagrangian density:

L = − 1

16πG

√
−gRD − 1

4e2

√
−gF a

MNF
aMN −

√
−gΛ . (7.38)

The corresponding equations of motion are obtained:

RMN −
1

2
RgMN = −8πGTMN ,

DMF
MN = 0 . (7.39)

in which the energy-momentum tensor, TMN , of Eq. (7.39), has been identified as:

TMN =
1

e2
F a
MPF

a P
N − gMN

(
1

e2
F a
PSF

aPS + Λ

)
. (7.40)

At first, Cremmer and Scherk suggested that the above theoretical system admits a
spontaneous compactification, in other words, they observed that there exist solutions
if the EYM equations that correspond to manifolds of the form M4 × B. Regarding the
cosmological constant included in the 4 + d-dimensional theory, it ceases to appear in
the four-dimensional theory since its role is restricted on counterbalancing the vacuum
energy of the gauge fields. In the specific case in which the higher-dimensional theory
is defined on a spacetime of the M4 × S/R form, meaning that the extra dimensions
are described by a coset space, the corresponding metric is of the following form:

gMN(x, y) =

(
gµν(x

µ) 0
0 gmn(yα)

)
, (7.41)

4The Ti generators close the R-subalgebra of SO(6).
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where the coordinate xM of the higher-dimensional spacetime has been considered as
a decomposition on the coordinates xµ of the four-dimensional Minkowski spacetime
and the extra-dimensional coset space ones, yα, namely xM = (xµ, yα). In general,
the gauge symmetry of the emerging four-dimensional theory is at least S ×H, where
H = CG(R).

Nevertheless, the gauge group of the four-dimensional theory cannot include the
whole isometry of the coset space [238], [239]. Also, particularly for non-symmetric
coset spaces, the modification -due to the extra scalar fields- on the potential of the four-
dimensional theory is already known [239].

Let us consider a theory that is defined on a higher-dimensional spacetime and
compactification leads to a spacetime in which the extra dimensions form a coset man-
ifold, S/R. In such a case, by making use of S-symmetric gauge fields it is possible to
result with exact solutions of the field equations. Due to the product structure of the
spacetime MD = M4× S/R the expression of the curvature tensor, RD

MN , comprises of
Rµν and Rαβ (the four-dimensional and the coset space curvature tensors respectively)
and is thus expressed as RD = R4 + Rd (up to some index regulation through viel-
beins). Making the assumptions that the four-dimensional part of the gauge fields is
independent of the coordinates of the coset space, i.e. AM = (Aµ(x), Aα(x, y)) and that
the coset space component of the gauge field, Aα(x, y), is symmetric, namely:

Aα(x, y) = eAα (y)φA(x) , (7.42)

in whichA is an S-algebra index and the generalized vielbein is written as eAα → (eaα, e
i
α),

the expression of the mixed component of the field strength tensor is found to be:

Fµα = e A
α DµφA , (7.43)

from which, evidently, the kinetic term of φA will emerge. Moreover, the corresponding
component related to the coset space will be:

F̃αβ = eAαe
B
β (f C

AB φC − [φA, φB]) = eAαe
B
β FAB , (7.44)

an expression that will be associated to the potential. As mentioned above, in the case
of interest the field equations can be obtained. Their explicit form is:

e(y)Dµ(
√
−gF µν) +

√
−g(x)Dα(e(y)Fαν) = 0 (7.45)

e(y)Dµ(
√
−gF µβ) +

√
−g(x)Dα(e(y)Cαβ) = 0 , (7.46)

in which e(y) is the determinant of the veilbeins of the coset space. Now, replacing
Eqs. (7.43) and (7.44) into Eq. (7.46), it is found that:

e(y)Dµ(
√
−gF µν) +

√
−g(x){∂α(e(y)eαA)DνφA + e(y)eAαe

B
β g

αβ[φA, D
µφB]} = 0 . (7.47)

Demanding that the Y-M equations in the vacuum:

Dµ(
√
−gF µν) = 0 (7.48)
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are in effect and also that φA have constant classical values, it follows that:

[Aµ, φA] = 0 . (7.49)

Moreover, Eq. (7.44) leads to the following requirements:

Fib = f c
ib φc − [φi, φb] = 0,

Fij = f k
ij φk − [φi, φj] = 0,

1

2
f c
ab F

ab − [φa, F
ac] = 0 . (7.50)

The obtained solutions above, Eq. (7.50), lead to the conclusion that consistency of
the solutions of Eq. (7.46) and the CSDR constraints is achieved. Next, let us turn to
the Einstein equations of the D-dimensional spacetime after the compactification takes
place. Making use of Eqs. (7.48), (7.49) and (7.50) the equations become:

Rµν −
1

2
gµνR

(4) = gµν

[
1

2
R(d) + 6πG

(
FαβF

αβ
)

+ Λ

]
, (7.51)

Rαβ −
1

2
R(d) = gαβ

[
1

9
R(4) + 8πG

(
1

4
Tr(FαβF

αβ) + Λ

)]
− 8πGTr(FαγF

γ
β ). (7.52)

Considering the Minkowski spacetime,M4, as the four-dimensional solution, the Eq. (7.51)
yields:

R(d) = −16πG

[
9

4
Tr(FαβF

αβ) + Λ

]
(7.53)

and the Eq. (7.52) becomes:

Rαβ = −8πGTr(FαγF
γ
β ) . (7.54)

Last, calculating and then replacing the trace of Eq. (7.54) into R(d) of (7.53), it is
obtained that:

Λ =
1

4
Tr(FαβF

αβ) . (7.55)

Concluding, consideration of a suitable cosmological constant in the initial theory leads
to a compactified classical solution for the EYM system of a M4×S/R spacetime, where
the four-dimensional fields obey the CSDR constraints. The cosmological constant has
to be equal to the minimum of the potential of the theory, which in general is not
zero, except in the case where S is in G which is the case that will be examined
in the following. As a final remark, it should be noted that the gauge couplings of a
four-dimensional theory produced by the reduction of a higher-dimensional one should
depend, in general, on spacetime coordinates. For instance, the gravitational and gauge
couplings are of the following form:

G(4) =
G

VB
, g(4) =

g

VB
, (7.56)

where VB denotes the volume of the space B.
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Chapter 8

Dimensional Reduction of E8 over
SU(3)/U(1)× U(1)

An illustrative example of the CSDR scheme is the case of an N = 1 supersymmet-
ric E8 YM theory that is dimensionally reduced over the non-symmetric coset space
SU(3)/U(1) × U(1) [70, 240, 241]. The four-dimensional gauge group is determined -
in accordance with Eq. (7.25), Eq. (7.26)- by the way the R = U(1)×U(1) is embedded
in E8 according to the following decomposition:

E8 ⊃ E6 × SU(3) ⊃ E6 × U(1)A × U(1)B . (8.1)

As mentioned earlier in Sect. 7.2 (first CSDR constraint), the gauge group of the four-
dimensional theory after the coset space dimensional reduction ofE8 under SU(3)/U(1)×
U(1) is obtained as the centralizer of R = U(1)× U(1) in G = E8, that is:

H = CE8(U(1)A × U(1)B) = E6 × U(1)A × U(1)B . (8.2)

Moreover, the second and third constraints of Sect. 7.2 imply that the scalar and
fermion fields that remain in the four-dimensional theory are obtained by the decom-
position of the representation 248 -adjoint representation- of E8 under U(1)A ×U(1)B:

248 = 1(0,0) + 1(0,0) + 1
(3,

1
2

)
+ 1

(−3,
1
2

)
+ 1(0,−1) + 1(0,1) + 1

(−3,−1
2

)
+ 1

(3,−1
2

)
+

78(0,0) + 27
(3,

1
2

)
+ 27

(−3,
1
2

)
+ 27(0,−1) + 27

(−3,−1
2

)
+ 27

(3,−1
2

)
+ 27(0,1) . (8.3)

In order to result with the representations of the surviving fields of the four-dimensional
theory, it is necessary to examine the decompositions of the vector and spinor repre-
sentations of SO(6) under R = U(1)A × U(1)B:

(3, 1
2
) + (−3, 1

2
) + (0,−1) + (−3,−1

2
) + (3,−1

2
) + (0, 1)

and

(0, 0) + (3, 1
2
) + (−3, 1

2
) + (0,−1) ,
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respectively. Therefore, the CSDR rules imply that the surviving gauge fields of the
initial gauge theory (E6 × U(1)A × U(1)B) are accommodated in three N = 1 vec-
tor supermultiplets in the four-dimensional theory. Also, the matter fields of the
four-dimensional theory end up in six chiral multiplets. Three of them are E6 sin-
glets carrying U(1)A×U(1)B charges, while the rest are chiral multiplets, let us denote
them as Ai, Bi and Ci, with i = 1, . . . , 27 an E6 index.

In turn, the decomposition S ⊃ R, where S = SU(3) and R = U(1)× U(1), namely
SU(3) ⊃ U(1)× U(1):

8 = (0, 0) + (0, 0) + (3, 1
2
) + (−3, 1

2
) + (0,−1) + (−3,−1

2
) + (3,−1

2
) + (0, 1) . (8.4)

implies the introduction of the following set of generators for the SU(3):

QSU(3) =
{
Q0, Q

′
0, Q1, Q2, Q3, Q

1, Q2, Q3
}
. (8.5)

The above generators obey non-trivial commutation relations which can be found in
[242]. The above notation of the generators suggests to denote the scalar fields as:

(φI , I = 1, ..., 8) −→ (φ0, φ
′
0, φ1, φ

1, φ2, φ
2, φ3, φ

3). (8.6)

Adopting the above notation of the scalar fields, the scalar potential of any theory that
results from the reduction under the SU(3)/U(1)× U(1) is:

2

g2
V (φ) =(3Λ2 + Λ

′2)

(
1

R4
1

+
1

R4
2

)
+

4Λ
′2

R4
3

+
2

R2
2R

2
3

Tr(φ1φ
1) +

2

R2
1R

2
3

Tr(φ2φ
2) +

2

R2
1R

2
2

Tr(φ3φ
3)

+

√
3Λ

R4
1

Tr(Q0[φ1, φ
1])−

√
3Λ

R4
2

Tr(Q0[φ2, φ
2])−

√
3Λ

R4
3

Tr(Q0[φ3, φ
3])

+
Λ
′

R4
1

Tr(Q
′

0[φ1, φ
1]) +

Λ
′

R4
2

Tr(Q
′

0[φ2, φ
2])− 2Λ

′

R4
3

Tr(Q
′

0[φ3, φ
3])

+
[ 2
√

2

R2
1R

2
2

Tr(φ3[φ1, φ2]) +
2
√

2

R2
1R

3
3

Tr(φ2[φ3, φ1]) +
2
√

2

R2
2R

2
3

Tr(φ1[φ2, φ3]) + h.c
]

+
1

2
Tr
( 1

R2
1

([φ1, φ
1]) +

1

R2
2

([φ2, φ
2]) +

1

R2
3

([φ3, φ
3])
)2

− 1

R2
1R

2
2

Tr([φ1, φ2][φ1, φ2])− 1

R2
1R

2
3

Tr([φ1, φ3][φ1, φ3])

− 1

R2
2R

2
3

Tr([φ2, φ3][φ2, φ3]), (8.7)

where R1, R2, R3 are the radii of the coset space1. The real metric tensor2 of the
1The potential is expressed in this form making use of (A.22) of [35] but also the equations (7),(8) of

[243].
2The complex metric tensor that was used is g11̄ = 1

R2
1
, g22̄ = 1

R2
2
, g23̄ = 1

R2
3
.
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coset space with respect to the radii is:

gab = diag(R2
1, R

2
1, R

2
2, R

2
2, R

2
3, R

2
3) . (8.8)

It is now meaningful to write down the generators of the initial group, E8, in accordance
to the decomposition of Eq. (8.3), as follows:

QE8 =
{
Q0, Q

′

0, Q1, Q2, Q3, Q
1, Q2, Q3, Qα, Q1i, Q2i, Q3i, Q

1i, Q2i, Q3i
}
, (8.9)

where the indices take the values α = 1, ..., 78 and i = 1, ..., 27. According to the Eq. (7.32)
the redefined fields obey the following constraints:

[φ1, φ0] =
√

3φ1, [φ3, φ0] = 0, [φ1, φ
′

0] = φ1,

[φ2, φ0] = −
√

3φ2, [φ2, φ
′

0] = φ2, [φ3, φ
′

0] = −2φ3 . (8.10)

Solving the above constraints in terms of the genuine Higgs scalar fields and E8 gen-
erators, (8.9) corresponding to the embedding of R = U(1) × U(1) in the E8, (8.3)
are φ0 = ΛQ0 and φ′0 = Λ

′
Q
′
0, with Λ = Λ

′
= 1√

10
and

φ1 = R1α
iQ1i +R1αQ1, φ2 = R2β

iQ2i +R2βQ2, φ3 = R3γ
iQ3i +R3γQ3,

with the unconstrained fields transforming under E6 × U(1)A × U(1)B as:

αi ∼ 27(3, 1
2

), βi ∼ 27(−3, 1
2

), γi ∼ 27(0,−1), α ∼ 1(3, 1
2

), β ∼ 1(−3, 1
2

), γ ∼ 1(0,−1) ,

the potential of Eq. (8.7) is expressed as:
2

g2
V (αi, α, βi, β, γi, γ) =

2

5

(
1

R4
1

+
1

R4
2

+
1

R4
3

)
+

(
4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
αiαi +

(
4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
ᾱα

+

(
4R2

2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
βiβi +

(
4R2

2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
β̄β

+

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
γiγi +

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
γ̄γ

+

[√
280

(
R1

R2R3

+
R2

R1R3

+
R3

R2R1

)
dijkα

iβjγk +
√

280

(
R1

R2R3

+
R2

R1R3

+
R3

R2R1

)
αβγ + h.c

]
+

1

6

(
αi(Gα)jiαj + βi(Gα)jiβj + γi(Gα)jiγj

)2

+
10

6

(
αi(3δji )αj + ᾱ(3)α + βi(−3δji )βj + β̄(−3)β

)2

+
40

6

(
αi(1

2
δji )αj + ᾱ(1

2
)α + βi(1

2
δji )βj + β̄(1

2
)β + γi(−1δji )γ

j + γ̄(−1)γ

)2

+ 40αiβjdijkd
klmαlβm + 40βiγjdijkd

klmβlγm + 40αiγjdijkd
klmαlγm

+ 40(ᾱβ̄)(αβ) + 40(β̄γ̄)(βγ) + 40(γ̄ᾱ)(γα) , (8.11)
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which is positive definite as well. In the above expression of the scalar potential the
F−, D− and soft supersymmetry breaking (SSB) terms are identified. The F -terms
emerge from the superpotential:

W(Ai, Bj, Ck, A,B,C) =
√

40dijkA
iBjCk +

√
40ABC , (8.12)

while the D-terms are structured as:

1

2
DαDα +

1

2
D1D1 +

1

2
D2D2 , (8.13)

where the D quantities are calculated as:

Dα =
1√
3

(
αi(Gα)jiαj + βi(Gα)jiβj + γi(Gα)jiγj

)
, (8.14)

D1 =

√
10

3

(
αi(3δji )αj + ᾱ(3)α + βi(−3δji )βj + β̄(−3)β

)
(8.15)

D2 =
√

40
3

(
αi(1

2
δji )αj + ᾱ(1

2
)α + βi(1

2
δji )βj + β̄(1

2
)β + γi(−1δji )γj + γ̄(−1)γ

)
. (8.16)

Apart from the terms of the potential of Eq. (8.11) identified as F - and D- terms, the re-
maining ones admit the interpretation of soft scalar masses and trilinear soft terms.
Last but not least, in order to complete the description of the (emerging) SSB sector,
one has to determine the gaugino mass. This is done by calculating the V operator of
Eq. (7.36), using App. B. Moreover, using the Γ matrices given in App. A we calculate
Σab = 1

4
[ΓaΓb] and then GabcΓ

aΓbc. The combination of all leads to the gaugino mass:

M = (1 + 3τ)
R2

1 +R2
2 +R2

3

8
√
R2

1R
2
2R

2
3

. (8.17)

Thus, since there is a contribution from the torsion of the coset space3, the gaugino
mass can in principle be at a different energy scale than the rest of the soft terms, since
they do not receive any contribution from torsion. This is due to the fact that gauge
fields, contrary to fermions, do not couple to torsion.

The next step is the minimization of the potential. This happens if two of the three
singlets (α, β, γ) acquire vevs at the compactification scale. For the purposes of the
current work we choose the singlets α and β to acquire vevs, while γ remains massless.
The reason is that γ is the only singlet that will survive the Wilson breaking described in
the next chapter and we will needed in the construction of higher-dimensional operators
as we will see in Chapter 10.

This results in the breaking of the two U(1), reducing our gauge group from E6 ×
U(1)A × U(1)B to E6. The two abelian groups remain, however, as global symmetries,
which, as it will also be discussed in Chapter 10, will be very useful in conserving

3It should be noted that the adjustment required to obtain the canonical connection leads to vanishing
gaugino masses.
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Baryon number. This does not come as a surprise, as in our case S ⊃ G, so the gauge
group H further breaks to K = SU(3)3.

It is useful at this point to make a brief recap: starting with anN = 1 supersymmet-
ric, 10D E8 theory defined on a M4 × S/R manifold, where S/R is the non-symmetric
coset spaceSU(3)/U(1)× U(1), the CSDR leads to the content of an N = 1 supersym-
metric E6×U(1)A×U(1)B GUT. Subsequently, the two U(1) groups are broken and end
up parametrizing global symmetries, leaving an N = 1 E6 theory. In order to reduce
our gauge symmetry to a simpler one (which will turn out to be SU(3)×SU(3)×SU(3)),
we have to break our theory using the Wilson flux mechanism.
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Chapter 9

Wilson Flux Breaking

In the above section the case in which the CSDR scheme is applied on a higher-
dimensional E8 gauge theory which is reduced over an SU(3)/U(1)× U(1) coset space
and leads to a four-dimensional E6 gauge theory was examined in detail. However,
the E6 group cannot be broken exclusively by the presence of the 27 Higgs multi-
plet. For this reason, that is to further reduce the resulting gauge symmetry, the
Wilson flux breaking mechanism is employed [67–69]. First, some information about
the mechanism is given and then its application on the above model follows.

9.1 Wilson Flux basics

In the above sections the dimensional reduction occurs over a simply connected mani-
fold, i.e. a coset space, B0 = S/R. Instead, there is an alternative choice in which the
manifold can be chosen to be multiply connected, namely theB = B0/F

S/R, where F S/R

is a freely-acting discrete symmetry of the manifold B0. For an element g ∈ F S/R, an
element Ug in H is corresponded, which may be considered as the Wilson Loop:

Ug = Pexp

(
−i
∮
γg

T aA a
Mdx

M

)
, (9.1)

where A a
M are the gauge fields, T a the generators of the group, γg is a contour repre-

senting the element g of F S/R and P standing before the integration denotes the path
ordering. In case that the considered manifold is simply connected, considering the
field strength tensor to be vanishing implies that the gauge field could be set to zero by
a gauge transformation. Choosing γg to be non-contractible to a point leads to U [γ] 6= 1
and is also gauge covariant. In this case, it is understood that the vanishing of the
vacuum field strength does not lead to Ug = 1 and also the gauge field cannot be gauge
fixed to zero. Therefore, a homomorphism of the discrete symmetry F S/R into H is in-
duced, with image denoted as TH , which is actually the subgroup ofH generated by Ug.
Moreover, consider a field f(x) on B0. It is obvious that f(x) is equivalent to another
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field on B0 for which it holds that f(g(x)) = f(x) for every g ∈ F S/R. Nevertheless, the
presence of the gauge group H generalizes this statement to the following:

f(g(x)) = Ugf(x) . (9.2)

Now, about the gauge symmetry that remains by the vacuum: in the vacuum state
it holds that Aaµ = 0, and also consider a gauge transformation by the coordinate-
dependent matrix V (x) of H. In order to maintain A a

µ = 0 and preserve the invariance
of the vacuum, the V (x) must be chosen to be constant. Furthermore, f → V f is
consistent with Eq. (9.2) only in case that:

[V, Ug] = 0 (9.3)

for every g ∈ F S/R. Therefore, the subgroup of H that remains unbroken is the central-
izer of TH in H. As for the surviving matter fields of the theory, i.e. the matter fields
satisfying Eq. (9.2), they must be invariant under the combination:

F S/R ⊕ TH .

Last, the freely-acting discrete symmetries, F S/R, of the coset spaces B0 = S/R are the
center of S, Z(S) and W = WS/WR, where WS and WR are the Weyl groups of S
and R, respectively. In the case examined in the present thesis the coset space is the
B0 = SU(3)/U(1)× U(1), therefore it holds:

F S/R = Z3 ⊆ W = S3. (9.4)

9.2 SU(3)3 produced by Wilson Flux

The Wilson flux breaking mechanism projects the theory in such a way that the surviv-
ing fields are those which remain invariant under the action of the freely acting discrete
symmetry, the Z3, on their gauge and geometric indices. The non-trivial action of the
Z3 group on the gauge indices of the various fields is parametrized by the matrix [127]:

γ3 = diag{13, ω13, ω
213} , (9.5)

where
ω = ei

2π
3 . (9.6)

The latter acts on the gauge fields of the E6 gauge theory and a non-trivial phase
acts on the matter fields. First, the gauge fields that pass through the filtering of
the projection are those which satisfy the condition:

[AM , γ3] = 0 ⇒ AM = γ3AMγ
−1
3 (9.7)

and the remaining gauge symmetry is

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R . (9.8)
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The matter counterpart of Eq. (9.7) for is:

~α = ωγ3~α, ~β = ω2γ3
~β, ~γ = ω3γ3~γ , α = ωα, β = ω2β, γ = ω3γ . (9.9)

where ~α, ~β,~γ are the matter superfields which belong to the 27 representation and
α, β, γ the singlets that only carry U(1)A,B charges. The representations of the rem-
nant group, SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R, in which the above fields are accommodated,
are obtained after considering the decomposition rule of the 27 representation of E6

under the new group and are given as

(1, 3, 3̄)⊕ (3̄, 1, 3)⊕ (3, 3̄, 1) . (9.10)

Therefore, in the projected theory we are left with the following matter content:

α3 ≡ Ψ1 ∼ (3̄, 1, 3)(3, 1
2

), β2 ≡ Ψ2 ∼ (3, 3̄, 1)(−3, 1
2

), γ1 ≡ Ψ3 ∼ (1, 3̄, 3)(0,−1), γ ≡ θ(0,−1),

where the three former are the leftovers of ~α, ~β,~γ and together they form a 27 represen-
tation of E6, that means that the leftover content can be identified as one generation. In
order to obtain a spectrum consisting of three generations, one may introduce non-
trivial monopole charges in the U(1)s in R, resulting in a total of three replicas of the
above fields (where an index l = 1, 2, 3 can be used to specify each of the three families).

The scalar potential of the E6 (plus the global abelian symmetries) that was ob-
tained after the dimensional reduction of E8, Eq. (8.11), can now (that is after the
adoption of the Wilson flux breaking mechanism and the projection of the theory) be
rewritten in the SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R language as [61]:

Vsc = 3 · 2

5

( 1

R4
1

+
1

R4
2

+
1

R4
3

)
+
∑
l=1,2,3

V (l) , (9.11)

in which:

V (l) = Vsusy + Vsoft = VD + VF + Vsoft . (9.12)

From now on, we give up on the generation superscript (l), since our analysis will
be focused on the third generation, and it will only be written explicitly when required.
Regarding the D- and F -terms, they are identified as:

VD =
1

2

∑
A

DADA +
1

2
D1D1 +

1

2
D2D2, (9.13)

VF =
∑
i=1,2,3

|FΨi|2 + |Fθ|2, FΨi =
∂W
∂Ψi

, Fθ =
∂W
∂θ

, (9.14)

where the F -terms derive from the expression:

W =
√

40dabcΨ
a
1Ψb

2Ψc
3 , (9.15)
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while the D-terms are written explicitly as:

DA =
1√
3

〈
Ψi|GA|Ψi

〉
, (9.16)

D1 = 3

√
10

3
(
〈
Ψ1|Ψ1

〉
−
〈
Ψ2|Ψ2

〉
), (9.17)

D2 =

√
10

3
(
〈
Ψ1|Ψ1

〉
+
〈
Ψ2|Ψ2

〉
− 2
〈
Ψ3|Ψ3

〉
− 2|θ|2) . (9.18)

where 〈
Ψi|GA|Ψi

〉
=
∑
i=1,2,3

Ψa
i (GA)baΨib,〈

Ψi|Ψi

〉
=
∑
i=1,2,3

Ψa
i δ
b
aΨib.

The (GA) b
a are the structure constants of the SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R and there-

fore antisymmetric in a and b. Their explicit calculation can be found in App. C. The
soft supersymmetry breaking terms are written down as:

Vsoft =

(
4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)〈
Ψ1|Ψ1

〉
+

(
4R2

2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)〈
Ψ2|Ψ2

〉
+

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)
(
〈
Ψ3|Ψ3

〉
+ |θ|2)

+ 80
√

2

(
R1

R2R3

+
R2

R1R3

+
R3

R1R2

)
(dabcΨ

a
1Ψb

2Ψc
3 + h.c) (9.19)

=m2
1

〈
Ψ1|Ψ1

〉
+m2

2

〈
Ψ2|Ψ2

〉
+m2

3

(〈
Ψ3|Ψ3

〉
+ |θ|2

)
+ (αabcΨ

a
1Ψb

2Ψc
3 + h.c) . (9.20)

According to [244], the vectors of the 27 ofE6 can be written in a more convenient form in
the SU(3)c×SU(3)L×SU(3)R language, that is in complex 3×3 matrices. Identification
of:

Ψ1 ∼ (3̄, 1, 3)→ (qc) α
p , Ψ2 ∼ (3, 3̄, 1)→ (Q a

α ), Ψ3 ∼ (1, 3, 3̄)→ L p
a , (9.21)

leads to the following relabeling and assignment of the particle content of the MSSM
(and more) in the above representation of the model:

qc =

 dc1R uc1R Dc1
R

dc2R uc2R Dc2
R

dc3R uc3R Dc3
R

 , Q =

 −d1
L −d2

L −d3
L

u1
L u2

L u3
L

D1
L D2

L D3
L

 , L =

 H0
d H+

u νL
H−d H0

u eL
νcR ecR S

 .

It is evident from the above that dL,R, uL,R, DL,R transform as 3, 3̄ under the colour
group.
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In turn, as suggested in [244], the following expressions are taken into account:

(q̂c) p
α =

1

3

∂I3

∂(qc) α
p

, Q̂ α
a =

1

3

∂I3

∂Q a
α

, L̂ a
p =

1

3

∂I3

∂L p
a
, (9.22)

where I3 is an E6 trilinear invariant:

I3 = dabcA
aAbAc , Ī3 = dabcAaAbAc , (9.23)

where A is a vector of the 27 representation of E6. The I3 invariant quantity can be
written as a decomposition under SU(3)× SU(3)× SU(3) as:

I3 = det[Q] + det[qc] + det[L]− tr(qc · L ·Q) . (9.24)

The 〈Ψi|Ψi〉 that appear in the calculation of the D-terms, may now be written in terms
of the above matrices as:〈

Ψ1|Ψ1

〉
= tr(qc†qc),

〈
Ψ2|Ψ2

〉
= tr(Q†Q),

〈
Ψ3|Ψ3

〉
= tr(L†L) (9.25)

and also:

I3 = dabcΨ
a
1Ψb

2Ψc
3 = detqc + detQ+ detL− tr(qcQL)

Ī3 = dabcΨ1aΨ2bΨ3c = detqc† + detQ† + detL† − tr((qc)†Q†L†) .

The expression of the potential due to the F -terms in terms of the 3×3 complex matrices
is:

VF = 40dabcd
cde(Ψa

1Ψb
2Ψ1dΨ2e + Ψa

2Ψb
3Ψ2dΨ3e + Ψa

1Ψb
3Ψ1dΨ3e) (9.26)

and may now be written in terms of the above hatted quantities as:

VF = 360tr(q̂c
†
q̂c + Q̂†Q̂+ L̂†L̂) . (9.27)

The explicit calculation of the above, including D-, F - and soft terms, can be found in
App. D.
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Chapter 10

Selection of Parameters and GUT
breaking

With the above-mentioned theoretical framework fully in place, it is time to specify the
compactification scale of the theory, as well as other (resulting) quantities, in order to
proceed to phenomenology.

10.1 Choice of radii

We will examine the case where the compactification scale is high1, and more specifi-
cally MC = MGUT . Thus for the radii we have Rl ∼ 1

MGUT
, l = 1, 2, 3.

Without any special treatment, this results in soft trilinear couplings and soft scalar
masses around MGUT . However, we can select our third radius slightly different than
the other two in a way that yields:

m2
3 ∼ −O(TeV 2), m2

1,2 ∼ −O(M2
GUT ), aabc &MGUT . (10.1)

In other words, we have supermassive squarks and TeV -scaled sleptons. Thus, super-
symmetry is softly broken already at the unification scale, in addition to its breaking
by both D-terms and F -terms.

10.2 Further gauge symmetry breaking of SU(3)3

The spontaneous breaking of the SU(3)L and SU(3)R can be triggered by the follow-
ing vevs of the two families of L’s.

〈L(3)
s 〉 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 V

 , 〈L(2)
s 〉 =

 0 0 0
0 0 0
V 0 0

 ,

1In this case Kaluza-Klein excitations are irrelevant. Otherwise one would need the eigenvalues of the
Dirac and Laplace operators in the 6D compactification space.
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where the s index denotes the scalar component of the multiplet. These vevs are singlets
under SU(3)c, so they leave the colour group unbroken. If we use only 〈L(3)

s 〉 we get the
breaking

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × SU(2)R × U(1) , (10.2)

while if we use only 〈L(2)
s 〉 we get the breaking

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × SU(2)′R × U(1)′ . (10.3)

Their combination gives the desired breaking [245]:

SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R → SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y . (10.4)

Let us examine this unusual breaking in more detail. The breaking of the gauge sector
of the theory comes from the term Tr|DµL

(i)
0 |2 , where

DµLs = ∂µL
(i)
0 −igL(AαµT

α)L
(i)
0︸ ︷︷ ︸

SU(3)L

− iL(i)
0 gRB

α
µT

α︸ ︷︷ ︸
SU(3)R

, (10.5)

with Tα the Gell-Mann matrices with α = 1, ..., 8 (T
α

= −Tα∗) and Aαµ and Bα
µ the gauge

bosons of each group.2
For simplicity we abandon (temporarily) the µ indices:

A1T 1 =
1

2

 0 A1 0
A1 0 0
0 0 0

 , A2T 2 =
1

2

 0 −iA2 0
iA2 0 0
0 0 0

 , A3T 3 =
1

2

A3 0 0
0 −A3 0
0 0 0

 ,

A4T 4 =
1

2

 0 0 A4

0 0 0
A4 0 0

 , A5T 5 =
1

2

 0 0 −iA5

0 0 0
iA5 0 0

 , A6T 6 =
1

2

0 0 0
0 0 A6

0 A6 0

 ,

A7T 7 =
1

2

0 0 0
0 0 −iA7

0 iA7 0

 , A8T 8 =
1

2
√

3

A8 0 0
0 A8 0
0 0 −2A8

 (10.6)

and similarly for BαTα. Thus:

Aµ ≡ AαµT
α =

1

2

A
3 + 1√

3
A8 A1 − iA2 A4 − iA5

A1 + iA2 1√
3
A8 − A3 A6 − iA7

A4 + iA5 A6 + iA7 − 2√
3
A8

 (10.7)

Bµ ≡ Bα
µT

α∗ =
1

2

B
3 + 1√

3
B8 B1 + iB2 B4 + iB5

B1 − iB2 1√
3
B8 −B3 B6 + iB7

B4 − iB5 B6 − iB7 − 2√
3
B8

 (10.8)

and we (temporarily) redefine

− igLAµL(i)
0 + iL

(i)
0 gRBµ ≡ −iÃµL(i)

0 + iL
(i)
0 B̃µ . (10.9)

2At the last (SU(3)R) term, L0 is placed before Tα, as Tα acts on the rows and not the columns of L0.
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First Breaking

First, we attempt to use only one of the two multiplets that get a vev. For simplicity we
drop the Lorentz indices, as they We use L(3)

0 first:

−iÃµ〈L(3)
0 〉+ i〈L(3)

0 〉B̃µ =

= −iV
2

 0 0 Ã4 − iÃ5

0 0 Ã6 − iÃ7

0 0 − 2√
3
Ã8


+ i

V

2

 0 0 0
0 0 0

B̃4 − iB̃5 B̃6 − iB̃7 − 2√
3
B̃8


= −iV

2

 0 0 Ã4 − iÃ5

0 0 Ã6 − iÃ7

−(B̃4 − iB̃5) −(B̃6 − iB̃7) 2√
3
(B̃8 − Ã8)


Then the relevant part of its square is:

|DµL
(3)
0 |2 =

V 2

4

 0 0 −(B̃4 − iB̃5)

0 0 −(B̃6 − iB̃7)

Ã4 − iÃ5 Ã6 − iÃ7 2√
3
(B̃8 − Ã8)


×

 0 0 Ã4 − iÃ5

0 0 Ã6 − iÃ7

−(B̃4 − iB̃5) −(B̃6 − iB̃7) 2√
3
(B̃8 − Ã8)



=
V 2

4



|B̃4 − iB̃5|2
(B̃6 − iB̃7)×
×(B̃4 − iB̃5)

(B̃6 − iB̃7)×
×(B̃4 − iB̃5)

(B̃6 + iB̃7)×
×(B̃4 + iB̃5) |B̃6 − iB̃7|2

(B̃6 + iB̃7)×
×(B̃4 + iB̃5)

2√
3
(Ã8 − B̃8)×
×(B̃4 − iB̃5)

2√
3
(Ã8 − B̃8)×
×(B̃6 − iB̃7)

|Ã4 + iÃ5|2+

+|Ã6 − iÃ7|2+

+4
3
(B̃8 − Ã8)2


and (the relevant part of) its trace will be

Tr|DµL
(3)
0 |2 =

V 2

4

(
(Ã4)2 + (Ã5)2 + (Ã6)2 + (Ã7)2

+ (B̃4)2 + (B̃5)2 + (B̃6)2 + (B̃7)2 (10.10)

+
4

3
(B̃8)2 +

4

3
(Ã8)2 − 4

3
Ã8B̃8 − 4

3
B̃8Ã8

)
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=
V 2

4
g2
L

(
(A4)2 + (A5)2 + (A6)2 + (A7)2

)
+
V 2

4
g2
R

(
(B4)2 + (B5)2 + (B6)2 + (B7)2

)
(10.11)

+
V 2

4

(4

3
g2
R(B8)2 +

4

3
g2
L(A8)2 − 4

3
gLgR(A8B8 −B8A8)

)
.

Concerning A8 and B8, we have:

V 2
(
A8 B8

)( 1
3
g2
L −1

3
gLgR

−1
3
gLgR

1
3
g2
R

)(
A8

B8

)
(10.12)

= V 2
(
A8 B8

)
P−1

1 P1

(
1
3
g2
L −1

3
gLgR

−1
3
gLgR

1
3
g2
R

)
P−1

1 P1

(
A8

B8

)
(10.13)

= V 2
(
K1 K2

)(0 0
0 1

3
(g2
L + g2

R)

)(
K1

K2

)
, (10.14)

(10.15)

where (
K1

K2

)
=

1√
g2
L + g2

R

(
gLB

8 + gRA
8

gRB
8 − gLA8

)
. (10.16)

We see that A4, A5, A6, A7, B4, B5, B6, B7 and K2 acquired mass. So we are left
with:

A1, A2, A3 → SU(2)L (10.17)
B1, B2, B3 → SU(2)R (10.18)

K1 → U(1) (10.19)

Counting in the 8 gauge bosons of SU(3)C we have 15 massless gauge bosons.

Second Breaking

We will now use L(2)
0 instead:

−iÃµ〈L(2)
0 〉+ i〈L(2)

0 〉B̃µ =

= −iV
2

 Ã4 − iÃ5 0 0

Ã6 − iÃ7 0 0

−(B̃3 + 1√
3
B̃8)− 2√

3
Ã8 −(B̃1 + iB̃2) −(B̃4 + iB̃5)
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and in a similar way:

|DµL
(2)
0 |

2 =
V 2

4
×

|Ã4 − iÃ5|2 + |Ã6 − iÃ7|2+

+(B̃3 + 1√
3
B̃8 + 2√

3
Ã8)2

B̃1 + iB̃2)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8)

−(B̃4 + iB̃5)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8)

−(B̃1iB̃2)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8) |B̃1 + iB̃2|2

(B̃4 + iB̃5)×
×(B̃1 − iB̃2)

B̃4 − iB̃5)×
×(B̃3 + + 1√

3
B̃8 + 2√

3
Ã8)

B̃1 + iB̃2)×
×(B̃4 − iB̃5)

|B̃4 + iB̃5|2


.

Its trace will be:

Tr|DµL
(2)
0 |2 =

V 2

4

(
(Ã4)2 + (Ã5)2 + (Ã6)2 + (Ã7)2

+ (B̃4)2 + (B̃5)2 + (B̃1)2 + (B̃2)2

+ (B̃3)2 +
1

3
(B̃8)2 +

4

3
(Ã8)2

+
1√
3

(B̃3B̃8 + B̃8B̃3) +
2√
3

(B̃3Ã8 + Ã8B̃3)

+
2

3
(B̃8Ã8 + Ã8B̃8)

)
(10.20)

=
V 2

4
g2
L

(
(A4)2 + (A5)2 + (A6)2 + (A7)2

)
+
V 2

4
g2
R

(
(B̃1)2 + (B̃2)2 + (B̃4)2 + (B̃5)2

)
+
V 2

4

(
g2
R(B3)2 +

1

3
g2
R(B8)2 +

4

3
g2
L(A8)2

+
1√
3
g2
R(B3B8 +B8B3) +

2√
3
gLgR(B3A8 + A8B3)

+
2

3
gLgR(B8A8 + A8B8)

)
(10.21)

Concerning A8, B8 and B3, we have:

V 2
(
A8 B8 B3

)
1
3
g2
L

1
6
gLgR

1
2
√

3
gLgR

1
6
gLgR

1
12
g2
R

1
4
√

3
g2
R

1
2
√

3
gLgR

1
4
√

3
g2
R

g2R
4


A8

B8

B3

 (10.22)
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= V 2
(
A8 B8 B3

)
P−1

2 P2


1
3
g2
L

1
6
gLgR

1
2
√

3
gLgR

1
6
gLgR

1
12
g2
R

1
4
√

3
g2
R

1
2
√

3
gLgR

1
4
√

3
g2
R

g2R
4

P−1
2 P2

A8

B8

B3

 (10.23)

= V 2
(
K3 K4 K5

)0 0 0
0 0 0
0 0 1

3
(g2
L + g2

R)

K3

K4

K5

 , (10.24)

where K3

K4

K5

 =


gLB

8√
g2L+ 3

4
g2R
−

√
3gRA

8

2
√
g2L+ 3

4
g2R

gLB
8√

g2L+ 1
4
g2R
− gRA

8

2
√
g2L+ 1

4
g2R√

3gRB
3

2
√
g2L+g2R

+ gRB
8

2
√
g2L+g2R

+ gLA
3√

g2L+g2R

 . (10.25)

We see that A4, A5, A6, A7, B1, B2, B4, B5 and K5 acquired mass. So we are left
with:

A1, A2, A3 → SU(2)L (10.26)
B6, B7, K3 → SU(2)′R (10.27)

K4 → U(1)′ (10.28)

Again, counting the 8 gauge bosons of SU(3)C as well we have 15 massless gauge
bosons.

Combined Breaking

However, in order for our gauge group to become SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y we want both
breakings to happen simultaneously. This way, B1, B2, B6, B7 all acquire masses,
so we do not have any of the two SU(2)R groups of the above isolated scenaria. Fur-
thermore, only one linear combination of A8, B8, B3 remains massless (and will be
identified as Bµ of U(1)Y ), so we can only have one U(1) gauge group.
Thus, we have the masses

1

2
m2
A4 =

1

2
m2
A5 =

1

2
m2
A6 =

1

2
m2
A7 =

g2
LV

2

2
(10.29)

1

2
m2
B4 =

1

2
m2
B5 =

g2
RV

2

2
(10.30)

1

2
m2
B1 =

1

2
m2
B2 =

1

2
m2
B6 =

1

2
m2
B7 =

g2
RV

2

4
, (10.31)

while for A8, B8, B3 we have

V 2
(
A8 B8 B3

)
2
3
g2
L −1

6
gLgR

1
2
√

3
gLgR

−1
6
gLgR

5
12
g2
R

1
4
√

3
g2
R

1
2
√

3
gLgR

1
4
√

3
g2
R

g2R
4


A8

B8

B3

 (10.32)
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= V 2
(
A8 B8 B3

)
P−1P


2
3
g2
L −1

6
gLgR

1
2
√

3
gLgR

−1
6
gLgR

5
12
g2
R

1
4
√

3
g2
R

1
2
√

3
gLgR

1
4
√

3
g2
R

g2R
4

P−1P

A8

B8

B3

 (10.33)

= V 2
(
Bµ C1 C2

)0 0 0

0
g2R
2

0
0 0 1

6
(4g2

L + g2
R)

Bµ

C1

C2

 , (10.34)

where the rotation matrix is

P =
1√

4g2
L + g2

R

−gR −gL
√

3gL
0

√
3

2

√
4g2

L + g2
R

1
2

√
4g2

L + g2
R

2gL −1
2
gR

√
3

2
gR

 (10.35)

and Bµ

C1

C2

 = P

A8

B8

B3

 =
1√

4g2
L + g2

R


√

3gLB
3 − gLB8 − gRA8

B3

√
4g2L+g2R

2
+B8

√
3
√

4g2L+g2R
2√

3
2
gRB

3 − 1
2
gRB

8 + 2gLA
8

 . (10.36)

It is understood that Ci are two physical massive gauge bosons that do not correspond
to any of the unbroken symmetries. It is useful to also write downA8

B8

B3

 = P−1

Bµ

C1

C2

 =
1√

4g2
L + g2

R

 −gRBµ + 2gLC
2

−gLBµ − gR
2
C2 +

√
3

2

√
4g2

L + g2
RC

1

√
3gLBµ +

√
3

2
C2 + 1

2

√
4g2

L + g2
RC

1

 (10.37)

Thus, the masses of Ci will be

1

2
m2
C1 =

g2
RV

2

2

1

2
m2
C2 =

1

6
(4g2

L + g2
R)V 2 . (10.38)

Restoring the Lorentz indices, we see that now we have 12 massless gauge fields:

• the 8 SU(3)C bosons

• A1
µ, A

2
µ, A

3
µ that form SU(2)L and

• Bµ that is identified as the U(1)Y gauge boson:

Bµ =
√

3
gLB

3
µ −

gL√
3
B8
µ −

gR√
3
A8
µ√

4g2
L + g2

R

. (10.39)

Electroweak (EW) breaking then proceeds by the vevs [27]:

〈L(3)
s 〉 =

 υd 0 0
0 υu 0
0 0 0

 .
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10.3 Electroweak Currents and sin θW

Now one can determine the relation between the gauge couplings of SU(3)L × SU(3)R,
gL and gR, and the gauge coupling of SU(2)L×U(1)Y , g2 and gY . The way to do that is
by comparing the currents of the theory with the electroweak currents. For the sake of
simplicity only one of the generations will be considered. The chiral multiplets can be
written once more (in a colour-implicit way):

Ψ1 ≡ qc =

d∗1R u∗1R D∗1R
d∗2R u∗2R D∗2R
d∗3R u∗3R D∗3R

 ≡ (d∗R u∗R D∗R
)
∼ (3, 1, 3)(3,1/2) (10.40)

Ψ2 ≡ Q =

−d1
L −d2

L −d3
L

u1
L u2

L u3
L

D1
L D2

L D3
L

 ≡
−dLuL
DL

 ∼ (3, 3, 1)(−3,1/2) (10.41)

Ψ3 ≡ L =

H0
d H+

u νL
H−d H0

u eL
ν∗R e∗R S

 ∼ (1, 3, 3)(0,−1) , (10.42)

where the first parenthesis has the representation each one belongs under the three
SU(3)’s and the index parenthesis the charges under the two U(1)’s.
We consider the generic Dirac kinetic term

iψγµ(∂µ − igGαW
α
µ )ψ (10.43)

where g is the coupling constant, Gα are the normalized generators of the gauge group
and Wα

µ are the corresponding gauge bosons. Ignoring SU(3)C , we have the following
expressions3 (we discard the ∂µ term as it is not of interest at the moment):

• (−i2)QγµgLT iA
i
µQ , i = 1, 2, 3 (10.44)

• (−i2)Tr[LγµgLTiA
i
µL] , i = 1, 2, 3 (10.45)

• (−i2)QγµgLT 8A
8
µQ (10.46)

• (−i2)Tr[qcγµgRq
cTiB

i
µ] , i = 3, 8 (10.47)

• (−i2)Tr[LγµgRLT iB
i
µ] , i = 3, 8 (10.48)

• (−i2)Tr[LγµgLT8A
8
µL] . (10.49)

3We use T i = −T ∗
i instead of Ti when we are in the 3 rep instead of 3.
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Weak Currents

Expanding Eq. (10.44) and Eq. (10.45) we get:

• gL
2

[
(dLγ

µuL + uLγ
µdL)A1

µ + i(dLγ
µuL − uLγµdL)A2

µ + (uLγ
µuL − dLγµdL)A3

µ

]
(10.50)

• gL
2

[
(eLγ

µνL + νLγ
µeL)A1

µ + i(eLγ
µνL − νLγµeL)A2

µ + (νLγ
µνL − eLγµeL)A3

µ

]
,

(10.51)

where we omit the Higgsino currents as they are irrelevant to the present discussion.
Re-expressing the above, we have:

L = gLj
µ1A1

µ + gLj
µ2A2

µ + gLj
µ3A3

µ , (10.52)

where

jµ1 =
1

2

(
eLγ

µνL + νLγ
µeL + dLγ

µuL + uLγ
µdL

)
(10.53)

jµ2 =
i

2

(
eLγ

µνL − νLγµeL + dLγ
µuL − uLγµdL

)
(10.54)

jµ3 =
1

2

(
νLγ

µνL − eLγµeL + uLγ
µuL − dLγµdL

)
(10.55)

exactly match the (supersymmetric) SM weak currents. We can thus really identify
A1,2,3
µ as the W 1,2,3

µ of the weak interaction and gL as g2.

U(1)Y currents

Having identified the weak currents, Eqs. (10.46),(10.47),(10.48) and (10.49) must be
matched to the U(1)Y currents:

• gY
6

(
uLγ

µuL + dLγ
µdL

)
Bµ (10.56)

• −gY
2

(
νLγ

µνL + eLγ
µeL

)
Bµ (10.57)

• −gY eRγµeRBµ (10.58)

• 2

3
gY uRγ

µuRBµ (10.59)

• −gY
3
dRγ

µdRBµ (10.60)

We will substitute A8
µ, B

8
µ, B

3
µ from Eq. (10.37), keeping only the (relevant) ∼ Bµ part.

Again, we will ignore Higgsino currents and exotic particle currents as they are not
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relevant. Matching Eq. (10.46) with Eq. (10.56) we get:

− gL

2
√

3

(
uLγ

µuL + dLγ
µdL

)
A8
µ + ... =− gL

2
√

3

(
uLγ

µuL + dLγ
µdL

)( −gR√
4g2

L + g2
R

)
Bµ

=
1

6

√
3gLgR√

4g2
L + g2

R

(
uLγ

µuL + dLγ
µdL

)
Bµ

=
gY
6

(
uLγ

µuL + dLγ
µdL

)
Bµ . (10.61)

From the above we identify

gY =

√
3gLgR√

4g2
L + g2

R

. (10.62)

Matching Eq. (10.47) with Eqs. (10.59),(10.60) and Eqs. (10.48),(10.49) with Eqs. (10.57),(10.58)
we confirm Eq. (10.62):

gR
2

(
uRγ

µuR − dRγµdR
)
B3
µ−

gR

2
√

3

(
uRγ

µuR + dRγ
µdR

)
B8
µ + ... =

= ... =
2

3

√
3gLgR√

4g2
L + g2

R

(
uRγ

µuR

)
Bµ −

1

3

√
3gLgR√

4g2
L + g2

R

(
dRγ

µdR

)
Bµ

(10.63)

(
νLγ

µνL + eLγ
µeL

)[ gL
2
√

3
A8
µ +

gR√
3
B8
µ

]
+
(
eRγ

µeR

)[ gL√
3
A8
µ −

gR
2
B3
µ +

gR

2
√

3
B8
µ

]
+ ... =

= ... = −1

2

√
3gLgR√

4g2
L + g2

R

(
νLγ

µνL + eLγ
µeL

)
Bµ −

√
3gLgR√

4g2
L + g2

R

(
eRγ

µeR

)
Bµ .

(10.64)

Now we can use Eq. (10.62) to see that at MGUT where gC = gL = gR (remember that
gL = g2):

sin2(θW ) =
g2
Y

g2
Y + g2

L

=

3g2
Lg

2
R

4g2
L+g2

R

3g2
Lg

2
R

4g2
L+g2

R
+ g2

L

M = MGUT−−−−−−→
3

4+1
3

4+1 + 1
=

3

8
. (10.65)

10.4 Lepton Yukawa couplings and µ terms

The configuration of the scalar potential just after the breaking (for details see App. E)
gives vevs to the singlet of each family (not necessarily to all three). It should be
reminded that, from the three singlets (for each family) only one, namely γ, survived
the Wilson breaking. In our case we have 〈θ(3)〉 ∼ O(TeV ) , 〈θ(1,2)〉 ∼ O(MGUT ). The
fact that one of them is at the TeV scale and the other two are superheavy is crucial for
the phenomenological viability of the model, as it will become apparent in the following.
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Although the two U(1)s were already broken before the Wilson flux breaking, they
still impose global symmetries. As a result, in the lepton sector we cannot have invari-
ant Yukawa terms. However below the unification scale, an effective term can occur
from higher-dimensional operators [61]:

LeHd

(K
M

)3

, (10.66)

where K is the vacuum expectation value of the conjugate scalar component of either
S(i), ν

(i)
R or θ(i), or any combination of them, with or without mixing of flavours. Using

similar arguments, one can also have mass terms for S(i) and ν
(i)
R , which will then be

rendered supermassive.
Another much needed quantity that is missing from our model is the µ term, one for

each family of Higgs doublets. In the same way, we can have:

H(i)
u H

(i)
d θ

(i) K

M
. (10.67)

The first two generations of Higgs doublets will then have supermassive µ terms, while
the µ term of the third generation will be at the TeV scale.

Before proceeding to the phenomenological analysis of the next chapter, it is useful to
sum up the scale of some important parameters in Tab. 10.1 in order to avoid confusion.

Parameter Scale
soft trilinear couplings O(GUT )

squark masses O(GUT )

slepton masses O(TeV )

µ(3) O(TeV )

µ(1,2) O(GUT )

unified gaugino mass MU O(TeV )

Table 10.1: Approximate scale of parameters.
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Chapter 11

Phenomenological Analysis of SU(3)3

with Small Coset Space Radii

Like every GUT, this model considers all gauge couplings to start as one coupling g at
MGUT . However, since at the E8 level there is only one coupling, it is clear that the
(quark) Yukawa couplings are equal to g at MGUT as well (for a discussion on Yukawa
couplings from CSDR see the last part of Sect. 7.3). This makes the selection of a large
tanβ necessary. The unified coupling g is used as a boundary condition for all the
above-mentioned couplings at MGUT .

In the following analysis 1-loop β functions are used for all parameters included.
Below the unification scale they run according the RGEs of the MSSM (squarks in-
cluded) plus the 4 additional Higgs doublets (and their supersymmetric counterparts)
that come from the two extra L multiplets of the first and second generations, down to
an intermediate scaleMint. Below this scale, all supermassive particles and parameters
are considered decoupled, and the RGEs used include only the 2 Higgs doublets that
originate from the third generation (and their respective Higgsinos), the sleptons and
the gauginos. Finally, below a second intermediate scale that we call MTeV , we run the
RGEs of a non-supersymmetric 2HDM.

11.1 Constraints

In our analysis we apply several experimental constraints, which we briefly review in
this subsection1.
Starting from the strong gauge coupling, we use the experimental value [246]:

as(MZ) = 0.1187± 0.0016 . (11.1)

We calculate the top quark pole mass, while the bottom quark mass is evaluated at
MZ , in order not to induce uncertainties that are inherent to its pole mass. Their

1Some of the experimental values shown here are slightly different from the constraints considered in
Part I. This happened because, at the time of the original analysis of Part I, most of the values of this
section were not yet published.
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experimental values are [246]:

mexp
t = (172.4± 0.7) GeV , mb(MZ) = 2.83± 0.10 GeV . (11.2)

We interpret the Higgs-like particle discovered in July 2012 by ATLAS and CMS [22]
as the light CP-even Higgs boson of the supersymmetric SM. The (SM) Higgs boson
experimental average mass is [246]:

M exp
H = 125.10± 0.14 GeV . (11.3)

11.2 Gauge unification

A first challenge for each unification model is to predict a unification scale, while main-
taining agreement with experimental constraints on gauge couplings. The 1-loop gauge
β fuctions are given by:

2πβi = biα
2
i , (11.4)

where for our field content in each of the three energy regions the b coefficients are
given in Tab. 11.1 (see App. F for the calculation of each β function).

Scale b1 b2 b3
MEW -MTeV

21
5 −3 −7

MTeV -Mint
11
2 −1

2 −5

Mint-MGUT
39
5 3 −3

Table 11.1: b coefficients for gauge RGEs.

The a1,2 determine the unification scale and the a3 is used to confirm that unification
is indeed possible. Using a 0.3% uncertainty at the unification scale boundary, we
predict the different scales of our model (shown on Tab. 11.2), while the strong coupling
is predicted within 2σ of the experimental value (Eq. (11.1)):

as(MZ) = 0.1218 . (11.5)

Scale GeV

MGUT ∼ 1.7× 1015

Mint ∼ 9× 1013

MTeV ∼ 1500

Table 11.2: Scale predicted by gauge unification.
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It should be noted that although the unification scale is somewhat lower than ex-
pected in a supersymmetric theory, there is no fear of fast proton decay, as the U(1)A
remaining global symmetry can be immediately recognised2 as:

U(1)A = −1

9
B , (11.6)

where B is the baryon number. Therefore, the unification scale could, in principle, lie
even lower without such problems.

11.3 Higgs potential

We once again turn our focus on the third family. After GUT breaking, the Higgs scalar
potential is calculated from the D-, F - and soft terms of Sect. 9.2. While the soft terms
are extracted in a very straightforward way at this point, the D- and F - terms are
somewhat more involved.

First, the DA-terms 〈φ|GA|φ〉 will eventually vanish identically at the vacuum for
our choice of vevs, since the coefficients (GA)ba are antisymmetric in a and b, so we can
ignore them. The D1-terms are also zero, since they do not contain any of the Higgs
fields in their expressions. With help from App. D the D2- and F -terms are calculated:

V Higgs
F =− 20g2

[
H0
dH
−
d H

0
uH

+
u + c.c.

]
(11.7)

V Higgs
D2

=
10

3
g2
[
|H0

d |4 + |H−d |
4 + |H0

u|4 + |H+
u |4+

2|H0
d |2|H−d |

2 + 2|H−d |
2|H0

u|2 + 2|H0
d |2|H+

u |2 + 2|H0
u|2|H+

u |2
]

+
20

3
g2
[
|H0

d |2|H0
u|2 + |H−d |

2|H+
u |2
]

(11.8)

Together with the µ term of Eq. (10.67) (see Sect. 10.4) and the soft terms (see App. D)
we have the Higgs potential:

VHiggs =
(

3|µ(3)|2 +m2
3

)(
|H0

d |2 + |H−d |
2
)

+
(

3|µ(3)|2 +m2
3

)(
|H0

u|2 + |H+
u |2
)

+ b(3)
[
(H+

u H
−
D −H

0
uH

0
D) + c.c.

]
+

10

3
g2
[
|H0

d |4 + |H−d |
4 + |H0

u|4 + |H+
u |4+

2|H0
d |2|H−d |

2 + 2|H−d |
2|H0

u|2 + 2|H0
d |2|H+

u |2 + 2|H0
u|2|H+

u |2
]

+
20

3
g2
[
|H0

d |2|H0
u|2 + |H−d |

2|H+
u |2
]
− 20g2

[
H0
dH
−
d H

0
uH

+
u + c.c.

]
, (11.9)

2One can simply compare the charges of each field under U(1)A with its respective Baryon number,
see Eq. (9.21).
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where g is the gauge coupling at the unification scale and it is understood that the RG
running has not yet taken place. One can easily compare the above potential with the
standard 2 Higgs doublet scalar potential [247–249] and identify:

λ1 = λ2 = λ3 =
20

3
g2 , λ4 = 20g2 , λ5 = λ6 = λ7 = 0 . (11.10)

The absence of λ5,6,7 is expected in a supersymmetric theory (even in the case it is
a broken one). The above relations are used as boundary conditions at GUT scale,
then all the Higgs couplings run using their RGEs (see App. F for the full expressions
for each energy regime), which in turn change appropriately for each energy interval
explained above.

11.4 1-loop results

The Higgs couplings λi are evolved from the GUT scale down to the EW scale together
with the gauge couplings, the top, bottom and tau Yukawas, all at one loop. It is useful
to recall that all gauge and quark Yukawa couplings use g as boundary condition, while
the tau Yukawa emerges from a higher-dimensional operator and has significantly wider
freedom. We use the standard tau lepton mass [246] as an input.

We consider uncertainties on the two important boundaries we consider, namelyMGUT

and MTeV , because of threshold corrections (for a more comprehensive discussion
see [250]). For simplicity we have considered degeneracy between all supersymmetric
particles that acquire masses at the TeV scale. The uncertainty of the top and bottom
Yukawa couplings on the GUT boundary is taken to be 6%, while on the TeV boundary
is taken to be 2%. For λ1,2 the uncertainty is 8% on both boundaries and for λ3,4 is 7%
at GUT and 5% at TeV .

Both top and bottom quark masses are predicted within 2σ of their experimental
values (Eq. (11.2)):

mb(MZ) = 3.00 GeV , m̂t = 171.6 GeV , (11.11)

while the light Higgs boson mass is predicted within 1σ of Eq. (11.3):

mh = 125.18 GeV . (11.12)

The model features a large tanβ ∼ 48. This is necessary, since the Yukawas begin
from the same value at the GUT boundary, so a large difference between the two vevs
is needed to reproduce the known fermion hierarchy. The pseudoscalar Higgs boson
is considered to have mass between 2000 − 3000 GeV , in agreement with its non-
detection [169] at the LHC.
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Chapter 12

Conclusions

This thesis focuses on supersymmetric theories that have only a few free parameters.
In the first part, after a brief discussion on the ideas concerning the reduction of cou-
plings of renormalizable theories and the theoretical tools which have been developed
to confront the problem, as well as a review of the concept of finiteness in supersymmet-
ric theories, updates and new results were given for four specific models, in which the
reduction of parameters has been theoretically explored and tested against the experi-
mental data. Important updates w.r.t. previous analyses are the improved Higgs-boson
mass predictions as provided by the latest version of FeynHiggs (version 2.16.0),
including in particular the improved uncertainty evaluation. Furthermore, the CDM
predictions of each model have been evaluated with MicrOMEGAs(version 5.0). From
a phenomenological point of view, the reduction of couplings method described in the
thesis provides selection rules that single out realistic models, whether applied to GUTs
or directly to the MSSM. In each case the number of free parameters is decreased sub-
stantially and the model becomes more predictive.

The analysis is focused on four models, namely the Minimal N = 1 SU(5), the Finite
N = 1 SU(5), the Two-Loop Finite N = 1 SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) and the Reduced
MSSM, which all share similar features. The Minimal N = 1 SU(5) model predicts
the top quark mass and the light Higgs boson mass in agreement with LHC mea-
surements, as well as the full SUSY spectrum of the MSSM. However, concering the
bottom-quark mass predictions, relatively small values are obtained, and agreement
with the experimental data can be found at the 3σ level only if additionally a ∼ 6 MeV
theory uncertainty is included, favoring an extremely heavy supersymmetric spectrum.
The Finite N = 1 SU(5) model and the Finite N = 1 SU(3) ⊗ SU(3) ⊗ SU(3) model
are in natural agreement with all LHC measurements and searches and feature heavy
spectra as well, while the Reduced MSSM - which is the model whith the lightest su-
persymmetric spectrum among the four - has a low pseudoscalar Higgs boson mass
MA that is ruled out by the recent ATLAS results. The three GUTs evade detection at
HL-LHC, while their discovery potential at FCC-hh is determined as well. Concern-
ing the DM predictions, the three former models have an excess of CDM w.r.t. the
experimental measurements, while the latter has a lower relic density than required by
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experimental searches. In the case of the Reduced MSSM the situation can be amelio-
rated if additional sources of CDM are allowed, in order for the experimental value to
be applied only as an upper limit. If not, bilinear R-parity violating terms (that preserve
finiteness) should be introduced in each model.

In the second part of the thesis an N = 1, 10D E8 is considered on a compactified
spacetime M4×B0/Z3, where B0 is the nearly-Kähler manifold SU(3)/U(1)×U(1) and
Z3 is a freely acting discrete group on B0. Then E8 is dimensionally reduced on this
manifold and the Wilson flux breaking mechanism is employed, leading in four dimen-
sions to an N = 1 SU(3)3 gauge theory with two extra global U(1)s.

In the case considered the radii of the coset space are small, in order for the com-
pactification scale to match the unification scale. This choice results in a split-like
supersymmetric scenario, where gauginos, Higgsinos (of the third generation) and slep-
tons all acquire masses at the TeV scale, and the rest supesymmetric spectrum is su-
perheavy (∼ MGUT ). The global U(1)A conserves Baryon number, a fact which allows
for the predicted unification scale to be ∼ 1015 GeV. The 2 Higgs doublets model em-
ployed below GUT breaking predicts a light Higgs boson mass within the experimental
boundaries, while the top and bottom quark masses are also in (2σ) agreement with ex-
perimental measurements. The pseudoscalar Higgs boson is considered to have mass
between 2000−3000 GeV and the neutralino, which is expected to be the LSP, acquires
mass at ∼ 1500 GeV .

The next step in this direction includes the prediction of the full (light) supersym-
metric spectrum, a 2-loop analysis of the model, the application of more experimental
constraints (i.e. B-physics observables), the calculation of the CDM relic density and
the model’s discovery potential from present and/or future colliders. This is already
planned for future work [253]. Another direction in the same framework would be
the examination of the high energy potential of the theory, in order to test the model’s
agreement with the observed values of the cosmological constant. The torsion of the
model is heavily involved in this endeavour, although its value is already constrained
by the gaugino masses. A success in this direction could establish this theory as the
low energy limit of the heterotic string, thus achieving the long-term challenge of the
development of a framework in which the above successes of the field theory models
are combined with gravity.
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Appendix A

Reducing the 10-dimensional
32-spinor to 8-spinor by
Majorana-Weyl Condition

Here the reduction of the Dirac spinor with 2D/2 = 32 components to a Weyl-Majorana
spinor with 8 components in the case of a N = 1 theory in 10D is demonstrated, in
order to have the same degrees of freedom as the gauge fields. We choose the following
representation for the Γ matrices:

Γµ = γµ ⊗ I8 , µ = 0, 1, 2, 3 . (A.1)

The Dirac spinor can be written as

ψ = (ψ1...ψ4χ1...χ4)T , (A.2)

where all ψi, χi (i = 1, ..., 4) transform as SO(1, 3) Dirac spinors. The rest Γ matrices
are presented:

Γ4 = γ5 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ5 = γ5 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ,

Γ6 = γ5 ⊗ I2 ⊗ σ3 ⊗ σ2 , Γ7 = γ5 ⊗ I4 ⊗ σ1 , (A.3)
Γ8 = γ5 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ9 = γ5 ⊗ I2 ⊗ σ1 ⊗ σ2

and hence

Γ11 = Γ0...Γ9 = −γ5 ⊗ I2 ⊗ I2 ⊗ σ3 = γ5 ⊗
(
−I4 0

0 I4

)
. (A.4)

The spinor ψ is reducible, Γ11ψ± = ±ψ±, where ψ± = 1
2
(1 ± Γ11)ψ. Then the Weyl

condition Γ11ψ = ψ selects ψ+, where

ψ+ = (Lψ1...Lψ4Rχ1...Rχ4)T , (A.5)
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where L = 1
2
(1 − γ5) (left-handed) and R = 1

2
(1 + γ5) (right-handed). The ψi form the

4 and the χi the 4 representations of SO(6). Imposing further the Mayorana condition
on the 10-dimensional spinor

ψ = C10Γ0ψ∗ , (A.6)

where C10 = C4 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ I2, we are led to the relations χ1,3 = Cγ0ψ
∗
2,4 and χ2,4 =

−Cγ0ψ
∗
1,3. Therefore, by imposing the Weyl and Majorana condition in 10D, we obtain

a Weyl spinor in 4 dimensions transforming as the 4 representation of SO(6):

ψ = (Lψ1 Lψ2 Lψ3 Lψ4 Rψ̃1 Rψ̃2 Rψ̃3 Rψ̃4 )T , ψ̃i = (−1)iCγ0ψ
∗
i . (A.7)

In addition, we need the γ matrices in the coset space SU(3)/U(1)× U(1). The metric
is given as gab = diag(R2

1, R
2
1, R

2
2, R

2
2, R

2
3, R

2
3), gab = diag( 1

R2
1

1
R2

1

1
R2

2

1
R2

2

1
R2

3

1
R2

3
, ) and therefore

the Γ matrices are given by

Γ4 =
1

R1

γ5 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ5 =
1

R1

γ5 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ⊗ σ2 ,

Γ6 =
1

R2

γ5 ⊗ I2 ⊗ σ3 ⊗ σ2 , Γ7 =
1

R2

γ5 ⊗ I4 ⊗ σ1 , (A.8)

Γ8 =
1

R3

γ5 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ σ2 , Γ9 =
1

R3

γ5 ⊗ I2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 .
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Appendix B

Useful relations for the gaugino mass
calculation

We use the real metric of the coset, gab = diag(R2
1, R

2
1, R

2
2, R

2
2, R

2
3, R

2
3). Using the struc-

ture constants of SU(3), f 3
12 = 2, f 8

45 = f 8
67 =

√
3, f 6

24 = f 7
14 = −f 7

36 = −f 6
15 = f 5

34 = 1
(where the indices 3 and 8 corresponf to U(1)×U(1) and the rest are the coset indices),
we calculate Dabc:

D523 = D613 = D624 = D541 = −D514 = −D532 = −D631 = −D624 =
1

2
(c− a− b)

D235 = D136 = D264 = D154 = −D145 = −D253 = −D163 = −D264 =
1

2
(a− b− c)

D352 = D361 = D462 = D415 = −D451 = −D325 = −D316 = −D426 =
1

2
(b− c− a)

From the D’s we calculate he contorsion tensor

Σabc = 2τ(Dabc +Dbca +Dcba) ,

and then the tensor
Gabc = Dabc +

1

2
Σabc ,

which is

G523 = G613 = G642 = G541 = −G514 = −G532 = −G631 = −G642 =
1

2
[(1− τ)c− (1 + τ)a− (1 + τ)b]

G235 = G136 = G246 = G154 = −G145 = −G253 = −G163 = −G264 =
1

2
[−(1− τ)a+ (1 + τ)b+ (1 + τ)c]

G352 = G361 = G462 = G415 = −G451 = −G325 = −G316 = −G426 =
1

2
[−(1 + τ)a+ (1− τ)b− (1 + τ)c]
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Appendix C

Calculation of DA terms

Here the explicit calculation of the DA terms of Eq. (9.16) is given.1

Decomposition of 27 and 78 of E6 under SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R

The decomposition of 27 and 78 of E6 under the trinification gauge group is given as:

27 = (1, 3, 3̄)⊕ (3, 3̄, 1)⊕ (3̄, 1, 3) (C.1)
78 = (1, 8, 1)⊕ (1, 1, 8)⊕ (8, 1, 1)⊕ (3, 3, 3)⊕ (3̄, 3̄, 3̄) (C.2)

First, for bookkeeping, we study the E6 group as seen under its SU(3)3 maximal sub-
group. A vector, ψµ, µ = 1, . . . , 27, of the fundamental representation of E6, i.e. the
27, can be expressed as a triple, (Ψ1,Ψ2,Ψ3), of the three complex 3 × 3 matrices, Hi,
which transform under the maximal subgroup as:

• (1, 3, 3̄) is related to Ψ3 → L p
a

• (3, 3̄, 1) is related to Ψ2 → Q a
α

• (3̄, 1, 3) is related to Ψ1 → (qc) α
p

In addition, the corresponding ψ̄µ vector of 27 is expressed as (Ψ†1,Ψ
†
2,Ψ

†
3). In the

L,Q, qc notation the indices are:

• α, β, γ = 1, . . . 3: SU(3)c indices

• a, b, c = 1, . . . , 3: SU(3)L indices

• p, q, r = 1, . . . 3: SU(3)R indices

The 78 generators of E6 written in the SU(3)c × SU(3)L × SU(3)R meaningful notation
are:

1 [244]
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• tcA ∼ (8, 1, 1)

• tLA ∼ (1, 8, 1)

• tRA ∼ (1, 1, 8)

• tαap ∼ (3, 3, 3)

• t̄αap ∼ (3̄, 3̄, 3̄),

where the index A is referring to the octet, A = 1, . . . 8, of each SU(3). The commutation
relations of the generators written in the above form are:

[tcA, t
c
B] = ifABCt

c
C , [tLA, t

L
B] = ifABCt

L
C , [tRA, t

R
B] = ifABCt

R
C , (C.3)

[tcA, t
L
B] = [tcA, t

R
B] = [tLA, t

R
B] = 0 , (C.4)

[tcA, tαap] = −1
2
(λA) β

α tβap , [tLA, tαap] = −1
2
(λA) b

a tαbp , [tRA, tαap] = −1
2
(λA) q

p tαaq (C.5)

[tcA, t̄
αap] = 1

2
(λA) α

β t̄
βap , [tLA, t̄

αap] = 1
2
(λA) a

b t̄
αbp , [tRA, t̄

αap] = 1
2
(λA) p

q t̄
αaq , (C.6)

[tαap, tβbq] = εαβγεabcεpqr t̄
γcr , [t̄αap, t̄βbq] = εαβγεabcεpqrtγcr , (C.7)

[t̄αap, tβbq] = (λA) α
β δ

a
b δ

p
q t

c
A + δ α

β (λA) a
b δ

p
q t

L
A + δ α

β δ
a
b (λA) p

q t
R
A . (C.8)

where fABC are the standard SU(3) structure constants:

f 3
12 = 2 , f 8

45 = f 8
67 =

√
3 , (C.9)

f 6
24 = f 7

14 = f 7
25 = −f 7

36 = −f 6
15 = −f 5

34 = 1 (C.10)

and λA are the eight Gell-Mann matrices. Also, the action of the various tensors
(generators) on the multiplets is given as follows:

tcAQ = 1
2
λAQ , tcAL = 0 , tcAq

c = −1
2
qcλA , (C.11)

tLAQ = −1
2
QλA , tLAL = 1

2
λAL , tLAq

c = 0 , (C.12)

tRAQ = 0 , tRAL = −1
2
LλA , tRAq

c = 1
2
λAq

c , (C.13)

tαapQ
b
b = εαβγδ

b
a (qc) γ

p , t̄αapQ b
β = −εabcδ α

β L
p
c , (C.14)

tαapL
q
b = εabcδ

q
p Q

c
α , t̄αapL q

b = −εpqrδ a
b (qc) α

r , (C.15)

tαap(q
c) β
q = εpqrδ

β
α L

r
α , t̄αap(qc) β

q = −εαβγδ p
q Q

a
γ . (C.16)

So, as mentioned above, the 78 generators are written in the following set:

GS = {tcA, tLA, tRA, tαap, t̄αap} . (C.17)
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Study of the subgroup after the Wilson flux mechanism

Performing the breaking with the Wilson flux, the resulting gauge group is SU(3)c ×
SU(3)L × SU(3)R and therefore its generators are given by the following set:

tsA = {tcA, tLA, tRA} , s = c, R, L , (C.18)

where A = 1, . . . , 8. Therefore, we keep in mind the commutation relations and ac-
tions of the generators on the triplet only for the 24 generators that remain unbroken,
neglecting everything that involves the tαap and t̄αap.
At this point, everything that is necessary for the calculation of the 24 Ds is settled
(where we lowered the A index for more clarity). The starting point of the calculations
is:

Dc
A =

1√
3
〈Ψi|tcA|Ψi〉 (C.19)

DL
A =

1√
3
〈Ψi|tLA|Ψi〉 (C.20)

DR
A =

1√
3
〈Ψi|tRA|Ψi〉 . (C.21)

From now on, we make use of the renamed Hi, that is the Q,L, qc and use the matrix
notation instead of the Dirac one. In particular, the above relations become:

Dc
A =

1√
3

[
Q̄ α
a (tcAQ) a

α + (q̄c) p
α (tcAq

c) α
p + L̄ a

p (tcAL) p
a

]
(C.22)

DL
A =

1√
3

[
Q̄ α
a (tLAQ) a

α + (q̄c) p
α (tLAq

c) α
p + L̄ a

p (tLAL) p
a

]
(C.23)

DR
A =

1√
3

[
Q̄ α
a (tRAQ) a

α + (q̄c) p
α (tRAq

c) α
p + L̄ a

p (tRAL) p
a

]
(C.24)

Acting with the generators on the multiplets, according to the corresponding rules given
above, the above equations turn into:

Dc
A =

1

2
√

3

[
Q

α

a (λA) β
α Q

a
β − (qc) p

α (qc) β
p (λA) α

β

]
(C.25)

DL
A =

1

2
√

3

[
−Q α

a Q
b
α (λA) a

b + L
a

p (λA) b
a L

p
b

]
(C.26)

DR
A =

1

2
√

3

[
(qc) p

α (λA) q
p (qc) α

q − L
a

p L
q
a (λA) p

q

]
. (C.27)

Let us now demonstrate the way the above terms are obtained through the example of
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DL
3 , taking into consideration that λ3 = diag(1,−1, 0):

DL
3 =

1

2
√

3

[
−Q α

a Q
b
α (λ3) a

b + L
a

p (λ3) b
a L

p
b

]
(C.28)

=
1

2
√

3

[
−Q α

1 Q
1
α (λ3) 1

1 −Q
α

2 Q
2
α (λ3) 2

2 + L
1

p (λ3) 1
1 L

p
1 + L

2

p (λ3) 2
2 L

p
2

]
(C.29)

=
1

2
√

3

[
−Q α

1 Q
1
α +Q

α

2 Q
2
α + L

1

p L
p

1 − L
2

p L
p

2

]
(C.30)

=
1

2
√

3

[
−Q 1

1 Q
1

1 −Q
2

1 Q
1

2 −Q
3

1 Q
1

3 +Q
1

2 Q
2

1 +Q
2

2 Q
2

2 +Q
3

2 Q
2

3 (C.31)

+ L
1

1 L
1

1 + L
1

2 L
2

1 + L
1

3 L
3

1 − L
2

1 L
1

2 − L
2

2 L
2

2 − L
2

3 L
3

2 ] (C.32)

=
1

2
√

3

[
−d̄1

Ld
1
L − d̄2

Lu
1
L − d̄3

LD
1
L + ū1

Ld
2
L + ū2

Lu
2
L + ū3

LD
2
L (C.33)

+H̄0
dH

0
d + H̄−d H

+
u + v̄RvL − H̄+

u H
−
d − H̄

0
uH

0
u − ēReL

]
(C.34)

Accordingly, the rest of the Ds are calculated and their results are listed as follows:

The Dc
As

Dc
1 =

1

2
√

3
[d̄1
Lu

1
L + ū1

Lu
2
L + D̄1

Ld
3
L + d̄2

Ld
1
L + ū2

Lu
1
L + D̄2

Ld
3
L

− d̄2
Rd

1
R − ū2

Rd
2
R − D̄2

Rd
3
R − d̄1

Ru
1
R − ū1

Ru
2
R − D̄1

Ru
3
R] (C.35)

Dc
2 =

i

2
√

3
[−d̄1

Lu
1
L − ū1

Lu
2
L − D̄1

Ld
3
L + d̄2

Ld
1
L + ū2

Lu
1
L + D̄2

Ld
3
L

+ d̄2
Rd

1
R + ū2

Rd
2
R + D̄2

Rd
3
R − d̄1

Ru
1
R − ū1

Ru
2
R − D̄1

Ru
3
R] (C.36)

Dc
3 =

1

2
√

3
[d̄1
Ld

1
L + d2

Lu
1
L + D̄1

Rd
3
L − d̄2

Lu
1
L − ū2

Lu
2
L − D̄2

Lu
3
L

− d̄1
Rd

1
R − ū1

Rd
2
R − D̄1

Rd
3
R + d̄2

Ru
1
R + ū2

Ru
2
R + D̄2

Ru
3
R] (C.37)

Dc
4 =

1

2
√

3
[d̄1
Ld

3
R + ū1

LD
2
L + D̄1

LD
3
L + d̄3

Ld
1
L + ū3

Ld
2
L + D̄3

Ld
3
L

− d̄3
Rd

1
R − ū3

Rd
2
R − D̄3

Rd
3
R − d̄1

RD
1
R − ū1

RD
2
R − D̄1

RD
3
R] (C.38)

Dc
5 =

i

2
√

3
[−d̄1

Ld
3
R − ū1

LD
2
L − D̄1

LD
3
L + d̄3

Ld
1
L + ū3

Ld
2
L + D̄3

Ld
3
L

+ d̄3
Rd

1
R + ū3

Rd
2
R + D̄3

Rd
3
R − d̄1

RD
1
R − ū1

RD
2
R − D̄1

RD
3
R] (C.39)

Dc
6 =

1

2
√

3
[d̄2
LD

1
L + ū2

LD
2
L + D̄2

LD
3
L + d̄3

Lu
1
L + ū3

Lu
2
L + D̄3

Lu
3
L
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− d̄3
Ru

1
R − ū3

Ru
2
R − D̄3

Ru
3
R − d̄2

RD
1
R − ū2

RD
2
R − D̄2

RD
3
R] (C.40)

Dc
7 =

i

2
√

3
[−d̄2

LD
1
L − ū2

LD
2
L − D̄2

LD
3
L + d̄3

Lu
1
L + ū3

Lu
2
L + D̄3

Lu
3
L

+ d̄3
Ru

1
R + ū3

Ru
2
R + D̄3

Ru
3
R − d̄2

RD
1
R − ū2

RD
2
R − D̄2

RD
3
R] (C.41)

Dc
8 =

1

6
[d̄1
Ld

1
L + ū1

Ld
2
L + D̄1

Ld
3
L + d̄2

Lu
1
L + ū2

Lu
2
L + D̄2

Lu
3
L − 2d̄3

LD
1
L − 2ū3

LD
2
L − 2D̄3

LD
3
L

− d̄1
Rd

1
R − ū1

Rd
2
R − D̄1

Rd
3
R − d̄2

Ru
1
R − ū2

Ru
2
R − D̄2

Ru
3
R + 2d̄3

RD
1
R + 2ū3

RD
2
R + 2D̄3

RD
3
R]

(C.42)

The DL
As

DL
1 =

1

2
√

3
[−ū1

Ld
1
L − ū2

Lu
1
L − ū3

LD
1
L − d̄1

Ld
2
L − d̄2

Lu
2
L − d̄3

LD
2
L

+ H̄0
dH
−
d + H̄−d H

0
u + v̄ReL + H̄+

u H
0
d + H̄0

uH
+
u + ēRvR] (C.43)

DL
2 =

i

2
√

3
[ū1
Ld

1
L + ū2

Lu
1
L + ū3

LD
1
L − d̄1

Ld
2
L − d̄2

Lu
2
L − d̄3

LD
2
L

− H̄0
dH
−
d − H̄

−
d H

0
u − v̄ReL + H̄+

u H
0
d + H̄0

uH
+
u + ēRvR] (C.44)

DL
3 =

1

2
√

3
[−d̄1

Ld
1
L − d̄2

Lu
1
L − d̄3

LD
1
L + ū1

Ld
2
L + ū2

Lu
2
L + ū3

LD
2
L

+ H̄0
dH

0
d + H̄−d H

+
u + v̄RvL − H̄+

u H
−
d − H̄

0
uH

0
u − ēReL] (C.45)

DL
4 =

1

2
√

3
[−D̄1

Ld
1
L − D̄2

Lu
1
L − D̄3

LD
1
L − d̄1

Ld
3
L − d̄2

Lu
3
L − d̄3

LD
3
L

+ H̄0
dvR + H̄−d eR + v̄RS + v̄LH

0
d + ēLH

+
u + S̄vL] (C.46)

DL
5 =

i

2
√

3
[D̄1

Ld
1
L + D̄2

Lu
1
L + D̄3

LD
1
L − d̄1

Ld
3
L − d̄2

Lu
3
L − d̄3

LD
3
L

− H̄0
dvR − H̄−d eR − v̄RS + v̄LH

0
d + ēLH

+
u + S̄vL] (C.47)

DL
6 =

1

2
√

3
[−D̄1

Ld
2
L − D̄2

Lu
2
L − D̄3

LD
2
L − ū1

Ld
3
L − ū2

Lu
3
L − ū3

LD
3
L

+ H̄+
u vR + H̄0

ueR + ēRS + v̄LH
−
d + ēLH

0
u + S̄eL] (C.48)

DL
7 =

i

2
√

3
[D̄1

Ld
2
L + D̄2

Lu
2
L + D̄3

LD
2
L − ū1

Ld
3
L − ū2

Lu
3
L − ū3

LD
3
L

− H̄+
u vR − H̄0

ueR − ēRS + v̄LH
−
d + ēLH

0
u + S̄eL] (C.49)

DL
8 =

1

6
[−d̄1

Ld
1
L − d̄2

Lu
1
L − d̄3

LD
1
L − ū1

Ld
2
L − ū2

Lu
2
L − ū3

LD
2
L + 2D̄1

Ld
3
L + 2D̄2

Lu
3
L + 2D̄3

LD
3
L

+ H̄0
dH

0
d + H̄−d H

+
u + v̄RvL + H̄+

u H
−
d + H̄0

uH0 + ēReL − 2v̄LvR − 2ēLeR − 2S̄S]
(C.50)
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The DR
As

DR
1 =

1

2
√

3
[d̄1
Rd

2
R + d̄2

Ru
2
R + d̄3

RD
2
R + ū1

Rd
1
R + ū2

Ru
1
R + ū3

RD
1
R

− H̄−d H
0
d − H̄0

uH
−
d − ēLvR − H̄

0
dH

+
u − H̄+

u H
0
u − v̄LeR] (C.51)

DR
2 =

i

2
√

3
[−d̄1

Rd
2
R − d̄2

Ru
2
R − d̄3

RD
2
R + ū1

Rd
1
R + ū2

Ru
1
R + ū3

RD
1
R

+ H̄−d H
0
d + H̄0

uH
−
d + ēLvR − H̄0

dH
+
u − H̄+

u H
0
u − v̄LeR] (C.52)

DR
3 =

1

2
√

3
[d̄1
Rd

1
R + d̄2

Ru
1
R + d̄3

RD
1
R − ū1

Rd
2
R − ū2

Ru
2
R − ū3

RD
2
R

− H̄0
dH

0
d − H̄+

u H
−
d − v̄LvR + H̄−d H

+
u + H̄0

uH
0
u + ēLeR] (C.53)

DR
4 =

1

2
√

3
[d̄1
Rd

3
R + d̄2

Ru
3
R + d̄3

RD
3
R + D̄1

Rd
1
R + D̄2

Ru
1
R + D̄3

RD
1
R

− v̄RH0
d − ēRH−d − S̄vR − H̄

0
dvL − H̄+

u eL − v̄LS] (C.54)

DR
5 =

i

2
√

3
[−d̄1

Rd
3
R − d̄2

Ru
3
R − d̄3

RD
3
R + D̄1

Rd
1
R + D̄2

Ru
1
R + D̄3

RD
1
R

+ v̄RH
0
d + ēRH

−
d + S̄vR − H̄0

dvL − H̄+
u eL − v̄LS] (C.55)

DR
6 =

1

2
√

3
[ū1
Rd

3
R + ū2

Ru
3
R + ū3

RD
3
R + D̄1

Rd
2
R + D̄2

Ru
2
R + D̄3

RD
2
R

− v̄RH+
u − ēRH0

u − S̄eR − H̄−d vL − H̄
0
ueL − ēLS] (C.56)

DR
7 =

i

2
√

3
[−ū1

Rd
3
R − ū2

Ru
3
R − ū3

RD
3
R + D̄1

Rd
2
R + D̄2

Ru
2
R + D̄3

RD
2
R

+ v̄RH
+
u + ēRH

0
u + S̄eR − H̄−d vL − H̄

0
ueL − ēLS] (C.57)

DR
8 =

1

6
[d̄1
Rd

1
R + d̄2

Ru
1
R + d̄3

RD
1
R + ū1

Rd
2
R + ū2

Ru
2
R + ū3

RD
2
R − 2D̄1

Rd
3
R − 2D̄2

Ru
3
R − 2D̄3

RD
3
R

− H̄0
dH

0
d − H̄+

u H
−
d − v̄LvR − H̄

−
d H

+
u − H̄0

uH
0
u − ēLeR + 2v̄RvL + 2ēReL + 2S̄S]

(C.58)
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Appendix D

Calculation of scalar potential terms

Here the expressions of the F -, D- and soft terms are calculated, following the results
of Sect. 9.2.

Potential due to F-terms VF

First, we need to calculate the following derivative:

FΨi =
∂W

∂Ψi

, Fθ =
∂W

∂θ
, W =

√
40dabcΨ

a
1Ψb

2Ψc
3 , W † =

√
40dabcΨ1aΨ2bΨ3c (D.1)

FΨ1 =
∂W

∂Ψm
1

=
√

40dabcδ
a
mΨb

2Ψc
3 , F †

Ψ†1
=

∂W †

∂Ψ1m

=
√

40dabcδma Ψ2bΨ3c

FΨ2 =
∂W

∂Ψn
2

=
√

40dabcΨ
a
1δ
b
nΨc

3 , F †
Ψ†2

=
∂W †

∂Ψ2n

=
√

40dabcΨ1aδ
n
b Ψ3c

FΨ3 =
∂W

∂Ψp
3

=
√

40dabcΨ
a
1Ψb

2δ
c
p , F †

Ψ†2
=
∂W †

∂H3p

=
√

40dabcΨ1aΨ2bδ
p
c

Therefore, since Fθ = 0, the VF of Eq. (9.14) will be:

VF =
3∑
i=1

|FΨi |2 =
3∑
i=1

FΨ†i

†FΨi = FΨ†1

†FΨ1 + FΨ†2

†FΨ2 + FΨ†3

†FΨ3

=
√

40ddefδmd Ψ2eΨ3f

√
40dabcδ

a
mΨb

2Ψc
3

+
√

40ddefΨ1dδ
n
eΨ3f

√
40dabcΨ

a
1δ
b
nΨc

3

+
√

40ddefΨ1dΨ2eδ
p
f

√
40dabcΨ

a
1Ψb

2δ
c
p

= 40
(
daefΨ2eΨ3fdabcΨ

b
2Ψc

3 + ddbfΨ1dΨ3fdabcΨ
a
1Ψc

3 + ddecΨ1dΨ2edabcΨ
a
1Ψb

2

)
(D.2)
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For convenience, the three terms of the above equation will be studied separately.
Interchanging the various indices produces:

daefΨ2eΨ3fdabcΨ
b
2Ψc

3 = dabcd
adeΨb

2Ψc
3Ψ2dΨ3c = dcbad

cdeΨb
2Ψa

3Ψ2dΨ3e = dcabd
dceΨa

2Ψb
3Ψ2dΨ3e

= dabcd
cdeΨa

2Ψb
3Ψ2dΨ3e

ddbfdabcΨ1dΨ3fΨ
a
1Ψc

3 = dacbd
dcfΨ1dΨ3fΨ

a
1Ψb

3 = dabcd
cdeΨa

2Ψb
3Ψ1dΨ3e

ddecdabcΨ1dΨ3fΨ
a
1Ψc

3 = dacbd
dcfΨa

1Ψb
2Ψ1dΨ2f = dabcd

cdeΨa
1Ψb

2Ψ1dΨ2e

Taking into consideration the above relations and putting them back together into
Eq. (D.2), we obtain the potential of the F-terms Eq. (9.26):

VF = 40dabcd
cde
(
Ψa

1Ψb
2Ψ1dΨ2e + Ψa

2Ψb
3Ψ2dΨ3e + Ψa

1Ψb
3Ψ1dΨ3e

)
(D.3)

Now we want to express the above potential in terms of 3× 3 matrices, (qc, Q, L), which
compose an alternative description of the vectors of E6, i.e. the various His that live
in representation 27. First, we consider the following cubic invariant along with its
hermitian conjugate:

I3 = dabcΨ
a
1Ψb

2Ψc
3 , Ī3 = dabcΨ1aΨ2bΨ3c (D.4)

Taking into account [244], the above expressions of the cubic invariants convert to the
following ones:

I3 = detqc + detqQ+ detqL− Tr(qcQL) , Ī3 = detqc† + detqQ† + detqL† − Tr(qc†Q†L†)
(D.5)

The invariants of Eq. (D.4) are actually the superpotential W (and W̄ ) of Eq. (D.1). In
order to obtain the potential due to the F-terms, VF , in terms of qc, Q, L, one needs
to calculate the derivatives FΨi of (D.1) in terms of them:

FΨ1 → Fqc =
√

40
∂I3

∂qc
≡
√

403q̂c , F †
Ψ†1
→ F †

qc†
=
√

40
∂Ī3

∂qc†
≡
√

403q̂c†

FΨ2 → FQ =
√

40
∂I3

∂Q
≡
√

403Q̂ , F †
Ψ†2
→ F †

Q†
=
√

40
∂Ī3

∂Q†
≡
√

403Q̂†

FΨ3 → FL =
√

40
∂I3

∂L
≡
√

403L̂ , F †
Ψ†3
→ F †

L†
=
√

40
∂Ī3

∂L†
≡
√

403L̂† ,

where the definitions Eq. (9.22) were used. Therefore, in accordance with (D.2), the
potential VF will be written as:

VF = |FΨi |2 → VF = Tr
(
F †
qc†
Fqc + F †

Q†
FQ + F †L†F

†
L

)
= 40Tr

(
9q̂c†q̂c + 9Q̂†Q̂+ 9L̂†L̂

)
= 360Tr

(
q̂c†q̂c + Q̂†Q̂+ L̂†L̂

)
, (D.6)
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which is that of Eq. (9.27). Moreover, the explicit expressions of the hatted quantities,
which will be of importance after the vev is considered, are ( [244]):

3(q̂c) α
a =

∂I3

∂(qc)aα
=

1

2
εabcε

αβγ(qc) b
β (qc) c

γ −Q p
a L

α
p

3Q̂ a
p =

∂I3

∂Q p
a

=
1

2
εpqrε

abcQ q
b Q

r
c − L α

p (qc) a
α

3L̂ p
α =

∂I3

∂L α
p

=
1

2
εαβγε

pqrL β
q L

γ
r − (qc) a

α Q
p
a . (D.7)

The above expressions are the ones from which we will obtain the matrix elements and
then use their explicit expressions. Since we will only calculate these terms at the
vacuum, only L̂ will be non-zero. Thus, we can re-write (D.6) as:

VF = 360
(

Tr(q̂c†q̂c) + Tr(Q̂†Q̂c) + Tr(L̂†L̂c)
)

= 360Tr(L̂†L̂) , (D.8)

In order to calculate the trace of (D.8), we need to calculate the matrix elements of
the L̂, in this case of the vacuum state. The calculations begins with the expression
mentioned in (D.7), which in this case becomes:

3(L̂) p
α =

∂I3

∂(L) α
p

=
1

2
εαβγε

pqrL β
q L

γ
r . (D.9)

We calculate straightforwardly the matrix elements:

L̂ 1
1 =

1

2
ε1βγε

1qrL β
q L

γ
r =

1

2

(
ε12γε

1qrL 2
q L

γ
r + ε13γε

1qrL 3
q L

γ
r

)
=

1

2

(
ε123ε

1qrL 2
q L

3
r + ε132ε

1qrL 3
q L

3
r

)
=

1

2

(
ε123ε

12rL 2
2 L

3
r + ε123ε

13rL 2
3 L

3
r + ε132ε

12rL 3
2 L

2
r + ε132ε

13rL 3
3 L

2
r

)
=

1

2

(
ε123ε

123L 2
2 L

3
3 + ε123ε

132L 2
3 L

3
2 + ε132ε

123L 3
2 L

2
3 + ε132ε

132L 3
3 L

2
2

)
(D.10)

and similarly

L̂ 2
1 =

1

2

(
ε123ε

213L 2
1 L

3
3 + ε123ε

231L 2
3 L

3
1 + ε132ε

213L 3
1 L

2
3 + ε132ε

231L 3
3 L

2
1

)
(D.11)

L̂ 3
1 =

1

2

(
ε123ε

312L 2
1 L

3
2 + ε123ε

321L 2
2 L

3
1 + ε132ε

312L 3
1 L

2
2 + ε132ε

321L 3
2 L

2
1

)
(D.12)

L̂ 1
2 =

1

2

(
ε231ε

123L 3
2 L

1
3 + ε231ε

132L 3
3 L

2
1 + ε213ε

123L 1
2 L

3
3 + ε213ε

132L 1
3 L

3
2

)
(D.13)

L̂ 2
2 =

1

2

(
ε213ε

213L 1
1 L

3
3 + ε213ε

231L 1
3 L

3
1 + ε231ε

213L 3
1 L

1
3 + ε231ε

231L 3
3 L

1
1

)
(D.14)
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L̂ 3
2 =

1

2

(
ε213ε

312L 1
1 L

2
3 + ε213ε

321L 1
2 L

3
1 + ε231ε

312L 3
1 L

1
2 + ε231ε

321L 3
2 L

1
1

)
(D.15)

L̂ 1
3 =

1

2

(
ε312ε

123L 1
2 L

2
3 + ε132ε

321L 1
3 L

2
2 + ε321ε

123L 2
2 L

1
3 + ε321ε

132L 2
3 L

1
2

)
(D.16)

L̂ 2
3 =

1

2

(
ε312ε

213L 1
1 L

2
3 + ε312ε

231L 1
3 L

2
1 + ε321ε

213L 2
1 L

1
3 + ε321ε

231L 2
3 L

1
1

)
(D.17)

L̂ 3
3 =

1

2

(
ε312ε

312L 1
1 L

2
2 + ε312ε

321L 1
2 L

2
1 + ε321ε

312L 2
1 L

1
2 + ε321ε

321L 2
2 L

1
1

)
(D.18)

Potential due to D-terms VD

The potential due to the D-terms is given in Eq. (9.13). Each term of this potential is
given in Eqs. (9.16)-(9.18). The first equation is set to zero when at a vacuum, due to
the fact that the coefficients GA are antisymmetric on their gauge indices. Therefore,
we will not deal with it any more. The second and third expressions of the above are
written in terms of the redefined quantities as:

D1 = 3

√
10

3

(
Tr(qc†qc)− Tr(Q†Q)

)
D2 =

√
10

3

(
Tr(qc†qc) + Tr(Q†Q)− 2Tr(L†L)− 2|θ|2

)
, (D.19)

where we have made use of the fact that 〈Ψ1|Ψ1〉 = Tr(qc†qc), 〈Ψ2|Ψ2〉 = Tr(Q†Q) and
〈Ψ3|Ψ3〉 = Tr(L†L).

Potential due to soft terms Vsoft

The potential due to the soft terms, Vsoft, is given in Eq. (9.20). It can be re-expressed
in terms of the three matrices as:

Vsoft =

(
4R2

1

R2
2R

2
3

− 8

R2
1

)
Tr(qc†qc) +

(
4R2

2

R2
1R

2
3

− 8

R2
2

)
Tr(Q†Q)

+

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)(
Tr(L†L) + |θ|2

)
+ 80
√

2

(
R1

R2R3

+
R2

R1R3

+
R3

R1R2

)
(I3 + Ī3) .

(D.20)
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Appendix E

Trinification supersymmetry breaking
terms at the vacuum

The GUT breaking of Sect. 10.2 is performed by considering the following vevs:

L
(3)
0 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 V

 , L
(2)
0 =

 0 0 0
0 0 0
V 0 0

 (E.1)

We calculate the useful quantities:

Tr
(

(L
(3)
0 )†L

(3)
0

)
= Tr

(
(L

(2)
0 )†L

(2)
0

)
=V 2 (E.2)

det
(
L

(3)
0

)
= det

(
L

(3)†
0

)
=0 , (E.3)

det
(
L

(2)
0

)
= det

(
L

(2)†
0

)
=0 . (E.4)

It is also obvious that I3 = Ī3 = 0 for each generation.
Because of the way the vevs are placed in the two multiplets in Eq. (E.1), no element

of Eq. (D.8) survives. This means that every F -term vanishes, but so do the D1-terms,
since they only contain fields that do not acquire any vev:

V vev
D1

=
1

2
D2

1 = 3

√
10

3

1

2

(
Tr(qc†qc)− Tr(Q†Q)

)2
= 0 . (E.5)

However, from DL,R
A of App. C and from Eq. (D.19) of App. D:

V vev
DA =

1

2
D2
A = ... =

V 4

9
(E.6)

V vev
D2

=
1

2
D2

2 =

=
1

2

√
10

3

[ (
−2Tr(L(3)†L(3))− 2|θ(3)

0 |2
)2

+
(
−2Tr(L(2)†L(2))− 2|θ(2)

0 |2
)2

−
(

2|θ(1)
0 |2

)2 ]
=

=
20

3

[
(V 2 + |θ(3)

0 |2)2 + (V 2 + |θ(2)
0 |2)2 + |θ(1)

0 |4
]

(E.7)
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Accordingly, beginning from (D.20), we obtain the corresponding result for the potential
due to the soft terms, again making use of the L†L, (E.2), along with Tr(qc†qc) =
Tr(Q†Q) = 0:

V vev
soft =

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)(
Tr(L(3)†L(3)) + |θ(3)

0 |2 + Tr(L(2)†L(3)) + |θ(2)
0 |2 + |θ(1)

0 |2
)

+ 3 · 80
√

2

(
R1

R2R3

+
R2

R1R3

+
R3

R1R2

)(
I3 + Ī3

)
=

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)(
2V 2 + |θ(3)

0 |2 + |θ(2)
0 |2 + |θ(1)

0 |2
)

(E.8)

Therefore, restoring the coupling constant, the scalar potential for all generations at
the vacuum just after the GUT breaking will be:

2

g2
V GUT
scalar =

6

5

(
1

R4
1

+
1

R4
2

+
1

R4
3

)
+
V 4

9

+
20

3

[
(V 2 + (θ

(3)
0 )2)2 + (V 2 + (θ

(2)
0 )2)2 + (θ

(1)
0 )4

]
+

(
4R2

3

R2
1R

2
2

− 8

R2
3

)(
2V 2 + |θ(3)

0 |2 + |θ(2)
0 |2 + |θ(1)

0 |2
)

(E.9)
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Appendix F

Analytical expressions for β functions

Here the calculation of the 1-loop β functions used in Part II is carried out. The general
gauge β function expression can be found in [251], while the general λi β functions can
be found in [252].

Gauge β functions

For the gauge structure G1⊗G2 with couplings g1 and g2 respectively, the 1-loop βg1 is
given by [251]:

βg1 =
[
(16π2)−1g3

1[
2

3
T (R1)d(R2) +

1

3
T (S1)d(S2)− 11

3
C2(G1)]

]
= (16π2)−1g3

1b1 .

The fermion multiplets transform according to the R1 representation for G1 and accord-
ing to the R2 representation for G2, while the bosonic multiplets transform according
to the S1 representation for G1 and according to the S2 representation for G2.

C2(R) is the quadratic Casimir operator, while G is the adjoint representation. We
have:

RαRα = C2(R)I ,

T r[Rα, Rβ] = T (R)δα,β , (F.1)
C2(R)d(R) = T (R)r ,

where Rα is a matrix representation of the generators of the group, r the number of
generators of the group and d(R) the dimension of the representation. For non-abelian
groups we have

C2(G) = N , (F.2)

where the convention is selected,

T (fundamental) =
1

2
, (F.3)
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while for the abelian U(1):

C2(G) = 0 ,

C2(R) = T (R) = Y 2 , (F.4)

where Y is the hypercharge (in the appropriate formalism). Moreover, it is worth noting
that we have taken the scalar representations to be complex and the fermion represen-
tations complex and chiral, as in the theories of interest left- and right- handed projec-
tions of a field often transform differently.
For the Standard Model gauge group SU(3)× SU(2)× U(1) we have:

b1 =
2

3
T (R1)d(R2)d(R3) +

1

3
T (S1)d(S2)d(S3)− 11

3
Cs(G1) ,

b2 =
2

3
T (R2)d(R1)d(R3) +

1

3
T (S2)d(S1)d(S3)− 11

3
Cs(G2) , (F.5)

b3 =
2

3
T (R3)d(R2)d(R1) +

1

3
T (S3)d(S2)d(S1)− 11

3
Cs(G3) ,

which, after the insertion of gauginos (and the rest of the supersymmetric spectrum)
and the substitution of each field, become:

b1 =
4

9
nQ +

32

9
nu +

8

9
nd +

4

3
nL +

8

3
ne +

2

9
nQ̃ +

16

9
nũ +

4

9
nd̃ +

2

3
nL̃ +

4

3
nẽ +

2

3
nH +

4

3
nH̃ ,

b2 =nQ +
1

3
nL +

1

2
nQ̃ +

1

6
nL̃ +

1

6
nH +

1

3
nH̃ − 2(

11

3
− 2

3
nW̃ ) ,

b3 =
2

3
nQ +

1

3
nu +

1

3
nd +

1

3
nQ̃ +

1

6
nũ +

1

6
nd̃ − 3(

11

3
− 2

3
ng̃) , (F.6)

where ni is the number of the fields that belong to the same multiplet, Q being the
quark doublet, u, d the quark singlets (possibly also counting any exotic particles of
the theory, such as the superheavy D in the trinification model), L and e the lepton
doublet and singlet respecitively, H the Higgs doublet and their "tilded" versions their
supersymmetric counterparts. W̃ and g̃ are the Winos and the gluinos, respectively.
Therefore, one can now construct the 1-loop gauge β functions of any supersymmetric
version of the Standard Model, even a split-like one. It should be noted that in the
U(1) coefficient we use the SM formalism. The GUT formalism can be easily achieved
by multiplying with a 3/20 factor.

Yukawa β functions

The easiest of the β functions needed in this thesis are the (third generation) Yukawa β
functions, since they are not very sensitive in changes at the supersymmetric con-
tent. Thus we only have to differentiate between their supersymmetric and non-
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supersymmetric versions:

16π2βSMt =yt

[9

2
y2
t +

3

2
y2
b + y2

τ − 8g2
3 −

9

4
g2

2 −
17

20
g2

1

]
,

16π2βSMb =yb

[9

2
y2
b +

3

2
y2
t + y2

τ − 8g2
3 −

9

4
g2

2 −
1

4
g2

1

]
,

16π2βSMτ =yτ

[5

2
y2
τ + 3y2

t + 3y2
b −

9

4
g2

2 −
9

4
g2

1

]

16π2βSSMt =yt

[
6y2

t + y2
b +−16

3
g2

3 − 3g2
2 −

13

15
g2

1

]
,

16π2βSSMb =yb

[
6y2

b + y2
τ −

16

3
g2

3 − 3g2
2 −

7

15
g2

1

]
,

16π2βSSMτ =yτ

[
4y2

τ + 3y2
b − 3g2

2 −
9

5
g2

1

]
The above expressions are given in GUT formalism.

Higgs couplings β functions

The general expressions for these β functions can be found in the Appendix A of [252].
Here their expressions for the three energy regions (and with the appropriate field
content) explained in Chapter 11 are listed. Since λ5,6,7 vanish in the model examined,
only λ1,2,3,4 are listed. The below expressions are in Standard Model formalism.

MGUT −Mint

16π2βhighλ1
= 6λ2

1 + λ2
3 + (λ3 + λ4)2 +

3

8

[
g4

2 + (g2
2 + g2

1)2
]

− 2y4
τ + (y2

τ −
1

2
g2

1)2 + y4
τ −

1

2
y2
τ (−g2

1 + g2
2) +

1

8
(g4

2 + g4
1)

+ 3
[
− 2y4

b + (y2
b −

1

6
g2

1)2 +
1

9
g4

1 + y4
b −

1

2
y2
b (

1

3
g2

1 + g2
2) +

1

8
(g4

2 +
1

9
g4

1)
]

− 5

2
g4

2 − g2
1g

2
2 −

1

2
g4

1 −
1

2
λ1

[
9g2

2 + 3g2
1 − 4y2

τ − 12y2
b

]
16π2βhighλ2

= 6λ2
2 + λ2

3 + (λ3 + λ4)2 +
3

8

[
g4

2 + (g2
2 + g2

1)2
]

+ (
1

2
g2

1)2 +
1

8
(g4

2 + g4
1)

+ 3
[
− 2y4

t + (
1

6
g2

1)2 + (y2
t −

1

3
g2

1)2 + y4
t +

1

2
y2
t (

1

3
g2

1 − g2
2) +

1

8
(g4

2 +
1

9
g4

1)
]

− 5

2
g4

2 − g2
1g

2
2 −

1

2
g4

1 −
1

2
λ2

[
9g2

2 + 3g2
1 − 12y2

t

]
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16π2βhighλ3
= (λ1 + λ2)(3λ3 + λ4) + 2λ2
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4 +

3
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2g4
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Mint −MTeV
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MTeV −MEW
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