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1   Μαθηµατική Εισαγωγή 

 

 

§ 1.1  Μέση τιµή τυχαίων µεταβλητών 

 

Υπενθυµίζουµε κάποιες βασικές έννοιες της θεωρίας πιθανοτήτων : 

  

Έστω ( ), ,F PΩ χώρος πιθανότητας και :X Ω→ ℝ  συνάρτηση . Τότε η X καλείται 

τυχαία µεταβλητή αν και µόνο αν είναι µετρήσιµη , δηλαδή αν ( )1 ,X A F A B− ∈ ∀ ∈      

όπου B  τα Borel του ℝ .     

 

Εποµένως αν η X  είναι τυχαία µεταβλητή τότε η ( )( ):P X Aω ω∈Ω ∈  έχει νόηµα 

A B∀ ∈ . Η συγκεκριµένη πιθανότητα καλείται κατανοµή της X  ή το επαγόµενο από 

την X  µέτρο πιθανότητας στο ℝ . Επίσης η X  µέσω της κατανοµής της επάγει µια 

συνάρτηση κατανοµής XF  ως εξής: ( ) ( )XF x P X x= ≤ . Αν υπάρχει συνάρτηση  

πυκνότητας πιθανότητας, δηλαδή µια :f +→ℝ ℝ τέτοια ώστε: 

( ) 1f x dx
+∞

−∞

=∫  

και  

( ) ( ) ( ) ,
x

XF x P X x f y dy x
−∞

= ≤ = ∀ ∈∫ ℝ  

τότε η XF  καλείται απολύτως συνεχής συνάρτηση κατανοµής και η X  συνεχής  

τυχαία µεταβλητή. Τότε η µέση τιµή της X  ορίζεται ως:  

( ) ( )E X x f x dx
+∞

−∞

= ∫   

Αν η είναι τυχαία µεταβλητή X  έχει πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο σύνολο 

τιµών τότε καλείται διακριτή . Οµοίως και η συνάρτηση κατανοµής που επάγει η 

X ως εξής:   

( ) ( )XF x P X x= =  

Ενώ, η µέση τιµή της ορίζεται ως:  
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( ) ( ) ( )E X X P
ω

ω ω
∈Ω

=∑   

   Στην πραγµατικότητα υπάρχουν πολλές τυχαίες µεταβλητές που δεν είναι ούτε 

συνεχείς ούτε διακριτές. Υπήρξε λοιπόν η αναγκαιότητα να δοθεί ένας γενικότερος 

ορισµός της µέσης τιµής, ο οποίος να καλύπτει όλες τις περιπτώσεις τυχαίων 

µεταβλητών.  

 

Ορισµός 1.1.1  

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας και :X Ω→ ℝ  τυχαία µεταβλητή. Τότε η µέση 

τιµή της X συµβολίζεται µε ( )E X  ή EX  και ορίζεται ως εξής: 

( )E X XdP
Ω

= ∫  

µε την έννοια του ολοκληρώµατος Lebesque. Το ολοκλήρωµα υπολογίζεται 

σταδιακά, ξεκινώντας από την πιο απλή µορφή  τυχαίας µεταβλητής πού είναι η 

δείκτρια συνάρτηση ενός συνόλου, µέχρι να καταλήξουµε στη γενική περίπτωση µιας  

τυχαίας µεταβλητής.  

 

Έχουµε λοιπόν τα εξής βήµατα : 

  

i. ολοκλήρωµα δείκτριας συνάρτησης. 

 

Υπενθυµίζουµε ότι η δείκτρια συνάρτηση ενός συνόλου A  ορίζεται ως: 

( )
1 ,

1
0 ,A

A

A

ω
ω

ω
∀ ∈

= 
∀ ∉

 

Η 1A  είναι τυχαία µεταβλητή αν και µόνο αν το A F∈  και τότε η µέση τιµή της 

ορίζεται ως:  

( ) ( )1 1A AE dp P Aω
Ω

  = =  ∫  

ii.  ολοκλήρωµα απλής συνάρτησης. 

 

Υπενθυµίζουµε ότι µια συνάρτηση :s →ℝ ℝ  καλείται απλή αν,  

11
1

1 1 1
n k

n

A n A k A
k

s a a a
=

= + + =∑⋯  
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όπου τα ka ∈ℝ  και τα kA  µια διαµέριση του ℝ  (δηλαδή ,i jA A i j=∅ ∀ ≠∩  και 

1

n

k
k

A
=

= ℝ∪ ) . 

 

Εντελώς ανάλογα ορίζεται η απλή συνάρτηση :s Ω→ ℝ  σε ένα χώρο πιθανότητας 

( ), ,F PΩ  και είναι τυχαία µεταβλητή αν και µόνο αν τα kA F∈ . Τότε η µέση τιµή 

της s  ορίζεται ως: 

( ) ( )
1

n

k k
k

E s s dP a P A
=Ω

= =∑∫   

    

iii.  ολοκλήρωµα µη αρνητικής τυχαίας µεταβλητής.  

Καθοριστικής σηµασίας για τον ορισµό του ολοκληρώµατος µη αρνητικής τυχαίας 

µεταβλητής είναι το παρακάτω θεώρηµα το οποίο παραθέτουµε χωρίς απόδειξη . 

 

Θεώρηµα  1.1.2 

Έστω 0X ≥  τυχαία µεταβλητή, τότε υπάρχει αύξουσα ακολουθία απλών τυχαίων 

µεταβλητών ( )n n
s

∈ℕ
 τέτοια ώστε : 

0 ns X≤ ≤  και lim n
n

s X
→∞

= . 

Τώρα µπορούµε να ορίσουµε το ολοκλήρωµα µη αρνητικής τυχαίας µεταβλητής : 

έστω 0X ≥  τυχαία µεταβλητή, τότε η µέση τιµή της ορίζεται ως: 

( ) ( ){ }sup :0 . . ,E X E Y Y X ήσ β απλ= ≤ ≤ Υ  

όπου ( ). . 1Y X P Y Xσ β≤ ⇔ ≤ = . 

 

Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή µιας γενικής τυχαίας µεταβλητής.   

         

iv. ολοκλήρωµα γενικής τυχαίας µεταβλητής. 

 

Έστω X  τυχαία µεταβλητή, τότε ορίζουµε τις: 

{ }max ,0X X+ =  

και  

{ }max ,0X X− = −  
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οπότε έχουµε ότι , 0X X+ − ≥ , X X X+ −= +  και X X X+ −= − . 

Τότε η µέση τιµή της X  ορίζεται ως: 

( ) ( ) ( )E X E X E X+ −= −  

Αν τουλάχιστον µία εκ των ,X X+ −  έχει πεπερασµένη µέση τιµή τότε η µέση τιµή 

της X υπάρχει (µπορεί να είναι πραγµατικός αριθµός ή ∞ ), ενώ αν  

( ) ( )E X E X+ −= = ∞  

τότε η µέση τιµή της X δεν υπάρχει. Η X καλείται ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν: 

( )( )E X E X +< ∞⇔ < ∞  και ( )E X − < ∞  

 

Ορισµός 1.1.3 

Έστω τυχαία µεταβλητή X τέτοια ώστε 2( )E X < ∞ . Τότε η διασπορά της X ορίζεται 

ως εξής: 

2 2var( ) ( ) ( )X X EX dP E X EX
Ω

 = − = − ∫  

 

Πρόταση 1.1.4 

Ισχύει ότι: 2 2var( ) ( )X EX EX= − . 

 

Απόδειξη: Έχουµε, 

2 2 2

2 2 2 2 2

var( ) ( ) [ 2 ( ) ]

2( ) ( ) ( )

X E X EX E X XEX EX

EX EX EX EX EX

 = − = − + 

= − + = −
 

Είναι άµεσο ότι 2var( )X EX≤ .                                                                                     □ 

 

Ορισµός 1.1.5 

 Η τυχαία µεταβλητή X  λέµε ότι ανήκει στον ( , , )pL F PΩ  αν και µόνο αν: 

( )
p

E X < ∞ . Συνεπώς η τυχαία µεταβλητή 1( ) ( )X L E X∈ Ω ⇔ < ∞ .  

 

Πρόταση 1.1.6 

Αν 0 q p< <  τότε ( ) ( )p qL LΩ ⊂ Ω  . 
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Απόδειξη : Έστω τυχαία µεταβλητή ( )
p

pX L E X∈ ⇔ < ∞ . Τότε:  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 1 1

1 1

( ) 1 1 1 1

1 1 ( 1) ( )

1 ( ) ( ) ( )

q q q q

X X X X

p p

X X

p

q p q

E X E X E X E X

E E X P X E X

E X X L L L

≤ > ≤ >

≤ >

 = + = + ≤  

+ ≤ ≤ + ≤

+ < ∞⇒ ∈ ⇒ Ω ⊂ Ω

 

□ 

 

Οι ιδιότητες της µέσης τιµής είναι παρόµοιες µε αυτές του ολοκληρώµατος Lebesque 

και τις παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. Στα παρακάτω υποθέτουµε ότι οι ,X Y είναι 

γενικές τυχαίες µεταβλητές και οι ,a b  πραγµατικές σταθερές. Ισχύουν λοιπόν τα 

εξής: 

( )i   Αν 0X ≥  σ.β. τότε  ( ) 0E X ≥  

( )ii  Αν X Y≥  σ.β. τότε  ( ) ( )E X E Y≥  

( ) ( ) ( ) ( )ii E aX bY aE X bE Y+ = +  

( )iv  Αν A⊂ Ω  τότε ( )1 1A A

A

X dP X dP E X
Ω

= =∫ ∫  

( )v  Αν ,A B ⊂ Ω  µε A B = ∅∩  τότε 
A B A B

X dP X dP X dP= +∫ ∫ ∫
∪

 ή αλλιώς  

( ) ( ) ( )1 1 1A B A BE X E X E X= +
∪

 

 

Πρόταση 1.1.7 

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας και :X Ω→ℝ  τυχαία µεταβλητή .Έστω επίσης 

Λ ⊂ Ω  µε FΛ∈  και ,a b  πραγµατικές σταθερές. Αν a X b≤ ≤  σ.β. στοΛ  τότε 

ισχύει ότι :  

( ) ( )aP X dP bP
Λ

Λ ≤ ≤ Λ∫  

Απόδειξη : Έχουµε ότι : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1a X b a X b a dP X dP b dP

aP X dP bP

ω ω ω ω ω ωΛ Λ Λ Λ Λ Λ
Ω Ω Ω

Λ

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒

Λ ≤ ≤ Λ

∫ ∫ ∫

∫
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§ 1.2 Βασικά θεωρήµατα θεωρίας πιθανοτήτων 

 

Θεώρηµα  1.2.1 (Λήµµα Fatou) 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια ώστε 0, ,nX n≥ ∀ ∈ℕ  και 

nX X→  σχεδόν βεβαίως, δηλαδή (lim , . .) 1n
n

P X X κ σ
→∞

= =  όπου X  τυχαία 

µεταβλητή. Τότε ισχύει ότι:  

[ ] [ ]liminf nE X E X≤  

 

 

Θεώρηµα  1.2.2 (Θεώρηµα Μονότονης σύγκλισης) 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια  ώστε 0, ,nX n≥ ∀ ∈ℕ  και 

nX X→  σχεδόν βεβαίως , δηλαδή (lim , . .) 1n
n

P X X κ σ
→∞

= =  όπου X  τυχαία 

µεταβλητή. Τότε αν , ,nX X n≤ ∀ ∈ℕ  ισχύει ότι: 

[ ] [ ]lim limn nE X E X=   

 

Απόδειξη : Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Λήµµατος Fatou οπότε έχουµε : 

[ ] [ ] ( )liminf 1nE X E X≤  

Τώρα από την υπόθεση έχουµε ότι:  

[ ] [ ] [ ] [ ] ( )limsup 2n n nX X E X E X E X E X≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

αφού δε γνωρίζουµε αν υπάρχει το lim . Για µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών 

ξέρουµε ότι ισχύει : lim inf limsup≤ οπότε οι ( ) ( )1 , 2  δίνει τελικά: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]liminf limsup lim lim limn n n n nE X E X E X E X E X E X= = = ⇒ =     □ 

 

Θεώρηµα  1.2.3  ( Θεώρηµα Κυριαρχηµένης Σύγκλισης ) 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια  ώστε nX X→  σχεδόν 

βεβαίως, όπου X τυχαία µεταβλητή. Έστω επίσης ότι υπάρχει Y τυχαία µεταβλητή 

τέτοια ώστε 0Y ≥ , [ ]E Y < ∞  και nX Y≤ . Τότε ισχύει ότι: 

[ ] [ ]lim limn nE X E X=  
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Θεώρηµα  1.2.4 ( Θεώρηµα Φραγµένης Σύγκλισης ) 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια  ώστε nX X→  σχεδόν 

βεβαίως, όπου X τυχαία µεταβλητή. Έστω επίσης ότι nX M≤ ∈ℝ  .Τότε 

( ) ( )lim limn nE X E X=   

 

Απόδειξη: Αν ορίσουµε την τυχαία µεταβλητή Y M=  τότε ( )E Y M= < ∞  οπότε οι 

υποθέσεις του Θεωρήµατος Κυριαρχηµένης Σύγκλισης ικανοποιούνται και έχουµε: 

( ) ( )lim limn nE X E X=                                             □                                

 

Θεώρηµα  1.2.5 ( Ανισότητα Chebysev) 

Έστω ( ) 0xϕ >  και αύξουσα στο (0, )+∞  τέτοια ώστε ( ) ( )x xϕ ϕ− = . Έστω επίσης 

X τυχαία µεταβλητή. Τότε ισχύει a +∀ ∈ℝ , ότι: 

( )( ( ))
( ) 1

( )

E X
P X a

a

ϕ
ϕ

≥ ≤  

Παρατήρηση: πολλές φορές συναντάται στη βιβλιογραφία σαν ανισότητα Chebysev η 

ειδική περίπτωση κατά την οποία έχουµε αντικαταστήσει στην άνωθεν ανισότητα  

( )X Y EY= −   και 2( )x xϕ =  οπότε προκύπτει ότι: 

( )
2

2
2

( ( ) )
( ( ) ) var

E Y EY
P Y EY a Y a

a

−
− ≥ ≤ =  

Στη συνέχεια, όταν αναφερόµαστε στην ανισότητα Chebysev εννοούµε την γενική 

µορφή του θεωρήµατος, δηλαδή τη σχέση ( )1 .  
. 
 

Πρόταση 1.2.6 (Ανισότητα Jensen) 

Έστω X τυχαία µεταβλητή και ( )f x :f →ℝ ℝ  κυρτή συνάρτηση τέτοιες ώστε 

( ) 1, ( )X f X L∈ ℝ . Τότε ισχύει ότι:  

[ ]( ) ( )f E X E f X≤     

 

Απόδειξη: Αφού, 
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1( ) ( )X L E X EX∈ ⇔ < ∞⇔ < ∞ℝ  

Θέτουµε: 

0EX x= ∈ℝ  

και καθώς η f είναι κυρτή ικανοποιεί το εξής: 

( ) ( ) ( )0 0f x f x c x x≥ + −  

όπου c∈ℝ  µια πραγµατική σταθερά . Θέτουµε όπου x  την τυχαία µεταβλητή X  και 

παίρνοντας την µέση τιµή στα δύο µέλη της ανισότητας έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0E f x f x c EX x f E X c EX EX f E X≥ + − = + − =                    □ 

 

Πόρισµα  1.2.7 

Έστω X τυχαία µεταβλητή µε 1( )X L∈ ℝ . Τότε ισχύει ότι : 

[ ] ( )1E X E X≤     

Πράγµατι η σχέση ( )1  προκύπτει άµεσα από το προηγούµενο θεώρηµα για την 

( )f x x=  . 

 

Θεώρηµα 1.2.8 (Θεώρηµα µετασχηµατισµού) 

Έστω ( ) ( ), , , ', ', 'F P F PΩ Ω  χώροι πιθανότητας και : 'T Ω→Ω  τυχαία µεταβλητή, 

όπου το 'P  είναι το επαγόµενο από την T  µέτρο πιθανότητας στην 'F , δηλαδή 

ισχύει ότι ( ) ( )( )1' ' ' , ' 'P A P T A A F−= ∈ . Έστω επίσης η  πραγµατική τυχαία 

µεταβλητή ( ) ( )( ): ', ' ,X F B RΩ → ℝ . Τότε η :X T Ω→� ℝ  είναι επίσης τυχαία 

µεταβλητή λόγω σύνθεσης και ισχύουν τα εξής: 

( )i  Αν 0X ≥ , τότε: 

( )( ) ( ) ( ) ( )
'

' ' 'X T P d X P dω ω ω ω
Ω Ω

=∫ ∫  

( )ii  ( )1 'X L∈ Ω  αν και µόνο αν 1( )X T L∈ Ω� , στην οποία περίπτωση ισχύει ότι: 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
1 ''

' ' ' , ' '
AT A

X T P d X P d A Fω ω ω ω
−

= ∈∫ ∫  
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Πρόταση 1.2.9 

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας, :Y Ω→ ℝ  ολοκληρώσιµη τυχαία µεταβλητή. 

Αν 'P  είναι το επαγόµενο από την Y  µέτρο πιθανότητας στην ( )B ℝ , η κατανοµή 

δηλαδή της Y , τότε ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )'E Y Y P d x P dxω ω
Ω

= =∫ ∫
ℝ

 

Απόδειξη: Θα το αποδείξουµε χρησιµοποιώντας το θεώρηµα µετασχηµατισµού. 

Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή ( ) ( )( ) ( )( ): ', ' , ,X F B R B RΩ = →ℝ ℝ  µε  

( ) ( )'X X x xω = =  και θέτουµε T Y= . Τότε ισχύει ότι: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'

' ' ' 'X T P d X P d Y P d x P dxω ω ω ω ω ω
Ω Ω Ω

= ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫
ℝ

       □ 

 

Πρόταση 1.2.10 

Έστω ( ) ( ), , , ', ', 'F P F PΩ Ω  χώροι πιθανότητας και : 'X Ω→Ω  τυχαία µεταβλητή, 

όπου το 'P  είναι το επαγόµενο από την X  µέτρο πιθανότητας στην 'F , η κατανοµή 

δηλαδή της X . Έστω επίσης µια µη-αρνητική τυχαία µεταβλητή 

( ) ( )( ): ', ' ,g F B RΩ → ℝ . Τότε η µέση τιµή της g X� είναι: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
'

'
x

E g X g X P d g x P dxω ω
Ω ∈Ω

= =∫ ∫  

Οι παραπάνω προτάσεις δείχνουν τη σηµασία του θεωρήµατος µετασχηµατισµού 

καθώς µας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίζουµε τη µέση τιµή πάνω στο ℝ αντί για 

τον συνήθως αφηρηµένο χώρο Ω . 

 

§ 1.3  Ανώτερο και κατώτερο όριο ακολουθίας ενδεχοµένων 

 

Υπενθυµίζουµε ότι αν η ( )n n
a

∈ℕ
 είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών τότε το 

ανώτερο όριο ( )limsup  και το κατώτερο όριο της ακολουθίας ορίζονται ως εξής :  

limsup inf supn k
n k n

a a
∈ ≥

 =  
 ℕ

 

lim inf sup infn k
n k n

a a
∈ ≥

 =  
 ℕ
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και ισχύουν τα εξής : 

 

( )
( )

lim limsup liminf

liminf limsup

n n n

n n

i a a a a a

ii a a

= ⇔ = =

≤
 

Αντίστοιχα ορίζεται το ανώτερο όριο και το κατώτερο όριο µιας ακολουθίας 

ενδεχοµένων. 

 

Ορισµός 1.3.1 

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας και ( )n n
A

∈ℕ
 ακολουθία ενδεχοµένων του Ω . 

Τότε ορίζουµε:  

1
limsup n m

n m n
A A

∞ ∞

= =
= ∩ ∪  

1
lim inf n m

n m n
A A

∞ ∞

= =
= ∪ ∩  

και ισχύουν τα εξής : 

 

( )
( )

( ) ( )

lim limsup liminf

liminf limsup

limsup liminf

n n n

n n

CC
n n

i A A A A A

ii A A

ii A Aι

= ⇔ = =

≤

=

 

 

Πρόταση 1.3.2    

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας και ( )n n
A

∈ℕ
 ακολουθία ενδεχοµένων του Ω . 

Τότε ισχύουν τα εξής : 

 

( ) { }limsup :n ni A ή ά ή Aω τα ω αν κουν σε πειρα το πλ θος= ∈Ω  

( ) { }liminf :n nii A ή ό A ό ό έ ήω τα ω αν κουν σε λα τα εκτ ς απ πεπερασµ να το πλ θος= ∈Ω

 

Απόδειξη :  

( )i  Έστω  
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( )

( ) ( )

1
limsup

. .

n m
n m n

m
m n

m

n

A A

n A

n m m n A

A ά ή n

ω ω

ω

τ ω ω

ω για πειρα το πλ θος

∞ ∞

= =

∞

=

∈ ⇔ ∈

 ⇔ ∀ ∈ ∈ 
 

⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ≥ ∈

⇔ ∈

∩ ∪

ℕ ∪

ℕ ℕ

 

 

ή αλλιώς λέµε ότι τα nA  συµβαίνουν απείρως συχνά (α.σ) και συνήθως γράφουµε 

{ }limsup : .n nA Aω ω α σ= ∈Ω ∈  

ή πιο απλά { }limsup .n nA A α σ= . 

 

( )ii   

( )

( ) ( )

1
lim inf

. . ,

n m
n m n

m
m n

m

n

A A

n A

n m m n A

A ό n ό ό έ ή

ω ω

ω

τ ω ω

ω για λα τα εκτ ς απ πεπερασµ να το πλ θος

∞ ∞

= =

∞

=

∈ ⇔ ∈

 ⇔ ∃ ∈ ∈ 
 

⇔ ∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ∈

⇔ ∈

∪ ∩

ℕ ∩

ℕ ℕ

 

 

ή αλλιώς λέµε ότι τα nA  συνέβησαν όλα εκτός από πεπερασµένα το πλήθος  ή 

συνέβησαν όλα τελικά και συνήθως γράφουµε: 

                 { }liminf :n nA ή ό A άω τα ω αν κουν σε λα τα τελικ= ∈Ω  

ή                           { }0 0liminf : . .n nA n n n ί Aω τ ω συµβα νειτο= ∈Ω ∃ ∈ ∀ ≥ℕ  

ή πιο απλά            { }liminf n nA A άτελικ= .                                                               □ 
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N. Chebyshev 
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2  Ανεξαρτησία-Θεώρηµα Fubini-Σύγκλιση 

τυχαίων µεταβλητών 

 

 

§ 2.1  Ανεξαρτησία τυχαίων µεταβλητών 

  

Υπενθυµίζουµε ότι δύο ενδεχόµενα ,A B  ορισµένα στον χώρο πιθανότητας (Ω , ,F P )  

είναι ανεξάρτητα αν και µόνον αν ( ) ( )( )P A B P A B=∩ . Επίσης αν τα ,A B  είναι 

ανεξάρτητα, τότε και τα ενδεχόµενα { } { } { }, , , , ,C C C CA B A B A B  είναι ανεξάρτητα.  

Η ανεξαρτησία επεκτείνεται και για µεγαλύτερο αριθµό ενδεχοµένων σύµφωνα µε 

τους παρακάτω ορισµούς .  

 

Ορισµός 2.1.1  

Έστω (Ω , ,F P )  χώρος πιθανότητας και 1 2 3, ,A A A  ενδεχόµενα. Τότε τα 1 2 3, ,A A A  

είναι (ολικά) ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύουν τα εξής: 

( ) ( )( )( ) ( )1 2 3 1 2 3 1P A A A P A A A=∩ ∩  

και 

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 2P A A P A A=∩  

και 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 3 3P A A P A A=∩  

και 

( ) ( )( ) ( )2 3 2 3 4P A A P A A=∩  

Αν τα ενδεχόµενα 1 2 3, ,A A A  ικανοποιούν τις σχέσεις ( ) ( ) ( )2 , 3 , 4  αλλά όχι την ( )1 , 

τότε καλούνται ανά δύο ανεξάρτητα. Είναι προφανές ότι ανεξάρτητα ενδεχόµενα 

είναι και ανά δύο ανεξάρτητα. Στη συνέχεια, όταν αναφερόµαστε σε ανεξάρτητα  

ενδεχόµενα, θα εννοούµε ενδεχόµενα ολικά ανεξάρτητα, που ικανοποιούν δηλαδή και 

τις τέσσερις παραπάνω ισότητες.  

 

Ορισµός 2.1.2  

Έστω (Ω , ,F P )  χώρος πιθανότητας και 1 2, , , nA A A…  ενδεχόµενα (πεπερασµένα το 
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πλήθος). Τότε τα nA  είναι ανεξάρτητα αν και µόνο αν ισχύει ότι:  

( )i i
i Ii I

P A P A
∈∈

 
= 

 
∏∩  

για κάθε πεπερασµένο σύνολο δεικτών { }1, ,I n⊆ … . 

  

Ορισµός 2.1.3  

Έστω (Ω , ,F P )  χώρος πιθανότητας και { }i i I
A

∈
 οικογένεια ενδεχοµένων. Τότε η 

οικογένεια καλείται ανεξάρτητη αν και µόνο αν κάθε πεπερασµένη συλλογή  

στοιχείων της αποτελείται από ανεξάρτητα ενδεχόµενα . 

 

Πρόταση 2.1.4 

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας και { }n n
A

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων 

ενδεχοµένων. Τότε και τα ενδεχόµενα 

1 1

,
k

j j
j j k

A A
∞

= = +
∪ ∪  

είναι ανεξάρτητα. 

 

Ορισµός 2.1.5 

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας και 1 2,C C  κλάσεις ενδεχοµένων του Ω  µε  

1 2,C C F∈ . Οι  1 2,C C  καλούνται ανεξάρτητες αν 1 1A C∀ ∈  και 2 2A C∀ ∈  τα 1 2,A A  

είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα . Οµοίως οι κλάσεις 1 2, , , nC C C…  καλούνται 

ανεξάρτητες αν 1 1A C∀ ∈ , 2 2, , n nA C A C∀ ∈ ∀ ∈…  τα 1 2, , , nA A A…  είναι ανεξάρτητα 

ενδεχόµενα.  

Τέλος η συλλογή κλάσεων { }i i I
C

∈
 καλείται ανεξάρτητη αν i iA C∀ ∈  τα , ,iA i I∈  

είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα. 

 

 

Πρόταση 2.1.6 

Έστω (Ω , ,F P ) χώρος πιθανότητας και 1 2,C C  κλάσεις ενδεχοµένων του Ω  µε  

1 2,C C F∈ . Αν οι 1 2,C C  είναι ανεξάρτητες και κλειστές στην τοµή, τότε οι σ-
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άλγεβρες ( ) ( )1 2,C Cσ σ  είναι ανεξάρτητες. Αναλόγως ισχύει η πρόταση τόσο για µια 

πεπερασµένη όσο και για µία τυχαία συλλογή κλάσεων ενδεχοµένων. 

 

Ορισµός 2.1.7 (Ανεξαρτησία τυχαίων µεταβλητών) 

Έστω ,X Y  πραγµατικές τυχαίες µεταβλητές ορισµένες στον ίδιο χώρο πιθανότητας 

( ), ,F PΩ . Τότε οι ,X Y  καλούνται ανεξάρτητες αν και µόνο αν: 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , ,P X A Y A P X A P Y A A A B∈ ∈ = ∈ ∈ ∀ ∈  

όπου B  τα Borel του ℝ . Αναλόγως ορίζεται η ανεξαρτησία για µια πεπερασµένη 

συλλογή καθώς και για µια άπειρη οικογένεια τυχαίων µεταβλητών σύµφωνα µε τον 

παρακάτω ορισµό. 

 

Ορισµός 2.1.8 

Η πεπερασµένη συλλογή τυχαίων µεταβλητών ( ) 1

n

i i
X

=
 καλείται (ολικά) ανεξάρτητη 

αν και µόνο αν για κάθε πεπερασµένη συλλογή  Borel υποσυνόλων του ℝ ισχύει ότι : 

{ } { }i i i i
i Ii I

P X A P X A
∈∈

 
∈ = ∈ 

 
∏∩  

για κάθε πεπερασµένο σύνολο δεικτών { }1, ,I n⊆ … , όπου ( ) ( )1

n

i i
A B

=
∈ ℝ . 

Τέλος µια άπειρη οικογένεια τυχαίων µεταβλητών καλείται (ολικά) ανεξάρτητη αν 

και µόνο αν κάθε πεπερασµένη συλλογή  στοιχείων της αποτελείται από ανεξάρτητες  

τυχαίες µεταβλητές . 

 

Πρόταση 2.1.9 

Ισοδύναµα µε τον προηγούµενο ορισµό ισχύει ότι η οικογένεια τυχαίων µεταβλητών 

, ,iX i I∈  είναι ανεξάρτητη αν και µόνο αν για κάθε πεπερασµένο σύνολο δεικτών 

J I⊂  και για κάθε ia ∈ℝ  ισχύει ότι: 

{ } ( )i i i i
i Ji J

P X a P X a
∈∈

 
≤ = ≤ 

 
∏∩  

 

Όπως ορίσαµε την ανά δύο ανεξαρτησία ενδεχοµένων, µε παρόµοιο τρόπο ορίζεται 

και για τυχαίες µεταβλητές. 
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Ορισµός 2.1.10 

Έστω η οικογένεια τυχαίων µεταβλητών ,iX i I∈ .Τότε οι iX  καλούνται ανά δύο 

ανεξάρτητες αν ,i j I∀ ∈  µε i j≠  ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , ,i j i jP X A X A P X A P X A A A B∈ ∈ = ∈ ∈ ∀ ∈ ℝ   

Είναι προφανές ότι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές είναι και ανά δύο ανεξάρτητες. 

Στη συνέχεια, όταν αναφερόµαστε σε ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, θα εννοούµε 

τυχαίες µεταβλητές ολικά ανεξάρτητες. 

 

Πρόταση 2.1.11 

Έστω ,X Y  τυχαίες µεταβλητές ορισµένες στον ίδιο χώρο πιθανότητας ( ), ,F PΩ , 

τέτοιες ώστε οι X ,Y να είναι ανεξάρτητες, και ,f g µετρήσιµες συναρτήσεις. Τότε, 

οι ( )f X , ( )g Y  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. 

 

Απόδειξη : Αφού οι X ,Y  είναι ανεξάρτητες  ισχύει ότι: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }

1 2 1 2

1 1 1 1
1 2 1 2 1 2

,

, , ,

P X A Y A P X A P Y A

P X A Y A P X A P Y A A A B− − − −

∈ ∈ = ∈ ∈

⇔ = ∀ ∈
 

 

 όπου B τα Borel του ℝ . Τώρα για τις ( )f X , ( )g Y  έχουµε : 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( )( ){ }

( ) ( ){ } ( )

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

1 1

1 2 1 2

1 1 1 1
1 2

1 1 1 1
1 2

1 1 1 1
1 2

1 1

, ,

,

, ,

P f X A g Y A P f X A g Y A

P X f A Y g A

P X f A Y g A X Y ά

P X f A P Y g A

P f X A P f X A

ανεξ ρτητες

− −

− − − −

− − − −

− − − −

∈ ∈ =

=

   =    

   =    

= ∈ ∈

� �

� �

 

Συνεπώς οι ( )f X , ( )g Y  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. Αναλόγως ισχύει η 

πρόταση  για µια ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών ( )n nX ∈ℕ . Τότε αν η 
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( )n n
f

∈ℕ
είναι µια ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων, ισχύει ότι και η ( )( )n n n

f X
∈ℕ

 

είναι ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών. 

 

Ορισµός 2.1.12 

 Έστω ( ) ( )( ): , ,X F BΩ → ℝ ℝ  τυχαία µεταβλητή .Τότε η σ-άλγεβρα που παράγεται 

από τη X ορίζεται ως : 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 : ,X X B X A A Bσ ω ω−= = ∈Ω ∈ ∈ℝ ℝ  

 

Πρόταση 2.1.13 

Έστω ( ) ( )( ), : , ,X Y F BΩ → ℝ ℝ  τυχαίες µεταβλητές. Τότε οι ,X Y  είναι 

ανεξάρτητες αν και µόνο αν οι σ-άλγεβρες ( ) ( ),X Yσ σ  είναι ανεξάρτητες. 

 

Απόδειξη :  Έστω ( )1A Xσ∈  και ( )2A Yσ∈ . Τότε ( )1
1 1A X C−=  και ( )1

2 2A Y C−=  

για κάποια ( )1 2,C C B∈ ℝ . Είναι άµεσο από την ανεξαρτησία των ,X Y ότι τα 

( )1
1X C− , ( )1

2Y C−  είναι ανεξάρτητα ενδεχόµενα , άρα ( ) ( ),X Yσ σ  ανεξάρτητες. 

Αντιστρόφως, έστω ( ) ( ),X Yσ σ  ανεξάρτητες . Τότε ισχύει ότι:  

( )( )1X B−
ℝ , ( )( )1Y B−

ℝ  

ανεξάρτητες, δηλαδή ( ) ( )1 1,X A Y C− −  ανεξάρτητα για κάθε ( ),A C B∈ ℝ . Συνεπώς 

,X Y  είναι ανεξάρτητες. Αναλόγως ισχύει η πρόταση και για µια οικογένεια τυχαίων 

µεταβλητών { }i i I
X

∈
. 

 

Θεώρηµα  2.1.14 

Έστω { }i i I
F

∈
 ανεξάρτητη οικογένεια σ-αλγεβρών και J  ένα σύνολο δεικτών µε 

J I⊂ . Υποθέτουµε ότι , jj J I I∀ ∈ ⊂  και 1 2,j j J∀ ∈  µε 1 2j j≠  ισχύει ότι 

1 2j jI I =∅∩ . Αν 
j

j

I i
i I

F F
∈

=∪ , τότε η { }jI
j J

F
∈
είναι ανεξάρτητη οικογένεια σ-

αλγεβρών. 
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Απόδειξη: Ορίζουµε τη οικογένεια κλάσεων ενδεχοµένων 
j

j

I i
i I

C A
∈

  
=  
  
∩ . Τότε, η 

jIC είναι κλειστή στην τοµή και αποτελείται από ανεξάρτητες κλάσεις. Άρα, από την 

πρόταση ( )2.1.6 , οι σ-άλγεβρες  { }( ),
jIC j Jσ ∈  είναι ανεξάρτητες. Όµως, η 

οικογένεια 
jIC  περιέχει το Ω  και τις 

jIF , οπότε ( )j j

j

I I i
i I

C F Fσ
∈

= =∪ . 

 

Πρόταση 2.1.15 

Έστω iX  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές και :if A→ℝ  πραγµατικές µετρήσιµες 

συναρτήσεις, µε 1 i n≤ ≤  και nA⊆ ℝ . Αν η { } 0

n

i i
k

=
 είναι µια επιλογή φυσικών 

αριθµών τέτοια ώστε 0 1 2 10 1 n nk k k k k n−= < ≤ < < < =⋯ , τότε οι 

( ) ( ) ( )
1 1 2 11 1 2 1 1, , , , , , , , ,

n nk k k n k kf X X f X X f X X
−+ +… … … …  είναι ανεξάρτητες. 

Απόδειξη: Θέτουµε ( )i iF Xσ=  και 
1 1

i

i

k

i i
i k

C Fσ
−= +

 
=   

 
∪  . Τότε, ( )

1 1, ,
i ii k k if X X C
− + ∈…  , 

οπότε από το θεώρηµα ( )2.1.14  και την πρόταση ( )2.1.11  οι if  είναι ανεξάρτητες. 

 

Πρόταση 2.1.16 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών .Τότε ισχύουν τα εξής : 

( )i   οι σ-άλγεβρες ( ) ( ), , ,j jX j n X j nσ σ≤ >  είναι ανεξάρτητες 

( )ii  οι τυχαίες µεταβλητές 
1 1

,
n n k

i i
i i n

X X
+

= = +
∑ ∑  είναι ανεξάρτητες 

( )iii  οι τυχαίες µεταβλητές 
1 1
max , maxi i

i n n i n k
X X

≤ ≤ + ≤ ≤ +
 είναι ανεξάρτητες 

Οι αποδείξεις προκύπτουν άµεσα από το θεώρηµα ( )2.1.14  και την πρόταση 

( )2.1.15  . 

 

 

§ 2.2  Ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές-Θεώρηµα Fubini 
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Ορισµός 2.2.1  

Οι πραγµατικές τυχαίες µεταβλητές X , Y  ορισµένες στον ίδιο χώρο πιθανότητας 

( ), ,F PΩ  καλούνται ισόνοµες αν και µόνο αν ακολουθούν την ίδια κατανοµή, 

δηλαδή αν ισχύει ότι :  

( ) ( ) ,P X A P Y A A B∈ = ∈ ∀ ∈  

όπου B τα Borel του ℝ . Ισοδύναµα µπορούµε να πούµε ότι οι X , Y είναι ισόνοµες 

αν ισχύει ότι : 

( ) ( ) ,P X x P Y x x≤ = ≤ ∀ ∈ℝ  

Αναλόγως δίνεται ο ορισµός για µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών 

 

Ορισµός 2.2.2  

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία τυχαίων µεταβλητών. Οι nX  καλούνται ισόνοµες αν και 

µόνο αν ακολουθούν την ίδια κατανοµή, δηλαδή αν ισχύει ότι :  

( ) ( ) ( )1 2 ,nP X A P X A P X A A B∈ = ∈ = = ∈ = ∀ ∈… …  

όπου B τα Borel του ℝ , ή ισοδύναµα αν ισχύει ότι : 

( ) ( ) ( )1 2 ,nP X x P X x P X x x≤ = ≤ = = ≤ = ∀ ∈… … ℝ  

 

Πρόταση 2.2.3 

Έστω ,X Y  τυχαίες µεταβλητές ορισµένες στον ίδιο χώρο πιθανότητας ( ), ,F PΩ , 

τέτοιες ώστε οι X ,Y να είναι ισόνοµες, και ,f g µετρήσιµες συναρτήσεις. Τότε και οι 

( )f X , ( )f Y  είναι ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές. 

 

Απόδειξη : Αφού οι X ,Y  είναι ισόνοµες συνεπάγεται ότι :  

( ) ( ) ( ){ } ( ){ } ( )1 1 1P X A P Y A P X A P Y A A F− −∈ = ∈ ⇔ = ∀ ∈ . 

Τώρα για τις ( )f X , ( )f Y  έχουµε ότι : 

( ){ } ( ) ( ]{ } ( ]( ){ } ( ]( ){ }
( ) ( ]{ } ( ){ }

1 1 1 1 1

1

, , ,

,

P f X x P f X x P X f x P Y f x

P f Y x P f Y x

− − − − −

−

≤ = −∞ = −∞ = −∞

= −∞ = ≤

�

�
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σύµφωνα µε τη σχέση ( )1  για ( ]1 ,A f x F−= −∞ ∈ , καθώς η f µετρήσιµη 

συνάρτηση. Συνεπώς οι ( )f X , ( )f Y  είναι ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές . Αναλόγως 

ισχύει η πρόταση  για µια ακολουθία ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών ( )n nX ∈ℕ  .Τότε 

αν η f είναι µια µετρήσιµη συνάρτηση, ισχύει ότι και η ( )( )n n
f X

∈ℕ
 είναι ακολουθία 

ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών. 

 

Πρόταση 2.2.4 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών. Αν η 

f είναι µια µετρήσιµη συνάρτηση και η ( )n n
f

∈ℕ
είναι µια ακολουθία µετρήσιµων 

συναρτήσεων, ισχύουν τα εξής : 

( )i    η ( )( )n n
f X

∈ℕ
 είναι ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών. 

( )ii  η ( )( )n n n
f X

∈ℕ
 είναι ακολουθία ανεξάρτητων (αλλά όχι ισόνοµων) τυχαίων 

µεταβλητών. 

Η απόδειξη είναι άµεση από τις προτάσεις ( ) ( )2.2.3 , 2.1.11 .Η συγκεκριµένη 

πρόταση είναι πολύ σηµαντική και θα αναφερόµαστε συχνά σε αυτήν καθώς οι 

ακολουθίες ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών θα µας απασχολήσουν 

ιδιαίτερα στα επόµενα κεφάλαια. 

 

Τώρα, έστω ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,F P F PΩ Ω  χώροι πιθανότητας. Αν  1 2Ω =Ω ×Ω  και 

( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2: ,F F F F Fσ σ= × = Α ×Α Α ∈ Α ∈ , τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει 

µοναδικό µέτρο πιθανότητας στην F  ώστε να ισχύει ότι ( ) ( ) ( )1 2 1 2P P PΑ ×Α = Α Α , 

όπου 1 1 1 1, FΑ ⊂ Ω Α ∈  και 2 2 2 2, FΑ ⊂Ω Α ∈ . Το P  λέγεται µέτρο γινόµενο των 

1 2,P P  και ο χώρος πιθανότητας ( ), ,F PΩ  λέγεται χώρος γινόµενο των 

( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,F P F PΩ Ω . Σε έναν τέτοιο χώρο πιθανότητας ισχύει το παρακάτω πολύ 

σηµαντικό θεώρηµα. 

  

Θεώρηµα 2.2.5 (Θεώρηµα του Fubini) 

Έστω ( ) ( )( ): , , ,f F P BΩ → ℝ ℝ  µετρήσιµη συνάρτηση. Αν 0f ≥ ή 1( )f L∈ Ω , τότε 

ισχύει ότι:  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 2 1

2 1 1 2, , ,f x y P dy P dx f x y dP f x y P dx P dy
Ω Ω Ω ×Ω Ω Ω

   
= =   

      
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

όπου P  το µέτρο γινόµενο των 1 2,P P . 

 

Θεώρηµα 2.2.6 

Έστω ,X Y  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµές ,µ ν  αντίστοιχα.  

Αν η 2:h →ℝ ℝ είναι µετρήσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε 0h ≥ ή ( ),E h X Y < ∞ , 

τότε: 

( ) ( ) ( ) ( ), ,Eh X Y h x y dx dyµ ν= ∫∫  

Πιο ιδιαίτερα, αν ( ) ( ) ( ),h x y f x g y=  µε , :f g →ℝ ℝ  µετρήσιµες συναρτήσεις 

τέτοιες ώστε , 0f g ≥  ή ( )E f X < ∞και ( )E g Y < ∞ , τότε ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )E f X g Y Ef X Eg Y= ⋅    

Απόδειξη: Από το θεώρηµα µετασχηµατισµού (θεώρηµα 1.2.8) και το θεώρηµα του 

Fubini, έχουµε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

, , 1Eh X Y hd h x y dx dyµ ν µ ν= × =∫ ∫∫
ℝ

 

Στη περίπτωση κατά την οποία ( ) ( ) ( ),h x y f x g y=  µε , 0f g ≥ , τότε από το 

θεώρηµα ( )1.2.8  και τη σχέση ( )1  την οποία αποδείξαµε προηγουµένως, έχουµε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

E f X g Y f x g y dx dy g y f x dx dy

E f X g y dy Ef X Eg Y

µ ν µ ν

ν

 = =    

= = ⋅

∫∫ ∫ ∫
∫

 

Αν ισχύει ότι ( )E f X < ∞και ( )E g Y < ∞ , τότε επαναλαµβάνοντας την 

προηγούµενη διαδικασία προκύπτει ότι ( ) ( ) ( ) ( )E f X g Y E f X E g Y= ⋅ < ∞ . Άρα 

κάνοντας άλλη µία φορά την προηγούµενη διαδικασία, καταλήγουµε πάλι ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )E f X g Y Ef X Eg Y= ⋅    

\ 

Πόρισµα 2.2.7 

Έστω ,X Y  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. Τότε από το προηγούµενο θεώρηµα 

προκύπτει άµεσα ότι: 
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( ) ( ) ( )E X Y E X E Y=  

Επίσης, αν οι 1 2, , nX X X…  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε 

0, 1, ,iX i n≥ ∀ = …  ή , 1, ,iE X i n< ∞ ∀ = …  τότε από το προηγούµενο θεώρηµα 

προκύπτει ότι: 

1 1

n n

i i
i i

E X EX
= =

 
= 

 
∏ ∏  

 

§ 2.3  Σύγκλιση τυχαίων µεταβλητών 

 

Ορισµός 2.3.1  

Η ακολουθία συναρτήσεων κατανοµής πιθανότητας ( )n nF ∈ℕ  λέγεται ότι συγκλίνει 

ασθενώς στη συνάρτηση κατανοµής F ,  w
nF F→ , αν lim n

n
F F

→+∞
=  για κάθε σηµείο 

συνέχειας της F . 

 

Ορισµός 2.3.2  

Η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ( )n nX ∈ℕ  λέγεται ότι συγκλίνει κατά νόµο στην 

τυχαία µεταβλητή X , D
nX X→ ,όταν 

n

w
X XF F→  όπου ( )

nX nF ∈ℕ  η ακολουθία 

συναρτήσεων κατανοµής πιθανότητας των nX  και XF  η συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας της X . 

 

Ορισµός 2.3.3 

Η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ( )n nX ∈ℕ  λέγεται ότι συγκλίνει κατά πιθανότητα  

στην τυχαία µεταβλητή X , p
nX X→   , αν 0, lim ( ) 0n

n
P X Xε ε

→∞
∀ > − > = . 

 

Ορισµός 2.3.4 

Η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ( )n nX ∈ℕ  λέγεται ότι συγκλίνει σχεδόν βεβαίως 

στην τυχαία µεταβλητή X , . .
nX Xσ β→  ,  αν (lim , . .) 1n

n
P X X κ σ

→∞
= = .  
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Ορισµός 2.3.5 

Η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ( )n nX ∈ℕ  λέγεται ότι συγκλίνει κατά τετραγωνικό 

µέσο στην τυχαία µεταβλητή X ,  
2L

nX X→   , αν 
2

lim ( ) 0n
n

E X X
→∞

− = . 

 

Πρόταση 2.3.6 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια ώστε p
nX X→ , όπου X  

τυχαία µεταβλητή. Τότε D
nX X→ . 

 

Απόδειξη:  

 
( ) { } { }( ) { } { }( )

( ) ( )
n n n n n

n

P X t P X t X X P X t X X

P X t P X X

ε ε

ε ε

≤ = ≤ ∩ − ≤ + ≤ ∩ − >

≤ ≤ + + − >
       (1.2) 

Γνωρίζουµε ότι η p
nX X→ . Θα δείξουµε ότι: 

D
nX X→ ⇔ ,

n

w
X XF F x→ ∀ ∈ℝ  

στο οποίο η XF  είναι συνεχής. Έστω α ∈ℝ  ένα σηµείο συνέχειας της XF . Τότε από 

τη σχέση (1.2) για κάθε 0ε >  ισχύει:   

( ) ( ) ( )n nP X a P X a P X Xε ε≤ ≤ ≤ + + − >  

και 

( ) ( ) (| | )n nP X a P X a P X Xε ε≤ − ≤ ≤ + − >  

Άρα,  

( ) (| | ) ( ) ( ) (| | )n n nP X a P X X P X a P X a P X Xε ε ε ε≤ − − − > ≤ ≤ ≤ ≤ + + − >  

Παίρνοντας το όριο καθώς το n →∞  έχουµε: 

( ) lim ( ) ( )X n X
n

PF a X a F aε ε
→∞

− ≤ ≤ ≤ +  

όπου, ( )( )  XF a P X a= ≤ . Αφού η XF  είναι συνεχής στο ε  τότε καθώς το 0ε +→  

έπεται ότι: ( ) ( ) ( )X X XF a F a F aε ε− = + = . Άρα, για 0ε +→  έχουµε:  

lim ( ) ( ) nn
n

DX a PP XX Xa
→∞

≤ = ⇒ →≤                                   □ 
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Παρατήρηση: Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει εκτός από την ειδική περίπτωση 

κατά την οποία η ,D
nX c c→ ∈ℝ . Τότε p

nX c→ .  

 

Πρόταση 2.3.7 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια ώστε . .
nX Xσ β→ , όπου X  

τυχαία µεταβλητή. Τότε P
nX X→ . 

 

Απόδειξη : Φιξάρουµε ένα 0ε >  και ορίζουµε τις ακολουθίες ενδεχοµένων   

{ }n nA X X ε= − ≥  και n m
m n

U A
≥

= ∪  

Αφού, 
( )

( ). . limsup 0n n
ό

X X P Aσ β

ρ τασηΠ
→ ⇔ = . Όµως n nA U⊂  , nU  φθίνουσα και 

lim limsupn nU A=  οπότε έχουµε :  

( ) ( ) ( )
1

limsup 0n
n n n n

n

P A P U P U P A
∞

→∞

=

 
≤ → = = 

 
∩  

άρα 0ε∀ >  η ( ) ( ) 0n P
n n nP A P X X X Xε →∞= − ≥ → ⇔ → .                            □ 

 

Πρόταση 2.3.8 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια ώστε P
nX X→ , όπου X  

τυχαία µεταβλητή. Τότε υπάρχει υπακολουθία φυσικών αριθµών { }kn  τέτοια ώστε   

. .

knX Xσ β→  . 

Απόδειξη: Αφού P
nX X→ , ισχύουν τα εξής: 

1
0, lim ( ) 0 0, ( )

2n n kn
P X X P X Xε ε ε ε

→∞
∀ > − > = ⇒∀ > − > ≤                                 

για κάποιο k∈ℕ  που εξαρτάται από το n . Το ίδιο ισχύει και για κάθε υπακολουθία 

( )
kn kX ∈ℕ  της nX , οπότε έχουµε ότι:  

1
( )

2kn k
P X X ε− > ≤  

Παίρνοντας το άθροισµα στα δύο µέλη πάνω σε όλα τα k∈ℕ , έχουµε ότι: 

1
( )

2kn k
k k

P X X ε
∈ ∈

− > ≤ < ∞∑ ∑
ℕ ℕ
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Συνεπώς, από το 1ο λήµµα Borel – Cantelli και την πρόταση (4.1.3.) (Κεφάλαιο 4) 

ισχύει ότι: 

                                    □ 

 

Πρόταση 2.3.9 

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια ώστε 
2L

nX X→ , όπου X  

τυχαία µεταβλητή. Τότε P
nX X→ . 

 

Απόδειξη : Εφαρµόζοντας την ανισότητα Chebysev µε 2( )x xϕ =  παίρνουµε: 

( ) ( )2 2 0n
n nP X X E X Xε ε →∞− ≥ ≤ − →  

καθώς 
2 2

lim ( ) 0L
n n

n
X X E X X

→∞
→ ⇔ − = . Άρα P

nX X→ .                                  □ 

 

Πρόταση 2.3.10 

Έστω 0p z> >  και ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών τέτοια ώστε 

PL
nX X→ , όπου X  τυχαία µεταβλητή. Τότε 

ZL
nX X→ .  

 

Απόδειξη : Εφαρµόζοντας την ανισότητα Jensen για την κυρτή συνάρτηση 

( )
r

x xϕ = παίρνουµε ότι: 

[ ]( ) ( ) r r
E Y E Y EY E Yϕ ϕ≤ ⇒ ≤    (πρέπει πάντα ( ) 1,Y Y Lϕ ∈ )  

Αν θέσουµε όπου 
z

nY X X= − και r p z=  έχουµε:  

( ) ( ) ( ) ( ) 0
rr r

z z z p n
n n n nE X X E X X E X X E X X →∞    − = − ≤ − = − →     

  

Από υπόθεση, εποµένως: 

( ) ( )0 0
Z

r
z zn n L

n n nE X X E X X X X→∞ →∞ − → ⇒ − → ⇒ →
 

          □ 

 

 

 

 

. .

knX Xσ β→
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3  Ασθενείς Νόµοι των Μεγάλων Αριθµών 

 

§ 3.1  Ασθενής νόµος µε πεπερασµένες διασπορές 

 

Ορισµός 3.1.1  

Έστω ( )i i IX ∈  οικογένεια τυχαίων µεταβλητών µε 2( )iE X < ∞ .Τότε οι τυχαίες 

µεταβλητές λέγονται ασυσχέτιστες αν: 

( )( ) , 1i j i jE X X EX EX i j= ∀ ≠  

Παρατήρηση: Αν η ( )i i IX ∈  είναι οικογένεια ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών τότε 

από το πόρισµα ( )2.2.7  ισχύει η σχέση ( )1  και συνεπώς οι iX  είναι ασυσχέτιστες. 

Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει καθώς αν ισχύει η σχέση ( )1 δε συνεπάγεται ότι οι  

iX  είναι ανεξάρτητες. 

 

Πρόταση 3.1.2 

Έστω 1 2, , , nX X X…  τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε: 2( )iE X < ∞  και iX  

ασυσχέτιστες, για κάθε 1 i n≤ ≤ . Τότε: 

( ) ( ) ( )1 1var var var n nX X X X+ + = + +… …  

 

Απόδειξη: Έστω ( )i iE Xµ =  και 
1

n

n i
i

S X
=

=∑ . Αφού, 

( )
1 1 1

n n n

n i i
i i i

ES E X EX ιµ
= = =

 
= = = 

 
∑ ∑ ∑  

Έχουµε ότι:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )

2 2
2

1 1 1

1 1 1 1

1
2

1 1 1

1

var

2

var var 

n n n

n n n i i i i
i i i

n n n n

i i j j i i j j
i j i j

n n i

i i i i j j
i i j

n

S E S ES E X E X

E X X E X X

E X E X X

X X B

µ µ

µ µ µ µ

µ µ µ

= = =

= = = =

−

= = =

       = − = − = − =                 

   
= − − = − − =   

   

= − + − − =

= + + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑∑

…
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όπου ( ) ( )( )
1

1 1

2
n i

i j j
i j

B E X Xιµ µ
−

= =

= − −∑∑ . Θα δείξουµε ότι 0B = . Πράγµατι, 

( ) ( )( )

0

i i j j i j i j j i i j

i j i j i j i j

i j i j

E X X EX X EX EX

EX X EX EX

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ

µ µ µ µ

− − = − − +

= − = −

= − =

 

καθώς ,i jX X  ασυσχέτιστες i j i jEX X EX EX⇔ = .                                             □   

                                          

Θεώρηµα 3.1.3 (Ασθενής νόµος µε πεπερασµένες διασπορές) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ασυσχέτιστων τυχαίων µεταβλητών µε nEX µ=  και 

( )var ,iX c n≤ < ∞ ∀ ∈ℕ . Αν 1S  =  + . . . + n nX X  τότε για n →∞  nS

n
µ→  κατά 

2L  και κατ’ επέκταση και κατά πιθανότητα.  

 

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι: 
2LnS

n
µ→ , δηλαδή 

2

lim ( ) 0n

n

S
E

n
µ

→∞
− = . Παρατηρούµε 

ότι: ( )1
1

 + . . . + 1 1
. . . +n n

n

S X X
E E EX EX n

n n n n
µ µ   

= = + = =   
   

 

Οπότε, χρησιµοποιώντας την πρόταση ( )3.1.2  έχουµε ότι: 

( )

( )
( ) ( )( )

22

2

123.1.2

2

1
var var

1
var + . . . + var

1
0

n n n n
n

n

S S S S
E E E S

n n n n n

X X
n

c
cn

n n

µ
         − = − = =         

           

=

≤ = →

 

Άρα, 
2LnS

n
µ→  και από την πρόταση ( )2.3.9  η pnS

n
µ→ .                                     

□ 

             

Η πιο σηµαντική ειδική περίπτωση του θεωρήµατος ( )3.1.3  συµβαίνει όταν η 

( )n n
X

∈ℕ
 είναι ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών. Τότε το 

θεώρηµα µας λέει ότι αν ( )2
iE X < ∞  τότε: 
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pnS

n
µ→  

όπου ( )iE Xµ = . Σε επόµενο θεώρηµα θα δούµε ότι iE X < ∞  είναι επαρκής 

υπόθεση. 

 

§ 3.2  Τριγωνικοί Πίνακες & ΑΝΜΑ   

 

Θεώρηµα 3.2.1 

Έστω τριγωνικός πίνακας τυχαίων µεταβλητών , ,1n kX k n≤ ≤ . Έστω: 

,1 ,S  =  + . . . + n n n nX X , n nESµ = , ( )2 varn nSσ =  και nb  αύξουσα ακολουθία θετικών 

αριθµών. Αν, 

2

2
0n

nb

σ
→  τότε 0pn n

n

S

b

µ−
→  

 

Απόδειξη: Έχουµε ( ) ( ) ( ),1 , ,1 , + . . . + + . . . +n n n n n n n nES E X X E X E Xµ = = = . 

Θέτουµε n n
n

n

S
z

b

µ−
=  και παρατηρούµε ότι:  

( ) ( ) ( )
22 2

2 2

2 2

var
0n n n nn n n

n n
n n n n

S E S SS
E z E z E E

b b b b

µ σ →∞−  −
= = = = = →  

   
 

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Chebysev για την nz  µε ( ) 2, 0x xϕ ε= >  παίρνουµε  

( ) ( )2

2
0

n n
n

E z
P z ε

ε
→∞≥ ≤ →  

όπως δείξαµε πριν. Άρα,  

0 0p pn n
n

n

S
z

b

µ−
→ ⇒ →                                              □ 

 

 

Θεώρηµα 3.2.2 ( Γενική µορφή του ασθενούς νόµου ) 

Έστω τριγωνικός πίνακας τυχαίων µεταβλητών , ,1n kX k n≤ ≤  τέτοιος ώστε για κάθε 

n∈ℕ  να είναι ανεξάρτητες. Έστω nb  αύξουσα ακολουθία θετικών αριθµών και 

( ),
, , 1

n k n
n k n k X b

X X
≤

= . Υποθέτουµε ότι ισχύουν τα ακόλουθα: 
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i. ( ),
1

0
n

n
n k n

k

P X b →∞

=

> →∑  

ii.  ( )22
,

1

0
n

n
n n k

k

b E X →∞−

=

  →  ∑  

Αν ,1 ,S  =  + . . . + n n n nX X  και ,
1

n

n n k
k

a EX
=

=∑  τότε 0pn n

n

S a

b

−
→ . 

 

Απόδειξη: Έστω ,1 ,S  =  + . . . + n n n nX X  τότε έχουµε:  

{ } { }

{ } { }

{ }

n n n n n n
n n n n

n n n

n n n n
n n n n

n n

n n
n n

n

S a S a S a
S S S S

b b b

S a S a
S S S S

b b

S a
S S

b

ε ε ε

ε ε

ε

     − − −     
> = > ∩ = ∪ > ∩ ≠     

          

   − −   
= > ∩ = ∪ > ∩ ≠   
      

 − 
⊂ > ∪ ≠ 
  

 

Άρα,  

   

{ }

{ }( ) ( )1

n n n n
n n

n n

n n
n n

n

S a S a
P P S S

b b

S a
P P S S

b

ε ε

ε

      − −   
> ≤ > ∪ ≠                  

  − 
≤ > + ≠      

                      

Εξετάζοντας τους δύο όρους χωριστά στο δεύτερο µέλος της προηγούµενης 

ανισότητας έχουµε:  

{ }( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

,

0

0

, , , ,
1 1 1 1

0 0 ,

, , ( )
1

1

:1 . :

0 2

n k n

n n n n

n n n k n k n k n k X b
k k k k

n k n

n
n

n k n n k n ό i
k

P S S P X X P X X

P k k n X b

P X b P X b απ

τ ω

≤
= = = =

→∞

=

   
≠ = ≠ = ≠ =   

   

= ∃ ∈ ≤ ≤ >

= > ≤ > →

∑ ∑ ∑ ∑

∑

ℕ  

Επίσης από ανισότητα Chebysev έχουµε:  

 

( )
( ) ( )

2
22 2

,1 ,2

var
var  + . . . + 

nn n n n
n n n n

n n n

SS a S a
P E b X X

b b b
ε ε ε ε −− −

   − −   > ≤ = =          
 

( ) ( ) ( )( )2

,1 ,var + . . . + var  n n n nb X Xε −
=  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2

, , ( )
1 1

var 0 3
n n

n
n n k n n k ό ii

k k

b X b E X απε ε− − →∞

= =

 = ≤ →
 ∑ ∑  

καθώς από την πρόταση ( )2.2.4  οι ,n kX  είναι ανεξάρτητες, ενώ επίσης ισχύει ότι 

( )2var X E X≤ . Συνεπώς, από τις ( ) ( )2 , 3  η σχέση ( )1  δίνει ότι: 

                              0 0n pn n n n

n n

S a S a
P

b b
ε →∞

  − − 
> → ⇒ →      

.              □                                   

 

Λήµµα 3.2.3  

Έστω 0X ≥  τυχαία µεταβλητή και 0p > . Τότε ισχύει ότι:  

( ) ( )1

0

p pE X py P X y dy
∞

−= >∫  

 

Απόδειξη: Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µέσης τιµής, το θεώρηµα του Fubini για 

µη αρνητικές συναρτήσεις και υπολογίζοντας τα ολοκληρώµατα έχουµε: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0

1 1 1

0 0

1 1

1 1 1

p p p
X y X y

X
p p p

X y X y X y
X

py P X y dy py dP dy py dPdy

py dy dP py dy py dy dP

∞ ∞ ∞
− − −

> >
Ω Ω

∞ ∞
− − −

> > >
Ω Ω

 
> = = 

 

   
= = +   

   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

 

Όµως για X y< < ∞  η ( ) ( )
11 0 1 0p

X y X y
X

py dy
∞

−
> >= ⇒ =∫ . Άρα,  

( ) ( )
1 1

0 0

1

0
0

1

1

X
p p

X y

X
Xp p p p

py P X y dy py dydP

py dydP y dP X dP E X

∞
− −

>
Ω

−

Ω Ω Ω

> =

   = = = =   

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

 □  

                                                                                                                  

Θεώρηµα 3.2.4 (Ο ασθενής νόµος του Feller χωρίς την υπόθεση της µέσης τιµής ) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε  

( ) 0,x
nxP X x n→∞> → ∀ ∈ℕ . Έστω 1S  =  + . . . + n nX X  και ( )( )

1
11n X n

E Xµ
≤

= . 
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 Τότε: 

0pn
n

S

n
µ− →  

 

Απόδειξη: Θα χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα ( )3.2.2  για ,n k nX X= , nb n=  και  

( ), 1
n

n k n X n
X X

≤
= . Τώρα θα ελέγξουµε αν επαληθεύονται οι υποθέσεις του 

θεωρήµατος. Για την (i) έχουµε ότι:   

( ) ( ) ( ) ( )1
1

0
n

n
k n i

k

P X n P X n P X n nP X n →∞

=

> = > + + > = > →∑ …  

αφού οι nX  είναι ισόνοµες. 

Για την (ii) πρέπει να δείξουµε ότι: ( )22

1

0
n

n
k

k

n E X →∞−

=

  →  ∑ . Έχουµε:  

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )

1

222 2 2 2

1 1 1

2 2 2
1

2 2 2 2 2
1 1

2
1

1 1

1 1

kk k

n

n n n

k k X n X n
k k k

nX n X n

n

n E X n E X n E X

n E X E X

n E X E X n nE X

E X n

− − −
≤ ≤

= = =

−
≤ ≤

− −

    = = =       

  = + + =
   

     = + + =     

 =  

∑ ∑ ∑

…

…

 

καθώς οι 2
kX  ανεξάρτητες και ισόνοµες. Τώρα θα εφαρµόσουµε το Λήµµα ( )3.2.3  

για την ( )1
1 11 X n

X X
≤

=  και για 2p = .Έχουµε λοιπόν: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1

2 2 1
1 1 1 1

0 0 0

1 1

0

2 2 1 2 1

2 1 2 1 1

n

X n X n

n

X n X n
n

E X y P X y dy yP X y dy yP X y dy

yP X y dy yP X y dy

∞ ∞
−

≤ ≤

∞

≤ ≤

= > = > = > +

> = >

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

καθώς ( )( ) { } { }( )
1

1 1 11
X n

P X y P X n X y
≤

> = ≤ ∩ > , οπότε για y n≥ : 

( )( )
1

1 1 0
X n

P X y
≤

> =  

ενώ για y n≤ :  

( )( ) { } { }( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 1 11
X n

P X y P X y X n P X y P X n P X y
≤

> = > > = > − > ≤ >  
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οπότε τελικά η ( )1  δίνει:  

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1 1 1 1 1

0 0 0

2 1 2 2
n n n

X n
E X yP X y dy y P X y P X n dy yP X y dy

≤
 = > = > − > ≤ > ∫ ∫ ∫

 

Από την υπόθεση γνωρίζουµε ότι ( )1 0yyP X y →∞> →  . 

Ισχυριζόµαστε ότι αυτό επάγει ότι:  

( ) ( )2
1 1

0

1
2 0

n
nE X n yP X y dy

n
→∞≤ > →∫  

 

Απόδειξη ισχυρισµού: Έστω ( ) ( )12g y yP X y= >  τότε ισχύουν τα εξής : 

( )0 2g y y≤ ≤  και ( ) ( )0 00 0, 0 . .yg y y y y g yε τ ω ε→∞→ ⇒∀ > ∃ > ∀ > < . 

Θέτουµε λοιπόν, ( )supM g y= < ∞  και ( ){ }sup :KE g y y K= > . Έχουµε ότι: 

( ){ } ( )sup : supKE g y y K M g y= > ≤ = < ∞  

 

Τώρα χωρίζουµε το ολοκλήρωµα : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

0 0

1

0

2 2 2

1
2

n K n

K

K

n

K

yP X y dy yP X y dy yP X y dy MK E n k

yP X y dy MK n E n k n
n

> = > + > ≤ + − ⇒

> ≤ + −

∫ ∫ ∫

∫
 

παίρνοντας το limsupστα δύο µέλη, αφού δεν ξέρουµε αν υπάρχει το lim , έχουµε:  

( )

( )

1

0

1

0

1
limsup 2

1
limsup 2 0

n
K

k

n

yP X y dy E o
n

yP X y dy
n

→∞> ≤ → ⇒

> ≤

∫

∫
 

και καθώς ( )1

0

1
2 0

n

na yP X y dy
n

= > ≥∫  και 0 liminf limsup 0n na a≤ ≤ =  

καταλήγουµε ότι,  

( )1

0

1
2 0

n
nyP X y dy

n
→∞> →∫  

Άρα,  
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( )2
1 0nE X n →∞→  

Οπότε επαληθεύονται οι υποθέσεις του θεωρήµατος ( )3.2.2  άρα ισχύει ότι  

0pn
n

S

n
µ− →                                                     □ 

 

§ 3.3 Κλασσικός ασθενής νόµος 

 

Τώρα, παραθέτουµε τον ασθενή νόµο του Khintchin µε την υπόθεση της µέσης τιµής, 

τον αποκαλούµενο και ως ‘κλασσικό ασθενή νόµο’. 

 

Θεώρηµα 3.3.1  (Κλασσική µορφή του Α.Ν.Μ.Α.) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

iE X < ∞ . Έστω 1S  =  + . . . + n nX X  και 1EXµ = . Τότε: 

pnS

n
µ→  

 

Απόδειξη: Θα εφαρµόσουµε την ανισότητα Chebysev για την τυχαία µεταβλητή 

( )111 X x
X

>
 και τη συνάρτηση ( )x xϕ =  . Έχουµε λοιπόν : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1 1
X x X x X x X x

P X x E X x x xP X x E X
> > > >

> ≤ > ⇒ > ≤

 

Όµως  ( )1
1 0x

X x

→∞
>

→  και αφού iE X < ∞  εφαρµόζουµε το θεώρηµα 

κυριαρχηµένης σύγκλισης µε:   

 

( )1
1 1 11 0 . , ,n

n X n
X X Y X EY E Xσ β→∞

>
= → = = < ∞  

και 

( )1
1 11n X n

X X X Y
>

= ≤ =  

τότε ισχύει ότι:  

( )( )
1

1 1 0n
nX n

E X EX →∞
>

= →  
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Άρα  η σχέση ( )1  δίνει:  

( )( ) ( )
1

1 11 0x
X x

xP X x xP X x →∞
>

> = > →  

οπότε ικανοποιείται η υπόθεση του θεωρήµατος ( )3.2.4  .  

Επίσης αν ( )( )
1

11n X n
E Xµ

≤
=  τότε αν εφαρµόσουµε πάλι το θεώρηµα κυριαρχηµένης 

σύγκλισης µε :  

( )1
1 1 1 1 11 . , , ,n

n nX n
X X X Y X EY E X X X Yσ β→∞

≤
= → = = < ∞ ≤ =  

τότε ισχύει ότι: 

( )1 2n n
n nEX EX µ µ→∞ →∞→ ⇒ →   

Συνεπώς, από το θεώρηµα ( )3.2.4  έχουµε ότι:  

0pn
n

S

n
µ− →  

και χρησιµοποιώντας τη σχέση ( )2  καταλήγουµε ότι: 

0pnS

n
µ− →   

 

Παρατήρηση:  αν ισχύει ότι  iE X < ∞  τότε χρησιµοποιώντας την ανισότητα 

Chebysev µπορούµε να αποδείξουµε ότι: 

( )1 0xxP X x →∞> →  

Πράγµατι, αν θέσουµε ( )1
i

i X n
Y X

>
=  τότε , µε ( )x xϕ = , παίρνουµε: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
i

i iX n
P Y n E Y n nP X n E Y nP X n E Y

>
> ≤ ⇒ > ≤ ⇒ > ≤  

και καθώς iE X < ∞  οπότε και ( )E Y ≤ ∞   καταλήγουµε ότι:  

( ) ( )( )1 0
i

n
i i X n

nP X n E X →∞
>

> ≤ →  

Το αντίστροφο δεν ισχύει , δηλαδή αν  ( ) 0x
ixP X x →∞> →  τότε δεν µπορούµε να 

δείξουµε ότι iE X < ∞  , µπορούµε όµως, χρησιµοποιώντας το Λήµµα ( )3.2.3  για 

1p ε= − , να δείξουµε ότι 
1

iE X
ε−
< ∞ . Άρα η υπόθεση του θεωρήµατος ( )3.2.4  δεν 

είναι πολύ ασθενέστερη από αυτή της πεπερασµένης µέσης τιµής .                      □ 
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4    Ισχυροί νόµοι µεγάλων αριθµών 

 

§ 4.1 Λήµµα των Borel-Cantelli 

 

Λήµµα 4.1.1 (1ο λήµµα Borel - Cantelli) 

Έστω ( ), ,F PΩ  χώρος πιθανότητας και nA  ακολουθία ενδεχοµένων τέτοια ώστε 

( )
1

n
n

P A
∞

=

< ∞∑ . Τότε ισχύει ότι: ( )limsup 0nP A = .  

 

Απόδειξη:  
1 1

limsup n k n
n k n n

A A B
∞ ∞ ∞

= = =
= =∩ ∪ ∩ , όπου n k

k n
B A

∞

=
= ∪ . Τότε ισχύουν τα εξής: 

i. nB  φθίνουσα, δηλαδή 1 2 3B B B⊇ ⊇ … . 

ii.  ,nB F n∈ ∀ ∈ℕ . 

iii.  ( ) ( )1
1 1

k k
k k

P B P A P A
∞∞

= =

 = ≤ < ∞ 
 

∑∪  (από υπόθεση). 

Από γνωστή ιδιότητα του µέτρου πιθανότητας ισχύει ότι:  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
lim limsup lim

limsup lim 1

n n n k
n nn k n

n k
n

k n

P B P B P A P A

P A P A

∞ ∞

→∞ →∞= =

∞

→∞
=

   = ⇔ =   
   

⇒ ≤ ∑

∩ ∪

            

Όµως, από υπόθεση έχουµε: ( ) ( )
1

lim 0n k
n

n k n

P A P A
∞ ∞

→∞
= =

< ∞⇒ =∑ ∑ . Άρα, από την (1) 

έχουµε ότι: ( )limsup 0nP A = .                                                                                      □ 

 

Λήµµα 4.1.2 (2ο λήµµα Borel - Cantelli) 

Έστω ( ), ,F PΩ  χώρος πιθανότητας και nA  ακολουθία ανεξάρτητων ενδεχοµένων 

τέτοια ώστε ( )
1

n
n

P A
∞

=

= ∞∑ . Τότε ισχύει ότι: ( )limsup 1nP A = .  

 

Απόδειξη: Θα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα ( )1 , 1xe x x +≥ + ∀ ∈ℝ .  



 42

Έστω 
1 1

limsup n m m
n m n m

A A A B
∞ ∞ ∞

= = =
= = =∩ ∪ ∩  τότε mB  φθίνουσα ακολουθία ενδεχοµένων. 

Έστω 
1 1

C C C
m m

n m n m
A A B

∞ ∞ ∞

= = =
= =∪ ∩ ∪  τότε C

mB  αύξουσα ακολουθία ενδεχοµένων.  

Συνεπώς, αφού τα C
mA  ανεξάρτητα, έχουµε:  

( ) ( )

( )

( )
( )

1

1

, , 0

z

m
m n m

z zz
C C C

m m m m
m n m n n m n m

z P A
P A

ό
n m

P A P A P A P A

e e z n z
απ

=

∞

= = = =

−
−

=

   ≤ = = −         

∑
≤ = ∀ ≥ >

∏ ∏

∏

∩ ∩

 

και για z →∞  ισχύει ότι: 
( )

0

z

m
n m

P A
ze =

−
→∞

∑
→ . Άρα, 0C

m
m n

P A
∞

=

  = 
 
∩  και καθώς 

( )
1

0C C
n

m nm

P A P A
∞ ∞

==

 ≤ = 
 

∑ ∩  καταλήγουµε ότι ( ) ( )limsup 1nP A P A= = .                  □ 

 

 

Πρόταση 4.1.3  

Έστω ( )n nX ∈ℕ  ακολουθία τυχαίων µεταβλητών και { }, 0n nA X X ε ε= − ≥ >  

ακολουθία ενδεχοµένων . Τότε αν ( ). . limsup 0n nX X P Aσ β→ ⇔ = . 

 

Απόδειξη : Θα δείξουµε πρώτα το ευθύ . Έστω ότι . .
nX Xσ β→ , τότε το σύνολο 

( ) ( ){ }:lim nB X Xω ω ω= ∈Ω ≠  έχει ( ) 0P B = .  

Τώρα, CBω∀ ∈  ισχύει ότι : 

( ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0
1

lim . .

limsup

n n

m m
m n n m n

n

X X n n n X X

n n A n n A

A

ω ω τ ω ω ω ε

ω ω

ω

∞ ∞ ∞

= = =

= ⇒ ∃ ∈ ∀ ≥ − < ⇒

∀ ≥ ∉ ⇒∀ ≥ ∉ ⇒

∉

ℕ

∪ ∩ ∪  

Αφού, CBω∀ ∈  το limsup nAω∉  συµπεραίνουµε ότι :  

( ) ( ) ( )
limsup limsup

limsup 0 limsup 0

C
n n

n n

B A A B

P A P B P A

=∅⇒ ⊆

⇒ ≤ = ⇒ =

∩
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Τώρα το αντίστροφο . Έστω ότι ( )limsup 0nP A =  τότε ( )lim inf 1C
nP A =  οπότε 

έχουµε :  

                 

( ) ( )
( )
( )

0 0

0 0

. .

lim inf . .

. . :

. . 1

C C
n n

n

n
n n

P A P n n n ί A

P n n n X X

P X X X Xσ β

τ ω συµβα νειτο

τ ω ε

κ σ→∞

= ∃ ∈ ∀ ≥

= ∃ ∈ ∀ ≥ − <

= → = ⇒ →

ℕ

ℕ  

   □ 

 

Ορισµός 4.1.4 

Η ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ( )n n
X

∈ℕ
 καλείται σχεδόν βέβαια Cauchy αν 

0ε∀ >  ισχύει ότι: 

, ,
sup 0 sup 0 1m n m n

m n M m n M

P X X P X Xε Μ→∞

≥ ≥

   
− > = ⇒ − → =   

   
 

 

§ 4.2 Ο ΙΝΜΑ µε ισχυρές υποθέσεις 

 

Θεώρηµα 4.2.1 (Ο  Ι.Ν.Μ.Α µε την υπόθεση της πεπερασµένης ροπής 4ης  τάξης) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

iEX µ=  και 4
iEX < ∞ . Τότε αν 1 =  + . . . + n nS X X  ισχύει ότι: 

. 0nS

n
σ βµ− →  

 

Απόδειξη: Υποθέτουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι 0µ = , (µπορούµε να 

θέσουµε i i iY X EX= −  οπότε παίρνουµε 0iEY =  ). Τότε:  

( )

( )

4

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 , , , 1 , , ,

n n n n n n n n n

n i i j k l i j k l
i i j k l i j k l

i j k l i j k l
i j k l n i j k l n

E S E X E X X X X E X X X X

E X X X X E X X X X

= = = = = = = = =

≤ ≤ ≤ ≤

      
= = =      

       

 
 = =   

 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑∑∑

∑ ∑
 

Οι όροι στο άθροισµα που είναι της µορφής ( )3
i jE X X  και ( )i j k lE X X X X  µε 

i j k l≠ ≠ ≠  είναι µηδενικοί αφού, λόγω ανεξαρτησίας έχουµε  

( ) ( ) ( )3 3 0i j i jE X X E X E X= =  
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και  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0i j k l i j k lE X X X X E X E X E X E X= =  

Συνεπώς, στο άθροισµα µένουν µόνο οι όροι: ( ) ( ) ( )( )2
4 2 2 2, ,i i j iE X E X X E X n=  και 

( )3 1n n −  φορές αντίστοιχα. Οπότε ( ) ( ) ( ) ( )( )2
4 4 2 23 1n i iE S nE X n n E X Cn= + − ≤ , 

όπου 0 C< < ∞ . Η ανισότητα Chebysev δίνει:  

( ) ( )
( )

4

2 4
4

n

n

E S
P S n C n

n
ε ε

ε
> ≤ ≤  

Παίρνοντας το άθροισµα στα δυο µέλη της ανισότητας έχουµε:  

( ) 2 4

1 1
n

n n

P S n C nε ε
∞ ∞

= =

> ≤ < ∞∑ ∑  

Από το 1ο λήµµα Borel – Cantelli και την πρόταση ( )4.1.3  έχουµε:  

( ) ( )

.

limsup 0 . 0 . 0

0 1 0

n
n n

nn n

S
P S n P S n P

n

S S
P

n n
σ β

ε ε α σ ε α σ

µ→∞

 
> = ⇒ > = ⇒ > = 

 

 
⇒ → = ⇒ − → 

 

 

                                          □ 

 

Θεώρηµα 4.2.2 (Ο  Ι.Ν.Μ.Α µε την υπόθεση της πεπερασµένης διασποράς) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

var iX C=  και 2
iEX < ∞ . Τότε αν 1 =  + . . . + n nS X X  ισχύει ότι: 

. 0nS

n
σ βµ− →  

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι 0 , ,iEX i= ∀ ∈ℕ  οπότε  

( )2

1

var var
n

n n i
i

E S S X nC
=

= = =∑  

και από την ανισότητα Chebysev έχουµε ότι : 

( ) ( )
( )

( )
2

2 2
2

1 1

n

n n
n n

E S
P S n C n P S n C n

n
ε ε ε ε

ε

∞ ∞

= =

> ≤ = ⇒ > ≤∑ ∑  



 45

όµως η σειρά στο δεύτερο µέλος αποκλίνει. Θα εφαρµόσουµε πάλι την ανισότητα 

Chebysev, αυτή τη φορά για την υπακολουθία φυσικών αριθµών { }2n . Έχουµε 

λοιπόν : 

( ) ( )
( )

( )2

2

2 2
2 2 2

2 4 2 2 22
1 1

n
nn

n n

E S Cn C
P S n P S n C n

n nn
ε ε ε

ε εε

∞ ∞

= =

> ≤ = = ⇒ > ≤ < ∞∑ ∑ . 

Συνεπώς από  το 1ο λήµµα Borel – Cantelli έχουµε ότι  

( )2 .
2

0 1n
S

n
σ βµ− →   . 

Τώρα θα ελέγξουµε τους φυσικούς αριθµούς που βρίσκονται ενδιάµεσα από τους 

όρους της υπακολουθίας { }2n  ως εξής, θέτουµε: 

( )
2

22 1
maxn k n

n k n
D S S

≤ ≤ +
= −  

δηλαδή τη µεγαλύτερη απόκλιση από τον όρο 2n
S  που µπορεί να υπάρξει όταν το k  

βρίσκεται ανάµεσα στο 2n  και στο  ( ) 2
1n + . Τότε ισχύει ότι:  

( )
( )

( ) 2

2 2
22

2

1
222

1 1

max
n

n k kn n
n k n k n

D S S S S
+

≤ ≤ + = +

= − ≤ −∑  

όπου χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα { }max ,x y x y≤ + , και συνεπώς  

( ) ( )
( ) 2

2

2

1
22

1

n

n k n
k n

E D E S S
+

= +

 ≤ −  ∑  

Όµως, ισχύει ότι: 

( ) ( )2

2 2 var 2k in
E S S k n X nC − = − ≤  

 

καθώς ( ) 22 1n k n≤ ≤ + , ενώ υπάρχουν 2n  όροι στο άθροισµα. Οπότε έχουµε ότι: 

( ) ( )2 22 2 4nE D n nC n C≤ =  

Εφαρµόζουµε τώρα την ανισότητα Chebysev για την nD : 

( ) ( )
( )

( )
2 2

2 2 2
2 4 2 2 22

1 1

4
4

n

n n
n n

E D Cn C
P D n P D n C n

n nn
ε ε ε

ε εε

∞ ∞

= =

> ≤ ≤ = ⇒ > ≤ < ∞∑ ∑  

Συνεπώς, από το 1ο λήµµα Borel – Cantelli ισχύει ότι: 

( ).
2

0 2nD

n
σ βµ− →  
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Τώρα για ( ) 22 1n k n≤ ≤ +  έχουµε ότι: 

( ) ( )2 2 1 , 2

2
0 . .

n nn nk
S D S DS

k k n
σ β

+ +
≤ ≤ →                               □ 

 

§ 4.3 Απόδειξη Kolmogorov για τον ΙΝΜΑ 

 

Θεώρηµα 4.3.1 

Για κάθε πραγµατική τυχαία µεταβλητή ισχύει ότι: 

  ( ) ( ) ( )
1 1 0

1
n n n

P X n E X P X n P X n
∞ ∞ ∞

= = =

≥ ≤ ≤ + ≥ = ≥∑ ∑ ∑  

οπότε η X είναι ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν η σειρά ( )
1n

P X n
∞

=

≥∑  συγκλίνει . 

 

Απόδειξη: Αν ισχύει η ανισότητα της υπόθεσης τότε είναι άµεσο ότι: 

( )1
1n

E X X L P X n
∞

=

< ∞⇔ ∈ ⇔ ≥∑  

Θα δείξουµε ότι η ανισότητα πράγµατι αληθεύει . Υποθέτουµε ότι 0X ≥ , (αλλιώς 

µπορούµε να το δείξουµε χωριστά για τις X + , X − ). Ορίζουµε την ακολουθία 

ενδεχοµένων  

{ }1nA n X n= ≤ ≤ +  

Τότε τα nA  είναι ανά δύο ξένα και 
0

n
n

A
∞

=

= Ω∪  , άρα:  

( )

0

0

1
n

n
n

n A
A

EX XdP XdP XdP
∞

=

∞

=Ω

= = =∑∫ ∫ ∫
∪

 

Από τον ορισµό των nA  και από την πρόταση ( )1.1.7  ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1
0 0 0

1 1

1

1

1 2

n

n

n n

A

n n
n n nA

n n
n n

nP A XdP n P A

nP A XdP n P A

nP A EX nP A

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞

= =

≤ ≤ + ⇒

≤ ≤ + ⇒

≤ ≤ +

∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑

 

Τώρα θέτουµε { }, 0,1,2nB X n n= ≥ = …  και έχουµε ότι : 
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  ( )i nB  φθίνουσα, δηλαδή 1 2 3B B B⊇ ⊇ …  

( ) { }n
nii B →∞→ ∅  

( ) 1n n niii A B B +=  

οπότε m∀ ∈ℕ  ισχύει ότι: 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 1

1
1 1

1
1 1

1

3

m m m

n n n
iii

n n n

m m

n n m
n n

m m

n m n
n n

nP A nP B nP B

nP B n P B mP B

nP A mP B P B

+
= = =

+
= =

+
= =

= − =

− − − ⇒

+ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

Όµως, αν 1X L∈ : 

( ) ( ) ( )
1

1 10 1 0
m

m
m m

B

mP B m P B XdP
+

→∞
+ +≤ ≤ + ≤ →∫  

σύµφωνα µε τις ιδιότητες ( )i  και ( )ii  της nB . Οπότε αν 1X L∈  προκύπτει ότι: 

( )
( )

( ) ( )1
3

1 1

0m
m n n

n n

mP B nP A P B
∞ ∞

→∞
+

= =

→ ⇒ =∑ ∑  

και το ζητούµενο αποδείχθηκε.                                                                                     □ 

 

 

Λήµµα 4.3.2   

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ασυσχέτιστων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

iEX µ=  και iE X < ∞ . Αν  ( )1
n

n n X n
Y X

≤
=   τότε ισχύουν τα εξής: 

( )i  ( ) 1n nP X Y άτελικ= =   

                                               ( )ii  n
nEY µ→∞→  

                                               ( )iii  ( ) 2

1

var n
n

Y n
∞

=

< ∞∑  

Απόδειξη ( )i  : Έστω η ακολουθία ενδεχοµένων { } { }n n n nE X Y X n= ≠ = > . Τότε, 

αφού οι nX  είναι ισόνοµες  έχουµε ότι ( ) ( )1nP X n P X n> = > .  

Επίσης από το λήµµα ( )4.3.1  ισχύει ότι:  



 48

( ) ( ) ( )1 1
1 1 1

n n
n n n

P E P X n P X n EX
∞ ∞ ∞

= = =

= > = > ≤ < ∞∑ ∑ ∑   

και το 1ο λήµµα Borel – Cantelli δίνει:  

( ) ( ) { }( ) ( )limsup 0 liminf 1 liminf 1 1c
n n n n n nP E P E P X Y P X Y άτελικ= ⇒ = ⇒ = = ⇒ = =

 

Απόδειξη ( )ii  : Αφού η ( )n n
X

∈ℕ
 είναι ακολουθία ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών 

ισχύει ότι: 

( )( ) ( )( )
1

11 1
n

n n X nX n
EY E X E X

≤≤
= =  

Τότε, αν εφαρµόσουµε  το θεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης (θεώρηµα 1.3) µε :  

( ) ( )1 1
1 1 1 1 1 11 . , , , 1n

X n X n
X X Y X EY E X X X Yσ β→∞

≤ ≤
→ = = < ∞ ≤ =   

ισχύει ότι: 

( )1
1 11 n

n X n
EY E X EX µ→∞

≤
 = → =
 

 

Απόδειξη ( )iii  : Είναι ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1

var varn n n n
n n

Y E Y Y n E Y n
∞ ∞

= =

≤ ⇒ ≤∑ ∑  οπότε 

αρκεί να δείξουµε ότι ( )2 2

1
n

n

E Y n
∞

=

< ∞∑ . Από την πρόταση ( )2.2.4  έχουµε λοιπόν :  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1

1

2 2 2 2 2 2
1 1

1 1 1

2 2
1

1

1

1 1

n X n
n n n

X n
n

E Y n E Y n E X n

E X n

∞ ∞ ∞

≤
= = =

∞

≤
=

= = =

  
  

  

∑ ∑ ∑

∑
 

Θα υπολογίσουµε το  ( )1

2

1

1
X n

n

n
∞

≤
=
∑  χωρίζοντας το σε δύο : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

2
2 21 1

1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 2

X n X n X X n X
n n n

n
n n

∞ ∞ ∞

≤ ≤ ≤ ≤ >
= = =

= +∑ ∑ ∑  

και θα υπολογίσουµε ξεχωριστά τα δύο αθροίσµατα. Το πρώτο είναι : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 12 21 1 1
1 1

1 1
1 1 1 1 1 2

X n X X X n X
n nn n

∞ ∞

≤ ≤ ≤ ≤ ≤
= =

= ≤ ⋅∑ ∑  

Το δεύτερο άθροισµα είναι : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1

2 2 21 1 1
1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 3

X n X X X n X
n n n Xn n n

∞ ∞ ∞

≤ > > ≤ >
= = ≥

= =∑ ∑ ∑  , καθώς οι όροι του 

αθροίσµατος για τους οποίους ισχύει ότι 1X n>  είναι µηδενικοί. Επίσης ισχύει ότι:  
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1 1

1 1

2 2 2 2

1 2 1 1
2

n n

n X n Xn n

dx dx
n x n x

+ +∞ ∞

≥ ≥

≤ ⇒ ≤∑ ∑∫ ∫        αφού 

( )

1

2 2 2 2

1 2 1 1 1 1 2
2

1 1

1 2
1 2 1

1

n

n

dx
n x n n n n n n

n n n
n n

+
 ≤ ⇔ ≤ − ⇔ ≤ ⇔ + + 

≤ ⇔ + ≤ ⇔ ≤
+

∫
 

οπότε η σχέση ( )3  δίνει:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1 1

1

2 2 21 1 1 1
1

1 1 1 2
1 1 2 1 2 1

n

X X X X
n X n X n X

dx dx
n x x X

+ ∞∞ ∞

> > > >
≥ ≥

≤ ≤ =∑ ∑ ∫ ∫  

Άρα από τη σχέση ( )2  έχουµε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )1

1 1 1 1

12
1 1 1

1 1 1

12
1 1 2 1 2 1

X

X n X X X
n

n
X X

∞
>

≤ ≤ > ≤
=

 
≤ ⋅ + = +  

 
∑  

και επιστρέφοντας στη σχέση ( )1  παίρνουµε ότι: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1 1 1

12 2 2
1 1 1 11 1 1

1 1

2 2 2
1

1 1

1
1 2 1 2 1 1

2 var

X

X n X X X
n

n n
n n

E X n E X E X E X
X

E X E Y n Y n

∞
>

≤ ≤ ≤ >
=

∞ ∞

= =

       ≤ + ≤ + =             

= < ∞⇒ < ∞⇒ < ∞

∑

∑ ∑
                                                                                                                                       □ 

 

 Λήµµα 4.3.3   

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

iEX µ=  και iE X < ∞ . Αν  ( )1
n

n n X n
Y X

≤
=   τότε ισχύουν τα εξής: 

( )i  η σειρά ( )
1

n n
n

X Y
∞

=

−∑  συγκλίνει σχεδόν βεβαίως 

( )ii  η σειρά 
1

n
n

X
∞

=
∑  συγκλίνει σχεδόν βεβαίως  αν και µόνο αν η σειρά 

1
n

n

Y
∞

=
∑  

συγκλίνει σχεδόν βεβαίως 

( )iii  αν υπάρχουν ακολουθία πραγµατικών αριθµών ( )n n
a

∈ℕ
 , µε την na  να είναι 

αύξουσα και n
na →∞→∞  , και X τυχαία µεταβλητή τέτοια ώστε:  

1

1 n
n

i
in

X X
a

→∞

=

→∑  
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τότε επίσης ισχύει ότι: 

1

1 n
n

i
in

Y X
a

→∞

=

→∑  

και αντιστρόφως . 

Απόδειξη ( )i  : Από το λήµµα (4.3.2) ( )i  έχουµε ότι :   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0

0

1 . . 1

liminf , .

n n n n

n n n n

P X Y ά P n n n X Y

X Y n n X Y

τελικ τ ω

ω ω ω σ β

= = ⇒ ∃ ∈ ∀ ≥ = = ⇒

∀ ∈ = ∀ ≥ =

ℕ
                                                                                              

οπότε η σειρά ( )
1

n n
n

X Y
∞

=

−∑  έχει σχεδόν βεβαίως πεπερασµένους το πλήθος µη 

µηδενικούς όρους , συνεπώς συγκλίνει σχεδόν βεβαίως 

Απόδειξη ( )ii  : Είναι άµεσο από το προηγούµενο ερώτηµα καθώς  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 . .n n n n
n n n n

n n X Y X Yω ω σ β ω ω σ β
∞ ∞

= =

∀ ≥ = ⇒ =∑ ∑  

Απόδειξη ( )iii : 

( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1
0

n n n n
n

i i i i i i i
i i i in n n n

Y Y X X X Y X X X
a a a a

→∞

= = = =

= + − = + − → + =∑ ∑ ∑ ∑          □    

                                                                                                                                 

Θεώρηµα 4.3.4 (Ανισότητα Kolmogorov) 

Έστω 1 2, , nX X X…  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε 0iEX =  και var iX =  

2
iEX < ∞ . Αν 1 =  + . . . + n nS X X  τότε 0ε∀ >  ισχύει ότι : 

( ) 21

var
max n

k
k n

S
P S x

x≤ ≤
≥ ≤  

Παρατήρηση : Με τις ίδιες υποθέσεις η ανισότητα Chebysev  δίνει µόνο ότι: 

( ) 2

var n
n

S
P S x

x
≥ ≤  

Απόδειξη: Θέτουµε { } { },k k jA S x S x j k= ≥ < ∀ <∩ για1 k n< ≤  και για 1k =  

{ }1 1A S x= ≥ , δηλαδή την πρώτη φορά που το kS  υπερβαίνει το x , και 

{ }1
max k

k n
A S x

≤ ≤
= ≥ . Τότε ισχύουν τα εξής:  

( )i  τα kA  είναι ξένα 
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( )ii  
1

n

k
k

A A
=

=∪ .  

Απόδειξη ( )i  : Έστω 1 21 ,k k n≤ ≤  µε 1 2k k<  και 
1 2k kA Aω∈ ∩ (παρόµοια είναι η 

απόδειξη αν 1 2k k> ). Τότε αφού 
2kAω∈ , ισχύει ότι: 

( ){ } ( ){ }
2 2,k jS x S x j kω ω≥ < ∀ <∩  

και αφού 1 2k k<  έχουµε ότι: 

                                         ( ){ } ( ){ } ( )
2 1

1k kS x S xω ω≥ <∩  

Όµως 
1kAω∈ , συνεπώς: 

( ){ } ( ){ } ( )
1 1, 2k jS x S x j kω ω≥ < ∀ <∩  

Από τις σχέσεις ( ) ( )1 , 2  προκύπτει ότι:  

( )
1kS xω <  και ( )

1kS xω ≥  

το οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς τα kA  είναι ξένα. 

Απόδειξη ( )ii  : Θα δείξουµε ότι 
1

n

k
k

A A
=

⊆∪  και 
1

n

k
k

A A
=

⊆∪ . Έστω 
1

n

k
k

Aω
=

∈∪ , τότε 

0k∃ ∈ℕ  µε 01 k n≤ ≤  ώστε 
0kAω∈ . Άρα, έχουµε ότι: 

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }0 00
1

, maxk j k k
k n

S x S x j k S x S xω ω ω ω
≤ ≤

≥ < ∀ < ⊆ ≥ ⊆ ≥∩  

δηλαδή Aω∈ , οπότε ισχύει ότι 
1

n

k
k

A A
=

⊆∪ . Έστω τώρα Aω∈ , τότε ισχύει ότι: 

( ){ }1
max k

k n
S xω

≤ ≤
≥  

Τότε το maximum επιτυγχάνεται για κάποιο 0k ∈ℕ  µε 01 k n≤ ≤ , ισχύει δηλαδή ότι : 

( )
0kS xω ≥  και ( ) ( )

0k kS Sω ω≥  0k k∀ ≠  µε 1 k n≤ ≤ . Τώρα, αν 0k k∀ ≠  ισχύει 

ότι ( )kS xω < , τότε και 0k k∀ <  ισχύει ότι ( )kS xω < . Άρα 
0

1

n

k k
k

A Aω
=

∈ ⊂∪ . Αν 

1 0k k∃ > τέτοιο ώστε ( )
1kS xω ≥ , τότε πάλι 0k k∀ <  ισχύει ότι ( )kS xω <  οπότε 

0
1

n

k k
k

A Aω
=

∈ ⊂∪ . Το ίδιο ισχύει αν 0k k∀ >  το ( )kS xω ≥ . Αν τώρα 2 0k k∃ <  ώστε 
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( )
2kS xω ≥ , τότε 2k k∀ <  ισχύει ότι ( )kS xω <  οπότε 

2
1

n

k k
k

A Aω
=

∈ ⊂∪ . Αν για 

κάθε 3k  µε 3 02 k k≤ <  ισχύει ότι ( )
3kS xω ≥  τότε για 2k < , δηλαδή για 1k = , 

ισχύει ότι ( )kS xω <  οπότε 2
1

n

k
k

A Aω
=

∈ ⊂∪ . Τέλος, αν ( )1S xω ≥ , τότε 

1
1

n

k
k

A Aω
=

∈ ⊂∪ εξ’ ορισµού του 1A . Συνεπώς ισχύει ότι 
1

n

k
k

A A
=

⊆∪ . Άρα 
1

n

k
k

A A
=

=∪ . 

Τώρα, αφού τα kA  είναι ξένα και ( )2
0n kS S− ≥ , έχουµε ότι:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

22 2 2 2 2

1 1

2 2

1 1 1 1

2

2 2 1 3

n
k k

k
k

k

k k k

n n

n n n n k k n k n k
k kA A

A

n n n n

k k n k k k A n k
k k k kA A A

E S S dP S dP S dP S S S S S S dP

S dP S S S dP S dP S S S dP

=

= =Ω

= = = =

 = ≥ = = + − + − ≥ 

+ − = + −

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫

∪

 

Όµως ( )11 , ,
kk A kS X Xσ∈ …  και ( )1, ,n k k nS S X Xσ +− ∈ …  οι οποίες, από την 

πρόταση ( )2.1.16 , είναι ανεξάρτητες σ-άλγεβρες. Συνεπώς, εφαρµόζοντας το 

θεώρηµα ( )2.2.6  προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 0
k kk A n k k A n kS S S dP E S E S S− = ⋅ − =∫  

καθώς ( ) ( )1 0n k k nE S S E X X+− = + + =⋯  από υπόθεση. Χρησιµοποιώντας τώρα το  

γεγονός ότι kS x≥  πάνω στο kA , τα kA είναι ξένα και 
1

n

k
k

A A
=

=∪ , η σχέση ( )3  δίνει 

ότι: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

2

2 21

1

var
max

k

k

nn n n

n k A k k
k k k kA

n n
k

k n

E S S dP x dP x P A x P A x P A

E S S
P S x

x x

= = = =

≤ ≤

 
≥ ≥ = = = ⇒ 

 

≥ ≤ =

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∪
 

 

Παρατήρηση: Η υπόθεση ότι οι 1 2, , nX X X…   είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές 

συνεπάγεται ότι οι σ-άλγεβρες ( ) ( )1 1, , , , ,k k nX X X Xσ σ +… …  είναι ανεξάρτητες, το 

όποιο είναι καθοριστικό για την απόδειξη του θεωρήµατος. Αν εξασθενίσουµε την 
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υπόθεση παίρνοντας τις nX  ανά δύο ανεξάρτητες, τότε οι σ-άλγεβρες δεν είναι πλέον 

ανεξάρτητες και συνεπώς, σε αυτή την περίπτωση, το θεώρηµα δεν ισχύει.         □                    

                                                                                                                                      

Θεώρηµα 4.3.5 (Κριτήριο Kolmogorov) 

Έστω 1 2, ,X X …  ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε 0iEX = . Αν ισχύει ότι: 

 
1

var i
i

X
∞

=

< ∞∑  

τότε η σειρά  

1
i

i

X
∞

=
∑   

συγκλίνει σχεδόν βεβαίως . 

Απόδειξη: Θεωρούµε την ακολουθία µερικών αθροισµάτων 
1

N

N n
n

S X
=

=∑ . Από την 

ανισότητα του Kolmogorov έχουµε ότι: 

( ) ( ) ( )2
2

1

var
max var

N
N M

m M n
M n N

n M

S S
P S S Xε ε

ε
−

≤ ≤
= +

−
− > ≤ = ∑  

Παίρνοντας το όριο για N →∞ προκύπτει ότι:  

( ) ( )2

1

sup var 0 1M
m M n

m M n M

P S S Xε ε
∞

→∞−

≥ = +

 
− > ≤ → 

 
∑  

ως το υπόλοιπο της σειράς των διασπορών, που συγκλίνει από την υπόθεση. Τώρα, αν 

θέσουµε 
,
supM m n

m n M

a S S
≥

= −  τότε η Ma  είναι φθίνουσα και ισχύει ότι: 

,

,

sup sup sup

2 sup sup 2 sup

m n m M M n m n m M M n
m n M m M n M

m M m n m M
m M m n M m M

S S S S S S S S S S S S

S S S S S S

≥ ≥ ≥

≥ ≥ ≥

− ≤ − + − ⇒ − ≤ − + −

= − ⇒ − ≤ −
 

Συνεπώς, έχουµε ότι: 

, ,
sup 2 2 sup sup 0M

m n m n m M
m n M m n M m M

P S S P S S P S Sε ε →∞

≥ ≥ ≥

     
− > = − > ≤ − →     

     
 

από τη σχέση ( )1 . Οπότε, ισχύει ότι: 

( ) 0 0M P
M MP a aε →∞> → ⇒ →  

Αφού η Ma  συγκλίνει κατά πιθανότητα στο 0 , από την πρόταση ( )2.3.8 , υπάρχει 

υπακολουθία της 
kMa τέτοια ώστε: 
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. . 0
kMa σ β→  

Όµως η Ma  είναι φθίνουσα και, αφού έχει υπακολουθία που συγκλίνει σχεδόν 

βεβαίως, στο ίδιο όριο συγκλίνει σχεδόν βεβαίως και η ίδια, δηλαδή: 

. . 0Ma σ β→  

 Αυτό όµως συνεπάγεται ότι η ακολουθία ( )NS ω  είναι σχεδόν βεβαίως Cauchy, 

οπότε το ( )lim N
N

S ω
→∞

 υπάρχει µε πιθανότητα ένα (αφού οι nX  είναι πραγµατικές 

τυχαίες µεταβλητές), δηλαδή η σειρά 
1

i
i

X
∞

=
∑  συγκλίνει σχεδόν βεβαίως.             □ 

 

Λήµµα 4.3.6  (Λήµµα του Kronecker) 

Έστω ,n nx a  ακολουθίες πραγµατικών αριθµών µε την na  να είναι αύξουσα, θετική 

και n
na →∞→∞ . Αν η σειρά  

1

n

i n

x

a

∞

=
∑   

συγκλίνει, τότε ισχύει ότι: 

1

1
lim

n

k
n

kn

x
a→∞

=
∑    . 

                                                 

Τώρα µπορούµε να δώσουµε την απόδειξη του Kolmogorov για την αποκαλούµενη 

ως ‘κλασσική µορφή του Ισχυρού Νόµου των Μεγάλων Αριθµών’ . 

 

Θεώρηµα 4.3.7 (Κλασσική µορφή του ΙΝΜΑ) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

iEX µ=  και iE X < ∞ . Τότε αν 1 =  + . . . + n nS X X  ισχύει ότι: 

. 0nS

n
σ βµ− →  

Απόδειξη :  Θέτουµε  ( )1
n

n n X n
Y X

≤
= , 1 2n nT Y Y Y= + + +…   και από το λήµµα ( )4.3.3  

αρκεί να δείξουµε ότι: 

. 0nT

n
σ βµ− →  
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Θέτουµε n n nZ Y EY= −   ούτως ώστε να ισχύει ότι 0nEZ = . Τώρα έχουµε ότι : 

( ) ( ) ( )2 22var varn n n n n nZ E Z EZ E Y EY Y = − = − =   

οπότε από το λήµµα ( ) ( )4.3.2 iii  ισχύει ότι : 

( ) ( )2 2

1 1

var varn n
n n

Z n Y n
∞ ∞

= =

= < ∞∑ ∑  

Από το κριτήριο Kolmogorov έχουµε τώρα ότι η σειρά 
1

n
n

Z n
∞

=
∑  συγκλίνει σχεδόν 

βεβαίως και από το λήµµα του Kronecker έπεται ότι: 

1 1 1

1 1 1
lim 0 0 0

n n n
n nn

k k k k
n

k k k

T
Z Y EY EY

n n n n
→∞ →∞

→∞
= = =

= ⇒ − → ⇒ − →∑ ∑ ∑  

Όµως από το λήµµα ( )( )4.3.2 ii  ισχύει ότι : 

n
nEY µ→∞→  

Οπότε, από γνωστό θεώρηµα της ανάλυσης προκύπτει ότι : 

1

1 n
n

k
k

EY
n

µ→∞

=

→∑  

και συνεπώς καταλήγουµε ότι: 

                                                  . 0nT

n
σ βµ− →                                           □ 

 

Τέλος, κλείνουµε αυτή την παράγραφο παραθέτοντας ένα πολύ σηµαντικό θεώρηµα 

για τη σύγκλιση σειρών τυχαίων µεταβλητών. Η απόδειξη του θεωρήµατος οφείλεται 

στον Kolmogorov και , παρότι δεν θα το χρησιµοποιήσουµε σε αυτή την εργασία, οι 

εφαρµογές του  είναι πολύ σηµαντικές για κλάδους όπως η στατιστική ,οι 

στοχαστικές ανελίξεις κ.α. . 

 

Θεώρηµα 4.3.8 (Θεώρηµα των τριών σειρών του Kolmogorov) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών και C  θετική σταθερά. 

Αν  ( )1
n

n n X C
Y X

≤
=   τότε η σειρά  

                                                    
1

n
n

X
∞

=
∑   
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συγκλίνει σχεδόν βεβαίως αν και µόνο αν για τις παρακάτω τρεις σειρές ισχύει ότι: 

( )i  ( )
1

n
n

P X C
∞

=

> < ∞∑  

( )ii  
1

n
n

EY
∞

=

< ∞∑  

( )iii  ( )
1

var n
n

Y
∞

=

< ∞∑  

 

Απόδειξη: Θα αποδείξουµε µόνο το ικανό, καθώς για την απόδειξη του αναγκαίου 

απαιτούνται γνώσεις που βρίσκονται έξω από το σκοπό αυτής της εργασίας. 

Έχουµε λοιπόν τα εξής, θέτουµε n n nZ Y EY= −   ούτως ώστε να ισχύει ότι: 0nEZ = . 

Τώρα, έχουµε ότι: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22

1 1

var var

var var

n n n n n n

n n
n n

Z E Z EZ E Y EY Y

Z Y
∞ ∞

= =

 = − = − = ⇒ 

= < ∞∑ ∑
 

από την υπόθεση ( )iii .  

Από το λήµµα ( ) ( )4.3.3 i  προκύπτει ότι η σειρά 

( )
1 1 1 1

n n n n n
n n n n

Z Y EY Y EY
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= − = −∑ ∑ ∑ ∑  συγκλίνει σχεδόν βεβαίως. Από την υπόθεση 

( )ii  συνεπάγεται ότι και η σειρά 
1

n
n

Y
∞

=
∑ συγκλίνει σχεδόν βεβαίως. Τέλος από την 

υπόθεση ( )i  και το λήµµα (4.3.3)( )ii  καταλήγουµε ότι η σειρά 
1

n
n

X
∞

=
∑  συγκλίνει 

σχεδόν βεβαίως.                                       □  

 

§ 4.4 Απόδειξη Etemadi για τον ΙΝΜΑ 

 

Θεώρηµα 4.4.1  (Απόδειξη Εtemadi για τον Ι.Ν.Μ.Α.) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανά δύο ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών 

µε iEX µ=  και iE X < ∞ . Τότε αν 1 =  + . . . + n nS X X  ισχύει ότι: 

. 0nS

n
σ βµ− →  
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Απόδειξη: Θέτουµε  ( )1
n

n n X n
Y X

≤
= , 1 2n nT Y Y Y= + + +…   και από το λήµµα ( )4.3.3  

αρκεί να δείξουµε ότι: 

. 0nT

n
σ βµ− →  

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι 0nX ≥ , αλλιώς το δείχνουµε για τις nX + , nX −  οι 

οποίες ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήµατος. Σταθεροποιούµε ένα 1a >  και 

ορίζουµε την υπακολουθία φυσικών αριθµών n
nk a =   . Πρώτα θα δείξουµε ότι: 

. 0nk

n

T

k
σ βµ− →  

Από την ανισότητα Chebysev έχουµε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )

{ }
( )

2 2

1 1

2 2 2 2

1 1 1 :

var var

var var 1

n n n n n n

n

n

k k n k n k k n k n
n n

k

n m m n
n m m n k m

P T ET k T k P T ET k T k

k Y Y k

ε ε ε ε

ε ε

∞ ∞

= =

∞ ∞
− − − −

= = = ≥

− > ≤ ⇒ − > ≤

= =

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 

όπου χρησιµοποιήσαµε το θεώρηµα του Fubini για να αλλάξουµε τη σειρά άθροισης 

µη αρνητικών όρων. Τώρα ισχύει ότι: 

2 , 1n na a n  ≥ ∀ ≥   

 

οπότε παίρνοντας τα αθροίσµατα των γεωµετρικών σειρών έχουµε : 

{ } { }
( ) 12 2 2 2

: :

4 4 1
n

n

n
n

n k m n a m

k a a m
−− − − −

≥ ≥

≤ ≤ −∑ ∑  

Επιστρέφοντας  τώρα στη σχέση ( )1 , επάγεται το εξής : 

( ) ( ) ( )1 12 2 2 2 2 2

1 1 1

var 4 1 4 1 var
n nk k n m m

n m m

P T ET k Y a m a Y mε ε ε
∞ ∞ ∞− −− − − − − −

= = =

− > ≤ − = − < ∞∑ ∑ ∑
όπου για την τελευταία ανισότητα χρησιµοποιήσαµε το λήµµα ( ) ( )4.3.2 iii . Συνεπώς, 

από το 1ο λήµµα Borel – Cantelli και την πρόταση (4.1.3.) ισχύει ότι: 

  

. 0n nk k

n

T ET

k
σ β−

→  

Από το λήµµα (4.3.2)( )ii  έχουµε όµως ότι: 

n
nEY µ→∞→  
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οπότε από γνωστό θεώρηµα της ανάλυσης (θεώρηµα Cesaro) προκύπτει ότι: 

. 0nk

n

T

k
σ βµ− →  

Τώρα θα ελέγξουµε τις τιµές της nT  για τους φυσικούς αριθµούς πού βρίσκονται 

ενδιάµεσα των όρων της ακολουθίας nk . Παρατηρούµε ότι για 1n nk m k +≤ ≤  ισχύει 

ότι: 

( )1

1

2n n nk k km

n n

T T TT

k m m k
+

+

≤ ≤ ≤  

Όµως, ισχύει ότι: 

                                                1n n

n

k
a

k
+ →∞→  

και συνεπώς έχουµε: 

1 1

1
n nk k nn

n n n

T T k

k k k a
µ→∞

+ +

= →  

και επίσης: 

1 1 1

1

n nk k nn

n n n

T T k
a

k k k
µ+ + →∞+

+

= →  

Άρα παίρνοντας το όριο για n →∞  στη σχέση ( )2  έχουµε: 

1
liminf limsupm mT T

a
a m m
µ µ≤ ≤ ≤  

και αφού αυτό ισχύει 1a∀ >  παίρνοντας το όριο για 1a →  καταλήγουµε ότι: 

                                                    .nT

n
σ β µ→                                                               □ 

Παρατήρηση : Το συγκεκριµένο θεώρηµα καταλήγει στο ίδιο αποτέλεσµα µε τον 

ισχυρό νόµο του Kolmogorov έχοντας ασθενέστερες υποθέσεις ( ανά δύο 

ανεξαρτησία των nX  αντί για ολική ανεξαρτησία). Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ο  

Εtemadi κατάφερε να παρακάµψει την ανισότητα του Kolmogorov στην όποια 

βασίζεται ο κλασσικός ισχυρός νόµος. Στην απόδειξη της ανισότητας αυτής 

επισηµάναµε το γεγονός ότι οι nX  πρέπει να είναι ολικά ανεξάρτητες. Έτσι, ο 

Εtemadi κατόρθωσε να αποδείξει τον ισχυρό νόµο για ακολουθία ανά δύο 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών χρησιµοποιώντας µόνο το λήµµα (4.3.2)  και την 

ακολουθία nk .                                                                                                                    
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5. Εφαρµογές του Ισχυρού νόµου των 

µεγάλων αριθµών 

 

§ 5.1 Εφαρµογή στη Θεωρία Πληροφοριών και Κωδίκων 

 

Έστω ( ) ( ), , , ', ', 'F P F PΩ Ω  χώροι πιθανότητας και ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων 

και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε  : 'nX Ω→Ω , όπου { }' 1, ,rΩ = … . Εδώ, ο 'Ω  

αποτελεί ένα αλφάβητο και οι τυχαίες µεταβλητές nX  διαδοχικά σύµβολα που 

παράγονται από µια πηγή.  Η πιθανότητα µε την οποία το i-οστό σύµβολο που 

παράγεται αντιστοιχεί σε κάποιο γράµµα του αλφαβήτου είναι ( ) , 1 ,iP X k k r= ≤ ≤  

και αποτελεί την κατανοµή των nX (καθότι ισόνοµες). Μας απασχολεί η πιθανότητα 

να εµφανιστεί ένα τυχαίο µήνυµα αποτελούµενο από n  διαδοχικά γράµµατα του 

αλφαβήτου. Το θεώρηµα του Shannon δείχνει ότι η πιθανότητα αυτή συγκλίνει σε µια 

σταθερή τιµή.   

 

Θεώρηµα 5.1  (Θεώρηµα του Shannon) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε  

: 'nX Ω→Ω , όπου { }' 1, ,rΩ = … .  Αν  ( ) ( )' , 1 ,iP X k P k k r= = ≤ ≤  

είναι η κατανοµή των nX   και ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2' ' 'n nP X P X P Xπ ω ω ω ω= ⋅ ⋯ , τότε 

ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( )1

1

log ' log ' . .
r

n
n

k

n H P k P kπ ω σ β→∞−

=

− → = −∑  

Απόδειξη: Έχουµε ότι: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2

' ' '

log log ' ' '

log ' log ' log '

n n

n n

n

P X P X P X

P X P X P X

P X P X P X

π ω ω ω ω

π ω ω ω ω

ω ω ω

= ⋅ ⇒

 = ⋅ 

= + + +

⋯

⋯

⋯
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Αν θέσουµε ( )( )log 'n nY P X ω= , τότε από την πρόταση ( )2.2.4  οι nY  είναι 

ανεξάρτητες και ισόνοµες. Συνεπώς, από τον ισχυρό νόµο των µεγάλων αριθµών 

( )4.3.7 , ισχύει ότι: 

.1
1

nY Y
EY

n
σ β+ +

→
⋯

 

Όµως ( ) ( )1
1

' log '
r

n
k

EY EY P k P k
=

= =∑ , οπότε καταλήγουµε ότι: 

( ) ( ) ( )1

1

log ' log ' . .
r

n
n

k

n H P k P kπ ω σ β→∞−

=

− → = −∑  

Η σταθερά H  καλείται εντροπία της πηγής και αποτελεί µέτρο της αβεβαιότητας µε 

την οποία παράγει σύµβολα η πηγή.  

 

 

§ 5.2 Εφαρµογή στη Στατιστική 

 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε κοινή 

συνάρτηση κατανοµής F . Η F συνήθως αναφέρεται ως ‘θεωρητική κατανοµή’ και 

στη στατιστική θεωρείται άγνωστη. Για κάθε ω∈Ω  οι τιµές ( )nX ω  καλούνται ως 

παρατηρούµενες τιµές ή παρατηρήσεις της κατανοµής των nX . Το ζητούµενο είναι 

να συλλέξουµε όσο το δυνατόν περισσότερες πληροφορίες για την F εξετάζοντας τις 

παρατηρήσεις. Ορίζουµε την ακολουθία τυχαίων µεταβλητών: 

( ) ( )
1

1

1
m

n

n X x
m

F x n−
≤

=

= ∑  

Τότε η ( )nF x  αποτελεί την καταγεγραµµένη συχνότητα παρατηρούµενων τιµών που 

δε ξεπερνούν το x . Η ( )nF x  είναι µια φυσική εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής 

F  και καλείται συνάρτηση εµπειρικής κατανοµής βασισµένη σε n το πλήθος 

παρατηρήσεις της F . Το παρακάτω θεώρηµα το οποίο οφείλεται στους Glivenko-

Canelli, αποδεικνύει ότι όσο µεγαλώνει το πλήθος των παρατηρήσεων τόσο καλύτερη 

εκτίµηση για την F  αποτελεί η ( )nF x . 
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Θεώρηµα 5.2  (Θεώρηµα Glivenko-Cantelli) 

Έστω ( )n n
X

∈ℕ
 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε κοινή 

συνάρτηση κατανοµής F . Αν η ( )nF x  αποτελεί την συνάρτηση εµπειρικής 

κατανοµής των nX , τότε ισχύει ότι: 

( ) ( )sup 0 . .n
n

x

F x F x σ β→∞− →  

Απόδειξη: Σταθεροποιούµε ένα x  και θέτουµε ( )1
nn X xY ≤= . Τότε από την πρόταση 

( )2.2.4  οι nY  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες µε µέση τιµή:  

( ) ( ) ( )1 1
nn nX xEY EY E P X x F x≤= = = ≤ =  

Συνεπώς, από τον ισχυρό νόµο των µεγάλων αριθµών ( )4.3.7 , ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ).1
1 1n

n

Y Y
F x EY F x

n
σ β+ +

= → =
⋯

 

Από την ανάλυση γνωρίζουµε ότι αν µια µη-φθίνουσα ακολουθία συναρτήσεων 

συγκλίνει κατά σηµείο σε µια συνεχή και φραγµένη συνάρτηση, τότε η σύγκλιση 

είναι και οµοιόµορφη. Στην προκειµένη περίπτωση η ( )nF x  είναι µια µη-φθίνουσα 

ακολουθία τυχαίων µεταβλητών που συγκλίνει κατά σηµείο στη φραγµένη τυχαία 

µεταβλητή ( )F x . Το πρόβληµα εδώ είναι ότι η ( )F x  δεν είναι εν γένει συνεχής, 

καθώς µπορεί να κάνει άλµατα. Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή ακολουθούµε την 

εξής διαδικασία για να δείξουµε την οµοιόµορφη σύγκλιση. 

 Σταθεροποιούµε πάλι ένα x  και θέτουµε ( )1
nn X xZ <= . Τότε από την πρόταση ( )2.2.4  

οι nZ  είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες µε µέση τιµή:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 lim
nn nX x y x

EZ EZ E P X x F x F y< ↑
= = = < = − =  

Συνεπώς, από τον ισχυρό νόµο των µεγάλων αριθµών ( )4.3.7 , ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ).1
1 2n

n

Z Z
F x EZ F x

n
σ β+ +

− = → = −
⋯

 

Τώρα, για 1 1j k≤ ≤ −  θέτουµε ( ){ }, inf :j kx y F y j k= ≥ . Η κατά σηµείο σύγκλιση 

των ( )nF x  (σχέση 1) και ( )nF x −  (σχέση 2), µας επιτρέπει να επιλέξουµε ( )kN ω  

τέτοιο ώστε ( )kn N ω∀ ≥ και για 1 1j k≤ ≤ −  να ισχύει ότι: 

( ) ( ) 1
, ,n j k j kF x F x k −− <  



 63

και 

( ) ( ) 1
, ,n j k j kF x F x k −− − − <  

Αν το ( )1, ,,j k j kx x x−∈  για 1 1j k≤ ≤ −  και ( )kn N ω≥ , τότε από τη µονοτονία των nF  

και F , και αφού ισχύει ότι: 

( ) ( ) 1
, 1,j k j kF x F x k −

−− − ≤  

προκύπτουν τα εξής: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
, , 1, 2 2n n j k j k j kF x F x F x k F x k F x k− − −

−≤ − ≤ − + ≤ + ≤ +  

και  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1, 1, , 2 2n n j k j k j kF x F x F x k F x k F x k− − −
− −≥ ≥ − ≥ − − ≥ −  

Άρα, έχουµε ότι: 

( ) ( ) 12nF x F x k −− ≤  

και 

( ) ( ) 12nF x F x k −− ≤  

Συνεπώς, ( )1, ,,j k j kx x x−∀ ∈  ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )1 12 sup 2 0k
n n

x

F x F x k F x F x k →∞− −− ≤ ⇒ − ≤ →  

δηλαδή η nF  συγκλίνει οµοιόµορφα στην F .                                                             □    
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