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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 
 Στην παρούσα διπλωματική εργασία πραγματοποιείται ανάλυση κατατομής δοντιού γραναζωτής αντλίας 
θετικής μετατόπισης με σκοπό την βελτιστοποίηση των χαρακτηριστικών της, ως προς τον παλμό παροχής. 
Γίνεται διερεύνηση για γραναζωτή αντλία εξωτερικής οδόντωσης που υπάρχει στο εργαστήριο Στοιχείων 
Μηχανών, με κατατομή δοντιού που παράγεται από εξειλιγμένη καμπύλη.  
 Σκοπός είναι, στην υπάρχουσα αντλία, να αντικατασταθούν οι συγκεκριμένοι οδοντωτοί τροχοί και στην 
θέση τους να τοποθετηθούν τροχοί διαφορετικής κατατομής, ώστε να έχουμε βελτιστοποιημένα στοιχεία 
παροχής.  
 Πραγματοποιείται μέτρηση των σταθερών στοιχείων της αντλίας που έχουν ενδιαφέρον (housing), καθώς 
και αυτών που είναι προς αντικατάσταση (οδοντωτοί τροχοί εξειλιγμένης) και υπολογίζονται τα στοιχεία 
που θα χρειαστούν για να πραγματοποιήσουμε έλεγχο και σύγκριση αποτελεσμάτων. Οι νέοι τροχοί που θα 
δημιουργηθούν έχουν κλειστή τροχιά επαφών (σε αντίθεση με τους τροχούς από εξειλιγμένη που η τροχιά 
επαφών τους είναι ανοιχτή), και κατασκευάζονται οι κατατομές τους, από ημιτονοειδή κανόνα, κυβικό 
πολυώνυμο και καμπύλη Bezier. Για τον υπολογισμό τους καταστρώνονται αντίστοιχοι κώδικες στο 
περιβάλλον της Matlab, ώστε να βρεθεί η αναλυτική γεωμετρία τους, καθώς και τα στοιχεία παροχής τους.  
 Τέλος πραγματοποιείται σύγκριση των αποτελεσμάτων μεταξύ των κατατομών και παρουσιάζονται οι 
βέλτιστοι τροχοί που υπολογίστηκαν κατά την ανάλυση. Στις βέλτιστες κατατομές, το ποσοστό του παλμού 
παροχής, μειώνεται κατά 6.58%, ενώ η συνολική τιμή της παροχής που περνάει στον χώρο της κατάθλιψης, 
σε μία περιστροφή, παραμένει πρακτικά αμετάβλητη.  
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ABSTRACT 

 

Within this diplom thesis, a positive shift displacement of a tooth profile in a gear pump is performed aiming 

to the optimization characteristics in terms of the delivery pulse. A gear pump with external teeth is 

investigated. The apparatus is part of Machine Elements Lab infrastructure. The tooth profile is derived from 

an involute curve.Purpose of this study is the replacement of specific teeth with modified parts having 

different profile for an optimized flowrate. 

Housing and potential replaced parts measurement is carried out. The required elements for a sensitivity 
analysis are calculated. The new developed teeth have a closed contact path of contact (in contrast to the 
teeth obtained from an involute, which have an open path of contact), their design profile is extracted from 
sinusoidal rule, cubic polynomials and Bezier curves. A theoretical model is constructed for the calculation of 
new teeth. From the extracted new geometry, the parameters for the volumetric flowrate are given. 
Finally,  a comparison analysis is conducted  between the profiles and the optimum calculated teeth are 
illustrated. A significant reduction on the delivery pulse of volumetric rate is achieved in optimum profiles. 
The decrease is at 6.58%. The total volumetric flowrate in a rotation, through depression area, remains 
constant.  
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1. EΙΣΑΓΩΓΗ 

  Αντλία είναι το μηχάνημα το οποίο καταναλώνοντας μηχανικό έργο (π.χ. από έναν κινητήρα), αναρροφά 

ρευστό από έναν χώρο (αναρρόφηση) και το καταθλίβει σε έναν άλλο (κατάθλιψη). 

 

 Οι αντλίες κατατάσσονται σε δύο μεγάλες κατηγορίες:   

 Δυναμικές αντλίες ή φυγοκεντρικές 
 Στις φυγοκεντρικές αντλίες με την βοήθεια πτερυγίων προσδίδεται κινητική ενέργεια στο ρευστό, το οποίο 

εξέρχεται αυξάνοντας την στατική του πίεση. Οι αντλίες αυτού του τύπου ταξινομούνται σε αξονικής, 

ακτινικής και μικτής ροής και χρησιμοποιούνται κυρίως για μεταφορά μεγάλων ποσοτήτων υγρών που 

έχουν χαμηλό ιξώδες και μικρό ύψος αναρρόφησης.  

 Αντλίες θετικής μετατόπισης 
 Στις αντλίες θετικής μετατόπισης προσδίδεται κινητική ενέργεια στο ρευστό από την αναρρόφηση στην 

κατάθλιψη, με απευθείας μηχανική δράση κάποιου μηχανισμού (π.χ. συνεργασία οδοντωτών τροχών, 

έμβολο) με αποτέλεσμα σταθερή παροχή όγκου. Χωρίζονται στις παλινδρομικές, οι οποίες είναι κατάλληλες 

για μικρές ποσότητες υγρών με μεγάλο ιξώδες και έχουν μεγάλο ύψος αναρρόφησης και κατάθλιψης, και 

στις περιστροφικές που είναι κατάλληλες για υγρά μεσαίας ποσότητας και μέτριου ιξώδες κι ύψους 

αναρρόφησης. 

 

1.1. ΑΝΤΛΙΕΣ ΘΕΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗΣ 

Πιο συγκεκριμένα, όσον αφορά την αρχή λειτουργίας των αντλιών θετικής μετατόπισης, με την βοήθεια 

μηχανισμού, ο οποίος προσδίδει κινητική ενέργεια, μετατρέπεται η μηχανική ισχύ σε υδραυλική του 

εργαζόμενου μέσου. 

 Τα κινούμενα μέρη της αντλίας δημιουργώντας κενό στην αναρρόφηση, δίνουν την δυνατότητα στο ρευστό 

να εισέλθει από τον σωλήνα αναρρόφησης στην αντλία. Επιπλέον, δημιουργούν αδιαχώρητο του ρευστού 

στην κατάθλιψη με αποτέλεσμα να μην μπορεί να επιστρέψει στην αναρρόφηση και με αυτόν τον τρόπο το 

ρευστό ωθείται στον σωλήνα κατάθλιψης.  

Παρότι η αρχή λειτουργίας είναι ίδια, τα μηχανικά στοιχεία τα οποία προκαλούν την διεργασία ποικίλουν 

ανάλογα με το είδος της αντλίας που χρησιμοποιείται. Είναι συνηθισμένο, στα βιομηχανικά υδραυλικά 

συστήματα να χρησιμοποιούνται αντλίες με οδοντωτούς τροχούς με πτερύγια και με έμβολα και πιο σπάνια 

κοχλιωτές αντλίες, με λοβούς και οι αντλίες με περιστρεφόμενες ή μη δέσμες πρωτεύοντος ρευστού. 

 Μια αντλία δεν δημιουργεί πίεση, αλλά αυτό που κάνει είναι μόνο να μετακινεί το εργαζόμενο μέσο 

παραλαμβάνοντάς το από την αναρρόφηση και εκτοπίζοντάς το στην κατάθλιψη. Με κάθε γωνία 

περιστροφής το ρευστό καθώς εκτοπίζεται συναντά αντιστάσεις στην ροή του, εξαιτίας των οποίων 

δημιουργείται τελικά η πίεση. 

 Οι αντλίες και γενικότερα τα υδραυλικά συστήματα έχουν εφαρμογή σε μεγάλο κομμάτι της βιομηχανίας, 

όπως για παράδειγμα στη λειτουργία και στον αυτοματισμό μηχανών και των συσκευών μεταφοράς και 

χειρισμού υλικών και προϊόντων. Αυτό οφείλεται κυρίως στην ομαλότητα της λειτουργίας τους, στην 

ευκολία εφαρμογής τους και προσαρμογής τους, καθώς και στην απλότητά τους. 

 Ένα άλλο χαρακτηριστικό αυτών των αντλιών είναι οι διαρροές που εμφανίζουν κατά την λειτουργία τους, 

όπου το εργαζόμενο μέσο επιστρέφει από τον χώρο υψηλής πίεσης στον χώρο χαμηλής. Επιστρέφει δηλαδή 
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ρευστό στον χώρο αναρρόφησης λόγω της διαφοράς πίεσης. Αυτό αποφεύγεται σε έναν βαθμό με την 

χρήση στεγάνωσης εσωτερικά της αντλίας, που δεν αποτρέπει όμως το φαινόμενο, με αποτέλεσμα να 

μειώνεται η παροχή της αντλίας όσο αυξάνεται η πίεση στον χώρο κατάθλιψης.   

 

1.2. ΓΡΑΝΑΖΩΤΕΣ ΑΝΤΛΙΕΣ 

 

ΣΧΗΜΑ 1.1 Γραναζωτή αντλία με τροχούς εξωτερικής οδόντωσης 

 

 Όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα, στην εν λόγω αντλία υπάρχουν τα εξής εξαρτήματα: 

1. Κέλυφος 

2. Φλάντζα  

3. Κινητήρια άτρακτος 

4.  Άνω έδραση 

5. Κάτω έδραση 

6. Καπάκι 

7. Κινητήριος τροχός 

8. Κινούμενος τροχός 

9. Στεγανωτικός δακτύλιος 

 

 Η κινητήρια άτρακτος φέρει περιστροφική κίνηση από αντίστοιχο μηχανισμό με αποτέλεσμα να 

περιστρέφεται ο κινητήριος τροχός σε συνεργασία με τον κινούμενο. Πραγματοποιείται η διαδικασία της 

διαδοχικής απεμπλοκής  των τροχών στον χώρο αναρρόφησης S και εμπλοκής στον χώρο κατάθλιψης P, με 

αποτέλεσμα, το ρευστό όπως εισέρχεται στον χώρο αναρρόφησης να καταλαμβάνει τα διαθέσιμα τμήματα 

και στην συνέχεια μεταφέρεται περιφερειακά με την κίνηση των τροχών προς τον χώρο κατάθλιψης. Η 

εμπλοκή των τροχών στον χώρο της κατάθλιψης δημιουργεί αδιαχώρητο αναγκάζοντας το ρευστό να 

προχωρήσει στην συνέχεια της κατάθλιψης.   

 Η γραναζωτές αντλίες βρίσκουν ευρεία χρήση στα συστήματα υψηλής πίεσης καθώς επιτυγχάνουν μεγάλες 

πιέσεις (έως 350 bar) σε σχετικά μικρομεσαίες τιμές παροχών. Ο απλός σχεδιασμός τους και το υψηλό 
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επίπεδο ασφάλειας που παρέχουν είναι επίσης μερικά από τα χαρακτηριστικά, τα οποία κάνουν ακόμα πιο 

συχνή την εφαρμογή τους. 

 Στα μειονεκτήματα  των αντλιών αυτού του τύπου, αλλά και γενικότερα στις αντλίες θετικής μετατόπισης 

εντάσσονται οι δονήσεις και ο θόρυβος που προκαλούνται κυρίως από την διακύμανση του παλμού 

παροχής (παροχή ανά rad περιστροφής), που μερικές φορές έχουν σαν αποτέλεσμα να προκαλείται βλάβη 

στην προβλεπόμενη λειτουργία, που ακολουθείται από κατασκευαστική ζημιά. Η διακύμανση της παροχής 

συμβαίνει εξαιτίας της συνεργασίας των οδοντωτών τροχών, είναι δηλαδή σαν άμεση συνέπια της 

λειτουργίας της αντλίας και πιο συγκεκριμένα έχει να κάνει με την καμπύλη της τροχιάς επαφών, όπως θα 

γίνει κατανοητό στην συνέχεια. 

 Παρ όλα αυτά η χρηστική αξία αυτών των αντλιών σε συνδυασμό με το σχετικά χαμηλό τους κόστος, δεν 

μπορεί να αμφισβητηθεί σε καμία περίπτωση. 

 

1.2.1. ΘΕΩΡΙΑ ΟΔΟΝΤΩΣΕΩΣ ΣΤΙΣ ΓΡΑΝΑΖΩΤΕΣ ΑΝΤΛΙΕΣ 

Όπως είναι γνωστό από την θεωρία οδοντώσεως η κατατομή του κανόνα κοπής οδοντωτού τροχού, η 

κατατομή του δοντιού του παραγόμενου τροχού, και η τροχιά επαφών που αντιστοιχεί σε αυτά, είναι 

μονοσήμαντα συνδεδεμένα και η γνώση του ενός ορίζει μονοσήμαντα τα άλλα δύο με κάποιους 

περιορισμούς. 

Είναι πρακτικότερο να είναι γνωστή η κατατομή του κοπτικού εργαλείου (κανόνα) και με βάση αυτό να 

υπολογίζονται οι κατατομές των οδοντωτών τροχών οι οποίοι αποτελούν την γραναζωτή αντλία. 

Σημειώνεται ότι αυτές οι αντλίες, αποτελούνται από δύο όμοιους οδοντωτούς τροχούς, οπότε έχουν σχέση 

μετάδοσης ίση με 1, 𝑖12 = 1. 

 Η ανάλυση που ακολουθεί, αναφέρεται στην γενική περίπτωση οδοντωτών τροχών και όχι μόνο σε αυτούς 

που κατασκευάζονται από εξειλιγμένη καμπύλη. Οι περιορισμοί που πρέπει να εφαρμόζονται ώστε να 

μπορεί μια κατατομή δοντιού κανόνα να δημιουργήσει κατατομή δοντιού οδοντωτού τροχού, είναι ο 

βασικός νόμος οδοντώσεως και ότι ο κανόνας θα κινείται μόνο προς μία κατεύθυνση. 

 Στο σχήμα που ακολουθεί διακρίνεται το σύστημα συντεταγμένων XPY, όπου το σημείο P(0,0) αποτελεί την 

αρχή των αξόνων, και το σημείο κυλίσεως του κοπτικού εργαλείου και του παραγόμενου τροχού. Ο άξονας 

των X, ταυτίζεται με την αρχική ευθεία του κανόνα και ο άξονας των Y ακολουθεί την ακτίνα του τροχού 

προς τα έξω. Επίσης φαίνονται, η κατατομή του κανόνα 𝑌 = 𝐹(𝑋), η τροχιά επαφών και η κατατομή του 

παραγόμενου οδοντωτού τροχού, ο οποίος έχει ακτίνα αρχικού κύκλου 𝑅𝑜. 
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ΣΧΗΜΑ 1.2 Κανόνας, οδοντωτός τροχός και τροχιά επαφών συνεργαζόμενων κατατομών 

 

 Το σημείο Α(X,Y) της κατατομής του κανόνα, αντιστοιχεί στο σημείο B(𝑋𝑝𝑐,𝑌𝑝𝑐) της τροχιάς επαφών και στο 

σημείο C(𝑋𝐺,𝑌𝐺) του παραγόμενου τροχού. Όπως προκύπτει από τον ορισμό της τροχιάς επαφών το σημείο 

Β είναι το σημείο επαφής  του σημείου Α του κανόνα, όταν αυτός μετακινηθεί κατά Κ, και του σημείου C 

του τροχού όταν αυτός περιστραφεί κατά γωνία θ. Προκύπτει, λοιπόν, ότι: 

 

                                               𝑌𝑝𝑐 = 𝑌 και 𝑋𝑝𝑐 = 𝑋 + 𝐾                                                      (1.1) 

 

 Σύμφωνα με τον βασικό νόμο οδοντώσεως, η κοινή κάθετος επί των συνεργαζόμενων κατατομών στο 

σημείο επαφής τους, πρέπει να διέρχεται από το σημείο κυλίσεως P. Δηλαδή, η ευθεία PB  αποτελεί την 

κοινή κάθετο των συνεργαζόμενων κατατομών στο σημείο επαφής Β. Η εφαπτόμενη του κανόνα στο σημείο 

Β έχει κλίση ίση με 
𝑑𝑌

𝑑𝑋
. Επίσης, η κατατομή του κανόνα στο σημείο Β και η ευθεία PB είναι κάθετες, επομένως 

θα ισχύει: 

 

                                        
𝑑𝑌

𝑑𝑋
tan𝛼 = −1                                                      (1.2) 

 

 Όμως: 
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                                          tan𝛼 =
𝑌𝑝𝑐

𝑋𝑝𝑐
                                   (1.3)            

 

 Την γωνία α, την μετράμε ως αρνητική κατά την ωρολογιακή φορά, άρα λόγω της σχέσης (1.1): 

 

                                            tan𝛼 =
𝑌

𝑋+𝐾
                                                     (1.4) 

 

Και τελικά προκύπτει: 

 

                                                  𝐾 = −(𝑌
𝑑𝑌

𝑑𝑋
+ 𝑋)                                    (1.5)            

 

 Όταν 
𝑑𝑌

𝑑𝑋
= ∞ και 𝑌 = 0, τότε ορίζεται 𝐾 = −𝑋. Εάν 

𝑑𝑌

𝑑𝑋
= ∞ και 𝑌 ≠ 0, είναι αδύνατο να ισχύει ο βασικός 

νόμος οδοντώσεως οπότε δεν μπορεί να υπάρξει τέτοιος κανόνας. 

 Αν ο κανόνας μετακινηθεί προς τα δεξιά κατά Κ, ο τροχός πρέπει να περιστραφεί κατά γωνία θ, τέτοια ώστε 

𝐾 = 𝜃𝑅𝑜, επειδή η κύλιση στους αρχικούς κύκλους (σε αυτήν την περίπτωση είναι η αρχική γραμμή του 

κανόνα και ο αρχικός κύκλος του τροχού) πρέπει να γίνει χωρίς ολίσθηση. Προκύπτουν, λοιπόν οι 

συντεταγμένες του σημείου επαφής του τροχού C(𝑋𝐺1,𝑌𝐺1), σύμφωνα με τις ακόλουθες σχέσεις: 

 

𝑋𝐺1 = 𝑋𝑝𝑐 cos 𝜃 − (𝑌𝑝𝑐 + 𝑅𝑜) sin 𝜃                                        (1.6)            

𝑌𝐺1 = 𝑋𝑝𝑐 sin 𝜃 + (𝑌𝑝𝑐 + 𝑅𝑜) cos 𝜃 − 𝑅𝑜      (1.7) 

 

Οι οποίες μπορούν να πάρουν την ακόλουθη μορφή: 

 

𝑋𝐺1 = (𝑋 + 𝐾) cos 𝜃 − (𝑌 + 𝑅𝑜) sin 𝜃                                   (1.8)            

𝑌𝐺1 = (𝑋 + 𝐾) sin 𝜃 + (𝑌 + 𝑅𝑜) cos 𝜃 − 𝑅𝑜           (1.9) 

 

Όπου 𝜃 =
𝐾

𝑅𝑜
. 

 

 Με τις παραπάνω σχέσεις μπορεί να υπολογισθεί για δεδομένη κατατομή κανόνα, η κατατομή του 

παραγόμενου οδοντωτού τροχού καθώς  και η τροχιά επαφών για όλα τα σημεία επαφής. 

 Για συνεργαζόμενο οδοντωτό τροχό με εξωτερική οδόντωση, όμοιο με τον προηγούμενο, άρα ίδια ακτίνα 

αρχικού κύκλου, το σημείο (𝑋𝐺2, 𝑌𝐺2), υπολογίζεται ως: 

 

𝑋𝐺2 = (𝑋 + 𝐾) cos(−𝜃) − (𝑌 − 𝑅𝑜) sin(−𝜃)                                        (1.10)            

𝑌𝐺2 = (𝑋 + 𝐾) sin(−𝜃) + (𝑌 − 𝑅𝑜) cos(−𝜃) + 𝑅𝑜           (1.11) 

 

1.2.2. ΕΝΟΠΟΙΗΜΕΝΗ ΘΕΩΡΙΑ ΟΔΟΝΤΩΣΕΩΣ 

 Η ενοποιημένη θεωρία οδοντώσεως χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της κατατομής του 

συνεργαζόμενου τροχού στο τρισδιάστατο επίπεδο, εφόσον είναι γνωστή η κατατομή του γεννήτορα τροχού 

ή του κανόνα, ή η τροχιά επαφών των δυο συνεργαζόμενων κατατομών, καθώς και τα βασικά κινηματικά 
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χαρακτηριστικά της βαθμίδας. Γνωρίζοντας της συντεταγμένες ενός από τα παραπάνω στοιχεία και τα 

κάθετα διανύσματα αυτών των σημείων, μπορούν να υπολογιστούν οι συντεταγμένες της συνεργαζόμενης 

κατατομής. 

 

ΣΧΗΜΑ 1.3 Σύστημα συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών σε δύο διαστάσεις 

 

  Στο παραπάνω σχήμα απεικονίζονται οι κατατομές δύο οδοντωτών τροχών από εξειλιγμένη καμπύλη, οι 

οποίοι συνεργάζονται κατά το επίπεδο 𝑦𝑧. Οι άξονες περιστροφής είναι οι (𝛢1) = 𝑂𝑥 κα (𝐴2) = 𝑂′𝑥′, του 

τροχού 1 και 2 αντίστοιχα. 

Έστω οι συντεταγμένες ενός σημείου του γεννήτορα τροχού, 𝐺1 = (𝑥𝐺1, 𝑦𝐺1, 𝑧𝐺1) και τα κάθετα διανύσματα 

που αντιστοιχούν σε αυτό το σημείο, 𝑁𝐺1 = (𝑁𝐺1𝑥 , 𝑁𝐺1𝑦, 𝑁𝐺1𝑧). Για την γωνία που σχηματίζει το σημείο 

αυτό με τον κατακόρυφο άξονα, θα ισχύει: 

 

                         𝜃1 = 2 tan−1 (
−𝐴±√𝐴2+𝐵2−𝐶2

𝐶−𝐵
) 

                                             (1.12) 
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Όπου 𝐴 = −𝑁𝐺1𝑧𝑎12  , 𝐵 = 𝑁𝐺1𝑦𝑎12  και 𝐶 = (𝑦𝐺1𝑁𝐺1𝑧 − 𝑧𝐺1𝑁𝐺1𝑦)(𝑖12 + 1) . Επίσης, 𝑎12 , είναι η 

απόσταση αξόνων των συνεργαζόμενων τροχών και  𝑖12 η σχέση μετάδοσης κίνησης. 

 Θεωρώντας ότι υπάρχει η δυνατότητα να συμβολιστεί η κατατομή με μία συνάρτηση της μορφής, 𝑧𝐺1 =

𝑓(𝑦𝐺1) , προκύπτει η παράγωγος 𝑓′(𝑦𝐺1) =
𝑑𝑧𝐺1

𝑑𝑦𝐺1
= −

𝑁𝐺1𝑦

𝑁𝐺1𝑧
.  Αντικαθιστώντας με τα παραπάνω στην 

προηγούμενη σχέση, η γωνία 𝜃1, παίρνει την ακόλουθη μορφή: 

 

𝜃1 = 2 tan−1

[
 
 
 −𝑎12 ± √(1 + 𝑓′2)𝑎12

2 − (𝑦𝐺1 − (𝑧𝐺1)(𝑓′))
2
(𝑖12 + 1)2

(−𝑦𝐺1 + (𝑧𝐺1)(𝑓′))(𝑖12 + 1) + (𝑓′)(𝑎12)

]
 
 
 

 

                                                

                                        

 

(1.13)               

 

 Στην συνέχεια υπολογίζονται οι συντεταγμένες του αντίστοιχου σημείου 𝑃 = (𝑥𝑃 , 𝑦𝑝, 𝑧𝑃)  της τροχιάς 

επαφών σύμφωνα με τις σχέσεις: 

 

                                                  [

𝑥𝑃

𝑦𝑃

𝑧𝑝

] = [

1 0 0
0 cos𝜃1 − sin𝜃1

0 sin𝜃1 cos 𝜃1

] [

𝑥𝐺1

𝑦𝐺1

𝑧𝐺1

] = 

              𝑥𝑃 = 𝑥𝐺1 

                                                  𝑦𝑃 = 𝑦𝐺1 cos 𝜃1 − 𝑧𝐺1 sin𝜃1 

                                                  𝑧𝑃 = 𝑦𝐺1 sin 𝜃1 + 𝑧𝐺1 cos𝜃1 

 

 

(1.14) 

 

Εκφράζοντας το σημείο 𝑃 ως προς το σύστημα συντεταγμένων του δεύτερου τροχού μετασχηματίζονται ως: 

 

                                   [

𝑥𝑃′

𝑦𝑃′

𝑧𝑝′
] = [

cos𝜋 𝑠𝑖𝑛𝜋 0
−𝑠𝑖𝑛𝜋 cos𝜋 0

0 0 1
] [

𝑥𝑃

𝑦𝑃

𝑧𝑃

] + [
0
0

−𝑎12

] = 

             𝑥𝑃′ = −𝑥𝑃 

             𝑦𝑃′ = −𝑦𝑃 

                     𝑧𝑃′ = 𝑧𝑃 − 𝑎12 

 

 

(1.15) 

 

 

Οι συντεταγμένες του αντίστοιχου σημείου 𝐺2 = (𝑥𝐺2′, 𝑦𝐺2′, 𝑧𝐺2′)  ως προς το δικό του σύστημα 

συντεταγμένων, προκύπτουν, περιστρέφοντας το σημείο 𝑃 κατά γωνία 𝜃2 =
𝜃1

𝑖12
, ως προς τον άξονα 𝛰′𝑥′: 

 

                                                [

𝑥𝐺2′

𝑦𝐺2′

𝑧𝐺2′

] = [
1 0 0
0 cos 𝜃2 −sin 𝜃2

0 sin 𝜃2 cos 𝜃2

] [

𝑥𝑃′

𝑦𝑃′

𝑧𝑃′

] = 

                                                               𝑥𝐺2′ = 𝑥𝑃′ 

                                                                      𝑦𝐺2′ = 𝑦𝑃′ cos 𝜃2 − 𝑧𝑃′ sin𝜃2 

                                                                      𝑧𝐺2′ = 𝑦𝑃′ sin 𝜃2 + 𝑧𝑃′ cos𝜃2 

 

 

 

(1.16) 

 

 Για να υπολογιστούν οι συντεταγμένες του σημείου 𝐺2 = (𝑥𝐺2, 𝑦𝐺2, 𝑧𝐺2), ως προς το αρχικό σύστημα 

συντεταγμένων, εκτελείται ο αντίστροφος μετασχηματισμό της εξίσωσης (1.15), άρα: 
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                               [

𝑥𝐺2

𝑦𝐺2

𝑧𝐺2

] = [
cos𝜋 −𝑠𝑖𝑛𝜋 0
𝑠𝑖𝑛𝜋 cos𝜋 0

0 0 1
] [

𝑥𝐺2′

𝑦𝐺2′

𝑧𝐺2′

] + [
0
0

−𝑎12

] = 

           𝑥𝐺2 = −𝑥𝐺2′ 

           𝑦𝐺2 = −𝑦𝐺2′ 

                   𝑧𝐺2 = 𝑧𝐺2′ + 𝑎12 

 

 

 

(1.17) 

 

1.2.3 ΕΜΒΑΔΟΝ ΟΔΟΝΤΩΤΟΥ ΤΡΟΧΟΥ 

 Σύμφωνα με το σχήμα 1.2  προκύπτει: 

 

           𝑅2(𝜑) = 𝑋𝑝𝑐
2 + (𝑅𝑜 + 𝑌𝑝𝑐)

2
= (𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2

+ (𝑅𝑜 + 𝑌)2 
(1.18)                                              

 

 

Ισχύει: 

 

𝜃 = 𝜑 + 𝜑𝑝𝑐                                              (1.19) 

 

Και: 

 

                                                  tan𝜑𝑝𝑐 =
𝑋𝑝𝑐

(𝑅𝑜+𝑌𝑝𝑐)
=

(𝑋+𝐾)

(𝑅𝑜+𝑌)
                                              (1.20) 

  

Διαφοροποιώντας την 1.19 ως προς X και χρησιμοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει: 

 

                          
𝑑𝜑

𝑑𝑋
= −

(
𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2
+𝑌(

𝑑2𝑌

𝑑𝑋2)+1

𝑅𝑜
+

(𝑌+𝑅𝑜)𝑌(
𝑑2𝑌

𝑑𝑋2)+(
𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2
𝑅𝑜

(𝑌+𝑅𝑜)2+𝑌(
𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2                               

                                             

(1.21) 

 

 Το εμβαδόν που διαγράφει η ακτίνα 𝑅(𝜑) μεταξύ δύο γωνιών 𝜑1 και 𝜑2 υπολογίζεται ως εξής: 

 

                                                                 𝛦12 = ∫
1

2
𝑅2(𝜑)𝑑𝜑

𝜑2

𝜑1
                                                   (1.22) 

 

Και από τις 1.18 και 1.21, αποδεικνύεται τελικά ότι: 

 

         𝐸12 =
1

2
∫ [(𝑌 + 𝑅𝑜)𝑌 (

𝑑2𝑌

𝑑𝑋2) + 𝑅𝑜 (
𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2

] 𝑑𝑋 −
1

2𝑅𝑜
∫ [[𝑌 (

𝑑𝑌

𝑑𝑋
)]

2

 +
𝑋2

𝑋1

𝑋2

𝑋1

                      (𝑌 + 𝑅𝑜)
2] [(

𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2

+ 𝑌 (
𝑑2𝑌

𝑑𝑋2) + 1] 𝑑𝑋              

             

                                             

(1.23) 

 

Όπου 𝛸1 και𝛸2 είναι οι τετμημένες του κανόνα , από τον οποίο παράγεται ο οδοντωτός τροχός και 

αντιστοιχούν στις γωνίες 𝜑1 και 𝜑2 της κατατομής του τροχού. 
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1.3  ΠΑΛΜΟΣ ΠΑΡΟΧΗΣ ΓΡΑΝΑΖΩΤΗΣ ΑΝΤΛΙΑΣ 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ 1.4 Περιστροφική αντλία  

 

 Όταν συνεργαζόμενοι οδοντωτοί τροχοί έχουν κλειστή τροχιά επαφών, έχουν το πλεονέκτημα ότι δεν 

εμφανίζουν επιστροφή του εργαζόμενου μέσου από τον χώρο κατάθλιψης στον χώρο αναρρόφησης, για 

τον λόγο ότι οι συνεργαζόμενες κατατομές έχουν συνεχή επαφή, με αποτέλεσμα, η τροχιά επαφών που 

δημιουργείται να είναι κλειστή καμπύλη. 

 Στην άλλη περίπτωση, όταν η τροχιά επαφών είναι ανοιχτή, όπως είναι η περίπτωση των οδοντωτών τροχών 

από εξειλιγμένη, η καμπύλη που σχηματίζεται είναι ευθεία γραμμή με αποτέλεσμα να υπάρχει επιστροφή 

ρευστού από την κατάθλιψη στην αναρρόφηση.  

 Κατά την εμπλοκή των δοντιών από εξειλιγμένη καμπύλη, όταν ο βαθμός επικάλυψης είναι μεγαλύτερος 

της μονάδας, εγκλωβίζεται ένας όγκος ρευστού ανάμεσα στο ζεύγος των δοντιών έως την απεμπλοκή τους. 

Σημειώνεται, ότι ο  βαθμός επικάλυψης σχετίζεται με τον μέσο αριθμό των συγχρόνως συνεργαζόμενων 

δοντιών των τροχών μιας βαθμίδας, χωρίς αυτό να σημαίνει  ότι ο αριθμός αυτός παραμένει σταθερός. Όσο 

εξελίσσεται η λειτουργία της αντλίας, ο χώρος που εγκλωβίζεται ο όγκος του ρευστού μικραίνει με 

αποτέλεσμα να αυξάνεται η πίεση του εγκλωβισμένου ρευστού και να αναπτύσσονται δυνάμεις (κατά 

επέκταση και ροπές) αντίθετες προς την φορά περιστροφής του συστήματος, στους οδοντωτούς τροχούς 

από εξειλιγμένη. Η ένταση αυτού του φαινομένου μειώνει τον βαθμό απόδοσης της αντλίας, για τον λόγο 

αυτό επιδιώκεται το σύστημα των συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών να έχει βαθμό επικάλυψης ίσο με 

ένα (πρακτικά λίγο μεγαλύτερο του ένα).  

Με αυτόν τον περιορισμό στις συγκεκριμένες οδοντώσεις η επίδραση της επιστροφής του ρευστού από την 

κατάθλιψη στην αναρρόφηση επηρεάζει με τον ελάχιστο δυνατό τρόπο τον βαθμό απόδοσης της 
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γραναζωτής αντλίας. Εξαιτίας του τρόπου λειτουργίας αυτών των οδοντώσεων ένα κομμάτι του όγκου του 

ρευστού  που περνάει στον χώρο κατάθλιψης θα επιστρέψει  στην αναρρόφηση μειώνοντας έτσι την 

παροχή, αυτή η διαδικασία δεν μπορεί να αποφευχθεί, όπως είναι φυσικό.  

 

1.3.1. ΠΑΡΟΧΗ ΑΝΤΛΙΑΣ ΚΛΕΙΣΤΗΣ ΤΡΟΧΙΑΣ ΕΠΑΦΩΝ 

  Αναφορικά με το σχήμα 1.4, ο χώρος αναρρόφησης βρίσκεται στο Α, ενώ ο χώρος κατάθλιψης στο Β, και 

𝑅𝐾 είναι η ακτίνα κεφαλής των συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών. Σύμφωνα με την θεωρία του εμβαδού 

τομέα, σε στοιχειώδη περιστροφή του συστήματος κατά γωνία 𝑑𝜃, η παροχή της αντλίας θα οφείλεται, 

πρώτον, στην προσθήκη ρευστού στον χώρο Β (ανά μονάδα πλάτους), ίση με: 

 

                                          𝑑𝑉𝑖𝑛 = 2(𝑅𝐾
2 𝑑𝜃

2
) = 𝑅𝐾

2𝑑𝜃                                                  (1.24) 

 

Και δεύτερον, στην αφαίρεση ρευστού από τον χώρο Β (ανά μονάδα πλάτους), ποσότητας ίσης με: 

 

                                            𝑑𝑉𝑜𝑢𝑡 = [𝑅1
2(𝜃) + 𝑅2

2(𝜃)]
𝑑𝜃

2
                                              (1.25) 

 

Όπου, 𝑅1(𝜃) και 𝑅2(𝜃) είναι οι ακτίνες των τροχών 1 και 2, που αντιστοιχούν σε αυτό το σημείο επαφής 

των συνεργαζόμενων κατατομών. Λαμβάνοντας υπόψη την ακτίνα αρχικού κύκλου των τροχών, 𝑅𝑜, καθώς 

και την ανάλυση που προηγήθηκε, προκύπτουν οι εξής σχέσεις: 

 

                                               𝑅1
2(𝜃) = (𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2

+ (𝑌 + 𝑅𝑜)
2 

                                             (1.26) 

                                               𝑅2
2(𝜃) = (𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2

+ (𝑌 − 𝑅𝑜)
2      

(1.27) 

 

Σημειώνεται ότι οι συντεταγμένες X,Y και το διαφορικό 
𝑑𝑌

𝑑𝑋
 , αναφέρονται στο σημείο κατατομής του κανόνα 

που παράγει τα αντίστοιχα σημεία των συνεργαζόμενων κατατομών, που εφάπτονται, στο συγκεκριμένο 

σημείο της τροχιάς επαφών. 

 Επομένως η παροχή της αντλίας ανά γωνία περιστροφής (και ανά πλάτος, σύμφωνα με τις παραδοχές που 

έχουν προηγηθεί), θα είναι: 

 

                     
𝑑𝑉

𝑑𝜃
=

𝑑𝑉𝑖𝑛

𝑑𝜃
−

𝑑𝑉𝑜𝑢𝑡

𝑑𝜃
= 𝑅𝐾

2 −
𝑅1

2(𝜃)+𝑅2
2(𝜃)

2
                                                                      

(1.28) 

 

Και συνεχίζεται ως: 

 

                             
𝑑𝑉

𝑑𝜃
= 𝑅𝐾

2 − 𝑅𝑜
2 − [(𝑌

𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2

+ 𝑌2] = 𝑅𝐾
2 − 𝑅𝑜

2 − 𝛽2      
                                             

(1.29) 

 

Όπου το μήκος β, ισούται με: 

 

                                                          𝛽2 = (𝑌
𝑑𝑌

𝑑𝑋
)
2

+ 𝑌2      
                                             (1.30) 
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 Και είναι η απόσταση του σημείου επαφής (δηλαδή του σημείου της τροχιάς επαφών που 

πραγματοποιείται η επαφή ), και του σημείου κυλίσεως. Η μεταβολή αυτής της απόστασης είναι και η αιτία 

που προκαλεί τον παλμό παροχής της αντλίας. Η απόσταση β μεταβάλλεται μεταξύ της μηδενικής τιμής και 

μιας μέγιστης, δίνοντας με αυτόν τον τρόπο στην παροχή μια μέγιστη και μια ελάχιστη τιμή. 

 Η μέγιστη τιμή της παροχής λαμβάνεται στις θέσεις όπου 𝛽 = 0 , εκεί δηλαδή που η επαφή των 

συνεργαζόμενων κατατομών βρίσκεται στο σημείο κυλίσεως, και έχει τιμή ίση με: 

 

                                                                           
𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑎𝑥
= 𝑅𝐾

2 − 𝑅𝑜
2                                                                                                                  (1.31) 

 

Ενώ η ελάχιστη τιμή της παροχής λαμβάνεται στις θέσεις όπου το 𝛽 παίρνει την μέγιστη τιμή του 𝛽𝑚𝑎𝑥, είναι 

δηλαδή: 

 

                                                          
𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑖𝑛
= 𝑅𝐾

2 − 𝑅𝑜
2 − 𝛽𝑚𝑎𝑥

2
                                                                            (1.32) 

 

Όπως  συμβαίνει σε όλη την διάρκεια της μελέτης που ακολουθεί ( για τις οδοντώσεις κλειστής τροχιάς 

επαφών), γίνεται η παραδοχή ότι οι οδοντωτοί τροχοί αποτελούνται από συμμετρικά δόντια, οπότε το ύψος 

κεφαλής είναι ίσο με το ύψος ποδός, δηλαδή: 

 

                                     𝑎 = 𝑏                                                         (1.33) 

 

Οπότε: 

 

                                                  𝛽𝑚𝑎𝑥 = 𝑅𝐾 − 𝑅𝑜 = 𝛼                                                   (1.34) 

 

Προκύπτει, λοιπόν, η ελάχιστη τιμή της παροχής: 

 

                                 
𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑖𝑛
= 𝑅𝐾

2 − 𝑅𝑜
2 − (𝑅𝐾 − 𝑅𝑜)

2 = 2𝑎𝑅𝑜                                                                         (1.35) 

 

 Στην συνέχεια παρουσιάζεται το διάγραμμα του παλμού παροχής για μια αντλία κλειστής τροχιάς επαφών. 
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ΣΧΗΜΑ 1.5 Διάγραμμα παλμού παροχής κλειστής τροχιάς επαφών 

 

1.3.2. ΠΑΡΟΧΗ ΑΝΤΛΙΑΣ ΑΝΟΙΧΤΗΣ ΤΡΟΧΙΑΣ ΕΠΑΦΩΝ  

 Αναφέρθηκε προηγουμένως, ότι η συνεργασία δύο κατατομών από εξειλιγμένη καμπύλη παρουσιάζει 

ανοιχτή τροχιά επαφών. Το σύστημα αυτό αποτελείται από δύο ίδιους οδοντωτούς τροχούς με παράλληλη 

οδόντωση. 

 

 

 

ΣΧΗΜΑ 1.6 Σύστημα συνεργασίας κατατομών οδοντωτών τροχών εξειλιγμένης καμπύλης σε γραναζωτή αντλία 
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 Στο σχήμα 1.6  απεικονίζεται η συνεργασία δυο κατατομών οδοντωτών τροχών από εξειλεγμενη καμπύλη. 

Διακρίνεται το μήκος επαφών ΚΛ, όπου η συνεργασία των δύο τροχών ξεκινάει στο σημείο Κ και σταματάει 

στο σημείο Λ. Από τον ορισμό του βαθμού επικάλυψης, προκύπτει η σχέση: 

 

                                                              𝜀 =
𝛫𝛬

𝑡𝜊 cos𝛼𝜊
=

𝛫𝛬

𝑡𝑔
                                                   (1.36) 

 
Όπου 𝛼𝜊 είναι η γωνία εξειλιγμένης, 𝑡𝜊 το βήμα στον αρχικό κύκλο και 𝑡𝑔 το βήμα στον βασικό κύκλο.   

 Στις αντλίες αυτού του τύπου, ο βαθμός επικάλυψης, πρέπει κατά την σχεδίαση και την κατασκευή να 

λαμβάνεται ίσος με την μονάδα. Οπότε η σχέση (1.36), μετασχηματίζεται ως εξής: 

 

                                                                 𝛫𝛬 = 𝑡𝑔 = 2𝜋
𝑅𝑔

𝑍
                                                                                                                (1.37) 

 
Όπου 𝑅𝑔 είναι η ακτίνα βασικού κύκλου και 𝑍 ο αριθμός δοντιών για τον κάθε τροχό. Λόγο ομοιότητας των 

δύο οδοντωτών τροχών, υπάρχει πλήρης συμμετρία μεγεθών περί το σημείο κυλίσεως 𝐶. 
 

 

ΣΧΗΜΑ 1.7 Θεώρημα συνημιτόνου για δύο διανύσματα a και b 

 

 Από το παραπάνω σχήμα, με εφαρμογή του θεωρήματος του συνημιτόνου στις γωνίες α και β, για τις οποίες 
ισχύει η σχέση: 
 

                                        𝛼 + 𝛽 = 𝜋                                              

(1.38) 

 
Προκύπτει ότι: 
 

                                       𝑑1
2 + 𝑑2

2 = 2(𝑎2 + 𝑏2)                                                            

(1.39) 

 
 Εάν εφαρμοστεί η παραπάνω σχέση στο σχήμα 1.6, στο 𝛰1𝛦𝛰2𝛦′, όπου 𝛦′  είναι το συμμετρικό του 𝛦  ως 
προς το σημείο 𝐶, αποδεικνύεται: 
 

                                 (𝑂1𝑂2)
2 + (2𝐸𝐶)2 = 2(𝑅1

2(𝜃) + 𝑅2
2(𝜃))                                                                           

(1.40) 
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 Η απόσταση των κέντρων των τροχών 𝛼12,  είναι τέτοια ώστε: 
 

                                𝑎12 = 𝑂1𝑂2 = 𝑅𝑜1 + 𝑅𝑜2 = 2𝑅𝑜                                                   

(1.41) 

Επομένως: 
 

                                            
𝑅1

2(𝜃)+𝑅2
2(𝜃)

2
= 𝑅𝑜

2 + (𝐸𝐶)2 
                                             (1.42) 

 
Εξαιτίας της συμμετρίας που υπάρχει και από την εξίσωση (1.37), θα ισχύει: 
 

                                    𝐾𝐶 =
𝛫𝛬

2
=

𝑡𝑔

2
= 𝜋

𝑅𝑔

𝑍
                                                                 (1.43) 

 
Από το σχήμα 1.6 , προκύπτει επίσης: 
 

                                    𝐸𝐶 = 𝐾𝐶 − 𝐸𝐾                                                   (1.44) 

 
 Για να διανύσει ο τροχός το τμήμα 𝛫𝛦, θα έχει στραφεί κατά γωνία 𝜃. Από την θεωρία εξειλιγμένης, λοιπόν, 
θα είναι: 
      

                                       𝛫𝛦 = 𝜃𝑅𝑔                                             (1.45) 

 
Οπότε: 
 

                                                𝐸𝐶 = 𝜋
𝑅𝑔

𝑍
− 𝜃𝑅𝑔                                                  (1.46) 

 
 Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω βοηθητικές σχέσεις η σχέση (1.42) διαμορφώνεται ως εξής: 
 

                                      
𝑅1

2(𝜃)+𝑅2
2(𝜃)

2
= 𝑅𝑜

2 + 𝑅𝑔
2 (

𝜋

𝑍
− 𝜃)

2

      
                                 (1.47) 

 
 Επισημαίνεται, ότι οι σχέσεις  (1.24, 1.25 και 1.28), είναι γενικές για τον υπολογισμό της παροχής ανά 
περιστροφή (και ανά πλάτος δοντιού) στις γραναζωτές αντλίες, οπότε η (1.28) με την βοήθεια της (1.47) 
διαμορφώνεται σύμφωνα με την σχέση που ακολουθεί: 
 

                                                
𝑑𝑉

𝑑𝜃
= 𝑅𝐾

2 − 𝑅𝑜
2 − 𝑅𝑔

2 (
𝜋

𝑍
− 𝜃)

2

                     
                                           (1.48) 

 

 Όπως και στην περίπτωση της κλειστής τροχιάς επαφών, η μέγιστη τιμή της στιγμιαίας παροχής εμφανίζεται 

κάθε φορά που  η επαφή των συνεργαζόμενων κατατομών βρίσκεται στο σημείο κυλίσεως, καθώς η 

απόσταση από το σημείο κυλίσεως είναι μηδενική. Αυτό συμβαίνει όταν 𝜃 = 𝜋/𝑍 και δίνει τιμή μέγιστης 

στιγμιαίας παροχής ίδια με αυτήν της εξίσωσης (1.25). 

 Αντίστοιχα, η στιγμιαία παροχή έχει ελάχιστη τιμή όταν 𝜃 = 0 ή 𝜃 = 2𝜋/𝑍, η οποία είναι 
 

                                      
𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑖𝑛
= 𝑅𝐾

2 − 𝑅𝑜
2 − (𝜋

𝑅𝑔

𝑍
)
2

              
                                            (1.49) 
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Ακολουθεί το γενικό διάγραμμα του παλμού παροχής για γραναζωτές αντλίες ανοιχτής τροχιάς επαφών από 

δόντια που παράγονται από εξειλιγμένη καμπύλη. 

 

 

ΣΧΗΜΑ 1.8 Διάγραμμα παλμού παροχής δοντιών εξειλιγμένης καμπύλης 

 

 Τέλος υπολογίζεται το ποσοστό του παλμού παροχής, επί της εκατό (%), γραναζωτής αντλίας σύμφωνα με 

την σχέση: 

 

          𝐷𝐴 = 100 ∙
(𝑅1

2(𝜃)+𝑅2
2(𝜃))

𝑚𝑎𝑥
−(𝑅1

2(𝜃)+𝑅2
2(𝜃))

𝑚𝑖𝑛

2𝑅𝐾
2+(𝑅1

2(𝜃)+𝑅2
2(𝜃))

𝑚𝑎𝑥
+(𝑅1

2(𝜃)+𝑅2
2(𝜃))

𝑚𝑖𝑛

 (%)              
                                             

(1.50) 

 

Η οποία προκύπτει από την διαφορά της μέγιστης από την ελάχιστη τιμή της παροχής ανά περιστροφή, 

προς το άθροισμά τους, δηλαδή: 

 

                               𝐷𝐴 = 100 ∙

𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑎𝑥
−

𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑖𝑛
𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑎𝑥
+

𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑖𝑛

 (%)                        
                                             

(1.51) 
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2. ΑΠΟΤΥΠΩΣΗ ΓΡΑΝΑΖΩΤΗΣ ΑΝΤΛΙΑΣ ΑΠΟ ΕΞΕΙΛΙΓΜΕΝΗ 

ΚΑΜΠΥΛΗ 

 Στην συνέχεια θα μετρηθεί η αντλία η οποία υπάρχει στο εργαστήριο Στοιχείων Μηχανών, ώστε να 

σχεδιαστεί το σύστημα οδοντωτών τροχών και να υπολογιστεί η διακύμανση της παροχής της 

συγκεκριμένης αντλίας που θα χρησιμοποιηθεί σαν βασικό μέτρο σύγκρισης σε σχέση με τις υπόλοιπες 

κατατομες. 

 Διευκρινίζεται ότι η αντλία αποτελείται από δύο συνεργαζόμενους οδοντωτούς τροχούς που παράγονται 

από εξειλιγμένη καμπύλη. Το σώμα της  αντλίας και η μορφή του οδοντωτού τροχού, φαίνονται στο επόμενο 

σχήμα. 

 

 
α) 

 
                                                                   β)                                                                γ)  
 

ΣΧΗΜΑ 2.1 α) Σύστημα αντλίας οδοντωτών τροχών, β) Σώμα αντλίας, γ) οδοντωτός τροχός αντλίας 

 
 Έχει ενδιαφέρον να μετρηθούν ο αριθμός δοντιών, η ακτίνα κεφαλής του οδοντωτού τροχού, καθώς και η 

απόσταση αξόνων των οδοντωτών τροχών. Προκύπτουν οι εξής τιμές: 

 

 Αριθμός δοντιών,  𝑍 = 10 δόντια 

 Διάμετρος κεφαλής, 𝑑𝑘 = 38.94 𝑚𝑚, άρα ακτίνα κεφαλής, 𝑅𝑘 = 19.47 𝑚𝑚 
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 Απόσταση αξόνων, 𝑎12 = 32.59 𝑚𝑚  

 

 Διευκρινίζεται ότι για να υπολογιστεί η απόσταση αξόνων των τροχών, γίνεται μέτρηση στο σώμα της 

αντλίας, ως προς την μεγάλη απόσταση, στην εσοχή που μοιάζει με 8, καθώς και στην διάμετρο του ενός 

από τους δύο κύκλους που σχηματίζονται. Αφαιρώντας αυτές τις δύο τιμές προκύπτει η απόσταση αξόνων, 

δηλαδή: 

 

 𝑎𝑘 = 71.64 𝑚𝑚 

 𝑑𝑘𝑏 = 39.05 𝑚𝑚 

 𝑎12 = 𝑎𝑘 − 𝑑𝑘𝑏 = 71.64 − 39.05 = 32.59 𝑚𝑚 

 

 Στην συνέχεια ελέγχεται στο σχεδιαστικό πρόγραμμα Solidworks, η διάμετρος κεφαλής ( 𝑑𝑘 ) και 

παρουσιάζεται μια προσεγγιστική τιμή για την διάμετρο ποδός (χρησιμοποιείται στο πρόγραμμα KISSsoft 

για έλεγχο), τα οποία φαίνονται στο σχήμα 2.2 . 

 

 

ΣΧΗΜΑ 2.2 Οδοντωτός τροχός εξειλιγμένης από την αντλία του εργαστηρίου 

 

2.1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΔΙΑΣΤΑΣΕΩΝ ΟΔΟΝΤΩΤΩΝ ΤΡΟΧΩΝ ΕΞΕΙΛΙΓΜΕΝΗΣ 

 Αρχικά, θα πρέπει τώρα να υπολογιστούν τα υπόλοιπα στοιχεία της κατατομής, ώστε να μπορούν να 

σχεδιαστούν. 

 Θα ελεγχθούν οι τυποποιημένες τιμές γωνιών εξειλιγμένης, δηλαδή 14.5𝜊, 20𝜊,25𝜊 και 30𝜊με την βοήθεια 

του λογισμικού ΚISSsoft, από το οποίο δίνεται η δυνατότητα, να κατασκευαστούν άμεσα οδοντωτοί τροχοί 

με βάση τα κύρια χαρακτηριστικά τους. Εισάγοντας, λοιπόν, τα σταθερά στοιχεία που είναι πλέον γνωστά, 

δηλαδή: 
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 Αριθμός δοντιών, 𝛧 = 10 δόντια 

 Πλάτος οδοντωτού τροχού, 𝑏 = 16 mm 
 
Και θεωρώντας μεταβλητά τα εξής: 
 

 Module 

 Γωνία εξειλιγμένης 

 Μετατόπιση κανόνα 
 
 Ώστε να προκύπτει η επιθυμητή ακτίνα κεφαλής (𝑅𝑘) και ακτίνα ποδός (𝑅𝑓). Αυτές τις τιμές τις εξαγάγει το 

λογισμικό, αφού γίνει εισαγωγή επαρκών δεδομένων και γίνει έναρξη της υπολογιστικής διαδικασίας, όπως 

επίσης και την μορφή που έχουν οι οδοντωτοί τροχοί και τα δόντια τους. 

 

 Όπως στην γωνία εξειλιγμένης, έτσι και για το module χρησιμοποιούνται οι τυποποιημένες τιμές οι οποίες 

παρουσιάζονται στον πίνακα 2.1 που ακολουθεί (σε 𝑚𝑚). 

 

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5 2.75 3 

3.25 3.5 3.75 4 4.5 5 5.5 6 

6.5 7 7.5 8 9 10 11 12 

13 14 15 16 18 20 22 24 

27 30 33 36 39 42 45 50 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.1 Τυποποιημένες τιμές για το module οδοντωτών τροχών από εξειλιγμένη καμπύλη 

 
 Για τον υπολογισμό του module, m χρησιμοποιείται η σχέση: 
 

                                                    𝑚 = 2
𝑅𝑜

𝑍
                                                   (2.1) 

 

 Είναι προφανές ότι η κατατομή οδοντωτού τροχού που εξετάζεται, είναι μετατοπισμένη καθώς τα δόντια 

δεν έχουν υποκοπές ή τουλάχιστον δεν είναι ευδιάκριτες με γυμνό μάτι. Η σχέση για τον έλεγχο υποκοπών 

είναι η ακόλουθη: 

 

                                                 𝑥 = 1 −
𝑍 sin𝑎𝑜

2

2
      

                                             (2.2) 

 

Όπου 𝑥,  είναι ο συντελεστής μετατόπισης που πρέπει να υποστεί ο κανόνας ενός οδοντωτού τροχού, ώστε 

να μην εμφανίζει  υποκοπές, και 𝛼𝜊 είναι η γωνία εξειλιγμένης. 

 Η απόσταση αξόνων δύο όμοιων οδοντωτών τροχών χωρίς μετατόπιση δίνεται από την σχέση: 

 

                                             𝑎𝑜12 = 2𝑅𝜊                                                        (2.3) 

 
 Ενώ για δύο όμοιους οδοντωτούς τροχούς με ίδιο συντελεστή μετατόπισης 𝑥 (ο κάθε τροχός): 
 

                                            𝑎12 = 𝑎𝑜12 + 2𝑥𝑚 = 2𝑅𝑜 + 2𝑥𝑚                                                                       (2.4) 
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 Με βάση τις τιμές που μετρήθηκαν  στο σχήμα 2.2 και τις παραπάνω σχέσεις, υπολογίζεται το module του 

οδοντωτού τροχού που θα σχεδιάσουμε και είναι, 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 = 3 𝑚𝑚 . 

 Στην συνέχεια στο λογισμικό KISSsoft, προστίθεται  η συγκεκριμένη τιμή και ελέγχονται ξεχωριστά οι 

περιπτώσεις για τις τυποποιημένες τιμές γωνιών εξειλιγμένης, προσαρμόζοντας κάθε φορά την μετατόπιση 

κανόνα, ώστε οι ακτίνες κεφαλής και ποδός να προσεγγίζουν με τον καλύτερο δυνατό τρόπο τις πραγματικές 

τιμές. 

 Η περίπτωση για γωνία εξειλιγμένης 30𝜊 απορρίπτεται, καθώς το σχήμα απέχει πολύ από το πραγματικό 

μοντέλο. Η μορφή του φαίνεται στο σχήμα 2.3 που ακολουθεί, μαζί με τον βασικό κύκλο του οδοντωτού 

τροχού. 

 

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.3 Κατατομή οδοντωτού τροχού για γωνία εξειλιγμένης 30𝜊 

  

Οι υπόλοιπες περιπτώσεις κατατομών, παρουσιάζονται στο σχήμα 2.4, μαζί με τους βασικούς κύκλους, και 
θα εξεταστούν περαιτέρω στο Solidworks. 
 

 
α) 
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                                                         β)                                                                          γ) 

ΣΧΗΜΑ 2.4 Κατατομή οδοντωτού τροχού για γωνία εξειλιγμένης α) 25𝜊, β) 20𝜊 και γ)14.5𝜊 

 
 Για τιμή του 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 ίση με 3 𝑚𝑚, μπορεί να υπολογιστεί από την (2.1), ότι η ακτίνα αρχικού κύκλου είναι 

ίση με 15 𝑚𝑚, δηλαδή 𝑅𝑜 = 15 𝑚𝑚. 

 Σχεδιάζεται για την κάθε περίπτωση στο Solidworks, ο αρχικός κύκλος και βρίσκονται,  τα σημεία τομής της 

κατατομής του δοντιού με την οριζόντια ευθεία που είναι παράλληλη στον οριζόντιο άξονα 𝑥 και απέχει 

από τον κεντρικό άξονα του οδοντωτού τροχού απόσταση ίση με την ακτίνα αρχικού κύκλου (𝑅𝜊). 

 Ενώνονται τα δύο σημεία με το μέσον του τόξου κεφαλής του δοντιού και πραγματοποιείται μέτρηση της 

γωνίας των δύο ευθειών που σχηματίζονται. 

 Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στην συνέχεια, ενώ η ίδια διαδικασία εφαρμόζεται πρώτα για το 

πραγματικό μοντέλο. 

 

 

ΣΧΗΜΑ 2.5  Πραγματικό μοντέλο οδοντωτού τροχού 
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α) 

      
                                                                      β)                                                                             γ)  

ΣΧΗΜΑ 2.6 Προσεγγιστικά μοντέλα για γωνίες εξειλιγμένης α) 25𝜊, β) 20𝜊 και γ)14.5𝜊 

 

 Συγκρίνοντας, λοιπόν, τις τιμές που μετρήθηκαν στα προσεγγιστικά μοντέλα σε σχέση με το πραγματικό, 

παρατηρούμε ότι η γωνία εξειλιγμένης είναι ίση με 20𝜊.  

 Μπορεί τώρα να κατασκευαστεί το μοντέλο του πραγματικού τροχού στο KISSsoft, δοκιμάζοντας τιμές για 

τον συντελεστή μετατόπισης και τους συντελεστές κεφαλής και ποδός ώστε να προκύπτουν οι επιθυμητές 

τιμές στους κύκλους κεφαλής και ποδός (σύμφωνα με αυτές που μετρήθηκαν). Έπειτα, από δοκιμές 

προκύπτουν τα εξής: 

 

 Συντελεστής μετατόπισης, 𝑥 = 0.49 

 Συντελεστής κεφαλής, ℎ𝑘 = 1 

 Συντελεστής ποδός, ℎ𝑓 = 1.2 

 
Οπότε για πλάτος δοντιού ίσο με 16 𝑚𝑚, 𝑏 = 16 𝑚𝑚, προκύπτει ο ακόλουθος τροχός. 
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                                                      α)                                                                         β)  

ΣΧΗΜΑ 2.7 Πραγματικό μοντέλο οδοντωτού τροχού α) κατατομή, β) τρισδιάστατη μορφή 

 
 Αμέσως μετά υπολογίζεται η απόσταση αξόνων του προσεγγιστικού μοντέλου η οποία σύμφωνα με την 
σχέση (2.4), είναι, 𝑎12 = 32.94 𝑚𝑚, καθώς  και η ακτίνα κεφαλής η οποία βρίσκεται από την σχέση: 
 

                                               𝑅𝑘 = 𝑅𝑜 + (ℎ𝑘 + 𝑥)𝑚                                              (2.5) 

 
Και είναι, 𝑅𝑘 = 19.47 𝑚𝑚. 

 Επίσης σύμφωνα με την: 

   

                                                             𝑅𝑔 = 𝑅𝑜 cos𝛼𝜊                                                           (2.6) 

  

Υπολογίζεται η ακτίνα βασικού κύκλου, 𝑅𝑔 = 14.095 𝑚𝑚. 

 

2.2. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΑΚΤΙΝΩΝ ΕΠΑΦΗΣ ΟΔΟΝΤΩΤΩΝ ΤΡΟΧΩΝ ΠΑΝΩ ΣΤΗΝ ΤΡΟΧΙΑ ΕΠΑΦΩΝ 

 Κατασκευάζεται στο πρόγραμμα Solidworks το σύστημα συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών από 

εξειλιγμένη καμπύλη, ώστε να μετρηθούν, σε συγκεκριμένες γωνίες περιστροφής, οι ακτίνες που 

σχηματίζονται στον κάθε τροχό, από το αντίστοιχο σημείο επαφής (πάνω στην τροχιά επαφών) και το κέντρο 

περιστροφής του κάθε τροχού. 

 Η επαφή ελέγχεται κάθε φορά με την εντολή collision detection, ενώ για να πραγματοποιηθεί αυτό πρέπει 

να απομονωθεί το ένα ζεύγος στο οποίο θα πραγματοποιηθούν μετρήσεις, με την εντολή intersect, ώστε να 

επιλέγονται κάθε φορά τα στοιχεία για τα οποία θα γίνει έλεγχος επαφής. Αυτό χρειάζεται διότι ο βαθμός 

επικάλυψης είναι λίγο μεγαλύτερος της μονάδας, οπότε σε ένα μικρό τμήμα της τροχιάς επαφών θα 

υπάρχουν δύο ζεύγη τα οποία συνεργάζονται. 

 Ακολουθεί σχήμα στο οποίο φαίνεται το σύστημα συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών από εξειλιγμένη 

καμπύλη, καθώς και το απομονωμένο ζεύγος πάνω στο οποίο θα εφαρμοστεί η παραπάνω διαδικασία. 

Επίσης φαίνεται με αξονική γραμμή η απόσταση των αξόνων 𝛼12, ο αρχικός κύκλος, καθώς επίσης η γραμμή 

που ενώνει το κέντρο του αριστερού τροχού με το σημείο του δοντιού που θα έρθει σε επαφή με τον 

συνεργαζόμενο τροχό, όταν θα είναι στο σημείο κυλίσεως. Η γωνία που σχηματίζεται κάθε φορά από τις 

δύο αξονικές γραμμές του σχήματος, θα είναι και η γωνία αναφοράς που  χρησιμοποιείται και συμβολίζεται 

με 𝑎𝑟𝑒𝑓. 
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ΣΧΗΜΑ 2.8 Σύστημα συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών προσεγγιστικού μοντέλου 

 
 Θεωρώντας την ωρολογιακή φορά ως αρνητική, η επαφή του ζεύγους ξεκινάει όταν η γωνία αναφοράς 

είναι, 𝛼𝑟𝑒𝑓 = 18,739𝜊, και τελειώνει όταν γίνει,   𝛼𝑟𝑒𝑓 = −18,739𝜊. Θα μετρηθούν οι ακτίνες των τροχών, 

𝑅1 και 𝑅2 για 41 τιμές της γωνίας αναφοράς και θα προστεθεί ακόμα μία, η οποία αντιστοιχεί στην γωνία 

όπου το επόμενο ζεύγος ξεκινάει την συνεργασία, (η σειρά με τον κόκκινο φόντο στον πίνακα 2.2). Αυτή η 

τιμή χρειάζεται, καθώς από εκείνη την γωνία και μέχρι να τελειώσει η επαφή του επόμενου ζεύγους την 

παροχή την καθορίζει το επόμενο ζεύγος που βρίσκεται στην κατάθλιψη της αντλίας. Με βάση τα 

παραπάνω, υπολογίζεται το βήμα περιστροφής του συστήματος των οδοντωτών τροχών ως προς την γωνία 

αναφοράς, το οποίο είναι ίσο με, 𝛽 = 0.93695𝜊. 

 Η διαδικασία ξεκινάει από την στιγμή που το ζεύγος, για το οποίο γίνεται η μελέτη, έρχεται πρώτη φορά σε 

επαφή. Όταν τελειώσουν οι μετρήσεις τον ακτίνων 𝑅1  και 𝑅2 , αφαιρείται το βήμα και η διαδικασία 

συνεχίζεται στην επόμενη γωνία μέχρι εκείνη όπου το ζεύγος βρίσκεται οριακά πριν την απεμπλοκή. 

Ακολουθεί το σχήμα 2.9 και ο πίνακας 2.2, όπου  στο πρώτο απεικονίζεται το σύστημα κατά την διάρκεια 

των μετρήσεων, και στο δεύτερο οι τιμές της γωνίας αναφοράς 𝑎𝑟𝑒𝑓 και των ακτίνων 𝑅1 και 𝑅2. 
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ΣΧΗΜΑ 2.9 Μέτρηση της ακτίνας του δεξιά τροχού στο σημείο επαφής 

 

 
a/a 𝒂𝒓𝒆𝒇(

𝒐) 𝑹𝟏(𝒎𝒎) 𝑹𝟐(𝒎𝒎) 

1 18.73900 19.1894 14.7244 
2 17.80205 19.0131 14.8127 
3 16.86510 18.8413 14.8998 
4 15.92815 18.6737 14.9862 
5 14.99120 18.5100 15.0724 
6 14.05425 18.3707 15.1581 
7 13.11730 18.1956 15.2433 
8 12.18035 18.0445 15.3287 
9 11.24340 17.8977 15.4140 

10 10.30645 17.7553 15.4991 
11 9.36950 17.6169 15.5846 
12 8.43255 17.4821 15.6712 
13 7.49560 17.3515 15.7581 
14 6.55865 17.2260 15.8446 
15 5.62170 17.1060 15.9305 
16 4.68475 16.9913 16.0159 
17 3.74780 16.8813 16.1017 
18 2.81085 16.7742 16.1900 
19 1.87390 16.6696 16.2812 
20 0.93695 16.5683 16.3744 
21 0.00000 16.4700 16.4700 
22 -0.93695 16.3744 16.5683 
23 -1.87390 16.2812 16.6696 
24 -2.81085 16.1900 16.7742 
25 -3.74780 16.1017 16.8813 
26 -4.68475 16.0159 16.9913 
27 -5.62170 15.9305 17.1060 
28 -6.55865 15.8446 17.2260 
29 -7.49560 15.7581 17.3515 
30 -8.43255 15.6712 17.4821 
31 -9.36950 15.5846 17.6169 
32 -10.30645 15.4991 17.7553 
33 -11.24340 15.4140 17.8977 
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34 -12.18035 15.3287 18.0445 
35 -13.11730 15.2433 18.1956 
36 -14.05425 15.1581 18.3707 
37 -14.99120 15.0724 18.5100 
38 -15.92815 14.9862 18.6737 
39 -16.86510 14.8998 18.8413 
40 -17.26100 14.8631 18.9133 
41 -17.80205 14.8127 19.0131 
42 -18.73900 14.7244 19.1894 

ΣΧΗΜΑ 2.2 Πίνακας τιμών για την γωνία αναφοράς και τις ακτίνες των τροχών στα σημεία επαφής της τροχιάς 

επαφών  

 

 Παρουσιάζεται, επίσης στο σχήμα 2.10 το ευθύγραμμο τμήμα που ταυτίζεται με την τροχιά επαφών του 
συστήματος των δύο συνεργαζόμενων κατατομών οδοντωτών τροχών εξειλιγμένης καμπύλης, όπως αυτή 
υπολογίστηκε στο πρόγραμμα Solidworks. 

 
 

 
 

ΣΧΗΜΑ 2.10 Τροχιά επαφών συστήματος κατατομών προσεγγιστικού μοντέλου  

 
 Για να κατασκευαστεί το παραπάνω σχήμα, σχεδιάζονται οι βασικοί κύκλοι των δύο τροχών και 

τοποθετούνται σε απόσταση ίση με την 𝛼12. Σχεδιάζεται η ευθεία, η οποία εφάπτεται εξωτερικά και στους 

δύο κύκλους, και τέμνει τον οριζόντιο άξονα που διέρχεται από τα κέντρα τους. Πάνω σε αυτήν την ευθεία 

βρίσκεται η τροχιά επαφών. Για την ολοκλήρωση της διαδικασίας σχεδιάζεται στον αριστερό τροχό η πρώτη 

και η τελευταία τιμή της ακτίνας του, 𝑅1, όπως αυτή μετρήθηκε παραπάνω, μαζί με την αντίστοιχη τιμή της 

γωνίας αναφοράς. Οι ακτίνες τέμνουν την ευθεία που χαράκτηκε σε δύο σημεία, τα οποία οριοθετούν και 

το ευθύγραμμο τμήμα που αποτελεί την ακριβή τιμή της τροχιάς επαφών και έχει μήκος ίσο με 

13.6307 𝑚𝑚, όπως φαίνεται και στο σχήμα 2.10. 
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2.3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΤΟΙΧΕΩΝ ΕΠΑΦΗΣ 

 Εφόσον υπολογίστηκαν οι ακτίνες στα διάφορα σημεία επαφής, της τροχιάς επαφών, η ανάλυση 
συνεχίζεται, με τον υπολογισμό των στοιχείων παροχής που θα συγκρίνουμε με τις υπόλοιπες κατατομές, 
καθώς και δευτερεύοντα στοιχεία που μπορούν να σχολιαστούν. 
 Πιο συγκεκριμένα θα γίνει υπολογισμός της παροχής ανά περιστροφή,  στο διάστημα της γωνίας επαφής 
ενός ζεύγους (η γωνία κατά την οποία το ζεύγος καθορίζει την παροχή της αντλίας), σύμφωνα με την σχέση 
(1.28), καθώς επίσης της μέσης τιμής και της τυπικής απόκλισης. Οι ίδιες τιμές υπολογίζονται και για την 
δεύτερη παράγωγο της παροχής, η οποία είναι υπεύθυνη για τις αδρανειακές δυνάμεις που αναπτύσσονται 
και επηρεάζουν την πίεση εσωτερικά της αντλίας. Θα βρεθεί, δηλαδή η επιτάχυνση της παροχής ανά γωνία 
περιστροφής της αντλίας.  Τέλος θα υπολογίσουμε το ποσοστό του παλμού παροχής από την σχέση (1.51) 
και την παροχή της αντλίας για μία περιστροφή με την βοήθεια της σχέσης (1.22). 
 Οι υπολογισμοί θα γίνουν στο περιβάλλον Matlab, αφού πρώτα εισάγουμε τις τιμές του πίνακα 2.2 που 
παρουσιάστηκαν προηγουμένως.  
 Διευκρινίζεται ότι όλες οι τιμές είναι αδιαστατοποιημένες ως προς το πλάτος των τροχών για λόγους 
απλότητας, καθώς δεν επηρεάζεται η ανάλυση που γίνεται. Δεν θα συνέβαινε όμως το ίδιο στην περίπτωση 
που αντικείμενο  της μελέτης  ήταν ελικοειδείς οδοντώσεις, όπου η παράμετρος του πλάτους του οδοντωτού 
τροχού θα έπρεπε να ληφθεί υπόψη. Παραθέτουμε τα στοιχεία που υπολογίστηκαν, για τα συγκεκριμένα 
δεδομένα, στον πίνακα 2.3 που ακολουθεί. 

 
Μέγιστη τιμή παροχής ανά rad,   𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑎𝑥
 

= 107.8200 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑
 

Ελάχιστη τιμή παροχής ανά rad, 𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚𝑖𝑛
 

= 86.5604 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑
 

Ποσοστό παλμού παροχής επί της εκατό, 𝐷𝐴 = 10.9371 % 

Μέση τιμή παροχής ανά rad, 𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑚
 

= 100.1045 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑
 

Τυπική απόκλιση της παροχής ανά rad, 𝑑𝑉

𝑑𝜃𝑠
 

= 6.8311 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑
 

Παροχή που προσφέρει το κάθε ζεύγος, 𝑉𝜁 = 31.7762 𝑚𝑚2 

Παροχή αντλίας σε μία περιστροφή, 𝑉𝑡𝑜𝑡 = 317.7621 𝑚𝑚2 

Μέγιστη τιμή παράγοντα επιτάχυνσης, 𝑑2𝑉

𝑑𝜃2
𝑚𝑎𝑥

 
= 581.9597 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑2
 

Ελάχιστη τιμή παράγοντα επιτάχυνσης, 𝑑2𝑉

𝑑𝜃2
𝑚𝑖𝑛

 
= 3.2942 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑2
 

Ποσοστό παράγοντα επιτάχυνσης επί της εκατό, 𝐷𝐴2 = 98.8743 % 

Μέση τιμή παράγοντα επιτάχυνσης, 𝑑2𝑉

𝑑𝜃2
𝑚

 
= −8.6169 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑2
 

Τυπική απόκλιση παράγοντα επιτάχυνσης, 𝑑2𝑉

𝑑𝜃2
𝑠
 

= 118.2555 𝑚𝑚2

𝑟𝑎𝑑2
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.3 Στοιχεία παροχής προσεγγιστικού μοντέλου εξειλιγμένης 
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  Στα σχήματα που ακολουθούν απεικονίζεται το πώς εξελίσσονται τα μεγέθη συναρτήσει της γωνίας 

περιστροφής (σε 𝑟𝑎𝑑). 

 

ΣΧΗΜΑ 2.11 Τιμές των ακτίνων 𝑅1, 𝑅2 ανά 𝑟𝑎𝑑 περιστροφής για ένα ζεύγος 

 

 Στο πρώτο διάγραμμα παρακολουθείται, το πώς μεταβάλλονται οι τιμές των ακτίνων των τροχών που 
ενώνουν κάθε φορά το κέντρο τους με το σημείο επαφής. Λόγω ομοιότητας των οδοντωτών τροχών 
εξειλιγμένης, οι ακτίνες είναι συμμετρικές ως προς το σημείο κυλίσεως πάνω στην τροχιά επαφών. 
Επομένως όταν η ακτίνα του πρώτου τροχού θα πάρει την μέγιστη τιμή της κατά την έναρξη της εμπλοκής, 
η ακτίνα του δεύτερου θα πάρει την μικρότερη δυνατή τιμή της. Όταν η επαφή βρίσκεται στο σημείο 
κυλίσεως οι δύο ακτίνες είναι ίσες (σημείο τομής των δύο καμπυλών). Οι καμπύλες σταματάνε την στιγμή 
που ξεκινάει η συνεργασία του επόμενου ζεύγος. Η συνεργασία του πρώτου ζεύγους συνεχίζεται  για λίγο 
ακόμα, δεν καθορίζει  όμως πλέον την παροχή της αντλίας. 
 

 

ΣΧΗΜΑ 2.12 Παροχή ανά rad  περιστροφής για ένα ζεύγος 

 
 Στην συνέχεια στο δεύτερο διάγραμμα, φαίνεται η παροχή που προσφέρει το κάθε ζεύγος ανά γωνία 
περιστροφής (σε rad), η οποία έχει την μορφή παραβολής. Ξεκινώντας η διαδικασία της εμπλοκής του 
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ζεύγους των οδοντωτών τροχών, η παροχή λαμβάνει την ελάχιστη τιμή της, εξαιτίας του ότι ο παράγοντας 
διακύμανσης παίρνει την μέγιστη τιμή του. Στη συνέχεια αυξάνεται ομαλά έως ότου πάρει την μέγιστη τιμή 
της στο σημείο κυλίσεως των δύο τροχών, εκεί όπου οι ακτίνες είναι ίσες. Από εκείνο το σημείο κι έπειτα η 
παροχή αρχίζει και μειώνεται ομαλά έως την στιγμή που ξεκινάει η συνεργασία του επόμενου ζεύγους, όπου 
παροχή παίρνει απότομα την ελάχιστη τιμή της. Στην συνέχεια δημιουργείται ο επόμενος παλμός όμοιος με 
τον προηγούμενο. 
 
 

 

ΣΧΗΜΑ 2.13 Τιμή του παράγοντα ανά rad περιστροφής για ένα ζεύγος, που είναι υπεύθυνος για την δημιουργία 

του παλμού παροχής. 

 
 Στο τρίτο διάγραμμα παρατηρείται, το πώς εξελίσσεται ο παράγοντας διακύμανσης της παροχής, ο οποίος 
έχει ανάποδη μορφή από αυτήν του προηγούμενου διαγράμματος. Είναι προφανές ότι η μορφή των 
διαγραμμάτων καθορίζεται από τις τιμές των ακτίνων  𝑅1, 𝑅2 των δύο τροχών. 
 

 

ΣΧΗΜΑ 2.14 Παλμός παροχής που αντιστοιχεί σε τρία διαδοχικά ζεύγη 
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 Στο διάγραμμα δ) αναπαρίσταται ο παλμός παροχής για τρία διαδοχικά ζεύγη. Παρατηρείται, η απότομη 
μεταβολή της τιμής της παροχής την στιγμή που το 1ο ζεύγος πάει να τελειώσει την διαδικασία της 
συνεργασίας του, το επόμενο ζεύγος ξεκινάει την εμπλοκή του και καθορίζει αυτό την παροχή που στέλνουν 
οι τροχοί στην κατάθλιψη της αντλίας. Άρα στον τύπο της παροχής συμμετέχουν οι τιμές των ακτίνων του 
ζεύγους που μόλις ξεκίνησε την συνεργασία . Πρέπει να σημειωθεί ότι  αυτή η απότομη μεταβολή συμβαίνει 
διότι ο βαθμός επικάλυψης είναι μεγαλύτερος της μονάδας. Αν ήταν ακριβώς ίσος με την μονάδα, η 
καμπύλη θα ήταν ομαλή και θα υπήρχε πλήρης συμμετρία ως προς το σημείο κυλίσεως. 
 

 

ΣΧΗΜΑ 2.15 Παροχή που προσφέρει το κάθε ζεύγος ανά 𝑟𝑎𝑑  περιστροφής 

 
 Στο πέμπτο διάγραμμα φαίνεται  η τιμή της συνολικής παροχής που έχει στείλει η αντλία στην κατάθλιψη, 
ανά γωνία περιστροφής ενός ζεύγους. 
 

 

ΣΧΗΜΑ 2.16 Τιμές παράγοντα πίεσης ανά  rad περιστροφής για ένα ζεύγος 

 
Στο τελευταίο διάγραμμα, παρουσιάζεται η καμπύλη που ορίζει τις τιμές που παίρνει ο παράγοντας 
επιτάχυνσης. Η καμπύλη είναι φθίνουσα και παρουσιάζει μερικές ιδιομορφίες λίγο μετά την εμπλοκή του 
ζεύγους και λίγο πριν την απεμπλοκή του, λόγω της μορφής που έχει η κατατομή δοντιού από εξειλιγμένη 
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καμπύλη, αλλά και εξαιτίας της φοράς περιστροφής του συστήματος των οδοντωτών τροχών. Παρατηρείται 
και μία απότομη αύξηση του μέτρου του παράγοντα επιτάχυνσης, οριακά πριν την έναρξη της συνεργασίας 
του επόμενου ζεύγους, η οποία επηρεάζει σημαντικά την τυπική απόκλιση του . 
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3. ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΜΕΝΕΣ ΚΑΜΠΥΛΕΣ ΚΑΤΑΤΟΜΩΝ ΟΔΟΝΤΩΤΩΝ 

ΤΡΟΧΩΝ ΚΑΙ ΚΑΤΑΣΤΡΩΣΗ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΩΝ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΩΝ 

ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΠΑΡΟΧΗΣ 

 Ξεκινώντας την διαδικασία της βελτιστοποίησης αναφέρεται ότι οι κατατομές  που θα κατασκευαστούν, 

αποτελούν κατατομές συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών κλειστής τροχιάς επαφών. Αυτό έχει σαν 

αποτέλεσμα, όπως αναφέρθηκε και στο πρώτο κεφάλαιο, να μην υπάρχει επιστροφή του ρευστού από την 

κατάθλιψη στην αναρρόφηση. Κατά επέκταση, δεν εγκλωβίζεται καθόλου ρευστό κατά την συνεργασία των 

κατατομών, το οποίο αυξάνει τις αδρανειακές δυνάμεις κατά την περιστροφή του συστήματος. Αυτού του 

τύπου οι οδοντώσεις έχουν υποχρεωτικά βαθμό επικάλυψης ίσο με την μονάδα. 

 

3.1. ΓΕΝΙΚΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΩΝ ΔΟΝΤΙΩΝ 

 Οι οδοντώσεις που θα δημιουργηθούν, θα είναι συμμετρικές, το οποίο σημαίνει ότι το ύψος κεφαλής του 

δοντιού 𝑎, θα είναι ίσο με το ύψος ποδός του δοντιού 𝑏, θα ισχύει δηλαδή, 𝑎 = 𝑏. Προέκταση των ανωτέρω 

σε συνδιασμό με την θεωρία οδοντώσεως, είναι ότι το τμήμα BC (σχήμα 3.1) της κατατομής, μπορεί να 

δημιουργήσει μονοσήμαντα το τμήμα AB και αντίστροφα. Στους κώδικες λοιπόν, που θα αναπτυχθούν, 

μπορεί θα κατασκευαστεί το τμήμα BC και θα υπολογιστεί το AB με βάση τις συνθήκες που ισχύουν για την 

συνεργασία δύο κατατομών. Διευκρινίζεται ότι κατά την συνεργασία των δύο κατατομών το τμήμα BC του 

ενός τροχού συνεργάζεται με το τμήμα AB του άλλου τροχού και αντίστροφα. 

 Πρέπει να αναφερθεί ότι ο περιορισμός για συμμετρικά δόντια, θα καθορίζει αυτόματα και την ακτίνα 

ποδός, όπως είναι προφανές. 
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ΣΧΗΜΑ 3.1. Συμμετρικά δόντια κλειστής τροχιάς επαφών 

 

 Με βάση το παραπάνω σχήμα (3.1), το τμήμα ΑC αποτελεί την κατατομή συμμετρικής οδόντωσης κλειστής 

τροχιάς επαφών. Το σημείο Α είναι η τομή της κατατομής με την ακτίνα ποδός, το Β με την ακτίνα αρχικού 

κύκλου και το C με την ακτίνα κεφαλής. Οι γωνίες που σχηματίζουν τα AB και ΒC με την αρχή των αξόνων 

είναι ίσες, και συγκεκριμένα έχουν την τιμή  
𝜋

2𝛧
, εφόσον η γωνία που αντιστοιχεί στο μισό δόντι είναι  

𝜋

𝛧
. 

 Ανεξάρτητα της καμπύλης που χρησιμοποιείται σε κάθε περίπτωση, για να υπολογιστεί το τμήμα BC της 

κατατομής πρέπει να είναι γνωστές οι  συντεταγμένες των σημείων B και C, τα οποία είναι σταθερά για κάθε 

αριθμό δοντιών 𝑍 (ορίζει την γωνία που σχηματίζουν τα αντίστοιχα σημεία με τον κατακόρυφο άξονα). 

 Οι συντεταγμένες του σημείου C, είναι: 

 

(𝐶) = (0, 𝑅𝑘) 

 

(3.1) 

     

 

Και του B υπολογίζονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 

 

                                                                  𝑥𝐵 = −𝑅𝜊 sin (
𝜋

2𝑍
)  

(3.2) 

                                                             𝑦𝐵 = 𝑅𝑜 cos (
𝜋

2𝑍
) (3.3) 
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Όπου 𝛧, είναι ο αριθμός δοντιών του οδοντωτού τροχού. 

 Επιπλέον, λόγω αστάθειας της τροχιάς επαφών η κλίση στο σημείο Β δεν θα πρέπει  ξεπερνάει την τιμή της 

εφαπτομένης των 70𝜊 . Αυτός ο περιορισμός πρέπει να ληφθεί υπόψη στις καμπύλες των κυβικών 

πολυωνύμων και Bezier, ώστε να αποφεχθούν μη αποδεκτές γεωμετρίες. Στον ημιτονοειδή κανόνα δεν 

χρειάζεται ο παραπάνω περιορισμός, καθώς η μορφή της καμπύλης είναι δεδομένη και δεν ξεπερνάει την 

εν λόγο τιμή. Δεν συμβαίνει το ίδιο όμως και στις άλλες δύο περιπτώσεις όπου μπορεί να δημιουργηθούν 

καμπύλες που έχουν κλίση στο Β ακόμη και ίση με την εφαπτομένη των 90𝜊. 

 

 Τα δεδομένα που θα χρησιμοποιηθούν, με βάση το  μοντέλο που κατασκευάστηκε είναι η ακτίνα κεφαλής, 

𝑅𝑘 = 19.47 𝑚𝑚  και η απόσταση αξόνων, 𝛼12 = 32.94 𝑚𝑚 . Με βάση, λοιπόν, την απόσταση αξόνων 

μπορεί να καθοριστεί η ακτίνα βασικού κύκλου, που είναι ίση με την απόσταση του κέντρου του τροχού 

από το σημείο κυλίσεως για αυτούς τους οδοντωτούς τροχούς. Οπότε, 𝑅𝑜 =
𝑎12

2
= 16.47 𝑚𝑚. 

 

3.1.1. ΗΜΙΤΟΝΟΕΙΔΗΣ ΚΑΝΟΝΑΣ ΠΟΥ ΠΑΡΑΓΕΙ ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΟΔΟΝΤΩΤΟΥ ΤΡΟΧΟΥ 

 Στην περίπτωση αυτή, κατασκευάζεται αρχικά ο ημιτονοειδής κανόνας ο οποίος παράγει αντίστοιχη 

κατατομή και η εξίσωση των συντεταγμένων του δίνεται από την παρακάτω σχέση, για την περίπτωση των 

συμμετρικών οδοντώσεων: 

 

𝑦 = 𝛼 cos (
𝑍

𝑅𝑜
𝑥) 

 

(3.4) 

 

Όπου (𝑥, 𝑦), είναι οι συντεταγμένες των σημείων του κανόνα, 𝛼 το ύψος κεφαλής (ή ποδός αφού είναι ίσα), 

𝛧 ο αριθμός δοντιών του τροχού και 𝑅𝜊 ο αρχικός κύκλος του τροχού. 

 

 Εισάγονται τα δεδομένα από το πραγματικό μοντέλο και κατασκευάζεται πίνακας, ο οποίος περιέχει τον 

αριθμό δοντιών του τροχού για τα οποία θα κατασκευαστεί κατατομή. Για κάθε αριθμό δοντιού θα έχουμε 

μία και μόνο καμπύλη, καθώς η μορφή που έχει ο κανόνας είναι δεδομένη (η μοναδική παράμετρος είναι ο 

αριθμός δοντιών), όπως αναφέρθηκε, σε αντίθεση με τις άλλες δύο περιπτώσεις και δεν μπορεί να γίνει 

κάποιου τύπου παραμετροποίηση. 

 Υπολογίζονται οι συντεταγμένες του κανόνα για τα παραπάνω δεδομένα και για το τμήμα BC της 

κατατομής. Παράλληλα μετατοπίζονται τα σημεία ώστε το τελευταίο σημείο του κανόνα να ταυτίζεται με το 

σημείο C της κατατομής. Διευκρινίζεται ότι κεντρικό σύστημα συντεταγμένων είναι το σημείο κυλίσεως των 

συνεργαζόμενων κατατομών. Χρειάζεται να βρεθεί και η κλίση κάθε σημείου του κανόνα, ώστε να 

υπολογιστεί η μετατόπιση του κανόνα από την σχέση (1.5). 

 Στην συνέχεια υπολογίζεται η γωνία στροφής 𝜃 του τροχού από την σχέση 𝐾 = 𝜃𝑅𝑜. Μπορούν πλέον να 

κατασκευαστούν οι επιθυμητές καμπύλες για την κατατομή του πρώτου τροχού (σχέσεις (1.8) και (1.9)), του 

συνεργαζόμενου (σχέσεις(1.10) και (1.11)), καθώς και της τροχιάς επαφών (σχέσεις (1.1)). 

 Από τα παραπάνω προκύπτει το ακόλουθο διάγραμμα για αριθμό δοντιών ίσο με 6. 
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ΣΧΗΜΑ 3.2. Σύστημα συνεργαζόμενων κατατομών που παράγονται από ημιτονοειδή κανόνα για 𝛧 = 6 𝛿ό𝜈𝜏𝜄𝛼 

 

  Στο σχήμα 3.2 απεικονίζονται οι κατατομές των συνεργαζόμενων τροχών που δημιουργεί ημιτονοειδής 

κανόνας για 6 δόντια καθώς και η τροχιά επαφών που είναι αποτέλεσμα της συνεργασίας τους, δηλαδή τα 

σημεία επαφής. 

 

3.1.2. ΥΠΟΛΓΙΣΜΟΣ ΚΑΤΑΤΟΜΗΣ ΟΔΟΝΤΩΤΟΥ ΤΡΟΧΟΥ ΑΠΟ ΚΥΒΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ 

 Έστω το ακόλουθο κυβικό πολυώνυμο (δηλαδή 3ου βαθμού): 

 

𝑦 = 𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 

 

(3.5) 

   

Όπου (𝑥, 𝑦), οι συντεταγμένες του πολυωνύμου, και 𝛼3, 𝛼2, 𝛼1, 𝛼0 οι συντελεστές του. 

 Η πρώτη παράγωγος του πολυωνύμου ως προς 𝑥 δίνεται από την σχέση: 

 

                                                        
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑎3𝑥

2 + 2𝑎2𝑥 + 𝑎1      (3.6) 

 

Εφόσον η τροχιά επαφών είναι κλειστού τύπου, η κλίση του σημείου C είναι μηδέν, ισχύει δηλαδή  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

στο 𝐶 = (0, 𝑅𝑘) , από την (3.6) προκύπτει, 𝛼1 = 0. Επίσης αντικαθιστώντας τις συντεταγμένες του 

σημείου 𝐶 στην εξίσωση (3.5), είναι, 𝑎0 = 𝑅𝑘. Αλλάζοντας τις τιμές των συντελεστών που υπολογίστηκαν 

στην εξίσωση (3.5) και βάζοντας τις συντεταγμένες του σημείου 𝛣 = (𝑥𝐵, 𝑦𝛣), έχουμε: 

 

𝑦𝛣 = 𝑎3𝑥𝐵
3 + 𝑎2𝑥𝐵

2 + 𝑅𝑘 (3.7) 
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Και λύνοντας ως προς τον συντελεστή 𝛼2 του πολυωνύμου, προκύπτει τελικά: 

 

                                                                      𝑎2 =
𝑦𝐵−𝑅𝑘−𝑎3𝑥𝐵

3

𝑥𝐵
3       (3.8) 

 

Ο μόνος άγνωστος που υπάρχει τώρα στο πολυώνυμο είναι ο συντελεστής 𝛼3, ο οποίος θα είναι και η 

παράμετρος που θα μεταβάλλεται, ώστε να δημιουργηθεί πλήθος κατατομών συνεργαζόμενων οδοντωτών 

τροχών από κυβικά πολυώνυμα, για κάθε αριθμό δοντιών. Επισημαίνεται ότι αυτός ο παράγοντας του 

πολυωνύμου καθορίζει και την κλίση που θα έχει στο αρχικό σημείο 𝛣, η καμπύλη που δημιουργείται. 

 

 Ξεκινώντας, εισάγονται τα δεδομένα από το πραγματικό μοντέλο, καθώς και η μέγιστη κλίση που θα έχει η 

κατατομή του κινητήριου τροχού στο σημείο 𝐵 . Υπολογίζονται τα υπόλοιπα στοιχεία που θα χρειαστούν 

και εισάγεται πίνακας με τον αριθμό δοντιών για τα οποία θα υπολογιστούν κατατομές. Επιλέγεται το πόσο 

πυκνή θα είναι διαμέριση για τον συντελεστή του πολυωνύμου που χρησιμοποιείται σαν παράμετρος, (𝛼3). 

 Το εύρος του διαστήματος 𝑥, ξεκινάει από το 𝑥𝐵  και τελειώνει στο μηδέν, οπότε αντικαθιστώντας στην 

σχέση (3.7) παίρνουμε τις συντεταγμένες της κατατομής. 

 Μπορούμε, επίσης να βρούμε και την κλίση του κάθε σημείου της κατατομής, είτε παραγωγίζοντας την 

γενική εξίσωση που μας δίνει την κατατομή και αντικαθιστώντας, είτε μέσω πεπερασμένων διαφορών. Αυτό 

χρειάζεται για να υπολογιστούν τα κάθετα διανύσματα του κάθε σημείου και στην συνέχεια, σύμφωνα με 

την ενοποιημένη θεωρία οδοντώσεως να βρεθεί η τροχιά επαφών και η συνεργαζόμενη κατατομή. 

 Η διαδικασία είναι ακριβώς ίδια με αυτήν που περιγράφεται στο κεφάλαιο 1.2.2 αρκεί να 

μετασχηματιστούν οι εξισώσεις, ώστε η συνεργασία των δύο κατατομών να λαμβάνει χώρα στο επίπεδο 𝑥𝑦. 

 Αντικαθιστώντας, τις συντεταγμένες της κατατομής του κινητήριου τροχού και τα κάθετα διανύσματα στις 

σχέσεις (1.12 έως 1.17) και επιλύοντας με την σειρά που παρουσιάζονται στο αντίστοιχο κεφάλαιο, 

υπολογίζονται οι συντεταγμένες για τις υπόλοιπες καμπύλες που χρειαζόμαστε για τους υπολογισμούς των 

στοιχείων παροχής. 

 Διευκρινίζουμε ότι επειδή η τροχοί είναι όμοιοι για αυτού του τύπου τις αντλίες, η σχέση μετάδοσης 

κίνησης, είναι ίση με την μονάδα.  

 Ακολουθεί σχήμα με τις συνεργαζόμενες κατατομές για οδοντωτό τροχό με 6 δόντια και γωνία κλίσης 

αρχικού σημείου 𝛣 , ίση με 62.09𝜊 . Κέντρο του συστήματος συντεταγμένων θεωρείται ο άξονας 

περιστροφής του κινητήριου τροχού.  
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ΣΧΗΜΑ 3.3. Σύστημα συνεργαζόμενων κατατομών από κυβικά πολυώνυμα για 𝛧 = 6 και 𝜅𝜆ί𝜎𝜂 = 62.09𝑜  

 

3.1.3. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΚΑΤΑΤΟΜΗΣ ΟΔΟΝΤΩΤΟΥ ΤΡΟΧΟΥ ΑΠΟ ΚΑΜΠΥΛΕΣ BEZIER 

 Οι καμπύλες Bezier ή αλλιώς Bezier-Berstein, είναι ένας απλός τρόπος, ώστε να προσεγγιστεί μία 

γεωμετρική μορφή χρησιμοποιώντας συγκεκριμένα σημεία ελέγχου (control points). Μία βασική ιδιότητα 

των καμπύλων Bezier είναι ότι ξεκινάει από το πρώτο σημείο ελέγχου και τερματίζει στο τελευταίο. Επίσης, 

το πρώτο και το τελευταίο σημείο καθορίζουν την κλίση της καμπύλης στο πρώτο και στο τελευταίο σημείο 

αντίστοιχα. 

 Θεωρώντας 𝛮 + 1 σημεία ελέγχου και 𝑟𝑖⃗⃗ = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ένα σημείο από αυτά, η καμπύλη Bezier δίνεται από τις 

εξισώσεις: 

 

                                                                  𝑥(𝑡) = ∑ 𝑥𝑖𝐶𝑖(𝑡)
𝑁
𝑖=0       (3.9) 

 

 

Και: 

 

                                                                  𝑦(𝑡) = ∑ 𝑦𝑖𝐶𝑖(𝑡)
𝑁
𝑖=0    (3.10) 

 

Όπου: 

 

                                                        [

𝐶𝑜(𝑡)

𝐶1(𝑡)
⋮

𝐶𝑁(𝑡)

] = [

𝑚0,0 𝑚0,1 … 𝑚0,𝑁

𝑚1,0 𝑚1,1

⋮ ⋮

…
⋮

𝑚1,𝑁

⋮
𝑚𝑁,0 𝑚𝑁,1 … 𝑚𝑁,𝑁

] [

𝑡0

𝑡1

⋮
𝑡𝑁

]       

 

(3.11) 
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Και : 

 

                                              𝑚𝑖,𝑗 = (−1)𝑗−𝑖 (
𝑁
𝑗
) (

𝑗
𝑖
) 

                                               (3.12) 

 

 Η παράμετρος 𝑡 ,  παίρνει τιμές στο διάστημα [0,1] , οπότε για 𝑡 = 0  προκύπτει το πρώτο σημείο της 

καμπύλης Bezier και για 𝑡 = 1 το τελευταίο. 

 Στην εφαρμογή μας θα χρησιμοποιηθούν τέσσερα σημεία ελέγχου οπότε το μητρώο της σχέσης (3.11), 

διαμορφώνεται ως εξής: 

 

                                               

[
 
 
 
𝐶𝑜(𝑡)

𝐶1(𝑡)

𝐶2(𝑡)

𝐶3(𝑡)]
 
 
 

= [

   1 −3
0 3

3
−6

−1
3

0 0 3 −3
0 0 0 1

] [

𝑡0

𝑡1

𝑡2

𝑡3

] 

 

(3.13) 

 

Οπότε, με βάση τις σχέσεις (3.9) και (3.10) υπολογίζονται οι παραμετρικές σχέσεις που μας δίνουν τις 

συντεταγμένες της καμπύλης Bezier, οι οποίες είναι: 

 

𝑥(𝑡) = (1 − 3𝑡 + 3𝑡2 − 𝑡3)𝑥0 + (3𝑡 − 6𝑡2 + 3𝑡3)𝑥1 + (3𝑡2 − 3𝑡3)𝑥2 + (𝑡3)𝑥3 (3.14) 

 

Και: 

 

𝑦(𝑡) = (1 − 3𝑡 + 3𝑡2 − 𝑡3)𝑦0 + (3𝑡 − 6𝑡2 + 3𝑡3)𝑦1 + (3𝑡2 − 3𝑡3)𝑦2 + (𝑡3)𝑦3 (3.15) 

 

 Θα χρειαστεί να βρεθούν και οι παράγωγοι αυτών των εξισώσεων, ώστε να υπολογιστούν τα κάθετα 

διανύσματα των σημείων των καμπύλων Bezier. Επίσης, μέσω των παραγώγων θα γίνει εισαγωγή του 

περιορισμού για την κλίση στο αρχικό σημείο 𝛣, της κατατομής. Υπολογίζονται, λοιπόν, οι παράγωγοι, οι 

οποίες είναι: 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (−3 + 6𝑡 − 3𝑡2)𝑥0 + (3 − 12𝑡 + 9𝑡2)𝑥1 + (6𝑡 − 9𝑡2)𝑥2 + (3𝑡2)𝑥3 

(3.16) 

 

Και: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (−3 + 6𝑡 − 3𝑡2)𝑦0 + (3 − 12𝑡 + 9𝑡2)𝑦1 + (6𝑡 − 9𝑡2)𝑦2 + (3𝑡2)𝑦3 

(3.17) 

 

 Η διαδικασία της κατασκευής κατατομών, συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών από καμπύλες Bezier, 

ξεκινάει εισάγοντας τα δεδομένα που υπολογίστηκαν από το πραγματικό μοντέλο, καθώς και τον αριθμό 

δοντιών για τα οποία θα παραχθούν καμπύλες κατατομών.  

 Στην συνέχεια πρέπει να οριστούν τα σημεία ελέγχου που θα χρησιμοποιηθούν, ώστε να κατασκευαστούν 

οι κατατομές από καμπύλες Bezier. Έστω ότι αυτά είναι τα 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 . Προφανώς το αρχικό σημείο 
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ελέγχου ταυτίζεται με το αρχικό σημείο της κατατομής 𝑃0 = 𝐵  και το τελευταίο σημείο ελέγχου, με το 

τελευταίο σημείο της κατατομής 𝑃3 = 𝐶 αντίστοιχα, οπότε θα ισχύουν: 

 

                                                𝑃0 = (−𝑅𝜊 sin (
𝜋

2𝑍
) ,𝑅𝑜 cos (

𝜋

2𝑍
) ) (3.18) 

 

Και: 

 

                                                                              𝑃3 = (0, 𝑅𝐾)      (3.19) 

 

Για το προτελευταίο σημείο ελέγχου είναι γνωστό ότι καθορίζει την κλίση του τελευταίου σημείου και 

παράλληλα ότι για να έχουμε κλειστή τροχιά επαφών, το τελευταίο σημείο πρέπει να έχει μηδενική κλίση, 

οπότε το σημείο ελέγχου 𝑃2, θα κινείται πάνω στην οριζόντια ευθεία που διέρχεται από το 𝑃3 και είναι 

παράλληλη στον 𝑥 άξονα. Επίσης, τα όρια από τα οποία το προτελευταίο σημείο ελέγχου παίρνει τιμές, 

καθορίζουν οι τετμημένες των σημείων 𝑃0 και 𝑃3. Διαμερίζοντας το διάστημα που δημιουργείται σε ίσα 

υποδιαστήματα, προκύπτει ένα πλήθος πιθανών τιμών για το σημείο ελέγχου 𝑃2. Το πλήθος των τιμών 

εξαρτάται από το σε πόσα υποδιαστήματα θα χωριστεί το διάστημα τιμών του 𝑃2. 

 Στο επόμενο σχήμα, 3.4 διακρίνονται τα παραπάνω σημεία ελέγχου για αριθμό δοντιών ίσο με 6. 

 

 

ΣΧΗΜΑ 3.4  Οι τιμές που παίρνουν τα σημεία ελέγχου 𝑃2, 𝑃0 και 𝑃3 

 

 Χωρίζονται οι κατακόρυφες ευθείες που ορίζουν οι τετμημένες των πιθανών τιμών  του 𝑃2  σε ίσα 

υποδιαστήματα με όρια τις τεταγμένες των σημείων 𝑃0  και 𝑃3  αντίστοιχα. Με αυτόν τον τρόπο 

κατασκευάζεται μία περιοχή τιμών τις οποίες μπορεί να πάρει το δεύτερο σημείο ελέγχου 𝑃1. Ο χώρος αυτός 

φαίνεται στο σχήμα 3.5 που ακολουθεί, για αριθμό δοντιών ίσο με 6. 
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ΣΧΗΜΑ 3.5 Οι τιμές που παίρνει το σημείο ελέγχου 𝑃1 

 

 Αυτό το πλήθος τιμών για τα σημεία ελέγχου 𝑃1 και 𝑃2, δίνει την δυνατότητα να κατασκευαστεί ένας αρκετά 

μεγάλος αριθμός καμπύλων Bezier, ο οποίος αριθμός μπορεί να αυξηθεί όσο αυξάνεται ο αριθμός των 

υποδιαστημάτων. 

 Έχουμε την δυνατότητα να υπολογίσουμε καμπύλες Bezier για όλους τους συνδυασμούς των εικονιζόμενων 

σημείων 𝑃1, επειδή όμως η καμπύλη Bezier που θα κατασκευάζεται κάθε φορά αντιστοιχεί σε κατατομή 

οδοντωτού τροχού, υπάρχουν κάποιοι περιορισμοί. Απορρίπτονται, λοιπόν όσα βρίσκονται κάτω από την 

ευθεία που ενώνει τα 𝑃0 και 𝑃3, καθώς επίσης και εκείνα τα σημεία ελέγχου 𝑃1 τα οποία δίνουν κλίση στο 

αρχικό σημείο της κατατομής μεγαλύτερη από αυτήν των 70𝜊. Επίσης, υπάρχει και ο περιορισμός ότι το 

σημείο ελέγχου 𝑃1, πρέπει να βρίσκεται αριστερά ή κάθετα του 𝑃2, αλλιώς δημιουργούνται  μη αποδεκτές 

γεωμετρίες κατατομών. 

 Αντικαθιστώντας τα σημεία ελέγχου στις εξισώσεις (3.14) και (3.15) και δίνοντας τιμές στην παράμετρο 𝑡 

από το διάστημα [0,1] κατά αύξουσα σειρά, κατασκευάζεται η κατατομή οδοντωτού τροχού από καμπύλη 

Bezier, διαφορετική κάθε φορά, ανάλογα με τον συνδυασμό των τιμών για τα 𝑃1  και 𝑃2  που 

χρησιμοποιείται. 

 Παράλληλα υπολογίζονται από τις εξισώσεις (3.16) και (3.17) οι κλίσεις των σημείων της κατατομής, ώστε 

στην συνέχεια, με βάση την ενοποιημένη θεωρία οδοντώσεως, να βρεθούν η τροχιά επαφών και η κατατομή 

του συνεργαζόμενου τροχού, όπως έγινε και στην περίπτωση του  κυβικού πολυωνύμου. 

 Παρουσιάζεται στο επόμενο σχήμα το σύστημα συνεργαζόμενων κατατομών για αριθμό δοντιών ίσο με 6, 

μιας τυχαίας καμπύλης Bezier η οποία έχει κλίση στο αρχικό σημείο 𝛣 ίση με 51.41𝜊. Και στην περίπτωση 

κατασκευής κατατομών από καμπύλες Bezier, λαμβάνεται σαν κεντρικό σύστημα συντεταγμένων, ο άξονας 

περιστροφής του κινητήριου τροχού.  
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ΣΧΗΜΑ 3.6 Σύστημα συνεργαζόμενων κατατομών από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 6 και 𝜅𝜆ί𝜎𝜂 = 51.41𝑜 

 

3.2. ΓΕΝΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΑΡΟΧΗΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΚΩΝ ΟΔΟΝΤΩΣΕΩΝ 

 Στην ανάλυση που γίνεται με σκοπό να βελτιστοποιηθεί γραναζωτή αντλία εξειλιγμένων οδοντώσεων, 

υπάρχουν σταθερά γεωμετρικά στοιχεία τα οποία περιορίζουν τις  βελτιστοποιημένες οδοντώσεις που 

υπολογίζονται, ορίζουν δηλαδή σε μεγάλο βαθμό την γεωμετρική μορφή που θα έχουν. Αυτά τα στοιχεία 

είναι η ακτίνα κεφαλής 𝑅𝐾 και η απόσταση αξόνων 𝛼12, η οποία  καθορίζει την ακτίνα στον αρχικό κύκλο 

𝑅𝜊. Από αυτά τα δεδομένα προκύπτει ένα ακόμα σταθερό στοιχείο, το ύψος κεφαλής 𝑎, το οποίο είναι ίδιο 

για όλες τις οδοντώσεις που παράγονται. Επιπλέον, εφόσον έχει γίνει η παραδοχή ότι οι βέλτιστες 

οδοντώσεις που υπολογίζονται, είναι συμμετρικές, είναι γνωστό και το ύψος ποδός, που είναι ίσο με το 

ύψος κεφαλής. 

 Όλα τα παραπάνω δίνουν την δυνατότητα να υπολογιστεί εκ των προτέρων το ποσοστό του βέλτιστου 

παλμού παροχής (επί τις εκατό), που μπορεί να προκύψει από τις βέλτιστες οδοντώσεις, είναι δηλαδή 

καθορισμένος από τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της αντλίας, όπως αυτά αναφέρθηκαν. 

  Για να βρεθεί ο παλμός, υπολογίζεται πρώτα η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της παροχής ανά 𝑟𝑎𝑑 

περιστροφής από τις σχέσεις (1.31) και (1.32). Αντικαθιστώντας στην σχέση (1.51), προκύπτει το βέλτιστο 

ποσοστό του παλμού παροχής (%), που μπορεί να υπάρξει, για όλες τις καμπύλες που εξετάζονται. Το 

ποσοστό αυτό είναι: 
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                                                 𝑚𝑖𝑛𝐷𝐴 = 4.36% (3.20) 

 

Στην καμπύλη του ημιτόνου, για κάθε αριθμό δοντιών υπολογίζεται μόνο μία καμπύλη κατατομής, λόγω της 

καθορισμένης μορφής της. Δεν συμβαίνει, όμως, το ίδιο και με τα κυβικά πολυώνυμα και τις καμπύλες 

Bezier, οι οποίες εξαιτίας της ευελιξίας τους και της δυνατότητας παραμετροποίησής τους, για κάθε αριθμό 

δοντιών, δίνουν  ένα αρκετά μεγάλο πλήθος βέλτιστων κατατομών. Το πλήθος αυτό εξαρτάται σε κάθε 

περίπτωση από τις διαμερίσεις που γίνονται στις αντίστοιχες παραμέτρους, αλλά και από την γεωμετρική 

μορφή της αντίστοιχης καμπύλης. 

 Προφανώς οι καμπύλες που υπολογίζονται δεν είναι όλες βέλτιστες, καθώς μπορεί να έχουν παλμό 

μεγαλύτερο από τον βέλτιστο της σχέσης  (3.20). Μπορεί να έχουν  παλμό, ακόμη και μεγαλύτερο από αυτόν 

που υπολογίστηκε στο πραγματικό μοντέλο, ανάλογα με την τροχιά επαφών που δημιουργείται από το 

σύστημα συνεργαζόμενων κατατομών, κάθε φορά. 

 Για να γίνουν κατανοητά τα παραπάνω θα χρησιμοποιηθεί η σχέση (1.50), στην οποία  παράμετροι  είναι η 

μέγιστη και η ελάχιστη τιμή, του αθροίσματος των τετραγώνων των ακτίνων 𝑅1 και 𝑅2. Η ελάχιστη τιμή είναι 

υποχρεωτικά ίδια για όλες τις κατατομές και λαμβάνεται όταν η επαφή των συνεργαζόμενων κατατομών 

βρίσκεται στο σημείο κυλίσεως, όπου 𝑅1 = 𝑅2 = 𝑅0 . Για αυτό το σημείο, η απόσταση από το σημείο 

κυλίσεως είναι μηδενική. Η μέγιστη τιμή του παράγοντα που αναφέρθηκε, αν η οδόντωση είναι βέλτιστη, 

έχει δηλαδή παλμό παροχής ίσο με 4.36%,  λαμβάνεται κάθε φορά που το σημείο επαφής βρίσκεται στην 

ακτίνα κεφαλής του ενός τροχού και στη ακτίνα ποδός του συνεργαζόμενου τροχού, είναι δηλαδή 𝑅1 = 𝑅𝐾 

και 𝑅2 = 𝑅𝑓  ή αντίστροφα. Το σημείο αυτό απέχει από το σημείο κυλίσεως απόσταση ίση με το ύψος 

κεφαλής του δοντιού. Αν η τροχιά επαφών τυχαίας κατατομής (από αυτές που υπολογίζονται), έχει κάποιο 

σημείο επαφής, το οποίο έχει απόσταση από το σημείο κυλίσεως μεγαλύτερη από το ύψος κεφαλής, τότε η 

κατατομή δεν είναι βέλτιστη καθώς ο παράγοντας  (𝑅1
2(𝜃) + 𝑅2

2(𝜃))
𝑚𝑎𝑥

 παίρνει μεγαλύτερη τιμή από 

την ελάχιστη δυνατή. 

 Τα παραπάνω εξηγούνται γραφικά αν θεωρηθεί σύστημα συντεταγμένων με κέντρο το σημείο κυλίσεως 

των συνεργαζόμενων κατατομών και σχεδιαστεί κύκλος ακτίνας ίσης με το ύψος κεφαλής. Επιλέγεται το 

άνω αριστερά τεταρτημόριο, καθώς το τμήμα της τροχιάς επαφών που χρησιμοποιείται για την ανάλυση  

απεικονίζεται σε αυτόν τον χώρο. Τα υπόλοιπα τμήματα της τροχιάς επαφών είναι πλήρως συμμετρικά ως 

προς τον οριζόντιο και τον κατακόρυφο άξονα. Η περιφέρεια, λοιπόν του κύκλου  οριοθετεί, μια περιοχή, 

δηλαδή, έναν κυκλικό τομέα. Σχεδιάζοντας την τροχιά επαφών μιας τυχαίας κατατομής, ελέγχεται αν 

βρίσκεται εσωτερικά του κυκλικού τομέα που έχει δημιουργηθεί. Αν είναι όντως εσωτερικά της περιφέρειας 

που ορίζει ο κύκλος, τότε η κατατομή είναι βέλτιστη, αν τμήματα της τροχιάς επαφών βρίσκονται έξω από 

τον κυκλικό τομέα τότε η κατατομή έχει παλμό παροχής μεγαλύτερο του βέλτιστου και συγκεκριμένα 

καθορίζεται από το σημείο επαφής που έχει την μεγαλύτερη απόσταση από το σημείο κυλίσεως. 
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ΣΧΗΜΑ 3.7 Γραφικός έλεγχος τροχιάς επαφών 

 

 Στο παραπάνω σχήμα φαίνονται όσα αναφέρθηκαν. Σχεδιάζεται κύκλος ακτίνας ίσης με το ύψος κεφαλής 

και ελέγχονται τυχαίες κατατομές άμα βρίσκονται εσωτερικά ή εξωτερικά του κυκλικού τομέα. Η κατατομή 

με το μπλε χρώμα αποτελεί βέλτιστη κατατομή, καθώς βρίσκεται πλήρως εσωτερικά του οριοθετημένου 

χώρου, ενώ η καμπύλη με το κόκκινο χρώμα δεν είναι βέλτιστη, καθώς είναι αρκετά απομακρυσμένη. 

 

3.2.1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΑΡΟΧΗΣ ΑΝΤΛΙΑΣ ΜΕ ΔΟΝΤΙΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΖΕΤΑΙ  ΑΠΟ ΗΜΙΤΟΝΟΕΙΔΗ 

ΚΑΝΟΝΑ 

Αναφέρθηκε και προηγουμένως ότι η καθορισμένη γεωμετρική μορφή αυτής της περίπτωσης δεν μας 

προσφέρει ευελιξία, ώστε να παραμετροποιηθεί με κάποιον τρόπο η καμπύλη της κατατομής και να υπάρχει 

πλήθος επιλογών για κάθε αριθμό δοντιών, όπως συμβαίνει στις άλλες δύο περιπτώσεις. 

 Παρά όλα αυτά, όμως, επειδή και η περίπτωση της συγκεκριμένης κατατομής υπακούει στις γενικές αρχές 

των συμμετρικών οδοντώσεων κλειστής τροχιάς επαφών, δίνει για χαμηλούς αριθμούς δοντιών βέλτιστο 

παλμό παροχής, σύμφωνα με την σχέση (3.20). Συγκεκριμένα, αποδεκτές κατατομές  υπάρχουν για αριθμό 

δοντιών έως 5.  Προφανώς δεν μπορεί να γίνει κάποια επιλογή ως προς τον παράγοντα επιτάχυνσης, λόγω 

μοναδικότητας της κάθε κατατομής για τον αντίστοιχο αριθμό δοντιών. 

 Παρουσιάζονται στην συνέχεια οι βέλτιστες κατατομές που παράγονται από ημιτονοειδή κανόνα, μαζί με 

τις καμπύλες της παροχής και του παράγοντα επιτάχυνσης ανά rad περιστροφής. 
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ΣΧΗΜΑ 3.8 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής ημιτονοειδούς κανόνα για 𝛧 = 2 
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ΣΧΗΜΑ 3.9 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής ημιτονοειδούς κανόνα για 𝛧 = 3 

 

 
ΣΧΗΜΑ 3.10 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής ημιτονοειδούς κανόνα για 𝛧 = 4 
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ΣΧΗΜΑ 3.11 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής ημιτονοειδούς κανόνα για 𝛧 = 5 

 

 Παρατηρείται στα παραπάνω διαγράμματα το πόσο ομαλά εξελίσσονται τα στοιχεία παροχής συναρτήσει 

της γωνίας περιστροφής, το οποίο οφείλεται στην συμμετρία της υπερβατικής συνάρτησης που 

χρησιμοποιείται για την κατασκευή αντίστοιχης κατατομής, αλλά κυρίως στον χαμηλό αριθμό δοντιών. Για 

μεγαλύτερους αριθμούς δοντιών, οι καμπύλες των στοιχείων παροχής μετατοπίζονται ως προς τον 

κατακόρυφο άξονα.  

 Στην μελέτη που γίνεται, για μηδενική γωνία περιστροφής, το σημείο επαφής βρίσκεται στην κορυφή του 

δοντιού του κινητήριου τροχού, βρίσκεται δηλαδή στον κατακόρυφο άξονα που ενώνει τα κέντρα των δύο 

τροχών και έχει απόσταση ίση με 𝑅𝐾 από το κέντρο του τροχού  και 𝑅𝑓 από το κέντρο του συνεργαζόμενου 

τροχού. Η συνεργασία σταματάει (άρα και οι καμπύλες που φαίνονται στα παραπάνω διαγράμματα), όταν 

σημείο επαφής είναι το σημείο κυλίσεως των συνεργαζόμενων κατατομών,  επί της τροχιάς επαφών. 

 

3.2.2.   ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΑΡΟΧΗΣ ΑΝΤΛΙΑΣ ΜΕ ΔΟΝΤΙΑ  ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΖΕΤΑΙ  ΑΠΟ ΚΥΒΙΚΟ 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ 
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Στην συγκεκριμένη περίπτωση, παράγονται κατατομές από κυβικά πολυώνυμα, και γίνεται 

παραμετροποίηση ως προς τον συντελεστή που αναφέρεται στην μεταβλητή της μεγαλύτερης δύναμης του 

πολυωνύμου, δηλαδή, τον συντελεστή 𝛼3. 

 Αυτή η παραδοχή  δίνει την δυνατότητα να κατασκευάζεται μεγάλο πλήθος κατατομών με βέλτιστο παλμό 

παροχής για κάθε αριθμό δοντιών. Παρά όλα αυτά όμως δεν γίνεται να παραχθούν βέλτιστες κατατομές για 

όλους τους αριθμούς δοντιών καθώς από έναν αριθμό και μετά η τροχιά επαφών που δημιουργείται από 

την συνεργασία των 2 κατατομών ξεπερνάει την περιφέρεια του κύκλου που οριοθετεί την βέλτιστη τροχιά 

επαφών. 

 Με βάση τους περιορισμούς που έχουν γίνει ώστε να υπάρχουν αποδεκτές κατατομές που 

αντιπροσωπεύουν συνεργαζόμενους οδοντωτούς τροχούς (να ικανοποιείται, δηλαδή, ο βασικός νόμος 

οδοντώσεως και η μέγιστη κλίση της καμπύλης στο αρχικό σημείο να μην ξεπερνά τις 70𝜊 ), υπολογίζεται 

μια μέγιστη και μια ελάχιστη τιμή για τον συντελεστή 𝛼3. Στην συνέχεια αυτό το διάστημα υποδιαιρείται σε 

999  ίσα υποδιαστήματα. Δημιουργούνται, επομένως 1000 τιμές για τον συντελεστή, οι οποίες θα 

κατασκευάσουν 1000 υποψήφιες διαφορετικές κατατομές για κάθε αριθμό δοντιών. 

  Οι κατατομές ελέγχονται αν μπορούν να αποτελέσουν συνεργαζόμενους οδοντωτούς τροχούς και έπειτα 

εξετάζονται ως προς τον παλμό παροχής τους. Αμέσως μετά γίνεται διαλογή ως προς τις κατατομές με 

βέλτιστο παλμό παροχής. Σε αυτό το σημείο παρατηρείται και ο μέγιστος αριθμός δοντιών για τον οποίο 

έχουμε βέλτιστο παλμό παροχής, ο οποίος είναι ίσος με 6. 

 Ελέγχθηκε και η περίπτωση όπου γίνεται διαφορετική διαμέριση και δίνει μεγαλύτερο πλήθος τιμών για 

τον συντελεστή 𝛼3, δεν οδήγησε όμως σε αύξηση του αριθμού δοντιών με βέλτιστο παλμό παροχής. Αυτό 

συμβαίνει διότι ο συντελεστής αυτός δεν επηρεάζει ποιοτικά την μορφή της κατατομής άρα και της τροχιάς 

επαφών. Οπότε δεδομένης της μορφής που έχει η κατατομή, όσο αυξάνεται ο αριθμός δοντιών, κρατώντας 

σταθερή την τιμή του συντελεστή 𝛼3, η τροχιά επαφών απομακρύνεται από τον κατακόρυφο άξονα, μέχρι 

ο αριθμός δοντιών να γίνει 6, όπου η τροχιά ξεπερνάει τον κύκλο από τον οποίο ελέγχεται αν η κατατομή 

είναι βέλτιστη ως προς τον παλμό παροχής. 

 Υπάρχει, λοιπόν, ένα πλήθος κατατομών για κάθε αριθμό δοντιών από τις οποίες μπορεί να γίνει επιλογή. 

Κριτήριο  για αυτήν την επιλογή θα αποτελέσει ο παράγοντας επιτάχυνσης, όπως αναλύθηκε, ο οποίος 

καθορίζει την πίεση, λόγω αδρανειακών δυνάμεων, που αναπτύσσεται στην αντλία. Υπολογίζονται, λοιπόν, 

η μέση τιμή και η τυπική απόκλιση του παράγοντα επιτάχυνσης, ο οποίος τελικά θα αποτελέσει το 2ο 

κριτήριο για την βέλτιστη κατατομή που θα επιλεγεί για κάθε αριθμό δοντιών. 

 Παρουσιάζονται στην συνέχεια οι βέλτιστες κατατομές για παλμό παροχής ίσο με 4.36%  για κάθε δυνατό 

αριθμό δοντιού, με την χαμηλότερη μέση τιμή και τυπική απόκλιση ως προς τον παράγοντα επιτάχυνσης. 
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ΣΧΗΜΑ 3.12 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από κυβικά πολυώνυμα για 𝛧 = 2 

 

 



3.Βελτιστοποιημένες καμπύλες κατατομών οδοντωτών τροχών και κατασκευή 

προγραμμάτων υπολογισμού στοιχείων παροχής     

 

48 

  

 
ΣΧΗΜΑ 3.13 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από κυβικά πολυώνυμα για 𝛧 = 3 

 

 
ΣΧΗΜΑ 3.14 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από κυβικά πολυώνυμα για 𝛧 = 4 
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ΣΧΗΜΑ 3.15 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από κυβικά πολυώνυμα για 𝛧 = 5 
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ΣΧΗΜΑ 3.16 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από κυβικά πολυώνυμα για 𝛧 = 6 

 

 Στα σχήματα που παρουσιάζονται παραπάνω διακρίνεται  το πώς μεταβάλλονται τα στοιχεία παροχής όσο 

αυξάνει ο αριθμός δοντιών. Ξεκινώντας από την αρχική τιμή διανύουν ένα διάστημα με μικρή μεταβολή 

στην τιμή τους, έως ότου ξεκινήσει  μια σταθερή ανοδική πορεία μέχρι την μέγιστη τιμή που παίρνει το κάθε 

μέγεθος. Αυτό το διάστημα αυξάνει όσο αυξάνει ο αριθμός δοντιών που χρησιμοποιείται για την κατασκευή 

της κατατομής. Επίσης, παρατηρείται μια ταλάντωση, πριν ξεκινήσει το κάθε στοιχείο παροχής να αυξάνει 

σταθερά προς την μέγιστη τιμή του, η οποία ταλάντωση γίνεται πιο έντονη, όσο αυξάνει ο αριθμός δοντιών. 

Η ταλάντωση αυτή είναι αποτέλεσμα της καμπύλης που χρησιμοποιείται για να παραχθεί η αντίστοιχη 

κατατομή. 

 

3.2.3.  ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΑΡΟΧΗΣ ΑΝΤΛΙΑΣ ΜΕ ΔΟΝΤΙΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΚΑΤΑΣΚΕΥΑΖΕΤΑΙ ΑΠΟ ΚΑΜΠΥΛΗ BEZIER 

Όπως και προηγουμένως, και σε αυτήν την περίπτωση, δηλαδή, στην κατασκευή συνεργαζόμενων 
κατατομών οδοντωτών τροχών από καμπύλες Bezier, υπάρχει πλήθος κατατομών για κάθε αριθμό δοντιών 
με βέλτιστη τιμή παλμού παροχής, καθώς έχει γίνει παραμετροποίηση ως προς τα δύο από τα τέσσερα 
σημεία ελέγχου που χρησιμοποιούνται για να παραχθούν αντίστοιχες κατατομές.  
 Με την ίδια διαδικασία που προηγήθηκε, ελέγχονται οι κατατομές ως προς την ικανότητά τους να 
αποτελέσουν σύστημα συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών και στην συνέχεια επιλέγονται οι βέλτιστες 
κατατομές που ικανοποιούν την σχέση (3.20). Υπολογίζεται για κάθε κατατομή ο παράγοντας επιτάχυνσης, 
για όλα τα σημεία της, και βρίσκονται η μέση τιμή του και τυπική απόκλιση. 
 Υπολογίζοντας τα τελικά αποτελέσματα, παρατηρείται ότι αυξάνεται ο αριθμός των δοντιών για τα οποία 
μπορεί να κατασκευαστεί βέλτιστη κατατομή. Αυτό οφείλεται στην ευελιξία που υπάρχει στις καμπύλες 
Bezier και στην παραμετροποίηση που έγινε διότι με αυτόν τον τρόπο δημιουργούνται πολλές γεωμετρικές 
μορφές για τις υποψήφιες κατατομές. Προφανώς, αν είχε γίνει παραμετροποίηση ως προς ένα σημείο 
ελέγχου οι επιλογές θα ήταν πιο περιορισμένες. 
 Κατασκευάζονται, λοιπόν βέλτιστες κατατομές για αριθμό δοντιών μέχρι 8, από τις οποίες επιλέγονται για 
κάθε περίπτωση, εκείνες που έχουν την χαμηλότερη μέση τιμή και τυπική απόκλιση ως προς τον παράγοντα 
επιτάχυνσης. 
 Για κάθε αριθμό δοντιού, παρουσιάζονται τα αντίστοιχα διαγράμματα των κατατομών και των καμπύλων 
με τα στοιχεία παροχής ως προς την γωνία περιστροφής (σε 𝑟𝑎𝑑).  
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ΣΧΗΜΑ 3.17 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 2 
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ΣΧΗΜΑ 3.18 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 3 

 

 
ΣΧΗΜΑ 3.19 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 4 
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ΣΧΗΜΑ 3.20 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 5 
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ΣΧΗΜΑ 3.21 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 6 

 

 
ΣΧΗΜΑ 3.22 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 7 
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ΣΧΗΜΑ 3.23 Στοιχεία παροχής βέλτιστης κατατομής από καμπύλες Bezier για 𝛧 = 8 

 
Παρατηρείται και για τις κατατομές από καμπύλες Bezier ότι όσο αυξάνει ο αριθμός δοντιών οι καμπύλες 
των στοιχείων παροχής μετατοπίζονται προς τα δεξιά. Αυτό δείχνει ότι η παροχή είναι στα πρώτα σημεία 
σχεδόν σταθερή και αλλάζει απότομα τις τιμές της φτάνοντας το σημείο επαφής στο σημείο κυλίσεως. 
Επίσης, φαίνεται το πόσο πλησιάζουν οι κατατομές η μία στην άλλη όσο αυξάνεται ο αριθμός δοντιών, 
καθώς και το πόσο πλησιάζει η καμπύλη της τροχιάς επαφών τις κατατομές. Συγκεκριμένα στο τελευταίο 
σχήμα 3.23, είναι ξεκάθαρο ότι η τροχιά επαφών εφάπτεται των 2 κατατομών σε αρκετά μεγάλο τμήμα τους, 
επιβεβαιώνοντας τα διαγράμματα των στοιχείων παροχής που ακολουθούν.  Τέλος, κατά την διάρκεια 
περιστροφής όπου η τιμή της παροχής διατηρείται σταθερή δεν παρατηρείται κάποιο είδος ταλάντωσης, 
πράγμα το οποίο φανερώνει τις δυνατότητες που υπάρχουν, χρησιμοποιώντας καμπύλη Bezier για την 
κατασκευή κατατομής δοντιού.   
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4. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΠΑΡΟΧΗΣ ΒΕΛΤΙΣΤΩΝ 

ΚΑΤΑΤΟΜΩΝ ΚΑΙ ΕΞΕΙΛΙΓΜΕΝΗΣ 

Στο επόμενο σχήμα φαίνονται τα αποτελέσματα των στοιχείων παροχής που υπολογίστηκαν για τις 
βέλτιστες καμπύλες αλλά και για το πραγματικό μοντέλο, δηλαδή για σύστημα συνεργαζόμενων 
οδοντωτών τροχών από εξειλιγμένη καμπύλη. 
 

ΚΑΤΑΤΟΜΕΣ ΑΠΟ ΗΜΙΤΟΝΟΕΙΔΗ ΚΑΝΟΝΑ 
 

ΑΡΙΘΜΟΣ ΔΟΝΤΙΩΝ ΠΑΛΜΟΣ ΠΑΡΟΧΗΣ 
(%) 

ΠΑΡΟΧΗ ΓΙΑ ΜΙΑ 
ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ 

𝒎𝒎𝟐 

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

2 4.36 324.34 11.30 5.66 

3 4.36 323.85 16.86 8.66 

4 4.36 323.15 22.24 12.33 

5 4.36 322.24 27.25 17.48 

 
 

ΚΑΤΑΤΟΜΕΣ ΑΠΟ ΚΥΒΙΚΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 
 

ΑΡΙΘΜΟΣ ΔΟΝΤΙΩΝ ΠΑΛΜΟΣ ΠΑΡΟΧΗΣ 
(%) 

ΠΑΡΟΧΗ ΓΙΑ ΜΙΑ 
ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ 

𝒎𝒎𝟐 

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

2 4.36 324.07 11.27 7.77 

3 4.36 322.19 16.19 11.65 

4 4.36 320.93 20.95 17.06 

5 4.36 319.58 25.26 25.35 

6 4.36 317.98 28.94 38.40 

 
 

ΚΑΤΑΤΟΜΕΣ ΑΠΟ ΚΑΜΠΥΛΕΣ BEZIER 
 

ΑΡΙΘΜΟΣ ΔΟΝΤΙΩΝ ΠΑΛΜΟΣ ΠΑΡΟΧΗΣ 
(%) 

ΠΑΡΟΧΗ ΓΙΑ ΜΙΑ 
ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ 

𝒎𝒎𝟐 

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

2 4.36 327.65 9.73 7.52 

3 4.36 326.46 14.63 10.32 

4 4.36 322.18 19.80 12.35 

5 4.36 322.39 22.35 18.34 

6 4.36 319.55 26.82 26.45 

7 4.36 317.65 32.66 41.83 

8 4.36 313.97 56.43 92.03 

 
 
 
 
 

ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΑΠΟ ΕΞΕΙΛΙΓΜΕΝΗ ΚΑΜΠΥΛΗ 
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ΑΡΙΘΜΟΣ ΔΟΝΤΙΩΝ ΠΑΛΜΟΣ ΠΑΡΟΧΗΣ 
(%) 

ΠΑΡΟΧΗ ΓΙΑ ΜΙΑ 
ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ 

𝒎𝒎𝟐 

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙΣΗ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ 

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗΣ 
𝒎𝒎𝟐

𝒓𝒂𝒅𝟐
 

10 10.94 317.76 -8.6169 118.255 

 
ΣΧΗΜΑ 1.44 Αποτελέσματα στοιχείων παροχής βέλτιστων καμπύλων και προσεγγιστικού μοντέλου 

 
Το πρώτο πράγμα που παρατηρείται ανάμεσα στο πραγματικό μοντέλο και τις βέλτιστες κατατομές είναι η 
μείωση του παλμού παροχής κατά 6.58%. Αυτό οφείλεται καθαρά στις παραδοχές που έχει γίνει για τις 
βέλτιστες κατατομές. Δηλαδή, ότι αποτελούν σύστημα συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών κλειστής 
τροχιάς επαφών που παρουσιάζουν συμμετρία ως προς το ύψος κεφαλής και ποδός. Επίσης, ένα άλλο 
συμπέρασμα που συνάγεται για το ποσοστό του παλμού παροχής, είναι πως δεν μπορεί να πάρει 
χαμηλότερη τιμή από αυτήν για το συγκεκριμένο ύψος δοντιού, χωρίς να λάβουμε υπόψη την τρίτη 
διάσταση. Ο βέλτιστος  παλμός, λοιπόν, καθορίζεται από τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά που έχει η 
εφαρμογή για την οποία γίνεται μελέτη (συγκεκριμένα από το ύψος κεφαλής-ποδός), σε μία δισδιάστατη 
ανάλυση. Παρατηρείται, ακόμα, το πόσο υπερέχουν οι βέλτιστες κατατομές ως προς τον παράγοντα 
επιτάχυνσης και συγκεκριμένα ως προς την τυπική απόκλιση. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα να μειώνονται οι 
αδρανειακές δυνάμεις που αναπτύσσονται εσωτερικά της αντλίας και επηρεάζουν τον βαθμό απόδοσής 
της. 
 Δεδομένων των ακτίνων που ορίζουν την γεωμετρία των οδοντωτών τροχών, δηλαδή την ακτίνα κεφαλής 
𝑅𝐾 , την ακτίνα αρχικού κύκλου 𝑅𝜊 , και την ακτίνα ποδός 𝑅𝑓 , το εμβαδόν του οδοντωτού τροχού κατ’ 

επέκταση  και  το εμβαδόν του εργαζόμενου μέσου που περνάει από αυτόν στην κατάθλιψη της αντλίας, 
είναι σχεδόν το ίδιο για κάθε κατατομή που θα κατασκευαστεί, μεταβάλλεται ελάχιστα. Το εύρος τιμών του 
είναι περίπου από 317.97 𝑚𝑚2 έως 327.65 𝑚𝑚2. Αναφέρεται ότι το συγκεκριμένο στοιχείο παροχής θα 
μπορούσε να αποτελέσει το 2ο κριτήριο βελτιστοποίησης που χρησιμοποιήθηκε στις περιπτώσεις του 
κυβικού πολυωνύμου και καμπύλης Bezier, αλλά απορρίφθηκε καθώς το εύρος τιμών του είναι πολύ 
μικρότερο σε σχέση με τις τιμές που λαμβάνει ο παράγοντας επιτάχυνσης (αναφορικά με την κατατομή από 
εξειλιγμένη καμπύλη). 
Πρέπει να αναφερθεί ότι η παροχή που καταθλίβεται μαζί με την πίεση που μπορεί να ανεβάσει μια τέτοιου 
τύπου αντλία, είναι τα δύο βασικά χαρακτηριστικά της, βάση των οποίων γίνεται η επιλογή. Μια 
παρατήρηση που μπορεί να γίνει σχετικά με την μεταβολή της παροχής είναι ότι καθώς ο αριθμός δοντιών 
αυξάνεται, η παροχή που περνάει στον χώρο της κατάθλιψης μειώνεται ελάχιστα. 
 Ο παράγοντας επιτάχυνσης είναι το 2ο κριτήριο που χρησιμοποιείται μαζί με την τυπική απόκλιση. Το 
διαφορετικό είδος τροχιάς επαφών για το οποίο γίνεται η μελέτη, από αυτό του πραγματικού μοντέλου 
αποτυπώνει σημαντικές διαφορές στο διάγραμμα του παράγοντα επιτάχυνσης. Αυτό έχει να κάνει καθαρά 
με την μορφή που έχει η τροχιά επαφών σε κάθε περίπτωση, και με την φορά περιστροφής του συστήματος. 
Από την μία τροχιά ανοιχτού τύπου, που είναι στην ουσία μία ευθεία γραμμή συμμετρική ως προς την 
κάθετη ευθεία που περνάει από το σημείο κυλίσεως και από την άλλη, κλειστού τύπου συμμετρική ως προς 
τον οριζόντιο και τον κατακόρυφο άξονα, λαμβάνοντας σαν κέντρο το σημείο κυλίσεως. Οι βέλτιστες 
κατατομές, για χαμηλούς αριθμούς δοντιών, παρουσιάζουν τυπική απόκλιση (του παράγοντα επιτάχυνσης) 
η οποία είναι μια τάξη μεγέθους χαμηλότερη από αυτήν που υπολογίζεται στο πραγματικό μοντέλο. 
Συγκρίνοντας τα είδη των βέλτιστων κατατομών μεταξύ τους,  και ανά αριθμό δοντιών, παρατηρείται ότι οι 
καμπύλες κυβικών πολυωνύμων εμφανίζουν καλύτερες τιμές ως προς τον παράγοντα επιτάχυνσης, σε 
σχέση με τον ημιτονοειδή κανόνα. Το ίδιο συμβαίνει και για τις καμπύλες Bezier συγκρίνοντάς τις με τις 
καμπύλες των κυβικών πολυωνύμων. Βγαίνει, λοιπόν το συμπέρασμα ότι η ευελιξία της καμπύλης που 
χρησιμοποιείται κάθε φορά επηρεάζει και τον παράγοντα επιτάχυνσης, αναφορικά με τις βέλτιστες 
κατατομές.  
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5. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΕΡΕΥΝΑ  

Συνοπτικά, αποδείχτηκε ότι σε μια συμβατική γραναζωτή αντλία, οι οδοντωτοί τροχοί εξειλιγμένης 

καμπύλης, μπορούν να αντικατασταθούν από βελτιστοποιημένους, ως προς τον παλμό παροχής   

οδοντωτούς τροχούς κλειστής τροχιάς επαφών που έχουν τις ίδιες βασικές διαστάσεις. Παίρνοντας, λοιπόν, 

μια αντλία,  μπορεί κάποιος αλλάζοντας τους τροχούς να μειώσει τις ταλαντώσεις και τον θόρυβο, 

μειώνοντας κατ’ επέκταση και τον κίνδυνο φθοράς της, κρατώντας σταθερή την παροχή της αντλίας. Επίσης, 

λαμβάνοντας υπόψη το 2ο κριτήριο βελτιστοποίησης, αποδεικνύεται ότι οι νέοι οδοντωτοί τροχοί μειώνουν 

τα αδρανειακά φαινόμενα που αναπτύσσονται εσωτερικά της αντλίας, επομένως αυξάνουν τον βαθμό 

απόδοσης του συστήματος. 

Ένα άλλο χρήσιμο συμπέρασμα που μπορεί να προκύψει είναι η δυνατότητα των καμπύλων από κυβικά 

πολυώνυμα και των καμπύλων Bezier να δημιουργήσουν βέλτιστες κατατομές για ένα σημαντικό πλήθος 

δοντιών, ιδιαίτερα των καμπύλων Bezier που φτάνει μέχρι 8. Μπορεί στην εφαρμογή για την οποία γίνεται 

η μελέτη να μην έχει κάποια πρακτική αξία, καθώς οι βασικές ακτίνες είναι καθορισμένες, φτιάχνοντας όμως 

μία κατατομή όπου οι βασικές τις διαστάσεις καθορίζονται από το module και τον αριθμό δοντιών, η 

σημασία αυτού του στοιχείου γίνεται εμφανής. 

Σχετικά με την έρευνα που μπορεί να γίνει σαν συνέχεια αυτής της μελέτης, είναι  

1. Η κατασκευή των οδοντωτών τροχών που υπολογίστηκαν, με σκοπό να πραγματοποιηθούν 

αναλυτικές μετρήσεις ως προς τα στοιχεία παροχής, αλλά και ως προς τις δονήσεις και τον θόρυβο 

που αναπτύσσει το σύστημα. 

2. Παρόμοια δισδιάστατη μελέτη για αντλία που πρέπει να κατασκευαστεί, παίρνοντας σαν δεδομένο 

την πίεση και την παροχή που θα αναπτύσσει η αντλία και όχι τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της. 

3. Τρισδιάστατος έλεγχος ως προς τα στοιχεία παροχής γραναζωτής αντλίας θετικής μετατόπισης. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  



A1 

 

Α. ΣΧΕΔΙΑ ΒΕΛΤΙΣΤΩΝ ΟΔΟΝΤΩΤΩΝ ΤΡΟΧΩΝ 

  Στο παράρτημα αυτό παρουσιάζονται η πρόοψη  και η πλάγια αξονοσυμμετρική όψη των βέλτιστων 

τροχών που υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία. 

 Η κατασκευή των βέλτιστων οδοντωτών τροχών, βάση της γεωμετρίας τους, πραγματοποιείται εύκολα σε 

αυτοματοποιημένα κέντρα κατεργασίας CNC τριών αξόνων, χρησιμοποιώντας τα κατάλληλα εργαλεία. 

 Ακολουθούν τα σχέδια που προαναφέρθηκαν για την κάθε περίπτωση κατασκευής της κατατομής δοντιού 

οδοντωτού τροχού αντλίας. 

Α.1. ΟΔΟΝΤΩΤΟΙ ΤΡΟΧΟΙ ΚΑΤΑΤΟΜΗΣ ΠΑΡΑΓΩΜΕΝΗΣ ΑΠΟ ΗΜΙΤΟΝΟΕΙΔΗ ΚΑΝΟΝΑ  

 Για αριθμό δοντιών ίσο με 2 

  

 

Για αριθμό δοντιών ίσο με 3 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 



  ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

A2 

 

Για αριθμό δοντιών ίσο με 4 

  
 

Για αριθμό δοντιών ίσο με 5 

  
 

Α.2. ΟΔΟΝΤΩΤΟΙ ΤΡΟΧΟΙ ΚΑΤΑΤΟΜΗΣ ΠΑΡΑΓΟΜΕΝΗΣ ΑΠΟ ΚΥΒΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ  

Για αριθμό δοντιών ίσο με 2 

 

 

  

 



  ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

A3 

 

Για αριθμό δοντιών ίσο με 3 

 
 

Για αριθμό δοντιών ίσο με 4 

 
 

 
Για αριθμό δοντιών ίσο με 5 
 

  
 
 



  ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

A5 

 

Για αριθμό δοντιών ίσο με 6 

  
 

Α.3. ΟΔΟΝΤΩΤΟΙ ΤΡΟΧΟΙ ΚΑΤΑΤΟΜΗΣ ΠΑΡΑΓΩΜΕΝΗΣ ΑΠΟ ΚΑΜΠΥΛΗ BEZIER  

Για αριθμό δοντιών ίσο με 2 

  
 
 
Για αριθμό δοντιών ίσο με 3 

  



  ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

A5 

 

 
Για αριθμό δοντιών ίσο με 4 

  
 
 
Για αριθμό δοντιών ίσο με 5 
 
 

  
 
Για αριθμό δοντιών ίσο με 6 

  
 



  ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

A6 

 

Για αριθμό δοντιών ίσο με 7 
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Β. ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΥ ΚΑΤΑΤΟΜΩΝ ΚΑΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΠΑΡΟΧΗΣ 

Β.1. ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΔΟΝΤΙΟΥ ΑΠΟ ΕΞΕΙΛΙΓΜΕΝΗ ΚΑΜΠΥΛΗ 

Πρόγραμμα υπολογισμού στοιχείων παροχής κατατομής παραγόμενης από εξειλιγμένη καμπύλη 
clear all 
clc 
%%% δεδομένα από το Solidworks %%% 
[aref]=aref_data; 
[R1]=r1_data; 
[R2]=r2_data; 
%%% στοιχεία οδοντώσεως %%% 
ao_deg=20; 
ao=20*pi/180; 
Cf=1.20; 
Ck=1.00; 
m=3; 
Z=10; 
b=16; 
x=0.49; 
%%% υπολογισμοί κύριων μεγεθών οδοντωτού τροχού %%% 
ro=m*Z/2; 
rg=ro*cos(ao); 
rk=ro+(Ck+x)*m; 
ao12=2*ro; 
a12=ao12+(x+x)*m; 
%%% μετατόπιση γωνίας & υπολογισμός παροχής ανά rad %%% 
for i =1:length(aref) 
    aref(i)=(18.739-aref(i))*pi/180; 
    aref_deg(i)=(18.739-aref(i)); 
    sumR(i)=(R1(i)^2+R2(i)^2)/2; 
    dVdth(i)=rk^2-sumR(i); 
end %%  i  %% 
%%% εύρεση ποσοστού παλμού παροχής επί της εκατό %%% 
maxDA=max(dVdth); 
minDA=min(dVdth); 
DA=(maxDA-minDA)/(maxDA+minDA)*100; 
%%% εύρεση παροχής ανά γωνία που αντιστοιχεί στο κάθε ζεύγος %%% 
sumV=0; 
for i=1:length(aref)-3 
    sumV1(i)=sumV+(1/2)*dVdth(i)*(aref(i+1)-aref(i)); 
    sumV=sumV1(i); 
    arefV(i)=aref(i); 
end %%  i  %% 
%%% υπολογισμός μέσης τιμής παροχής %%% 
Vm=mean(dVdth); 
%%% υπολογισμός τυπικής απόκλισης παροχής %%% 
Vs=std(dVdth); 
%%% συνολική παροχή αντλίας %%% 
Vtot=(2*pi/aref(40))*sumV; 
c1=1; 
%%% εξέλιξη φαινομένου παλμού παροχής %%% 
for i=1:3 
    for j=1:39 
        dVtot(c1)=dVdth(j); 
        aref_t(c1)=aref(j)+(i-1)*(aref(39)-aref(1)); 
        c1=c1+1; 
    end %%  j  %% 
end %%  i  %% 
%%% υπολογισμός παράγοντα επιτάχυνσης %%% 
for i=1:length(aref)-3
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    dV2(i)=(dVdth(i+1)-dVdth(i))/(aref(i+1)-aref(i)); 
    aref2(i)=aref(i); 
end %%  i  %% 
%%% υπολογισμοί μέγιστης-ελάχιστης τιμής, ποσοστό επί της %%% 
%%% εκατό, μέση τιμή και τυπική απόκλιση του παράγοντα %%% 
%%% επιτάχυνσης %%% 
V2max=max(abs(dV2)); 
V2min=min(abs(dV2)); 
DA2=((V2max-V2min)/(V2max+V2min))*100; 
V2m=mean(dV2); 
V2s=std(dV2); 
%%% διαγράμματα %%% 
figure(1) 
plot (aref,R1,'b',aref,R2,'g','lineWidth',1.5) 
xlim([aref(1),aref(39)]) 
ylim([10,25]) 
xlabel('aref,rad ') 
ylabel('R1 R2, mm') 
legend('R1','R2') 
title('ακτίνες R1,R2 συναρτήσει της γωνίας στροφής') 
grid on 
hold off 
figure (2) 
plot (aref,dVdth,'b','lineWidth',1.5) 
xlim([aref(1),aref(39)]) 
ylim([0,150]) 
xlabel('aref,rad ') 
ylabel('dV/dθ, mm^2/rad') 
title('παροχή ανά rad περιστροφής') 
grid on 
hold off 
figure (3) 
plot (aref,sumR,'b','lineWidth',1.5) 
xlim([aref(1),aref(39)]) 
xlabel('aref,rad ') 
ylabel('(R1^2+R2^2)/2, mm^2') 
title('παράγοντας διακύμανσης του dV/dθ') 
grid on 
hold off 
figure (4) 
plot (aref_t,dVtot,'b','lineWidth',1.5) 
xlabel('aref,rad ') 
ylabel('dV/dθ, mm^2/rad') 
title('παλμός παροχής') 
grid on 
hold off 
figure (5) 
plot (arefV,sumV1,'b','lineWidth',1.5) 
xlim([aref(1),aref(39)]) 
xlabel('aref,rad ') 
ylabel('dV/dθ, mm^2') 
title('παροχή που αντιστοιχεί στο κάθε ζεύγος') 
grid on 
hold off 
figure (6) 
plot (aref2,dV2,'b','lineWidth',1.5) 
xlim([aref2(1),aref(39)]) 
xlabel('aref,rad ') 
ylabel('d^2V/dθ^2, mm^2/rad^2') 
title('παράγωγος παροχής ανά rad περιστροφής') 
grid on 
hold off
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Β.2. ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΔΟΝΤΙΟΥ ΑΠΟ ΗΜΙΤΟΝΟΕΙΔΗ ΚΑΝΟΝΑ  

Πρόγραμμα υπολογισμού κατατομών οι οποίες παράγονται από ημιτονοειδή κανόνα και υπολογισμός 

των στοιχείων παροχής τους 

 

clear all 
clc 
%%% σταθερά στοιχεία κατατομών %%% 
rk=19.47; 
a12=32.94; 
%%% υπολογισμός στοιχείων οδοντωτού τροχού %%% 
ro=a12/2; 
a=rk-ro; 
h=2*a; 
%%% πίνακας με τους αριθμούς δοντιών %%% 
Z=[2:16]; 
[Rack,dydx,xlst]=rack_cordinate(ro,a,h,Z); 
[rG1,rG2,K,uu]=gear1_from_Rack(Rack,dydx,ro,Z); 
[rP]=pathcnt_from_Rack(Rack,K,Z); 
[opDATAsin,DATAsin,DAsin,sumr,r1,r2,dv2,uu2]=... 
    opt_flowrip(rP,rk,Z,ro,uu); 
%%% διαγράμματα %%% 
c1=1; 
for i=1:length(Z) 
    if DATAsin(i,2)<4.37 
        figure(c1) 
        axis equal 
        plot (rG1(i,:,1),rG1(i,:,2),'r',... 
            rG2(i,:,1),rG2(i,:,2),'k',... 
            rP(i,:,1),rP(i,:,2),'-.b','lineWidth',1.8) 
        xlabel('x (mm) ') 
        ylabel('y (mm)') 
        legend('Gear1','Gear2','path of contact') 
        title('συνεργαζόμενες κατατομές ημιτονοειδούς κανόνα') 
        grid on 
        hold off 
        figure(c1+1) 
        axis equal 
        plot (uu(i,:),DAsin(i,:),'b','lineWidth',1.8) 
        xlabel('θ (rad) ') 
        ylabel('dV/dθ (mm^2/rad)') 
        title('παροχή ανά rad περιστροφής') 
        grid on 
        hold off 
        figure(c1+2) 
        axis equal 
        plot (uu2(i,:),dv2(i,:),'b','lineWidth',1.8) 
        xlabel('θ (rad) ') 
        ylabel('d^2V/dθ^2 (mm^2/rad^2)') 
        title('παράγοντας επιτάχυνσης ανά rad περιστροφής') 
        grid on 
        hold off 
    end %%  if  %% 
    c1=c1+3; 
end %%  i  %% 
%%% αποθήκευση κατατομών σε αρχείο .txt για σχεδιασμό %%% 
%%% στο Solidowroks %%% 
for i=1:100 
    A(i,1)=rG1(3,i,1);
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    A(i,2)=rG1(3,i,2); 
    A(i,3)=0; 
    B(i,1)=rG2(3,i,1); 
    B(i,2)=rG2(3,i,2); 
    B(i,3)=0; 
end %%  i  %% 
csvwrite('testdataZ4sin.txt',A)  
csvwrite('testdatacrv2Z4sin.txt',B) 

 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού συντεταγμένων ημιτονοειδούς κανόνα 

function [Rack,dydx,xlst]=rack_cordinate(ro,a,h,Z) 
%%% υπολογισμός συντεταγμένων ημιτονοειδούς κανόνα %%% 
%%% που παράγει αντίστοιχη κατομή οδοντωτού τροχού %%% 
for i=1:length(Z) 
    xlst(i)=(ro/Z(i))*asin(2*(a/h)); 
    for j=1:101 
        Rack(i,j,1)=(j-1)*(xlst(i)/99); 
        Rack(i,j,2)=(h/2)*sin((Z(i)/ro)*Rack(i,j,1)); 
        Rack(i,j,1)=Rack(i,j,1)-xlst(i); 
    end %% j  %% 
end %% i  %% 
for i=1:length(Z) 
    for j=1:100 
        dx=Rack(i,j+1,1)-Rack(i,j,1); 
        dy=Rack(i,j+1,2)-Rack(i,j,2); 
        dydx(i,j)=dy/dx; 
    end %%  j  %% 
end %%  i  %% 
end %%  function rack_cordinate  %% 

 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού συντεταγμένων συνεργαζόμενων κατατομών 

function [rG1,rG2,K,uu]=gear1_from_Rack(Rack,dydx,ro,Z) 
%%% υπολογισμός συντεταγμένων συνεργαζόμενων κατατομών %%% 
for i=1:length(Z) 
    for j=1:100 
        K(i,j)=-(Rack(i,j,2)*dydx(i,j)+Rack(i,j,1)); 
        u=K(i,j)/ro; 
        rG1(i,j,1)=(Rack(i,j,1)+K(i,j))*cos(u)-... 
            (Rack(i,j,2)+ro)*sin(u); 
        rG1(i,j,2)=(Rack(i,j,1)+K(i,j))*sin(u)+... 
            (Rack(i,j,2)+ro)*cos(u)-ro; 
        rG2(i,j,1)=(Rack(i,j,1)+K(i,j))*cos(-u)-... 
            (Rack(i,j,2)-ro)*sin(-u); 
        rG2(i,j,2)=(Rack(i,j,1)+K(i,j))*sin(-u)+... 
            (Rack(i,j,2)-ro)*cos(-u)+ro; 
        uu(i,j)=atan(-rG1(i,j,1)/((rG1(i,j,2))+ro)); 
    end %%  j  %% 
end %%  i  %% 
end %%   function gear1_from_Rack  %% 

 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού συντεταγμένων τροχιάς επαφών 

function [rP]=pathcnt_from_Rack(Rack,K,Z) 
%%% υπολογισμός συντεταγμένων τροχιάς επαφών %%% 
for i=1:length(Z) 
    for j=1:100 
        rP(i,j,1)=Rack(i,j,1)+K(i,j); 
        rP(i,j,2)=Rack(i,j,2); 
    end %%  j  %% 
end %%  i  %%
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end %% function pathcnt_from_Rack  %% 

 

 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού στοιχείων παροχής κατατομών 

function [opDATAsin,DATAsin,DAsin,sumr,r1,r2,dv2,uu2]=... 
    opt_flowrip(rP,rk,Z,ro,uu) 
%%% υπολογισμός στοιχείων παροχής για κατατομή που παράγεται, %%% 
%%% από ημιτονοειδή κανόνα %%% 
for i=1:length(Z) 
    for j=1:100 
        r1(i,j)=sqrt(rP(i,j,1)^2+(rP(i,j,2)+ro)^2); 
        r2(i,j)=sqrt(rP(i,j,1)^2+(rP(i,j,2)-ro)^2); 
        sumr(i,j)=(r1(i,j)^2+r2(i,j)^2)/2; 
        DAsin(i,j)=rk^2-sumr(i,j); 
    end %%  j  %% 
    sumV=0; 
    for k=1:99 
        sumV=sumV+(1/2)*(DAsin(i,k))*(uu(i,k)-uu(i,k+1)); 
        dv2(i,k)=(DAsin(i,k)-DAsin(i,k+1))/... 
            (uu(i,k)-uu(i,k+1)); 
        uu2(i,k)=uu(i,k); 
    end %%  k  %% 
    dv2(i,100)=-dv2(i,98); 
    uu2(i,100)=uu(i,100); 
    maxdv2(i)=max(abs(dv2(i,:))); 
    mindv2(i)=min(abs(dv2(i,:))); 
    DA2(i)=100*(maxdv2(i)-mindv2(i))/(maxdv2(i)+mindv2(i)); 
    flowG(i)=4*Z(i)*sumV; 
    maxDAsin(i)=max(DAsin(i,:)); 
    minDAsin(i)=min(DAsin(i,:)); 
    rateDAsin(i)=100*((maxDAsin(i)-minDAsin(i)))/... 
        ((maxDAsin(i)+minDAsin(i))); 
    DATAsin(i,1)=Z(i); 
    DATAsin(i,2)=rateDAsin(i); 
    DATAsin(i,3)=flowG(i); 
    DATAsin(i,4)=mean(dv2(i,:)); 
    DATAsin(i,5)=std(dv2(i,:)); 
    DATAsin(i,6)=DA2(i); 
end %%  i  %% 
opDA=min(rateDAsin); 
c1=1; 
for i=1:i 
    if rateDAsin(i)<=opDA+0.005 
        opDATAsin(c1,1)=DATAsin(i,1); 
        opDATAsin(c1,2)=DATAsin(i,2); 
        opDATAsin(c1,3)=DATAsin(i,3); 
        opDATAsin(c1,4)=DATAsin(i,3); 
        opDATAsin(c1,5)=DATAsin(i,3); 
        opDATAsin(c1,6)=DATAsin(i,3); 
        c1=c1+1; 
    end %%  if  %%   
end %%  i  %% 
end %%  function opt_flowrip  %% 
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Β.3. ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΔΟΝΤΙΟΥ ΑΠΟ ΚΥΒΙΚΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟ 

Πρόγραμμα υπολογισμού κατατομών οι οποίες παράγονται από κυβικό πολυώνυμο και υπολογισμός των 

στοιχείων παροχής τους 

clear all 
clc 
%%% σταθερά στοιχεία κατατομών και μέγιστη γωνία κλίσης %%% 
%%% στο αρχικό σημείο της κατατομής %%% 
rk=19.47; 
a12=32.94; 
inc_angle=70; 
inc_angle=inc_angle*(pi/180); 
%%% υπολογισμός στοιχείων οδοντωτού τροχού %%% 
ro=a12/2; 
rf=ro-(rk-ro); 
%%% πίνακας με τους αριθμούς δοντιών %%% 
Z=[2:14]; 
[rG1x,rG1y,dydx,uu,c3,c4,slope]=... 
    polynomial_curve(ro,rk,Z,inc_angle); 
[xP,yP,c5,accPC,rG2x,rG2y]=... 
    path_of_contact(rG1x,rG1y,dydx,c3,c4,a12,Z,rk); 
[opDATA,DATA,DA,c6,c7,dv2,uu1,uu2]=... 
    optimum_curve(xP,yP,uu,c5,c4,a12,Z,rk,ro,accPC); 
%%% διαγράμματα %%% 
figure(1) 
axis equal 
plot (rG1x(5,:,791),rG1y(5,:,791),'r',... 
    rG2x(5,:,791),rG2y(5,:,791),'k',... 
    xP(5,:,791),yP(5,:,791),'-.b','lineWidth',1.8) 
xlim([-5,0]) 
ylim([15,20]) 
xlabel('x (mm) ') 
ylabel('y (mm)') 
legend('Gear1','Gear2','path of contact') 
title('συνεργαζόμενες κατατομές από κυβικά πολυώνυμα') 
grid on 
hold off 
axis equal  
figure(2) 
axis equal 
plot (uu1(2843,:),DA(2843,:),'b','lineWidth',1.8) 
xlabel('θ (rad) ') 
ylabel('dV/dθ (mm^2/rad)') 
title('παροχή ανά rad περιστροφής') 
grid on 
hold off 
figure(3) 
axis equal 
plot (uu2(2843,:),dv2(2843,:),'b','lineWidth',1.8) 
xlabel('θ (rad) ') 
ylabel('d^2V/dθ^2 (mm^2/rad^2)') 
title('παράγοντας επιτάχυνσης ανά rad περιστροφής') 
grid on 
hold off 
%%% αποθήκευση κατατομών σε αρχείο .txt για σχεδιασμό %%% 
%%% στο Solidowroks %%% 
for i=1:100 
    A(i,1)=rG1x(5,i,791); 
    A(i,2)=rG1y(5,i,791); 
    A(i,3)=0; 
    B(i,1)=rG2x(5,i,791);
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    B(i,2)=rG2y(5,i,791); 
    B(i,3)=0; 
end 
csvwrite('testdataZ6p.txt',A)  
csvwrite('testdatacrv2Z6p.txt',B) 
 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού συντεταγμένων κατατομών από κυβικό πολυώνυμο 

function [rG1x,rG1y,dydx,uu,c3,c4,slope] =... 
    polynomial_curve(ro,rk,Z,inc_angle); 
%%% υπολογισμός συντεταγμένων κατατομής που παράγεται %%% 
%%% από κυβικό πολυώνυμο %%% 
for i=1:length(Z) 
    a(i)=pi/(2*Z(i)); 
    xB(i)=-ro*sin(a(i));  
    yB(i)=ro*cos(a(i)); 
    yBBmax(i)=tan(inc_angle); 
    yBBmin(i)=tan((rk-yB(i))/(0-xB(i))); 
    Amin(i)= ((xB(i)*yBBmin(i))-2*yB(i)+2*rk)/(xB(i)^3); 
    Amax(i)= ((xB(i)*yBBmax(i))-2*yB(i)+2*rk)/(xB(i)^3); 
    NA(i)=1000-1; 
    DA(i)=((Amax(i)-Amin(i))/(NA(i))); 
    A(i,1)=Amin(i);   
    A(i,1000)=Amax(i); 
    for w=2:999 
        A(i,w)=A(i,w-1)+DA(i); 
    end %%  w  %% 
    C=0; 
    D=rk; 
    for j=1:1000 
        B(i,j)=((yB(i)-rk-A(i,j)*(xB(i)^3))/(xB(i))^2); 
        rG1x(i,1,j)=xB(i); 
        rG1y(i,1,j)=yB(i); 
        rG1x(i,100,j)=0; 
        rG1y(i,100,j)=rk; 
        Xspace=abs(xB(i)-0); 
        Xcounter=Xspace/99; 
        for k=2:99 
            rG1x(i,k,j)=rG1x(i,k-1,j)+Xcounter; 
            rG1y(i,k,j)=A(i,j)*(rG1x(i,k,j))^3+... 
                        B(i,j)*(rG1x(i,k,j))^2+... 
                        C*(rG1x(i,k,j))+D; 
        end %%  k  %% 
        for u=1:100 
            dydx(i,u,j)=3*A(i,j)*(rG1x(i,u,j))^2+... 
                        2*B(i,j)*(rG1x(i,u,j))+C; 
            uu(i,u,j)=atan((-rG1x(i,u,j))/(rG1y(i,u,j))); 
        end %%  u  %% 
        slope(i,j)=(180/pi)*atan(dydx(i,1,j)); 
    end %% j  %%    
end %%  i  %% 
c3=1000; 
c4=100; 
end %%  function polynomial_curve  %% 
 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού συντεταγμένων τροχιάς επαφών και συνεργαζόμενων κατατομών 

function 

[xP,yP,c5,accPC,rG2x,rG2y]=path_of_contact(rG1x,rG1y,dydx,c3,c4,a12,Z,rk); 
% σχέση μετάδοσης για τα γρανάζια, τα δικά μας είναι όμοια 
i12=1; 
for i=1:length(Z)
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    % ορισμός μετρητή που αντιστοιχεί στην κάθε καμπύλη  
    % που παράχθηκε από συγκεκριμένο συνδιασμό σημείων ελέγχου 
    % είναι το ίδιο με το c3 
    c5=1; 
    for j=1:c3 
        % πίνακας που αποθηκεύει τις κατατομές με αποδεκτές τροχιές επαφών 
        accPC(i,c5)=1; 
        for u=1:c4-1 
            % υπολογισμός κάθετων διανυσμάτων 
            NGx=1; 
            NGy=-(1/dydx(i,u,j)); 
            dy=sqrt(NGx^2+NGy^2); 
            NGx=NGx/dy; 
            NGy=NGy/dy; 
            A2=-NGy*a12; 
            B=NGx*a12; 
            C=(rG1x(i,u,j)*NGy-rG1y(i,u,j)*NGx)*(i12+1); 
            D=sqrt(A2^2+B^2-C^2); 
            F=(-A2+D)/(C-B); 
            if D>0 
                u1=2*atan(F); 
                xP(i,u,c5)=rG1x(i,u,j)*cos(u1)-rG1y(i,u,j)*sin(u1); 
                yP(i,u,c5)=rG1x(i,u,j)*sin(u1)+rG1y(i,u,j)*cos(u1); 
                % έλεγχος αν η κατατομή είναι αποδεκτή 
                if yP(i,u,c5)>rk|yP(i,u,c5)<(a12/2) 
                    accPC(i,c5)=0; 
                end  %%  if (yP)  %% 

                 
                %Υπολογισμός συνεργαζόμενης κατατομής 
                u2=-u1/i12; 
                xP2(i,u,c5)=-xP(i,u,c5); 
                yP2(i,u,c5)=yP(i,u,c5)-a12; 
                rG2xdot(i,u,c5)=xP2(i,u,c5)*cos(u2)... 
                                -yP2(i,u,c5)*sin(u2); 
                rG2ydot(i,u,c5)=xP2(i,u,c5)*sin(u2)... 
                                +yP2(i,u,c5)*cos(u2); 
                rG2x(i,u,c5)=-rG2xdot(i,u,c5); 
                rG2y(i,u,c5)=rG2ydot(i,u,c5)+a12; 
            end %%  if  (D)  %% 
        end %%  u  %% 
        % ορισμός των τελευταίων σημείων της τροχιάς επαφών και της  
        % συνεργαζόμενης κατατομής τα οποία δεν ορίζονται καθώς στο 
        % σημείο αυτό η παράγωγος μηδενίζεται 
        xP(i,c4,c5)=0; 
        yP(i,c4,c5)=rk; 
        rG2x(i,c4,c5)=0; 
        rG2y(i,c4,c5)=rk; 
        c5=c5+1; 
    end %%  j  %% 
end %%  i  %% 
% επαναφορά μετρητή για αξιοποίηση στο επόμενο function 
c5=c5-1; 
end %%  function path_of_contact  %% 
 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού στοιχείων παροχής κατατομών 

function [opDATA,DATA,DA,c6,c7,dv2,uu1,uu2]=... 
    optimum_curve(xP,yP,uu,c5,c4,a12,Z,rk,ro,accPC) 
%%% υπολογισμός στοιχείων παροχής κατατομής που παράγεται από %%% 
%%% κυβικό πολυώνυμο ή καμπύλη Bezier %%%
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c6=1; 
for i=1:length(Z) 
    for j=1:c5 
        if accPC(i,j)==1; 
            cZnum(c6,1)=Z(i); 
            cZnum(c6,2)=j; 
            sumV=0; 
            for u=1:c4 
                R1(c6,u)=sqrt(xP(i,u,j)^2+yP(i,u,j)^2); 
                R2(c6,u)=sqrt(xP(i,u,j)^2+(yP(i,u,j)-a12)^2); 
                sumR(c6,u)=((R1(c6,u)^2)+(R2(c6,u)^2))/2; 
                DA(c6,u)=rk^2-sumR(c6,u); 
                uu1(c6,u)=uu(i,u,j); 
            end %%  u  %% 
            sumV=0; 
            for k=1:c4-1 
                sumV=sumV+(1/2)*(DA(c6,k))*(uu(i,k,j)-uu(i,k+1,j)); 
                dv2(c6,k)=(DA(c6,k+1)-DA(c6,k))/(uu(i,k+1,j)-uu(i,k,j)); 
                uu2(c6,k)=uu(i,k,j); 
            end %%  k  %% 
            dv2(c6,k+1)=(DA(c6,k+1)-DA(c6,k-1))/(uu(i,k+1,j)-uu(i,k,j)); 
            uu2(c6,k+1)=uu(i,k+1,j); 
            if DA(c6,:)>=0 
               maxDA(c6)=max(DA(c6,:)); 
               minDA(c6)=min(DA(c6,:)); 
               rateDA(c6)=100*((maxDA(c6)-minDA(c6)))/((maxDA(c6)+minDA(c6))); 
               DATA(c6,1)=Z(i); 
               DATA(c6,2)=j; 
               DATA(c6,3)=rateDA(c6); 
               DATA(c6,4)=4*Z(i)*sumV; 
            c6=c6+1; 
            end %%  if  %% 
        end %%  if  %% 
    end %%  j  %% 
end %%  i  %% 
c6=c6-1; 
opDA=min(rateDA); 
c7=1; 
for i=1:c6 
    if rateDA(i)==opDA 
        opDATA(c7,1)=cZnum(i,1); 
        opDATA(c7,2)=cZnum(i,2); 
        opDATA(c7,3)=rateDA(i); 
        opDATA(c7,4)=DATA(i,4); 
        opDATA(c7,5)=mean(dv2(i,:)); 
        opDATA(c7,6)=std(dv2(i,:)); 
        opDATA(c7,7)=i; 
        c7=c7+1; 
    end %% if %%   
end %%  i  %% 
end %%  function optimum_curve  %% 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

B10 

 

 

 

Β.4. ΚΑΤΑΤΟΜΗ ΔΟΝΤΙΟΥ ΑΠΟ ΚΑΜΠΥΛΗ BEZIER 

Πρόγραμμα υπολογισμού κατατομών οι οποίες παράγονται από καμπύλη Bezier και υπολογισμός των 

στοιχείων παροχής τους 

clear all 
clc 
%%% σταθερά στοιχεία κατατομών %%% 
rk=19.47; 
a12=32.94; 
%%% υπολογισμός στοιχείων οδοντωτού τροχού %%% 
ro=a12/2; 
rf=ro-(rk-ro); 
%%% πίνακας με τους αριθμούς δοντιών %%% 
Z=[2:16]; 
[rG1x,rG1y,dydx,uu,c3,c4,P0,P1,P2,P3,slope]=... 
    bezier_curve(ro,rk,Z); 
[xP,yP,c5,accPC,rG2x,rG2y]=... 
    path_of_contact(rG1x,rG1y,dydx,c3,c4,a12,Z,rk); 
[opDATA,DATA,DA,c6,c7,dv2,uu1,uu2]=... 
    optimum_curve(xP,yP,uu,c5,c4,a12,Z,rk,ro,accPC); 
%%% διαγράμματα %%% 
figure(1) 
axis equal 
plot (rG1x(7,:,682),rG1y(7,:,682),'r',... 
    rG2x(7,:,682),rG2y(7,:,682),'k',... 
    xP(7,:,682),yP(7,:,682),'-.b','lineWidth',1.8) 
xlim([-5,0]) 
ylim([15,20]) 
xlabel('x (mm) ') 
ylabel('y (mm)') 
legend('Gear1','Gear2','path of contact') 
title('συνεργαζόμενες κατατομές από κυβικά πολυώνυμα') 
grid on 
hold off 
axis equal  
figure(2) 
axis equal 
plot (uu1(5614,:),DA(5614,:),'b','lineWidth',1.8) 
xlabel('θ (rad) ') 
ylabel('dV/dθ (mm^2/rad)') 
title('παροχή ανά rad περιστροφής') 
grid on 
hold off 
figure(3) 
axis equal 
plot (uu2(5614,:),dv2(5614,:),'b','lineWidth',1.8) 
xlabel('θ (rad) ') 
ylabel('d^2V/dθ^2 (mm^2/rad^2)') 
title('παράγοντας επιτάχυνσης ανά rad περιστροφής') 
grid on 
hold off 
%%% αποθήκευση κατατομών σε αρχείο .txt για σχεδιασμό %%% 
%%% στο Solidowroks %%% 
for i=1:100 
    A(i,1)=rG1x(7,i,682); 
    A(i,2)=rG1y(7,i,682); 
    A(i,3)=0; 
    B(i,1)=rG2x(7,i,682);
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    B(i,2)=rG2y(7,i,682); 
    B(i,3)=0; 
end %%  i  %% 
csvwrite('testdataZ8B.txt',A)  
csvwrite('testdatacrv2Z8B.txt',B) 

 

Υποπρόγραμμα υπολογισμού συντεταγμένων κατατομών από καμπύλη Bezier 

function [rG1x,rG1y,dydx,uu,c3,c4,P0,P1,P2,P3,slope]=... 
    bezier_curve(ro,rk,Z) 
%%% υπολογισμός συντεταγμένων κατατομής που παράγεται %%% 
%%% από καμπύλη Bezier %%% 
P3(1,1)=0;  
P3(1,2)=rk; 
for i=1:length(Z) 
    a(i)=pi/(2*Z(i)); 
    P0(i,1)=-ro*sin(a(i));  
    P0(i,2)=ro*cos(a(i));   
    c1=1; 
    c2=1; 
    for j=0:(P0(i,1))/14:P0(i,1) 
        P2(i,c1,1)=j;   
        P2(i,c1,2)=rk;  
        c1=c1+1;        
        for u=P0(i,2):(rk-P0(i,2))/14:rk 
            P1(i,c2,1)=j;  
            P1(i,c2,2)=u;  
            c2=c2+1;    
        end %%  u  %%                  
    end %%  j  %% 
end %%  i  %% 
c1=c1-1;  
c2=c2-1; 
for i=1:length(Z) 
    c3=1;   
    for k=1:c1           
        for l=1:c2 
            c4=1; 
            v1=((P3(1,2)-P0(i,2))/(P3(1,1)-P0(i,1)))*... 
                (P1(i,l,1)-P0(i,1))+P0(i,2); 
            if P1(i,l,2)>v1&P1(i,l,1)<=P2(i,k,1) 
                for t=0:1/99:1 
                    rG1x(i,c4,c3)=(1-3*t+3*t^2-t^3)*P0(i,1)... 
                               +(3*t-6*t^2+3*t^3)*P1(i,l,1)... 
                               +(3*t^2-3*t^3)*P2(i,k,1)... 
                               +(t^3)*P3(1,1); 
                    rG1y(i,c4,c3)=(1-3*t+3*t^2-t^3)*P0(i,2)... 
                               +(3*t-6*t^2+3*t^3)*P1(i,l,2)... 
                               +(3*t^2-3*t^3)*P2(i,k,2)... 
                               +(t^3)*P3(1,2);       
                    dxdt(i,c4,c3)=(-3+6*t-3*t^2)*P0(i,1)... 
                               +(3-12*t+9*t^2)*P1(i,l,1)... 
                               +(6*t-9*t^2)*P2(i,k,1)... 
                               +(3*t^2)*P3(1,1); 
                    dydt(i,c4,c3)=(-3+6*t-3*t^2)*P0(i,2)... 
                               +(3-12*t+9*t^2)*P1(i,l,2)... 
                               +(6*t-9*t^2)*P2(i,k,2)... 
                               +(3*t^2)*P3(1,2); 
                    dydx(i,c4,c3)=dydt(i,c4,c3)/dxdt(i,c4,c3); 
                    uu(i,c4,c3)=atan((-rG1x(i,c4,c3))/... 
                        (rG1y(i,c4,c3)));
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                    c4=c4+1; 
                    end %%  t  %% 
                    slope(i,c3)=(180/pi)*atan(dydx(i,1,c3)); 
                    c3=c3+1; 
            end %%  if  %%   
        end %%  l  %%  
    end %%  k  %% 
end %%  i  %% 
c3=c3-1; 
c4=c4-1; 
end %%  function bezier_curve  %% 

 

 Το υποπρόγραμμα υπολογισμού συντεταγμένων της τροχιάς επαφών και συνεργαζόμενων κατατομών, 

καθώς και το υποπρόγραμμα υπολογισμού στοιχείων παροχής κατατομών, είναι ίδια με αυτά που 

αντιστοιχούν στην περίπτωση κυβικού πολυωνύμου. 


