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Πεπίλητη 
 

Η πηήζε ζε ζρεκαηηζκό είλαη εκπλεπζκέλε από ηε θύζε, θαζώο 

ρξεζηκνπνηείηαη από ηα απνδεκεηηθά πνπιηά. Πεηώληαο ζε ζρεκαηηζκό ην θάζε 

πηελό εθκεηαιιεύεηαη ηα αλνδηθά ξεύκαηα πνπ δεκηνπξγεί ην κπξνζηηλό ηνπ θαη έηζη 

ίπηαηαη θαηαλαιώλνληαο ιηγόηεξε ελέξγεηα. 

Η ίδηα ηερληθή κπνξεί απνδεδεηγκέλα λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη από ηα 

αεξνζθάθε. Καζώο έλα αεξνζθάθνο θηλείηαη δηακέζνπ ηνπ αέξα, δεκηνπξγεί αέξηα 

ξεύκαηα ζην ρώξν γύξσ από απηό κε ηε κνξθή δηλώλ. Οη δίλεο απηέο επάγνπλ 

δπλάκεηο θαη ξνπέο ζηνπο αθόινπζνπο ηνπ ζρεκαηηζκνύ θαη ππάξρεη έλα 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ζην ρώξν όπνπ ε επαγώκελε άλησζε θαη ε νπηζζέιθνπζα 

κεγηζηνπνηείηαη θαη ειαρηζηνπνηείηαη αληίζηνηρα. 

ηελ παξνύζα εξγαζία κειεηάκε ην πξόβιεκα ηεο πηήζεο δύν αεξνζθαθώλ 

ζε ζρεκαηηζκό. πγθεθξηκέλα ζα δεκηνπξγήζνπκε έλα κνληέιν πξνζνκνίσζεο δύν 

αεξνζθαθώλ, ζην νπνίν ν αθόινπζνο ζα παξακέλεη ζε ζρεκαηηζκό κε ηνλ αξρεγό 

ζην πξναλαθεξζέλ θαηάιιειν ζεκείν ηνπ ρώξνπ, ην νπνίν ζα εληνπίδεηαη από έλα 

ζύζηεκα απηνκάηνπ ειέγρνπ πνπ ζα ζρεδηάζνπκε κε ηε κέζνδν Extemum Seeking 

Control. 
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Abstract 
 

Formation flight is inspired by nature itself, since it is being used by migratory 

birds. By flying in formation, each bird can exploit the lifting air currents that its leader 

creates and therefore can fly by consuming less energy. 

The same technique is proven to be able to be used by aircraft. As an aircraft 

flies through the air, it generates air currents in the surrounding space in the form of 

vortices. These vortices induce forces and moments at the formation followers and 

there exists a particular point in space where induced lift and drag is maximized and 

minimized accordingly. 

In this thesis we study the problem of formation flight. More precisely, we will 

create a simulation model of two aircraft, in which the follower will remain in formation 

with the leader at the aforementioned appropriate point in space, which will be 

detected by a control system which we will design with the method of Extremum 

Seeking Control. 
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Ππόλογορ 
 

Η παξνύζα εξγαζία εθπνλήζεθε ζην ηκήκα Μεραλνιόγσλ Μεραληθώλ ηνπ 

Δζληθνύ Μεηζόβηνπ Πνιπηερλείνπ, ζηα πιαίζηα ηνπ Γηαηκεκαηηθνύ Πξνγξάκκαηνο 

Μεηαπηπρηαθώλ πνπδώλ "πζηήκαηα Απηνκαηηζκνύ". Σν βαζηθό θίλεηξν ππήξμε ε 

επηζπκία γηα ηελ ελαζρόιεζε κε ην αεξνζθάθνο θαη ηδηαηηέξσο κε ηνλ ζύγρξνλν θαη 

ηαρέσο αλαπηπζζόκελν ηνκέα ησλ Με Δπαλδξσκέλσλ Αεξνζθαθώλ (Unmanned 

Aerial Vehicles, UAV). 

Η επηζπκία ηνπ αλζξώπνπ λα πεηάμεη ππήξρε από αξραηνηάησλ ρξόλσλ. Από 

ηελ ειιεληθή Μπζνινγία είλαη παζίγλσζηνο ν κύζνο ηνπ Γαηδάινπ θαη ηνπ Ιθάξνπ, νη 

νπνίνη θαηαζθεπάδνληαο έλα δεύγνο θηεξώλ, ηα νπνία πξνζάξκνζαλ ζην ζώκα ηνπο 

κε θεξί, θαηόξζσζαλ λα δξαπεηεύζνπλ από ηελ Κξήηε όπνπ ηνπο θξαηνύζε ν 

βαζηιηάο Μίλσαο. Καηά ηελ πηήζε όκσο  ν Ίθαξνο, νξκώκελνο ίζσο από ηε ληόηε 

ηνπ, δελ άθνπζε ηε ζπκβνπιή ηνπ παηέξα ηνπ θαη αλέβεθε ζε κεγαιύηεξν ύςνο θαη 

πνην θνληά ζηνλ ήιην, κε απνηέιεζκα ην θεξί πνπ ζπγθξαηνύζε ηα θηεξά ηνπ λα 

ιηώζεη θαη ν ίδηνο λα πέζεη ζηε ζάιαζζα, ζην ρώξν όπνπ ήκεξα θαινύκε Ιθάξην 

πέιαγνο. 

Η ηζηνξία ηεο πηήζεο είλαη ηόζν κεγάιε θαη πνιύπιεπξε πνπ είλαη αδύλαην 

λα ηελ θαιύςνπκε ζε ιίγεο γξακκέο. Γηα ην ιόγν απηό ζα πξνζπαζήζνπκε λα 

αλαθεξζνύκε επηγξακκαηηθά ζηα πνην βαζηθά ζεκεία ηεο. Ο άλζξσπνο έθαλε θαηά 

ην παξειζόλ ακέηξεηεο πξνζπάζεηεο πξνθεηκέλνπ λα θαηαθηήζεη ηνπο αηζέξεο. 

Μέρξη σζηόζν ηηο αξρέο ηνπ 20νπ αηώλα ην θαιύηεξν πνπ θαηνξζώζεθε ήηαλ ζύληνκε 

πηήζε κε αλεκόπηεξα από πιαγηέο θαη ε παξακνλή ζηνλ αέξα κε ην αεξόζηαην. Η 

17ε Γεθεκβξίνπ 1903 είλαη κηα εκεξνκελία νξόζεκν γηα ηε ζύγρξνλε αεξνπινΐα, 

θαζώο δύν κεραληθνί πνδειάησλ από ην Νηέηηνλ ηεο πνιηηείαο ηνπ Οράην, νη αδεξθνί 

Ράηη (Wright), πξαγκαηνπνίεζαλ ηελ πξώηε επαλδξσκέλε κεραλνθίλεηε πηήζε κε 

αεξνζθάθνο βαξύηεξν ηνπ αέξα, ζην Κίηη Υόθ (Kitty Hawk) ηεο Βόξεηαο Καξνιίλαο. 

Σν αεξνζθάθνο ηνπο πνπ νλόκαζαλ Φιάηεξ (Flyer), παξέκεηλε θαηά ηελ πξώηε 

πηήζε ζηνλ αέξα γηα πεξίπνπ      θαη δηήλπζε κηα απόζηαζε ίζε κε     . Έθηνηε ε 

αλάπηπμε ηνπ αεξνζθάθνπο ππήξμε ξαγδαία. 

Σν αεξνζθάθνο θαηά ηελ εμέιημή ηνπ γηλόηαλ ζπλερώο ηαρύηεξν θαη 

κπνξνύζε λα ίπηαηαη ζε κεγαιύηεξα ύςε. Η αμία ηνπ αλαγλσξίζηεθε θαη θαηά ηε 

δηάξθεηα ηνπ Α’ θαη Β’ Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ όπνπ από έλα απιό κέζν κεηαθνξάο θαη 

εμεξεύλεζεο κεηαηξάπεθε ζε πνιεκηθή κεραλή, θέξνληαο βόκβεο θαη ππξνβόια 

όπια. ηα ρξόληα πνπ αθνινύζεζαλ ηα αεξνζθάθε άξρηζαλ λα απνθηνύλ λέν ζρήκα 

θαη λα εθνδηάδνληαη πιένλ κε ηζρπξνύο θηλεηήξεο κε απνηέιεζκα ην 1947 λα 

πξαγκαηνπνηεζεί ε πξώηε επαλδξσκέλε ππεξερεηηθή πηήζε κε ην αεξνζθάθνο Bell 

X-1 θαη θπβεξλήηε ηνλ Charles "Chuck" Yeager. 

Σν αεξνζθάθνο ζηηο κέξεο καο έρεη αλαπηπρζεί ζε πνιύ κεγάιν βαζκό 

θαζώο ρξεζηκνπνηείηαη ηόζν γηα κεηαθνξέο θαη γηα πνιεκηθέο επηρεηξήζεηο όζν θαη 

γηα εξεπλεηηθνύο ζθνπνύο. Έλαο ξαγδαία εμειηζζόκελνο ηνκέαο έξεπλαο είλαη απηόο 

ησλ UAV. Η ηδηαηηεξόηεηα πνπ παξνπζηάδνπλ ζε ζρέζε κε ηα ζπκβαηηθά αεξνζθάθε 

είλαη ε απνπζία ηνπ πηιόηνπ. Ο έιεγρόο ηνπο κπνξεί λα γίλεη από θάπνην ζηαζκό 

ειέγρνπ, αξθεηά καθξηά από ην κέξνο όπνπ επηρεηξεί ην αεξνζθάθνο. Μπνξεί 

σζηόζν λα είλαη θαη πιήξσο απηόλνκα ζπζηήκαηα. Η εξεύλα πάλσ ζηα UAV 

πεξηιακβάλεη κεηαμύ ησλ άιισλ ην ζρεδηαζκό απνηειεζκαηηθώλ ζπζηεκάησλ 

ειέγρνπ, ηελ αλάπηπμε ηεο ηθαλόηεηαο ηνπο λα πινεγνύληαη απηόλνκα ζε άγλσζηα 



10 

 

 

πεξηβάιινληα, λα ρξεζηκνπνηνύλ ηνπο αηζζεηήξεο ηνπο γηα ηε ζπιινγή 

πιεξνθνξηώλ, λα κπνξνύλ κέζσ θαηάιιεισλ αιγνξίζκσλ λα αλαιύνπλ ηηο εηθόλεο 

ηνπ πεξηβάιινληνο θαη λα εμάγνπλ ρξήζηκεο πιεξνθνξίεο. Σα UAV ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζηηο κέξεο καο ζε εθαξκνγέο πνπ αθνξνύλ ηελ επηηήξεζε θαη αζθάιεηα, ηελ άκπλα, 

ηε κεηαθνξά αγαζώλ θαη ηε ζπιινγή πιεξνθνξηώλ. 

ηνλ ζπγθεθξηκέλν ηνκέα, όπσο θαη ζε θάζε άιινλ άιισζηε, ν ζύγρξνλνο 

κεραληθόο θαιείηαη λα εξεπλήζεη κία αξθεηά κεγάιε γθάκα εθαξκνγώλ, έλα ηαμίδη ην 

νπνίν πεξηέρεη δπζθνιίεο θαη πξνθιήζεηο, νδεγεί σζηόζν θαη ζε επεξγεηηθά γηα ηελ 

θνηλσλία θαη ηελ αλζξώπηλε δσή απνηειέζκαηα. Ο θόπνο θαη ε πξνζπάζεηα πνπ 

θαιείηαη λα θαηαβάιεη είλαη κεγάινο, αιιά εθνδηαζκέλνο κε ηελ αγάπε γηα ηε δηαξθή 

κάζεζε θαη ηελ πξνζθνξά ζην θνηλσληθό ζύλνιν κπνξεί λα μεπεξάζεη ηηο δπζθνιίεο 

πνπ ζα ζπλαληήζεη θαη λα επηηειέζεη κε επηηπρία ην έξγν ηνπ. εκαληηθόηαην ξόιν 

ζην ηαμίδη  δηαδξακαηίδεη θαη ε ζπλεξγαζία κε ηνπο ζπλαδέιθνπο ηνπ. Θα πξέπεη δε 

πάληα λα έρεη θαηά λνπ, όηη κπνξεί θάζε αξρή λα είλαη θαη δύζθνιε, αιιά από ηελ 

άιιε κεξηά "ε αξρή είλαη ην ήκηζπ ηνπ παληόο". 

 

Μπαηζήο Ισάλλεο 

Αζήλα 2021 
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Κεθάλαιο 1 

Διζαγυγή 
 

ην θεθάιαην απηό ζα παξνπζηάζνπκε ην ζθνπό γηα ηνλ νπνίν εθπνλήζεθε ε 

ζπγθεθξηκέλε εξγαζία θαζώο θαη ην ιόγν γηα ηνλ νπνίν είλαη ζεκαληηθή από 

εξεπλεηηθήο πιεπξάο. Θα θάλνπκε κηα ζύληνκε βηβιηνγξαθηθή αλαζθόπεζε ζηηο 

ζεκαληηθόηεξεο εξγαζίεο πνπ έρνπλ εθπνλεζεί θαη ζα νινθιεξώζνπκε κε κηα 

ζύληνκε παξνπζίαζε ηεο δνκήο ηεο εξγαζίαο. 

 

1.1 θνπόο εξγαζίαο 
 

Η παξνύζα εξγαζία έρεη σο αληηθείκελν ηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

πηήζεο δύν αεξνζθαθώλ ζε θιεηζηό ζρεκαηηζκό, δειαδή ζε ζρεηηθά θνληηλή κεηαμύ 

ηνπο απόζηαζε, κε ηνλ βέιηηζην δπλαηό ηξόπν. Καζώο έλα αεξνζθάθνο θηλείηαη 

δηακέζνπ ηνπ αέξα, δεκηνπξγεί ζην ρώξν κπξνζηά θαη πίζσ ηνπ αέξηα ξεύκαηα κε ηε 

κνξθή δηλώλ (vortices). Ιδηαίηεξε ζεκαζία γηα ηελ πηήζε ζε ζρεκαηηζκό έρνπλ ηα 

ξεύκαηα αέξα πνπ δεκηνπξγνύληαη ζην ρώξν πίζσ από ην αεξνζθάθνο. Καηά 

αληηζηνηρία κε ηα πδάηηλα ξεύκαηα πνπ δεκηνπξγεί έλα πινίν θαζώο θηλείηαη ζηε 

επηθάλεηα ηεο ζάιαζζαο ηα νπνία θαινύληαη κε ην λαπηηθό όξν απόλεξα (wake), ηα 

ελ ιόγσ αέξηα ξεύκαηα είλαη γλσζηά ζηε βηβιηνγξαθία σο wake vortices. Η έλλνηα 

ηεο πηήζεο ζε ζρεκαηηζκό κε ην βέιηηζην δπλαηό ηξόπν ζεκαίλεη ην αεξνζθάθνο 

πνπ έπεηαη ηνπ ζρεκαηηζκνύ λα ηνπνζεηεζεί από έλα ζύζηεκα ηνπ απηόκαηνπ 

πηιόηνπ πνπ δηαζέηεη ζε ηέηνην ζεκείν ζην ρώξν, ζε ζρέζε κε ην κπξνζηηλό ηνπ, 

ώζηε λα ίπηαηαη θαηαλαιώλνληαο ιηγόηεξν θαύζηκν, εθκεηαιιεπόκελν ηα αλνδηθά 

από ηα πξναλαθεξζέληα ξεύκαηα πνπ ην ηειεπηαίν παξάγεη. 

Η πηήζε ζε ζρεκαηηζκό είλαη εκπλεπζκέλε από ηελ ίδηα ηε θύζε θαη πην 

ζπγθεθξηκέλα από ηα απνδεκεηηθά πνπιηά, ηα νπνία πεηώληαο ζε θιεηζηό 

ζρεκαηηζκό κπνξνύλ λα δηαλύζνπλ κεγαιύηεξεο απνζηάζεηο θαηά ηελ πεξίνδν ηεο 

κεηαλάζηεπζεο. Η ίδηα ηερληθή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη από ηα αεξνζθάθε. Σν 

αεξνζθάθνο πνπ πξνεγείηαη ησλ ππνινίπσλ είλαη ν αξρεγόο (leader) ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ. Σα αέξηα ξεύκαηα πνπ απηόο δεκηνπξγεί θαη πεξηγξάςακε 

πξνεγνπκέλσο, ζπκβάιινπλ ζην ρώξν κε απνηέιεζκα λα ππάξρνπλ πεξηνρέο όπνπ 

δεκηνπξγνύληαη αλνδηθά αιιά θαη θαζνδηθά ξεύκαηα. Σα ξεύκαηα απηά έξρνληαη ζε 

επαθή κε ηα αεξνζθάθε πνπ έπνληαη ηνπ αξρεγνύ, ηνπο αθόινπζνπο (followers)  

θαη επάγνπλ ζε απηά επηπιένλ δπλάκεηο θαη ξνπέο αεξνδπλακηθήο θύζεσο, πέξαλ 

ησλ ήδε ππαξρόλησλ από ηε δηθή ηνπο θίλεζε ζην ρώξν. Έηζη νη αθόινπζνη 

κπνξνύλ λα ηνπνζεηεζνύλ ζε ζπγθεθξηκέλα ζεκεία ηνπ ρώξνπ όπνπ 

εθκεηαιιεύνληαη κε ηνλ θαιύηεξν δπλαηό ηξόπν ηελ επεξγεηηθή επίδξαζε ησλ 

επαγόκελσλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ από ηα αλνδηθά ξεύκαηα πνπ πξνθαιεί ν αξρεγόο 

ηνπ ζρεκαηηζκνύ. Λόγσ ησλ επεξγεηηθώλ απηώλ επηδξάζεσλ, ηα θαηάιιεια απηά 

ζεκεία ηνπ ρώξνπ είλαη γλσζηά κε ην όλνκα "γιπθά", κε ηελ έλλνηα ηνπ "καλά" ή 

"επιθςμηηά", ζεκεία (sweet spots). 

Από θπζηθνκαζεκαηηθήο άπνςεο, ε κε γξακκηθή θύζε ηεο δπλακηθήο ηόζν 

ελόο αεξνζθάθνπο όζν θαη ησλ πξναλαθεξζέλησλ αεξίσλ δηλώλ θαζώο θαη ε 

εμαηξεηηθή πνιππινθόηεηα ηνπ πξαγκαηηθνύ θαηλνκέλνπ, θαζηζηά πνιύ δύζθνιε έσο 

αδύλαηε ηελ ηνπνζέηεζε ηνπ αεξνζθάθνπο ζε θαηάιιειν ζεκείν ηνπ ρώξν ηνπ 
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ζρεκαηηζκνύ απνθιεηζηηθά θαη κόλν από ηνλ πηιόην. Γηα ην ιόγν απηό είλαη 

αλαγθαίνο ν ζρεδηαζκόο ελόο επηπιένλ ζπζηήκαηνο απηνκάηνπ ειέγρνπ, ην νπνίν ζα 

είλαη επηθνξηηζκέλν κε ην έξγν λα εληνπίδεη ην ελ ιόγσ ζεκείν θαη λα δίλεη 

θαηάιιειεο εληνιέο ζηνλ απηόκαην πηιόην ηνπ αεξνζθάθνπο πξνθεηκέλνπ λα ην 

νδεγήζεη ζε απηό. Όπσο θαηαιαβαίλνπκε, ζην επηζπκεηό ζεκείν ηνπ ρώξνπ ε 

επαγώκελε άλησζε (Lift) ζηνλ αθόινπζν ηνπ ζρεκαηηζκνύ κεγηζηνπνηείηαη. Λόγσ 

ηνπ όηη ην ζύζηεκα ειέγρνπ θαιείηαη λα εληνπίζεη ηε κέγηζηε ηηκή κίαο ζπλάξηεζεο, ε 

πιένλ θαηάιιειε ηερληθή γηα ην ζρεδηαζκό ηνπ είλαη ε ηερληθή Διέγρνπ Αλαδήηεζεο 

Αθξόηαηνπ (Extremum Seeking Control, ESC). 

Σν εξεπλεηηθό ελδηαθέξνλ επί ηεο πηήζεσο αεξνζθαθώλ ζε ζρεκαηηζκό είλαη 

αξθεηά κεγάιν, ιόγσ ησλ άκεζσλ πξαθηηθώλ εθαξκνγώλ ηνπ θαη ν αξηζκόο ησλ 

εθπνλεκέλσλ κέρξη ζηηγκήο εξγαζηώλ επί ηνπ ζέκαηνο είλαη αξθεηά κεγάινο. Έλα 

βαζηθό όθεινο ηόζν γηα ηελ πνιηηηθή όζν θαη ηελ πνιεκηθή αεξνπνξία είλαη ε 

νηθνλνκία ηνπ θαπζίκνπ, κε άκεζε ζπλέπεηα ηε δπλαηόηεηα πξαγκαηνπνίεζεο 

πεξηζζόηεξσλ δξνκνινγίσλ ή απνζηνιώλ. Δπηπξνζζέησο είλαη δπλαηή ε δηάλπζε 

κεγαιύηεξεο απόζηαζεο από επηβαηηθά ή κεηαγσγηθά αεξνζθάθε κε ζπγθεθξηκέλν 

θνξηίν. 

Με βάζε ηα αλσηέξσ, ν ζθνπόο ηεο παξνύζεο εξγαζίαο είλαη λα ζρεδηαζηεί 

έλα ζύζηεκα απηνκάηνπ ειέγρνπ κε ηε κέζνδν ESC ην νπνίν ζα νδεγεί ηνλ 

αθόινπζν ελόο ζρεκαηηζκνύ δύν αεξνζθαθώλ ζην θαηάιιειν ζεκείν ηνπ ρώξνπ, 

δειαδή ζην sweet spot, πίζσ από ηνλ αξρεγό. 

 

1.2 Βηβιηνγξαθηθή αλαζθόπεζε 
 

Σν πξόβιεκα ηεο πηήζεο ζε ζρεκαηηζκό κειεηάηαη ζπζηεκαηηθά ηα ηειεπηαία 

30 ρξόληα, νη απαξρέο ηνπ σζηόζν ζπλαληώληαη ζηηο αξρέο ηνπ 20νπ αηώλα. Όπσο 

ήδε αλαθέξακε, αξηζκόο ησλ εθπνλεκέλσλ εξγαζηώλ είλαη κεγάινο θαη κηα πιήξεο 

βηβιηνγξαθηθή αλαζθόπεζε ζα ήηαλ πνιύ δύζθνιε. Γηα ην ιόγν απηό ζα αλαθέξνπκε 

ελδεηθηηθά ζε κεξηθέο από ηηο πνην ζεκαληηθέο. Μία πνιύ θαιή αλαζθόπεζε ζηηο 

εθπνλεκέλεο γηα ην ζπγθεθξηκέλν ζέκα κειέηεο κπνξεί λα βξεη θαλείο ζηελ αλαθνξά 

[Ryan, 2010]. 

Από ηνπο πξώηνπο θιάδνπο πνπ αζρνιήζεθαλ κε ην ζέκα ήηαλ απηόο ηεο 

βηνινγίαο. Μειέηεο ζε απνδεκεηηθά πηελά πνπ έγηλαλ από ηνλ Wieselberger ην 1914 

έδεημαλ όηη ζηα πηελά πνπ πεηνύλ ζε ζρεκαηηζκό ζρήκαηνο V, όπνπ δειαδή ην θάζε 

πηελό είλαη ηνπνζεηεκέλν δηαγσλίσο ζε ζρέζε κε ην κπξνζηηλό ηνπ όπσο θαίλεηαη 

ζηελ εηθόλα    , ε δύλακε ηεο αληίζηαζεο ηνπ αέξα ή αιιηώο νπηζζέιθνπζα (Drag) 

πνπ ζα παξνπζηάζνπκε ζην θεθάιαην   ειαηηώλεηαη θαηά       . 

 

 
 

Δηθόλα 1.1 κήλνο απνδεκεηηθώλ ρελώλ ζε ζρεκαηηζκό ηύπνπ V (εηθόλα από trainingonline4u.com). 
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Αλαθνξηθά κε ηελ κειέηε ηεο πηήζεο αεξνζθαθώλ ζε ζρεκαηηζκό κε ζθνπό 

ηελ κείσζε ηεο νπηζζέιθνπζαο αζρνιήζεθε πξώηνο ν Shclitchting ην 1942. ηε 

κεηέπεηηα πεξίνδν, κία από ηηο πξώηεο εξγαζίεο πνπ εθπνλήζεθαλ ην ζέκα ήηαλ 

απηή ησλ  [Binetti et al, 2003]. Οη ζπγγξαθείο ρξεζηκνπνίεζαλ έλα απιό θαη επξέσο 

ρξεζηκνπνηνύκελν κέρξη ζήκεξα κνληέιν γηα ηελ αεξνδπλακηθή αιιειεπίδξαζε 

κεηαμύ δύν αεξνζθαθώλ ηύπνπ C-  Galaxy, ηελ Θεσξία Φέξνπζαο Γξακκήο ηνπ 

Prandtl (Prandlt’s Lifting Line theory) πνπ ζα παξνπζηάζνπκε ζην θεθάιαην  , γηα 

λα ππνινγίζνπλ ηηο επαγώκελεο ζην ρώξν ηαρύηεηεο, θαη θαηά ζπλέπεηα δπλάκεηο θαη 

ξνπέο ζην αεξνζθάθνο πνπ έπνληαλ ηνπ αξρεγνύ ηνπ ζρεκαηηζκνύ. ηε ζπλέρεηα 

ζρεδίαζαλ έλαλ απηόκαην πηιόην κε ηε κέζνδν ειέγρνπ Proportional-Integral-

Derivative (PID), πνπ δηαηεξνύζε ηα δύν αεξνζθάθε ζε ζρεκαηηζκό ζην επηζπκεηό 

ζεκείν θαη εηζήγαγαλ ηελ αεξνδπλακηθή επίδξαζε σο κηα κε γξακκηθή αλάδξαζε ζην 

γξακκηθό κνληέιν ηνπ αθόινπζνπ ηνπ ζρεκαηηζκνύ. Οινθιεξώλνληαο ζρεδίαζαλ ην 

ζύζηεκα απηνκάηνπ ειέγρνπ γηα ηελ εύξεζε ηνπ βέιηηζηνπ ζεκείνπ κε ηε κέζνδν 

ESC θαη έθαλαλ ρξήζε ηεο θιαζηθήο, όπσο ζα δνύκε ζην θεθάιαην  , κνξθήο ηνπ 

αιγνξίζκνπ ESC κε πςηπεξαηά θαη θαησπεξαηά θίιηξα γηα ηελ εύξεζε ηνπ κεγίζηνπ 

ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο. Η ηειεπηαία επηιέρζεθε λα είλαη ε ηηκή ηεο γσλίαο 

πξόλεπζεο (pitch)  , πνπ ζα παξνπζηάζνπκε ζην θεθάιαην  , ε νπνία ζην 

θαηάιιειν ζεκείν εκθαλίδεη ειάρηζην. Σα απνηειέζκαηα ηεο πξνζνκνίσζεο έδεημαλ 

ειάηησζε  ηεο εληνιήο ρξήζεο ηνπ θηλεηήξα (throttle) θαηά    . 

Οη [Chicka et al, 1999, 2006] ρξεζηκνπνίεζαλ ην ίδην κνληέιν αεξνδπλακηθήο 

επίδξαζεο σζηόζν ζηνλ βξόγρν ηνπ ESC, δελ έθαλαλ ρξήζε ηεο θιαζηθήο κνξθήο 

ηνπ αιγνξίζκνπ. Αληί απηνύ ρξεζηκνπνίεζαλ κηα πνην βειηησκέλε ηερληθή ε νπνία 

εληνπίδεη ηε ζέζε ηνπ θαηάιιεινπ ζεκείνπ κε ρξήζε ελόο Δθηεηακέλνπ Φίιηξνπ 

Kalman (Extended Kalman Filter, EKF). Απηό είρε ζαλ απνηέιεζκα ν αιγόξηζκνο 

ESC λα ζπγθιίλεη πνην γξήγνξα θαη πνηό απνηειεζκαηηθά. Ωο ζπλάξηεζε πξνο 

βειηηζηνπνίεζε επηιέρζεθε ε επαγώκελε ζηνλ αθόινπζν δηακήθεο ξνπή, ε νπνία 

κεγηζηνπνηείηαη ζην θαηάιιειν ζεκείν. 

Μηα πξόζθαηε, πνιύ θαιή θαη βειηησκέλε ζε κεγάιν βαζκό εξγαζία ζε 

ζρέζε κε ηηο πξναλαθεξζείζεο είλαη απηή ησλ [Brodecki, Subbarao, 2013]. ε απηήλ 

κειεηήζεθε ην πξόβιεκα ηνπ ζρεκαηηζκνύ ηόζν δύν όζν θαη ηξηώλ αεξνζθαθώλ θαη 

έγηλε ρξήζε ελόο κε γξακκηθνύ κνληέινπ γηα αεξνζθάθνο ηύπνπ F-  . Η 

αεξνδπλακηθή επίδξαζε κεηαμύ ησλ αεξνζθαθώλ κνληεινπνηήζεθε κε ηελ πνην 

αθξηβή κέζνδν ηεο Δθηεηακέλεο Θεσξίαο Φέξνπζαο Γξακκήο (Extended Lifting 

Line Theory) πνπ ζα δνύκε ζην θεθάιαην  . Δπηπξνζζέησο ην ζύζηεκα ηνπ 

απηόκαηνπ πηιόηνπ ηνπ αθόινπζνπ ηνπ ζρεκαηηζκνύ ζρεδηάζηεθε κε ε κέζνδν Non 

Linear Dynamic Inversion (NDI) θαη γηα ηελ εύξεζε ηνπ θαηάιιεινπ ζεκείνπ έγηλε 

ρξήζε ηεο βειηησκέλεο ηερληθήο ηνπ αιγνξίζκνπ ESC κε ρξήζε EKF. ηηο 

πξνζνκνηώζεηο πνπ έγηλαλ δείρζεθε κείσζε ζην ζπληειεζηή ηεο νπηζζέιθνπζαο 

θαηά      . 

Δθηόο από ζεσξεηηθέο κειέηεο, έρνπλ πξαγκαηνπνηεζεί θαη πξαγκαηηθέο 

δνθηκέο ε νπνίεο θαη επηβεβαίσζαλ ηηο ζεσξεηηθέο πξνβιέςεηο. Η πξώηε πξαγκαηηθή 

δνθηκή πνπ έγηλε ζύκθσλα κε ηνλ [Ryan 2010] ήηαλ απηή ησλ Beukenberg θαη 

Hummel [Beukenberg M, Hummel D, 1990] ην 1990. ηελ εηθόλα     θαίλεηαη έλα 

ζηηγκηόηππν απν ηηο πηεηηθέο δνθηκέο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε ζπλεξγαζία κε ην 

Γεξκαληθό Κέληξν Αεξνδηαζηεκηθήο (Deutsches Zentrum für Luft- und 
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Raumfahrt) όπνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ δύν αεξνζθάθε δνθηκώλ ηύπνπ Dornier-   θαη 

έλα αεξνζθάθνο ηύπνπ Dornier-   ην νπνίν βνεζνύζε ζηελ όιε δηαδηθαζία. Με 

θύθιν είλαη ζεκεησκέλνο έλαο θώλνο δηακέηξνπ       θαη ύςνπο       ν νπνίνο 

ήηαλ ζπλδεδεκέλνο κε θαιώδην κε ην κπξνζηηλό αεξνζθάθνο θαη ρξεζηκνπνηνύληαλ 

ζαλ έλδεημε ηεο επηζπκεηήο απόζηαζεο κεηαμύ ησλ δύν αεξνζθαθώλ. ηελ ελ ιόγσ 

εξγαζία επηβεβαηώζεθε ε πνιύ θαιή ζπκθσλία ησλ ζεσξεηηθώο αλακελνκέλσλ 

απνηειεζκάησλ γηα ειάηησζε ηεο νπηζζέιθνπζαο θαη ησλ κεηξήζεσλ πνπ ιήθζεθαλ 

θαηά ηηο πηεηηθέο δνθηκέο. Δπηπξνζζέησο ηνλίζηεθε ε αλάγθε γηα ην ζρεδηαζκό ελόο 

ζπζηήκαηνο απηνκάηνπ ειέγρνπ ην νπνίν ζα νδεγεί ηνλ αθόινπζν ζην επηζπκεηό 

ζεκείν κε ρξήζε ηεο ηερληθήο ESC. Γηα ηα πξναλαθεξζέληα πξαγκαηνπνηήζεθαλ 

ηόζν πξνζνκνηώζεηο όζν θαη πξαγκαηηθέο δνθηκέο νη νπνίεο επηβεβαίσζαλ ην 

αλακελόκελν ζεσξεηηθό απνηέιεζκα ηεο κείσζεο ηεο θαηαλάισζεο θαπζίκνπ θαηά 

   . 

 

 
 

Δηθόλα 1.2 ηηγκηόηππν από ηηο πηεηηθέο δνθηκέο ηνπ 1990  ηνπ Γεξκαληθνύ Κέληξνπ Αεξνδηαζηεκηθήο 
(εηθόλα από [Beukenberg M, Hummel D, 1990]). 

 

Σν 2001 ε NASA νινθιήξσζε κία εθηεηακέλε ζεηξά δνθηκώλ ζηα πιαίζηα ηνπ 

πξνγξάκκαηνο Autonomous Formation Flight project (AFF). Γύν αεξνζθάθε ηύπνπ 

F/A-   πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα εξεπλεηηθνύο ζθνπνύο εθνδηάζηεθαλ κε ηνπο 

θαηάιιεινπο αηζζεηήξεο θαη όξγαλα κέηξεζεο, πξνθεηκέλνπ λα κεηξεζεί κέζσ 

θαηάιιεισλ ηερληθώλ ε κεηαβνιή ζηνπο ζπληειεζηέο επαγώκελεο άλησζεο θαη 

νπηζζέιθνπζαο, θαζώο θαη ζηελ θαηαλάισζε ηνπ θαπζίκνπ. Οη πξνθιήζεηο ηνπ όινπ 

εγρεηξήκαηνο ήηαλ αξθεηέο, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο ιήςεο κεηξήζεσλ 

δηαηεξώληαο σζηόζν αζθαιή απόζηαζεο κεηαμύ ησλ δύν αεξνζθαθώλ. Δπίζεο 

θαηά ηελ πηήζε θαζώο ην θαύζηκν θαηαλαιώλνληαλ, ειαηηώλνληαλ ην βάξνο ησλ 

αεξνζθαθώλ γεγνλόο ην νπνίν επεξεάδεη ηελ ππνινγηδόκελε έληαζε ησλ 

δεκηνπξγνύκελσλ αεξίσλ δηλώλ. Σν εγρείξεκα ελ ηνύηνηο νινθιεξώζεθε επηηπρώο 

θαη επηβεβαίσζε ηα ζεσξεηηθά δεδνκέλα θαζώο παξαηεξήζεθε κείσζε ζην 

ζπληειεζηή επαγώκελεο νπηζζέιθνπζαο ηεο ηάμεο έσο θαη     θαζώο θαη κείσζε 

ηεο θαηαλάισζεο θαπζίκνπ ηεο ηάμεο ηνπ        [Vachon M J et al, 2002]. 
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Δηθόλα 1.3 ηηγκηόηππν από ηηο πηεηηθέο δνθηκέο ηνπ 2001 ηεο NASA (εηθόλα από nasa.gov). 

 

1.3 Γνκή εξγαζίαο 
 

ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία ελδηαθεξόκαζηε γηα ηε κειέηε ηεο πηήζεο ζε 

ζρεκαηηζκό δύν πιήξσο απηόλνκσλ Με Δπαλδξσκέλσλ Αεξνζθαθώλ 

(Unmanned Aerial Vehicles, UAV). Η δνκή ηεο εξγαζίαο έρεη σο αθνινύζσο: 

 ην κεθάλαιο   παξνπζηάδεηαη ε βαζηθή ζεσξία ηεο δπλακηθήο ηεο πηήζεο 

ελόο αεξνζθάθνπο. Ξεθηλνύκε από ηηο πεξηγξαθέο ησλ ρξεζηκνπνηνύκελσλ 

ζπζηεκάησλ ζπληεηαγκέλσλ θαη πεξηγξάθνπκε ζηε ζπλέρεηα ηα βαζηθά 

αεξνδπλακηθά κεγέζε. ηε ζπλέρεηα δηαηππώλνληαη νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηνπ κε 

γξακκηθνύ κνληέινπ ελόο αεξνζθάθνπο δώδεθα κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο θαη έμη 

βαζκώλ ειεπζεξίαο. Σν θεθάιαην νινθιεξώλεηαη κε ηελ παξνπζίαζε ελόο απηόκαηνπ 

πηιόηνπ γηα έλα Με Δπαλδξσκέλν Αεξνζθάθνο, ζρεδηαζκέλνπ κε ηε κέζνδν PID. 

ην κεθάλαιο   δίλεηαη ε πεξηγξαθή ησλ δηαζέζηκσλ κνληέισλ ησλ αεξίσλ 

δηλώλ πνπ πξνθαιεί έλα αεξνζθάθνο θαηά ηελ θίλεζή ηνπ ζην ρώξν. Αξρηθά ζα γίλεη 

κηα πεξηγξαθή ησλ βαζηθώλ παξακέηξσλ κηαο πηέξπγαο θαζώο θαη κηαο επηκέξνπο 

ηνκήο ηεο κε έλα παξάιιειν ζηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο επίπεδν πνπ θαιείηαη 

αεξνηνκή (airfoil). Έπεηηα ζα γίλεη κηα ζύληνκε εηζαγσγή ζηε Θεσξία Πεδίνπ Ρνήο 

(Potential Flow Theory) κε ηε βνήζεηα ηεο νπνίαο ζα γίλεηαη ν ππνινγηζκόο ησλ 

δπλάκεσλ θαη ξνπώλ πνπ αζθνύληαη ζε κηα πηέξπγα. Σέινο παξνπζηάζνπκε ηα 

δηαζέζηκα καζεκαηηθά κνληέια πεδίσλ θαηαλνκήο ηαρπηήησλ ησλ ελ ιόγσ αεξίσλ 

δηλώλ. 

ην κεθάλαιο   πεξηγξάθεηαη ε ηερληθή ηνπ ESC. Αξρηθά ζα πεξηγξαθεί 

βαζηθή δνκή ελόο ζπζηήκαηνο ESC θαη ζηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηαζηνύλ δύν 

αιγόξηζκνη ζρεδηαζκνύ ηόζν γηα ζπζηήκαηα Μνλήο Δηζόδνπ – Μνλήο Δμόδνπ 

(Single Input – Single Output, SISO), όζν θαη γηα Πνιπκεηαβιεηά πζηήκαηα 

Πνιιώλ Δηζόδσλ – Μίαο Δμόδνπ (Multi Input – Single Output, MISO). Θα 

παξνπζηαζηεί  ζηε ζπλέρεηα ηε ζύγρξνλε βειηησκέλε κέζνδνο ESC κε ηε ρξήζε ηνπ 

EKF θαη ζα νινθιεξώζνπκε κε ηελ παξνπζίαζε ησλ βαζηθώλ ζεκείσλ ηεο 

απόδεημεο ηεο επζηάζεηα ησλ ζπζηεκάησλ ESC όηαλ πιεξνύληαη ζπγθεθξηκέλεο 

ζπλζήθεο. 
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Σν κεθάλαιο   απνηειεί ην εξεπλεηηθό κέξνο ηεο εξγαζίαο. πγθεθξηκέλα 

πξαγκαηνπνηήζεθε πξνζνκνίσζε ζε πεξηβάιινλ MATLAB®/Simulink. Θα 

μεθηλήζνπκε κε ηελ παξνπζίαζε ησλ καζεκαηηθώλ κνληέισλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

ζην κνληέιν πξνζνκνίσζεο ηόζν γηα ην αεξνζθάθνο όζν θαη γηα ηηο επαγώκελεο 

αέξηεο δίλεο. Έπεηηα ζα δείμνπκε ηηο ηερληθέο ζρεδηαζκνύ θαη ηελ επηινγή ησλ 

παξακέηξσλ ησλ επηκέξνπο ζπζηεκάησλ ηνπ κνληέινπ πξνζνκνίσζεο 

(ζρεκαηηζκόο αεξνζθαθώλ, ειεγθηήο ζρεκαηηζκνύ, ESC) . Θα νινθιεξώζνπκε κε 

ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ. 

Σέινο, ζην κεθάλαιο   παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα θαη γίλνληαη 

πξνηάζεηο γηα πεξαηηέξσ εξγαζία. 
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Κεθάλαιο 2 
 

Γςναμική αεποζκάθοςρ 
 

ην θεθάιαην απηό ζα παξνπζηάζνπκε αξρηθά ηηο εμηζώζεηο νη νπνίεο δηέπνπλ ηελ 

θίλεζε ελόο αεξνζθάθνπο ζην ρώξν. Οη εμηζώζεηο απηέο ηζρύνπλ γηα ηαρύηεηεο 

κηθξόηεξεο ηεο ηαρύηεηαο ηνπ ήρνπ. Η πεξηγξαθή βαζίδεηαη ζην έξγν ησλ [Beard, 

McLain 2012]. Θα μεθηλήζνπκε κε ηα ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο θίλεζεο ελόο αεξνζθάθνπο θαζώο θαη ηα 

απαξαίηεηα αεξνδπλακηθά κεγέζε. ηε ζπλερεία δηαηππώλνπκε ηηο εμηζώζεηο 

θηλεκαηηθήο, νη νπνίεο πεξηγξάθνπλ ηελ θίλεζε ηνπ αεξνζθάθνπο ζην ρώξν. Έπεηηα 

παξαζέηνπκε ηα γξακκηθνπνηεκέλα κνληέια ππνινγηζκνύ ησλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ 

πνπ αζθνύληαη ζε έλα αεξνζθάθνο θαη εηζάγνπκε ηα ελ ιόγσ κεγέζε ζην θηλεκαηηθό 

κνληέιν, πξνθεηκέλνπ λα εμάγνπκε ην πιήξεο κνληέιν δώδεθα κεηαβιεηώλ 

θαηάζηαζεο θαη έμη βαζκώλ ειεπζεξίαο. Σν θεθάιαην νινθιεξώλεηαη κε ηελ 

παξνπζίαζε ελόο ζπζηήκαηνο απηνκάηνπ ειέγρνπ γηα Με Δπαλδξσκέλα Αεξνζθάθε 

κε ηε κέζνδν PID. 

2.1 πζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ. 
 

Γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο θίλεζεο ελόο αεξνζθάθνπο δηακέζνπ ηνπ αέξα είλαη 

απαξαίηεηε ε ρξήζε εθηόο από έλα αδξαλεηαθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ θαη ελόο 

επηπιένλ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ πξνζαξκνζκέλν επί ηνπ αεξνζθάθνπο. Απηό 

δηόηη νη δπλάκεηο θαη ξνπέο αεξνδπλακηθήο θύζεσο πνπ αζθνύληαη επί ηνπ 

αεξνζθάθνπο εθθξάδνληαη πνην εύθνια ζε έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζηαζεξά 

πξνζαξηεκέλνπ ζε απηό. Σν αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο αλαθέξεηαη σο 

ζύζηεκα Βνξξάο-Αλαηνιή-Κάησ (North-East-Down, NED) ελώ ην πξνζαξηεκέλν 

επί ηνπ αεξνζθάθνπο ζύζηεκα νλνκάδεηαη ζύζηεκα αμόλσλ ζώκαηνο (Body 

Frame). Σν ηειεπηαίν εδξάδεηαη επί ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηνπ αεξνζθάθνπο θαη ν 

δηακήθεο (longitudinal), εγθάξζηνο (lateral) θαη θαηαθόξπθνο (vertical άμνλάο 

ηνπ, ηαπηίδεηαη κε ηνλ δηακήθε, εγθάξζην θαη θαηαθόξπθν άμνλα ηνπ αεξνζθάθνπο 

αληίζηνηρα. 

Έζησ          ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο NED θαη          ηα 

αληίζηνηρα κνλαδηαία δηαλύζκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο αμόλσλ ζώκαηνο. Ο 

πξνζαλαηνιηζκόο ηνπ αεξνζθάθνπο κπνξεί λα κεηαβάιιεηαη ζε ζρέζε κε ην 

ζύζηεκα NED θαη πεξηγξάθεηαη σο αθνινύζσο. Έζησ όηη ηα δύν ζπζηήκαηα έρνπλ 

αξρηθά ηνλ ίδην πξνζαλαηνιηζκό. ε ζρέζε κε ην ζύζηεκα NED, ην αεξνζθάθνο 

κπνξεί λα πεξηζηξαθεί πεξί ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα θαηά κηα γσλία   ε νπνία 

νλνκάδεηαη γσλία εθηξνπήο (Yaw angle), θαηά ηνλ εγθάξζην άμνλα θαηά κία γσλία 

  ε νπνία ιέγεηαη γσλία πξόλεπζεο (Pitch angle) θαη θαηά ηνλ δηακήθε άμνλα θαηά 

κία γσλία   ε νπνία θαιείηαη γσλία δηαηνηρηζκνύ (Roll angle). 

Δίλαη γλσζηό όηη ε κέηξεζε ελόο δηαλύζκαηνο ζε έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ην 

νπνίν είλαη πεξηζηξεκκέλν ζε ζρέζε κε έλα άιιν γίλεηαη κε ηε ρξήζε ησλ πηλάθσλ 

πεξηζηξνθήο. Οη πίλαθεο πεξηζηξνθήο γηα θάζε κία από ηηο αλσηέξσ 

πεξηγξαθόκελεο γσλίεο είλαη: 
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+   (   ) 

 

   
 ( )  (

   
         
          

+   (   ) 

 

όπνπ   θαη   είλαη αληίζηνηρα ην κεηαηνπηζκέλν ζην θέληξν βάξνπο ηνπ αεξνζθάθνπο 

αδξαλεηαθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ NED  θαη ην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζώκαηνο 

αληίζηνηρα. Με    θαη    ζπκβνιίδνληαη ηα ελδηάκεζα ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ πνπ 

πξνθύπηνπλ έπεηηα από ηελ πεξηζηξνθή ηνπ κεηαηνπηζκέλνπ αδξαλεηαθνύ 

ζπζηήκαηνο θαηά ηηο γσλίεο εθηξνπήο θαη πξόλεπζεο. Ο ζπλνιηθόο πίλαθαο 

πεξηζηξνθήο από ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο ζην ζύζηεκα αμόλσλ ζώκαηνο 

είλαη ην γηλόκελν ησλ (   ) (   ) θαη (   ): 

 

  
     

    

    
   (

           

                          

                          

+   (   ) 

 

όπνπ       ( )        ( )        ( )        ( )        ( ) θαη    

   ( ). 

Δθηόο από ηηο γσλίεο πξόλεπζεο, δηαηνηρηζκνύ θαη εθηξνπήο, ρξεζηκνπνηνύληαη δύν 

επηπιένλ γσλίεο γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο θίλεζεο ελόο αεξνζθάθνπο. Απηέο είλαη ε 

γσλία πξνζβνιήο (angle of attack)  , θαη ε γσλία πιαγηνιίζζεζεο (sideslip 

angle)  . Απηέο νξίδνληαη σο αθνινύζσο. Έζησ    ην δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο ηνπ 

αεξνζθάθνπο σο πξνο ηνλ αέξα. Η γσλία πνπ ζρεκαηίδεηαη κεηαμύ ηνπ δηαλύζκαηνο 

   θαη ηεο πξνβνιήο ηνπ δηαλύζκαηνο    ζην επίπεδν       είλαη ε γσλία 

πξνζβνιήο  . Καζώο ην αεξνζθάθνο θηλείηαη, ην δηάλπζκα    δελ είλαη πάληνηε 

επζπγξακκηζκέλν κε ην επίπεδν      , αιιά παξνπζηάδεη κηα γσλία. Απηή ε γσλία 

είλαη ε γσλία πιαγηνιίζζεζεο  . ηελ εηθόλα     θαίλνληαη ζρεκαηηθά νη αλσηέξσ 

γσλίεο. 

 ην ζεκείν απηό ηνλίδνπκε όηη παξνπζία αλέκνπ ε ηαρύηεηα ηνπ αεξνζθάθνπο σο 

πξνο ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο δελ είλαη ε    αιιά ε   , ε νπνία 

παξηζηάλεηαη κε έλα λέν δηάλπζκα πνπ πξνθύπηεη από δηαλπζκαηηθή αθαίξεζε ησλ 

ζπληζησζώλ ηεο    από ηηο αληίζηνηρεο ζπληζηώζεο ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ αλέκνπ. 
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Δηθόλα 2.1 Αεξνδπλακηθέο γσλίεο πξνζβνιήο θαη πιαγηνιίζζεζεο (εηθόλα απν (εηθόλα από 
researchgate.net)). 

 

Από ηηο δύν απηέο γσλίεο πξνθύπηνπλ δύν επηπιένλ ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ. Η 

πεξηζηξνθή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ ζώκαηνο θαηά ηε γσλία πξνζβνιήο   

νδεγεί ζε έλα λέν ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ πνπ νλνκάδεηαη ζύζηεκα ζηαζεξόηεηαο 

(stability frame). πκβνιίδνληαο κε   ην ελ ιόγσ ζύζηεκα, ν πίλαθαο πεξηζηξνθήο 

είλαη: 

 

  
 ( )  (

         
   

          
+   (   ) 

 

Οκνίσο, ε πεξηζηξνθή ηνπ ζπζηήκαηνο ζηαζεξόηεηαο πεξί ηελ γσλία 

πιαγηνιίζζεζεο   νδεγεί ζε έλα λέν ζύζηεκα ην νπνίν θαιείηαη ζύζηεκα αλέκνπ 

(wind frame). Απηό δηόηη ην δηάλπζκα    βξίζθεηαη επί ηνπ δηακήθνπο άμνλά ηνπ. 

πκβνιίδνληάο ην ζύζηεκα απηό κε   ν πίλαθαο πεξηζηξνθήο είλαη: 

 

  
 ( )  (

         
          

   

+   (   ) 

2.2 Δμηζώζεηο θηλεκαηηθήο. 
 

Η θίλεζε ελόο αεξνζθάθνπο ζην ρώξν πεξηγξάθεηαη από έλα ζύλνιν δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ. Η κνξθή ησλ εμηζώζεσλ απηώλ εμαξηάηαη από ην πνηέο κεηαβιεηέο ζα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ ζην δηάλπζκα θαηάζηαζεο. Μία αξθεηά θαιή επηινγή πεξηιακβάλεη 

ηε ζέζε ηνπ αεξνζθάθνπο σο πξνο ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο (        ), 

ηηο αληίζηνηρεο ηαρύηεηεο (     ), ηηο γσλίεο δηαηνηρηζκνύ, πξόλεπζεο θαη εθηξνπήο 

(     ) θαη ηηο αληίζηνηρεο γσληαθέο ηαρύηεηεο  (     ). Έηζη ην ρξεζηκνπνηνύκελν 

δηάλπζκα θαηάζηαζεο είλαη ην 

 

  (                          )   (   ) 
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Από ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο ζπκπεξαίλνπκε όηη ε θίλεζε ελόο αεξνζθάθνπο ζην 

ρώξν πεξηγξάθεηαη από έλα ζύζηεκα    δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Καηά αληηζηνηρία κε 

ηηο ηξηάδεο ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο πνπ πεξηγξάςακε πξνεγνπκέλσο,  απηέο 

κπνξνύλ λα ρσξηζηνύλ ζε ηέζζεξηο θαηεγνξίεο, ηηο εμηζώζεηο πινήγεζεο, ηηο 

εμηζώζεηο δπλάκεσλ, ηηο εμηζώζεηο θηλεκαηηθήο θαη ηηο εξιζώζειρ ποπών. Απηέο 

πξνθύπηνπλ κε εθαξκνγή ησλ λόκσλ ηνπ Νεύησλα. ηε δηαηύπσζή ηνπο πξέπεη λα 

ιεθζεί ππόςε θαη ε πεξηζηξνθή ηνπ αεξνζθάθνπο ζε ζρέζε κε ην αδξαλεηαθό 

ζύζηεκα αλαθνξάο.  Δάλ ζεσξήζνπκε ην αεξνζθάθνο ζαλ έλα ζύζηεκα, νη είζνδνη 

απηνύ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη νη ζπλνιηθέο δπλάκεηο πνπ δέρεηαη ην αεξνζθάθνο ζηνπο 

ηξείο άμνλεο ηνπ ζπζηήκαηνο αμόλσλ ζώκαηνο   ,   θαη    θαζώο θαη νη ζπλνιηθέο 

ξνπέο  ,   θαη   πνπ δέρεηαη ην αεξνζθάθνο ζηνπο πξναλαθεξζέληεο άμνλεο. 

Με βάζε ηελ αλάιπζε πνπ βξίζθνπκε ζην έξγν ησλ [Beard, McLain 2012] νη 

εμηζώζεηο απηέο είλαη: 

 

1. Δξιζώζειρ πλοήγηζηρ: 

 

(

 ̇ 

 ̇ 

 ̇ 

+  (

                          

                          

           

)(
 
 
 

)   (   ) 

 

2. Δξιζώζειρ δςνάμευν: 

 

(
 ̇
 ̇
 ̇

+  (

     
     
     

+  
 

 
(

  
  
  

)   (   ) 

 

3. Δξιζώζειρ κινημαηικήρ: 

 

(

 ̇

 ̇
 ̇

)  (

                 
          

 
    

    

    

    

,(
 
 
 
)   (    ) 

 

 

4. Δξιζώζειρ ποπών: 

 

(
 ̇
 ̇
 ̇

+  (

         

       ( 
    )

         
)  

(

 

       
 

  
 

       )

    (    ) 

 

όπνπ        ,        ,        ,        ,         θαη         θαη κε 

έληνλε γξαθή   ζπκβνιίδνπκε ηε κάδα ηνπ αεξνζθάθνπο γηα λ αηε δηαθξίλνπκε από 

ηελ ξνπή πεξί ηνλ εγθάξζην άμνλα πνπ ζπκβνιίδεηαη κε ην ίδην γξάκκα,  . Οη όξνη 

                     θαη    ζρεηίδνληαη κε ηε ξνπή αδξάλεηαο ηνπ αεξνζθάθνο θαηά ηελ 

πεξηζηξνθηθή ηνπ θίλεζε θαη νξίδνληαη σο: 
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όπνπ: 

 

          
 . Οη όξνη   ,   θαη    εθθξάδνπλ ηε ξνπή αδξάλεηαο σο πξνο ηνπο 

άμνλεο πεξηζηξνθήο  ,  θαη   αληίζηνηρα. Δηδηθά ν όξνο     εθθξάδεη ην γπξνζθνπηθό 

θαηλόκελα θαηά ηελ πεξηζηξνθηθή θίλεζε ηνπ αεξνζθάθνπο γύξσ από ηνλ δηακήθε 

άμνλά ηνπ. Πνην ζπγθεθξηκέλα θαηά ηελ θίλεζή απηή ην αεξνζθάθνο δελ εθηειεί κηα 

θαζαξή πεξηζηξνθή, αιιά ηαπηόρξνλα εθηξέπεηαη θαη θαηά ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα. 

Απηό ζεκαίλεη πξαθηηθά όηη ε θίλεζε θαηά ηνλ δηακήθε άμνλα είλαη ζπδεπγκέλε κε ηελ 

θίλεζε ζηνλ θαηαθόξπθν άμνλα. 

2.3 Γπλάκεηο θαη ξνπέο. 
 

Δπί ελόο αεξνζθάθνπο αζθνύληαη ζε γεληθέο γξακκέο ηξείο δπλάκεηο θαη ηξείο ξνπέο 

αεξνδπλακηθήο θύζεσο. Απηέο είλαη ε Άλησζε (Lift), ε Οπηζζέιθνπζα (Drag) θαη ε 

Πιεπξηθή Γύλακε (Side Force), νη νπνίεο ζπκβνιίδνληαη αληίζηνηρα κε     θαη  . Οη 

δύν πξώηεο αζθνύληαη ζην επίπεδν πνπ νξίδνπλ ηα δηαλύζκαηα    θαη    ελώ ε ηξίηε 

αζθείηαη ζηε δηεύζπλζε ηνπ δηαλύζκαηνο   . Η άλησζε ππεξληθά ηε βαξύηεηα θαη 

ζπληειεί ζην λα παξακέλεη ην αεξνζθάθνο ζηνλ αέξα. Η νπηζζέιθνπζα αληηηίζεηαη 

ζηελ θίλεζε ηνπ αεξνζθάθνπο θαζώο απηό θηλείηαη δηακέζνπ ηνπ αέξα. Οη δπλάκεηο 

απηέο εμαξηώληαη από ηελ ηαρύηεηα ηνπ αεξνζθάθνπο θαη σο εθ ηνύηνπ έρνπλ 

κεδεληθή ηηκή όηαλ ην αεξνζθάθνο δελ θηλείηαη. Οη ηξείο ξνπέο θαηά ηνλ δηακήθε, 

εγθάξζην θαη θαηαθόξπθν άμνλα ηνπ αεξνζθάθνπο ζπκβνιίδνληαη αληίζηνηρα, όπσο 
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ήδε αλαθέξακε, σο     θαη  . Μία επηπιένλ δύλακε πνπ αζθείηαη ζην αεξνζθάθνο 

είλαη απηή ηεο βαξύηεηαο. Οη αλσηέξσ δπλάκεηο θαη ξνπέο θαίλνληαη ζηελ εηθόλα    . 

 

 

 
 

Δηθόλα 2.2 Γπλάκεηο θαη ξνπέο αεξνδπλακηθήο θύζεσο επί αεξνζθάθνπο (εηθόλα από researchgate.net). 
 

Έζησ    ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο. Απηή αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο ηνπ 

αεξνζθάθνπο πξνο ηελ θαηεύζπλζε πξνο ηνλ άμνλα πνπ αληηζηνηρεί ζην κνλαδηαίν 

δηάλπζκα    ηνπ αδξαλεηαθνύ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. ε δηαλπζκαηηθή κνξθή 

θαη ιακβάλνληαο ππ’ όςε ηελ πεξηζηξνθή ηνπ αεξνζθάθνπο πεξί ην αδξαλεηαθό 

ζύζηεκα αλαθνξάο ε βαξπηηθή δύλακε εθθξαζκέλε ζην ζύζηεκα αλαθνξάο 

ζώκαηνο ηνπ αεξνζθάθνπο,   
 , ηζνύηαη κε: 

 

  
    

 (
 
 

  
+  (

      ( )

     ( )    ( )

     ( )    ( )
)   (    ) 

 

Η αλάιπζε ησλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ είλαη βνιηθό λα ρσξίδεηαη ζε δύν επηκέξνπο 

ηκήκαηα, ηηο Γηακήθεηο Γπλάκεηο θαη Ρνπέο Αεξνδπλακηθήο θύζεσο 

(Longitudinal Aerodynamics) νη νπνίεο αζθνύληαη ζην επίπεδν πνπ νξίδνπλ ηα 

δηαλύζκαηα    θαη    θαη ηηο Δγθάξζηεο Γπλάκεηο θαη Ρνπέο Αεξνδπλακηθήο 

Φύζεσο (Lateral Aerodynamics) νη νπνίεο αζθνύληαη ζην επίπεδν πνπ νξίδνπλ ηα 

δηαλύζκαηα    θαη   . 

Ο έιεγρνο ηνπ αεξνζθάθνπο επηηπγράλεηαη κέζσ ησλ επηθαλεηώλ ειέγρνπ (control 

surfaces). Απηέο είλαη νη επηθάλεηεο ειέγρνπ αλόδνπ – θαζόδνπ (elevators), νη 

επηθάλεηεο ειέγρνπ δηαηνηρηζκνύ (ailerons) θαη ην πεδάιην (rudder) θαη θαίλνληαη 

ζηελ εηθόλα    . Σα κελ πξώηα ειέγρνπλ ηελ πεξηζηξνθή ηνπ αεξνζθάθνπο πεξί ηνλ 

άμνλα   , ηα δεύηεξα πεξί ηνλ άμνλα    θαη ηα ηειεπηαία πεξί ηνλ άμνλα   . Οη 

αληίζηνηρεο εληνιέο ζπκβνιίδνληαη κε       θαη   . 
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Δηθόλα 2.3 Δπηθάλεηεο ειέγρνπ αεξνζθάθνπο (εηθόλα από aerospaceweb.org). 
 

2.3.1 Γηακήθεηο Γπλάκεηο θαη Ρνπέο (Longitudinal Aerodynamics). 
 

ηελ θαηεγνξία απηή πεξηιακβάλνληαη νη δπλάκεηο  άλησζεο θαη νπηζζέιθνπζαο 

θαζώο θαη ε ξνπή πεξί ηνλ δηακήθε άμνλα. Η γεληθή κνξθή ησλ εμηζώζεσλ πνπ ηηο 

πεξηγξάθνπλ είλαη: 

 

        
 

 
   

    (      )   (    ) 

 

        
 

 
   

    (      )   (    ) 

 

  
 

 
   

     (      )   (    ) 

 

όπνπ   είλαη ε ππθλόηεηα ηνπ αέξα,    είλαη ε ηαρύηεηα ηνπ αεξνζθάθνπο θαη   είλαη 

ε επηθάλεηα ηεο πηέξπγαο θαη   κία παξάκεηξνο ηεο αεξνηνκήο ε νπνία θαιείηαη 

σοπδή θαη ηελ νπνία ζα παξνπζηάζνπκε ζην θεθάιαην  . Η πνζόηεηα   ⁄    
   

νλνκάδεηαη δςναμική πίεζη. Οη πνζόηεηεο       θαη    είλαη νη αδηάζηαηνη 

αεξνδπλακηθνί ζπληειεζηέο. Όπσο βιέπνπκε ζηηο αλσηέξσ ζρέζεηο, νη 

ζπληειεζηέο απηνί είλαη ζπλάξηεζε ηεο γσλίαο πξνζβνιήο, ηεο γσληαθήο ηαρύηεηαο 

θαηά ηνλ εγθάξζην άμνλα θαη ηεο θιίζεο ησλ επηθαλεηώλ αλόδνπ-θαζόδνπ. 

Οη εμηζώζεηο ησλ δπλάκεσλ άλησζεο θαη νπηζζέιθνπζαο, θαζώο θαη ηεο δηακήθνπο 

ξνπήο, είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα κε γξακκηθέο. Ωζηόζν γηα ζπλζήθεο πηήζεο όκσο 

όπνπ ε γσλία πξνζβνιήο   είλαη ζρεηηθά κηθξή, κηα θαιή πξνζέγγηζε είλαη λα ηηο 

δηαηππώζνπκε πξνζεγγηζηηθά ρξεζηκνπνηώληαο ζεηξέο Taylor. Οη εμηζώζεηο      

     ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε παίξλνπλ ηε κνξθή: 

 

      
 

 
   

  [       
     

 

   
        ]   (    ) 

 

      
 

 
   

  [       
     

 

   
        ]   (    ) 
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   [   
    

     

 

   
      

  ]   (    ) 

 

Οη αλσηέξσ εμηζώζεηο πεξηγξάθνπλ ηθαλνπνηεηηθά ηελ ηηκή ησλ δπλάκεσλ άλησζεο 

θαη νπηζζέιθνπζαο θαζώο θαη ηηο δηακήθνπο ξνήο γηα κηθξέο ηηκέο ηεο γσλίαο 

πξνζβνιήο. Ωζηόζν δελ ιακβάλνπλ ππ όςε κε γξακκηθά αεξνδπλακηθά θαηλόκελα, 

εθ ησλ νπνίσλ ην πιένλ ζεκαληηθό είλαη ε απώιεηα ζηήξημεο (stall). Καηά ην 

θαηλόκελν απηό, ε γσλία πξνζβνιήο έρεη απμεζεί ζε ηέηνην βαζκό, ώζηε ε ξνή ηνπ 

αέξα απνθνιιάηαη από ηελ πηέξπγα. Απηό έρεη ζαλ απνηέιεζκα δξακαηηθή κείσζε 

ζηελ ηηκή ηεο άλησζεο θάηη ην νπνίν δελ πξνβιέπεη ε εμίζσζε     . Έηζη 

πξνθεηκέλνπ λα κνληεινπνηήζνπκε ην θαηλόκελν ηεο απώιεηαο ζηήξημεο, 

ηξνπνπνηνύκε ηηο εμηζώζεηο           έηζη ώζηε νη αεξνδπλακηθνί ζπληειεζηέο λα 

είλαη κε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ηεο γσλίαο πξνζβνιήο  . Έηζη νη ελ ιόγσ εμηζώζεηο 

μαλαγξάθνληαη σο: 

 

      
 

 
   

  [  ( )     

 

   
      

  ]   (    ) 

 

      
 

 
   

  [  ( )     

 

   
      

  ]   (    ) 

 

  
 

 
   

   [  ( )     

 

   
      

  ]   (    ) 

 

Σν επί κέξνπο ηκήκα ηνπ ζπληειεζηή άλησζεο,   ( ), κπνξεί  ππνινγίδεηαη από ηε 

αθόινπζε κε γξακκηθή ζρέζε, ε νπνία κνληεινπνηεί ην θαηλόκελν απώιεηαο 

ζηήξημεο: 

 

  ( )  (   ( ))[   
    

 ]   ( ),     ( )          -   (    ) 

 

όπνπ: 

 

 ( )  
     (    )    (    )

(     (    ))(    (    ))
   (    ) 

 

είλαη κηα ζηγκνεηδήο ζπλάξηεζε κε ηηκή απνθνπήο γσλίαο πξνζβνιήο    θαη ξπζκό 

κεηάβαζεο  .Σν ηκήκα ηνπ ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο   ( ), ππνινγίδεηαη 

αληίζηνηρα από ηε ζρέζε: 

 

  ( )     
 

(   
    

 )
 

    
   (    ) 

 

όπνπ   είλαη ν παξάγνληαο Oswald θαη    έλαο παξάγνληαο πνπ θαιείηαη Aspect 

Ratio θαη ζα παξνπζηάζνπκε ζην θεθάιαην  .  

Δάλ σζηόζν ππνζέζνπκε όηη θαζ’ όιε ηε δηάξθεηα ηεο πηήζεο ε γσλία πξνζβνιήο 

ζα είλαη αξθεηά κηθξή, ηόηε κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ηα θαησηέξσ γξακκηθά 
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κνληέια γηα ηα πξναλαθεξζέληα ηκήκαηα ησλ ζπληειεζηώλ άλησζεο θαη 

νπηζζέιθνπζαο: 

 

  ( )     
    

    (    ) 

 

   
( )     

    
    (    ) 

 

ηελ εηθόλα     θαίλεηαη κε έληνλε γξακκή ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο     . Η επζεία 

δηαθεθνκκέλε γξακκή πξνθύπηεη από ην γξακκηθό κνληέιν ηνπ ζπληειεζηή άλσζεο 

θαη ε θακπύιε δηαθεθνκκέλε πεξηγξάθεη ηε ζπλάξηεζε      ( )           πνπ 

εκθαλίδεηαη ζην αληίζηνηρν γξακκηθό κνληέιν. 

 

 
 

Δηθόλα 2.4 Ο ζπληειεζηήο άλησζεο    ζε ζπλάξηεζε κε ηε γσλία πξνζβνιήο α (εηθόλα από [Beard, 
McLain 2012]). 

 

Οη δπλάκεηο άλησζεο θαη νπηζζέιθνπζαο ππνινγίδνληαη ζην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

ζηαζεξόηεηαο ηνπ αεξνζθάθνπο. Έρνπκε πεη όκσο πσο νη ελ ιόγσ δπλάκεηο είλαη 

πνην βνιηθό λα ππνινγίδνληαη ζην ζύζηεκα αμόλσλ ζώκαηνο. Έηζη γηα λα 

εθθξάζνπκε ηηο δπλάκεηο απηέο ζην επηζπκεηό ζύζηεκα , πνιιαπιαζηάδνπκε κε ηνλ 

πίλαθα πεξηζηξνθήο πνπ εθθξάδεηαη από ηε ζρέζε    , αιιά κε αληίζεην πξόζεκν 

ιόγσ ηεο πεξηζηξνθήο θαηά ηελ αξλεηηθή θνξά κέηξεζεο ηεο γσλίαο  , θαη ηειηθά 

έρνπκε: 

 

(
  
  

*  .
         
        

/ (
      

     
* 

 

 (
  
  

*  
 

 
   

   

[

   ( )        ( )      .    
( )         

( )     /
 

   
  .     

( )          
( )     /   

   ( )        ( )      .    
( )         

( )     /
 

   
  .     

( )          
( )     /  

]   (    ) 
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Καηά ηε δηεύζπλζε ηνπ κνλαδηαίνπ δηαλύζκαηνο    αζθείηαη επηπιένλ θαη ε δύλακε 

ηνπ πξνσζεηηθνύ ζπζηήκαηνο. Οη [Beard, McLain 2012] ζην έξγν ηνπο, εμεηάδνπλ ηελ 

πεξίπησζε κηθξώλ αεξνζθαθώλ, ην πξνσζεηηθό ζύζηεκα ησλ νπνίσλ είλαη κία έιηθα 

νδεγνύκελε από θηλεηήξα. Δάλ ζπκβνιίζνπκε κε    ηε δύλακε ηνπ πξνσζεηηθνύ 

ζπζηήκαηνο, ηόηε ην ρξεζηκνπνηνύκελν κνληέιν γηα ην ζύζηεκα πξνώζεζεο είλαη: 

 

   
 

 
           (

(        )
    

 

 
 

+   (    ) 

 

όπνπ       είλαη ην εκβαδό πνπ θαιύπηεη θαηά ηελ πεξηζηξνθή ηεο ε έιηθα θαη       

έλαο ζπληειεζηήο. Η κνξθή ηεο      δειώλεη όηη ε δύλακε ηεο πξόσζεο αζθείηαη 

κόλν θαηά ηε δηεύζπλζε ηνπ κνλαδηαίνπ δηαλύζκαηνο    θαη έηζη δελ αζθεί θάπνηα 

ξνπή πεξί ην θέληξν κάδαο ηνπ αεξνζθάθνπο. Η έιηθα θαηά ηελ θίλεζή ηεο πεξί ηνλ 

άμνλα ηεο, παξάγεη θαη κηα ξνπή ε νπνία σζηόζν εμνπδεηεξώλεηαη από ηηο 

επηθάλεηεο ειέγρνπ δηαηνηρηζκνύ θαη ε νπνία ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε: 

 

   (
    

(    )
 

 
 

)   (    ) 

 

όπνπ        είλαη ε ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο ηεο πξνπέιαο θαη     κία ζηαζεξά 

πνπ πξνθύπηεη έπεηηα από πεηξακαηηθέο δνθηκέο. 

 

2.3.2 Δγθάξζηεο Γπλάκεηο θαη Ρνπέο (Lateral Aerodynamics). 
 

Η παξνύζα θαηεγνξία πεξηιακβάλεη ηελ αζθνύκελε δύλακε θαηά ηνλ εγθάξζην 

άμνλα ηνπ ζπζηήκαηνο αμόλσλ ζώκαηνο ηνπ αεξνζθάθνπο, θαζώο θαη ηηο ξνπέο 

ζηνλ δηακήθε θαη θαηαθόξπθν άμνλα. Οη ηύπνη ππνινγηζκνύ είλαη νη: 

 

   
 

 
   

    (           )   (    ) 

 

  
 

 
   

     (           )   (    ) 

 

  
 

 
   

     (           )   (    ) 

 

όπνπ   ,    θαη    είλαη νη αδηάζηαηνη αεξνδπλακηθνί ζπληειεζηέο,   ε γσλία 

πιαγηνιίζζεζεο,   θαη    ε γσληαθέο ηαρύηεηεο πεξηζηξνθήο πεξί ηνλ δηακήθε θαη 

θαηαθόξπθν άμνλα αληίζηνηρα θαη    θαη    ε θιίζε ησλ επηθαλεηώλ ειέγρνπ αλόδνπ-

θαζόδνπ θαη εθηξνπήο. Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ δηακεθώλ δπλάκεσλ θαη 

ξνπώλ, νη ζρέζεηο           είλαη κε γξακκηθέο. Μπνξνύκε λα αθνινπζήζνπκε ηελ 

ίδηα δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζακε ζηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε θαη λα ηηο 
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δηαηππώζνπκε πξνζεγγηζηηθά κε ζεηξέο Taylor. Έηζη ε λέα κνξθή ησλ 

πξναλαθεξζέλησλ εμηζώζεσλ είλαη: 

 

   
 

 
   

  [            

 

   
     

 

   
      

       
  ]   (    ) 

 

  
 

 
   

   [   
    

     

 

   
     

 

   
      

       
  ]   (    ) 

 

  
 

 
   

   [   
    

     

 

   
     

 

   
      

       
  ]   (    ) 

 

Λόγσ ηνπ όηη νη ελ ιόγσ δύλακε θαη ξνπέο ππνινγίδνληαη ήδε ζην ζύζηεκα αμόλσλ 

ζώκαηνο θαη επνκέλσο δελ ρξεηάδεηαη πιένλ ε έθθξαζή ηνπο κε πεξηζηξνθή πεξί 

ηελ γσλία πξνζβνιήο  , όπσο ζπκβαίλεη κε ηηο δηακήθεηο δπλάκεηο θαη ξνπέο. 

 

2.3.3 πλνιηθέο δπλάκεηο θαη ξνπέο. 
 

Με βάζε ηα αλσηέξσ, νη [Beard, McLain 2012] ζην έξγν ηνπο παξνπζηάδνπλ ην 

αθόινπζν ζύζηεκα εμηζώζεσλ ην νπνίν πεξηγξάθεη ηηο δπλάκεηο θαη ξνπέο πνπ 

αζθνύληαη επί ελόο κηθξνύ αεξνζθάθνπο, ηνπ νπνίν ην πξνσζεηηθό ζύζηεκα 

απνηειείηαη από κία έιηθα. Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ην πξνσζεηηθό ζύζηεκα ήηαλ 

άιιεο κνξθήο, κπνξνύκε λα πνύκε όηη νη ελ ιόγσ εμηζώζεηο ηζρύνπλ γεληθά γηα έλα 

αεξνζθάθνο γηα ππνερεηηθέο ηαρύηεηεο. 

 

1. Δξιζώζειρ δςνάμευν: 
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)  (

       
          
          

+ 
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  ( )     
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(        )
    

 

 
 

+   (    ) 

 

όπνπ: 

 

  ( )     ( )        ( )        (    ) 
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( )      

        
       (    ) 

 

    
( )       

         
       (    ) 

 

  ( )     ( )        ( )        (    ) 

 

   
( )      

        
       (    ) 

 

    
( )       

         
       (    ) 

 

είλαη ηα αληίζηνηρα γξακκηθνπνηεκέλα ηκήκαηα ησλ αεξνδπλακηθώλ ζπληειεζηώλ 

θάζε αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ πεξηζηξνθή θαηά ηε γσλία 

πξνζβνιήο  . 

 

2. Δξιζώζειρ ποπών: 

 

(
 
 
 

+  
 

 
   

  

(

 
 
 
 

 [   
    

     

 

   
     

 

   
      

       
  ]

 [   
    

     

 

   
      

  ]

 [   
    

     

 

   
     

 

   
      

       
       

  ])

 
 
 
 

 

 

 (
    

(    )
 

 
 

)   (    ) 

 

ηηο εμηζώζεηο      θαη      πεξηγξάθνληαη νη δπλάκεηο θαη ξνπέο πνπ αζθνύληαη επί 

ησλ αμόλσλ ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ ζώκαηνο ζηελ δηεύζπλζε ησλ 

κνλαδηαίσλ δηαλπζκάησλ   ,    θαη   . 

2.4 Πιήξεο κνληέιν αεξνζθάθνπο. 
 

Οη δπλάκεηο θαη ξνπέο πνπ παξνπζηάζακε ζηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο είλαη ε 

είζνδνο ηνπ θηλεκαηηθνύ κνληέινπ ηνπ αεξνζθάθνπο πνπ αλαπηύρζεθε ζηελ 

παξάγξαθν    . Έηζη, εηζάγνληαο ηηο εμηζώζεηο δπλάκεσλ θαη ξνπώλ      θαη     , 

ζηηο εμηζώζεηο θηλεκαηηθήο         , πξνθύπηεη ην πιήξεο δπλακηθό κνληέιν ελόο 

αεξνζθάθνπο δώδεθα κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο θαη έμη βαζκώλ ειεπζεξίαο 

(twelve state, six degree of freedom model) ηνπ νπνίνπ ην πξνσζεηηθό ζύζηεκα 

είλαη έλαο θηλεηήξαο πνπ νδεγεί κία έιηθα. Οη ίδηεο εμηζώζεηο κε θαηάιιειε 

ηξνπνπνίεζε ηζρύνπλ θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην πξνσζεηηθό ζύζηεκα είλαη άιιεο 

κνξθήο. Οη εμηζώζεηο είλαη: 
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1. Δξιζώζειρ πλοήγηζηρ: 

 

 ̇  (        )  (                     ) 

 (                     )    (    ) 

 

 ̇  (        )  (                     ) 

 (                     )    (    ) 

 

 ̇                              (    ) 

 

2. Δξιζώζειρ δςνάμευν: 

 

 ̇              
   

  

  
[  ( )     

( )
  

   
     

( )  ]

 
           

  
[(        

    
 )]   (    ) 

 

 ̇                 

 
   

  

  
[   

    
     

  

   
    

  

   
     

       
  ]   (    ) 

 

 ̇                  
   

  

  
[  ( )     

( )
  

   
     

( )  ]   (    ) 

 

3. Δξιζώζειρ κινημαηικήρ: 

 

 ̇                          (    ) 

 

 ̇                (    ) 

 

 ̇                        (    ) 

 

4. Δξιζώζειρ ποπών: 

 

 ̇            
 

 
   

   [   
    

     

  

   
    

  

   
     

       
  ]   (    ) 

 

 ̇         ( 
    )  

   
   

   
[   

    
     

  

   
     

  ]   (    ) 

 

 ̇            
 

 
   

   [       
     

  

   
    

  

   
     

       
  ]   (    ) 
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όπνπ       είλαη ην ύςνο θαη 

 

 

   
            

   (    ) 

 

    
            

   (    ) 

 

    
            

   (    ) 

 

   
            

   (    ) 

 

    
       

       
   (    ) 

 

    
       

       
   (    ) 

 

               
   (    ) 

 

   
            

   (    ) 

 

               
   (    ) 

 

               
   (    ) 

 

    
       

       
   (    ) 

 

    
       

       
   (    ) 

 

είλαη νη ζπληειεζηέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα αδξαλεηαθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ 

αεξνζθάθνπο. 

2.5 Απηόκαηνο έιεγρνο αεξνζθάθνπο 
 . 

Σν ύζηεκα Διέγρνπ Πηήζεο (Flight Control System, FLCS) είλαη από ηα πιένλ 

ζεκαληηθά γηα έλα αεξνζθάθνο, θαζώο ηνπ εμαζθαιίδεη ηε δπλαηόηεηα λα ίπηαηαη 

απνηειεζκαηηθά. Δηδηθά γηα ηα UAV όπνπ δελ ππάξρεη ρεηξηζηήο, ην όιν ζύζηεκα 

είλαη πιήξσο απηόλνκν. Πξόθεηηαη κε άιια ιόγηα γηα ηνλ απηόκαην πηιόην 

(autopilot) ηνπ αεξνζθάθνπο. Γηα ην ζρεδηαζκό ηνπ ελ ιόγσ ζπζηήκαηνο κπνξνύλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνύλ δηάθνξεο ηερληθέο απηνκάηνπ ειέγρνπ. Δκείο ζα 

αθνινπζήζνπκε ηε κέζνδν ηνπ έξγνπ ησλ  [Beard, McLain 2012] ε νπνίν είλαη ε PID. 

Λόγσ ηνπ δηαρσξηζκνύ ησλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ ζε δηακήθεηο θαη εγθάξζηεο, ν 

απηόκαηνο πηιόηνο ζρεδηάδεηαη έηζη ώζηε θαη ειέγρνληαη μερσξηζηά νη δύν απηέο 

θαηεγνξίεο ή θαλάιηα. Έηζη ππάξρεη ν δηαρσξηζκόο ζε αςηόμαηο πιλόηο διαμηκών 

δςνάμευν και ποπών (longitudinal autopilot) θαη ζε αςηόμαηο πιλόηο 

εγκάπζιυν δςνάμευν και ποπών (lateral autopilot). 
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Γηα ηνλ απνηειεζκαηηθόηεξν έιεγρν κε ηε κέζνδν PID, ρξεζηκνπνηείηαη ε ηερληθή 

Γηαδνρηθνύ Κιεηζίκαηνο Βξόγρσλ (Successive Loop Closure, SLC). Η ηερληθή 

απηή ζπλίζηαηαη ζην λα εκπεξηέρνληαη θιεηζηνί βξόγρνη ειέγρνπ ν έλαο κέζα ζηνλ 

άιινλ όπσο θαίλεηαη ζην παξάδεηγκα ηεο εηθόλαο    , όπνπ κε   ( )   ( ) θαη   ( ) 

είλαη νη ζπλαξηήζεηο κεηαθνξάο ησλ αληίζηνηρσλ ππνζπζηεκάησλ θαη   ( )   ( ) θαη 

  ( ) νη αληίζηνηρνη ειεγθηέο. 

 

 
 

Δηθόλα 2.5 Η ηερληθή Successive Loop Closure (εηθόλα από [Beard, McLain 2012]). 
 

Γηα ηε ζσζηή ιεηηνπξγία ελόο ηέηνηνπ ζπζηήκαηνο, ζα πξέπεη ην εύξνο δώλεο ηνπ 

εμσηεξηθνύ βξόγρνπ λα είλαη κηθξόηεξν από απηό ηνπ ακέζσο επόκελνπ εζσηεξηθνύ 

ηνπ. Απηό πξέπεη λα γίλεη έηζη ώζηε νη αιιαγέο ζηελ είζνδν ηνπ εμσηεξηθνύ βξόγρνπ 

λα πξνιαβαίλνπλ λα εκθαλίδνληαη ζηελ έμνδν ηνπ εζσηεξηθνύ. Γειαδή εάλ      θαη 

     ην εύξνο δώλεο δύν δηαδνρηθώλ βξόγρσλ όπνπ βξόγρνο   εκπεξηέρεηαη ζηνλ 

βξόγρν  , ζα πξέπεη λα ηζρύεη: 

 

     
 

 
       (    ) 

 

όπνπ   κία ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο ειάηησζεο ηνπ εύξνπο δώλεο πνπ ζπλήζσο 

ιακβάλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα ,    -. 

ην ζεκείν απηό πξέπεη λα ηνληζηεί όηη ν απηόκαηνο πηιόηνο ζρεδηάδεηαη κε βάζε ην 

ζεκείν ιεηηνπξγίαο    ζην νπνίν έρεη γίλεη γξακκηθνπνίεζε ησλ δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ          . Με άιια ιόγηα ν απηόκαηνο πηιόηνο ζα ζρεδηαζηεί έηζη ώζηε 

λα είλαη απνηειεζκαηηθόο ζε ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο πηήζεο, όπσο ύςνο   θαη 

ηαρύηεηα   . Οη ζπλζήθεο πηήζεο γηα ηηο νπνίεο γξακκηθνπνηεείηαη ην ζύζηεκα ησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ θαινύληαη trim conditions, ην δε επηζπκεηό ζεκείν 

ιεηηνπξγίαο είλαη: 

 

 ̇  (      
                 

  
 

  
           )   (    ) 

 

όπνπ ην   δειώλεη αδηάθνξν όξν,   
  είλαη ε ηαρύηεηα σο πξνο ηνλ αέξα ζηελ νπνία 

γίλεηαη ε γξακκηθνπίεζε,    είλαη ε επηζπκεηή γσλία αλόδνπ ηνπ αεξνζθάθνπο (είλαη 

δηαθνξεηηθή από ηε γσλία πξόλεπζεο   θαη εθθξάδεη ηε γσλία ηνπ δηαλύζκαηνο    κε 

ηνλ δηακήθε άμνλα ηνπ αδξαλεηαθνύ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο) θαη    είλαη ε επηζπκεηή 

αθηίλα ζηξνθήο ε νπνία απνθηά πνιύ κεγάιε ηηκή (πξαθηηθώο άπεηξε) εάλ 

επηζπκνύκε επζεία νξηδόληηα πηήζε. Γηα ηελ επίηεπμε ηεο πηήζεο ζε ζπλζήθεο 

ηζνξξνπίαο πξέπεη θαη ην δηάλπζκα εηζόδσλ   (           ) λα απνθηήζεη ηηο 

αληίζηνηρεο θαηάιιειεο ηηκέο    (  
    

    
    

 ). 
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Σα ζπζηήκαηα απηνκάηνπ ειέγρνπ πνπ ζα παξνπζηάζνπκε ζηε ζπλέρεηα ειέγρνληαη 

από PI ειεγθηέο. Κάπνηα από απηά πεξηέρνπλ έλα δηαθνξηθό θέξδνο ζηνλ θιάδν 

αλάδξαζεο ην νπνίν πξνζδηνξίδεη ηε κνξθή ηεο απόζβεζεο (damping) ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Οη ζπλαξηήζεηο κεηαθνξάο ησλ ζπζηεκάησλ είλαη δεπηέξνπ βαζκνύ. Ο 

ππνινγηζκόο ησλ θεξδώλ ησλ ειεγθηώλ πξνθύπηεη έπεηηα από ζμίζσζε ησλ όκνησλ 

όξσλ αλάκεζα ζηελ πξνθύπηνπζα θαη ηελ ηππηθή ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ζπλάξηεζε 

κεηαθνξάο δεπηέξνπ βαζκνύ ε νπνία έρεη ηε κνξθή: 

 

 ( )  
 

  
 

  
 

           
 
   (    ) 

 

όπνπ    ε θπζηθή ζπρλόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο θαη   ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο. 

 

2.5.1 Απηόκαηνο πηιόηνο εγθάξζησλ δπλάκεσλ (Lateral Autopilot) 
 

Σν πιήξεο ζύζηεκα θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    . Ο απώηεξνο ζθνπόο απηνύ ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη ε παξαθνινύζεζε ηεο επηζπκεηήο πνξείαο   . 

 

 
 

Δηθόλα 2.6 Απηόκαηνο πηιόηνο εγθάξζησλ δπλάκεσλ (εηθόλα από [Beard, McLain 2012]). 
 

Ο εζσηεξηθόηεξνο βξόγρνο ζην αλσηέξσ ζύζηεκα δέρεηαη σο είζνδν ηελ επηζπκεηή 

γσλία δηαηνηρηζκνύ    θαη κέζσ ηνπ PI ειεγθηή παξάγεη ηελ εληνιή ειέγρνπ πνπ είλαη 

ε θιίζε ησλ επηθαλεηώλ ειέγρνπ δηαηνηρηζκνύ. ηελ έμνδν δίλεη ηελ θιίζε ηνπ 

αεξνζθάθνπο, δειαδή ηε γσλία  , πεξηέρεη δε θαη έλα δηαθνξηθό θέξδνο ζηνλ θιάδν 

αλάδξαζεο. Ο εμσηεξηθόηεξνο βξόγρνο αληίζηνηρα, δέρεηαη σο είζνδν ηελ επηζπκεηή 

πνξεία    θαη κέζσ ηνπ PI ειεγθηή, παξάγεη ηελ εληνιή ειέγρνπ ηεο επηζπκεηήο 

θιίζεο ηνπ αεξνζθάθνπο    ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη από ηνλ εζσηεξηθό βξόγρν. 

Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο ηεο εηθόλαο     είλαη: 

 

  (
 

   (            )                

)   

 

(

 
      (  

   

   
*

   (            )                

)

      (    ) 
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Οη παξάκεηξνη     θαη     πξνθύπηνπλ ύζηεξα από ηε γξακκηθνπνίζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζηηο επηζπκεηέο ζπλζήθεο πηήζεο θαη ππνινγίδνληαη σο: 

 

     
 

 
   

      

 

   
   (    ) 

 

    
 

 
   

       
   (    ) 

 

ν δε όξνο     εηζάγεηαη  σο δηαηαξαρή όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    , κνληεινπνηεί 

δε ηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ αγλνήζεθε θαηά ηελ δηαηύπσζε ηνπ δπλακηθνύ 

κνληέινπ θαη ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

 

              
 

 
   

   [            

 

   
       

  

   
     

  ]   ̇     (    ) 

 

κε: 

 

                          (    ) 

 

 
 

Δηθόλα 2.7 Δηζαγσγή δηαηαξαρήο ζηνλ εζσηεξηθό βξόγρν ηνπ ζπζηήκαηνο ειέγρνπ ηεο γσλίαο 
δηαηνηρηζκνύ θ (εηθόλα από [Beard, McLain 2012]). 

 
Ο νινθιεξσηηθόο όξνο ζηνλ ειεγθηή ηνπ εμσηεξηθνύ βξόγρνπ ειέγρνπ ηεο πνξείαο   

ρξεζηκεύεη γηα ηελ απόξξηςε ηεο ελ ιόγσ δηαηαξαρήο. 

Σα θέξδε ηνπ εζσηεξηθνύ βξόγρνπ είλαη ην δηαθνξηθό θέξδνο     ηνπ βξόγρνπ 

αλάδξαζεο θαη ην αλαινγηθό θαη νινθιεξσηηθό θέξδνο    
 θαη     ηνπ PI ειεγθηή. Σν 

αλαινγηθό θέξδνο επηιέγεηαη έηζη ώζηε νη επηθάλεηεο ειέγρνπ δηαηνηρηζκνύ λα 

θηάλνπλ ζε θνξεζκό όηαλ ην ζθάικα παξαθνινύζεζεο θηάλεη ζηε κέγηζηε ηηκή 

  
   , ε νπνία απνηειεί ζρεδηαζηηθή παξάκεηξν ηνπ ζπζηήκαηνο. Άιιεο 

ζρεδηαζηηθέο παξάκεηξνη ηνπ βξόγρνπ είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηεο θιίζεο ησλ 
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επηθαλεηώλ δηαηνηρηζκνύ   
    θαη ν ζπληειεζηή απόζβεζεο   . Σα ελ ιόγσ θέξδε 

ππνινγίδνληαη κε βάζε ηνπο ηύπνπο: 

 

   
 

  
   

  
   

    (   )  (    ) 

 

   
 

          

   
   (    ) 

 

όπνπ     είλαη ην εύξνο δώλεο ηνπ εζσηεξηθνύ βξόγρνπ παξαθνινύζεζεο ηεο 

γσλίαο δηαηνηρηζκνύ   πνπ ηζνύηαη κε: 

 

   
 √|   |

  
   

  
   

   (    ) 

 

Σν νινθιεξσηηθό θέξδνο     απνηειεί θαη απηό κηα ζρεδηαζηηθή παξάκεηξν ηνπ 

ζπζηήκαηνο. 

Ο εμσηεξηθόο βξόγρνο επηηειεί ηελ παξαθνινύζεζε ηεο επηζπκεηήο πνξείαο    ηνπ 

αεξνζθάθνπο. Θα πξέπεη λα ζρεδηαζηεί έηζη ώζηε ην εύξνο δώλεο ηνπ λα είλαη 

κηθξόηεξν από απηό ηνπ εζσηεξηθνύ βξόγρνπ θαηά έλαλ παξάγνληα   , ν νπνίνο 

απνηειεί ζρεδηαζηηθή παξάκεηξν. Δάλ ν βξόγρνο ζρεδηαζηεί έηζη ηόηε ζεσξνύκε όηη 

      ⁄    θαη επνκέλσο κε απηή ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο κπνξνύκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ηνλ εζσηεξηθό βξόγρν. Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ πιήξνπο 

ζπζηήκαηνο ηεο εηθόλαο     είλαη: 

 

  
    ⁄

      
   ⁄      

   ⁄
   

   
   ⁄      

   ⁄

      
   ⁄      

   ⁄
     (    ) 

 

όπνπ    έλαο όξνο πνπ εηζάγεηαη σο δηαηαξαρή ζην ζύζηεκα. Σέινο δε ν λόκνο 

ειέγρνπ ηνπ βξόγρνπ πξνθύπηεη από ηε ζρέζε: 

 

      
(    )  

   

 
(    )   (    ) 

 

Σα θέξδε ηνπ PI ειεγθηή είλαη ην αλαινγηθό θαη νινθιεξσηηθό θέξδνο    
 θαη    

 θαη 

ππνινγίδνληαη κε βάζε ηηο ζρέζεηο: 

 

   
 

      
  

 
   (    ) 

 

   
 

   
   

 
   (    ) 
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όπνπ    ε ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο απόζβεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο λόκνο ειέγρνπ 

ηνπ πιήξνπο ζπζηήκαηνο ηεο εηθόλαο     είλαη: 

 

      
(    )  

   

 
(    )     

    (    ) 

 

Δθηόο από ην ζύζηεκα ηεο εηθόλαο    , ν απηόκαηνο πηιόηνο γηα ηηο εγθάξζηεο 

δπλάκεηο θαη ξνπέο πεξηιακβάλεη θαη ηνλ έιεγρν ηνπ πεδαιίνπ ηνπ αεξνζθάθνπο. Ο 

ζηόρνο ηνπ ελ ιόγσ ζπζηήκαηνο είλαη ε δηαηήξεζε ηεο γσλίαο πιαγηνιίζζεζεο   ζηε 

κεδεληθή ηηκή. Σν ζύζηεκα απηό θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    . 

 

 
 

Δηθόλα 2.8 ύζηεκα ειέγρνπ γσλίαο πιαγηνιίζζεζεο β ( εηθόλα από [Beard, McLain 2012]). 
 

Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο ηνπ ελ ιόγσ ζπζηήκαηνο είλαη: 

 

    ⁄ ( )  
   

   
     

   

   .   
    

   
/      

   

   (    ) 

 

όπνπ νη όξνη    
 θαη    

 πξνθύπηνπλ από ηε γξακκηθνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο θαη 

ππνινγίδνληαη από ηηο ζρέζεηο: 

 

   
  

    

 
      (    ) 

 

   
 

    

 
    

   (    ) 

 

ηελ ζπλάξηεζε κεηαθνξάο      παξαηεξνύκε όηη ην θέξδνο DC ηζνύηαη κε  . Σα 

θέξδε ηνπ PI ειεγθηή είλαη ην αλαινγηθό θαη ην νινθιεξσηηθό θέξδνο    
 θαη    

 ηα 

νπνία ππνινγίδνληαη κε βάζε ηελ επηινγή ησλ ζρεδηαζηηθώλ παξακέηξσλ ηνπ 

βξόγρνπ. Απηέο είλαη ην κέγηζην αλακελόκελν θέξδνο ζθάικαηνο παξαθνινύζεζεο 

ηεο γσλίαο πιαγηνιίζζεζεο  ,   
    , ε κέγηζηε απόθιηζε ηνπ πεδαιίνπ   

    θαη ν 

ζπληειεζηήο απόζβεζεο   . Έηζη ηα πξναλαθεξζέληα θέξδε ππνινγίδνληαη από ηηο 

ζρέζεηο: 

 

   
 

  
   

  
   

    .   
/  (    ) 
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(
   

    
   

   
+

 

   (    ) 

 

Ο λόκνο ειέγρνπ ηνπ ελ ιόγσ βξόγρνπ είλαη: 

 

       
  

   

 
    (    ) 

 

Με ην ελ ιόγσ ζύζηεκα, νινθιεξώλεηαη ν ζρεδηαζκόο ηνπ απηόκαηνπ πηιόηνπ 

εγθάξζησλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ. 

 

2.5.2 Απηόκαηνο πηιόηνο δηακεθώλ δπλάκεσλ (Longitudinal 

Autopilot). 
 

Σν ελ ιόγσ ηκήκα ηνπ απηόκαηνπ πηιόηνπ είλαη πνην πνιύπινθν από ην 

πξνεγνύκελν δηόηη ε ηαρύηεηα    παίδεη θαζνξηζηηθό ξόιν ζηνλ ππνινγηζκό ησλ 

δπλάκεσλ θαη ξνπώλ. Ο ηξόπνο (mode) ιεηηνπξγίαο ηνπ εμαξηάηαη από ην ύςνο ζην 

νπνίν βξίζθεηαη ην αεξνζθάθνο. Καηά ηε θάζε ηεο απνγείσζεο (take off zone) 

δίλεηαη πιήξεο ηζρύο ζηνλ θηλεηήξα θαη ην αεξνζθάθνο εθηειεί άλνδν κε κηα 

θαζνξηζκέλε γσλία πξόλεπζεο   . Ο ζηόρνο ηνπ αεξνζθάθνπο είλαη λα θηάζε ζε έλα 

θαζνξηζκέλν ύςνο   . Μία παξάκεηξνο       ηνπ απηόκαηνπ πηιόηνπ θαζνξίδεη ην 

εύξνο εθηόο ηνπ νπνίνπ ην αεξνζθάθνο ζα εθηειεί άλνδν (climb zone) κέρξη λα 

θηάζεη ζην επηζπκεηό ύςνο εάλ είλαη πνην ρακειά, ή θάζνδν  (descend zone) εάλ 

βξίζθεηαη πςειόηεξα. 

ηε δώλε αλόδνπ, ν θηλεηήξαο ιεηηνπξγεί ζε πιήξε ηζρύ θαη ε ηαρύηεηα ηνπ 

αεξνζθάθνπο ειέγρεηαη κε βάζε ηε γσλία πξόλεπζεο  . πγθεθξηκέλα εάλ ε 

ηαρύηεηα ππεξβεί ηελ επηζπκεηή ηηκή, ηόηε ν απηόκαηνο πηιόηνο δίλεη εληνιή ζην 

αεξνζθάθνο λα απμήζεη ηε γσλία πξόλεπζεο   κε απνηέιεζκα λα απμεζεί ν ξπζκόο 

αλόδνπ θαη λα κεησζεί ε ηαρύηεηα    ηνπ αεξνζθάθνπο. Σν αληίζεην ζπκβαίλεη όηαλ 

ην αεξνζθάθνο έρεη ρακειόηεξε ηαρύηεηα από ηελ επηζπκεηή. Η ίδηα δηαδηθαζία 

ρξεζηκνπνηείηαη θαη ζηε δώλε θαζόδνπ, κόλν πνπ απηή ηε θνξά ν θηλεηήξαο ηίζεηαη 

εθηόο ιεηηνπξγίαο. 

Η δώλε πνπ ελδηαθέξεη ηελ θπξίσο πηήζε είλαη ε δώλε πςνκέηξνπ (altitude hold 

zone). Δάλ ην αεξνζθάθνο βξίζθεηαη ζε ρακειόηεξν ύςνο από ην επηζπκεηό, αιιά 

ςειόηεξα από ηε δώλε αλόδνπ, ηόηε ε ηαρύηεηά ηνπ ειέγρεηαη από ηελ ηζρύ ηνπ 

θηλεηήξα. Δάλ ην αεξνζθάθνο βξίζθεηαη ζε κεγαιύηεξν ύςνο από ην επηζπκεηό, 

άιια ρακειόηεξα από ηε δώλε θαζόδνπ, ε ηαρύηεηα ειέγρεηαη κέζσ ηεο γσλίαο 

πξόλεπζεο  , κε ηνλ ηξόπν πνπ πεξηγξάςακε πνην πάλσ. Οη ελ ιόγσ θάζεηο ηεο 

πηήζεο θαίλνληαη ζηελ εηθόλα    . 
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Δηθόλα 2.9 Οη θάζεηο πηήζεο γηα ηνλ δηακήθε απηόκαην πηιόην (εηθόλα από [Beard, McLain 2012]). 
 

Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηνλ απηόκαην πηιόην δηακεθώλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε όπσο θαη πξηλ ηελ ηερληθή SLC. Ο εζσηεξηθόο βξόγρνο ησλ επί 

κέξνπο ζπζηεκάησλ απηνκάηνπ ειέγρνπ είλαη ν βξόγρνο ειέγρνπ ηεο γσλίαο 

πξόλεπζεο   πνπ θαίλεηαη ζηελ εηθόλα     . 

 

 
 

Δηθόλα 2.10 ύζηεκα ειέγρνπ γσλίαο πξόλεπζεο ζ (εηθόλα από [Beard, McLain 2012])). 
 

Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο πνπ ραξαθηεξίδεη ην βξόγρν είλαη: 

 

    ⁄ ( )  
   

   

   (   
    

   )  .   
    

   
/
   (    ) 

 

όπνπ νη όξνη    
,   

 θαη    
 πξνθύπηνπλ από ηε γξακκηθνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

θαη ηζνύηαη κε: 

 

   
  

   
   

   
   

 

   
   (    ) 

 

   
  

   
   

   
   

   (    ) 
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   (    ) 

 

Σα θέξδε ησλ ειεγθηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ην αλαινγηθό θέξδνο    
 ηνπ P ειεγθηή 

θαη ην δηαθνξηθό θέξδνο    
 ηνπ βξόγρνπ αλάδξαζεο. Ωο παξακέηξνπο ζρεδηαζκνύ 

ηνπ ελ ιόγσ βξόγρνπ έρνπκε ηε κέγηζηε θιίζε ησλ επηθαλεηώλ ειέγρνπ αλόδνπ 

θαζόδνπ   
   , ην ζπληειεζηή απόζβεζεο    θαζώο θαη ην κέγηζην αλακελόκελν 

ζθάικα παξαθνινύζεζεο   
   . Με βάζε απηά ηα θέξδε ηνπ ζπζηήκαηνο 

ππνινγίδνληαη ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο: 

 

   
 

  
   

  
   

    (   )   (     ) 

 

   
 

      
    

   

   (     ) 

 

όπνπ    
 είλαη ην εύξνο δώλεο ην ζπζηήκαηνο ην νπνίν ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε: 

 

   
 √   

 
  

   

  
   |   |   (     ) 

 

Από ηε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο      βιέπνπκε όηη ην DC θέξδνο δελ ηζνύηαη κε ηε 

κνλάδα, παξά κόλνλ όηαλ ην αλαινγηθό θέξδνο    
 ηείλεη ζην άπεηξν. Έηζη ζην 

κόληκε θαηάζηαζε, ην DC θέξδνο ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε: 

 

    
 

   
   

.   
    

   
/
   (     ) 

 

θαη γηα ηππηθέο ηηκέο ηνπ αλαινγηθνύ θέξδνπο ηνπ P ειεγθηή έρεη ηηκή αξθεηά 

κηθξόηεξε από ηε κνλάδα. Ο λόκνο ειέγρνπ ηνπ ελ ιόγσ βξόγρνπ είλαη: 

 

      
(    )     

    (     ) 

 

Με βάζε ηελ αξρή ηνπ SLC, ν βξόγρνο απηόο ρξεζηκνπνηείηαη ζαλ εζσηεξηθόο 

βξόγρνο γηα ηα επαθόινπζα ζπζηήκαηα ειέγρνπ. Σν πξώην ζύζηεκα πνπ ζα 

παξνπζηάζνπκε είλαη απηό πνπ ειέγρεη ην ύςνο κε ρξήζε ηεο γσλίαο πξόλεπζεο  . 

Σν ζρεηηθό δηάγξακκα θαίλεηαη ζηελ εηθόλα     . 
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Δηθόλα 2.11 ύζηεκα ειέγρνπ ύςνπο κέζσ ηεο γσλίαο πξόλεπζεο ζ (εηθόλα από [Beard, McLain 
2012])). 

 

Γηα ηελ απνηειεζκαηηθή ιεηηνπξγία ηνπ ζπζηήκαηνο ζα πξέπεη ην εύξνο δώλεο ηνπ λα 

είλαη κηθξόηεξν από απηό ηνπ εζσηεξηθνύ βξόγρνπ. Παξαηεξνύκε όηη ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε απηόο κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε ην DC θέξδνο ηνπ,     
. Η 

ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο γηα ην εύξνο δώλεο είλαη ε   , κε ηηκή όπσο ήδε 

αλαθέξακε πνπ θπκαίλεηαη ζην δηάζηεκα ,    -. Έηζη ην εύξνο δώλεο ηνπ εμσηεξηθνύ 

βξόγρνπ ζα ηζνύηαη κε: 

 

   
 

 

  
   

   (     ) 

 

Μία αθόκε ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ν παξάγνληαο απόζβεζεο 

  . Σα θέξδε ηνπ PI ειεγθηή είλαη ην αλαινγηθό θαη ην νινθιεξσηηθό θέξδνο    
 θαη 

   
 θαη ππνινγίδνληαη σο εμήο: 

 

   
 

   
 

    
  

   (     ) 

 

   
 

      

    
  

   (     ) 

 

Ο λόκνο ειέγρνπ ηνπ βξόγρνπ είλαη: 

 

      
(    )  

   

 
(    )   (     ) 

 

Έλαο δεύηεξνο εμσηεξηθόο βξόγρνο είλαη απηόο πνπ ειέγρεη ηελ ηαρύηεηα ηνπ 

αεξνζθάθνπο κε βάζε ηε γσλία πξόλεπζεο  . Σν ζρεηηθό δηάγξακκα θαίλεηαη ζηελ 

εηθόλα     . 
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Δηθόλα 2.12 ύζηεκα ειέγρνπ ηαρύηεηαο ρξεζηκνπνηώληαο ηε γσλία πξόλεπζεο ζ (εηθόλα από [Beard, 
McLain 2012]). 

 

Η ζπλάξηεζε κεηαθνξάο είλαη: 

 

  ̅( )  

(

 
 

     
     

(  
    
    

)

   .   
     

     
/       

     

)

 
 

  ̅
 
( )

 (
 

   .   
     

     
/       

     

)  ( )   (     ) 

 

όπνπ   ( ) είλαη ν όξνο εηζάγεηαη σο δηαηαξαρή ζην ζύζηεκα θαη ηζνύηαη κε: 

 

   
 (               )               (      )

 
           

  
[(   )

    
 ](      )     

   (     ) 

 

κε: 

 

   
   ̇(      )       ̇(      )       ̇        (     ) 

 

Ο όξνο ηεο ζπλάξηεζεο κεηαθνξάο    
 πξνθύπηεη από ηε γξακκηθνπνίεζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη ηζνύηαη κε: 

 

   
 

   
  

 
0              

  
 1  

      

 
       

    (     ) 

 

Ο εζσηεξηθόο βξόγρνο παξαηεξνύκε ζηελ εηθόλα      θαη πάιη πσο αληηθαζίζηαληαη 

κε ηελ ηηκή ηνπ DC θέξδνπο     
. Με βάζε ηελ ηερληθή ηνπ SLC, ζα πξέπεη ην εύξνο 

δώλεο ηνπ εμσηεξηθνύ βξόγρνπ λα είλαη κηθξόηεξν από απηό ηνπ εζσηεξηθνύ. Η 

ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο πνπ ην θαζνξίδεη απηό είλαη ε    
, ην δε εύξνο δώλεο ηνπ 

εμσηεξηθνύ βξόγρνπ ζα είλαη ίζν κε: 
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   (     ) 

 

Η άιιε ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο είλαη ν ζπληειεζηήο απόζβεζεο    
. Σα θέξδε ηνπ 

PI ειεγθηή είλαη ην αλαινγηθό θαη ην νινθιεξσηηθό θέξδνο     
 θαη     

. Με 

θαηάιιειε επηινγή ησλ ζρεδηαζηηθώλ παξακέηξσλ, ηα θέξδε ηνπ ειεγθηή 

ππνινγίδνληαη σο: 

 

    
 

   
     

    

    
 

   (     ) 

 

    
  

    
 

    
 
   (     ) 

 

Ο λόκνο ειέγρνπ ηνπ βξόγρνπ ηζνύηαη κε: 

 

       
(  

    )  
    

 
(  

    )   (     ) 

 

Σν ηειεπηαίν ζύζηεκα ηνπ απηόκαηνπ πηιόηνπ δηακεθώλ δπλάκεσλ είλαη απηό πνπ 

ξπζκίδεη ηελ ηαρύηεηα ηνπ αεξνζθάθνπο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηζρύ ηνπ θηλεηήξα 

(Throttle). ηελ εηθόλα      θαίλεηαη ην ζρεηηθό δηάγξακκα: 

 

 
 

Δηθόλα 2.13 ύζηεκα ξύζκηζεο ηαρύηεηαο κε ηε ρξήζε ηνπ θηλεηήξα (εηθόλα από [Beard, McLain 2012]). 
 

Ο νινθιεξσηηθόο όξνο θαζίζηαηαη απαξαίηεηνο γηα ηελ απόξξηςε ησλ δηαηαξαρώλ. 

Η αληίζηνηρε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο είλαη: 
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  ̅  (
   

.   
     

/

   .   
    

   
/      

   

)  ̅
 

 (
 

   .   
    

   
/      

   

)     (     ) 

 

όπνπ νη όξνη    
 θαη    

 πξνθύπηνπλ από ηε γξακκηθνπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ν 

κελ ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε      , ν δε ηζνύηαη από ηε ζρέζε: 

 

   
 

      

 
         

    (     ) 

 

όπνπ    
  ε ηζρύο ηνπ θηλεηήξα πνπ απαηηείηαη γηα ηελ επίηεπμε ηεο πηήζεο ζε 

ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο (trim conditions). O όξνο    εηζάγεηαη σο δηαηαξαρή ζην 

ζύζηεκα. Γηα ην ελ ιόγσ ζύζηεκα, ε ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο είλαη ν ζπληειεζηήο 

απόζβεζεο    θαη ην εύξνο δώλεο    
. Σα θέξδε ηνπ PI ειεγθηή είλαη ην αλαινγηθό 

θαη ην νινθιεξσηηθό θέξδνο    
 θαη    

 θαη ππνινγίδνληαη σο: 

 

   
 

      
    

   

   (     ) 

   
 

   
 

   

   (     ) 

 

Ο λόκνο ειέγρνπ ηνπ βξόγρνπ είλαη: 

 

     
     

(  
    )  

   

 
(  

    )   (     ) 

 

Με ην ελ ιόγσ ζύζηεκα νινθιεξώλεηαη ν ζρεδηαζκόο ηνπ απηόκαηνπ πηιόηνπ 

δηακεθώλ δπλάκεσλ θαη ξνπώλ. 
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Κεθάλαιο 3 
 

Μαθημαηικά μονηέλα αεπίυν δινών. 
 

ην θεθάιαην απηό παξνπζηάδνληαη ηα επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελα καζεκαηηθά 

κνληέια, ηα νπνία πεξηγξάθνπλ ηε κε γξακκηθή θύζε ησλ αεξίσλ δηλώλ πνπ 

δεκηνπξγεί έλα αεξνζθάθνο θαζώο θηλείηαη ζην ρώξν. Θα γίλεη κηα ζύληνκε εηζαγσγή 

ηεο πεξηγξαθήο ηνπ θαηλνκέλνπ θαη ηεο ζπκβνιήο ηνπ ζηελ πηήζε αεξνζθαθώλ ζε 

ζρεκαηηζκό. Έπεηηα ζα παξνπζηάζνπκε ηα γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά κηαο 

πηέξπγαο θαη ζηε ζπλέρεηα ζα δείμνπκε ηνλ ηξόπν ππνινγηζκνύ δπλάκεσλ θαη 

ξνπώλ ζε απηήλ κε ρξήζε ηεο Θεσξίαο Πεδίνπ Ρνήο (Potential Flow Theory). 

Έπεηηα ζα παξνπζηάζνπκε δύν επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελεο ζεσξίεο γηα ηελ 

πεξηγξαθή ηνπ ζρεκαηηζκνύ ησλ αεξίσλ δηλώλ ζην ρώξν γύξσ από ην αεξνζθάθνο, 

ηελ Θεσξία Φέξνπζαο Γξακκεο ηνπ Prandtl (Prandtl’s Lifting Line Theory) θαη 

ηελ Δθηεηακέλε Θεσξία Φέξνπζαο Γξακκήο ηνπ Weissinger (Weissinger’s 

Extended Lifting Line Theory). Σέινο δε, ζα παξνπζηάζνπκε ηα δηαζέζηκα 

καζεκαηηθά κνληέια πεξηγξαθήο ηεο θαηαλνκήο ησλ ηαρπηήησλ ησλ επαγώκελσλ 

δηλώλ ζην ρώξν γύξσ από έλα αεξνζθάθνο. 

3.1 Δηζαγσγή. 
 

Όπσο αλαθέξακε ζην θεθάιαην  , ε θίλεζε ελόο αεξνζθάθνπο ζηνλ αέξα δεκηνπξγεί 

δηαηαξαρέο ζηνλ ρώξν, νη νπνίεο εθδειώλνληαη κε ηε κνξθή αεξίσλ δηλώλ (vortices),  

ζε αληηζηνηρία κε ηα απόλεξα (wake) πνπ δεκηνπξγεί έλα πινίν θαηά ηελ θίλεζή ηνπ. 

Γηα ην ιόγν απηό νη δίλεο απηέο είλαη γλσζηέο σο wake vortices. Λόγσ ησλ αλσηέξσ, 

θαηά ηελ πηήζε ζε ζρεκαηηζκό δύν ή πεξηζζόηεξσλ αεξνζθαθώλ επάγνληαη 

επηπιένλ δπλάκεηο θαη ξνπέο ζε θάζε αθόινπζν αεξνζθάθνο, νη νπνίεο εηζάγνληαη 

ζηε δπλακηθή ηνπ κε ηε κνξθή δηαηαξαρώλ. Έηζη ην ζύζηεκα ειέγρνπ πηήζεο (Flight 

Control System, FLCS) δίλεη ηηο θαηάιιειεο εληνιέο ζηηο επηθάλεηεο ειέγρνπ ηνπ 

αεξνζθάθνπο πξνθεηκέλνπ λα εμνπδεηεξώζεη ηηο δηαηαξαρέο απηέο, εάλ βεβαίσο ην 

αεξνζθάθνο είλαη εμνπιηζκέλν κε έλα ηέηνην ζύζηεκα. Η επίδξαζε ησλ δηαηαξαρώλ 

απηώλ εμαξηάηαη από ηε ζρεηηθή ζέζε ησλ αεξνζθαθώλ θαη κπνξεί λα είλαη ηόζν 

δπζκελήο ώζηε ην FLCS ηειηθά λα ράζεη ηνλ έιεγρν ηνπ αεξνζθάθνπο ζέηνληαο 

ζνβαξό πξόβιεκα γηα ηελ αζθάιεηα ηνπ πξνζσπηθνύ θαη ησλ επηβαηώλ όζν θαη γηα 

ην ίδην ην αεξνζθάθνο. 

Η ύπαξμή ησλ πξναλαθεξζέλησλ αεξίσλ δηλώλ ζπληζηά ηόζν έλα ζεηηθό όζν θαη έλα 

αξλεηηθό γεγνλόο [Saban, 2010]. Από ηε ζηηγκή πνπ ζα δεκηνπξγεζνύλ ζην ρώξν νη 

δίλεο απηέο, ρξεηάδεηαη λα παξέιζεη έλα νξηζκέλν ρξνληθό δηάζηεκα πξνθεηκέλνπ ην 

πεξηβάιινλ λα κεηαβεί ζε θαηάζηαζε εξεκίαο. Γηα ην ιόγν απηό ζηα αεξνδξόκηα 

κεζνιαβεί έλα ρξνληθό δηάζηεκα κεηαμύ δύν απνγεηώζεσλ ή πξνζγεηώζεσλ 

αεξνζθαθώλ. ηελ πεξίπησζε ησλ ζηξαηησηηθώλ αεξνζθαθώλ είλαη ζπλήζεο 

πξαθηηθή ν ελαέξηνο εθνδηαζκόο κε θαύζηκν από έλα άιιν αεξνζθάθνο. Σν 

αεξνζθάθνο αλεθνδηαζκνύ είλαη αξθεηά κεγάιν ζε κέγεζνο θαη επνκέλσλ ε έληαζε 

ηνπ θαηλνκέλνπ είλαη αξθεηά κεγάιε. Λόγσ ηεο ύπαξμεο ησλ δηλώλ απηώλ θαζ, όιε 

ηε δηάξθεηα ηεο δηαδηθαζίαο, ν ρεηξηζηήο ηνπ αεξνζθάθνπο πνπ αλεθνδηάδεηαη ζα 

πξέπεη λα δηαηεξεί ζπλερώο ζε θαηάιιειε ζέζε ην αεξνζθάθνο πξνθεηκέλνπ λα 

απνθύγεη λα βξεζεί ζηηο πεξηνρέο όπνπ νη επαγώκελεο δπλάκεηο θαη ξνπέο ζα ην 
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νδεγήζνπλ ζε αζηάζεηα. Οη ύπαξμε ησλ αεξίσλ δηλώλ κπνξεί λα είλαη επίζεο θαη έλα 

ζηνηρείν ην νπνίν κπνξεί λα νδεγήζεη ζηνλ εληνπηζκό ελόο αεξνζθάθνπο. Έηζη ε 

ύπαξμε ρακεινύ ίρλνπο δεκηνπξγνύκελσλ αεξίσλ δηλώλ είλαη θάηη ην επηζπκεηό 

θπξίσο γηα ζηξαηησηηθά αεξνζθάθε. 

Από ηελ άιιε κεξηά, νη αέξηεο απηέο δίλεο κπνξεί λα έρνπλ θαη επεξγεηηθά 

απνηειέζκαηα γηα ηελ πηήζε. ε θαηάιιειν ζεκείν ηνπ ρώξνπ ηα ζπκβαιιόκελα 

ξεύκαηα είλαη αλνδηθά θαη απηό επάγεη επηπιένλ άλησζε ζηνλ αθόινπζν ελόο 

ζρεκαηηζκνύ, κεηώλνληαο ηαπηόρξνλα ηελ επαγώκελε νπηζζέιθνπζα. Έηζη ην 

αεξνζθάθνο κπνξεί λα ζπλερίζεη ηελ πνξεία ηνπ, ρακειώλνληαο ην ξύγρνο ηνπ θαη 

ειαηηώλνληαο ηελ ηζρύ ηνπ θηλεηήξα. Με απηόλ ηνλ ηξόπν θαηαλαιώλεηαη ιηγόηεξν 

θαύζηκν θαηά ηελ πηήζε ζε ζρεκαηηζκό. 

3.2 ηνηρεία γεσκεηξίαο πηέξπγαο. 
 

Ο όξνο πηέξπγα αλαθέξεηαη γηα ην αληηθείκελν ζηηο ηξείο δηαζηάζεηο. Η επηθάλεηα 

πνπ πξνθύπηεη από ηελ ηνκή κηαο πηέξπγαο θαη ελόο θαηαθόξπθνπ επηπέδνπ πνπ 

είλαη παξάιιειν κε ηνλ δηακήθε άμνλα ζπκκεηξίαο ηνπ αεξνζθάθνπο θαιείηαη 

αεξνηνκή (airfoil) θαη θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    .  

 

 
 

Δηθόλα 3.1 Αεξνηνκή θαη ζρεηηθέο παξάκεηξνη (εηθόλα από researchgate.net). 
 

Η γεσκεηξία ηεο αεξνηνκήο επεξεάδεη θαζνξηζηηθά ηελ απόδνζε όιεο ηεο πηέξπγαο. 

Σν κπξνζηηλό άθξν κηαο αεξνηνκήο θαιείηαη ρείινο πξνζβνιήο (Leading Edge) 

ελώ ην πίζσ άθξν νλνκάδεηαη ρείινο εθθπγήο (Trailing edge). Κάζε πηέξπγα 

ραξαθηεξίδεηαη από νξηζκέλα κεγέζε, ε ηηκή ησλ νπνίσλ επεξεάδεη ηελ απόδνζή 

ηεο. Παξαζέηνπκε ηα ελ ιόγσ κεγέζε όπσο πεξηγξάθνληαη ζηελ αλαθνξά [Bertin J J, 

2002]. 

 

1. Δμβαδό πηέπςγαρ (Wing Area),   

Δίλαη ε ζπλνιηθή επηθάλεηα πνπ θαιύπηεη ε πηέξπγα ηνπ αεξνζθάθνπο, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ ηκήκαηνο πνπ πεξηέρεηαη ζηελ άηξαθην. 

 

2. Μήκορ πηέπςγαρ (Wing Span),   

Δίλαη ην κήθνο ηεο πηέξπγαο κεηξνύκελν από ην έλα άθξν ηεο έσο ην άιιν. 
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3. Μέζη σοπδή (Average Cord),  ̅ 

Η ρνξδή (cord)  , είλαη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ην έλα άθξν κηαο 

αεξνηνκήο κε ην άιιν, δειαδή ην ρείινο πξνζβνιήο κε ην ρείινο εθθπγήο. Σν κήθνο 

ηεο δελ είλαη πάληα ζηαζεξό αιιά κεηαβάιιεηαη θαζώο θηλνύκαζηε από ην άθξν ηεο 

πηέξπγαο κέρξη ηε βάζε ηεο πηέξπγαο ζηελ άηξαθην. Ο πξνθύπησλ γεσκεηξηθόο 

κέζνο είλαη ε κέζε ρνξδή θαη ην γηλόκελό ηεο κε ην άλνηγκα ηεο πηέξπγαο είλαη ην 

εκβαδό ηεο, δειαδή ηζρύεη:  

 

    ̅   (   ) 

 

4. Aspect ratio (AR) 

Σν κέγεζνο απηό είλαη ν ιόγνο ηνπ αλνίγκαηνο ηεο πηέξπγαο κε ηε κέζε ρνξδή. Δάλ ε 

πηέξπγα είλαη νξζνγώληα ηόηε ηζρύεη: 

 

   
 

 
  (   ) 

 

ελώ ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε έρνπκε: 

 

   
  

 
  (   ) 

 

Απνηειεί κηα έλδεημε ηεο θαηαιιειόηεηαο ηεο πηέξπγαο γηα κηα εθαξκνγή. Όζν πνην 

κεγάινο είλαη απηόο ν ιόγνο ηόζν πνην καθξόζηελε είλαη ε πηέξπγα. Σππηθέο ηηκέο 

είλαη πεξίπνπ    γηα έλα αλεκόπηεξν θαη   γηα έλα ππεξερεηηθό καρεηηθό πςειήο 

απόδνζεο. 

 

5. Υοπδή βάζηρ (Root cord)    και Xοπδή άκπος (Tip cord)    

Όπσο πξνείπακε, ε ρνξδή κηαο πηέξπγαο θαηά θύξην ιόγν δελ έρεη ζηαζεξό κήθνο 

θαζώο θηλνύκαζηε από ην άθξν ηεο πηέξπγαο πξνο ηε βάζε ηεο ζηελ άηξαθην. Η ηηκή 

ηεο ζην άθξν ηεο πηέξπγαο νλνκάδεηαη ρνξδή άθξνπ θαη ε ηηκή ηεο ζηνλ άμνλα 

ζπκκεηξίαο ηεο πηέξπγαο νλνκάδεηαη ρνξδή βάζεο. 

 

6. Taper ratio (TR) 

Σν κέγεζνο απηό είλαη ν ιόγνο ηεο ρνξδήο άθξνπ πξνο ηε ρνξδή βάζεο. Δάλ ε 

πηέξπγα είλαη νξζνγώληα ηόηε ν ιόγνο ηζνύηαη κε   ελώ εάλ ε πηέξπγα είλαη 

ζρήκαηνο Γ ν ιόγνο ηζνύηαη κε  . 

 

7. Sweep angle,   

Έζησ κηα θάζεηνο πξνο ηελ ρνξδή βάζεο ε νπνία ηελ ηέκλεη ζην     ηνπ κήθνπο ηεο. 

Η πξνθύπηνπζα γσλία ηεο ελ ιόγσ θαζέηνπ κε ηελ πηέξπγα είλαη ε γσλία sweep 

angle. Παξόκνηνη νξηζκνί ηζρύνπλ θαη γηα ηηο αληίζηνηρεο γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνληαη 

θέξνληαο αληίζηνηρεο θαζέηνπο ζην ρείινο πξνζβνιήο θαη εθθπγήο ηεο πηέξπγαο. 
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8. Γίεδπη γυνία (Dihedral angle) 

Πξόθεηηαη γηα ηε γσλία κεηαμύ ελόο νξηδνληίνπ επηπέδνπ πνπ πεξηέρεη ηε ρνξδή 

βάζεο θαη ηεο θάησ επηθάλεηαο ηεο πηέξπγαο. Η ηηκή ηεο επεξεάδεη ηελ εγθάξζηα 

επζηάζεηα ηνπ αεξνζθάθνπο. 

9. Γευμεηπική πεπιζηποθή (Geometric Twist) 

Τπάξρνπλ πεξηπηώζεηο όπνπ ε ρνξδή άθξνπ θαη ε ρνξδή βάζεο δελ βξίζθνληαη ζην 

ίδην επίπεδν θαζώο θηλνύκαζηε θαηά κήθνο ηεο πηέξπγαο. Η κεηαμύ ηνπο γσλία 

θαιείηαη Γεσκεηξηθή Πεξηζηξνθή (Geometric Twist). 

3.3 ηνηρεία Θεσξίαο Πεδίνπ Ρνήο 
 

Ο αέξαο είλαη έλα ξεπζηό. Γηα ηελ εθαξκνγή πνπ κειεηάκε ζεσξνύκε όηη ε ξνή έρεη 

ηδαληθά ραξαθηεξηζηηθά, δειαδή είλαη ππνερεηηθή, αζπκπίεζηε θαη ρσξίο ημώδεο. 

Θεσξνύκε επίζεο όηη είλαη θαη ρσξίο ζηξνβηιηζκό. Απηό ζεκαίλεη πσο ππάξρεη κηα 

βαζκσηή ζπλάξηεζε δπλακηθνύ   έηζη ώζηε λα ηζρύνπλ ηα αθόινπζα: 

 

       (   ) 

 

        (   ) 

 

πλδπάδνληαο ηηο αλσηέξσ ζρέζεηο πξνθύπηεη ε εμίζσζε Laplace: 

 

        (   ) 

 

Η επίιπζε ηεο (   ) δίλεη ζαλ ιύζεηο ηελ νκνηόκνξθε ξνή (uniform flow), ηελ πεγή 

ξνήο (source flow), ηελ ξνή δεύγνπο (doublet flow) θαη ηελ ξνή δίλεο (vortex 

flow) [Saban 2010]. Η ηειεπηαία είλαη απηή πνπ καο ελδηαθέξεη. 

ηελ εηθόλα 3.2 θαίλεηαη ε κνξθή κίαο δίλεο ζην επίπεδν. Η έληαζε ηεο ζπκβνιίδεηαη 

κε ην γξάκκα   θαη θαιείηαη ζηξνβηιιόηεηα (circulation) ηεο δίλεο. Η βαζκσηή 

ζπλάξηεζε δπλακηθνύ ζπλδέεηαη κε απηήλ κέζσ ηεο ζρέζεο: 

 

   
 

  
    (   ) 

 

θαη ην αληίζηνηρν πεδίν ηαρπηήησλ εθθξαζκέλν ζε θπιηλδξηθέο ζπληεηαγκέλεο είλαη: 

 

    
 

   
   (   ) 

 

       (   ) 
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Δηθόλα 3.2 Γίλε ξεπζηνύ ζην επίπεδν (εηθόλα από [Saban 2010]). 
 

Μία δίλε κνληεινπνηείηαη ζαλ έλα λήκα ην νπνίν νλνκάδνπκε ζηξνβηινγξακκή 

(vortex filament) γηα ην νπνίν ηζρύεη ην Θεώξεκα Γηλώλ ηνπ Helmholtz 

(Helmholtz Vortex Theorem). ύκθσλα κε απηό, κία ζηξνβηινγξακκή δελ κπνξεί 

λα δηαθόπηεηαη απόηνκα εληόο ελόο ξεπζηνύ, εθηόο θαη αλ ζπλαληήζεη έλα ζπκπαγέο 

όξην. ηελ αληίζεηε πεξίπησζε εθηείλεηαη ζην     ή ελώλεηαη κε άιιε δίλε γηα λα 

ζρεκαηίζεη έλα θιεηζηό βξόγρν. Δπίζεο θαηά κήθνο ηεο ζηξνβηινγξακκήο ε 

ζηνβηιόηεηα   παξακέλεη ζηαζεξή. 

Μία δίλε επάγεη ζην ρώξν γύξσ από απηή κία ηαρύηεηα ην κέηξν ηεο νπνίαο 

θαζνξίδεηαη από ην Νόκν ησλ Biot-Savart (Biot- Savart Law). Απηόο αξρηθά 

δηαηππώζεθε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο έληαζεο ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ   ζε θάζε 

ζεκείν ηνπ ρώξνπ γύξσ από έλαλ αγσγό κήθνπο   πνπ δηαξξέεηαη από ξεύκα 

εληάζεσο  . Σν ζηνηρεηώδεο κήθνο    πνπ δηαξξέεηαη από ξεύκα έληαζεο   επάγεη ζε 

ζεκείν ηνπ ρώξνπ ζηνηρεηώδε έληαζε    πνπ ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε: 

 

   
   

  

    

‖ ‖ 
   (    ) 

 

όπνπ   ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ από ην ζηνηρεηώδεο κήθνο. Οινθιεξώλνληαο ηελ 

(    ) πξνθύπηεη ε ζπλνιηθή έληαζε ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ. 

Καηά απόιπηε αλαινγία, ην κέηξν ηεο ηαρύηεηαο πνπ επάγεηαη ζην ρώξν από κία 

δίλε δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

   
 

  

    

‖ ‖ 
      (    ) 

 

θαη νινθιεξώλνληαο ηελ (    ) πξνθύπηεη ε ζπλνιηθά επαγώκελε ηαρύηεηα ελ ιόγσ 

ζην ζεκείν. 

Έζησ έλα αεξνζθάθνο θηλνύκελν δηακέζνπ ηνπ αέξα. Η άλησζε δεκηνπξγείηαη ιόγσ 

ηεο δηαθνξάο πίεζεο κεηαμύ ηεο πάλσ θαη ηεο θάησ επηθάλεηαο ηεο πηέξπγαο. 

πγθεθξηκέλα θαζώο ν αέξαο ξέεη ζην ρώξν γύξσ από ηελ πηέξπγα, δεκηνπξγείηαη 

πςειόηεξε πίεζε ζηελ θάησ επηθάλεηα ζε ζρέζε κε ηελ πάλσ. Η δύλακε ηεο 

άλησζεο κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί ζαλ κία δίλε ε νπνία ζηαζεξά πξνζαξηεκέλε 

ζηελ πηέξπγα θαη νλνκάδεηαη πξνζαξηεκέλε δίλε (bound vortex). Με ηνλ ηξόπν 
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απηό θαη όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα     ε ηαρύηεηα ηεο ξνήο είλαη κεγαιύηεξε ζηελ 

θάησ επηθάλεηα από όηη ζηελ πάλσ. 

 

 
 

Δηθόλα 3.3 Ρνή αέξα ζε κηα αεξνηνκή (εηθόλα από [Saban 2010]). 
 

Θεσξώληαο κία θιεηζηή θακπύιε ζην επίπεδν γύξσ από ηελ πηέξπγα, ε έληαζε ηεο 

δίλεο ή ζηξνβηιόηεηα πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο νξίδεηαη σο ην επηθακπύιην 

νινθιήξσκα ηεο ηαρύηεηαο ηεο ξνήο κε ην ζηνηρεηώδεο κήθνο ηεο θακπύιεο, 

δειαδή: 

 

  ∮       (    ) 

 

Η ύπαξμε ηεο άλησζεο ππνδειώλεη όηη  ην νινθιήξσκα (    ) είλαη πεπεξαζκέλν. 

ύκθσλα κε ην Θεώξεκα ησλ Kutta-Joukowski, ε άλησζε ζπλδέεηαη κε ηελ 

ζηξνβηιόηεηα κέζσ ηεο ζρέζεο: 

 

          (    ) 

 

όπνπ    ε ππθλόηεηα ηνπ αέξα,    ε ηαρύηεηα ηεο ξνήο ζε αξθεηή απόζηαζε από 

ηελ αεξνηνκή θαη   ε ζηξνβηιόηεηα. 

Οη πξαγκαηηθέο πηέξπγεο έρνπλ πεπεξαζκέλν κήθνο θαη ζε απηό νθείιεηαη ε 

δεκηνπξγία ησλ επαγώκελσλ δηλώλ πνπ κειεηνύκε. ηα άθξα ηεο πηέξπγαο, ιόγσ 

ηεο δηαθνξάο πίεζεο, ν αέξαο ζα θηλεζεί από ηελ πεξηνρή ηεο πςειόηεξεο πίεζεο 

(θάησ επηθάλεηα) πξνο ηελ πεξηνρή ηεο ρακειόηεξεο πίεζεο (άλσ επηθάλεηα). Η 

θίλεζε απηή δεκηνπξγεί δύν δίλεο ζηα άθξα ηεο πηέξπγαο νη νπνίεο πεξηζηξέθνληαη 

αληίζηξνθα ε κία σο πξνο ηελ άιιε. Οη ελ ιόγσ δίλεο είλαη απηέο πνπ ζηελ εηζαγσγή 

νξίζακε σο wake vortices. Οη δίλεο απηέο ηθαλνπνηνύλ ην Θεώξεκα Γηλώλ ηνπ 

Helmholtz θαη έηζη ε κία εθθηλεί από ην άπεηξν θαη ελώλεηαη κε ηελ πηέξπγα ζην άιιν 

άθξν ηεο κε ηελ πξνζαξηεκέλε δίλε. Έπεηηα ε πξνζαξηεκέλε δίλε ελώλεηαη κε ηελ 

άιιε δίλε ε νπνία εθηείλεηαη κέρξη ην άπεηξν. Σν πξνθύπησλ ζρήκα είλαη όκνην κε  

πέηαιν αιόγνπ (horseshoe) θαη γηα απηό ην ιόγν ην ζύζηεκα ησλ δηλώλ πνπ κόιηο 

πεξηγξάςακε είλαη γλσζηό σο horseshoe vortex. 
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3.4 Θεσξία Φέξνπζαο γξακκήο ηνπ Prandtl 
 

Με βάζε ηε Θεσξία ηεο Φέξνπζαο Γξακκήο ηνπ Prandtl (Prandtl’s Lifting Line 

Theory), ε πηέξπγα ελόο αεξνζθάθνπο κνληεινπνηείηαη αληηθαζηζηώληαο ηελ κε έλαλ 

πεπεξαζκέλν ή άπεηξν αξηζκό δηλώλ ηύπνπ πεηάινπ (horsheshoe vortices) ηηο 

νπνίεο πεξηγξάςακε πξνεγνπκέλσο, ηνπνζεηεκέλεο ε κία επάλσ ζηελ άιιε, 

ηαπηίδνληαο ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηνπο κε ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο πηέξπγαο 

[Saban 2010]. Σα αλσηέξσ θαίλνληαη ζηελ εηθόλα    . 

 

 
 

Δηθόλα 3.4 Θεσξία θέξνπζαο γξακκήο ηνπ Prandtl (εηθόλα από [Saban 2010]). 
 

Κάζε δίλε απνηειείηαη από ηξείο θιάδνπο, ηνλ πξνζαξηεκέλν ζηελ πηέξπγα (bound 

vortex) θαη ηνπο άιινπο δύν θιάδνπο. Γηα όιεο ηηο δίλεο, ηα πξνζαξηεκέλα ηκήκαηά 

ηνπο βξίζθνληαη επί ηεο λνεηήο γξακκήο ηεο πηέξπγαο όπνπ ε ρνξδή έρεη κήθνο ίζν 

κε ην     ηεο ηηκήο ηεο ζπγθεθξηκέλεο αεξνηνκήο (    cord line). Η λνεηή απηή 

γξακκή θαιείηαη θέξνπζα γξακκή (lifting line). Οη άιινη δύν θιάδνη ηεο θάζε δίλεο 

εθηείλνληαη ζην άπεηξν. Η ζηξνβηιόηεηα   δύλαηαη λα δηαθέξεη γηα θάζε δίλε, αιιά 

θαηά κήθνο ηεο θάζε δίλεο είλαη ζηαζεξή. Με απηόλ ηνλ ηξόπν δεκηνπξγείηαη κηα 

θιηκαθσηή θαηαλνκή γηα ηελ ζηξνβηιόηεηα ζηελ πξναλαθεξζείζα λνεηή γξακκή, ε 

νπνία απνθηάην ζρήκα θάπνηαο θακπύιεο, ζπλήζσο έιιεηςεο, όζν ν αξηζκόο ησλ 

ρξεζηκνπνηνύκελσλ δηλώλ ηείλεη ζην άπεηξν. 

Η θέξνπζα γξακκή πηέξπγαο ηεο εηθόλαο    , ηαπηίδεηαη κε ηνλ άμνλα  . Με 

εθαξκνγή ηνπ λόκνπ ησλ Biot-Savart θαη γηα άπεηξν πιήζνο δηλώλ, ε επαγώκελε 

ηαρύηεηα θαηά κήθνο ηεο θέξνπζαο γξακκήο πξνθύπηεη ίζε κε: 

 

  (  )   
 

  
∫

    ⁄

    
  

 
 

 
 
 

   (    ) 

 

όπνπ   ην κήθνο ηεο πηέξπγαο θαη   ε ζηξνβηιιόηεηα. Με βάζε απηή ηελ θαηαλνκή 

ηεο επαγώκελεο ηαρύηεηαο, ππνινγίδεηαη ε επαγώκελε γσλία πξνζβνιήο 
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(induced angle of attack) θαη ε ελεξγή γσλία πξνζβνιήο (effective angle of 

attack) σο εμήο: 

 

  (  )       (
   (  )

  
)  

   (  )

  
 

 

    
∫

    ⁄

    
  

 
 

 
 
 

   (    ) 

 

    (  )  
  (  )

  (  )   (  )
     (  )   (    ) 

 

όπνπ   (  ) είλαη ε θιίζε ηεο θακπύιεο άλησζεο ζε ζπλάξηεζε κε ηε γσλία 

πξνζβνιήο,  (  ) είλαη ε ηηκή ηεο ρνξδήο ζην ζεκείν    θαη     (  ) είλαη γσλία 

πξνζβνιήο γηα ηελ νπνία ε άλησζε απνθηά κεδεληθή ηηκή. Με βάζε ηηο αλσηέξσ 

ζρέζεηο, ε γεσκεηξηθή γσλία πξνζβνιήο (geometric angle of attack) ηνπ 

αεξνζθάθνπο εθθξάδεηαη σο ην άζξνηζκα ηεο επαγώκελεο θαη ηεο ελεξγήο γσλίαο 

πξνζβνιήο: 

 

 (  )  
  (  )

  (  )   (  )
     (  )  

 

  
∫

    ⁄

    
  

 
 

 
 
 

   (    ) 

 

Η εμίζσζε      θαιείηαη αιγεβξνδηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ Prandtl θαη από ηελ επίιπζή 

ηεο πξνθύπηεη ε εμίζσζεο ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνβηιιόηεηαο   θαηά κήθνο ηεο 

θέξνπζαο γξακκήο. 

Αθνύ ππνινγηζηεί ε ζηξνβηιιόηεηα  , ε νιηθή άλησζε θαη ε επαγώκελε 

νπηζζέιθνπζα ππνινγίδνληαη από ην Θεώξεκα ησλ Kutta-Joukowski σο: 

 

      ∫  ( )
   

    

     (    ) 

 

      ∫  ( )  ( )

 
 

 
 
 

     (    ) 

 

Η απιόηεηα ηεο ζπγθεθξηκέλεο ζεσξίαο, ηελ θαζηζηά εθαξκόζηκε κόλν ζε 

ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηώζεηο. πγθεθξηκέλα δίλεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα γηα 

αζπκπίεζηεο θαη ζηαζεξέο ξνέο ρσξίο ημώδεο θαη γηα πηέξπγεο όπνπ ε λνεηή γξακκή 

όπνπ ε ρνξδή ηζνύηαη κε ην     ηνπ κήθνπο ηεο είλαη επζεία. Δπηπξνζζέησο πνην 

αθξηβή απνηειέζκαηα δίλνληαη γηα πηέξπγεο κε πςειό ιόγν AR [Saban 2010]. 

3.5 Θεσξία Φέξνπζαο γξακκήο ηνπ Weissinger 
 

Μία πνην πνιύπινθε, σζηόζν πνην αθξηβήο, κνληεινπνίεζε κηαο πηέξπγαο 

πξνθύπηεη κε εθαξκνγή ηεο Θεσξίαο ηεο Δθηεηακέλεο Φέξνπζαο Γξακκήο ηνπ 

Weissinger (Weissinger’s Extended Lifting Line Theory). Με βάζε απηή, ε 

πηέξπγα κνληεινπνηείηαη πάιη κε ηε ρξήζε δηλώλ ζε ζρήκα πεηάινπ (horseshoe 
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vortices) ηνπνζεηεκέλεο όρη όκσο ε κία πάλσ ζηελ άιιε, αιιά ε κία δίπια ζηελ 

άιιε, όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    : 

 

 
 

Δηθόλα 3.5 Μνληεινπνίεζε πηέξπγαο κε ρξήζε ηεο Δθηεηακέλεο Θεσξίαο Φέξνπζαο Γξακκήο ηνπ 
Weissinger (εηθόλα από [Saban 2010].). 

 

ε απηή ηελ πεξίπησζε, ε θάζε δίλε απνηειείηαη από πέληε ηκήκαηα. Σν πξώην είλαη 

ην πξνζαξηεκέλν ηκήκα πνπ βξίζθεηαη επί ηεο θέξνπζαο γξακκήο, δειαδή ηεο 

λνεηήο γξακκήο όπνπ ε ρνξδή ηζνύηαη κε ην     ηνπ κήθνπο ηεο. Σν δεύηεξν θαη 

ηξίην ηκήκα ηνπο εθηείλεηαη θαηά κήθνο ηεο πηέξπγαο κέρξη ην ζεκείν όπνπ ζπλαληά 

ηε λνεηή γξακκή όπνπ ε ρνξδή ηζνύηαη κε ηα     ηνπ κήθνπο ηεο (  ⁄           ). 

Σέινο ην ηέηαξην θαη ην πέκπην ηκήκα εθηείλνληαη ζην άπεηξν. 

Μία αθόκε δηαθνξά ηεο ζπγθεθξηκέλεο ζεσξίαο ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνύκελε είλαη 

ε δηαθνξεηηθή ζπλνξηαθή ζπλζήθε (boundary condition) πνπ εθαξκόδεηαη γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο ζηξνβηιόηεηαο  . Θεσξνύκε όηη ε ξνή ηνπ αέξα είλαη εθαπηόκελε ζε 

απηή θαηά κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο πνπ μεθηλά από ην ζεκείν όπνπ ε 

πηέξπγα έρεη κήθνο ίζν κε ην     ηεο ηηκήο ηεο θαη ηειεηώλεη ζην ζεκείν όπνπ ε 

ρνξδή έρεη κήθνο ίζν κε ηα     ηνπ κήθνπο ηεο. Με βάζε ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο 

θάζε δίλεο, νξίδνπκε έλα ζεκείν ειέγρνπ (control point) σο ην ζεκείν πνπ ηέκλεηαη 

ν άμνλαο ζκκεηξίο ηεο δίλεο κε ηελ λνεηή γξακκή όπνπ ε ρνξδή ηζνύηαη κε ηα     

ηνπ κήθνπο ηεο. Σα ελ ιόγσ ζεκεία είλαη ζεκεησκέλα κε κάπξνπο θύθινπο ζηελ 

εηθόλα     θαη ζε θάζε ηέηνην ζεκείν πξέπεη λα ηζρύεη ε ζπλζήθε ηνπ Weissinger: 

 

(     )        (    ) 

 

όπνπ    ε επαγόκελε ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ειέγρνπ ηαρύηεηα από όιεο ηηο δίλεο, 

   ε ηαρύηεηα ηνπ αλνδηθνύ ξεύκαηνο θαη   ην θάζεην κνλαδηαίν δηάλπζκα ζηελ 

επηθάλεηα ηεο πηέξπγαο ζην ζεκείν ειέγρνπ. 

Η γεσκεηξηθή γσλία πξνζβνιήο ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε: 
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 (  )  
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  (  )

 

 ∫
 ( )

(    ) 
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  (  )    ( )

√.  (  )    (  )/
 
 (    ) )

   
    

 
 
 

 ∫
 ( )

(    ) 

(

   
  (  )    ( )

√.  (  )    (  )/
 
 (    ) )

   

 
 

    

]
 
 
 

   (    ) 

 

όπνπ ε παξάκεηξνο   ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα απνθεπρζνύλ ηα ζεκεία απεηξηζκνύ 

ζην πεδίν νινθιήξσζεο. 

Από ηελ επίιπζε ηεο εμίζσζεο      πξνθύπηεη ε θαηαλνκή ηεο ζηξνβηιιόηεηαο   

θαηά κήθνο ηεο πηέξπγαο. ηε ζπλέρεηα από ην Θεώξεκα ησλ Kutta – Joukowski 

(εμίζσζε     ) κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηελ θαηαλνκή ηεο άλησζε, ηελ νπνία 

αθνπ νινθιεξώζνπκε θαηά κήθνο ηεο πηέξπγαο θαη κε θαηάιιειε πξνβνιή ζηνπο 

δηάθνξνπο άμνλεο, ππνινγίδνπκε ηελ επαγώκελε άλησζε, νπηζζέιθνπζα θαζώο θαη 

ηηο ξνπέο πνπ αζθεί ε δίλε ζηνπο ηξείο άμνλεο ηνπ αεξνζθάθνπο [Saban 2010]. 

Η ζεσξία απηή δίλεη πνην ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα ζε ζρέζε κε ηελ θιαζηθή 

Θεσξία Φέξνπζαο Γξακκήο ηνπ Prandtl θαη ηζρύεη γηα πηέξπγεο νηαζδήπνηε θάηνςεο 

θαη ιόγνπ   . 

3.6 Πξνθίι ηαρπηήησλ δηλώλ 
 

Η πξαγκαηηθή θύζε ησλ αεξίσλ δηλώλ είλαη ηόζν πνιύπινθε, ώζηε είλαη αδύλαηνλ 

λα κνληεινπνηεζεί επαθξηβώο από καζεκαηηθέο εμηζώζεηο [Zang Q et al. 2016]. 

Κάπνηα θαηλόκελα πνπ δηθαηνινγνύλ ην γεγνλόο απηό είλαη αξρηθά ην όηη νη άμνλεο 

πεξηζηξνθήο ησλ δηλώλ δελ παξακέλνπλ αθξηβώο θαηαθόξπθνη ζε ζρέζε κε έλα 

εγθάξζην ζην αεξνζθάθνο επίπεδν. Δπίζεο νη δύν άμνλεο κηαο δίλεο πνπ 

ππνζέηνπκε όηη εθηείλνληαη ζε κηα εκηεπζεία κέρξη ην άπεηξν, είλαη ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα δύν γξακκέο νη νπνίεο θάκπηνληαη ειαθξώο πξνο ηα θάησ ζην 

ρώξν πίζσ από ην αεξνζθάθνο. 

Δπηπξνζζέησο, ζην ρώξν ηεο δίλεο ιακβάλνπλ ρώξα θαηλόκελα ημώδνπο ξνήο. Απηά 

δύλαηαη λα αλαπαξαζηαζνύλ καζεκαηηθά κε ηελ εηζαγσγή ζηηο εμηζώζεηο κίαο 

παξακέηξνπ πνπ νλνκάδεηαη ημώδεο ππξήλαο ζηξνβίιινπ (viscous core). Η 

πξαγκαηηθή ηνπ κνξθή θαη ηηκή δελ είλαη θάηη ην ληεηεξκηληζηηθό θαη κπνξεί ζε γεληθέο 

γξακκέο λα νξηζηεί σο ε απόζηαζε αλάκεζα ζην θέληξν ηνπ ζηξνβίιινπ θαη ησλ 

ζεκείσλ όπνπ ε εθαπηνκεληθή ηαρύηεηα    απνθηά ηε κέγηζηε ηηκή ηεο [Saban 2010]. 

Γηα ην ιόγν απηό έρνπλ αλαπηπρζεί αξθεηά πνην απιά καζεκαηηθά κνληέια ηα νπνία 

πεξηγξάθνπλ κε ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα ην θαηλόκελν. ηελ αλαθνξά [Saban 2010] 

παξνπζηάδνληαη ελλέα εμηζώζεηο πνπ απνηεινύλ ηα πνην γλσζηά πξνθίι ηεο 

ηαρύηεηαο κηαο δίλεο εθθξαζκέλεο ζε θπιηλδξηθέο ζπληεηαγκέλεο. ε όια ηα κνληέια, 

κε   ζπκβνιίδεηαη ε ζηξνβηιιόηεηα, κε   ε απόζηαζε ελόο ζεκείνπ από ην θέληξν 

ηνπ ζηξνβίινπ θαη κε    ν ημώδεο ππξήλαο ηνπ ζηξνβίινπ. 
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1. Μονηέλο Helmholtz 

Δίλαη ην πιένλ απιό κνληέιν γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο θαηαλνκήο ηαρπηήησλ κίαο δίλεο 

θαη ππνινγίδεηαη σο: 

 

  ( )  
 

   
   (    ) 

 

Έλα ζνβαξό κεηνλέθηεκα ηνπ κνληέινπ είλαη ν απεηξηζκόο ηεο ηαρύηεηαο ζε κεδεληθή 

απόζηαζε από ην θέληξν ηνπ ζηξνβίινπ. 

 

2. Μονηέλο Rankine 

ε απηό ην κνληέιν γίλεηαη ε ππόζεζε όηη ν ππξήλαο ηνπ ζηξνβίινπ πεξηζηξέθεηαη 

ζαλ έλα ζπκπαγέο ζώκα γύξσ από ην θέληξν ηνπ θαη ζε απηό πεξηέρεηαη όινο ν 

ζηξνβηιηζκόο. Η αθόινπζε εμίζσζε πεξηγξάθεη ην πεδίν θαηαλνκήο ησλ ηαρπηήησλ: 

 

  ( )  

{
 

 
 

   
             

 

  

 

  
 
        

   (    ) 

 

θαη παξνπζηάδεη κία αζπλέρεηα γηα     . 

 

3. Μονηέλο Hallock-Burnham 

Σν κνληέιν απηό είλαη από ηα πνην γλσζηά θαη επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελα ζηε 

βηβιηνγξαθία θαη δηαηππώλεηαη ώο: 

 

  ( )  
 

  
(

 

     
 
*   (    ) 

 

Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη,  ηηκή ηεο παξακέηξνπ    δελ είλαη επαθξηβώο 

θαζνξηζκέλε. Δθθξάδεηαη θπξίσο ζαλ πνζνζηό ηνπ κήθνπο ηεο πηέξπγαο   ηνπ 

αεξνζθάθνπο θαη ζε δηάθνξεο εξγαζίεο έρεη ιάβεη ηηκέο από    κέρξη    . Οη 

Zhang, Wang θαη Hardin όπσο αλαθέξεη ε [Saban 2010] δηαηύπσζαλ ηελ αθόινπζε 

ζρέζε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο παξακέηξνπ    : 

 

      √
  

 
   (    ) 

 

όπνπ   ε ηαρύηεηα ηνπ αεξνζθάθνπο πνπ δεκηνπξγεί ηηο δίλεο. 

 

4. Μονηέλο Lamb-Oseen 

ην κνληέιν απηό, γίλεηαη ε ππόζεζε όηη ε ζηξνβηιόηεηα αθνινπζεί Γθανπζηαλή 

θαηαλνκή κε ηππηθή απόθιηζε √   , όπνπ   ην θηλεκαηηθό ημώδεο ηνπ αέξα θαη   ν 

ρξόλνο ύπαξμεο ηνπ ζηξνβίινπ. Σν πξνθίι ηαρπηήησλ πεξηγξάθεηαη σο αθνινύζσο: 
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  ( )  
 

  
(     ( 

  

   
)+   (    ) 

 

ε κηα ηξνπνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ κνληέινπ γίλεηαη εηζαγσγή ηεο παξακέηξνπ 

ημώδνπο ησλ ξεπκάησλ eddy (eddy viscocity)  , ε νπνία είλαη αλάγνιε ηεο 

ζηξνβηιιόηεηαο   κε ηηκή αλαινγίαο δύζθνιε λα κεηξεζεί, αιιά κε εθηηκώκελε ηηκή 

κεηαμύ      θαη     . Σν ηξνπνπνηεκέλν κνληέιν δηαηππώλεηαη σο: 

 

  ( )  
 

  
(     ( 

  

 (   ) 
)+   (    ) 

 

5. Σποποποιημένο καηά Dogan μονηέλο Helmholtz 

πκθώλσο [Saban 2010], νη Dogan, Venkataramanan θαη Blake δηαηύπσζαλ ην 

αθόινπζν κνληέιν βαζηζκέλνη ζηελ εμίζσζε (    ), αγλνώληαο ην θηλεκαηηθό ημώδεο 

  ηνπ αέξα θαη εηζάγνληαο κηα παξάκεηξν        . Σν πξνθύπησλ πξνθίι είλαη: 

 

  ( )  
 

   
(     ( 

  

   
)+   (    ) 

 

6. Μονηέλο Kurylowich 

Σν κνληέιν απηό απνηειεί κηα ελαιιαθηηθή κνξθή ηνπ κνληέινπ Lamb – Oseen. Η 

παξάκεηξνο    ξπζκίζηεθε εκπεηξηθά έηζη ώζηε  λα ζπκθσλεί κε ηα πεηξακαηηθά 

δεδνκέλα θαη ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε: 

 

       √
  

   ( ) 
   (    ) 

 

όπνπ   ε γσλία sweep angle. Σν πξνθίι θαηαλνκήο ηαρπηήησλ δίλεηαη από ηε 

ζρέζε: 

 

  ( )  
 

   
(     (     (

 

  
*
 

)+   (    ) 

 

7. Μονηέλο Proctor 

Σν κνληέιν απηό δηαηππώζεθε κε εκπεηξηθέο κεζόδνπο θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

  ( )  

{
 
 

 
  

   
(     (   .

 

 
/
    

)+                                                                  
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)+      
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ε πξνζνκνηώζεηο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ην ελ ιόγσ κνληέιν, δείρζεθε όηη 

πεξηγξάθεη θαιύηεξα ζε ζρέζε κε ηα πξναλαθεξζέληα κνληέια ηηο δεκηνπξγνύκελεο 

δίλεο ζην ρώξν [Saban 2010]. 

 

8. Μονηέλο Smooth blending 

Σν κνληέιν απηό, όπσο πεξηγξάθεηαη ζε [Saban 2010], πξνηάζεθε από ηνπο Gerz, 

Holzapfel θαη Darracq. Πεξηέρεη ηηο αδηάζηαηεο θαη ρσξίο θπζηθή ζεκαζία 

παξακέηξνπο   ,   θαη   νη νπνίεο επηιέρζεθαλ έηζη ώζηε ην κνληέιν λα ζπκθσλεί κε 

ηα δεδνκέλα ηεο αεξνδπλακηθήο ζήξαγγαο. Σν κνληέιν απηό πξνθύπηεη από ηελ 

αθόινπζε ζρέζε: 

 

  ( )  
 

   

(

 
 

     (
   (   ) 

.  ((     )(   )   )
 
/
   

,

)

 
 

   (    ) 

 

Οη Gerz, Holzapfel θαη Darracq επέιεμαλ γηα ηηο πξναλαθεξζείζεο παξακέηξνπο ηηκέο 

      ,       θαη     θαη γηα ηελ αθηίλα ημώδνπο ηνπ ππξήλα ηνπ ζηξνβίιινπ 

         . 

 

9. Μονηέλο Πολλαπλών κλιμάκυν (Multiple scale) 

Σν κνληέιν απηό είλαη επίζεο εκπεηξηθό θαη πξνηάζεθε από ηε Jacquin όπσο 

αλαθέξεηαη ζε [Saban 2010]. Η εμίζσζε ππνινγηζκνύ είλαη: 

 

  ( )  

{
  
 

  
 

 

    

 

√     

                

 

  √   
                 

 

   
                             

   (    ) 

 

όπνπ        ,         . Οη παξάκεηξνη    θαη    πεξηγξάθνπλ ηελ αθηίλα ηνπ 

ππξήλα ηνπ ζηξνβίιινπ. 

ηελ εηθόλα     θαίλεηαη κηα ζύγθξηζε κεηαμύ ησλ πξναλαθεξζέλησλ κνληέισλ 

θαζώο θαη νη ρξεζηκνπνηνύκελε ηηκή ηεο παξακέηξνπ    γηα θάζε κνληέιν.. 

Παξαηεξνύκε όηη γηα απνζηάζεηο         όια ηα κνληέια παξνπζηάδνπλ δηαθνξέο. 

Απηό νθείιεηαη ζην όηη ηα κνληέια ξπζκίζηεθαλ έηζη ώζηε λα πεξηγξάθνπλ ηηο 

δεκηνπξγνύκελεο δίλεο από έλα ζπγθεθξηκέλν αεξνζθάθνο θαη ζε ζπγθεθξηκέλε 

απόζηαζε από απηό [Saban 2010]. Ωζηόζν γηα απνζηάζεηο   ⁄      βιέπνπκε όηη 

ηα απνηειέζκαηα από όια ηα κνληέια είλαη ζρεδόλ παλνκνηόηππα. 
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Δηθόλα 3.6 ύγθξηζε κνληέισλ θαηαλνκήο ηαρπηήησλ (εηθόλα απν [Saban 2010]). 
 

Έηζη γηα κειεηώκελεο εθαξκνγέο, όπνπ νη απνζηάζεηο κεηαμύ ησλ αεξνζθαθώλ ζηελ 

εγθάξζηα δηεύζπλζε είλαη κεγαιύηεξε από ην     ηνπ αλνίγκαηνο πηέξπγαο ηνπ 

αεξνζθάθνπο πνπ δεκηνπξγεί ηηο δίλεο, όπσο γηα παξάδεηγκα ηεο πηήζεο ζε 

ζρεκαηηζκό ή ηνπ ελαεξίνπ εθνδηαζκνύ δελ ππάξρεη ζεκαληηθή δηαθνξά σο πξνο ην 

πνην κνληέιν ζα ρξεζηκνπνηεζεί. 
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Κεθάλαιο 4 
 

Extremum Seeking Control 
 

Σν παξόλ θεθάιαην απνηειεί κηα πεξηγξαθή ηεο ηερληθήο ζρεδηαζκνύ ζπζηεκάησλ 

απηνκάηνπ ειέγρνπ Extremum Seeking Control (ESC). Αξρηθά ζα γίλεη κηα ζύληνκε 

ηζηνξηθή αλαδξνκή  θαη ζηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηαζηεί ε πιένλ βαζηθή κνξθή ελόο 

αιγνξίζκνπ ESC. Έπεηηα ζα παξνπζηαζηνύλ ηερληθέο ζρεδίαζεο βξόγρσλ ESC γηα 

ζπζηήκαηα Μίαο-Δηζόδνπ-Μίαο-Δμόδνπ (Single-Input-Single-Output, SISO), όζν θαη 

γηα ζπζηήκαηα Πνιιώλ-Δηζόδσλ-Μηαο-Δμόδνπ  (Multiple Input- Single- Output, 

MISO). ηε ζπλέρεηα ζα δεηρζεί κία ζύγρξνλε θαη πνην βειηησκέλε ηερληθή ζρεδίαζεο 

βξόγρνπ ESC κε ηε ρξήζε Δθηεηακέλνπ Φίιηξνπ Kalman (Extended Kalman 

Filter, EKF). Θα νινθιεξώζνπκε κε κηα παξνπζίαζε ησλ θύξησλ ζεκείσλ ηεο 

πξώηεο απόδεημεο ηεο επζηάζεηαο ησλ ζπζηεκάησλ ESC, όηαλ πιεξνύληαη 

ζπγθεθξηκέλεο πξνϋπνζέζεηο. 

4.1 Δηζαγσγή 
 

Η κέζνδνο Extremum Seeking Control (ESC) είλαη κηα ηερληθή πξνζαξκνζηηθνύ 

ειέγρνπ (adaptive control). θαηά ηελ νπνία ζηε κόληκε θαηάζηαζε 

βειηηζηνπνηνύληαη ηα ραξαθηεξηζηηθά αλάκεζα ζηηο εηζόδνπο θαη ηηο εμόδνπο. ε 

αληίζεζε κε ηηο δηαδνκέλεο ηερληθέο, πξνθεηκέλνπ ην ζύζηεκα λα ιεηηνπξγήζεη, δελ 

απαηηείηαη ε γλώζε ηνπ καζεκαηηθνύ κνληέινπ ηεο δηαδηθαζίαο αιιά ην κόλν πνπ 

ελδηαθέξεη είλαη ε γλώζε όηη ππάξρεη κία καζεκαηηθή ζρέζε αλάκεζα ζηηο είζνδν θαη 

ηελ έμνδν ελόο ζπζηήκαηνο ε νπνία παξνπζηάδεη έλα αθξόηαην, ην νπνίν δύλαηαη λα 

είλαη κέγηζην ή ειάρηζην. 

ηελ αλαθνξά [Tan et al. 2010] παξνπζηάδεηαη κηα αξθεηά ιεπηνκεξήο ηζηνξηθή 

αλαδξνκή ηεο πνξείαο ηεο κεζόδνπ. Η πξώηε ηεο εκθάληζε είλαη ζε κία δεκνζίεπζε 

ηνπ Le Blanck ηνπ 1922, όπνπ πεξηγξάθεηαη έλαο κεραληζκόο  κεηαθνξάο ειεθηξηθήο 

ηζρύνο από κηα ελαέξηα γξακκή κεηαθνξάο ζε έλα ειεθηξνθίλεην ηξακ. Η δηάηαμε 

πεξηιάκβαλε κεηαζρεκαηηζηέο κε κεηαβιεηό θελό ζηνπο νπιηζκνύο ηνπο, ην νπνίν 

ππνδειώλεη κεηαβιεηή επαγσγή, θαζώο θαη ππθλσηέο. Η ηδέα ήηαλ λα βξεζεί ε 

θαηάιιειε ηηκή ηεο επαγσγήο έηζη ώζηε ην θύθισκα λα νδεγεζεί ζε ζπληνληζκό θαη 

λα έρνπκε έηζη ηε κέγηζηε κεηαθνξά ηζρύνο. Πηζαλώο σζηόζν ιόγσ ηνπ όηη δελ 

πεξηιακβάλνληαλ ζπζηεκαηηθή αλάιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο, ε ελ ιόγσ ηδέα δελ 

εθαξκόζηεθε πνηέ. 

 Η κέζνδνο ESC άξρηζε λα απνθηά εξεπλεηηθό ελδηαθέξνλ ζηηο δεθαεηίεο ηνπ 

1950 θαη 1960. Οη Αstrom θαη Wittenmark ηελ πεξηγξάθνπλ ζην βηβιίν πνπ εμέδσζαλ 

ην 1995 σο κία από ηηο πνιιά ππνζρόκελεο κεζόδνπο πξνζαξκνζηηθνύ ειέγρνπ. Η 

πξώηε απόδεημε ηεο επζηάζεηαο ηνπ βαζηθνύ ζπζηήκαηνο απηνκάηνπ ειέγρνπ πνπ 

πεξηιακβάλεη βξόγρν ESC έγηλε ην 2000 από ηνπο Krstic θαη Wang [Krstic, Wang, 

2000]. Η δεκνζίεπζε απηή απνηέιεζε θαη ηελ απαξρή γηα ηελ έμαξζε ηνπ 

εξεπλεηηθνύ ελδηαθέξνληνο πξνο ηελ κέζνδν απηή. Δλδεηθηηθά αλαθέξνπκε όηη 

θάπνηεο από ηηο πνην δεκνθηιείο εθαξκνγέο πνπ έρνπλ κειεηεζεί θαη δεκνζηεπζεί 

αθνξνύλ έιεγρν ζπζηήκαηνο πέδεζεο, πιήξσο απηόλνκα νρήκαηα θαη θηλεηά 

ξνκπόη, βειηηζηνπνίεζε βηνινγηθώλ δηεξγαζηώλ, κεραλέο εζσηεξηθήο θαύζεο, 

πξνβιήκαηα ειέγρνπ ξνήο, βειηηζηνπνίεζε ειεγθηώλ λεπξσληθώλ δηθηύσλ θαη 
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αζαθνύο ινγηθήο, θσηνβνιηαηθά ζπζηήκαηα θαη όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

παξνύζεο εξγαζία, ηελ πηήζε ζε ζρεκαηηζκό. 

4.2 Κιαζηθόο αιγόξηζκνο Extremum Seeking Control 
 

Θα μεθηλήζνπκε ηελ αλάιπζε ηεο κεζόδνπ κε ηελ πιένλ απιή πεξίπησζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο SISO όπσο πεξηγξάθεηαη ζηελ αλαθνξά [Gelbert et al. 2012]. Η κνξθή 

ελόο ηέηνηνπ ζπζηήκαηνο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα 4.1. 

 

 
 

Δηθόλα 4.1 Βαζηθή κνξθή αιγνξίζκνπ Extremum Seeking Control ζπζηήκαηνο SISO (εηθόλα από 
[Gelbert et al. 2012]). 

 

Θα πεξηγξάςνπκε ηα ζηνηρεία ηα νπνία απαξηίδνπλ ηνλ αιγόξηζκν. Η είζνδνο ζην 

ζύζηεκα είλαη ε παξάκεηξνο   θαη ε έμνδνο ε  . Η πξνο βειηηζηνπνίεζε ζρέζε 

ζπκβνιίδεηαη κε  ( ). Απηή απνηειεί κηα κε γξακκηθή ζρέζε κεηαμύ εηζόδνπ θαη 

εμόδνπ, ε νπνία εκθαλίδεη έλα αθξόηαην. Η πιένλ επηζπκεηή πεξίπησζε  είλαη ην 

αθξόηαην απηό λα είλαη νιηθό. ηελ πεξίπησζε όκσο πνπ είλαη ηνπηθό, ζα πξέπεη ν 

αιγόξηζκόο ESC λα ζρεδηαζηεί έηζη ώζηε ην ζεκείν ιεηηνπξγίαο ηνπ ζπζηήκαηνο λα 

είλαη έλα από ηα ηνπηθά αθξόηαηα. 

Μία από ηηο ζρεδηαζηηθέο παξακέηξνπο ηνπ αιγνξίζκνπ ESC είλαη ε αξρηθή εθηίκεζε 

   ηεο επηζπκεηήο ηηκήο ηεο παξακέηξνπ   ε νπνία βειηηζηνπνηεί ηελ  ( ). Η ηηκή 

ηεο επεξεάδεη ηελ ηαρύηεηα ζύγθιηζεο ηνπ αιγνξίζκνπ. Ο αιγόξηζκνο ESC 

πεξηιακβάλεη έλα ηκήκα εθηίκεζεο ηεο θιίζεσο (gradient) ηεο κε γξακκηθήο 

ζπλάξηεζεο  . Απηό γίλεηαη έηζη ώζηε κε βάζε ηελ εθηίκεζε απηή λα θαζνξηζηεί εάλ ε 

ειεγρόκελε παξάκεηξνο   ζα πξέπεη λα απμεζεί ή λα κεησζεί ζε ηηκή, πξνθεηκέλνπ 

λα απνθηήζεη ηελ επηζπκεηή ηηκή ηεο    ε νπνία βειηηζηνπνηεί ηελ  . Σν ελ ιόγσ 

ηκήκα είλαη ην gradient estimation θαη απνηειείηαη από δύν θίιηξα, έλα πςηπεξαηό 

(highpass) θαη έλα θαησπεξαηό (lowpass). Ο ζθνπόο ηνπ πςηπεξαηνύ θίιηξνπ 

είλαη λα απνθόςεη ηε ζπλερή ζπληζηώζα ηεο εμόδνπ   θαη λα δώζεη ζηελ έμνδν κόλν 

ην κεηαβιεηό ηεο ηκήκα    . Σν ζήκα απηό ζηε ζπλέρεηα πνιιαπιαζηάδεηαη ή 

απνδηακνξθώλεηαη (demodulated) κε ηε ρξήζε ελόο θαηάιιεινπ ζήκαηνο δηέγεξζεο 

ην νπνίν ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη ην εκηηνλνεηδέο ζήκα     (  ). Σν 

πιάηνο   θαη ε θπθιηθή ζπρλόηεηα   ηνπ ζήκαηνο απηό είλαη ζρεδηαζηηθέο 
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παξάκεηξνη ηνπ αιγνξίζκνπ ESC. ύκθσλα κε ηνπο [Tan et al, 2008] αθόκε θαη ην 

είδνο ηεο δηέγεξζεο απνηειεί ζρεδηαζηηθή παξάκεηξν θαη παίδεη ξόιν ζηελ απόδνζε 

ηνπ αιγνξίζκνπ. Έηζη ε δηέγεξζε κπνξεί λα είλαη ηόζν εκηηνλνεηδήο όζν θαη 

ηξηγσληθνί ή ηεηξαγσληθνί παικνί. ηελ εηθόλα     θαίλεηαη κηα ζρεκαηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηεο αξρήο ιεηηνπξγίαο ηνπ αιγνξίζκνπ ESC. 

 

 
 

Δηθόλα 4.2 Βαζηθή αξρή ιεηηνπξγίαο αιγνξίζκνπ ESC (εηθόλα από [Gelbert et al 2012.]). 
 

ηελ εηθόλα θαίλεηαη ηόζν ην εκηηνλνεηδέο ζήκα δηέγεξζεο όζν θαη ε έμνδνο ηνπ 

πςηπεξαηνύ θίιηξνπ. Όηαλ ε είζνδνο   έρεη κηθξόηεξε ηηκή από ηελ επηζπκεηή ηηκή 

  , ηόηε βξηζθόκαζηε ζην αξηζηεξό ηκήκα ηεο θακπύιεο όπνπ ηα πξναλαθεξζέληα 

ζήκαηα είλαη εθηόο θάζεο θαη ε θιίζε ηεο   είλαη αξλεηηθή. Αληηζέησο όηαλ 

βξηζθόκαζηε ζην δεμηό ηκήκα, ηα δύν ζήκαηα είλαη ζε θάζε θαη ε θιίζε ηεο   είλαη 

ζεηηθή. Σν γεγνλόο απηό ρξεζηκνπνηεί ν αιγόξηζκνο ESC ,όπσο ζα δνύκε 

παξαθάησ, γηα λα θαζνξίζεη εάλ ε ηξέρνπζα ηηκή ηεο παξακέηξνπ   πξέπεη λα 

απμεζεί ή λα ειαηησζεί. 

Η κε γξακκηθή ζρέζε   αλάκεζα ζηελ είζνδν θαη ηελ έμνδν θαη κπνξεί λα γξαθεί ζηε 

κνξθή: 

 

 ( )     
   

 
(    )   (   ) 

 

όπνπ    είλαη ην αθξόηαηε ηηκή ηεο   ,       ε δεύηεξε παξάγσγόο ηεο θαη    ε 

βέιηηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ   γηα ηελ νπνία ε   εκθαλίδεη αθξόηαην. Ο ζηόρνο ηνπ 

αιγνξίζκνπ είλαη λα βξεη ηελ θαηάιιειε ηηκή ηεο παξακέηξνπ   έηζη ώζηε λα θάλεη ηε 

δηαθνξά      όζν πνην κηθξή γίλεηαη. 

Καζνξηζηηθό ξόιν γηα ηε ιεηηνπξγία ηνπ πιήξνπο ζπζηήκαηνο παίδεη ην εύξνο δώλεο 

ηνπ ειεγρόκελνπ από ην βξόγρν ESC ζπζηήκαηνο. πγθεθξηκέλα εάλ ν βξόγρνο 

απηόο ζρεδηαζηεί έηζη ώζηε ην εύξνο δώλεο ηνπ λα είλαη αξθεηά κηθξόηεξν από απηό 

ηνπ πξνο έιεγρν ζπζηήκαηνο, ηόηε ζα δξα σο έλα θαησπεξαηό θίιηξν γηα ην ελ ιόγσ 

ζύζηεκα. Έηζη κπνξνύκε πξνζεγγηζηηθά λα αγλνήζνπκε ηε δπλακηθή ηνπ 

ειεγρόκελνπ ζπζηήκαηνο θαη λα ην αληηθαηαζηήζνπκε κε ηε κε γξακκηθή ζρέζε   ε 

νπνία θαιείηαη θαη ζηαηηθόο ράξηεο (static map) αλάκεζα ζηελ είζνδν θαη ηελ 
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έμνδν. Τπνζέηνληαο όηη ην πιάηνο   ηνπ εκηηνλνεηδνύο ζήκαηνο δηέγεξζεο είλαη 

κηθξό θαζώο θαη όηη ε αξρηθή ηηκή ηεο εηζόδνπ είλαη ε   , ηόηε ε έμνδνο ηνπ 

ζπζηήκαηνο κπνξεί ζεσξεζεί όηη ηαιαληώλεηαη γύξσ από ηεο ηηκή     (  ) θαη λα 

πξνζεγγηζηεί σο: 

 

 ( )           (  )   (   ) 

 

όπνπ    είλαη ε θιίζε ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο  . Σν ζήκα απηό εηζάγεηαη ζηε 

ζπλέρεηα ζην πςηπεξαηό θίιηξν, όπνπ αθαηξείηαη ε ζπλερήο ζπληζηώζα ηνπ θαη 

δηαηεξείηαη κόλν ην κεηαβαιιόκελν κέξνο ηεο εκηηνλνεηδνύο δηέγεξζεο. 

Υξεζηκνπνηώληαο έλα πςηπεξαηό θίιηξν πξώηε ηάμεσο,    ( )   (     )⁄ , κε 

    ηε ζπρλόηεηα απνθνπήο ηνπ, ε έμνδόο ηνπ είλαη πεξίπνπ ίζε κε: 

 

   ( )  |   |      (      )   (   ) 

 

κε, 

 

|   |  
 

√  .
   

 
/
 
   (   ) 

 

       (   )       .
   

 
/   (   ) 

 

Σν ζήκα ηεο εμίζσζεο (   ) είλαη έλα εκηηνλνεηδέο ζήκα κε κεδεληθή κέζε ηηκή. 

Πνιιαπιαζηάδνληάο ην ζηε ζπλέρεηα κε ην αξρηθό εκηηνλνεηδέο ζήκα δηέγεξζεο 

    (  ), δειαδή απνδηακνξθώλνληάο ην, ιακβάλνπκε ηελ πιεξνθνξία γηα ηελ 

θιίζε    ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο  . Όπσο ήδε αλαθέξακε, ζηα αξηζηεξά ηνπ 

επηζπκεηνύ ζεκείνπ   , ην απνδηακνξθσκέλν ζήκα θαη ην ζήκα δηέγεξζεο είλαη 

εθηόο θάζεο θαηά     , θαη επνκέλσο ην γηλόκελό ηνπο είλαη αξλεηηθό ην νπνίν 

ππνδειώλεη αξλεηηθή θιίζε ηεο  . Καη’ αληηζηνηρία ζηα δεμηά ηνπ επηζπκεηνύ ζεκείνπ 

   ηα πξναλαθεξζέληα ζήκαηα είλαη ζπκθαζηθά θαη ην γηλόκελό ηνπο ζεηηθό, ην νπνίν 

δειώλεη ζεηηθή θιίζε ηεο ζπλάξηεζεο  . Σν απνδηακνξθσκέλν ζήκα ηζνύηαη κε: 

 

      ( )     ( )    (  )  |   |  
  

 
(   (   )     (       ))   (   ) 

 

Σν παξαπάλσ ζήκα πεξηέρεη έλα ζηαζεξό θαη έλα ρξνλνκεηαβιεηό κέξνο. Γηα ην 

ιόγν απηό όηαλ δηέξρεηαη ζηε ζπλέρεηα από ην θαησπεξαηό θίιηξν, ε επίδξαζε ηνπ 

ηειεπηαίνπ κέξνπο ειαηηώλεηαη θαη ε έμνδνο είλαη πξνζεγγηζηηθά ίζε κε: 

 

   ( )  |   |  
  

 
   (   )  

    

 √  .
   

 /
 
   .

   

 
/    

  

 

 

     
 
   (   ) 

 

Η έμνδνο ηνπ θαησπεξαηνύ θίιηξνπ δηέξρεηαη ζηε ζπλέρεηα από έλαλ νινθιεξσηή 

θαη πνιιαπιαζηάδεηαη κε έλα θέξδνο  , ην νπνίν απνηειεί ζρεδηαζηηθή παξάκεηξν. 
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Δάλ αλαδεηείηαη ην ειάρηζην κηαο ζπλάξηεζεο ηόηε ην   είλαη αξλεηηθό, ελώ είλαη 

ζεηηθό ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε. Έηζη πξνθύπηεη ν επηπιένλ όξνο    ν νπνίνο 

πξνζηίζεηαη ζηελ αξρηθή εθηηκώκελε ηηκή ηεο παξακέηξνπ    θαη καδί κε ην 

εκηηνλνεηδέο ζήκα δηέγεξζεο, δίλεη ηνλ ηειηθό λόκν ειέγρνπ ηνπ αιγνξίζκνπ ESC: 

 

 ( )    ( )         (  )   (   ) 

 

ην ζεκείν απηό πξέπεη λα αλαθέξνπκε ηε ζεκαληηθόηεηα ηεο αξρηθήο εθηίκεζεο   , 

θαζώο ε ηηκή ηεο πξέπεη λα επηιεγεί ηέηνηα ώζηε λα ε αλαδήηεζε ηεο πιεξνθνξία ηεο 

θιίζεο ηεο   λα αξρίζεη από κία επαίζζεηε γηα ην ζθνπό απηό πεξηνρή ηεο. 

4.3 Βειηησκέλνο αιγόξηζκνο Extremum Seeking Control κε ρξήζε 

θίιηξνπ Kalman. 
 

Οη [Gelbert et al, 2012], βαζηζκέλνη ζηελ εξγαζία ηνπ Henning θαη ησλ ζπλεξγαηώλ 

ηνπ, πξνηείλνπλ ηε ρξήζε κηαο βειηησκέλεο ηερληθήο γηα ην βξόγρν ESC. ε απηήλ, 

αληί ε εθηίκεζε ηεο θιίζεο ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο   λα γίλεηαη από ην 

πςηπεξαηό θαη θαησπεξαηό θίιηξν ηνπ θιαζηθνύ αιγνξίζκνπ, γίλεηαη από έλα θίιηξν 

Kalman. Απηό απνηειεί έλαλ πνιύ ηζρπξό καζεκαηηθό αιγόξηζκν εθηίκεζεο ησλ 

κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο ελόο ζπζηήκαηνο παξνπζία αβεβαηόηεηαο (ζνξύβνπ).  

Η ηερληθή πήξε ην όλνκά ηεο από ηνλ εηζεγεηή ηεο, Rudolf Kalman, ν νπνίνο ηελ 

παξνπζίαζε ην 1960 [Kalman, 1960]. Μία εμαηξεηηθή θαη αξθεηά απιή πεξηγξαθή ηεο 

κεζόδνπ βξίζθεηαη ζηηο αλαθνξέο [Rhudy et al., 2017], [Beard, McLain, 2012]. 

Πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο πεξί ηνύηνπ δίλνληαη ζην Παξάξηεκα Α. 

Η κνξθή ηνπ βειηησκέλνπ βξόγρνπ ESC θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    , γηα έλα ζύζηεκα 

δύν εηζόδσλ θαη κηαο εμόδνπ, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο. Σν θίιηξν Kalman 

δέρεηαη σο είζνδν ηεο ηηκή   ηεο κε γξακκηθή ζπλάξηεζεο, όζν θαη ηελ ηηκή ησλ 

κεηαβιεηώλ εηζόδνπ    θαη   . Γηα λα είλαη όκσο απνδνηηθόο ν αιγόξηζκνο, είλαη 

απαξαίηεηε θαη ε ρξήζε ησλ πξνεγνύκελσλ ηηκώλ ησλ πξναλαθεξζέλησλ κεγεζώλ. 

Έηζη ε ζπλνιηθή είζνδνο γηα θάζε κέγεζνο είλαη ε ηξέρνπζα ηηκή ηνπ θαη δύν 

πξνεγνύκελεο ηηκέο. Σν ρξνληθό δηάζηεκα κεηαμύ ησλ ηηκώλ απηώλ κπνξεί λα 

επηιεγεί σο έλα θιάζκα ηεο πεξηόδνπ ηεο ζπρλόηεηαο ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο 

ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 

 

    {

 

 
    

 

 
    

   (   ) 

 

όπνπ      ε πεξίνδνο ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο. 

Ο αιγόξηζκνο θαζώο εθηειείηαη, ηνπνζεηεί ζε θάζε ζεκείν (     ) έλα εθαπηόκελν 

επίπεδν ηνπ νπνίνπ ην δηάλπζκα θιίζεσο είλαη ε εθηηκώκελε θιίζε ζην θάζε ζεκείν. 

Σν θίιηξν Kalman ρξεζηκνπνηεί ηελ αθόινπζε εμίζσζε πξνθεηκέλνπ λα θάλεη 

εθηίκεζε ηεο θιίζεο ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο   ζε ζρέζε κε ηηο εηζόδνπο    θαη 

  : 
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 ( )     
  

   
   

  

   
     (    ) 

 

όπνπ    είλαη ε ηνκή ηνπ πξναλαθεξζέληνο επηπέδνπ κε ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα ζην 

ζεκείν (     )  (   ) θαη      ⁄ ,      ⁄  νη αληίζηνηρεο θιίζεηο. 

 

 
 

Δηθόλα 4.3 Βειηησκέλνο αιγόξηζκνο ESC κε ρξήζε Δθηεηακέλνπ θίιηξνπ Kalman (Extended Kalman 
Filter, ESC) (εηθόλα απν [Gelbert et al, 2012]). 

 

Η δπλακηθή ηνπ θίιηξνπ Kalman πεξηγξάθεηαη από δύν εμηζώζεηο, ηελ εμίζσζε 

θαηάζηαζηρ (state equation) θαη ηελ εμίζσζε κέηξεζεο (measurement 

equation). Η πξώηε πεξηιακβάλεη ηηο κεηαβιεηέο ηελ ηηκή ησλ νπνίσλ ζέινπκε λα 

εθηηκήζνπκε θαη ε δεύηεξε ηελ έμνδν ηνπ θίιηξνπ πνπ κπνξνύκε λα κεηξήζνπκε. 

Έζησ   (        ) ην δηάλπζκα ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ESC.  

Σόηε απηέο ζα είλαη               ⁄  θαη         ⁄ . Με βάζε ηα πξνεγνύκελα 

ε εμίζσζε θαηάζηαζεο θαη εμόδνπ ηνπ θίιηξνπ είλαη: 

 

 (    )  (

  (    )

  (    )

  (    )
)  (

   
   
   

+ (  )       (    ) 

 

 (  )  (

 (  )

 (     
)

 (     
)

)  (

  (  )   (  )  

  (     
)   (     

)  

  (     
)   (     

)  

) (  )       (    ) 

 

όπνπ        ,         είλαη ε ζηνραζηηθέο δηεξγαζίεο κε κέζε ηηκή  . Η ηππηθή 

απόθιηζε ηεο    θαζνξίδεηαη από ηηο θπζηθέο παξακέηξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο ελώ ε 

ηππηθή απόθιηζε ηεο    κπνξεί λα ζεσξεζεί όηη απνηειεί ζρεδηαζηηθή παξάκεηξν 

ηνπ θίιηξνπ [Beard, McLain, 2012]. Οη ρξνληθέο θαζπζηεξήζεηο    θαη    επηιέγνληαη 

ζύκθσλα κε ηελ (   ). 

Η ζπγθεθξηκέλε δηάηαμε δνθηκάζηεθε ζε πεξηβάιινλ πξνζνκνίσζεο ζηελ εξγαζία 

ησλ [Gelbert, et al, 2012] γηα ηνλ έιεγρν κηαο δηεξγαζίαο θαη ηα απνηειέζκαηα έδεημαλ 
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όηη ν ζπγθεθξηκέλνο αιγόξηζκνο ζε ζρέζε κε ηνλ θιαζηθό είλαη πνην απνδνηηθόο. Σα 

ζηνηρεία πνπ δηθαηνινγνύλ ηα αλσηέξσ είλαη αξρηθά ε ηαρύηεξε ζύγθιηζή ηνπ ζην 

αθξόηαην ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο αθόκε θαη γηα πςειή ηηκή ηνπ θέξδνπο  . 

Δπηπξνζζέησο είλαη πνην απνηειεζκαηηθόο ζηηο πεξηπηώζεηο όπνπ ε θιίζε ηεο κε 

γξακκηθή ζπλάξηεζεο παξνπζηάδεη αζπλέρεηεο θαζώο ε εθηίκεζε παξνπζηάδεη 

ιηγόηεξε ηαιάλησζε ζην ζεκείν αζπλέρεηαο ζε ζρέζε κε ηνλ θιαζηθό αιγόξηζκν. 

ην ζεκείν απηό ηνλίδνπκε όηη ζηελ ίδηα εξγαζία δείρζεθε κε πξνζνκνίσζε όηη ην 

θίιηξν Kalman ζρεδηαζκέλν κε απηόλ ηνλ ηξόπν, εθηηκά ηελ θιίζε ηεο κε γξακκηθήο 

ζπλάξηεζεο, ιακβάλνληαο ππόςε ηηο κεηαβνιέο θαη γηα ηηο δύν κεηαβιεηέο. Απηό 

είλαη πνην απνηειεζκαηηθό από ην λα ρξεζηκνπνηεζεί έλα θίιηξν Kalman μερσξηζηά 

γηα ηελ εθηίκεζε ηεο θιίζεο σο πξνο ηελ θάζε κεηαβιεηή μερσξηζηά. 

4.4 Αιγόξηζκνο ζρεδηαζκνύ ζπζηεκάησλ SISO ESC. 
 

Σν έξγν ησλ [Ariyur, Krstic, 2003], πεξηιακβάλεη εθηεηακέλε αλάιπζε θαη κειέηε ηεο 

ζπκπεξηθνξάο ησλ ζπζηεκάησλ ESC. Με βάζε απηό θαη ηελ αλαθνξά [Ariyur, Krstic, 

2002], παξαζέηνπκε ζηηο επόκελεο δύν παξαγξάθνπο ηνπο αιγνξίζκνπο ζρεδηαζκνύ 

βξόγρσλ ESC αξρηθά γηα ζπζηήκαηα SISO θαη ελ ζπλερεία γηα ζπζηήκαηα MISO. 

ηελ εηθόλα     θαίλεηαη ε γεληθή κνξθή ελόο βξόγρνπ ESC, ν νπνίνο ειέγρεη έλα 

ζύζηεκα SISO. 

 

 
 

Δηθόλα 4.4 Βξόγρνο ESC γηα ζύζηεκα SISO (εηθόλα από [Ariyur., Krstic, 2003]). 
 

Με βάζε ηελ αλσηέξσ εηθόλα, γηα ην ππό έιεγρν ζύζηεκα (Plant) ζεσξνύκε όηη 

ππάξρεη κηα κε γξακκηθή ζρέζε   ηεο κνξθήο (   ): 

 

 ( )     
   

 
(    )   (    ) 

 

 όπνπ       αιιά άγλσζην. Οη βέιηηζηεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ   θαη ηεο 

ζπλάξηεζεο   είλαη    θαη    αληίζηνηρα θαη κπνξεί λα είλαη κεηαβαιιόκελεο σο πξνο 

ην ρξόλν. Με      θαη      ζπκβνιίδνληαη νη κεηαζρεκαηηζκνί Laplace ησλ 

πξναλαθεξζέλησλ βέιηηζησλ ηηκώλ, δειαδή: 

 

 *  ( )+      ( )   (    ) 
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 *  ( )+      ( )   (    ) 

 

κε    θαη    άγλσζηα, σζηόζν γλσζηά   ( ) θαη   ( ). Οη αληηζηαζκηζηέο    θαη   , 

είλαη ζρεδηαζηηθέο παξάκεηξνη ηνπ ζπζηήκαηνο θαη πξέπεη λα ζρεδηαζηνύλ 

θαηαιιήισο, έηζη ώζηε λα δηαζθαιίδεηαη ε επζηάζεηα ηνπ βξόγρνπ. Δάλ ε κε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε εκθαλίδεη κέγηζην ηόηε αληηθαζηζηνύκε ην    κε    . Με   

αλαπαξηζηνύκε ην ζόξπβν ζηελ κέηξεζε ηεο εμόδνπ  . Σν ζήκα     (  ) είλαη απηό 

ην νπνίν εηζάγεηαη ζηελ είζνδν   ηνπ ππό έιεγρν ζπζηήκαηνο θαη ρξεζηκεύεη γηα ηελ 

εμαγσγή ηεο πιεξνθνξίαο ηεο θιίζεο ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο  . Η δηαθνξά 

θάζεο   είλαη θαη απηή ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο θαη επηιέγεηαη έηζη ώζηε λα 

εμαζθαιίδεηαη ε ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ θαη ε επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Οη 

ζπλαξηήζεηο   ( ) θαη   ( ) ζρεηίδνληαη κε ηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο θαη είλαη νη 

ζπλαξηήζεηο κεηαθνξάο αλάκεζα ζηελ έμνδν ηνπ βξόγρνπ ESC θαη ηελ είζνδν ηεο 

κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο   θαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο αλάκεζα ζηελ έμνδν ηεο κε 

γξακκηθήο ζπλάξηεζεο   θαη ηεο εμόδνπ   ηνπ ειεγρόκελνπ ζπζηήκαηνο, αληίζηνηρα. 

Ο ζηόρνο ηνπ βξόγρνπ ESC είλαη λα βξεη θαηάιιειε είζνδν   έηζη ώζηε λα 

ειαρηζηνπνηείηαη ν όξνο (    ) ζηελ      θαη έηζη ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο 

  ( ), ( )- λα ιάβεη ηε κέγηζηε ηηκή ηεο   ( ), 
 -. Πξνθεηκέλνπ λα εμαζθαιηζηεί ε 

επζηάζεηα ηνπ βξόγρνπ ESC πξέπεη λα πιεξνύληαη νη θάησζη ππνζέζεηο,  πξάγκα ην 

νπνίν είλαη εθηθηό έπεηηα από θαηάιιειν ζρεδηαζκό: 

 

Τπόθεζη 4.1: Οη ζπλαξηήζεηο   ( ) θαη   ( ) είλαη αζπκπησηηθά επζηαζείο 

(asymptotically stable) θαη πξέπνπζεο (proper). 

 

Τπόθεζη 4.2: Οη ζπλαξηήζεηο      θαη      είλαη ξεηέο (rational) θαη απζηεξώο 

πξέπνπζεο (strictly proper). 

 

Τπόθεζη 4.3: Οη ζπλαξηήζεηο   ( )   ( )⁄  θαη   ( )  ( ) είλαη πξέπνπζεο. 

 

Οη εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηε δπλακηθή ηνπ βξόγρνπ ESC είλαη: 

 

    ( ) *  ( )  
   

 
(    ) +   (    ) 

 

    ( )[    (  )    ( )  ( ) , -]   (    ) 

 

     (    )
  ( )

  ( )
,   -   (    ) 

 

Οξίδνκε ηηο αθόινπζεο ζρέζεηο σο ζθάικα παξαθνινύζεζεο (tracking error)  ̃ θαη  ̃: 

 

 ̃    ( )         (    ) 

 

 ̃      ( ), 
 -   (    ) 
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κε 

 

     ( ),    (  )-   (    ) 

 

Με βάζε ηα αλσηέξσ, επαλαδηαηππώλνπκε ην ζηόρν ηνπ βξόγρνπ ESC σο ην λα 

ειαρηζηνπνηήζεη ην ζθάικα  ̃ ειαρηζηνπνηώληαο ην ζθάικα  ̃, δειαδή λα ζέζεη ηελ 

ηηκή ηεο παξακέηξνπ   όζν πνην θνληά γίλεηαη ζηελ βέιηηζηε ηηκή ηεο   . Πξέπεη λα 

ηνληζηεί όηη ιόγσ ηεο παξνπζίαο ηνπ όξνπ    έλεθα ηεο ύπαξμεο ηνπ ζήκαηνο 

δηέγεξζεο, ην ζθάικα απηό δελ κπνξεί λα κεδεληζηεί. 

Οη Ariyur θαη Krstic, απέδεημαλ ην αθόινπζν ζεώξεκα [Ariyur, Krstic, 2003] ην νπνίν 

αθνξά ηε ζύγθιηζε ελόο αιγνξίζκνπ ESC γηα ζπζηήκαηα SISO θαη ην νπνίν 

παξαζέηνπκε εδώ, ρσξίο ηελ απόδεημε: 

 

Θεώπημα 5.1 (Αλγόπιθμορ ESC με μία παπάμεηπο): Γηα ην ζύζηεκα ηεο εηθόλαο 

   , κε βάζε ηελ ηζρύ ησλ Τπνζέζεσλ        , ην ζθάικα παξαθνινύζεζεο  ̃ 

πεηπραίλεη ηνπηθή αζπκπησηηθή ζύγθιηζε ζε κία  (      ⁄ ) γεηηνληά ηνπ ζεκείνπ   

(origin), δεδνκέλνπ όηη     θαη επηπιένλ: 

 

1. Η ζπρλόηεηα ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο   είλαη αξθεηά κεγάιε, έηζη ώζηε ν 

θαληαζηηθόο αξηζκόο     λα κελ είλαη κεδεληθό ηεο   ( ). 

2. Σα κεδεληθά ηεο   ( ) πνπ δελ είλαη αζπκπησηηθά επζηαζή, λα είλαη κεδεληθά ηεο 

  ( ). 

3. Οη πόινη ηεο   ( ) πνπ δελ είλαη αζπκπησηηθά επζηαζείο, λα κήλ είλαη κεδεληθά 

ηεο   ( ). 

4. Οη ζπλαξηήζεηο   ( ) θαη  (   ( ))⁄  είλαη αζπκπησηηθά επζηαζείο, κε: 

 

 ( )   
   

 
  ( ) .     (  )  (    )           (   )  (    )/   (    ) 

 

  ( )    ( )  ( )  ( )   (    ) 

 

  ( )  
  ( )

  ( )
  ( )   (    ) 

 

Δλ θαηαθιείδη, νη ζπγγξαθείο δηαηππώλνπλ ηνλ αθόινπζν θαη ηειηθό αιγόξηζκνο 

ζρεδηαζκνύ ελόο βξόγρνπ ESC γηα ζπζηήκαηα SISO: 

 

Αλγόπιθμορ 4.1 (ESC μίαρ παπαμέηπος): 

 

1. Δπηινγή ζπρλόηεηαο ζήκαηνο δηέγεξζεο  , επαξθώο κεγάιεο θαη έηζη ώζηε λα 

κελ ηζνύηαη κε θακία ζπρλόηεηα ηνπ ζήκαηνο ζνξύβνπ   θαη ν θαληαζηηθόο 

αξηζκόο      λα κελ είλαη κεδεληθό ηεο   ( ). 

2. Δπηινγή πιάηνπο   ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο, έηζη ώζηε λα επηηπγράλεηαη κηθξό 

ζθάικα παξαθνινύζεζεο εμόδνπ,  ̃. 
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3. ρεδηαζκόο ηεο ζπλάξηεζεο   ( ) έηζη ώζηε λα είλαη αζπκπησηηθά επζηαζήο, 

έρνληαο σο κεδεληθά ηα κε αζπκπησηηθά επζηαζή κεδεληθά ηεο   ( ) θαη έηζη 

ώζηε ε ζπλάξηεζε   ( )   ( )⁄  λα είλαη πξέπνπζα. 

4. ρεδηαζκόο ηεο ζπλάξηεζεο   ( ) κε νπνηαδήπνηε ηερληθή γηα γξακκηθά SISO 

ζπζηήκαηα, έηζη ώζηε λα κελ πεξηιακβάλεη σο κεδεληθά ηεο, ηνπο πόινπο ηεο 

ζπλάξηεζεο   ( ) πνπ δελ είλαη αζπκπησηηθά επζηαζείο θαη έηζη ώζηε ε 

ζπλάξηεζε   ( )  ( ) λα είλαη πξέπνπζα θαη ε ζπλάξηεζε  (   ( ))⁄  λα είλαη 

αζπκπησηηθά επζηαζήο. 

4.5 Αιγόξηζκνο ζρεδηαζκνύ ζπζηεκάησλ MISO ESC. 
 

Παξνπζηάδνπκε ζηε ζπλέρεηα ηελ αλάινγε πεξίπησζε πνπ ηζρύεη γηα ζπζηήκαηα 

MISO [Ariyur Krstic, 2003]. Έζησ έλα πνιπκεηαβιεηό ζύζηεκα κε   εηζόδνπο θαη κία 

έμνδν όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    . 

 

 
 

Δηθόλα 4.5 Βξόγρνο ESC γηα ζύζηεκα MIMO (εηθόλα από [Ariyur, Krstic, 2003]). 
 

Η κε γξακκηθή ζπλάξηεζε   ζεσξνύκε όηη είλαη ηεο κνξθήο: 

 

 ( )     
   

 
(    )  (    )   (    ) 

 

όπνπ           ζεηηθά νξηζκέλνο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο. Η βέιηηζηε ηηκή ηεο κε 

γξακκηθήο ζπλάξηεζεο   είλαη    θαη ην δηάλπζκα παξακέηξσλ   ,         -
  έρεη 

βέιηηζηεο ηηκέο παξακέηξσλ    ,  
    

     
 - . όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ 

SISO ζπζηεκάησλ, νη ηηκέο απηέο κπνξνύλ λα κεηαβάιινληαη κε ην ρξόλν. Οη 

ζπλαξηήζεηο    θαη    νξίδνληαη, όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ SISO ζπζηεκάησλ 

σο νη κεηαζρεκαηηζκνί Laplace ησλ βέιηηζησλ ηηκώλ σο: 

 

 *  +    ( )  ,     ( )      ( )       ( )-
    (    ) 

 

 *  +      ( )   (    ) 
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Οη ζπλαξηήζεηο   ( )  ,   ( )    ( )     ( )-
  θαη   ( ) ζρεηίδνληαη κε ηελ δπλακηθή 

ηνπ ζπζηήκαηνο, όπσο ζηελ πεξίπησζε ησλ SISO ζπζηεκάησλ. Δίλαη δειαδή νη 

ζπλαξηήζεηο κεηαθνξάο κεηαμύ ηεο   εμόδνπ ηνπ ESC θαη ηεο εηζόδνπ ηεο κε 

γξακκηθήο ζπλάξηεζεο   θαη ε ζπλάξηεζε κεηαθνξάο αλάκεζα ζηελ έμνδν ηεο κε 

γξακκηθήο ζπλάξηεζεο   κε ηελ έμνδν ηνπ ζπζηήκαηνο  . Με   αλαπαξηζηνύκε ην 

ζόξπβν ηεο κέηξεζεο.  

Δάλ επηζπκνύκε ηελ αλαδήηεζε κεγίζηνπ γηα    , αληηθαζηζηνύκε ηελ    ( ) κε ηελ 

    ( ). ηελ εηθόλα θαίλεηαη κόλν έλαο από ηνπο   βξόγρνπο, ν  , κε          . 

ηελ πεξίπησζε ζπζηεκάησλ κε πνιιέο εηζόδνπο, ρξεζηκνπνηνύκε   ηηκέο γηα ηηο 

ζπρλόηεηεο ησλ ζεκάησλ δηέγεξζεο  γηα λα βειηηζηνπνηήζνπκε    παξακέηξνπο. 

Πξνθεηκέλνπ λα εμαζθαιηζηεί ε επζηάζεηα ελόο πνιπκεηαβιεηνύ βξόγρνπ ESC ζα 

πξέπεη λα πιεξνύληαη νη αθόινπζεο ππνζέζεηο: 

 

Τπόθεζη 4.4: Οη ζπλαξηήζεηο   ( )  ,   ( )    ( )     ( )-
  θαη   ( ) είλαη 

αζπκπησηηθά επζηαζείο θαη πξέπνπζεο. 

 

Τπόθεζη 4.5: Οη ζπλαξηήζεηο   ( ) θαη   ( ) είλαη απζηεξώο πξέπνπζεο. 

 

Τπόθεζη 4.6: Οη ζπλαξηήζεηο    ( )   ( ) θαη    ( )   ( )⁄  είλαη πξέπνπζεο γηα όια 

ηα          . 

 

Τπόθεζη 5.7: Γηα ηηο ζπρλόηεηεο ησλ ζεκάησλ δηέγεξζεο ηζρύεη         , γηα 

θάζε              . 

 

Οη εμηζώζεηο δπλακηθήο ηνπ   θιάδνπ ηνπ ESC, είλαη: 

 

    ( ), 
  (    )  (    )-   (    ) 

 

      ( )[     (   )     ( )   ( )[  ]]   (    ) 

 

      (      )
   ( )

  ( )
,   -   (    ) 

 

Σα ζθάικαηα παξαθνινύζεζεο  ̃ θαη  ̃ νξίδνληαη σο: 

 

 ̃    
           (    ) 

 

       ( )[     (   )]   (    ) 

 

 ̃      ( ), 
 -    ( ),(    )  (    )-   (    ) 

 

όπνπ  ̃  [ ̃   ̃   ̃   ]
 
 θαη     ,           -

 . ηόρνο ηνπ ESC είλαη θαη πάιη ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζθάικαηνο παξαθνινύζεζεο  ̃ κε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

ζθάικαηνο παξαθνινύζεζεο  ̃. Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ SISO ζπζηεκάησλ, 
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νη [Ariyur, Krstic, 2003] απέδεημαλ ηελ επζηάζεηα ησλ MISO ζπζηεκάησλ, 

δηαηππώλνληαο ην αθόινπζν ζεώξεκα: 

 

Θεώπημα 4.2 (Αλγόπιθμορ ESC με πολλέρ παπαμέηποςρ): Γηα ην ζύζηεκα ηεο 

εηθόλαο    , κε βάζε ηελ ηζρύ ησλ ππνζέζεσλ        , ην ζθάικα 

παξαθνινύζεζεο  ̃ πεηπραίλεη ηνπηθή αζπκπησηηθή ζύγθιηζε ζε κηα 

 (   
   ∑   

  
   ⁄ ) γεηηνληά ηνπ ζεκείνπ   (origin), δεδνκέλνπ όηη     θαη 

επηπιένλ: 

1. Οη ζπρλόηεηεο ησλ ζεκάησλ δηέγεξζεο            είλαη ξεηέο (rational), 

δειαδή εθθξάδνληαη σο θιάζκαηα ηεο   , επαξθώο κεγάιεο έηζη ώζηε ν 

θαληαζηηθόο αξηζκόο      λα κελ είλαη κεδεληθό ηεο ζπλάξηεζεο    ( ). 

2. Σα κεδεληθά ηεο ζπλάξηεζεο   ( ) πνπ δελ είλαη αζπκπησηηθά επζηαζή,είλαη 

κεδεληθά ηεο ζπλάξηεζεο    ( ), γηα θάζε         . 

3. Οη πόινη ηεο ζπλάξηεζεο    ( ) πνπ δελ είλαη αζππκησηηθά επζηαζείο, δελ είλαη 

κεδεληθά ηεο ζπλάξηεζεο    ( ), γηα θάζε          . 

4. Η ζπλάξηεζε    ( ) είλαη αζπκπησηηθά επζηαζήο γηα θάζε          θαη ε 

ζπλάξηεζε     (   ( ))⁄  είλαη αζπκπησηηθά επζηαζήο, όπνπ  ( ) πίλαθαο 

ζπλαξηήζεσλ κεηαθνξάο κε ζηνηρεία    ( ) θαη: 

 

   ( )         ( )                (    ) 

 

όπνπ: 

 

  ( )  
 

 
   ( )[       (   )   (     )          (    )   (     )]   (    ) 

 

κε: 

 

   ( )     ( )   ( )   ( )   (    ) 

 

   ( )  
   ( )

  ( )
  ( )   (    ) 

 

Ο ζρεδηαζκόο ελόο ζπζηήκαηνο ESC πνιιώλ παξακέηξσλ πεξηέρεη αξθεηέο 

πξνθιήζεηο ζε ζρέζε κε ηελ πεξίπησζε ησλ ζπζηεκάησλ SISO. Γηα ην ιόγν απηό νη  

[Ariyur, Krstic, 2003] απέδεημαλ ην αθόινπζν ζεώξεκα ην νπνίν παξαζέηνπκε ρσξίο 

απόδεημε θαη ην νπνίν βνεζά ζηελ απόδεημε ηεο αζπκπησηηθήο επζηάζεηαο ηεο 

πνιύπινθεο ζπλάξηεζεο     (   ( ))⁄ . 

 

Θεώπημα 4.3: Έζησ   
  ε κνλαδηθή ιύζε ζην δηάζηεκα (   - ηεο πνιπσλπκηθήο 

εμίζσζεο    ( ( ))   , όπνπ 

 

 ( )  ([

    
    
    
    

],   (    ) 
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Δάλ ε ζπλάξηεζε    ( ) .     ( )/⁄  είλαη αζπκπησηηθά επζηαζήο θαη ηζρύεη 

‖   (     )⁄ ‖
  

   
  γηα θάζε    , ηόηε ε ζπλάξηεζε     (   ( ))⁄  είλαη 

αζπκπησηηθά επζηαζήο. Η ζπλάξηεζε     νξίδεηαη ζηε ζρέζε (    ). 

΄ 

όπνπ ε ζπλάξηεζε    ( ) (permanent) ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα   κε ζηνηρεία     , 

είλαη κηα ζπλάξηεζε αλάινγε κε ηελ νξίδνπζα    ( ) θαη νξίδεηαη σο εμήο: 

 

   ( )  ∑ ∏    ( )

 

       

   (    ) 

 

όπνπ   ηα ζηνηρεία ηεο ζπκκεηξηθήο νκάδαο   . 

 

Οη ζπγγξαθείο παξαζέηνπλ ηέινο ηνλ αθόινπζν αιγόξηζκν γηα ην ζρεδηαζκό 

βξόγρσλ ESC πνιιώλ παξακέηξσλ: 

 

Αλγόπιθμορ 5.2 (ESC πολλών παπαμέηπυν): 

 

1. Δπηινγή ζπρλνηήησλ ζεκάησλ δηέγεξζεο            έηζη ώζηε λα κελ ηζνύηαη 

κε θακηά ζπρλόηεηα ηνπ ζήκαηνο ζνξύβνπ   θαη ν θαληαζηηθόο αξηζκόο      λα 

κελ είλαη κεδεληθό ηεο ζπλάξηεζεο    ( ). 

2. Δπηινγή πιαηώλ     ησλ ζεκάησλ δηέγεξζεο, έηζη ώζηε λα επηηπγράλεηαη κηθξό 

ζθάικα παξαθνινύζεζεο εμόδνπ  ̃. 

3. ρεδηαζκόο θάζε ζπλάξηεζεο    ( ) έηζη ώζηε λα είλαη αζπκπησηηθά επζηαζήο, 

κε κεδεληθά ηα κεδεληθά ηεο ζπλάξηεζεο   ( ) πνπ δελ είλαη αζπκπησηηθά 

επζηαζή θαη έηζη ώζηε ε ζπλάξηεζε    ( )   ( )⁄  λα είλαη πξέπνπζα. 

4. Γηα θάζε          , ζρεδηαζκόο ηεο ζπλάξηεζεο    ( ) έηζη ώζηε λα κελ 

πεξηέρεη ηνπο πόινπο ηεο ζπλάξηεζεο    ( ) πνπ δελ είλαη αζπκπησηηθά 

επζηαζείο όπσο ηα κεδεληθά ηεο, ε ζπλάξηεζε    ( )   ( ) λα είλαη πξέπνπζα 

θαη ε ζπλάξηεζε     (   ( ))⁄  λα είλαη αζπκπησηηθά επζηαζήο. Απηό κπνξεί 

λα επηηεπρζεί ζρεδηάδνληαο ηελ ζπλάξηεζε    ( ) έηζη ώζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ε 

λόξκα ‖   (     )⁄ ‖
  

 γηα θάζε  , ρξεζηκνπνηώληαο ην Θεώξεκα    . 

4.6 Δπζηάζεηα κε γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ κε αλάδξαζε ESC. 
 

Η πξώηε απόδεημε ηεο επζηάζεηαο ησλ ζπζηεκάησλ απηνκάηνπ ειέγρνπ πνπ 

ζρεδηάδνληαη κε ηελ κέζνδν ESC πξνηάζεθε από ηνπο Kristic M. θαη Wang H.H ην 

2000 [Krstic, Wang, 2000]. Απηό απνηέιεζε θαη ηελ απαξρή γηα ηελ αύμεζε ηνπ 

ελδηαθέξνληνο ηεο επηζηεκνληθήο θνηλόηεηαο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε κέζνδν. ηελ 

αλαθνξά [Tan et. al., 2010] αλαθέξεηαη όηη ηε δεθαεηία 2000-2009 ππήξμε ζεακαηηθή 

αύμεζε ησλ ζρεηηθώλ δεκνζηεπζέλησλ εξγαζηώλ όπσο βιέπνπκε ζηελ εηθόλα    . 
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Δηθόλα 4.6 Γεκνζηεπζείζεο εξγαζίεο αλαθνξηθά κε ηε κέζνδν ESC αλά δεθαεηία ζην ρξνληθό δηάζηεκα 
1960-2009 (εηθόλα από [Tan et. al. 2010]). 

 

Σα βαζηθά ζεκεία ηεο απόδεημεο πνπ ζα παξνπζηάζνπκε βξίζθνληαη ζηελ αλαθνξά 

[Krstic, Wang, 2000] θαη ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο είλαη γηα ζπζηήκαηα SISO. 

 

4.6.1 Γηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
 

Έρνληαο ππόςε  ηε γεληθή κνξθή ελόο ζπζηήκαηνο ESC, ζεσξνύκε έλα ππό έιεγρν 

γεληθό κε γξακκηθό SISO ζύζηεκα: 

 

 ̇   (   )   (    ) 

 

   ( )   (    ) 

 

όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    . 

 

 
 

Δηθόλα 4.7 ύζηεκα κε βξόγρν  αλάδξαζεο ESC (εηθόλα από [Krstic, Wang, 2000]). 
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όπνπ        είλαη ην δηάλπζκα ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο,       είλαη ε είζνδνο, 

      είλαη ε έμνδνο θαη           θαη         είλαη ιείεο ζπλαξηήζεηο. 

Τπνζέηνπκε όηη γηα ην αλσηέξσ ζύζηεκα ππάξρεη έλαο λόκνο ειέγρνπ πνπ κπνξεί 

λα αλαπαξαζηαζεί από κηα ιεία ζπλάξηεζε  , σο: 

 

   (   )   (    ) 

 

όπνπ   κία πξαγκαηηθή παξάκεηξνο. Έηζη ην ζύζηεκα θιεηζηνύ βξόγρνπ: 

 

 ̇   (   (   ))   (    ) 

 

δηαζέηεη ζεκεία ηζνξξνπίαο ηα νπνία εμαξηώληαη από ηελ παξάκεηξν  . Όπσο ζηε 

ζπληξηπηηθή πιεηνςεθία ησλ κε γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ όπνπ ε επζηάζεηα 

εμαζθαιίδεηαη δεδνκέλνπ όηη ηζρύνπλ θάπνηεο πξνϋπνζέζεηο, έηζη θαη εδώ είλαη 

απαξαίηεηε ε ηζρύο ησλ αθόινπζσλ ππνζέζσλ: 

 

Τπόθεζη 4.8: Τπάξρεη κία ιεία ζπλάξηεζε        ηέηνηα ώζηε: 

 

 (   (   ))    εάλ θαη κόλνλ εάλ    ( ). 

 

Τπόθεζη 4.9: Γηα θάζε      , ην ζεκείν ηζνξξνπίαο    ( ) ηνπ ζπζηήκαηνο 

θιεηζηνύ βξόγρνπ είλαη ηνπηθά, εθζεηηθώο επζηαζέο κε ζηαζεξέο εμαζζέληζεο (decay) 

θαη ππεξύςσζεο (overshoot) νκνηόκνξθα παξακεηξνπνηεκέλεο από ηελ παξάκεηξν 

 . 

 

Τπόθεζη 4.10: Τπάξρεη        ηέηνην ώζηε: 

 

(    ) (  )      (    ) 

 

(    )  (  )      (    ) 

 

Σα αλσηέξσ ζεκαίλνπλ πξαθηηθά όηη ν λόκνο ειέγρνπ   ζηαζεξνπνηεί εθζεηηθά ην 

ζύζηεκα ζε θάζε ζεκείν ηζνξξνπίαο πνπ πξνθύπηεη από ηελ παξάκεηξν   θαη 

επηπιένλ όηη ππάξρεη έλα βέιηηζην ζεκείν ιεηηνπξγίαο    ζην νπνίν ε κε γξακκηθή 

ζρέζε αλάκεζα ζηελ είζνδν θαη ηελ έμνδν εκθαλίδεη κέγηζην. ηόρνο καο είλαη λα 

ζρεδηαζηεί κεραληζκόο αλάδξαζεο ν νπνίνο ζα κεγηζηνπνηεί ηελ έμνδν, ρσξίο 

σζηόζν λα έρνπκε γλώζε νύηε ηεο ηηκήο    νύηε ησλ ζπλαξηήζεσλ   θαη  . 

Σν ειεγρόκελν ζύζηεκα δηαζέηεη έλα εύξνο δώλεο. Μία από ηηο πιένλ απαξαίηεηεο 

πξνϋπνζέζεηο γηα ηελ επηηπρή ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ ESC είλαη, όπσο έρνπκε 

ήδε αλαθέξεη, ε ζπρλόηεηα ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο     (  ) λα είλαη κηθξόηεξε ζε 

ζρέζε κε ην εύξνο δώλεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Δπηπξνζζέησο ζα πξέπεη νη ηηκέο ηεο 

ζπρλόηεηαο απνθνπήο ηνπ πςηπεξαηνύ θαη θαησπεξαηνύ θίιηξνπ,    θαη    

αληίζηνηρα, λα είλαη κηθξόηεξε από ηε ζπρλόηεηα ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο. Έηζη ην όιν 

ζύζηεκα, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο αλάδξαζεο ESC δηαζέηεη ηξείο ρξνληθέο 

θιίκαθεο: 
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 Γπήγοπη (Σν ειεγρόκελν ζύζηεκα κε ηνλ ειεγθηή ζηαζεξνπνίεζεο) 

 Μεζαία (Σν ζήκα δηέγεξζεο) 

 Απγή (Σα θίιηξα ηνπ ESC) 

 

Η επηινγή ησλ αλσηέξσ παξακέηξσλ πξέπεη λα γίλεη έηζη ώζηε λα ηθαλνπνηνύληαη νη 

ζπλζήθεο: 

 

           
   (  )   (    ) 

 

           
   (  )   (    ) 

 

           (  )   (    ) 

 

κε   θαη   κηθξέο ζεηηθέο ζηαζεξέο θαη   
    

  θαη    ζηαζεξέο ηάμεο  ( ). Δάλ ε 

ζπρλόηεηα ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο είλαη αξθεηά κηθξή, ηόηε ην ειεγρόκελν κε 

γξακκηθό ζύζηεκα κπνξεί λα ζεσξεζεί, όπσο ήδε αλαθέξακε, όηη αλαπαξίζηαηαη 

από ηνλ ζηαηηθό ράξηε ηε κε γξακκηθήο ζρέζεο αλάκεζα ζηελ είζνδν θαη ηελ έμνδν, 

όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα    . 

 

 
 

Δηθόλα 4.8 ύζηεκα κε βξόγρν αλάδξαζεο ESC θαη ζήκα δηέγεξζεο κε ζπρλόηεηα ρακειόηεξε από ην 
εύξνο δώλεο ηνπ (εηθόλα από [Krstic, Wang, 2000]. 

 

Με βάζε ηελ εηθόλα    , νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηνπ πξνο αλάιπζε ζπζηήκαηνο 

είλαη: 

 

 ̇   .   (   ̂      (  ))/   (    ) 

 

 ̇̂       (    ) 

 

 ̇         (   )    (  )   (    ) 

 

 ̇             (    ) 
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Δθαξκόδνληαο ηελ αιιαγή ζπληεηαγκέλσλ: 

 

 ̃   ̂       (    ) 

 

 ̃       (  )   (    ) 

 

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ρξνληθή θιίκαθα     , ην ζύζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη 

από ηηο εμηζώζεηο          , μαλαγξάθεηαη σο αθνινύζσο: 

 

 
  

  
  .   (      ̃       )/   (    ) 

 

 

  
*
 ̃
 
 ̃
+   *

   

   
     

 ( ( )     (  )   ̃)     

   
  ̃     

 ( ( )     (  ))

+   (    ) 

 

Η απόδεημε ηεο επζηάζεηαο πεξηιακβάλεη ηελ επίιπζε δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. 

Γλσξίδνπκε σζηόζν όηη αλαιπηηθέο ιύζεηο ζε θιεηζηή κνξθή κπνξνύλ λα βξεζνύλ 

κόλν γηα έλαλ πεξηνξηζκέλν αξηζκό εηδηθώλ πεξηπηώζεσλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. 

Γηα ηηο ππόινηπεο πεξηπηώζεηο, όπσο ε ζπγθεθξηκέλε, πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

άιιεο κέζνδνη είηε απιθμηηικέρ είηε αζςμπηυηικέρ. Δπηπξνζζέησο ζην πξόβιεκα 

εκθαλίδνληαη κεηαβιεηέο νη νπνίεο κεηαβάιινληαη κε δηαθνξεηηθή ηαρύηεηα σο πξνο 

ην ρξόλν. Οη [Krstic, Wang, 2000] ρξεζηκνπνίεζαλ ηε κέζνδν Averaging γηα ηελ 

πεξίπησζε ηνπ αλαπαξηζηώκελνπ από ην ζηαηηθό ράξηε ζύζηεκα θαη ηε κέζνδν 

Singular Perturbation γηα ην πιήξεο κε γξακκηθό ζύζηεκα. Καη νη δύν κέζνδνη 

πεξηγξάθνληαη ζηελ αλαθνξά [Khalil, 1996], είλαη θαηάιιειεο γηα ζπζηήκαηα ηεο 

κνξθήο ησλ εμηζώζεσλ           θαη αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ αζπκπησηηθώλ 

κεζόδσλ. 

 

4.6.2 Αλάιπζε κε ηε κέζνδν Averaging 
 

Η κέζνδνο απηή εθαξκόδεηαη ζε ζπζηήκαηα ηεο κνξθήο [Khalil, 1996]: 

 

 ̇    (     )   (    ) 

 

όπνπ   είλαη κηα ζεηηθή ζηαζεξά θαη  (     ) είλαη πεξηνδηθή σο πξνο   κε πεξίνδν  . 

Απηό ζεκαίλεη όηη: 

 

 (       )   (     )          (     )   ,    )     ,    - 

 

όπνπ       . Η κέζνδνο απηή, ππνινγίδεη πξνζεγγηζηηθά ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

ιύλνληαο ην ιεγόκελν κέζν ζύζηεκα (average system) ην νπνίν πξνθύπηεη 

ιακβάλνληαο ην κέζν όξν ηνπ ζπζηήκαηνο  (     ) γηα    . Με άιια ιόγηα, έζησ 

όηη έρνπκε έλα δπλακηθό ζύζηεκα ηεο κνξθήο     , όπνπ   ,    )     ,    -  

   είλαη κηα ζπλερήο θαη θξαγκέλε ζπλάξηεζε κε ζπλερείο θαη θξαγκέλεο 

παξαγώγνπο σο πξνο ηηο κεηαβιεηέο ηεο γηα (     )   ,    )     ,    -. 
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Δπηπξνζζέησο ε    είλαη πεξηνδηθή θαηά   κε πεξίνδν    . Έζησ ζύλνιν   

,    )    . Σόηε ην πξναλαθεξζέλ κέζν ζύζηεκα είλαη ην απηόλνκν ζύζηεκα: 

 

 ̇      ( )   (    ) 

 

όπνπ 

 

    
 

 
∫  (     )  

 

 

   (    ) 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ αλαπαξίζηαηαη από ην ζηαηηθό ράξηε, 

ζεσξνύκε όηη ην   βξίζθεηαη ζην ζεκείν ηζνξξνπίαο: 

 

   (    ̃       )   (    ) 

 

θαη αληηθαζηζηώληαο ζην ζύζηεκα     , πξνθύπηεη ην κεησκέλν ζύζηεκα (reduced 

system): 

 

 

  
*

 ̃ 

 ̃ 

 ̃ 

+   *

    

   
      

 ( ( ̃       )   ̃ )     

   
  ̃    

  ( ̃       )

+   (    ) 

 

κε  

 

 ( ̃       )     (    ̃       )     (  )   (    ) 

 

Με βάζε ηελ Τπόζεζε     , πξνθύπηεη όηη: 

 

 ( )      (    ) 

 

  ( )  (   ) (  )      (    ) 

 

   ( )  (   )  (  )      (    ) 

 

 ηε ζπλέρεηα ππνινγίδεηαη ην κέζν κνληέιν (average model) κε ρξήζε ηεο ζρέζεο 

    . Έηζη ην πξνθύπησλ κέζν κνληέιν είλαη ην: 

 

 

  
*

 ̃ 
 

 ̃ 
 

 ̃ 
 

+   

[
 
 
 
 
 

    
 

   
   

  
  

 

  
 ∫  ( ̃ 

       )       
  

 

   
  ̃ 

  
  

 

  
∫  ( ̃ 

       )  
  

 ]
 
 
 
 
 

   (    ) 

 

Σν ζεκείν ηζνξξνπίαο ( ̃ 
    ̃ 

    ̃ 
   ) ηνπ αλσηέξσ ζπζηήκαηνο ζα πξέπεη λα 

ηθαλνπνηεί ηηο αθόινπζεο ζπλζήθεο: 
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 ̃ 
        (    ) 

 

∫  ( ̃ 
       )       

  

 

     (    ) 

 

 ̃ 
    

 

  
∫  ( ̃ 

       )  
  

 

   (    ) 

 

Γξάθνληαο ην  ̃ 
    ζηε κνξθή: 

 

 ̃ 
           

   (  )   (    ) 

 

αληηθαζηζηώληαο ην ζηελ     , θάλνληαο ρξήζε ησλ          , νινθιεξώλνληαο θαη 

εμηζώλνληαο δπλάκεηο ηνπ   πξνθύπηεη  

 

   ( )       (    ) 

 

   ( )   
 

 
    ( )      (    ) 

 

από ηα νπνία ζπλάγεηαη όηη: 

 

 ̃ 
     

   ( )

 
    (  )   (    ) 

 

Από ηα αλσηέξσ θαη έπεηηα από επηπιένλ ππνινγηζκνύο ζηελ ζρέζε     , 

πξνθύπηεη 

 

 ̃ 
    

   ( )

 
    (  )   (    ) 

 

Έηζη ην ζεκείν ηζνξξνπίαο ηνπ κέζνπ ζπζηήκαηνο εθθξάδεηαη παξακεηξηθά σο: 

 

*

 ̃ 
   

 ̃ 
   

 ̃ 
   

+  

[
 
 
 
  

   ( )

 
    (  )

 
   ( )

 
    (  )

]
 
 
 
 

   (    ) 

 

Γξακκηθνπνηώληαο ζηε ζπλέρεηα ην κέζν ζύζηεκα ιακβάλνληαο ηελ Ιαθσβηαλή 

νξίδνπζά ηνπ ζην ζεκείν ηζνξξνπίαο έρνπκε: 

 

  
  

[
 
 
 
 
 

    
  

 

  
 ∫   ( ̃ 

         )       
  

 

   
  

  
 

  
 ∫   ( ̃ 

         )  
  

 

    
 

]
 
 
 
 
 

   (    ) 



90 

 

 

 

Ο πίλαθαο   
  είλαη Hurwitz, εάλ θαη κόλνλ εάλ ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε: 

 

∫   ( ̃ 
         )       

  

 

     (    ) 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ζπλζήθεο           θαη έπεηηα από ππνινγηζκνύο γξάθνπκε: 

 

∫   ( ̃ 
         )       

  

 

     ( )   (  )   (    ) 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ αλσηέξσ ζρέζε ζηελ     , πξνθύπηεη ε ζπλζήθε: 

 

   (     
 )  (      

   
    

   

 
   ( )    (    )+ (     

 )   (    ) 

 

ε νπνία ζε βάζε ηε ζπλζήθε     , απνδεηθλύεη όηη ν πίλαθαο    
  είλαη Hurwitz κόλν 

γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ πιάηνπο   ηνπ ζήκαηνο δηέγεξζεο. Απηό ζεκαίλεη πσο ην ζεκείν 

ηζνξξνπίαο πνπ δηαηππώλεηαη από ηελ      θαη αθνξά ην κέζν ζύζηεκα, είλαη 

αζπκπησηηθά επζηαζέο γηα επαξθώο κηθξή ηηκή ηνπ  . Με βάζε ην Θεώξεκα     ηνπ 

[Khalil, 1996] ζπκπεξαίλνπκε όηη ην ζεκείν απηό είλαη αζπκπησηηθά επζηαζέο. Γηα 

ιόγνπο πιεξόηεηαο παξαζέηνπκε εδώ ην πξναλαθεξζέλ Θεώξεκα: 

 

Θεώπημα 4.4: Έζησ έλα δπλακηθό ζύζηεκα ηεο κνξθήο      θαη έζησ ην 

πξνθύπηνλ, κε ρξήζε ηεο     , κέζν ζύζηεκα     . Έζησ όηη ε  (     ) είλαη 

ζπλερήο θαη θξαγκέλε θαη έρεη ζπλερείο θαη θξαγκέλεο κεξηθέο παξαγώγνπο κέρξη 

δεπηέξαο ηάμεσο σο πξνο (   ) γηα (     ) ,   )    ,    -. Τπνζέηνπκε όηη ε   

έρεη κηα πεξηνδηθή ιύζε θαηά   κε πεξίνδν  , γηα θάπνην     θαη όηη   είλαη κία 

ζεηηθή παξάκεηξνο. Έζησ   κηα ζεηηθή πεπεξαζκέλε ζηαζεξά. Έζησ  (   ) θαη 

   (   ) νη ιύζεηο ησλ      θαη      αληίζηνηρα. 

 

 Δάλ ηζρύεη    (   )   γηα θάζε   ,     - θαη ‖ (   )     (   )‖   ( ), ηόηε 

ηζρύεη όηη: 

 

‖ (   )     (   )‖   ( ) ζην δηάζηεκα ,     - 

 

 Δάλ ην ζεκείν ηζνξξνπίαο      είλαη εθζεηηθά επζηαζέο γηα ην κέζν ζύζηεκα     , 

ηόηε ππάξρεη κηα ζεηηθή ζηαζεξά   ηέηνηα ώζηε εάλ ηζρύεη: 

 

‖   (   )    ‖    θαη ‖ (   )     (   )‖   ( ) ηόηε ηζρύεη όηη: 

 

‖ (   )     (   )‖   ( ) γηα θάζε   ,   ) 

 

 Δάλ ην ζεκείν ηζνξξνπίαο      είλαη εθζεηηθά επζηαζέο γηα ην κέζν ζύζηεκα     , 

ηόηε ππάξρεη κία ζεηηθή ζηαζεξά    ηέηνηα ώζηε γηα θάζε       , ην ζύζηεκα 
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     έρεη κηα κνλαδηθή εθζεηηθά επζηαζή πεξηνδηθή ιύζε κε πεξίνδν   ζε κηα  ( ) 

γεηηνληά ηνπ ζεκείν   . 

 

Με βάζε ηα αλσηέξσ, νη ζπγγξαθείο δηαηύπσζαλ ην αθόινπζν ζεώξεκα: 

 

Θεώπημα 4.5: Έζησ έλα ζύζηεκα ηεο κνξθήο      θαη έζησ όηη γηα ην ελ ιόγσ 

ζύζηεκα ηζρύεη ε Τπόζεζε     . Σόηε ππάξρνπλ  ̅ θαη  ̅ ηέηνηα ώζηε γηα θάζε 

    (   ̅) θαη     (   )̅ ην ζύζηεκα έρεη έλα κνλαδηθό εθζεηηθά επζηαζέο ζεκείν 

ηζνξξνπίαο . ̃ 
  ( )  ̃ 

  ( )   
  ( )/ κε πεξίνδν    θαη ε ιύζε απηή ηθαλνπνηεί ηε 

ζπλζήθε: 

 

|

|

[
 
 
 
 
  ̃ 

  ( )  
     ( )

    ( )
  

 ̃ 
  ( )

  
  ( )  

   ( )

 
  

]
 
 
 
 
 

|

|
  ( )   (  )       (    ) 

 

Σν ζεώξεκα απηό ππνδειώλεη όηη νη ιύζεηο . ̃ ( )  ̃ ( )  ̃ ( )/ θαη ζπγθεθξηκέλα ε 

ζπληεηαγκέλε  ̃ ( ) ζπγθιίλνπλ ζε κηα πεξηνρή  (    ) ηεο αξρήο ησλ αμόλσλ. 

 

4.6.3 Αλάιπζε κε ηε κέζνδν Singular Perturbation 
 

Η κέζνδνο απηή εθαξκόδεηαη ζε ζπζηήκαηα ηεο κνξθήο [Khalil, 1996]: 

 

 ̇   (       )   (    ) 

 

  ̇   (       )   (    ) 

 

θαη νη ζπγγξαθείο ηε ρξεζηκνπνίεζαλ γηα ην πιήξεο ζύζηεκα πνπ θαίλεηαη ζηελ 

εηθόλα     θαη πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο          . Η ρξνληθή θιίκαθα είλαη ε 

    . Θέηνληαο σο   ( ̃    ̃), ην ζύζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο 

     γξάθεηαη σο: 

 

  

  
   (     )   (    ) 

 

Από ην Θεώξεκα     πξνθύπηεη πσο ππάξρεη κία αζπκπησηηθά επζηαζήο πεξηνδηθή 

ιύζε   
  ( ) ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη: 

 

   
  ( )

  
   .   (    

  ( ))   
  ( )/   (    ) 

 

όπνπ: 

 

 (   )   (    ̃      ( ))   (    ) 
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Πξνθεηκέλνπ ην ζύζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο      θαη      λα 

κεηαζρεκαηηζηεί ζηελ θαλνληθή κνξθή γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ Singular 

perturbation, νη ζπγγξαθείο έθαλαλ αιιαγή ζπληεηαγκέλσλ σο: 

 

 ̃      
  ( )   (    ) 

 

Έηζη ην πξνθύπησλ κεηαζρεκαηηζκέλν ζύζηεκα είλαη: 

 

  ̃

  
   ̃(     ̃)   (    ) 

 

 
  

  
  ̃(     ̃)   (    ) 

 

κε: 

 

 ̃(     ̃)   (     ̃    
  ( ))   .   (    

  ( ))  ̃    
  ( )/   (    ) 

 

 ̃(     ̃)   .   (      ̃       )/   (    ) 

 

Η ιύζε    (   ̃    
  ( )) νλνκάδεηαη εκη-κόληκε θαηάζηαζε (quasi-steady 

state). Σν πξνθύπησλ κεησκέλν κνληέιν είλαη: 

 

  ̃ 

  
   ̃ .   (   ̃    

  ( ))  ̃    
  ( )/   (    ) 

 

Σν αλσηέξσ ζύζηεκα έρεη ζεκείν ηζνξξνπίαο ην  ̃    ην νπνίν δείρζεθε κε ηε 

κέζνδν Averaging όηη είλαη αζππησηηθά επζηαζέο. Γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο αλάιπζεο 

κε ηε κέζνδν Singular perturbation, νη ζπγγξαθείο κειέηεζαλ ην νξηαθό κνληέιν 

(boundary layer model): 

 

   

  
  ̃(      (   ̃    

  ( ))  ̃)   (    ( )  (    ( ))  )   (    ) 

 

όπνπ       ̃       . Δθόζνλ ηζρύεη  ( ( )  ( ( )  ))   , ηόηε ην ζεκείν 

     είλαη ζεκείν ηζνξξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο      ην νπνίν βάζεη ηεο Τπνζέζεσο 

    είλαη εθζεηηθά επζηαζέο νκνηόκνξθα σο πξνο ηελ παξάκεηξν  . 

Η απόδεημε ηεο επζηάζεηαο ησλ ζπζηεκάησλ ESC νινθιεξώζεθε κε ηε ρξήζε ηνπ 

Θεσξήκαηνο     ηεο αλαθνξάο [Khalil, 1996], ην νπνίν όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε 

παξάγξαθν παξαζέηνπκε εδώ γηα ιόγνπο πιεξόηεηαο: 

 

Θεώπημα 5.6: Έζησ έλα ζύζηεκα πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο      θαη      

κε  (  )   ( ) θαη  (  )   ( ) θαη έζησ    (   ) κία απνκνλσκέλε ξίδα ηεο 

εμίζσζεο      γηα    . Τπνζέηνπκε όηη νη αθόινπζεο ζπλζήθεο ηζρύνπλ γηα θάζε 

(       (   )  ) ,   )        ,    -: 
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 Οη ζπλαξηήζεηο     θαη νη πξώηεο κεξηθέο παξάγσγνί ηνπο ζε ζρέζε κε ηηο 

παξακέηξνπο (     ) είλαη ζπλερείο θαη θξαγκέλεο. Η ζπλάξηεζε  (   ) θαη ε 

Ιαθσβηαλή ,  (       )   ⁄ - έρνπλ θξαγκέλεο κεξηθέο παξαγώγνπο πξώηεο 

ηάμεσο ζε ζρέζε κε ηηο παξακέηξνπο ηνπο. Η Ιαθσβηαλή ,  (     (   )  )   ⁄ - 

έρεη θξαγκέλε πξώηε κεξηθή παξάγσγν ζε ζρέζε κε ην  . Σα αξρηθά δεδνκέλα 

 ( ) θαη  ( ) είλαη ιείεο ζπλαξηήζεηο ηνπ  . 

 

 Σν ζεκείν   ηνπ πξνθύπηνληνο από ηηο      θαη      κεησκέλνπ κνληέινπ: 

 

 ̇   (     (   )  ) 

 

είλαη εθζεηηθώο επζηαζέο. 

 

 Σν ζεκείν   ηνπ πξνθύπηνληνο από ηηο      θαη      νξηαθνύ κνληέινπ: 

 

  

  
  (       (   )  ) 

 

είλαη εθζεηηθώο επζηαζέο, νκνηόκνξθα θαηά (   ). πγθεθξηκέλα νη ιύζεηο ηνπ νξηαθνύ 

κνληέινπ ηθαλνπνηνύλ ηε ζπλζήθε: 

 

‖ ( )‖   ‖ ( )‖   (   ), γηα θάζε ‖ ( )‖    , γηα θάζε (   ) ,    -    , γηα 

θάζε    , γηα ζεηηθέο ζηαζεξέο     θαη  . 

 

κε       . 

 

Σόηε, ππάξρνπλ ζεηηθέο ζηαζεξέο   ,    θαη    έηζη ώζηε γηα όια ηα: 

 

‖ ( )‖    , ‖ ( )   (    ( ))‖     θαη        

 

ην ζύζηεκα      θαη      έρεη κία κνλαδηθή ιύζε  (   ),  (   ), νξηζκέλε γηα όια ηα 

      , θαη νη ζρέζεηο: 

 

 (   )   ̅( )   ( ) 

 

 (   )   (   ̅( ))   ̂(  ⁄ )   ( ) 

 

ηζρύνπλ νκνηόκνξθα γηα   ,    ), όπνπ  ̅( ) θαη  ̂( ) είλαη νη ιύζεηο ηνπ κεησκέλνπ 

θαη ηνπ νξηαθνύ ζπζηήκαηνο: 

 

 ̇   (     (   )  )  (  )      ( ) 

 

  

  
  (         (     )  )  ( )   ( )   (     ) 

 

Δπηπιένλ, γηα δνζκέλν      , ππάξρεη        ηέηνην ώζηε ε ζπλζήθε: 
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 (   )   (   ̅( ))   ( ) 

 

λα ηζρύεη νκνηόκνξθα γηα   ,    ) νπνηεδήπνηε      . 

 

Έηζη νη ζπγγξαθείο νινθιεξώλνληαο, ρξεζηκνπνηώληαο ην αλσηέξσ Θεώξεκα θαη ην 

γεγνλόο όηη ηα ζπζηήκαηα      θαη      είλαη επζηαζή, δηαηύπσζαλ ηα αθόινπζα δύν 

ζεσξήκαηα, κε ηα νπνία νινθιήξσζαλ ηελ απόδεημε ηεο επζηάζεηαο ησλ 

ζπζηεκάησλ ESC, ηεξνπκέλσλ ησλ απαξαίηεησλ Τπνζέζεσλ. 

 

Θεώπημα 4.7: Έζησ έλα ζύζηεκα κε αλάδξαζε πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο εμηζώζεηο 

          θαη έζησ όηη ηζρύνπλ νη Τπνζέζεηο          Σόηε ππάξρεη κηα ζθαίξα 

αξρηθώλ ζπλζεθώλ γύξσ από ην ζεκείν (   ̂    )  ( (  )         (  )) θαη 

ζηαζεξέο  ̅, ̅ θαη  ̅ έηζη ώζηε γηα όια ηα   (   ̅),   (   ̅) θαη   (   ̅), ε ιύζε 

. ( )  ̂( )  ( )  ( )/ ζπγθιίλεη αζπκπησηηθά ζε κηα  (     ) γεηηνληά απηνύ ηνπ 

ζεκείνπ. Δπηπιένλ, ε έμνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο  ( ) ζπγθιίλεη ζε κηα  (     ) 

γεηηνληά ηνπ    (  ). 

 

Θεώπημα 4.8: Γεδνκέλνπ όηη ηζρύζεη ην Θεώξεκα    , ππάξρεη κηα κνλαδηθή, 

εθζεηηθά επζηαζήο, πεξηνδηθή ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο 

εμηζώζεηο           ζε κηα  (     ) γεηηνληά ηνπ ζεκείνπ (   ̂    )  

( (  )         (  )). 

 

Σα δύν πξναλαθεξζέληα Θεσξήκαηα, δηαηππώλνπλ ηελ επζηάζεηα ησλ ζπζηεκάησλ 

ESC, ηεξνπκέλσλ όκσο ησλ απαξαίηεησλ ππνζέζεσλ πνπ πεξηγξάςακε. Η εξγαζία 

απηή ησλ [Krstic, Wang, 2000] έδσζε ώζεζε ζηελ πεξαηηέξσ ελαζρόιεζε ηεο 

εξεπλεηηθήο θνηλόηεηαο κε ηελ κέζνδν ESC. 
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Κεθάλαιο 5 
 

Πποζομοίυζη 
 

Σν παξόλ θεθάιαην απνηειεί ην πεηξακαηηθό κέξνο ηεο εξγαζίαο. Ο ζηόρνο καο 

είλαη λα ζρεδηαζηεί έλα ζύζηεκα απηνκάηνπ ειέγρνπ κε ηε κέζνδν ESC ην νπνίν 

έρνληαο σο είζνδν ηελ κεηξνύκελε ηηκή ηεο επαγώκελεο άλησζεο ζηνλ αθόινπζν 

ηνπ ζρεκαηηζκνύ, ζα πξνζπαζήζεη λα βξεη ην αθξόηαην απηήο ηεο ζπλάξηεζεο θαη 

έηζη λα νδεγήζεη ηνλ αθόινπζν ζε ζρεκαηηζκό κε ηνλ αξρεγό ζην επηζπκεηό ζεκείν 

ζην ρώξν (sweet spot). Θα πεξηγξάςνπκε αξρηθά ηηο ζπλζήθεο πξνζνκνίσζεο θαη ηα 

καζεκαηηθά κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηήζακε θαη ζηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηελ 

αξρηηεθηνληθή ηνπ πεξηβάιινληνο πξνζνκνίσζεο. Σέινο ζα παξνπζηάζνπκε ηα 

απνηειέζκαηα. 

5.1 Δηζαγσγή 
 

Γηα ηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ ESC ζην 

πξόβιεκα ηεο πηήζεο δύν αεξνζθαθώλ ζε ζρεκαηηζκό, δεκηνπξγήζακε έλα κνληέιν 

πξνζνκνίσζεο ζε πεξηβάιινλ MATLAB®/Simulink. Πξνθεηκέλνπ λα δεκηνπξγεζεί ην 

ελ ιόγσ κνληέιν πξέπεη λα γίλνπλ νη αθόινπζεο επηινγέο: 

 

1. Δπηινγή καζεκαηηθνύ κνληέινπ αεξνζθάθνπο, ηόζν γηα ην αξρεγό ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ όζν θαη γηα ηνλ αθόινπζν. 

2. Δπηινγή καζεκαηηθνύ κνληέινπ ηεο κεηαμύ ηνπο αεξνδπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο. 

3. Δπηινγή ηεο κεζόδνπ ειέγρνπ γηα ηνλ Διεγθηή ρεκαηηζκνύ ησλ αεξνζθαθώλ. 

4. Δπηινγή αξρηηεθηνληθήο ειέγρνπ ηνπ ζπζηήκαηνο ESC. 

 

Σν κνληέιν πξνζνκνίσζεο ζρεδηάζηεθε επηηπρώο βαζηδόκελν ζηηο επηκέξνπο 

εξγαζίεο (project) πνπ βξίζθνληαη ζην έξγν ησλ [Beard ,McLain, 2012]. Η θάζε 

εξγαζία πεξηιάκβαλε έλα αξρείν Simulink θαζώο θαη ηα ζρεηηθά m-files. Αθνύ 

πινπνηήζακε ηηο απαξαίηεηεο εξγαζίεο, ζπιιέμακε ζηνηρεία από ηα απαηηνύκελα 

αξρεία Simulink θαζώο θαη ηα απαξαίηεηα m-files, πξνθεηκέλνπ λα ζπλζέζνπκε ην 

κνληέιν καο. 

5.2 πλζήθεο πξνζνκνίσζεο 
 

Γηα ηελ πξνζνκνίσζε ζεσξήζακε όηη ν αξρεγόο ηνπ ζρεκαηηζκνύ πεηάεη ζε 

επζεία θαη νξηδόληηα πηήζε κε ζηαζεξή ηαρύηεηα           ζε ύςνο        . 

ηηο πξναλαθεξζείζεο ζπλζήθεο, ππνινγίζακε από ηελ αληίζηνηρε εξγαζία ηνπ 

έξγνπ ησλ [Beard ,McLain, 2012] ην γξακκηθνπνηεκέλν κνληέιν ηνπ αεξνζθάθνπο, 

κε βάζε ην νπνίν όπσο είδακε ζην θεθάιαην   ζρεδηάδεηαη ν απηόκαηνο πηιόηνο. Ο 

αθόινπζνο έρεη επίζεο αξρηθή ηαρύηεηα          . Θεσξνύκε όηη ε αξρηθή 

απόζηαζε αλάκεζα ζηνλ αθόινπζν θαη ηνλ αξρεγό ηνπ ζρεκαηηζκνύ, σο πξνο ην 

θέληξν βάξνπο ηνπο, είλαη θαηά      θαηά ηε ζεηηθή θνξά ηνπ εγθάξζηνπ άμνλα ηνπ 
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ζπζηήκαηνο NED θαη αληίζηνηρα θαηά      θαηά ηε ζεηηθή θνξά ηνπ θαηαθόξπθνπ 

άμνλα , όπνπ   ην κήθνο ηεο πηέξπγαο ηνπ αεξνζθάθνπο. Τπνζέηνπκε αθόκε όηη ν 

αξρεγόο κπνξεί λα κεηαδώζεη ηελ πιεξνθνξία ηεο ζέζεο θαη ηεο ηαρύηεηάο ηνπ σο 

πξνο ηνλ αέξα ζηνλ αθόινπζν θαη απηόο αληίζηνηρα λα ηε ιάβεη γηα πεξαηηέξσ 

ρξήζε. 

Θεσξνύκε όηη ν άλεκνο είλαη ζηαζεξόο κε ηαρύηεηα ίζε κε       θαη έρεη 

θαηεύζπλζε κόλν θαηά ηε ζεηηθή θαηεύζπλζε ηνπ δηακήθνπο άμνλα ηνπ ζπζηήκαηνο 

NED. Δπίζεο ζηελ πξνζνκνίσζε έγηλε ρξήζε ηνπ πξαγκαηηθνύ δηαλύζκαηνο 

θαηάζηαζεο ηνπ κνληέινπ ηνπ αεξνζθάθνπο θαη όρη ηνπ εθηηκώκελνπ από ηηο 

κεηξήζεηο ησλ αηζζεηήξσλ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο. Η ππθλόηεηα ηνπ αέξα 

ζεσξείηαη ίζε κε          (    ⁄ ). 

ηηο παξαγξάθνπο πνπ αθνινπζνύλ όηαλ ζα αλαθεξόκαζηε ζηνλ όξν ζθάικα, 

σο παξάκεηξν γηα ρξήζε ζε έλαλ ειεγθηή, ελλννύκε ηε δηαθνξά ηεο κεηαβιεηήο ηνπ 

αξρεγνύ από ηελ αληίζηνηρε κεηαβιεηή ηνπ αθόινπζνπ. Γηα παξάδεηγκα σο ζθάικα 

πνξείαο    ζα ελλννύκε ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηελ πνξεία    ηνπ αξρεγνύ ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ από ηελ πνξεία    ηνπ αθόινπζνπ. Οη απνζηάζεηο κεηξνύληαη πάληα 

από ην θέληξν βάξνπο ηνπ αξρεγνύ πξνο ην θέληξν βάξνο ηνπ αθόινπζνπ. Ο ρξόλνο 

πξνζνκνίσζεο είλαη ίζνο κε              . Θεσξύκε όηη ν αθόινπζνο βξίζθεηαη 

αξρηθά ζηα δεμηά ηνπ αξρεγνύ. 

5.3 Μαζεκαηηθά κνληέια 
 

Όπσο ζε θάζε πεξίπησζε πξνζνκνίσζεο, ππάξρεη κία ζρέζε αληαιιαγήο 

(trade -off) αλάκεζα ζηελ ππνινγηζηηθή αθξίβεηα θαη ζηoλ ρξόλν πξνζνκνίσζεο. 

Δκείο επηιέμακε ηα βαζηθά θαη πιένλ απιά κνληέια γηα θάζε εκπιεθόκελν ζύζηεκα 

ηνπ κνληέινπ πξνζνκνίσζεο, ηα νπνία θαη παξνπζηάδνπκε ζηε ζπλέρεηα. 

5.3.1 Μνληέιν αεξνζθάθνπο. 
 

Όπσο ήδε αλαθέξακε, ην κνληέιν πξνζνκνίσζεο βαζίζηεθε ζηηο επηκέξνπο 

εξγαζίεο ηνπ έξγνπ ησλ [Beard ,McLain, 2012]. ε απηό, ην αεξνζθάθνο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη είλαη ην Aerosonde UAV ηεο εηαηξείαο Textron Systems. ηνλ πίλαθα 

    θαίλνληαη ηα γεσκεηξηθά θαη θπζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αεξνζθάθνπο όπσο 

δίλνληαη ζηελ αλσηέξσ αλαθνξά θαη ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ πξνζνκνίσζε. 

Οη καζεκαηηθέο εμηζώζεηο πνπ δηέπνπλ ηελ θίλεζή ησλ δύν αεξνζθαθώλ είλαη 

νη εμηζώζεηο           πνπ παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην    
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Πίλαθαο 5.1 Παξάκεηξνη αεξνζθάθνπο. 

Φςζικέρ 

 παπάμεηποι 

ςνηελεζηέρ  

διαμηκών  

δςνάμευν 

ςνηελεζηέρ 
εγκάπζιυν 
δςνάμευν 

Παξάκεηξνο Σηκή πληειεζηήο Σηκή πληειεζηήο Σηκή 

       (  )                

          (    )             
   

         (    )    
             

   

         (    )                    

           (    )            
       

       (  )    
          

      

         ( )             

          ( )          
       

             (  )    
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5.3.2 Μνληέιν αεξνδπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο. 
 

Γηα ην κνληέιν ηεο αεξνδπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο επηιέμακε απηό ησλ 

Burnham-Hallock πνπ παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην  . Σν κνληέιν απηό δελ είλαη ην 

πιένλ αθξηβέο, σζηόζν είλαη ηθαλνπνηεηηθό δηόηη παξνπζηάδεη αξθεηά θαιή ζπκθσλία 

κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα [Ariyur, Krstic, 2003]. 

Σν κνληέιν όπσο πεξηγξάθεηαη από ηεο εμίζσζε      είλαη εθθξαζκέλν ζε 

θπιηλδξηθέο ζπληεηαγκέλεο. Απηό πνπ ρξεηαδόκαζηαλ όκσο ήηαλ κία έθθξαζε ηνπ 

κνληέινπ αθελόο ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο θαη αθεηέξνπ κε αξρή ησλ αμόλσλ 

ηαπηηζκέλεο κε ην θέληξν βάξνπο ηνπ αεξνζθάθνπο. Η δεηνύκελε έθθξαζε βξέζεθε 

ζηελ αλαθνξά [Cooper, Rothhar, 2017]. Με βάζε ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο, 

ζεσξνύκε όηη νη επαγώκελεο δίλεο δεκηνπξγνύληαη ζην επίπεδν πνπ νξίδνπλ ηα 

δηαλύζκαηα    θαη   . Απηό ζεκαίλεη όηη δελ ππάξρεη δηακήθεο ζπληζηώζα γηα ηηο 

επαγώκελεο δίλεο, παξά κόλνλ θαηαθόξπθε θαη εγθάξζηα. Όπσο είδακε ζην 

θεθάιαην  , ν αξρεγόο ηνπ ζρεκαηηζκνύ παξάγεη ζην ρώξν πίζσ από απηόλ δύν 

δίλεο κε αληίζεηε θνξά πεξηζηξνθήο. Η απόζηαζε κεηαμύ ησλ δηλώλ απηώλ είλαη ίζε 

κε            [Ariyur, Krstic, 2003], [Saban, 2010]. Ο όξνο απηόο θαιείηαη 

ειαηησκέλν κήθνο πηέξπγαο (reduced wing span), ν δε παξάγνληαο     ⁄  

πξνθύπηεη γηα πηέξπγεο όπνπ ε άλησζε παξνπζηάδεη ειιεηπηηθή θαηαλνκή θαηά 

κήθνο ηνπο. Ο γεληθόο ηύπνο ππνινγηζκνύ ηνπ παξάγνληα   είλαη: 

 

  
 

 
∫

 ( )

 (   )

   

 

      (   ) 

 

 κε   ηελ ζηξνβηιιόηεηα. Όπσο θαη ζηηο αλαθνξέο [Binetti et all, 2003], [Chicka et all, 

1999, 2006] ρξεζηκνπνηνύκε κόλν κία δίλε ζρήκαηνο πεηάινπ (horseshoe vortex) 

γηα λα κνληεινπνηήζνπκε ηνπ θαηλόκελν. 

πκβνιίδνληαο κε       θαη       ηελ θαηαθόξπθε θαη εγθάξζηα ζπληζηώζα 

ηεο ζπληζηακέλεο ησλ δύν δηλώλ, ην κνληέιν ππνινγίδεηαη από ηηο ζρέζεηο: 

 

     (     )     (     )    (     )   (   ) 

 

     (     )     (     )    (     )   (   ) 

 

όπνπ κε εθζέηε (  ) ζπκβνιίδεηαη ε ζπληζηώζα πνπ νθείιεηαη ζηελ δεμηά δίλε θαη κε 

εθζέηε (  ) ε ζπληζηώζα πνπ νθείιεηαη ζηελ αξηζηεξή. Οη επηκέξνπο ζπζληζηώζεο 

ησλ δηλώλ ππνινγίδνληαη σο εμήο: 

 

  (     )  
 

  

     

(     )       
 
*  

 

√   (     )    
+   (   ) 

 

  (     )  
 

  

     

(     )       
 
*  

 

√   (     )    
+   (   ) 

 

  (     )  
 

  

  

(     )       
 
*  

 

√   (     )    
+   (   ) 
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  (     )  
 

  

  

(     )       
 
*  

 

√   (     )    
+   (   ) 

 

όπνπ     νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ζην ρώξν. Με βάζε ην απιό απηό κνληέιν, 

ε θαηάιιειν ζεκείν (sweet spot) ζην νπνίν πξέπεη λα βξεζεί  αθόινπζνο ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ ζε ζρέζε κε ηνλ αξρεγό είλαη, θαλνληθνπνηώληαο σο πξνο ην κήθνο ηεο 

πηέξπγαο  , γηα ηελ εγθάξζηα απόζηαζε       θαη γηα ηελ θαηαθόξπθε απόζηαζε 

     . Απηέο είλαη κε άιια ιόγηα νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ επηζπκεηνύ ζρεκαηηζκνύ 

ησλ δύν αεξνζθαθώλ πνπ πξέπεη λα εληνπίζεη ην ζύζηεκα ESC. Ωο επηζπκεηή 

δηακήθε απόζηαζε κεηαμύ ησλ δύν αεξνζθαθώλ νξίδνπκε ηελ      , κεηξνύκελν 

από ην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζώκαηνο ηνπ αξρεγνύ. 

Όπσο ήδε αλαθέξακε, ν αξρεγόο ηνπ ζρεκαηηζκνύ πεηά ζε επζεία θαη 

νξηδόληηα πηήζε κε ηαρύηεηα          . Τινπνηήζακε ην αλσηέξσ κνληέιν ηεο 

αεξνδπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο ζε m-file. ηελ εηθόλα     θαίλεηαη ε απεηθόληζε ηνπ 

πεδίνπ ηαρπηήησλ ζην ρώξν πίζσ από ηνλ αξρεγό ηνπ ζρεκαηηζκνύ θαη ζε 

απόζηαζε      . Με έληνλε θαθέ γξακκή αλαπαξηζηνύκε ηελ πηέξπγα ηνπ 

αεξνζθάθνπο. Βιέπνπκε ην ζρεκαηηζκό δύν δηλώλ νη νπνίεο πεξηζηξέθνληαη κε 

αληίζεηε θνξά ε κία σο πξνο ηελ άιιε. Οη ππνινγηζκνί έγηλαλ ζην ζύζηεκα NED, εμ’ 

νπ θαη ε αλάπνδε θνξά πεξηζηξνθήο ησλ δηλώλ. Η θαηαθόξπθε θαη εγθάξζηα 

απόζηαζε είλαη θαλνληθνπνηεκέλεο σο πξνο ην κήθνο   ηεο πηέξπγαο. Η ζρεδηαζηηθή 

παξάκεηξνο ηνπ ημώδνπο ππξήλα ζηξνβίινπ επηιέρζεθε ίζε κε         . 

 

 
 

Δηθόλα 5.1 Πεδίν ηαρπηήησλ ιόγσ ηεο ησλ επαγώκελσλ δηλώλ θαηά ηελ πηήζε ηνπ αξρεγνύ ηνπ 
ζρεκαηηζκνύ. 
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ηηο εηθόλεο     θαη     θαίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ επαγώκελσλ 

ηαρπηήησλ γηα      , όπνπ δηαθξίλνληαη νη αθξόηαηεο ηηκέο πνπ πξνθύπηνπλ γηα 

     . Απηό δηόηη, όπσο αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο, κε βάζε ην ζεσξεηηθό κνληέιν 

ηα δύν αεξνζθάθε πξέπεη λα ίπηαληαη ζην ίδην ύςνο. Πξαθηηθά σζηόζν έρεη δεηρζεί 

όηη πξέπεη ν αθόινπζνο λα βξίζθεηαη ιίγν ρακειόηεξα από ηνλ αξρεγό ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ θαζώο θαη λα ππάξρεη κηα επηθάιπςε ησλ πηεξύγσλ θαηά ηελ εγθάξζηα 

απόζηαζε [Vachon et all, 2002],  θάηη ην νπνίν σζηόζν δελ πξνβιέπεη ην κνληέιν 

καο, πηζαλόλ ιόγσ ηεο απιόηεηάο ηνπ. 

 

 
 

Δηθόλα 5.2 Καηαθόξπθε ζπληζηώζα W_wake,  επαγώκελνπ πεδίνπ ηαρπηήησλ. 
 

 
 

Δηθόλα 5.3 Δγθάξζηα ζπληζηώζα, V_wake επαγώκελνπ πεδίνπ ηαρπηήησλ. 
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Όπσο θαίλεηαη ζηηο αλσηέξσ εηθόλεο, νη αέξηεο δίλεο πνπ δεκηνπξγεί ν αξρεγόο 

επάγνπλ ζηνλ ρώξν πίζσ από απηόλ, ηαρύηεηα αλνδηθνύ ξεύκαηνο (Upwash 

velocity) ίζε κε           θαη ηαρύηεηα πιαγίνπ ξεύκαηνο (Sidewash velocity) 

ίζε κε          . Βιέπνπκε επίζεο όηη ην κέγηζην εκθαλίδεηαη ζε απόζηαζε πεξίπνπ 

     από ην θέληξν βάξνπο ηνπ αξρεγνύ ηνπ ζρεκαηηζκνύ. Απηό πνπ καο ελδηαθέξεη 

σζηόζν είλαη ε επαγώκελε άλησζε πνπ δέρεηαη ην αεξνζθάθνο ζην επηζπκεηό 

ζεκείν, θαζώο θαη ε επαγώκελε ξνπή ζηνλ δηακήθε άμνλα. Απηέο ππνινγίδνληαη ε 

κελ ζπκθώλσο [Chicka et all, 2006] ε δε ζπκθώλσο [Binnetti et al. 2003] σο εμήο: 

 

   
 

 
      ∫      ( )   

   

    

   (   ) 

 

     
 

 
      ∫      ( ) ( )    

 
 

 
 
 

   (   ) 

 

όπνπ   ε ππθλόηεηα ηνπ αέξα,    ε ηαρύηεηα ηνπ αθόινπζνπ,    ε θιίζε ηεο 

θακπύιεο άλησζεο ζηηο δύν δηαζηάζεηο, δειαδή γηα κία αεξνηνκή θαη ε ηηκή ηεο 

ηέζεθε ίζε κε      [Binetti et al, 2003],   ε ρνξδή ηεο πηέξπγαο (ζεσξήζεθε όηη έρεη 

ζηαζεξή ηηκή θαηά κήθνο ηεο, δηαθνξεηηθά βξίζθεηαη εληόο ηνπ νινθιεξώκαηνο) θαη 

  έλαο παξάγνληαο δηόξζσζεο πνπ ππνινγίδεηαη από ηηο ζρέζεηο: 

 

  
 

  (
    
   * (   )

   (    ) 

 

  
     

 (    )
   (    ) 

 

κε    θαη    λα είλαη νη ιόγνη Aspect Ratio θαη Taper Ratio πνπ είδακε ζην θεθάιαην 

 . Ο παξάγνληαο  ( ) είλαη έλαο ειιεηπηηθόο ζπληειεζηήο βάξνπο πνπ ππνινγίδεηαη 

ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 

 

 ( )  
 

 
√  (

  

 
*
 

   (    ) 

 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο επαγώκελεο άλησζεο θαη ξνπήο θαζώο θαη ηεο κέζεο 

ηαρύηεηαο αλσξεύκαηνο,  ̅    , θαίλνληαη ζηηο εηθόλεο    ,     θαη    . όπνπ 

δηαθξίλνληαη νη κέγηζηεο ηηκέο πνπ πξνθύπηνπλ γηα    . Η κέζε ηαρύηεηα 

αλσξεύκαηνο ππνινγίδεηαη ζύκθσλα κε ηε ζρέζε [Zhang, Liu, 2016, 2017]: 

 

 ̅    ( )  
 

 
∫      ( )   

   

    

   (    ) 
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Δηθόλα 5.4 Δπαγώκελε άλησζε 
 

 
 

Δηθόλα 5.5 Δπαγώκελε δηακήθεο ξνπή. 
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Δηθόλα 5.6 Δπαγώκελε κέζε ηαρύηεηα αλσξεύκαηνο. 
 

Παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε ηεο επαγώκελεο άλησζεο ζην επηζπκεηό 

ζεκείν ρώξνπ (           ) παξνπζηάδεη ειάρηζην ίζν κε         . Απηό δηόηη νη 

ππνινγηζκνί κε βάζε ηελ αεξνδπλακηθή αιιειεπίδξαζε ησλ δύν αεξνζθαθώλ έγηλαλ 

ζην ζύζηεκα NED. Η αληίζηνηρε δηακήθεο ξνπή θαη κέζε ηαρύηεηα αλσξεύκαηνο 

είλαη αληίζηνηρα           θαη            . Μία αθόκε ζεκαληηθή παξαηήξεζε πνπ 

πξνθύπηεη από ηα αλσηέξσ δηαγξάκκαηα είλαη ηα έληνλα θαηλόκελα επαγώκελσλ 

δπλάκεσλ θαη ξνπώλ πνπ ζπκβαίλνπλ ζην ρώξν αθξηβώο πίζσ από ηνλ αξρεγό ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ (δειαδή γηα         ). Δίλαη επνκέλσο πξνθαλέο όηη ηα επηκέξνπο 

ζπζηήκαηα ειέγρνπ πξέπεη λα ζρεδηαζηνύλ έηζη ώζηε ν αθόινπζνο ηνπ ζρεκαηηζκνύ 

λα κελ βξεζεί πνηέ ζε απηήλ ηελ πεξηνρή. 

5.4 ρεδηαζκόο επηκέξνπο ππνζπζηεκάησλ 
 

Σν κνληέιν Simulink απαξηίδεηαη από ην αθόινπζα θύξηα ππνζπζηήκαηα: 

 

1. Σν αεξνζθάθνο πνπ ιεηηνπξγεί σο αξρεγόο ηνπ ζρεκαηηζκνύ (Leader). 

2. Σν αεξνζθάθνο πνπ ιεηηνπξγεί σο αθόινπζνο ηνπ ζρεκαηηζκνύ (Follower). 

3. Σν κνληέιν ηεο αεξνδπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο. 

4. Σνλ ειεγθηή ηνπ ζρεκαηηζκνύ. 

5. Σν ζύζηεκα ESC. 

 

Σα επηκέξνπο ηκήκαηα πνπ θαινύκαζηε λα ζρεδηάζνπκε είλαη ν απηόκαηνο πηιόηνο 

ηνπ αθόινπζνπ, ν ειεγθηήο ηνπ ζρεκαηηζκνύ θαη ην ζύζηεκα ESC. 
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5.4.1 ρεδηαζκόο απηόκαηνπ πηιόηνπ αεξνζθάθνπο (Follower). 
 

Γηα ην κνληέιν ηνπ αξρεγνύ ηνπ ζρεκαηηζκνύ, δεκηνπξγήζακε κε θαηάιιειε 

ηξνπνπνίεζε ηεο αληίζηνηρεο εξγαζίαο ηνπ έξγνπ ησλ [Beard, McLain, 2012] έλα 

κνληέιν αεξνζθάθνπο πνπ δελ ειέγρεηαη από θάπνηνλ απηόκαην πηιόην, αιιά 

δέρεηαη ηηο απαηηνύκελεο εηζόδνπο (θιίζε επηθαλεηώλ ειέγρνπ θαη ηζρύ θηλεηήξα) γηα 

λα επηηεπρζνύλ νη επηζπκεηέο ζπλζήθεο πηήζεο. Η κνξθή ηνπ κνληέινπ θαίλεηαη 

ζηελ εηθόλα     ηνπ παξαξηήκαηνο  . 

Σν κνληέιν σζηόζν ηνπ αθόινπζνπ είλαη πνην πνιύπινθν θαζώο πξέπεη λα 

εθνδηαζηεί θαη κε έλα ζύζηεκα απηόκαηνπ πηιόηνπ. Σν ελ ιόγσ ζύζηεκα ζρεδηάζηεθε 

κε ηελ κέζνδν PID πνπ παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην  . Ο ζθνπόο ηνπ είλαη λα 

θαζνδεγεί ηελ πνξεία ηεο πηήζεο ηνπ αθόινπζνπ νη νπνία ραξαθηεξίδεηαη από ηξείο 

εληνιέο, ηελ επηζπκεηή πνξεία, ηελ επηζπκεηή ηαρύηεηα θαη ην επηζπκεηό ύςνο. 

Η εηθόλα     ηνπ παξαξηήκαηνο   δείρλεη ηελ αξρηηεθηνληθή ηνπ ελ ιόγσ κνληέινπ. 

ηνπο πίλαθεο     έσο     παξνπζηάδνπκε ηηο ηηκέο ησλ ζρεδηαζηηθώλ 

παξακέηξσλ ησλ επηκέξνπο ζπζηεκάησλ απηνκάηνπ ειέγρνπ ηόζν ηνπ απηόκαηνπ 

πηιόηνπ δηακεθώλ δπλάκεσλ, όζν θαη ηνπ απηόκαηνπ πηιόηνπ εγθάξζησλ δπλάκεσλ. 

Παξνπζηάδνπκε αθόκε ηηο πξνθύπηνπζεο ηηκέο ησλ θεξδώλ ησλ ειεγθηώλ κε βάζε 

ηνπο ηύπνπο πνπ παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην  . 

 

Πίλαθαο 5.2 Παξάκεηξνη θαη θέξδε ζπζηήκαηνο ειέγρνπ γσλία δηαηνηρηζκνύ  . 

Παξάκεηξνο Σηκή 

  
       (   ) 

  
       (   )  

       

   
   

      

           

 

Πίλαθαο 5.3 Παξάκεηξνη θαη θέξδε ειεγθηή πνξείαο ρ. 

Παξάκεηξνο Σηκή 
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Πίλαθαο 5.4 Παξάκεηξνη θαη θέξδε ειεγθηή γσλίαο πιαγηνιίζζεζεο β. 

Παξάκεηξνο Σηκή 

  
       (   ) 

  
       (   ) 

   
      

   
   

 

 

Πίλαθαο 5.5 Παξάκεηξνη θαη θέξδε ειεγθηή γσλίαο πξόλεπζεο ζ. 

Παξάκεηξνο Σηκή 

  
       (   ) 

  
       (   ) 

         

   
      

   
         

 

 

Πίλαθαο 5.6 Παξάκεηξνη θαη θέξδε ειεγθηή ύςνπο κέζσ ηεο γσλίαο πξόλεπζεο ζ. 

Παξάκεηξνο Σηκή 

     

       

   
        

   
       

 

Πίλαθαο 5.7 Παξάκεηξνη θαη θέξδε ειεγθηή ηαρύηεηαο κέζσ ηεο γσλίαο πξόλεπζεο 

Παξάκεηξνο Σηκή 
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Πίλαθαο 5.8 Παξάκεηξνη θαη θέξδε ειεγθηή ηαρύηεηαο κε ρξήζε ηνπ θηλεηήξα. 

Παξάκεηξνο Σηκή 

       

   
 0,7 

   
        

   
        

 

 

Σν ζπγθεθξηκέλν ζύζηεκα ειέγρνπ δέρεηαη ηηο επηζπκεηέο εληνιέο ηαρύηεηαο, 

πνξείαο θαη ύςνπο από ηνλ Διεγθηή ηνπ ρεκαηηζκνύ πνπ ζα πεξηγξάςνπκε ζηελ 

επόκελε παξάγξαθν. 

5.4.2 ρεδηαζκόο Διεγθηή ρεκαηηζκνύ (Formation Controller). 
 

Ο ξόινο ηνπ ζπγθεθξηκέλν ζπζηήκαηνο απηνκάηνπ ειέγρνπ είλαη λα κεηαηξέπεη 

ηελ είζνδν πνπ δέρεηαη από ην ζύζηεκα ESC ζε εληνιή ηαρύηεηαο, πνξείαο θαη 

ύςνπο γηα ηνλ απηόκαην πηιόην ηνπ αθόινπζνπ ηνπ ζρεκαηηζκνύ. ρεδηάζηεθε κε ηε 

κέζνδν PID όπσο πεξηγξάθεηαη ζηελ αλαθνξά [Patcher et al. 2001]. Ο ειεγθηήο 

απηόο απνηειείηαη από ηξία επηκέξνπο ζπζηήκαηα ηα νπνία πινπνηήζεθαλ κε ειεγθηή 

PI. 

Σν πξώην ζύζηεκα είλαη ν ειεγθηήο πνξείαο. Γέρεηαη σο είζνδν δύν 

ζθάικαηα, ην ζθάικα πνξείαο    θαη ην ζθάικα εγθάξζηαο απόζηαζεο   θαη αθνύ 

ππνινγίζεη ην νιηθό ζθάικα: 

 

              (    ) 

 

όπνπ    θαη    ηα θέξδε ηνπ κίθηε (αζξνηζηή), δίλεη έμνδν ηελ εληνιή πνξείαο ηνπ 

αθόινπζνπ έηζη ώζηε λα είλαη ίδηα κε απηή ηνπ αξρεγνύ, δεδνκέλνπ όηη ε εγθάξζηα 

απόζηαζή ηνπο έρεη ηελ επηζπκεηή ηηκή, ζύκθσλα κε ην λόκν ειέγρνπ: 

 

      
      

∫      
 

 

   (    ) 

 

κε    
 θαη    

 ην αλαινγηθό θαη νινθιεξσηηθό θέξδνο ηνπ PI ειεγθηή. 

Σν δεύηεξν ζύζηεκα είλαη ν ειεγθηήο ηαρύηεηαο. Γέρεηαη σο είζνδν ην 

ζθάικα δηακήθνπο απόζηαζεο   θαζώο θαη ην ζθάικα ηαρύηεηαο    θαη αθνύ 

ππνινγίζεη ην νιηθό ζθάικα: 

 

              (    ) 
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όπνπ    θαη    ηα θέξδε ηνπ κίθηε, ζηελ έμνδν παξάγεη ηελ εληνιή ηαρύηεηαο γηα ηνλ 

αθόινπζν έηζη ώζηε λα δηαηεξείηαη ζε ζρεκαηηζκό κε ηνλ αξρεγό, ζύκθσλα κε ην 

λόκν ειέγρνπ: 

 

      
      

∫      
 

 

   (    ) 

 

κε    
 θαη    

 ην αλαινγηθό θαη νινθιεξσηηθό θέξδνο ηνπ PI ειεγθηή. 

Σέινο δε, ην ηειεπηαίν ζύζηεκα είλαη ν ειεγθηήο ύςνπο. Η είζνδόο ηνπ είλαη ην 

ζθάικα θαηαθόξπθεο απόζηαζεο   θαη ε έμνδόο ηνπ είλαη ε επηζπκεηή εληνιή ύςνπο 

γηα ηνλ αθόινπζν ζύκθσλα κε ην λόκν ειέγρνπ: 

 

           ∫     
 

 

   (    ) 

 

όπνπ     θαη     ην αλαινγηθό θαη ην νινθιεξσηηθό θέξδνο ηνπ PI ειεγθηή. 

Οη πξναλαθεξζείζεο εληνιέο πνξείαο, ηαρύηεηαο θαη ύςνπο ρξεζηκνπνηνύληαη 

από ηνλ απηόκαην πηιόην ηνπ αθόινπζνπ πξνθεηκέλνπ λα δηαηεξείηαη ζε ζρεκαηηζκό 

κε ηνλ αξρεγό. Οη ζρεδηαζηηθέο παξάκεηξνη είλαη ηα θέξδε κίμεο  

            θαη ηα θέξδε ησλ PI ειεγθηώλ  

   
    

    
    

     θαη     . ηνλ πίλαθα     θαίλνληαη νη επηιεγκέλεο ηηκέο. 

 

Πίλαθαο 5.9 Παξάκεηξνη Διεγθηή ζρεκαηηζκνύ. 

Δλεγκηήρ ποπείαρ Δλεγκηήρ ηασύηηηαρ Δλεγκηήρ ύτοςρ 

Παξάκεηξνο Σηκή Παξάκεηξνο Σηκή Παξάκεηξνο Σηκή 

                 

                   

   
       

     

   
           

       

 

5.4.3 ρεδηαζκόο ζπζηήκαηνο ESC. 
 

Σν θύξην ζύζηεκα ειέγρνπ πνπ είλαη θαη ην αληηθείκελν ηεο παξνύζεο εξγαζίαο 

είλαη ην ESC. Γηα ην ζρεδηαζκό ηνπ επηιέμακε ηνλ θιαζηθό αιγόξηζκν πνπ εθηηκά ηελ 

θιίζε ηελ κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο κε ηε ρξήζε ηνπ πςηπεξαηνύ θαη θαησπεξηνύ 

θίιηξνπ. Η ελ ιόγσ κε γξακκηθή ζπλάξηεζε είλαη απηή ηεο επαγώκελεο άλησζεο 

πνπ πξνθύπηεη από ηε ζρέζε     θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη απηή ηεο 

εηθόλαο    . Ο ζηόρνο ηνπ αιγνξίζκνπ ESC είλαη λα εληνπίζεη ην ειάρηζηό ηεο 

(ζπγθεθξηκέλα ην δεμηό ειάρηζην ιόγσ ηεο αξρηθήο ζέζεο ησλ αεξνζθαθώλ), δηόηη 

όπσο έρνπλε ήδε αλαθέξεη νη ππνινγηζκνί έγηλαλ ζην ζύζηεκα NED. 
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Ωο ζήκαηα δηέγεξζεο επηιέμακε έλα εκηηνλνεηδέο ζήκα γηα ην θαλάιη ηνπ ύςνπο 

θαη έλα ζπλεκηηνλνεηδέο ζήκα (πξαθηηθά εκηηνλνεηδέο κε αξρηθή θάζε   ⁄ ) γηα ην 

θαλάιη ηεο εγθάξζηαο απόζηαζεο. Η αξρηθή εθηίκεζε ηεο ζέζεο ηνπ επηζπκεηνύ 

ζεκείνπ (sweet spot) πνπ δίλνπκε ζηνλ αιγόξηζκν είλαη     πνην θάησ θαηά ηελ 

θαηαθόξπθε θαηεύζπλζε θαη     πνην δεμηά θαηά ηελ εγθάξζηα. ηνλ πίλαθα    

θαίλνληαη νη ηηκέο ησλ ζρεδηαζηηθώλ παξακέηξσλ ηνπ αιγνξίζκνπ πνπ επηιέμακε 

όπσο ηηο παξνπζηάζακε ζην θεθάιαην  . Απηέο είλαη νη ζπληεηαγκέλεο αξρηθήο 

εθηίκεζεο ηνπ επηζπκεηνύ ζεκείνπ   
  θαη   

 , ην πιάηνο   ε ζπρλόηεηα   θαη ε 

αξρηθή θάζε   ,    ηνπ θάζε ζήκαηνο δηέγεξζεο αληίζηνηρα (ζέζακε ίδηα ηηκή 

πιάηνπο θαη ζπρλόηεηαο), ην θέξδνο     θαη     ησλ δύν θιάδσλ ηνπ ESC (ηα 

ζέζακε λα έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή) θαη ηηο ζπρλόηεηεο απνθνπήο ηνπ πςηπεξαηνύ,  

   , θαη θαησπεξαηνύ,      θίιηξνπ ησλ δύν θιάδσλ ηνπ ESC (ζέζακε ίδηεο ηηκέο γηα 

ηα θίιηξα θαη ησλ δύν θιάδσλ). 

 

Πίλαθαο 5.10 Παξάκεηξνη ζπζηήκαηνο ESC. 

Παξάκεηξνο Σηκή 

  
       

  
       

      

      (     ) 

        (     ) 

     (   ) 

        

        (     ) 

     ⁄    (   ) 

        

 

 

Σν ζύζηεκα ESC δίλεη ηελ έμνδό ηνπ σο είζνδν ζηνλ Διεγθηή ρεκαηηζκνύ. 

Καζώο αλαδεηά ην ειάρηζην ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο επαγώκελεο άλησζεο, ε 

έμνδόο ηνπ είλαη ζπλερώο ε ηξέρνπζα επηζπκεηή απόζηαζε κεηαμύ αξρεγνύ θαη 

αθόινπζνπ. Όηαλ ν αιγόξηζκνο ζα ζπγθιίλεη, δειαδή ζα εληνπίζεη ην ειάρηζην ηεο 

κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ηεο επαγώκελεο άλησζεο, ε έμνδνο ηνπ ESC ζα 

ζηαζεξνπνηεζεί πιένλ ζηηο επηζπκεηέο ζπληεηαγκέλεο ηνπ επηζπκεηνύ ζεκείνπ 

(sweet spot) , νη νπνίεο κε βάζε ην κνληέιν αεξνδπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύκε είλαη        θαη       , θαλνληθνπνηώληαο σο πξνο ην κήθνο 

ηεο πηέξπγαο  . Τπελζπκίδνπκε όηη όπσο δείμακε ζην θεθάιαην 4,  ιόγσ ηεο 

παξνπζίαο ησλ εκηηνλνεηδώλ ζεκάησλ δηέγεξζεο ην ζθάικα κόληκεο θαηάζηαζεο 

δελ γίλεηαη λα κεδεληζηεί. 
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5.5 Μνληέιν πξνζνκνίσζεο. 
 

ηελ εηθόλα     θαίλεηαη ην πιήξεο κνληέιν πξνζνκνίσζεο πνπ ζρεδηάζακε ην 

πεξηβάιινλ ηνπ MATLAB®/Simulink. Γηαθξίλνληαη νη δύν θιάδνη ηνπ ESC, όπνπ ν 

έλαο αλαδεηά ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζε ηεο επαγώκελεο άλησζεο σο πξνο ηε 

κεηαβιεηή   θαη ν άιιν σο πξνο ηε κεηαβιεηή  . Η είζνδνο ζην ζύζηεκα ESC είλαη ε 

κεηξνύκελε επαγώκελε άλησζε όπσο πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε    . 

 

 
 

Δηθόλα 5.7 Σν πιήξεο κνληέιν πξνζνκνίσζεο. 
 

Σν κπιόθ Leader Follower Formation πεξηιακβάλεη ην κνληέιν ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ ησλ δύν αεξνζθαθώλ θαζώο θαη ην κνληέιν ηεο αεξνδπλακηθήο 

αιιειεπίδξαζεο, όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα     ηνπ παξαξηήκαηνο  . 

Σν πξώην από ηα δεμηά κπινθ ζηελ ελ ιόγσ εηθόλα είλαη ην κνληέιν ηεο 

αεξνδπλακηθήο αιιειεπίδξαζεο ην νπνίν ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηαρύηεηα ηνπ 

αξρεγνύ ηνπ ζρεκαηηζκνύ θαη ηε ζρεηηθή απόζηαζή ηνπ από ηνλ αθόινπζν, δίλεη σο 

έμνδν ηελ επαγώκελε ζηνλ αθόινπζν άλησζε γηα ρξήζε από ην ζύζηεκα ESC, 

θαζώο θαη ηελ επαγώκελε δηακήθε ξνπή, ηελ ππνινγηδόκελε κέζε ηαρύηεηα 

αλσξεύκαηνο,  ̅     θαη ηελ κεηαβνιή ζηε γσλία πξνζβνιήο   . Ο ππνινγηζκόο 

ηεο κείσζεο ηεο νπηζζέιθνπζαο ζύκθσλα κε ηνλ ηύπνπ [Zhang, Liu, 2017,]: 

 

   (    )      ̅    (    ) 

 

όπνπ    ε κείσζε ζηελ νπηζζέιθνπζα,   ε θαλνληθή άλησζε πνπ ππνινγίζακε 

ζύκθσλα κε ηε ζρέζε     ,    ε επαγώκελε άλησζε θαη   ̅ ε κέζε κεηαβνιή ζηε 

γσλία πξνζβνιήο πνπ ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

 

  ̅( )  
 ̅    ( )

  
   (    ) 
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ύκθσλα κε [Zhang, Liu, 2017], νη επαγώκελεο ηαρύηεηεο ησλ δηλώλ 

ππνινγίδνληαη ζην ζύζηεκα αμόλσλ αλέκνπ. Έηζη πξνζζέηνπκε ηηο ππνινγηζζείζεο 

δπλάκεηο επαγώκελεο άλησζεο θαη κείσζεο νπηζζέιθνπζαο ζηηο εμηζώζεηο     , 

αθνύ ηηο πεξηζηξέςνπκε κε ηελ θαηάιιειε κήηξα πεξηζηξνθήο από ην ζύζηεκα 

αμόλσλ αλέκνπ ζην ζύζηεκα αμόλσλ ζώκαηνο θαηά ηηο γσλίεο πιαγηνιίζζεζεο   θαη 

πξνζβνιήο   [Beard, McLain, 2012]. πκβνιίδνληαο κε    ην δηάλπζκα ησλ 

επαγώκελσλ δπλάκεσλ, έρνπκε: 

 

(

   
   
   

)  (

                      
         

                     
+(

  
 
  

+   (    ) 

 

όπνπ    θαη    ε επαγώκελε άλησζε θαη κείσζε ζηελ νπηζζέιθνπζα αληίζηνηρα. 

ηελ εηθόλα     θαίλεηαη ε κεηαβνιή ζηε γσλία πξνζβνιήο  , ζηελ άλησζε θαη 

ζηελ νπηζζέιθνπζα ζηελ πηέξπγα ηνπ αθόινπζνπ ιόγσ ηεο αεξνδπλακηθήο ηνπ 

αιιειεπίδξαζεο κε ηνλ αξρεγό. 

 

 
 

Δηθόλα 5.8 Μεηαβνιή γσλίαο πξνβνιήο, άλησζεο θαη νπηζζέιθνπζαο (εηθόλα από [Zang et all, 2016]). 
 

Σα επόκελα δύν κπινθ ηεο εηθόλαο     θαζώο θηλνύκαζηε πξνο ηα αξηζηεξά 

είλαη ηα κνληέια ησλ δύν αεξνζθαθώλ, ηνπ αξρεγνύ θαη ηνπ αθόινπζνπ, πνπ 

πεξηγξάςακε πνην πάλσ. Σέινο ην αθξηαλό αξηζηεξό κπινθ είλαη ν ειεγθηήο ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ πνπ δέρεηαη ηε ζέζε θαη ηελ ηαρύηεηα ησλ δύν αεξνζθαθώλ θαη 

παξάγεη ηηο απαξαίηεηεο εληνιέο γηα ηε δηαηήξεζε ηνπ αθόινπζνπ ζε ζρεκαηηζκό κε 

ηνλ αξρεγό ζην επηζπκεηό ζεκείν, ην νπνίν ιακβάλεη από ην ζύζηεκα ESC. 

5.6 Απνηειέζκαηα. 
 

ηελ εηθόλα     θαίλεηαη ε αξρηθή ζέζε πνπ έρνπλ ηα δύν αεξνζθάθε. Ο 

αθόινπζνο νπζηαζηηθά βξίζθεηαη ήδε ζε ζρεκαηηζκό κε ηνλ αξρεγό, σζηόζν κέζσ 

ηνπ ζπζηήκαηνο ESC επηζπκνύκε ζηαδηαθά λα πξνζεγγίδεη ην επηζπκεηό ζεκείν κε 

ζπληεηαγκέλεο   ⁄    θαη   ⁄   . 

 



111 

 

 

 
 

Δηθόλα 5.9 Η αξρηθή ζέζε ησλ δύν αεξνζθαθώλ. 
 

Ο αιγόξηζκνο ESC εληόπηζε επηηπρώο ην ειάρηζην ηεο κε γξακκηθήο 

ζπλάξηεζεο ηεο επαγώκελεο άλησζεο, κεηά από ρξόλν ίζν πεξίπνπ κε       

         . Οη θόθθηλεο γξακκέο αλαπαξηζηνύλ ηα όξηα ηνπ επηζπκεηνύ ζεκείνπ πνπ 

ζύκθσλα κε ηε αλαθνξά [Zhang, Liu, 2017] επηιέμακε λα είλαη ηεο ηάμεο ηνπ     

ηνπ κήθνπο ηεο πηέξπγαο  . Όπσο βιέπνπκε ε εθηίκεζε ηεο ζέζεο ηνπ επηζπκεηνύ 

ζεκείνπ δελ βγαίλεη εθηόο νξίσλ. Η πνξεία ζύγθιηζεο ηνπ αιγνξίζκνπ θαίλεηαη ζηηο 

εηθόλεο      θαη     . 

 

 
 

Δηθόλα 5.10 Η ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ ESC θαηά ηε κεηαβιεηή ηεο θαλνληθνπνηεκέλεο εγθάξζηαο 
απόζηαζεο. 

 



112 

 

 

 
 

Δηθόλα 5.11 Η ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ ESC θαηα ηε κεηαβιεηή ηεο θαλνληθνπνηεκέλεο θαηαθόξπθεο 
απόζηαζεο. 

 

Η επηηπρήο ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ επηβεβαηώλεηαη θαη από ηηο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ηεο κεηξνύκελεο εγθάξζηα, θαηαθόξπθεο θαη δηακήθνπο απόζηαζεο 

κεηαμύ ησλ αεξνζθαθώλ, όπσο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα     . Με θόθθηλεο γξακκέο, 

όπσο θαη πξνεγνπκέλσο είλαη ζεκεησκέλα ηα όξηα      ηνπ επηζπκεηνύ ζεκείνπ. 

 

  

 

 (α) Γηακήθεο απόζηαζε (β) Καηαθόξπθε απόζηαζε 

  

 
(γ) Δγθάξζηα απόζηαζε 

 
Δηθόλα 5.12 Μεηξνύκελε απόζηαζε κεηαμύ ησλ αεξνζθαθώλ.  
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ηελ εηθόλα      θαίλεηαη ε ηειηθή ζέζε ησλ αεξνζθαθώλ, όπνπ βιέπνπκε όηη 

πεηνύλ επηηπρώο ζε ζρεκαηηζκό θνληά ζην επηζπκεηό ζεκείν   ⁄    θαη   ⁄   , 

δειαδή νη άθξεο ησλ πηεξύγσλ ηνπο βξίζθνληαη ζρεδόλ ζηελ ίδηα επζεία. 

 

 

  
    (α) Δπίπεδν East-Down                (β) Δπίπεδν North-East 

 
Δηθόλα 5.13 Η ηειηθή ζέζε ησλ δύν αεξνζθαθώλ. 

     

Παξαηεξνύκε όηη ζηελ ηειηθή ζέζε ηα αεξνζθάθε ίπηαληαη ζε ύςνο       . Απηό 

πηζαλώο νθείιεηαη ζηελ αιιειεπίδξαζε ηνπ αλέκνπ κε ηε δπλακηθή ησλ 

αεξνζθαθώλ. 

Η κεηξνύκελε ηηκή ηεο επαγώκελεο άλησζεο θαίλεηαη ζηελ εηθόλα     . 

Βιέπνπκε όηη ην ειάρηζην, κε βάζε ηελ εηθόλα      έρεη όλησο εληνπηζηεί. Η 

ηαιαλησηηθή ζπκπεξηθνξά νθείιεηαη ζην όηη ην αεξνζθάθνπ ιόγσ ηνπ ζήκαηνο 

δηέγεξζεο ηνπ ESC δελ κέλεη πνηέ αθξηβώο επί ηνπ επηζπκεηνύ ζεκείνπ. 

 

 
 

Δηθόλα 5.14 Μεηξνύκελε ηηκή επαγώκελεο άλησζεο. 
 

Η επαγώκελε δηακήθεο ξνπή αληηζηαζκίδεηαη επηηπρώο από ηηο επηθάλεηεο ειέγρνπ 

ηνπ αεξνζθάθνπο. ηελ εηθόλα      θαίλεηαη ε ηηκή ηεο θιίζεο ησλ επηθαλεηώλ 

ειέγρνπ. Όπσο βιέπνπκε νη επηθάλεηεο ειέγρνπ δηαηνηρηζκνύ, απνθηνύλ θιίζε πεξί 
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ηηο     γηα λα εμνπδεηεξώζνπλ ηελ επαγώκελε δηακήθε ξνπή. Σν πεδάιην ηνπ 

αεξνζθάθνπο απνθηά επίζεο θιίζε πεξί ηηο   . 

 

 
 (α) Δπηθάλεηεο ειέγρνπ δηαηνηρηζκνύ (β) Δπηθάλεηεο ειέγρνπ αλόδνπ-θαζόδνπ 

  

 
 (γ) Δπηθάλεηα ειέγρνπ εθηξνπήο (πεδάιην)   

 
Δηθόλα 5.15 Θέζε επηθαλεώλ ειέγρνπ. 

 

Από ηα επεξγεηηθά απνηειέζκαηα ηεο πηήζεο ζε ζρεκαηηζκό, ζηάζεθε δπλαηό 

λα παξαηεξήζνπκε κηα κηθξή κείσζε ζην ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο ηεο ηάμεο ηνπ 

     ηνλ νπνίν ππνινγίζακε από ηελ εμίζσζε     . Αληίζηνηρα γηα ηελ εληνιή ηνπ 

θηλεηήξα (throttle) παξαηεξήζεθε κηα κηθξή κείσζε ηεο ηάμεο ηνπ      . Σα 

ζεσξεηηθώο αλακελόκελν απνηειέζκαηα είλαη ηεο ηάμεο ηνπ       . ηηο εηθόλεο 

     θαη      θαίλεηαη ε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο, θαζώο θαη ε εληνιή ηνπ 

θηλεηήξα κε ηνλ αθόινπζν ζε ειεύζεξε πηήζε θαζώο θαη ζε πηήζε ζε ζρεκαηηζκό κε 

ην αξρεγό. Παξαηεξνύκε όηη ηόζν ν ζπληειεζηήο νπηζζέιθνπζαο όζν θαη ε εληνιή 

ηνπ θηλεηήξα ειαηηώλεηαη  πεξίπνπ θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή        , όηαλ δειαδή ν 

αιγόξηζκνο ESC έρεη ζπγθιίλεη. 
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                           (α) Διεύζεξε πηήζε                               (β) Πηήζε ζε ζρεκαηηζκό 
 

Δηθόλα 5.16 Ο ζπληειεζηήο νπηζζέιθνπζαο   . 
 

 

 
Δηθόλα 5.17 Η εληνιή ηνπ θηλεηήξα. 

 

ην ζεκείν απηό πξέπεη λα πνύκε όηη ιόγσ ησλ απνδεδεηγκέλσλ επεξγεηηθώλ 

απνηειεζκάησλ ηεο πηήζεο ζε ζρεκαηηζκό, ε απόθιηζε από ηα αλακελόκελα 

ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα νθείιεηαη πηζαλόηαηα ζε ζθάικα θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο 

κνληεινπνίεζεο ή ζηνλ ππνινγηζκό ησλ επαγώκελσλ κεγεζώλ, ή ζηελ απιόηεηα 

ηνπ κνληέινπ καο έλεθα ηεο πνιππινθόηεηαο ηνπ θαηλνκέλνπ. 

Δλ θαηαθιείδη σζηόζν κπνξνύκε λα πνύκε όηη ην ζύζηεκα ESC ιεηηνύξγεζε 

επηηπρώο θαη εληόπηζε ην ειάρηζην ηεο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ηεο επαγώκελεο 

άλησζεο. Ο ειεγθηήο ηνπ ζρεκαηηζκνύ νδεγνύζε επηηπρώο ηνλ αθόινπζν γηα λα 

ίπηαηαη ζε ζρεκαηηζκό κε ηνλ αξρεγό ζην επηζπκεηό ζεκείν. Παξαηεξήζεθε όηη ε 

επαγώκελε δηακήθεο ξνπή εμνπδεηεξώλεηαη επηηπρώο από ηηο επηθάλεηεο ειέγρνπ 

ηνπ αθόινπζνπ θαη ππάξρεη κηα κηθξή κείσζε ζην ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο θαη 

ζηελ εληνιή ηνπ θηλεηήξα. 
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Κεθάλαιο 6 

 

ςμπεπάζμαηα –Πποηάζειρ για μελλονηική επγαζία 
 

Σν βαζηθό ζπκπέξαζκα πνπ εμάγνπκε από ηελ πξνζνκνίσζε είλαη όηη ν 

αιγόξηζκνο ESC ζρεδηάζηεθε απνηειεζκαηηθά. Απηό δηθαηνινγείηαη από ην γεγνλόο 

όηη εληόπηζε επηηπρώο ην ειάρηζην ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ηεο επαγώκελεο 

άλησζεο. Δπηπξνζζέησο ν ειεγθηήο ηνπ ζρεκαηηζκνύ θαη ν απηόκαηνο πηιόηνο ηνπ 

αθόινπζνπ ζπλεξγάζηεθαλ απνηειεζκαηηθά κεηαμύ ηνπο πξνθεηκέλνπ ν αθόινπζνο 

λα παξακείλεη ζε ζρεκαηηζκό κε ηνλ αξρεγό ζηελ επηζπκεηή δηακήθε απόζηαζε θαη 

ηηο επηζπκεηέο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ρώξνπ. ρεηηθά κε ηα επεξγεηηθά απνηειέζκαηα ηεο 

πηήζεο ζε ζρεκαηηζκό παξαηεξήζεθε κηα κείσζε ηεο ηάμεο ηνπ      ζηελ ηηκή ηνπ 

ζπληειεζηή νπηζζέιθνπζαο θαη κείσζε ζηελ εληνιή ηνπ θηλεηήξα ηεο ηνπ      , κε 

ηα αλακελόκελα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα λα είλαη ηεο ηάμεο ηνπ       . 

ην ζεκείν απηό πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη ε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία δελ απνηειεί 

ζε θακία πεξίπησζε κηα ελδειερή εμέηαζε ηνπ ζέκαηνο. Γόζεθε βάζε θπξίσο ζηελ 

ρξήζε ησλ πιένλ βαζηθώλ κνληέισλ πξνθεηκέλνπ λα θαηαζθεπαζηεί έλα βαζηθό 

κνληέιν πξνζνκνίσζεο. Απηό ζεκαίλεη πσο ππάξρνπλ πηπρέο ηνπ ζέκαηνο πνπ 

ρξήδνπλ πεξαηηέξσ κειέηεο θαη βειηίσζεο θαη ηηο νπνίεο ζα παξνπζηάζνπκε 

ζπλνπηηθά ηε ζπλέρεηα. 

Αξρηθά ζα κπνξνύζε λα βειηησζεί ην ίδην ην κνληέιν ηεο πξνζνκνίσζεο ώζηε 

λα ππνινγίδεη πνην ζσζηά θαη κε θαιύηεξε αθξίβεηα ηα επαγώκελα αεξνδπλακηθά 

κεγέζε. Η ζσζηή κνληεινπνίεζε ηνπ θαηλνκέλνπ είλαη αξθεηά δύζθνιν εγρείξεκα. 

Ωζηόζν κέζσ βειηηώζεσλ θαη δηνξζώζεσλ, ζα θαηαζηεί δπλαηό λα παξαηεξεζνύλ 

απνηειέζκαηα πνπ είλαη πνην θνληά ζηα ζεσξεηηθώο αλακελόκελα. 

Θα κπνξνύζε επίζεο ην κνληέιν πξνζνκνίσζεο λα ηξνπνπνηεζεί θαηαιιήισο 

έηζη ώζηε ζηηο εμηζώζεηο δπλακηθήο ηνπ αεξνζθάθνπο λα κελ ρξεζηκνπνηείηαη ην 

πξαγκαηηθό δηάλπζκα θαηάζηαζεο, αιιά ην εθηηκώκελν από ηα θαησπεξαηά θίιηξα 

θαη ην θίιηξν Kalman πνπ πεξηγξάθνληαη ζηηο αληίζηνηρεο εξγαζίεο ηεο αλαθνξάο 

[Beard, McLain, 2012]. Απηό ζα θάλεη ηελ πξνζνκνίσζε πνην ξεαιηζηηθή. 

Μία αθόκε πηπρή πνπ ζα κπνξνύζε λα θάλεη πνην ξεαιηζηηθή ηελ 

πξνζνκνίσζε είλαη ε εηζαγσγή πνην πνιύπινθσλ δηαηαξαρώλ αέξα ζην ζύζηεκα 

ησλ δύν αεξνζθαθώλ, θαζώο εκείο πινπνηήζακε ηελ απιή πεξίπησζε ηνπ ζηαζεξνύ 

αλόκνπ θαηά ηε βόξεηα θαηεύζπλζε. 

Δπίζεο ζα κπνξνύζε λα ρξεζηκνπνηεζεί έλα πνην αθξηβέο κνληέιν γηα ηελ 

αεξνδπλακηθή αιιειεπίδξαζεο ησλ δύν αεξνζθαθώλ, ην νπνίν λα βαζίδεηαη ζε πνην 

αθξηβή ζεσξία ζε ζρέζε κε ηελ θιαζηθή Θεσξία Φέξνπζαο Γξακκήο ηνπ Prandtl πνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε ζηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία. Έρνπλ εθπνλεζεί ζρεηηθέο εξγαζίεο 

όπσο ιόγνπ ράξε απηή ησλ [Brodecki, Subbarao, 2013]. 

Δπηπξνζζέησο ζα κπνξνύζε λα πινπνηεζεί ν βειηησκέλνο αιγόξηζκνο ESC ν 

νπνίνο θάλεη εθηίκεζε ηνπ δηαλύζκαηνο θιίζεσο ηεο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ηεο 

επαγώκελεο άλησζεο κε ρξήζε ηνπ EKF. Με ηνλ ηξόπν απηό ν αιγόξηζκνο ESC ζα 

ζπγθιίλεη πνην γξήγνξα θαη έηζη ν αθόινπζνο ζα ηνπνζεηείηαη ζην επηζπκεηό ζεκείν 

πίζσ από ηνλ αξρεγό ζε ιηγόηεξν ρξόλν. 
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Βειηηώζεσο ρξήζεη επίζεο θαη ν ειεγθηήο ηνπ ζρεκαηηζκνύ θαζώο θαη ν 

απηόκαηνο πηιόηνο ηνπ αθόινπζνπ. Καη ηα δύν απηά ζπζηήκαηα πινπνηήζεθαλ κε ηελ 

κέζνδν PID. Βειηησκέλε απόδνζε ζην κνληέιν ζα κπνξνύζε λα επηηεπρζεί εάλ 

ρξεζηκνπνηνύληαλ θάπνηα άιιε κε γξακκηθή ηερληθή ειέγρνπ. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α 

 

Φίληπο Kalman. 
 

Σν θίιηξν Kalman απνηειεί έλαλ πνιύ ηζρπξό καζεκαηηθό αιγόξηζκν, γηα ηελ 

εμαγσγή ηεο θαιύηεξεο δπλαηήο εθηίκεζεο ηεο ηηκήο κηαο κεηαβιεηήο, παξνπζία 

ζνξύβνπ. Πξνηάζεθε από ηνλ νκώλπκν ζπγγξαθέα, Rudolf Kalman, ην 1960 

[Kalman, 1960] θαη έθηνηε έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ζε πιεζώξα εθαξκνγώλ, κεηαμύ ησλ 

άιισλ θαη γηα ηα δηαζηεκηθά ηαμίδηα. Μία εμαηξεηηθή παξνπζίαζε ηεο κεζόδνπ κπνξεί 

λα βξεη θαλείο ζηηο αλαθνξέο [Beard, McLain 2012] θαη [Rhudy et al.,2017] κε βάζε 

ηηο νπνίεο ζα παξνπζηάζνπκε ηε κέζνδν. 

Η εθηίκεζε ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο ζε έλα ζύζηεκα δελ είλαη πάληνηε 

εθηθηή κε ηε ρξήζε θάπνηνπ αηζζεηήξα. Απηό είηε δηόηη ελδερνκέλσο λα κελ ππάξρεη 

θαηάιιεινο αηζζεηήξαο γηα κέηξεζε, είηε δηόηη νη ζπλζήθεο κέηξεζεο είλαη ηέηνηεο 

ώζηε λα κελ είλαη εθηθηή κηα απεπζείαο κέηξεζε. Ωο παξάδεηγκα κπνξνύκε λα 

ζεσξήζνπκε ηε κέηξεζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ελόο αθξνθπζίνπ θάπνηνπ ππξαύινπ, κηα 

πιεξνθνξία πνπ ζα κπνξνύζε λα ξπζκίζεη ηελ θαηαλάισζε θαπζίκνπ. Γηα ην ιόγν 

απηό έρνπλ αλαπηπρζεί δπλακηθά ζπζηήκαηα ηα νπνία θάλνπλ εθηίκεζε ηεο ηηκήο 

ησλ κεηαβιεηώλ θαηάζηαζεο θαη νλνκάδνληαη παξαηεξεηέο θαηάζηαζεο (state 

observers). 

Έζησ όηη έρνπκε έλα γξακκηθό ζύζηεκα ηεο κνξθήο: 

 

 ̇          (   ) 

 

       (   ) 

 

όπνπ   ην δηάλπζκα θαηάζηαζεο θαη       νη πίλαθεο δπλακηθήο ηνπ ζπζηήκαηνο. Σν 

ζύζηεκα ηνπ παξαηεξεηή θαηάζηαζεο ζα πξνβεί ζηελ εμαγσγή κηαο εθηίκεζεο ηνπ 

δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο, ηελ  ̂ θαη ε έμνδόο ηνπ ζα είλαη ην άζξνηζκα δύν όξσλ. 

Απηνί είλαη ε έμνδνο κε βάζε ην κνληέιν ηνπ ζπζηήκαηνο θαη έλαο όξνο δηόξζσζεο 

κε βάζε ηηο ιακβαλόκελεο από ηνπο αηζζεηήξεο κεηξήζεηο, πνιιαπιαζηαδόκελεο κε 

έλαλ παξάγνληα  : 

 

 ̇̂    ̂      (    ̂)   (   ) 

 

Οξίδνληαο ην ζθάικα παξαθνινύζεζεο σο  ̃     ̂ πξνθύπηεη όηη: 

 

 ̇̃  (    ) ̃   (   ) 

 

απηό ζεκαίλεη όηη ην ζθάικα παξαθνινύζεζεο  ̃ ζα ηείλεη εθζεηηθώο ζην  , εάλ ν 

παξάγνληαο   επηιεγεί έηζη ώζηε νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα      λα βξίζθνληαη ζην 

αξηζηεξό κηγαδηθό εκηεπίπεδν. Ο παξάγνληαο   νλνκάδεηαη θέξδνο παξαηεξεηή 

θαηάζηαζεο (observer gain) [Beard, McLain 2012]. 
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Σν θίιηξν Kalman απνηειεί νπζηαζηηθά κηα κεζνδνινγία γηα ηελ επηινγή ηεο 

βέιηηζηεο ηηκήο ηνπ θέξδνπο  . Η ιεηηνπξγία ηνπ ρσξίδεηαη ζε δύν θάζεηο, ηελ 

πξόβιεςε ηεο ηηκήο ηνπ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο θαη ηελ δηόξζσζε ηεο ηηκήο 

απηήο κε βάζε ηηο ιακβαλόκελεο ηηκέο από ηνπο αηζζεηήξεο. Με άιια ιόγηα, ην 

θίιηξν ρξεζηκνπνηώληαο ηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο, πξνβιέπεη πνηα είλαη ε 

ηξέρνπζα θαηάζηαζε θαη ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηώληαο ηηο κεηξνύκελεο από ηνπο 

αηζζεηήξεο ηηκέο, ηηο ζπγθξίλεη κε ηηο πξνβιεπόκελεο κεηξνύκελεο ηηκέο θαη 

δηνξζώλεη ηελ εθηίκεζε ηνπ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο [Rhudy et al.,2017]. 

Λόγσ ηνπ όηη νη αηζζεηήξεο ελόο ζπζηήκαηνο δεηγκαηνιεπηνύληαη αλα ηαθηά 

ρξνληθά δηαζηήκαηα, νη εμηζώζεηο     θαη     κπνξνύλ λα γξαθνύλ σο εμήο: 

 

 ̇            (   ) 

 

 , -    , -   , -   (   ) 

 

όπνπ   ε ρξνληθή ζηηγκή ηεο δεηγκαηνιεςίαο,  , -   (  ) ην  -ηνζηό δείγκα ηεο 

εμόδνη ηνπ ζπζηήκαηνο θαη  , - ην  -ηνζηό δείγκα ηνπ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο. Οη 

κεηαβιεηέο   θαη   είλαη δύν ηπραίεο κεηαβιεηέο κε κέζε ηηκή   θαη δηαζπνξά   θαη   

αληίζηνηρα. Ο όξνο   θαιείηαη ζόξπβνο δηαδηθαζίαο (process noise) θαη ν όξνο   

ζόξπβνο κέηξεζεο. Ο πξώηνο είλαη γεληθά άγλσζηνο θαη απνηειεί κηα παξάκεηξν 

ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ κπνξεί λα ξπζκηζηεί γηα ηελ θαιύηεξε απόδνζε ηνπ θίιηξνπ. ν 

δεύηεξνο κπνξεί λα εθηηκεζεί από ηα δεδνκέλα ησλ αηζζεηήξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο 

[Beard, McLain 2012]. 

Η επηινγή ησλ αλσηέξσ παξακέηξσλ επεξεάδεη ηελ απόδνζε ηνπ θίιηξνπ. 

Μεγάιε ηηκή ηνπ   ζεκαίλεη όηη ππάξρεη κεγάιε αβεβαηόηεηα ζην κνληέιν ηνπ 

ζπζηήκαηνο θαη επνκέλσο ην θίιηξν ζα πξνβεί ζε εθηίκεζε βαζηδόκελν πεξηζζόηεξν 

ζηηο κεηξήζεηο ησλ αηζζεηήξσλ. Αληίζηνηρα κεγάιε ηηκή ηνπ   ζεκαίλεη κεγάιε 

αβεβαηόηεηα ζηε κέηξεζε, ην νπνίν ζα θάλεη ην θίιηξν λα βαζηζηεί πεξηζζόηεξν ζηελ 

εθηίκεζε κε βάζε ηε δπλακηθή ηνπ κνληέινπ θαη λα δηνξζώλεη ιηγόηεξν κε βάζε ηηο 

κεηξνύκελεο από ηνπο αηζζεηήξεο ηηκέο [Rhudy et al.,2017]. 

Δθόζνλ ε δεηγκαηνιεςία γίλεηαη ζε δηαθξηηό ρξόλν, ε δπλακηθή ηνπ 

εθηηκώκελνπ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο θαη ε ελεκέξσζε (update) ηεο ηηκήο ηνπ 

δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο: 

 

 ̇̂    ̂       (   ) 

 

 ̂   ̂   ( (  )    ̂ )   (   ) 

 

όπνπ  ̂  θαη  ̂  ε λέα θαη ε πξνεγνύκελε ηηκή ηνπ εθηηκώκελνπ δηαλύζκαηνο 

θαηάζηαζεο. Οξίδνληαο ην ζθάικα παξαθνινύζεζεο  ̃     ̂, ν ζηόρνο είλαη ε 

δηαζπνξά   ηνπ ζθάικαηνο απηνύ λα είλαη όζν πνην κηθξή γίλεηαη. Απηό όπσο 

δείρλεηαη ζηελ αλαθνξά επηηπγράλεηαη κε θαηάιιειε επηινγή ηνπ θέξδνπο  . Η 

αλάιπζε κε βάζε ηελ νπνία πξνθύπηνπλ νη εμηζώζεηο πνπ ζα παξνπζηαζηνύλ ζηε 

ζπλέρεηα βξίζθεηαη ζηελ αλαθνξά [Beard, McLain 2012]. 

Καηά ηε θάζε ηεο πξόβιεςεο, δειαδή κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ κεηξήζεσλ, ε 

δηαζπνξά   κεηαβάιιεηαη ζύκθσλα κε ηε ζρέζε: 
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 ̇             (   ) 

 

Σε ζηηγκή πνπ ζα ιεθζεί κηα κέηξεζε από θάπνηνλ αηζζεηήξα, δειαδή ζηε θάζε ηεο 

δηόξζσζεο, ππνινγίδεηαη αξρηθά ε ηηκή ηνπ θέξδνπο   κε ηελ εμίζσζε: 

 

      (       )     (    ) 

 

όπνπ    ε ηηκή ηεο δηαζπνξάο ηε ρξνληθή ζηηγκή αθξηβώο πξηλ ηε κέηξεζε θαη ζηε 

ζπλέρεηα ππνινγίδεηαη ε λέα ηηκή ηεο δηαζπνξάο    σο εμήο: 

 

   (    )     (    ) 

 

Έηζη κε βάζε ηα αλσηέξσ, ε λέα ηηκή ηνπ εθηηκώκελνπ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο, 

πνπ είλαη θαη ε έμνδνο ηνπ θίιηξνπ Kalman, πξνθύπηεη από ηε ζρέζε: 

 

 ̂   ̂   ( (  )    ̂ )   (    ) 

 

όπνπ  ̂  θαη  ̂  ε πξνεγνύκελε θαη ε λέα ηηκή ηνπ δηαλύζκαηνο θαηάζηαζεο. 

ηηο πεξηζζόηεξεο εθαξκνγέο σζηόζν, δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο πεξηγξάθεηαη 

από κε γξακκηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, νη νπνίεο θαηά αληηζηνηρία κε ηηο     θαη     

γξάθνληαη σο: 

 

 ̇   (   )      (    ) 

 

 , -   ( , -  , -)   , -   (    ) 

 

ε απηή ηελ πεξίπησζε ζηηο εμηζώζεηο     έσο      ρξεζηκνπνηνύκε ηελ Ιαθσβηαλή 

ηεο   σο ηνλ πίλαθα   θαη ηελ Ιαθσβηαλή ηεο   σο ηνλ πίλαθα  . Η ηειεπηαία δε απηή 

πεξίπησζε είλαη απηό πνπ απνθαιείηαη Δθηεηακέλν Φίιηξν Kalman (Extended 

Kalman Filter) [Beard, McLain 2012], [Rhudy et al.,2017]. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Β 

 

Μονηέλα πποζομοίυζηρ. 
 

ηηο εηθόλεο πνπ αθνινπζνύλ θαίλεηαη ε αξρηηεθηνληθή ησλ κνληέισλ 

MATLAB®/Simulink ηνπ αξρεγνύ ηνπ ζρεκαηηζκνύ (εηθόλα    ), ηνπ αθόινπζνπ ηνπ 

ζρεκαηηζκνύ (εηθόλα    ) θαη ηνπ κπιόθ Leader Follwer Formation (εηθόλα    ). 

 

 
 

Δηθόλα B.1 Σν κνληέιν πξνζνκνίσζεο ηνπ αξρεγνύ ηνπ ζρεκαηηζκνύ. 
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Δηθόλα B.2 Σν κνληέιν πξνζνκνίσζεο ηνπ αθόινπζνπ ηνπ ζρεκαηηζκνύ. 
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Δηθόλα B.3 Σν κνληέιν πξνζνκνίσζεο ηνπ ζρεκαηηζκνύ ησλ δύν αεξνζθαθώλ. 


