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Τι κάνει τη ϕύση να
συµπεριφέρεται έτσι ; Πιστεύω πως
οφείλεται στο ότι η ϕύση είναι απλή
και γι΄ αυτό πολύ όµορφη !

Ρίτσαρντ Φάινµαν



Αφιερώνεται

Στη Μυρτώ,
Στους Γονείς µου
Στα Αδέρφια µου
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Αναλυτική και Αριθµητική Μελέτη της Χαοτικής ∆υναµικής
Συµπεριφοράς Βιολογικού Μοντέλου για την Περιγραφή της

Μετακίνησης της Πρωτεΐνης Tlr4 στο Εσωτερικό του Κυττάρου

Ανδρέας Σοφιανός

Περίληψη

Το Μοντέλο του Λόρενζ έχει αποτελέσει πηγή έµπνευσης και εξονυχιστικής µελέτης σε πολ-
λές εργασίες προπτυχιακού και µεταπτυχιακού επιπέδου. ΄Ισως σε µικρότερο ϐαθµό να
έχουν απασχολήσει τα παρόµοια µε το Λόρενζ µοντέλα που απαντώνται στη ϐιβλιογραφία
µε τον όρο Lorenz-like Συστήµατα. Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία επιχειρεί να παρου-
σιάσει και να µελετήσει πολλά από τα συµπεράσµατα της ανάλυσης των προηγούµενων
συστηµάτων σε ένα όµοιο µε το Λόρενζ Μοντέλο, αυτό της περιγραφής της µετακίνησης
της πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου.

Η µελέτη µας αποτελεί την πρώτη εκτεταµένη ανάλυση από µαθηµατική σκοπιά του
συγκεκριµένου ϐιολογικού µοντέλου. Παρουσιάζουµε συνοπτικά το Μοντέλο του Λόρενζ
και τα όµοια µε αυτό καθώς παρέχουν τη µεθοδολογική ϐάση προσέγγισης του ϐιολογικού
µοντέλου µας. ∆ιερευνάται η δυνατότητα το εν λόγω µοντέλο µέσω πιθανού µετασχηµατι-
σµού οµοιότητας να αναχθεί σε κάποιο εκ των Λόρενζ, Τσεν, Λου ή Ζου. Παρουσιάζεται η
ανάλυση της ευστάθειας του συστήµατος, η αριθµητική και αναλυτική ανάλυση διακλάδω-
σης µίας και δύο παραµέτρων. Αυτή η διερεύνηση υποδεικνύει την ύπαρξη οµοκλινικής
διακλάδωσης η οποία εντοπίζεται αριθµητικά. Η οµοκλινική διακλάδωση οδηγεί στην εµ-
ϕάνιση οµοκλινικής έκρηξης η οποία αποδεικνύεται ότι γεννά το σύνολο της χαοτικής
συµπεριφοράς του συστήµατος. Τέλος παρουσιάζεται συνοπτικά η αναλυτική εύρεση της
οµοκλινικής τροχιάς µε τη χρήση της µεθόδου των απροσδιόριστων συντελεστών.

Ανεξάρτητα από πλευρές της έρευνας που ϐρίσκονται σε εξέλιξη η παρούσα ∆ιπλωµατι-
κή Εργασία παρουσιάζει το µοντέλο µε πληρότητα, εκτεταµένα και στην αλληλοσυσχέτισή
του µε τα όµοια µε αυτό µοντέλα. Τυχόν λάθη και παραλείψεις ϐαραίνουν αποκλειστικά
το γράφοντα.
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Analytical and Numerical Analysis on the Chaotic Behaviour of the
Biological Model that Describes the Trafficking of the Tlr4 Protein

in the Cell

Ανδρέας Σοφιανός

Abstract

The Lorenz Model has been a source of inspiration and in-depth study in many under-
graduate and postgraduate theses. Lorenz-like models found in bibliography entitled
Lorenz-like Systems may have been less concerned. This Thesis attempts to present
and study many of the conclusions of the analysis of the previous systems in a similar
model to the Lorenz one, that describes the movement of the TLR4 protein within the
cell.

Our study is the first extensive mathematical analysis of this biological model. We
briefly present the Lorenz Model and the Lorenz - like ones as they provide the method-
ological basis for approaching our biological model. The possibility of this model being
reduced to one of Lorenz, Chen, Lü or Zhou through a possible similarity transfor-
mation is explored. The stability analysis of the system is presented along with the
numerical and analytical analysis of the branching of one and two parameters. This
research indicates the existence of homoclinic branching which is located numerically.
Homoclinic branching leads to the occurrence of a homoclinic explosion which proves
that gives birth to the chaotic behavior of the system. Finally, the detailed finding of
the homoclinic trajectory using the method of undetermine coefficients is presented.

Regardless of the aspects of the research that are in progress, this Thesis presents
the model in full, extensively and in its interrelation with similar models. Any mistakes
and omissions are the sole responsibility of the writer.
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Πρόλογος

Το ϑέµα της παρούσας ∆ιπλωµατικής Εργασίας ϐρίσκεται σε άµεση σύνδε-
ση µε το προσωπικό ενδιαφέρον για µία σειρά από µαθήµατα στο επιστη-
µονικό αντικείµενο των ∆υναµικών Συστηµάτων (γραµµικών και µη), της
Θεωρίας ∆ιακλαδώσεων και της Θεωρίας του Χάους που παρακολούθησα
κατά τα προπτυχιακά και µεταπτυχιακά µου χρόνια.

Ο πυρήνας της ∆ιπλωµατικής Εργασίας περιλαµβάνει το σύνολο σχεδόν
της ερευνητικής συνεργασίας που είχα µε τον κ.Κωνσταντίνο Σιέττο Ανα-
πληρωτή Καθηγητή του Πανεπιστηµίου της Νάπολης σχετικά µε τη διερε-
ύνηση της χαοτικής συµπεριφοράς του ϐιολογικού µαθηµατικού µοντέλου
της µετακίνησης της πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου. Η πα-
ϱούσα εργασία πραγµατοποιήθηκε τον πρώτο χρόνο του µεταπτυχιακού,
παράλληλα µε τις παρακολουθήσεις των µαθηµάτων του προγράµµατος
και ολοκληρώθηκε τον Οκτώβριο του 2020. Πλευρές αυτής της συνεργα-
σίας έχουν παρουσιαστεί από τον γράφοντα στα συνέδρια Dynamics Days
Europe, 6th Dynamics Days Central Asia και 13th Chaotic Modeling and
Simulation International Conference.

Η παρουσίαση πλευρών αυτής της δουλειάς δεν ϑα είχε πάρει τη µορφή
µιας Μεταπτυχιακής ∆ιπλωµατικής Εργασίας χωρίς την συµβολή του επι-
ϐλέποντα κ.Βασίλειου Ρόθου Καθηγητή του Αριστοτέλειου Πανεπιστηµίου
Θεσσαλονίκης. Η ϐοήθεια και η ελευθερία που µου παραχώρησε για να
δουλέψω ήταν καθοριστικές για την ενίσχυση της ερευνητικής δουλειάς,
την διαµόρφωσή της, τον εµπλουτισµό της, καθώς και την ολόπλευρη και
αναλυτική παρουσίαση που πρέπει να έχει το επιστηµονικό αντικείµενο
όταν συγκροτεί µία διπλωµατική εργασία.

Υπάρχουν αρκετές πλευρές που προέκυψαν από τη µελέτη και ϑα µπο-
ϱούσαν να αποτελέσουν αντικείµενο µελλοντικής έρευνας. Ενδιαφέρον
παρουσιάζουν οι σχετικές αναφορές του πρώτου κεφαλαίου καθώς και η
ανάλυση που γίνεται στις τελευταίες ενότητες του έκτου. Τα αντίστοιχα
κοµµάτια και αντικείµενα µελέτης είναι ιδιαίτερα ϕτωχά στην ελληνική ϐι-
ϐλιογραφία. Στην παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία εκτιµάµε ότι παρατίθεται
µία πλήρης ϐιβλιογραφία για τη µελέτη των λεγόµενων Lorenz-like Συστη-
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Πρόλογος

µάτων, κάτι που µπορεί να ϕανεί χρήσιµο σε µελλοντικούς προπτυχιακούς
και µεταπτυχιακούς ϕοιτητές που ϑα ήθελαν να καταπιαστούν µε το ϑέµα.
Παρουσιάζουµε τέλος τη διάρθρωση της ∆ιπλωµατικής Εργασίας.

Στο 1ο Κεφάλαιο δίνονται ορισµένες γενικές παρατηρήσεις σχετικά µε
τα δυναµικά συστήµατα και τη ϑεωρία του χάους. Παρουσιάζεται η ιστο-
ϱική εξέλιξη των απόψεων και των διαφόρων µαθηµατικών ϑεωριών µέχρι
την τελική διαµόρφωση της Θεωρίας του Χάους τη δεκαετία του ′70 και του
′80. Η ενότητα 1.3 καταπιάνεται µε µία σύντοµη αναφορά στις ϕιλοσοφικές
και µεθοδολογικές προεκτάσεις µέσα από παρατηρήσεις και τοποθετήσεις
των διαφόρων εµπλεκόµενων στη διαµόρφωση της Θεωρίας του Χάους. Α-
ϕετηρία για αυτή την προσθήκη στάθηκαν τα ενδιαφέροντα άρθρα πάνω
στο ϑέµα των Οµότιµων Καθηγητών Ευτύχη Μπιτσάκη και Τάσου Μπούντη
καθώς και το αντίστοιχο κεφάλαιο της ∆ιπλωµατικής Εργασίας µε τίτλο «Η
Επιστήµη των Μαθηµατικών υπό την Οπτική του ∆ιαλεκτικού Υλισµού : µία
Οντολογική-Γνωσιολογική Θεώρηση» του Βασίλη Λιόση.

Στο 2ο Κεφάλαιο παραθέτουµε την απαραίτητη µαθηµατική εισαγωγή
στις έννοιες που χρησιµοποιούµε στη συνέχεια της διπλωµατικής εργασίας.
Η παρουσίαση αυτή είναι σύντοµη και προσαρµοσµένη στις συγκεκριµένες
ανάγκες που γεννήθηκαν κατά τη διερεύνηση του εν λόγω µοντέλου απο-
ϕεύγοντας να πλατιάσουµε µε έννοιες που κάποιος µπορεί εύκολα να ϐρει
σε ένα καλό εγχειρίδιο δυναµικών συστηµάτων.

Το 3ο Κεφάλαιο καταπιάνεται µε το Μοντέλο του Λορενζ. Το σύστηµα
των διαφορικών εξισώσεων του Λόρενζ αποτελεί και το ϐασικό µεθοδολογι-
κό πλαίσιο σύµφωνα µε το οποίο γίνεται η προσέγγιση και ανάλυση του
µοντέλου της µετακίνησης της πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου.
Αρχικά δίνουµε το απαραίτητο ιστορικό πλαίσιο γέννησης του Μοντέλου
του Λόρενζ, παρουσιάζουµε σύντοµα την µαθηµατική ανάλυση του µο-
ντέλου και τέλος παραθέτουµε τα αποτελέσµατα της έρευνας σχετικά µε
τη µετάβαση από την ασταθή στην ευσταθή χαοτική συµπεριφορά.

Στο 4ο Κεφάλαιο δίνουµε το ϕυσικό περιεχόµενο του Μοντέλου Με-
τακίνησης της Πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου µέσα από την
ανάλυση του συστήµατος των τριών διαφορικών εξισώσεων που το περι-
γράφουν. Η παρουσίαση του Μοντέλου από τη ϐιολογική του σκοπιά καθώς
και η συσχέτισή του µε το ϕαινόµενο της σήψης στον ανθρώπινο οργανισµό
κρίνεται απαραίτητη για την πληρέστερη παρουσίαση του ϑέµατος. Ανα-
ϕέρουµε και εδώ ότι η παρουσίαση αυτή γίνεται από έναν µη ειδικό στο
πεδίο της κυτταρικής ϐιολογίας και χωρίς να προχωράµε σε ϐάθος σε αυ-
τή την πλευρά του µοντέλου. Εξαρχής η πρόθεσή µας ήταν να σταθούµε
στην µαθηµατική ανάλυση του µοντέλου και το µηχανισµό που οδηγεί στην
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Πρόλογος

χαοτική συµπεριφορά.
Μία πολύ σηµαντική πλευρά που αφορά την οικογένεια των όµοιων µε

το Λόρενζ Μοντέλων ή αλλιώς Lorenz-like Systems (όπως απαντώνται στην
Αγγλική ϐιβλιογραφία), δίνεται στο 5ο Κεφάλαιο. Παρουσιάζουµε γενικά
την έννοια των όµοιων µε το Λόρενζ µοντέλων και αναλύουµε τα ϐασικά
εξ αυτών. Επιλέξαµε να παρουσιάσουµε εδώ τις πληροφορίες σχετικά µε
αυτά τα µοντέλα έτσι ώστε να κάνουµε και µία σύντοµη παρουσίαση των
οµοιοτήτων τους καθώς και την δυνατότητα κάτω από προϋποθέσεις να
µεταβούµε από το ένα στο άλλο. Η µετάβαση αυτή γίνεται κάτω από συγκε-
κριµένους µετασχηµατισµούς οµοιότητας και για συγκεκριµένες τιµές των
παραµέτρων. Περιγράφοντας αυτό το πλαίσιο ϑα µπορέσουµε να παρου-
σιάσουµε και την διερεύνηση που κάναµε για το αν το µοντέλο µας είναι
κάποιο από τα τρία ϐασικά Lorenz-like Μοντέλα. Η απάντηση σε αυτό το
ερώτηµα είναι αρνητική και παρουσιάζεται εκτενώς στην αντίστοιχη ενότητα
του 5ου Κεφαλαίου.

Το 6ο Κεφάλαιο αποτελεί και το ϐασικό κοµµάτι της µαθηµατικής α-
νάλυσης του Μοντέλου Μετακίνησης της Πρωτεϊνης Tlr4 στο εσωτερικό του
κυττάρου. Αφορά την πρωτόλεια έρευνα που έγινε στο εν λόγω µοντέλο
σχετικά µε την µελέτη των διακλαδώσεων του συστήµατος και το µηχανι-
σµό που οδηγεί στη χαοτική συµπεριφορά. Αποδεικνύεται ότι η Χαοτική
συµπεριφορά οφείλεται στο µηχανισµό της Οµοκλινικής ΄Εκρηξης.

Στο 7ο Κεφάλαιο συνοψίζονται όλα τα παραπάνω συµπεράσµατα που
προέκυψαν από τη µελέτη µας.

Τέλος στο Παράρτηµα αναφέρουµε σε συντοµία τα ϐασικά στοιχεία του
Πακέτου MatCont και µία συνοπτική παρουσίαση της εν λόγω ϐιβλιογρα-
ϕίας που µπορεί να ϕανεί χρήσιµη σε κάποιον που ϑα ήθελε να µάθει το
πακέτο.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Εκεί που αρχίζει το χάος σταµατούν
οι κλασικές επιστήµες. Γιατί, όσο
καιρό ο κόσµος είχε ϕυσικούς που
ερευνούσαν τους νόµους της ϕύσης
έπασχε από µία σηµαντική άγνοια
σχετικά µε την αταξία στην
ατµόσφαιρα, στη στροβιλώδη
ϑάλασσα, στις αυξοµοιώσεις των
πληθυσµών που Ϲούσαν σε άγρια
κατάσταση, στις ταλαντώσεις της
καρδιάς και του εγκεφάλου. Η µη
κανονική πλευρά της ϕύσης, η
ασυνεχής και ασταθής πλευρά -
αυτές έχουν γίνει γρίφοι για την
επιστήµη ή ακόµα χειρότερα
τερατωδίες.

Τζέιµς Γκλέικ

1.1 Η Γοητεία του Χάους

Με αυτά τα λόγια ο Τζέιµς Γκλέικ επιχειρεί να αποτυπώσει την τοµή που
επέφερε η ϑεωρία του χάους στην συνείδηση των ανθρώπων [1]. Η επίδραση
της Θεωρίας του Χάους, των Φράκταλς και των ∆υναµικών Συστηµάτων
ξεφεύγει του αποκλειστικού ενδιαφέροντος της επιστηµονικής κοινότητας.
Η επίδραση των εννοιών και των συµπερασµάτων τους αγγίζει ένα κοµµάτι
κόσµου που συνεχώς διευρύνεται. Σηµαντικό ϱόλο σε αυτό αποτέλεσαν
ορισµένα πολύ ενδιαφέροντα ϐιβλία εκλαϊκευσης των εννοιών αυτών όπως
τα [1, 2, 3, 4].

΄Ενα από τα πιο γοητευτικά χαρακτηριστικά της «νέας» αυτής επιστήµης
είναι ότι ϐρίσκεται σε µία διαρκή κίνηση. Τα ϕαινόµενα που ερµηνεύει ή
καλείται να ερµηνεύσει διαρκώς αλλάζουν, εξελίσσονται, κάτι που προσεγ-
γίζει πιο γλαφυρά την πραγµατική Ϲωή. ΄Ισως οι έννοιες αυτές απο µόνες
τους να προκαλούν το ενδιαφέρον και να συναρπάζουν τον αναγνώστη. Το
πραγµατικό όµως ενδιαφέρον ϐρίσκεται αν κοιτάξουµε πίσω από την «κουρ-
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τίνα», στον συναρπαστικό κόσµο που ανοίγεται µε τη µαθηµατική µελέτη
της Θεωρίας του Χάους, των Φράκταλς και των ∆υναµικών Συστηµάτων.

Η εφαρµογή αυτών των εννοιών ξεπερνάει τα στενά όρια της απλής µα-
ϑηµατικής µελέτης και όπως κάθε «καλή» επιστηµονική ϑεωρία απαντάει
σε προηγούµενα ερωτήµατα, γεννάει νέα και ϐρίσκει εφαρµογές στη Ϲω-
ή. Οι εφαρµογές της ϑεωρίας του χάους ϐρίσκονται κυριολεκτικά παντού,
στη ϕυσική, στη ϐιολογία, στη µηχανική, στις κοινωνικές επιστήµες, στην
ιστορία, στη µοντελοποίηση συστηµάτων, σε πολύπλοκα συστήµατα και σε
πολλούς άλλους ακόµα τοµείς [5, 79]. Είτε κάποιος αποφασίσει να ϐου-
τήξει σε αυτή τη γωνιά της γνώσης είτε να καθίσει αναπαυτικά στο σαλόνι
του µε κάποιο από τα πολλά ϐιβλία εκλαϊκευµένης επιστήµης το σίγουρο
είναι ότι ϑα ξεκινήσει ένα συναρπαστικό ταξίδι.

1.2 Ιστορική Αναδροµή

Στην παραπάνω ανάλυση έχει ενδιαφέρον να προσθέσουµε µία συνοπτική
παρουσίαση της ιστορικής διαδροµής των εννοιών του ντετερµινισµού, της
τυχαιότητας και της πρόβλεψης. Αποτελούν έννοιες που επηρεάστηκαν ϑε-
µελειακά από την επιστήµη της ϑεωρίας του χάους. Για µια πιο αναλυτική
παρουσίαση κάποιος µπορεί να δει στο [6] µαζί µε τη σχετική ϐιβλιογρα-
ϕία. Η ανάλυση που ακολουθεί ϐασίζεται σε µεγάλο ϐαθµό στην εν λόγω
εργασία.

Η αρχαιοελληνική σκέψη αποτελεί ένα µεγάλο κεφάλαιο για τις έννοιες
αυτές. Επιλέγουµε να παρουσιάσουµε τις απόψεις για τα συγκεκριµένα
ϑέµατα του Πλάτωνα, του Αριστοτέλη και του ∆ηµόκριτου. Ο Πλάτωνας
στην κοσµολογία του, δίνει µία έµµεση ιδέα για το πώς αντιλαµβανόταν τη
σύνδεση τάξης και χάους. Στην αρχή, κατά τον Πλάτωνα, υπάρχει το «πα-
ϱάδειγµα» δηλαδή ένα πρότυπο, ένα αιώνιο και ακαθόριστο «κάτι». Αυτό
ακριβώς το ακαθόριστο «κάτι» µπαίνει σε τάξη και ϱυθµό από το Θεό, κάτι
που σηµαίνει πως ϐρισκόταν σε αταξία και σε χαοτική κατάσταση. Ο Αρι-
στοτέλης έχει µια διαφορετική αντίληψη για τα πράγµατα. Ο Αριστοτέλης
δίνει πρωταγωνιστικό ϱόλο στην αιτία. Κατά τον Αριστοτέλη οφείλουµε να
εξηγήσουµε την ύπαρξη του αισθητού κόσµου και την αρχή της κίνησης. Ο
Αριστοτέλης προσπαθεί να δώσει το δικό του πρότυπο µέσα από την έννοια
της εντελέχειας, δηλαδή δίνει µια ερµηνεία του κόσµου τελολογική. Ο ∆η-
µόκριτος δεχόταν ότι η κίνηση των ατόµων είναι προδιαγεγραµµένη και ότι
δεν παρεκκλίνει από την ευθεία. Αυτή η αντίληψη οδηγούσε σε µια «αυ-
στηρή» αιτιοκρατία. ΄Οπως διδάσκουν οι ατοµικοί (το απόφθεγµα συνήθως
αποδίδεται στο Λεύκιππο), τίποτα δε γίνεται τυχαία, αλλά από κάποια αιτία
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και υπό την πίεση κάποιας ανάγκης.
Η επόµενη κοµβική χρονική περίοδος που καθόρισε την επιστηµονική

σκέψη περιλαµβάνει µεγάλους επιστήµονες όπως οι Καρτέσιος, Λάιµπνιτς,
Νεύτωνας, Λαπλάς και το µεγάλο κεφάλαιο στην ϑεωρία του χάους που
ακούει στο όνοµα Πουανκαρέ.

Ο Καρτέσιος ήταν αυτός που άνοιξε το δρόµο για την αναγωγική αντίληψη
των πραγµάτων. ΄Οταν λέµε αναγωγική αντίληψη εννοούµε εκείνη τη µε-
ϑοδολογική αρχή η οποία ϑεωρεί εφικτή και αναγκαία την πλήρη αναγωγή
ανώτερων ϕαινοµένων σε κατώτερα. Σύµφωνα µε τον Καρτέσιο προϋπόθεση
γνώσης του κόσµου είναι η γνώση πρώτα απ’ όλα των επιµέρους τµηµάτων
του. ΄Οταν το µέρος γίνεται γνωστό τότε µε µια διαδικασία ολοκλήρωσης
γίνεται γνωστό και το όλο. Αυτή του η άποψη διατυπώνεται στο δεύτερο
κανόνα της Μεθόδου, σύµφωνα µε τον οποίο πρέπει «να διαιρώ την καθε-
µιά από τις δυσκολίες που ϑα εξετάζω σε όσα τεµάχια είναι δυνατόν και
χρειάζεται για να τη λύσω καλύτερα». Ο Νεύτωνας µε τη σειρά του µπορεί
να µη διατύπωσε τις απόψεις του µε το συστηµατικό τρόπο που το έκαναν
άλλοι επιστήµονες, όµως το επιστηµονικό του έργο επηρέασε ϐαθιά τις δι-
άφορες επιστήµες. ∆ιατυπώνοντας το νόµο της παγκόσµιας έλξης, ενίσχυσε
την αντίληψη τόσο της αιτιοκρατίας όσο και του αναγωγισµού.

Ο Λαπλάς στη συνέχεια ήταν εκείνος που µε πολύ χαρακτηριστικό τρόπο
διατύπωσε ένα συλλογισµό από τον οποίο αναδύεται ένας µηχανιστικός
ντετερµινισµός. Σύµφωνα µε αυτήν την άποψη: «Την τωρινή κατάσταση
του σύµπαντος πρέπει να τη ϑεωρούµε αποτέλεσµα της προηγούµενης και
αιτία της κατάστασης που ϑα ακολουθήσει. Μια διάνοια που σε ορισµένη
στιγµή ϑα γνώριζε όλες τις δυνάµεις που εµψυχώνουν τη ϕύση και τη ϑέση
των όντων που την αποτελούν και αρκετά πλατιά για να υποβάλλει αυτά
τα δεδοµένα στη µαθηµατική ανάλυση, ϑ΄ αγκάλιαζε µέσα στον ίδιο τύπο
τις κινήσεις των µεγαλύτερων σωµάτων του σύµπαντος και τις κινήσεις του
ελαφρότερου ατόµου. Τίποτα δε ϑα ήταν αβέβαιο γι’ αυτήν, και το µέλλον,
όπως και το παρελθόν, ϑα ήταν παρόν µπροστά στα µάτια της» [7].

Ο Πουανκαρέ ήταν αυτός που έβαλε τα ϑεµέλεια της Θεωρίας του Χάους.
Η επίδρασή του ϕαίνεται και σε αρκετά από τα επόµενα κεφάλαια της ∆ι-
πλωµατικής Εργασίας. Ο Πουανκαρέ το 1887 προσπαθώντας να λύσει
το πρόβληµα των τριών σωµάτων ανακάλυψε πως οι εξισώσεις της κλασι-
κής µηχανικής ήταν αδύνατο να λυθούν µε τις µέχρι τότε γνωστές µαθη-
µατικές µεθόδους. Με άλλα λόγια απέδειξε ότι και στα απλούστερα των
προβληµάτων της Μηχανικής και της Αστρονοµίας, υπάρχουν στο χώρο
των ϕάσεών τους, δηλαδή στο χώρο όλων των δυνατών ϑέσεων και ταχυ-
τήτων του συστήµατος της κλασικής µηχανικής- περιοχές όπου οι λύσεις
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εξαρτώνται και µάλιστα µε τρόπο αποφασιστικό από τις αρχικές συνθήκες.
Η συµπεριφορά δηλαδή ενός συστήµατος αργά ή γρήγορα ϑα µεταβληθεί
όταν µεταβληθούν και οι αρχικές συνθήκες. Το συµπυκνωµένο συµπέρα-
σµα του Πουανκαρέ έχει ως εξής : «Αν µπορούσαµε να ξέρουµε επακριβώς
τους νόµους της ϕύσης και την κατάσταση του σύµπαντος στην αρχική του
στιγµή, ϑα µπορούσαµε να προβλέψουµε επακριβώς την κατάσταση αυτού
του ίδιου σύµπαντος σε µια µεταγενέστερη χρονική στιγµή. Αλλά ακόµα
κι αν οι ϕυσικοί νόµοι δεν είχαν άλλα µυστικά από εµάς, ϑα µπορούσαµε
να ξέρουµε την αρχική κατάσταση µόνο κατά προσέγγιση. Αν αυτό µας
επέτρεπε να προβλέψουµε τη µεταγενέστερη κατάσταση µε τον ίδιο ϐαθ-
µό προσέγγισης ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι το ϕαινόµενο υπόκειται σε
νόµους. ΄Οµως το Ϲήτηµα δεν είναι πάντα έτσι : υπάρχει περίπτωση οι πολύ
λεπτές διαφορές στις αρχικές συνθήκες, να παράγουν πολύ µεγάλες διαφο-
ϱές στα τελικά ϕαινόµενα. Η πρόβλεψη τότε γίνεται αδύνατη και ϑα έχουµε
το ϕαινόµενο της τύχης» [8].

1.3 Φιλοσοφικές και Μεθοδολογικές Παρατηρήσεις

Η Θεωρία του Χάους προκάλεσε µία επιστηµονική τοµή µε άµεσες ϕιλο-
σοφικές και µεθοδολογικές προεκτάσεις. Οι συζητήσεις αυτές έφεραν στην
επιφάνεια ϑεµελιώδη ερωτήµατα που αποτελούν για αιώνες πεδίο αντιπα-
ϱάθεσης στην ϕιλοσοφία. Χωρίς να ϑέλουµε να µπούµε σε ϐάθος σε αυτές
τις αναζητήσεις ϑα σταθούµε στην πιο προβεβληµένη αυτών των συζητήσε-
ων πλευρά που αποτελεί αυτή της αποδοχής ή µη του ντετερµινισµού στη
ϑεωρία του χάους και τη σχέση του µε την ικανότητα πρόβλεψης.

΄Οπως ϑα ϕανεί στη συνέχεια, αν και είναι δύσκολο να οµαδοποιηθούν
οι απόψεις διάφορων επιστηµόνων, η τάση είναι η αποδοχή του ντετερµι-
νισµού για τις περισσότερες των περιπτώσεων. Η ϐασική προέκταση αυτής
της παραδοχής αφορά στην δυνατότητα πρόβλεψης ή στην ερµηνεία αυτής
της αδυναµίας. Σε όλες τις περιπτώσεις η µαθηµατική τοποθέτηση αντικα-
τοπτρίζεται σε µία τάση είτε προς ένα ϕιλοσοφικό ϱεαλισµό είτε προς τον
αγνωστικισµό. ∆εν επιχειρούµε να ϑίξουµε στο ελάχιστο ένα τέτοιο πρόβλη-
µα καθώς αποτελεί ένα ξεχωριστό πεδίο επιστηµονικής έρευνας που µπορεί
να τροφοδοτήσει µε την αντίστοιχη µεθοδολογία την ερµηνεία τέτοιων απο-
τελεσµάτων.

΄Ενα «ϕιλοσοφικό παράδοξο» που αναδεικνύει ορισµένες δυσκολίες στην
προσέγγιση και την ερµηνεία χαοτικών ϕαινοµένων είναι το ακόλουθο:
Στην ερµηνεία πολλών χαοτικών ϕαινοµένων πολλές ϕορές τονίζεται η αδυ-
ναµία πρόβλεψης και η αποσύνδεση του ντετερµινισµού µε την δυνατότητα
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πρόβλεψης. Την ίδια στιγµή όµως η µελέτη τέτοιων ϕαινοµένων από τη
Θεωρία του Χάους παρέχει πιο ακριβή αποτελέσµατα από την εφαρµογή
των κλασικών µεθόδων - χαρακτηριστικό τέτοιο παράδειγµα είναι ϕαινόµε-
να που περιγράφονται µε τη ϐοήθεια χρονοσειρών καθώς και άλλες περι-
πτώσεις υψηλής ευαισθησίας στις αρχικές συνθήκες. Κλείνουµε αυτή τη
µικρή ενότητα παραθέτοντας τις απόψεις διαφόρων επιστηµόνων στο ϕιλο-
σοφικό ερώτηµα για το τί είναι τελικά η Θεωρία του Χάους.

� Ο Τ.Μπούντης αναφέρει, «Φαίνεται ότι ο κόσµος είναι κατά κύριο
λόγο αιτιοκρατικός και περιγράφεται από ντετερµινιστικά συστήµατα
εξισώσεων, η οµορφιά του όµως και τα απρόοπτα και γοητευτικά µυ-
στικά του δε ϑα λείψουν ποτέ, αφού ϑα είναι πάντοτε κρυµµένα µέσα
στις χαοτικές περιοχές της µη γραµµικής µαθηµατικής περιγραφής
του» [9].

� Ο Θ.Χριστίδης υποστηρίζει ότι, «Οι νόµοι που ορίζουν την κίνηση του
συστήµατος είναι ασφαλώς αιτιοκρατικοί, αλλά η εξέλιξη του συστήµα-
τος δεν καθορίζεται µόνον από την αναγκαιότητα πλέον, αλλά, καθώς,
είπαµε, στα σηµεία διακλάδωσης οι τυχαίες διακυµάνσεις καθορίζουν
την επιλογή ανάµεσα σε περισσότερες δυνατές καταστάσεις, στην εξέλι-
ξη του συστήµατος ϕαίνεται να εµπλέκεται και ο παράγοντας τύχη»
[10].

� Ο Ι.Στιούαρτ γράφει στο ϐιβλίο του «Παίζει ο Θεός Ϲάρια ;», «Η λα-
µπρότατη ϕωτεινή ακτίνα την οποία εκπέµπει το χάος, εστιάζεται πάνω
στη ϕύση της πολυπλοκότητας. Ξέρουµε τώρα ότι οι απλές εξισώσεις
µπορεί να έχουν απλές ή πολύπλοκες λύσεις. Οι πολύπλοκες εξισώσεις
µπορεί να έχουν απλές ή πολύπλοκες λύσεις. Εκείνο που ελέγχει τη
σχέση ανάµεσα στην εξίσωση και στη λύση, ανάµεσα στο µοντέλο και
στη συµπεριφορά του, δεν είναι η µορφή, αλλά η σηµασία της εξίσω-
σης. Πού µας οδηγεί άραγε ο ϕανός του χάους ; ∆εν ξέρουµε. Ποιο
είναι το µέλλον του χάους ; Χάνεται µέσα στο σκοτάδι» [11].

� Ο Ι.Πριγκοζίν αποτελεί ίσως τον κατεξοχήν επιστήµονα ο οποίος εκτός
της σηµαντικής συµβολής του στη µαθηµατική ϑεµελίωση της ϑεωρίας
του χάους, έχει καθοριστική συµβολή και στην ϕιλοσοφική συζήτηση
γύρω από αυτή. Τα δύο κύρια έργα του γραµµένα και µε την Βελγίδα
Φιλόσοφο Ισαµπέλ Στέντζερς είναι το «Το Τέλος της Βεβαιότητας» [3] και
«Τάξη Μέσα από το Χάος» [12]. Χαρακτηριστικά αναφέρει, «Καµία δια-
τύπωση των νόµων της ϕυσικής δε ϑα κατορθώσει ποτέ να ικανοποιήσει
την ανάγκη µας να κατανοήσουµε τη ϕύση, αν δε λαµβάνει υπόψη τον
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Εισαγωγή Κεφάλαιο 1

εποικοδοµητικό ϱόλο του χρόνου» ενώ σε άλλο σηµείο «...οι µη ανα-
στρέψιµες διαδικασίες περιγράφουν ϑεµελιώδεις ιδιότητες της ϕύσης.
Μας επιτρέπουν να κατανοήσουµε το σχηµατισµό δοµών έκλυσης µα-
κράν της ισορροπίας. Οι εν λόγω διαδικασίες δε ϑα ήταν δυνατές σε ένα
κόσµο που ϑα ϱυθµιζόταν από τους αναστρέψιµους νόµους της κλασι-
κής ή της κβαντικής µηχανικής. Οι δοµές έκλυσης προϋποθέτουν το
ϐέλος του χρόνου. Επιπλέον, δε ϑα µπορούσαµε να κατανοήσουµε την
εµφάνισή τους µε προσεγγίσεις τις οποίες ϑα εισαγαγαµε εµείς στους
νόµους που είναι αναστρέψιµοι ως προς το χρόνο. ... ΄Οταν µελετο-
ύµε ασταθή συστήµατα, οφείλουµε να διατυπώνουµε τους νόµους της
δυναµικής σε στατιστικό επίπεδο. Αυτό ϐέβαια µεταβάλλει ϱιζικά την
περιγραφή µας για τη ϕύση, αφού τα ϑεµελιώδη αντικείµενα της ϕυσι-
κής δεν είναι πλέον τροχιές ή κυµατοσυναρτήσεις αλλά πιθανότητες».

� Τέλος µία διαφορετική άποψη σε σχέση µε τους προηγούµενους ε-
πιστήµονες εκφράζει ο Ε.Μπιτσάκης στο [13], ο οποίος τονίζει, «Η
εµφάνιση των χαοτικών ϕαινοµένων συνιστά, συνεπώς, όχι την αναίρε-
ση της µηχανιστικής αιτιοκρατίας, αλλά την ανάδειξη του χαρακτήρα
και των ορίων ισχύος της. Με τα χαοτικά ϕαινόµενα αναδεικνύεται η
ανάγκη για διεύρυνση των κατηγοριών της αιτιότητας και της αιτιοκρα-
τίας», ενώ σε άλλο σηµείο, «Τέλος, τα χαοτικά ϕαινόµενα δεν σηµατο-
δοτούν την κατάρρευση του ντετερµινισµού: αναδεικνύουν τα όρια της
κλασικής, γραµµικής αιτιοκρατίας».
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Κεφάλαιο 2

Μαθηµατικές ΄Εννοιες

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε το απαραίτητο εννοιολογικό και µαθη-
µατικό πλαίσιο που ϑα χρειαστούµε στην συνέχεια της εργασίας µας. ∆ε
ϑα σταθούµε σε µία γενική παρουσίαση όλων των εννοιών που συναντάµε
στη Θεωρία των ∆υναµικών Συστηµάτων, των Μη Γραµµικών ∆υναµικών
Συστηµάτων, της Θεωρίας ∆ιακλαδώσεων ή της Μαθηµατικής Θεωρίας του
Χάους. Θα σταθούµε περισσότερο στις έννοιες που ϑα συναντήσουµε στην
ανάλυση του µαθηµατικού µοντέλου της µετακίνησης πρωτεϊνης που ϑα
ακολουθήσει. Ο αναγνώστης µπορεί να ϐρει µία αναλυτική παρουσίαση
για όλα τα παραπάνω σε πληθώρα ϐιβλίων και εγχειριδίων. Τα συγκεκρι-
µένα πεδία αποτελούν κλάδους των µαθηµατικών µε µεγάλη ανάπτυξη και
η σχετική ϐιβλιογραφία είναι τεράστια. Μέρος της ϐιβλιογραφίας που πα-
ϱαθέτουµε αποτελείται από εισαγωγικά ϐιβλία τα οποία παραλείπουν όλο
το «ϐαρύ» ϕορµαλισµό που συνοδεύει αυτές τις µαθηµατικές έννοιες κάτι
που είναι ιδιαίτερα χρήσιµο στους µη µαθηµατικούς που ϑα ήθελαν να
αποκτήσουν µία εικόνα των εν λόγω πεδίων.

Ενδεικτικά αναφερόµαστε στο ϐιβλίο του Στρόγκατζ [14] που αποτελεί
µία όµορφη και κατανοητή εισαγωγή στο αντικείµενο των δυναµικών συ-
στηµάτων. Στα ϐιβλία των Γουίγκινς και Χέιλ [15],[16] για µια πιο αυστηρή
µαθηµατική διατύπωση των εν λόγω εννοιών. Σε ότι αφορά τη Θεωρία
∆ιακλαδώσεων αναφέρουµε το ϐιβλίο του Κουζνέτσοφ [17] για µια αυστη-
ϱή διατύπωση της Θεωρίας. Χρησιµοποιήσαµε ακόµα τις σηµειώσεις των
διδασκόντων του Μεταπτυχιακού Μαθήµατος «∆υναµικά Συστήµατα» [18]
κύριων Ν.Σταυρακάκη και Β.Ρόθου, το πολύ ενδιαφέρον ϐιβλίο στην ελλη-
νική ϐιβλιογραφία του Αν.Καθηγητή ∆.Σούρλα [19] καθώς και τα συνοπτικά
Κεφάλαια 4 και 5 του ϐιβλίου των ΄Αλστοµ και Μάρεϊ [20].
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Μαθηµατικές ΄Εννοιες Κεφάλαιο 2

2.1 ∆υναµικά Συστήµατα

Η σηµασία των δυναµικών συστηµάτων και η ιστορική τους εξέλιξη παρου-
σιάστηκε στην Ενότητα 1.2. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιάσουµε στοχευ-
µένα τις ϐασικές έννοιες γύρω από την Θεωρία των ∆υναµικών Συστηµάτων
συνοδευµένη από τον αντίστοιχο µαθηµατικό ϕορµαλισµό.

∆ιακρίνουµε δύο τύπους ∆υναµικών Συστηµάτων (εφεξής ∆.Σ.), τα ∆.Σ
∆ιαφορικών Εξισωσεων και αυτά των Επαναλαµβανόµενων Απεικονίσεων
(Iterated Maps) που τα συναντάµε µε τη µορφή εξισώσεων διαφορών. Η
ϐασική διαφορά των δύο κατηγοριών ϐρίσκεται στην χρονική περιγραφή
των µοντέλων στα οποία αναφέρονται. Οι ∆ιαφορικές Εξισώσεις αναφέρο-
νται σε συνεχή χρόνο ενώ οι επαναλαµβανόµενες απεικονίσεις σε συστήµατα
διακριτού χρόνου. Η σηµασία και των δύο κατηγοριών είναι τεράστια τόσο
στην πρακτική όσο και στην ϑεωρητική εφαρµογή τους για την µελέτη και
εξέλιξη διαφόρων ϕαινοµένων.

Η ενασχόλησή µας στην παρούσα ∆.Ε αφορά την κατηγορία ∆.Σ. Συνήθων
∆ιαφορικών Εξισώσεων. ∆ιαφορικών εξισώσεων δηλαδή όπου υπάρχει µόνο
µία ανεξάρτητη µεταβλητή και συγκεκριµένα αυτή του χρόνου. Μία γενική
περίπτωση συστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων παρουσιάζεται στην
εξίσωση (2.1)

ẋ1 = f1(x1, ..., xn)

:

:

ẋn = fn(x1, ..., xn)

(2.1)

Το παραπάνω σύστηµα ϑα καλείται γραµµικό αν όλες οι εξαρτηµένες µε-
ταβλητές στα δεξιά µέλη εµφανίζονται ως δυνάµεις πρώτης τάξης. ∆ιαφο-
ϱετικά µπορούµε να πούµε ότι το σύστηµα είναι γραµµικό αν επιδέχεται
γενική λύση που είναι γραµµικός συνδυασµός των επιµέρους λύσεων του
συστήµατος (από µία πιο Φυσική ερµηνεία, αν ισχύει η Αρχή της Υπέρθε-
σης ή Αρχή της Επαλληλίας). ΄Ενα σύστηµα που παρουσιάζει σχέσεις γι-
νοµένων, ηµιτόνων, τετραγωνικές, κυβικές και άλλες ονοµάζεται µη γραµ-
µικό. Επιπρόσθετα το σύστηµά µας καλείται αυτόνοµο αν δεν εξαρτάται
ευθέως από το χρόνο. Στην αντίθετη περίπτωση είναι χρονικά εξαρτώµενο.

Η γεωµετρική και ποιοτική αντιµετώπιση τέτοιων συστηµάτων αποτελεί
µία πραγµατικά ϱιζοσπαστική ιδέα που σε µεγάλο ϐαθµό οφείλεται στον
µεγάλο µαθηµατικό Ανρί Πουανκαρέ. Η ϐασική σκέψη είναι πως µπορο-
ύµε να εξάγουµε πληροφορία για το σύστηµα απευθείας από τα ποιοτικά
χαρακτηριστικά του χωρίς να το λύσουµε αναλυτικά. Βασικές έννοιες για
αυτή την µελέτη αποτελούν αυτές του Χώρου των Φάσεων, του ∆ιανυσµα-
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τικού Πεδίου, της Τροχιάς κ.α. Οι έννοιες αυτές παρατίθενται εδώ στην
γενική περίπτωση του προβλήµατος αρχικών τιµών της εξίσωσης (2.2).

ẋ = f(x), x(t0) = x0 (2.2)

Ορισµός 1 (∆ιευθύνον Πεδίο). Ονοµάζουµε το σύνολο όλων των ευθύγραµ-
µων τµηµάτων της διαφορικής εξίσωσης, που αποτελούν τις κλίσεις dx/dt .
Τα ευθύγραµµα τµήµατα ονοµάζονται διευθύνοντα στοιχεία.

Ορισµός 2 (Τροχιά). Η γραφική παράσταση µία λύσης της εξίσωσης (2.2)
που διέρχεται από το σηµείο x0, δηλαδή το υποσύνολο του επιπέδου t−x που
ορίζεται από τη σχέση {(t, φ(t, x0))} ονοµάζεται τροχιά που διέρχεται από το
x0.

Ορισµός 3 (∆ιανυσµατικό Πεδίο). Το σύνολο όλων των διανυσµάτων που
παράγει η εξίσωση (2.2) ονοµάζεται διανυσµατικό πεδίο της διαφορικής ε-
ξίσωσης (ουσιαστικά πρόκειται για τη συνάρτηση f(x)).

Ορισµός 4 (∆ιάγραµµα Φάσης). Το σύνολο των γραφικών παραστάσεων
των λύσεων µαζί µε το διευθύνον πεδίο. Αντίστοιχα ο Χώρος των Φάσεων
µπορεί να είναι µίας, δύο ή τριών διαστάσεων.

Ορισµός 5 (Σηµείο Ισορροπίας). ΄Ενα σηµείο x∗ ∈ R ονοµάζεται σηµείο
ισορροπίας του συστήµατος (2.2) αν ισχύει f(x∗) = 0.

Μία σηµαντική επισήµανση που µας ϐοηθάει να γενικεύσουµε τη µελέτη
αυτή είναι η δυνατότητα που έχουµε να αντιµετωπίζουµε τα µη αυτόνοµα
συστήµατα ως αυτόνοµα µε την αύξηση κατά µία µονάδα της διάστασης του
συστήµατος. Η διαδικασία αυτή γίνεται µε την αλλαγή των παραµέτρων
και αντιµετωπίζοντας το χρόνο ως ξεχωριστή παράµετρο. Χαρακτηριστι-
κό παράδειγµα αποτελεί αυτό του Εξαναγκασµένου Αρµονικού Ταλαντωτή
mẍ+bẋ+kx = F cost. Θέτοντας x1 = x, x2 = ẋ και x3 = t η προηγούµενη
εξίσωση γίνεται,

ẋ1 = x2

ẋ2 =
1

m
(−kx1 − bx2 + F cos(x3))

ẋ3 = 1

(2.3)

Η εξίσωση αυτή πλέον αποτελεί ένα αυτόνοµο σύστηµα ικανό να αντιµετω-
πιστεί µε τις µεθόδους που ϑα περιγραφούν στη συνέχεια.

Τέλος αναφέρουµε ότι η δυσκολία που αντιµετωπίζουµε µε τα µη γραµ-
µικά δυναµικά συστήµατα έγκειται στο γεγονός ότι δεν µπορούµε να εφαρ-
µόσουµε την αρχή της επαλληλίας σε αυτά. Πιο απλά δε µπορούµε να τα
σπάσουµε σε µικρότερα κοµµάτια και να τα επιλύσουµε µε αποτέλεσµα να
καταφεύγουµε σε άλλες πιο σύνθετες µεθόδους.

22
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2.1.1 ∆υναµικά Συστήµατα

Ο πλούτος της δυναµικής συµπεριφοράς ενός συστήµατος είναι στενά δε-
µένος µε την διάστασή του. Για παράδειγµα ενώ σε δυναµικά συστήµατα
µίας διάστασης η συµπεριφορά είναι αρκετά περιορισµένη - έχουµε µόνο
σηµεία ισορροπίας να χαρακτηρίζουν το σύστηµα - στις δύο διαστάσεις η
συµπεριφορά εµπλουτίζεται - σηµεία ισορροπίας, οριακοί κύκλοι (κλειστές
περιοδικές τροχιές) - καθώς υπάρχει µεγαλύτερο περιθώριο στην κίνηση
του συστήµατος. Στις τρεις διαστάσεις δε µαζί µε την αυξηµένη πολυπλο-
κότητα της γεωµετρίας του συστήµατος έχουµε και τη δυνατότητα εµφάνι-
σης χαοτικής συµπεριφοράς. Το πιο αντιπροσωπευτικό παράδειγµα για
την κατανόηση αυτής της συµπεριφοράς είναι η µελέτη των γραµµικών
δυναµικών συστηµάτων στις δύο διαστάσεις.

Στην γενικότερη περίπτωση η µορφή ενός γραµµικού ∆.Σ στις δύο δια-
στάσεις δίνεται από την εξίσωση (2.4).

ẋ = Ax (2.4)

όπου ο Α είναι ένας 2 × 2 πίνακας. Το σύστηµα αυτό είναι γραµµικό -
δηλαδή η λύση του µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των επι-
µέρους λύσεων - ενώ παρατηρούµε ότι το 0̃ είναι πάντα σηµείο ισορροπίας
του συστήµατος. Το σύστηµα µπορεί να αναπαρασταθεί µέσω των τροχιών
του στο χώρο των ϕάσεων κατασκευάζοντας έτσι το ϕασικό του πορτραίτο.
Στην κατασκευή του ϕασικού πορτραίτου από την Γραµµική ΄Αλγεβρα µπο-
ϱούµε να µετασχηµατίσουµε το σύστηµα της εξίσωσης (2.4) στην κανονική
του µορφή ẏ = Jy µέσω ενός µετασχηµατισµού ẋ = Py. Ο πίνακας P
καθορίζεται µε τέτοιο τρόπο ώστε ο πίνακας J = P−1AP να είναι µία από
τις παρακάτω Τζόρνταν (Jordan) µορφές.

J1 =

(
λ1 0
0 λ2

)
J2 =

(
α β
−β α

)
J3 =

(
λ1 0
0 λ1

)
J4 =

(
λ1 µ
0 λ1

)
όπου λ1,2, α, β, µ είναι πραγµατικές σταθερές και καθορίζουν τις ιδιοτιµές
πραγµατικές ή ϕανταστικές των παραπάνω πινάκων. ΄Ετσι ο J1 έχει ένα
Ϲεύγος πραγµατικών διακεκριµένων ιδιοτιµών, ο J2 έχει δύο συζυγείς µι-
γαδικές ιδιοτιµές και οι J3, J4 έχουν µία διπλή ιδιοτιµή.

Σχετικά µε την ευστάθεια του συστήµατος της εξίσωσης (2.4) αναφέρουµε
τα εξής,

Ορισµός 6 (Ευστάθεια Λιαπούνοφ). ΄Εστω x ένα σηµείο ισορροπίας του
συστήµατος. Τότε το x ονοµάζεται (α.) ευσταθές αν για κάθε ε > 0 υ-
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πάρχει δ = δ(ε) > 0 έτσι ώστε η σχέση |x(0)− x| < δ να συνεπάγεται
ότι |x(t)− x| < ε για κάθε t ≥ 0, (ϐ.) ασυµπτωτικά ευσταθές αν είναι
ευσταθές και επιπλέον limx→∞ |x(t)− x| = 0, (γ.) ασταθές αν δεν είναι
ευσταθές.

Σε συνδυασµό µε τις ιδιοτιµές του πίνακα A ϑα λέγαµε ότι,

Ορισµός 7 (Ευστάθεια ϐάση Ιδιοτιµών). Το σηµείο ισορροπίας x είναι,
(α.) ασυµπτωτικά ευσταθές αν τα πραγµατικά µέρη των ιδιοτιµών του Α
είναι όλα αρνητικά, (ϐ.) ευσταθές αν ο Α έχει τουλάχιστον ένα Ϲεύγος ϕα-
νταστικών ιδιοτιµών πολλαπλότητας 1 και για τις υπόλοιπες ιδιοτιµές ισχύει
η περίπτωση (α), (γ.) ασταθές σε όλες τις άλλες περιπτώσεις.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω παραθέτουµε την αρκετά κατατοπιστική ει-
κόνα από το ϐιβλίο του Στρόγκατζ [14] σχετικά µε την κατηγοριοποίηση
των σηµείων ισορροπίας ενός γραµµικού δυναµικού συστήµατος στις δύο
διαστάσεις.

Σχήµα 2.1: Η κατηγοριοποίηση των Σηµείων Ισορροπίας ενός γραµµικού συστήµατος όπως παρατίθεται στο
[14].

Η κατηγοριοποίηση γίνεται εύκολα µε ϐάση τη σχέση λ1,2 = 1
2(τ ±√

τ 2 − 4∆) όπου ∆ = λ1 · λ2 και τ = λ1 + λ2. Ως προς το δικό µας ενδια-
ϕέρον αναφέρουµε ότι η περίπτωση της ευσταθούς σπείρας προκύπτει για
την περίπτωση µιγαδικών ιδιοτιµών µε αρνητικά πραγµατικά µέρη.

2.1.2 Μη Γραµµικά ∆υναµικά Συστήµατα

Στην περίπτωση των µη γραµµικών δυναµικών συστηµάτων η δυναµική συ-
µπεριφορά είναι πολύ πιο πλούσια από αυτή των γραµµικών. ΄Ενα ακόµα
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ιδιαίτερο χαρακτηριστικό είναι ότι εδώ πλέον η εύρεση αναλυτικής λύσης
στην πλειοψηφία των περιπτώσεων καθίσταται αδύνατη. Η αντιµετώπισή
τους γίνεται µέσα από ένα µεγάλο εύρος τεχνικών και ϑεωρηµάτων τόσο
για την προσέγγιση των λύσεων όσο και για την απόδειξη της ύπαρξης και
της µοναδικότητας αυτών.

΄Ενας από τους ϐασικούς τρόπους αντιµετώπισης τέτοιων περιπτώσεων
είναι µέσω της µεθόδου της γραµµικοποίησης. Το µη γραµµικό σύστηµα
µέσω του Ιακωβιανού του πίνακα προσεγγίζεται από ένα γραµµικό κοντά
στο σηµείο ισορροπίας που ϑέλουµε να εξετάσουµε. Αποδεικνύεται ότι τα
δύο συστήµατα για µία µικρή γειτονιά στο σηµείο ισορροπίας είναι το-
πολογικά ισοδύναµα (αναλυτικότερα µπορεί κάποιος να δει το Θεώρηµα
Χάρτµαν [19]). ΄Ετσι το αρχικό µη γραµµικό σύστηµα,

ẋ = Ax (2.5)

ϑα περιγράφεται από το τοπολογικά ισοδύναµό του (προηγουµένως έγινε
αναφορά στις κανονικές µορφές ενός δυναµικού συστήµατος),

u̇ = JAu (2.6)

όπου ο πίνακας JA είναι ο Ιακωβιανός πίνακας,

JA =

(
∂P/∂x ∂P/∂y
∂Q/∂x ∂Q/∂y

)
(2.7)

Ιδιαίτερη σηµασία για την ανάλυση των διακλαδώσεων έχει και η κατηγο-
ϱιοποίηση των σηµείων ισορροπίας των µη γραµµικών δυναµικών συστη-
µάτων σε υπερβολικά και µη. ∆ίνουµε επιπλέον τον ορισµό τους.

Ορισµός 8 (Υπερβολικό Σηµείο Ισορροπίας). Ονοµάζεται ένα σηµείο ι-
σορροπίας αν το πραγµατικό µέρος όλων των ιδιοτιµών του Ιακωβιανού πίνα-
κα είναι µη µηδενικό. Εάν το πραγµατικό µέρος έστω και µίας εκ των ιδιο-
τιµών του Ιακωβιανού είναι µηδέν τότε το σηµείο ισορροπίας ονοµάζεται µη
υπερβολικό ή εκφυλισµένο.
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2.2 ∆ιακλαδώσεις

Η έννοια διακλάδωση, σηµαίνει
«διχάλωση» και χρησιµοποιείται µε
την ευρεία έννοια για να
προσδιορίσει όλες τις δυνατές
ποιοτικές αναδιοργανώσεις ή
µεταµορφώσεις διαφόρων
αντικειµένων, που ανακύπτουν από
µεταβολές παραµέτρων από τις
οποίες εξαρτώνται.

V.I.Arnold

Τα παραπάνω λόγια µεταφρασµένα από τον Θ.Β.Χριστακόπουλο ανήκουν
στον V.I.Arnold έναν από τους ϑεµελιωτές της Θεωρίας των Μη Γραµµικών
∆υναµικών Συστηµάτων. Τα λόγια αυτά περιγράφουν σε µεγάλο ϐάθος και
µε απουσία µαθηµατικού ϕορµαλισµού την έννοια της ∆ιακλάδωσης.

Η ποιοτική αλλαγή του συστήµατος κάτω από τη µεταβολή των παρα-
µέτρων αποτελεί και το κύριο αντικείµενο µελέτης της Θεωρίας των ∆ια-
κλαδώσεων. Κάτω από τέτοιες αλλαγές σηµεία ισορροπίας µπορούν να δη-
µιουργηθούν ή να καταστραφούν, ευστάθειες σηµείων ισορροπίας µπορο-
ύν να αλλάξουν, περιοδικές τροχιές µπορούν να δηµιουργηθούν. Χαοτική
συµπεριφορά µπορεί επίσης να δηµιουργηθεί κάτω από τέτοιες ποιοτικές
αλλαγές. Στην περίπτωση του µοντέλου µας ένα τέτοιο σηµείο αποτελεί
αυτό της οµοκλινικης διακλάδωσης. Η ανάγκη για τη µελέτη των διακλα-
δώσεων ενός συστήµατος προκύπτει από το γεγονός ότι οι παράµετροι που
υπεισέρχονται στις εξισώσεις είτε δεν µπορούν να προσδιοριστούν επακρι-
ϐώς, είτε είναι συναρτήσεις κάποιας µεταβλητής όπως για παράδειγµα του
χρόνου (µε συνήθως µία αργή µεταβολή τους).

Από την ανάλυση των προηγούµενων ενοτήτων µπορούµε να πούµε ότι
για την παραµετρική διαφορική εξίσωση,

ẋ = f(x, λ), λ ∈ Rk, k ≥ 1, x ∈ Rn, n ≥ 1 (2.8)

τα σηµεία ισορροπίας και οι διευθύνσεις της ϱοής συνιστούν την ποιοτική
δοµή της ϱοής. Η Θεωρία ∆ιακλαδώσεων µελετάει τις ποιοτικές µεταβολές
της ϱοής κάτω από τη µεταβολή των παραµέτρων λ ∈ Rk. Τα σηµεία όπου
παρατηρείται αλλαγή στην ποιοτική δοµή ονοµάζονται σηµεία διακλάδω-
σης. Η γραφική παράσταση των σηµείων ισορροπίας ως συνάρτηση της
παραµέτρου ονοµάζεται διάγραµµα διακλάδωσης και περιγράφει τη δυνα-
µική της εξίσωσης ẋ = F (x, λ). Τα σηµεία διακλάδωσης παρατηρούνται
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εκεί που ικανοποιείται το σύστηµα:

F (x, λ) = 0

∂F (x, λ)

∂t

(2.9)

Το Θεώρηµα Πεπλεγµένων Συναρτήσεων αποτελεί ένα από τα σηµαντικότε-
ϱα εργαλεία για τη µελέτη διαταραχών γύρω από σηµεία ισορροπίας και
κατ΄ επέκταση για τη ϑεωρία των διακλαδώσεων. Παρουσιάζουµε για το
λόγο αυτό το αντίστοιχο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 1 (Πεπλεγµένων Συναρτήσεων). ΄Εστω ότι F ∈ C1(Rk ×R,R) µε
F (0, 0) = 0 και ∂F (x,λ)∂x |(0,0) 6= 0. Τότε υπάρχουν σταθερές δ > 0, η > 0 και
µία συνάρτηση ψ ∈ C1(Bδ(Rk),R) έτσι ώστε ψ(0) = 0 και F (λ, ψ(λ)) = 0
για κάθε λ ∈ Bδ(Rk) όπου Bδ(Rk) = {λ ∈ Rk : ||λ|| < δ}.

Επιπλέον, αν υπάρχει (λ0, x0) ∈ Rk × R έτσι ώστε ||λ0|| < δ, |x0| < η και
ικανοποιεί την εξίσωση F (x0, λ0) = 0 τότε x0 = ψ(λ0).

Το Θεώρηµα αυτό µας εξασφαλίζει πότε η σχέση F (x, y) = 0 είναι µία
συνάρτηση. Πότε δηλαδή µπορεί η σχέση αυτή να λυθεί πλήρως ως προς y
συναρτήσει του x, παρέχοντας µοναδική λύση ως προς y. Η αντιµετώπιση
που επιχειρεί το Θεώρηµα είναι µόνο τοπική. Με διαφορετικά λόγια από
τον παραπάνω αυστηρό ορισµό µας λέει ότι δοθέντος ενός σηµείου (x0, y0),
τέτοιο ώστε F (x0, y0) = 0, κάτω από ποιές συνθήκες ϑα υπάρχει µία περιο-
χή του σηµείου (x0, y0) έτσι ώστε σ΄ αυτή την περιοχή η σχέση που ορίζεται
από την F (x, y) = 0 να είναι επίσης µία συνάρτηση. Για την ποιοτική ισο-
δυναµία συστηµάτων στα σηµεία ισορροπίας που ϑέλουµε να εξετάσουµε
κάποιος µπορεί να δει αναλυτικά στο [18].

2.2.1 Είδη ∆ιακλαδώσεων

Παρουσιάζουµε συνοπτικά τα είδη διακλαδώσεων που εµφανίζονται στο
σύστηµά µας. Η ϑεωρητική τους παρουσίαση µέσα από τους ορισµούς
και τις παραδοχές που κάνουµε αποσκοπούν να δώσουν µία πληρέστερη
εικόνα στα αποτελέσµατα της ανάλυσης για το µοντέλο µετακίνησης της
πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου. ∆ίνουµε ξεχωριστά τις ∆ιακλα-
δώσεις ∆ιχάλας/Τρίαινας, Αντρόνοφ-Χοπφ, Οµοκλινική (ϑα παρουσιαστεί
σε επόµενη ενότητα) και Μπογκντάνοφ-Τέικενς.

∆ιακλάδωση ∆ιχάλας (Pitchfork)

Η ∆ιακλάδωση ∆ιχάλας ή Τρίαινας είναι κοινή σε ϕυσικά προβλήµατα που
παρουσιάζουν κάποιο είδος συµµετρίας. Σε αυτή την περίπτωση σηµεία
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ισορροπίας τείνουν να εµφανιστούν ή να εξαφανιστούν κατά συµµετρικά
Ϲεύγη. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα είναι και το µοντέλο µετακίνησης της πρω-
τείνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου. Η ανάλυσή του παρουσιάζεται στην
Ενότητα 6.1.1 του Κεφαλαίου 6 µε το αντίστοιχο διάγραµµα της συγκεκρι-
µένης διακλάδωσης.

Υπάρχουν δύο διαφορετικά είδη διακλάδωσης τρίαινας, η υπερκρίσιµη
και η υποκρίσιµη. ∆ίνουµε εδώ την περίπτωση της Υπερκρίσιµης ∆ια-
κλάδωσης Τρίαινας µέσω του παραδείγµατος της εξίσωσης (2.10).

ẋ = rx− x3 (2.10)

Κάτω από τη µεταβολή της παραµέτρου r έχουµε τη δηµιουργία ενός συµ-
µετρικού Ϲεύγους σηµείων ισορροπίας x = ±

√
r καθώς η παράµετρος δι-

έρχεται από το 0. Το σηµείο r = 0 αποτελεί και ένα σηµείο διακλάδωσης
για το σύστηµα. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο διάγραµµα που
παραθέτουµε εδώ από την ανάλυση που γίνεται στο [14]

Σχήµα 2.2: ∆ιακλάδωση Τρίαινας όπου διακρίνεται το σηµείο διακλάδωσης (αρχή των αξόνων) και στη
συνέχεια η αλλαγή ευστάθειας της αρχής µε τους δύο συµµετρικούς ευσταθείς κλάδους.

Με αντίστοιχο τρόπο µπορεί κάποιος να αντιµετωπίσει την περίπτωση της
Υποκρίσιµης ∆ιακλάδωσης Τρίαινας. Χαρακτηριστική περίπτωση αποτελεί
το σύστηµα της εξίσωσης ẋ = rx+ x3.

∆ιακλάδωση Αντρόνοφ-Χοπφ (Andronov-Hopf)

΄Ενα κοµβικό ερώτηµα στο πεδίο των διακλαδώσεων είναι πότε χάνει ένα ση-
µείο ισορροπίας την ευστάθειά του κάτω από τη µεταβολή των παραµέτρων.
Η ευστάθεια καθορίζεται από το αρνητικό πρόσηµο των ιδιοτιµών του Ια-
κωβιανού πίνακα. Πιο συγκεκριµένα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση όπου
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οι ιδιοτιµές είναι συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί. Σε αυτή την περίπτωση η αλ-
λαγή στην ευστάθεια πραγµατοποιείται όταν οι ιδιοτιµές περνούν από τον
άξονα των ϕανταστικών τιµών [14, 19] µε αποτέλεσµα την αλλαγή του προ-
σήµου των πραγµατικών τους µερών. Η δηµιουργία ή η εξαφάνιση µίας
περιοδικής τροχιάς κατά την αλλαγή ευστάθειας ενός στάσιµου σηµείου
ονοµάζεται ∆ιακλάδωση Αντρόνοφ-Χοπφ.

΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα διακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ καθώς
η παράµετρος λ µεταβάλλεται είναι το ακόλουθο σύστηµα µε τα αντίστοιχα
ϕασικά πορτραίτα του.

ẋ1 = x2 + x1(λ− x21 − x22)
ẋ2 = −x1 + x2(λ− x21 − x22)

(2.11)
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Σχήµα 2.3: Ο χώρος των ϕάσεων διακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ για διάφορες τιµές του λ

∆ιακρίνουµε δύο είδη διακλαδώσεων Αντρόνοφ-Χοπφ την Υπερκρίσιµη
και την Υποκρίσιµη. Η πρώτη περίπτωση αντιστοιχεί στην εµφάνιση ενός
οριακού κύκλου από ένα ευσταθές σηµείο ισορροπίας. Η δεύτερη πε-
ϱίπτωση είναι ελαφρώς πιο σύνθετη. Προκύπτει όταν ένας οριακός κύκλος
διακλαδώνεται σε ένα σηµείο ισορροπίας, άλλον οριακό κύκλο ή κάποιο
άλλο είδος ελκυστή.

΄Οπως αναφέραµε και προηγουµένως ένας οριακός κύκλος είναι µία
κλειστή αποµονωµένη περιοδική τροχιά, δηλαδή µια οµαλή συνεχής κα-
µπύλη, η οποία είναι τοπολογικά ισοδύναµη µε κύκλο, εφ΄ όσον µπορεί να
µετασχηµατιστεί σε αυτόν µετά από συνεχείς και διαφορίσιµους µετασχη-
µατισµούς των µεταβλητών του συστήµατος [19].
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Σχήµα 2.4: Η διαδικασία δηµιουργίας της ∆ιακλάδωσης Μπογκντάνοφ-Τέικενς. Στο γράφηµα διακρίνονται
τα διάφορα στάδια της εξέλιξης του συστήµατος.

∆ιακλάδωση Μπογκντάνοφ-Τέικενς (Bogdanov-Takens)

Η ∆ιακλάδωση Μπογκντάνοφ-Τέικενς είναι η διακλάδωση ενός σηµείου
ισορροπίας σε µία οικογένεια αυτόνοµων διαφορικών εξισώσεων δύο πα-
ϱαµέτρων όπου το κρίσιµο σηµείο ισορροπίας έχει µια µηδενική ιδιοτιµή
αλγεβρικής πολλαπλότητας δύο.

Η λειτουργία της διακλάδωσης αυτής είναι πολύ σηµαντική για ένα δυ-
ναµικό σύστηµα. Η διαδικασία που παρατηρείται στην εξέλιξη της δια-
κλάδωσης αυτής, µπορεί να γίνει κατανοητή αν ξεκινήσουµε από γειτονικές
παραµέτρους ως προς την παράµετρο διακλάδωσης. ΄Ετσι για γειτονικές τι-
µές των παραµέτρων το σύστηµα εµφανίζει δύο σηµεία ισορροπίας, ένα
σαγµατικό και ένα µη. Αυτά τα δύο σηµεία ισορροπίας συγκρούονται και
εξαφανίζονται µέσω µίας διακλάδωσης σάγµατος-κοµβου. Το µη σαγµα-
τικό σηµείο ισορροπίας υπόκειται σε µία διακλάδωση Αντρόνοφ-Χοπφ η
οποία «γεννάει» έναν οριακό κύκλο. Ο οριακός κύκλος εκφυλίζεται σε µία
οµοκλινική τροχιά που συγκλίνει στο σαγµατικό σηµείο και εξαφανίζεται
µέσω µίας σαγµατικής οµοκλινικής διακλάδωσης. Η όλη διαδικασία πα-
ϱουσιάζεται αναλυτικά στο γράφηµα (2.4) από το αντίστοιχο λήµµα στο
διακτυακό τόπο Scholarpedia των Τζ.Γκουγκενχάιµερ και Γ.Α.Κουζνέτσοφ
[21]
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2.3 Πολλαπλότητες και Ελκυστές

Οι έννοιες των ασταθών, ευσταθών πολλαπλοτήτων και των ελκυστών αποτε-
λούν ουσιώδεις έννοιες που καθορίζουν τη συµπεριφορά των δυναµικών συ-
στηµάτων σε όλες τις πτυχές της κίνησης στο χώρο των ϕάσεων (ευστάθεια,
περιδικές τροχιές, χαοτική συµπεριφορά). Αν και οι ορισµοί που παρουσι-
άζουµε αποτελούν καθάρα αυστηρά µαθηµατικές διατυπώσεις - σε αντίθεση
µιας πιο γεωµετρικής παρουσίασης που ϑα µπορούσαµε να ακολουθήσου-
µε - το κρίναµε απαραίτητο. Περισσότερο διαισθητικά/γεωµετρικά ϑα µπο-
ϱούσαµε να πούµε ότι αν οι τροχιές στο χώρο των ϕάσεων κινούνται προς
το σηµείο ισορροπίας καθώς ο χρόνος τείνει στο άπειρο τότε οι τελευταίες
ϐρίσκονται πάνω σε µία ευσταθή πολλαπλότητα. Αντίθετα αν οι τροχίες
αποµακρύνονται από το κρίσιµο σηµείο καθώς ο χρόνος απειρίζεται τότε
ϑα λέµε ότι κινούνται πάνω σε µία ασταθή πολλαπλότητα. Αντίστοιχα ένας
ελκυστής είναι ένα κλειστό αναλλοίωτο σύνολο το οποίο έλκει προς το µέρος
του τις γειτονικές τροχιές, οι οποίες ϐρίσκονται στην περιοχή της ευστάθειας
ή στην περιοχή έλξης του. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις αποτελούν για πα-
ϱάδειγµα ένα ευσταθές σηµείο ισορροπίας που έλκει όλες τις τροχιές (µίας
γειτονιάς) προς το µέρος του ή ο χαοτικός ελκυστής του Λόρενζ που δια-
µορφώνει ένα χώρο έλξης για τις τροχιές (αναλυτικά παρουσιάζονται στο
Κεφάλαιο 3). ∆ίνουµε τώρα τις αυστηρές µαθηµατικές διατυπώσεις.

Για ένα σηµείο ισορροπίας x0 ∈ X ορίζουµε τις έννοιες της ευσταθούς
και ασταθούς πολλαπλότητας.

Ορισµός 9 (Ευσταθής Πολλαπλότητα). Ευσταθής πολλαπλότητα του σηµε-
ίου ισορροπίας x0 όριζουµε το σύνολο,

W s(x0) = {x∗ ∈ X : x(t0) = x∗, x(t) = S(t− t0)x∗ → x0, t→∞} (2.12)

Ορισµός 10 (Ασταθής Πολλαπλότητα). Ασταθής πολλαπλότητα του σηµείου
ισορροπίας x0 όριζουµε το σύνολο,

W u(x0) = {x∗ ∈ X : x(t0) = x∗, x(t) = S(t−t0)x∗ → x0, t→ −∞} (2.13)

΄Εχουµε ορίσει ως S(t) µία οικογένεια απεικονίσεων S(t) : X → X, t ≥
0, S(t)x0 = x(t). Η απεικόνιση αυτή περιγράφει µαθηµατικά την εξέλιξη
του ϕαινοµένου.

∆ίνουµε επίσης την αυστηρή µαθηµατική διατύπωση και για την έννοια
του ελκυστή. ΄Εννοια απαραίτητη για την ολοκληρωµένη αντίληψη (διαι-
σθητική, γεωµετρική, αυστηρά µαθηµατική) της ανάλυσης που ϑα ακολου-
ϑήσει.
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Ορισµός 11 (Ελκυστής). ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος µε µετρική d. Το
σύνολο A ⊂ X λέγεται ελκυστής για την ηµιοµάδα {S(t)}t≥0, αν έχει τις
παρακάτω ιδιότητες,

1. Το Α είναι αναλλοίωτο σύνολο, δηλαδή ισχύει η σχέση S(t)A = A, t ≥
0.

2. Υπάρχει µία ανοικτή περιοχή U του Α τέτοια ώστε, για κάθε x0 ∈ U , η
S(t)x0 να συγκλίνει στο Α, καθώς το t→∞, δηλαδή να ισχύει,

d(S(t)x0, A)→ 0, s.t t→∞ (2.14)

Η προηγούµενη απόσταση αποτελεί την απόσταση σηµείου ως προς ένα
σύνολο.

Η έννοιες των πολλαπλοτήτων όπως ϑα ϕανεί και στα Κεφάλαια 3 και 6
είναι πολύ σηµαντικές για την ανάλυση του συστήµατός µας. Το πιο ση-
µαντικό είναι ότι οι πολλαπλότητες ϑα παίξουν καθοριστικό ϱόλο για την
µετάβαση του συστήµατος από την ασταθή στην ευσταθή χαοτική συµπε-
ϱιφορά. Τα χαρακτηριστικά της µετάβασης στο Χάος παρουσιάζονται στην
επόµενη υποενότητα.

2.4 Χάος και Μετάβαση στο Χάος

Η παρουσίαση των εννοιών του Χάους έγινε εκτενώς στο Κεφάλαιο 1. Ε-
ίδαµε ότι µια σειρά από ερωτήµατα που αναδύονται στη µελέτη του δεν
περιορίζονται µόνο στη µαθηµατική µελέτη του ϕαινοµένου αλλά έχουν
τεράστιες ϕιλοσοφικές προεκτάσεις και διαχρονικά έχουν αποτελέσει αντι-
κείµενο αντιπαραθέσεων στο πεδίο της Φιλοσοφίας της Επιστήµης.

Μπορούµε να συνοψίσουµε ότι τα χαοτικά συστήµατα παρουσιάζουν ορι-
σµένα κοινά χαρακτηριστικά στην πλειοψηφία των περιπτώσεων τους. Αυτά
είναι :

� Μακροπρόθεσµη Απεριοδική Συµπεριφορά

� Ευαισθησία στις Αρχικές Συνθήκες

� Μορφοκλασµατική ∆οµή

΄Ενα αρκετά δύσκολο ερώτηµα για να απαντηθεί είναι αν η χαοτική συ-
µπεριφορά που παρατηρούµε είναι προϊόν πραγµατικής απεριοδικής συ-
µπεριφοράς ή αν µακροπρόθεσµα (για µεγάλο χρόνο πχ 10100) εµφανίζει
περιοδική συµπεριφορά.

∆ιάφορες µέθοδοι υπάρχουν για την αναζήτηση χαοτικής συµπεριφοράς
όπως ο έλεγχος της ευαισθησίας που παρουσιάζει το σύστηµα στις αρχικές
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συνθήκες, η ύπαρξη διπλασιασµών περιόδου στο σύστηµα, η χρήση των
εκθετών Λιαπούνοφ - ένα σύστηµα είναι χαοτικό αν τουλάχιστον ένας α-
πό τους εκθέτες Λιαπούνοφ είναι ϑετικός. Αυτό σηµαίνει πως δύο τροχιές
που ξεκινούν κοντά η µία στην άλλη πάνω στον παράξενο ελκυστή ϑα α-
ποκλίνουν µε την πάροδο του χρόνου. Τέλος µία άλλη αναλυτική µέθοδος
για την διερεύνηση χαοτικής συµπεριφοράς παρέχεται µέσω των αναλυτι-
κών κριτηρίων του Σίλνικοφ για την περίπτωση αυτόνοµων συστηµάτων που
παρουσιάζονται στην συνέχεια.

2.4.1 Οµοκλινική και Ετεροκλινική Τροχία

Θεωρούµε το ακόλουθο αυτόνοµο σύστηµα τριών διαφορικών εξισώσεων,

d~x

dt
= ~f(t), t ∈ R, x ∈ R3 (2.15)

όπου το διανυσµατικό πεδίο f : R3 → R3 ανήκει στις συναρτήσεις κλάσης
Cr, r ≥ 2. Θεωρούµε ακόµα ένα σηµείο ισορροπίας του συστήµατος E έστω
για παράδειγµα η αρχή των αξόνων και δύο επιπλέον σηµεία ισορροπίας
E1 και E2.

Ορίζουµε ως Οµοκλινική Τροχιά γ(t) του συστήµατος µια κλειστή τροχιά
του (2.15) η οποία είναι διπλά ασυµπτωτική στο E και για την οποία ισχύει,

lim
x→+∞

γ(t) = lim
x→−∞

γ(t) = E (2.16)

Με αντίστοιχο τρόπο ορίζουµε και την Ετεροκλινική Τροχιά δ(t). Σε αυτή τη
περίπτωση έχουµε δύο σηµεία ισορροπίας E1 και E2 τα οποία συνδέονται
µεταξύ τους µέσω µιας τροχιάς. Η τροχιά αυτή τείνει ασυµπτωτικά στο ένα
σηµείο ισορροπίας για τον εµπρόσθιο χρόνο και αντίστροφα στο δεύτερο
σηµείο ισορροπίας για τον οπίσθιο χρόνο. Θα ισχύει,

lim
x→+∞

δ(t) = E1, lim
x→−∞

δ(t) = E2 (2.17)

2.4.2 Οµοκλινική ∆ιακλάδωση

Παραθέτουµε εδώ την έννοια της Οµοκλινικής ∆ιακλάδωσης µιας και κρίνα-
µε απαραίτητο να δωθούν πρώτα οι ορισµοί των ευσταθών και ασταθών
πολλαπλοτήτων καθώς και των οµοκλινικών και ετεροκλινικών τροχιών. Ο-
µοκλινική ∆ιακλάδωση προκύπτει όταν οι ευσταθείς και ασταθείς πολλα-
πλότητες προσεγγίζουν η µία την άλλη και τελικά τέµνονται κάτω από τη
µεταβολή µιας παραµέτρου. Η συµπεριφορά αυτή απορρέει από την σχέση
µεταξύ των ασταθών και ευσταθών πολλαπλοτήτων µε υπερβολικά σηµεία
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ισορροπίας του συστήµατος. Οµοκλινική είναι η διακλάδωση όταν η τοµή
αυτή αφορά το ίδιο υπερβολικό σηµείο ισορροπίας.

Παρουσιάζουµε ένα χαρακτηριστικό γράφηµα από το χώρο των ϕάσεων
του συστήµατος µετακίνησης της πρωτεϊνης tlr4 όπου παρατηρείται οµο-
κλινική διακλάδωση.

(αʹ) (ϐʹ)

Σχήµα 2.5: Η ευσταθής σπείρα πριν την οµοκλινική διακλάδωση και καθώς αυτή προσεγγίζει το σηµείο
διακλάδωσης.

(αʹ) (ϐʹ)

Σχήµα 2.6: Η οµοκλινική τροχιά και η εναλλαγή του σηµείου έλξης µε το πέρασµα του σηµείου διακλάδω-
σης.

2.4.3 Οµοκλινική ΄Εκρηξη

Για την ολοκληρωµένη παρουσίαση του ϕαινοµένου της Οµοκλινικής ΄Ε-
κρηξης (Homoclinic Explosion) παρουσιάζουµε αρχικά την έννοια των Σαγ-
µατικών Συστηµάτων (Saddle Systems). Πρόκειται για συστήµατα που υ-
πόκεινται οµοκλινική τροχιά σε ένα σαγµατικό τους σηµείο ισορροπίας.
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Θεωρούµε το παρακάτω σύστηµα της µορφής:

ẋ = λ1x+ Pµ(x, y, z)

ẏ = −λ2y +Qµ(x, y, z)

ż = −λ3z +Rµ(x, y, z)

(2.18)

όπου λ1,2,3 > 0 και Pµ, Qµ, Rµ είναι αναλυτικές συναρτήσεις οι οποίες εξα-
ϕανίζονται µαζί µε τις πρώτες παραγώγους τους στην αρχή των αξόνων.
Η οµοκλινική τροχιά προκύπτει στην αρχή των αξόνων για µ = 0. Η
διαδικασία σχηµατισµού τις οµοκλινικής τροχιάς είναι ίδια µε αυτή που
παρουσιάζεται στα σχήµατα (2.4,2.5,2.6). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσι-
άζει η περίπτωση όπου το παραπάνω σύστηµα εµφανίζει µία Z2 συµµετρία
και πιο συγκεκριµένα την (x, y, z)→ (−x,−y, z). Αποδεικνύεται, κάποιος
µπορεί να δει αναλυτικά το εν λόγω Θεώρηµα στο [22], ότι η παρουσία της
συµµετρίας στο οµοκλινικό σαγµατικό σύστηµα της εξίσωσης (2.18) µπο-
ϱεί να εξηγήσει την πολυπλοκότητα της συµπεριφοράς του συστήµατος. Η
πολυπλοκότητα αυτή σχετίζεται µε την αντίστοιχη απεικόνιση Πουανκαρέ
του συστήµατος. Η συµπεριφορά αυτή που εµφανίζεται σε σχέση µε τις πα-
ϱαµέτρους εµφανίζεται ξαφνικά για την τιµή µ = 0 στην αρχή των αξόνων
και ονοµάζεται Οµοκλινική ΄Εκρηξη. ∆ίνουµε ορισµένα επιπλέον στοιχε-
ία για τη σχέση της οµοκλινικής έκρηξης µε τις ευσταθείς και ασταθείς
πολλαπλότητες στην υποενότητα 6.5.3.

2.4.4 Τα Θεωρήµατα του Σίλνικοφ

Τα Θεωρήµατα του Σίλνικοφ για τα συστήµατα συνεχών διαφορικών εξι-
σώσεων παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον και αποτελούν ένα πολύ δυνα-
τό εργαλείο για την µελέτη της χαοτικής συµπεριφοράς ενός συστήµατος.
Τόσο η οµοκλινική όσο και η ετεροκλινική εκδοχή του ϑεωρήµατος παρέχει
αναλυτικά κριτήρια για την ύπαρξη χάους σε µη γραµµικά συστήµατα. Τα
ϑεωρήµατα αυτά αφορούν κυρίως υπερβολικά σηµεία ισορροπίας και λέµε
κυρίως γιατί πρόσφατα δόθηκε και µία αντίστοιχη απόδειξη για την πε-
ϱίπτωση µη υπερβολικών σηµείων ισορροπίας [23]. Η ύπαρξη των προϋπο-
ϑέσεων του Θεωρήµατος Σίλνικοφ υποδεικνύει µία χαοτική συµπεριφορά
που ονοµάζεται Απεικόνιση «Πετάλου» του Σµέιλ. Παρακάτω δίνονται οι
δύο εκδοχές του Θεωρήµατος Σίλνικοφ µε τις απαραίτητες εισαγωγικές πα-
ϱαδοχές που πρέπει να κάνουµε για την πληρέστερη παρουσίασή τους.

Θεωρούµε ότι το υπερβολικό σηµείο ισορροπίας Ze είναι Σαγµατική Σπε-
ίρα αν οι ιδιοτιµές της ΙακωβιανήςA = Df υπολογισµένη στο συγκεκριµένο
σηµείο ισορροπίας δίνονται ως,

γ, ρ± iω, ργ < 0, ω 6= 0 (2.19)
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όπου γ, ω, ρ είναι πραγµατικές σταθερές. Με αυτή την αφετηρία διατυ-
πώνουµε τις δύο εκδοχές του Θεωρήµατος Σίλνικοφ.

Οµοκλινικό Θεώρηµα Σίλνικοφ. Αν ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο
συνθήκες,

1. Το σηµείο ισορροπίας Ze είναι Σαγµατική Σπείρα και ισχύει,

|γ| > |ρ| > 0 (2.20)

2. Υπάρχει µία οµοκλινική τροχιά µε ϐάση το σηµείο ισορροπίας Ze.

Τότε ϑα ισχύουν τα ακόλουθα,

1. Η Απεικόνιση Σίλνικοφ, ορίζεται στην περιοχή γύρω από την οµοκλι-
νική τροχιά του συστήµατος και περιλαµβάνει ένα µετρήσιµο πλήθος
«Πετάλων» του Σµέιλ για το αντίστοιχο διακριτό σύστηµα.

2. Για κάθε επαρκώς µικρή διαταραχή g της f η οποία ανήκει στην κλάση
συναρτήσεων C1, το διαταραγµένο σύστηµα,

dZ

dt
= g(Z), Z ∈ R3 (2.21)

διαθέτει τουλάχιστον ένα πεπερασµένο αριθµό «Πετάλων» του Σµέιλ για
το αντίστοιχο σύστηµα που ορίζεται η Απεικόνιση Σίλνικοφ κοντά στην
οµοκλινική τροχιά.

3. Τόσο το αρχικό σύστηµα (2.15) όσο και το διαταραγµένο (2.21) υπόκεινται
σε Χαοτική Συµπεριφορά αυτή του «Πετάλου» του Σµέιλ.

Ετεροκλινικό Θεώρηµα Σίλνικοφ. Υποθέτουµε ότι έχουµε δύο σηµεία ι-
σορροπίας τα οποία συµβολίζουµε Z1

e και Z2
e αντίστοιχα. Υποθέτουµε ακόµα

ότι αυτά τα σηµεία ισορροπίας είναι Σαγµατικές Σπείρες των οποίων οι ιδιοτι-
µές δίνονται από γk και ρk±iωk όπου k = 1, 2. Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται
οι ακόλουθες συνθήκες Σίλνικοφ,

1. Οι ιδιοτιµές ικανοποιούν τις παρακάτω ανισώσεις,

|γk| > |ρk| > 0, k = 1, 2, ω 6= 0

ρ1ρ2 > 0, or γ1γ2 > 0
(2.22)

2. Υπάρχει µία ετεροκλινική τροχιά που συνδέει τα σηµεία ισορροπίας Z1
e

και Z2
e .

Τότε ϑα ισχύουν τα ακόλουθα,

36



Μαθηµατικές ΄Εννοιες Κεφάλαιο 2

1. Η Απεικόνιση Σίλνικοφ που ορίζεται σε µία γειτονιά της ετεροκλινικής
τροχιάς, περιλαµβάνει ένα µετρήσιµο πλήθος «Πετάλων» του Σµέιλ για
το αντίστοιχο διακριτό σύστηµα.

2. Για κάθε επαρκώς µικρή διαταραχή g της f η οποία ανήκει στην κλάση
συναρτήσεων C1, το διαταραγµένο σύστηµα,

dZ

dt
= g(Z), Z ∈ R3 (2.23)

διαθέτει τουλάχιστον ένα πεπερασµένο αριθµό «Πετάλων» του Σµέιλ για
το αντίστοιχο σύστηµα που ορίζεται η Απεικόνιση Σίλνικοφ κοντά στην
ετεροκλινική τροχιά.

3. Τόσο το αρχικό σύστηµα (2.15) όσο και το διαταραγµένο (2.23) υπόκεινται
σε Χαοτική Συµπεριφορά αυτή του «Πετάλου» του Σµέιλ.

2.5 Αριθµητικές Μέθοδοι

Οι αριθµητικές µέθοδοι αποτελούν ένα από τα πιο σηµαντικά πεδία των ε-
ϕαρµοσµένων µαθηµατικών τόσο γενικά όσο και πιο συγκεκριµένα στην
µελέτη συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων (µερικών ή συνήθων). Στην
πλειοψηφία των περιπτώσεων η εύρεση αναλυτικής λύσης για ένα σύστηµα
διαφορικών εξισώσεων είναι κάτι που δεν είναι εφικτό. Ως απόρροια για
την πλειοψηφία των περιπτώσεων η αριθµητική επίλυση του συστήµατος
είναι η µόνη διέξοδος. Η αριθµητική µέθοδος, µας δίνει µία προσεγγιστι-
κή λύση για το πρόβληµά µας µέσω µίας κατάλληλης διακριτοποίησης του
χώρου και του χρόνου. Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι αριθµητικής επίλυσης
µε διαφορετική ικανότητα η κάθε µία να συγκλίνει σε µία όσο το δυνατόν
καλύτερη προσέγγιση της λύσης. Θα περιοριστούµε σε περιπτώσεις που
ϑα ϕανούν χρήσιµες στη συνέχεια της παρούσας εργασίας αποφεύγοντας
µία γενική παρουσίαση του ϑέµατος που κάποιος µπορεί να ϐρει σε ένα
οποιοδήποτε ϐιβλίο αριθµητικής ανάλυσης.

Η παρουσίαση των εννοιών της Αριθµητικής Ολοκλήρωσης και της Αριθ-
µητικής Συνέχισης (Numerical Continuation στην Αγγλική ϐιβλιογραφία)
κρίνονται απαραίτητες για την κατανόηση των αριθµητικών µεθόδων πίσω
από τα αποτελέσµατα που παίρνουµε µε τη χρήση του Πακέτου Matcont
[24, 25]. Αποτελούν τα ϐασικά εργαλεία για την παρουσίαση τόσο των πορ-
τραίτων ϕάσεων (για το σύστηµά µας και το µοντέλο του Λόρενζ) όσο και
των διαγραµµάτων διακλαδώσεων και την παρακολούθηση της ποιοτικής
συµπεριφοράς του συστήµατος κάτω από την µεταβολή των παραµέτρων.
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Αφετηρία της παρουσίασής µας αποτελεί το αυτόνοµο σύστηµα των συ-
νήθων διαφορικών εξισώσεων που παρουσιάσαµε στις εξισώσεις (2.1) και
(2.15).

2.5.1 Αριθµητική Ολοκλήρωση

Είναι γνωστό ότι µία οποιαδήποτε διαφορική εξίσωση - σαν συνάρτηση
µίας άγνωστης συνάρτησης και των παραγώγων της - µπορεί να µετατραπεί
σε ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. Το σύστηµα αυτό
εφοδιασµένο µε τις αντίστοιχες αρχικές συνθήκες αποτελεί τη γνωστή δια-
τύπωση ενός Προβλήµατος Αρχικών Τιµών. ΄Ενα τέτοιο πρόβληµα αρχικών
τιµών στη γενική του µορφή παρουσιάζεται στην εξίσωση (2.24)

~x
′
= ~f(~x(t)), t ≥ 0, ~x, ~f ∈ R

~x(0) = ~x0
(2.24)

Μία τέτοια µορφή προβλήµατος αρχικών τιµών στο χώρο των τριών δια-
στάσεων αποτελεί τόσο το µοντέλο του Λόρενζ όσο και το µοντέλο της πρω-
τεϊνης tlr4. Το ϐασικό εργαλείο για την προσέγγιση των λύσεων των συστη-
µάτων µας, αποτελούν οι µέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης. Ενδεικτικά
αναφέρουµε την Μέθοδο του ΄Οιλερ για ιστορικούς κυρίως λόγους καθώς
και την Μέθοδο των Ρούνγκε-Κούτα που αποτελεί και το ϐασικό εργαλε-
ίο πίσω από τις συναρτήσεις επίλυσης συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων
που χρησιµοποιεί το Matlab. Στο τέλος της υποενότητας δίνουµε το χα-
ϱακτηριστικό παράδειγµα της διαφορικής εξίσωσης y′ = sin(t)2y το οποίο
επιλύεται µε τις δύο µεθόδους και συγκρίνεται µε την ακριβή λύση.

Μέθοδος του ΄Οιλερ

Η Μέθοδος του ΄Οιλερ παρουσιάζεται στην εξίσωση (2.25)

~xn+1 = ~xn + ∆t ~f(~xn), n = 0, 1, 2, ... (2.25)

Η ιδέα της µεθόδου είναι ο υπολογισµός µίας άγνωστης καµπύλης µίας
διαφορικής εξίσωσης, όπου ξεκινώντας από ένα δεδοµένο σηµείο υπολο-
γίζουµε την κλίση της εφαπτόµενης της καµπύλης στο σηµείο εφόσον είναι
γνωστό το σηµείο της καµπύλης. Προχωράµε λοιπόν πάνω στην καµπύλη
κάνοντας µικρά ϐήµατα µέσω της εφαπτόµενής της η οποία ϑεωρούµε ότι
για µικρά ϐήµατα µένει πάνω στην καµπύλη. Σε γενικές γραµµές, η προ-
σεγγιστική αυτή καµπύλη δεν αποκλίνει πολύ από την αρχική ακριβή λύση
, και το σφάλµα µεταξύ των δύο καµπυλών µπορεί να γίνει µικρό, αν το
µέγεθος του ϐήµατος είναι αρκετά µικρό και το διάστηµα του υπολογισµού
είναι πεπερασµένο.
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Στην πραγµατικότητα τα σφάλµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή
της Μεθόδου είναι ένα τοπικό σφάλµα O(∆t2) για κάθε ϐήµα και ένα ολικό
σφάλµα O(∆t). Η µέθοδος αυτή παρουσιάζει µειονέκτηµατα σε σχέση µε
άλλες µεθόδους καθώς χάνει σε ακρίβεια για το ίδιο χρονικό ϐήµα, ενώ
αδυνατεί να αντιµετωπίσει πολύ δύσκαµπτες (stiff) εξισώσεις. Στην πράξη
χρησιµοποιείται ως αφετηρία για την κατασκευή άλλων πιο περίπλοκων
µεθόδων.

Μέθοδος Ρούνγκε-Κούτα 4ης Τάξης

Η Μέθοδος των Ρούνγκε-Κούτα αποτελεί µία από τις πιο ευρέως διαδεδο-
µένες µεθόδους για την επίλυση συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων. Η
Μέθοδος παρουσιάζεται στο επόµενο σύστηµα εξισώσεων (2.26).

k1 = ∆tf(tn, xn)

k2 = ∆tf(tn +
∆t

2
, xn +

k1
2

)

k3 = ∆tf(tn +
∆t

2
, xn +

k2
2

)

k4 = ∆tf(tn + ∆t, xn + k3)

xn+1 = xn +
1

6
k1 +

1

3
k2 +

1

3
k3 +

1

6
k4

(2.26)

Το σύστηµα (2.26) αποτελεί την Μέθοδο Ρούνγκε-Κούτα 4ης τάξης και α-
ποτελείται από τέσσερις εκτιµήσεις παραγώγων σε κάθε χρονικό ϐήµα. Η
τελική τιµή είναι αποτέλεσµα του συνδυασµού αυτών των εκτιµήσεων. Προ-
σεγγίζει κάθε επόµενο ϐήµα διαµέσου µίας ακολουθίας ιδανικών ϐηµάτων.
΄Ενα πρώτο πλεονέκτηµά της είναι η ικανότητά της να αντιµετωπίζει και
αρκετά δύσκαµπτες εξισώσεις. Η σύγκλιση και η ευστάθεια της µεθόδου
είναι κατά πολύ καλύτερη αυτών της Μεθόδου ΄Οιλερ. Αυτό ϕαίνεται και
από το γεγονός ότι το τοπικο σφάλµα της είναι τέταρτης τάξης O(∆t4) ως
προς το χρόνο. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα εφαρµογής της συγκεκρι-
µένης µεθόδου στην παρούσα ∆.Ε είναι τα ϕασικά πορτρέτα που δίνονται
τόσο για το Μοντέλο του Λόρενζ όσο και για το Μοντέλο της Πρωτεϊνης tlr4.

Στην παρακάτω γραφική παράσταση παρουσιάζεται η επίλυση της διαφο-
ϱικής εξίσωσης y′ = sin(t)2y τόσο µε τη µέθοδο Ρούνγκε-Κούτα 4ης Τάξης
όσο και µε τη Μέθοδο του ΄Οιλερ σε σύγκριση µε την ακριβή λύση της. Είναι
ϕανερή η µεγαλύτερη ικανότητα σύγκλισης της Μεθόδου Ρούνγκε-Κούτα
σε σχέση µε την ΄Οιλερ για το ίδιο χρονικό ϐηµά.
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Σχήµα 2.7: Η αναλυτική λύση της επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης y′ = sin(t)2y και η σύγκριση αυτής
µε τις µεθόδους ΄Οιλερ και Ρούνγκε-Κούτα 4ης τάξης.

2.5.2 Αριθµητική Συνέχιση

Η Αριθµητική Συνέχιση αποτελεί ένα πολύ ισχυρό εργαλείο όχι µόνο για
τον αριθµητικό υπολογισµό λύσεων διαφορικών συστηµάτων - σαν συνέχεια
των προηγούµενων δύο µεθόδων - αλλά και για την σηµαντική πληροφορία
που µας παρέχει για την ποιοτική συµπεριφορά του συστήµατος κάτω από
την αλλαγή των παραµέτρων. Η ϐασική λογική πίσω από τη Μέθοδο της
Αριθµητικής Συνέχισης συνοψίζεται στη συνέχεια.

Θεωρούµε µία λεία συνάρτηση,

F : Rn+1 → Rn (2.27)

Θέλουµε να υπολογίσουµε την ακολουθία των σηµείων που αποτελούν λύση
της εξίσωσης (2.27) κάτω από συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων για τις
οποίες ισχύει,

F(~x, ~µ) = 0 (2.28)
Η ακολουθία των σηµείων που προκύπτει αντιστοιχεί σε µία συγκεκριµένη
συµπεριφορά του συστήµατος. Τα αποτελέσµατα που παίρνουµε σε αρκε-
τές περιπτώσεις περιέχουν σηµεία διακλάδωσης για το σύστηµα, κάτι που
συνεπάγεται την αλλαγή στην ευστάθεια και την συµπεριφορά του.

Για την περαιτέρω παρουσίαση της Μεθόδου δίνουµε στο σηµείο αυτό το
Implicit Function Theorem. Το Θεώρηµα αυτό αποτελεί απαραίτητη προ-
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ϋπόθεση για την διατύπωση της µεθόδου µήκους τόξου που παραθέτουµε
στη συνέχεια. Παρουσιάζουµε λοιπόν µία όχι και τόσο αυστηρή διατύπωσή
του.

Θεωρούµε όπως και προηγουµένως µία συνεχή συνάρτηση,

F(x) = 0, F : Rn+1 → Rn (2.29)

Συµβολίζουµε µε Fx(x0) τον Ιακωβιανό πίνακα υπολογισµένο σε µία λύση
~x0. Ο πίνακας αυτός ϑα έχει n γραµµές και n+ 1 στήλες. Αν ισχύει,

Rank(Fx(x0)) = n (2.30)

ή ισοδύναµα
dim(N(Fx(x0))) = 1 (2.31)

όπου µε Ν έχουµε δηλώσει τον Null Space, τότε το Θεώρηµα εγγυάται ότι
εκεί υπάρχει µία µοναδική οικογένεια λύσεων x(s) όπου s ∈ R και δ > 0
τέτοια ώστε να ισχύει,

x(0) = x0, F(x(s)) = 0, |s| < δ (2.32)

Από τις πιο χαρακτηριστικές περιπτώσεις µεθόδου αριθµητικής συνέχι-
σης είναι αυτή της «Αριθµητικής Συνέχισης Μήκους Τόξου». Θεωρούµε
ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες του Implicit Function Theorem για µία
συγκεκριµένη λύση x0, δηλαδή ισχύει,

Rank(Fx(x0)) = n (2.33)

τότε υπάρχει µία οικογένεια λύσεων x(t) τέτοια ώστε να ικανοποιεί την
εξίσωση (2.27). Η κάθε επόµενη λύση δίνεται από την παρακάτω σχέση
όπου µε ∆s συµβολίζεται το µήκος του επόµενου ϐήµατος.

Fx(x1) = 0

(~x1 − ~x0)T ~̇x0 = ∆s
(2.34)

Το ~̇x0 είναι ένα «κενό» διάνυσµα του Ιακωβιανού πίνακα Fx(x0).
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Το Μοντέλο του Λόρενζ

΄Οπως ήδη έχουµε περιγράψει, το σπέρµα της Θεωρίας του Χάους είχε
εµφυτευτεί στην παγκόσµια επιστηµονική κοινότητα από τον Πουανκαρέ.
Απέµενε το να ϐρεθεί ένας συνεχιστής (ή συνεχιστές) των προβληµατισµών
και των συµπερασµάτων του, κάτι που πραγµατοποιήθηκε. Σε αυτή την
πορεία εξέλιξης της Θεωρίας του Χάους ξεχωρίζουν, ο Αµερικανός µαθη-
µατικός Μπίρκοφ ο οποίος επέκτεινε τα αποτελέσµατα του Πουανκαρέ σε
δυναµικά συστήµατα διακριτού χρόνου που περιγράφονταν από αλγεβρικές
µη γραµµικές απεικονίσεις, ο Αµερικανός τοπολόγος Σµέιλ που χρησιµο-
ποίησε απλά γεωµετρικά παραδείγµατα για να δείξει ότι ένα µεγάλο πλήθος
διδιάστατων ντετερµινιστικών απεικονίσεων εµπεριέχουν λύσεις µε ιδιότη-
τες τόσο τυχαίες όσο και η ϱίψη ενός νοµίσµατος, ο Αµερικανός Ε. Λόρενζ
που δηµοσίευσε µια εργασία στην οποία περιγραφόταν η διαπίστωση ότι οι
λύσεις ενός απλού ντετερµινιστικού µοντέλου τριών διαφορικών εξισώσεων
συγκεντρώνονται σε ένα πολύπλοκο σύνολο στο χώρο των ϕάσεων που πήρε
το όνοµα παράξενος ελκυστής και ο επίσης Αµερικανός Μαθηµατικοφυσι-
κός Φάιγκενµπάουµ που έδειξε µε τη ϐοήθεια απλών µη γραµµικών απει-
κονίσεων τη δυνατότητα µετάβασης στο Χάος µέσω µιας ακολουθίας δια-
κλαδώσεων µε «παγκόσµια» χαρακτηριστικά. Παρακάτω στεκόµαστε κυρίως
στους δύο τελευταίους που παρουσιάζουν και το µεγαλύτερο ενδιαφέρον για
το παρόν Κεφάλαιο.

3.1 Η Ιστορία πίσω από τις Τρεις Εξισώσεις του Λόρενζ

Ο Λόρενζ έχοντας ως κύριο αντικείµενο µελέτης την πρόβλεψη του καιρού
είχε κατασκευάσει ένα µοντέλο ακριβώς για αυτόν το σκοπό. Πίστευε σε
ένα σύµπαν που δούλευε όπως και ο µηχανισµός ενός ϱολογιού. Αυτό που
κλόνισε το δόγµα του ήταν ένα τυχαίο γεγονός. ΄Εδωσε στον υπολογιστή του
δυο ϕορές τα δεδοµένα του µε µια ελάχιστη διαφοροποίηση στους αριθµο-
ύς, τέτοια που κανένας µέχρι τότε δε ϑα µπορούσε να υποθέσει ότι ϑα ήταν
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δυνατό να οδηγήσουν σε µια διαφορετική εκτίµηση. Το αποτέλεσµα ήταν
κάτι παραπάνω από εντυπωσιακό. Ελάχιστη διαφοροποίηση στα αρχικά
δεδοµένα, άλλαζε δραµατικά τη συµπεριφορά του µοντέλου. Στην αρχική
ϕάση εξέλιξης η συµπεριφορά ήταν σχεδόν πανοµοιότυπη. Από ένα όµως
σηµείο κι έπειτα η εξέλιξη των δυο µοντέλων απέκλινε κατά τρόπο εντυ-
πωσιακό. ΄Ετσι το πρώτο συµπέρασµα που ϕαινόταν να προκύπτει αβίαστα
ήταν πως η µακροπρόθεσµη πρόβλεψη του καιρού είναι αδύνατη.

Ο Λόρενζ δεν αρκέστηκε σε αυτό το εντυπωσιακό συµπέρασµα. Επι-
ϑυµούσε να δώσει στα συµπεράσµατα του και µαθηµατική στήριξη. Για
να περιγράψει την πολυπλοκότητα που είχε ανακαλύψει, κατασκεύασε ένα
σύστηµα µε µόλις τρεις εξισώσεις οι οποίες ήταν µη γραµµικές. Με τις τρεις
αυτές εξισώσεις περιέγραφε το εξής µηχανικό µοντέλο : ένα ορισµένο είδος
υδατοτροχών που αποτελούσαν το µηχανικό ανάλογο του περιστρεφόµενου
κύκλου της µεταφοράς ϑερµότητας. Στην κορυφή, στάζει νερό σε δοχεία
που κρέµονται από το πλαίσιο ενός τροχού. Καθένα από τα δοχεία έχει
σταθερή διαρροή από µια µικρή οπή. ΄Ετσι έχουµε τα εξής ενδεχόµενα: σε
περίπτωση που η ϱοή του νερού είναι µικρή, τα πάνω δοχεία δεν γεµίζουν
ποτέ τόσο γρήγορα ώστε να υπερνικηθεί η τριβή. Το άλλο ενδεχόµενο είναι
η ϱοή να είναι πιο γρήγορη οπότε το ϐάρος αρχίζει να στρέφει τον τροχό. Η
περιστροφή µπορεί να γίνει συνεχής. Αλλιώς, αν η ϱοή είναι τόσο γρήγορη
ώστε τα ϐαριά δοχεία να περάσουν από το κάτω µέρος και ν’ αρχίσουν να
ανεβαίνουν από την άλλη πλευρά, τότε ο τροχός µπορεί να επιβραδυνθεί,
να σταµατήσει και να αντιστρέψει την περιστροφή του, γυρνώντας πρώτα
απ’ τη µια και µετά απ’ την άλλη πλευρά.

Οι τρεις εξισώσεις µε τις τρεις µεταβλητές που περιέγραφαν πλήρως την
κίνηση αυτού του συστήµατος έδωσαν µέσω του υπολογιστή τις µεταβαλ-
λόµενες τιµές της τριάδας των µεταβλητών, που αναπαριστώµενες από τον
Λόρενζ µε τέτοιο τρόπο όπως τις συντεταγµένες που ορίζουν ένα σηµείο στο
τρισδιάστατο χώρο, δηµιούργησαν µια περίεργη µορφή, ένα είδος διπλής
έλικας σε τρεις διαστάσεις. Οι ϐάσεις για αυτό που σήµερα ονοµάζουµε πα-
ϱάξενο ελκυστή είχαν τεθεί. Το πιο ενδιαφέρον όµως απ’ όλα ήταν πως από
τη µια παρατηρούσαµε µια καθαρή αταξία αφού κανένα σηµείο ή οµάδα
σηµείων δεν επαναλαµβανόταν και από την άλλη παρατηρούσαµε µια τάξη
νέου είδους αφού το σχήµα χαρακτηριζόταν από µια αρµονία.

Ο Φάιγκενµπαουµ από την πλευρά του έλεγξε µια ολόκληρη κατηγορία
εξισώσεων και ϐρήκε µια κλίµακα καθολικής ισχύος στους µετασχηµατι-
σµούς διπλασιασµού περιόδου που παρουσιάζονταν. Οι εξισώσεις που µε-
λέτησε εφαρµόζονται σε ποικίλα ϕαινόµενα όπως τα ηλεκτρικά κυκλώµατα,
τα οπτικά συστήµατα, τις συσκευές στερεάς κατάστασης, τους επιχειρησια-

43



Κεφάλαιο 3 Το Μοντέλο του Λόρενζ

κούς κύκλους, τους πληθυσµούς και τη µάθηση. Ο Φάιγκενµπάουµ έδειξε
ότι οι λεπτοµέρειες των διαφορετικών συστηµάτων δεν επηρεάζουν και ότι ο
διπλασιασµός περιόδου αποτελεί κοινό χαρακτηριστικό του τρόπου µε τον
οποίο η τάξη διαλύεται σε χάος. Υπολόγισε µερικούς παγκόσµιους αριθ-
µούς που αναπαριστούσαν λόγους στην κλίµακα των σηµείων µετάβασης
κατά τη διάρκεια της διαδικασίας διπλασιασµού. Ανακάλυψε πως όταν ένα
σύστηµα δρα επαναληπτικά επάνω στον εαυτό του, τότε ϑα παρουσιάσει
µεταβολή σε αυτά τα παγκόσµια σηµεία κατά µήκος της κλίµακας.

Κλείνοντας αυτή τη γενική περιγραφή, κατά την οποία σκιαγραφήσαµε
τη γένεση της Θεωρίας του Χάους, ας δούµε τέλος τι παραπάνω πρόσθεσε
(η ΘτΧ) στα δυναµικά µοντέλα της επιστήµης. Μέχρι πριν από σαράντα
χρόνια περίπου οι επιστήµονες χειρίζονταν δυο είδη δυναµικών συστη-
µάτων. Το ένα είδος αφορούσε συστήµατα ντετερµινιστικά , µικρού αριθ-
µού αλληλεπιδράσεων-συνιστωσών (ϐαθµών ελευθερίας). Η εξέλιξη αυτών
των συστηµάτων ϑεωρούνταν απόλυτα προβλέψιµη. Το άλλο είδος ήταν
συστήµατα στοχαστικά µεγάλου ή άπειρου αριθµού ϐαθµών ελευθερίας.
Για τη µελέτη τους απαιτούνταν η χρήση της ϑεωρίας των πιθανοτήτων. Η
δε εξέλιξή τους ϑεωρούνταν τυχαία και απρόβλεπτη. Η Θεωρία του Χάους
όµως πρόσθεσε κι ένα τρίτο µοντέλο. Τα χαρακτηριστικά αυτού του νέου
µοντέλου είχαν ως εξής : α) αφορούσε αποκλειστικά µη γραµµικά δυνα-
µικά συστήµατα ϐ) ήταν εν γένει ολιγοδιάστατο γ) ήταν ντετερµινιστικό δ)
είχε µη προβλέψιµη συµπεριφορά και ε) η συµπεριφορά του επηρεαζόταν
αποφασιστικά από τις αρχικές συνθήκες.

Οι επόµενες ενότητες παρουσιάζουν την µαθηµατική περιγραφή του Μο-
ντέλου του Λόρενζ. Η µαθηµατική του περιγραφή κρίθηκε αναγκαίο να
παρουσιαστεί ξεχωριστά καθώς παρουσιάζει σηµαντικές οµοιότητες µε αυ-
τή του Κεφαλαίου 6 και συµβάλλει στην πληρέστερη κατανόησή του.

3.2 Το Μοντέλο του Λόρενζ

Η παρουσίαση του Μοντέλου του Λόρενζ έγινε µε την ιστορική δηµοσίευση
της εργασίας του «Deterministic nonperiodic flow» που δηµοσιεύτηκε στο
περιοδικό Journal of atmospheric sciences το 1963 [26], καθώς και µε την
γενίκευση των συµπερασµάτων του στην εργασία «The nature and theory of
the general circulation of the atmosphere» το 1967 [27]. Οι εργασίες αυτές
αποτελούν δύο από τα µεγάλα ορόσηµα στη διαµόρφωση της Θεωρίας του
Χάους όπως την ξέρουµε σήµερα.

Περνάµε τώρα στην παρουσίαση του µαθηµατικού µοντέλου του Λόρενζ.
Το Μοντέλο που κατασκεύασε αποτελεί ένα απλοποιηµένο µοντέλο ενός
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µεταδιδόµενου ϱευστού. Πρόκειται για ένα αρκετά απλό σύστηµα που πα-
ϱουσιάζει όµως µία πολύ µεγάλη ποικιλία στην συµπεριφορά του. Το Μο-
ντέλο του αποτελείται από ένα σύστηµα τριών διαφορικών εξισώσεων και
παρουσιάζεται στην εξίσωση (3.1).

ẋ = σ(y − x)

ẏ = rx− y − xz
ż = −bz + xy

(3.1)

Το παραπάνω σύστηµα αποτελεί το πλέον διάσηµο αυτόνοµο χαοτικό σύστη-
µα τριών διαφορικών εξισώσεων. Το σύστηµα αυτό αποτελεί µία αρκετά α-
πλοποιηµένη µορφή της ατµόσφαιρας και τις µεταβλητότητας του καιρού.
Πιο συγκεκριµένα το x αποτελεί το ποσοστό της µεταδιδόµενης αναταρα-
χής, το y µετρά την οριζόντια µεταβολή της ϑερµοκρασίας και το z µετρά
την κατακόρυφη µεταβολή της. Σε ότι αφορά τις παραµέτρους το σ είναι
ο αριθµός του Prandtl, το r είναι ο αριθµός του Rayleigh και το b είναι
ένας ϐαθµωτός παράγοντας. Ο αριθµός του Prandtl σχετίζεται µε το ιξώδες
του ϱευστού και ο αριθµός του Rayleigh µε τη διαφορά της ϑερµοκρασίας
µιας στήλης του ϱευστού. Η συνήθης µελέτη του Μοντέλου του Λόρενζ αλλά
και αυτή την οποία εφάρµοσε και ο ίδιος είναι για τιµές των παραµέτρων
σ = 10, b = 8/3 καθώς η τιµή της παραµέτρου r µεταβάλλεται.

Ο Λόρενζ ανακάλυψε ότι αυτό το απλοποιηµένο σύστηµα παρουσιάζει
µία εξαιρετικά πολύπλοκη δυναµική για ένα µεγάλο εύρος της παραµέτρου
r. Για συγκεκριµένες τιµές οι λύσεις µπορούν να ταλαντώνονται απεριο-
δικά, χωρίς να επαναλαµβάνονται, παραµένοντας όµως σε µία ϕραγµένη
περιοχή του χώρου. Οι τροχιές που ϕαίνονται στο γράφηµα (3.1) αποτελούν
ένα περίπλοκο σύνολο που πλέον είναι γνωστό µε την ονοµασία Παράξενος
Ελκυστής ή Ελκυστής Λόρενζ. Το σύνολο αυτό αποτελεί µία δοµή ϕράκταλ
διάστασης µεταξύ 2 και 3. Μια πιο λογοτεχνική ερµηνεία του µοντέλου του
Λόρενζ είναι αυτή του «Φαινοµένου της Πεταλούδας», σύµφωνα µε το οποίο
µία πεταλούδα σε ένα µέρος του κόσµου ανοιγοκλείνοντας τα ϕτερά της
µπορεί να προκαλέσει µία καταιγίδα στην άλλη άκρη του πλανήτη.
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Σχήµα 3.1: Ο διάσηµος χαοτικός ελκυστής του Συστήµατος Λόρενζ.

Στις ενότητες που ακολουθούν στεκόµαστε αναλυτικά στη δυναµική συ-
µπεριφορά του συστήµατος αυτών των τριών διαφορικών εξισώσεων.

3.2.1 Ανάλυση του Συστήµατος

Η ϐασική εισαγωγή για την ποιοτική κατανόηση του Μοντέλου του Λόρενζ
έγινε στην προηγούµενη ενότητα και στο εισαγωγικό κοµµάτι. Το Μοντέλο
του Λόρενζ έχει απασχολήσει τους επιστήµονες για δεκαετίες και έχει τρο-
ϕοδοτήσει µε πλήθος αποτελεσµάτων την έρευνα κάτι που ϕαίνεται (ενδει-
κτικά µόνο) στις σχετικές εργασίες που αναφέρουµε εδώ [28, 29, 30, 31].
Περνάµε κατευθείαν στα ϐασικά συµπεράσµατα της µαθηµατικής ανάλυ-
σης του µοντέλου.

� Το Σύστηµα παρουσιάζει συµµετρία κάτω από το µετασχηµατισµό (x, y, z)
→ (−x,−y, z). Οι εξισώσεις παραµένουν αµετάβλητες πράγµα που ση-
µαίνει ότι οι λύσεις του συστήµατος είναι είτε συµµετρικές είτε έχουν
συµµετρική λύση.

� Το Σύστηµα Λόρενζ είναι µη διατηρητικό και η ϱοή είναι συστολική κατ΄
όγκο αφού divF = −(σ+b+1) < 0 όπου F είναι το διανυσµατικό πεδίο
(F = σ(y−x)i+ (rx− y−xz)j+ (xy− bz)k). Αυτό πρακτικά σηµαίνει
ότι ο όγκος στο χώρο των ϕάσεων συρρικνώνεται εκθετικά γρήγορα.
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� Για 0 < r < 1 η Αρχή (0, 0, 0) αποτελεί το µοναδικό σηµείο ισορροπίας
και είναι ένας ολικός ελκυστής.

� Για r > 1 έχουµε την εµφάνιση δύο συµµετρικών σηµείων ισορροπίας
µέσω µίας διακλάδωσης τρίαινας. Ιστορικά τα σηµεία αυτά είχαν συµ-
ϐολιστεί από το Λόρενζ C+, C− και είναι ίσα µε :
C± = (±

√
b(r − 1),±

√
b(r − 1), r − 1).

� Στο σηµείο r = rhom ≈ 13.93 έχουµε την εµφάνιση µιας οµοκλινικής
διακλάδωσης και το σύστηµα εισέρχεται σε µία περιοχή µεταβατικού
χάους (αναλυτικά ϑα σταθούµε στην επόµενη ενότητα).

� Για 0 < r < rH η Αρχή είναι ασταθής και τα σηµεία ισορροπίας C±

είναι και τα δύο ευσταθή.

� Για την τιµή r > rH τα σηµεία ισορροπίας C± χάνουν την ευστάθει-
ά τους µε την απορρόφηση ενός ασταθούς οριακού κύκλου από µία
υποκρίσιµη διακλάδωση Χοπφ.

� Για τιµή της παραµέτρου µεγαλύτερης από την τιµή της στη διακλάδω-
ση Χόπφ rH = σ(σ+b+3)

σ−b−1 ≈ 24.74 έχουµε την εµφάνιση χαοτικής συµπε-
ϱιφοράς. Η απεριοδική συµπεριφορά που εµφανίζεται συνοδεύεται α-
πό το διάσηµο ελκυστή Λόρενζ όπως αυτός ϕαίνεται στο γράφηµα (3.1)
στις τρεις διαστάσεις ή στην προβολή του στις δύο διαστάσεις στο χώρο
των µεταβλητών (x, z) στο γράφηµα (3.3).

Η ευστάθεια του συστήµατος και τα διαστήµατα µετάβασης στη χαοτική
συµπεριφορά ϕαίνονται στο παρακάτω διάγραµµα από το [14].

Σχήµα 3.2: Το συνολικό διάγραµµα διακλάδωσης του Συστήµατος Λόρενζ, µε τις ϕάσεις µετάβασης στην
ευσταθή χαοτική συµπεριφορά.
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Σχήµα 3.3: Η προβολή του χαοτικού ελκυστή στο επίπεδο x− z.

Στο διάγραµµα 3.2 ϕαίνονται τα δύο σηµεία ισορροπίας (η ευσταθής
αρχή των αξόνων και τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας C±) και ο ασταθής
οριακός κύκλος. Φαίνεται επίσης η µεταβατική περιοχή για τις τιµές της
παραµέτρου r ∈ (13.926, 24.06), η οποία ονοµάζεται µεταβατικό χάος (tran-
sient chaos) ή προταραχώδης περιοχή (preturbulence region) ή σαγµατι-
κό χάος (saddle chaos). Η διαδικασία αυτή οδηγεί τελικά στην εµφάνιση
της ευσταθούς χαοτικής συµπεριφοράς µέσω των δύο παράξενων ελκυστών.
Παραθέτουµε επίσης τον διάσηµο Παράξενο Ελκυστή του Λόρενζ καθώς
και την απεριοδική συµπεριφορά, όπως αυτή είναι πιο εύκολο να παρατη-
ϱηθεί στο διάγραµµα x − t (3.4) για τιµή της παραµέτρου r = 28. Με
την εµφάνιση του Ελκυστή του Λόρενζ (ή αλλιώς Χαοτικού Ελκυστή ή Πα-
ϱάξενου Ελκυστή) οι τροχιές τυλίγονται γύρω από τα σηµεία ισορροπίας
C± µε τυχαίο και απρόβλεπτο τρόπο. Μπορούµε να πούµε ότι οι τροχιές
είναι απεριοδικές, παραµένουν µόνιµα στον ελκυστή, η µορφή τους είναι
ανεξάρτητη των αρχικών συνθηκών και ο τελεστής έχει ϕράκταλ δοµή. Η
µελέτη αυτού του «Παράξενου Ελκυστή» αλλά και η ονοµασία του έγινε από
τους Ρούλ και Τεϊκενς στο [32]. Συνοψίζοντας, παραθέτουµε τα λόγια του
Καθηγητή Τ.Μπούντη τα οποία αποτυπώνουν την ϕιλοσοφική προέκταση
του ϑέµατος «η ϑεωρία του Χάους συνδέει διαλεκτικά το προβλέψιµο και
το απρόβλεπτο, το κανονικό και το τυχαίο, ανακαλύπτοντας τάξη µέσα στη
χαοτική συµπεριφορά συστηµάτων που περιγράφονται από ντετερµινιστικές
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Σχήµα 3.4: Η απεριοδική συµπεριφορά του συστήµατος όταν αυτό ϐρίσκεται στη χαοτική περιοχή.

µη γραµµικές εξισώσεις» [9].

3.2.2 Οµοκλινική ∆ιακλάδωση και Μετάβαση στο Χάος

΄Ενα από τα σηµαντικότερα στοιχεία της µελέτης του συστήµατος του Λόρενζ
είναι η διαδικασία µετάβασής του στην ευσταθή χαοτική συµπεριφορά. Η
µετάβαση αυτή συµβαίνει µε την οριοθέτηση της οµοκλινικής διακλάδωσης
που πραγµατοποιείται για την τιµή της παραµέτρου r ≈ 13.9265. Θα στα-
ϑούµε λοιπόν σε αυτά τα δύο ϐασικά στοιχεία, την οµοκλινική διακλάδωση
και την µετάβαση στο χάος µέσω µίας προταραχώδους περιοχής.

Ο αναλυτικός υπολογισµός της οµοκλινικής τροχιάς στο Μοντέλο του
Λόρενζ έχει απασχολήσει µία πληθώρα ερευνητικών εργασιών. Η σύνδε-
ση µιας αριθµητικής απόδειξης µε την αναλυτική τεκµηριώνει τη σηµασία
της οµοκλινικής διακλάδωσης και της αντίστοιχης τροχιάς για την µελέτη
της χαοτικής συµπεριφοράς. Ιστορικά ο αναλυτικός υπολογισµός της οµο-
κλινικής τροχιάς του συστήµατος του Λόρενζ περιλαµβάνει : τα αναλυτικά
αποτελέσµατα από τον Μπέλικχ το 1984 [33], την εργασία του Λεόνοφ το
1988 [34] αλλά και την εισαγωγή από µέρους του της «Τεχνικής του Ψα-
ϱέµατος» για ένα Σαγµατικό σηµείο ισορροπίας [35], την αντιµετώπιση του
µοντέλου του Λόρενζ ως Χαµιλτονιανό σύστηµα από τους Λι και Ζανγκ [36],
την εργασία των Βακάκη και Αζεζ µε τη χρήση της προσέγγισης Πάντε [37]
καθώς και τη χρήση της Μεθόδου των Απροσδιόριστων Συντελεστών από
τον Τσεν στο [38]. Η µέθοδος αυτή παρουσιάζεται αρκετά αναλυτικά στο
[39] και αποτελεί την διαδικασία που εφαρµόζουµε και εµείς στο δικό µας
µοντέλο. Στο παρακάτω γράφηµα παρουσιάζεται η Οµοκλινική Τροχιά του
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Μοντέλου του Λόρενζ κοντά στην προσεγγιστική τιµή που δίνεται στις πα-
ϱαπάνω εργασίες. ∆εν αποτελεί την παρουσίαση της οµοκλινικής τροχιάς
µέσω της µεθόδου της οµοτοπίας, καθώς αυτή ϑα γίνει αναλυτικά στο Κε-
ϕάλαιο 6 για το δικό µας µοντέλο. Αποτελεί λοιπόν µία προσεγγιστική
αναπαράστασή της µέσω αριθµητικής ολοκλήρωσης.
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Σχήµα 3.5: Η προσέγγιση της οµοκλινικής τροχιάς στο Μοντέλο Λόρενζ µέσω αριθµητικής ολοκλήρωσης.

Το δεύτερο σηµαντικό στοιχείο που απορρέει από τη µελέτη, αφορά τη
µετάβαση στη χαοτική συµπεριφορά µέσω µίας προταραχώδους περιοχής
όπου ακόµα το χάος παραµένει ασταθές. Καθώς η µεταβλητή r αυξάνεται η
χαοτική συµπεριφορά γίνεται κυρίαρχη. Στις εργασίες [40, 41, 42] γίνεται
αναλυτική µελέτη της συµπεριφοράς των ευσταθών και ασταθών πολλαπλο-
τήτων πριν, κατά τη διάρκεια και µετά την οµοκλινική διακλάδωση. Εκεί
παρουσιάζεται εκτενώς η ανακατανοµή των πολλαπλοτήτων, η οπτικοπο-
ίησή τους, ενώ µελετάται επίσης και η περιοδική ή µη συµπεριφορά του
συστήµατος µετά το r = rhom.

Συµπερασµατικά αναφέρουµε τα εξής, η οµοκλινική διακλάδωση που
συµβαίνει στο σηµείο r ≈ 13.9265 δεν «γεννάει» απλά ένα συµµετρικό Ϲε-
ύγος οµοκλινικών τροχιών. Αποτελεί την αρχή για ένα πλήθος σαγµατικών
περιοδικών και οµοκλινικών τροχιών. Οι τροχιές αυτές συγκεντρώνονται σε
µία γειτονική περιοχή αυτής των οµοκλινικών τροχιών (για r ≈ 13.9265).
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Επειδή ακριβώς η οµοκλινική διακλάδωση γεννάει το σύνολο της χαοτικής
συµπεριφοράς του συστήµατος αναφέρεται στην ϐιβλιογραφία ως Οµοκλι-
νική ΄Εκρηξη και το σηµείο r ≈ 13.9265 ως Σηµείο Οµοκλινικής ΄Εκρηξης.

Η χαοτική συµπεριφορά του συστήµατος που εγείρεται µετά την οµοκλι-
νική έκρηξη, αποτελεί µια χαοτική συµπεριφορά σαγµατικού τύπου. Το
χάος ακόµα δεν έχει κυριαρχήσει (παραµένει ασταθές) και τα σηµεία ισορ-
ϱοπίας C± αποτελούν τις µοναδικές περιοχές έλξης του συστήµατος. Η
µελέτη της συµπεριφοράς του συστήµατος σε αυτή τη ϕάση της εξέλιξής
του παρουσιάζεται στην εργασία των Κάπλαν και Γιόρκ [43], επιπρόσθετα
η µελέτη αυτού του µαθηµατικού συνόλου για την περιοχή έλξης παρου-
σιάζεται και από τους Ρούλ και Τέικενς [32]. Η µετάβαση αυτή συντελείται
µέχρι την τιµή r = rhet ≈ 24.0579 όπου πλέον η χαοτική συµπεριφορά
γίνεται κυρίαρχη.

Στα παρακάτω διαγράµµατα ϕαίνεται αυτή η µετάβαση προς την ευσταθή
χαοτική συµπεριφορά. Το χάος κάνει έντονη την παρουσία του για τιµές
της παραµέτρου r > 22. Καθώς η τιµή περνάει την r > 24, η χαοτική
συµπεριφορά γίνεται κυρίαρχη κάτι που πλέον είναι ορατό για r ≈ 27 που
έχουµε πάρει ως παράδειγµα αλλά και για την τιµή r = 28 που αναφέραµε
στα γραφήµατα (3.3) και (3.4) της προηγούµενης ενότητας.
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Σχήµα 3.6: Η τροχιά συγκλίνει γρήγορα στο ένα από τα δύο σηµεία ισορροπίας.
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Σχήµα 3.7: Η τροχιά εξακολουθεί να συγκλίνει. Παρατηρείται όµως µία µικρή αύξηση του πλάτους.

Σχήµα 3.8: Παρατηρούµε ότι το πλάτος της τροχιάς µεγαλώνει σταδιακά και για t ≈ 55 παρατηρείται µία
απεριοδική συµπεριφορά.

Σχήµα 3.9: Η εµφάνιση της απεριοδικής συµπεριφοράς για r ≈ 22 γίνεται σε µικρότερο χρόνο από την
προηγούµενη τιµή.
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Σχήµα 3.10: Για r ≈ 27 έχουµε την εµφάνιση ισχυρής χαοτικής συµπερφοράς κάτι που ϕαίνεται και από
την ισχυρή απεριοδική συµπεριφορά της µεταβλητής x(t) της τροχιάς.

Επισηµαίνουµε εδώ ότι τα παραπάνω συµπεράσµατα για το µοντέλο του
Λόρενζ παρουσιάστηκαν επιγραµµατικά. Αποφύγαµε να προβούµε στους
αναλυτικούς υπολογισµούς και στις αριθµητικές αποδείξεις των συµπερα-
σµάτων αυτών για δύο λόγους. Πρώτον γιατί το µοντέλο του Λόρενζ δεν
αποτελεί το ϐασικό αντικείµενο της παρούσας µελέτης και δεύτερον γιατι
οι παραπάνω διαδικασίες εφαρµόζονται στο µοντέλο της µετακίνησης της
πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου, που αποτελεί και το ϐασικό α-
ντικείµενο µελέτης. Η ανάλυση αυτή παρουσιάζεται εκτενώς στο Κεφάλαιο
6.
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Κεφάλαιο 4

Το Μοντέλο Μετακίνησης της
Πρωτεΐνης Tlr4 στο Εσωτερικό του
Κυττάρου

4.1 Βιολογική Περιγραφή του Μοντέλου

Η αναλυτική και αριθµητική περιγραφή της χαοτικής συµπεριφοράς του
Μοντέλου της Μετακίνησης της Πρωτεϊνης Tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου
αποσκοπεί να συνεισφέρει στη µαθηµατική µελέτη του ϕαινοµένου. Η µε-
λέτη αυτή αφορά τη σχέση µεταξύ των ενδοκυτταρικών ταλαντώσεων της εν
λόγω πρωτεϊνης κατά τη διάρκεια του ϕαινοµένου της σήψης. Μία όσο το
δυνατόν πιο ολοκληρωµένη µαθηµατική περιγραφή της δυναµικής συµπε-
ϱιφοράς της µετακίνησης της πρωτεϊνης αυτής ϑα µας δείξει τις διάφορες
καταστάσεις του συστήµατος όπως είναι η ευστάθειά του, οι περιοδικές ή οι
χαοτικές συµπεριφορές του. Η σηµασία της παρούσας ∆ιπλωµατικής Ερ-
γασίας και σε µεγάλο ϐαθµό η πρωτοτυπία της, ϐρίσκεται στο γεγονός ότι η
µετακίνηση της πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό των διαφόρων συστατικών του
κυττάρου αποτελεί ένα κλειδί στην αναγνώριση των gram-negative ϐακτη-
ϱίων που αποτελούν το χαρακτηριστικό γνώρισµα κατά την µόλυνση του
οργανισµού στο ϕαινόµενο της σήψης. Η συσχέτιση µεταξύ των διαφόρων
ταλαντώσεων της πρωτεϊνης tlr4 κατά τα διάφορα στάδια της σήψης στον
οργανισµό ϐρίσκονται κάτω από εργαστηριακή µελέτη [44].

Η πρωτεϊνη Tlr4 παίζει επίσης ένα σηµαντικό ϱόλο στο ανοσοποιητικό
σύστηµα του ανθρώπινου οργανισµού. Το εγγενές ανοσοποιητικό σύστηµα
του οργανισµού αποτελεί µία αρχαία και ταυτόχρονα επαναστατική στρατη-
γική άµυνας που απαντάται συνολικά στα σπονδυλωτά και αποτελείται από
ένα σύνολο µικροοργανισµών και λειτουργιών που στο σύνολό τους προστα-
τεύουν από τους διάφορους οργανισµούς. Το ανοσοποιητικό σύστηµα είναι
γεµάτο από ένα πλήθος ταλαντώσεων που προκαλούν διάφορες παραµέτροι
και είναι απαραίτητες για την κατάλληλη αντιµετώπιση και απόκριση αυ-
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τών στις διάφορες διεγέρσεις. Αυτή η προειδοποίηση για τα εισερχόµενα
µικρόβια από το εγγενές ανοσοποιητικό σύστηµα είναι ϑεµελιακή για το
χτίσιµο της άµυνας του οργανισµού ενάντια σε µολύνσεις. Ο οργανισµός
αντιδρά στη διέγερση που δέχεται από την εισβολή µικροοργανισµών ανα-
πτύσσοντας άµεσους µηχανισµούς άµυνας [45] µε τους οποίους επιδιώκει
να ελαχιστοποιήσει τη δυναµική εξέλιξη διαφόρων απειλών από µολύν-
σεις και µικρόβια. Τέτοιοι αµυντικοί µηχανισµοί αναπτύσονται µέσω των
germline-encoded pattern recognition receptors (PRRs) οι οποίοι τοποθε-
τούνται τόσο στον εξωτερικό όσο και στον εσωτερικό χώρο του κυττάρου για
τον εντοπισµό µικροβίων που λειτουργούν ως δείκτες µολύνσεων [46]. Το
µοντέλο της αναγνώρισης µικροβιακών µοτίβων προτάθηκε από τον Τσάρλ
Τζ. Τζάναγουέι και περιγράφει τα χαρακτηριστικά του ανοσοποιήτικού συ-
στήµατος : την ικανότητα να διαχωρίζει τα µόρια του οργανισµού από αυτά
εξωτερικών παραγόντων και την ικανότητα να ενεργοποιεί και να προσαρ-
µόζει την απόκριση του ανοσοποιητικού συστήµατος [47]. Οι περισσότεροι
από τους µηχανισµούς PRRs µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε πέντε οι-
κογένειες ϐασιζόµενες στην πρωτεϊνική οµολογία του πεδίου τους. Μία από
αυτές τις οικογένειες αποτελούν και οι Toll-like υποδοχείς [48].

Οι υποδοχείς Toll-like αποτελούν µία κλάση πρωτεϊνών που παίζουν έναν
ουσιαστικό ϱόλο για το εγγενές ανοσοποιητικό σύστηµα [49]. Συνήθως προ-
έρχονται από τα Σέντινελ Κύτταρα (sentinel cells), κύτταρα που ϐρίσκονται
στην πρώτη γραµµή άµυνας του οργανισµού, όπως οι µακροφάγοι και τα
∆ενδριτικά Κύτταρα (dentric cells), τα οποία αναγνωρίζουν µόρια που προ-
έρχονται από µικρόβια [50]. Στη γενική τους περίπτωση οι υποδοχείς toll-
like αποτελούν έναν αρχαίο επαναστατικό µηχανισµό που συντηρούν και
κανονικοποιούν την αντιµικροβιακή άµυνα σε ϕυτά, ασπόνδυλα και ϑη-
λαστικά [51, 52]. Οι υποδοχείς toll-like στα ϑηλαστικά αποτελούν µοτίβα
υποδοχέων αναγνώρισης που είναι κρίσιµοι για την ενεργοποίηση του εγ-
γενούς ανοσοποιητικού [53]. Οι υποδοχείς toll-like είναι υπεύθυνοι για την
αναγνώριση παθογόνων µοριακών µοτίβων τα αποκαλούµενα και ως PAMPs
[54]. Ο ϱόλος των PAMPs είναι πολύ σηµαντικός για την έναρξη της µε-
τακίνησης της πρωτεϊνης tlr4 [55]. Συνολικά η οικογένεια των υποδοχέων
toll-like καθορίζουν το σύνολο σχεδόν των αποκρίσεων του ανοσοποιητικού
συστήµατος [56]. Οι υποδοχείς αυτοί ευθύνονται για την αναγνώριση και
µίας σειράς άλλων παθογόνων οργανισµών αλλά και πρωτεϊνων.

Πιο συγκεκριµένα η πρωτεϊνη tlr4 ως µέλος της οικογένειας των toll-like
υποδοχέων, είναι µία πρωτεϊνη που ανήκει στα µοτίβα αναγνώρισης (PRR)
που ενηµερώνουν για διάφορες «εισβολές» στον οργανισµό. Η πρωτεϊνη
tlr4 είναι πιο γνωστή για την αναγνώριση του Λιποπολυσακχαρόδους µο-
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ϱίου (LPS), ένα από τα κύρια συστατικά των gram-negative ϐακτηρίων [57].
Τα Λιποπολυσακχαρώδη µόρια είναι ένα από τα κύρια συστατικά στοιχεία
της εξωτερικής µεµβράνης των gram-negative ϐακτηρίων και ανγνωρίζονται
στον οργανισµό από τα µοτίβα αναγνώρισης των υποδοχέων tlr4 καθώς και
από άλλες λειτουργίες του οργανισµού οπώς αναφέρονται στα [58, 59, 60].
Υπάρχουν αρκετά στοιχεία στις παραπάνω έρευνες που τεκµηριώνουν και
εµπλουτίζουν τις γνώσεις µας για το ϱόλο της πρωτεϊνης tlr4 στον οργανι-
σµό.

Είναι ϕανερό ότι ο ϱόλος της πρωτεϊνης tlr4 είναι κρίσιµος για την ανα-
γνώριση στον οργανισµό της σήψης και άλλων ϐακτηρίων [61]. Μία άµε-
ση απόκριση του ανοσοποιητικού συστήµατος στην «εισβολή» των gram-
negative ϐακτηρίων είναι ουσιώδης για την αντιµετώπιση µιας µόλυνσης
του οργανισµού αλλά και την έγκαιρη αποτροπή µιας έξαρσης που ϑα µπο-
ϱούσε να ϑέσει σε απειλή τη Ϲωή του ίδιου του οργανισµού. Η Σήψη αποτε-
λεί µια τέτοια µόλυνση που σε πολλές των περιπτώσεων µπορεί να αποβεί
µοιραία για τη Ϲωή του ασθενούς. ∆ίνοντας έναν ορισµό ϑα µπορούσαµε
να πούµε ότι Σήψη καλείται το σύνολο των µεταβολών στον µεταβολισµό
και την αιµοδυναµική που είναι αποτέλεσµα γενικευµένης ϕλεγµονώδους
αντίδρασης του ανθρώπινου οργανισµού σε λοιµώδη παράγοντα (ϐακτήριο,
ιό, µύκητα ή παράσιτο). ΄Εχει συχνή κατάληξη το ϑάνατο µέσω ανεπάρ-
κειας πολλών οργάνων (Σύνδροµο πολυοργανικής ανεπάρκειας) και µη α-
ναστρέψιµη πτώση της αρτηριακής πίεσης (σηπτικό σοκ) [62, 63]. Πολλές
ϕορές ένα σηπτικό σοκ οδηγεί στην απώλεια της Ϲωής του ασθενούς κάτι
που αναλύεται εκτενώς και στην έρευνα των ΄Οπαλ και Χούµπερ στο [64].
Η µελέτη του ϕαινοµένου της σήψης έχει δείξει ότι παρουσιάζει δύο στάδια
στα οποία εκδηλώνεται, την αρχική ϕλεγµωνή και την ύστερη χρονικά α-
ντιφλεγµωνώδη απόκριση του οργανισµού [65]. Στην Εικόνα (4.1) που έχει
παρθεί από το « Ο Κύκλος της Σήψης » παρουσιάζεται συνοπτικά η διαδι-
κασία της σήψης στον ανθρώπινο οργανισµό.

Οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι µία απόκριση του οργανισµού α-
ντίστοιχη των διαφόρων σταδίων της σήψης και πιο συγκεκριµένα από την
«εισβολή» των gram-negative ϐακτηρίων στον οργανισµό είναι αναγκαία. Σε
αυτή τη δυναµική εξέλιξη του ϕαινοµένου έχει παρατηρηθεί και η αύξηση
στην παραγωγή της πρωτεϊνης tlr4 µέσω της αντίστοιχης αύξησης στην πα-
ϱαγωγή του mRNA καθώς επίσης και από την αύξηση της συγκέντρωσής
της στην επιφάνεια του κυττάρου κυρίως στα αρχικά στάδια της σήψης τόσο
στους ανθρώπους όσο και στα πειραµατικά µοντέλα που έχουν χρησιµοποι-
ηθεί.
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Σχήµα 4.1: Ο κυκλος της σήψης: α. κάποιου είδους µόλυνση προσβάλλει τον οργανισµό, ϐ. ϐακτήρια
εισέρχονται στο αίµα, γ. τα αιµοφόρα αγγεία διαρρέουν τα ϐακτήρια, δ. πολλαπλή δυσλειτουργία οργάνων,
ε. απώλεια Ϲωής ως ακραία εκδοχή του ϕαινοµένου.

Ως προς την έρευνα, µπορούµε να πούµε ότι ακόµα ϐρισκόµαστε στην
αρχή της κατανόησης της πολυπλοκότητας της κυτταρικής ϐιολογίας και
των λειτουργιών που συντελούνται στο εσωτερικό του κυττάρου. Η κατανόη-
ση της συµπεριφοράς της πρωτεϊνης tlr4 είναι σηµαντική για την απόκτηση
ϐαθύτερης γνώσης στο εν λόγω πεδίο. Η ∆ιπλωµατική Εργασία αποσκοπε-
ί να συµβάλει και αυτή µε τη σειρά της στην ϐαθύτερη κατανόηση της
µετακίνησης της συγκεκριµένης πρωτεϊνης αξιοποιώντας το µοντέλο που
περιγράφει τα πειραµατικά δεδοµένα.

4.2 Μαθηµατική Περιγραφή του Μοντέλου

΄Ενα από τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα της αναλυτικής και αριθµητικής
µελέτης που ϑα παρουσιάσουµε για το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων
που περιγράφουν τη µετακίνηση της πρωτεϊνης tlr4 είναι η παρουσία χα-
οτικής συµπεριφοράς η οποία αναδύεται από την οµοκλινική διακλάδωση
του συστήµατος. Η εµφάνιση του χάους είναι ένα αποτέλεσµα η µελέτη του
οποίου µπορεί να οδηγήσει στην καλύτερη κατανόηση της µετακίνησης της
πρωτεϊνης tlr4 και επακόλουθα της διαδικασίας της σήψης.
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Η χαοτική συµπεριφορά εµφανίζεται αρκετά συχνά σε απλά µη γραµµι-
κά δυναµικά συστήµατα. Είναι αποδεδειγµένο ότι η ελάχιστη διάσταση για
ένα αυτόνοµο, συνεχές σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων που εµ-
ϕανίζει χαοτική συµπεριφορά είναι τρεις [14, 19]. ΄Οπως ϑα αναφερθούµε
και εκτεταµένα στο επόµενο Κεφάλαιο, από την εµφάνιση του Μοντέλου
του Λόρενζ [26] πολλά τρισδιάστατα διαφορικά συστήµατα έκαναν την εµ-
ϕάνισή τους τροφοδοτώντας µε πλήθος συµπερασµάτων την έρευνα. ΄Ενα
επιπρόσθετο συµπέρασµα της µελέτης τους είναι ότι το χάος µπορεί να προ-
έλθει µέσα από διάφορους παράγοντες όπως ∆ιακλαδώσεις ∆ιπλασιασµού
Περιόδου, Οµοκλινικής ΄Εκρηξης, Οµοκλινικών και Ετεροκλινικών Θεωρη-
µάτων Σίλνικοφ. ΄Οπως επισηµάναµε στο Κεφάλαιο 2 τα Θεωρήµατα του
Σίλνικοφ αποτελούν ένα ισχυρό εργαλείο για τη µελέτη του χάους. Αντίστοι-
χα οι ποιοτικές αλλαγές που µπορούν να επέλθουν στις πολλαπλότητες του
συστήµατος µέσω της οµοκλινικής έκρηξης είναι τόσο ισχυρές που οδηγούν
ένα σύστηµα σε χαοτική συµπεριφορά και αναλύονται στο Κεφάλαιο 6.

Στην παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία αξιοποιώντας το γεγονός ότι το
σύστηµά µας ανήκει στα επονοµαζόµενα Σαγµατικά Συστηµάτα [22], α-
ποδεικνύουµε ότι υπόκειται στο µαθηµατικό ϕαινόµενο της Οµοκλινικής
΄Εκρηξης. Αναλύεται η χαοτική συµπεριφορά και µελετάται αριθµητικά ο
χαοτικός ελκυστής του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων που περι-
γράφουν την µετακίνηση της πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου.
Γίνεται η αριθµητική ανάλυση της διακλάδωσης του συστήµατος και πα-
ϱουσιάζονται τα συµπεράσµατα αυτής. Η αριθµητική ανάλυση και η προ-
σοµοίωση των αποτελεσµάτων γίνεται µε το Πακέτο MatCont [24, 25] αριθ-
µητικής συνέχισης και ολοκλήρωσης του Matlab.

Παρουσιάζουµε το Μοντέλο της Μετακίνησης της Πρωτεϊνης Tlr4 στο
Εσωτερικό του Κυττάρου όπως παρουσιάστηκε αρχικά στην εργασία των
Σταν-Σοριάνο-Καµάργκο µε τίτλο « A mathematical model relates intracel-
lular TLR4 oscillations to sepsis progression » και παρατίθεται στο [44].
Η προσοµοίωση του µοντέλου περιγράφει την µετακίνηση της πρωτεϊνης
tlr4 µεταξύ των endosomal recycling compartment (ERC) και του trans-
Golgi network (TGN) από και προς την επιφάνεια του κυττάρου και µε-
ταξύ των πρώιµων Ενδοσωµάτων-Ενδολυσσοσωµάτων (early endosomes-
endolysosome (EE)). Η µετακίνηση αυτή παρουσιάζεται στην παρακάτω
εικόνα η οποία παρατίθεται αρχικά στο [44].
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Σχήµα 4.2: Η περιγραφή γίνεται εντός της εικόνας από το [44].

Το δυναµικό σύστηµα που περιγράφεται από τις τρεις συνήθεις διαφο-
ϱικές εξισώσεις παρουσιάζεται στην εξίσωση (4.1).

ẋ(t) = fx(t)− y(t)z(t)

ẏ(t) = x(t)− (b+ a)y(t)

ż(t) = x(t)y(t)− (g − s)z(t)

(4.1)

Οι µεταβλητές x, y, z περιγράφουν τη συγκέντρωση της πρωτεϊνης tlr4 στις
διάφορες περιοχές του συστήµατος. ΄Ετσι έχουµε ότι : η µεταβλητή x περι-
γράφει τη συγκέντρωση της πρωτεϊνης στα (TGN) και (ERC), η µεταβλητή
y περιγράφει τη συγκέντρωση στα (EE) και η z τη συγκέντρωση στην επι-
ϕάνεια του κυττάρου. Η ϕυσική περιγραφή της συγκέντρωσης υποδεικνύει
ότι οι µεταβλητές δεν µπορούν να πάρουν αρνητικές τιµές κάτι που στην
περίπτωση του µαθηµατικού µοντέλου µπορούµε να το δεχτούµε για τους
ϱυθµούς µεταβολής της συγκέντρωσης αλλά και συνολικά. Αντίστοιχα για
τις παραµέτρους αναφέρουµε τα εξής : η παράµετρος f αποτελεί το ϱυθµό
παραγωγής της πρωτεϊνης tlr4 από το mRNA, η b το ϱυθµό µετακίνησης από
τα Λυσσοσώµατα (lisosomes) στα Ενδοσώµατα (endosomes), η παράµετρος
a περιγράφει το ϱυθµό µετακίνησης της πρωτεϊνης tlr4 αναδροµικά από και
προς τα (ERC) και τα Ενδοσώµατα, η g το ϱυθµό µε τον οποίο µετακινείται η
πρωτεϊνη από την επιφάνεια του κυττάρου στο δίκτυο Τρανς-Γκόλτζι (TGN)
και τέλος η παράµετρος s περιγράφει το ϱυθµό µε τον οποίο η πρωτεϊνη
tlr4 µετακινείται από την επιφάνεια στο σύστηµα των Ενδοσωµάτων.

Επιχειρούµε ακόµα µία ποιοτική περιγραφή των τριών διαφορικών εξι-
σώσεων για µία πληρέστερη διαισθητική εικόνα του προβλήµατος. Η πρώτη
διαφορική εξίσωση ẋ(t) = fx(t)−y(t)z(t) περιγράφει τη ϱοή της πρωτεϊνης
tlr4 η οποία επηρεάζεται από την κατανοµή της TRAM µεταξύ των ERC και
µετά την ενεργοποίηση της πρωτεϊνης tlr4 από τα LPS. Ο εισδοχέας (adap-
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tor) TRAM συµβάλει στην περίπλοκη αµφίδροµη µετακίνηση της tlr4 µε-
ταξύ του Ενδοσωµικού συστήµατος. Αυτός είναι ο κύριος παράγοντας που
δίνει τη δυνατότητα στην προ-ϕλεγµονώδη κατάσταση να κυριαρχήσει ως
συµπεριφορά. Είναι η ϐασική εξίσωση που αφορά την παραγωγή της πρωτε-
ϊνης, κάτι που εκφράζεται µέσω του παράγοντα fx(t). Ο παράγοντας αυτός
εκφράζει επίσης και την συγκέντρωση της πρωτεϊνης στα (TGN) και (ERC).
Η δεύτερη διαφορική εξίσωση y′(t) = x(t)−(b+a)y(t) εκφράζει το πέρασµα
και την έναρξη του αντιφλεγµονώδους µηχανισµού. Αυτή η ϕάση γίνεται
κυρίαρχη περίπου 30 λεπτά µετά την ενεργοποίηση των LPS και ως απο-
τέλεσµα η µετακίνηση της πρωτεϊνης tlr4 γίνεται αµφίδροµα από το (ERC)
στα (EE). Η δεύτερη εξίσωση λοιπόν δείχνει ότι ο ϱυθµός της συγκέντρω-
σης στα ΕΕ συντελείται σε ϐάρος του ϱυθµού συγκέντρωσης στα (TGN) και
(ERC). Τέλος η τρίτη διαφορική εξίσωση z′(t) = x(t)y(t)− (g − s)z(t), πε-
ϱιγράφει το ϱυθµό συγκέντρωσης της πρωτεϊνης tlr4 στην επιφάνεια του
κυττάρου και µας πληροφορεί ότι αυτή εξαρτάται από τις «πηγές» της πρω-
τεϊνης στα TGN, ERC και EE. Καθώς αυτές οι πηγές αλλάζουν, η πρωτεϊνη
αποτρέπεται σε πολλές περιπτώσεις από το να σχηµατίσει συστάδες στην
επιφάνεια του κυττάρου, τόσο η προερχόµενη από τα TGN (παράµετρος g)
όσο και αυτή από τα EE (παράµετρος s).

Για λόγους που ϑα γίνουν κατανοητοί στα επόµενα δύο κεφάλαια, τρο-
ποποιούµε το σύστηµα της εξίσωσης (4.1) συγχωνεύοντας τις παραµέτρους
εντός των παρενθέσεων. Επιτυγχάνουµε έτσι να κάνουµε το σύστηµά µας
πιο συµπαγές ως προς τον χειρισµό του στα κεφάλαια της ανάλυσης ευ-
στάθειας και ισορροπίας του. Επιτυγχάνουµε επίσης να το χειριστούµε
πιο εύκολα στους µετασχηµατισµούς οµοιότητας για την εξαγωγή συµπε-
ϱασµάτων ως προς την οµοιότητά του µε άλλα συστήµατα. Για το λόγο αυτό
ϑέτουµε c = b+ a και d = g − s και το σύστηµα παίρνει τη µορφή,

ẋ(t) = fx(t)− y(t)z(t)

ẏ(t) = x(t)− cy(t)

ż(t) = x(t)y(t)− dz(t)

(4.2)
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Κεφάλαιο 5

Συστήµατα Lorenz Like Τριών
∆ιαφορικών Εξισώσεων

5.1 Συστήµατα Lorenz-like

Από την εµφάνιση του Μοντέλου του Λόρενζ πλήθος επιστηµόνων έχει προ-
σπαθήσει να διερευνήσει την δυνατότητα κάποιου είδους κανονικής µορφής
για το σύνολο των αυτόνοµων τετραγωνικών συστηµάτων τριών διαφορικών
εξισώσεων. Πλήθος τέτοιων συστηµάτων έχουν µελετηθεί, όπως είναι το
Μοντέλο του Τσεν (Chen) [66], το Μοντέλο του Λου (Lü) [67], το µοντέλο
του Ζου (Zhou) [68], µοντέλα που προέρχονται από το Γενετήσιο Σύστηµα
(Genesio System) [69], καθώς και πολλά ακόµα τροποποιηµένα µοντέλα
του Λόρενζ ή και το Γενικευµένο Μοντέλο του Λόρενζ [70]. Το ερώτηµα
που έχει απασχολήσει είναι αν η οµοιότητα που υπάρχει αποτελεί µία εγ-
γενή ιδιότητα των συστηµάτων αυτών η οποία µπορεί να αναχθεί σε ένα
γενικό µοντέλο που µε κατάλληλη εκλογή των παραµέτρων να µας δίνει
τα διάφορα συστήµατα. Σίγουρα µε µία πρώτη µατιά µπορούµε να πούµε
ότι µεταξύ αυτών των συστηµάτων πρέπει να υπάρχει µία γραµµή που να
συνδέει την προφανή τους οµοιότητα. Θα δείξουµε ότι το σύστηµα µας
κάτω από συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων εµπίπτει στην περίπτωση
του µοντέλου του Λου, καθώς επίσης και γιατί δεν µπορεί να γίνει αυτή
η αναγωγή µε αποτέλεσµα να πρέπει να το µελετήσουµε διεξοδικά ως ένα
ξεχωριστό σύστηµα. Στην Ενότητα 5.6 ϑα αναφερθούµε εκτενώς.

Επικεντρώνουµε την µελέτη και την παρουσίαση των σχετικών αποτελε-
σµάτων συγκεκριµένα για τα Μοντέλα των Τσεν, Λου και Ζου. Με αφορµή
την ανάλυση που παρουσιάζεται για αυτά τα µοντέλα στη ϐιβλιογραφία
[71] (τόσο για την οµοκλινική τροχιά όσο και για τους µετασχηµατισµούς
οµοιότητας), πραγµατοποιήσαµε και την αντίστοιχη µελέτη στο δικό µας
σύστηµα που παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 6.

Παίρνοντας υπόψιν µας τα γραµµικά µέρη µέσω του πίνακα A = [ai,j]3×3
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των συστηµάτων αυτών µπορούµε να πούµε ότι για τις κλασικές τιµές των
παραµέτρων όπου εµφανίζεται χαοτική συµπεριφορά ισχύουν τα ακόλουθα,

� το Σύστηµα του Λόρενζ ικανοποιεί τη σχέση a12a21 = σr > 0.

� το Σύστηµα του Τσεν ικανοποιεί τη σχέση a12a21 = a(c− a) < 0.

� το Σύστηµα του Λου ικανοποιεί τη σχέση a12a21 = 0.

� το Σύστηµα του Ζου ικανοποιεί τη σχέση a12a21 = ab > 0 για το πρώτο
σύνολο των παραµέτρων και a12a21 = ab < 0 για το δεύτερο.

� το Σύστηµα της πρωτεϊνης Tlr4 ικανοποιεί τη σχέση a12a21 = 0.

Βασιζόµενη σε αυτά και άλλα στοιχεία η έρευνα έχει δείξει µία δυική σχέση
µεταξύ των Μοντέλων του Λόρενζ και του Τσεν καθώς και µία σχέση µετάβα-
σης µεταξύ των δύο για το Μοντέλο του Λου.

Γύρω από τα τέσσερα αυτά µοντέλα - και κυρίως από τα τρία πρώτα -
έχει γίνει αρκετή συζήτηση σχετικά µε το κατά πόσο είναι ισοδύναµα ή όχι.
Η συζήτηση αφορά την πιθανότητα ενός καθολικού συστήµατος που να
αναπαράγει όλες τις επιµέρους συµπεριφορές για διαφορετικές τιµές των
παραµέτρων. Οι χειρισµοί γίνονται µέσω διαφόρων µετασχηµατισµών οµοι-
ότητας που σε ένα ϐαθµό έχουν καταφέρει να εκφράσουν µία ισοδυναµία
κάτω από συγκεκριµένες υποθέσεις για τις παραµέτρους. Οι συζητήσεις
είναι πότε συµβιβαστικές και πότε απόλυτες ως προς την ισοδυναµία των
συστηµάτων. Ενδεικτικά αναφέρουµε τις εργασίες των Λεόνοφ-Κουζνέτσοφ
[71] και των Αλγκάµπα-Σάντσεζ-Μερίνο-Λούις [72, 73].

Η µελέτη µας ϐασίζεται στις παραπάνω εργασίες και αποσκοπεί να πα-
ϱουσιάσει την τεχνική πίσω από τις προσπάθειες εξαγωγής των επιµέρους
ισοδυναµιών. Παρουσιάζουµε συνοπτικά στοιχεία για τη συµπεριφορά, την
ευστάθεια και τους χαοτικούς ελκυστές των τριών συστηµάτων (Τσεν-Λου-
Ζου) καθώς και τους µετασχηµατισµούς οµοιότητας για τα δύο από αυτά
(Τσεν-Λου) µε το Μοντέλο του Λόρενζ. Η εφαρµογή τους στο δικό µας
σύστηµα γίνεται και αυτή στην Ενότητα 5.5.

5.2 Το Μοντέλο του Τσεν (Chen)

Το 1999 οι Τσεν και Ουέτα δηµοσιεύουν την εργασία τους «΄Ενας Ακόµα
Χαοτικός Ελκυστής» [66]. Σηµατοδοτούν µε αυτόν τον τρόπο την εµφάνι-
ση ενός ακόµα χαοτικού µοντέλου που απασχόλησε τους επιστήµονες µε
πλήθος ερευνητικών εργασιών µετά την εµφάνισή του. Το Μοντέλο του Τσεν
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περιγράφεται από τις ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις.

ẋ = a(y − x)

ẏ = (c− a)x+ cy − xz
ż = −bz + xy

(5.1)

όπου a, b, c ∈ R και ισχύει 2c > a. Το σύστηµα αυτό για τις τιµές των
παραµέτρων a = 35, b = 3, c = 28 εµφανίζει χαοτική συµπεριφορά, µε τον
χαρακτηριστικό χαοτικό ελκυστή του Τσεν να παρουσιάζεται στο γράφηµα
(5.1).

Σχήµα 5.1: Ο χαοτικός ελκυστής του Μοντέλου του Τσεν.

Η ανάλυση της ευστάθειας του συστήµατος µας τροφοδοτεί µε τα ακόλου-
ϑα συµπεράσµατα,

� Το σύστηµα παρουσιάζει τρία σηµεία ισορροπίας, τα E1 = (0, 0, 0) και
E2,3 = (±

√
b(2c− a),±

√
b(2c− a), (2c− a)).

� Η ευστάθεια της αρχής καθορίζεται από την εξίσωση του πολυωνύµου
β2 + (a− c)β − a(2c− a) = 0 για την περίπτωση του πρώτου σηµείου
ισορροπίας.

� Η ευστάθεια των επιπλέον δύο σηµείων ισορροπίας δίνεται από τις α-
κόλουθες ιδιοτιµές λ1 = −(a+ b− c)/3 +α και λ2,3 = −(a+ b− c)/3 +
β ± γi. Τα α, β, γ δίνονται από τις σχέσεις της Μεθόδου του Καρντάνο.
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� Στην περίπτωση του συστήµατος του Τσεν αποδεικνύεται ότι πληρο-
ύνται οι προϋποθέσεις των Θεωρηµάτων Σίλνικοφ.

5.3 Το Μοντέλο του Λου (Lü)

Το 2001 οι Λου και Τσεν δηµοσιεύουν ένα νέο χαοτικό ελκυστή [67] ο οποίος
αναπαριστούσε την µετάβαση από το σύστηµα του Τσεν σε αυτό του Λόρενζ
και αντίστροφα. Το Μοντέλο του Λου περιγράφεται από τις ακόλουθες
διαφορικές εξισώσεις.

ẋ = a(y − x)

ẏ = cy − xz
ż = −bz + xy

(5.2)

όπου a, b ∈ R+ και c ∈ R. Το σύστηµα αυτό για τις τιµές των παραµέτρων
a = 36, b = 3, c = 20 εµφανίζει χαοτική συµπεριφορά, µε τον χαρακτηρι-
στικό του χαοτικό ελκυστή να ϕαίνεται στο γράφηµα (5.2).

Σχήµα 5.2: Ο χαοτικός ελκυστής του Μοντέλου του Λου.

Η ανάλυση της ευστάθειας του συστήµατος µας τροφοδοτεί µε τα ακόλου-
ϑα συµπεράσµατα,

� Το σύστηµα παρουσιάζει τρία σηµεία ισορροπίας, τα E1 = (0, 0, 0) και
E2,3 = (±

√
bc,±

√
bc, c).
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� Η ευστάθεια της αρχής καθορίζεται από την εξίσωση (λ+ a)(λ+ b)(λ−
c) = 0. Πράγµα που σηµαίνει ότι έχει τρεις πραγµατικές ϱίζες, δύο
αρνητικές και µία ϑετική. Εποµένως η Αρχή ϑα είναι ένα Σαγµατικό
σηµείο ισορροπίας.

� Η ευστάθεια των επιπλέον δύο σηµείων ισορροπίας δίνεται από τις α-
κόλουθες ιδιοτιµές λ1 = −(a+ b− c)/3 +α και λ2,3 = −(a+ b− c)/3 +
ρ± ωi. Τα α, ρ, ω δίνονται από τις σχέσεις της Μεθόδου του Καρντάνο.

� Για τις προαναφερθείσες τιµές των παραµέτρων για τα σηµεία ισορρο-
πίας και τις ιδιοτιµές τους έχουµε,

E1 = (0, 0, 0)

(λ1, λ2, λ3) = (−36,−3, 25)

E2 = (7.745967, 7.745967, 20)

(λ1, λ2, λ3) = (−22.651612, 1.825806± 13.688730i)

E3 = (−7.745967,−7.745967, 20)

(λ1, λ2, λ3) = (−22.651612, 1.825806± 13.688730i)

(5.3)

� Κάτω από συγκεκριµένες παραδοχές το Μοντέλο του Λου πληρεί τις
προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Σίλνικοφ που εξηγεί την εµφάνιση χα-
οτικής συµπεριφοράς.

5.4 Το Μοντέλο του Ζου (Zhou)

Το 2008 οι Ζου-Χου-Λου-Παν (Zhou,Hu,Lu,Pan) δηµοσιεύουν µία ανάλυση
ενός χαοτικού µοντέλου η οποία τεκµηριώνει ότι το µοντέλο αυτό αποτελεί
όντως ένα καινούριο χαοτικό σύστηµα. Το Μοντέλο του Ζου [68] περι-
γράφεται από τις ακόλουθες τρεις διαφορικές εξισώσεις.

ẋ = a(y − x)

ẏ = bx− xz
ż = cz + xy

(5.4)

όπου a, b, c ∈ R. Το σύστηµα αυτό παρουσιάζει χαοτική συµπεριφορά για
δύο διαφορετικές τριάδες των παραµέτρων και στις γραφικές παραστάσεις
(5.3,5.4) παρουσιάζεται ο χαοτικός ελκυστής για τις δύο περιπτώσεις των
παραµέτρων, (a, b, c) = (10, 16,−1) και (a, b, c) = (−0.7, 16,−1).
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Σχήµα 5.3: Ο χαοτικός ελκυστής του Μοντέλου του Ζου για τις τιµές των παραµέτων a = 10, b = 16, c = −1.

Σχήµα 5.4: Ο χαοτικός ελκυστής του Μοντέλου του Ζου για τις τιµές των παραµέτων a = −0.7, b = 16, c =
−1.

Η ανάλυση της ευστάθειας του συστήµατος µας τροφοδοτεί µε τα ακόλου-
ϑα συµπεράσµατα,
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� Το σύστηµα παρουσιάζει τρία σηµεία ισορροπίας, τα E1 = (0, 0, 0) και
E2,3 = (±

√
−bc,±

√
−bc, c).

� Η ευστάθεια της αρχής καθορίζεται από την εξίσωση (λ− c)(λ2 + aλ−
ab) = 0. Πράγµα που σηµαίνει ότι έχει τρεις πραγµατικές ϱίζες οι
οποίες δίνονται από τις σχέσεις λ1 = c και λ2,3 = −a/2±(

√
a2 + 4ab)/2.

Οι ιδιοτιµές αυτές κάτω από περιπτώσεις µπορούν να καταστήσουν την
αρχή Σαγµατική Σπείρα.

� Η ευστάθεια των επιπλέον δύο σηµείων ισορροπίας δίνεται από τις α-
κόλουθες ιδιοτιµές λ1 = −(a− c)/3 + γ και λ2,3 = −(a− c)/3 + ρ±ωi.
Τα α, ρ, ω δίνονται από τις σχέσεις της Μεθόδου του Καρντάνο.

� Η διερεύνηση του συστήµατος για την ετεροκλινική τροχιά στην πρώτη
τριάδα των τιµών των παραµέτρων δίνει για τα δύο τελευταία σηµεία
ισορροπίας,

E2 = (4, 4, 16)

(λ1, λ2, λ3) = (−11.223725, 0.111862± 5.338400i)

E3 = (−4,−4, 16)

(λ1, λ2, λ3) = (−11.223725, 0.111862± 5.338400i)

(5.5)

ενώ για την οµοκλινική τροχία ϑα ισχύει,

E1 = (0, 0, 0)

(λ1, λ2, λ3) = (−1, 0.35± 3.328287i)
(5.6)

� Κάτω από συγκεκριµένες παραδοχές για το συγκεκριµένο µοντέλο πλη-
ϱούνται και εδώ οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Σίλνικοφ που ερµη-
νεύει την εµφάνιση χαοτικής συµπεριφοράς.

5.5 Μετασχηµατισµοί Οµοιότητας

Οι Λεόνοφ και Αλγκάµπα (αναφορά στην Ενότητα 5.1) ϑεώρησαν τους µετα-
σχηµατισµούς που παρουσιάζουµε στις παρακάτω υποενότητες. Οι µετα-
σχηµατισµοί αυτοί αποτελούν µία γραµµική ϐαθµονόµηση και λειτουργούν
ως οµοθετικοί µετασχηµατισµοί µεταξύ των µοντέλων Τσεν και Λου µε το
Λόρενζ. Για το µοντέλο της πρωτεϊνης tlr4 παρουσιάζουµε την αντίστοιχη
διερεύνηση που κάναµε για να αποφανθούµε αν το µοντέλο µας είναι ίδιο
µε του Λου ή όχι.
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5.5.1 Το Μοντέλο του Τσεν (Chen)

Για το Μοντέλο του Τσεν,
ẋ = a(y − x)

ẏ = (c− a)x+ cy − xz
ż = −bz + xy

(5.7)

εφαρµόζουµε τους παρακάτω γραµµικούς µετασχηµατισµούς,

x→ hX, y → hY, z → hZ, τ → ht (5.8)

όπου µε πεζά έχουµε συµβολίσει το παρόν σύστηµα και µε κεφαλαία το
Ϲητούµενο σύστηµα που ϑέλουµε να εξάγουµε από τους µετασχηµατισµούς
(δηλαδή το Λόρενζ). Κάτω από το µετασχηµατισµό αυτό, το σύστηµα γίνεται
(στη γενική του µορφή),

Ẋ =
a

h
(Y −X)

Ẏ =
(c− a)

h
X +

c

h
Y −XZ

Ż = − b
h
Z +XY

(5.9)

Θα παρουσιάσουµε τη µορφή που παίρνει το σύστηµα του Τσεν για δύο
περιπτώσεις της παραµέτρου h, όπου h = −c και h = a.

h = c

Θα έχουµε,
Ẋ = −a

c
(Y −X)

Ẏ = (
a

c
− 1)X − Y −XZ

Ż =
b

c
Z +XY

(5.10)

Το σύστηµά µας εµπίπτει στο σύστηµα του Λόρενζ κάτω από τις σχέσεις για
τις παραµέτρους, σ → −a

c , ρ→
a
c − 1, β → b

c , σ + ρ = −1.

h = a

Αντίστοιχα για αυτή την περίπτωση ϑα έχουµε,

Ẋ = (Y −X)

Ẏ = (
c

a
− 1)X +

c

a
Y −XZ

Ż = − b
a
Z +XY

(5.11)
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΄Οπου πλέον η ισοδυναµία ϑα ισχύει για σ → 1, ρ→ c
a−1, β → b

a , σ+ρ = c
a.

5.5.2 Το Μοντέλο του Λου (Lü)

Για το Μοντέλο του Λου,
ẋ = a(y − x)

ẏ = cy − xz
ż = −bz + xy

(5.12)

εφαρµόζουµε τους αντίστοιχους γραµµικούς µετασχηµατισµούς της εξίσω-
σης (5.8) και παίρνουµε την ακόλουθη γενική περίπτωση,

Ẋ =
a

h
(Y −X)

Ẏ =
c

h
Y −XZ

Ż = − b
h
Z +XY

(5.13)

Αντίστοιχα και εδώ παρουσιάζουµε τη µορφή που παίρνει το σύστηµα του
Λου για δύο περιπτώσεις όπου h = −c και h = a.

h = −c

Θα έχουµε,
Ẋ = −a

c
(Y −X)

Ẏ = −Y −XZ

Ż =
b

c
Z +XY

(5.14)

Το σύστηµά µας εµπίπτει στο σύστηµα του Λόρενζ κάτω από τις σχέσεις για
τις παραµέτρους, σ → −a

c , ρ→ 0, β → −b
c.

h = a

Αντίστοιχα για αυτή την περίπτωση ϑα έχουµε,

Ẋ = Y −X

Ẏ =
c

a
Y −XZ

Ż = − b
a
Z +XY

(5.15)

΄Οπου πλέον η ισοδυναµία ϑα ισχύει για σ → 1, ρ→ 0, β → b
a ,

c
a → 1 όπου

το πηλίκο c
a ως συντελεστής του Y ϑα πρέπει να είναι µονάδα για να ισχύει

η ισοδυναµία µε το Λόρενζ.

69



Κεφάλαιο 4 Lorenz Like Μοντέλα

5.5.3 Το Μοντέλο Μετακίνησης της Πρωτεϊνης Tlr4

Περνάµε τώρα στην περίπτωση του Μοντέλου της Μετακίνησης της Πρωτε-
ϊνης Tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου. Θέλουµε και εδώ να διερευνήσουµε
τη δυνατότητα ισοδυναµίας του Μοντέλου µας µε το Μοντέλο του Λόρενζ.
Ως πρώτη παρατήρηση, το Μοντέλο µας εµφανίζει οµοιότητες µε αυτό του
Λου και όχι του Λόρενζ. Απο την προηγούµενη ανάλυση όµως γνωρίζουµε
ότι το Λου µπορεί να αναχθεί στο Λόρενζ κάτω από κατάλληλες παραδο-
χές για τις παραµέτρους. Τονίζουµε προκαταβολικά και εδώ (αναλυτικά ϑα
σταθούµε στην Ενότητα 5.6) ότι η µελέτη του συστήµατός µας γίνεται για
συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων που ερµηνεύουν µία συγκεκριµένη
ϐιολογική συµπεριφορά. Επαναφέρουµε το σύστηµα της εξίσωσης (4.2) για
µία πληρέστερη παρουσίαση του ϑέµατος.

ẋ = fx− yz
ẏ = x− cy
ż = −dz + xy

(5.16)

Παρουσιάζουµε πρώτα την γενική περίπτωση του µετασχηµατισµένου συ-
στήµατος για τους µετασχηµατισµούς x → hX, y → hY, z → hZ, τ → ht.
Μέσω αυτής της γενικής µορφής επιδιώκουµε να «ϕέρουµε» το σύστηµά
µας σε µορφή πιο κοντά σε αυτή του Λου. Στη συνέχεια επιλέγουµε τις
κατάλληλες αλλαγές για τη µεταβλητή h.

Ẋ =
f

h
X − Y Z

Ẏ =
1

h
X − c

h
Y

Ż = −d
h
Z +XY

(5.17)

Σε αυτό το σηµείο διακρίνουµε δύο κύριες περιπτώσεις για την τιµή της
παραµέτρου µετασχηµατισµού h. Αυτές είναι η h = f και η h = c, δια-
κρίνουµε και µία τρίτη περίπτωση την h = d η οποία όµως κατά τη µελέτη
δεν παρουσίασε ιδιαίτερο ενδιαφέρον και για το λόγο αυτό δεν την παρα-
ϑέτουµε. Επικεντρώνουµε στην πρώτη περίπτωση για h = f καθώς αυτή
παρουσιάζει και το µεγαλύτερο ενδιαφέρον. ΄Οπως παρουσιάζουµε στο Κε-
ϕάλαιο 6 η παράµετρος f είναι η παράµετρος διακλάδωσης στη µελέτη που
γίνεται. Στο τέλος της παρούσας ενότητας παρουσιάζουµε επιπλέον τις α-
παραίτητες προϋποθέσεις για τις παραµέτρους έτσι ώστε τα δύο συστήµατα
- το Λου και το δικό µας - να είναι ισοδύναµα.

Παρουσιάζουµε τις δύο εκδοχές του µετασχηµατισµένου συστήµατος για
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h = f στην εξίσωση (5.18) και για h = c στην εξίσωση (5.19).

Ẋ = X − Y Z

Ẏ =
1

f
X − c

f
Y

Ż = −d
f
Z +XY

(5.18)

Ẋ =
f

c
X − Y Z

Ẏ =
1

c
X − Y

Ż = −d
c
Z +XY

(5.19)

Για να το ϕέρουµε σε µορφή ακόµα πιο συγγενική ως προς το Λου πραγµα-
τοποιούµε τον ακόλουθο επιπρόσθετο µετασχηµατισµό X → Y . Πρόκειται
για αλλαγή που δεν επηρεάζει το σύστηµα καθώς είναι στην ουσία µία
διαφορετική ονοµασία των δύο µεταβλητών.

Ẋ =
1

f
(Y − cX)

Ẏ = Y −XZ

Ż = −d
f
Z +XY

(5.20)

Ẋ =
1

c
Y −X

Ẏ =
f

c
Y −XZ

Ż = −d
c
Z +XY

(5.21)

Για την περίπτωση h = f ϑα προχωρήσουµε σε δύο επιπλέον µετασχηµατι-
σµούς για το σύστηµά µας (5.17) σε αυτή µας τη διερεύνηση. Οι µετασχη-
µατισµοί ϑα είναι οι x′ → cx, z′ → cz και x′ → cx, z → cz′. Ως αποτέλεσµα
τα συστήµατα των εξισώσεων (5.20) και (5.21) γίνονται,

Ẋ ′ =
c

f
(Y −X ′)

Ẏ = y − 1

c2
X ′Z ′

Ż ′ = −d
f
Z ′ +X ′Y

(5.22)
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και,
Ẋ ′ =

c

f
(Y −X ′)

Ẏ = Y −X ′Z ′

Ż ′ = −d
f
Z ′ +

1

c2
X ′Y

(5.23)

Σε όλες τις περιπτώσεις των προηγούµενων συστηµάτων παίρνουµε µετα-
σχηµατισµένα συστήµατα µε τον ίδιο αριθµό παραµέτρων µε αυτές του Λου.
Η διαφορά έγκειται στις ϑέσεις που εµφανίζονται οι παράµετροι µεταξύ των
µετασχηµατισµένων συστηµάτων και του Λου. Παρατηρούµε ότι δεν υπάρ-
χει µία αντιστοιχία ένα-προς-ένα για τις παραµέτρους, καθώς επίσης ότι
έχουµε και γινόµενα µεταξύ των παραµέτρων και των µη γραµµικών όρων
κάτι που στο µοντέλο του Λου απουσιάζει. Στο τελευταίο αυτό µοντέλο οι
παράµετροι πολλαπλασιάζουν µόνο τους γραµµικούς όρους του συστήµα-
τος.

Επιπρόσθετα ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι τα µετασχηµατισµένα συ-
στήµατα των εξισώσεων (5.22,5.23) οδηγούν σε εµφανώς πολυπλοκότερα
συστήµατα. ΄Ενα ακόµα χαρακτηριστικό είναι ότι σε καµία από τις πε-
ϱιπτώσεις αυτές δεν έχουµε µία µείωση των παραµέτρων κάτι που είναι
και ένα από τα Ϲητούµενα αυτής της µεθόδου. Σε αντιστοιχίά µε την προ-
αναφερθείσα ϐιβλιογραφία η ισοδυναµία µεταξύ του µετασχηµατισµένου
συστήµατος της εξίσωσης (5.20) και του Λου µπορεί να γίνει κάτω από την
ακόλουθη υπόθεση για τις παραµέτρους.

cLu = 1, ctlr4 = 1, α =
1

f
and b =

d

f
(5.24)

Ο παραπάνω συνδυασµός των παραµέτρων καθιστά τα δύο συστήµατα ι-
σοδύναµα κάτι που επιβεβαιώθηκε αριθµητικά µε τη χρήση του Πακέτου
MatCont. Αποφύγαµε να παρουσιάσουµε εδώ την ισοδυναµία µέσω των
αντίστοιχων διαγραµµάτων γιατί αποτελούν ουσιαστικά δύο ίδιες εικόνες
της τροχιάς (όµοια µε αυτή του εξωφύλλου). Κάποιος µπορεί εύκολα να το
επιβεβαιώσει ολοκληρώνοντας αριθµητικά το µετασχηµατισµένο σύστηµα
καθώς και αυτό του Λου για τις τιµές των παραµέτρων που δίνονται από την
εξίσωση (5.24).

5.6 Μεθοδολογικά Συµπεράσµατα

Για τα δύο προηγούµενα συστήµατα (Τσεν και Λου) έχουν προταθεί κατά
καιρούς διάφοροι µετασχηµατισµοι εκτός των δύο που παρουσιάσαµε. Η
λογική πίσω από αυτούς είναι ίδια µε τη διαδικασία που ακολουθήσαµε σε
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όλη την Ενότητα 5.5. Αντίστοιχα µπορεί κάποιος να επιβάλει µία σειρά από
διαφορετικούς µετασχηµατισµούς και για το δικό µας σύστηµα.

Στην πραγµατικότητα όµως και πιο συγκεκριµένα για το δικό µας σύστη-
µα οι παράµετροι παίζουν σηµαντικό ϱόλο στην ϐιολογική συµπεριφορά
του. Επειδή ακριβώς πρόκειται για σύστηµα που περιγράφει ένα συγκε-
κριµένο αριθµό ασθενών που παρουσιάζουν το µικρόβιο της σήψης στον
οργανισµό τους οι παράµετροι αποτελούν κάτι το ουσιαστικό για το σύστη-
µα. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η παραδοχή για την παράµετρο c 6= 1
και η ανάλυση διακλάδωσης µίας παραµέτρου για c = 4.8 είναι κάτι το
ουσιώδες στο µοντέλο µας. Με αφορµή όµως την εν λόγω συζήτηση προ-
χωρήσαµε και στην παρουσίαση των διαγραµµάτων διακλάδωσης για δύο
παραµέτρους αυτές των f, c. Η αντίστοιχη παρουσίαση γίνεται στην Ενότη-
τα 6.4. Καταλήγουµε λοιπόν ότι πρόκειται για δύο διαφορετικά συστήµατα
για την εν λόγω µελέτη.

Οι διάφορες εργασίες που έχουν δηµοσιευτεί εκφράζουν µία µεγάλη δια-
σπορά στις απόψεις περί ισοδυναµίας ή µη των διαφόρων συστηµάτων. Ως
πιο χαρακτηριστικές αναφέρουµε αυτές των Λεόνοφ και Κουζνέτσοφ από τη
µία και των Αλγκάµπα κ.α από την άλλη. Ιδιαίτερα η άποψη των Αλγκάµπα
κ.α. όπως παρουσιάζεται στα [72, 73] εκφράζει µία αρκετά απλοποιηµένη
άποψη σχετικά µε την ισοδυναµία των Συστηµάτων Λου και Τσεν µε το
σύστηµα του Λόρενζ. Χαρακτηριστικά αναφέρουν «΄Εχουµε δείξει ότι το
σύστηµα του Τσεν αποτελεί ειδική περίπτωση του συστήµατος του Λόρενζ»
ενώ σε άλλο σηµείο σχετικά µε το µοντέλο του Λου αναφέρουν «ϑα δειξου-
µε ότι υπάρχει οµοθετικός µετασχηµατισµός που µετατρέπει το σύστηµα
του Λου σε αυτό του Λόρενζ µε αποτέλεσµα η δυναµική συµπεριφορά του
συστήµατος του Λου παρουσιάζεται και από το σύστηµα του Λόρενζ. Ως εκ
τούτου όλα τα αποτελέσµατα που έχουν προκύψει για το σύστηµα του Λου
(στις διάφορες έρευνες ΣτΣ) µπορούν να εξαχθούν κατά τετριµµένο τρόπο
από το σύστηµα του Λόρενζ».

∆εν ϑα επιχειρήσουµε να ασκήσουµε κριτική στις παραπάνω ϕράσεις.
Η εµφάνιση των διαφόρων χαοτικών συστηµάτων έδωσε τεράστια ώθηση
στη µελέτη της Θεωρίας του Χάους συµπληρώνοντας διάφορα κοµµάτια
του πάζλ που έλειπαν από τη µέχρι πρότινος ανάλυση που είχε γίνει στο
Μοντέλο του Λόρενζ. Μία ακόµα πλευρά αφορά την Φυσική ή όποια άλ-
λη πλευρά της ϕύσης καλούνται κάθε ϕορά να ερµηνεύσουν τα εν λόγω
συστήµατα (για παράδειγµα το εν λόγω σύστηµα που µελετά αυτή η ∆ιπλω-
µατική Εργασία αποτελεί ένα ϐιολογικό µοντέλο).

Κλείνουµε αυτό το Κεφάλαιο παραθέτοντας τα λόγια δύο µεγάλων µαθη-
µατικών της Θεωρίας του Χάους και των ∆ιακλαδώσεων όπως παρατίθενται
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στο [71], αυτά των Γ.Α.Λεόνοφ και Ν.Β.Κουζνέτσοφ:
«΄Οπως ανέφερε ένας εκ των κριτών της συγκεκριµένης δηµοσίευσης ¨Αν

έπρεπε να δίνουµε διαφορετικά ονοµατα για κάθε ένα χωρικό επίπεδο που
ϑα µπορούσαµε να πάρουµε στο τρισδιάστατο χώρο των παραµέτρων του
Συστήµατος του Λόρενζ, τότε ϑα είχαµε ένα σοβαρό πρόβληµα¨. Από την
άλλη ϑα ϑέλαµε εδώ να ϑυµήσουµε το Κλασσικό 16ο Πρόβληµα του Χίλ-
µπερτ (και πιο συγκεκριµένα το δεύτερο µέρος του) για τον αριθµό και
τις αµοιβαίες σχέσεις των οριακών κύκλων για πολυωνυµικά συστήµατα
δύο διαστάσεων, όπου ένα από τα ϐασικά καθήκοντα είναι η εξεύρεση α-
πλούστερων µοντέλων µίας συγκεκριµένης κλάσης, µε το µέγιστο αριθµό
οριακών κύκλων. Μπορούµε να υιοθετήσουµε το αντίστοιχο χαοτικό α-
νάλογο αυτού του προβλήµατος για τον αριθµό και την αµοιβαία σχέση
για παράδειγµα των χαοτικών ελκυστών σε τριών διαστάσεων πολυωνυµικά
συστήµατα. Πολλά τέτοια συστήµατα έχουν ανακαλυφθεί και µελετηθεί τα
τελευταία χρόνια. ΄Ενα από τα ελκυστικά χαρακτηριστικά των συστηµάτων
του Τσεν και του Λου είναι η οµοιότητά του στη µετάβαση προς το Χάος
µε αυτό του Λόρενζ και επίσης το γεγονός ότι είναι απλούστερα σε σχέση
µε το τελευταίο καθώς περιέχουν δύο παραµέτρους και ως εκ τούτου είναι
απλούστερα.»

και ακόµα,
«Ενώ διάφοροι τίτλοι όπως ¨Το Σύστηµα του Τσεν είναι µία ειδική πε-

ϱίπτωση του Συστήµατος του Λόρενζ¨ ή ¨Το Συστηµα του Λου είναι ειδική
περίπτωση αυτής του Λόρενζ¨ µπορούν να οδηγήσουν στο συµπέρασµα ότι
η µελέτη των συστηµάτων αυτών είναι περιττή, εµείς σηµειώνουµε ότι τα
Συστήµατα των Τσεν και Λου ώθησαν στην ανάπτυξη νέων µεθόδων για την
ανάλυση των χαοτικών συστηµάτων».
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Ανάλυση Ευστάθειας και
∆ιακλαδώσεων του Συστήµατος
Μετακίνησης της Πρωτεϊνης Tlr4 στο
Εσωτερικό του Κυττάρου

6.1 Σηµεία Ισορροπίας και Ανάλυση Ευστάθειας

Η ανάλυση της ευστάθειας του συστήµατος αποτελεί το ϑεµέλιο λίθο όλης
της περαιτέρω µελέτης του µοντέλου περιγραφής της µετακίνησης της πρω-
τεϊνης Tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου. Η µελέτη της ευστάθειας, η γνώση
της συµπεριφοράς του συστήµατος κοντά στα σηµεία ισορροπίας και η συ-
µπεριφορά του σε µικρές διαταραχές είναι καθοριστικά. Η σηµασία τους
δεν έγκειται µόνο στη µαθηµατική µελέτη και ανάλυση του προβλήµατος
αυτή καθαυτή. ∆εν γίνεται για µία γενική και αφηρηµένη προσέγγιση του
προβλήµατος. Η σηµασία της ϐρίσκεται, στην ανάγκη κατανόησης ενός
ϕυσικού ϕαινοµένου µε αποτελέσµατα ορατά στην πραγµατική Ϲωή. Μας
δίνει την ικανότητα να κατανοήσουµε σε ακόµα µεγαλύτερο ϐάθος το ίδιο
το ϕαινόµενο της σήψης στον ανθρώπινο οργανισµό. Να κατανοήσουµε
την εξέλιξή του, τους παράγοντες από τους οποίους επηρεάζεται καθώς και
να καθορίσουµε τις ενεργειες (και µε τη µαθηµατική έννοια του όρου) στις
οποίες µπορούµε να προβούµε για να αποτρέψουµε ή να επιβραδύνου-
µε την εξέλιξή του. Στα συµπεράσµατα της παρούσας Μεταπτυχιακής ∆ι-
πλωµατικής Εργασίας ϑα δοθεί µία αναλυτική παρουσίαση των παράπανω
απόψεων.

6.1.1 Σηµεία Ισορροπίας του Συστήµατος

Θεωρούµε το µετασχηµατισµένο σύστηµα (4.2) του 4ou Κεφαλαίου όπου
έχουµε ϑέσει c = b + a και d = g − s. Το µετασχηµατισµένο σύστηµα

75



Κεφάλαιο 6 Ανάλυση Ευστάθειας & ∆ιακλαδώσεων

παρουσιάζεται και στην εξίσωση (6.1) για λόγους πληρότητας της ανάλυσης.

ẋ(t) = fx(t)− y(t)z(t)

ẏ(t) = x(t)− cy(t)

ż(t) = x(t)y(t)− dz(t)

(6.1)

Αρχικά παρατηρούµε ότι το σύστηµά µας εµφανίζει µια συµµετρία ως προς
τον άξονα z. Αποτέλεσµα είναι, οι εξισώσεις µας να παραµένουν αµετάβλη-
τες κάτω από το µετασχηµατισµό (x, y, z) → (−x,−y, z). ΄Οπως ϑα ϕανεί
και στη συνέχεια άµεση συνέπεια της παραπάνω ιδιότητας είναι η συµµε-
τρία των λύσεών µας, καθώς και το γεγονός ότι τα όποια σηµεία διακλα-
δώσεων παρουσιάζουν και τα αντίστοιχα συµµετρικά τους.

΄Ενα επιπλέον χαρακτηριστικό αυτής της συµµετρίας είναι η δυνατότητα
εµφάνισης ∆ιακλάδωσης Τρίαινας/∆ιχάλας. ΄Οπως αποδεικνύουµε στη συ-
νέχεια του παρόντος κεφαλαίου το σύστηµά µας κάτω από συγκεκριµένες
τιµές των παραµέτρων υπόκειται σε ∆ιακλάδωση Τρίαινας.

Η εύρεση των σηµείων ισορροπίας του συστήµατος ϐρίσκεται από την
επίλυση του συστήµατος f(~x,~a) = 0 για t −→ 0. ΄Ετσι για τα σηµεία
ισορροπίας ϑα έχουµε:

x′(t) = 0

y′(t) = 0

z′(t) = 0

⇒


fx(t)− y(t)z(t) = 0

x(t)− cy(t) = 0

x(t)y(t)− dz(t) = 0
fcy(t)− y(t)z(t) = 0

x(t) = cy(t)

cy2 − dz(t) = 0

⇒


y(t)(fc− z(t)) = 0

x(t) = cy(t)

cy2(t)− dz(t) = 0

(6.2)

Από την εξίσωση y(t)(fc − z(t)) = 0 παίρνουµε τις εξής δύο περιπτώσεις
y(t) = 0 και z(t) = fc. ΄Ετσι ϑα έχουµε τις παρακάτω λύσεις για το σύστηµά
µας,

y(t) = 0⇒ x(t) = 0 and z(t) = 0 (6.3)

και αντίστοιχα,

z(t) = fc⇒ y(t) = ±
√
fd and x(t) = ±c

√
fd (6.4)

Ως αποτέλεσµα των παραπάνω συνοψίζουµε τα τρία σηµεία ισορροπίας στην
εξίσωση (6.5).

(x∗, y∗, z∗) =


E0 = (0, 0, 0)

E1 = (c
√
fd,
√
fd, fc)

E2 = (−c
√
fd,−

√
fd, fc)

(6.5)

76



Ανάλυση Ευστάθειας & ∆ιακλαδώσεων Κεφάλαιο 6

Από τη ϕύση των σηµείων ισορροπίας συµπεραίνουµε ότι αυτά ϑα ορίζονται
για συγκεκριµένες τιµές των κύριων παραµέτρων µας f, c, d. Η ποσότητα
κάτω από τη ϱίζα είναι αυτή που καθορίζει την εµφάνιση, την ύπαρξη και
τον εξαφανισµό των σηµείων ισορροπίας µας. Με δεδοµένες τις ϑετικές
τιµές των παραµέτρων c, d για τις οποίες έχουµε ϑεωρήσει (c = 4.8, d = 1.1),
ο καθοριστικός παράγοντας για τα σηµεία ισορροπίας είναι οι τιµές της
παραµέτρου f . Αποτέλεσµα είναι τα σηµεία ισορροπίας E1, E2 να ορίζονται
για f > 0. Αν η υπόθεση αυτή ισχύει, τότε έχουµε την εµφάνιση δύο
συµµετρικών σηµείων ισορροπίας εκτός της αρχής των αξόνων E0. Για
τιµές f < 0 η αρχή των αξόνων αποτελεί το µοναδικό σηµείο ισορροπίας
του συστήµατος.

Συνοψίζουµε τα προηγούµενα συµπεράσµατα στο παρακάτω ϑεώρηµα.
Η µορφή των Θεωρηµάτων που παρουσιάζουµε δεν έχουν τόσο την αυστηρή
έννοια που δίνουν οι µαθηµατικοί όσο το να αποτελέσουν σηµεία τα οποία
συνοψίζουν αποτελέσµατα στην ανάλυσή µας. Στην εικόνα (6.1) ϕαίνεται
το διάγραµµα της ∆ιακλάδωσης Τρίαινας.

Θεώρηµα 2. Για τιµή της παραµέτρου f > 0 έχουµε την εµφάνιση µίας
∆ιακλάδωσης Τρίαινας/∆ιχάλας στην Αρχή των Αξόνων. Πιο συγκεκριµένα:

� Αν f < 0 το µοναδικό Σηµείο Ισορροπίας είναι η Αρχή των Αξόνων.

� Αν f = 0 µία ∆ιακλάδωση Τρίαινας εµφανίζεται στην Αρχή των Αξόνων.

� Αν f ≥ 0 έχουµε την εµφάνιση ενός συµµετρικού Ϲεύγους Σηµείων Ι-
σορροπίας, καθώς η Αρχή των Αξόνων παραµένει Σηµείο Ισορροπίας του
συστήµατος.

H

BP

H

H

Σχήµα 6.1: Το ∆ιάγραµµα της ∆ιακλάδωσης Τρίαινας. Παρατηρούµε ότι για f > 0 έχουµε εκτός της αρχής
των αξόνων δύο επιπλέον συµµετρικά σηµεία ισορροπίας. Στο ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωσης ϕαίνονται και τα
συµµετρικά σηµεία της ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ. Από αυτά τα σηµεία στη συνέχεια ϑα γίνει και η
αριθµητική ανάλυση διακλάδωσης µίας παραµέτρου.
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6.1.2 Ανάλυση Ευστάθειας του Συστήµατος

Για την ανάλυση της ευστάθειας των σηµείων ισορροπίας προσεγγίζουµε το
σύστηµά µας µέσω του αντίστοιχου γραµµικού συστήµατος που προκύπτει
από τη µέθοδο της γραµµικοποίησης. Ο υπολογισµός της Ιακωβιανής δίνε-
ται στην εξίσωση (6.6),

J =


∂P
∂x

∂P
∂y

∂P
∂z

∂Q
∂x

∂Q
∂y

∂Q
∂z

∂F
∂x

∂F
∂y

∂F
∂z

 =

f −z −y1 −c 0
y x −d

 (6.6)

Τα ιδιοδιανύσµατα του Ιακωβιανού πίνακα J δίνονται από το χαρακτηρι-
στικό πολυώνυµο του πίνακα det(J − λI) = 0. Υπολογίζουµε αρχικά τα
ιδιοδιανύσµατα για το σηµείο ισορροπίας E0 της αρχής των αξόνων. Ο
υπολογισµός των ιδιοδιανυσµάτων για τα άλλα δύο σηµεία ισορροπίας ε-
ίναι όµοιος καθώς έχουν την ίδια χαρακτηριστική εξίσωση. Θα δώσουµε
µία γενική µορφή για τη χαρακτηριστική εξίσωση και στη συνέχεια ϑα την
προσαρµόσουµε στο εκάστοτε σηµείο ισορροπίας που ϑέλουµε να µελε-
τήσουµε. Για την τιµή της παραµέτρου f > 0 για την οποία έχουµε τρία
σηµεία ισορροπίας, η γενική µορφή της χαρακτηριστικής εξίσωσης γίνεται,

det

∣∣∣∣∣∣
f − λ −z −y

1 −c− λ 0
y x −d− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

(f − λ)(−c− λ)(−d− λ)− z(d+ λ)− y(x− y(−c− λ)) = 0⇒
λ3 − (f − c− d)λ2 − (fc+ fd− cd− z − y2)λ− (fcd− zd− xy − y2c) = 0

Για συντοµία υιοθετούµε τον παρακάτω συµβολισµό,

λ3 − pλ2 − qλ−m = 0 (6.7)

΄Οπου,
p = (f − c− d)

q = (fc+ fd− cd− z − y2)
m = (fcd− zd− xy − y2c)

(6.8)

Θεωρώντας ότι λ = µ − (−p)
3 και µε αντικατάσταση του λ στην χαρακτηρι-

στική εξίσωση παίρνουµε:(
µ+

p

3

)3
− p

(
µ+

p

3

)2
− q

(
µ+

p

3

)
−m = 0

µ3 +

(
−p

2

3
− q
)
µ+

(
−2p3

27
− 1

3
qp−m

)
= 0

(6.9)
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Τελικώς ϑα έχουµε,
µ3 + rµ+ s = 0 (6.10)

΄Οπου, r = −p2

3 − q και s = −2p3

27 −
1
3qp −m ενώ ορίζουµε τη διακρίνουσα

της παραπάνω εξίσωσης µέσω της (6.11) ως :

∆ =
(s

2

)2
+
(r

3

)3
(6.11)

Συνοψίζουµε τις περιπτώσεις για τις ϱίζες του πολυωνύµου ανάλογα µε
το πρόσηµο της διακρίνουσας που έχουµε ορίσει στην εξίσωση (6.11) στο
παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 1. Η ∆ιακρίνουσα ∆ του κυβικού πολυωνύµου, καθορίζει το είδος
των τριών ϱιζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης (6.10).

1. Αν ∆ > 0 τότε υπάρχει µία πραγµατική ϱίζα λ1 ∈ R και δύο µιγαδικές
ϱίζες λ2,3 ∈ C.

2. Αν ∆ = 0 τότε υπάρχουν τρεις πραγµατικές ϱίζες λ1,2,3 ∈ R εκ των
οποίων δύο τουλάχιστον είναι ίσες, λ2 = λ3.

3. Αν ∆ < 0 τότε υπάρχουν τρεις διακριτές πραγµατικές ϱίζες, λ1,2,3 ∈ R.

Η γενική µορφή των τριών ϱιζών του πολυωνύµου (6.7) παρουσιάζεται
παρακάτω,

λ1 =
p

3
+

(
p2

9 + q
3

)
Wµ

+Wµ

λ2 =
p

3
− 1

2

(
p2

9 + q
3

)
Wµ

− 1

2
Wµ − i

√
3

2


(
p2

9 + q
3

)
Wµ

−Wµ


λ3 =

p

3
− 1

2

(
p2

9 + q
3

)
Wµ

− 1

2
Wµ + i

√
3

2


(
p2

9 + q
3

)
Wµ

−Wµ


(6.12)

΄Οπου,

Wµ =
3

√√√√m

2
+
qp

6
+
p3

27
+

√(
m

2
+
qp

6
+
p3

27

)2

−
(
p2

2
+
q

3

)3

(6.13)

Αν χρησιµοποιήσουµε τα αναλυτικά αποτελέσµατα της Μεθόδου του Καρ-
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ντάνο τότε έχουµε την ακόλουθη µορφή για τις τρεις ϱίζες του πολυωνύµου,

µ1 = 3

√(
−s

2
+
√

∆
)
− 1

3

r

3

√(
−s

2 +
√

∆
)

µ2 =
r

6 3

√
(−s

2 +
√

∆)
− 1

2
3

√
(−s

2
+
√

∆)− i
√

3

2
(
1

3

r

3

√
(−s

2 +
√

∆)
+ 3

√
(−s

2
+
√

∆))

µ3 =
r

6 3

√
(−s

2 +
√

∆)
− 1

2
3

√
(−s

2
+
√

∆) +
i
√

3

2
(
1

3

r

3

√
(−s

2 +
√

∆)
+ 3

√
(−s

2
+
√

∆))

(6.14)
Ως αποτέλεσµα τα ιδιοδιανύσµατα ϑα δίνονται από,

λ1 =
p

3
+ µ1

λ2 =
p

3
+ µ2

λ3 =
p

3
+ µ3

(6.15)

Αν αντικαταστήσουµε τα r, s στην εξίσωση (6.11) και κάνουµε χρήση της
εξίσωσης (6.14) τότε παίρνουµε τα ίδια αποτέλεσµατα για τις ιδιοτιµές µε
αυτά των εξισώσεων (6.12). Για την περίπτωσή µας προσαρµόζουµε τα α-
ποτελέσµατά µας στις τιµές των παραµέτρων c και d (c = 4.8, d = 1.1).
Παρουσιάζουµε στη συνέχεια τα αποτελέσµατα για το κάθε σηµείο ισορρο-
πίας ξεχωριστά.

Σηµείο Ισορροπίας E0 = (0, 0, 0)

Για το Σηµείο Ισορροπίας E0 = (0, 0, 0) ο Ιακωβιανός πίνακας γίνεται,

J =

f −z −y1 −c 0
y x −d

 =

f 0 0
1 −c 0
0 0 −d

 (6.16)

Ως αποτέλεσµα για τα ιδιοδιανύσµατα ϑα έχουµε:

det

∣∣∣∣∣∣
f − λ 0 0

1 −c− λ 0
0 0 −d− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 (6.17)

(f − λ)(−c− λ)(−d− λ) = 0⇒
(f − λ) = 0 or (−c− λ) = 0 or (−d− λ) = 0

(6.18)
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Είναι εύκολο να δούµε ότι για το πρώτο σηµείο ισορροπίας παίρνουµε τα
ακόλουθα τρία ιδιοδιανύσµατα,

λ1 = f

λ2 = −d
λ3 = −c

(6.19)

Από τις αρχικές παραδοχές που κάναµε για το µοντέλο µας οι τιµές των
παραµέτρων c, d είναι ϑετικές. Ως εκ τούτου παίρνουµε τις εξής περιπτώσεις
για τις τιµές της παραµέτρου f ,

� Αν f > 0 τότε λ1 > 0 και λ2,3 < 0, µε αποτέλεσµα το σηµείο ισορροπίας
E0 της αρχής των αξόνων να είναι ένας Σαγµατικός Κόµβος.

� Αν f < 0 τότε λ1 < 0 και λ2,3 < 0, µε αποτέλεσµα το σηµείο ισορροπίας
E0 να είναι ένας Ευσταθής Κόµβος.

Σηµείο Ισορροπίας E2 = (c
√
fd,
√
fd, fc)

Για τον υπολογισµό των ιδιοδιανυσµάτων του δεύτερου σηµείου ισορροπίας
E2 = (c

√
fd,
√
fd, fc) χρειάζεται να λύσουµε το κυβικό πολυώνυµο που

αποτελεί την χαρακτηριστική εξίσωση του Ιακωβιανού πίνακα. Θα κάνουµε
χρήση απευθείας της γενικής µορφής του χαρακτηριστικού πολυωνύµου
όπως δίνεται στην εξίσωση (6.7) που την εφαρµόζουµε στην περίπτωση του
σηµείου ισορροπίας E2 = (c

√
fd,
√
fd, fc). ΄Ετσι από τις εξισώσεις (6.12)

ή (6.15) των ιδιοδιανυσµάτων ϑα έχουµε,

λ1 =
p

3
+ µ1 =

f − c− d
3

+ µ1

λ2 =
p

3
+ µ2 =

f − c− d
3

+ µ2

λ3 =
p

3
+ µ3 =

f − c− d
3

+ µ3

(6.20)

όπου στο δεξί µέλος της εξίσωσης (6.20) ο παράγοντας µ ϑα δίνεται από τις
σχέσεις της εξίσωσης (6.21):

µ1 = Wµ−

(
cd
3 −

(c+d−f)2
9

)
Wµ

µ2 = −1

2
Wµ+

(
cd
3 −

(c+d−f)2
9

)
Wµ

+
i
√

3

2
Wµ

µ3 = −1

2
Wµ+

(
cd
3 −

(c+d−f)2
9

)
Wµ

− i
√

3

2
Wµ

(6.21)
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έχουµε ϑέσει,
Wµ = 3

√
(Wµ)1 + (Wµ)2 (6.22)

όπου για λόγους συντοµίας έχουµε συµβολίσει,

(Wµ)1 =

√(
(c+ d− f)3

27
− cd(c+ d− f)

6
+ cdf

)2

+

(
cd

3
− (c+ d− f)2

9

)3

(Wµ)2 = −(c+ d− f)3

27
+
cd(c+ d− f)

6
− cdf

(6.23)
Αν αντικαταστήσουµε τις παραµέτρους c,d µε τις τιµές τους (c = 4.8, d =

1.1), παίρνουµε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις :

� Αν f > fhopf το σηµείο ισορροπίας E2 είναι Σαγµατική Σπείρα.

� Αν f < fhopf το σηµείο ισορροπίας E2 είναι Ευσταθής Σπείρα.

Εύκολα µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι για το δεύτερο σηµείο ισορροπίας
έχουµε ένα ιδιοδιάνυσµα λ1 ∈ R και δύο µιγαδικές ιδιοτιµές λ2,3 ∈ C. Τα
αποτελέσµατα αυτά µπορούν να αποτελέσουν την αρχή για τη διερεύνηση
του Σίλνικοφ Χάος µέσω του Θεωρήµατος Σίλνικοφ και πιο συγκεκριµένα
της Οµοκλινικής Εκδοχής του Θεωρήµατος. Στην αρχική µας διερεύνηση
αναζητήσαµε µια τέτοιας µορφής χαοτική συµπεριφορά αλλά για λόγους
που τεκµηριώνουµε σε επόµενα κεφάλαια καταλήξαµε στην περίπτωση της
Οµοκλινικής ΄Εκρηξης και της µετάβασης από µία χαοτικά ασταθή περιοχή
σε µία ευσταθή µε την εµφάνιση των δύο ισχυρών χαοτικών ελκυστών.

Σηµείο Ισορροπίας E3 = (−c
√
fd,−

√
fd, fc)

Με τον ίδιο τρόπο αναλύουµε και υπολογίζουµε από την χαρακτηριστική ε-
ξίσωση τα ιδιοδιανύσµατα για το τρίτο σηµείο ισορροπίαςE3 = (−c

√
fd,−

√
fd, fc).

΄Οπως ϕαίνεται και από την παρακάτω εξίσωση (6.24) τα δύο συµµετρικά
σηµεία ισορροπίας έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσµατα.

λ1 =
(f − c− d)

3
+Wµ−

(
cd
3 −

(c+d−f)2
9

)
Wµ

λ2 =
(f − c− d)

3
− 1

2
Wµ+

(
cd
3 −

(c+d−f)2
9

)
Wµ

+
i
√

3

2
Wµ

λ3 =
(f − c− d)

3
− 1

2
Wµ+

(
cd
3 −

(c+d−f)2
9

)
Wµ

− i
√

3

2
Wµ

(6.24)
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6.2 Ανάλυση ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ (Andronov-Hopf)

∆ίνουµε στην ενότητα αυτή την απόδειξη των συνθηκών που πρέπει να πλη-
ϱούν οι παράµετροι του συστήµατος για την εµφάνιση της ∆ιακλάδωσης
Αντρόνοφ-Χοπφ. Η ∆ιακλάδωση Αντρόνοφ-Χοπφ σηµατοδοτεί την εµφάνι-
ση οριακών κύκλων στο σύστηµά µας.

Χρησιµοποιούµε τη µορφή ϑεωρήµατος-απόδειξης για να συνοψίσουµε
τα συµπεράσµατα που αφορούν την εν λόγω διακλάδωση.

Θεώρηµα 3. Το σύστηµα υπόκειται σε ∆ιακλάδωση Αντρόνοφ-Χοπφ στο Ση-
µείο ∆ιακλάδωσης f = c+d

3 .

Απόδειξη. Ο υπολογισµός των Σηµείων ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ για
τις συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων συνοψίζεται παρακάτω. Αρχι-
κά υπολογίζουµε το σηµείο διακλάδωσης για το σηµείο ισορροπίας E2 =
(c
√
fd,
√
fd, fc). Η χαρακτηριστική εξίσωση δίνεται από την εξίσωση (6.25):

λ3 + (−(f − c− d))λ2 + (cd)λ+ 2fcd = 0 (6.25)

Η εµφάνιση του Σηµείου ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ γίνεται όταν ένα
Ϲεύγος ιδιοδιανυσµάτων περνάει τον άξονα των ϕανταστικών αριθµών. Ως
αποτέλεσµα οι ιδιοτιµές ϑα πρέπει να ικανοποιούν τις σχέσεις, λ1 = a όπου
a ∈ R και λ2,3 = ±ib όπου ib ∈ C. Η χαρακτηριστική εξίσωση γράφεται ως
το γινόµενο των τριών αυτών ϱιζών. ΄Ετσι ϑα έχουµε:

±(λ2 + b2)(λ− a) = 0 (6.26)

Από τις εξισώσεις (6.25) και (6.26) παίρνουµε το ακόλουθο σύστηµα:

a = f − c− d
b2 = cd

ab2 = −2fcd

(6.27)

Αντικαθιστώντας την πρώτη και τη δεύτερη εξίσωση στην τρίτη ϑα έχουµε:

−(f − c− d)cd = 2fcd⇒ f =
c+ d

3
(6.28)

Η τελική εξίσωση, f = (c + d)/3 δίνει και τα σηµεία διακλάδωσης σε συ-
νάρτηση µε τις παραµέτρους f, c, d του συστήµατος.

Σε αντιστοιχία υπολογίζουµε το Σηµείο ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ για
το τρίτο σηµείο ισορροπίας E3 = (−c

√
fd,−

√
fd, fc) το οποίο αναµένουµε

να είναι συµµετρικό. Παρόµοια η χαρακτηριστική εξίσωση ϑα είναι :

λ3 + (−(f − c− d))λ2 + (cd)λ+ 2fcd = 0 (6.29)
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Αντίστοιχα χρειαζόµαστε ένα Ϲεύγος καθαρά ϕανταστικών ιδιοτιµών. Η χα-
ϱακτηριστική εξίσωση δίνεται ως γινόµενο των ιδιοτιµών και ϕαίνεται στην
εξίσωση (6.30),

±(λ2 + b2)(λ− a) = 0 (6.30)

Από τις εξισώσεις (6.29) και (6.30) και το αντίστοιχο σύστηµα έχουµε:

f =
c+ d

3
(6.31)

Από τις εξισώσεις (6.28) και (6.31) µπορούµε να εξάγουµε τη συνθήκη
ύπαρξης ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ κατά τη µεταβολή δύο παραµέτρων
και συγκεκριµένα των f και c κρατώντας σταθερή την παράµετρο d στην τι-
µή d = 1.1. Το ∆ιάγραµµα ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ δύο παραµέτρων
όπως ϕαίνεται και από την εξίσωση (6.32) είναι µία ευθεία γραµµή στο
χώρο των παραµέτρων (c, f).

f =
c+ d

3
⇒ f =

1

3
c+ 0.36 (6.32)

6.3 Αριθµητική Ανάλυση ∆ιακλάδωσης Μίας-Παραµέτρου

Για την καλύτερη µελέτη του συστήµατός µας, παρουσιάζουµε εδώ την
ανάλυση διακλάδωσης µίας παραµέτρου. Θεωρούµε ως παράµετρο δια-
κλάδωσης την παράµετρο f . Θέτουµε τις υπόλοιπες παραµέτρους του συ-
στήµατος σταθερές, στις τιµές, c = 4.8, d = 1.1, b = 3.6 και a = 1.2. Για
την ανάλυση των διακλαδώσεων του συστήµατος κατασκευάζουµε µε αριθ-
µητική συνέχιση τόσο το διάγραµµα ισορροπίας του συστήµατος όσο και
το διάγραµµα διακλάδωσης των οριακών κύκλων.

΄Οπως δείξαµε στο Κεφάλαιο 6.1.1 το σύστηµα υπόκειται σε ∆ιακλάδωση
Τρίαινας για τιµή της παραµέτρου f > 0. Η τιµή αυτή συνδέεται και µε
την εµφάνιση ενός συµµετρικού Ϲεύγους σηµείων ισορροπίας ως προς τον
άξονα z ή τον άξονα της παραµέτρου. Αυτό σηµαίνει ότι το σηµείο ισορ-
ϱοπίας E0 της αρχής των αξόνων είναι ένα Σηµείο ∆ιακλάδωσης καθώς η
παράµετρος f αυξάνεται. Στους δύο συµµετρικούς κλάδους ισορροπίας
που προκύπτουν, παρατηρούµε και τα αντίστοιχα συµµετρικά Σηµεία ∆ια-
κλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ.

Στο σηµείο αυτό τονίζουµε ότι η ανάλυση που προηγήθηκε στα Κεφάλαια
6.1.1 και 6.1.2 για την ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας και την εµφάνιση
του σηµείου διακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ επιβεβαιώνεται και αριθµητικά
µε τη χρήση του MatCont (Πακέτο Αριθµητικής Συνέχισης ∆ιακλαδώσεων
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του Matlab [24],[25]) από την πληροφορία που δίνει για τα ιδιοδιανύσµατα
και τον εκθέτη Lyapunov. Παρατηρούµε ότι τα προηγούµενα αναλυτικά
αποτελέσµατα στα οποία καταλήξαµε συµπίπτουν.

Με ϐάση τα αποτελέσµατα της αριθµητικής ανάλυσης ϑα έχουµε: το
πρώτο Σηµείο Ισορροπίας (0, 0, 0), ϑα είναι Ευσταθής Κόµβος (λ1,2,3 < 0)
για f < 0 και Σαγµατικό Σηµείο (λ1 > 0, λ2,3 < 0) για f > 0. Το δεύτερο
Σηµείο Ισορροπίας (c

√
fd,
√
fd, fc), είναι Ευσταθής Σπείρα/Κόµβος (λ1 ∈

R, λ2,3 ∈ C λ1 < 0, Re(λ2,3) < 0) για f < fHopf και Σαγµατική Σπείρα
(λ1 ∈ R, λ2,3 ∈ C και λ1 < 0, Re(λ2,3) > 0) για f > fHopf . Τέλος το τρίτο
Σηµείο Ισορροπίας (−c

√
fd,−

√
fd, fc), είναι Ευσταθής Σπείρα/Κόµβος

λ1 ∈ R, λ2,3 ∈ C και λ1 < 0, Re(λ2,3) < 0 για f < fHopf και Σαγµατική
Σπείρα λ1 ∈ R, λ2,3 ∈ C και λ1 < 0, Re(λ2,3) > 0 για f > fHopf .

Για το Σηµείο ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ από τον αναλυτικό υπο-
λογισµό του στο Κεφάλαιο 6.1.2 ϑα έχουµε ότι αυτό εντοπίζεται στην τιµή
fHopf = 4.8+1.1

3 ≈ 1.96667. Η τιµή αυτή επιβεβαιώνεται και αριθµητικά όπως
ϕαίνεται στα παρακάτω διαγράµµατα. Για την τιµή της παραµέτρου fHopf
οι τιµές των µεταβλητών του συστήµατος είναι x ≈ ±7.06, y ≈ ±1.4708, z ≈
9.44. Παρατηρούµε επίσης ότι για f < fHopf παίρνουµε έναν Ευσταθή
κλάδο για τα Σηµεία Ισορροπίας ενώ για f > fHopf ο κλάδος αυτός είναι
Ασταθής. Τα ίδια συµπεράσµατα έχουµε εντοπίσει και στην προηγούµενη
παράγραφο.

Συνοψίζουµε τα παραπάνω αποτελέσµατα στα επόµενα διαγράµµατα.
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Σχήµα 6.2: Το διάγραµµα ισορροπίας για το σηµείο E2. ∆ιακρίνονται ο ευσταθής και ο ασταθής κλάδος
της ισορροπίας του συστήµατος, οι οποίοι διαχωρίζονται από το Σηµείο Χοπφ.
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Σχήµα 6.3: Το διάγραµµα διακλάδωσης µίας παραµέτρου των οριακών κύκλων. Παρατηρούµε την αλλαγή
στην ευστάθεια των οριακών κύκλων που σηµατοδοτούνται από ένα Σηµείο Οριακού Κύκλου (LPC) για την
τιµή fLPC ≈ 1.9683. Οι ευσταθείς οριακοί κύκλοι συµβολίζονται µε γεµάτες τελείες σε αντίθεση µε τους
ασταθείς οριακούς κύκλους που συµβολίζονται µε ανοιχτές τελείες.
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Σχήµα 6.4: Μεγενθυµένη η περιοχή όπου έχουµε την εναλλαγή µεταξύ των ευσταθών και ασταθών οριακών
κύκλων.
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Σχήµα 6.5: Το διάγραµµα της περιόδου των οριακών κύκλων ως συνάρτηση της παραµέτρου f . Ο απει-
ϱισµός της περιόδου καθώς η τιµή της f πλησιάζει την fhom ≈ 1.87556 ήταν και η πρώτη ένδειξη για την
ύπαρξη οµοκλινικής τροχιάς.

∆ίνουµε ακόµα το συνολικό διάγραµµα διακλάδωσης µίας παραµέτρου
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µε ενσωµατωµένες τις προηγούµενες πληροφορίες.
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Σχήµα 6.6: ∆ιάγραµµα διακλάδωσης µίας παραµέτρου.

6.4 Αριθµητική Ανάλυση ∆ιακλάδωσης ∆ύο-Παραµέτρων

Για την αριθµητική ανάλυση διακλάδωσης δύο παραµέτρων µελετάµε το
σύστηµά µας κάτω από τη µεταβολή των παραµέτρων f και c. Επιλέξαµε
αυτές τις παραµέτρους, λόγω της σηµασίας τους και της ϑέσης τους στο
µοντέλο των τριών διαφορικών εξισώσεων.

Από την προηγούµενη ανάλυση έχουµε δύο σηµεία από τα οποία και
ϑα ξεκινήσουµε την αριθµητική συνέχιση του µοντέλου µας. Αυτά είναι το
Σηµείο ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ και το Οριακό Σηµείο ∆ιακλάδωσης
των Οριακών Κύκλων (LPC of Limit Cycles).

Από την εξίσωση f = (c + d)/3 παίρνουµε το σηµείο διακλάδωσης
Αντρόνοφ-Χοπφ. Μπορούµε λοιπόν να εντοπίσουµε αυτό το σηµείο δια-
κλάδωσης ως ένα γεωµετρικό τόπο πάνω στο χώρο των παραµέτρων (c, f).
΄Οπως ϕαίνεται και από το ∆ιάγραµµα (6.7) πρόκειται για µία ευθεία. Η
ευθεία αυτή δίνεται εύκολα από την εξίσωση,

f = f(c)⇒ f = α1c+ α2 (6.33)

΄Εχουµε ϑέσει α1 = 1/3 και α2 = d/3 = 0.36. Στη συνέχεια δίνουµε το
διάγραµµα διακλάδωσης δύο παραµέτρων µε τη χρήση της µεθόδου της

88



Ανάλυση Ευστάθειας & ∆ιακλαδώσεων Κεφάλαιο 6

αριθµητικής συνέχισης τόσο για το Σηµείο Χοπφ όσο και για το Οριακό
Σηµείο των Οριακών Κύκλων.

0 2 5.5000 6 8

0.3666

1

2.2000

3

4

GH

BT

Σχήµα 6.7: ∆ιάγραµµα διακλάδωσης δύο παραµέτρων της ∆ιακλάδωσης Αντρόνοφ-Χοπφ κάτω από τη µε-
ταβολή των παραµέτρων f και c. Στο διάγραµµα ϕαίνονται ένα Σηµείο Μπογκντάνοφ - Τεϊκενς για τις τιµές
των παραµέτρων f = 0.36661, c = 3.31879e−07 και των µεταβλητών x = 0.01212, y = 0.63223, z = 0.01379.
Φαίνεται επίσης ένα Γενικευµένο Σηµείο Χοπφ για f = 2.2000022, c = 5.5000065 και για τις µεταβλητές
x = 8.55600, y = 1.55563, z = 12.100002.
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Σχήµα 6.8: Το διάγραµµα διακλάδωσης δύο µεταβλητών για το Οριακό Σηµείο των Οριακών Κύκλων κάτω
από τη µεταβολή των παραµέτρων f, c. Η παράµετρος d είναι σταθερή στην τιµή d = 1.1. Εκτελέσαµε την
αριθµητική συνέχιση και για τις δύο κατευθύνσεις ως προς το χρόνο µε µέγιστο ϐήµα 0.01. Το αποτέλεσµα
δείχνει επίσης και το σηµείο ενός Ουδέτερου Σαγµατικού Σηµείου των Οριακών Κύκλων για τις τιµές f =
1.9682988, c = 4.8000000.
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Σχήµα 6.9: Το ίδιο διάγραµµα διακλάδωσης δύο παραµέτρων όπως και στο διάγραµµα (6.8) µε αριθµητική
συνέχιση ως προς τις δύο κατευθύνσεις στο χρόνο µε µέγιστο ϐήµα 0.08. Εντοπίζουµε και εδώ το ίδιο
Ουδέτερο Σαγµατικό Σηµείο των Οριακών Κύκλων.
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6.5 Οµοκλινική ΄Εκρηξη και Μετάβαση στο Χάος

΄Ενα από τα ϐασικά χαρακτηριστικά του Μοντέλου Μετακίνησης της Πρω-
τεϊνης Tlr4 είναι η Χαοτική Συµπεριφορά που εµφανίζει για συγκεκριµένες
τιµές των παραµέτρων.

Σε προηγούµενα κεφάλαια δώσαµε αρκετές ενδείξεις για την εµφάνιση
αυτής της χαοτικής συµπεριφοράς. Αναφερθήκαµε για παράδειγµα στην
αρχική αποτυχηµένη προσπάθεια να δείξουµε ότι η χαοτική συµπεριφο-
ϱά οφείλεται στην Απεικόνιση «Πετάλου» του Σµέιλ. ΄Οπως προκύπτει από
την ευστάθεια του συστήµατος και από το σηµείο ισορροπίας στο οποίο
προκύπτει η οµοκλινική τροχιά, δεν πληρούνται οι προϋποθέσεις του Ο-
µοκλινικού Θεωρήµατος Σίλνικοφ. Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να
αναζητήσουµε χαοτική συµπεριφορά σε αυτό το µηχανισµό. Μία αναλυ-
τική εκδοχή του σχετικού Θεωρήµατος ϐρίσκεται στο Κεφάλαιο 2.3.2 των
εισαγωγικών µαθηµατικών εννοιών.

΄Οπως ϑα δείξουµε η χαοτική συµπεριφορά του συστήµατος οφείλεται
στο ϕαινόµενο της Οµοκλινικής ΄Εκρηξης. Το ϕαινόµενο αυτό σηµατοδο-
τείται από την Οµοκλινική ∆ιακλάδωση που προκύπτει για την τιµή της
παραµέτρου fhom ≈ 1.87556.

Το ϕαινόµενο της Οµοκλινικής ΄Εκρηξης και η Μετάβαση στη Χαοτική
Συµπεριφορά παρατηρήθηκε αρχικά στο Μοντέλο του Λόρενζ. Οι πρώτες
αναλύσεις ϐρίσκονται στις ιστορικές δηµοσιεύσεις των Σπάροου, Τζ.Γιόρκ,
Ε.Γιόρκ [74],[42].

Αναφέρουµε ξανά ορισµένα απαραίτητα συµπεράσµατα για την σωστή
κατανόηση του ϕαινοµένου τα οποία αναπτύξαµε στο Κεφάλαιο (6.1.2) σχε-
τικά µε την ανάλυση ευστάθειας του συστήµατος. ΄Οπως δείξαµε το σηµείο
ισορροπίας E0 στην αρχή των αξόνων παραµένει συνεχώς σηµείο ισορρο-
πίας. Για f < 0 η αρχή είναι ευσταθής µε τρία αρνητικά ιδιοδιανύσµατα,
για f = 0 έχουµε την εµφάνιση µίας ∆ιακλάδωσης Τρίαινας κατά την οποία
η αρχή των αξόνων µετατρέπεται σε Σαγµατικό Σηµείο. Για f > 0 η Αρ-
χή έχει µία ασταθή πολλαπλότητα µίας διάστασης W u(0) και µία ευσταθή
πολλαπλότητα δύο διαστάσεων W s(0). Η ύπαρξη των δύο επιπλέον σηµε-
ίων ισορροπίας για f > 0 συνεισφέρουν στην τοπολογία του πεδίου όπως
αυτό διαµορφώνεται από το σύνολο των πολλαπλοτήτων.

Στην παρούσα εργασία δεν ϑα µπούµε στην ανάλυση των πολλαπλοτήτων
και το πώς αυτές διαµορφώνουν γεωµετρικά το χώρο γύρω από τα σηµε-
ία ισορροπίας. Η ανάλυση αυτή ξεφεύγει των τοπολογικών γνώσεων του
γράφοντα - είναι µία διαδικασία που χρειάζεται ϐαθιά γνώση στο πεδίο της
τοπολογίας - καθώς και από το περιεχόµενο, την έκταση και τον απαιτο-

91



Κεφάλαιο 6 Ανάλυση Ευστάθειας & ∆ιακλαδώσεων

ύµενο χρόνο µίας διπλωµατικής εργασίας σε µεταπτυχιακό επίπεδο µε όχι
αυτό τον προσανατολισµό. Στην ανάλυσή µας για τον εντοπισµό της χαο-
τικής συµπεριφοράς ϑα επικεντρώσουµε στο στενό εύρος τιµών της παρα-
µέτρου f µετά το σηµείο της οµοκλινικής διακλάδωσης για fhom ≈ 1.87556.
Θα δείξουµε ότι αυτό το σηµείο σηµατοδοτεί το ϕαινόµενο της Οµοκλινικής
΄Εκρηξης το όποιο µε τη σειρά του διαµορφώνει µία προ-διαταραγµένη πε-
ϱιοχή µέσω ενός συµµετρικού Ϲεύγους σαγµατικών περιοδικών τροχιών. Ο
αριθµός αυτών των τροχιών αυξάνεται συνεχώς σε µία κοντινή περιοχή στο
σηµείο που σηµατοδοτεί την Οµοκλινική ΄Εκρηξη. Παρατηρήσαµε επίσης
ότι οι τροχιές αυτές είναι αντίστοιχες (προσαρµοσµένες στο δικό µας µο-
ντέλο) µε αυτές που παρατηρούνται στο Μοντέλο του Λόρενζ µετά την τιµή
της παραµέτρου ρhom = 13.9265.

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τόσο αριθµητικά όσο και αναλυτικά την
ύπαρξη της Οµοκλινικής ∆ιακλάδωσης για την αρχή των αξόνων και για την
τιµή της παραµέτρου fhom ≈ 1.87556. Η ύπαρξη της Οµοκλινικής Τροχιάς
αποδεικνύεται αριθµητικά µέσω της µεθόδου της αριθµητικής συνέχισης
µε τη χρήση του MatCont και της Μεθόδου της Οµοτοπίας που εφαρµόζει.
Η αναλυτική λύση δίνεται µέσω της Μεθόδου Απροσδιόριστων Συντελεστών
που αρχικά εισήχθει από τον Ζου στο [38]. Από την ανάλυση, ϕαίνεται ότι
για το σύστηµά µας, το σηµείο της οµοκλινικής διακλάδωσης σηµατοδο-
τεί την έναρξη του ϕαινοµένου της Οµοκλινικής ΄Εκρηξης. Η Οµοκλινική
΄Εκρηξη, αποτελεί και το γεννήτορα όλης της χαοτικής συµπεριφοράς του
συστήµατός µας. Η συµπεριφορά αυτή γίνεται κυρίαρχη για f ≈ 1.945.

6.5.1 Αριθµητική Συνέχιση των Ευσταθών και Ασταθών Πολλαπλοτήτων στη Μία
∆ιάσταση

Παρουσιάζουµε εδώ τη συµπεριφορά των ευσταθών και ασταθών πολλαπλο-
τήτων κατά την µετάβαση από το Σηµείο Οµοκλινικής ∆ιακλάδωσης. ΄Οπως
αναφέραµε και στην παραπάνω εισαγωγή του Κεφαλαίου 6.5 δεν ϑα ανα-
παραστήσουµε στην ολότητά τους τις πολλαπλότητες. Θα σταθούµε στην
αναπαράστασή τους στη µία διάσταση (µέσω των τροχιών του συστήµατος)
και πως αυτές αλλάζουν καθώς περνάµε από την προηγούµενη ευσταθή
κατάσταση, στο σηµείο οµοκλινικής διακλάδωσης και στη συνέχεια στην
προ-ταραχώδη περιοχή.

Στα επόµενα διαγράµµατα ϕαίνεται η συµπεριφορά των ασταθών και
ευσταθών πολλαπλοτήτων στη µία διάσταση. Παρατηρούµε ότι, στην πε-
ϱίπτωση της ασταθούς πολλαπλότητας παρατηρείται µία ανακατανοµή των
τροχιών που κινούνται πάνω σε αυτή. Οι τροχιές αντικατοπτρίζουν έµµεσα,
την ανακατανοµή των ασταθών πολλαπλοτήτων, κάτι που γίνεται ιδιαίτερα
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ορατό στην ακόλουθη γραφική παράσταση. Στην περίπτωση των ευσταθών
πολλαπλοτήτων επειδή χρειάστηκε να πάµε πιο µακριά από το Σηµείο Ισο-
ϱοπίας της Αρχής για να τις αναπαραστήσουµε ϕαίνεται σε µεγάλη κλίµακα
να µην επηρεάζονται. Επισηµαίνουµε ξανά, ότι και σε αυτή την πλευρά της
ανάλυσης τα αποτελέσµατα είναι αρκετά όµοια µε αυτά στο Μοντέλο του
Λόρενζ.
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Σχήµα 6.10: Η ανακατανοµή της ασταθούς πολλαπλότητας στη µία διάσταση, όπως αυτή αντικατοπτρίζεται
µέσω των τροχιών, καθώς το σύστηµα διέρχεται από το σηµείο της οµοκλινικής διακλάδωσης. Τα σηµεία
ισορροπίας σηµειώνονται µε πράσινες τελείες. Τα τέσσερα διαδοχικά γραφήµατα αντιστοιχούν σε τέσσερις
διαφορετικές τιµές τις παραµέτρου f . Η πρώτη για f = 1.85, η δεύτερη για fhom, η τρίτη για f = 1.89 και
η τέταρτη για f = 1.945 που αντιστοιχεί και στην ύπαρξη ισχυρής χαοτικής συµπεριφοράς.
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Σχήµα 6.11: Οι τροχιές πάνω στην ευσταθή πολλαπλότητα για τις αντίστοιχες τιµές τις παραµέτρου f
µακριά από το σηµείο οµοκλινικής διακλάδωσης. ΄Εχουµε απεικονίσει τις τροχιές τόσο για τις ϑετικές
(κόκκινη τροχιά) όσο και για τις αρνητικές (µπλε τροχιά) τιµές των x, y.
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6.5.2 Αριθµητική Συνέχιση της Οµοκλινικής Τροχίας της Αρχής

Η αριθµητική προσέγγιση της οµοκλινικής τροχιάς έγινε µε τη χρήση της
Μεθόδου Οµοτοπίας την οποία και χρησιµοποιεί το MatCont. Σύµφωνα µε
αυτή προσεγγίζουµε µέσω αριθµητικής ολοκλήρωσης την ασταθή πολλα-
πλότητα και ϐρίσκουµε από τη διαδικασία αυτή ένα σηµείο ικανοποιητικά
κοντά στον ευσταθή ιδιοχώρο που παράγουν τα ευσταθή ιδιοδιανύσµατα.
Η διαδικασία αυτή γίνεται ώστε στη συνέχεια να µπορέσουµε να χρησι-
µοποιήσουµε το σηµείο αυτό ως αρχή για την εφαρµογή της αριθµητικής
συνέχισης σε µία περιοχή πολύ κοντά στο Σαγµατικό Σηµείο Ισορροπίας
(στην προκειµένη η αρχή των αξόνων). Από τον εντοπισµό του σηµείου
αυτού, µπορούµε πλέον να προχωρήσουµε στην αριθµητική συνέχιση της
οµοκλινικής τροχιάς η οποία και µας δίνει την οικογένεια των οµοκλινικών
τροχιών.

Στη γραφική παράσταση (6.10) παρουσιάσαµε τα συµµετρικά Ϲεύγη των
οµοκλινικών τροχιών για τις ϑετικές και αρνητικές τιµές της µεταβλητής
x (αντίστοιχη είναι και η εικόνα για τη µεταβλητή y). Στην ενότητα αυ-
τή παρουσιάζουµε το διάγραµµα διακλάδωσης των οµοκλινικών τροχιών
στο χώρο των παραµέτρων (c, f) όπου έχουµε ϑέσει την τρίτη παράµετρο
σταθερή στην τιµή d = 1.1. Για τις ίδιες τιµές παρουσιάζουµε και την οι-
κογένεια των οµοκλινικών τροχιών στο χώρο των ϕάσεων και συγκεκριµένα
στο επίπεδο (x, z).
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2
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6

Σχήµα 6.12: Το διάγραµµα διακλάδωσης της οµοκλινικής τροχιάς στο χώρο των παραµέτρων (c, f).
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Σχήµα 6.13: Η οικογένεια των οµοκλινικών τροχιών που προκύπτουν από την αριθµητική συνέχιση πίσω στο
χρόνο για το χώρο των παραµέτρων (x, z). Αντίστοιχα παίρνουµε για την εµπρόσθια στο χρόνο αριθµητική
συνέχιση.

Σχήµα 6.14: Η οικογένεια των οµοκλινικών τροχιών τόσο κατά την εµπρόσθια όσο και κατά την οπίσθια
αριθµητική συνέχιση.
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6.5.3 Οµοκλινική ΄Εκρηξη

΄Οπως δείξαµε στις προηγούµενες υποενότητες για τις τιµές των παραµέτρων
c = 4.8, d = 1.1, f = 1.8755660794 το σαγµατικό σηµείο της αρχής των α-
ξόνων υφίσταται µία οµοκλινική διακλάδωση. Ως αποτέλεσµα το σύστηµά
µας αποτελεί ένα είδος Συστηµάτων Σαγµατικού Τύπου µε το είδος συµµε-
τρίας να είναι αυτό του άξονα z ((x, y, z)→ (−x,−y, z)). Για µία εκτενέστε-
ϱη µελέτη στα συστήµατα σαγµατικού τύπου µπορεί ο ενδιαφερόµενος να
ανατρέξει στα [22],[75]. ΄Οπως αναφέραµε και στην εισαγωγή του Κεφα-
λαίου 6.5 µετά την ∆ιακλάδωση Τρίαινας η αρχή των αξόνων µετατρέπεται
σε σαγµατικό σηµείο µε µίας διάστασης ασταθή πολλαπλότητα W u(0) και
δύο διαστάσεων ευσταθή πολλαπλότητα W s(0). Η ανακατάταξη των πολ-
λαπλοτήτων που πραγµατοποιείται µετά την οµοκλινική διακλάδωση στο
σηµείο fhom σηµατοδοτεί και την µετάβαση στη χαοτική συµπεριφορά του
συστήµατός µας. Η διαδικασία, της µετάβασης από την ασθενή στην ισχυρή
χαοτική συµπεριφορά, ονοµάζεται Οµοκλινική ΄Εκρηξη. Μία παρόµοια α-
νάλυση για το µοντέλο του Λόρενζ µε τη σχετική ϐιβλιογραφία ϐρίσκεται στα
[40],[41], ενώ για µία αυστηρή µαθηµατική παρουσίαση του ϕαινοµένου ο
αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στα [43],[76].

Για την παράµετρο fhom έχουµε την εµφάνιση ενός συµµετρικού Ϲεύγους
οµοκλινικών τροχιών. Για το εύρος των τιµών της παραµέτρου f µεταξύ
f ≈ (1.87551, 1.94500) αυτό το χαοτικό σάγµα (chaotic saddle), αποτελεί
ένα είδος προ-διαταραγµένης (preturbulence) δυναµικής περιοχής, µε τη
διαταραχή να κορυφώνεται γύρω από την τιµή f ≈ 1.94500. Σε όλο αυ-
τό το εύρος τιµών η χαοτική συµπεριφορά παραµένει ασταθής µέχρι να
κορυφωθεί µε την εµφάνιση δύο ισχυρών χαοτικών ελκυστών στην τιµή
f ≈ 1.94500. Πλέον η χαοτική συµπεριφορά γίνεται κυρίαρχη. Η µετάβα-
ση στην χαοτική συµπεριφορά για το σύστηµά µας ϕαίνεται στα παρακάτω
διαγράµµατα.
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Σχήµα 6.15: Η µετάβαση στην ισχυρή χαοτική συµπεριφορά του συστήµατος σε ένα στενό εύρος της παρα-
µέτρου f . Το διάγραµµα δείχνει τη συνιστώσα x της τροχιάς σαν συνάρτηση του χρόνου, όπου παρατηρούµε
την ταλαντωτική της συµπεριφορά. Φαίνεται ότι υπάρχει µία µετάβαση από µία ευσταθή κατάσταση στο
πρώτο διάγραµµα, σε έναν οριακό κύκλο, σε µία ασταθή χαοτική συµπεριφορά και τελικά σε µία ισχυρή
χαοτική συµπεριφορα. Η τελευταία εκφράζεται µέσω της ισχυρής απεριοδικής συµπεριφοράς της x(t).
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Σχήµα 6.16: Τα ϕασικά πορτραίτα του συστήµατος σε αντιστοιχία µε τις γραφικές παραστάσεις (6.15).
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6.5.4 Αναλυτικός Υπολογισµός της Οµοκλινικής Τροχιάς µε τη Μέθοδο Απροσ-
διόριστων Συντελεστών

Παρέχουµε µία αναλυτική απόδειξη της ύπαρξης της οµοκλινικής τροχιάς
στο σηµείο ισορροπίας E0 = (0, 0, 0). Η Αρχή αποτελεί ένα Σαγµατικό ση-
µείο ισορροπίας και για την τιµή της παραµέτρου fhom έχουµε την εµφάνιση
µίας οµοκλινικής διακλάδωσης. Η απόδειξη της ύπαρξης της οµοκλινικής
τροχιάς γίνεται µε τη Μέθοδο Απροσδιόριστων Συντελεστών όπως αναφέρ-
ϑηκε σε προηγούµενες ενότητες και η οποία περιγράφεται αναλυτικά στα
[39, 66]. Ακολουθήσαµε την ίδια διαδικασία που έχει ακολουθηθεί σε
µία πληθώρα Lorenz-like συστηµάτων στη ϐιβλιογραφία. Παρουσιάζουµε
σύντοµα, τη σύγκλιση της µεθόδου των εκθετικών σειρών, κάτι που απο-
δεικνύει και τη λογική πίσω από την χρήση της µεθόδου. Η αντίστοιχη
περιγραφή περιέχεται στα [77, 78].

x = ẏ + cy

ẋ = ÿ + cẏ

z = − ÿ
y

+ (f − c) ẏ
y

+ fc

ż = −
...
y y − ÿẏ
y2

+ (f − c) ÿy − ẏ
2

y2

(6.34)

Από το παραπάνω σύστηµα µπορούµε εύκολα να πάρουµε την εξίσωση
(6.35),

y[
...
y + (d+ c− f)ÿ − (f − c)dẏ − fcdy] + ẏ[−ÿ + (f − c)ẏ + y3] + cy4 = 0

(6.35)
Την ίδια στιγµή που στη ϐιβλιογραφία η αναζήτηση οµοκλινικής τροχιάς,
αναζητεί την συνάρτηση x(t), η δοµή του συστήµατος καθώς και η συζήτηση
στο Κεφαλαίο 5 µας οδηγούν σε µία δοµή τέτοια, έτσι ώστε να αναζητήσουµε
πρωταρχικά την συνάρτηση y(t). Ως αποτέλεσµα έχουµε η αναζήτηση της
οµοκλινικής τροχιάς να ανάγεται στην αναζήτηση κατάλληλης συνάρτησης
y(t) η οποία να είναι διπλά ασυµπτωτική στην Αρχή των Αξόνων ως προς το
χρόνο. Θέλουµε να ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση,

y(t) −→ 0, for t −→ ±∞ (6.36)

Θα προσεγγίσουµε την αρνητική ηµιτροχιά (της οµοκλινικής τροχιάς) για
t < 0. Η προσέγγιση ϑα γίνει µέσω της ακόλουθης εκθετικής σειράς,

y(t) =
∞∑
k=1

dke
µkt, t < 0, (6.37)
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΄Εχουµε υποθέσει ότι το µ > 0 είναι µία απροσδιόριστη σταθερά και οι
dk όπου (k = 1, 2, 3, ...) είναι οι απροσδιόριστοι συντελεστές, τέτοιοι ώστε
eµkt −→ 0 καθώς t −→ −∞. Οι παράγωγοι σε µορφή εκθετικών της προη-
γούµενης σχέσης που ϑα αντικαταστήσουµε στην αρχική εξίσωση (6.35),
δίνονται από την (6.38).

ẏ(t) = µ
∞∑
k=1

kdke
µkt

ÿ(t) = µ2
∞∑
k=1

k2dke
µkt

...
y (t) = µ3

∞∑
k=1

k3dke
µkt

(6.38)

Από τις εξισώσεις (6.37),6.38) µπορούµε να εξάγουµε κάθε όρο στην ε-
ξίσωση (6.35), ως αποτέλεσµα η τελευταία µπορεί να ξαναγραφεί στην πιο
σύνθετη µορφή,

µ3
∞∑
k=2

k−1∑
j=1

j3djdk−je
µkt + (d+ c− f)µ2

∞∑
k=2

k−1∑
j=1

j2djdk−je
µkt

− (f − c)dµ
∞∑
k=2

k−1∑
j=1

jdjdk−je
µkt − fcd

∞∑
k=2

k−1∑
j=1

djdk−je
µkt+

− µ3
∞∑
k=2

k−j∑
j=1

j2(k − l)djdk−jeµkt + (f − c)µ2
∞∑
k=2

k−1∑
j=1

j(k − j)djdk−jeµkt

+ µ

∞∑
k=4

k−1∑
m=3

m−1∑
n=2

n−1∑
j=1

jdjdn−jdm−ndk−me
µkt + c

∞∑
k=4

k−1∑
m=3

m−1∑
n=2

n−1∑
j=1

djdn−jdm−ndk−me
µkt

= 0
(6.39)

Θα προσπαθήσουµε να απλοποιήσουµε την προηγούµενη σχέση και για το
λόγο αυτό ϑα κάνουµε τις παρακάτω παραδοχές.

H1 :=
∞∑
k=2

k−1∑
j=1

[2µ3j3 + (d+ 2c− 2f)µ2j2 − µ3j2k + (f − c)µ2jk

− (f − c)dµj − fcd]djdk−je
µkt

H2 :=
∞∑
k=4

k−1∑
m=3

m−1∑
n=2

n−1∑
j=1

[µj + c]djdn−jdm−ndk−me
µkt

(6.40)
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Ως αποτέλεσµα η εξίσωση (6.39) µετασχηµατίζεται στην ακόλουθη µορφή,

H1 +H2 = 0 (6.41)

Η µορφή αυτή είναι απλούστερη και πιο εύκολη στο χειρισµό της. Τώρα
µπορούµε να υπολογίσουµε τους απροσδιόριστους συντελεστές συγκρίνο-
ντας τους συντελεστές του εκθετικού µε της ίδιας τάξης όρους. Παραθέτου-
µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για τους όρους µέχρι και τον k = 6.

� Για κ=1, δεν υπάρχει περίπτωση

� Για κ=2, παίρνουµε:

H1 = (2µ3 + (d+ 2c− 2f)µ2 − 2µ3 + 2(f − c)µ2 − (f − c)dµ− fcd)d1d1

H2 = 0
(6.42)

Θέτουµε ξανά, H1 + H2 = 0 ⇒ (2µ3 + (d + 2c − 2f)µ2 − 2µ3 + 2(f −
c)µ2 − (f − c)dµ− fcd)d21 + 0 = 0 µε αποτέλεσµα να παίρνουµε:

(dµ2 − d(f − c)µ− fcd)d21 = 0 (6.43)

Προκύπτει ότι d1 6= 0. ∆ιαφορετικά ϑα πρέπει dk να είναι µηδέν, κάτι
που δεν το ϑέλουµε (όλοι οι υπόλοιποι όροι ϑα είναι µηδέν). ΄Ετσι ϑα
πρέπει (dµ2 − d(f − c)µ− fcd) = 0. Τότε παίρνουµε,

µ1,2 =
d(f − c)± d(f + c)

2d
⇒ µ = f or µ = −c (6.44)

Η µοναδική επιτρεπτή τιµή µε ϐάση τις υποθέσεις που έχουµε κάνει
είναι η µ = f καθώς ϑέλουµε µ > 0. Με αυτό τον τρόπο έχουµε
προσδιορίσει την µέχρι πρότινος απροσδιόριστη σταθερά.

� Για κ=3,

H1 = (3µ3 + (5d+ c− f)µ2 − 3d(f − c)µ− 2fcd)d1d2

H2 = 0
(6.45)

Ξανά ϑέλουµε H1 +H2 = 0. Αν αντικαταστήσουµε την τιµή µ = f που
µόλις υπολογίσαµε παίρνουµε,

(2f 3 + 2df 2 + cf 2 + fcd)d1d2 = 0 (6.46)

Με δεδοµένο ότι το πρώτο µέρος της εξίσωσης δεν µπορεί να είναι
µηδέν, συµπέραινουµε ότι ϑα πρέπει d2 = 0.
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� Για κ=4 παίρνουµε:

H1(j = 1) = (−2µ3 + (d− 2c+ 2f)µ2 − d(f − c)µ− fcd)d1d3

H1(j = 2) = (4dµ2 − 2d(f − c)µ− fcd)d22
H1(j = 3) = (18µ3 + (9d+ 6c− 6f)µ2 − 3d(f − c)µ− fcd)d3d1

H2 = (µ+ c)d41
(6.47)

΄Οπου η εξίσωσηH1+H2 = 0 µεH1(j = 2) = 0 µετασχηµατίζεται στην :

(16µ3 + (10d+ 4c− 4f)µ2 − 4d(f − c)µ− 2fcd)d3d1 + (µj + c)d41 = 0
(6.48)

Απ΄ όπου παίρνουµε και την τελική σχέση για τον συντελεστή d3,

d3 = − (µ+ c)d31
(16µ3 + (10d+ 4c− 4f)µ2 − 4d(f − c)µ− 2fcd)

(6.49)

� Για κ=5 παίρνουµε:

H1(j = 1) = (2µ3 + (d+ 2c− 2f)µ2 − 5µ3 + 5(f − c)µ2

− d(f − c)µ− fcd)d1d4

H1(j = 2) = (16µ3 + 4(d+ 2c− 2f)µ2 − 20µ3 + 10(f − c)µ2

− 2d(f − c)µ− fcd)d2d3

H1(j = 3) = (54µ3 + 9(d+ 2c− 2f)µ2 − 45µ3 + 15(f − c)µ2

− 3d(f − c)µ− fcd)d3d2

H1(j = 4) = (128µ3 + 16(d+ 2c− 2f)µ2 − 80µ3 + 20(f − c)µ2

− 4d(f − c)µ− fcd)d4d1

H2 = (5µ+ 4c)d31d2
(6.50)

Από τα προηγούµενα, προκύπτει ότι οι σχεσεις µε το d2 είναι µηδέν. Αν
αντικαταστήσουµε µ = f , η εξίσωση που µένει από τη σχέσηH1+H2 =
0 είναι :

(130µ3 + 17(d+ 2c− 2f)µ2 − 85µ3 + 25(f − c)µ2 − 5d(f − c)µ− 2fcd)d1d4 = 0

(36f 3 + 12df 2 + 9cf 2 + 3fcd)d1d4 = 0
(6.51)

Είναι εύκολο να παρατηρήσουµε από την προηγούµενη εξίσωση ότι
d1 6= 0 και (36f 3 + 12df 2 + 9cf 2 + 3fcd) 6= 0. Τελικώς ϑα πρέπει
d4 = 0.
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� Για κ=6 παίρνουµε:

H1(j = 1) = (2µ3 + (d+ 2c− 2f)µ2 − 6µ3 + 6(f − c)µ2

− d(f − c)µ− fcd)d1d5

H1(j = 2) = 0

H1(j = 3) = (54µ3 + 9(d+ 2c− 2f)µ2 − 54µ3 + 18(f − c)µ2

− 3d(f − c)µ− fcd)d3d3

H1(j = 4) = 0

H1(j = 5) = (250µ3 + 25(d+ 2c− 2f)µ2 − 150µ3 + 30(f − c)µ2

− 5d(f − c)µ− fcd)d5d1

H2 = (6µ+ 4c)d31d3
(6.52)

Η εξίσωση H1 + H2 = 0 µετασχηµατίζεται όπως παρουσιάζεται παρα-
κάτω:

(96µ3 + (26d+ 16c− 16f)µ2 − 6d(f − c)µ− 2fcd)d1d5 + (9dµ2

− 3d(f − c)µ− fcd)d23 + (6µ+ 4c)d31d3 = 0
(6.53)

Τελικά ϑα πάρουµε:

d5 = − (9dµ2 − 3d(f − c)µ− fcd)d23 + (6µ+ 4c)d31d3
(96µ3 + (26d+ 16c− 16f)µ2 − 6d(f − c)µ− 2fcd)d1

(6.54)

Από την προηγούµενη ανάλυση είναι ϕανερό ότι κάθε άρτιος συντελεστής
d2k = 0 είναι µηδέν. Η σχέση αυτή αποδεικνύεται επαγωγικά και παρου-
σιάζεται αναλυτικά στο [39]. Παρουσιάζουµε τις σχέσεις των υπολογισµών
για τους περιττούς συντελεστές. Γράφουµε την εξίσωση H1 + H2 = 0 ως
H1
k +H2

k + d2k+1H
3
k = 0, όπου οι όροι της τελευταίας ϑα είναι :

H1
k =

2k−1∑
j=3

(2µ3j3 + (d+ 2c− 2f)µ2j2 − µ3j2(2k + 2)

+ (f − c)µ2j(2k + 2)− d(f − c)µj − fcd)djd2k+2−j

(6.55)

H2
k =

2k+1∑
m=3

m−1∑
n=2

n−1∑
j=1

(µj + c)djdn−jdm−nd2k+2−m (6.56)

d2k+1H
3
k =(2µ3 + (d+ 2c− 2f)µ2 − µ3(2k + 2) + (f − c)µ2(2k + 2)

− d(f − c)µ− fcd)d1 + (2(2k + 1)3µ3

+ (d+ 2c− 2f)µ2(2k + 1)2 − µ3(2k + 1)2(2k + 2)

+ (f − c)µ2(2k + 1)(2k + 2)− d(f − c)(2k + 1)µ− fcd)d1
(6.57)
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Οι περιττοί απροσδιόριστοι συντελεστές τελικά δίνονται από την παρακάτω
σχέση:

d2k+1 = −H
1
k +H2

k

H3
k

(6.58)

Συνοψίζουµε τα αποτελέσµατά µας στις επόµενες σχέσεις, οι οποίες µας
δίνουν τις συνθήκες που περιγράφουν το αρνητικό τµήµα της οµοκλινικής
τροχιάς.

y(t) =
∞∑
k=1

dke
µkt, t < 0 (6.59)

΄Οπου
µ = f

d2k = 0

d2k+1 = −H
1
k +H2

k

H3
k

(6.60)

Με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζουµε και το δεύτερο µέρος της οµοκλινικής
τροχιάς για t > 0. Ως αποτέλεσµα για τα δύο τµήµατα ϑα έχουµε,

y(t) =


∑∞

k=1 dke
−µkt, t > 0

0, t = 0∑∞
k=1 dke

µkt, t < 0

(6.61)

Αντικαθιστώντας στην (6.34) παίρνουµε εύκολα τις αντίστοιχες σχέσεις για
τα x(t), z(t). Οι σχέσεις αυτές ϑα είναι,

x(t) =


−µk

∑∞
k=1 dke

−µkt + c
∑∞

k=1 dke
−µkt, t > 0

0, t = 0

µk
∑∞

k=1 dke
µkt + c

∑∞
k=1 dke

µkt, t < 0

(6.62)

και,

z(t) =


(−µ2k2

∑∞
k=1 dke

−µkt − (f − c)µk
∑∞

k=1 dke
−µkt)(

∑∞
k=1 dke

−µkt)−1 + fc, t > 0

0, t = 0

(−µ2k2
∑∞

k=1 dke
µkt + (f − c)µk

∑∞
k=1 dke

µkt)(
∑∞

k=1 dke
µkt)−1 + fc, t < 0

(6.63)
Οι εξίσώσεις (6.61),(6.62) και (6.63) αποτελούν την αναλυτική εκδοχή της
οµοκλινικής τροχιάς.

Σχετικά µε τη Σύγκλιση της Οµοκλινικής Τροχιάς

Στην προηγούµενη ανάλυση και πιο συγκεκριµένα στις εξισώσεις (6.61,6.62,6.63)
δίνονται οι συντεταγµένες για το κάθε τµήµα των οµοκλινικών τροχιών (ϑε-
τικό και αρνητικό). Από τις εξισώσεις (6.59,6.60) προκύπτει ότι κάθε dk
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εκφράζεται µέσω της ποσότητας d1. Για να συγκλίνουν οι τροχιές, ϑέλου-
µε για t = 0 να επιστρέφουν πίσω στο Ϲητούµενο σηµείο ισορροπίας (στην
προκειµένη περίπτωση στην αρχή των αξόνων). Επακόλουθα, ϑέλουµε οι
(x(t), y(t), z(t)) −→ (0, 0, 0) για t −→ 0+ (αντίστοιχα και για το αρνητικό
τµήµα της τροχιάς). Ο καθορισµός των dk εξαρτάται µόνο από την τιµή του
συντελεστή d1. Η τελευταία αυτή παράµετρος µπορεί να υπολογιστεί από
την συνέχεια των εξισώσεων (6.61) που ϑέλουµε να πληρείται στην αρχή των
αξόνων. Ως αποτέλεσµα για την αρχή των αξόνων και για το χρόνο να είναι
t = 0 παίρνουµε:

∞∑
k=1

dk = 0 (6.64)

΄Οταν c = 4.8, d = 1.1, f = 1.87556 και y0 = 0 οι πρώτοι εφτά όροι έχουν
ως εξής : | d2 |= 0,| d3 |= 0.0119 | d31 |,| d4 |= 0,| d5 |= 0.000039156 | d51 |,|
d6 |= 0 και | d7 |= 0.00000017306 | d71 |. Από το αντίστοιχο πολυώνυµο
παίρνουµε ότι ο πρώτος συντελεστής ϑα είναι d1 = 9.7931 (έχουµε κρατήσει
τη µικρότερη ϱίζα των πολυωνύµων). Αποδεικνύεται επαγωγικά ότι κάθε
όρος έχει ένα άνω ϕράγµα το οποίο προσεγγιστικά δίνεται από την σχέση,
| dk |< 10−k+1 | dk1 |.

Ως εκ τούτου υπάρχει µία σταθερά L, τέτοια ώστε | dk |< L. Αντίστοιχα,∑∞
k=1 | dk | ekβt ≤ L

∑∞
k=1 e

kβt συγκλίνει για (0,+∞). Με τον ίδιο τρόπο
αποδεικνύεται και η σύγκλιση για

∑∞
k=1 dke

kβt για (−∞, 0). Αποφύγαµε
να παρουσιάσουµε τους αναλυτικούς υπολογισµούς για τα προηγούµενα
αποτελέσµατα σχετικά µε την σύγκλιση της σειράς της εξίσωσης (6.37) και
(6.38). Κάποιος µπορεί να δει αναλυτικά στο [39].

Συνοψίζουµε τα αποτελέσµατά µας στην ακόλουθη πρόταση: Για τις
ακόλουθες τιµές των παραµέτρων c = 4.8, d = 1.1, f = 1.87556, d1 = 9.7931
και για dk ≤ L τέτοιο ώστε οι σειρές να συγκλίνουν, το σύστηµα εµφανίζει
µία οµοκλινική τροχιά στο σαγµατικό σηµείο ισορροπίας που αποτελεί η
αρχή των αξόνων.
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Το Σύστηµα του Λόρενζ αποτέλεσε ορόσηµο για την ανάπτυξη, εδραίωση
και την είσοδο της Θεωρίας του Χάους στην επιστηµονική σκηνή. Αποτέλε-
σε ένα σηµείο σταθµό για την ανάπτυξη της Θεωρίας του Χάους. ∆εν είναι
τυχαίες οι διατυπώσεις επιστηµόνων που ϑεωρούν ότι η Σχετικότητα, η Κβα-
ντική Φυσική και η Επιστήµη του Χάους αποτελούν τις τρεις πιο σηµαντικές
επιστηµονικές ϑεωρίες του προηγούµενου αιώνα. Ειδικά για την τελευταία
η εφαρµογή της επεκτείνεται σε όλες της σφαίρες της καθηµερινής Ϲωής,
από τον καιρό, την κλιµατική αλλαγή, πληθυσµιακές αλλαγές, οικονοµι-
κά µοντέλα, προσπάθειες γίνονται και για την µοντελοποίηση πλευρών των
κοινωνικών επιστηµών όπως η γεωπολιτική, η ιστορία, κοινωνικές συµπερι-
ϕορές, διεπιστηµονικότητα στην ακαδηµία και εκατοντάδες άλλες πλευρές
[79]. Είναι χαρακτηριστική, σχετικά µε τα παραπάνω, µελέτη που έγινε α-
πό οργανισµούς των ΗΠΑ και δηµοσιεύονται στην εφήµερίδα Καθηµερινή
(5/5/1996) µε τίτλο Η CIA προβλέπει τους πολέµους του έτους 2000.

Η εµφάνιση του Συστήµατος του Λόρενζ έδωσε το έναυσµα για την α-
νάπτυξη πολλών ακόµα χαοτικών δυναµικών συστηµάτων. Η µελέτη τους
οδήγησε στην εµφάνιση νέων µεθόδων - αναλυτικών, αριθµητικών, προσο-
µοιώσεων - που συµπλήρωσαν την εικόνα για τη γνώση αυτών των µοντέλων.
΄Οπως είδαµε ανεξάρτητα από επιστηµονικές αντιπαραθέσεις και διαφορε-
τικές απόψεις - πολλές ϕορές απλοποιηµένες - η σηµασία των λεγόµε-
νων Lorenz-like Συστηµάτων είναι αδιαµφισβήτητη. Η διευρεύνηση αυτή
ϐρίσκεται σε µία αέναη εξέλιξη προσεγγίζοντας συνεχώς την αντικειµενική
πραγµατικότητα που υπάρχει και περιµένει να την ανακαλύψουµε.

Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία είχε ως στόχο να µελετήσει αρκετές
από τις παραπάνω πλευρές των αναλύσεων που έχουν παρουσιαστεί δια-
χρονικά στο πεδίο των Lorenz-like Συστηµάτων. Συνδυάζοντας µία σειρά
από µεθόδους όπως αυτές παρουσιάζονται στα Κεφάλαια 5 και 6 παρουσι-
άσαµε µία διεξοδική ανάλυση της συµπεριφοράς ενός ϐιολογικού µοντέλου
η σηµασία του οποίου περιγράφεται στο Κεφάλαιο 4. Η µελέτη των σηµείων

108



Συµπεράσµατα Κεφάλαιο 7

ισορροπίας, της ευστάθειας, των διακλαδώσεων µίας και δύο παραµέτρων,
των πολλαπλοτήτων στη µία διάσταση καθώς και η αριθµητική και αναλυ-
τική µελέτη της οµοκλινικής τροχιάς µαζί µε τις αντίστοιχες προσοµοιώσεις
συµπλήρωσαν την εικόνα που µέχρι τώρα υπήρχε για το συγκεκριµένο µο-
ντέλο.

Η µελέτη µας για πρώτη ϕορά στο εν λόγω µοντέλο αποδεικνύει την
ύπαρξη της Οµοκλινικής ΄Εκρηξης ως τον κύριο µηχανισµό που οδηγεί το
σύστηµα στην χαοτική συµπεριφορά. Αποδείξαµε ότι το σύστηµα περιγρα-
ϕής της µετακίνησης της πρωτεϊνης tlr4 µεταβαίνει στη χαοτική συµπερι-
ϕορά µέσω µιας προταραχώδους περιοχής. Σε αυτή τη ϕάση το σύστηµα
περνά δια µέσου µίας ασταθούς χαοτικής συµπεριφοράς στην τελική του
κατάσταση, που αποτελεί µία ευσταθή ισχυρή χαοτική συµπεριφορά µε την
αντίστοιχη εµφάνιση ενός ισχυρού χαοτικού ελκυστή. Η µετάβαση αυτή,
όπως αναφέραµε, συχνά αποκαλείται και διαρκές χάος.

Η πληρέστερη κατανόηση του µαθηµατικού µοντέλου περιγραφής της
ϐιολογικής συµπεριφοράς της πρωτεϊνης tlr4 συµβάλει στην καλύτερη κα-
τανόηση του ϕαινοµένου της σήψης. Η ϐαθύτερη κατανόηση της σήψης
και των µηχανισµών αποτροπής της, ϑα συµβάλει στη µείωση της ϑνησι-
µότητας και στην ικανότητα πρόληψης της εν λόγω µόλυνσης. Η αλλη-
λοσυµπλήρωση των δύο πεδίων επιβεβαιώνει και εδώ την αναγκαία χρήση
των µαθηµατικών µοντέλων για την προσοµοίωση της πραγµατικότητας. Η
αύξηση αυτής της ικανότητας καθώς και η αξιοποίησή της, ϑα ϐελτιώσει
πολλές πλευρές της Ϲώης του ανθρώπου µε το παράδειγµα εδώ να αφορά
µία σηµαντική απειλή για την υγεία του.

Η ∆ιπλωµατική αυτή Εργασία δεν επιδιώκει να εξαντλήσει το ϑέµα. ∆εν
ϑα µπορούσε άλλωστε να επιτύχει κάτι τέτοιο στα στενά χρονικά όρια µίας
µεταπτυχιακής διπλωµατικής εργασίας. Θεωρούµε όµως ότι πέτυχε σε ι-
κανοποιητικό ϐαθµό να σκιαγραφήσει τη συµπεριφορά του συστήµατος
και να αποκαλύψει νέες πτυχές, κυρίως αυτές της χαοτικής συµπεριφοράς
του. Αποτελεί επίσης µία εφ΄ όλης της ύλης παρουσίαση της µελέτης ενός
Lorenz-like Συστήµατος αξιοποιώντας το σύνολο σχεδόν της αντίστοιχης
ϐιβλιογραφίας.

Κλείνουµε το κείµενο της ∆ιπλωµατικής Εργασίας µε τα εύστοχα λόγια
του Φυσικού και Φιλόσοφου Ε.Μπιτσάκη [13]

« ’Φύσις κρύπτεσθαι ϕιλεί’. Ο σοφός της Εφέσου αναζητούσε το Λόγο πίσω
από την απατηλή, χαώδη µορφή των ϕαινοµένων. Η επιστήµη στις µέρες
µας αναζητεί την τάξη µέσα στο χάος, τις κρυµµένες µορφές, τις λανθάνου-
σες σχέσεις και δυναµικότητες. Αυτό που ήταν άγνωστο γίνεται ϕανερό στην
πορεία και το κρυµµένο δεν είναι το απροσπέλαστο ’πράγµα καθαυτό’ του
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Κάντ. Πίσω από τα ϕαινόµενα η επιστήµη ϑα ανιχνεύσει το κρυµµένο και ϑα
το αναδείξει - αν όχι στο επίπεδο της εποπτείας, τουλάχιστον στο επίπεδο της
ϑεωρητικής γνώσης.
Στην αφετηρία της η Φυσική αντιµετώπισε απλά ϕαινόµενα όπως η πτώση ή
η κίνηση, τα οποία απέκοψε από το σύνολο των καθορισµών τους. Οι στατι-
κοί, ανιστορικοί νόµοι ήταν η πρώτη συγκοµιδή. Στην πορεία διατυπώθηκαν
νόµοι δυναµικοί και εξελικτικοί, όπου υπεισέρχεται πλέον η παράµετρος του
χρόνου. Σήµερα συλλαµβάνουµε το προσιτό µέρος του Σύµπαντος ως ο-
λότητα που εκδιπλώνει µορφές και δοµές στο χωρόχρονο, ακολουθώντας το
ϐέλος του χρόνου. Οι επιστήµες της πολυπλοκότητας είναι νέοι κλάδοι που
επιχειρούν να προχωρήσουν πέρα από τη γραµµική αιτιότητα. Πρόκειται για
την ανάδυση µιας νέας επιστηµονικής Ηπείρου».
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Αριθµητικό Πακέτο MatCont

Το µαθηµατικό υπόβαθρο του Πακέτου MatCont (στο εξής MatCont) αποτε-
λεί η Θεωρία ∆ιακλαδώσεων. Η Θεωρία των ∆ιακλαδώσεων όπως αναφέραµε
και στην Ενότητα 2.2 αντιµετωπίζει πολύ αποτελεσµατικά τα συνεχή δυνα-
µικά συστήµατα (στην προκειµένη περίπτωση) και µας παρέχει σηµαντικές
πληροφορίες για την ποιοτική µεταβολή των δυναµικών συστηµάτων κάτω
από την αλλαγή των παραµέτρων. Το ϐασικό στοιχείο του MatCont καθώς
και άλλων τέτοιων πακέτων είναι η µέθοδος της Αριθµητικής Συνέχισης
κάτω από την αλλαγή µίας ή και περισσότερων παραµέτρων του συστήµα-
τος.

Η ιστορία των Πακέτων Αριθµητικής Συνέχισης ξεκινάει τη δεκαετία του
1980 µε τα πιο γνωστά εξ αυτών να είναι το LINBLF, το LOCA και το AUTO.
Σχετικά µε το τελευταίο µπορούµε να πούµε ότι αποτελεί ένα πολύ ισχυρό
εργαλείο αριθµητικής συνέχισης µέχρι και τις µέρες µας, ενώ τις τελευτα-
ίες δεκαετίες έχουν εµφανιστεί και ορισµένα πιο ϕιλικά περιβάλλοντα για
τη χρήση του όπως το XPPAUT. ΄Αλλα λογισµικά ανάλυσης διακλαδώσεων
αποτελούν τα DsTooL, COCO και CONTENT.

Αυτή την περίοδο το MatCont παρουσιάζει τη µεγαλύτερη λειτουργικότη-
τα και απήχηση σε σχέση µε όλα τα προηγούµενα. Ουσιαστικά αποτελεί
ένα πακέτο αριθµητικής συνέχισης της Matlab. Η χρήση του µπορεί να
γίνει τόσο µέσα από τη γραµµή εντολών CL_MatCont όσο και µέσα από
το αντίστοιχο περιβάλλον GUI MatCont. Με την πρώτη να αποτελεί πιο
δύσκολη επιλογή αλλά να παρέχει µεγαλύτερη ευελιξία ενώ η δεύτερη να
αποτελεί το µοναδικό χειρισµό για τις Μεθόδους Οµοτοπίας που χρησι-
µοποιούνται στην εύρεση οµοκλινικών και ετεροκλινικών τροχιών µεταξύ
σαγµατικών σηµείων ή σαγµατικών κόµβων.

Το MatCont αναπτύχθηκε από τον Β.Γκοβάερτς από το Πανεπιστήµιο
της Γάνδης στο Βέλγιο και από τον Γιούρι Κουζνέτσοφ του Πανεπιστηµίου
της Ουτρέχτης στην Ολλανδία. Πιο πρόσφατα από τον Χ.Μάιγιερ του Πα-
νεπιστηµίου του Τβέντε επίσης στην Ολλανδία, ο οποίος έχει εργαστεί για
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πολλά χρόνια πάνω στην ϐελτίωση του πακέτου.
Παρακάτω συνοψίζουµε ορισµένα από τα κύρια χαρακτηριστικά του Mat-

Cont ως λογισµικού αριθµητικής µελέτης συνεχών δυναµικών συστηµάτων
µε τη χρήση του Matlab.

� Αριθµητική Συνέχιση 12 διαφορετικών τύπων καµπύλων, ορισµένες εκ
των οποίων καµπύλες διακλάδωσης, περιοδικές τροχιές, οµοκλινικές
και ετεροκλινικές τροχιές.

� Αριθµητική Ολοκλήρωση µε διάφορες µεθόδους καθώς και Απεικο-
νίσεις Πουανκαρέ.

� Ανίχνευση και Εντοπισµό των σηµείων διακλάδωσης για 23 διαφορετικά
είδη διακλαδώσεων ισορροπίας ή περιοδικών τροχιών.

� Υπολογισµό των συντελεστών κανονικών µορφών για 21 τύπους διακλα-
δώσεων που συνδέονται µε µερικές παραγώγους µέχρι 6ης τάξης.

� Υπολογισµό της ϕάσης απόκρισης για περιοδικές τροχιές.

� Μεθόδους Οµοτοπίας για τον υπολογισµό οµοκλινικών τροχιών ως προς
σαγµατικό σηµείο ή σαγµατικό κόµβο καθώς και τον υπολογισµό ετε-
ϱοκλινικών τροχιών.

Πολλές από τις παραπάνω δυνατότητες δεν παρέχονται από άλλα πακέτα
και για το λόγο αυτό έχουν κάνει τόσο δηµοφιλή τη χρήση του MatCont.
Η χρήση του αφορά ένα µεγάλο πλήθος επιστηµονικών πεδίων όπου ε-
ϕαρµόζονται συνεχή ή και διακριτά συστηµάτα εξισώσεων καθώς και στην
συνήθη εκδοχή µερικών διαφορικών εξισώσεων. Παραθέτουµε επιπλέον
ορισµένες από τις ϐασικές ϐιβλιογραφικές πηγές στις οποίες µπορεί να
ανατρέξει κάποιος για περισσότερες πληροφορίες καθώς και τη σχετική
ϐιβλιογραφία σε αυτά [80, 81, 82, 83, 84].

Πιο συγκεκριµένα παρουσιάζουµε τα ϐασικά αρχεία του MatCont που
χρησιµοποιήσαµε τόσο για την εκµάθηση του πακέτου όσο και για την
εφαρµογή του στα διάφορα στάδια της µελέτης. Τα παραθέτουµε και ως
αναφορές στη ϐιβλιογραφία [85, 86, 87, 88, 89] και ως υπερσυνδέσµους
για την πιο εύκολη χρήση τους. Τα εγχειρίδια που χρησιµοποιήσαµε είναι :
ως εισαγωγή στο πακέτο το Tutorial i, για την ανάλυση διακλάδωσης από
σηµείο ισορροπίας το Tutorial ii, για τις διακλαδώσεις δύο παραµέτρων το
Tutorial iv ενώ τέλος για την αριθµητική συνέχιση οµοκλινικών τροχιών το
Tutorial v.
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Φωτογραφία Εξωφύλλου: Ο χαοτικός ελκυστής του µοντέλου περι-
γραφής της µετακίνησης της πρωτεϊνης tlr4 στο εσωτερικό του κυττάρου.
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