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ΠΡΟΛΟΓΟΣ	

	

Η	παρούσα	διπλωµατική	πραγµατοποιήθηκε	στα	πλαίσια	των	υποχρεώσεων	της	Σχολής	
Εφαρµοσµένων	 Μαθηµατικών	 και	 Φυσικών	 Επιστηµών	 του	 Εθνικού	 Μετσόβιου	
Πολυτεχνείου,	µε	σκοπό		την	απόκτηση	του	Διπλώµατος.	

Στην	εργασία	παρουσιάζεται	το	γινόµενο	Hadamard	µεταξύ	πινάκων,	ένα	γινόµενο	που	
διαφέρει	από	το	«κλασικό»	γινόµενο	πινάκων	όπως	το	γνωρίζουµε.		Πιο	συγκεκριµένα,	
αφού	 δοθεί	 ο	 ορισµός	 του	 γινοµένου	 Hadamard,	 δίνονται	 στη	 συνέχεια	 κάποια	
θεωρήµατα	και	κάποιες	προτάσεις,	ως	επί	το	πλείστον	µαζί	και	µε	τις	αποδείξεις	τους.		

Το	γινόµενο	Hadamard	αρκετές	φορές	καλείται	και	κατά	στοιχείο	γινόµενο,	λόγω	του	
τρόπου	µε	τον	οποίο	ορίζεται,	δηλαδή	ότι	πολλαπλασιάζει	το	αντίστοιχο	στοιχείο	δύο	
πινάκων	που	έχουν	ίδιο	πλήθος	γραµµών	ή	στηλών.	Μπορεί	να	χρησιµοποιηθεί	σε	πολλές	
περιπτώσεις.	 Κάποιες	 από	 αυτές	 είναι	 η	 εύρεση	 συντελεστών	 Fourier	 περιοδικών	
συναρτήσεων.	 Επιπλέον	 µπορεί	 να	 χρησιµοποιηθεί	 στα	 γινόµενα	 πυρήνων	
ολοκληρωτικής	εξίσωσης,	στην	αρχή	ελαχίστου	στις	µερικές	διαφορικές	εξισώσεις	και	
στις	χαρακτηριστικές	συναρτήσεις	στη	θεωρία	πιθανοτήτων	(Θεώρηµα	του	Bochner).	
Το	γινόµενο	Hadamard	έχει	εκτός	αυτού	εφαρµογές	και	στη	θεωρία	τελεστών.	

Η	 εργασία	 αποτελείται	 από	 πέντε	 κεφάλαια.	 Στο	 πρώτο	 κεφάλαιο	 (κεφάλαιο	 0),	 το	
οποίο	ουσιαστικά	αποτελεί	ένα	εισαγωγικό	κεφάλαιο,	παρουσιάζονται	κάποιοι	ορισµοί	
και	κάποια	θεωρήµατα	από	τη	Γραµµική	Άλγεβρα,	τα	οποία	χρησιµοποιούνται	και	στο	
βασικό	κοµµάτι	της	εργασίας,	έτσι	ώστε	ο	αναγνώστης	να	µπορέσει	να	κατανοήσει	τις	
έννοιες	που	παρουσιάζονται.	

Στο	 δεύτερο	 κεφάλαιο	 (κεφάλαιο	 1)	 δίνεται	 αρχικά	 ο	 ορισµός	 και	 κάποια	 βασικά	
θεωρήµατα	 που	 σχετίζονται	 κυρίως	 µε	 τις	 ιδιότητες	 του	 γινοµένου	 Hadamard.	 Στη	
συνέχεια	 παρουσιάζονται	 θεωρήµατα	 και	 προτάσεις,	 τα	 οποία	 αναφέρονται	 σε	
συγκεκριµένους	 πίνακες,	 για	 παράδειγµα	 σε	 διαγώνιους,	 διαγωνοποιήσιµους,	
ερµιτιανούς,	 συµµετρικούς	 και	 άλλους,	 και	 πώς	 αυτοί	 σχετίζονται	 µε	 το	 γινόµενο	
Hadamard.	Επιπλέον,	γίνεται		µια	αρχική	αναφορά	της	χρήσης	του	γινοµένου	Hadamard	
στη	στατιστική	στους	πίνακες	συνδιακύµανσης	(περισσότερα	θα	δούµε	στο	κεφάλαιο	
4).	 Βασικό	 κοµµάτι	 του	 κεφαλαίου,	 αλλά	 και	 της	 εργασία	 γενικότερα,	 αποτελεί	 το	
Θεώρηµα	 Schur,	 το	 οποίο	 στην	 ουσία	 συνδέει	 θετικά	 ορισµένους	 και	 ηµιορισµένους	
πίνακες	µε	το	γινόµενο	Hadamard.	

Στο	επόµενο	κεφάλαιο	θα	δοθεί	ο	ορισµός	του	γινοµένου	Kronecker	και	θα	δούµε	πώς	
αυτό	σχετίζεται	µε	το	γινόµενο	Hadamard.	Εδώ	θα	σχολιαστούν	κυρίως	θεωρήµατα	και	
ιδιότητες	που	αφορούν	τα	ίχνη	γινοµένων	πινάκων	κατά	Hadamard	και	Kronecker.	Στο	
κεφάλαιο	θα	δοθούν	και	αρκετές	ανισοτικές	σχέσεις,	οι	οποίες	όπως	θα	δούµε	έχουν	να	
κάνουν	 περισσότερο	 µε	 τη	 σύγκριση	 ιδιοτιµών	 πινάκων	 µε	 ιδιοτιµές	 πινάκων	 που	
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προκύπτουν	 από	 το	 Hadamard.	 Στο	 τέλος	 του	 κεφαλαίου	 παρουσιάζονται	 κάποια	
λήµµατα	 και	 θεωρήµατα	 που	 αποτελούν	 γενικεύσεις	 του	 Θεωρήµατος	 Schur,	 σε	
περιπτώσεις	που	οι	πίνακες	παρουσιάζονται	σε	διαµερισµένη	µορφή.	

Στο	 κεφάλαιο	 3	 ασχολούµαστε	 µε	 τους	 πίνακες	 Α	 ∘ (Axy)	{ 	και	 	 Α	 ∘ 	Αxy ,	 οι	 οποίοι	
παρουσιάζουν	 ιδιαίτερο	 ενδιαφέρον.	 Έχουν	 αρκετές	 αλγεβρικές	 ιδιότητες	 και	
χρησιµοποιούνται	 σε	 υπολογισµό	 ανισοτήτων	 που	 συνδέονται	 µε	 θετικά	 ορισµένους	
πίνακες.	

Στο	τελευταίο	κεφάλαιο	παρουσιάζεται	µια	“εφαρµογή”	του	γινοµένου	Hadamard	στη	
στατιστική	πολυµεταβλητή	ανάλυση,	αφού	πρώτα	γίνει	µια	ιστορική	αναδροµή.	

Στο	σηµείο	αυτό,	θα	ήθελα	να	ευχαριστήσω	τον	Καθηγητή	κύριο	Παναγιώτη	Ψαρράκο,	
επιβλέποντα	της	παρούσας	διπλωµατικής,	για	όλη	τη	βοήθεια	και	τη	καθοδήγηση	που	
µου	παρείχε	σε	όλα	τα	στάδια	εκπόνησης	της	εργασίας,	καθώς	και	την	οικογένεια	µου	
που	είναι	πάντα	δίπλα	µου	και	µε	στηρίζει	σε	κάθε	µου	βήµα.	
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Περίληψη	

	

Η	παρούσα		διπλωµατική	εργασία	έγινε	µε	αφορµή	τη	µελέτη	ενός	γινοµένου	πινάκων,	
του	γινοµένου	Hadamard,	το	οποίο	είναι	διαφορετικό	από	το	γινόµενο	πινάκων	όπως	το	
γνωρίζουµε.	Το	γινόµενο	Hadamard	καλείται	επίσης	και	κατά	στοιχείο	γινόµενο,	εξαιτίας	
του	τρόπου	µε	τον	οποίο	ορίζεται,	δηλαδή	ότι	πολλαπλασιάζει	το	αντίστοιχο	στοιχείο	
δύο	 πινάκων	 µε	 τις	 ίδιες	 διαστάσεις.	 Ονοµάστηκε	 αρχικά	 γινόµενο	 Schur,	 εξαιτίας	
κάποιων	 βασικών	 αποτελεσµάτων	 που	 προέκυψαν	 ύστερα	 από	 παρατηρήσεις	 που	
έγιναν	 από	 τον	 Issai	 Schur.	Μια	 από	 τις	 πιο	 βασικές	 αυτών	 είναι	 η	 κλειστότητα	 του	
κώνου	 σε	 θετικά	 ηµιορισµένους	 πίνακες	 υπό	 το	 γινόµενο	 Hadamard.	 Αργότερα	
µετονοµάστηκε	σε	γινόµενο	Hadamard.	

Ξεκινήσαµε	δίνοντας	κάποια	βασικά	στοιχεία	θεωρίας	από	τη	Γραµµική	Άλγεβρα	που	
είναι	πολύ	 χρήσιµα	στην	ανάλυση	του	γινοµένου	Hadamard.	Μετά	από	αυτό	δώσαµε	
πρώτα	τον	ορισµό	του	γινοµένου	Hadamard	και	µετά	παρουσιάσαµε	µερικά	θεωρήµατα	
που	σχετίζονται	κυρίως	µε	τις	ιδιότητες	του	γινοµένου.	Στη	συνέχεια,	µελετήσαµε	πώς	
το	 γινόµενο	 επιδρά	 σε	 συγκεκριµένους	 πίνακες,	 όπως	 διαγωνοποιήσιµους	 πίνακες,	
διαγώνιους	πίνακες,	ερµιτιανούς	και	συµµετρικούς	πίνακες,	καθώς	και	τα	αποτελέσµατα	
που	προκύπτουν.	Αναφερθήκαµε	στο	γινόµενο	Kronecker	και	µελετήσαµε	τη	σύνδεση	
του	 µε	 το	Hadamard.	 Εδώ	παρατέθηκαν	 κυρίως	 θεωρήµατα	 και	 ιδιότητες	 των	 ιχνών	
γινοµένων	πινάκων	Kronecker	και	Hadamard.	

Βασικό	κοµµάτι	της	εργασίας	αποτέλεσε	το	Θεώρηµα	Γινοµένου	Schur,	το	οποίο	συνδέει	
θετικά	 ορισµένους	 πίνακες	 µε	 το	 γινόµενο	 Hadamard.	 Επιπλέον,	 δόθηκαν	 κάποιες	
ανισότητες,	που	όπως	θα	δούµε,	έχουν	να	κάνουν	περισσότερο	µε	τη	σύγκριση	ιδιοτιµών	
πινάκων	 µε	 τις	 ιδιοτιµές	 πινάκων	 που	 προκύπτουν	 από	 το	 γινόµενο	 Hadamard.	
Ακολούθησαν	 κάποιες	 γενικεύσεις	 του	 Θεωρήµατος	 	 Schur,	 σε	 περιπτώσεις	 που	 οι	
πίνακες	δίνονται	σε	διαµερισµένη	µορφη.	

Πολύ	σηµαντική	ήταν	και	η	µελέτη	των	πινάκων	Α	∘ (Axy)	{	και		Α	∘	Αxy,	οι	οποίοι	έχουν	
πολλές	 χρήσιµες	 ιδιότητες.	 Ο	 πίνακας	 Α	 ∘ (Axy)	{ 	χρησιµοποιείται	 εκτενώς	 στη	
διαδικασία	ελέγχου	των	χηµικών	µηχανικών.	Εκτός	αυτού	οι	πίνακες	Α	∘ (Axy)	{	και		Α	∘	
Αxy	παίζουν	σηµαντικό	ρόλο	σε	ανισότητες	και	 είναι	στενά	συνδεδεµένοι	και	µε	 τους	
θετικά	και	ηµιθετικά	ορισµένους	πίνακες.	

Το	 γινόµενο	 Hadamard,	 αν	 και	 δε	 χρησιµοποιείται	 τόσο	 στη	 θεωρία	 των	 πινάκων,	
παρόλα	αυτά,	έχει	αρκετές	εφαρµογές	στη	στατιστική	ανάλυση.	Στο	τέλος	της	εργασίας	
βλέπουµε	µια	εφαρµογή	του	στη	στατιστική	πολυµεταβλητή	ανάλυση.	

Λέξεις-κλειδιά:	 Γινόµενο	 Hadamard,	 Θεώρηµα	 Schur,	 συµπλήρωµα	 Schur,	 γινόµενο	
Kronecker,	 θετικά	 ορισµένοι	 πίνακες,	 ίχνη	 πινάκων,	 συνήθης	 συνάρτηση,	 πίνακες	
συνδιακύµανσης.	
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Abstract	

	

Τhis	 thesis	was	made	on	the	occasion	of	 the	study	of	a	matrix	product,	 the	Hadamard	
product,	that	is	different	from	the	matrix	product	as	we	know	it.	The	Hadamard	product	
is	 also	 called	 the	 entrywise	 product,	 because	 of	 the	 way	 it	 is	 defined,	 that	 is	 that	 it	
multiplies	 the	 corresponding	entry	of	 two	matrices	with	 the	 same	dimensions.	 It	was	
called	at	first	Schur	product,	because	of	some	basic	results	obtained		after	observations	
made	by	Issai	Schur.	One	of	the	most	basic	of	these	is	the	closure	of	the	cone	of	positive	
semidefinite	matrices	under	the	Hadamard	product.	Later	was	renamed	the	Hadamard	
product.	

We	started	by	giving	some	basic	elements	of	theory	from	Linear	Algebra	that	are	very	
useful	in	analyzing	the	Hadamard	product.	After	that,	we	first	gave	the	definition	of	the	
Hadamard	product	and	then	we	presented	some	theorems	that	are	related	mostly	with	
the	properties	of	the	product.	Then,	we	studied	how	the	product	affects	specific	matrices,	
such	as	diagonalizable	matrices,	diagonal	matrices,	Hermitian	and	symmetric	matrices,	
as	well	as	the	results	that	come	out	of	this.	We	referred	to	the	Kronecker	product	and	we	
studied	 its	 connection	 with	 the	 Hadamard.	 Here	 were	 listed	 mainly	 theorems	 and	
properties	of	the	traces	of	Kronecker	and	Hadamard	products	of	matrices.	

Key	part	of	the	thesis	constituted	the	Schur	Product	Theorem	that	connects	the	positive	
definite	matrices	with	the	Hadamard	product.	In	addition,	some	inequalities	were	given,	
that	 as	we	will	 see,	 they	 have	 to	 do	more	with	 the	 comparison	 of	 the	 eigenvalues	 of	
matrices	with	the	eigenvalues	of	matrices	resulting	from	the	Hadamard	product.	Some	
generalizations	 of	 the	 Schur	 Theorem	 followed,	 in	 cases	 the	 matrices	 are	 given	 in	
partitioned	form.	

Very	interesting	was	also	the	study	of	the	matrices	Α	∘ (Axy)	{	and		Α	∘	Αxy,	which	have	
many	 useful	 properties.	 The	 matrix	 Α	 ∘ (Axy)	{ 	is	 used	 extensively	 in	 the	 chemical	
engineering	process	 control.	 Except	 that	 the	matrices	Α	∘ (Axy)	{	and	 	Α	∘	Αxy	play	 an	
important	role	in	inequalities	and	are	closely	related	to	positive	definite	and	semidefinite	
matrices.	

The	Hadamard	product,	even	though	is	not	used	much	in	Matrix	Theory,	however,	it	has	
many	applications	in	statistical	analysis.	At	the	end	of	the	thesis	we	see	an	application	of	
the	Hadamard	product	in	the	multivariate	statistical	analysis.	

	

Keywords:	Hadamard	product,	Schur	Theorem,	Schur	complement,	Kronecker	product,	
positive	definite	matrices,	traces	of	matrices,	ordinary	function,	covariance	matrices.	
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	0.		ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ	

	

0.1.	Πίνακες	

Ορισµός	0.1.1.	Ονοµάζουµε	πίνακα	A�×¡	µε	στοιχεία	από	ένα	σύνολο	F	(F=ℝ	ή	ℂ	)	µια	
ορθογώνια	διάταξη	mn	αριθµών	a¤¥,	µε	i=1,…,m		και	j=1,…,n,	στοιχείων	του	συνόλου	F	
µε	m	γραµµές	και	n	στήλες,	

Α=¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a�y a�©

⋱ ⋮
⋯ a�¡

	

έτσι	 ώστε	 το	 στοιχείο	 a¤¥ 	να	 βρίσκεται	 στην	 i-γραµµή	 και	 j-στήλη.	 Τον	 πίνακα	 Α	
µπορούµε	να	τον	συµβολίζουµε	και	µε	[a¤¥].	

Παράδειγµα	0.1.2.		Ο	Α	=°1 2 3
4 5 6±		είναι	ένας		2 × 3		πίνακας.	

Ορισµός	 0.1.3.	 Έστω	A�×¡ 	ένας	 πίνακας.	 Αν	 n=m,	 δηλαδή	 το	 πλήθος	 των	 γραµµών	
ισούται	µε	το	πλήθος	των	στηλών,	ο	πίνακας	θα	ονοµάζεται	τετραγωνικός.	

Α=¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a¡y a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

.	

Τα	στοιχεία	ayy,	a©©,…,	a¡¡	του	πίνακα	A¡×¡	ονοµάζονται	στοιχεία	της	κύριας	διαγωνίου.	

Παράδειγµα	0.1.4.	Ο	Α=°1 2
3 4±	είναι	ένας		2 × 2		τετραγωνικός	πίνακας	και	1	και	4	είναι	

τα	στοιχεία	της	κύριας	διαγωνίου.	

Ορισµός	 0.1.5.	 Έστω	A¡×¡ 	ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας	 n	 γραµµών	 και	 στηλών,	 τότε	
ονοµάζουµε	ίχνος	το	άθροισµα	των	στοιχείων	της	διαγωνίου	και	θα	το	συµβολίζουµε	µε		

tr(A)=	ayy + a©© + ⋯+ a¡¡.	

Παράδειγµα	0.1.6.	Ο	πίνακας	Α=²
1 2 3
4 5 6
7 8 9

³	έχει	ίχνος	tr(A)=1+5+9=15.	

Ορισµός	0.1.7.	Έστω	A¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	στηλών,	όπου	τα	
µόνα	µη	µηδενικά	στοιχεία	βρίσκονται	στη	διαγώνιο,	δηλαδή	a¤¥ = 0	για	κάθε	i≠ j.	Τότε	
ο	Α	θα	ονοµάζεται	διαγώνιος.	Αν	επιπλέον,	a¤¥ = 1	για	κάθε	i=j,	ο	πίνακας	θα	ονοµάζεται	
µοναδιαίος.	
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Παράδειγµα	 0.1.8.	 Ο	 πίνακας	 Α=²
1 0 0
0 5 0
0 0 9

³ 	είναι	 διαγώνιος	 πίνακας	 και	 ο	 πίνακας			

Β=²
1 0 0
0 1 0
0 0 1

³		είναι	µοναδιαίος.	

Ορισµός	0.1.9.	Έστω	A¡×�	ένας	πίνακας	n	γραµµών	και	m	στηλών,	τότε	µπορούµε	να	
κατασκευάσουµε	έναν	πίνακα		Β�×¡,	m	γραµµών	και	n	στηλών,	του	οποίου	οι	γραµµές	
θα	 είναι	 οι	 στήλες	 του	 πίνακα	 Α	 µε	 την	 ίδια	 σειρά.	 Τον	 πίνακα	 Β	 τον	 ονοµάζουµε	
ανάστροφο	του	Α	και	τον	συµβολίζουµε	µε	Αµ.	Έτσι	προκύπτει	ότι	αν	a¤¥	και	b¤¥	είναι	τα	
στοιχεία	των	πινάκων	Α	και	Αµ	αντίστοιχα,	τότε	b¤¥ = a¥¤	για	κάθε	i=1,…,	n	και	j=1,…,m.	

Παράδειγµα	0.1.10.	Αν	A©×¶=°
1 −1 2
3 4 0±,		τότε		Α¶×©

µ =²
1 3
−1 4
2 0

³.	

Ορισµός	0.1.11.	Έστω	A¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	στηλών,	τότε	ο	
πίνακας	Α	θα	ονοµάζεται	συµµετρικός	αν		Αµ=Α	και	αντισυµµετρικός	αν	Αµ=−Α.	

Παράδειγµα	0.1.12.	Έστω	Α=²
−1 1 0
1 2 3
0 3 −1

³			και		Β=²
0 −1 2
1 0 −3
−2 3 0

³.	Τότε		

Αµ=Α=²
−1 1 0
1 2 3
0 3 −1

³			και		Βµ=−Β=²
0 1 −2
−1 0 3
2 −3 0

³.	

Δηλαδή,	ο	πίνακας	Α	είναι	συµµετρικός,	ενώ	ο	πίνακας	Β	είναι	αντισυµµετρικός	

Ορισµός	0.1.13.	Έστω	A�×¡	ένας	πίνακας	m	γραµµών	και	n	στηλών.	Τότε	θα	ονοµάζουµε	
συζυγή	του	πίνακα	Α	και	θα	συµβολίζουµε	µε	Α̧	τον	πίνακα	που	θα	αποτελείται	από	τα	
συζυγή	στοιχεία	του	πίνακα	Α,	δηλαδή	αν	Α=[a¤¥]	τότε	Α̧ = [a¹¤¥].	

Παράδειγµα	0.1.14.		Αν		Α=°1 + i −1 i
0 −i 2 − i±,	τότε		Α̧ = °1 − i −1 −i

0 i 2 + i±.			

Σηµείωση:	 Ένας	 πίνακας	A�×¡ 	είναι	 πραγµατικός	 αν	 και	 µόνο	 αν	 Α̧ = Α	και	 καθαρά	
φανταστικός	αν	και	µόνο	αν	Α̧ = −Α.	

Ορισµός	0.1.15.	Έστω	A�×¡	ένας	πίνακας	m	γραµµών	και	n	στηλών.	Τότε	ονοµάζουµε	
αναστροφοσυζυγή	του	πίνακα	Α	τον	πίνακα		

Α∗ = (Α̧)µ.	

Παράδειγµα	0.1.16.		Αν	Α=°1 + i −1 i
0 2 − i 2±,	τότε	Α

∗ = ²
1 − i 0
−1 2 + i
−i 2

³.	
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Ορισµός	0.1.17.	Έστω	A¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	στηλών.	Τότε	ο	
πίνακας	Α	ονοµάζεται	ερµιτιανός	αν	ισχύει	ότι		Α∗ = Α,	ενώ	ονοµάζεται	αντιερµιτιανός	
αν	Α∗ = −Α.	

Σηµείωση:	Αν	ο	πίνακας	Α	είναι	πραγµατικός	τότε	οι	έννοιες	του	ερµιτιανού	πίνακα	και	
του	 συµµετρικού	 πίνακα	 ταυτίζονται.	 Αντίστοιχα,	 ταυτίζονται	 και	 οι	 έννοιες	 του	
αντισυµµετρικού	και	αντιερµιτιανού	πίνακα.	

Παράδειγµα	0.1.18.		Αν	Α=²
1 i 1 − i
−i 1 0
1 + i 0 1

³,	τότε		

Α∗ = (Α̧)µ=²
1 i 1 − i
−i 1 0
1 + i 0 1

³			⟹		Α∗ = Α.	

Άρα	ο	Α	είναι	ερµιτιανός.	

Πράξεις	µεταξύ	πινάκων	

Πρόσθεση:	 Έστω	A�×¡ 		 και	 	Β�×¡ 	δύο	 πίνακες	 m	 γραµµών	 και	 n	 στηλών.	 Τότε	 ως	
άθροισµα	των	πινάκων	Α+Β	ορίζουµε	τον	πίνακα		

[A + B]�×¡ = [γ¤¥],	

όπου	γ¤¥ = α¤¥ + β¤¥		όταν	Α=[α¤¥]	και	Β=[β¤¥]	για	όλα	τα	i,j.	

Παρατήρηση:	Οι	πίνακες	Α	και	Β	πρέπει	να	είναι	ίδιων	διαστάσεων	για	να	προστεθούν.	

	

Παράδειγµα	0.1.19.	Έστω	A©×¶=°
1 −1 2
3 4 0±		και	Β©×¶=°

2 −1 3
4 1 5±	.	Τότε	

(A + Β)©×¶=°
1 −1 2
3 4 0± + °

2 −1 3
4 1 5± = °3 −2 5

7 5 5±.	

Βαθµωτό	 γινόµενο:	 Έστω	 A�×¡ 	ένας	 πίνακας	 m	 γραµµών	 και	 n	 στηλών,	 τότε	 ως	
γινόµενο	αριθµού	µε	πίνακα	ορίζουµε	τον	πίνακα		

λΑ=[δ¤¥],	

όπου	δ¤¥ = λα¤¥		αν	Α=[α¤¥],	για	όλα	τα	i,j.		

Παράδειγµα	0.1.20.	Αν	λ=2	και	A©×¶=°
1 −1 2
3 4 0±,		τότε	2A©×¶=°

2 −2 4
6 8 0±.	

Γινόµενο	πινάκων:	Έστω	A¡×�	και	Β�×»	δύο	πίνακες	n	γραµµών	και	m	στηλών	και	m	
γραµµών	και	k	στηλών	αντίστοιχα,	τότε	ορίζουµε	ως	γινόµενο	αυτών	των	δύο	πινάκων	
τον	πίνακα		
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[AB]¡×»=[r¤¥],	

όπου	r¤¥ = α¤yβy¥ + α¤©β©¥ + ⋯+ α¤�β�¥=∑ α¤½β½¥�
½¾y .	

Παράδειγµα	0.1.21.	Αν	A©×¶=°
1 −1 2
3 4 0±	και		B¶×¿=²

1 −1 0 2
2 1 3 0
2 −1 2 3

³,	τότε	

(AΒ)©×¿=°
1 −1 2
3 4 0± ²

1 −1 0 2
2 1 3 0
2 −1 2 3

³ = ° 3 −4
11 1

1 8
12 6±.	

	

0.2.	Ιδιότητες	πράξεων	πινάκων		

Έστω	πίνακες	Α=[α¤¥],	Β=[β¤¥],	Γ=[γ¤¥]	και	λ,	µ∈ ℝ	ή	ℂ.				

1. (Α+Β)+Γ=Α+(Β+Γ)		(προσεταιριστική	ιδιότητα).	

2. Α+Ο=Α		(ύπαρξη	ουδέτερου	στοιχείου).	

3. Α+(−Α)=Ο		(ύπαρξη	αντίθετου	στοιχείου).	

4. Α+Β=Β+Α		(αντιµεταθετική	ιδιότητα).	

5. λ(Α+Β)=λΑ+λΒ		(επιµεριστική	ιδιότητα).	

6. (λ+µ)Α=λΑ+µΑ		(επιµεριστική	ιδιότητα).	

7. (λµ)Α=λ(µΑ).	

8. ΙΑ=Α		(ύπαρξη	ταυτοτικού	στοιχείου).	

9. ΟΑ=Α	(Ο	o	µηδενικός	πίνακας).	

10. (Α + Β)µ = Αµ + Βµ.	

11. (Α + Β)∗ = Α∗ + Β∗.	

12. (λΑ)µ = λΑµ.	

13. (λΑ)∗ = λ¹Α∗.	

14. tr(A + B) = tr(A) + tr(B).	

15. tr(λA)=λtr(A).	

16. (ΑB)µ=ΒµΑµ.	

17. (ΑB)∗=Β∗Α∗.	

18. A(Β + Γ) = ΑΒ + ΑΓ	(επιµεριστική	ιδιότητα	από	δεξιά).	

19. (Α+Β)Γ=ΑΓ+ΒΓ		(επιµεριστική	ιδιότητα	από	αριστερά).	

20. Α(λΒ)=(λΑ)Β=λ(ΑΒ).	
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0.3.	Ορίζουσες		
	
Ορισµός	0.3.1.	Έστω	A¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών.	Τότε	η	
ορίζουσα	του	πίνακα	Α	θα	ισούται	µε	το	άθροισµα	των	γινοµένων	όλων	των	στοιχείων	
µιας	γραµµής	της	(ή	µιας	στήλης)	µε	το	αντίστοιχο	αλγεβρικό	συµπλήρωµά	τους,	δηλαδή		
	

|Α| = det(A) = ayy(−1)yÂyMyy + ay©(−1)yÂ©My© + ⋯	
																																																															+a¤¥(−1)¤Â¥M¤¥+⋯+ a¤¡(−1)¤Â¡M¤¡	

																																= ∑ a¤¥(−1)¤Â¥M¤¥
¡
¥¾y ,	

όπου	M¤¥	είναι	η	ελάσσων	ορίζουσα	του	πίνακα	Α	και	αντιστοιχεί	στο	στοιχείο	a¤¥:	

M¤¥ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ayy ⋯ ay,¥xy
⋯ ⋯ ⋯

a¤xy,y ⋯ a¤xy,¥xy

ay,¥Ây ⋯ ay¡
⋯ ⋯ ⋯

a¤xy,¥Ây ⋯ a¤xy,¡
ayÂy,y ⋯ a¤Ây,¥xy
⋯ ⋯ ⋯
a¡y ⋯ a¡,¥xy

a¤Ây,¥Ây ⋯ a¤Ây,¡
⋯ ⋯ ⋯

a¡,¥Ây ⋯ a¡¡ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.	

Πρόταση	 0.3.2.	 Έστω	 ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας	A¡×¡ 	n	 γραµµών	 και	 n	 στηλών,	 ο	
οποίος	είναι	αντιστρέψιµος.	Τότε	detA	≠ 0.	

Πρόταση	0.3.3.	Έστω	A¡×¡	και	Β¡×¡		 τετραγωνικοί	πίνακές	n	 γραµµών	και	 n	στηλών.	
Τότε	

det(AB)=detA∙detB.	

Πρόταση	0.3.4.	Έστω	A¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	στηλών.	Αν	Αµ	
είναι	ο	ανάστροφος	του	πίνακα	Α,	τότε		

det(Αµ)=det(A).	

	

0.4.	Ιδιοτιµές	και	ιδιοδιανύσµατα		

Ορισµός	0.4.1.	Έστω	A¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και		στηλών	και	λ	ένας	
αριθµός	(λ∈ ℝ	ή	λ∈ ℂ)	και	vÊ⃗ = [vy v© ⋯ v¡]{	ένα	διάνυσµα,	τότε	αν	τα	παραπάνω	
ικανοποιούν	τη	σχέση		

AvÊ⃗ =λvÊ⃗ 	

θα	 ονοµάζουµε	 το	 λ	 ιδιοτιµή	 του	 πίνακα	 Α	 και	 το	vÊ⃗ 	ιδιοδιάνυσµα	 του	 πίνακα	 Α	 που	
παράγεται	από	την	ιδιοτιµή	λ.	Θα	λέµε	ότι	το	λ	είναι	ιδιοτιµή	του	πίνακα	Α	αν	και	µόνο	
αν	ο	Α−λI¡	δεν	είναι	αντιστρέψιµος,	δηλαδή	

det(A−λI) = 0.	
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Το	πολυώνυµο	xÌ(λ) = det(A − λI)	ονοµάζεται	χαρακτηριστικό	πολυώνυµο	του	πίνακα	
Α.	

Θεώρηµα	0.4.2.	Έστω	A¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και		στηλών,	τότε	αν	
λ	είναι	µια	ιδιοτιµή	του	µε	αντίστοιχο	ιδιοδιάνυσµα	το	vÊ⃗ 	ισχύουν	τα	παρακάτω:	

(a) O	πίνακας	Α»	θα	έχει	ιδιοτιµή	το	λ»	για	κάθε	k=2,3,…	και	ιδιοδιάνυσµα	το	vÊ⃗ .	

(b) Αν	ο	πίνακας	Α	είναι	αντιστρέψιµος,	τότε	ο	πίνακας	Αxy	θα	έχει	ιδιοτιµή	το	λxy	και	
ιδιοδιάνυσµα	το	v.		
	

(c) Ο	πίνακας	Αµ	θα	έχει	ιδιοτιµή	το	λ.	

(d) Έστω	Β¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και		n	στηλών	µε	ιδιοτιµή	µ	και	
ιδιοδιάνυσµα		vÊ⃗ 	ίδιο	µε	αυτό	που	παράγει	το	λ	στον	πίνακα	Α.	Τότε	ο	πίνακας	Α+Β	θα	
έχει	ιδιοτιµή	την	λ+µ	και	ιδιοδιάνυσµα	το	vÊ⃗ ,	ενώ	ο	πίνακας	ΑΒ	θα	έχει	ιδιοτιµή	το	λµ	
και	ιδιοδιάνυσµα	το	vÊ⃗ .	

	
Απόδειξη:	Έστω	A¡×¡	τετραγωνικός	πίνακας.	
(a)	Θα	το	αποδείξουµε	µε	επαγωγή.	Έστω	λ	ιδιοτιµή	του	πίνακα	Α	µε	ιδιοδιάνυσµα	το	vÊ⃗ ,	
τότε	Av=λv.	Πρώτα	θα	δείξουµε	ότι	ισχύει	για		k=2.	Έχουµε		
	

Α©v = A(Av) = A(λv) = λ(Αv) = λλv = λ©v	
	

Έστω	ότι	ισχύει	για	k=n,	δηλαδή	Α¡v = λ¡v.	Θα	δείξουµε	ότι	ισχύει	για	k=n+1.	Έχουµε		
	

Α¡Âyv=A(Α¡v) = A(λ¡v) 	= λ¡(Av)	=	λ¡(λv)=	λ¡Âyv.	
	

(b)	Ισχύει	ότι		

Av=λv	
∙ÍÎÏ
ÐÑÒ ΑxyΑv = Αxyλv⟹ v = Αxyλv	

																																																													⟹ v = λΑxyv
ÓÔÕ
ÐÑÒλxyv = λxyλΑxyv	

	⟹ λxyv = Αxyv.	
	
Άρα	η	λxy	είναι	ιδιοτιµή	του	πίνακα	Αxy	µε	ιδιοδιάνυσµα	το	v.	

(c)	Αρκεί	να	δείξουµε	ότι	οι	πίνακες	Α	και	Αµ	έχουν	το	ίδιο	χαρακτηριστικό	πολυώνυµο.	
Πράγµατι,	
	

det(A−λI)=det((A − λI)	{)=det(Αµ − (λI)µ)=det(Αµ − λΙµ)=det(Αµ − λI).	

(d)	Έστω	Β¡×¡	τετραγωνικός	πίνακας	µε	ιδιοτιµή	το	µ	και	ιδιοδιάνυσµα	v,	τότε	
	

(Α+Β)v=Av+Bv=λv+µv=(λ+µ)v,	
	

άρα	το	(λ+µ)	είναι	ιδιοτιµή	του	Α+Β	µε	ιδιοδιάνυσµα	το	v.	Όµοια,	
	

(AB)v=A(Bv)=Aµν=µΑv=µλv,	
	

άρα	το	λµ	είναι	ιδιοτιµή	του	ΑΒ	µε	ιδιοδιάνυσµα	το	v.																																																																							□	
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Θεώρηµα	0.4.3.	Έστω	Α¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών.	Τότε	
αν	λy,	λ©,…,	λ¡	ιδιοτιµές	του	Α,	ισχύει	ότι		
	

(α)		det(A)=	∏ λ¤¡
¤¾y = λy ∙ λ© ⋯λ¡,	

	

(b)		trace(A)=∑ λ¤¡
¤¾y = 	 λy + λ© + ⋯+ λ¡.	

	
0.5.	Θετικά	ορισµένοι	και	ηµιορισµένοι	πίνακες	
	
Ορισµός	0.5.1.	Έστω	Α¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	ο	οποίος	είναι	συµµετρικός,	τότε	
ο	Α	θα	ονοµάζεται	θετικά	ηµιορισµένος	αν		
	

vµAv ≥ 0		για	κάθε	διάνυσµα	vÊ⃗ ∈ ℝ¡	
και	θετικά	ορισµένος	αν	
	

vµAv > 0		για	κάθε	διάνυσµα	vÊ⃗ ∈ ℝ¡	(εκτός	και	αν	vÊ⃗ = 0).	
	

Αντίστοιχα,	ο	πίνακας	ονοµάζεται	αρνητικά	ηµιορισµένος	αν	
	

vµAv ≤ 0		για	κάθε	διάνυσµα	vÊ⃗ ∈ ℝ¡	
	

και	αρνητικά	ορισµένος	αν		
vµAv < 0		για	vÊ⃗ ∈ ℝ¡.	

	
Παρατήρηση:	Ο	πίνακας	Α	είναι	θετικά	ηµιορισµένος	αν	και	µόνο	αν	ο	πίνακας	−Α	είναι	
αρνητικά	ηµιορισµένος.	
	
Πρόταση	 0.5.2.	 Έστω	Α¡×¡ 	ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας	 n	 γραµµών	 και	 n	 στηλών,	 ο	
οποίος	 είναι	συµµετρικός.	Τότε	ο	Α	 είναι	θετικά	ηµιορισµένος	αν	και	µόνο	αν	όλες	οι	
ιδιοτιµές	του	είναι	µη	αρνητικές.	Επίσης,	 είναι	αρνητικά	ηµιορισµένος	αν	και	µόνο	αν	
όλες	οι	ιδιοτιµές	του	είναι	µη	θετικές.	Τέλος,	είναι	θετικά	ορισµένος	ή	αρνητικά	ορισµένος	
αν	όλες	οι	ιδιοτιµές	είναι	θετικές	ή	αρνητικές,	αντίστοιχα.	
	
Απόδειξη:	 Έστω	Α¡×¡ 	ένας	 συµµετρικός	 τετραγωνικός	 πίνακας	 και	 λ	 ιδιοτιµή	 του	 µε	
αντίστοιχο	ιδιοδιάνυσµα	v.	Tότε	
	

vµAv = (vµU)diag(λy, λ©, … , λ¡)(Uµv)	=	∑ λ¤((vµU)¤)©¡
¤¾y ,	

	

όπου	 U	 είναι	 ο	 πίνακας	 µε	 στήλες	 τα	 ορθογώνια	 ιδιοδιανύσµατα	 του	 πίνακα	 Α.	 Η	
παραπάνω	ποσότητα	είναι	µη	αρνητική	αν	και	µόνο	αν	λ¤ ≥ 0	για	κάθε	i=1,...,	n.	
Οµοίως,	αποδεικνύονται	και	τα	υπόλοιπα.																																																																																							□	
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Για	την	πρώτη	ισότητα	της	παραπάνω	απόδειξης,	χρησιµοποιήσαµε		το	γεγονός	ότι	αν	ο	
Α	είναι	συµµετρικός	τότε		Α	=	Udiag(λy,	λ©,…,	λ¡)	Uµ.	
	
Πρόταση	 0.5.3.	 Έστω	Α¡×¡ 	ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας	 διάστασης	n × n .	 Τότε	 αν	 ο	
πίνακας	Α	είναι	θετικά	ή	αρνητικά	ορισµένος	θα	ισχύει	σίγουρα	ότι		
	

det(A)	≠ 0.	
	

Απόδειξη:	 Έστω	Α¡×¡ 	ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας,	 τέτοιος	 ώστε	 ο	 Α	 να	 είναι	 θετικά	
ορισµένος.	Τότε		
	

λ¤ > 0,		για	i=1,…,	n.	
	

Ισχύει	ότι	det(A)=	λy ∙ λ© ⋯λ¡ ≠ 0	αφού	καµία	ιδιοτιµή	δεν	είναι	µηδενική.	
Αντίστοιχα,	το	ίδιο	αποδεικνύεται	αν	ο	Α	είναι	αρνητικά	ορισµένος.																																					□	
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	1.		ΓΙΝΟΜΕΝΟ	HADAMARD	
	
Στο	κεφάλαιο	αυτό	θα	ορίσουµε	το	γινόµενο	Hadamard,	το	οποίο	αν	και	είναι	απλό,	δεν	
είναι	τόσο	διαδεδοµένο.			

1.1.	Ορισµός	γινοµένου	Hadamard	
	
Ορισµός	1.1.1.		Έστω		V= M¡×�	ο	χώρος	των	πινάκων	τύπου	n × m.	Το	(εσωτερικό	ως	
πράξη)	γινόµενο	Α¡×�	∘	Β¡×�=[a¤¥b¤¥],	όπου	[a¤¥b¤¥]	ο	πίνακας	µε	στοιχεία	τα	γινόµενα	
των	στοιχείων	a¤¥	και		b¤¥	των	πινάκων	Α¡×�	και	Β¡×�	αντίστοιχα,	ονοµάζεται	γινόµενο	
Hadamard.	
	
Το	γινόµενο	Hadamard	αρκετές	φορές	καλείται	και	κατά	στοιχείο	γινόµενο,	λόγω	του	
τρόπου	µε	τον	οποίο	ορίζεται,	δηλαδή	ότι	πολλαπλασιάζει	το	αντίστοιχο	στοιχείο	δύο	
πινάκων	που	 έχουν	 ίδιο	πλήθος	 γραµµών	ή	στηλών.	Αυτό	 το	 κατά	στοιχείο	 γινόµενο	
πινάκων	καλείται	και	γινόµενο	Schur,	εξαιτίας	κάποιων		βασικών	αποτελεσµάτων	που	
προέκυψαν	ύστερα	από	παρατηρήσεις	του	Issai	Schur.	Μια	από	τις	πιο	βασικές	αυτών	
των	παρατηρήσεων	σχετίζεται	µε	την	κλειστότητα	του	κώνου	σε	θετικά	ηµιορισµένους	
πίνακες,	πράγµα	το	οποίο	προκύπτει	κάνοντας	χρήση	του	γινοµένου	Hadamard.		
Το	γινόµενο	Hadamard	µπορεί	να	χρησιµοποιηθεί	σε	πολλές	περιπτώσεις.	Κάποιες	από	
αυτές	είναι	η	εύρεση	συντελεστών	Fourier	περιοδικών	συναρτήσεων.	Επιπλέον	µπορεί	
να	 χρησιµοποιηθεί	 στα	 γινόµενα	 πυρήνων	 ολοκληρωτικής	 εξίσωσης,	 στην	 αρχή	
ελαχίστου	στις	µερικές	διαφορικές	εξισώσεις	και	στις	χαρακτηριστικές	συναρτήσεις	στη	
θεωρία	πιθανοτήτων	(Θεώρηµα	του	Bochner).	Το	γινόµενο	Hadamard	έχει	εκτός	αυτού	
εφαρµογές	 και	 στη	 θεωρία	 τελεστών,	 λόγω	 κάποιων	 ιδιοτήτων	 των	 γραµµικών	
µετασχηµατισµών	πινάκων	µε	σταθερά	στοιχεία	που	προκύπτουν	µε	τη	χρήση	αυτού	
του	γινοµένου.	
	

Παράδειγµα	 1.1.2.	 Έστω	 Α=²
−1 	 2i
3i 	 −2
4 	 7

³ 	και	 Β=²
−7i 	 3i
2 	 1
−1 	 −4i

³ .	 Τότε	 το	 γινόµενο	

Hadamard	των	δύο	πινάκων	είναι	

A∘B	=	à
(−1) ∙ (−7i) 	 2i ∙ 3i

3i ∙ 2 	 (−2) ∙ 1
4 ∙ (−1) 	 7 ∙ (−4i)

á	=	²
7i 	 −6
6i 	 −2
−4 	 −28i

³.	

Θεώρηµα	 1.1.3.	 ΄Εστω	 Α	 και	 Β	 δύο	 πίνακες	 µε	m	 γραµµές	 και	 n	 στήλες,	 µε	 στοιχεία	
µιγαδικούς	αριθµούς.	Τότε	ισχύει	ότι		
	

Α∘Β	=	Β∘Α.	
	
Απόδειξη:	Έστω	Α=[a¤¥]	και	Β=[b¤¥]	µε	i=1,…,m		και		j=1,…,n.	Τότε		
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Α∘Β	=	[a¤¥]	∙[b¤¥]	=	[b¤¥]∙	[a¤¥]	=	Β∘Α.																																																□	
	
Θεώρηµα	 1.1.4.	 Έστω	 	 " ∘ " 	το	 γινόµενο	 Hadamard	 µεταξύ	 δύο	 πινάκων.	 Τότε	 ο	
µοναδιαίος	πίνακας	(ταυτοτικός)	ως	προς	την	πράξη	αυτή	θα	είναι	ο	πίνακας	του	οποίου	
κάθε	στοιχείο	θα	ισούται	µε	τη	µονάδα,	και	θα	συµβολίζεται	µε	J =	J�¡,	δηλαδή	[j¤¥]=1	
για	κάθε	i=1,…,m	και	j=1,…,n.	
	
Απόδειξη:	Έστω	Α	∈	M�×¡	ένας	πίνακας	m	γραµµών	και	n	στηλών	τέτοιος	ώστε	Α=[a¤¥]	
για	i=1,…,m		και	j=1,…,n.	Τότε	
	

J∘Α=[j¤¥]∙[a¤¥]=1∙[a¤¥]=	[a¤¥]=A		και		Α∘J=	[a¤¥]∙[	j¤¥]=[a¤¥]∙1=[a¤¥]=A.																			□	
	
Επίσης,	από	το	προηγούµενο	θεώρηµα,	ισχύει	η	αντιµεταθετική	ιδιότητα	στο	γινόµενο	
Hadamard.	Οπότε	ισχύει	

J∘Α=	Α∘J=Α.	
	
Θεώρηµα	1.1.5.	Έστω	Α	∈	M�×¡	ένας	πίνακας	m	γραµµών	και	n	στηλών.	Θα	λέµε	ότι	ο	Α	
έχει	αντίστροφο	ως	προς	το	γινόµενο	Hadamard	αν	και	µόνο	αν	[a¤¥]≠ 0	για	i=1,…,m		και		
j=1,…,n	και	θα	ισχύει	ότι	αν	Α=[a¤¥],	τότε			

Αxy = [ y
åæç
]=Aè.	

	

Απόδειξη:	" ⟹ "		 Έστω	 πίνακας	 Α	∈	M�×¡ 	µε	 Α=[a¤¥ ]	 ο	 οποίος	 αντιστρέφεται	 µε	 το	
γινόµενο	Hadamard	µε	αντίστροφο	πίνακα	τον	Αxy = Aè.	Τότε	ισχύει	ότι	
	

Α	∘ Aè = J�¡ ⟹	[a¤¥]∙[aé¤¥]=(1)¤¥ ⟹ a¤¥ ∙ aé¤¥=1.	
	
Κατόπιν,	θα	πολλαπλασιάσουµε	µε	 τον	αντίστροφο	του	[a¤¥]	στους	µιγαδικούς	και	θα	
πάρουµε:	

(a¤¥)xy ∙ (a¤¥) ∙(	aé¤¥)=	(a¤¥)xy ∙ 1 ⟹ aé¤¥ = (a¤¥)xy,	
	
το	 οποίο	 ισχύει	 µόνο	 για	 τα	 στοιχεία	a¤¥ 	τα	 οποία	 αντιστρέφονται	 µε	 την	 πράξη	 του	
πολλαπλασιασµού	στο	ℂ,	άρα	για	αυτά	που	είναι	διάφορα	του	µηδενός.	Συνεπώς	[a¤¥]≠
0		για	κάθε		i=1,…,m		και		j=1,…,n.	
" ⟸ "		Έστω	πίνακας		Α	∈	M�×¡	µε	Α=[a¤¥],	i=1,…,m		και		j=1,…,n,	µε	a¤¥ ∈ ℂ.	Αφού	[a¤¥]≠
0,	τότε	τα	a¤¥	αντιστρέφονται	στο	σύνολο	των	µιγαδικών,	δηλαδή	υπάρχει	 	(a¤¥)xy ∈ ℂ	
τέτοιος	ώστε	

ëa¤¥ì ∙ (a¤¥)xy = (a¤¥)xy ∙ ëa¤¥ì=1.	
	
Άρα,	

[a¤¥]∙[aé¤¥]=[aé¤¥]∙[a¤¥]=(1)	⟹	Α	∘ Aè = J�¡,		µε	aé¤¥ = (a¤¥)xy.																									□	
	
Θεώρηµα	1.1.6.	Το	γινόµενο	Hadamard	είναι	γραµµικό.	Δηλαδή	αν	Α,B,C	∈	M�×¡	είναι	
πίνακες	m	γραµµών	και	n	στηλών	και	a∈ ℂ,	τότε	ισχύει	ότι	
	

	(i)		C	∘ (A + B) = C ∘ A + C ∘ B			και			(ii)		a(A	∘ B) = (aA)∘ B = A ∘ (aB).	
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Απόδειξη:	 Έστω	 πίνακες	 Α,B,C	∈		M�×¡ 	τέτοιοι	 ώστε	 Α=[a¤¥ ],	 Β=[b¤¥ ]	 και	 C=[c¤¥ ]	 µε	
i=1,…,m	και	j=1,…,n	και	a∈ ℂ.	Τότε	
	

	(i)		C∘ (A + B) =[c¤¥]∙ î(Α + Β)¤¥ï=[c¤¥]∙ [a¤¥ + b¤¥]	
																=[c¤¥]∙ îa¤¥ï +[c¤¥]	∙ îb¤¥ï = C ∘ A + C ∘ B	
	

και	
	

	(ii)		a(A∘ B) = a([a¤¥]∙ îb¤¥ï)=(aîa¤¥ï)îb¤¥ï=[a∙ a¤¥][	b¤¥]=(aA)	∘ B	
									a(A∘ B) = a([a¤¥]∙ îb¤¥ï)=	[a¤¥]∙ a ∙ îb¤¥ï=[a¤¥]∙ (a ∙ îb¤¥ï)	

											=	[a¤¥]∙ îa ∙ b¤¥ï=	A ∘ (aB).																																																																																				□	
	

1.2.	Διαγώνιοι	πίνακες	και	γινόµενο	Hadamard	
	
Υπάρχει	ένας	τρόπος	να	συνδέσουµε	το	γινόµενο	Hadamard	µε	το	γινόµενο	πινάκων,	αν	
βασιστούµε	σε	διαγώνιους	πίνακες,	καθώς	ισχύει	ότι	A	∘ B=Α∙Β	αν	και	µόνο	αν	οι	πίνακες	
Α	και	Β	είναι	διαγώνιοι.		
	
Πράγµατι,	 έστω	πίνακες	Α=[a¤¥]	 και	 Β=[b¤¥]	 διαστάσεων	n× n.	Τότε	αν	Α	 και	Β	 είναι	
διαγώνιοι	ισχύει	a¤¥ = 0	και	b¤¥=0	αν	i≠j.	Το	γινόµενο	Hadamard	καθώς	και	το	κλασικό	
γινόµενο	των	Α,	B	τότε	είναι	
	

A	∘ B =[a¤¥]∙ îb¤¥ï=ñ
a¤¤b¤¤,			i = j
0, i ≠ j 	,	

	

A	∙ B = ¨

ayy 0
0 a©©

⋯ 0
⋯ 0

⋮			 ⋮
0			 0

	⋱ ⋮
⋯ a¡¡

 ∙ ¨

byy 0
0 b©©

⋯ 0
⋯ 0

⋮		 ⋮
0		 0

⋱ ⋮
⋯ b¡¡

	

										

																																											=	¨

ayybyy 0
0 a©©b©©

⋯ 0
⋯ 0

⋮								 ⋮
0									 0

	⋱ 0
⋯ a¡¡b¡¡

	

								

																⟹ [ab]¤¥	=	ñ
a¤¤b¤¤	,			i = j
0	, i ≠ j 	.	

	
Άρα	A	∘ B=Α∙Β.	
Θα	δείξουµε	τώρα	το	αντίστροφο.	Έστω	ότι	ισχύει	A	∘ B=Α∙Β.	Θα	δείξουµε	ότι	οι	πίνακες	
Α,	Β	είναι	διαγώνιοι.	Πράγµατι,	
	

A	∘ B=¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a¡y a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

	∘ ¨

byy by©
b©y b©©

⋯ by¡
⋯ b©¡

⋮ ⋮
b¡y b¡©

⋱ ⋮
⋯ b¡¡
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								=¨

ayybyy ay©by©
a©yb©y a©©b©©

⋯ ay¡by¡
⋯ a©¡b©¡

⋮ ⋮
a¡yb¡y a¡©b¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡b¡¡

,	

	

Α∙ Β=¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a¡y a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

	∙ ¨

byy by©
b©y b©©

⋯ by¡
⋯ b©¡

⋮ ⋮
b¡y b¡©

⋱ ⋮
⋯ b¡¡

	

							

								=²
ayybyy + ⋯+ ay¡b¡y ⋯ ayyby¡ + ⋯+ ay¡b¡¡

⋮ ⋱ ⋮
a¡ybyy + ⋯+ a¡¡b¡y ⋯ a¡yby¡ + ⋯+ a¡¡b¡¡

³	

	
και	
	

								A	∘ B=Α∙Β	
	

⟹ ²
ayybyy ⋯ ay¡by¡
⋮ ⋯ ⋮

a¡yb¡y ⋯ a¡¡b¡¡
³=²

ayybyy + ⋯+ ay¡b¡y ⋯ ayyby¡ + ⋯+ ay¡b¡¡
⋮ ⋱ ⋮

a¡ybyy + ⋯+ a¡¡b¡y ⋯ a¡yby¡ + ⋯+ a¡¡b¡¡
³	

	

⟹ ò
a11b11 = a11b11 +⋯+ a1nbn1	, … , a1nb1n = a11b1n +⋯+ a1nbnn

⋮
an1bn1 = an1b11 +⋯+ annbn1,… , annbnn = an1b1n +⋯+ annbnn

	

	
⟹ a¤¥=0	για	κάθε	i	≠ j.		

	
Άρα	οι	πίνακες	Α	και	Β	είναι	διαγώνιοι.																																																																																													□	
	
Πίνακες	Α	∘ (𝐀x𝟏)	𝐓	
	
Εδώ	θα	µελετηθεί	η	σχέση	ανάµεσα	στις	ιδιοτιµές	και	τα	στοιχεία	της	διαγωνίου	ενός	
διαγωνοποιήσιµου	 πίνακα.	 Έστω	 λοιπόν	 Β=[	 b¤¥ ]  ∈ 	 Μ¡ 	ένας	 διαγωνοποιήσιµος	
τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών,	µε	ιδιοτιµές	λy, λ©,...,	λ¡.	Τότε,	υπάρχει	
αντιστρέψιµος	πίνακας	Α	∈	Μ¡,	ίδιων	διαστάσεων,	τέτοιος	ώστε:	
	

Β	=	Α	[diag(λy, λ©,…,	λ¡)]	Axy,		
	

όπου	diag(λy, λ©,...,	λ¡)	είναι	ο	διαγώνιος	πίνακας	του	οποίου	τα		στοιχεία	της	διαγωνίου	
είναι		οι	ιδιοτιµές		λy, λ©,…,	λ¡.	
Κάνοντας	τις	πράξεις,	προκύπτει	για	τα	στοιχεία	της	διαγωνίου	του	πίνακα	Β	το	εξής:	

⎣
⎢
⎢
⎡byyb©©
⋮
b¡¡	⎦

⎥
⎥
⎤
	=	[Α	∘ (Axy)	{]ö

λy
λ©
⋮
λ¡

÷	.		
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Από	το	παραπάνω	φαίνεται	ότι	το	διάνυσµα	των	ιδιοτιµών	του	Β	µετασχηµατίζεται	στο	
διάνυσµα	των	στοιχείων	της	διαγωνίου	του,	µέσω	του	πίνακα		Α	∘ (Axy)	{.	
Στην	 περίπτωση	 όπου	 ο	 Α	 είναι	 ορθοµοναδιαίος	 (δηλαδή	 ( A̧)µ=	Axy ),	 ισχύει	 ότι	 ο	
πίνακας	Α	∘ (Axy)	{=Α	∘ A̧		είναι	διπλά	στοχαστικός,	το	οποίο	σηµαίνει	ότι	το	άθροισµα	
των	στοιχείων	των	γραµµών	και	των	στηλών	αντίστοιχα	θα	ισούται	µε	τη	µονάδα.	Αν	
επιπλέον,	 οι	 ιδιοτιµές	 λy, λ© ,…, λ¡ είναι	 πραγµατικές	 (δηλαδή,	 ο	 πίνακας	 Β	 είναι	
ερµιτιανός),	τότε	το	άθροισµα	των	στοιχείων	της	διαγωνίου	του	πίνακα	Β	ισούται	µε	το	
άθροισµα	των	ιδιοτιµών.	
Ένα	 παράδειγµα	 εκτεταµένης	 χρήσης	 του	 πίνακα	 Α ∘ (Axy)	{, 	είναι	 η	 προσέγγιση	
αποτελεσµάτων	διαδικασιών	που	χρησιµοποιούν	οι	χηµικοί	µηχανικοί.	Στην	περίπτωση	
αυτή	ο	πίνακας	Α	περιγράφει	τη	σχέση	ανάµεσα	στα	δεδοµένα	που	εισάγονται	και	στα	
αποτελέσµατα	που	προκύπτουν	µέσα	από	τις	διαδικασίες	που	χρησιµοποιούνται.	
	
Θεώρηµα	1.2.1.	Έστω		τετραγωνικός	πίνακας	Α	∈		M¡×¡		(n	γραµµών	και	n	στηλών),	ο	
οποίος	 είναι	 διαγωνοποιήσιµος	 και	 έχει	 ιδιοτιµές	λy ,	λ© ,…,	λ¡ 	και	 διαγωνοποίηση	 της	
µορφής	 Α=SDSxy ,	 όπου	 D	 είναι	 ένας	 διαγώνιος	 πίνακας	 µε	 στοιχεία	 διαγωνίου	 τις	
ιδιοτιµές	λy,	λ©,…,	λ¡	(δηλαδή	d¤¤ = λ¤	∀	1≤i≤ n	και	d¤¥ = 0		∀	i≠ j).	Τότε		
	

ö

ayy
a©©
⋮
a¡¡	

÷	=	[S	∘ (Sxy)	{]ö

λy
λ©
⋮
λ¡

÷.	

	
Απόδειξη:	Έστω	Α,D	∈		M¡×¡	τετραγωνικοί	πίνακες	τέτοιοι	ώστε	Α=[a¤¥]	και	D=diag[λy,	
	λ©,	⋯ , λ¡].	Τότε	ισχύει	
	

A=	SDSxy=¨

syy sy©
s©y s©©

⋯ sy¡
⋯ s©¡

⋮ ⋮
s¡y s¡©

⋱ ⋮
⋯ s¡¡

 ∙ ¨

λy 0
0 λ©

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ 0
⋯ λ¡

 ∙ ¨

syyù sy©ù
s©yù s©©ù

⋯ sy¡ù
⋯ s©¡ù

⋮ ⋮
s¡yù s¡©ù

⋱ ⋮
⋯ s¡¡ù

	

	

																			=¨

syyλy sy©λ©
s©yλy s©©λ©

⋯ sy¡λ¡
⋯ s©¡λ¡

⋮ ⋮
s¡yλy s¡©λ©

⋱ ⋮
⋯ s¡¡λ¡

 ∙ ¨

syyù sy©ù
s©yù s©©ù

⋯ sy¡ù
⋯ s©¡ù

⋮ ⋮
s¡yù s¡©ù

⋱ ⋮
⋯ s¡¡ù

	

	

=²
syyλysyyù + sy©λ©s©yù + ⋯+ sy¡λ¡s¡yù ⋯ syyλysy¡ù + sy©λ©s©¡ù + ⋯+ sy¡λ¡s¡¡ù

⋮ ⋱ ⋮
s¡yλysyyù + s¡©λ©s©yù + ⋯+ s¡¡λ¡s¡yù ⋯ s¡yλysy¡ù + s¡©λ©s©¡ù + ⋯+ s¡¡λ¡s¡¡ù

³	

	
	

=²
syysyyù λy + sy©s©yù λ© + ⋯+ sy¡s¡yù λ¡ ⋯ syysy¡ù λy + sy©s©¡ù λ© + ⋯+ sy¡s¡¡ù λ¡

⋮ ⋱ ⋮
s¡ysyyù λy + s¡©s©yù λ© + ⋯+ s¡¡s¡yù λ¡ ⋯ s¡ysy¡ù λy + s¡©s©¡ù λ© + ⋯+ s¡¡s¡¡ù λ¡

³.	

	
Άρα				
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[a¤¤]=∑ s¤¥s¥¤ù λ¥ =¡
¥¾y ∑ [s¤¥][¡

¥¾y s¥¤xy]	λ¥=∑ [s¤¥]¡
¥¾y [(Sxy)¤¥{]	λ¥=∑ [S ∘ (Sxy){]¤¥¡

¥¾y λ¥	

=	s¤ys¤yùù λy+s¤©s¤©ùù λ©+⋯+ s¤¡s¤¡ùù λ¡=(s¤ys¤yùù s¤©s¤©ùù ⋯ s¤¡s¤¡ùù ) ¨

λy
λ©
⋮
λ¡

	

	
							= (S ∘ (Sxy){D)¤,	

	
όπου	s¤¥ù 	είναι	το	i,j-στοιχείο	του	πίνακα	Sxy	και	s¤¥ùù	το	i,j-στοιχείο	(Sxy){.																													□	
	
Θεώρηµα	 1.2.2.	 Έστω	 Α	 ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας	 n	 γραµµών	 και	 n	 στηλών	 και	
σy,	σ©,…,	σ¡	οι	θετικές	τετραγωνικές	ρίζες	των	ιδιοτιµών	των	συµµετρικών	πινάκων	Α	∙
Αµ	ή	Αµ ∙		Α	.	Έστω	Α=UDV∗,	όπου	D	είναι	ένας	διαγώνιος	πίνακας	τέτοιος	ώστε	[D¤¤]=	σ¤	
για	κάθε	1≤ i ≤n	και	U,V	πίνακες	που	ικανοποιούν	τα	UU̧{=I	και		VV̧{=I.	Τότε	
	

ö

ayy
a©©
⋮
a¡¡	

÷	=	[U∘ V̧]ö

σy
σ©
⋮
σ¡

÷.	

	
Απόδειξη:	Με	απλές	πράξεις,	έχουµε		
	

Α=UDV∗=¨

uyy uy©
u©y u©©

⋯ uy¡
⋯ u©¡

⋮ ⋮
u¡y u¡©

⋱ ⋮
⋯ u¡¡

 ∙ ¨

σy 0
0 σ©

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ 0
⋯ σ¡

 ∙ ¨

vyy vy©
v©y v©©

⋯ vy¡
⋯ v©¡

⋮ ⋮
v¡y v¡©

⋱ ⋮
⋯ v¡¡

	

	

			=¨

uyyσy uy©σ©
u©yσy u©©σ©

⋯ uy¡σ¡
⋯ u©¡σ¡

⋮ ⋮
u¡yσy u¡©σ©

⋱ ⋮
⋯ u¡¡σ¡

 ∙ ¨

vyy vy©
v©y v©©

⋯ vy¡
⋯ v©¡

⋮ ⋮
v¡y v¡©

⋱ ⋮
⋯ v¡¡

	

	

=²
uyyσyvyy + uy©σ©v©y + ⋯+ uy¡σ¡v¡y ⋯ uyyσyvy¡ + uy©σ©v©¡ + ⋯+ uy¡σ¡v¡¡

⋮ ⋱ ⋮
u¡yσyvyy + u¡©σ©v©y + ⋯+ u¡¡σ¡v¡y ⋯ u¡yσyvy¡ + u¡©σ©v©¡ + ⋯+ u¡¡σ¡v¡¡

³	

	
Άρα,	

	[Α¤¤]=∑ u¤¥σ¥v¥¤¡
¥¾y =∑ u¤¥v¥¤σ¥¡

¥¾y =∑ [u¤¥][v¥¤∗ ]σ¥¡
¥¾y 	

	
									=∑ [u¤¥][v¹¥¤{]σ¥¡

¥¾y =∑ [u¤¥][v¹¤¥]σ¥¡
¥¾y 	

									=∑ [U ∘ V̧]¤¥σ¥¡
¥¾y =[U ∘ V̧] ∙ ö

σy
σ©
⋮
σ¡

÷.																																																										□	
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1.3.	Το	γινόµενο	Hadamard	στην	εξίσωση	Lyapunov	GA	+	𝐀∗G=H	
	
Έστω	Α	∈	Μ¡,	τετραγωνικός	πίνακας	n	διαστάσεων,	µε	σύνολο	ιδιοτιµών	(φάσµα)	το	
	

σ(Α)=	{λy, λ©, . . . , λ¡}.	
	

Σύµφωνα		µε	γνωστό	θεώρηµα,	η	εξίσωση	Lyapunov		
	

GA	+	A∗G=H	
	

έχει	µοναδική	λύση	την	G=GÌ(H)	για	κάθε	ερµιτιανό	πίνακα	H,	αν	και	µόνο	αν	λ¹¤+λ¥¹0	
για	κάθε	i,j	=1,2,…,n.	
Βέβαια	 για	 να	 µπορέσουµε	 να	 ισχυριστούµε	 ότι	 οι	 ιδιοτιµές	 του	 Α	 ικανοποιούν	 την				
παραπάνω	 σχέση,	 θα	 πρέπει	 να	 κάνουµε	 µια	 πιο	 ισχυρή	 υπόθεση	 ότι	 ο	 Α	 είναι	 ένας	
πίνακας	όπου	κάθε	ιδιοτιµή	του	έχει	θετικό	πραγµατικό	µέρος.	Αν	επιπλέον	ο	Α	είναι	και	
διαγωνοποιήσιµος,	δηλαδή	A=SΛSxy,	όπου	Λ=diag(λy, λ©,…,	λ¡),	τότε	υπάρχει	µια	απλή	
φόρµουλα	για	τη	συνάρτηση	GÌ(H)	η	οποία	περιλαµβάνει	 το	γινόµενο	Hadamard	και	
ικανοποιεί	την	ισότητα	
	

GA	+	A∗G=GSΛSxy+(Sxy)∗Λ̧S∗G=H	Þ	(S∗GS)Λ+Λ̧(S∗GS)=	S∗HS.	
	

Για	κάθε	πίνακα	Β=[b¤¥]	∈	Μ¡,	ισχύει	
	

ΒΛ+Λ̧B=[b¤¥λ¥]+[λ¹¤b¤¥]=[(	λ¹¤+λ¥)	b¤¥],	
	

το	οποίο	είναι		γινόµενο	Hadamard.	
Αν	επιπλέον	υποθέσουµε	ότι	λ¹¤+λ¥¹0	και	ορίσουµε	L(A)≡ [(λ¹¤ + λ¥)xy],	έχουµε	ότι	
	

S∗GS=L(A)∘(	S∗HS),	
	

το	οποίο	οδηγεί	στον	παρακάτω	τύπο:	
	

GÌ(H)=(Sxy)	∗[L(A)∘(	S∗HS)]	Sxy,			A=SΛSxy	
	

για	κάθε	λύση	της	εξίσωσης	Lyapunov	GA	+	A∗G=H	όταν	ο	Α	είναι	διαγωνοποιήσιµος	και	
λ¹¤+λ¥¹0		∀	λ¤,	λ¥	∈	σ(Α).	
	
1.4.	Πίνακες	συνδιακύµανσης	και	γινόµενο	Hadamard	
	
Έστω	X=[Xy, … , X¡]{	και	Y=[Yy, … , Y¡]{	ζεύγη	τυχαίων	µεταβλητών,	για	τα	οποία	ισχύει	
ότι	E(X)=E(X¤)=0		και	E(Y)=	E(Y¤)=0,	αντίστοιχα,	όπου	µε	E(∙)	συµβολίζουµε	τη	µέση	
τιµή.	Ο	πίνακας	συνδιακύµανσης	έχει	τον	παρακάτω	γενικό	τύπο:		
	

COV(X)=E([X−E(X)]	[X − E(X)]	∗)⇒COV(X)=E(XX∗)=[E(X¤X̧¥)],	
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καθώς	στην	περίπτωση	µας	E(Χ)=0.	
Αν	 	Χ	και	Υ	είναι	ανεξάρτητες,	 τότε	η	τυχαία	µεταβλητή	Ζ≡Χ∘Υ	 	 έχει	µέση	τιµή	0	και	
πίνακα	συνδιακύµανσης	ο	οποίος	προκύπτει	από	τον	πίνακα	συνδιακύµανσης	των	Χ	και	
Υ	ως	ένα	γινόµενο	Hadamard:	
	

COV(Ζ)=E(ΖΖ∗)=Ε((X∘Y)(X ∘ Y)∗) =E((X¤Y¤) ∙ (X"Y"¹¹¹¹¹){)	
				=Ε(	X¤Y¤Y̧¤{X̧¤{)=E(X¤X̧¤{Y¤Y̧¤{)=E(X¤X̧¥Y¤Y̧¥)	

																																															=E(X¤X̧¥)E(Y¤Y̧¥)=	COV(X)∘COV(Y).	
	

H	προτελευταία	ισότητα	ισχύει	λόγω	ανεξαρτησίας	των	X¤,	Y¤.	
Μια	σηµαντική	ιδιότητα	του	πίνακα	συνδιακύµανσης	είναι	ότι	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	
Πράγµατι,	

				ξ∗	COV(X)ξ=(ξy̧ ξ©̧ ⋯ ξ¡̧)E(X¤X̧¥)¨

ξy
ξ©
⋮
ξ¡

	

																								=(ξy̧E(XyX̧y) + ⋯+ ξ¡̧E(X¡X̧y) ⋯ ξy̧E(XyX̧¡) + ⋯+ ξ¡̧E(X¡X̧¡))¨

ξy
ξ©
⋮
ξ¡

	

																							= ∑ Ε(¡
¤,¥¾y X¤X̧¥)	ξ̅¤ξ¤=∑ E(¡

¤,¥¾y ξ̅¤X¤ξ¥X̧¥)																									
																							=E∑ (¡

¤,¥¾y ξ̅¤X¤ξ¥X̧¥)=	E[| ∑ 	¡
¤¾y ξ̅¤X¤|©]≥0,		για	κάθε	ξ=[ξ¤]	∈	ℂ¡.	

	
Για	τον	υπολογισµό	αυτό	έχουµε	στηριχτεί	στο	γεγονός	ότι	ο	τελεστής	της	µέσης	τιµής	
είναι	 γραµµικός	 και	 θετικός.	 Χρησιµοποιήσαµε	 συγκεκριµένα	 την	 εξής	 ιδιότητα	 της	
µέσης	τιµής:	
	

Ε(αΧ+βΥ)=αΕ(Χ)+βΕ(Υ).	
	

Επιπλέον,	 αφού	 το	 γινόµενο	Hadamard	 δύο	πινάκων	 συνδιακυµάνσης	 είναι	 και	 αυτό	
ένας	 πίνακας	 συνδιακύµανσης,	 µπορούµε	 να	 καταλήξουµε	 στο	 συµπέρασµα	 ότι	 το	
γινόµενο	Hadamard	 δύο	 πινάκων	 συνδιακυµάνσης	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένο.	 Εφόσον		
κάθε	θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας	είναι	ο	πίνακας	συνδιακυµάνσεων	ενός	διανύσµατος	
Γκαουσιανών	 τυχαίων	 µεταβλητών,	 αυτές	 οι	 παρατηρήσεις	 δίνουν	 µια	
πιθανοθεωρητική	απόδειξη	του	θεωρήµατος	για	το	γινόµενο	Schur.		
	
1.5.	Μερικές	βασικές	παρατηρήσεις					
	
Στην	 ενότητα	 αυτή	 θα	 παρουσιάσουµε	 κάποιες	 βασικές	 έννοιες	 από	 την	 άλγεβρα	 οι	
οποίες	 είναι	 πολύ	 χρήσιµες	 για	 το	 γινόµενο	 Hadamard.	 Σε	 αντίθεση	 µε	 τον	 συνήθη	
πολλαπλασιασµό	 πινάκων,	 στο	 γινόµενο	 πινάκων	 κατά	 Hadamard	 ισχύει	 η	
αντιµεταθετική	ιδιότητα.	
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Ορισµός	 1.5.1.	 Έστω	Α�×¡ 	ένας	 πίνακας	 διαστάσεων	m × n	και	 	Β$×% 		 ένας	 πίνακας	
διαστάσεων	p × q.	Τότε	το	γινόµενο	Kronecker	A⨂B	είναι	ένας	C$�×%¡	πίνακας,	τέτοιος	
ώστε		
	

							A⨂B='
ayyB ⋯ ay¡B
⋮ ⋱ ⋮

a�yB ⋯ a�¡B
(		

	

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ayybyy ayyby© ⋯
ayyb©y ayyb©© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

ayyby% ⋯ ay¡byy
ayyb©% ⋯ ay¡b©y
⋮ ⋱ ⋮

ay¡by© ⋯ ay¡by%
ay¡b©© ⋯ ay¡b©%
⋮ ⋱ ⋮

ayyb$y ayyb$© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

a�ybyy a�yby© ⋯

ayyb$% ⋯ ay¡b$y
⋮ ⋱ ⋮

a�yby% ⋯ a�¡byy

ay¡b$© ⋯ ay¡b$%
⋮ ⋱ ⋮

a�¡by© ⋯ a�¡by%
a�yb©y a�yb©© ⋯

⋮ ⋮ ⋱
a�yb$y a�yb$© ⋯

a�yb©% ⋯ a�¡b©y
⋮ ⋱ ⋮

a�yb$% ⋯ a�¡b$y

a�¡b©© ⋯ a�¡b©%
⋮ ⋱ ⋮

a�¡b$© ⋯ a�¡b$%⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.	

	
							
	Λήµµα	1.5.2.	Έστω	Α�×¡	,		B�×¡	δύο	πίνακες	m	γραµµών	και	n	στηλών.	Τότε,	ισχύει	ότι	

	

A ∘ B=(	A⨂B	)(α,β),	
	

	όπου	α={1,m+2,2m+3,….,m©}	και	β={1,n+2,2n+3,….,n©}.	
	
Λήµµα	1.5.3.	Το	γινόµενο	Hadamard	είναι	ένας	υποπίνακας	του	γινοµένου	Kronecker.	
	
Απόδειξη:	 Έστω	 Α�×¡ 	ένας	 πίνακας	 διαστάσεων	 m × n 	και	 Β$×% 	ένας	 πίνακας	

διαστάσεων	p × q. 	Τότε	 το	 γινόµενο	 Kronecker	 A⨂B= '
ayyB ⋯ ay¡B
⋮ ⋱ ⋮

a�yB ⋯ a�¡B
( 	είναι	 ένας	

πίνακας	mp	γραµµών	και	nq	στηλών.	Κάθε	στοιχείο	του	πίνακα	Α	πολλαπλασιάζεται	µε	
όλα	τα	στοιχεία	του	πίνακα	Β,	άρα	τα	στοιχεία	a¤¥b¤¥	σίγουρα	αποτελούν	στοιχεία	του	
A⨂B.	Όµως			
	

Α	∘ Β=	[a¤¥][b¤¥],	
	

Άρα	ο	Α	∘ Β	είναι	υποπίνακας	του	A⨂B.																																																																																																										□	
	
Λήµµα	1.5.4.	Έστω	Α�×¡,	B�×¡	δύο	πίνακες	διαστάσεων	m×n	και	D�×�,	E¡×¡	δύο		
διαγώνιοι	πίνακες	(ο	D	m	γραµµών	και	m	στηλών	και	ο	E	n	γραµµών	και	n	στηλών).	
Τότε	
	

D(A ∘ B)E=	(DAE)∘B=(DA)∘(BE)=(AE)∘(DB)=A∘(DBE).	
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Απόδειξη:	 Έστω	 λοιπόν	 Α=[ a¤¥ ],	 B=[ b¤¥ ],	 D=diag( dyy , 	d©©, … , d�� )	 και	
Ε=diag(eyy,	e©©, … , e¡¡).	Τότε		
	
								(D(A ∘ B)E)¤¥	=	

							=diag(dyy,	d©©, … , d��)∙ ¨

ayybyy ay©by©
a©yb©y a©©b©©

⋯ ay¡by¡
⋯ a©¡b©¡

⋮ ⋮
a�yb�y a�©b�©

⋱ ⋮
⋯ a�¡b�¡

 ∙	diag(eyy,	e©©, … , e¡¡)	

								

						=¨

dyyayybyy dyyay©by©
d©©a©yb©y d©©a©©b©©

⋯ dyyay¡by¡
⋯ d©©a©¡b©¡

⋮ ⋮
d��a�yb�y d��a�©b�©

⋱ ⋮
⋯ d��a�¡b�¡

 ∙	diag(eyy,	e©©, … , e¡¡)	

								

						=¨

dyyayybyyeyy dyyay©by©e©©
d©©a©yb©yeyy d©©a©©b©©e©©

⋯ dyyay¡by¡e¡¡
⋯ d©©a©¡b©¡e¡¡

⋮ ⋮
d��a�yb�yeyy d��a�©b�©e©©

⋱ ⋮
⋯ d��a�¡b�¡e¡¡

	

					
						=(d¤¤a¤¥b¤¥e¥¥)	=	(d¤¤a¤¥e¥¥b¤¥).	

	
		Οπότε	θα	έχουµε:				

								(d¤¤a¤¥e¥¥b¤¥) =(diag(dyy,	d©©, … , d��)∙ 	à

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a�y a�©

⋱ ⋮
⋯ a�¡

á ∙		

								∙	diag(eyy,	e©©, … , e¡¡))∙ 	b¤¥	
										

					=(DAE)¤¥b¤¥=(DAE)∘B.	
	

							(d¤¤a¤¥e¥¥b¤¥) = 	

⎝

⎛diag(d11, d22, … , dmm) ∙ à

a11 a12
a21 a22

⋯ a1n
⋯ a2n

⋮ ⋮
am1 am2

⋱ ⋮
⋯ amn

á

⎠

⎞

ij

∙		

																															∙ 		

⎝

⎜
⎛
diag(e11, e22, … , enn) ∙ ¨

b11 b12
b21 b22

⋯ b1n
⋯ b2n

⋮ ⋮
bm1 bm2

⋱ ⋮
⋯ bmn



⎠

⎟
⎞

ij

			

	

																															=	(DA)¤¥ ∙ (EΒ)¤¥ = (DA)¤¥ ∙ (BE)¤¥=(DA)∘(BE).	
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								(d¤¤a¤¥e¥¥b¤¥) =diag(dyy,	d©©, … , d��)	∙ à

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a�y a�©

⋱ ⋮
⋯ a�¡

á ∙	diag(eyy,	e©©, … , e¡¡)											

																																			∙ 	¨

byy by©
b©y b©©

⋯ by¡
⋯ b©¡

⋮ ⋮
b�y b�©

⋱ ⋮
⋯ b�¡

	

																															=d¤¤(AE)¤¥b¤¥=d¤¤b¤¥(AE)¤¥=(DB)¤¥(AE)¤¥=(AE)¤¥(DB)¤¥	
																															=(AE)∘(DB).																																																
	
								(d¤¤a¤¥e¥¥b¤¥) =	(a¤¥d¤¤e¥¥b¤¥) =	(a¤¥d¤¤b¤¥e¥¥)	

				= à

a11 a12
a21 a22

⋯ a1n
⋯ a2n

⋮ ⋮
am1 am2

⋱ ⋮
⋯ amn

á ∙ ¨diag(d11, d22, … , dmm) ∙

								¨

b11 b12
b21 b22

⋯ b1n
⋯ b2n

⋮ ⋮
bm1 bm2

⋱ ⋮
⋯ bmn

 ∙ diag(eyy, e©©, … , e¡¡)

ij

																		

			= A ∙	(DBE)¤¥=A∘(DBE).																							 					 	 	 	 			□	
	
Για	τις	επόµενες	παρατηρήσεις	µας	και	γενικά	σε	αυτό	το	κεφάλαιο,	θα		συµβολίσουµε	
µε	 diag(x)	 το	 διαγώνιο	 πίνακα	 του	 οποίου	 τα	 στοιχεία	 της	 διαγωνίου	 θα	 είναι	 το	
διάνυσµα	x	∈	ℂ¡,	από	τον	πίνακα	D/.	Επιπλέον	D/ ∙ e=x,	στον	οποίον	µε	e	συµβολίζουµε	
το	 διάνυσµα	 [1,1, … ,1]µ .	 Οι	 δύο	 παρατηρήσεις	 που	 θα	 συναντήσουµε	 παρακάτω	
αναφέρονται	 σε	 κάποιες	 επιπλέον	 σχέσεις	 ανάµεσα	 στο	 γινόµενο	 Hadamard	 και	 το	
κλασικό	γινόµενο	πινάκων	κάτω	από	ορισµένες	προϋποθέσεις.	
	
Λήµµα	 1.5.5.	 Έστω	Α�×¡ 	,	 B�×¡ 	δύο	 πίνακες	 διαστάσεων	 m×n	 (m	 γραµµών	 και	 n	
στηλών)	και	x=[x¥]	 	 ένα	διάνυσµα	στο	ℂ¡.	Τότε	το	 i-οστό	στοιχείο	της	διαγωνίου	του	
πίνακα	AD/B{	συµπίπτει	µε	το	i-οστό	στοιχείο	του	διανύσµατος	(Α∘Β)x	,	i=1,…,m.	
	
Απόδειξη:	Έστω	λοιπόν	Α=[a¤¥],	B=[b¤¥],	και	x=[x¥]	και	D/=diag[xy, x©, ⋯ , x¡]		µε	
i=1,…,m	και	j=1,…,n.	Τότε	ο	πίνακας	AD/B{	είναι:	
	

							(AD/B{)=	à

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a�y a�©

⋱ ⋮
⋯ a�¡

á ∙ ¨

xy 0
0 x©

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ x¡

 ∙ ¨

byy b©y
by© b©©

⋯ b�y
⋯ b�©

⋮ ⋮
by¡ b©¡

⋱ ⋮
⋯ b�¡

	

																							=	à

ayyxy ay©x©
a©yxy a©©x©

⋯ ay¡x¡
⋯ a©¡x¡

⋮ ⋮
a�yxy a�©x©

⋱ ⋮
⋯ a�¡x¡

á ∙ ¨

byy b©y
by© b©©

⋯ b�y
⋯ b�©

⋮ ⋮
by¡ b©¡

⋱ ⋮
⋯ b�¡
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=

¨

ayybyyxy + ay©by©x© + ⋯+ ay¡by¡x¡ ⋯
a©ybyyxy + a©©by©x© + ⋯+ a©¡by¡x¡ ⋯

⋯ ayyb�yxy + ay©b�©x© + ⋯+ ay¡b�¡x¡
⋯ a©yb�yxy + a©©b�©x© + ⋯+ a©¡b�¡x¡

⋮ ⋮
a�ybyyxy + a�©by©x© + ⋯+ a�¡by¡x¡ ⋯

⋱ ⋮
⋯ a�yb�yxy + a�©b�©x© + ⋯+ a�¡b�¡x¡

	

	
Όµως,	
	

[(A∘B)x]=	¨

ayybyy ay©by©
a©yb©y a©©b©©

⋯ ay¡by¡
⋯ a©¡b©¡

⋮ ⋮
a�yb�y a�©b�©

⋱ ⋮
⋯ a�¡b�¡

à

xy
x©
⋮
x¡

á	

																																																			=	¨

ayybyyxy + ay©by©x© + ⋯+ ay¡by¡x¡
a©yb©yxy + a©©b©©x© + ⋯+ a©¡b©¡x¡

⋮
a�yb�yxy + a�©b�©x© + ⋯+ a�¡b�¡x¡

.	

	
Άρα	τα	i-στοιχεία	της	διαγωνίου	του	πίνακα	(AD/B{)	ταυτίζονται	µε	τα	i-στοιχεία	του	
διανύσµατος	(A∘B)x.																																																																																																																															□	

	
Λήµµα	1.5.6.	Έστω	Α¡×�	,	B¡×�,	C¡×�,	τρεις	πίνακες	διαστάσεων	n×m	(n	γραµµών	και	
m	στηλών).	Το	 i-οστό	στοιχείο	της	διαγωνίου	του	πίνακα	(Α∘Β)C{	συµπίπτει	µε	το	 i-
οστό	στοιχείο	του	πίνακα	(Α∘C)B{		∀	i=1,2,...,n.	
	
	Απόδειξη:	Έστω	Α=[a¤¥],	B=[b¤¥]	και	C=[c¤¥].	Tότε,	
	

((Α ∘ Β)C{)¤¤=∑ (a¡
¥¾y ¤¥

b¤¥)c¤¥=	∑ a¡
¥¾y ¤¥

b¤¥c¤¥		

και	
((Α ∘ C)B{)¤¤=∑ (a¡

¥¾y ¤¥
c¤¥)b¤¥=	∑ a¡

¥¾y ¤¥
c¤¥b¤¥.																																										□	

	
Λήµµα	1.5.7.	Για	κάθε		Α�×¡	,	B�×¡	∈	M�×¡,	πίνακες	διαστάσεων	m×n	(m	γραµµών	και	
n	στηλών)	και	y	∈	ℂ�	και	x	∈	ℂ¡		διανύσµατα	στο	ℂ�	και	ℂ¡	αντίστοιχα,	έχουµε	ότι		
	

y∗(A ∘ B)x=tr(	D1∗AD/B{).	
	

Απόδειξη:	Έστω	λοιπόν	Α=[a¤¥],	B=[b¤¥],	και	x=[x¥],	y=[y¤]	µε	i=1,…,m		και	j=1,…,n.	
	

y∗(A ∘ B)x=(y¹y y¹© ⋯ y¹�) ∙ ¨

ayybyy ay©by©
a©yb©y a©©b©©

⋯ ay¡by¡
⋯ a©¡b©¡

⋮ ⋮
a�yb�y a�©b�©

		⋱ ⋮
		⋯ a�¡b�¡

 ∙ à

xy
x©
⋮
x¡

á	

															=(ayybyyy¹y + ⋯+a�yb�yy¹� 	 ⋯			 ay¡by¡y¹y + ⋯+ a�¡b�¡y¹�) ∙ ²
xy
⋮
x¡
³			
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=(ayybyyy¹yxy + ⋯+a�yb�yy¹�xy 	 ⋯						 ay¡by¡y¹yx¡ + ⋯+ a�¡b�¡y¹�x¡).	
	
Θα	υπολογίσουµε	τώρα	τον	πίνακα	D1∗AD/B{,	ο	οποίος	είναι	
	

D1∗AD/B{ = ¨

y¹y 0
0 y¹©

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ y¹�

 ∙ ¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a�y a�©

⋱ ⋮
⋯ a�¡

 ∙ ¨

xy 0
0 x©

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ x¡

	

	

														∙		¨

byy b©y
by© b©©

⋯ b�y
⋯ b�©

⋮ ⋮
by¡ b©¡

⋱ ⋮
⋯ b�¡

	

	

=	¨

y¹yayy y¹yay©
y¹©a©y y¹©a©©

⋯ y¹yay¡
⋯ y¹©a©¡

⋮ ⋮
y¹�a�y y¹�a�©

⋱ ⋮
⋯ y¹�a�¡

 ∙ ¨

xy 0
0 x©

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ x¡

 ∙ ¨

byy b©y
by© b©©

⋯ b�y
⋯ b�©

⋮ ⋮
by¡ b©¡

⋱ ⋮
⋯ b�¡

	

	

								=	²
y¹yayyxy ⋯ y¹yay¡x¡

⋮ ⋱ ⋮
y¹�a�yxy ⋯ y¹�a�¡x¡

³ ∙	²
byy ⋯ b�y
⋮ ⋱ ⋮
by¡ ⋯ b�¡

³	

	

								=		²
y¹yayyxybyy + ⋯+ y¹yay¡x¡by¡ ⋯ y¹yayyxyb�y + ⋯+ y¹yay¡x¡b�¡

⋮ ⋱ ⋮
y¹�a�yxybyy + ⋯+ y¹�a�¡x¡by¡ ⋯ y¹�a�yxyb�y + ⋯+y¹�a�¡x¡b�¡

³.	

	
Άρα,	
	

tr(D1∗AD/B{)=	y¹yayyxybyy + ⋯+ y¹yay¡x¡by¡	+	⋯	+y¹�a�yxyb�y + ⋯+y¹�a�¡x¡b�¡	
																														=y∗(A ∘ B)x.																																																																																																																			□	
																																																					

Η	 παρακάτω	 παρατήρηση	 δε	 σχετίζεται	 τόσο	 µε	 το	 γινόµενο	 Hadamard,	 αλλά	 είναι				
χρήσιµη	σε	υπολογισµούς		ανισοτήτων	που	περιλαµβάνουν	γινόµενα	Hadamard.	
	
	Λήµµα	1.5.8.	Υποθέτουµε	ότι	ο	Α	∈	M¡×¡	τετραγωνικός	πίνακας	διάστασης	n	είναι				
	θετικά	ορισµένος	και	έστω	ότι	Β	≡ Αxy.	Τότε	για	κάθε	

	

A=2
Ayy Ay©
Ay©∗ A©©

3			και			Β=2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3,	
	

όπου	Ayy,	Βyy	∈	M	»×»	,	ο	πίνακας		
	

Α	− 2Βyy
xy 0
0 0

3	=	2Αyy − Βyy
xy Αy©

Αy©∗ Α©©
3	

		
είναι	θετικά	ηµιορισµένος	και	έχει	βαθµό	n−k.	
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Απόδειξη:	To	Βyyxy	µπορεί	να	γραφεί	ως	ένα	συµπλήρωµα	Schur,	Βyyxy=	Ayy − 	Ay©A©©xyAy©∗ 	
(H.J.	Matrix	Analysis	(0.7.3)).	Τότε		έχουµε	ότι		

Α− 2Βyy
xy 0
0 0

3=2	Ay©A©©
xyAy©∗ 	 Αy©
Αy©∗ Α©©

3	=	'Ay©(A©©)
xÏ4

(A©©)
Ï
4

(	∙	'Ay©(A©©)
xÏ4

(A©©)
Ï
4

(
∗

	

και	 ο	 ισχυρισµός	 έπεται	 διότι	 ο	 τελευταίος	 πίνακας	 είναι	 βαθµού	 n-k	 και	 θετικά	

ηµιορισµένος.	 Εδώ	 (Α©©)
Ï
4 	η	 τετραγωνική	 ρίζα	 του	 µοναδικά	 θετικά	 ορισµένου	

ερµιτιανού	πίνακα	και	(Α©©)Î
Ï
4		ο	αντίστροφος	αυτού.																																																																																						□	

	
Θεώρηµα	1.5.9.	Έστω	οι	πίνακες	Α,	Β	∈	M	�×¡.	Τότε		

rank(A∘B)	£	(rank(A))∙(rank(B)).	

Απόδειξη:	Κάθε	πίνακας	βαθµού	r	µπορεί	να	γραφεί	ως	το	άθροισµα	r	πλήθους	πινάκων	
βαθµού	ένα,	όπου	ο	καθένας	παράγεται	από	ένα	εξωτερικό	γινόµενο	δύο	διανυσµάτων.	
Έτσι,	αν	ο	βαθµός	του	Α	είναι	ry	και	του	Β	είναι	r©,	έχουµε	ότι	

A=∑ x¤
5Ï
¤¾y y¤∗		και		B=∑ u¥

54
¥¾y v¥∗,	

όπου	x¤,	u¥ ∈	ℂ�	και	y¤,	v¥ ∈	ℂ¡	,	i=1,…,	ry	και	j=1,…,r©.	Τότε	

A∘B=∑ ∑ (x¤
54
¥¾y

5Ï
¤¾y ∘ u¥)(	y¤ ∘ v¥)∗,	

το	οποίο	µας	δείχνει	ότι	ο	πίνακας	A∘B	είναι	ένα	άθροισµα	από	το	πολύ		ry ∙ r©	πίνακες	
βαθµού	1.	Συνεπώς,	ο	βαθµός	του	A∘B	είναι	

rank(A∘B)	£	ry ∙ r©=	(rank(A))∙(rank(B)).																																									□	

Παρακάτω	παρουσιάζεται	 ένα	 γενικό	αποτέλεσµα,	 το	 οποίο	παρατηρήθηκε	από	 τους	
Ballantine	και	Styan.	
Παρατηρούµε	ότι	η	ισότητα	στη	παραπάνω	σχέση	ισχύει	όταν	οι	βαθµοί	των	πινάκων	Α	
και	Β	υπερβαίνουν	το	ένα.	Αν	m=n=p,	θα	πρέπει	παρόλα	αυτά	να	ισχύει	ότι	p≥4.	Για	
p=4,	για	παράδειγµα,			
	

αν		Α=à
1 1
1 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 1
1 1

á			και		Β=à
1 0
0 1

1 0
0 1

1 0
0 1

1 0
0 1

á,		τότε		Α	∘ Β = à
1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

á=Ι,		

και	 ο	 Α	∘ Β	έχει	 βαθµό	 4.	 Όµως	 οι	 πίνακες	 Α	 και	 Β	 έχουν	 βαθµό	 2	 (καθώς	 έχουν	 2	
γραµµικά	 ανεξάρτητες	 γραµµές	 ο	 καθένας),	 και	 συνεπώς	 παρατηρούµε	 ότι	 ισχύει	 η	
ισότητα.	
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1.6.	Ένα	θεώρηµα	για	το	γινόµενο	Schur.	
	

Στην	ενότητα	αυτή	θα	παρουσιάσουµε	και	θα	αποδείξουµε	ένα	θεώρηµα	για	το	γινόµενο	
Schur.	Το	θεώρηµα	αυτό	συνδέει	θετικά	ορισµένους	πίνακες	µε	το	γινόµενο	Hadamard	
κάτι	το	οποίο	είναι	αρκετά	σηµαντικό	όταν	θέλουµε	να	αναλύσουµε	ορίζουσες	πινάκων.	
Το	 γεγονός	 ότι	 ο	 υπόχωρος	 των	 θετικά	 ορισµένων	 (ή	 ηµιορισµένων)	 ερµιτιανών	
πινάκων	ενός	δεδοµένου	µεγέθους	είναι	κλειστός	υπό	τον	πολλαπλασιασµό	Hadamard	
είναι	θεµελιώδες	για	πολλούς	λόγους.	Ήταν	πιθανόν	το	πρώτο	σηµαντικό	αποτέλεσµα	
που	δηµοσιεύτηκε	για	το	γινόµενο	Hadamard,	και	πολλά	άλλα	από	τα	αποτελέσµατα	του	
προέκυψαν	ως	γενικεύσεις	αυτού.	Είναι	ένα	καλό	παράδειγµα	για	να	καταλάβουµε	ότι	
από	αλγεβρική	άποψη,	το	γινόµενο	Hadamard,	σε	συγκεκριµένες	περιπτώσεις	µπορεί	να	
είναι	ένα	πιο	“φυσικό”	γινόµενο	από	το	κλασικό	γινόµενο	όπως	το	ξέρουµε.	Να	σηµειωθεί	
ότι	αν	ένας	πίνακας	Α	είναι	θετικά	ηµιορισµένος	τότε	κάθε	ιδιοτιµή		του	είναι	θετική	και	
συνεπώς		
	

detA=∏ λ¤¡
¤¾y ≥ 0.	
	

	
Λήµµα	1.6.1.	Έστω	Α	∈		M¡×¡	ένας	 τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών	ο	
οποίος	είναι	θετικά	ηµιορισµένος	και	έχει	βαθµό	1.	Τότε	ο	Α	µπορεί	να	γραφτεί	
	

Α=x	x{,		όπου		x		είναι	ένα	διάνυσµα	του	ℂ¡.	
	
Απόδειξη:	Έστω	Α	∈		M¡×¡		ένας	πίνακας	βαθµού	1	ο	οποίος	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	
Αφού	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος	 τότε	 είναι	 ερµιτιανός,	 άρα	 και	 κανονικός,	 δηλαδή	
Α=UDU∗,	όπου	D=[λy, … , λ¡]	ένας	διαγώνιος	πίνακας	µε	στοιχεία	τις	ιδιοτιµές	του	Α	και	
U	ένας	ορθογώνιος	πίνακας	µε	στήλες	τα	ιδιοδιανύσµατα	του	Α.	Επιπλέον,	όπως	έχουµε	
αναφέρει,	αφού	ο	Α	είναι	θετικά	ηµιορισµένος	τότε	λ¤ > 0,	∀	i=1,…,n.	
Έστω	Χ∗={uy, … , u¡}	ο	 χώρος	 στηλών	 του	U	 και	Y∗={uy, … , u¡}	οι	 γραµµές	 του	U∗	(οι	
οποίες	είναι	οι	γραµµές	του	U{).	Ορίζουµε	Α» ≡ λ»u»u»{	και	βλέπουµε	ότι	Α=Αy +⋯+
Α¡.	Αφού	ο	Α	έχει	βαθµό	1,	τότε		
	

Α=Αy+Ο+⋯+ Ο = Αy = λyuyuy{.	
	

Επίσης,	λy > 0	και	συνεπώς	µπορούµε	να	ορίσουµε	x=7λyuy.	Έτσι	έχουµε	ότι		
	

x	x{ =(7λyuy)(7λyuy)µ=7λyuyuy{7λy=7λy7λyuyuy{=λyuyuy{ = Α.	
	

Συνεπώς,	κάθε	θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας	βαθµού	ένα	µπορεί	να	γραφεί	ως		
	

Α=	x	x{		µε		x	∈ ℂ¡.																																																																		□	
	

Λήµµα	1.6.2.	 	Έστω	Β	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών,	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος	και	έχει	βαθµό	r.	Τότε,	αν	B=By + B©+⋯+ B5,	 	 ισχύει	ότι	οι	
πίνακες	By, B©,… , B5	είναι	επίσης	θετικά	ηµιορισµένοι.	
	
Απόδειξη:	 Έστω	 	 Β ∈ 	 M¡×¡ 		 ένας	 θετικά	 ηµιορισµένος	 πίνακας	 βαθµού	 r	 µε	
αναπαράσταση	B=By + B©+⋯+ B5	,	όπου	By, B©,… , B5	είναι	πίνακες	βαθµού	ένα.	Όπως	
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είπαµε	και	παραπάνω,	αφού	ο	Β	 είναι	θετικά	ηµιορισµένος,	 τότε	 είναι	 ερµιτιανός	και	
συνεπώς	 ισχύει	Β=	UDU∗.	Άρα	θα	έχουµε	B» =	UD»U∗,	όπου	U	είναι	 ένας	ορθογώνιος	
πίνακας	και	D»	ένας	διαγώνιος	πίνακας	µε	στοιχεία	διαγωνίου	τις	ιδιοτιµές	λ»,	δηλαδή	
[D»]»» = λ» 	και	 [D»]¤¥ =0	 για	 i ≠ j 	µε	 λ» > 0 	(αφού	 ο	 Β	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος).	
Εποµένως,	οι	πίνακες	D»		είναι	θετικά	ηµιορισµένοι	για	κάθε	k=1,…,r.	Επιπλέον,	
	

<B»x,x	>=<UD»U∗x,	x	>=<D»U∗x,	U∗x	>≥0,		για	κάθε	k=1,…,r	.		
	

Άρα,	οι		πίνακες	B»	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι	για	κάθε	k=1,…,r	.																																													□	
	
Λήµµα	1.6.3.	Έστω	Β	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών	ο	οποίος	έχει	
βαθµό	r.	Επιπλέον,	υποθέτουµε	ότι	οι	πίνακες	By, B©,… , B5	τάξης	ένα,	για	τους	οποίους	
ισχύει	 	 B=By + B©+⋯+ B5 ,	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένοι.	 Τότε	 και	 ο	 B	 θα	 είναι	 θετικά	
ηµιορισµένος.	
	
Απόδειξη:	Έστω	Β∈ 	M¡×¡		τέτοιος	ώστε		

B=By + B©+⋯+ B5	,	
µε	By, B©,… , B5		θετικά	ηµιορισµένους	πίνακες	βαθµού	ένα	και	x	∈ ℂ¡.	Τότε		
	

<Βx,	x>	=	<(By + B©+⋯+ B5)x,	x>	
																	=	<Byx + B©x+⋯+ B5x,	x>	
																	=	<Byx,	x>+⋯+< B5x, x >	

																																																																				≥	0.	
	
Εποµένως,	ο	Β	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.																																																																																								□	
	
Θεώρηµα	1.6.4.	(Θεώρηµα	για	το	γινόµενο	Schur)	Υποθέτουµε	ότι	Α,Β	∈ 	M¡×¡	είναι	δύο	
τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	στηλών	οι	οποίοι	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι.	Τότε	
ο	Α∘Β	είναι	επίσης	θετικά	ηµιορισµένος.	
	
Απόδειξη:	 Έστω	 Α,Β∈ 	M¡×¡ 	θετικά	 ηµιορισµένοι	 πίνακες.	 Υποθέτουµε	 ότι	 ο	 Β	 έχει	
µηδενικό	βαθµό,	το	οποίο	ισχύει	αν	και	µόνο	αν	Β=Ο	.	Αφού	Β=Ο	τότε	Α∘Β=Ο,	ο	οποίος	
είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος.	 Υποθέτουµε	 τώρα	 ότι	 ο	 Β	 είναι	 βαθµού	 1.	 Τότε	 από	 το	
παραπάνω	Λήµµα	1.6.1	ισχύει	ότι	Β=	x	x{	για	κάθε	x	∈ ℂ¡.	Οπότε	έχουµε	
	

[Α ∘ Β]¤¥=[a¤¥]	[b¤¥]=	[a¤¥][	x	x{] =	[a¤¥][x]¤[x{]¥=[x]¤[a¤¥]	[x{]¥=[D/AD/]¤¥,	
	
όπου	 D/ 	είναι	 ένας	 διαγώνιος	 πίνακας	 µε	 στοιχεία	 διαγωνίου	 τα	 στοιχεία	 του	
διανύσµατος	x.	
Αφού	 ο	 Α	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος,	 τότε	 και	 ο	D/AD/ 	θα	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος,	
καθώς	αν	v	∈ ℂ¡	ένα	διάνυσµα,	τότε		

<D/AD/v,	v>	=	<	AD/v, (D/∗)v >	=	<	AD/v, D/v >	=	<	A(D/v), (D/v) >	≥ 0.	
	

Τέλος,	υποθέτουµε	ότι	ο	Β	έχει	βαθµό	r,	µε	1<r≤n	.	Τότε	από	το	Λήµµα	1.6.2		ισχύει	ότι	
	

Β = By + B©+⋯+ B5,				
	

όπου	οι	B¤,	i=1,…,r,	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι.	Τότε	
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Α∘Β=Α	∘ (By + B©+⋯+ B5)=Α∘ By+	Α∘ B©+⋯+ Α ∘ B5,	
	
όπου	ο	Α∘ B¤	θετικά	ηµιορισµένος	για	κάθε	i,	και	συνεπώς,	και	το	άθροισµα	τους	είναι	
θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας.	Άρα	για	κάθε	δύο	πίνακες	Α,Β	θετικά	ηµιορισµένους,	ισχύει	
ότι	και	ο	Α∘Β	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.																																																																																											□	
	
Η	ευρύτερη	έννοια	των	παραπάνω	δίνεται	από	το	θεώρηµα	που	ακολουθεί.	Σηµειώνεται	
ότι	το	γινόµενο	Hadamard	δύο	ερµιτιανών	πινάκων,	είναι	ένας	ερµιτιανός	πίνακας	και	
ένας	θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας	είναι	σίγουρα	ερµιτιανός.	
	
Θεώρηµα	1.6.5.	Αν	Α,	Β	∈	M	¡×¡	δύο	πίνακες	διαστάσεων	n×n	θετικά	ηµιορισµένοι,	τότε	
και	ο	A∘B	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Αν	επιπλέον,	ο	Β	είναι	θετικά	ορισµένος	και	ο	Α	δεν	
έχει	διαγώνιο	στοιχείο	ίσο	µε	το	0,	τότε	ο		πίνακας	A∘B	είναι	θετικά	ορισµένος.	
Πιο		συγκεκριµένα,	αν	και	οι	δύο	πίνακες	είναι	θετικά	ορισµένοι,	τότε	και	ο	A∘B	θα	είναι	
θετικά	ορισµένος.	
	

Απόδειξη:	Χρησιµοποιώντας	τη	δεύτερη	υπόθεση	και	το	Λήµµα	1.5.7	προκύπτει	ότι:	
	

x∗(A ∘ B)x	=	tr(	D/∗ 	AD/B{	),			∀	x		διάνυσµα	στο	ℂ¡.																									(1)			
	

Από	γνωστό	θεώρηµα	έχουµε	ότι	το	πλήθος	των	αρνητικών	και	θετικών	ιδιοτιµών	του	
γινοµένου	 ενός	 ερµιτιανού	 και	 ενός	 θετικά	 ορισµένου	 πίνακα	 είναι	 το	 ίδιο	 µε	 το	
αντίστοιχο	πλήθος	των	αρνητικών	και	θετικών	ιδιοτιµών	του	ερµιτιανού	πίνακα.	
Για	κάθε	x	∈	ℂ¡,	ο	πίνακας	D/∗ 	AD/	είναι	θετικά	ηµιορισµένος	και,	αν	επιπλέον		x	≠ 0	και	
ο	Α	δεν	έχει	κανένα	µηδενικό	στοιχείο	στη	διαγώνιο,	τότε	D/∗ 	AD/ ≠0	και	ως	εκ	τούτου	
έχει	τουλάχιστον	µια	θετική	ιδιοτιµή.		
Αν	ο	πίνακας	Β	είναι	θετικά	ορισµένος,	τότε	θα	ισχύει	το	ίδιο	και	για	τον	Βµ.	Επιπλέον,	
αν	οι	 ιδιοτιµές	του	πίνακα	(	D/∗ 	AD/)B{		 είναι	µη	αρνητικές	και	τουλάχιστον	µία	είναι	
θετική,	προκύπτει	ότι		

tr(	D/∗ 	AD/B{	)	>0.												

Από	τη	σχέση	(1)	µπορούµε	να	καταλήξουµε	στο	συµπέρασµα	ότι	ο	πίνακας		A ∘ B	είναι	
θετικά	ορισµένος.		
O	 πρώτoς	 ισχυρισµός	 τώρα	 έπεται	 εφαρµόζοντας	 τον	 δεύτερο	 στο	 Α8 ≡ 	Α+εΙ	 και	
Β8 ≡Β+εΙ,		∀	ε>0,	και	παίρνωντας	το	όριο	ε→0.	Ο	τελευταίος	ισχυρισµός	προκύπτει	από	
την	παρατήρηση	ότι	αν	ο	πίνακας	Α=[α¤¥]	είναι	θετικά	ορισµένος,	τότε		

e¤∗Ae¤=	α¤¤ >0,			∀	i=1,...,n.																																																										□	

Η	απόδειξη	του	παραπάνω	θεωρήµατος	µας	δείχνει	ότι	υπάρχει	µια	σύνδεση	µεταξύ	του	
συνήθους	γινοµένου	και	του	γινοµένου	Hadamard.	
Το	Θεώρηµα	1.6.5	παρουσίασε	την	κλειστότητα	του	χώρου	των	θετικά	και	ηµιθετικά	
ορισµένων	πινάκων	εφοδιασµένου	µε	το	γινόµενο	Hadamard.	Τo	1963	επεκτάθηκε		από	
τον	Majindar,	ο	οποίος	έδειξε	ότι	κάθε	θετικά	ορισµένος	πίνακας	µπορεί	να	εκφραστεί	
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ως	ένα	γινόµενο	Hadamard	δύο	θετικά	ορισµένων	πινάκων,	όχι	απαραίτητα	µε	µοναδικό	
τρόπο.	 Αν	 οι	 πίνακες	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένοι	 και	 έχουν	 µηδενική	 ορίζουσα,	 το	
αποτέλεσµα	προκύπτει	άµεσα	χρησιµοποιώντας	τον	πίνακα	ee{	ως	ένα	παράγοντα	του	
γινοµένου.	
	
Θεώρηµα	1.6.6.	Ένας	συµµετρικός	πίνακας	είναι	θετικά	ορισµένος	αν	και	µόνο	αν	µπορεί	
να	γραφεί	ως	γινόµενο	Hadamard	δύο	θετικά	ορισµένων	πινάκων.	
	
Απόδειξη	:" ⟸ "		Από	το	Θεώρηµα	1.6.5,	αν	Α¡×¡	και	Β¡×¡	είναι	θετικά	ορισµένοι,	τότε	ο	
Α	∘ Β	είναι	θετικά	ορισµένος.	

" ⟹ "	Κάθε	θετικά	ορισµένος	πίνακας	C=²
cyy ⋯ cy¡
⋮ ⋱ ⋮
c¡y ⋯ c¡¡

³	γράφεται	

	

																																				C=²
cyy ⋯ cy¡
⋮ ⋱ ⋮
c¡y ⋯ c¡¡

³	

	

																																						=²
cyy/(1 + εyy) ⋯ cy¡/(1 + εy¡)

⋮ ⋱ ⋮
c¡y/(1 + ε¡y) ⋯ c¡¡/(1 + ε¡¡)

³ ∘ ²
1 + εyy ⋯ 1 + εy¡

⋮ ⋱ ⋮
1 + ε¡y ⋯ 1 + ε¡¡

³,									

	
για	κατάλληλη	επιλογή	των	παραµέτρων		εyy, εy©, … , ε¡¡																																																									□	
	
	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	2.		
	
2.1.	Ίχνη	σε	γινόµενα	πινάκων	κατά	Hadamard	και	Kronecker	
	
Λήµµα	2.1.1.		Έστω		Α∈	M¡×¡		και		B∈	M�×�		τετραγωνικοί		πίνακες		n		γραµµών		και		n	
στηλών	και	m	γραµµών	και	m	στηλών	αντίστοιχα.	Τότε	
	

tr(A⨂B)=	tr(B⨂A)=tr(A)∙tr(B).	
	

Απόδειξη:	Κάνοντας	υπολογισµούς	έχουµε	
	

A⨂B=ö

ayyB ay©B
a©yB a©©B

⋯ ay¡B
⋯ a©¡B

⋮ ⋮
a¡yB a¡©B

⋱ ⋮
⋯ a¡¡B

÷	
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ayybyy ayyby© ⋯
ayyb©y ayyb©© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

ayyby� ⋯ ay¡byy
ayyb©� ⋯ ay¡b©y

⋮ ⋱ ⋮

ay¡by© ⋯ ay¡by�
ay¡b©© ⋯ ay¡b©�
⋮ ⋱ ⋮

ayyb�y ayyb�© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

a¡ybyy a¡yby© ⋯

ayyb�� ⋯ ay¡b�y
⋮ ⋱ ⋮

a¡yby� ⋯ a¡¡byy

ay¡b�© ⋯ ay¡b��
⋮ ⋱ ⋮

a¡¡by© ⋯ a¡¡by�
a¡yb©y a¡yb©© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

a¡yb�y a¡yb�© ⋯

a¡yb©� ⋯ a¡¡b©y
⋮ ⋱ ⋮

a¡yb�� ⋯ a¡¡b�y

a¡¡b©© ⋯ a¡¡b©�
⋮ ⋱ ⋮

a¡¡b�© ⋯ a¡¡b��⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.	

	
Άρα	για	το	ίχνος	του	A⨂B	προκύπτει:	

tr(A⨂B)=	ayybyy + ayyb©©+⋯ayyb�� +⋯+ a¡¡byy + a¡¡b©© + ⋯+ a¡¡b��.	
	
Τώρα	θα	υπολογίσουµε	το	B⨂A:	

	

B⨂A=ö

byyA by©A
b©yA b©©A

⋯ by�A
⋯ b©�A

⋮ ⋮
b�yA b�©A

⋱ ⋮
⋯ b��A

÷	

	

												=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
byyayy byyay© ⋯
byya©y byya©© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

byyay¡ ⋯ by�ayy
byya©¡ ⋯ by�a©y
⋮ ⋱ ⋮

by�ay© ⋯ by�ay¡
by�a©© ⋯ by�a©¡

⋮ ⋱ ⋮
byya¡y byya¡© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

b�yayy b�yay© ⋯

byya¡¡ ⋯ by�a¡y
⋮ ⋱ ⋮

b�yay¡ ⋯ b��ayy

by�a¡© ⋯ by�a¡¡
⋮ ⋱ ⋮

b��ay© ⋯ b��ay¡
b�ya©y b�ya©© ⋯

⋮ ⋮ ⋱
b�ya¡y b�ya¡© ⋯

b�ya©¡ ⋯ b��a©y
⋮ ⋱ ⋮

b�ya¡¡ ⋯ b��a¡y

b��a©© ⋯ b��a©¡
⋮ ⋱ ⋮

b��a¡© ⋯ b��a¡¡⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.	

Εποµένως,	

tr(B⨂A)=	byyayy + byya©© + ⋯+ byya¡¡ + ⋯+ b��ayy + b��a©© + ⋯+ b��a¡¡.	

Υπολογίζουµε	τώρα	και	τα	ίχνη	των	πινάκων	A,B:	

A=¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a¡y a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

		και		Β=¨

byy by©
b©y b©©

⋯ by�
⋯ b©�

⋮ ⋮
b�y b�©

⋱ ⋮
⋯ b��

	,	

οπότε	

tr(A)=	ayy + a©© + ⋯+ a¡¡		και		tr(B)=	byy + b©© + ⋯+ b��.	
Άρα	το	γινόµενο	τους	είναι:	

						tr(A) ∙ tr(B)= 	ayybyy + ayyb©© + ⋯+ ayyb�� + a©©byy + a©©b©© +⋯+ a©©b�� +⋯+
						+a¡¡byy+a¡¡b©© + ⋯+ a¡¡b��.	

Εποµένως,	

tr(A⨂B)=	tr(B⨂A)=tr(A)∙tr(B).																																																□	
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Θεώρηµα		2.1.2.		Έστω		Α,Β	∈	M¡×¡		τετραγωνικοί		πίνακες		µε		n		γραµµές		και		n		στήλες		
τέτοιοι	ώστε	Α=[a¤¥]		και		B=[b¤¥].	Τότε	ισχύει	
	
(1) tr(A⨂B)=n∙	tr(A∘B)-∑ ∑ (¡

¥¾¤Ây
¡xy
¤¾y a¤¤ − a¥¥)	∙	(b¤¤ − b¥¥),	

(2) tr(A∘B)≤tr((ÌÂ;
©
)	∘ (ÌÂ;

©
)).	

Απόδειξη:	(1)	Αν	Α,Β	∈	M¡×¡,	τότε	το	γινόµενο	Kronecker	τους	A⨂B	είναι:	

A⨂B=ö

ayyB ay©B
a©yB a©©B

⋯ ay¡B
⋯ a©¡B

⋮ ⋮
a¡yB a¡©B

⋱ ⋮
⋯ a¡¡B

÷	

								=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ayybyy ayyby© ⋯
ayyb©y ayyb©© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

ayyby¡ ⋯ ay¡byy
ayyb©¡ ⋯ ay¡b©y
⋮ ⋱ ⋮

ay¡by© ⋯ ay¡by¡
ay¡b©© ⋯ ay¡b©¡
⋮ ⋱ ⋮

ayyb¡y ayyb¡© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

a¡ybyy a¡yby© ⋯

ayyb¡¡ ⋯ ay¡b¡y
⋮ ⋱ ⋮

a¡yby¡ ⋯ a¡¡byy

ay¡b¡© ⋯ ay¡b¡¡
⋮ ⋱ ⋮

a¡¡by© ⋯ a¡¡by¡
a¡yb©y a¡yb©© ⋯
⋮ ⋮ ⋱

a¡yb¡y a¡yb¡© ⋯

a¡yb©¡ ⋯ a¡¡b©y
⋮ ⋱ ⋮

a¡yb¡¡ ⋯ a¡¡b¡y

a¡¡b©© ⋯ a¡¡b©¡
⋮ ⋱ ⋮

a¡¡b¡© ⋯ a¡¡b¡¡⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.	

Άρα,	

tr(A⨂B)=	ayybyy + ayyb©©+⋯+ayyb¡¡ + ⋯+ a¡¡byy + a¡¡b©© + ⋯+ a¡¡b¡¡.	

Επίσης,		

A∘B=¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a¡y a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

	∙		¨

byy by©
b©y b©©

⋯ by¡
⋯ b©¡

⋮ ⋮
b¡y b¡©

⋱ ⋮
⋯ b¡¡

=¨

ayybyy ay©by©
a©yb©y a©©b©©

⋯ ay¡by¡
⋯ a©¡b©¡

⋮ ⋮
a¡yb¡y a¡©b¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡b¡¡

						

και		

tr(A∘B)=	ayybyy + a©©b©© + ⋯a¡¡b¡¡.	

Άρα,	

tr(A⨂B)=	n∙	tr(A∘B)-∑ ∑ (¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y a¤¤ − a¥¥)	∙	(b¤¤ − b¥¥).	

(2)	Έχουµε	

(ÌÂ;
©
)	∘ (ÌÂ;

©
)=¨

(åÏÏÂ<ÏÏ)4

¿
⋯ (åÏ=Â<Ï=)4

¿
⋮ ⋱ ⋮

(å=ÏÂ<=Ï)4

¿
⋯ (å==Â<==)4

¿

.	

Άρα	tr((ÌÂ;
©
)∘ (ÌÂ;

©
))=	(åÏÏÂ<ÏÏ)

4

¿
+ ⋯+ (å==Â<==)4

¿
=°åÏÏÂ<ÏÏ

©
±
©
+⋯+ °å==Â<==

©
±
©
.	Οπότε	θα	

έχουµε	ότι	
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tr(A∘B)=	ayybyy + a©©b©© + ⋯+ a¡¡ ≤ (åÏÏÂ<ÏÏ
©

)©+⋯+ (å==Â<==
©

)©=	tr((ÌÂ;
©
)∘ (ÌÂ;

©
)).		□	

	
Πρόταση	2.1.3.		Έστω	Α∈	M¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες,	
του	οποίου	τα	στοιχεία	της	διαγωνίου	είναι	θετικοί	πραγµατικοί	αριθµοί.	Τότε,	
	

tr(A ∘ A ∘ A⋯∘ A)>????@????A
�

≤ (tr(A))�.	

	
Απόδειξη:		Έστω	Α∈	M¡×¡	τέτοιος	ώστε	Α=[a¤¥]		και		a¤¤	∈ ℝÂ.	Τότε,	από	τους	ορισµούς	
του	γινοµένου	Hadamard	και	του	ίχνους	πινάκων,	έχουµε	ότι		
	

(A ∘ A ∘ A ∘ ⋯∘ A)>?????@?????A
�

=îa¤¥ï ∙ îa¤¥ï⋯	[a¤¥]		>?????@?????A
�

	=	îa¤¥ï
�.	

			Άρα,	
tr(A ∘ A ∘ A⋯∘ A)>????@????A

�

=ayy� +a©©� +⋯+ a¡¡� ≤ (ayy + a©© + ⋯a¡¡)�=(tr(A))�.															□	

	
Πρόταση	 2.1.4.	 Έστω	 Α,Β	∈ 	M¡×¡ 	τετραγωνικοί	 πίνακες	 µε	 n	 γραµµές	 και	 n	 στήλες	

τέτοιοι	ώστε	Α=[a¤¥]		και		B=[b¤¥],	i=1,…,n		και	j=1,…,n.	Τότε	ισχύει	ότι	
	

n	∙tr(A ∘ A ∘ A⋯∘ A)>????@????A
¡

∘	(B ∘ B ∘ B⋯∘ B)>????@????A
¡

	

	

=∑ a¤¤¡¡
¤¾y ∑ b¤¤¡¡

¤¾y − ∑ ∑ (¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y a¤¤¡ − a¥¥¡)	∙	(b¤¤¡ − b¥¥¡).	

	
Απόδειξη:	Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡		τέτοιοι	ώστε	Α=[a¤¥]		και		B=[b¤¥]	για	i,j=1,…,n.	Τότε	έχουµε	
	

tr(A ∘ A ∘ A⋯∘ A)>????@????A
¡

⨂	(B ∘ B ∘ B⋯∘ B)>????@????A
¡

	=	
	

=n	∙tr(A ∘ A ∘ A⋯∘ A)	∘ (B ∘ B ∘ B⋯∘ B) − ∑ ∑ (¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y a¤¤¡ − a¥¥¡)	∙	(b¤¤¡ − b¥¥¡)	

	

=n∙ ∑ a¤¤¡¡
¤¾y ∑ b¤¤¡¡

¤¾y − ∑ ∑ (¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y a¤¤¡ − a¥¥¡)	∙	(b¤¤¡ − b¥¥¡),		

	
όπου	η	πρώτη	ισότητα	προκύπτει	από	το	Θεώρηµα	2.1.2	και	η	δεύτερη	από	το	ότι		
	

tr((A ∘ A ∘ A⋯∘ A)>????@????A
¡

=∑ a¤¤¡¡
¤¾y .																																																									□	

	
Πρόταση	2.1.5.	 	Έστω	 	Α∈	M¡×¡		ένας	 	τετραγωνικός	 	πίνακας	 	µε	 	n	 	γραµµές	 	και	 	n		

στήλες.		
Τότε	ισχύει	ότι	
	

tr(A⨂	A⨂	A⋯⨂	A)>?????@?????A
�

= (tr(A))�.	

	
Απόδειξη:	Αν	Α∈	M¡×¡,	τότε	

tr(A⨂	A⨂	A⋯⨂	A)>?????@?????A
�

=tr(A)	∙	tr(A⨂	A⨂	A⋯⨂	A)>?????@?????A
�xy

=⋯=tr(A) 	 ∙ ⋯ 	tr(A)>????@????A
�

=(tr(A))�,	
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όπου	οι	ισότητες	προκύπτουν	από	τη	χρήση	του	Λήµµατος	2.1.1.																																														□	
	
Παράδειγµα	 2.1.6.	 Έστω	 Α∈ 	M©×© 	τέτοιος	 ώστε	 Α=°

1 2
3 2± .	 Τότε	 µε	 υπολογισµούς	

παίρνουµε	

A ∘ A=°1 4
9 4±	

και	

A⨂	A⨂	A=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1		 2				 2		 4
3			 2				 6			 4

2		 4 		4			 8
6		 4 		12		 8

3		 		6
9		 	6

2	 		4
6	 		4

3 6
9
9
27

6
18
18

6 12
18
6
18

12
12
12

6 12	
18 12	

4 8
12 8

2 4
6
6
18

4
12
12

4 8
12
4
12

8
8
8⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	,	

όπου	tr(A)=3,	tr(A ∘ A) = 5 ≤ 3©,	άρα	η	Πρόταση	2.1.3	ισχύει.	Επίσης,	tr(A⨂	A⨂	A) =
27 = 3¶,	άρα	και	η	Πρόταση	2.1.5	ισχύει.	
	
Πρόταση	2.1.7.	 	Έστω	 	Α∈	M¡×¡		ένας	 	τετραγωνικός	 	πίνακας	 	µε	 	n	 	γραµµές	 	και	 	n		

στήλες.		
Τότε	ισχύει	ότι	

tr((A+AB) ∘	(A+AB))=4tr(A∘ A).	
	

Απόδειξη:	Έστω	Α∈	M¡×¡		τέτοιος	ώστε	Α=[a¤¥].	Τότε,	
	

(A+AB) ∘	(A+AB)	
	

=ö¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a¡y a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

 + ¨

ayy a©y
ay© a©©

⋯ a¡y
⋯ a¡©

⋮ ⋮
ay¡ a©¡

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

÷	

	

				∘ ö¨

ayy ay©
a©y a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ ⋮
a¡y a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

 + ¨

ayy a©y
ay© a©©

⋯ a¡y
⋯ a¡©

⋮ ⋮
ay¡ a©¡

⋱ ⋮
⋯ a¡¡

÷		

	

=¨

ayy + ayy ay© + a©y
a©y + ay© a©© + a©©

⋯ ay¡ + a¡y
⋯ a©¡ + a¡©

⋮ ⋮
a¡y + ay¡ a¡© + a©¡

⋱ ⋮
⋯ a¡¡ + a¡¡

 ∘ ¨

ayy + ayy ay© + a©y
a©y + ay© a©© + a©©

⋯ ay¡ + a¡y
⋯ a©¡ + a¡©

⋮ ⋮
a¡y + ay¡ a¡© + a©¡

⋱ ⋮
⋯ a¡¡ + a¡¡

	

	

=¨

(ayy + ayy)© (ay© + a©y)©

(a©y + ay©)© (a©© + a©©)©
⋯ (ay¡ + a¡y)©

⋯ (a©¡ + a¡©)©
⋮ ⋮

(a¡y + ay¡)© (a¡© + a©¡)©
⋱ ⋮
⋯ (a¡¡ + a¡¡)©

.	
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Όποτε	το	ίχνος	υπολογίζεται:	

tr((A+AB) ∘	(A+AB))=	(2ayy)©+(2a©©)©+⋯+ (2a¡¡)©=4ayy© +4a©©© +⋯+ 4a¡¡© 	
	

																																																					=4(ayy© +a©©© +⋯+ a¡¡© )=	4tr(A∘ A).																																																□	
	

Πρόταση	2.1.8.	Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡	δύο	τετραγωνικοί	πίνακες	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες.	
Τότε	ισχύει	ότι		

tr((A+B)	∘ (A − B)) = tr(A ∘ A) − tr(B ∘ B).	
	
Απόδειξη:	Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡	τέτοιοι	ώστε		Α=[a¤¥]	και	B=[b¤¥]	δύο	τυχαίοι	πίνακες.	Τότε,	

	
(A+B)	∘ (A − B)=	

	

=¨

ayy + byy ay© + by©
a©y + b©y a©© + b©©

⋯ ay¡ + by¡
⋯ a©¡ + b©¡

⋮ ⋮
a¡y + b¡y a¡© + b¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡ + b¡¡

 ∘ ¨

ayy − byy ay© − by©
a©y − b©y a©© − b©©

⋯ ay¡ − by¡
⋯ a©¡ − b©¡

⋮ ⋮
a¡y − b¡y a¡© − b¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡ − b¡¡

	

	

=¨

(ayy + byy)(ayy − byy) (ay© + by©)(ay© − by©)
(a©y + b©y)(a©y − b©y) (a©© + b©©)(a©© − b©©)

⋯ (ay¡ + by¡)(ay¡ − by¡)
⋯ (a©¡ + b©¡)(a©¡ − b©¡)

⋮ ⋮
(a¡y + b¡y)(a¡y − b¡y) (a¡© + b¡©)(a¡© − b¡©)

⋱ ⋮
⋯ (a¡¡ + b¡¡)(a¡¡ − b¡¡)

	

	

=¨

ayy© − byy© ay©© − by©©

a©y© − b©y© a©©© − b©©©
⋯ ay¡© − by¡©

⋯ a©¡© − b©¡©
⋮ ⋮

a¡y© − b¡y© a¡©© − b¡©©
⋱ ⋮
⋯ a¡¡© − b¡¡©

	

=¨

ayy© ay©©

a©y© a©©©
⋯ ay¡©

⋯ a©¡©
⋮ ⋮
a¡y© a¡©©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡©

 − ¨

byy© by©©

b©y© b©©©
⋯ by¡©

⋯ b©¡©
⋮ ⋮
b¡y© b¡©©

⋱ ⋮
⋯ b¡¡©

.	

	
Οπότε	προκύπτει	το	ζητούµενο.	Δηλαδή		
	

tr((A+B)	∘ (A − B)) = tr(A ∘ A) − tr(B ∘ B).																																								□	
	
Πρόταση	2.1.9.	Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡	τετραγωνικοί	πίνακες	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες.	Τότε	
ισχύει	ότι	

tr((A+B)	∘ (A + B)) = tr(A ∘ A) + 2tr(A ∘ B) + tr(B ∘ B).	
	

Απόδειξη	:		Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡	τέτοιοι	ώστε	:	
	
(A+B)	∘ (A + B) =	
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=¨

ayy + byy ay© + by©
a©y + b©y a©© + b©©

⋯ ay¡ + by¡
⋯ a©¡ + b©¡

⋮ ⋮
a¡y + b¡y a¡© + b¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡ + b¡¡

 ∘ ¨

ayy + byy ay© + by©
a©y + b©y a©© + b©©

⋯ ay¡ + by¡
⋯ a©¡ + b©¡

⋮ ⋮
a¡y + b¡y a¡© + b¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡ + b¡¡

	

	

=¨

(ayy + byy)© (ay© + by©)©

(a©y + b©y)© (a©© + b©©)©
⋯ (ay¡ + by¡)©

⋯ (a©¡ + b©¡)©
⋮ ⋮

(a¡y + b¡y)© (a¡© + b¡©)©
⋱ ⋮
⋯ (a¡¡ + b¡¡)©

	

=¨

ayy© + 2ayybyy + byy© ay©© + 2ay©by© + by©©

a©y© + 2a©yb©y + b©y© a©©© + 2a©©b©© + b©©©
⋯ ay¡© + 2ay¡by¡ + by¡©

⋯ a©¡© + 2a©¡b©¡ + b©¡©
⋮ ⋮

a¡y© + 2a¡yb¡y + b¡y© a¡©© + 2a¡©b¡© + b¡©©
⋱ ⋮
⋯ a¡¡© + 2a¡¡b¡¡ + b¡¡©

	

	

=¨

ayy© ay©©

a©y© a©©©
⋯ ay¡©

⋯ a©¡©
⋮ ⋮
a¡y© a¡©©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡©

 + 2¨

ayybyy ay©by©
a©yb©y a©©b©©

⋯ ay¡by¡
⋯ a©¡b©¡

⋮ ⋮
a¡yb¡y a¡©b¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡b¡¡

 + ¨

byy© by©©

b©y© b©©©
⋯ by¡©

⋯ b©¡©
⋮ ⋮
b¡y© b¡©©

⋱ ⋮
⋯ b¡¡©

	

	
Άρα,	

tr((A+B)	∘ (A + B)) = tr(A ∘ A) + 2tr(A ∘ B) + tr(B ∘ B).																																													□	
	

Πρόταση	2.1.10.	Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡		δύο	τετραγωνικοί	πίνακες	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες.	
Τότε	ισχύει	ότι	

tr((A + B)	⨂(A + B)⨂⋯⨂(A + B)>?????????@?????????A
»

)=∑ °ki±
»
¤¾y (tr(A))»x¤(tr(B))¤.	

	
Απόδειξη:	Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡	τέτοιοι	ώστε		Α=[a¤¥]	και	B=[b¤¥].	Τότε	
	

tr((A + B)	⨂(A + B)⨂⋯⨂(A + B)>?????????@?????????A
»

)=(tr(Α + B))»	

=(ayy + byy + a©© + b©© + ⋯+ a¡¡ + b¡¡)»	
	
=(∑ (¡¤ a¤¤ + b¤¤))»=(∑ a¤¤ + ∑ b¤¤¡

¤¾y
¡
¤¾y )»=(tr(A) + tr(B))»	

	
=∑ °ki±

»
¤¾y (tr(A))»x¤(tr(B))¤,	

	
όπου	για	την	πρώτη	ισότητα	χρησιµοποιήσαµε		την	Πρόταση	2.1.5	και	για	την	τελευταία	
το	διωνυµικό	ανάπτυγµα	του	Newton.																																																																																															□	
	
Σηµείωση:	Κάνοντας		χρήση	της	Πρότασης	2.1.3,	µπορούµε	να	δείξουµε	ότι	για	κάθε	A,B	
∈	M¡×¡	τετραγωνικούς	πίνακες		µε	θετική	διαγώνιο	ισχύει	ότι	
	

tr((A + B) 	∘ (A + B) ∘ ⋯ ∘ (A + B)>?????????@?????????A
¡

)≤ ∑ °ni ±
¡
¤¾y (tr(A))¡x¤(tr(B))¤.	

	
Πρόταση	2.1.11.		Έστω	Α,Β	∈	M¡×¡		τετραγωνικοί	πίνακες	µε	n	γραµµές	και	στήλες.	Τότε	
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(tr(A ∘ Β))© ≤ y
yD
tr((A + B) 	∘ (A + B) ∘ (A + B) ∘ (A + B)).	

Απόδειξη:	Αν	Α,Β	∈	M¡×¡,	τότε	

(tr(A ∘ Β))© ≤ Etr F°ÌÂ;
©
± ∘ °ÌÂ;

©
±GH

©

=Ftr °Ì
©
∘ Ì
©
± + 2tr °Ì

©
∘ ;
©
± + tr °;

©
∘ ;
©
±G

©
	

	

										=° y
(©)4

tr(A ∘ A) + 2 y
(©)4

tr(A ∘ B) + y
(©)4

tr(B ∘ B)±
©
	

	

										= y
yD
(tr(A ∘ A) + 2tr(A ∘ B) + tr(B ∘ B))©	

				
										= y

yD
(tr((A + B) 	∘ (A + B)))∙ (tr((A + B) 	∘ (A + B)))	

	

										= y
yD
	tr((A + B) 	∘ (A + B) ∘ (A + B) ∘ (A + B)).	

	
Για	 την	 ανισότητα	 χρησιµοποιήσαµε	 το	 Θεώρηµα	 2.1.2,	 ενώ	 για	 την	 πρώτη	 και	 την	
τέταρτη	ισότητα	την	Πρόταση	2.1.9.	Επίσης,	για	την	τρίτη	ισότητα	ισχύει	ότι	
	
tr(αA∘ βB) = αβayybyy + αβa©©b©© + ⋯+ αβa¡¡b¡¡	=	αβ∑ a¤¤b¤¤¡

¤¾y =αβtr(A∘ B).													□	
	

Θεώρηµα	2.1.12.		Έστω	A,B,C,D	∈	M¡×¡	τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	n	στηλών.	
Tότε	ισχύουν	τα	παρακάτω:	

(1)		(A⨂B) ∘ (C⨂D) = (A ∘ C)	⨂(B ∘ D).	

(2)		tr(A⨂(B ∘ C))=ntr(A∘ B ∘ C) − ∑ ∑ ëa¤¤ − a¥¥ì ∙ 	ëb¤¤c¤¤ − b¥¥c¥¥ì¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y .	

	
Απόδειξη:	 (1)Έστω	A,B,C,D	∈	M¡×¡	τέτοιοι	ώστε:	Α=[a¤¥],	B=[b¤¥],	 C=[c¤¥]	και	D=[d¤¥].	
Τότε,	κάνοντας	πράξεις	έχουµε	
	

(A⨂B) ∘ (C⨂D) =	

					= 	 ö

ayyB ay©B
a©yB a©©B

⋯ ay¡B
⋯ a©¡B

⋮ ⋮
a¡yB a¡©B

⋱ ⋮
⋯ a¡¡B

÷ ∘ ö

cyyD cy©D
c©yD c©©D

⋯ cy¡D
⋯ c©¡D

⋮ ⋮
c¡yD c¡©D

⋱ ⋮
⋯ c¡¡D

÷	

	

					=		ö

ayycyyB ∘ D ay©cy©B ∘ D
a©yc©yB ∘ D a©©c©©B ∘ D

⋯ ay¡cy¡B ∘ D
⋯ a©¡c©¡B ∘ D

⋮ ⋮
a¡yc¡yB ∘ D a¡©c¡©B ∘ D

⋱ ⋮
⋯ a¡¡c¡¡B ∘ D

÷	

						
					=		(A ∘ C)	⨂(B ∘ D)	

	

(2)	tr(A⨂(B ∘ C))=ntr(A∘ (B ∘ C))−	∑ ∑ (a¤¤ − a¥¥) 	 ∙ 	 (b¤¤c¤¤ − b¥¥c¥¥)¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y 	

=	ntr(A∘ B ∘ C)−	∑ ∑ (a¤¤ − a¥¥) 	 ∙ 	 (b¤¤c¤¤ − b¥¥c¥¥)¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y .	

	
Η	 πρώτη	 ισότητα	 προκύπτει	 από	 το	 Θεώρηµα	 2.1.2,	 ενώ	 η	 δεύτερη	 από	 το	 ότι	 το	
γινόµενο	Hadamard	ικανοποιεί	την	προσεταιριστική	ιδιότητα.																																																																□	
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Πρόταση	2.1.13.	Έστω	A,B,C,D	∈	M¡×¡	τετραγωνικοί	πίνακες	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες.	
Τότε,		
	

tr((A⨂B) ∘ (C⨂D)) = ntr(A ∘ B ∘ C ∘ D) − ∑ ∑ (a¤¤c¤¤ − a¥¥c¥¥) 	 ∙ 	 (b¤¤d¤¤ − b¥¥d¥¥)¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y .	

	
Πράγµατι,	από	το	Θεώρηµα	2.1.12,	µπορούµε	να	γράψουµε	ότι		
	

tr((A⨂B) ∘ (C⨂D)) =tr((A ∘ C)	⨂(B ∘ D)).	
	

	Τέλος,	από	το	Θεώρηµα	2.1.2,	προκύπτει	ότι,	
	

tr((A⨂B) ∘ (C⨂D)) =	
		= 	ntr(A ∘ B ∘ C ∘ D) −	∑ ∑ (a¤¤c¤¤ − a¥¥c¥¥) 	 ∙ 	 (b¤¤d¤¤ − b¥¥d¥¥)¡

¥¾¤Ây
¡xy
¤¾y .																										□											

 	

Παράδειγµα	2.1.14.	Έστω	Α=°1 −1
2 1 ±,		Β=°

2 −3
4 1 ±,		C=°

2 −1
1 3 ±		και	D=°

4 −2
3 −1±	.	

	
Τότε	υπολογίζουµε:	
	

A⨂B=à
2 −3
4 1

−2 3
−4 −1

4 −6
8 2

2 −3
4 1

á,		C⨂D = à
8 −4
6 −2

−4 2
−3 1

4 −2
3 −1

12 −6
9 −3

á,	

	
A ∘ C=°2 1

2 3±,		B ∘ D = ° 8 6
12 −1±	

	
και	
	

Α⨂(	B ∘ D)=à
8 6
12 −1

−8 −6
−12 1

16 12
24 −2

8 6
12 −1

á,		A ∘ B ∘ D=° 8 −6
24 −1±,	

	

(A⨂B) ∘(	C⨂D)=	à
16 12
24 −2

8 6
12 −1

16 12
24 −2

24 18
36 −3

á		και	(A ∘ C)	⨂(	B ∘ D) = 	à
16 12
24 −2

8 6
12 −1

16 12
24 −2

24 18
36 −3

á	.	

	
Άρα	προκύπτει	

(A⨂B) ∘(	C⨂D)=	(A ∘ C)	⨂(	B ∘ D).	
	

Επιπλέον	υπολογίζουµε	
	

		n∙tr(A ∘ B ∘ D)−	∑ ∑ (a¤¤ − a¥¥) 	 ∙ 	 (b¤¤d¤¤ − b¥¥d¥¥)¡
¥¾¤Ây

¡xy
¤¾y =	

	

=2∙7−∑ ∑ (a¤¤ − a¥¥) 	 ∙ 	 (b¤¤d¤¤ − b¥¥d¥¥)©
¥¾¤Ây

y
¤¾y =	

	
=14−(ayy − a©©) 	 ∙ 	 (byydyy − b©©d©©)	
=14−(1−1)(2∙ 4 − 1(−1)) = 14	
=	tr(Α⨂(	B ∘ D)).	

	
Εποµένως	επαληθεύτηκε	το	Θεώρηµα	2.1.12.																																																																																						
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Θεώρηµα	2.1.15.	Έστω	Α¤,	B¤	∈	M¡×¡	για	i=1,…,n	τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	
στηλών.	Τότε	

	
tr((Αy	⨂Α©⨂⋯⨂Α¡) ∘	(	By	⨂B©⨂⋯⨂B¡)) = ∏ tr(¡

¤¾y Α¤ ∘ B¤).	
	
Απόδειξη:	Έστω	Αy,	Α©,…,	Α¡	και	 	Βy,	Β©,…,	Β¡	∈	M¡×¡.	Θα	αποδείξουµε	το	θεώρηµα	µε	
µαθηµατική	επαγωγή.	Για	n=1:	tr(Αy ∘ By) =	tr(Αy ∘ By),	άρα	ισχύει.	Έστω	ότι	ισχύει	για	
n=k,	δηλαδή	
	

						tr((Αy	⨂Α©⨂⋯⨂Α») ∘	(	By	⨂B©⨂⋯⨂B»)) = ∏ tr(»
¤¾y Α¤ ∘ B¤).	

	
Θα	δείξουµε	ότι	ισχύει	για	n=k+1.	Πράγµατι,	
	

tr((Αy	⨂Α©⨂⋯⨂Α»⨂Α»Ây) ∘	(	By	⨂B©⨂⋯⨂B»⨂Β»Ây))	
=	tr(((Αy	⨂Α©⨂⋯⨂Α») ∘	(	By	⨂B©⨂⋯⨂B»))	⨂(Α»Ây ∘ Β»Ây))	
=	tr((Αy	⨂Α©⨂⋯⨂Α») ∘	(	By	⨂B©⨂⋯⨂B»)tr(Α»Ây ∘ Β»Ây)	
=∏ tr(»

¤¾y Α¤ ∘ B¤)	tr(Α»Ây ∘ Β»Ây)	
=	∏ tr(¡

¤¾y Α¤ ∘ B¤),	
	

όπου	η	πρώτη	ισότητα	προέκυψε	από	το	Θεώρηµα	2.1.12,	η	δεύτερη	από	το	Λήµµα	2.1.1	
και	η	τρίτη	από	το	δεύτερο	βήµα	της	επαγωγής.	
Άρα	ισχύει	για	k+1	και	συνεπώς	αποδείχθηκε	το	ζητούµενο.																																																				□	
	
Ορισµός	2.1.16.	Έστω	Χ	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	M¡×¡	µε	πραγµατικές	ιδιοτιµές.	Θα	
συµβολίζουµε	µε	λ�¤¡(Χ)	και	λ�å/(Χ)	την	ελάχιστη	και	τη	µέγιστη,	αντίστοιχα,	ιδιοτιµή	
του	πίνακα	Χ.	Το	γεγονός	ότι	το	γινόµενο	Hadamard	δύο	θετικά	ηµιορισµένων	πινάκων	
Α,Β	∈ M	¡×¡,	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες,	είναι	ένας	βασικός	υποπίνακας	ενός	γινοµένου	
Kronecker	A⨂B	οδηγεί	κάποιους	σε	σχετικά	ασθενή	συµπεράσµατα.	Εφόσον	οι	ιδιοτιµές	
του	πίνακα	A⨂B	είναι	τα	κατά	ζεύγη	γινόµενα	των	ιδιοτιµών	των	πινάκων	Α	και	Β,	οι	
µικρότερες	 και	 µεγαλύτερες	 ιδιοτιµές	 του	 θα	 είναι	 οι	 	 λ�¤¡ (Α) λ�¤¡ (Β)	 και	
	λ�å/ (Α) 	λ�å/ (Β),	 αντίστοιχα.	 Όµως,	 οι	 ιδιοτιµές	 κάθε	 βασικού	 υποπίνακα	 ενός	
ερµιτιανού	πίνακα	εντοπίζονται	µεταξύ	της	µικρότερης	και	της		µεγαλύτερης	ιδιοτιµής	
του,	το		οποίο	µας	δίνει	το	άνω	και	κάτω	φράγµα:	
	

λ�¤¡(A ∘ B)≥ 	 λ�¤¡(Α)	λ�¤¡(Β)			
και		

λ�å/(A ∘ B)≤	λ�å/(Α)	λ�å/(Β),	
	

όπου	Α,Β	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι	πίνακες	διαστάσεων	n × n.	
Αυτές	οι	εκτιµήσεις	µπορεί	να	είναι	πολύ	χρήσιµες,	παρόλα	αυτά	όχι	τόσο	απόλυτες.	Για	
παράδειγµα,	 αν	 ο	 πίνακας	 Α	 είναι	 ένας	 θετικά	 ορισµένος	 πίνακας	 και	 Β=J,	 δηλαδή	 ο	
πίνακας	που	έχει	παντού	τη	µονάδα	και	του	οποίου	µία	από	τις	ιδιοτιµές	του	είναι	το	0,	
από	το	παραπάνω	καταλήγουµε	στο	κάτω	φράγµα:	
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λ�¤¡(Α)=	λ�¤¡(Α∘ J)	≥ 	 λ�¤¡(Α)	λ�¤¡(J)=	λ�¤¡(Α)∙0=0.	
	

Επίσης,	αν	ο	Α	είναι	θετικά	ορισµένος	και	Β=Αxy,	προκύπτει	ότι:	
	

λ�¤¡(Α	∘ Αxy)	≥ 	λ�¤¡(Α)	λ�¤¡(Αxy)=	λ�¤¡(Α)/	λ�å/(Α).	
	

Εδώ	παρατηρούµε	ότι,	το	κάτω	φράγµα	που	βγάλαµε	δεν	είναι	και	τόσο	καλό,	καθώς	
όπως	θα	δούµε	ένα	κάτω	φράγµα	το	οποίο	είναι	καλύτερο	είναι	το	1.	
Να	σηµειώσουµε	ότι	αν	ο	Β	∈ M	¡×¡(ℂ)	είναι	ένας	ερµιτιανός	πίνακας,	τότε	Βµ=Β̧ ≠Β	αν	
και	µόνο	αν	ο	Β	έχει	τουλάχιστον	ένα	µη	πραγµατικό	στοιχείο.	
	
Θεώρηµα	2.1.17.	Έστω	Α	και	Β	πίνακες	n	γραµµών	και	n	στηλών	οι	οποίοι	είναι	θετικά	
ηµιορισµένοι.	Τότε		
	

ch¡(A)b�¤¡ ≤	ch¥(A ∘ B) ≤	chy(A)b�å/,	j=1,...,n,	
	
όπου	ch¥(∙)	είναι	η		j-οστή	µεγαλύτερη	ρίζα	της	χαρακτηριστικής	εξίσωσης	(δηλαδή,	η	j-
οστή	µεγαλύτερη	ιδιοτιµή	του	πίνακα,	που	εδώ	απλά	συµβολίζουµε	διαφορετικά	προς	
αποφυγή	 σύγχυσης	 µε	 τα	 λ�¤¡ 	και	 λ�å/ )	 και	 b�¤¡ 	και	 b�å/ 	είναι	 το	 µικρότερο	 και	
µεγαλύτερο	στοιχείο	της	διαγωνίου	του	πίνακα	Β	αντίστοιχα.	
	
Πρόταση	2.1.18.	Έστω	ένας	πίνακας	συσχέτισης	R,	δηλαδή	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	
διαστάσεων	n× n	που	δείχνει	τις	συσχετίσεις	(τον	συντελεστή	συσχέτισης)	των	τυχαίων	
µεταβλητών	και	ο	οποίος	έχει	µονάδα	στη	διαγώνιο	και	είναι	θετικά	ηµιορισµένος,	και	Α	
ένας	θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας	n	γραµµών	και	στηλών.	Τότε		
	

ch¡(A) 	≤	ch¥(A ∘ R) ≤ chy(A),	j=1,…,n.	
	

Πρόταση	2.1.19.	Έστω	Α	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Τότε	ισχύει:	
	

ch¡©(A) ≤	a�¤¡ch¡(A)) ≤ ch¥(A ∘ Α) ≤ a�å/chy(A)) ≤ chy©(A),	j=1,...,n,	
	

όπου	 a�¤¡ 	και	 a�å/ 	είναι	 το	 µικρότερο	 και	 το	 µεγαλύτερο	 στοιχείο	 αντίστοιχα	 της	
διαγωνίου	του	πίνακα	Α.	
	
Η	 υπόθεση	 ότι	 ο	 Α	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος	 στο	Θεώρηµα	2.1.17	 και	 τις	Προτάσεις	
2.1.18	και	2.1.19	µπορεί	να	αντικατασταθεί	µε	την	υπόθεση	ο	Α	να	είναι	συµµετρικός	και	
όχι	αρνητικά	ορισµένος,	ενώ	για	τη	δεύτερη	ανισότητα	του	Θεωρήµατος	2.1.17	µας	αρκεί	
chy(A) ≥ 0.		
Ο	Davis	παρατήρησε	ότι	αν	υποθέσουµε	ότι	οι	πίνακες	Α	και	Β	είναι	απλά	συµµετρικοί,	
τότε	υπάρχει	ένα	άνω	φράγµα	για	την	απόλυτη	τιµή	των	ιδιοτιµών	του	Α	∘ Β.	Αυτό	το	
φράγµα	 οδηγεί	 στο	 Θεώρηµα	 2.1.17	 όταν	 οι	 Α	 και	 Β	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένοι.	
Περισσότερες	λεπτοµέρειες	για	αυτό	θα	δοθούν	παρακάτω.	
Χρησιµοποιώντας	το	Λήµµα	1.5.3,	µπορούµε	να	δούµε	ότι	οι	ιδιοτιµές	του	πίνακα	Α	∘ Β	
φράσσονται	 	από	τις	 ιδιοτιµές	του	πίνακα	A⨂B,	όταν	οι	πίνακες	Α	και	Β	είναι	θετικά	
ηµιορισµένοι.	
Αν	 Α¡x5 	ένας	 πίνακας	 r	 γραµµών	 και	 r	 στηλών,	 ο	 οποίος	 είναι	 υποπίνακας	 του	
συµµετρικού	πίνακα	Α,	τότε		
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ch½ÂB(A) ≤	ch½(AB) ≤	ch½(A),	όπου	s=1,…,n−t	και	t=1,…,n−1.	

	
Θεώρηµα	2.1.20.		Έστω	Α	και	Β	δύο	τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	n	στηλών,	οι	
οποίοι	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι.	Τότε		
	
ch¡(A)ch¡(B) ≤	ch¥Â¡4x¡(A⨂B) ≤ch¥(Α ∘ Β) ≤	ch¥(A⨂B)	≤	chy(A)chy(B),	j=1,…,n.	

	
Απόδειξη:	Έστω	Α¡×¡	και	Β¡×¡	δύο	θετικά	ηµιορισµένοι	πίνακες,	για	τους	οποίους	ισχύει	
ότι	ay,…,	a¡	και	by,…,	b¡	αντίστοιχα	είναι	οι	ρίζες	 της	χαρακτηριστικής	τους	 εξίσωσης,	
δηλαδή	οι	ιδιοτιµές	τους.	Τότε	ο	πίνακας	A⨂B	θα	έχει	n©	το	πλήθος	ιδιοτιµές,	οι	οποίες	
θα	είναι	οι	a½bB	για	κάθε	s,t=1,…,n.	Επιπλέον,	η	j-οστή	µεγαλύτερη	ιδιοτιµή	του	πίνακα	
Α	∘ Β	βρίσκεται	ανάµεσα	στα	j-οστα	και	(j+n© − n)-οστά	µεγαλύτερα	από	τα	ζευγάρια	
a½bB	για	κάθε	s,t=1,…,n.	
Άρα	αποδείχθηκε	το	ζητούµενο.																																																																																																											□	
	
Πρόταση	2.1.21.		Έστω	Α	και	Β	θετικά	ηµιορισµένοι	πίνακες,	τότε		
	

∏ ch¡4xB(A⨂B)¡xy
B¾Õ ≤ |Α ∘ Β| ≤ ∏ ch¥(A⨂B)¡

¥¾y .	
	
Απόδειξη:	Έστω	Α¡×¡	και	Β¡×¡	δύο	θετικά	ηµιορισµένοι	πίνακες.	Επιπλέον,	έστω	ch¥(Α ∘
Β),	j=1,…,n	οι	ιδιοτιµές	του	πίνακα	Α ∘ Β.	Τότε	ισχύει	ότι		
	

det(Α ∘ Β)=	∏ ch¥(A ∘ B)¡
¥¾y .	
	

	Από	Θεώρηµα	2.1.20	έχουµε	ότι:	
	

ch¥Â¡4x¡(A⨂B) ≤ch¥(Α ∘ Β) ≤	ch¥(A⨂B)	,	∀	j=1,…,n	

⟹I ch¥Â¡4x¡(A⨂B)
¡

¥¾y

≤I ch¥(A ∘ B)
¡

¥¾y

≤I ch¥(A⨂B)
¡

¥¾y

	

⟹I ch¥Â¡4x¡(A⨂B)
¡

¥¾y

≤ |Α ∘ Β| ≤I ch¥(A⨂B)
¡

¥¾y

	

¥Â¡4x¡¾¡4xB
ÐÑÑÑÑÑÑÑÑÒ ∏ ch¡4xB(A⨂B)¡xy

B¾Õ ≤ |Α ∘ Β| ≤ ∏ ch¥(A⨂B)¡
¥¾y .																													□	

	
Έστω	 τώρα	Α¡x5	ο	 µικρότερος	 r× r 	υποπίνακας	 του	 τετραγωνικού	 πίνακα	Α¡×¡ ,	 µε	
ΑÕ =Α.	
	
Λήµµα	2.1.22.	Έστω	Α¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών,	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Τότε	ο	πίνακας		
	

AÕ=Α−aeyey{	
	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος,	µε	a= |Ì|

|ÍÏ|
	όταν	|A| ≠ 0		και	µηδέν	σε	διαφορετική	περίπτωση,	

και	όπου		ey = (1,0, … ,0)µ.	
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Απόδειξη:	Έστω	Α¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	ο	οποίος	έχει	ορίζουσα	διάφορη	του	
µηδενός	και	επιπλέον	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Αφού	detA≠0,	τότε	ο	Α	αντιστρέφεται,	
και	συνεπώς	υπάρχει	πίνακας	Αxy	τέτοιος	ώστε	Α	∙ Αxy = Ι.	Θεωρώ	a= y

JÏKÍÎÏJÏ
	,	τότε	

	

		AÕΑxyAÕ = (Α − aeyey{)(I−aΑxyeyey{)	
						= A −	aAΑxyeyey{ −	aAΑxyeyey{ + a©eyey{Αxyeyey{	
						=A−2aeyey{+

y
JÏKÍÎÏJÏ

	 y
JÏKÍÎÏJÏ

ey(ey{Αxyey)ey{	

						=Α−2aeyey{ + 	aeyey{ = A − aeyey{ = AÕ.	
	
Αφού	ο	AÕ	είναι	συµµετρικός,	τότε	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Με	απλές	πράξεις,	
	

	a= y
JÏKÍÎÏJÏ

= y

(y Õ ⋯ Õ)à
åÏÏ åÏ4
å4Ï å44

⋯ åÏ=
⋯ å4=

⋮ ⋮
å=Ï åÏÏ

⋱ ⋮
⋯ å==

áà
y
Õ
⋮
Õ

á

= y

(åÏÏ åÏ4 ⋯ åÏ=)à
y
Õ
⋮
Õ

á

= y
åÏÏ
	

	

aeyey{=aà
1
0
⋮
0

á (1 0 ⋯ 0)=aà
1 0
0 0

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ ⋮
⋯ 0

á	

	

= ¨

y
åÏÏ

0
0 0

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋮
0 0

⋱ 0
⋯ 0

.	

	
Επίσης,	

							AÕ =

⎝

⎛
ayy −

y
åÏÏ

ay©
a©y		 a©©

⋯ ay¡
⋯ a©¡

⋮ 							⋮
a¡y 						a¡©

⋱ ⋮
⋯ a¡¡⎠

⎞.	

	
Αφού	ο	AÕ	είναι	θετικά	ηµιορισµένος,	τότε		
	

ayy −
y
åÏÏ

≥ 0 ⟹ ayy ≥
y
åÏÏ

⟹ ayyayy ≥ 1	,	
	

και	οµοίως	a¤¤a¤¤ ≥ 1,	για	κάθε	i=1,…,n.	Επίσης,	αφού	ayyayy ≥ 1,	τότε	|Α| ≤ ayy|Αy|.					□				
Όµοια	|Αy| ≤ a©©|Α©|	και	έτσι	|Α| ≤ ayya©©|Α©|.		
Κάνοντας	την	ίδια	διαδικασία	καταλήγουµε	στο	παρακάτω	λήµµα.																																							
	
Λήµµα	2.1.23.		Έστω	Α	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών,	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος,	τότε		

|Α| ≤ ayya©© ⋯a¡¡.	
	
Ο	Marcus	ονόµασε	το	παραπάνω	λήµµα	ως	Θεώρηµα	Oριζουσών	Hadamard.	
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Λήµµα	2.1.24.	Έστω	C,E	∈ M	¡×¡	τετραγωνικοί	πίνακες	n × n,	τέτοιοι	ώστε	ο	Ε	να	είναι	
συµµετρικός	 (Ε=Εµ)	 και	 για	 τον	 C	 να	 ισχύει	 ότι	 η	 ορίζουσα	 του	 είναι	 διάφορη	 του	
µηδενός	και	ότι	είναι	κανονικός,	δηλαδή	C∗C=CC∗.	Τότε		
	

‖CxyEC{‖© ≥ ‖E‖©.	
	

Απόδειξη:	Έστω	C=U∗DU	µια	διαγωνοποίηση	του	πίνακα	C.	Τότε	είναι	φανερό	ότι	
	

‖CxyEC{‖©=‖U∗DxyUEU{DU̧‖©=‖DxyUEU{D‖© ≥ ‖UEU{‖©=‖E‖©.	
	

Η	 δεύτερη	 και	 η	 τελευταία	 ισότητα	 προκύπτουν	 από	 το	 γεγονός	 ότι	 η	 νόρµα	 του	
Frobenius	είναι	αναλλοίωτη	σε	ορθοµοναδιαίους	µετασχηµατισµούς	οµοιότητας,	και	η	
ανισότητα	από	το	γεγονός	ότι	ο	πίνακας	UEU{	είναι	συµµετρικός	και	|t|xy +	|t|	≥	2	για	
κάθε	0≠ t ∈ ℂ.																																																																																																																																												□	
	
Υπενθύµιση:	Η	νόρµα	Frobenius	ενός	πίνακα	Α=[a¤¥]∈ C¡×¡	ορίζεται	ως:	

‖Α‖© = °∑ Ma¤¥M
©¡

¤,¥¾y ±
Ï
4.	

	
Θεώρηµα	2.1.25.	Έστω	Α,Β	∈ M	¡×¡	δύο	θετικά	ηµιορισµένοι	τετραγωνικοί	πίνακες	µε	n	
γραµµές	και	n	στήλες.	Τότε	ισχύουν	τα	παρακάτω:	
	

(α)	λ�¤¡(A ∘ B)≥ 	 λ�¤¡(ΑΒµ)		
και	

	

				(b)	λ�¤¡(A ∘ B)≥ 	 λ�¤¡(ΑB).	
	
Απόδειξη:	 Αρκεί	 να	 µελετήσουµε	 µόνο	 θετικά	 ορισµένους	 πίνακες	 Α,Β,	 καθώς	 η	
ισχυριζόµενη	 ανισότητα	 είναι	 τετριµµένη	 αν	 κάποιος	 από	 τους	 δύο	 πίνακες	 είναι	

ιδιάζοντες.	Έστω|‖∙‖| ≡ (λ�å/(Α∗Α))
Ï
4		η	φασµατική	ακτίνα	στους	πίνακες	M	¡×¡.	Αρχικά	

θα	αποδείξουµε	το	εξής:	
	

λ�¤¡(A ∘ B)= min
‖/‖4¾y

x∗ (A ∘ B)x= min
‖NO‖4¾y

tr(D/∗ AD/B{)		

																						= min
‖NO‖4¾y

tr(B
Ï
4KD/∗ A

Ï
4A

Ï
4D/B

Ï
4K)	

																						= min
‖NO‖4¾y

tr ([A
Ï
4D/B

Ï
4K]∗[A

Ï
4D/B

Ï
4K])	

																						= min
‖NO‖4¾y

PA
Ï
4D/B

Ï
4KP

©

©
= min
‖NO‖4¾y

PA
Ï
4B

Ï
4BÎÏ4D/B

Ï
4KP

©

©
	

																						≥ PQ(A
Ï
4B

Ï
4)xyQP

©

x©
min

‖NO‖4¾y
PBÎÏ4D/B

Ï
4KP

©

©
	

																						≥ QPBÎÏ4Ax
Ï
4PQ

©

x©
∙1	=	[λ�å/([BÎÏ4Ax

Ï
4]∗[BÎÏ4Ax

Ï
4])]xy		

																						=	[λ�å/(Ax
Ï
4
	
BÎÏAx

Ï
4)]xy		=[λ�å/(A

Ï
4[Ax

Ï
4
	
BÎÏAx

Ï
4]Ax

Ï
4)]xy			
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																						=[λ�å/(BÎÏAxÏ)]xy=	λ�¤¡(ΑB).	
	
Η	 δεύτερη	 ανισότητα	 προκύπτει	 από	 Λήµµα	 2.1.24,	 ενώ	 η	 πρώτη	 προκύπτει	 από	 το	
γεγονός	ότι	‖RS‖© ≤ |‖R‖|©‖S‖©	για	κάθε	R,S	∈ M	¡×¡	.	
Η	πρώτη	ανισότητα	του	θεωρήµατος	αποδεικνύεται	οµοίως	εισάγοντας	αυτήν	τη	φορά	

την	ποσότητα	B
Ï
4KBÎÏ4K.	Οπότε	έχουµε	ότι:	

	λ�¤¡(A ∘ B)	=	 min‖NO‖4¾y
PA

Ï
4B

Ï
4KBÎÏ4KD/B

Ï
4KP

©

©
	

																								≥ QP(A
Ï
4B

Ï
4R)xyPQ

©

x©
min

‖NO‖4¾y
PBÎÏ4RD/B

Ï
4KP

©

	
	

≥ QP(A
Ï
4B

Ï
4R)xyPQ

©

x©
	(xy© + x©© + ⋯+ x¡©)	

																								≥	QP(A
Ï
4B

Ï
4R)xyPQ

©

x©
∙1=[λ�å/(BÎÏRAxÏ)]xy	

																								=	λ�¤¡(ΑΒµ),	
	
όπου	η	δεύτερη	ανισότητα	οφείλεται	στο	γεγονός	ότι	το	άθροισµα	των	τετραγώνων	των	
απόλυτων	τιµών	των	ιδιοτιµών	κάθε	πίνακα	είναι	µικρότερο	ή	ίσο	από	το	τετράγωνο	
της	Frobenius	 νόρµας	 του.	 Σε	κάθε	περίπτωση	η	δύναµη	 	y

©
		 υποδεικνύει	 τη	µοναδική	

θετική	τετραγωνική	ρίζα.																																																																																											 	 				□	
	
Παράδειγµα	2.1.26.	Έστω	τετραγωνικοί	πίνακες	Α,Β	∈ M	¡×¡	(n	γραµµών	και	n	στηλών)	
µε	πραγµατικά	στοιχεία.	Τότε	οι	ανισότητες	του	Θεωρήµατος	2.1.25	ικανοποιούνται.	Αν	
όµως	και	οι	δύο	πίνακες	έχουν	µιγαδικά	στοιχεία,	τότε	ίσως	κάποια	από	τις	ανισότητες	
να	µην	ικανοποιείται.	Για	παράδειγµα,	αν		
	

Α=° 3 2i
−2i 1±			και		Β=°

1 −i
i 3 ±,		

τότε	
	

σ(ΑΒ)={1±√3},		σ(ΑΒµ)=	{2,8}		και		σ(A ∘ B)={1,5}.	
	

Σε	αυτήν	την	περίπτωση	έχουµε	ότι		
	

λ�¤¡(A ∘ B)=1	<	λ�¤¡(AΒµ).	
	

Σηµείωση:	 Αν	 ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας	 Χ∈ M	¡×¡ 	έχει	 µόνο	 πραγµατικές	 ιδιοτιµές,	
τότε	ισχύει		

λ�¤¡(Χ)=λy(Χ)≤ 	 λ©(Χ)≤	…	≤ 	 λ¡(Χ)=	λ�å/(X).	
	

Για	 θετικά	 ορισµένους	 πίνακες	 	 Α,Β	∈ M	¡×¡	(n	γραµµών	και	n	στηλών) ,	 το	 Θεώρηµα	
2.1.25	δίνει	ότι	λy(ΑΒ)≤ λy(A ∘ B)	και	από	την	ανισότητα	Oppenheim		

(detA)(detB)≤det(A ∘ B)),	
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προκύπτει	ότι:	
		∏ λ¤¡

¤¾y (AB)≤ ∏ λ¤¡
¤¾y (A ∘ B).	

	

Τα	παραπάνω	αποτελούν	µια	πρόταση	για	πιθανές	ενδιάµεσες	ανισότητες	µεταξύ	των	
ιδιοτιµών:	
																																												∏ λ¤»

¤¾y (AB)≤ 	∏ λ¤»
¤¾y (A ∘ B),	k=2,...,n−1,	

	

τα	οποία	όµως		δεν	έχουν	εδραιωθεί.	Η	πιο	ασθενής	οικογένεια	ανισοτήτων:	
	

∏ λ¤»
¤¾y (A)λ¤(Β)	≤ 	∏ λ¤»

¤¾y (A ∘ B),	k=1,…,n	
	

θεωρείται	 γνωστή.	 Όλες	 αυτές	 οι	 ανισότητες	 αφορούν	 θετικά	 ορισµένους	
τετραγωνικούς	πίνακες		Α,Β	∈ M	¡×¡	.		
Στη	 συνέχεια	 θα	 παρουσιάσουµε	 µια	 γενίκευση	 του	 Θεωρήµατος	 1.6.5,	 η	 οποία	 δίνει	
έµφαση	στα	στοιχεία	της	διαγωνίου	του	πίνακα.	Θα	δοθούν	δύο	αποδείξεις:	η	πρώτη	
δείχνει	 ότι	 ένα	 χρήσιµο	 ποσοτικό	 αποτέλεσµα	 προκύπτει	 άµεσα	 από	 τον	 ποιοτικό	
ισχυρισµό	του	Θεωρήµατος	1.6.5,	ενώ	η	δεύτερη	χρησιµοποιεί	ιδιότητες	τετραγωνικών	
µορφών	οι	οποίες	είναι	ζωτικής	σηµασίας	για	να	παρατηρήσουµε	καλύτερα	τις	ιδιοτιµές	
του	γινοµένου	Hadamard.	
	
Θεώρηµα	2.1.27.		Έστω	δύο	ερµιτιανοί	πίνακες	Α,Β	∈ M	¡×¡	(n	γραµµών	και	n	στηλών),	
όπου	ο	Α	είναι	επιπλέον	θετικά	ηµιορισµένος.	Κάθε	 ιδιοτιµή	λ(A ∘ B)	του	πίνακα	A ∘ B	
ικανοποιεί	το	εξής:	
	

λ�¤¡(Α)	λ�¤¡(Β)≤	[minyU¤U¡
a¤¤]	λ�¤¡(Β)	

																															≤	λ(A ∘ B)	
																															≤	[max

yU¤U¡
a¤¤	]	λ�å/(B)	

																															≤	λ�å/(A)	λ�å/(B).	
	

Απόδειξη	#1:	Αφού	οι	πίνακες	Β−λ�¤¡(Β)I		και	Α	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι,	τότε	και	ο		
Α∘(Β−λ�¤¡(Β)I)	θα	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Έστω	x=[x¤]		ένα	µοναδιαίο	ιδιοδιάνυσµα	
του	πίνακα	A ∘ B	το	οποίο	παράγεται	από	µια	ιδιοτιµή	λ(A ∘ B).	Τότε,	
	

	x∗(	Α∘(	Β−λ�¤¡(Β)I	)x=x∗(A ∘ B)x−λ�¤¡(Β)	x∗(A ∘ I)x	
																																											=	λ(A ∘ B)−	λ�¤¡(Β)	∑ |x¤|©¡

¤¾y a¤¤	
																																											≥	λ(A ∘ B)−	λ�¤¡(Β)min¤ a¤¤,	

	

η	οποία	δίνει	το	ζητούµενο	κάτω	φράγµα.																																																																																							□	
Ο	υπολογισµός	για	το	άνω	φράγµα	είναι	παρόµοιος.	
	
Απόδειξη	 #2:	 Έστω	 x	 ένα	 διάνυσµα	 στο	 ℂ¡ ,	 δηλαδή	 x=[ x¤ ] ∈ ℂ¡ ,	 ένα	 µοναδιαίο	
ιδιοδιάνυσµα	του	πίνακα	A ∘ B	το	οποίο	παράγεται	από	µια	ιδιοτιµή		λ(A ∘ B).	Αφού	ο	Α	
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είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος,	 υπάρχουν	 πίνακες	 C	 ∈ M	¡×¡ 	τέτοιοι	 ώστε	 Α=C C∗ (για	

παράδειγµα	C=A
Ï
4	).	Θα	αναφερόµαστε	στις	στήλες	του	C	ως	C=[cyc©...c¡]	και	έτσι:	

	

					Α=∑ c»¡
»¾y c»∗	.	

	

Επιπλέον,	έστω		C=[c¤»]	τέτοιο	ώστε	το	c¤»	να	δηλώνει	το	i-οστό	στοιχείο	της	στήλης	c».	
Τότε,	για	την	ιδιοτιµή	λ(A ∘ B)	προκύπτει	ότι	
	

	λ(A ∘ B)=	x∗(A ∘ B)x= tr(D/∗ AD/B{)	
			=∑ 	 tr(D/∗c»c»∗	 D/B{)¡

»¾y 	
			=∑ (c»∗¡

»¾y 	D/)	B{(D/∗c»)	
			=∑ (x¹ ∘ c»)∗¡

»¾y B{(x¹ ∘ c»).	
	

Ως	εκ	τούτου	λοιπόν	έχουµε	
	

λ(A ∘ B)≥ ∑ λ�¤¡(Βµ)¡
»¾y ‖x¹ ∘ c»‖©©=λ�¤¡(Β)∑ ∑ |x¹¤c¤»|©¡

¤¾y
¡
»¾y 	

																=	λ�¤¡(Β)∑ |x¤|© ∑ |c¤»|©¡
»¾y

¡
¤¾y =λ�¤¡(Β)∑ |x¤|©¡

¤¾y a¤¤	
																≥ λ�¤¡(Β)minyU¤U¡

a¤¤.	
	

Ο	 υπολογισµός	 για	 το	 άνω	φράγµα	 είναι	 παρόµοιος.	 Οι	 εξωτερικές	 ανισότητες	 τώρα	
προκύπτουν	από	το	γεγονός	ότι:	
	

λ�¤¡(Α)≤ a¤¤ ≤ λ�å/(A).																																																																		□	
	
Στο	 σηµείο	 αυτό	 θα	 παρουσιάσουµε	 µια	 γενίκευση	 των	 ποιοτικών	 υποθέσεων	 του	
Θεωρήµατος	 1.6.5	 σε	 µια	 κατάσταση	 κατά	 την	 οποία	 οι	 πίνακες	 παρουσιάζονται	 σε	
διαµερισµένη	 µορφή.	 Οι	 περιπτώσεις	 που	 θα	 συζητηθούν	 στο	 παρακάτω	 θεώρηµα	
οδηγούν	φυσικά	στη	θεωρία	των	µονότονων	και	κυρτών	απεικονίσεων	που	ορίζονται	
µεταξύ	πινάκων.		
Η	παρατήρηση	κλειδί	 σε	σχέση	µε	 την	υπόθεση	 του	Θεωρήµατος	1.6.5	 είναι	 ότι	 ένας	
θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας	Β	δεν	µπορεί	να	έχει	µηδενικό	στοιχείο	στη	διαγώνιο	αν	και	
µόνο	αν	Β=C©	για	κάποιο	ερµιτιανό	πίνακα	C	µε	µη	µηδενικές	στήλες,	όπου	κάθε	στήλη	
του	C	έχει	βαθµό	ένα.	
	
Λήµµα	2.1.28.		Έστω	n,p,ny,…,	n$	θετικοί	ακέραιοι	τέτοιοι	ώστε	ny+	n©	+…+n$	=	n.		
Έστω	 B,C	 ∈ M	¡×¡ 	δοσµένοι	 ερµιτιανοί	 τετραγωνικοί	 πίνακες	 διαστάσεων	 n × n .	
Υποθέτουµε	ότι:	
(a)	B=C©	και		
(b)	B	και	C	διαχωρίζονται	σύµφωνα	µε	τα	εξης:	Β=[	B¤¥]¤,¥¾y

$ 	και	C=[	C¤¥]¤,¥¾y
$ 		µε	B¤¥,	C¤¥	∈	

M¡æ	/	¡ç 	για	 κάθε	 i,j=1,...,p.	 Για	 ένα	 δοσµένο	 ακέραιο	 i,	 µε	 i≤1≤p,	 ο	 πίνακας	B¤¤ 		 είναι	

θετικά	ορισµένος	αν	και	µόνο	αν	C¤ ≡	[	C»æ]»¾y
$ ,	η	i	µπλοκ-στήλη	του	C,	έχει	βαθµό	n¤.	
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Απόδειξη:	Για	κάθε	x	∈ ℂ¡æ,	έχουµε	ότι	
	

x∗B¤¤x=∑ x∗$
»¾y (C»æ)

∗C»æx=∑ WC»æxW©
©$

»¾y ≥0,	
	

όπου	η	ισότητα	ισχύει		αν	και	µόνο	αν	C»æx=0	για	κάθε	k=1,...,p.		
Έτσι,	x∗B¤¤x=0	αν	και	µόνο	αν	C¤x=0,	και	έτσι	ο	θετικά	ηµιορισµένος	υποπίνακας	B¤¤	είναι	
µη	αντιστρέψιµος	αν	και	µόνο	αν	η	µπλοκ-στήλη	C¤	έχει	βαθµό	µικρότερο	του	n¤.			□	
	
Θεώρηµα	 2.1.29.	 Έστω	 n,p, ny ,…,n$ 	δοσµένοι	 θετικοί	 ακέραιοι	 τέτοιοι	 ώστε	ny +	n©	
+…+n$	=n,	και	έστω	Α,Β	∈ M	¡×¡	δοσµένοι	θετικά	ηµιορισµένοι	τετραγωνικοί	πίνακες	
διαστάσεων	n × n.	Υποθέτουµε	ότι:	
							(a)	Α	και	Β	διαχωρίζονται	ως	εξής:	Α=[	Α¤¥]¤,¥¾y

$ 		και		Β=[	B¤¥]¤,¥¾y
$ ,		µε	Α¤¥,	Β¤¥ ∈	M¡æ,¡ç	

								για	i,j=1,...,p.	
							(b)	Α¤¥=	a¤¥J¡æ,¡ç ,	a¤¥ ∈ ℂ,		i,j=1,...,p,	όπου	J5,½	είναι	ένας	πίνακας	r×s	µε	όλα	τα																																																																																			
στοιχεία	του	ίσα	µε	τη	µονάδα.	
							(c)	Ο	A≡	[	a¤¥]¤,¥¾y

$ ∈	M$	είναι	θετικά	ορισµένος.	
							(d)Ο	B¤¤	είναι	θετικά	ορισµένος	για	i=1,...,p.	
Τότε	ο	πίνακας	A ∘ B	είναι	θετικά	ορισµένος.	
	
Απόδειξη:	 Αφού	 Β≥0,	 υπάρχει	 ένας	 ερµιτιανός	 πίνακας	 C	 τέτοιος	 ώστε	 B=C© ,	 µε	
διαµέριση	C	σύµφωνα	µε	τα	Α	και	Β	ως	C=[	C¤¥]¤,¥¾y

$ 	και	C» ≡	[	C¤X]¤¾y
$ 	να	δηλώνει	την	k	

µπλοκ-στήλη	του	πίνακα	C.		
Καθώς	 κάθε	 διαγώνιος	 υποπίνακας	B¤¤ 	είναι	 θετικά	 ορισµένος,	 το	 Λήµµα	 2.1.28	 µας	
επιβεβαιώνει	ότι	κάθε	µπλοκ-στήλη	C¤	έχει	τάξη	n¤,	i=1,...,p.	Για	κάθε	x∈ ℂ¡	µε	x=[x¤]¤¾y

$ 		
µε	x¤ ∈ ℂ¡æ	για	i=1,...,p,	έχουµε	ότι	
	

x∗(A ∘ B)x=x∗(A ∘ C©)x=∑ a¤¥
$
¤,¥¾y x¤∗(C¤)∗C¥x¥		

						=∑ ∑ a¤¥
$
¤,¥¾y

$
»¾y x¤∗(C»¤)∗C»¥

	x¥	

						=∑ [(C»)∗
$
»¾y 			y	x]∗A	[(C»)∗						y	x]	

						≥0,	
	

όπου	(C»)∗ 	 			y x≡[(C¤»)∗x¤]¤¾y
$ .	 Υποθέτουµε	 ότι	x∗ (A ∘ B)x=0.	 Αφού	 A>0,	 έχουµε	 ότι	

	(C»)∗				yx	=0	για	κάθε	k=1,…,p.	Έτσι,	για	κάθε	i=1,…,p		έχουµε	ότι	(C¤»)∗x¤=C»¤x¤=0	για	
κάθε	 k=1,…,p	από	 το	 οποίο	 και	προκύπτει	 ότι	C¤x¤=0.	Αφού	κάθε	 	C¤ 	έχει	 το	 µέγιστο	
βαθµό	που	θα	µπορούσε	να	έχει,	αυτό	σηµαίνει	ότι	κάθε	x¤=0.	Έτσι	λοιπόν,	καταλήγουµε	
στο	συµπέρασµα	ότι	x=0	και	A ∘ B	>0.																																														 	 	 																	□																																																																																		
	
Σηµείωση:		Έστω	n=pq		και	οι	υποπίνακες		Α=[	Α¤¥]¤,¥¾y

$ ,	Β=[	Β¤¥]¤,¥¾y
$ 	∈	M¡,	όπου	Α¤¥,	Β¤¥ ∈	

M%,	τότε	ορίζουµε	το	εξής	γινόµενο:	
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Α				yΒ=[Α¤¥Β¤¥]¤,¥¾y
$ .	

	
Πρόταση	2.1.30.		Έστω	n,p,ny,…,	n$	δοσµένοι	θετικοί	ακέραιοι	µε	ny+	n©	+…+n$	=	n,	και	
έστω	Α,Β,C	∈ M	¡×¡	δοσµένοι	ερµιτιανοί	πίνακες	διαστάσεων	n × n.	
Υποθέτουµε	ότι:	

(a) A,B,C	διαχωρίζονται	ως	εξής:		Α=[	Α¤¥]¤,¥¾y
$ ,	Β=[	Β¤¥]¤,¥¾y

$ 	και		C=[	C¤¥]¤,¥¾y
$ 		µε				Α¤¥,	Β¤¥,	

C¤¥ ∈	M¡æ,¡ç		για	i,j=1,...,p.	
(b) Α¤¥=	a¤¥J¡æ,¡ç ,	B¤¥=	b¤¥J¡æ,¡ç	όπου		a¤¥,	b¤¥	∈ ℂ,		i,j=1,...,p,	όπου		J5,½		είναι	ένας	πίνακας	

r×s	µε	όλα	τα	στοιχεία	του	ίσα	µε	τη	µονάδα.	
							(c)	O	Α≡ [	a¤¥]¤,¥¾y

$ 	∈	M$	είναι	θετικά	ορισµένος.	
							(d)	b¤¥	≠0	για	i,j=1,...,p		και	
							(e)	Κάθε	µπλοκ-στήλη	C¥ ≡ [	C¤¥]¤¾y

$ 		∈	M¡	,	¡ç 	έχει	βαθµό	n¥,	j=1,...,p.	

Τότε		ο	πίνακας	A	∘ (	Β ∘ C)©		είναι	θετικά	ορισµένος.	
	
Απόδειξη:	Για	κάθε	j=1,...,p,	µε	Β¥ ≡ [	Β¤¥]¤¾y

$ 	θα	δηλώνουµε	την	j	µπλοκ-στήλη	του	πίνακα	
Β.	Εξαιτίας	της	κατασκευαστικής	δοµής	των	υποπινάκων	του	Β	και	του	γεγονότος	ότι	
όλα	τα	στοιχεία	του	είναι	µη	µηδενικά,	για	κάθε	j=1,...,p		οι	γραµµές	του	Β¥ ∘ C¥	έχουν	το	
ίδιο	εύρος	µε	τις	γραµµές	του	C¥.	Έτσι,	 rank(Β¥ ∘ C¥)=rank(C¥)=	n¥	για	 j=1,…,p.	Από	το	
Λήµµα	2.1.28	τώρα	προκύπτει	ότι	κάθε	διαγώνιος	υποπίνακας	του	(	Β ∘ C)©		είναι	θετικά	
ορισµένος	και	έτσι	από	το	Θεώρηµα	2.1.29	καταλήγουµε	στο	ζητούµενο.		 	 				□																																																																		
	
	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	3.		
	
	3.1.		Πίνακες	Α	∘ (𝐀x𝟏)	𝐓	και		Α	∘	𝚨x𝟏	
	
Όπως	παρατηρήσαµε,	στην	αρχή	του	κεφαλαίου	τα	γινόµενα	πινάκων	Α	∘ (Axy)	{	και		Α∘	
Αxy 	εµφανίζονται	 αρκετά	 συχνά,	 όχι	 προς	 έκπληξη	 	 µας,	 καθώς	 όπως	 θα	 δούµε	
παρακάτω		έχουν	µια	πολύ	ειδική	µαθηµατική	δοµή.	
	
Ορισµός	3.1.1.	Έστω	Α	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες	ο	οποίος	
έχει	µη	µηδενική	ορίζουσα.	Τότε	ορίζουµε	τις	εξής	απεικονίσεις:	
	

Φ	:	Μ¡×¡ → Μ¡×¡	τέτοια	ώστε		
					Φ(Α)	=	Α	∘	Αxy	

και	
																			Φµ:	Μ¡×¡ → Μ¡×¡	τέτοια	ώστε	

		Φµ(Α)	=	Α	∘ (Axy)	{.	
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Στο	παρακάτω	λήµµα	θα	παρουσιάσουµε	κάποιες	βασικές	αλγεβρικές	ιδιότητες	για	τις	
απεικονίσεις	Φ	και	Φµ.	
	
Λήµµα	 3.1.2.	 Για	 τετραγωνικό	 πίνακα	 Α	 διάστασης	 n× n,	 ο	 οποίος	 έχει	 µη	 µηδενική	
ορίζουσα,	ισχύουν	τα	ακόλουθα:	
	(a)	 Το	 άθροισµα	 των	 στοιχείων	 κάθε	 γραµµής	 και	 κάθε	 στήλης	 του	 πίνακα	Φµ (Α)	
ισούται	µε	τη	µονάδα.	
	(b)	 Για	 τετραγωνικούς	 αντιστρέψιµους	 διαγώνιους	 πίνακες	 D,E	 µε	 n	 γραµµές	 και	 n	
στήλες	ισχύει	ότι:	
															(i)	Φµ(DΑE)=	Φµ(Α),	και	

	(ii)	Φ(DAE)=(DxyE)xyΦ(Α)(DxyE).	
	(c)	Για	τετραγωνικούς	πίνακές	P,Q,	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες,	οι	οποίοι	έχουν	από	µία	
φορά	 τη	 µονάδα	 σε	 κάθε	 γραµµή	 και	 στήλη	 και	 οπουδήποτε	 αλλού	 µηδενικά,	 ισχύει	
Φµ(PΑQ)=PΦµ(Α)Q.	
	(d)	Φµ(P)=P	για	κάθε	πίνακα	P,	όπως	αυτός	ορίστηκε	στην	ιδιότητα	c.	
	(e)		 	(i)	Φ(Axy)=	Φ(A).	

	(ii)	Φ(A{)=(Φ(Α)){.	
	(iii)	Φµ(Axy)=	Φµ(A{).	

	
Απόδειξη:	 (a)	 Γνωρίζουµε	 ότι	 αν	 det(A)≠0,	 τότε	 ο	 πίνακας	Α	 αντιστρέφεται,	 άρα	 θα	
υπάρχει	πίνακας	Axy,	τέτοιος	ώστε:		
	

Α	∙ Αxy=Αxy ∙	Α=Ι.	
	

Έστω	(Α ∙ Αxy)¤¤		το	στοιχείο	του	πίνακα	Α ∙ Αxy	που	βρίσκεται	στην	i	γραµµή	και	i	στήλη.	
Τότε	

(Α ∙ Αxy)¤¤	=	∑ a¤¥¡
¥¾y a¥¤ù 	για	κάθε	i=1,...,n,	

	
όπου	a¤¥	το	στοιχείο	του	πίνακα	Α	που	βρίσκεται	στην	 i	 γραµµή	και	 j	στήλη	και	a¥¤ù 	το	
στοιχείο	του	πίνακα	Αxy	που	βρίσκεται	στη	γραµµή	j	και	στη	στήλη	i.	Αφού	Α	∙ Αxy=I,	
τότε	(Α ∙ Αxy)¤¤=1.	Άρα,	

∑ a¤¥¡
¥¾y a¥¤ù =1.	

	

Αντίστοιχα		και		∑ a¤¥¡
¤¾y a¥¤ù =1	για	κάθε	j=1,...,n.	

Το	άθροισµα	των	στοιχείων	της	i	γραµµής	του	πίνακα	Φµ(Α)=Α	∘ (Αxy)µ	θα	ισούται	µε:	
	

∑ a¤¥¡
¥¾y a¥¤ù 			για	i=1,…,n.	

	

Άρα		από	προηγούµενη	σχέση	το	άθροισµα	θα	ισούται	µε	1.		
Το	άθροισµα	των	στοιχείων	της	j	στήλης	του	πίνακα		Φµ(Α)=(Α∘ Αxy)µ	θα	ισούται	µε		
	

∑ a¤¥¡
¤¾y a¥¤ù ,	
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και	από	προηγούµενη	σχέση	θα	ισούται	µε	1.	
(b)Οι	ισότητες	(i)	και	(ii)	προκύπτουν	κάνοντας	χρήση	του	Λήµµατος	1.5.4.	Κάνοντας	
πράξεις	έχουµε:	
	

				(i)		Φµ(DΑE)=(DAE)∘ (DAE)xy){=(DAE)	∘ (ExyAxyDxy){	
																													=(DAE)∘((Dxy){(Axy){(Exy){)	
																													=(DA)∘(Dxy(Axy){ExyE)=(DA)∘(Dxy(Axy){I)	
																													=(DA)∘(Dxy(Axy){)	=A∘(DDxy(Axy){)=	A∘(I(Axy){)	
																													=	A	∘ (Axy){=	Φµ(Α).	
	

	Η	τέταρτη	ισότητα	προκύπτει	από	το	ότι	αν	D,E	διαγώνιοι	πίνακες	τότε	Dxyκαι	Exy	είναι	
επίσης	διαγώνιοι	πίνακες.	Επίσης,	ο	ανάστροφος	ενός	διαγώνιου	πίνακα	ισούται	µε		τον	
ίδιο	τον	πίνακα.	
	

			(ii)	Φ(DAE)=	(DAE) ∘ (DAE)xy=(	DAE)∘ (DAE)xy=	(	DAE)∘(	ExyAxyDxy)	
												=(	DAEDxy)∘(	ExyAxy)=(	ExyDA)∘(	AxyEDxy)	
												=(	ExyDADxy)∘(	AxyE)=(	ExyDADxyE)∘ Axy	
												=	ExyD(A ∘ Axy)	DxyE=(DxyE)xyΦ(Α)	(DxyE).	
	

(c)		Φµ(PΑQ)=	(PAQ)∘ (PAQ)xy){=(PAQ)∘ (QxyAxyPxy){	
																										=(PAQ)∘ (Q{AxyP{){ =	(PAQ)∘	((P{){(Axy){(Q{){)	
																										=(PAQ)∘(P(Axy){Q)=(PAQQ)∘(P(Axy){)	
																										=(	PPA)∘((Axy){QQ)=(	PPAQ)∘((Axy){Q)	
																										=(	PPAQQ)∘(Axy){=PP(A∘	(Axy){)QQ	

												=PΦµ(Α)Q.	
	

Η	 τρίτη	 ισότητα	 είναι	 προφανής	 καθώς,	 για	 έναν	 πίνακα	 που	 έχει	 από	 µια	 φορά	 τη	
µονάδα	και	οπουδήποτε	αλλού	µηδενικά,	ισχύει	ότι	Pxy=Pµ.	
	
(d)	Φµ(P)=	P	∘	(Pxy){)=	P∘	(P{){)=P∘P=P,	καθώς	(P ∘ P)¤¥=P¤¥P¤¥	για	κάθε	i,j=1,...,n.	
Άρα,	αν	p¤¥=0,	τότε	είναι	(P ∘ P)¤¥=0	ενώ,	αν	p¤¥=1,	τότε	(P ∘ P)¤¥=1.		
	

(e)	Κάνοντας	υπολογισµούς	προκύπτει:	
	 	

				(i)	Φ(Axy)=Αxy ∘	(Axy)xy=	Axy ∘	Α=Α	∘ Axy=	Φ(A),	
	

αφού	το	γινόµενο	Hadamard,	όπως	έχουµε	πει,	ικανοποιεί	την	αντιµεταθετική	ιδιότητα,	
δηλαδή	

(Α ∘ Β)¤¥=a¤¥b¤¥=b¤¥a¤¥=(B ∘ A)¤¥,		για	i,j=1,...,n.	
	

				(ii)	Φ(A{)=	Αµ ∘	(Aµ)xy=Αµ ∘	(Axy){=(A ∘ Axy){=(Φ(Α)){,	
	

καθώς		ισχύει	ότι	
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(A ∘ B)¤¥{=(a¤¥b¤¥){=(a¥¤b¥¤)=(A{)¤¥(B{)¤¥,	άρα	(Α ∘ Β)µ=Αµ ∘ Βµ.	
	

				(iii)	Φµ(Axy)=	Axy ∘ ((Axy)xy){=Axy ∘ Αµ=((A{){)xy ∘ Αµ	
																													=((A{)xy){ ∘ Αµ=Αµ ∘ ((A{)xy){=Φµ(A{).																																	 	 				□	
	
Θεώρηµα	3.1.3.		Έστω	Α	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ορισµένος.	Τότε	ισχύουν	τα	παρακάτω:	
	

(a)		λ�¤¡(Φ(Α))≥1	και	
							(b)	λ�¤¡(Φµ(Α))≥1.					
	
Απόδειξη:	Έχουµε	
		
																					(a)		λ�¤¡(Φ(Α))=	λ�¤¡(A ∘ Axy)≥ 	 λ�¤¡(AAxy) = 	 λ�¤¡(I)=1.	
και	

							(b)		λ�¤¡(Φµ(Α))=	λ�¤¡(A∘ (Axy){)≥ 	 λ�¤¡(A(Axy){)	
													= 	 λ�¤¡(AAxy) = 	 λ�¤¡(I)=1.	

	
Για	 να	αποδειχθούν	 τα	παραπάνω	 χρησιµοποιήσαµε	 τις	 ανισότητες	 του	Θεωρήµατος	
2.1.25.																																																																																																																																																														□	
	
Εδώ	αξίζει	 να	σηµειωθεί	 ότι	 οι	πίνακες	Φ(Α)	και	Φµ(Α)	συµπίπτουν,	 αν	 ο	 ερµιτιανός	
πίνακας	Α	έχει	πραγµατικά	στοιχεία,	το	οποίο	προκύπτει	µόνο	αν	ο	Α	είναι	συµµετρικός	
και	θετικά	ορισµένος.	Έτσι	λοιπόν,	από	τις	ανισότητες	του	Θεωρήµατος	3.1.3	προκύπτει	
ότι:	

Φ(Α)≥I	⇔	Φ(Α)−I ≥0,	
	

το	οποίο	σηµαίνει	ότι	Φ(Α)−I	θετικά	ηµιορισµένος,	και		
	

Φµ(Α)≥I	⇔ Φµ(Α))−I ≥0,	
	

οπότε		Φµ(Α))−I	θετικά	ηµιορισµένος,	για	κάθε	θετικά	ορισµένο	τετραγωνικό	πίνακα	Α		
n	διαστάσεων.	Αφού	1∈σ(Φµ(Α)),	η	δεύτερη	ανισότητα	του	Θεωρήµατος	3.1.3	δεν	είναι	
ποτέ	αυστηρή.	
	
Σηµείωση:		Έστω	Α,Β	δύο	τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	n	στηλών	οι	οποίοι	είναι	
θετικά	ηµιορισµένοι.	Τότε	µπορούµε	να	ορίσουµε	µια	σχέση	µερικής	διάταξης	για	την	
οποία	ισχύει	ότι	Α≥Β	αν	Α−Β≥0,	το	οποίο	σηµαίνει	ότι	ο	Α−Β	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	
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Παράδειγµα	 3.1.4.	 Έστω	 Α∈ Μ¶×¶ 	τετραγωνικός	 πίνακας	 διαστάσεων	 3 × 3 	τέτοιος	
ώστε:	
	

Α=²
1 −i 1 + i
i 2 0

1 − i 0 5
³,		

	

ο	οποίος	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Τότε	ο	αντίστροφος	του	είναι:	
	

Axy=			²
10 5i −2(1 + i)
−5i 3 i − 1

−2 + 2i −i − 1 1
³.	

	

Ο	Axy	είναι	θετικά	ηµιορισµένος,	καθώς	όλοι	οι	υποπίνακες	του	έχουν	θετικές	ορίζουσες.	
Δηλαδή,	

|10| = 10,	
	

Q 10 5i
−5i 3 Q=5,	

	

\
10 5i −2(1 + i)
−5i 3 i − 1

−2 + 2i −i − 1 1
\=1.	

	

Άρα	Φ(Α)>I.	
	
Θεώρηµα	3.1.5.	 	Έστω	ένας	θετικά	ορισµένος	πίνακας	Α	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες,	ο	
οποίος	αντιστρέφεται	µε	Β≡ Αxy,	οι	οποίοι,	Α	και	Β,	έχουν	τη	µορφή:	
	

Α=2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3		και	Β=2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3,	

όπου	Αyy	τετραγωνικός.	
Τότε	ισχύει	ότι	
	

(a) Φ(Α)≥ 2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3 ≥I			

και	

						Φ(Α)≥ 2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3 ≥Ι,		

και	

(b) 	Φµ(Α) ≥ 2Φµ(Βyyxy) 0
0 Φµ(Α©©)

3 ≥Ι		

και	

								Φµ(Α) ≥ 2
Φµ(Αyy) 0

0 Φµ(Β©©xy)
3 ≥Ι		.	
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Απόδειξη:		

	(a)Αρχικά	θα	δείξουµε	ότι	Φ(Α)≥ 2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3,	δηλαδή	ότι	ο	πίνακας	

Φ(Α)− 2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	

Πράγµατι,	
	

		Φ(Α)− 2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3	=Α∘ Αxy − 2Βyy ∘ Βyy
xy 0

0 Α©© ∘ Α©©xy
3	

	=2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3 ∘ 2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3
xy
− 2Βyy ∘ Βyy

xy 0
0 Α©© ∘ Α©©xy

3	

	=2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3 ∘ 2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3− 2Βyy ∘ Βyy
xy 0

0 Α©© ∘ Α©©xy
3	

	=2
Αyy ∘ Βyy Αy© ∘ Βy©
Αy©∗ ∘ Βy©∗ Α©© ∘ Β©©∗

3 − 2Βyy ∘ Βyy
xy 0

0 Α©© ∘ Α©©xy
3	

	=]Βyy ∘ (Αyy − Βyy
xy) Αy© ∘ Βy©

Αy©∗ ∘ Βy©∗ Α©© ∘ (Β©©∗ − Α©©xy)
^	

	=F2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3 − 20 0
0 Α©©xy

3G ∘ F2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3− 2Βyy
xy 0
0 0

3G,	

	

όπου	από	το	Λήµµα	1.5.8	οι	πίνακες	Αy = 2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3− 20 0
0 Α©©xy

3	και	Α© = 2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3−

2Βyy
xy 0
0 0

3	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι,	και	από	το	Θεώρηµα	1.6.5	ο	πίνακας	Αy ∘ Α©	είναι	

θετικά	ηµιορισµένος.	Συνεπώς,	
	

Φ(Α)≥ 2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3.	

	

Θα	 δείξουµε	 ότι	2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3 ≥ Ι	,	 δηλαδή	ότι	 ο	πίνακας	 	 	2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3− Ι	

είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	
Πράγµατι,	
	

	2Φ(Βyy) 0
0 Φ(Α©©)

3 − Ι=2Βyy ∘ Βyy
xy 0

0 Α©© ∘ Α©©xy
3− 2Ιyy 0

0 Ιy©
3	

			=2Βyy ∘ Βyy
xy − Ιyy 0
0 Α©© ∘ Α©©xy − Ιy©

3 ≥ 0.	

	

Θα	δείξουµε	τώρα	ότι	,	Φ(Α)≥ 2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3,	δηλαδή	ότι	ο	πίνακας	

Φ(Α)−	2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	

Πραγµατι,		
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		Φ(Α)−	2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3=	Α∘ Αxy − 2Αyy ∘ Αyy
xy 0

0 Β©© ∘ Β©©xy
3	

	=2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3 ∘ 2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3
xy
− 2Αyy ∘ Αyy

xy 0
0 Β©© ∘ Β©©xy

3	

																												=2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3 ∘ 2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3 − 2Αyy ∘ Αyy
xy 0

0 Β©© ∘ Β©©xy
3	

	=]Αyy ∘ (Βyy − Αyy
xy) Αy© ∘ Βy©

Αy©∗ ∘ Βy©∗ Β©© ∘ (Α©© − Β©©xy)
^	

														=]2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3− 20 0
0 Β©©xy

3^
>???????@???????A

_Ï

∘ ]2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3 − 2Αyy
xy 0
0 0

3^
>???????@???????A

_4

,	

όπου	 όπως	 προηγουµένως,	 από	 το	 Λήµµα	 1.5.8	 οι	 πίνακες	 Βy και	 Β© 	είναι	 θετικά	
ηµιορισµένοι,	 και	 συνεπώς	 από	 το	 Θεώρηµα	 1.6.5	 ο	 πίνακας	 Βy ∘ Β© 	είναι	 θετικά	
ηµιορισµένος.	Άρα,		
	

Φ(Α)≥ 2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3.	

	

Θα	 δείξουµε	 τώρα	 ότι,	 2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3 ≥ Ι ,	 δηλαδή	 ότι	 ο	 πίνακας		

2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3 − Ι	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	

Πράγµατι,	
	

	2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Β©©)

3 − Ι=2Αyy ∘ Αyy
xy 0

0 Β©© ∘ Β©©xy
3− 2Ιyy 0

0 Ιy©
3	

			=2Αyy ∘ Αyy
xy − Ιyy 0
0 Β©© ∘ Β©©xy − Ιy©

3 ≥ 0.	

	
(b)	Θα	δείξουµε	ότι,	

	Φµ(Α) ≥ 2Φµ(Βyyxy) 0
0 Φµ(Α©©)

3	,	δηλαδή	ότι	ο	πίνακας	Φµ(Α) − 2
Φµ(Βyyxy) 0

0 Φµ(Α©©)
3	

είναι	θετικά	ηµιορισµένος.		
Έχουµε	λοιπόν,	
	

									Φµ(Α) − 2
Φµ(Βyyxy) 0

0 Φµ(Α©©)
3	=	Α∘ (Αxy)µ − ]Βyy

xy ∘ ((Βyyxy)xy)µ 0
0 Α©© ∘ (Α©©xy)µ

^	

											=2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3 ∘ 2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3
µ
− ]Βyy

xy ∘ Βyyµ 0
0 Α©© ∘ (Α©©xy)µ

^	

											=2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3 ∘ ]Βyy
µ (Βy©∗ )µ

Βy©µ Β©©µ
^− ]Βyy

xy ∘ Βyyµ 0
0 Α©© ∘ (Α©©xy)µ

^	
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											=]Βyy
µ ∘ (Αyy − Βyyxy) Αy© ∘ (Βy©∗ )µ

Αy©∗ ∘ Βy©µ Α©© ∘ (Β©©µ − (Α©©xy)µ
^	

											=']Βyy
µ (Βy©∗ )µ

Βy©µ Β©©µ
^ − 20 0

0 (Α©©xy)µ
3( ∘ ]2

Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3− 2Βyy
xy 0
0 0

3^	

											=]2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3
µ
− 20 0

0 Α©©xy
3
µ
^ ∘ ]2

Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3− 2Βyy
xy 0
0 0

3^	

											=]2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3− 20 0
0 Α©©xy

3^
>???????@???????A

`Ï

µ

∘ ]2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3− 2Βyy
xy 0
0 0

3^	
>???????@???????A

`4

.	

Τότε	από	το	Λήµµα	1.5.8	οι	πίνακες	Γy		και	Γ©	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι.	Αν	Γy		θετικά	
ηµιορισµένος,	 τότε	 και	 ο	Γyµ	είναι	 θετικά	 ηµιορισµένος	 και	 συνεπώς	από	 το	Θεώρηµα	
1.6.5	ο	πίνακας	Γyµ ∘ Γ©	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Για	την	δεύτερη	ανισότητα	πρέπει	να	

δείξουµε	ότι	ο	πίνακας	2Φµ(Βyyxy) 0
0 Φµ(Α©©)

3 − Ι	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.		

Πράγµατι,	
	

	2Φµ(Βyyxy) 0
0 Φµ(Α©©)

3 − Ι=]Βyy
xy ∘ ((Βyyxy)xy)µ 0

0 Α©© ∘ (Α©©xy)µ
^ − 2Ιyy 0

0 Ιy©
3	

								=]Βyy
xy ∘ Βyyµ − Ιyy 0

0 Α©© ∘ (Α©©xy)µ − Ιy©
^ ≥ 0.	

	
Στη	 συνέχεια	 θα	 δείξουµε	 ότι	Φµ(Α) ≥ 2

Φµ(Αyy) 0
0 Φµ(Β©©xy)

3 ,	 δηλαδή	 ότι	 ο	 πίνακας	

Φµ(Α) − 2
Φµ(Αyy) 0

0 Φµ(Β©©xy)
3	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	

	Πράγµατι,		
	

Φµ(Α) − 2
Φµ(Αyy) 0

0 Φµ(Β©©xy)
3 =	Α∘ (Αxy)µ − ]Αyy ∘

(Αyyxy)µ 0
0 Β©©xy ∘ Β©©µ

^	

		='2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3 ∘ ]Βyy
µ (Βy©∗ )µ

Βy©µ Β©©µ
^(− ]Αyy ∘

(Αyyxy)µ 0
0 Β©©xy ∘ Β©©µ

^	

		=]Αyy ∘ (Βyy
µ − ëΑyyxyì

µ
Αy© ∘ (Βy©∗ )µ

Αy©∗ Βy©µ Β©©µ ∘ (Α©© − Β©©xy)
^	

		=]2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3− 20 0
0 Β©©xy

3^ ∘ ']Βyy
µ (Βy©∗ )µ

Βy©µ Β©©µ
^− 2(Αyy

xy)µ 0
0 0

3(	

		=]2
Αyy Αy©
Αy©∗ Α©©

3− 20 0
0 Β©©xy

3^
>???????@???????A

aÏ

∘ ]2
Βyy Βy©
Βy©∗ Β©©

3 − 2Αyy
xy 0
0 0

3^
>???????@???????A

a4

µ

.	
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Τότε	 από	 Λήµµα	 1.5.8	 οι	 πίνακες	Δy 	και	Δ© 	είναι	 θετικά	 ηµιορισµένοι.	 Αν	Δy 	θετικά	
ηµιορισµένος	και	Δyµ	θετικά	ηµιορισµένος,	τότε		από	Θεώρηµα	1.6.5	και	ο	πίνακας	Δyµ ∘ Δ©	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	

Θα	δείξουµε	τώρα	ότι	ο	πίνακας	2
Φµ(Αyy) 0

0 Φµ(Β©©xy)
3 − Ι	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	

Πράγµατι,	
	

	2
Φµ(Αyy) 0

0 Φµ(Β©©xy)
3 − Ι	

=]Αyy ∘
(Αyyxy)µ 0
0 Β©©xy ∘ Β©©µ

^− 2Ιyy 0
0 Ιy©

3	

														=]Αyy ∘
(Αyyxy)µ − Ιyy 0
0 Β©©xy ∘ Β©©µ − Ιy©

^ ≥ 0.		 	 				□	

	
	
Σηµείωση:	Προσοχή,	δεν	µπορούµε	να	ισχυριστούµε	ότι	ισχύει		
	

						Φ(Α)≥ 2Φ(Αyy) 0
0 Φ(Α©©)

3 ≥ Ι.	

	
Θα	το	δείξουµε	µε	αντιπαράδειγµα.	
	

Έστω	ο	πίνακας	Α=à
1 2
2 6

1 2
3 4

1 3
2 4

3 3
2 5

á.	Ο	Α	είναι	θετικά	ηµιορισµένος,	µε	Αyy=°
1 2
2 6±,		

	

Αy© = °1 2
3 4±,		Αy©

∗ = °1 3
2 4±	και	Α©© = °3 3

2 5±.		

	
Τότε,	

Φ(Α) − 2Φ
(Αyy) 0
0 Φ(Α©©)

3 =

⎝

⎜
⎛

3 −2
−2 3

0 		0
0 		0

0 		0
0 		0

	b
¶

−1

− ¿
c

b
¶ ⎠

⎟
⎞
,	 ο	 οποίος	 δεν	 έιναι	 θετικά	

ηµιορισµένος.		 	 	 	 	 	 	 	 	 	 				□	
Όπως	προκύπτει	και	από	το	θεώρηµα,	για	να	ισχύουν	οι	ανισότητες	πρέπει	να	παίρνουµε	
έναν	υποπίνακα	από	τον	πίνακα	Α	και	έναν	υποπίνακα	από	τον	πίνακα	Axy.	
	
Ορισµός	3.1.6.	Μια	συνάρτηση	f(∙),	η	οποία	αντιστοιχίζει	το	χώρο	των	θετικά	ορισµένων	
πινάκων	 σε	 τετραγωνικούς	 πίνακες	 M¡ (n	 γραµµών	 και	 n	 στηλών),	 θα	 ονοµάζεται	
συνήθης	 συνάρτηση	 (ordinary	 function)	 αν	 υπάρχουν	 συναρτήσεις	 f¤ : RÂ¡ → RÂ ,	
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i=1,2,…,n,	τέτοιες	ώστε	για	κάθε	ορθοµοναδιαίο	αντιστρέψιµο	πίνακα	να	ισχύει	ότι	αν	
Α=U∗diag(λy, … , λ¡)U,	U∈ M¡	ορθοµοναδιαίος	∀	λ¤ ∈ RÂ=(0,+∞),	τότε	

	

f(A)=	U∗diag(fy(λy, … , λ¡), … , f¡(λy, … , λ¡))U.	
	

Αυτός	ο	ορισµός	επιβεβαιώνει	ότι	ο	πίνακας	f(A)	αντιµετατίθεται	µε	τον	πίνακα	Α,	κάτι	
το	 οποίο	 είναι	 απαραίτητο	 για	 τους	 πίνακες	 της	 µορφής	 Αf(A)	 έτσι	 ώστε	 να	 είναι	
ερµιτιανοί,	και	ότι	ο	f(A)	όντως	΄΄έξαρτάται΄΄από	τον	Α.	Η	υπόθεση	ότι	οι	συναρτήσεις	f¤	
ορίζονται	από	τον	RÂ¡ 	στον	RÂ	επιβεβαιώνει	ότι	ο	f(A)	είναι	θετικά	ορισµένος	όταν	ο	Α	
είναι	θετικά	ορισµένος,	και	για	αυτό	το	λόγο	µια	συνήθης	συνάρτηση	απεικονίζει	τον	
κώνο	των	θετικά	ορισµένων	πινάκων	στον	εαυτό	του.		
	
Θεώρηµα	 3.1.7.	 Έστω	 f( ∙)	µια	 δοσµένη	 συνήθης	 συνάρτηση	 η	 οποία	 ορίζεται	 στους	
θετικά	ορισµένους	πίνακες	M¡×¡.	Τα	παρακάτω	είναι	ισοδύναµα.	
(α)	Α∘	f(A)≥Α	f(A)	για	κάθε	θετικά	ορισµένο	πίνακα	Α∈ M¡.	
(β)	 f(A)=α(Α) Αxy για	 κάθε	 θετικά	 ορισµένο	 πίνακα	 Α ∈ M¡ ,	 όπου	 α( ∙	) 	είναι	 µια	
συνάρτηση	θετικών	πραγµατικών	αριθµών	σε	 	θετικά	ορισµένους	πίνακες	διάστασης	
n × n.	
	
Απόδειξη:	 Για	 να	 αποδείξουµε	 το	 παραπάνω	 θεώρηµα,	 αρκεί	 να	 αποδείξουµε	 την	
αναγκαιότητα	της	ισχυριζόµενης	ιδιότητας	της	f(∙).	Από	το	(α)	ισχύει	ότι	ο	πίνακας	Α∘	
f(A)−Α	 f(A)	 είναι	θετικά	ορισµένος.	Έστω	τώρα	fy,	f©,…,	f¡:	RÂ¡ → R	οι	συναρτήσεις	οι	
οποίες	επάγουν	τη	συνήθη	συνάρτηση	 f(∙),	και	έστω	 	λy, λ©, … , λ¡>0	δοσµένες	θετικές	
σταθερές.	Υποθέτουµε	ότι:	

λyfy(λy, … , λ¡)=	λ©f©(λy, … , λ¡)=⋯=	λ¡f¡(λy, … , λ¡),	
	

όπου	λy, λ©, … , λ¡	οι	ιδιοτιµές	του	Α	και	fy(λy, … , λ¡),	...	,	f¡(λy, … , λ¡)	ιδιοτιµές	του	f(A).		
Συνεπώς,	οι	λyfy(λy, … , λ¡),	…	 ,	λ¡f¡(λy, … , λ¡)		 είναι	 ιδιοτιµές	του	Αf(A),	οπότε	Αf(A)=	
λ¤f¤(λy, … , λ¡)I	για	κάθε	 i=1,...,n.	Έτσι,	 f(A)=	α(Α)Αxy	µε	α(Α)=	λyfy(λy, … , λ¡)	είναι	µια	
θετική	 βαθµωτή	 συνάρτηση.	 Στόχος	 µας	 είναι	 να	 δείξουµε	 ότι	
λ»f»(λy, … , λ¡)=	λ¥f¥(λy, … , λ¡)	για	κάθε	ζεύγος	διαφορετικών	δεικτών	k,	j.	Χωρίς	βλάβη	
της	γενικότητας	θα	αποδείξουµε	το	παραπάνω	για	k=1	και	j=2.	(Οµοίως	αποδεικνύεται	
και	για	τα	υπόλοιπα	ζεύγη.)	Έστω	
	

	Uy =
y
√©
°1 1
1 −1±,		U© =

y
√©
°−1 1
1 1±		και	Α¤ = U¤∗ F

λy 0
0 λ©

GU¤		για	i=1,2,	
	

όπου	οι	Uy,	U©	είναι	ορθοµοναδιαίοι	πίνακες.	
Θεωρούµε		Aè¤ ≡ A¤⨂diag(λ¶,…,	λ¡),		i=1,2,	δηλαδή,	
	

Aè¤ ≡ '
ayydiag(λ¶, … , λ¡) ⋯ ay¡diag(λ¶, … , λ¡)

⋮ ⋱ ⋮
a¡ydiag(λ¶, … , λ¡) ⋯ a¡¡diag(λ¶, … , λ¡)

(.	
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Έτσι,	ισχύει	ότι	
	

(Aè¤ ∘	f(Aè¤))−	Aè¤	∙	f(Aè¤)=(A¤⨂diag(λ¶,…,	λ¡)	)	∘	f(A¤⨂diag(λ¶,…,	λ¡))−		
																																																−(A¤⨂diag(λ¶,…,	λ¡)	)	∙	f(A¤⨂diag(λ¶,…,	λ¡))		

												=(A¤ ∘	f(A¤))−	A¤ ∙	f(A¤))⨂	a¡x©,	
	

όπου	a¡x©	είναι	ο	µηδενικός	πίνακας	n-2	γραµµών	και	n-2	στηλών.			
Εδώ	λοιπόν	θα	πρέπει	να	εξετάσουµε	τις	συνέπειες	των	ανισοτήτων:	
	

A¤ ∘	f(A¤) ≥ 	A¤ ∙		f(A¤),	i=1,2,	
	

για	 τετραγωνικούς	 πίνακες	 	 2x2.	 Για	 αυτόν	 το	 λόγο	 θα	 κάνουµε	 τους	 παρακάτω	
υπολογισµούς:	
	

Ay =
y
√©
°1 1
1 −1±	F

λy 0
0 λ©

G 	 ∙ y
√©
°1 1
1 −1± =

y
©
	Fλy + λ© λy − λ©
λy − λ© λy + λ©

G.	
	

f(Ay) = U∗diag(fy(λy, λ©), f©(λy, λ©))U	

											= y
√©
°1 1
1 −1± F

fy(λy, λ©) 0
0 f©(λy, λ©)

G y
√©
°1 1
1 −1±	

											=y
©
Ffy
(λy, λ©) + f©(λy, λ©) fy(λy, λ©) − f©(λy, λ©)

fy(λy, λ©) − f©(λy, λ©) fy(λy, λ©) + f©(λy, λ©)
G	

	

και	

Ay ∙ 	f(Ay)=
y
©
.Fλyfy

(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©) λyfy(λy, λ©) − λ©f©(λy, λ©)
λyfy(λy, λ©) − λ©f©(λy, λ©) λyfy(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©)

G	
>?????????????????@?????????????????A

𝚨

.	

Οπότε	έχουµε	
	

Ay ∘	f(Ay) −	Ay ∙	f(Ay) =	

=
1
4 F
(λy + λ©)(fy(λy, λ©) + f©(λy, λ©)) (λy − λ©)(fy(λy, λ©) − f©(λy, λ©))
(λy − λ©)(fy(λy, λ©) − f©(λy, λ©)) (λy + λ©)(fy(λy, λ©) + f©(λy, λ©))

G−	

− y
©
	Α=	

=
1
4F
λ©fy(λy, λ©) + λyf©(λy, λ©) − (λyfy(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©)) 3λ©f©(λy, λ©) − λyfy(λy, λ©) − λyf©(λy, λ©) − λ©fy(λy, λ©))
3λ©f©(λy, λ©) − λyfy(λy, λ©) − λyf©(λy, λ©) − λ©fy(λy, λ©)) λ©fy(λy, λ©) + λyf©(λy, λ©) − (λyfy(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©))

G	

	

Αφού	Ay ∘		f(Ay) − Ay ∙	f(Ay)	θετικά	ηµιορισµένος,	τότε	
	

(1 1)(Ay ∘	f(Ay) −	Ay ∙	f(Ay)) °
1
1±	

	

είναι	θετικός	αριθµός.	Άρα,	
	

λ©f©(λy, λ©) ≥ 	 λyfy(λy, λ©).	
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Οµοίως,	για	τον	A©	έχουµε	ότι	
	

A© =
y
√©
°−1 1
1 1±	F

λy 0
0 λ©

G ∙ y
√©
°−1 1
1 1±=

y
©
	Fλy + λ© λ© − λy
λ© − λy λy + λ©

G.	

	

				f(A©)=	
y
√©
°−1 1
1 1± F

fy(λy, λ©) 0
0 f©(λy, λ©)

G y
√©
°−1 1
1 1±	

=y
©
Ffy
(λy, λ©) + f©(λy, λ©) f©(λy, λ©) − fy(λy, λ©)

f©(λy, λ©) − fy(λy, λ©) fy(λy, λ©) + f©(λy, λ©)
G,	

	

A© ∙	f(A©)=	
y
©
Fλyfy

(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©) λ©f©(λy, λ©) − λyfy(λy, λ©)
λ©f©(λy, λ©) − λyfy(λy, λ©) λyfy(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©)

G	
>?????????????????@?????????????????A

𝐁

		

και	
	

A© ∘	f(A©) −	A© ∙	f(A©)	

= y
¿
F(λy + λ©)(fy

(λy, λ©) + f©(λy, λ©)) (λ© − λy)(f©(λy, λ©) − fy(λy, λ©))
(λ© − λy)(f©(λy, λ©) − fy(λy, λ©)) (λy + λ©)(fy(λy, λ©) + f©(λy, λ©))

G− y
©
Β							

=	y
¿
F
λ©fy(λy, λ©) + λyf©(λy, λ©) − (λyfy(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©)) 3λ©f©(λy, λ©) − λyfy(λy, λ©) − λ©fy(λy, λ©) − λyf©(λy, λ©))
3λ©f©(λy, λ©) − λyfy(λy, λ©) − λ©fy(λy, λ©) − λyf©(λy, λ©)) λ©fy(λy, λ©) + λyf©(λy, λ©) − (λyfy(λy, λ©) + λ©f©(λy, λ©))

G	

	
Αφού	A© ∘	f(A©) − A© ∙	f(A©)	θετικά	ηµιορισµένος,	τότε	
	

(1 1)(A© ∘	f(A©) −	A© ∙	f(A©)) °
1
1±	

	

είναι	θετικός	αριθµός	και	συνεπώς	
	

λyfy(λy, λ©) ≥ 	 λ©f©(λy, λ©).	
	

Άρα	τελικά	έχουµε	
λyfy(λy, λ©) = 	 λ©f©(λy, λ©),	

	

	Και	το	αποτέλεσµα	γενικεύεται	για	κάθε	ζεύγος	k,j.																	 	 	 	 				□	
	
Αν	θεωρήσουµε	ότι	οι	απεικονίσεις	Φ	και	Φµ	απεικονίζουν	τετραγωνικούς	πίνακες	M¡×¡	
n	 γραµµών	και	 n	 στηλών	µε	 µη	 µηδενική	 ορίζουσα	σε	M¡×¡	πίνακες,	 είναι	φυσικό	 να	
αναρωτηθούµε	αν	οι	Φ	και	Φµ	µπορούν	να	παραχθούν	ως	η	σύνθεση	του	εαυτού	τους,	
δηλαδή	να	ικανοποιούν	τις	σχέσεις:	
	

Φ(»)(A) ≡ Φ(Φ(»xy)(A)),	µε		Φ(Õ)(A) ≡	Α.	
	

Αντίστοιχα,	
Φµ
»(A)≡ Φµ(Φµ

(»xy)(A)),	µε	Φµ
(Õ)(Α) ≡ Α.	
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Θεώρηµα	3.1.8.	Έστω	Α	∈	M¡×¡,	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών,	ο	
οποίος	είναι	θετικά	ορισµένος.	Τότε	ισχύουν	τα	παρακάτω:	
	

(a) lim
»→f

Φ(»)(A) = I	

και	
												(b) lim

»→f
Φµ
»(A) = I.	

	
Ορισµός	3.1.9.		Έστω	Α	∈	M¡×¡	πίνακας	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες.	Θα	συµβολίζουµε	µε	
Μ(Α)	τον	πίνακα	που	ορίζεται	ως	εξής:	
	

a¤¥¾ g
−Ma¤¥M, αν	i ≠ j
			Ma¤¥M, αν	i = j

	.	

	
Ορισµός	3.1.10.		Έστω	Α	∈	M¡×¡	πίνακας	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες,	τότε	ο	Α	θα	
ονοµάζεται	Μ-πίνακας	αν	[a¤¥] ≤ 0,	για	κάθε	i ≠ j	και	i,j=1,…,n,	και	κάθε	ιδιοτιµή	του	
έχει	θετικό	πραγµατικό	µέρος.	
	
Ορισµός	3.1.11.		Έστω	Α	∈	M¡×¡	πίνακας	µε	n	γραµµές	και	n	στήλες.	Τότε	ο	Α	θα	
ονοµάζεται	Η-πίνακας,	αν	ο	πίνακας	Μ(Α)	είναι	ένας	Μ-πίνακας.	
	
Θεώρηµα	3.1.12.		Έστω	Α	∈	M¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών,	
ο	οποίος	είναι	Η-πίνακας.	Τότε	ισχύει	ότι	
	

lim
»→f

Φ(»)(A) = I.	
	

Απόδειξη:	Αφού	ο	πίνακας	Α	είναι	Η-πίνακας,	τότε	κάθε	ιδιοτιµή	του	είναι	θετική.	Άρα	ο	
πίνακας	είναι	θετικά	ορισµένος	και	συνεπώς	από	το	παραπάνω	Θεώρηµα	3.1.8	ισχύει	
ότι	

lim
»→f

Φ(»)(A) = I.																																																																□	

	
Στην	αρχή	της	ενότητας	έγινε	αναφορά	στο	πως	η	συνάρτηση	Φµ	απεικονίζει	τις	
ιδιοτιµές	ενός	διαγωνοποιήσιµου	πίνακα	στα	στοιχεία	της	κύριας	διαγωνίου	του.	
Σύµφωνα	µε	αυτό,	ένα	πιο	γενικό	αποτέλεσµα	είναι	ότι	η	συνθήκη	ότι	το	άθροισµα	των	
ιδιοτιµών	ισούται	µε	το	ίχνος	του	πίνακα		είναι	ο	µόνος	περιορισµός	που	θα	πρέπει	να	
ισχύει,	µε	µία		προφανή	εξαίρεση.	
	
Θεώρηµα	3.1.13.		Έστω	Α	∈	M¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών	
και	n	πλήθος	δοσµένων	σταθερών	byy,	b©©,…,	b¡¡	∈	ℂ.	Υποθέτουµε	ότι,	αν		
	

Α≠ diag(ayy, a©©, … , a¡¡),	µε	ayy=a©© = ⋯ = a¡¡	και	ayy,a©©, … , a¡¡ ∈	ℂ	
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(δηλαδή		ο	Α	δεν	είναι	ένας	διαγώνιος	πίνακας,	του	οποίου	όλα	τα	στοιχεία	της	
διαγωνίου	είναι	ίσα	µεταξύ	τους),	τότε	υπάρχει	ένας	πίνακας	Β	∈	M¡×¡	ο	οποίος	είναι	
όµοιος	µε	τον	Α	και	έχει	στη	διαγώνιο	τα	στοιχεία	byy,	b©©,…,	b¡¡	αν	και	µόνο	αν		
	

byy+	b©©+⋯+	b¡¡=	tr(A).	
	

Απόδειξη:	Έστω	Α	διαγωνοποιήσιµος	πίνακας,	τότε	υπάρχουν	πίνακες	P,	D	τέτοιοι	
ώστε:	

Α=PDPxy,	
	

όπου	D=diag(λy, λ©, … , λ¡),	µε	λy, λ©, … , λ¡	ιδιοτιµές	του	Α.	Ισχύει	ότι	αν	λy, λ©, … , λ¡	
ιδιοτιµές	του	Α,	τότε		

trace(A)=	λy +	λ© + ⋯+ λ¡.		
	

Οπότε	για	B=D	έχουµε	το	ζητούµενο.																																																																																															□	
	
	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	4.		
	
4.1.	Το	γινόµενο	Hadamard	στη	στατιστική	πολυµεταβλητή	ανάλυση.	
	
Το	γινόµενο	Hadamard	θα	µπορούσαµε	να	πούµε	ότι	αν	και	δε	χρησιµοποιείται	τόσο	στη	
θεωρία	των	πινάκων,	παρόλα	αυτά	έχει	αρκετές	εφαρµογές	στη	στατιστική	ανάλυση.	
Στην	ενότητα	αυτή	θα	δούµε	µια	ιστορική	αναδροµή	για	τις	εφαρµογές	αυτές	αλλά	και	
την	εξέλιξη	τους	βασιζόµενοι	σε	θετικά	ορισµένους	πίνακες	οι	οποίοι	έχουν	πραγµατικά	
στοιχεία.	
Δεν	είναι	σαφές	γιατί	το	γινόµενο		
	

A	∘ B = [a¤¥b¤¥]																																																													(4.1)	
	

ονοµάστηκε	 Hadamard,	 αλλά	 ονοµάστηκε	 έτσι	 αρχικά	 από	 τον	 Halmos.	 Ο	 Γάλλος	
µαθηµατικός	Hadamard	έγραψε	περίπου	400	επιστηµονικές	εργασίες	καθώς	και	αρκετά	
βιβλία.	Αρχικά	έδωσε	ένα	κάτω	φράγµα	για	το	γινόµενο	A	∘ B	σε	θετικά	ηµιορισµένους	
πίνακες.	Το	1903,	ο	Hadamard	ασχολήθηκε	µε	τις	τετραγωνικές	µορφές	που	έχουν	τη	
µορφή	xù(A∘ B)x,	 αλλά	µόνο	 για	 την	περίπτωση	όπου	 x=e,	 όπου	 e	 είναι	 το	 διάνυσµα	

στήλη	 που	 έχει	 όλα	 τα	 στοιχεία	 του	 ίσα	 µε	 τη	 µονάδα,	 δηλαδή	 e=h
1
1
⋮
1

i .	 Ο	 Γερµανός	

µαθηµατικός	Issai	Schur	αγνοώντας	οποιαδήποτε	προηγούµενη	δουλειά	σχετικά	µε	το	
γινόµενο	αυτό,	εισήγαγε	το	θεώρηµα	Schur	για	το	γινόµενο	σύµφωνα	µε	το	οποίο	αν	οι	
πίνακες	 Α	 και	 Β	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένοι,	 τότε	 και	 το	 γινόµενο	 A	 ∘ B 	είναι	 θετικά	
ηµιορισµένο.	Επίσης	ο	Schur	απέδειξε	µια	πολύ	σηµαντική	ανισότητα	σχετικά	µε	τις	ρίζες	
της	χαρακτηριστικής	εξίσωσης	του	πίνακα	A∘ B	που	φαίνεται	να	έχουν	παραλειφθεί	από	
τους	µεταγενέστερους	συγγραφείς.	
Ο	Fan	παρουσίασε	το	γινόµενο	C=A	∗ B,	όπου	c¤¤ = a¤¤b¤¤		και	c¤¥ = −a¤¥b¤¥	,	για	κάθε	i≠j,	
και	 το	 συσχέτισε	 µε	 το	 γινόµενο	Hadamard.	 Αυτό	 οφείλεται	 στην	 ιδιότητα	 κατά	 την	
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οποία	 όταν	 οι	 πίνακες	 Α	 και	 Β	 είναι	 Μ-πίνακες	 (δηλαδή	 τετραγωνικοί	 πίνακες	 που	
µπορούν	να	γραφτούν	µε	τη	µορφή	ρI−N,	όπου	ο	Ν	είναι	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	µε	
µη	αρνητικά	στοιχεία	και	ρ	µία	µη	αρνητική	πραγµατική	σταθερά	η	οποία	ξεπερνά	σε	
απόλυτη	τιµή	κάθε	ρίζα	της	χαρακτηριστικής	εξίσωσης	του	πίνακα	Ν),	τότε	και	ο	A∗ B	
θα	είναι.	
Το	γινόµενο	(4.1)	αρχικά	ονοµάστηκε	γινόµενο	Schur	από	τους	Bellman,	Davis	Majindar,	
Lynn	 και	 Srivastava.	 Αργότερα,	 οι	 Halmos,	 Olkin	 και	 Pratt,	Marcus	 και	 Khan,	 Fiedler,	
Marcus	 και	 Thompson,	Marcus	 και	Minc,	 Djoković,	 Ballantine	 και	 Davis	 ονόµασαν	 το	
γινόµενο,	γινόµενο	Hadamard.	
Έχουµε	 βρει	 µόνο	 µια	 σύντοµη	 και	 διάσπαρτη	 χρήση	 του	 γινοµένου	 Hadamard	 στη	
στατιστική	 ανάλυση.	 Οι	 Olkin	 και	 Pratt	 χρησιµοποίησαν	 το	 γινόµενο	 Hadamard	 ενός	
πίνακα	µε	τον	εαυτό	του	στο	πλαίσιο	των	πολυµεταβλητών	Tchebycheff	ανισοτήτων,	
καθώς	οι	Srivastava	και	Rao	χρησιµοποίησαν	το	γινόµενο	Hadamard	δύο	διαφορετικών	
θετικά	 ορισµένων	 πινάκων	 στη	 µελέτη	 τους	 για	 τα	 γενικά	 γραµµικά	 µοντέλα.	 Ο	
McDonald	 αναπαριστά	 ένα	 γενικευµένο	 µοντέλο	 ανάλυσης	 παραγόντων,	
χρησιµοποιώντας	γινόµενα	Hadamard.	Μέχρι	στιγµής	έχει	βρεθεί	µόνο	µία	αδηµοσίευτη	
τεχνική	αναφορά	από	τους	Olkin	και	Siotani,	στην	οποία	χρησιµοποίησαν	το	γινόµενο	
Hadamard	 στις	 εξισώσεις	 µέγιστης	 πιθανοφάνειας	 για	 τις	 µεταβλητές	 σε	 µια	
πολυµεταβλητή	κανονική	κατανοµή.	
Εξετάζουµε	 την	 άλγεβρα	 πινάκων	 στους	 οποίους	 τα	 αντίστοιχα	 στοιχεία	
πολλαπλασιάζονται	µεταξύ	τους	και	λαµβάνουµε	αποτελέσµατα	σχετικά	µε	το	διαγώνιο	
πίνακα	 και	 το	 ίχνος	 ενός	 πινάκα,	 τα	 οποία	 είναι	 χρήσιµα	 σε	 εφαρµογές.	 Θα	
παρουσιάσουµε	τα	αποτελέσµατα	τα	οποία	είναι	γνωστά	για	τα	γινόµενα	Hadamard,	τα	
περισσότερα	από	τα	οποία	περιλαµβάνουν	θετικά	ηµιορισµένους	πίνακες.	Θα	δούµε	νέες	
ανισότητες	 για	 τις	 χαρακτηριστικές	 ρίζες	 του	 γινοµένου	Hadamard	δύο	συµµετρικών	
πινάκων.	Επίσης,	θα	παρουσιαστούν	εφαρµογές	 	στην	πολυµεταβλητή	ανάλυση	µε	τη	
µελέτη	 της	 εκτίµησης	 µέγιστης	 πιθανοφάνειας	 σε	 µια	 πολυµεταβλητή	 κανονική	
κατανοµή	 µε	 γνωστό	 πίνακα	 συσχέτισης	 R.	 Θα	 δείξουµε	 ότι	 ο	 πίνακας	 R	 ∘ R −
2(Rxy ∘ R + I)xy	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	
	
Όπως	 έχουµε	 δει,	 το	 γινόµενο	 Hadamard	 διαφέρει	 αρκετά	 από	 το	 σύνηθες	 γινόµενο	
µεταξύ	 δύο	 πινάκων.	 Πρώτα	 από	 όλα,	 αν	 Α	 και	 Β	 	 είναι	 δύο	 πραγµατικοί	 πίνακες	
διαστάσεων	m	× n	και	p	× q		(στο	κεφάλαιο	αυτό	περιοριζόµαστε	στους	πραγµατικούς	
πίνακες)	αντίστοιχα,	τότε	µπορούµε	να	ορίσουµε	τον	πίνακα	Α	∘ Β	µόνο	αν	m=p	και	n=q,	
ενώ	ο	πίνακας	ΑΒ	ορίζεται	µόνο	αν	n=p,	χωρίς	περιορισµούς	στα	m	και	q.	
Για	πίνακες	µε	βαθµό	ένα,	τα	δύο	γινόµενα	συνδέονται	µε	µια	ενδιαφέρουσα	ιδιότητα.	
Έστω	 A=u v{ και	 Β=w x{ ,	 όπου	 u= [uy, u©, … , u�]{ ,	 w= [wy,w©, … ,w�]{ 	και	 v{ =
[vy, v©, … , v¡]	και	x{ = [xy, x©, … , x¡].	Τότε	
	

Α	∘ Β =(uv{)	∘ (	wx{)	=	(u	∘ w)(v ∘ x){.	
	

Έτσι	προκύπτει	ότι	το	γινόµενο	Hadamard	δύο	πινάκων	βαθµού	ένα	έχει	βαθµό	το	πολύ	
ένα.	
Οι	διαγώνιοι	πίνακες	είναι	πολύ	βολικοί	στο	χειρισµό	τους	στα	γινόµενα	Hadamard.	Ο	
διαγώνιος	πίνακας	που	προκύπτει	από	τον	τετραγωνικό	πίνακα	Α	συµβολίζεται	ως:	
	

Αkl = A ∘ I.	
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Αν	Α	και	Β	είναι	δύο	τετραγωνικοί	πραγµατικοί	πίνακες,	τα	αθροίσµατα	των	γραµµών	
του	πίνακα	A ∘ Β	αποτελούν	τα	στοιχεία	των	διαγωνίων	των	πινάκων	ΑΒ{	και	ΒΑ{.	Έτσι	
µπορούµε	να	γράψουµε	ότι		
	

(A ∘ Β)e = (ΑΒ{)kle=((	ΑΒ{) ∘ I)e=(BA{)kle =((ΒΑ{) ∘ I)e.																			(**)	
	

Αν	επιπλέον	ο	Β	είναι	συµµετρικός	πίνακας,	τότε	
	

(ΑΒ)kle =((	ΑΒ) ∘ I)e	
	

ενώ	αν	ο	Α	είναι	συµµετρικός,	τότε	ισχύει	ότι	
	

(ΒΑ)kle=((	ΒΑ) ∘ I)e.	
	

Το	ίχνος	του	πίνακα	ΑΒ	είναι	το	άθροισµα	όλων	των	στοιχείων	του	πίνακα	A ∘ B{,	ή	του	
πίνακα	A ∘ Β,	όταν	ο	πίνακας	Β	είναι	τετραγωνικός	και	συµµετρικός.	Τότε		
	

tr(AB)=e{(A ∘ B{)e.	
	

Μια	 αξιοσηµείωτη	 ιδιότητα	 του	 γινοµένου	 Hadamard	 είναι	 το	 γινόµενο	 Hadamard	
µεταξύ	διαγώνιων	πινάκων.	Έστω	D	ένας		διαγώνιος	πίνακας.	Τότε	έχουµε		
	

D(A ∘ Β)=(DA	) ∘ Β=	A ∘ (DΒ),	
(A ∘ Β)D = (AD) ∘ Β = A ∘ (ΒD),	

D(A ∘ Β)D = (DAD) ∘ Β = A ∘ (DΒD) = (DΑ) ∘ (ΒD) = (AD) ∘ (DΒ).	
	

Αν	 ο	 πίνακας	 Α	 έχει	 βαθµό	 1	 µπορούµε	 να	 γράφουµε	 A=	 uv{ .	 Έστω	Dn 	και	Do 	δύο	
διαγώνιοι	πίνακες	που	προκύπτουν	από	τα	διανύσµατα	u	και	v	αντίστοιχα.	Τότε		
	

A ∘ Β = (	uv{)	∘ Β=(Dnee{Do) 	∘ Β	=Dn((ee{)	∘ Β)	Do=DnBDo.	
	
Αποτελέσµατα		
Το	πιο	γνωστό	και	ίσως	το	πιο	σηµαντικό	αποτέλεσµα	σχετικά	µε	τα	γινόµενα	Hadamard	
αποδείχθηκε,	πιθανόν	για	πρώτη	φορά,	από	τον	Issai	Schur.	Σε	αυτήν	την	ενότητα	θα	
υποθέσουµε	ότι	οι	πίνακες	Α=[a¤¥]	και	B=	[b¤¥]	είναι	τετραγωνικοί	συµµετρικοί	πίνακες	
βαθµού	n.	
	Αν	ο	Α	είναι	θετικά	ορισµένος	αλλά	ο	Β	είναι	θετικά	ηµιορισµένος	µε	ορίζουσα	ίση	µε	το	
µηδέν,	 τότε	 ο	A ∘ Β 	µπορεί	 να	 είναι	 είτε	 όχι	 θετικά	 ορισµένος.	 Αν	 Β= 	ee{ ,	 τότε	A ∘
Β=Α∘(	ee{)=Α	και	συνεπώς	ο	πίνακας	A ∘ Β	είναι	θετικά	ορισµένος.	Αν	όµως,	ο	Β	είναι	ο	
µηδενικός	πίνακας	τότε	Α	∘ Β = Α ∘ Ο=Ο	και	συνεπώς	ο	πίνακας	Α	∘ Β	δεν	είναι	θετικά	
ορισµένος.	Ικανές	και	αναγκαίες	συνθήκες	σχετικά	µε	τον	πίνακα	B	έτσι	ώστε	ο	Α	∘ Β	να	
είναι	 θετικά	 ορισµένος	 αναζητήθηκαν	 από	 τον	 Djoković	 και	 βρέθηκαν	 από	 τον	
Ballantine.		
	
Πρόταση	4.1.1.	Έστω	ένας	πίνακας	συσχέτισης	R,	δηλαδή	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	
n × n 	που	 δείχνει	 τις	 συσχετίσεις	 (τον	 συντελεστή	 συσχέτισης)	 των	 τυχαίων	
µεταβλητών	και	ο	οποίος	έχει	µονάδα	στη	διαγώνιο.	Ο	R		είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Τότε	
για	τα	στοιχεία	της	διαγωνίου	του	Rxy	ισχύει	ότι		
	

r¤¤ ≥ 1,	i=1,…,n,	
	

ενώ	για	την	ορίζουσα	του	ισχύει		
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|R| ≤ 1.	
	
Απόδειξη:	Aπό	το	συµπέρασµα	του	Λήµµατος	2.1.22	ισχύει	ότι	
	

r¤¤ ≥ 1,	για	κάθε	i=1,…,n.	
	

Όσο	για	την	ορίζουσα	έχουµε	ότι			
	

|R|=	∏ ch¥(R)¡
¥¾y ≤ F

∑ pqç(r)=
çsÏ

¡
G
¡
=°B5(r)

¡
±
¡
=°yÂ⋯Ây

¡
±
¡
=°¡

¡
±
¡
=1.	

	
Η	πρώτη	ανισότητα	προκύπτει	από	την	ανισότητα	του	Cauchy	σύµφωνα	µε	την	οποία:	
		

√aya© ⋯a¡= ≤ åÏÂå4Â⋯Âå=
¡

	,	
	
ενώ	η	δεύτερη	 ισότητα	από	το	ότι	 το	 ίχνος	 ενός	πίνακα	 ισούται	µε	 το	άθροισµα	των	
διαγώνιων	στοιχείων	του.		 	 	 	 	 				□	
	
Αν	ο	πίνακας	Α	έχει	στη	διαγώνιο	µηδενικό	στοιχείο,	τότε	|Α| ≤ 0 ⟹Α=0.	Διαφορετικά,	
θα	υπήρχε	διαγώνιος	πίνακας	D=(A ∘ I)y ©t 	αντιστρέψιµος	τέτοιος	ώστε	Α=DRD,	όπου	R	
ο	πίνακας	που	περιγράψαµε	παραπάνω.	Τότε		
	

|Α| = |DRD|=	Q(A ∘ I)y ©t R(A ∘ I)y ©t Q	
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u
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⎜
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⋱ ⋮
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u	

							=	ayya©© ⋯a¡¡ ∙ ryyr©© ⋯ r¡¡ = ayya©© ⋯a¡¡.	

Οπότε	δηλαδή,	σε	τέτοιες	περιπτώσεις	η	ανισότητα	|R| ≤ 1	είναι	ισοδύναµη	µε	την	
ανισότητα	του	Λήµµατος	2.1.23.																									

Θεώρηµα	4.1.2.	 	Έστω	Α	και	Β	δύο	τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	n	στηλών,	οι	
οποίοι	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι.	Τότε		

|Α ∘ Β| ≥ |Α|byy ⋯b¡¡.	
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Απόδειξη:	 Έστω	Α¡×¡ 	ένας	 πίνακας	 µε	 µηδενική	 ορίζουσα,	 ή	 έστω	 ότι	 ο	 Β	 έχει	 ένα	
µηδενικό	 στοιχείο	 στη	 διαγώνιο,	 τότε	 σίγουρα	 η	 παραπάνω	ανισότητα	 ικανοποιείται	
σύµφωνα	µε	τα	παραπάνω.	Έστω	τώρα	ότι	ο	Α	έχει	µη	µηδενική	ορίζουσα	και	ο	Β	δεν	
έχει	 µηδενικό	στοιχείο	 στη	 διαγώνιο.	 Τότε	 µπορούµε	 να	 γράψουµε	 ότι	 Β=DRD,	 όπου	
D=(B ∘ I)y ©t 	,	οπότε	κάνοντας	πράξεις	έχουµε	

|Α ∘ Β| = |Α ∘ (DRD)|=QΑ ∘ ((B ∘ I)y ©t 	R	(B ∘ I)y ©t )Q	

=uΑ ∘ ¨

byyryy 0
0 b©©r©©

⋯ 			0
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									⋱ ⋮					
										⋯ b¡¡r¡¡
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														=	ayybyyryya©©b©©r©© ⋯a¡¡b¡¡r¡¡	

													≥ |Α|byyb©© ⋯b¡¡ ∙ 1 ∙ 1⋯1	

													=	|Α|byyb©© ⋯b¡¡.			 	 	 	 	 				□	

	

Παρατήρηση:	Χρησιµοποιώντας	τα	Θεωρήµατα	1.6.4,	1.6.5	και	το	Λήµµα	2.1.22	
προκύπτει	ότι		
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Άρα,		
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|Α ∘ R| ≥ |Ay ∘ Ry| ∙
|Í|
|ÌÏ|

			

και	οµοίως		

|Ay ∘ Ry| ≥ |A© ∘ R©| ∙
|ÌÏ|
|Ì4|

			

και	έτσι		

|Α ∘ R| ≥ |A© ∘ R©| ∙
|Í|
|Ì4|

		.	

Με	την	ίδια	διαδικασία	καταλήγουµε	στο	ότι		

|Ì=ÎÏ∘r=ÎÏ|
|Ì=ÎÏ|

=å==
å==
=1.																																																													

Στη	συνέχεια	χρησιµοποιώντας	το	Λήµµα	2.1.23	στο	Θεώρηµα	4.1.2	οδηγούµαστε	στην	
παρακάτω	 πρόταση,	 η	 οποία	 δίνει	 ένα	 κάτω	 φράγµα	 για	 την	 ορίζουσα	 του	 πίνακα												
Α ∘ B.	

Πρόταση	4.1.3.	Έστω		Α	και	Β	δύο	τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	στηλών	οι	
οποίοι	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι.	Τότε		

|Α ∘ B| ≥ |Α||Β|.	

Απόδειξη:	Έστω	Α¡×¡	και	Β¡×¡	τετραγωνικοί	πίνακες	οι	οποίοι	είναι	θετικά	
ηµιορισµένοι.	Τότε	από	Θεώρηµα	4.1.2	

|Α ∘ Β| ≥ |Α|byyb©© ⋯b¡¡.	

Όµως,	αφού	Β	θετικά	ηµιορισµένος,	από	Λήµµα	2.1.23	ισχύει	η	ανισότητα	

|Β| ≤ byyb©© ⋯b¡¡.	

Άρα	|Α ∘ Β| ≥ |Α||Β|.																																																																																																																															□	

	
Χρησιµοποιούµε	την	Πρόταση	4.1.3	για	να	βρούµε	ένα	µικρότερο	κάτω	φράγµα	από	αυτό	
που	παίρνουµε	από	το	Θεώρηµα	4.1.2.		
	
Θεώρηµα	4.1.4.	Έστω	Α¡×¡	και	Β¡×¡	δύο	τετραγωνικοί	πίνακες	n	γραµµών	και	n	στηλών	
οι	οποίοι	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι,	τότε		
	

|Α ∘ Β| + |Α||Β| ≥ |Α|byyb©© ⋯b¡¡ + ayya©© ⋯a¡¡|Β|.	
	
Απόδειξη:	Έστω	Α¡×¡	και	Β¡×¡	δύο	τετραγωνικοί	πίνακες.	Αν	κάποιος	από	αυτούς	έχει	
µηδενική	ορίζουσα,	τότε	η	ανισότητα	του	θεωρήµατος	ταυτίζεται	µε	την	ανισότητα	του	
Θεωρήµατος	4.1.2.	Έστω	τώρα	Α	και	Β	είναι	θετικά	ορισµένοι.	Τότε,	αν	Α=DyRDy	και	
Β=D©QD©,	 όπου	 οι	 πίνακες	Q	 και	 R	 είναι	 θετικά	 ηµιορισµένοι	 πίνακες	 συσχέτισης	 µε	
µονάδα	στη	διαγώνιο,	έχουµε	
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|Α ∘ Β| + |Α||Β|=|(DyRDy) 	∘ (D©QD©)| + |DyRDy||D©QD©|	
																									=Q((A ∘ I)y ©t 	R	(A ∘ I)y ©t ) 	∘ (Β ∘ I)y ©t 	Q	(B ∘ I)y ©t )Q +	

	+Q(A ∘ I)y ©t 	R	(A ∘ I)y ©t 	Q Q(Β ∘ I)y ©t 	Q	(B ∘ I)y ©t Q=	
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							+ayyryya©©r©© ⋯a¡¡r¡¡byyqyyb©©q©© ⋯b¡¡q¡¡	
					=ayybyyryyqyy ⋯a¡¡b¡¡r¡¡q¡¡+ayybyyryyqyy ⋯a¡¡b¡¡r¡¡q¡¡	
					=2ayybyyryyqyy ⋯a¡¡b¡¡r¡¡q¡¡=ayya©© ⋯a¡¡byyb©© ⋯b¡¡ +
								+ayya©© ⋯a¡¡byyb©© ⋯b¡¡	
			≥ |Α|byyb©© ⋯b¡¡ + ayya©© ⋯a¡¡|Β|.																																																																		□																																												

	
Παρατήρηση:	Από	το	Λήµµα	2.1.22	ισχύει	ότι	RÕ = R − JÏJÏK

5ÏÏ
		(όπου	ryy = ey{Rxyey)	είναι	

θετικά	ηµιορισµένος.	Συνεπώς	από	Θεωρήµατα	1.6.4,	1.6.5	ο	πίνακας	Q ∘ RÕ		είναι	θετικά	
ορισµένος.	Επιπλέον,	από	το	Θεώρηµα	4.1.2	ισχύει	ότι		
	

|Q| F1 −
1
ryyG ≤	

|	Q ∘ RÕ| = w	Q ∘ R −
eyey{

ryy w	

																=	|	Q ∘ R|(I − |	xÏ∘rÏ|
|	x∘r|5ÏÏ

)	

											⟹ y|Q| °1 − y
5ÏÏ
±y = w|	Q ∘ R|(I − |	xÏ∘rÏ|

|	x∘r|5ÏÏ
)w	

											⟹ y|Q| − |x|
5ÏÏ
y=|	Q ∘ R| − |	xÏ∘rÏ|

5ÏÏ
	

	

									⟹ |	Q ∘ R| − |	xÏ∘rÏ|
5ÏÏ

≥ |Q| − |x|
5ÏÏ
	.																																																				(∗)	

	
Η	τελευταία	σχέση	προκύπτει	από	την	αριστερή	τριγωνική	ανισότητα.	Θεωρώ	
	

l¤Ây = |	Q¤ ∘ R¤|+|Q¤||R¤| − |Q¤| − |R¤|,	για		i=0,1,…,	n−1.	
	
Τότε		

ly = |	QÕ ∘ RÕ|+|QÕ||RÕ| − |QÕ| − |RÕ| ≥ 0.	
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Επίσης,	η	(∗)	µπορεί	και	να	γραφεί	ως		
	

ly −
z4
5ÏÏ

≥ ° y
5ÏÏ
− |R|± (|Qy| − |Q|).	

	
Η	 ποσότητα	 (yx|rÏ|)

5ÏÏ
	είναι	 µη	 αρνητική	 	 από	 την	 Πρόταση	 4.1.1.	 Επίσης,	 από	 τα	

συµπεράσµατα	 του	 Λήµµατος	 2.1.22,	 προκύπτει	 ότι	 και	 η	 ποσότητα	ly −
z4
5ÏÏ
		 είναι	 µη	

αρνητική,	και	έτσι	προκύπτει	ότι	και	τα	δύο	µέλη	της	παραπάνω	ανισότητας	είναι	µη	
αρνητικά.	Έτσι,	

ly ≥ l©
|r|
|rÏ|
	,		l© ≥ l¶

|rÏ|
|r4|
	,	

	
και	συνεπώς	

ly ≥ l©
|r|
|r4|
	.	

	
	Με	την	ίδια	διαδικασία	έχουµε	ότι	
	

l¡xy = 1 − q©r© + (1 − q©)(1 − r©) − (1 − q©) − (1 − r©) = 0,	
	

όπου	q=q¡,¡xy	και	r=r¡,¡xy.																																																																																																																		
	
Λήµµα	4.1.5.		Έστω		Α¡×¡	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ορισµένος	και		Β¡×¡	θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας	µε	r	θετικά	στοιχεία	στη	
διαγώνιο.	Τότε		

rank(A ∘ Β) = r.	
	
Απόδειξη:		Έστω		Α¡×¡	και	Β¡×¡		τετραγωνικοί	πίνακες	µε	Α	θετικά	ορισµένο	και	Β	θετικά	
ηµιορισµένο.	 Τότε	 από	 	 Θεωρήµατα	 1.6.4	 και	 1.6.5	 ο	 πίνακας	 A ∘ Β 	είναι	 θετικά	
ηµιορισµένος	και	έχει		r	θετικά	στοιχεία	στη	διαγώνιο.	Άρα		
	

rank(A ∘ Β) ≤ r.	
	
Από	το	θεώρηµα	4.1.2	έχουµε	ότι	ο	πίνακας	A ∘ Β	έχει	έναν	κύριο	υποπίνακα	βαθµού	r	ο	
οποίος	έχει	µη	µηδενική	ορίζουσα	και	έτσι	
	

rank(A ∘ Β) ≥ r,	
	

οπότε	προκύπτει	το	ζητούµενο.																																																																																																											□	
	
Άµεση	συνέπεια	του	Λήµµατος	4.1.5	είναι	το	παρακάτω	θεώρηµα.	
	
Θεώρηµα	4.1.6.	Έστω		C	ένας	τετραγωνικός	πίνακας	n	γραµµών	και	n	στηλών,	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Τότε	ο	C	µπορεί	 να	 εκφραστεί	ως	A ∘ Β,	όπου	Α	 είναι	 ένας	
τετραγωνικός	 πίνακας	 n	× n	θετικά	 ορισµένος	 και	Β¡×¡ 	θετικά	 ηµιορισµένος,	 αν	 και	
µόνο	αν	ο	βαθµός	του	C	ισούται	µε	το	πλήθος	των	θετικών	στοιχείων	της	διαγωνίου	του	
C.	Η	απόδειξη	του	θεωρήµατος	προκύπτει	άµεσα	από	το	προηγούµενο	λήµµα.	
	
Όταν	όλα	τα	στοιχεία	της	διαγωνίου	του	πίνακα	Β	είναι	θετικά,	τότε	ο	πίνακας	A ∘ Β	είναι	
θετικά	 ορισµένος	 (και	 µε	 µη	 µηδενική	 ορίζουσα)	 και	 έτσι	 τα	 Θεωρήµατα	 1.6.4,	 1.6.5	
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ενισχύονται	 από	 τους	 Pólya	 και	 Szëgo.	 Το	 Λήµµα	 4.1.5	 ενισχύει	 το	 αποτέλεσµα	 του	
Djoković,	ο	οποίος	απέδειξε	ότι	rank(A ∘ Β) 	≥ rank(B)	όταν	ο	Α	είναι	θετικά	ορισµένος	
και	ο	Β	είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	
Ας	υποθέσουµε	τώρα	ότι	οι	πίνακες	Α	και	Β	είναι	και	οι	δύο	θετικά	ηµιορισµένοι	και	έχουν		
µηδενική	ορίζουσα.	Όταν	και	οι	δύο	έχουν	βαθµό	ένα,	ο	πίνακας	A ∘ Β	έχει	βαθµό	το	πολύ	
ένα.	Σε	αυτήν	την	περίπτωση	ο	πίνακας	A ∘ Β		έχει	µηδενική	ορίζουσα,	εκτός	και	αν	οι	
πίνακες	Α	και	Β	έχουν	τάξη	ένα	και	είναι	βαθµωτοί.	Ως	εκ	τούτου,	το	γινόµενο	Hadamard	
δύο	πινάκων	οι	οποίοι	είναι	θετικά	ηµιορισµένοι	και	έχουν	µηδενική	ορίζουσα	και	έχουν	
τάξη	δύο	δεν	µπορεί	να	είναι	θετικά	ορισµένο.	Όταν	όµως	η	τάξη	είναι	το	λιγότερο	τρία,	
τότε	ο	πίνακας	A ∘ Β	µπορεί	να	έχει	είτε	να	µην	έχει	µηδενική	ορίζουσα.	Αν	οι	πίνακες	Α	
ή	Β	είναι	οι	µηδενικοί	πίνακες,	τότε	ο	πίνακας	A ∘ Β = Ο		και	έτσι	η	ορίζουσα	του	A ∘ Β	θα	
ισούται	µε	το	µηδέν.	Όµως,	αν	για	παράδειγµα	
	

Α=²
3 2 2
2 2 2
3 3 3

³	και	Β=à
3 2 2
1 1 0
3 }

¶
¿
¶

á,	

	

τότε	 οι	 πίνακες	 Α	 και	 Β	 έχουν	 βαθµό	 2,	 αλλά	 ο	 πίνακας	A ∘ Β=²
9 4 4
2 2 0
9 7 4

³δεν	 έχει	

µηδενική	ορίζουσα,	καθώς	det(A ∘ Β)=24		και	ο	A ∘ Β	είναι	θετικά	ορισµένος.	
Ο	Fiedler	µελέτησε	τις	ρίζες	της	χαρακτηριστικής	εξίσωσης	του	πίνακα	A ∘ Αxy,	όταν	ο	
πίνακας	A	είναι	θετικά	ορισµένος.	
Όπως	 έχει	 ήδη	 αναφερθεί,	 αν	 Α,	 Β	 είναι	 τετραγωνικοί	 πραγµατικοί	 πίνακες,	 τότε	 τα	
αθροίσµατα	 των	 γραµµών	 του	 πίνακα	 A ∘ Β 	είναι	 τα	 στοιχεία	 της	 διαγωνίου	 των	
πινάκων	 ΑΒµ 	και	 ΒΑµ ,	 άρα	 εδώ	 όλα	 τα	 αθροίσµατα	 των	 γραµµών	 του	A ∘ Αxy 		 θα	
ισούνται	µε	 τα	στοιχεία	 της	διαγωνίου	του	πίνακα	Α(Αxy)µ =	Α(Αxy)	 =	Ι,	 δηλαδή	θα	
ισούνται	µε	τη	µονάδα	και	έτσι	ο	πίνακας			A ∘ Αxy	έχει	ιδιοτιµή	το	1,	µε	το	e	να	είναι	ένα	
αντίστοιχο	ιδιοδιάνυσµα.	Το	αποτέλεσµα	αυτό	µπορεί	να	ενισχυθεί	αν	υποθέσουµε	ότι	ο	
πίνακας	Α	έχει	την	παρακάτω	µορφή:	
	

²
Αyy … 0
⋮ ⋱ ⋮
Α½y ⋯ Α½½

³,	

	
όπου	Α¤¤,	για	κάθε	i=1,…,s,		είναι	υποπίνακες	οι	οποίοι	είναι	τετραγωνικοί	και	δε	µπορούν	
να	είναι	µικρότερης	διάστασης.	
	
Θεώρηµα	 4.1.7.	 Έστω	 	Α¡×¡ 	ένας	 τετραγωνικός	 πίνακας	 n	 γραµµών	 και	 n	 στηλών	 ο	
οποίος	είναι	θετικά	ορισµένος	και	µπορεί	να	γραφεί	όπως	αναφέρθηκε	παραπάνω.	Τότε	
ο	πίνακας	A ∘ Αxy	έχει	µικρότερη	ιδιοτιµή	το	1,	µε	πολλαπλότητα	s	και	ιδιοδιάνυσµα	το	
e.		
Ένας	τετραγωνικός,	όχι	απαραίτητα	συµµετρικός	πίνακας,	µε	µη	αρνητικά	στοιχεία	έχει	
µια	κυρίαρχη	πραγµατική	ιδιοτιµή	η	οποία	δεν	είναι	µικρότερη	από	τις	άλλες	ιδιοτιµές	
κατά	απόλυτη	τιµή.	
Το	 1963	 οι	 Marcus	 και	 Thompson	 µελέτησαν	 το	 γινόµενο	 Hadamard	 σε	 κανονικούς	
πίνακες	και	απέδειξαν	το	παρακάτω	θεώρηµα.	
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Θεώρηµα	4.1.8.		Έστω		Α¡×¡	και	Β¡×¡	δύο	τετραγωνικοί	κανονικοί	πίνακες	µε	ιδιοτιµές	
αy, α©,…,	α¡	και	βy, β©,…,	β¡,	αντίστοιχα.	Τότε	οι	 ιδιοτιµές	του	πίνακα	A ∘ Β	ανήκουν	σε	
ένα	υποσύνολο	ενός	κυρτού	πολυγώνου	στο	επίπεδο,	το	οποίο	δίνεται	από	τα	α¤β¥.	
Τώρα	θα	δώσουµε	µια	νέα	ανισότητα	για	τις	ιδιοτιµές	του	πίνακα	A ∘ Β,	όταν	έχουµε		
υποθέσει	µόνο	ότι	οι	πίνακες	Α	και	Β	είναι	συµµετρικοί.	Τότε	υπάρχει	ένας	µοναδικός	
θετικά	ηµιορισµένος	πίνακας	Α̧	τέτοιος	ώστε	
	

Α̧©=Α©.	
	

Επίσης,	 οι	 πίνακες	 	 Α̧ 	και	 Α	 έχουν	 τα	 ίδια	 χαρακτηριστικά	 ιδιοδιανύσµατα,	 αλλά	 οι	
ιδιοτιµές	του	πίνακα	Α̧	είναι	οι	ιδιάζουσες	τιµές	του	πίνακα	Α	(και	ως	εκ	τούτου	επίσης	
του	 Α̧ ).	 Ένας	 πίνακας	 F,	 όχι	 απαραίτητα	 τετραγωνικός,	 βαθµού	 f	 έχει	 f	 πλήθος	 µη	
µηδενικών	ιδιαζουσών	τιµών,	και	ισχύει	ότι		
	

sg¥(F)	=	(ch¥(F{F))
y
©t =(ch¥(FF{))

y
©t ,		για	κάθε	j=1,…	,f,		

	
Έτσι,	για	ένα	συµµετρικό	πίνακα	Α	προκύπτει:	
	

ch¥(Α̧	)=	sg¥(Α)=|ch»(Α	)|,	για	κάθε	j=1,…,n	και	κατάλληλα	k.	
	

Βασιζόµενος	σε	αυτά	ο	Davis	διατύπωσε	το	παρακάτω	θεώρηµα.	
	
Θεώρηµα	 4.1.9.	 Έστω	 Α¡×¡ και	 Β¡×¡ 	δύο	 τετραγωνικοί	 πίνακες	 οι	 οποίοι	 είναι	
συµµετρικοί,	και	έστω	Α̧¡×¡	και	Β̧¡×¡	θετικά	ηµιορισµένοι	πίνακες	οι	οποίοι	ικανοποιούν	
τις	ισότητες:	

Α© = Α̧©		και		Β© = Β̧©.	
	

	Τότε	
ch¥(A ∘ Β	) ≤ 	ch¥(Α̧ ∘ Β̧	),	για	κάθε	j=1,…,n.	

	
Απόδειξη:	Έστω		Α¡×¡	και	Β¡×¡	δύο	(πραγµατικοί)	συµµετρικοί	πίνακες	και	P={p¤q}	και	
Q={q¥»}	δύο	ορθογώνιοι	πίνακες	τέτοιοι	ώστε		
	

P{AP=Λ={λq}		και		Q{BQ=Δ={δ»},	
	
µε	Λ	και	Δ	διαγώνιους	πίνακες.	Επιπλέον,	έστω	x={x¤},	ένας	πίνακας	n	γραµµών	και	1	
στήλης	(διάνυσµα).	Τότε,	αν		
	

P{AP=Λ⟹ A =PΛP{		
και	αν		
	

Q{BQ=Δ⟹ Β =QΔQ{,	
	

προκύπτει		
x{(A ∘ Β)x=x{((PΛP{) ∘	(QΔQ{))x =	

	

= x{

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

⎝

⎜
⎛
¨

pyy			 py©
p©y				 p©©

⋯ py¡
⋯ p©¡

				⋮					 ⋮			
					p¡y					 p¡©					

⋱ ⋮
⋯ p¡¡

¨

λy 		0
0 			λ©

⋯ 0
⋯ 0

			⋮					 ⋮			
				0					 0				

⋱ ⋮
⋯ λ¡

¨

pyy			 p©y
py©				 p©©

⋯ p¡y
⋯ p¡©

				⋮					 ⋮			
					py¡					 p©¡					

⋱ ⋮
⋯ p¡¡



⎠

⎟
⎞
	

	



74 

 

∘

⎝

⎜
⎛
¨

qyy			 qy©
q©y				 q©©

⋯ qy¡
⋯ q©¡

				⋮					 ⋮			
					q¡y					 q¡©					

⋱ ⋮
⋯ q¡¡

¨

δy 		0
0 			δ©

⋯ 0
⋯ 0

			⋮					 ⋮			
				0					 0				

⋱ ⋮
⋯ δ¡

¨

qyy			 q©y
qy©				 q©©

⋯ q¡y
⋯ q¡©

				⋮					 ⋮			
					qy¡					 q©¡					

⋱ ⋮
⋯ q¡¡



⎠

⎟
⎞

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
x	

	

=x{ hà
pyy© λy + py©© λ© + ⋯+ py¡© λ¡ ⋯ pyy	p¡yλy + py©	p¡©λ© + ⋯+ py¡	p¡¡λ¡

⋮ ⋱ ⋮
p¡y	pyyλy + p¡©	py©λ© + ⋯+ p¡¡	py¡λ¡ ⋯ p¡y© λy + p¡©© λ© + ⋯+ p¡¡© λ¡

á ∘	

	

∘ à
qyy© δy + qy©© δ© + ⋯+ qy¡© δ¡ ⋯ qyy	q¡yδy + qy©	q¡©δ© + ⋯+ qy¡	q¡¡δ¡

⋮ ⋱ ⋮
q¡y	qyyδy + q¡©	qy©δ© + ⋯+ q¡¡	qy¡δ¡ ⋯ q¡y© δy + q¡©© δ© + ⋯+ q¡¡© δ¡

áix	

	
																																			= ∑ x¤¡

¤,¥¾y ë∑ p¤qλqp¥q¡
q¾y ìë∑ q¤»δ»q¥»¡

»¾y ìx¥	
	

=	xy©(pyy© λy + py©© λ© + ⋯+ py¡© λ¡)(	qyy© δy + qy©© δ© + ⋯+ qy¡© δ¡) + ⋯+	
	

+x¡©ëpn1
2 λ1 + pn2

2 λ2 + ⋯+ pnn
2 λnìë	qn1

2 δ1 + qn2
2 δ2 + ⋯+ qnn

2 δnì	
	

=	∑ λhδk¡
q,»¾y (∑ x¤¡

¤¾y p¤qq¤»)©	
	

≤ ∑ |λh||δk|¡
q,»¾y (∑ x¤¡

¤¾y p¤qq¤»)©=x{(A̧ ∘ B̧)x.	
	
Έστω	G	ένας	πίνακας	n×(j−1),	δηλαδή	ένας	πίνακας	µε	n	γραµµές	και	 	 j−1	στήλες,	ο	
οποίος	έχει	ως	στήλες	τα	ιδιοδιανύσµατα	του	πίνακα	A̧ ∘ B̧	τα	οποία	αντιστοιχούν	στις	
j−1	µεγαλύτερες	ιδιοτιµές.	Αν	επιπλέον	x{	x = 1,	τότε		
	

ch¥(A ∘ Β	) ≤max{x{(A ∘ Β	)x	:	G{x=O}≤	max{x{(A̧ ∘ B̧	)x	:	G{x=O}=	ch¥(A̧ ∘ B̧),	
	
το	οποίο	προέκυψε	χρησιµοποιώντας	το	Θεώρηµα	Courant-Fischer	για	το	µέγιστο	και	το	
ελάχιστο,	το	οποίο	λέει	ότι	αν	Α	είναι	ένας	συµµετρικός	πίνακας	τότε	
	

ch¥(A) = min
~

max
‖/‖¾y,~/¾Õ

< Ax, x >,	
	

όπου	C	ένας	(j−1) ×	n	πίνακας.																																																																																																											□	
	
Θεώρηµα	 4.1.10.	 	 Έστω	 	Α¡×¡ 	και	Β¡×¡ 	δύο	 τετραγωνικοί	 πίνακες	 n	 γραµµών	 και	 n	
στηλών	οι	οποίοι	είναι	συµµετρικοί.	Τότε		
	

chy(A ∘ Β	) ≤	sgy(A ∘ Β)	≤	sgy(A̧ ∘ B̧	)≤	sgy(Α	)b¹�å/,	
	

όπου	b¹�å/	είναι	το	µεγαλύτερο	στοιχείο	της	διαγωνίου	του	πίνακα	B̧.		
Η	ανισότητα	sg¥(A ∘ Β)	≤	sg¥(A̧ ∘ B̧	)	δεν	ισχύει,	γενικά,	για	j≥2.		
	
Απόδειξη:	 Έστω	 	Α¡×¡ 	και	Β¡×¡ 	δύο	 συµµετρικοί	 πίνακες.	 Τότε,	 από	 την	 παραπάνω	
ανισότητα	έχουµε	ότι		

|x{(A ∘ Β)x| ≤ x{(A̧ ∘ B̧	)x,	
	

και	έτσι	προκύπτει	
	



75 

 

									sgy(A ∘ Β)=max(chy(A ∘ Β), −ch¡(A ∘ Β))	
	=max(max{	x{(A ∘ Β)x}, −min	{x{(A ∘ Β)x})	
	=max|x{(A ∘ Β)x| ≤ max|x{(A̧ ∘ B̧)x|	
	≤ max(x{(A̧ ∘ B̧)x) = 	chy(A̧ ∘ B̧)	
	=	sgy(A̧ ∘ B̧	),	

	
το	οποίο	από	Θεώρηµα	2.1.17	δεν	είναι	µεγαλύτερο	από	chy(A̧)b¹�å/.	Θα	δώσουµε	τώρα	
ένα	αντιπαράδειγµα	για	να	δούµε	ότι	η	ανισότητα	 	 sg¥(A ∘ Β)	≤	sg¥(A̧ ∘ B̧	)	δεν	 ισχύει	
γενικά.	Υποθέτουµε	ότι	n=j=2	και		
	

Α=°2 3
3 2±,		Β=°

1 1
1 2±,		A ∘ Β = °2 3

3 4±.	
	

Ο	A ∘ Β	έχει	ιδιοτιµές	τις	λy,© = 3± √10	.	Επιπλέον,	
	

A̧ = °2 3
3 2±,		B̧ = à

y
√b

¶
√b

¶
√b

¿
√b

á,		A̧ ∘ B̧ = à
©
√b

c
√b

c
√b

�
√b

á,	

	
µε	ιδιοτιµές	λy,© =

5
√5
± 3√yÕ

√5
	.	

Οπότε		sg©(A ∘ Β)=	M3 − √10M = √10 −3≅0,16,		sg©(A̧ ∘ B̧)=Q
b
√b
− ¶√10

√b
Q = ¶√10

√b
− b

√b
≅ 2,01.	

	

Άρα		sg©(A ∘ Β)<	sg©(A̧ ∘ B̧).																		 	 	 	 	 																															□	
	
Έστω		xy, x©, … , x¡ 	ένα	 τυχαίο	 δείγµα	από	 µια	 n-διάστατη	 κανονική	 κατανοµή	N(0,Σ).	
Υποθέτουµε	 ότι	 µε	 L(xÊ⃗ )	συµβολίζουµε	 την	 πιθανοφάνεια	 των	 n	 παρατηρήσεων	 και	 l	
είναι	η	ποσότητα:		

l = − ©
¡
log L − 𝑛 log(2π).																																																					(1)	

	
Αν	µε	S	συµβολίσουµε	την	ποσότητα:	
	

S=y
¡
∑ xåxå{¡
å¾y ,	
	

όπου	S	ο	πίνακας	συνδιακύµανσης	του	δείγµατος,	τότε	
	

l=tr(ΣxyS)+log|Σ|.	
	
Οι	πίνακες	Σ	και	S	είναι	θετικά	ορισµένοι	και	µπορούµε		να	γράψουµε	ότι		
	

Σ=ΔRΔ	και	S=DRùD,	
	
όπου	R	και	Rù	είναι	οι	πίνακες	συσχέτισης	του	πληθυσµού	και	του	δείγµατος,	και	Δ	και	D	
διαγώνιοι	πίνακες	του	πληθυσµού	και	του	δείγµατος	µε	διαγώνιο	τις	τυπικές	αποκλίσεις.	
Υποθέτουµε	ότι	ο	πίνακας	R		θεωρείται	γνωστός.	Αν		

	
Δe=σ={σ¤},	

	Δxye = σ(xy) = � y
�æ
�,																																																									(2)	

			Δ©e = σ(©)={σ¤©},	
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από	προηγούµενες	ιδιότητες	προκύπτει:	
	

tr(ΣxyS)=e{(Σxy ∘ S)e = e{ë(ΔxyRxyΔxy) ∘ Sìe=(σ(xy)){(R	∘ S)	σ(xy).	
	
Άρα,	

kz
k�(ÎÏ)

=k((�(ÎÏ))K(r∘�)�(ÎÏ)Âz�l|�|)
k�(ÎÏ)

=2((Rxy ∘ S)	(σ(xy) − σ),																												(3)	
	

	

και	έτσι	η	εκτίµηση	µέγιστης	πιθανοφάνειας	θα	είναι	η:	
	

σ�=((Rxy ∘ S)σ�(xy).	 	 	 																											(4)	
	

Από		Θεωρήµατα	1.6.4,	1.6.5	έχουµε	ότι	ο	πίνακας	
	

k4z
k�(ÎÏ)k(�(ÎÏ))K

=2(Rxy ∘ S + Δ©)	 	 	 	 	(5)	
	

είναι	θετικά	ορισµένος	και	έτσι	η	εξίσωση	(4)	έχει	µοναδική	λύση.	
Οι	 Newton-Raphson	 πρότειναν	 µια	 επαναληπτική	 µέθοδο	 για	 την	 εύρεση	 της	 σ�	
βασισµένοι	στην	υπόθεση	ότι	σ�Õ = De,	σύµφωνα	µε	την	οποία	το	διάνυσµα	στήλη	των	
τυπικών	αποκλίσεων	του	τυχαίου	δείγµατος	δίνει	την	πρώτη	επανάληψη,	δηλαδή	
	

σ�y
(xy) = 2Dxy(Rxy ∘ R′+ I)xye.	

	

Ο	Styan	απέδειξε	ότι	οι	ποσότητες	√n(σ�y
(©) − σ(©))	και	√n(σ�(©) − σ(©))	συγκλίνουν	κατά	

κατανοµή	στην	κανονική	κατανοµή	µε	πίνακα	συνδιακύµανσης	τον	
	

4Δ©(Rxy ∘ R + I)xyΔ©,	
	

ενώ	η	 	 	√n(D©e − σ(©))	συγκλίνει	κατά	κατανοµή	στην	κανονική	κατανοµή	µε	πίνακα	
συνδιακύµανσης	τον		

2Δ©(R ∘ R)	Δ©.	
	
Θεώρηµα	 4.1.11.	 Έστω	 	R¡×¡ 	ένας	 πίνακας	 συσχέτισης	 n	 γραµµών	 και	 n	 στηλών,	 ο	
οποίος	όπως	έχουµε	αναφέρει	έχει	στη	διαγώνιο	τη	µονάδα	και	είναι	θετικά	ορισµένος.	
Τότε	ο	πίνακας		
	

R ∘ R − 2(Rxy ∘ R + I)xy	
	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	
	
Απόδειξη:	 Έστω	 R¡×¡ 	πίνακας	 συσχέτισης	 θετικά	 ορισµένος.	 Θα	 εκτιµήσουµε	 τις	
ποσότητες:	
	

s=(	S ∘ I)e = D©e		και			k z�l �
k�(4)

	.	
	

Αρχικά	θα	αποδείξουµε	ότι		
	

nV(s)=2Σ	∘ Σ =2Δ©(R ∘ R)Δ©,	 	 	 	 (6)	
	

όπου	V(∙)		είναι	ο	πίνακας	συνδιακύµανσης.	Έστω	cov(s¤, s¥)	το	στοιχείο	που	βρίσκεται	
στην	i-γραµµή	και	j-στήλη	του	πίνακα	V(s).	Τότε		
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n	cov(s¤, s¥)	=	ncov(

y
¡
∑ xåæxåæ

{ ,¡
å¾y

y
¡
∑ x�çx�ç

{ )¡
�¾y 	

									=	ny
¡
y
¡
cov(∑ xåæ

© , ∑ x�ç
©¡

�¾y
¡
å¾y )	

																							=	cov(X¤©, X¥©) = 	
y
©
îVëX¤© + X¥©ì − V(X¤©) − VëX¥©ìï	

									=	tr(V©) −	σ¤¤© − σ¥¥©,		
	
όπου	 X¤, X¥ 	είναι	 διδιάστατες	 τυχαίες	 µεταβλητές	 που	 ακολουθούν	 την	 κανονική	
κατανοµή,	µε	µέση	τιµή	µηδέν	και	πίνακα	συνδιακύµανσης		
	

V=�
σ¤¤ σ¤¥
σ¤¥ σ¥¥�.	

	

Εφόσον	tr(V©) = 	σ¤¤© + σ¥¥©+2σ¤¥© 		και	ncov(s¤, s¥)=	2σ¤¥© ,	έπεται	η	σχέση	(6).	
	
Από	την	εξίσωση	(3)	προκύπτει	ότι:		
	

Ε° kz
k�(ÎÏ)

± = Ε F2 °(Rxy ∘ S)σ(xy) − σ±G	

					=2 °(Rxy ∘ Σ)σ(xy) − σ±	
					= 2(Δ(Rxy ∘ R)e − σ)	
					=2(Δe−σ)	
					=0,	

	
όπου	για	τα	παραπάνω	χρησιµοποιήθηκαν	οι	ισότητες	(**)	και	(2)	και	µε	Ε	συµβολίζουµε	
τη	µέση	τιµή.	Επιπλέον,	από	την	εξίσωση	(1)	έχουµε	ότι	
	

Ε°k (z�l �)
k�(ÎÏ)

± =ΕF
k(x=4zx

=
4		� z�l(©�)

k�(ÎÏ)
G = 0,	

	
και	έτσι	προκύπτει	ότι		

cov°s, k (z�l �)
k�(4)

± = E Fs °k (z�l �)
k�(4)

±
{
G = k�(½)

(k�(4))R
= I,		

καθώς	
Ε(s)=	σ(©).	

	
Επιπλέον,	

V°k (z�l �)
k�(4)

± = y
¿
	n©V �° k(�

ÎÏ)
k(�(4))R

± ∙ ° kz
k(�ÎÏ)

±�	
	
και	εφόσον	

k(�ÎÏ)
k(�(4))R

= −y
©
Δx¶,	

V° kz
k�(ÎÏ)

± = ©
¡
Ε( k4z

k�(ÎÏ)(k�(ÎÏ))R
),	

	
βρίσκουµε,	µε	χρήση	της	ισότητας	(5),	ότι		
	

V°k (z�l �)
k�(4)

± = y
¿
	nΔx©(Rxy ∘ R+I)	Δx©	

	
καθώς		
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Ε(S)=Σ.	
	
Οπότε	τελικά	

VE
s

k (z�l �)
k�(4)

H = à
©
¡
	Δ©(R ∘ R)	Δ© I

I y
¿
	nΔx©(Rxy ∘ R + I)	Δx©

á,	

	
όπου	η	απόδειξη	του	θεωρήµατος	προκύπτει	από	το	γεγονός	ότι	ο	παραπάνω	πίνακας	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος.																																																																																																																															□	
	
Πρόταση	4.1.12.	Έστω	R¡×¡	ένας	πίνακας	συσχέτισης	n	γραµµών	και	n	στηλών,	ο	οποίος	
είναι	θετικά	ηµιορισµένος.	Τότε	µια	ικανή	αλλά	όχι	αναγκαία	συνθήκη	για	να	ισχύει	ότι	
ο	πίνακας		

R	∘ R − 2(Rxy ∘ R + I)xy	

έχει	µηδενική	ορίζουσα,	είναι	να	ισχύει	ότι	ο	πίνακας	R−I	έχει	τουλάχιστον	µια	µηδενική	
γραµµή.	
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