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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

Η παρούσα εργασία, από ιατρικής σκοπιάς, ασχολείται µε ένα είδος αγγειακής 
παθοφυσιολογίας, το γνωστό σε όλους ανεύρυσµα κοιλιακής αορτής. Από καθαρά 
ρευστοµηχανική πλευρά, όµως, µελετάται η στρωτή, ασυµπίεστη ροή σε απότοµα 
διευρυνόµενο αγωγό. Συγκεκριµένα, ασχολείται µε το συνδυασµό της βιοϊατρικής 
τεχνολογίας και της ρευστοµηχανικής. Μελετά τα ροϊκά φαινόµενα σε διογκωµένες 
αρτηρίες του ανθρώπινου οργανισµού και τις σοβαρές επιπτώσεις που έχει η 
διόγκωσή τους στην καλή λειτουργία του κυκλοφορικού συστήµατος, θεωρώντας το 
αίµα ως ρευστό και τις αρτηρίες ως αγωγούς. 

Στο πρώτο κεφάλαιο, γίνεται µία ιατρική ανασκόπηση που αφορά το καρδιαγγειακό 
σύστηµα. Περιγράφονται οι αρτηρίες, η δοµή και οι λειτουργίες τους, η καρδιά και ο 
καρδιακός κύκλος καθώς και το αίµα µε τα συστατικά του. Επίσης, γίνεται µια µικρή 
ανάλυση του ανευρύσµατος κοιλιακής αορτής, του µηχανισµού που οδηγεί στο 
σχηµατισµό του, των παραγόντων που το επηρεάζουν, των συµπτωµάτων και των 
τρόπων αντιµετώπισής του. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο, δείχνουµε τον τρόπο µε τον οποίο συνδέονται τα 
ρευστοµηχανικά µεγέθη µε την παθοφυσιολογία του κυκλοφορικού συστήµατος. 
Θεωρούµε το κυκλοφορικό σύστηµα ως δίκτυο σωληνώσεων, όπου η καρδιά παίζει 
το ρόλο αντλίας και οι αρτηρίες θεωρούνται ελαστικοί αγωγοί µέσα στους οποίους  
ρέει το αίµα. Στη συνέχεια αναλύεται το αίµα ως βιολογικό ρευστό και οι µη 
νευτώνειες και νευτώνειες ιδιότητές του. Τέλος, εξηγούµε την επίδραση των 
διατµητικών τάσεων στο αρτηριακό τοίχωµα και τη γεωµετρία της αρτηρίας και την 
επίδραση που έχει πάνω τους το ιξώδες του αίµατος. 

Στο τρίτο κεφάλαιο, γίνεται η φυσική προτυποποίηση της ροής του αίµατος µέσα στις 
αρτηρίες, κάνοντας θεωρήσεις πάνω στο ρευστό, στο µέσο ροής και τη ροή του. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο, παρουσιάζουµε το πρόβληµα εκφρασµένο µαθηµατικά. Γίνεται 
µια γενική τοποθέτηση του προβλήµατος και στη συνέχεια καταγράφουµε τις 
εξισώσεις ροής των ρευστών που µελετούµε. 

Στο πέµπτο κεφάλαιο, εξηγούµε τη µέθοδο και τις παραµέτρους που χρησιµοποιεί  το 
υπολογιστικό πακέτο που επιλέξαµε, για να επιλύσει τις εξισώσεις στις οποίες είχαµε 
καταλήξει στο κεφάλαιο τέσσερα. 

Στο έκτο κεφάλαιο, παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα της µελέτης µας και συγχρόνως 
τα σχολιάζουµε, κάνοντας συγκρίσεις µε άλλες αριθµητικές ή πειραµατικές µελέτες. 

Στο έβδοµο κεφάλαιο, διατυπώνονται τα γενικά συµπεράσµατα που εξήχθησαν από 
τη µελέτη µας. 

Τέλος, παραθέτουµε τις βιβλιογραφικές πηγές, την περίληψη στην ελληνική και 
αγγλική γλώσσα και τα προγράµµατα που αναπτύξαµε τα οποία παρουσιάζονται στο 
παράρτηµα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

                                                                                                              ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Θα αναρωτηθεί κανείς γιατί είναι σηµαντικό για έναν µηχανικό να µελετάει 
φυσιολογία. Για να απαντηθεί αυτή η ερώτηση θα πρέπει να αρχίσουµε 
αναγνωρίζοντας ότι οι καρδιαγγειακές διαταραχές αποτελούν την κύρια αιτία θανάτου 
στις αναπτυγµένες χώρες. Επιπλέον, για να κατανοήσουµε τις παθολογίες ή τις 
δυσλειτουργίες του καρδιαγγειακού συστήµατος, θα πρέπει πρώτα να µάθουµε τη 
φυσιολογία ή τη σωστή λειτουργία του. [1] 

Το καρδιαγγειακό σύστηµα αποτελείται από την καρδιά, τις αρτηρίες, τις φλέβες, τα 
τριχοειδή αγγεία και τα λεµφαγγεία. Οι πιο σηµαντικές του λειτουργίες είναι να 
µεταφέρει οξυγόνο και θρεπτικά συστατικά, να αποµακρύνει απόβλητα και να 
ρυθµίζει τη θερµοκρασία. [1] 

Η κυκλοφορία του αίµατος στο ανθρώπινο σώµα µπορεί να υποδιαιρεθεί σε δύο 
κυρίως υποσυστήµατα:  

Η πνευµονική ή µικρή κυκλοφορία αρχίζει στη δεξιά κοιλία της καρδιάς και 
µεταφέρει αίµα στους πνεύµονες, όπου γίνεται φιλτράρισµα του διοξειδίου του 
άνθρακα και εµπλουτισµός του αίµατος µε οξυγόνο. 

Η συστηµατική ή µεγάλη κυκλοφορία που αρχίζει από την αριστερή κοιλία της 
καρδιάς προσδίνει οξυγονωµένο αίµα σε όλα τα όργανα και ιστούς του σώµατος. 
Πρέπει να εφοδιάζει κάθε κύτταρο στο σώµα µε την απαιτούµενη ποσότητα 
οξυγόνου, µεταβολικού, ορµόνης και θερµότητας και θα πρέπει να απάγει θερµότητα 
και άλλα απόβλητα προïόντα του κυττάρου. Για να φέρει εις πέρας αυτές τις 
λειτουργίες, η προµήθεια αίµατος σε κάθε απλό κύτταρο θα πρέπει να είναι σε 
συµφωνία µε τις ατοµικές ανάγκες του κυττάρου όσον αφορά τη θρέψη και τη 
διατήρηση του ισοζυγίου θερµότητας. Αυτές οι απαιτήσεις αλλάζουν ανάλογα µε τις 
συνθήκες περιβάλλοντος, ερεθισµού και άλλων παραγόντων, γι’ αυτό η κυκλοφορία 
χρειάζεται έναν αποδοτικό και ευαίσθητο µηχανισµό ρύθµισης και την ικανότητα να 
αυξάνει ή να ελαττώνει τη ροή του αίµατος σε µικρές περιοχές του σώµατος. [1,2] 
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            Σχ. 1.1: Η πνευµονική και η συστηµατική κυκλοφορία. 

 

Όλες οι διεργασίες του κυκλοφορικού συστήµατος διενεργούνται στο επίπεδο των 
τριχοειδών αγγείων . Ο εφοδιασµός κάθε τριχοειδούς αγγείου ανάλογα µε τις 
στιγµιαίες ανάγκες και τη λειτουργία του, απαιτεί ένα τεράστιο αριθµό ρυθµιστικών 
κέντρων και ένα τεράστιο αριθµό διόδων αίµατος. 

Οι αρτηρίες αποτελούν βασικό στοιχείο του κυκλοφορικού συστήµατος του 
ανθρώπινου οργανισµού, γιατί µέσω αυτών µεταφέρεται το αίµα σε όλα τα µέρη του 
σώµατος και επιστρέφει στην καρδιά µέσω των φλεβών. Για το λόγο αυτό θα 
ασχοληθούµε λίγο µε τη δοµή του αρτηριακού συστήµατος. 

Το αρτηριακό σύστηµα αποτελείται από αγγεία διαφόρων διαµέτρων και µηκών που 
διαδοχικά διαχωρίζονται σε µικρότερα αγγεία. Βασικό, πρώτο και µεγαλύτερο αγγείο 
µετά την καρδιά είναι η αορτή, η οποία διακλαδίζεται διαδοχικά σε µικρότερα αγγεία 
µέχρι τα λεπτότερα, που ονοµάζονται τριχοειδή. Ακολούθως τα τριχοειδή αγγεία 
συνδέονται µεταξύ τους σε όλο και µεγαλύτερα αγγεία που αποτελούν το φλεβικό 
σύστηµα, του οποίου τα αγγεία ακολουθούν διόδους παράλληλες µε εκείνες των 
αρτηριών. Η µείωση της διαµέτρου στο αρτηριακό σύστηµα εξασφαλίζεται όχι µόνο 
µε µείωση της διαµέτρου στα διακλαδούµενα αγγεία αλλά και µε σταδιακή µείωση της 
διατοµής κάθε κλάδου(tapering). [1,2] 
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           Σχ. 1.2: Γενική άποψη των κύριων κλάδων των αρτηριών του κυκλοφορικού  
                           συστήµατος. 
 
Η αορτή είναι η µεγαλύτερη σε διάµετρο αρτηρία, κατά µέσο όρο 2.5-3cm διαµέτρου 
κατά την έξοδό της από την καρδιά. Η αορτή είναι µεγάλη σε µήκος εκτεινόµενη από 
την αορτική βαλβίδα και κατερχόµενη µέχρι την µηριαία διακλάδωση(µε µέση 
διάµετρο 1.75cm). Το τµήµα αυτό της αορτής υποδιαιρείται στα παρακάτω τρία 
τµήµατα: 

1) Την ανιούσα αορτή (ascending aorta) 

Έχει µήκος περίπου 5cm και ανατοµικά βρίσκεται µεταξύ της πνευµονικής αρτηρίας 
και της κοίλης φλέβας. Είναι το πρώτο τµήµα της αορτής και ξεκινάει από την καρδιά. 
Στην αρχή της υπάρχουν δύο διακλαδώσεις, η δεξιά και αριστερή στεφανιαία 
αρτηρία, που εφοδιάζουν τον καρδιακό µυ µε αίµα. 
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2) Το αορτικό τόξο (aortic arch) 

Το µέσο µήκος του ανέρχεται στα 5cm. Ακολουθεί το αορτικό τόξο, όπου η αορτή 
καµπυλώνει. Από εδώ εξέρχονται τρεις κλάδοι: η βραχιοκεφαλική (brachiocephalic) ή 
ανώνυµος, η κοινή καρωτίδα (common carotid) και η υποκλείδια αρτηρία (subclavian 
artery). 

3) Την κατιούσα αορτή(descending aorta) 

Αποτελείται από την κατιούσα θωρακική αορτή (descending thoracic aorta), µέσου 
µήκους 20cm και από την κατιούσα κοιλιακή αορτή (descending abdominal aorta). 

Τα βασικά αυτά αγγεία υποδιαιρούνται συνεχώς σε µικρότερα µέχρι η διάµετρός τους 
να φθάσει των τριχοειδών. 

Οι αρτηρίες εκτός από την κατάταξή τους κατά µέγεθος, κατατάσσονται συχνά και µε 
τη δοµή τους. Οι µεγάλες αρτηρίες που εκβάλλουν από την καρδιά και οι πρώτοι 
κλάδοι τους είναι «ελαστικές αρτηρίες» (elastic arteries) διότι περιέχουν µεγάλο 
ποσοστό ελαστίνης (elastin). Η αορτή είναι ένα παράδειγµα ελαστικής αρτηρίας. 
Επίσης, υπάρχουν και οι «µυϊκές αρτηρίες» (muscular arteries). 

Πέντε συντελεστές αποτελούν το τοίχωµα του αγγείου: 

1) Ενδοθηλιακός ιστός 
2) Ίνες κολλαγόνου 
3) Ίνες ελαστίνης 
4) Λείοι µύες 
5) Βασική ουσία 

 

                   Σχ. 1.3:  ∆οµή του αρτηριακού τοιχώµατος. 

Οι παραπάνω ουσίες είναι διατεταγµένες σε τρία στρώµατα. Ο έσω χιτώνας (tunica 
intima) αποτελείται από ένα στρώµα ενδοθηλίου µε ένα λεπτό στρώµα ελαστίνης και 
ινών κολλαγόνου. Ο µέσος χιτώνας (tunica media) που αποτελεί το µεγαλύτερο 
τµήµα του τοιχώµατος του αγγείου και αποτελείται από σφιχτές ελικοειδείς ίνες µε 
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λεία µυïκά κύτταρα µεταξύ τους είναι υπεύθυνος για την αντοχή και την ελαστικότητα 
του αρτηριακού τοιχώµατοςκαι ο έξω χιτώνας (adventitia) που αποτελείται από 
ελαστίνη και ίνες κολλαγόνου και περιβάλλεται από ιστούς. Υπάρχουν και µικρά 
αγγεία που τροφοδοτούν το τοίχωµα µε αίµα. [3,5] Τα στρώµατα αυτά απεικονίζονται 
στο σχήµα 1.4. 

 

 

       Σχ. 1.4:   Μικροφωτογραφία η οποία δείχνει τα τρία στρώµατα της διατοµής µιας 
                        αρτηρίας. [1] 

 Οι αρτηρίες έχουν ελαστικές ιδιότητες και δύνανται να προσαρµόζονται στην κίνηση 
του σώµατος. Επιπλέον, συστέλλονται και διαστέλλονται αντιδρώντας στη µεταβολή 
της πίεσης ή της µυϊκής έντασης. Η µυϊκή ένταση πέριξ των αρτηριών ρυθµίζει τη ροή 
του αίµατος σε αυτές διαστέλλοντας το αγγείο για να αυξηθεί η ροή (αγγειοδιαστολή) 
ή συστέλλοντάς το για να µειωθεί η ροή (αγγειοσυστολή). [4] Κατά τη διάρκεια της 
συστολής η υψηλή πίεση της καρδιάς ωθεί το αίµα στις αρτηρίες οι οποίες 
διογκώνονται, ενώ κατά τη διάρκεια της διαστολής το συσσωρευθέν αίµα 
απελευθερώνεται καθώς οι αρτηρίες συστέλλονται λόγω µείωσης της πίεσης. 
Ο καρδιακός κύκλος, λοιπόν, υποδιαιρείται σε δύο κυρίως τµήµατα, τη συστολή και 
τη διαστολή για να αντιδράσει ο οργανισµός στη µεταβολή της πίεσης ή της µυïκής 
έντασης. [3] Το Σχ. 1.5 αποτελεί µια γραφική αναπαράσταση του καρδιακού κύκλου 
στη διάρκεια ενός κτύπου καρδιάς και το σχήµα  δείχνει την τυπική πίεση στην αορτή, 
την αριστερή κοιλία και τον αριστερό κόλπο ως συνάρτηση του χρόνου. 
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                                 Σχ. 1.5: ∆ιάγραµµα καρδιακού κύκλου. [1] 

Η καρδιά αποτελείται από τέσσερις «θαλάµους», οι οποίοι µπορούν να διαχωριστούν 
σε δύο ανώτερους θαλάµους, γνωστοί ως κόλποι (atria) και δύο κατώτερους, τις 
κοιλίες (ventricles). Οι βαλβίδες αντεπιστροφής ανάµεσα στους θαλάµους 
διασφαλίζουν ότι το αίµα κινείται προς µία µόνο κατεύθυνση και επιτρέπουν η πίεση 
στην αορτή, για παράδειγµα, να είναι υψηλότερη από την πίεση στους πνεύµονες, 
περιορίζοντας το αίµα να ρεύσει προς τα πίσω, δηλαδή από την αορτή προς τους 
πνεύµονες. [1] Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται οι τέσσερις «θαλάµοι» της καρδιάς 
καθώς και η σχηµατική παράσταση των καρδιακών κοιλοτήτων και των οδών ροής. 

 

   Σχ. 1.7:  Σχηµατική παράσταση των καρδιακών κοιλοτήτων και των οδών ροής. [1] 
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Οι δύο κοιλίες µπορεί να θεωρηθούν αντλίες εν σειρά. Είναι προφανές ότι οι δύο 
αντλίες εργαζόµενες εν σειρά πρέπει να είναι πλήρως συγχρονισµένες και να 
αντλούν την ίδια ποσότητα, ειδάλλως το σύστηµα είτε θα αδειάζει είτε θα γεµίζει. [2] 

Τέσσερις καρδιακές βαλβίδες βοηθάνε την απευθείας ροή του αίµατος στην καρδιά. 
Οι βαλβίδες προκαλούν το αίµα να ρέει µόνο προς την επιθυµητή κατεύθυνση. Κάτω 
από φυσιολογικές συνθήκες, οι βαλβίδες συµπεριφέρονται ως βαλβίδες 
αντεπιστροφής για να προλάβουν τη ροή του αίµατος προς την αντίθετη κατεύθυνση. 
Επιπλέον, οι βαλβίδες της καρδιάς παραµένουν κλειστές µέχρι η πίεση πίσω από τη 
βαλβίδα γίνει αρκετά µεγάλη, ώστε να κάνει το αίµα να ρεύσει προς τα εµπρός. [1] 

Κάθε ανθρώπινη καρδιά έχει δύο κολποκοιλιακές βαλβίδες (atriovernticular valves-
AV) που βρίσκονται ανάµεσα στους κόλπους και τις κοιλίες. Οι άλλες δύο βαλβίδες 
ονοµάζονται ηµισεληνοειδείς και είναι η αορτική και η πνευµονική βαλβίδα. 

Κατά τη διάρκεια της κολπικής συστολής, η πίεση που παράγεται στον κόλπο 
αναγκάζει τις AV βαλβίδες να ανοίξουν και παραµένουν ανοικτές µέχρι η κοιλιακή 
συστολή να παράγει αρκετή κοιλιακή πίεση που θα αναγκάσει τις βαλβίδες να 
κλείσουν. 

Κατά τη διάρκεια της κολπικής συστολής οι κοιλίες υποβάλλονται σε κοιλιακή 
διαστολή. Όταν η κοιλία γεµίσει και αρχίσει η κοιλιακή συστολή, οι AV βαλβίδες 
κλείνουν και η κολπική διαστολή αρχίζει, δηλαδή οι κόλποι γεµίζουν µε αίµα. 

 

Σχ. 1.6:  Τυπικές τιµές πιέσεων στην αορτή, στην αριστερή κοιλία, στον αριστερό                                                   
 κόλπο. [1] 

 

Όπως αναφέραµε στην αρχή, οι αρτηρίες είναι το µέσο µεταφοράς του αίµατος σε 
όλα τα σηµεία του ανθρώπινου σώµατος. Η διαδροµή του αίµατος είναι η εξής: 

Το οξυγονωµένο αίµα εγκαταλείπει την καρδιά εκτοπιζόµενο από τη σύσπαση της 
αριστερής κοιλίας (left ventricle)  και φθάνει στην αορτή (aorta) µέσω της αορτικής 
βαλβίδας (aortic valve) και από εκεί διαµοιράζεται σε όλα τα όργανα και τους ιστούς. 
Στη συνέχεια µέσω των τριχοειδών αγγείων διέρχεται στο φλεβικό σύστηµα (venous 
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system). ∆ια µέσου του φλεβικού συστήµατος και της κοίλης φλέβας (vena cava) 
πλούσιο σε διοξείδιο του άνθρακα φθάνει στο δεξιό κόλπο και µετά στη δεξιά κοιλία. 
Μέσω της πνευµονικής βαλβίδας (pulmonary valve) και της πνευµονική κυκλοφορίας 
(pulmonary circulation) µεταφέρεται στους πνεύµονες (lungs). Εκεί το διοξείδιο του 
άνθρακα ανταλλάσσεται µε οξυγόνο και επιστρέφει στον αριστερό κόλπο. Από εκεί 
µέσω της µιτροειδούς βαλβίδας (mitral valve) εισέρχεται στην αριστερή κοιλία για να 
επαναληφθεί ο κύκλος.(τσαγγαρης) Είναι λάθος να θεωρούµε ότι οι αρτηρίες ως 
αγγεία µεταφέρουν µόνο οξυγονωµένο αίµα. Μία κατάλληλη διάκριση ανάµεσα στις 
αρτηρίες και τις φλέβες είναι ότι οι αρτηρίες µεταφέρουν αίµα σε σχετικά υψηλότερη 
πίεση από την πίεση αντίστοιχα των φλεβών. [1,2] 

Το αίµα είναι γαλάκτωµα σωµατιδίων σε υδατικό διάλυµα µεταβλητής σύστασης, το 
οποίο ονοµάζεται πλάσµα (plasma) και αποτελεί το 55 - 60%και χρησιµεύει ως 
φορέας µεταφοράς των κυττάρων (εµµόρφων στοιχείων) που καταλαµβάνουν 
περίπου το 40 - 45% του συνολικού όγκου του αίµατος. [1,2] 

Η επί τοις εκατό κατ’ όγκο περιεκτικότητα του αίµατος σε έµµορφα στοιχεία λέγεται 
αιµατοκρίτης (Hct). Το αίµα ανέρχεται στο 8% του βάρους του ανθρώπινου σώµατος. 

Τα πιο σηµαντικά κύτταρα στο ανθρώπινο αίµα είναι: 

-τα ερυθρά αιµοσφαίρια ή ερυθροκύτταρα (red blood cells ή erythrocytes R.B.C) 

Είναι κύτταρα απύρηνα τα οποία µεταφέρουν οξυγόνο στους ιστούς και γι’ αυτό το 
λόγο πρέπει να βρίσκονται σε µεγάλο αριθµό στο αίµα. Το ερυθρό αιµοσφαίριο 
αποτελείται από πολύ εύκαµπτη µεµβράνη, η οποία φέρει εσωτερικά διάλυµα 
ονοµαζόµενο αιµοσφαιρίνη. Η µεταφορά οξυγόνου γίνεται µε τη δηµιουργία ενώσεως, 
της αιµοσφαιρίνης Hb µε το οξυγόνο O2 της οξυαιµοσφαιρίνης (HbO2). Σε 
περιπτώσεις ελαττωµένου ποσού αιµοσφαιρίνης, δηλαδή για ελαττωµένο αριθµό 
ερυθρών αιµοσφαιρίων έχουµε αναιµία. 

-Τα λευκά αιµοσφαίρια ή λευκοκύτταρα (W.B.C ή leykocytes)  

Αναλόγως της µορφής τους διακρίνονται σε πολυµορφοπύρηνα, λεµφοκύτταρα και 
µονοπύρηνα. Τα πολυµορφοπύρηνα διακρίνονται σε ουδετερόφιλα, ηωσινόφιλα και 
βασεόφιλα. Αποτελούν τµήµα του αµυντικού συστήµατος του σώµατος εναντίον των 
λοιµώξεων. Συγκεκριµένα τα πολυµορφοπύρηνα καταστρέφουν και αποµακρύνουν 
µικροοργανισµούς και τεµαχίδια ιστών που έχουν υποστεί βλάβη ή νέκρωση. Τα 
λεµφοκύτταρα έχουν σχέση µε την παραγωγή και κατανοµή των αντισωµάτων. 

-τα αιµοπετάλια ή θροµβοκύτταρα (platelets ή thrombocytes)  

Είναι απύρηνα κύτταρα. Τα αιµοπετάλια βοηθούν στην πήξη του αίµατος και 
αιµόσταση. 

Όλα αυτά τα κύτταρα είναι παραµορφώσιµα, µε τα ερυθροκύτταρα να είναι τα πιο 
παραµορφώσιµα από τα υπόλοιπα. Σηµαντικές παραµορφώσεις συµβαίνουν όταν το 
αίµα διέρχεται από τα τριχοειδή αγγεία. Όµως, οι κυτταρικές µεµβράνες δεν σπάνε 
γιατί κάθε κύτταρο έχει κυτταροσκελετό που υποστηρίζει το σχήµα του. [3] 
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Το αίµα ερχόµενο σε επαφή µέσα στο κυκλοφορικό σύστηµα µε το ενδοθήλιο των 
αγγείων και το ενδοκάρδιο διατηρείται σε υγρή κατάσταση. Κάτω όµως από 
ορισµένες συνθήκες, σε περίπτωση εξόδου από τα αγγεία τίθενται σε λειτουργία 
ενζυµατικές διεργασίες που έχουν αποτέλεσµα την µετάπτωσή του στην ηµιστερεή 
κατάσταση, δηλαδή την πήξη του αίµατος. 

Το πηχθέν αίµα εκτός σώµατος και αιµατικών αγγείων ονοµάζεται πλακούς, ενώ 
εντός του κυκλοφορικού συστήµατος ονοµάζεται θρόµβος. Ο σχηµατισµός θρόµβου 
εγκυµονεί σοβαρό κίνδυνο για τον άνθρωπο, διότι ενδεχόµενη απόσπασή του από το 
σηµείο δηµιουργίας του δύναται να οδηγήσει σε απόφραξη αγγείων προκαλώντας 
εµβολή. Εάν γίνει και ρήξη αγγείων εντός του σώµατος τότε εκτός της πήξης 
επιτελείται και αγγειοσυστολή µε αποτέλεσµα την αιµόσταση και την επίσχεση της 
αιµορραγίας. [2] 

Τα αιµατικά αγγεία µε την πάροδο του χρόνου µπορεί να παρουσιάσουν κάποια 
παθοφυσιολογικά χαρακτηριστικά µε αποτέλεσµα να δυσλειτουργούν και να 
προκαλούν επιπλοκές στον ανθρώπινο οργανισµό. Στην παρούσα µελέτη θα 
εξετάσουµε από ρευστοµηχανικής πλευράς ένα είδος παθοφυσιολογίας των 
αιµατικών αγγείων, τα ανευρύσµατα και συγκεκριµένα αυτά που παρουσιάζονται 
στην περιοχή της κοιλιακής αορτής. 

 

                                               ΑΝΕΥΡΥΣΜΑ ΚΟΙΛΙΑΚΗΣ ΑΟΡΤΗΣ (ΑΚΑ) 
 

Ο όρος ανεύρυσµα αναφέρεται σε µια ανώµαλη διεύρυνση ή διόγκωση του 
αρτηριακού τοιχώµατος. Η κατάσταση αυτή είναι αποτέλεσµα αδυναµίας ή 
λέπτυνσης του τοιχώµατος των αιµατικών αγγείων. Τα ανευρύσµατα µπορεί να 
συµβούν σε οποιοδήποτε είδος αγγείου, αλλά συνήθως συµβαίνουν στις αρτηρίες και 
σε συγκεκριµένες θέσεις του κυκλοφορικού συστήµατος. Ανευρύσµατα συχνά 
συµβαίνουν στην ανιούσα θωρακική και κοιλιακή αορτή και είναι γνωστά σαν 
ανευρύσµατα κοιλιακής αορτής και είναι θυσανοειδούς σχήµατος ή στον εγκέφαλο και 
λέγονται εγκεφαλικά ή ενδοκρανιακά ανευρύσµατα και είναι ασκοειδούς τύπου. 
[6,7,8,9] 

Το εγκεφαλικό ανεύρυσµα είναι ένα αδύναµο, διογκωµένο σηµείο στην αρτηρία του 
εγκεφάλου και συνήθως είναι αποτέλεσµα αδυναµίας του µέσου χιτώνα του αγγείου 
εκ γενετής. Εµφανίζουν συµπτώµατα που κυµαίνονται από πονοκέφαλο, υπνηλία, 
ναυτία έως πιο σοβαρά συµπτώµατα όπως διανοητική σύγχυση, ζάλη και απώλεια 
αισθήσεων. [6] 
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                        Σχ. 1.8:  Ενδοκρανιακό ανεύρυσµα. 

Εµείς θα κάνουµε µία εκτενέστερη αναφορά για τα ανευρύσµατα κοιλιακής αορτής 
(ΑΚΑ) µε τα οποία και ασχολείται η παρούσα µελέτη. Το ανεύρυσµα κοιλιακής 
αορτής είναι η πιο συχνή περίπτωση αορτικού ανευρύσµατος και ο βασικότερος 
παράγοντας εµφάνισής του είναι η ηλικία. Όταν οι αρτηρίες οδηγούνται σε γήρανση 
µε την πάροδο των χρόνων, η διάµετρός τους αυξάνει και τα τοιχώµατά τους γίνονται 
σκληρότερα και παχύτερα. [10] 

 

                Σχ. 1.9:  Ανεύρυσµα κοιλιακής αορτής. 
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Οι εντονότερες δοµικές αλλαγές λαµβάνουν χώρα στον µέσο χιτώνα του αρτηριακού 
τοιχώµατος. [11] Τα επίπεδα ελαστίνης και η αναλογία ελαστίνης-κολλαγόνου 
µειώνονται προοδευτικά. Η µειωµένη ελαστίνη συνδέεται µε την αορτική διεύρυνση 
και η αύξηση του κολλαγόνου προδιαθέτει τη ρήξη του ανευρύσµατος. Η καταστροφή 
της ελαστίνης που βρίσκεται στον µέσο χιτώνα των αγγείων  θεωρείται ο παράγοντας 
«κλειδί» στην παθογένεια των ανευρυσµάτων. Ο µέσος χιτώνας γίνεται λεπτότερος 
καθώς οι ίνες ελαστίνης τεµαχίζονται και οδηγούνται σε τυχαία διάταξη. Με τον 
εκφυλισµό των ίνων ελαστίνης, το κολλαγόνο, το πιο άκαµπτο συστατικό στοιχείο του 
τοιχώµατος, αυξάνει, µε αποτέλεσµα να χάνεται σιγά σιγά η ελαστικότητα του 
αγγείου. Το τοίχωµα, λοιπόν των αρτηριών καθιστάται πιο ευαίσθητο στην επίδραση 
της πίεσης του αίµατος. [4] 

Η ηλικία παίζει σηµαντικό ρόλο στον εκφυλισµό του αρτηριακού µηχανισµού, καθώς 
µε την πάροδο των ετών το αρτηριακό τοίχωµα λεπταίνει. Λόγω κόπωσης 
προκαλείται τεµαχισµός των φύλλων ελαστίνης, τα οποία σε πιο µικρές ηλικίες είναι 
πολύ σταθερά. Χάνεται λοιπόν, η ελαστική τους ιδιότητα και επέρχεται σταδιακή και 
µόνιµη διεύρυνση του αγγείου. Η ρήξη των ινών ελαστίνης, φαίνεται χαρακτηριστικά 
στο  σχήµα 1.10. [12] 

 

 

                                Σχ. 1.10:  Οι ίνες ελαστίνης. 

 

Επίσης, µία αύξηση στο πλάτος των κυµάτων πίεσης µπορεί να ενεργοποιήσει και να 
επιταχύνει την ανάπτυξη ανευρύσµατος σε ηλικιωµένα άτοµα.  
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Οι παθολογικές αλλαγές που συµβαίνουν µε την ηλικία είναι δυνατό να ενισχυθούν ή 
να επιταχυνθούν µε την υπέρταση, την υπερβολική κατανάλωση αλκοόλ, το 
κάπνισµα, την έλλειψη άσκησης και άλλων διατροφικών και εξωτερικών 
παραγόντων. [13,14,15] Η αθηροσκλήρωση έχει ενοχοποιηθεί στο παρελθόν ότι 
αποτελεί τη συνηθέστερη αιτία εκφυλισµού των τοιχωµάτων σε ανευρύσµατα, όπως 
της κοιλιακής αορτής. Αυτή η θεωρία επανεξετάζεται τα τελευταία χρόνια και 
επιπλέον έχει παρατηρηθεί ότι σε σηµεία που δηµιουργείται εκτενώς αθηρωµατική 
πλάκα είναι σπάνιος και ο παράλληλος σχηµατισµός ανευρυσµάτων. [16] 

 Ορισµένα ανευρύσµατα αυξάνουν σταθερά σε µέγεθος µε ένα ρυθµό που δεν είναι 
σαφώς καθορισµένος, ενώ άλλα µεγαλώνουν ραγδαία, προσεγγίζουν ένα 
συγκεκριµένο µέγεθος και ακολούθως µειώνουν το ρυθµό διόγκωσής τους. Η γνώση 
του ρυθµού διόγκωσης αποτελεί πολύτιµη πληροφορία για την ιατρική κοινότητα και 
αποτελεί κίνητρο για τη διεξαγωγή διεπιστηµονικών ερευνών συµπεριλαµβανοµένου 
και ενός µεγάλου αριθµού ρευστοδυναµικών µελετών.  

Ο ρυθµός διόγκωσης του ανευρύσµατος καθώς και η διάµετρός του αποτελούν 
βασικό κριτήριο για τον κίνδυνο ρήξης του ανευρύσµατος. Συγκεκριµένα, υψηλής 
επικινδυνότητας θεωρούνται αυτά που έχουν διάµετρο µεγαλύτερη από 5 cm και 
ρυθµό διόγκωσης µεγαλύτερο από 0.5 cm/ έτος. [17] Υπάρχουν παραδείγµατα ρήξης 
ανευρυσµάτων χωρίς να ικανοποιούν τις παραπάνω παραµέτρους.[18] 

Τα ΑΚΑ που έχουν διάµετρο µικρότερη από 5cm συνήθως παρακολουθούνται και 
λαµβάνουν θεραπεία µε φάρµακα που µειώνουν την πίεση. Αυτά που η διάµετρός 
τους ξεπερνά τα 5cm, αφού ανακαλυφθούν, τότε µέσω εγχειρητικής διαδικασίας θα 
αντικατασταθούν µε µόσχευµα. [1] 

Τα ανευρύσµατα είναι αποτέλεσµα ενδογενών δυσλειτουργιών ή δοµικών 
ελαττωµάτων όπως η γήρανση, κάποια µόλυνση ή ασθένεια και διαφόρων 
αιµοδυναµικών παραγόντων. 

Τα ΑΚΑ καλούνται συχνά και σιωπηλοί δολοφόνοι γιατί στις περισσότερες 
περιπτώσεις δεν δείχνουν προφανή συµπτώµατα στους ασθενείς. Σε περίπτωση 
ύπαρξης συµπτωµατολογίας τότε αυτή περιλαµβάνει: κοιλιακό πόνο συνεχή ή 
περιοδικό, πόνο στην πλάτη µε αντανάκλαση σε πόδια, γλουτούς και βουβωνική 
περιοχή, αίσθηµα παλµών στην κοιλιακή χώρα. Όταν έχουµε ρήξη του ανευρύσµατος 
η συµπτωµατολογία τροποποιείται σε πιο έντονα συµπτώµατα όπως ναυτία, 
λιποθυµία, έντονη ταχυκαρδία και ξαφνική αδυναµία. [8] 

Η κλινική εικόνα του είναι τις περισσότερες φορές ανύπαρκτη και η διάγνωσή του 
τυχαία, κυρίως όταν ο ασθενής υποβάλλεται σε εξετάσεις για µια άλλη πάθηση. Σε 
µερικές περιπτώσεις το ανεύρυσµα διαγιγνώσκεται µε µία απλή φυσική εξέταση του 
ασθενούς. Ωστόσο, η πιο διαδεδοµένη διαγνωστική εξέταση είναι ο υπέρηχος στην 
περιοχή του ανευρύσµατος. Άλλες µέθοδοι διάγνωσης είναι η αξονική τοµογραφία, η 
µαγνητική τοµογραφία και η αρτηριογραφία. [19,20] 

Μικρού µεγέθους ανευρύσµατα, µε µικρό κίνδυνο ρήξης, απαιτούν την τακτική 
παρακολούθησή τους µε υπερηχογραφικό έλεγχο σε τακτά χρονικά διαστήµατα, για 
να καθοριστεί εάν και πόσο έχει µεγαλώσει το ανεύρυσµα και ακολουθείται 
φαρµακευτική αγωγή. 
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Η πιο διαδεδοµένη θεραπεία εκλογής που εφαρµόζεται σε µεγάλα, µη ραγέντα 
ανευρύσµατα κοιλιακής αορτής είναι η ανοικτή χειρουργική επέµβαση, όπου ο 
χειρούργος διανοίγει το ανεύρυσµα και τοποθετεί ένα µόσχευµα, το οποίο τελικά 
αποκαθιστά τη ροή του αίµατος. Όταν όµως, η διάµετρός του φτάσει 5cm περίπου, η 
πιθανότητα ρήξης του φτάνει στο 20% και τότε το απαιτείται η αποκατάστασή του. 
[20] Στην αποκατάσταση του ΑΚΑ µε ενδοπρόσθεση (stent graft) εισάγεται ένας 
µακρύς, λεπτός σωλήνας (που λέγεται καθετήρας) µέσω µιας µικρής τοµής ως την 
περιοχή του ανευρύσµατος. Μέσω του καθετήρα τοποθετείται ένας υφασµάτινος 
αυλός (µόσχευµα-graft) που είναι αρκετά µακρύς, ώστε να εκτείνεται σε όλη τη 
διατεταµένη περιοχή της αορτής. Αυτός ο αυλός συγκρατείται στην περιοχή από έναν 
νάρθηκα (stent) που είναι ένας µεταλλικός δικτυωτός σκελετός. Ο νάρθηκας ασκεί 
πίεση µεταξύ του µοσχεύµατος και της αρτηρίας ώστε το µόσχευµα να στερεώνεται 
σφιχτά στη θέση του. Το αίµα έτσι ρέει µέσα από το µόσχευµα και προσπερνά το 
ανεύρυσµα. Χωρίς την πίεση του ρέοντος αίµατος, το ανεύρυσµα δεν κινδυνεύει πια 
να ραγεί και τελικά συρρικνώνεται.  

                  

                   Σχ. 1.11: επικαλυµµένη ενδοπρόσθεση 

 

Οι επικαλυµµένες ενδοπροσθέσεις κοιλιακών αορτικών ανευρυσµάτων 
χρησιµοποιούνται για την παράκαµψη µεγάλων ανευρυσµάτων στο κοιλιακό τµήµα 
της αορτής, που διαφορετικά θα έσπαγαν και θα προκαλούσαν επικίνδυνες 
καταστάσεις. Υπάρχουν ορισµένοι κίνδυνοι από την αποκατάσταση του 
ανευρύσµατος µε ενδοπρόσθεση, οι οποίοι είναι σαφώς λιγότεροι από αυτούς της 
αποκατάστασης µε χειρουργική επέµβαση. Τέλος, χρειάζεται ετήσια παρακολούθηση 
µε αξονική τοµογραφία ή υπερηχογράφηµα για να εξασφαλίσουµε ότι η 
ενδοπρόσθεση έχει παραµείνει στη θέση της και ότι παρακάµπτεται ικανοποιητικά το 
αίµα από το ανεύρυσµα ώστε αυτό να συρρικνώνεται. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

                                                          ΑΠΟ ΤΑ ΒΙΟÏΑΤΡΙΚΑ ΦΑΙΝΟΜΕΝΑ ΣΤΑ   

                                                       ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ                   

                                                        
 

Το κυκλοφορικό σύστηµα µπορούµε να το εκλάβουµε ως ένα δίκτυο ελαστικών 
σωληνώσεων µέσα στο οποίο ρέει το αίµα, µε την καρδιά να παίζει τον ρόλο δύο 
αντλιών εν σειρά. Πάνω σε αυτή τη θεώρηση στηρίζεται η βιορευστοµηχανική µελέτη 
του κυκλοφορικού συστήµατος. [3] Επίσης, οι αρτηρίες θα θεωρηθούν ελαστικοί 
αγωγοί µέσα στους οποίους ρέει ένα ρευστό, το αίµα. 

Οι δύο κοιλίες της καρδιάς µπορούν να θεωρηθούν αντλίες σε σειρά, που πρέπει να 
είναι πλήρως συγχρονισµένες και να αντλούν την ίδια ποσότητα, ειδάλλως το 
σύστηµα είτε θα αδειάζει είτε θα γεµίζει. Ο µηχανισµός αυτός ονοµάζεται νόµος 
Starling. [2] Ο καρδιακός κύκλος υποδιαιρείται σε δύο κυρίως τµήµατα, τη συστολή 
και τη διαστολή. Η καρδιά µε τη συστολή και τη διαστολή προσφέρει την απαραίτητη 
πίεση εξώθησης του αίµατος για να ελέγχονται οι απώλειες πίεσης και να παρέχεται 
αίµα στα υπόλοιπα όργανα.  

Το αίµα ρέει µέσα στις αρτηρίες, οι οποίες µε τη σειρά τους διατηρούν την πίεση του 
σταθερή. Για τη σωστή λειτουργία του κυκλοφορικού συστήµατος, λοιπόν, απαιτείται 
η οµαλή ροή του αίµατος µέσα στις αρτηρίες. Η µελέτη της ροής του αίµατος µέσα 
στα αγγεία ονοµάζεται αιµοδυναµική. [21] 

Το αίµα είναι το πιο σηµαντικό παράδειγµα βιολογικού ρευστού. Ως ρευστό ορίζεται η 
ουσία η οποία παραµορφώνεται συνεχώς υπό την εφαρµογή διατµητικής τάσης, 
ανεξάρτητα από το πόσο µικρή είναι η δύναµη.  

Η πυκνότητα του αίµατος είναι λίγο πιο µεγάλη από αυτή του νερού, δηλαδή 
31060kg m , ενώ η πυκνότητα του νερού είναι 31000kg m .  

Ένας τρόπος για να απεικονίσεις τις ιδιότητες των υλικών στα ρευστά είναι µε το 
διάγραµµα των διατµητικών  τάσεων ως συνάρτηση του ρυθµού διάτµησης γɺ , όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Η κλίση της καµπύλης της διατµητικής τάσης στο 
διάγραµµα του ρυθµού παραµόρφωσης ονοµάζεται ιξώδες και ορίζεται µε το 
ελληνικό γράµµα µ . Είναι επίσης γνωστό και ως κινηµατική συνεκτικότητα. Το 

ιξώδες του αίµατος είναι ένα από τα χαρακτηριστικά του αίµατος που επηρεάζουν το 
απαιτούµενο έργο για να ρεύσει το αίµα µέσα στις αρτηρίες και είναι της τάξης  0.003

µε 20.006Ns m . Για τα συνήθη ρευστά λάδι, νερό και αέρας, η συνεκτικότητα δε 

µεταβάλλεται µε το ρυθµό παραµόρφωσης, βλέπε σχήµα. Αυτά τα ρευστά είναι 
γνωστά ως νευτώνεια, για τα οποία ισχύει η σχέση τ µγ= ɺ , όπου τ η διατµητική 
τάση, µ  το ιξώδες και γɺ  ο ρυθµός παραµόρφωσης. [1] 
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Η τιµή της συνεκτικότητας του αίµατος έχει διερευνηθεί ως συνάρτηση της ταχύτητας 
παραµόρφωσης µε διάφορες πειραµατικές τεχνικές και για διάφορους συνδυασµούς 
συστατικών του. Ενώ σήµερα υπάρχει κλάδος της ρεολογίας ονοµαζόµενος 
βιορεολογία (biorheology), δεν υπάρχει πάντα σύγκλιση αποτελεσµάτων στη 
βιβλιογραφία.  

Έτσι, δεν υπάρχει συµφωνία των ερευνητών αν η συµπεριφορά του πλάσµατος του 
αίµατος είναι νευτώνεια ή µη νευτώνεια. Ο λόγος είναι ίσως ότι δεν µπορεί να 
προσδιοριστεί ενιαία συµπεριφορά όταν το αίµα αποµακρυνθεί από το φυσικό του 
περιβάλλον. Εν γένει υπάρχει συµφωνία για δύο ιδιότητες του αίµατος που πολλές 
φορές ονοµάζονται «ανωµαλίες» του αίµατος µε τις οποίες θα ασχοληθούµε στο 
επόµενο κεφάλαιο. [2] 

Το αίµα είναι µη νευτώνειο ρευστό, το οποίο σηµαίνει ότι το ιξώδες του δεν είναι 
σταθερό και µεταβάλλεται σε σχέση µε τον ρυθµό παραµόρφωσης. Επιπλέον, το 
ιξώδες εξαρτάται και από την θερµοκρασία και το κατ’ όγκο ποσοστό των ερυθρών 
αιµοσφαιρίων που βρίσκονται στο αίµα. [1] 

 

             

             Σχ. 2.1  Η διατµητική τάση σε συνάρτηση µε το ρυθµό παραµόρφωσης για  
                           νευτώνεια ρευστά. 
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                  Σχ. 2.2  Ρεογράφηµα διαφόρων ρεολογικών ρευστών. 

 

Όταν η γεωµετρία των αρτηριών µεταβάλλεται, προκαλούνται προβλήµατα στην 
αιµάτωση των οργάνων και των µυών του οργανισµού που είναι γνωστά ως στένωση 
και ανεύρυσµα, µε το οποίο και ασχοληθήκαµε παραπάνω, αλλά από ιατρικής 
πλευράς. 

Όπως συµβαίνει και σε οποιοδήποτε δίκτυο αγωγών, η γεωµετρία των αρτηριών του 
κυκλοφορικού συστήµατος αποτελεί βασικό παράγοντα διαµόρφωσης της ροής του 
αίµατος. 

Η στένωση και το ανεύρυσµα αποτελούν τα γνωστά και ευρέως µελετούµενα τυπικά  
ρευστοµηχανικά προβλήµατα, σε συγκλίνον-αποκλίνον ακροφύσιο και σε απότοµα 
διευρυνόµενο αγωγό αντίστοιχα. Οι περιοχές αυτές έχουν ιδιαίτερο ρευστοµηχανικό 
ενδιαφέρον γιατί εκεί εντοπίζονται σηµαντικές διαφορές της στατικής πίεσης και των 
διατµητικών τάσεων στο τοίχωµα (WSS), σε σχέση µε τα αντίστοιχα µεγέθη στα 
ευθύγραµµα τµήµατα. Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι η δοµή του αρτηριακού 
τοιχώµατος επηρεάζεται από τη µηχανική κόπωση του αγγείου. [22] 

Τα αίτια τραυµατισµού του αρτηριακού τοιχώµατος από κάποιους θεωρούνται 
καθαρά ρευστοµηχανικά [22], από άλλους καθαρά βιοχηµικά και από κάποιους 
άλλους ο συσχετισµός αυτών των δύο. [23] 

Για να κατανοήσουµε τις αρχές της αιµοδυναµικής στη ροή των ρευστών στους 
αγωγούς θα ασχοληθούµε µε τις τάσεις στο αρτηριακό τοίχωµα. [21] 

Ο νόµος Laplace συνδέει τις τάσεις στο αρτηριακό τοίχωµα µε τη στατική πίεση του 
ρέοντος αίµατος. Στο παρακάτω σχήµα το w αντιπροσωπεύει το πάχος του 

αρτηριακού τοιχώµατος, το r την εσωτερική ακτίνα της αρτηρίας ή της φλέβας, το P  
τις ορθές τάσεις από την στατική πίεση και  από τις οποίες φορτίζεται το τοίχωµα 
κατά την ακτινική κατεύθυνσή του και T  τις εφαπτοµενικές τάσεις της κυκλικής 
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διατοµής. Η σχέση έχει τη µορφή:    
w

P T
r

= . Αυτός ο νόµος µας δείχνει την 

αντιστρόφως ανάλογη εξάρτηση της πίεσης από την ακτίνα r , δηλαδή όσο πιο µικρό 
είναι ένα αγγείο τόσο πιο µεγάλη είναι η στατική πίεση του αίµατος.  

Λέµε λοιπόν, ότι σε κάποιο βαθµό µία αρτηρία συµπεριφέρεται σαν ένα µακρύ 
κυλινδρικό µπαλόνι. Όταν προσπαθείς να φουσκώσεις ένα τέτοιο µπαλόνι, είναι 
αρκετά δύσκολο να τα καταφέρεις µε το πρώτο φύσηµα. Όταν, όµως, το µπαλόνι 
φτάσει µία συγκεκριµένη ακτίνα αυτό γίνεται πιο εύκολο, απαιτείται λιγότερη πίεση 
για την αύξηση του µεγέθους του µπαλονιού. Αυτό το φαινόµενο είναι γνωστό ως 
αστάθεια. Αν αυτό συµβεί σε µια αρτηρία, τότε έχουµε να κάνουµε µε ανεύρυσµα και 
η σχετικά σταθερή πίεση του αίµατος θα συνεχίσει να αυξάνει το µέγεθος του 
ανευρύσµατος. 

Την ακτίνα της αρτηρίας, στην οποία συµβαίνει αυτό το φαινόµενο της αστάθειας, δεν 
µπορούµε να την υπολογίσουµε µε ακρίβεια αλλά κάποια αρκετά γενικά επιχειρήµατα 
δηλώνουν ότι cr είναι η κρίσιµη ακτίνα για την έναρξη της αστάθειας και 0r  είναι η 
αρχική ακτίνα της αρτηρίας και ισχύει η µεταξύ τους σχέση:  02cr r≈ . Η σχέση αυτή 
ισχύει και σε ένα ανεύρυσµα. Η µέση διάµετρος της αορτής είναι 23mm και η ρήξη 
του ανευρύσµατος είναι πολύ σπάνια όταν η διάµετρος είναι µικρότερη από 50mm . 
Τυπικές τιµές ανθρώπου σε ηρεµία, είναι: 120mmHg για την µέγιστη εµφανιζόµενη 
στον καρδιακό παλµό-συστολική πίεση- και 80mmHg για την ελάχιστη εµφανιζόµενη-
διαστολική πίεση.  

               
        Σχ. 2.3: Η ορθή και η διατµητική φόρτιση του αρτηριακού τοιχώµατος. [21] 

 

Η διατµητική τάση παίζει σηµαντικό ρόλο στη βιορευστοµηχανική, γιατί αν οι 
δυνάµεις που ασκούνται στο αίµα είναι έντονες τότε µπορεί τα ερυθροκύταρρα να 
καταστραφούν. Επίσης, έρευνες έχουν δείξει ότι οι διατµητικές δυνάµεις έχουν 
πρωτεύοντα ρόλο στην εµφάνιση αθηροσκληρωτικής πλάκας. 

Οι διατµητικές τάσεις πάνω στο τοίχωµα (Wall Shear Stresses-WSS) wτ  παράγονται 
από την αντίσταση στη ροή του αίµατος και έχουν τη διεύθυνση του διαµήκη άξονα 
του αγγείου. Οι διατµητικές τάσεις είναι ανάλογες του ρυθµού παραµόρφωσης γ  του 
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τοιχώµατος και του ιξώδους µ  του αίµατος. Αυτές σχετίζονται γραµµικά µε το ρυθµό 

παραµόρφωσης µε τη σχέση Newton:  w
u v

y x
τ µγ µ

 ∂ ∂
= = + ∂ ∂ 

. 

Οι WSS έχουν µεγάλη επίδραση στο αρτηριακό τοίχωµα, επειδή ρυθµίζουν τη 
διάµετρο του αγγείου µεταβάλλοντας την παραγωγή αγγειοσυσταλτικών και 
αγγειοδιασταλτικών ουσιών και γι’ αυτό θεωρούνται θεµελιώδους σηµασίας στην 
αγγειακή λειτουργία. Επιπλέον, µαζί µε την περιφερειακή και ακτινική ένταση του 
αγγείου καθορίζουν την έκφραση των ενδοθηλιακών γονιδίων. [23] 

Πειραµατικές µελέτες µας δίνουν τις παρακάτω τιµές της διατµητικής τοιχωµατικής 
τάσης για διάφορες αρτηρίες: καρωτιδική :1.1-1.3Pa, βραχιόνειος :0.4-0.5Pa, 
µηριαία: 0.3-0.5Pa. [24] Οδηγούµαστε, λοιπόν, στην µελέτη των WSS, που 
φορτίζουν το αρτηριακό τοίχωµα, παραµετρικά ως προς όλους τους παράγοντες που 
καθορίζουν την τιµή τους, δηλαδή την αρτηριακή γεωµετρία (µέσω των χωρικών 
κλίσεων της ταχύτητας) και το ιξώδες του αίµατος.  

Μελέτες σχετικά µε τα λεία µυϊκά κύτταρα έχουν δείξει ότι διαταραγµένες συνθήκες 
ροής και ασταθή τυρβώδη πεδία προκαλούν επιπλοκές στον ενδοθηλιακό ιστό και 
την απώλεια ή δυσλειτουργία των ρυθµιστικών διεργασιών (που επιτελεί το 
ενδοθήλιο) που δύναται να αποτελέσουν αιτία για εκφυλισµό του αγγειακού 
τοιχώµατος. [25,26] ∆ιάφορες µελέτες έχουν δείξει ότι υπάρχει συσχετισµός µεταξύ 
των χαµηλών διατµητικών τάσεων και την απώλεια της διαπερατότητας της 
ενδοθηλιακής µεµβράνης. [27,28,29] Ακόµα υψηλές χρονικές και χωρικές κλίσεις των 
τοιχωµατικών διατµητικών τάσεων είναι δυνατό να τροποποιήσουν το ενδοθηλιακό 
κύτταρο. Το τοίχωµα του ανευρύσµατος επηρεάζεται από την κυκλική φόρτιση των 
κάθετων και εφαπτοµενικών φορτίων που δρουν σε αυτό. 

 Ότι οι διατµητικές τάσεις τροποποιούν τις φυσιολογικές διεργασίες που επιτελούνται 
από τα ενδοθηλιακά κύτταρα, έχει υπάρξει κίνητρο για τη διεξαγωγή αριθµητικών και 
ρευστοδυναµικών µελετών για τον προσδιορισµό των χαρακτηριστικών των 
τοιχωµατικών διατµητικών τάσεων σε διάφορα στάδια ενός ανευρύσµατος. 
Πειραµατικές µετρήσεις, καθώς και αριθµητικές µελέτες σε συµµετρικά και µη 
µοντέλα ή και ρεαλιστικές γεωµετρίες, υπήρξαν το περιεχόµενο αυτών των εργασιών. 
[30,31,32] Οι αριθµητικές εργασίες θεωρούν συνήθως το αίµα ως Νευτώνειο, ενώ η 
παροχή στα εξεταζόµενα µοντέλα είναι είτε µόνιµη είτε χρονικά µεταβαλλόµενη.   

Το πλάσµα, αποτελεί το συνεχές µέσο που δίνει τον χαρακτήρα του ρευστού στο 
αίµα, καθώς και από διαλυµένα σωµατίδια τα οποία παίζουν σηµαντικό ρόλο στη 
συµπεριφορά του αίµατος. [33,34] Συγκεκριµένα η δυνατότητα των ερυθρών 
αιµοσφαιρίων να παράγουν συσσωµατώµατα ή αλυσίδες (rouleaux forming) [35] 
κυττάρων έχει µελετηθεί πολλές φορές και αποδεικνύεται ότι µεταβάλλεται από 
διάφορους παράγοντες: 

- Μειώνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας 
- Αυξάνεται µε την αύξηση της ποσοστιαίας συγκέντρωσης των ερυθρών 
αιµοσφαιρίων σε ένα δείγµα αίµατος (αιµατοκρίτης) 

- Αυξάνεται καθώς µειώνεται ο ρυθµός παραµόρφωσής τους [36,37] 
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Όταν το αίµα ρέει σε αγγεία διαµέτρου µικρότερης από 1.5mm, το ιξώδες των 
ρευστών µειώνεται. Οι Fahraus - Lindqvist  δηµοσίευσαν ένα άρθρο όπου 
παρουσίαζαν αυτό το φαινόµενο και γι’ αυτό ονοµάστηκε Fahraus – Lindqvist effect. 
Στο γράφηµα που ακολουθεί παρουσιάζεται αυτό το φαινόµενο. [1] 

                
Σχ. 2.4: Γράφηµα του Fahraus το 1932 όπου τέσσερις διαφορετικές περιπτώσεις 
              δείχνουν την εξάρτηση του ιξώδους από τη διάµετρο του αγωγού. 
             
Κατά τη ροή του αίµατος µέσα στα αγγεία, ο ρυθµός παραµόρφωσης των 
συστατικών του εξαρτάται άµεσα από τις συνθήκες ροής τους, τις επικρατούσες 
ταχύτητες και τάσεις. [33,34] 

Όταν λοιπόν, το αίµα βρίσκεται σε σηµεία χαµηλών ρυθµών παραµόρφωσης 
εµφανίζεται δυσκολία στην αποκόλληση των ερυθρών αιµοσφαιρίων µε αποτέλεσµα 
να παρουσιάζεται υψηλός λόγος διατµητικών τάσεων προς το ρυθµό 
παραµόρφωσης. Παρατηρούνται διαφορές στο ιξώδες του αίµατος, µε αποτέλεσµα 
το αίµα να συµπεριφέρεται ως µη νευτώνειο ρευστό, για το οποίο µιλήσαµε πιο 
πάνω. 

Η δικιά µας εργασία εστιάζεται στη µελέτη του ανευρύσµατος, ως ενός αξονικά 
συµµετρικού διογκωµένου αγωγού. Σκοπός µας είναι να µελετήσουµε ορισµένα 
ροϊκά χαρακτηριστικά µοντέλων ρευστών, τα οποία χρησιµοποιήθηκαν για την 
προτυποποίηση του ιξώδους του αίµατος. 

Επειδή, η συµπεριφορά των ρευστών είναι πρακτικά άγνωστη θα µελετήσουµε τη 
µόνιµη ροή κάποιων µη νευτώνειων ρευστών σε αξονικά συµµετρικούς αγωγούς, 
ευθύγραµµους και διογκωµένους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

                                                                                          ΦΥΣΙΚΗ ΕΚΦΡΑΣΗ 
 

Για να µελετήσουµε λοιπόν τη ροή του αίµατος στην περίπτωσή µας, θα πρέπει να 
κάνουµε κάποιες θεωρήσεις για τη ροή, το µέσο ροής και το ρευστό. 

i) ΡΟΗ 

Μονιµότητα 

Θεωρήσαµε µόνιµη ροή (steady flow) του αίµατος, δηλαδή µια ροή µε σταθερά 
αµετάβλητα χαρακτηριστικά, ώστε να έχουµε τη δυνατότητα να µελετήσουµε µια 
αρκετά απλούστερη περίπτωση ροής από τη φυσιολογική του αίµατος. [30,32,38] 

Σε αυτή την περίπτωση το πεδίο ροής καθορίζεται από ένα βαθµό ελευθερίας, τον 
αριθµό  Reynolds (Re), ενώ στην περίπτωση της µη µόνιµης ροής (unsteady flow) 
καθορίζεται από δύο βαθµούς ελευθερίας. Σε αυτή την εργασία θα ασχοληθούµε 
µόνο µε το µόνιµο πεδίο ροής και όχι µε την πιο πολύπλοκη περίπτωση του µη 
µόνιµου. 

Με την περίπτωση του µη µόνιµου πεδίου ροής του αίµατος υπάρχουν περισσότερες 
εργασίες όπως οι δύο εργασίες του J.R.Womersley το 1955 [39,40]. 

Με τη θεώρηση µόνιµης ροής του αίµατος µας δίνεται η δυνατότητα να πάρουµε 
ορισµένα αντιπροσωπευτικά µεγέθη για τη ροή του αίµατος. Παραδείγµατα µελετών 
πάνω στη µόνιµη ροή (steady flow) βρήκαµε αρκετά για συµµετρικά και µη 
συµµετρικά µοντέλα όπως οι [4,30,32,38,41,77]. 

Στο παρακάτω σχήµα, Σχ.3.1, παρατηρούµε ότι η µεταβολή της παροχής του 
αίµατος καθώς αποµακρυνόµαστε από την καρδιά µειώνεται και οριακά σε µικρά 
αγγεία πολύ µακριά από αυτή είναι σχεδόν σταθερή. Σταθερή παροχή σηµαίνει 
µόνιµο πεδίο ροής. Άρα η θεώρηση της µόνιµης ροής δεν είναι αβάσιµη. 

Μια παρατήρηση που µπορούµε να κάνουµε είναι ότι τα φαινόµενα µη µονιµότητας 
της ροής σε περιπτώσεις φυσιολογικών ροών έχουν µικρή επίδραση σε σχέση µε την 
αδράνεια της ροής του αίµατος. Σαν αποτέλεσµα αυτού, µπορούµε να παραλείψουµε 
τους µη µόνιµους όρους των εξισώσεων ροής και να µελετήσουµε µόνιµα πεδία 
ροής. 

Η ροή θα µελετηθεί µόνο για την περίπτωση του µόνιµου πεδίου ροής. 
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Σχ. 3.1: Η κυµατοµορφή της στατικής πίεσης p  σε αντιδιαστολή µε αυτή της  
          ταχύτητας του αίµατος V σε αγγεία, καθώς αποµακρυνόµαστε από την καρδιά. 
 
            
∆οµή 

Η ροή µπορεί να χαρακτηριστεί στρωτή ή τυρβώδης. Η µετάβασή της σε τυρβώδη 
µπορεί να προκληθεί από κάποιες διαταραχές στη γεωµετρία του αγωγού υπό 
υψηλούς αριθµούς Re. Στη τυρβώδη κατάσταση οι δοµές είναι αρκετά πολύπλοκες 
και χαοτικές, οπότε απαιτούνται άλλες µέθοδοι για τη µελέτη τους. Επιπλέον η τύρβη 
προκαλεί αύξηση των τάσεων στο αγγειακό τοίχωµα. Πρέπει λοιπόν να γνωρίζουµε  
τους οριακούς αριθµούς Re πάνω από τους οποίους  εµφανίζονται τυρβώδεις δοµές 
σε αγωγούς µε ανεύρυσµα. 

Στη βιβλιογραφία υπάρχουν πλήθος στοιχεία για αυτό το θέµα, αλλά µόνο για το 
νευτώνειο ρευστό, ενώ στη περίπτωση των µη νευτώνειων ρευστών δεν βρέθηκαν 
στοιχεία. Για παράδειγµα η εργασία των Budwig, Elger, Hooper και Slippy, Steady 
flow in abdominal aortic aneurysm models [41] µελετάει την περίπτωση του µόνιµου 
πεδίου, αλλά για τυρβώδη ροή, όπως και αυτή των Peattie R.A., Schrader T., Bluth 
E.I., Comstock C.E., Development of turbulence in steady flow through models of 
abdominal aortic aneurysms . [41,42,43,44] 

Η µελέτη σε αυτές τις εργασίες γίνεται για Re 2000≥ όπου και παρουσιάζεται τύρβη. 
∆ιαβάζουµε ότι δεν εµφανίζονται τυρβώδεις ροές τουλάχιστον  για Re 800〈 . Εµείς 

λοιπόν, µελετήσαµε ένα εύρος αριθµών Re 25 Re 600≤ ≤  έχοντας εξασφαλίσει 
στρωτή ροή. 
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Θερµότητα 

Η θερµοκρασία του οργανισµού διατηρείται σταθερή από την κυκλοφορία του 
αίµατος, το οποίο συνεπάγεται µεταφορά θερµότητας κατά τη ροή του αίµατος στα 
αγγεία. Σε αγγεία, όπως οι αρτηρίες και τα αρτηρίδια, που βρίσκονται σε αρκετή 
απόσταση από το δέρµα, η ισόθερµη ροή µπορεί να θεωρηθεί λογική συνεπαγωγή. 

Η επίδραση της θερµότητας είναι σηµαντική για την κατανοµή των θερµοκρασιών στο 
τοίχωµα του αγγείου, αφού η διογκωµένη περιοχή παρουσιάζει αυξηµένη 
θερµοκρασία σε σχέση µε το ρέον αίµα, λόγω των αυξηµένων µηχανικών φορτίων. 

Στην εργασία µας δεν θα αναφερθούµε σε αυτό το θέµα, αλλά θα θεωρήσουµε 
ισόθερµη ροή του αίµατος. 

 

ii) ΜΕΣΟ ΡΟΗΣ 

γεωµετρία 

Ήδη έχουµε αναφέρει ότι τα µοντέλα για τη µελέτη ροής µπορεί να είναι συµµετρικά 
2D, αλλά και ρεαλιστικά 3D. Για την υπολογιστική µας µελέτη θεωρήσαµε διδιάστατο 
πεδίο ροής καθώς η µελέτη γίνεται απλούστερη. Πρώτον, το πλέγµα µας αποτελείται 
από λιγότερους υπολογιστικούς κόµβους σε σχέση µε τη 3D περιγραφή και οι 
εξισώσεις προς επίλυση είναι κατά µία λιγότερες µειώνοντας µε αυτό τον τρόπο τον 
υπολογιστικό χρόνο. Όµως, η χρήση των µη νευτώνειων µοντέλων, για τη 
συµπεριφορά των οποίων δεν γνωρίζουµε αρκετά, προκαλεί ερωτήµατα για 
δευτερεύουσες ροές και ασυµµετρίες οι οποίες εµφανίζονται µόνο σε 3D περιγραφή. 

Η εργασία [45]  δείχνει ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε διδιάστατα πεδία ροής 
και για την περίπτωση των µη νευτώνειων ρευστών για τα οποία, όπως είπαµε, δεν 
έχουµε και πολλές πληροφορίες. Έτσι, έχουµε τη δυνατότητα να αυξήσουµε την 
πυκνότητα του υπολογιστικού πλέγµατος σε περιοχές που θεωρούµε σηµαντικές για 
τη µελέτη ορισµένων µεγεθών. 

Θεωρούµε αξονική συµµετρία στον αγωγό η οποία µας οδηγεί στην µελέτη του µισού 
µόνο αγωγού µε τον ίδιο αριθµό υπολογιστικών κόµβων. Φυσικά τα αγγειακά 
τοιχώµατα δεν είναι τέλειοι κύλινδροι και τα αναπτυσσόµενα ανευρύσµατα δεν είναι 
αξονικά συµµετρικά. Όµως, αυτή η προτυποποίηση µας δίνει τη δυνατότητα µιας 
καλής αναπαράστασης των ροικών φαινοµένων που λαµβάνουν χώρα σε ένα αγγείο. 

Οι µελέτες που χρησιµοποιούν 3D περιγραφή έχουν στόχο την προσπάθεια 
ανάπτυξης µεθόδων µοντελοποίησης της συγκεκριµένης γεωµετρίας κάποιας 
αγγειακής ανωµαλίας που εµφανίζεται σε κάποιον ασθενή. Η δική µας εργασία δεν 
έχει κάποιο τέτοιο σκοπό, απλά µελετάει από καθαρά ρευστοµηχανική πλευρά 
ενδιαφέρουσες περιοχές, όπως είναι οι διογκωµένες περιοχές την επίδραση του 
ιξώδους και άλλων ροϊκών φαινοµένων. 

Για το λόγο αυτό θεωρούµε τους αγωγούς αξονικά συµµετρικούς. 
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παραµόρφωση 

Για να υπάρχει η δυνατότητα αγγειοσυστολής και αγγειοδιαστολής, τα κύτταρα των 
αγγείων έχουν ελαστικές ιδιότητες που τους επιτρέπουν να παραµορφώνονται κατά 
την αξονική και την ακτινική κατεύθυνση. 

Άρα, η θεώρηση ενός τοιχώµατος ακίνητου, άκαµπτου και απαραµόρφωτου δεν 
αντιστοιχεί στην πραγµατικότητα. 

Στη δική µας µελέτη, καθώς θεωρούµε ότι δεν έχουν αποσαφηνιστεί τελείως οι 
σωστές µέθοδοι επίλυσης του συνδυασµένου συστήµατος εξισώσεων ρευστού και 
παραµορφωµένου τοιχώµατος, αλλά και επειδή θέλουµε να παρακολουθήσουµε 
καθαρά την επίδραση των µη νευτώνειων χαρακτηριστικών του αίµατος στη ροή του 
µέσα στα αγγεία, θεωρούµε τοίχωµα απαραµόρφωτο, ακίνητο και άκαµπτο. 

διαπερατότητα 

Τα αγγειακά τοιχώµατα είναι διαπερατά για να γίνεται η ανταλλαγή οξυγόνου και 
διοξειδίου του άνθρακα, καθώς και η πρόσδοση θρεπτικών συστατικών. Μελέτες 
συσχέτισης των ρευστοµηχανικών µεγεθών µε τη διαπερατότητα του τοιχώµατος 
έχουν γίνει, όπως η [46]. 

Η κλίµακα µελέτης είναι κατά πολύ µεγαλύτερη από την µοριακή, καθώς 
ασχολούµαστε µε κύτταρα διαλυµένα στο πλάσµα, έτσι η έννοια της διαπερατότητας 
του τοιχώµατος δεν τίθεται υπό συζήτηση. 

Το αγγειακό τοίχωµα θεωρείται αδιαπέρατο. 

 

iii)  ΡΕΥΣΤΟ 
 

Τα ρευστά µπορούν να κατηγοροποιηθούν σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα που έχει η 
δράση δύο κατηγοριών δυνάµεων πάνω σε αυτά: οι δυνάµεις που οφείλονται στην 
εξωτερικά ασκούµενη πίεση στο ρευστό (δυνάµεις πίεσης-ορθές τάσεις) και αυτές 
που ασκούνται σε ένα στρώµα του ρευστού λόγω επαφής µε άλλα επίπεδα του 
ρευστού (δυνάµεις συνεκτικότητας-διατµητικές δυνάµεις). [47] 

Η ιδιότητα των ρευστών να µεταβάλλουν την πυκνότητά τους µε µεταβολή της ορθής 
εντατικής τους κατάστασης (πίεσης) είτε εν ηρεµία είτε εν κινήσει ονοµάζεται 
συµπιεστότητα. Όταν κάποια ρευστά έχουν αυτή την ιδιότητα λέγονται συµπιεστά και 
αν όχι ασυµπίεστα. 

Σε γενικές γραµµές τα υγρά θεωρούνται ασυµπίεστα, ενώ τα αέρια συµπιεστά. 

Μία επιπλέον φυσική ιδιότητα των ρευστών είναι η συνεκτικότητα ή ιξώδες όπου τα 
ρευστά ανθίστανται στη διάτµησή τους, δηλαδή στην κίνηση ενός στοιχείου ως προς 
το διπλανό του. Με βάση λοιπόν, τη συνεκτικότητα τα ρευστά χωρίζονται και σε µια 
ακόµα κατηγορία, τα συνεκτικά και τα µη συνεκτικά ρευστά. 
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Αν θεωρήσουµε δύο γειτονικά στοιχεία ρευστού που βρίσκονται σε σχετική κίνηση, 
τότε αναπτύσσεται µεταξύ τους εφαπτοµενική δύναµη, η οποία ονοµάζεται διατµη- 

τική δύναµη dT
��

, η οποία ανά µονάδα επιφάνειας λέγεται διατµητική τάση: 

                                                0dT dEτ τ=
�� ���

 

Όπου  0τ
���

 το µοναδιαίο διάνυσµα κατά κατεύθυνση παράλληλη στο στοιχείο 
επιφάνειας  dE . 

Ο Newton διατύπωσε ότι για ορισµένα ρευστά, όπως νερό, αέρας κλπ., θα πρέπει να 
ισχύει ο υλικός νόµος για τη διατµητική δύναµη: 

                                       
u

dT dE
y

µ
∂

=
∂

��

 

∆ηλαδή ότι είναι ανάλογη της κλίσης της ταχύτητας κατά την κάθετη στο 

στοιχείο κατεύθυνση 
u

y

∂
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 και ανάλογη του εµβαδού της επιφάνειας του στοιχείου 

dE . Ο συντελεστής αναλογίας µ  λέγεται συντελεστής δυναµικής συνεκτικότητας ή 

ιξώδες του ρευστού και είναι ο λόγος των διατµητικών τάσεων προς το µέτρο του 
ρυθµού παραµόρφωσης που τους επιβάλλεται. [47] Ο ορισµός της εφαπτοµενικής 
διατµητικής τάσης  τ   είναι: 

                                                      
u

y
τ µ

∂
=

∂
 

Ο παραπάνω υλικός νόµος είναι πειραµατικός-εµπειρικός νόµος συµπεριφοράς 
ορισµένης κατηγορίας ρευστών που λέγονται νευτώνεια. Τα νευτώνεια είναι µια 
µεγάλη κατηγορία ρευστών, όπου συµπεριλαµβάνονται το νερό και ο αέρας. Είναι 
δηλαδή συνεκτικά ρευστά όπου οι παραµορφώσεις έχουν γραµµική σχέση µε τις 
δυνάµεις συνεκτικότητας. Αν η σχέση αυτή δεν είναι γραµµική τα ρευστά λέγονται µη 
νευτώνεια. 

Θα αναφέρουµε ένα κλασικό παράδειγµα µε το οποίο φαίνονται οι διαφορές στη 
συµπεριφορά µεταξύ του νευτώνειου και κάποιων µη νευτώνειων ρευστών. 

Αναρρίχιση σε ράβδο (Weissenberg effect) 

Σε κατακόρυφο δοχείο γεµάτο µε υγρό τοποθετείται κυλινδρική ράβδος 
αξονοσυµµετρικά και περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα Ω. Αν το υγρό 
είναι νευτώνειο (πχ. νερό), το υγρό θα εισχωρήσει πιο βαθιά στο δοχείο, αν όµως το 
υγρό έχει ορισµένα µη νευτώνεια χαρακτηριστικά (πχ. υγρό σαπούνι) τότε το υγρό θα 
αναρριχηθεί πάνω στη ράβδο (Σχ. 3.2). Επίσης, µε την αύξηση της Ω στο µη 
νευτώνειο ρευστό, θα αρχίσει µια ταλάντωση της ελεύθερης επιφάνειας  
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Σχ. 3.2: νευτώνεια (αριστερή εικόνα) και µη νευτώνεια (δεξιά εικόνα) συµπεριφορά 
κατά το πείραµα αναρρίχισης σε ράβδο. 

Τα µη νευτώνεια είναι κατηγορία των συνεκτικών ρευστών για τα οποία ισχύει ότι το 
ιξώδες τους είναι µεταβλητό και εξαρτάται από τον ρυθµό παραµόρφωσής του. Ο 
ρυθµός παραµόρφωσης (strain rate) συµπίπτει µε τον ρυθµό διάτµησης (shear rate) 
για πλήρως διαµορφωµένη, διδιάστατη ροή ευθύγραµµου αγωγού. [48] 

Μη νευτώνειο είναι το ρευστό του οποίου η καµπύλη ροής (διατµητική τάση-ρυθµός 
διάτµησης) είναι µη γραµµική. 

Τα ρευστά αυτά µπορούν να χωριστούν σε τρεις γενικές κατηγορίες: 

1. Αυτά των οποίων ο ρυθµός διάτµησης σε κάθε σηµείο καθορίζεται µόνο από 
την τιµή της διατµητικής τάσης του σηµείου εκείνη τη στιγµή που µελετούµε. 
Είναι γνωστά ως «συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου» ή «γενικευµένα 
νευτώνεια». 

2. Τα περισσότερο πολύπλοκα των οποίων η σχέση µεταξύ της διατµητικής 
τάσης και του ρυθµού διάτµησης εξαρτάται επιπλέον από την ιστορία της 
έντασής τους, τα ρευστά «συµπεριφοράς χρονικά εξαρτηµένης». 

3. Τέλος, ουσίες που παρουσιάζουν χαρακτηριστικά ρευστών συνοδευόµενα 
από ελαστικές ιδιότητες, γνωστά ως ιξωδοελαστικά. [48] 
 

• Συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου (time-independent) 

Όπως αναφέραµε το ιξώδες τους καθορίζεται αποκλειστικά από το ρυθµό 
παραµόρφωσης που τους επιβάλλεται τη συγκεκριµένη στιγµή που µελετούµε. 
Κατηγοριοποιούνται ανάλογα µε την καµπύλη ρυθµού παραµόρφωσης-διατµητικής 
τάσης, Σχ. 3.3. 
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    Σχ. 3.3: Καµπύλες ρυθµού διάτµησης (shear rate) και διατµητικής τάσης (shear                     
                  stress) των ρευστών συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου [48]         

Οι κατηγορίες των time-independent ρευστών: 

- Shear-thinning-pseudoplastic (ψευδοπλαστικά) 

Είναι η πιο συχνά απαντούµενη µη νευτώνεια συµπεριφορά κατά την οποία όταν το 
ιξώδες µειώνεται  ο ρυθµός παραµόρφωσης αυξάνεται. Για ρυθµούς παραµόρφωσης 
που προσεγγίζουν το µηδέν η συνεκτικότητα γίνεται σχεδόν άπειρη, οπότε είναι σαν 
να εµφανίζουν την πλαστική συµπεριφορά των στερεών. Παραδείγµατα τέτοιων 
ρευστών είναι το γιαούρτι, η µαγιονέζα, η κέτσαπ, η σοκολάτα, οι υψηλής 
συµπύκνωσης χυµοί φρούτων. [48] 

- Viscoplastic (ιξωδοπλαστικά) 

Η συµπεριφορά αυτών των ρευστών χαρακτηρίζεται από την ύπαρξη µιας αρχικής 
διατµητικής τάσης 0τ  την οποία πρέπει να υπερβεί το ρευστό για να αρχίσει να ρέει. 
Αφού ξεπεραστεί η 0τ  τα ρευστά συµπεριφέρονται σαν νευτώνεια ή σαν 
ψευδοπλαστικά.  

Το ρευστό µε γραµµική καµπύλη ροής για 0yxτ τ〉  ονοµάζεται Bingham Plastic, ενώ 

αυτά που συµπεριφέρονται σαν ψευδοπλαστικά ονοµάζονται yield-pseudoplastic.[48] 
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Η ιξωδοπλαστικότητα δείχνει την αντιστοίχιση µε το όριο των στερεών, τα οποία 
πάνω από µία τιµή έντασης περνούν από την ελαστική συµπεριφορά στην πλαστική. 
[50] 

Κάποια παραδείγµατα τέτοιων ρευστών είναι η οδοντόπαστα, κάποια γαλακτώµατα 
και τα υψηλής συγκέντρωσης διαλύµατα σωµατιδίων. 

- Shear-thickening-dialatant (διασταλτά) 

Στα ρευστά αυτά µε την αύξηση του ρυθµού παραµόρφωσης αυξάνεται και το ιξώδες 
τους, δηλαδή έχουν ακριβώς την αντίθετη συµπεριφορά από τα ψευδοπλαστικά. 

Παραδείγµατα τέτοιων ρευστών είναι τα συµπυκνωµένα υδατικά διαλύµατα αλευριού 
ή διοξειδίου του τιτανίου. [48] 

• Συµπεριφοράς χρονικά εξαρτηµένης (time-dependent) 

Στην κατηγορία αυτή ανήκουν ρευστά που το ιξώδες τους εξαρτάται όχι µόνο από τον 
ρυθµό παραµόρφωσής τους εκείνη τη στιγµή αλλά και από προηγούµενες χρονικές 
στιγµές. Τα ρευστά αυτά µπορούν να χωριστούν σε δύο ακόµα υποκατηγορίες: 
thixotropic και rheopectic. 

- Thixotropic 

Το ιξώδες που εµφανίζουν κάθε στιγµή µειώνεται µε τον χρόνο παραµόρφωσης. Αν η 
παραµόρφωση διακοπεί, τότε παρουσιάζεται µία χρονική υστέρηση ώστε να 
επανέλθουν οι διατµητικές τάσεις στο µηδέν. Παρακάτω φαίνεται η καµπύλη 
υστέρησής τους. (Σχ. 3.4 και 3.5) 

Παραδείγµατα ρευστών είναι το τσιµέντο και διάφορα χωµάτινα διαλύµατα. [48] 

- Rheopectic 

Εδώ συµβαίνει το αντίθετο από πριν, δηλαδή το ιξώδες τους αυξάνεται ανάλογα µε 
τον χρόνο παραµόρφωσης, όπως διακρίνουµε και στην καµπύλη υστέρησής τους. 
(Σχ. 3.4, 3.5) 

Τα ρευστά που παρουσιάζουν αυτή τη συµπεριφορά είναι σπάνια στη φύση αλλά ένα 
παράδειγµα είναι το υδατικό διάλυµα γύψου. [48] 
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Σχ. 3.4: Η µείωση του ιξώδους στα thixotropic ρευστά και η αύξησή του στα            
                rheopectic. 

 

   Σχ. 3.5:  Η καµπύλη υστέρησης στα thixotropic και στα rheopectic ρευστά 
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• Ιξωδοελαστικά  ρευστά (viscoelastic)  

Είναι ουσίες οι οποίες παρουσιάζουν και ελαστικές και συνεκτικές ιδιότητες µαζί µε τα 
υπόλοιπα χαρακτηριστικά των ρευστών. Σε αντίθεση µε τα άλλα ρευστά, 
αποθηκεύουν την ενέργεια που τους προσφέρεται από την παραµόρφωση και λόγω 
της ελαστικής τους συµπεριφοράς µπορούν να ανακτήσουν ένα ποσοστό της. Τα 
άλλα ρευστά απελευθερώνουν την ενέργεια ως θερµότητα κατά τη ροή τους. Στα 
ρευστά αυτά είναι πιθανό να εµφανιστούν ορθές τάσεις εκτός από αυτές που 
παράγονται από τη στατική πίεση. [48] 

Υπάρχει ένας συντελεστής που ονοµάζεται συντελεστής χαλάρωσης λ, ο οποίος  
καθορίζει την ελαστικότητα του ρευστού, δηλαδή µε την αύξησή του αυξάνει η 
ελαστική συµπεριφορά του ρευστού, ενώ µε τη µείωσή του η συµπεριφορά του 
ρευστού τείνει να είναι µόνο συνεκτική, σχ. 3.6. 

Τέτοια ρευστά είναι τα τήγµατα και τα υδατικά διαλύµατα πολυµερών καθώς και το 
σαπουνόνερο. [48] 

 

 

Σχ. 3.6: διαφορετικές συµπεριφορές στα ιξωδοπλαστικά ρευστά παραµετρικά του, για  
              συντελεστή χαλάρωσης λ τις τιµές της διατµητικής τάσης που εµφανίζονται  
                         κατά τη διάρκεια του χρόνου προς τη µέγιστη που του ασκήθηκε.[48] 

Πολλές φορές στα ρευστά απαντώνται ταυτόχρονα πολλά από τα µη νευτώνεια 
χαρακτηριστικά κάνοντας την επίδραση της κάθε ιδιότητας δυσδιάκριτη. Συνήθως, 
όµως, υπάρχει µία κυρίαρχη µη νευτώνεια ιδιότητα που εκφράζεται στη συµπεριφορά 
του ρευστού. [48] 
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Στα προηγούµενα παραδείγµατα ρευστών δεν αναφέραµε πουθενά το αίµα και αυτό 
οφείλεται στο γεγονός ότι τα µη νευτώνεια χαρακτηριστικά που αποδίδονται στο αίµα, 
σχετίζονται µε πολλές από τις κατηγορίες των µη νευτώνειων ρευστών που 
αναφέραµε πιο πάνω. 

Τέσσερις είναι οι µη νευτώνειες ιδιότητες που αποδίδονται στο αίµα. Όλες 
συσχετίζονται µε τη δυνατότητα των ερυθρών αιµοσφαιρίων να παράγουν 
συσσωµατώµατα ή αλυσίδες (rouleaux forming) κυττάρων. 

Ψευδοπλαστικότητα 

Κατά τη ροή των ερυθρών αιµοσφαιρίων µέσα στα αγγεία, ο ρυθµός παραµόρφωσής 
τους εξαρτάται από τις συνθήκες ροής, δηλαδή από τις επικρατούσες ταχύτητες 
αίµατος. Όταν το αίµα βρίσκεται σε σηµεία χαµηλών ρυθµών παραµόρφωσης θα 
εµφανίζεται µεγάλη δυσκολία να αποκολληθούν τα ερυθρά αιµοσφαίρια και συνεπώς 
υψηλότατος λόγος διατµητικών τάσεων προς το ρυθµό παραµόρφωσης που τις 
προκαλεί. Η ιδιότητα αυτή είναι πιο εµφανής στην περιοχή γύρω από τον άξονα 
συµµετρίας του αγγείου, όπου λόγω των µικρών κλίσεων της ταχύτητας ο ρυθµός 
παραµόρφωσης παραµένει σε χαµηλές τιµές και το ιξώδες των µη νευτώνειων 
ρευστών θα λαµβάνει µεγάλες τιµές. [51,52] 

Ιξωδοπλαστικότητα 

Η δυνατότητα των ερυθρών αιµοσφαιρίων να παράγουν συσσωµατώµατα ή αλυσίδες 
κυττάρων αυξάνεται κατακόρυφα καθώς µειώνεται ο ρυθµός µε τον οποίο 
παραµορφώνονται. Από θεωρητική πλευρά λοιπόν, θεωρούµε ότι υπάρχει κάποια 
αρχική τάση, µικρή µεν αλλά υπαρκτή, που απαιτείται να ξεπεραστεί ώστε το αίµα να 
αρχίσει να ρέει. [51,52] 

Ιξωδοελαστικότητα 

Οι ελαστικές ιδιότητες του αίµατος είναι ιδιαίτερα σηµαντικές και οι παραγόµενες 
δυνάµεις συγκρίσιµες µε τις οφειλόµενες στα συνεκτικά φαινόµενα. [53,54] Αυτή η 
συµπεριφορά του αίµατος εµφανίζεται στη µη µόνιµη φυσιολογική ροή του αίµατος 
και οφείλεται στη µεγάλη ικανότητα ελαστικής παραµόρφωσης των ερυθρών 
αιµοσφαιρίων, µε την οποία αποθηκεύουν ποσά ενέργειας. 

Έχουµε ήδη αναφέρει στο προηγούµενο κεφάλαιο το φαινόµενο Fahraus-Lindqvist, 
όπου το ιξώδες του αίµατος µειώνεται όταν ρέει σε αγγεία µικρότερης διαµέτρου από 
1.5mm, αφού τα ερυθρά αιµοσφαίρια τείνουν να λάβουν θέσεις γύρω από τον άξονα 
συµµετρίας του αγγείου, ενώ το πλάσµα καλύπτει τα στρώµατα ρευστού κοντά στο 
τοίχωµα. [1] 

Πολλοί µελετητές, για τον λόγο αυτό, δηµιούργησαν µοντέλα ρευστού δύο φάσεων 
για να προσοµοιώσουν τη συµπεριφορά του αίµατος και για µεγαλύτερα αγγεία.  
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Στη µελέτη αυτή θα επιλέξουµε µονοφασικά µοντέλα ρευστών µη νευτώνειας 
συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου, αφού αυτή φαίνεται να είναι η κυρίαρχη µη 
νευτώνεια ιδιότητα του αίµατος στο µεγαλύτερο µέρος της ροής του. 

Παρακάτω αναφέρουµε τα µη νευτώνεια µοντέλα συµπεριφοράς ανεξάρτητης 
χρόνου, οι παράµετροι των οποίων προσαρµόζονται πάνω σε in vitro δεδοµένα για 
το ιξώδες του αίµατος. 

- Εκθετικού νόµου 
- Bingham 
- Herschel- Bulkley 
- Casson 
- Carreau and Carreau- Yasuda 
- Cross 
- Ellis 
- Walburn-Schneck (βασισµένο στο µοντέλο Εκθετικού Νόµου) 
- Quemada 

Η καταλληλότητα χρήσης τους, καθώς και τιµές των παραµέτρων των πιο πάνω 
µοντέλων φαίνονται στη βιβλιογραφική επισκόπηση των F.Yilmaz, M.Y.Gundogdu, A 
critical review on blood flow in large arteries;relevance to blood rheology, viscosity 
models, and physiologic conditions . [33] 
 

Επιπλέον, επειδή το ιξώδες του αίµατος είναι και συνάρτηση του αιµατοκρίτη, οι 
παράµετροι όλων των µοντέλων µας αφορούν τιµές αιµατοκρίτη µεταξύ των τιµών 
40% και 45%. 

Οι διατµητικές τάσεις τα που παράγονται στα υιοθετούµενα µοντέλα, συναρτήσει του 
ρυθµού παραµόρφωσης γ είναι: 

Walburn-Schneck: ( ){ }( ) 3
41 2 2exp

C HC TPMAC C H
H

µ γ
−

= + ɺ  shear thinning 

 
Η:αιµατοκρίτης 
ΤΡΜΑ:άθροισµα συγκεντρώσεων κάποιων συστατικών του αίµατος 
C1  C2  C3  C4 :σταθερές εξαρτώµενες από Η και ΤΡΜΑ 
Το µοντέλο αυτό αποτελεί εξειδίκευση του µοντέλου εκθετικού νόµου nkτ γ= , 
Συγκεκριµένα για το αίµα θα το χρησιµοποιούµε στη γενικότερη έκφρασή του 
µε υπολογισµένα τα k, γ για αιµατοκρίτη 45%. [33,48] 
 
Herschel-Bulkley: 
 
Είναι ένα από τα ιξωδοπλαστικά µοντέλα που θα χρησιµοποιήσουµε και συνδυάζει 
την ύπαρξη της αρχικής τάσης µε τον εκθετικό νόµο. [33,48] 
 

0
0

nk
τ

τ τ τ γ
γ

> ⇒ = +  

τ 0< τ ⇒ γ = 0  
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Casson: 

Ένα ακόµα ευρέως χρησιµοποιούµενο ιξωδοπλαστικό µοντέλο. 

2

0
0

τ
τ τ τ µ γ

γ
∞

 
> ⇒ = +  

 
 

τ 0< τ ⇒ γ = 0
 

µ∞ : ασύµπτωτη τιµή συνεκτικότητας σε µεγάλους ρυθµούς παραµόρφωσης [33,48] 

Quemada: 

Το µοντέλο αυτό αναπτύχθηκε από τον Quemada µε λεπτοµέρειες αναφερόµενες 
στη  , και στη συνέχεια χρησιµοποιούµε τις τιµές παραµέτρων για αιµατοκρίτη 45%. 
[33,55] 

2

01
1

2 1

c
F

c

k k γ
γ

τ µ ϕ
γ

γ

−

∞
 

+ 
= − 

 + 
   

0,k k∞ : συντελεστές προσαρµογής σε πειραµατικά δεδοµένα για το αίµα 

cγ : κρίσιµη τιµή του ρυθµού παραµόρφωσης 

ϕ : αιµατοκρίτης 

Επιλέξαµε τη µελέτη ροών στη περιοχή 25 Re 600≤ ≤  σε διόγκωση 2.46d . 

• ∆ιάµετρος κοιλιακής αορτής: 0.013d m=  

• Μέση ταχύτητα του αίµατος σε αυτή: 0.1U m s=  

• Πυκνότητα αίµατος: 31050kg mρ =  

• Ιξώδες αίµατος (νευτώνεια προσέγγιση) : 0.0035Pa sµ = ⋅  

Και    
0

Re
U dρ
µ

=
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

                                                                         ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΚΦΡΑΣΗ 
 

i) Γενική τοποθέτηση του προβλήµατος 

Θα υποθέσουµε ότι η µακροσκοπική συµπεριφορά του ρευστού είναι συνεχής και ότι 
φυσικές ποσότητες όπως η µάζα, η ορµή κτλ που είναι συνυφασµένες µε την ύλη 
που περιέχεται µέσα σε ένα µικρό ή µεγαλύτερο όγκο, θα θεωρούνται ότι είναι 
συνεχώς κατανεµηµένες στον όγκο αυτό, αντίθετα µε το τι συµβαίνει στην 
πραγµατικότητα, που είναι συγκεντρωµένες σε ένα µικρό τµήµα του. [47] 

Για να παρατηρήσουµε την κίνηση του ρευστού χρησιµοποιούµε την έννοια του 
σωµατιδίου, δηλαδή του τµήµατος του συνεχούς µέσου που περικλείεται κάποια 
χρονική στιγµή σε µια απειροστή περιοχή ενός σηµείου του χώρου. Το σωµατίδιο 
χαρακτηρίζεται από τη θέση του κάποια χρονική στιγµή. Συνεπώς το συνεχές µέσο 
θεωρείται ότι αποτελείται από το σύνολο των σωµατιδίων του. 

Για την περιγραφή της κίνησης των σωµατιδίων χρειαζόµαστε ένα σύστηµα 
αναφοράς. Θεωρούµε το χώρο κίνησης των ρευστοστοιχείων ένα κλειστό χωρίο Ω 

του ευκλείδειου χώρου 3ℜ . Η περιγραφή του πεδίου ροής µε την οποία θα 
περιγράψουµε την κίνηση των σωµατιδίων λέγεται υλική περιγραφή ή περιγραφή 
κατά Lagrange, όπου η κίνηση των σωµατιδίων περιγράφεται από τη θέση του 
παρατηρητή που κινείται µαζί µε αυτά. [47] 

Θεωρώντας ισόθερµη ροή, δηλαδή ροή χωρίς µεταφορά θερµότητας και την 
επίδραση του πεδίου βαρύτητας αµελητέα, προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις 
κίνησης σε διανυσµατική µορφή. 

Αρχή διατήρησης της µάζας:              ( ) 0div u
t

ρ
ρ

∂
+ =

∂

�

                   (4.1)  

Αρχή διατήρησης της ορµής:               
Du

div
Dt

ρ σ=

�
��

                              (4.2) 

Όπου  ρ : πυκνότητα 

           u
�

: διανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων 

             σ
��

:  τανυστής τάσεων 

           
[]D

Dt
: υλική παράγωγος 
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[]

t

∂
∂

: µερική παράγωγος 

         ()div : απόκλιση διανυσµατικού πεδίου 

Η εξίσωση διατήρησης της µάζας (4.1) δείχνει ότι η µάζα σε κάθε τµήµα του ρευστού 
παραµένει σταθερή, δηλαδή δεν παράγεται ούτε καταναλώνεται, ενώ η εξίσωση 
διατήρησης της ορµής (4.2) είναι η ισορροπία των δυνάµεων σ’ ένα ρευστοστοιχείο, 
που εκφράζει ο 2ος νόµος του Newton. [49,56] 

Θεωρώντας το ρευστό ισότροπο προκύπτει συµµετρικός τανυστής τάσεων σ
��

 και αν 
θεωρήσουµε ότι συµπεριφέρεται ως υλικό Stokes τότε ο τανυστής τάσεων ακολουθεί 
την παρακάτω έκφραση: [47,56] 

                                       pIσ τ= − +
�� �

ɺ                                               (4.3) 

Όπου:  

                 
:p  θερµοδυναµική πίεση 

              τ
�

: πίνακας διατµητικών τάσεων  

               Ιɺ : µοναδιαίος πίνακας 

Και ισχύει:        ( )f Dτ =
� �� ��

 , δηλαδή είναι συµµετρικός και συνάρτηση του τανυστή 

παραµορφώσεων. 

Όπου :                     
1

( )
2

TD grad u gradu= +
�� � �

                                 (4.4) 

 

ii) Ειδικές περιπτώσεις υλικών εξισώσεων 

Τα συνήθη ρευστά (νερό, λάδι, αέρας) αποτελούν ειδική περίπτωση των υλικών 
Stokes, είναι γραµµικά υλικά  και λέγονται νευτώνεια ρευστά (newtonian), για τα 
οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

                                                 pIσ τ= − +
�� �

ɺ                                                          

                                            2 'D trDIτ µ µ= +
� �� ��

ɺ                                    (4.5)                                                                              

όπου            trD divu=
�� �

, 0 Da ΄Iµ=  , 1 2a µ=   και 2 0a = .  

Όπου µ είναι ο δυναµικός συντελεστής συνεκτικότητας ή ιξώδες,  µ΄ είναι το ιξώδες 

όγκου που εµφανίζεται µόνο στις συµπιεστές ροές και trD
��

 συµβολίζει το ίχνος του 

τανυστή ρυθµού παραµόρφωσης D
��

. Όταν το ρευστό είναι σε ακινησία ( 0D =
��

) είναι  

0τ =
�

      και     pIσ = −
��

ɺ .     
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Χαρακτηριστικό των νευτώνειων ρευστών είναι η γραµµική σχέση των  σ
��

 και D
��

. [47] 

Πολλές φορές είναι απαραίτητη η απλούστερη παραδοχή του µη συνεκτικού ρευστού, 
που αποτελεί ειδική περίπτωση της παραπάνω κατηγορίας µε µ=µ΄=0 οπότε: 

                                               pIσ = −
��

ɺ
                               (4.6)                   

                                                            0τ =
�

 

Εδώ οι τάσεις που εφαρµόζονται προέρχονται µόνο από την στατική πίεση. 

Τα ρευστά που δεν εµπίπτουν στην κατηγορία των νευτώνειων ρευστών λέγονται µη 
νευτώνεια. 

Στα µη νευτώνεια ρευστά υπάρχει µη γραµµική σχέση µεταξύ της διατµητικής τάσης 

και του ρυθµού παραµόρφωσης D
��

. Μια ειδική κατηγορία µη νευτώνειων ρευστών 
είναι τα ρευστά συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου, όπου οι παραγόµενες τάσεις 

είναι συνάρτηση µόνο του ρυθµού παραµόρφωσης D
��

 τη στιγµή που τα εξετάζουµε.  

Η συνήθης υλική εξίσωση που ισχύει για αυτά τα ρευστά και για ισότροπα υλικά είναι: 

                                                    0 1 2

2
D Dτ α α α= Ι + +

� �� ��
ɺ                        (4.7) 

Όπου οι ia  είναι συναρτήσεις των βασικών αναλλοίωτων του πίνακα D
��

, µια 
παραδοχή που εξασφαλίζει την αρχή της υλικής ανεξαρτησίας, δηλαδή οι ιδιότητες 
του υλικού να είναι ανεξάρτητες της θέσης του παρατηρητή. [47] Αυτές για σύστηµα 

κυλινδρικών συντεταγµένων ( , , )x re e eϕ

� � �

 γράφονται: 

                   D xx yy zzI trD D D D= = + +
��

 

                  ( )221

2

xx xy xx xz yy yz
D

yx yy zx zy zz

D D D D D D
II I D trD

D D D Dzz D D
= − = + +

��

 

                  det

xx xy xz

D yx yy yz

zx zy zz

D D D

III D D D D

D D D

= =
��

 

το µέτρο του είναι: 
1

( )
2

DD II=
��

  

Τα µη νευτώνεια συµπεριφοράς ανεξάρτητης χρόνου χωρίζονται στις εξής 
υποκατηγορίες: 
Στη γενική περίπτωση ( )1 1 , ,D D Da I II IIIα= , συνήθως όµως  ( )1 1 Da IIα= . Σ’ αυτή την 

περίπτωση και για ασυµπίεστο ρευστό ισχύει: 
 

                                             ( ) ( )1 2D DII D II Dτ α µ= =
� �� ��

                     (4.8) 
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Τα ρευστά αυτά λέγονται γενικευµένα νευτώνεια και είναι η πιο διαδεδοµένη 
υποκατηγορία ρευστών [47] και δύο εκπρόσωποι αυτής της υποκατηγορίας είναι: 

Εκθετικού νόµου ή Ostwald-de Waele:        
2

12 4
q

Dm II Dτ
−

=
� ��

 

Carreau:                                                          ( )( )
2

2 2
1 0 1 2

q

Da m m m II
−

= +  

 
Μια άλλη κατηγορία µη νευτώνειων ρευστών είναι τα ρευστά συµπεριφοράς χρονικά 
εξαρτηµένης. Η συµπεριφορά των ρευστών αυτών εξαρτάται, εκτός από τις 
µεταβολές που δέχονται κάθε στιγµή και από τις µεταβολές του ρυθµού 
παραµόρφωσής τους. Ένα σύνηθες µοντέλο της κατηγορίας αυτής είναι το ρευστό 
δεύτερης τάξης όπου:  

                                           
2

0 1 1 2 2 1τ α α α= Α + Α + Α
� �� �� ��

  

             1 2DΑ =
�� ��

       ( )1
2 1 1 1

T

udiv divu divu
t

∂Α
Α = + Α + Α + Α

∂

��
�� � �� �� � ���

 
και προφανώς  0a µ= , το µετρούµενο ιξώδες σε µόνιµη κατάσταση. 
 
Η τελευταία κατηγορία που θα δούµε είναι τα ιξωδοελαστικά (viscoelastic) ρευστά 

των οποίων η υλική εξίσωση περιέχει και χρονικές παραγώγους ,
D

t t

τ∂ ∂
∂ ∂

� ��

. Ένα 

γνωστό τέτοιο µοντέλο είναι το ρευστό Olroyd-B. [47] 
 
 
 

iii) Επιλυσιµότητα του συστήµατος εξισώσεων 
 

Η κατηγορία ρευστών που θα µας απασχολήσει είναι τα γενικευµένα νευτώνεια, για 
τα οποία ο τανυστής τάσεων γράφεται: 

                                                    1( )DpI a II Dσ = − +
�� ��

                      (4.9) 

Για ασυµπίεστο ρευστό ισχύουν οι παρακάτω εξισώσεις Navier-Stokes: 

∆ιατήρηση µάζας:                0divu =
�

                                   (4.10) 

∆ιατήρηση ορµής:            
Du

div
Dt

ρ σ=

�
��

                             (4.11)
 

Το σύστηµα αυτών των µερικών διαφορικών εξισώσεων δεν έχει λύση σε κάθε 

περίπτωση και αν η λύση υπάρχει δεν είναι σίγουρα και η µοναδική. 

Λύση (solution) του συστήµατος αποτελεί κάθε σύστηµα συναρτήσεων που 
επαληθεύουν τις εξισώσεις του προβλήµατος. 

Μοναδικότητα (uniqueness) µιας λύσης σηµαίνει ότι δεδοµένης µιας κατάστασης του 
συστήµατος σε κάποια χρονική στιγµή, το σύστηµα είναι µονοσήµαντα ορισµένο για 
τις επόµενες χρονικές στιγµές. 
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Ευστάθεια (stability) µπορούµε να πούµε ότι έχουµε σε κάποιες λύσεις, όταν υπάρχει 
συνεχής εξάρτηση από τις οριακές τιµές και συνεπώς µικρές διαταραχές στα αρχικά 
δεδοµένα οδηγούν και σε προβλέψιµες µικρές µετατοπίσεις της αντίστοιχης λύσης. 

Οµαλή ή λεία (smooth) συνάρτηση ονοµάζεται αυτή που οι παράγωγοί της, κάθε 
τάξης, υπάρχουν και είναι συνεχείς. [57] 

Η επίλυση του συστήµατος αυτού συνεπάγεται την εύρεση του πεδίου ταχυτήτων 

1 2 3( , , )u u u u=
�

 και της συνάρτησης πίεσης p
 
σε κάθε χρονική στιγµή t  σε χωρίο Ω, 

µε κλειστό ή ανοιχτό όριο το ∂Ω , του ευκλείδιου τρισδιάστατου χώρου 3ℜ . 

Στην περίπτωσή µας η εισερχόµενη παροχή µάζας ισούται µε την εξερχόµενη και στο 
τοίχωµα η ταχύτητα είναι µηδενική, οπότε το σύστηµα των εξισώσεων (4.10) και 
(4.11) επιδέχεται λύση µοναδική και οµαλή. 

Νευτώνειο ρευστό 

- Υπάρχει κάποιου είδους συµµετρία στον χώρο, οπότε από µελέτη σε 
τρισδιάστατο χώρο καταλήγουµε σε µελέτη διδιάστατου αγωγού, δηλαδή 
µελετάµε αξονικά συµµετρικές ή διδιάστατες ροές. 

- Η αρχική λύση ταχυτήτων είναι αρκετά µικρή 
- Η αρχική λύση παρουσιάζει πολύ ταλαντωτική συµπεριφορά. [49,58,59,60] 

Γενικευµένα νευτώνεια 

- Υπάρχει κάποιου είδους συµµετρία στον χώρο, οπότε από µελέτη σε 
τρισδιάστατο χώρο καταλήγουµε σε µελέτη διδιάστατου αγωγού, δηλαδή 
µελετάµε αξονικά συµµετρικές ή διδιάστατες ροές. 

- Σε κάθε κλειστό χωρίο, για 2
1 0 1( ) , 2q

Da m m II q−= + 〉  

- Μόνο το πρόβληµα συνοριακών τιµών για 1 ( )Da a IIκ= + . [49] 

 

iv) Εξισώσεις ροής των ρευστών που µελετούµε 

Έχουµε καταλήξει σε ένα µοντέλο αγωγού διδιάστατο, αξονικά συµµετρικό, άκαµπτο 
και αδιαπέραστο. Θεωρήσαµε ισόθερµη ροή, δηλαδή ότι δεν υπάρχουν διαφορές στη 
θερµοκρασία τοιχωµάτων αγωγού και ρευστού, ούτε διαφορές θερµοκρασίας στο 
ρευστό. Επίσης, θεωρούµε αµελητέα την επίδραση της βαρύτητας. 

Τέλος, το ρευστό θεωρείται ασυµπίεστο,  δηλαδή διατηρεί την πυκνότητά του 
σταθερή ανεξάρτητη της πίεσης. 

Για τις παραπάνω παραδοχές το πεδίο ταχυτήτων και πεδίο ρευστού που ρέει µέσα 
σε έναν τέτοιο αγωγό περιγράφεται από τις εξισώσεις Navier-Stokes εκφρασµένες σε 
δύο διαστάσεων κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων. 

Στα γενικευµένα νευτώνεια ρευστά όπου οι τάσεις τους σχετίζονται µε τις 
παραµορφώσεις τους µε την παρακάτω σχέση: 
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                                             ( )1 DII Dτ α=
� ��

                                                    (4.12)                          

Σε σύστηµα δύο διαστάσεων ( , )x re e
� �

 ο τανυστής παραµορφώσεών τους γράφεται:

       

 

1

21
( )

2 1

2

x r x

T

r x r

u u u

x x r
D grad u gradu

u u u

x r r

 ∂ ∂ ∂    +    ∂ ∂ ∂    = +
 ∂ ∂ ∂   +    ∂ ∂ ∂    

�� � �

           (4.13) 

 

και το µέτρο του ρυθµού παραµόρφωσης (για δύο διαστάσεις det DD II=
��

) είναι: 
 

           

2
1 1

det
2 4

x r r xu u u u
D D

x r x r
γ

∂ ∂ ∂ ∂ = = = − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

�� ��

              (4.14) 

Η µορφή της ( )1a D
��

 συνάρτησης των ρευστών που θα χρησιµοποιήσουµε είναι: 

Νευτώνειο:                   2 Dτ µ=
� ��

            (σταθερή:   1 0a µ= )          
          

 

Walburn-Schneck:  ( )nk Dτ γ=
� ��

      
 (εκθετικού νόµου: 

2
1 1

q

a Dµ
−

=
��

)  

Herchel-Bulkley:       0τ τ
�

≻
0 nk D

τ
τ γ

γ
 

⇒ = + 
 

� ��

 

                                             0τ τ
�

≺ 0γ⇒ =  

Casson:                   0τ τ
�

≻  

2

0
D

τ
τ µ

γ
∞

 
⇒ = +  

 

� ��

 

                                           0τ τ
�

≺  0γ⇒ =
 

Quemada:                

2

01
1

2 1

c
F

c

k k
D

γ γ
τ µ ϕ

γ γ

−
∞ +

= −  + 

� ��

 

Θα γράψουµε τις εξισώσεις Navier-Stokes, τις εξισώσεις (4.10) και (4.11) σε 
βαθµωτή µορφή, συµβολίζωντας: 

xu : αξονική συνιστώσα της ταχύτητας 

ru : ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας 

ijτ : το στοιχείο ij του τανυστή τ
�
όπου i  και j  το ,x r . 



45 

 

           
0

x ru u

x r

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

x x x xx xr
x r

u u u p
u u

t x r x x r

τ τ
ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

r r r rx rr
x r

u u u p
u u

t x r r x r

τ τ
ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

Αντικαθιστώντας τις διατµητικές τάσεις ( )ij ijDτ µ γ=  για κάθε στοιχείο των τανυστών 

τ
�

 και D
�

. 

0
x ru u

x r

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

( ) ( ) 1
2

r xx

x x x
x r

u uu
u u u p x rxu u
t x r x x r

µ γµ γ
ρ

  ∂ ∂ ∂    ∂ +∂    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂      + + = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
 

 

( ) ( ) 1
2

r xr

r r r
x r

u uu
u u u p x rru u
t x r r r x

µ γµ γ
ρ

  ∂ ∂ ∂    ∂ +∂    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂      + + = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
   

Η τελευταία µορφή είναι αυτή που τελικά επιλύει το FLUENT. 

Η συγκεκριµένη τοποθέτηση του ιξώδους ( )µ γ , ανταποκρίνεται και στη µέθοδο 

επίλυσης, αφού πρώτα υπολογίζεται το ιξώδες από κάποια πρόβλεψη του πεδίου 
ταχυτήτων, εισάγεται στις εξισώσεις και τέλος επιλύεται το σύστηµα. 

Στη συνέχεια θα γίνει αδιαστατοποίηση του παραπάνω συστήµατος ώστε να 
αποκαλυφθούν οι παράµετροι που καθορίζουν το πρόβληµα. 

Στη γενικότητά του µπορούµε να γράψουµε  ( ) ( )*efffµ γ µ γ= , όπου effµ  µια 

σταθερή χαρακτηριστική τιµή ιξώδους για κάθε µοντέλο και ( )*f γ  µία αδιάστατη 

συνάρτηση του αδιάστατου µέτρου του ρυθµού παραµόρφωσης 0* d Uγ γ= , όπως 

θα προκύψει από τις παρακάτω αδιαστατοποιήσεις: 

0
x ru u

x r

∂ ∂
+ =

∂ ∂
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( ) ( )**
1

2

r xx

x x x
x r eff

u uu ff
u u u p x rxu u
t x r x x r

γγ
ρ µ

  ∂ ∂ ∂    ∂ +∂    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂      + + = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
 

 

( ) ( )* *
1

2

r x r

r r r
x r eff

u u uf f
u u u p x r ru u
t x r r x r

γ γ
ρ µ

  ∂ ∂   ∂ ∂ + ∂     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂     + + = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
   

Τα αδιάστατα µεγέθη παρουσιάζονται µε αστερίσκο (*) και αδιαστατοποιούµε ως: 

Αξονική απόσταση:  *
x

x
d

=   ,  ακτινική απόσταση: *
r

r
d

=  , ταχύτητα: *
i

i
m

u
u

u
= , 

χρόνος: 
t

T
τ =  , στατική πίεση : 

2
*

m

p
p

Uρ
=  , όπου d η διάµετρος αγωγού, Τ: 

περίοδος περιοδικής συνάρτησης ταχύτητας, 2
0

2
0

2 ( )
R

m
Q

U U ru r dr R
R

π π
π

 
= = =  

 
∫ : 

η µέση ταχύτητα διατοµής, βασισµένη στην παροχή εισόδου του αγωγού, όπου 
εισέρχεται ελεύθερο ρεύµα ρευστού ταχύτητας 0U . 
 
Και εµφανίζεται η αδιάστατη παράµετρος της ροής: 

                Αριθµός Reynolds:   
0

Re
eff

U dρ
µ

=  

ο οποίος εκφράζει τη σηµαντικότητα των συνεκτικών φαινοµένων σχετικά µε την 
αδράνεια που παρουσιάζει η ροή. 

Μία άλλη αδιάστατη παράµετρος είναι ο αριθµός Strouhal: 
0

d
STr

TU
= , 

 ο οποίος εκφράζει τη σηµαντικότητα των µη µόνιµων φαινοµένων σχετικά µε την 
αδράνεια που παρουσιάζει η ροή.                 

Σε πολλές περιπτώσεις χρησιµοποιείται ως αριθµός οµοιότητας ο αριθµός 

Womersley : 
2 f

a R
π
ν

=  για 
µ

ν
ρ

=    , 
2

d
R =  και 

1
f

T
=  προκύπτει Re

2
a Str

π
= . 

 

Θεωρούµε ότι ο αριθµός αυτός δεν προκύπτει άµεσα από αδιαστατοποίηση των 
τριών εξισώσεων, αλλά εµφανίζεται κάτω από ορισµένες προυποθέσεις στις 
εξισώσεις κίνησης του ρευστού σε ευθύγραµµο αγωγό και πλήρως διαµορφωµένη 
κατάσταση. Για το λόγο αυτό, είναι πιο ακριβές να διατυπωθούν οι εξισώσεις κίνησης 
µε τους αδιάστατους αριθµούς που προκύπτουν άµεσα από την αδιαστατοποίηση. 
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Στα δύο ιξωδοπλαστικά ρευστά, Η-Β και Casson, από τη διαδικασία 
αδιαστατοποίησης προκύπτει και άλλος ένας αδιάστατος αριθµός για την περιγραφή 
της ροής τους. 

Αριθµός Bingham (Bi): εκφράζει τη σηµαντικότητα της αρχικής τάσης που απαιτείται 
για την έναρξη της ροής του ρευστού, σχετικά µε την επίδραση των συνεκτικών 
τάσεων. 

Παρακάτω φαίνονται οι συναρτήσεις  ( ) ( )*efffµ γ µ γ=  για κάθε µοντέλο: 

Νευτώνειο:          0 0( ) ( *) 2, 0.0035efff Pa sµ γ µ γ µ µ= = = = ⋅  

Walburn-Schneck: 
1

1 1

0
( ) , ( *) * ,

n
n n

eff
d

k f k
U

µ γ γ γ γ µ
−

− −  = = =  
 

 

0.7755n =   ,  0.77550.01467k Pa s= ⋅  

Η χρήση του W-S στο Fluent, λόγω της υπερβολικής συνάρτησης ορισµού του, 
απαιτεί τον καθορισµό ενός κατώτατου ορίου ιξώδους minµ  και ενός ανώτατου maxµ . 
Αν αυτά τα όρια τοποθετηθούν αρκετά µακριά από τις τιµές του ιξώδους που τελικά 
θα προκύψουν, δεν θα έχουν επηρεάσει τη λύση µας. 
Έπρεπε λοιπόν, τα αποτελέσµατά µας να είναι ανεξάρτητα αυτών των ορίων. Μετά 
από δοκιµές στο FLUENT βρήκαµε ότι η βέλτιστη θέσπισή τους ήταν: 

min 0.0001Pa sµ = ⋅  και max 0.1Pa sµ = ⋅ . 

Herschel-Bulkley:  
1

0 1 1

0
( ) , ( *) * ,

*

n
n n

eff
Bi d

k f k
U

τ
µ γ γ γ γ µ

γ γ

−
− −  = + = + =  

 
 

( )0.8601
0 0

0
0.8601, 0.0089721 , 0.0175 ,

n
d

n k Pa s Pa Bi k
U

τ τ  = = ⋅ = =  
 

 

Για  0 0τ 〈  το Η-Β παρουσιάζει άπειρη συνεκτικότητα, τότε η συνάρτηση ορισµού του 

στο FLUENT είναι:  
( )0 0 0

( )

nnτ γ τ µ
µ γ

γ

 + − =   όπου 0µ  η τιµή της συνεκτικότητας 

όταν ασκηθεί η τάση αυτή. 

Θα πρέπει ο όρος 0 0τ µ  να εξαλειφθεί για να είναι σωστή η αδιαστατοποίηση που 

κάναµε. Παίρνοντας λοιπόν, ως δεδοµένη την τιµή  0 0.0175Paτ =  θα πρέπει να 
επιλέξουµε µία τιµή για το 0 1µ ≻  ώστε πρακτικά ο όρος να εξαλείφεται. Εισάγουµε 

λοιπόν την τιµή 0 10Pa sµ = ⋅ . 
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Casson:  
 

( )

2 2

0

0 0
0

( ) , ( *) 1 , 0.0031 ,
*

0.01082 ,

eff
Bi

f Pa s

d
Pa Bi

U

τ
µ γ µ γ µ µ

γ γ

τ τ µ

∞ ∞

∞

   
= + = + = = ⋅      

   

 = =  
 

 

Το Casson παρουσιάζει άπειρη συνεκτικότητα για 0 0τ ≺ , αλλά στην παρακάµπτεται 
αν χρησιµοποιήσουµε τη συνεχή µορφή κατά Papanastasiou, όπως και άλλοι 
µελετητές. 

( )
2

0
( ) 1 me γτ

µ γ µ
γ

−
∞

 
= + −  

 
  

Για  100m ≻  

Σε αδιάστατη µορφή γράφεται:  
0

2

*

( ) 1 1
*

mU

dBi
e

γ

µ γ µ
γ

 −  
 

∞

  
  = + −

  
  

 

Στη συνάρτηση ορισµού του µοντέλου Casson θεωρήσαµε 500m = . 

Quemada: 

2

01
( ) 1

2 1

c
F

c

k k γ γ
µ γ µ ϕ

γ γ

−
∞ +

= −  + 
 

2

01
( *) 1

2 1

c

c

k k
f

γ γ
γ ϕ

γ γ

−
∞ +

= −  + 
, eff Fµ µ=  

1
00.0012 , 1.88 , 4.33, 2.07, 0.45F plasma cPa s s k kµ µ γ ϕ−

∞= = ⋅ = = = =  η τιµή του 

αιµατοκρίτη. 

 

v) Οριακές συνθήκες 

Το σύστηµα των εξισώσεων που καταστρώσαµε απαιτεί τον ορισµό οριακών 
συνθηκών για να πάρουµε τελικά το πεδίο ταχυτήτων και πιέσεων της ροής. 

Η καµπύλη του ανευρύσµατος των αγωγών που αναπτύχθηκαν στο πρόγραµµα 
GAMBIT, δεν έχει εµφανή µαθηµατική έκφραση, αφού δηµιουργείται ως προσαρµογή 
µιας καµπύλης µε δεδοµένο βαθµό καµπυλότητας σε τρία σηµεία που υποδεικνύει ο 
χρήστης. 
Για το λόγο αυτό, θεωρούµε ότι το τοίχωµα, στην περιοχή του ανευρύσµατος 
προσεγγίζεται από την αρµονική καµπύλη που θα παρουσιαστεί πιο κάτω. 
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Οι οριακές συνθήκες αφορούν το σύνορο  ∂Ω  του χωρίου Ω του διδιάστατου 
ευκλείδειου χώρου, όπου ρέει το ρευστό. Το σύνορο αυτό αποτελείται από τοίχωµα, 
άξονα συµµετρίας, είσοδο και έξοδο. 

w ax in out∂Ω = ∂Ω + ∂Ω + ∂Ω + ∂Ω  

Για τους ευθύγραµµους αγωγούς που µελετούµε ισχύει: 

:w∂Ω     [ ]* 0.5 * 0,20r x= ∀ ∈  

:ax∂Ω    [ ]* 0 * 0,20r x= ∀ ∈  

:in∂Ω    * 0x =  

:out∂Ω   * 20x =  

και 

:w∂Ω     [ ]* 0.5 * 0,40r x= ∀ ∈  

:ax∂Ω    [ ]* 0 * 0,40r x= ∀ ∈  

:in∂Ω    * 0x =  

:out∂Ω    * 40x =  

Για τους αγωγούς µε διόγκωση, αρχικό µήκος και χωρίς καµπυλότητα: 

:w∂Ω    [ ] [ ]* 0.5 * 0,2 5.46,25.46r x= ∀ ∈ ∪
 

             ( )( )( ) [ ]* * *2 0.5 1 cos 3.73 2,5.46r x xπ= + + − ∀ ∈
 

:ax∂Ω [ ]* 0 * 0,25.46r x= ∀ ∈  

:in∂Ω * 0x =  

:out∂Ω * 25.46x =  

Και 

:w∂Ω [ ] [ ]* 0.5 * 0,2 5.46,45.46r x= ∀ ∈ ∪
 

           ( )( )( ) [ ]* * *2 0.5 1 cos 3.73 2,5.46r x xπ= + + − ∀ ∈  

:ax∂Ω [ ]* 0 * 0,45.46r x= ∀ ∈  

:in∂Ω * 0x =  
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:out∂Ω * 45.46x =  

Για τους αγωγούς µε διόγκωση, χωρίς αρχικό µήκος και χωρίς καµπυλότητα: 

:w∂Ω [ ]* 0.5 * 3.46,23.46r x= ∀
 

           ( )( ) [ ]* * *1 cos 1.73 0,3.46r x xπ= + − ∀ ∈
 

:ax∂Ω [ ]* 0 * 0,23.46r x= ∀ ∈  

:in∂Ω * 0x =  

:out∂Ω * 23.46x =  

και 

:w∂Ω [ ]* 0.5 * 3.46,43.46r x= ∀
 

( )( ) [ ]* * *1 cos 1.73 0,3.46r x xπ= + − ∀ ∈
 

:ax∂Ω [ ]* 0 * 0,43.46r x= ∀ ∈  

:in∂Ω * 0x =  

:out∂Ω * 43.46x =  

Και επιβάλουµε τις εξής συνοριακές συνθήκες: 

:w∂Ω   µη ολίσθησης  0
w

u
∂Ω

⇔ =    (τύπου Dirichlet) 

:ax∂Ω µηδενισµός παραγώγων στην ακτινική κατεύθυνση  0
ax

u

r ∂Ω

∂
⇔ =

∂
 

                                                                                                              (τύπου                  
Neumann)  

:in∂Ω δεδοµένη κατανοµή ταχυτήτων  ( )
in

u u r
∂Ω

⇔ =    (τύπου Dirichlet) 

Στην έξοδο των αγωγών έχει µεγάλη σηµασία η επιλογή των συνοριακών συνθηκών, 
καθώς σε αυτή τη διατοµή δεν είµαστε σίγουροι για τις ταχύτητες και τις πιέσεις, αλλά 
τις γνωρίζουµε αφού επιλυθεί το πεδίο. 

Μία συνθήκη που ενδείκνυται για αυτή την περίπτωση είναι η λεγόµενη συνθήκη 
απρόσκοπτης εξόδου-free outstream. Σύµφωνα µε αυτές τις µελέτες αυτή η συνθήκη 
δεν επηρεάζει το πεδίο ανάντι της εξόδου. 
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Στον επιλυτή FLUENT προκύπτει µία διαφοροποίηση αυτής της συνθήκης, όπου 
θεωρείται µηδενική η ροή των όρων διάχυσης (zero diffusion flux condition). Άρα 
ισχύει τελικά για την έξοδο κάθε αγωγού: 

:out∂Ω µηδενισµός ροής όρων διάχυσης στην αξονική κατεύθυνση 
( )

0
out

DT

x ∂Ω

∂
⇔ =

∂
 

 

vi) Εξισώσεις της πλήρως διαµορφωµένης ροής 

Θα δούµε στην περίπτωση της µόνιµης πλήρως διαµορφωµένης ροής πως 
µετασχηµατίζονται οι εξισώσεις σε ευθύγραµµο αγωγό. 

Σε αυτή την περίπτωση οι παράγωγοι ταχύτητας κατά την αξονική κατεύθυνση 

µηδενίζονται:   
*

0
xu

x

∂
=

∂
  και δεν υπάρχει ακτινική ταχύτητα:  * 0ru = . [47] 

Προκύπτει λοιπόν από την εξίσωση συνέχειας:    
* *

* *
0

x ru u

x r

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

Και από την ακτινική κατεύθυνση για την ορµή:  ( )
*

* * *
*

0
p

p p x
r

∂
= ⇒ =

∂  

Το σύστηµα τελικά λαµβάνει την παρακάτω µορφή: 

( )
* *

* *

1
0

Re

xdp du
f

dx dr
γ= − +  

Το ρευστό παραµορφώνεται προς µία και µοναδική κατεύθυνση (uniaxial flow). 

( )( )
1

0
1 2

12
0

2

x

T

x

u

rD u u
u

r

∂ 
 ∂= ∇ + ∇ =  

∂ 
 ∂ 

�� � �

 και το µέτρο του  
*

*

1 1
det

2 2

xdu
D

dr
γ = =

��

 

Αυτές οι απλοποιήσεις κάνουν δυνατή την αναλυτική επίλυση του συστήµατος, για το 
νευτώνειο και για τα W-S και Η-Β ρευστά. [48] 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

                                                                                ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ 

 

i) Μέθοδος επίλυσης 
 

Το υπολογιστικό πακέτο που χρησιµοποιήσαµε για την επίλυση των εξισώσεων ροής 
ονοµάζεται FLUENT. Για την επίλυση των πεδίων ροής ρευστοµηχανικών 
προβληµάτων υιοθετεί τη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων (finite volume method-
FVM). [61] 

Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο, οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή, ολοκληρώνονται 
στους όγκους ελέγχου (control volumes-CV), δηλαδή στους στοιχειώδεις όγκους 
(υπολογιστικά κελιά) στους οποίους έχουµε χωρίσει το πεδίο ροής που θα 
µελετήσουµε. 

∆ιακριτοποιώντας τις εξισώσεις αυτές, θα προκύψει ένα σύστηµα αλγεβρικών 
εξισώσεων, το οποίο εντέλει θα επιλυθεί αριθµητικά. [62] 

Η µη µόνιµη εξίσωση µεταφοράς του βαθµωτού µεγέθους Φ, µε το µη µόνιµο όρο και 
τους όρους συναγωγής, διάχυσης και πηγής αντίστοιχα. 

                    
S S

d u ndS grad ndS Q d
t

ϕ
ρ

ρϕ ϕ
Ω

∂ Φ
Ω + ⋅ = Γ ⋅ + Ω

∂∫ ∫ ∫ ∫               (5.1)  

ρ: πυκνότητα  

u
�

: διάνυσµα της ταχύτητας 

S
��

:διάνυσµα επιφάνειας 

ϕΓ : συντελεστής διάχυσης του µεγέθους Φ 

gradΦ : παράγωγος κατά κατεύθυνση του µεγέθους Φ 

Qϕ : πηγές του µεγέθους Φ µέσα στον CV 

Μια συνήθης προσέγγιση είναι ο προσδιορισµός των όγκων ελέγχου CVs από 
κατάλληλο πλέγµα και η εκχώρηση του υπολογιστικού κόµβου στο κέντρο του όγκου 
ελέγχου, βλέπε το σχήµα 5.1. [62] 



 

                                  

                       Σχ. 5.1: κόµβοι

Η παραπάνω εξίσωση ισχύει
στο σύνολο. Αν προσθέσουµε
εξίσωση διατήρησης. 

Για να προκύψει αλγεβρική
(τριπλά) ολοκληρώµατα πρέπει

Για τα επιφανειακά ολοκληρώµατα

                                                 S S
∫ ∫

Όπου η f αντιπροσωπεύει

grad nϕΓ ⋅ µε το συµβολισµό

πεδίο ταχυτήτων, οι ιδιότητες

περιοχές. Η εξίσωση λοιπόν

                        

Nfaces Nfaces

f ft

ρϕ
ρ ϕ ϕ

∂
Ω + ⋅ = Γ ⋅ + Ω

∂ ∑ ∑

                                                                                       

                                                                             

                                               

                                                              

                                                            

                                        gradϕ

                                                                                                                             

Προφανώς οι όροι επιφάνεια
τρισδιάστατες γεωµετρίες. Σε
µήκος και εµβαδό. 

 

κόµβοι στα κέντρα των όγκων ελέγχου 

εξίσωση ισχύει για κάθε CV καθώς και για τη λύση του πεδίου
προσθέσουµε όλες τις εξισώσεις των CVs θα προκύψει

προκύψει αλγεβρική εξίσωση για καθένα CV, τα επιφανειακά και
ολοκληρώµατα πρέπει να προσεγγιστούν από µία µέθοδο τετραγωνισµού

ά ολοκληρώµατα ισχύει: 

kkS S

fdS fdS= ∑∫ ∫  

αντιπροσωπεύει τον όρο συναγωγής u nρϕ ⋅  ή τον όρο

συµβολισµό: cf u nρϕ= ⋅ και
df grad nϕ= Γ ⋅ . Θεωρούµε

ταχυτήτων οι ιδιότητες των ρευστών ρ και Γ είναι γνωστά σε

εξίσωση λοιπόν, µετασχηµατίζεται στην παρακάτω : 

Nfaces Nfaces

f f f f f

f f

f u S grad S Qϕρ ϕ ϕΦΩ + ⋅ = Γ ⋅ + Ω∑ ∑
� �� ��

                          

                                                                                       :ϕ  τιµή του µεγέθους στο κέντρο

                                                                :fN  αριθµός πλευρών που περικλείουν

                                               :fϕ  ποσότητα του Φ  που περνά από την επιφάνεια

                                                              f f fu Sρ ⋅
� ��

: παροχή µάζας διαµέσου της επιφάνειας

                                                                           fS
��

: προσηµασµένο εµβαδό της επιφάνειας

fgradϕ : παράγωγος κατά κατεύθυνση του Φ στην επιφάνεια

                                                                                                                                            

όροι επιφάνεια, εµβαδό και όγκος είναι σχετικοί και
γεωµετρίες. Σε διδιάστατες γεωµετρίες µιλάµε αντίστοιχα
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λύση του πεδίου ορισµού 
θα προκύψει η ολική 

επιφανειακά και τα χωρικά 
µέθοδο τετραγωνισµού. 

ή τον όρο διάχυσης

Θεωρούµε ότι το 

είναι γνωστά σε όλες τις 

                       (5.2)          

µεγέθους στο κέντρο του CV   

που περικλείουν το CV 

την επιφάνεια f  

διαµέσου της επιφάνειας f  

εµβαδό της επιφάνειας f  

στην επιφάνεια f  

Ω : όγκος CV 

σχετικοί και αφορούν 
µιλάµε αντίστοιχα για ακµή, 



 

Σχ.5.2: δύο γειτονικά κελιά ενός
                 τους 0 1,c c .[61] 

 

           

         Σχ. 5.3: ένας τυπικός όγκος

Μετά τη γραµµικοποίηση των
πλέον σύστηµα επιλύεται µε
σύστηµα παίρνει την παρακά

                                                    

                                                                 

Το γραµµικοποιηµένο πλέον

Παρακάτω θα αναφέρουµε

Συγκεκριµένα πρέπει να δείξουµε

επιφάνεια ‘e’ µπορεί να προ

 

 

γειτονικά κελιά ενός διδιάστατου αριθµητικού πλέγµατος και τα
 

ένας τυπικός όγκος ελέγχου σε διδιάστατο καρτεσιανό πλέγµα

γραµµικοποίηση των εξισώσεων που προκύπτουν σε κάθε CV
επιλύεται µε χρήση του αλγόριθµου Gauss-Seidel
την παρακάτω µορφή: 

   p nb nb

nb

a a bϕ ϕ= +∑                                                      

                                                                                         , :p nba a  γραµµικοποιηµένοι συντελεστές

µικοποιηµένο πλέον σύστηµα επιλύεται µε τον αλγόριθµο Gauss

αναφέρουµε διάφορα σχήµατα υπολογισµού της τιµής

πρέπει να δείξουµε πώς η τιµή του ϕ και η παράγωγός
µπορεί να προσεγγισθεί. [62] 

54 

 

πλέγµατος και τα κέντρα  

 

καρτεσιανό πλέγµα. 

CV, το γραµµικό 
Seidel. Το γραµµικό 

                                                    (5.3)                                            

γραµµικοποιηµένοι συντελεστές 

Gauss-Siedel. [61] 

της τιµής του ϕ . 

παράγωγός του στην 
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• Ανάντι υπολογισµός (upwind differencing scheme-UDS) 

Η προσέγγιση του eϕ γίνεται από τιµές κελιών που βρίσκονται πίσω από το 

εξεταζόµενο σχετικά µε την ταχύτητα του ρευστού. 

1ης
τάξης ακρίβειας:                        f UPϕ ϕ=

                                                        
 (5.4) 

2ης
τάξης ακρίβειας:                   f grad rϕ ϕ ϕ= + ⋅

�

                                    (5.5) 

UPϕ : τιµή του µεγέθους στο κέντρο του κελιού ανάντι του εξεταζόµενου 

Με το σχήµα αυτό µας δίνεται η δυνατότητα να επιλέξουµε την τάξη ακρίβειας των 

υπολογισµών που θέλουµε να κάνουµε. Έτσι, έχουµε το πρώτης τάξης ακρίβειας 1st

Order UDS και το δεύτερης τάξης ακρίβειας 2st  Order UDS. Το µεγάλο πλεονέκτηµα 
αυτού του σχήµατος είναι ότι δεν θα παρουσιάσει ταλαντωτική συµπεριφορά κατά 
την προσέγγιση της λύσης. 

• Κεντρικό σχήµα (Central Differencing Scheme-CDS) 

Η προσέγγιση είναι γραµµική παρεµβολή και γίνεται από τιµές στα κέντρα κελιών 
που βρίσκονται πιο πίσω και άλλα εµπρός από το εξεταζόµενο, σχετικά µε την 
ταχύτητα του ρευστού. 

                             
( ) ( )0 1 0 0 1 1

1 1

2 2
f grad r grad rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + ⋅ + ⋅

� �

                       (5.6) 

Αυτό το σχήµα οδηγεί πάντα σε δεύτερης τάξης ακρίβεια, αλλά µπορεί πολύ εύκολα 
να δώσει ταλάντωση γύρω από τη λύση. [61,62] Για αυτό το λόγο χρησιµοποιείται 
µια άλλη προσέγγιση 

                                         
( ), , ,f f UP f CD f UPϕ ϕ ϕ ϕ= + −                                          (5.7) 

         
,f UPϕ : η τιµή του µεγέθους που προκύπτει από ανάντι υπολογισµό 

        
,f CDϕ : η τιµή του µεγέθους που προκύπτει από κεντρικό σχήµα 

Ένα ακόµα δεύτερης τάξης ακρίβειας σχήµα είναι το ονοµαζόµενο QUICK το οποίο 
αποτελεί βελτίωση των προηγούµενων και χρησιµοποιεί παραβολή και όχι ευθεία 
γραµµή όπως το κεντρικό σχήµα. [78,79] Στις επιλογές του FLUENT υπάρχει και 
σχήµα τρίτης τάξης ακρίβειας ονοµαζόµενο MUSCL. [62] 

Το FLUENT χρησιµοποιεί κεντρικό σχήµα (CDS), δηλαδή δεύτερης τάξης ακρίβειας 
για τους όρους διάχυσης, ενώ για τους όρους συναγωγής υπάρχει η δυνατότητα 
επιλογής. [61] 

Εµείς στην εργασία µας επιλέξαµε για τους όρους συναγωγής  δεύτερης τάξης 

ακρίβειας ανάντι υπολογισµό ( 2st
 Order UDS). Η επιλογή αυτή βασίστηκε στην 

ευστάθεια του αλγορίθµου, και επιπρόσθετα κρίθηκε περιττή η χρήση µεγαλύτερης 
τάξης ακρίβειας. 
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Με βάση το θεώρηµα Green-Gauss, ο υπολογισµός των παραγώγων γίνεται ως 
εξής: 

                                                     ( ) 0c f f

f

grad Sϕ ϕ= ∑
��

                                               (5.8) 

( ) 0c
gradϕ : τιµή της παραγώγου κατά κατεύθυνση του Φ στο κέντρο 0c  του CV 

fϕ : τιµή του Φ στην επιφάνεια f  

fS
��

: προσηµασµένο εµβαδό της επιφάνειας f . 

Θεωρούµε το fϕ  ως µέσο όρο των τιµών που λαµβάνει η Φ στα κέντρα των 

γειτονικών όγκων ελέγχου CVs  
0 1

2

c c
f

ϕ ϕ
ϕ

+
= . Με αυτό τον τρόπο προκύπτει η 

διακριτοποίηση της παραγώγου κατά κατεύθυνση, όπου στο FLUENT λέγεται Green-
Gauss theorem-cell based. [61,62] 

Από αυτό το σηµείο µας δίνεται η δυνατότητα επιλογής ανάµεσα σε δύο 
διαφορετικούς επιλυτές, τον Pressure-Based solver και τον Density-Based solver. 

Ο Pressure-Based solver χρησιµοποιείται για ασυµπίεστες ροές ή ροές µε ελαφρά 
συµπιεστότητα.  

Στην επιλογή Segregated που είναι και η κύρια του επιλυτή οι βασικές εξισώσεις 
επιλύονται διαδοχικά και οι τιµές των µεγεθών από τη µία εισάγονται στην επόµενη. 

Σε µία άλλη επιλογή ονοµαζόµενη Coupled γίνεται διαδοχική επίλυση. 

Ο Density-Based solver χρησιµοποιείται για έντονα συµπιεστές ροές και οι εξισώσεις 
της ροής επιλύονται ταυτόχρονα ως σύστηµα και µόνο οι πρόσθετες εξισώσεις 
επιλύονται διαδοχικά µετά τα αποτελέσµατα των πρώτων. [61] 

Όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε εµείς χρησιµοποιήσαµε τον επιλυτή Pressure-
Based γιατί η χρήση του ταιριάζει στις ροές που µελετούµε. 

                    ∆ιαδικασία επίλυσης 

1) Υπολογισµός ιδιοτήτων ρευστών σύµφωνα µε τις τιµές ταχυτήτων και 
πιέσεων του προηγούµενου κύκλου υπολογισµών. Σε αυτό το βήµα 
υπολογίζεται και το µεταβλητό ιξώδες των µη νευτώνειων ρευστών. 

2) Επιλύονται διαδοχικά οι εξισώσεις ορµής για κάθε κατεύθυνση. 
3) Στη συνέχεια επιλύεται η εξίσωση συνέχειας για τη διόρθωση του πεδίου 
πιέσεων. 

4) Ανανέωση της ροής µάζας του πεδίου πιέσεων και του πεδίου ταχυτήτων. 
5) Επίλυση των εξισώσεων για τα βαθµωτά µεγέθη, µε τις τιµές πιέσεων και 
ταχυτήτων που υπολογίσαµε. 

6) Αν υπάρχει σύγκλιση αποτελεσµάτων τότε λαµβάνουµε αποτελέσµατα αν όχι 
επιστρέφουµε στο βήµα 1. 
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Αν στην εξίσωση (5.1) στη θέση του βαθµωτού µεγέθους Φ  θεωρήσουµε µια 
συνιστώσα της ταχύτητας, για παράδειγµα την αξονική xu , τότε προκύπτει η εξίσωση 
διατήρησης της ορµής κατά τη x κατεύθυνση. Μετά τη γραµµικοποιησή της θα έχει τη 
µορφή: 

                                 

,p x nb x nb f

nb f

a u a u p S Q= + +∑ ∑                                         (5.9) 

                                                                                           xu : η ταχύτητα στο κέντρο του CV 

                                                                ,x nbu : η ταχύτητα στα κέντρα των γειτονικών CV 

                                                                                  fp : η πίεση στο κέντρο της επιφάνειας 

                                                                                                     S : το εµβαδό της επιφάνειας 

Για την επίλυση της εξίσωσης αυτής απαιτείται η γνώση της πίεσης σε κάθε 
επιφάνεια του CV. Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι για τον υπολογισµό της πίεσης που 
στηρίζονται στην προσέγγισή της από τις τιµές που λαµβάνει στα κέντρα των 
γειτονικών CV και θα τις αναφέρουµε παρακάτω. 

� Standard: είναι η απλούστερη µέθοδος που χρησιµοποιεί το FLUENT και 
τη σχετίζει µε τις σταθµισµένες τιµές πίεσης στο εξεταζόµενο CV και 
ακόµα ένα γειτονικό του. 

                                     

0 1

0 1

0 1

1 1

c c

pc pc
f

pc pc

p p

a ap

a a

+
=

+
                                                         (5.10) 

� Linear: αποτελεί άλλη µία συσχέτιση που προκύπτει αν θεωρήσουµε την
fp ως τον µέσο όρο των πιέσεων των συνολικά N γειτονικών CV. 

                                    
1

nbf c

nb

p p
N

= ∑                                                             (5.11) 

Εκτός από τις εξισώσεις ορµής κατά κατεύθυνση υπάρχει και η εξίσωση συνέχειας, η 
οποία όταν εκφράζεται σε ένα CV διακριτοποιείται ως: 

                                                           0f f

f

J S =∑                                                                   (5.12) 

Με f nJ uρ=  τη ροή µάζας από την επιφάνεια S  λόγω της nu  κάθετης σε αυτή 

ταχύτητας. 

   ( )( ) ( )( )( )0 0 1 1
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f f f c c

c c
p p

a u a u
J d p gardp r p gradp r
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= + + − +
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� �

  

   (5.13) 

Όπου 0 1,C Cp p  και , 0 , 1,n c n cu u  είναι οι πιέσεις και οι κάθετες ταχύτητες αντίστοιχα, στα 

κέντρα των δύο CV σε κάθε πλευρά της επιφάνειας f  και 0 1,r r
� �

 οι αποστάσεις της 

επιφάνειας από το κέντρο των κελιών (Σχ.5.2).  
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Όπως αναφέραµε στον επιλυτή Pressure-Based Solver οι εξισώσεις επιλύονται 
διαδοχικά.  

Υπάρχει, λοιπόν, ένας αλγόριθµος ονοµαζόµενος Pressure-Velocity Coupling που 
συνδέει την πρόβλεψη της ταχύτητας µε την πίεση. ∆ηλαδή η πρόβλεψη της 
ταχύτητας που προκύπτει από τις εξισώσεις ορµής, πρέπει κατάλληλα διορθωµένη 
µε συντελεστές χαλάρωσης Under-Relaxation Factors, να εισαχθεί στο σύστηµα 
εξισώσεων και να δώσει µία νέα πρόβλεψη για την ταχύτητα ώστε να συνεχιστεί ο 
κύκλος των επαναλήψεων που θα προσεγγίσει τη λύση του πεδίου ταχυτήτων και 
πιέσεων. 

Το FLUENT περιέχει πλήθος αλγορίθµων όπως οι SIMPLE, SIMPLEC, PISO και 
Fractional-Step Method (FSM). [61] 

Εµείς υιοθετήσαµε τον αλγόριθµο SIMPLE, ο οποίος είναι ευρύτατα 
χρησιµοποιούµενος σε προβλήµατα της µορφής που θέλουµε να επιλύσουµε. Ο 
SIMPLE χρησιµοποιεί µία σχέση µεταξύ των διορθωµένων τιµών ταχύτητας και 
πίεσης για να επιβάλλει τη διατήρηση της µάζας και να λάβει το πεδίο πιέσεων. 
[62,63,66] 

Εµείς µελετούµε µόνο το µόνιµο πεδίο ροής, οπότε η διακριτοποίηση στον χρόνο 
που είναι αναγκαία στη µη µόνιµη ροή, στη δικιά µας περίπτωση δεν χρειάζεται. 

Παρακάτω δείχνουµε όλες τις επιλογές που κάναµε στο FLUENT για την επίλυση 
των πεδίων ροής. 

                     Solver                   Μόνιµη ροή 
Solver Pressure-based 
Formulation implicit 
Space axisymmetric 
Time  steady 
Gradient option Green-gauss theorem-Cell based 
  
Solution controls  
  
discretarization  
Pressure standard 
momentum Second order upwind 
  
Velocity-pressure coupling SIMPLE 
  
Under relaxation factors  
Pressure 0.3 
density 1 
Body forces 1 
momentum 0.7 
                              

                             Π.5.1: επιλογές στο FLUENT. 
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ii) Εισαγωγή των οριακών συνθηκών 
 

• Τοίχωµα: wall- συνθήκη µη ολίσθησης , µηδενισµός ταχύτητας 
• Άξονας συµµετρίας: axis-µηδενισµός παραγώγων στην ακτινική κατεύθυνση 
• Είσοδος αγωγού: velocity inlet-κατανοµή ταχύτητας εισάγεται από τον 
χρήστη 
 
Ευθύγραµµος αγωγός: 

Εισάγουµε το µέτρο της ταχύτητας του ελεύθερου ρεύµατος 0U , µε κατεύθυνση 
κάθετη στη διατοµή εισόδου. 

          Ανεύρυσµα: 

Εισάγουµε τις κατανοµές ταχύτητας (Read→Profiles) που προέκυψαν από την έξοδο 
του ευθύγραµµου αγωγού στον αντίστοιχο Re, δηλαδή τις κατανοµές ταχύτητας κάθε 
µοντέλου στην πλήρως διαµορφωµένη ροή. 

• Έξοδος αγωγού: outflow-µηδενισµός ροής όρων διάχυσης στην αξονική 
κατεύθυνση 

 

iii) Υπολογιστικό πλέγµα 

Για την επίλυση των πεδίων ροής χρησιµοποιήσαµε κάποια υπολογιστικά πλέγµατα 
που µοντελοποιούν τους διδιάστατους αξονικά συµµετρικούς αγωγούς. [67,68] Τα 
πλέγµατα αυτά τα φτιάξαµε µε τη βοήθεια του υπολογιστικού πακέτου ονοµαζόµενου 
Gambit, ακολουθώντας µια αρκετά απλή διαδικασία.  

Αρχικά, έπρεπε να φτιάξουµε έναν ευθύγραµµο αγωγό όπου χρησιµοποιήσαµε 
δοµηµένο πλέγµα που αποτελούταν µόνο από τετραγωνικά στοιχεία, ενώ στην 
περίπτωση του διογκωµένου αγωγού  το πλέγµα µας είναι µη δοµηµένο και 
αποτελείται από τριγωνικά στοιχεία στο εσωτερικό της κοιλότητας του ανευρύσµατος. 

Όλα τα πλέγµατα που χρησιµοποιήσαµε αποτελούνταν από τέσσερις πλευρές: 
τοίχωµα και άξονας συµµετρίας παράλληλες στον άξονα x και είσοδος, έξοδος 
παράλληλες στον άξονα y. 

Χρησιµοποιήσαµε δύο ευθύγραµµους αγωγούς, ο ένας µε µήκος είκοσι διαµέτρων 
και ο άλλος µε µήκος σαράντα διαµέτρων. Θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε 
έναν αγωγό µε µεγάλο µήκος, αλλά αυτό θα αύξανε τους υπολογιστικούς µας 
χρόνους για χαµηλούς Re που δεν ήταν απαραίτητος ο µεγάλος αγωγός.  

Αρχικά ορίσαµε τα τέσσερα σηµεία του αγωγού, δηλαδή τις τέσσερις κορυφές του, τις 
οποίες και ενώσαµε και έτσι δηµιουργήθηκαν οι τέσσερις ακµές του.  

Στη συνέχεια, διαµερίσαµε τις κατά x πλευρές µε έναν αριθµό σηµείων ούτε ιδιαίτερα 
πυκνό, αλλά και ούτε αραιό. Τις κατά y πλευρές τις διαµερίσαµε έχοντας υπόψη να 
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είναι το πλέγµα µας από τον άξονα συµµετρίας προς το τοίχωµα προοδευτικά 
πυκνότερο επειδή µας ενδιέφεραν περισσότερο τα µεγέθη στο τοίχωµα του αγωγού 
(πχ τάσεις στο τοίχωµα). Από άλλες µελέτες, καταλήξαµε ότι µια λογική παραδοχή 
για την πυκνότητα του πλέγµατός µας, είναι όταν η κατά x πλευρά κάθε 
υπολογιστικού κελιού είναι 5-10 φορές µεγαλύτερη από την κατά y πλευρά του 

κελιού. Ίσχυε δηλαδή η αναλογία 5 15x
y

δ
δ≺ ≺ . Οι µέγιστοι λόγοι εµφανίζονται στα 

κελιά κοντά στο τοίχωµα, λόγω της πυκνότερης διαµέρισης κοντά στο τοίχωµα 
(λόγος λ). Με βάση λοιπόν, αυτή την παραδοχή έγινε η κατά x και η κατά y διαµέριση 
του αγωγού µας.  

Οι τέσσερις αυτές ακµές, οι οποίες αποτελούν τις πλευρές του αγωγού, περικλείουν 
µία επιφάνεια (face). Το επόµενο βήµα µας είναι η ένωση των σηµείων των 
τεσσάρων πλευρών και η τελική δηµιουργία του πλέγµατος. Τέλος, ορίσαµε τις 
οριακές συνθήκες για το τοίχωµα, τον άξονα, την είσοδο και την έξοδο του αγωγού.  

Ο ευθύγραµµος αγωγός αποτελούταν από µία επιφάνεια, όπως ήδη αναφέραµε, ενώ 
ο διογκωµένος αγωγός αποτελούταν από τρεις αν είχε αρχικό µήκος ή από δύο 
χωρίς αρχικό µήκος. 

Η πρώτη επιφάνεια ήταν ένας ευθύγραµµος αγωγός, τον οποίο δηµιουργήσαµε µε 
τον παραπάνω τρόπο ακριβώς. Η δεύτερη επιφάνεια αποτελεί την κοιλότητα του 
ανευρύσµατος και το τοίχωµά της είναι µία έλλειψη. Στον έναν αγωγό η έλλειψη 
αρχίζει αµέσως µε το τέλος του ευθύγραµµου αγωγού, ενώ στον άλλο αγωγό η 
έλλειψη ξεκινά πιο οµαλά µε τη χρήση δύο τόξων. Εδώ το πλέγµα µας είναι µη 
δοµηµένο, αρκετά πιο πυκνό και αποτελείται, όπως είπαµε, από τριγωνικά στοιχεία.  

∆ηλαδή οι παράλληλες πλευρές στην κατά x κατεύθυνση χωρίστηκαν σε 1 2 3, ,x x xN N N  

τµήµατα και οι παράλληλες στη y κατεύθυνση από yN , δίνοντας τµήµατα σταθερού 

µήκους κατά x 1 2 3, ,x x xδ δ δ  και µεταβλητού κατά y yδ .  

Για το ανεύρυσµα φτιάξαµε τρία διαφορετικά πλέγµατα για να συγκρίνουµε τις 
διαφορές που προέκυπταν σε διάφορα µεγέθη ανάλογα µε το αρχικό µήκος ή την 
καµπυλότητα του ανευρύσµατος. 

Ένα πρόβληµα που συναντήσαµε ήταν ότι κάποιοι κόµβοι στην κοιλότητα του 
ανευρύσµατος έβγαιναν εκτός τοιχώµατος, φαινόµενο γνωστό ως overlapping. 
Μπήκαµε στη διαδικασία, λοιπόν, να δούµε αν αυτό έπαιζε κάποιο ρόλο στους 
περαιτέρω υπολογισµούς µας, αλλά δεν µας δηµιουργήθηκαν προβλήµατα. ∆ηλαδή 
αναρωτηθήκαµε αν έπαιζε ρόλο η πυκνότητα του πλέγµατος, οπότε φτιάξαµε πιο 
χαλαρά πλέγµατα, ή η δοµή του οπότε φτιάξαµε δοµηµένα και µη δοµηµένα, µε 
τριγωνικά αλλά και µε τετραγωνικά στοιχεία ή η γεωµετρία του οπότε φτιάξαµε 
έλλειψη, παραβολή ή υπερβολή. Σε όλες τις περιπτώσεις παρατηρούσαµε το ίδιο 
φαινόµενο και τα υπολογιστικά µας αποτελέσµατα ήταν πρακτικά ίδια. 

α) Το πρώτο πλέγµα δεν είχε αρχικό µήκος, δηλαδή δεν υπήρχε πριν το ανεύρυσµα 
αρχικός ευθύγραµµος αγωγός. Το ανεύρυσµα παρουσιαζόταν µε µια έλλειψη µε 
µήκος 0.045m και ύψος 0.016mm. 
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β) Το δεύτερο πλέγµα είχε αρχικό ευθύγραµµο αγωγό µε µήκος δύο διαµέτρους, 
δηλαδή 0.026mm. 

γ) Το τρίτο πλέγµα είχε αρχικό µήκος, αλλά η καµπύλη του ανευρύσµατος είχε µια 
µικρή καµπυλότητα ώστε η αύξηση να γίνεται πιο σταδιακά και να µπορούµε να 
συγκρίνουµε διαφορές µε το πλέγµα που δεν είχε καµπυλότητα στα διάφορα µεγέθη 
όπως τοιχωµατική τάση, πίεση κτλ. 

Επειδή θα µελετήσουµε ένα εύρος αριθµών Re 25-600 και επειδή όσο αυξάνεται ο 
αριθµός Re αυξάνεται και το µήκος που απαιτείται για τη διαµόρφωση της ροής 
χρησιµοποιήσαµε δύο µήκη για τον αγωγό. Το πρώτο πάνω στο οποίο µελετήσαµε 
τη ροή για αριθµούς Re 25-150 έχει µήκος 20 διαµέτρους όπου η µία διάµετρος είναι 
0.013m ,ενώ το δεύτερο έχει µήκος 40 διαµέτρους . 

Οι κατανοµές ταχυτήτων που προέκυψαν από τον ευθύγραµµο αγωγό ,εισάχθηκαν 
ως οριακή συνθήκη εισόδου σε αυτά τα πλέγµατα ,για τον υπολογισµό µόνιµων 
πεδίων ταχύτητας σε ένα ανεύρυσµα. 

Πλέγµα µήκους 20 διαµέτρων 

• Ευθύγραµµος αγωγός  

Χρησιµοποιήθηκε για τους υπολογισµούς µόνιµων πεδίων και τη µελέτη της 
συµπεριφοράς των µη νευτώνειων στην πλήρως διαµορφωµένη ροή.  

Νx=500 

Νy=50   , λ=0.98 

Νcv=25·10³ 

• ∆ιογκωµένος αγωγός 

1)Αγωγός χωρίς αρχικό µήκος 

Νy=70 ,λ=0.98 

Νx1=300 (το µήκος της περιοχής του ανευρύσµατος) 

Νx2=600 (το µήκος του ευθύγραµµου αγωγού στο τέλος) 

Νcv=104.038 

Η πρώτη επιφάνεια, δηλαδή αυτή του ανευρύσµατος αποτελείται από 62.038 
τριγωνικά στοιχεία ,ενώ η επιφάνεια του ευθύγραµµου αγωγού από 42000 στοιχεία. 

2)Αγωγός µε αρχικό µήκος 

Νy=70 ,λ=0.98 

Νx1=60 (το µήκος του αρχικού ευθύγραµµου αγωγού) 

Νx2=300 (το µήκος  της περιοχής του ανευρύσµατος) 
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Νx3=600 (το µήκος του ευθύγραµµου αγωγού στο τέλος) 

Νcv=108.188 

Στην περίπτωση αυτή η κοιλότητα του ανευρύσµατος αποτελείται από 61.988 
τριγωνικά στοιχεία. 

3) Αγωγός µε αρχικό µήκος και καµπυλότητα 

Νy=70 ,λ=0.98 

Νx1=60 

Νx2=300 (το τµήµα της έλλειψης χωρίστηκε σε 200 σηµεία ,ενώ το κάθε τόξο σε 50 
σηµεία ,άρα συνολικά η καµπύλη ολόκληρη αποτελείται από 300 σηµεία.) 

Νx3=600 

Νcv=100.026 

Πλέγµα µήκους 40 διαµέτρων 

• Ευθύγραµµος αγωγός 

Νₓ=1000 

Νy=50  ,λ=0.98 

Νcv=50·10³ 

• ∆ιογκωµένος αγωγός 
 

1)Αγωγός χωρίς αρχικό µήκος 

Νy=70 ,λ=0.98 

Νx1=300 (το µήκος της περιοχής του ανευρύσµατος) 

Νx2=1200 (το µήκος του ευθύγραµµου αγωγού στο τέλος) 

Νcv=146.038 

2)Αγωγός  µε αρχικό µήκος 

Νy=70 ,λ=0.98 

Νx1=60 (το µήκος του αρχικού ευθύγραµµου αγωγού) 

Νx2=300 (το µήκος της περιοχής του ανευρύσµατος) 

Νx3=1200 (το µήκος του ευθύγραµµου αγωγού στο τέλος) 

Νcv=150.188 
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3)Αγωγός µε αρχικό µήκος και καµπυλότητα 

Νy=70 ,λ=0.98 

Νx1=60 

Νx2=300 (το τµήµα της έλλειψης χωρίστηκε σε 200 σηµεία ,ενώ το κάθε τόξο σε 50 
σηµεία ,άρα συνολικά η καµπύλη ολόκληρη αποτελείται από 300 σηµεία. 

Νx3=1200 

Νcv=142.026 

Τη γεωµετρία στην κοιλότητα του ανευρύσµατος, δηλαδή τη διάµετρο του 
ευθύγραµµου αγωγού καθώς και του διογκωµένου και το µήκος του ανευρύσµατος 
επιλέχτηκαν µε βάση την εργασία [4] ώστε να γίνουν παρακάτω συγκρίσεις. 

Η γεωµετρία κάθε αγωγού φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, Σχ.5.4. 

 

 

        Σχ.5.4: η γεωµετρία των αγωγών στις διαστάσεις που χρησιµοποιήθηκαν 
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iv) Ακρίβεια σύγκλισης υπολογισµών 

Το απόλυτο κριτήριο σύγκλισης για τις εξισώσεις ορµής mR , προκύπτει από την 
παρακάτω εξίσωση, όπου υπονοείται άθροισµα για όλα τα κελιά P του πλέγµατος.      

            

P P
m

nb nb

cells P nb

R a u b a u
−

= + −∑ ∑  ,        P
c

cells P

R q
−

= ∑                                    (5.14) 

Για την εξίσωση συνέχειας εξαρτάται από τον Pq ρυθµού παραγωγής της µάζας στο 

κελί P. 

Η ακρίβεια σύγκλισης υπολογισµών τέθηκε στα 610rδ −=  κατά απόλυτες τιµές 
(residuals-absolute criteria). 

Αυτό σηµαίνει ότι τα µεγέθη του πεδίου ροής θεωρούνταν υπολογισµένα, αν σε δυο 
διαδοχικές επαναλήψεις στις εξισώσεις ορµής κατά κατεύθυνση και στην εξίσωση 

συνέχειας εµφανιζόταν διαφορά 610rδ −
≺ . 

Κάναµε δοκιµές στα αρχικά στάδια της µελέτης της µόνιµης ροής στο διογκωµένο 

αγωγό, και παρατηρήσαµε ότι η ακρίβεια  410rδ −=  δεν µας έδινε ικανοποιητικά 
αποτελέσµατα στις γραµµές ροής του πεδίου, οι οποίες εµφανίζουν προσκολληµένη 
ροή σε περιοχές ανακυκλοφορίας. 

Αντίθετα, µε αντίστοιχες δοκιµές στον ευθύγραµµο αγωγό η ακρίβεια 310rδ −=  
φάνηκε ικανοποιητική. 

Για όλους τους υπολογισµούς µας κρίθηκε αναγκαίο να αυξηθεί το κριτήριο 

σύγκλισης σε 610rδ −= . 

Στο FLUENT επιλύονται διδιάστατες εξισώσεις σε µονάδες SI, στις οποίες εισάγεται 

ένα πλέγµα µε µεγέθη 3(10 )O m− . Μια λογική είναι να θεωρήσουµε τις λύσεις 

συγκεκλιµένες  όταν τα µεγέθη µας έχουν προσεγγιστεί µε ακρίβεια χιλιοστού, 
δηλαδή έχουν φτάσει τρεις τάξεις µεγέθους πιο κάτω από το µικρότερο µήκος που 
εισάγεται. Με αυτή τη λογική λοιπόν, η σύγκλιση στο FLUENT εξασφαλίζεται µε 

ακρίβεια 610rδ −=  κατά απόλυτες τιµές. 

 

v) Ανεξαρτησία αποτελεσµάτων από τη διαδικασία επίλυσης 

Την ανεξαρτησία των αποτελεσµάτων µας από τη διαδικασία επίλυσης θα δείξουµε 
µε ένα από τα µεγέθη υψηλού ενδιαφέροντος της µελέτης µας, τις διαστατές 
διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα wτ , όπως αυτές προέκυψαν στα δοκιµαστικά 
δεδοµένα. 

Το µέγεθος αυτό δεν προκύπτει άµεσα από την επίλυση του πεδίου ροής, αλλά 
υπολογίζεται έµµεσα από παραγώγους της ταχύτητας και το µεταβλητό ιξώδες στα 
µη νευτώνεια. 
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Συνέπεια αυτού είναι ότι τα όποια σφάλµατα της διαδικασίας επίλυσης θα 
εµφανιστούν ενισχυµένα και οι αποκλίσεις που προκύπτουν από τα συγκρινόµενα 
µεγέθη θα είναι πιο ευδιάκριτες. 

Κατ’ αρχήν συγκρίναµε πλέγµατα διαφορετικής πυκνότητας το καθένα για τους 
ευθύγραµµους, καθώς και για τους διογκωµένους αγωγούς. ∆εν τέθηκε θέµα 
σύγκρισης µε πολλά πλέγµατα διαφορετικών πυκνοτήτων, γιατί υπάρχουν στη 

βιβλιογραφία πληροφορίες σχετικές. [67,68] Όπου 310k =  ο αριθµός των 
υπολογιστικών κελιών. 

 

 

                     Σχ.5.5: µελέτη ανεξαρτησίας πλέγµατος 
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Στην περίπτωση του διογκωµένου αγωγού έγινε σύγκριση πλεγµάτων δοµηµένων 
και µη δοµηµένων, µε τετραγωνικά ή τριγωνικά στοιχεία, µίας επιφάνειας ή 
περισσότερων. Θα δείξουµε κάποια αποτελέσµατα από πλέγµατα που δοκιµάσαµε 
µέχρι να καταλήξουµε στα πλέγµατα που µελετήσαµε. 
 
∆ηµιουργήσαµε διάφορα πλέγµατα, διαφορετικής καµπυλότητας και συγκρίναµε τις 
διατµητικές τάσεις για Re=200 για το νευτώνειο ρευστό. 
Στο σχήµα 5.5 δείχνουµε τρεις διαφορετικές καµπυλότητες πλέγµατος, δηλαδή τα 
δύο τόξα (fillet arc) έχουν διαφορετική διάµετρο. Με την κόκκινη γραµµή 
παρουσιάζεται το δικό µας πλέγµα, µε την πράσινη πλέγµα µε µικρότερη 
καµπυλότητα και µε τη µπλε µε πιο έντονη καµπυλότητα. 
Παρατηρήσαµε ότι όσο πιο µικρή είναι η καµπυλότητα τόσο πιο απότοµη είναι η 
αύξηση της διατµητικής τοιχωµατικής τάσης. Εµείς καταλήξαµε σε µία µεσαία 
κατάσταση, ώστε να είναι και το σχήµα του ανευρύσµατος λογικό. 
 

 
 
 
                                 Σχ.5.6: µελέτη ανεξαρτησίας πλέγµατος 
 
 
∆εύτερον, δηµιουργήσαµε πλέγµατα δοµηµένα ή µη δοµηµένα. Στο σχήµα 5.6 
παρουσιάζεται µε την κόκκινη γραµµή το δικό µας πλέγµα, µε την πράσινη δοµηµένο 
πλέγµα και µε την µπλε µη δοµηµένο αλλά µε τετραγωνικά στοιχεία. 
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                                   Σχ.5.7: ανεξαρτησία πλέγµατος 
 
Στη συνέχεια δηµιουργήσαµε πλέγµατα διαφορετικής πυκνότητας, όπως και στον 
ευθύγραµµο αγωγό. Με την κόκκινη γραµµή είναι το δικό µας πλέγµα, µε την 
πράσινη πλέγµα µικρότερης πυκνότητας και µε τη µπλε το πλέγµα είναι πυκνότερο. 
 

 
 
               Σχ.5.7 µελέτη ανεξαρτησίας πλέγµατος 
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Τέλος, φτιάξαµε και πλέγµα χωρίς να πυκνώνει σταδιακά προχωρώντας προς το 
τοίχωµα του αγωγού, δηλαδή µε ratio 1, µε την πράσινη γραµµή. 
 

 
 
                      Σχ.5.8:ανεξαρτησία πλέγµατος 
 
 
 
          Παράµετροι υπολογισµού των µη νευτώνειων µοντέλων   
                            στο FLUENT   
            
 
W-S 
Consistency Index: 0.77550.01467k Pa s= ⋅  
 Power-Law Index: 0.7755n =  

Reference Temperature: 0 0T =  (η εξίσωση ενέργειας αµελείται) 
Minimum Viscosity Limit: min 0.0001Pa sµ = ⋅   

Maximum Viscosity Limit: max 0.1Pa sµ = ⋅
 

 
H-B 
Consistency Index: 0.86010.0089721k Pa s= ⋅  

Power-Law Index: 0.8601n =  
Yield Stress Threshold: 0 0.0175Paτ =  
Yielding Viscosity: 0 10Pa sµ = ⋅
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Quemada 

Η χρήση του ρευστού Quemada στο FLUENT απαιτεί να εισάγουµε τη συνάρτηση 
ορισµού του µέσω header file γλώσσας προγραµµατισµού C, το οποίο 
παρουσιάζεται στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ. 

0 4.330k k→ =  

k =2.07k∞ ∞→  

0.0012F mfµ → =  

1.88c gγ → =  

0.45hϕ → =  

Casson  

Η συνάρτηση ορισµού του ρευστού Casson εισάγεται µε header file γλώσσας 
προγραµµατισµού C και παρουσιάζεται στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ. 

0 0.0031mµ∞ → =   
0 doubleτ →  0 0.01082t =  

500m k→ =  
 

vi) Ταυτότητα υπολογισµών 

Λειτουργικό σύστηµα: MICROSOFT WINDOWS 2007 

Υπολογιστικό πακέτο: FLUENT 6.1.22, Fluent Inc. 

Υπολογιστικοί χρόνοι: 

Θα αναφέρουµε ορισµένους υπολογιστικούς χρόνους που απαιτήθηκαν για την 
επίλυση των πεδίων ροής. 

Προφανώς, ο υπολογιστικός χρόνος που απαιτούσε η επίλυση κάθε πεδίου ήταν 
αύξουσα συνάρτηση του µεγέθους του χρησιµοποιούµενου υπολογιστικού 
πλέγµατος. ∆ηλαδή όσο πιο πυκνό ήταν το πλέγµα µας, τόσο περισσότερος χρόνος 
απαιτούταν για την επίλυσή του. Όµως, δεν έπαιζε µόνο το πλέγµα ρόλο στη 
διαµόρφωση του υπολογιστικού χρόνου, αλλά θα αναφέρουµε και άλλες 
παραµέτρους. 

Σηµαντικό ρόλο έπαιξε η επίδραση των µη νευτώνειων ρευστών, καθώς µε τη χρήση 
τους ο υπολογιστικός χρόνος αυξανόταν αισθητά. Στα µοντέλα αυτά, 
αντιµετωπίστηκαν δυσκολίες στη σύγκλιση και ιδιαίτερα στα µοντέλα αυτά που εµείς 
εισάγουµε την εξίσωση ιξώδους, δηλαδή στα µοντέλα Casson και Quemada. 

Μία ακόµα παράµετρος που επηρέασε τον υπολογιστικό χρόνο είναι το µήκος κάθε 
αγωγού, δηλαδή µε την αύξηση του µήκους αυξανόταν και ο χρόνος. Τέλος, ο 
αριθµός Re έπαιζε και αυτός µε τη σειρά του κάποιο ρόλο στον απαιτούµενο χρόνο, 
καθώς µε τη µείωσή του ο υπολογιστικός χρόνος αυξανόταν. 
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Για τον ευθύγραµµο αγωγό 325 10 CV⋅  ο υπολογιστικός χρόνος για όλα τα ρευστά 

ήταν περίπου 10min, ενώ για τον ευθύγραµµο 350 10 CV⋅ αυξανόταν στα 15min . 

Στο διογκωµένο αγωγό µε µήκος 20d  ο απαιτούµενος χρόνος για το νευτώνειο ήταν 
περίπου 20min, ενώ µε µήκος 40d έφτανε τα 25min. Τώρα για τα µη νευτώνεια για 
τον αγωγό µε µήκος 20d κυµαινόταν σε 30min 120min− , ενώ για µήκος 40d  στα
40min 180min− . 

Φυσικά, όπως αναφέραµε, ο µεγαλύτερος υπολογιστικός χρόνος εµφανιζόταν για το 
ρευστό Quemada και λίγο µικρότερος για το ρευστό Casson.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

                                                         ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΚΑΙ  ΣΥΖΗΤΗΣΗ 
 

 

1.Πεδία ροής 

 

Μελετήθηκαν οι ροές των µη νευτώνειων ρευστών Walburn-Schneck, Herschel-
Bulkley, Quemada, Casson και του νευτώνειου για αριθµούς Re=25, 50, 75, 100, 
150, 200, 250, 300, 400, 500, 600. 
 
Για κάθε µοντέλο το ιξώδες effµ  έχει και διαφορετικό ορισµό ,κατά συνέπεια έχουµε 

και διαφορετική ταχύτητα αναφοράς 0reffU U=  αφού το ιξώδες υπεισέρχεται στον 
αδιάστατο αριθµό οµοιότητας της ροής Re.  

                        
0

Re
eff

U dρ
µ

=   

 Οι υπολογισµοί έγιναν για τα παρακάτω διαστατά µεγέθη σε µονάδες SI. 

∆ιάµετρος αγωγού: d=0.013 m 

πυκνότητα: ρ=1050 kg/m³ 

αποτελεσµατική συνεκτικότητα: 

νευτώνειο: eff bloodµ µ= = 0.0035 Pa·s 

W-S :
1

0

n

eff
d

k
U

µ
−

 =  
 

( n = 0.7755 , k = 0.01467 Pa · s
�.��		) 

 

H-B : 
1

0

n

eff
d

k
U

µ
−

 =  
 

 ( n = 0.8601 , k = 0.0089721 Pa · s
�.
��� ) 

 
Casson : 0effµ µ= = 0.0031 Pa·s  

 
Quemada : eff plasmaµ µ= = 0.0012 Pa·s 
 

Όπου n: ο συντελεστής µη νευτώνειας συµπεριφοράς και  

k: φαινόµενη συνεκτικότητα. 
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Στα διαγράµµατα ∆6.1.1 και ∆6.1.2 παρουσιάζουµε αυτή τη σχέση RerefU −  που 

είναι γραµµική για το νευτώνειο και τα µοντέλα Quemada  και Casson, αλλά όχι για 
τα W-S και H-B.  

 

 

 

∆6.1.1:  Η ταχύτητα αναφοράς refU ως συνάρτηση του αριθµού Re σε κάθε µοντέλο 
              στο εύρος τιµών Re = 25-150.          

 

Για τη διατήρηση του αριθµού Re σταθερού, όσο πιο µικρή είναι η τιµή του  effµ   

τόσο µικρότερη είναι και η τιµή της refU  .Έτσι, µπορούµε να εξηγήσουµε γιατί το 

ρευστό Quemada παρουσιάζει τόσο µεγάλη διαφορά στην αρχική του ταχύτητα σε 
σχέση µε τα υπόλοιπα ρευστά, καθώς ισχύει 0.0012eff Pa sµ = ⋅ , δηλαδή αρκετά 

µικρότερη τιµή από τα υπόλοιπα ρευστά. Ακολουθεί το Casson και την µεγαλύτερη 
ταχύτητα την συναντάµε στο W-S.       
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∆6.1.2:  Η ταχύτητα αναφοράς refU ως συνάρτηση του αριθµού Re σε κάθε µοντέλο 
             στο εύρος τιµών Re = 200-600.      

  

 

Για τα δύο ιξωδοπλαστικά µοντέλα H-B και Casson απαραίτητος είναι και ο 
προσδιορισµός ενός ακόµα αδιάστατου αριθµού, του αριθµού Bi , που υποδεικνύει 
τη σηµαντικότητα της αρχικής τάσης για τη ροή του ρευστού, σχετικά µε τις 
συνεκτικές δυνάµεις. Όσο αυξάνει ο Bi τόσο αυξάνει η αρχική τάση άρα τόσο πιο 
εύκολο είναι για το ρευστό να διαµορφωθεί. 

Η εµπειρική σχέση ορισµού είναι: 

 ( )0

0

n
d

Bi k U
τ  =  

 
 

Αυτό που µας ενδιαφέρει περισσότερο είναι η σχέση του αριθµού Bi µε τον αριθµό 
Re. Η σχέση τους παρουσιάζεται στα διαγράµµατα ∆6.2.1 και ∆6.2.2. 



74 

 

 

∆6.2.1:  Η σχέση των αριθµών Bi και Re στα ιξωδοπλαστικά µοντέλα για Re 25-150. 

 

∆6.2.2: Η σχέση των αριθµών Bi και Re στα ιξωδοπλαστικά µοντέλα για Re 200-600. 

 



75 

 

Μια παρατήρηση που κάναµε είναι ότι το ρευστό Casson έχει αρκετά πιο µεγάλο 
αριθµό Bi από το H-B, ιδιαίτερα σε χαµηλούς Re. Αυτό δικαιολογεί το µικρό µήκος 
που απαιτεί για να διαµορφωθεί πλήρως η ροή, όπως θα δούµε και παρακάτω. Με 
βάση τη σχέση ορισµού του προκύπτει για µεγάλο Bi µικρή ταχύτητα 0U . Για 
παράδειγµα, για Re=25 για το Η-Β 0 0.01597U =  ,ενώ αντίστοιχα για το Casson 

0 0.00568U = . 

 

 1.1.Ευθύγραµµος αγωγός 

Η πρώτη περίπτωση αγωγού που µελετήσαµε ήταν ο ευθύγραµµος αγωγός, τη 
γεωµετρία του οποίου έχουµε αναλύσει σε προηγούµενα κεφάλαια. 
Χρησιµοποιήσαµε δύο διαφορετικά µήκη αγωγών και σε καθένα µελετάµε και 
διαφορετικό εύρος τιµών αριθµών Re. 

Στον ευθύγραµµο αξονικά συµµετρικό αγωγό, θεωρούµε ότι ελεύθερο ρεύµα 
ρευστού, ταχύτητας 0U , εισέρχεται στο σηµείο 0inL =  και εξέρχεται στο       

20outL d= στη µία περίπτωση και στο 40outL d= στην άλλη περίπτωση. Πρόκειται για 
ροή Poiseuille και οι τάσεις που ασκούνται στον αγωγό µειώνονται µέχρι µια 
ορισµένη τιµή ,w finalτ ,  η οποία διατηρείται από το σηµείο εκείνο και κατάντι µαζί µε 

την ακτινική κατανοµή της ταχύτητας. 

Σηµαντικές πληροφορίες για τη συµπεριφορά κάθε µοντέλου παίρνουµε από κάποια 
χαρακτηριστικά, όπως το µήκος που απαιτείται για να διαµορφωθεί πλήρως η ροή, οι 
τάσεις που ασκούνται στον αγωγό καθώς και η ακτινική κατανοµή των ταχυτήτων.  

Τα µεγέθη µε τα οποία ασχολούµαστε ιδιαίτερα στην εργασία µας είναι: 

i. Μήκος διαµόρφωσης  
ii. Λόγος ταχύτητας στον άξονα και µέσης ταχύτητας διατοµής 
iii. Κατανοµές ταχυτήτων 
iv. ∆ιατµητικές τάσεις στο τοίχωµα 
v. Πτώση στατικής πίεσης 

 

i) Μήκος διαµόρφωσης 

Το µήκος διαµόρφωσης  (entrance length) είναι το απαιτούµενο µήκος αγωγού από 
την είσοδο, που πρέπει να καλύψει το εισερχόµενο ρευστό, ώστε να επέλθει πλήρως 
διαµορφωµένη ροή. Θεωρούµε ότι το ρευστό φτάνει σε κατάσταση πλήρως 
διαµορφωµένης ροής, στην αξονική θέση DL  στην οποία, η τιµή των τάσεων που 
ασκεί στον αγωγό wτ ( DL ), φτάνει το 101% της τελικής του τιµής ,w finalτ . 

                                 ( ) ,1.01w D w finalLτ τ=  
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Το µήκος αυτό 
D

f
L

x
d

= παρουσιάζεται αδιαστατοποιηµένο µε τη διάµετρο του 

αγωγού d, στα παρακάτω διαγράµµατα ∆6.3.1 και ∆6.3.2.   

 

 

∆6.3.1:.  Απαιτούµενο αδιάστατο µήκος διαµόρφωσης fx  για Re 50-150. 

 

Για το νευτώνειο ρευστό η σχέση 0.06Refx = , φαίνεται να ανταποκρίνεται στην 

πραγµατικότητα για ροές µακριά από συνθήκες ερπυσµού (Re>20). [69,70] 
Συγκεκριµένα, για χαµηλούς Re 25-100, οι τιµές που προκύπτουν στην µελέτη µας 
για το νευτώνειο ρευστό επαληθεύονται από την παραπάνω σχέση, αλλά καθώς ο 
Re αυξάνεται οι τιµές αποκλίνουν και παρατηρούµε ότι απαιτείται µικρότερο µήκος 
για να διαµορφωθεί η ροή από το αναµενόµενο. Όσο ο Re αυξάνεται τόσο αυξάνεται 
και το µέγιστο σφάλµα, δηλαδή για Re=200 το µέγιστο σφάλµα είναι  κάτω από 10% , 
ενώ για Re=600 το µέγιστο σφάλµα ανέρχεται κοντά στο 20%. 
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           ∆6.3.2:  Απαιτούµενο αδιάστατο µήκος διαµόρφωσης fx  για Re 200-600. 

Στο W-S οι τιµές µας βρίσκονται µέσα στα πλαίσια που αναφέρουν οι άλλες µελέτες 
για το µοντέλο Εκθετικού Νόµου, συγκεκριµένα στο βιβλίο «Development-Length 
Requirements for Fully Developed Laminar Pipe Flow of Inelastic Non-Newtonian 
Liquids» [70] παρουσιάζονται όλες οι σχέσεις (Re)fx f=  για το συγκεκριµένο 

µοντέλο και µε βάση τον Re που έχουµε ορίσει: 0.05Re Refx< < 0.09 . 
Για το µοντέλο Εκθετικού Νόµου συγκεκριµένα δεν υπάρχουν αρκετά πειραµατικά 
αποτελέσµατα, αλλά βρήκαµε αριθµητικές µελέτες ώστε να γίνει σύγκριση 
αποτελεσµάτων. [71,72,73,74,75]  
Οι τιµές µας για το µοντέλο W-S βρίσκονται µέσα στα πλαίσια που ανφέρουν οι 
παραπάνω µελέτες. 
 
Στο διάγραµµα για εύρος τιµών Re 50-150 µπορούµε να εφαρµόσουµε απλή 
γραµµική σχέση µεταξύ Re  και fx ,ενώ για κάθε µοντέλο η κλίση της ευθείας που 
προκύπτει είναι πολύ διαφορετική. Ενώ όσο ο Re αυξάνεται η σχέση του µε το µήκος 
διαµόρφωσης παύει να είναι γραµµική. 

Υπάρχουν µεγάλες αποκλίσεις µεταξύ των µοντέλων. Παρατηρούµε ότι το ρευστό W-
S απαιτεί το µεγαλύτερο µήκος από τα υπόλοιπα ρευστά για να διαµορφωθεί 
πλήρως η ροή, ενώ ακολουθεί το ρευστό H-B. Απ’ την άλλη το νευτώνειο βρίσκεται 
σε µια ενδιάµεση κατάσταση έχοντας όµως αισθητή διαφορά από τα δύο άλλα 
ρευστά Casson και Quemada  τα οποία χρειάζονται πολύ λιγότερα µήκη αγωγού για 
να διαµορφωθούν. Επίσης, παρατηρούµε ότι όσο ο Re αυξάνεται τόσο µεγαλύτερη 
διαφορά στα µήκη διαµόρφωσης έχουν τα ρευστά µεταξύ τους. Για παράδειγµα για 
Re=600 το ρευστό W-S χρειάζεται 32 µήκη αγωγού ενώ το ρευστό Quemada µόλις 
5.8, ενώ για Re=50 το W-S χρειάζεται 3.9 µήκη και το Quemada 0.9. 
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Θα λέγαµε λοιπόν, ότι τα ρευστά W-S και Η-Β συµπεριφέρονται ως λεπτόρρευστα 
σχετικά µε το νευτώνειο, ενώ τα ρευστά Quemada και Casson ως παχύρρευστα. 

 

∆6.3.3:  Απαιτούµενο αδιάστατο µήκος διαµόρφωσης fx για Re 25, 30, 40. 

 

Αυτό που παρατηρήσαµε στο ρευστό Η-Β είναι ότι σε χαµηλούς Re το µήκος 
διαµόρφωσης δεν αυξανόταν µε την αύξηση του Re όπως είναι και το αναµενόµενο, 
αλλά µειωνόταν µέχρι µια τιµή και µετά αυξανόταν. Έτσι, προέκυψε το παραπάνω 
διάγραµµα για τον αγωγό µας και για Re=25,30,40. Συγκεκριµένα για Re=25 
απαιτούσε  6.7fx d= , για Re=30  4.8fx d= ,  για Re=40  3.7fx d= και για Re=50  

2.6fx d=  και από αυτή την τιµή και µετά το µήκος άρχισε να αυξάνεται. Επειδή αυτό 

το χαρακτηριστικό το εντοπίσαµε µόνο στο Η-Β µπήκαµε στη διαδικασία να 
µελετήσουµε τον ρόλο που παίζει ο αδιάστατος αριθµός Bi καθώς και η διάµετρος 
του αγωγού στη διαµόρφωση της ροής. Έτσι, φτιάξαµε άλλους δύο αγωγούς, ο ένας 
είχε διάµετρο d=0.005m δηλαδή µικρότερη από τη διάµετρο του δικού µας αγωγού 
και ο άλλος είχε διάµετρο d=0.05m δηλαδή µεγαλύτερη διάµετρο από τη δική µας. Τα 
παρακάτω διαγράµµατα ∆.6.4 δείχνουν το µήκος που απαιτείται για τη διαµόρφωση 
της ροής καθώς και τον αριθµό Bi συναρτήσει του Re για την κάθε περίπτωση 
αγωγού. 
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Τα συµπεράσµατα είναι τα εξής: 

• Όσο πιο µικρή διάµετρο έχει ο αγωγός, τότε για σταθερό Re έχουµε και πιο 
µικρό Bi. 

• Όσο ο Re αυξάνεται τόσο ο Bi µειώνεται, το οποίο είναι προφανές γιατί µε την 
αύξηση του Re αυξάνεται και η µέση ταχύτητα, άρα από τον τύπο για τον 
αριθµό Bi προκύπτει ότι αυτός µειώνεται.  

• Για την µικρότερη διάµετρο το µήκος διαµόρφωσης αυξάνεται µε την αύξηση 
του Re ασχέτως µε την τιµή που αυτός παίρνει 

• Για τις µεγαλύτερες διαµέτρους παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται ο Re τόσο 
µειώνεται το µήκος διαµόρφωσης αλλά µέχρι ο Re να φτάσει µια ορισµένη 
τιµή. ∆ηλαδή για την µεγάλη διάµετρο d=0.05m το µήκος µειώνεται µέχρι ο Re 
να φτάσει 400 και µετά αυτό αυξάνεται. 

 

Ένα γενικό συµπέρασµα που µπορεί να προκύψει είναι ότι ο αριθµός Bi επηρεάζει το 
µήκος διαµόρφωσης της ροής όταν παίρνει υψηλές τιµές. Αν λοιπόν, 
παρατηρήσουµε τα παρακάτω διαγράµµατα µπορούµε να διακρίνουµε κάποιο όριο 
στην τιµή του αριθµού Bi. ∆ηλαδή όταν ο αριθµός Bi είναι µεγαλύτερος από τη 
συγκεκριµένη τιµή παίζει σηµαντικό ρόλο στο µήκος διαµόρφωσης της ροής. 
Συγκεκριµένα αυτό ισχύει για Bi>1 περίπου. 
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∆6.4.1:    αδιάστατο µήκος συναρτήσει του Re και αριθµός Bi συναρτήσει του Re. 
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∆6.4.2:     αδιάστατο µήκος συναρτήσει του Re και αριθµός Bi συναρτήσει του Re. 
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∆6.4.3:     αδιάστατο µήκος συναρτήσει του Re και αριθµός Bi συναρτήσει του Re. 
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ii) Λόγος ταχύτητας στον άξονα και µέσης ταχύτητας 
διατοµής στην πλήρως διαµορφωµένη ροή. 
 

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τον λόγο της ταχύτητας στον άξονα του αγωγού και της 

µέσης ταχύτητας στη διατοµή, 
a

m

U
w

U
= , όπως προέκυψε για κάθε Re και κάθε 

µοντέλο. 

Για το νευτώνειο περιµένουµε την σταθερή θεωρητική τιµή 2w = , ενώ για το ρευστό 

W-S  την τιµή 
3 1

1.874
1

n
w

n

+
= =

+
 . [48] 

Ο θεωρητικός 
a

m

U
w

U
=   για το Η-Β δίνεται σε µορφή διαγράµµατος ως συνάρτηση του 

αριθµού Bi στο Σχ.6.1. [2] 

Στο βιβλίο «Non-Newtonian flow and Applied Rheology»  [48] παρουσιάζονται 
αποτελέσµατα για το λόγο ταχυτήτων άξονα συµµετρίας και µέσης ταχύτητας στη 

διατοµή ,
a

m

U
w

U
= , καθώς και για το συντελεστή τριβής f , στα µοντέλα Εκθετικού 

Νόµου W-S και Η-Β.  

Τονίζουµε ότι στις ροές που µελετήσαµε ισχύει 0 mU U= ,επειδή 2
0Q R Uπ=

 
στην 

είσοδο του αγωγού και 2m
QU Rπ= η µέση ταχύτητα σε κάθε διατοµή, µε βάση την 

παροχή ρευστού 
0

2
R

Q rudrπ= ∫ που περνά τη διατοµή. 

Στα παρακάτω διαγράµµατα ∆6.5, φαίνονται τα αριθµητικά µας αποτελέσµατα, τα 
οποία δεν έχουν σηµαντικές αποκλίσεις από τις θεωρητικές τιµές. 

Στην περίπτωση του νευτώνειου ρευστού αριθµητικά ισχύει 1.998numw =  δηλαδή 
έχουµε απόκλιση 0.1% από τη θεωρητική τιµή w =2. 

Για το ρευστό W-S ο λόγος κυµαίνεται 1.86 1.87numw = −  δηλαδή δεν έχουµε 
µεγαλύτερη απόκλιση από 0.6% από τη θεωρητική τιµή. 

Για το Η-Β αριθµητικά υπολογίζουµε, π.χ για Re=100 , Bi=0.57 και w=1.82. Στο 
παρακάτω σχήµα 6.1 όπως βλέπουµε για την τιµή αυτή του Bi ο λόγος ταχυτήτων 
είναι περίπου 1.83, άρα τα αποτελέσµατά µας συµπίπτουν σχεδόν µε την θεωρία. 
[68] 
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              Σχ. 6.1:  Ο λόγος w ως συνάρτηση του Bi στο Η-Β. [68] 

Στην [76] παίρνουµε πληροφορίες για το ρευστό Casson και συγκεκριµένα για την 
ταχύτητα στον άξονα της ροής του µοντέλου, αλλά χρησιµοποιούνται διαφορετικοί 
συντελεστές και ο αριθµός Re ορίζεται µε διαφορετικό τρόπο, µε αποτέλεσµα να µη 
µπορεί να γίνει σύγκριση. 

 

         ∆6.5.1:    ο λόγος w στα αριθµητικά µας αποτελέσµατα για Re=25-150. 
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          ∆6.5.2:   ο λόγος w στα αριθµητικά µας αποτελέσµατα για Re=200-600 

 

iii) Οι κατανοµές ταχυτήτων στην πλήρως διαµορφωµένη 
ροή 

Λόγω της πλήρως διαµορφωµένης ροής, στις διατοµές κατάντι της διατοµής που 
αυτή επιτυγχάνεται, έχουµε µόνο αξονική ταχύτητα και αδιαστατοποιώντας µε την 
ταχύτητα στον άξονα aU , κάθε µοντέλου και στον εκάστοτε Re, προκύπτουν οι 

κατανοµές (velocity profiles) ( )r

a

u
a

u
=  για διάφορους Re που φαίνονται στα 

διαγράµµατα ∆6.6. 

Παρατηρήσεις πάνω στα διαγράµµατα ∆6.6: 

� Το πρώτο που µπορούµε να διακρίνουµε είναι ότι στα µη νευτώνεια έχουµε 
περισσότερο πεπλατυσµένες κατανοµές στην περιοχή του άξονα από ότι στο 
νευτώνειο ρευστό. Παρατηρούµε ότι το φαινόµενο αυτό είναι πιο έντονο στους 
χαµηλούς Re και όσο αυτός αυξάνεται η διαφορά µειώνεται αισθητά. Αυτό 
µας δείχνει πόσο αναγκαία ήταν η χρήση µη νευτώνειων ρευστών στη µελέτη 
της ροής του αίµατος µειωµένου Re.  

� Παρατηρούµε ότι η συµπεριφορά των Quemada και Casson τείνει να 
προσεγγίσει αυτή των άλλων µοντέλων σε µεγαλύτερους Re, δείχνοντάς µας 
ότι είναι κατάλληλα για την µελέτη ροών αίµατος υψηλών Re. 

� ∆ιαφορές παρατηρούνται και στη ροή των δύο ιξωδοπλαστικών µοντέλων  
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Η-Β και Casson. Η αρχική τάση που απαιτείται για τη ροή τους προκαλεί 
µεγάλη αντίσταση στην περιοχή του άξονα µε αποτέλεσµα τη µείωση της 
ταχύτητας επί του άξονα. Σε ροές χαµηλών Re το ρευστό Casson 
παρουσιάζει υψηλούς Bi, οι οποίοι δεν επιτρέπουν την ανάπτυξη ταχυτήτων 
διαφορετικών των γειτονικών τους µε αποτέλεσµα να έχουµε διατήρηση της 

ακτινικής κλίσης ταχύτητας 
xu

r

∂ 
 ∂ 

  σε χαµηλές τιµές. 

Γνωρίζουµε όµως, ότι η ακτινική κλίση της ταχύτητας στον ευθύγραµµο 
αξονικά συµµετρικό αγωγό, καθορίζει το ρυθµό παραµόρφωσης. 
Καταλήγουµε σε αυξανόµενες διαφορές στην κατανοµή ταχυτήτων αφού ο Re 
µειώνεται και αντίστροφα, ο Bi αυξάνεται. 

� Στον άξονα συµµετρίας, παρουσιάζεται µικρή ακτινική κλίση, άρα χαµηλοί 
ρυθµοί παραµόρφωσης και κατά συνέπεια χαµηλό ιξώδες. Έτσι, στο κέντρο 
του αγωγού έχουµε πλάτυνση της κατανοµής ταχυτήτων µη νευτώνειων 
ρευστών. 

� Στο παρακάτω σχήµα, Σχ.6.2, εµφανίζονται οι κατανοµές ταχυτήτων για 
ρευστό εκθετικού νόµου για διάφορους συντελεστές n µη νευτώνειας 
συµπεριφοράς. [76] 

Ο αναφερόµενος RePL  είναι ο γενικευµένος Re που έχουµε ορίσει 
Re Re 100PL = = . 

Για 0.75n = ,που είναι τιµή κοντά στη 0.7755n = που έχουµε ορίσει για το 
µοντέλο W-S υπάρχει ταύτιση αποτελεσµάτων. 

 

    Σχ.6.2:  κατανοµές ταχυτήτων για το µοντέλο Εκθετικού Νόµου. [76] 

 

 



 

 

        

              ∆6.6.1:         Κατανοµές
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διαµορφωµένη ροή 



 

 

 

 

 

               ∆6.6.2:         Κατανοµές
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διαµορφωµένη ροή 



 

 

         

 

          ∆6.6.3:         Κατανοµές
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διαµορφωµένη ροή 
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iv) ∆ιατµητικές τάσεις στο τοίχωµα 

Αδιαστατοποιούµε τις διατµητικές τάσεις (wall shear stresses) µε τη δυναµική πίεση 
στην είσοδο του αγωγού: 

                                         20

2

w
w

U
τ

ρΤ =  

Τα αριθµητικά µας αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα διαγράµµατα ∆6.7. 

Μία παρατήρηση που κάνουµε είναι τo ρευστό Quemada παρουσιάζει αρκετά 
αυξηµένη wT  σε σχέση µε τα υπόλοιπα ρευστά, ενώ το Casson ακολουθεί. 

 

 

 

∆6.7.1:  Τάσεις  wT που ασκούν τα ρευστά στον αγωγό µε µήκος 20outL d=  σε     
               πλήρως διαµορφωµένη ροή, όπως υπολογίστηκαν αριθµητικά. 
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∆6.7.2:  Τάσεις  wT που ασκούν τα ρευστά στον αγωγό 40outL d=  σε πλήρως  
                 διαµορφωµένη ροή, όπως υπολογίστηκαν αριθµητικά. 

 

Το µέγεθος wT , είναι ουσιαστικά ο συντελεστής τριβής f . 

Στο νευτώνειο είναι γνωστό ως 
16

Re
f = . 

Για τα ρευστά Εκθετικού Νόµου και Η-Β υπάρχει ένας γενικευµένος αριθµός Re για 

τον οποίο ισχύει η σχέση: 
2

0

1

Re*
3 1

8
4

n n

n
n

U D

n
k

n

ρ −

−

=
+ 

 
 

 και επίσης ισχύει 
16

Re*
f =

 

κάτι που 

αναφέρεται στη [48].  

Κάναµε λοιπόν τους υπολογισµούς αυτούς και προέκυψαν τα αντίστοιχα 
διαγράµµατα ∆6.8, Retheoryf − , τα οποία παρουσιάζονται παρακάτω µαζί µε τις 

αριθµητικές µας τιµές wT . 

Για το νευτώνειο ρευστό τα αριθµητικά µε τα θεωρητικά αποτελέσµατα συµπίπτουν 
άριστα. 

Για το ρευστό W-S η σύµπτωση των αποτελεσµάτων µας είναι άριστη για χαµηλούς 
καθώς και για υψηλούς Re. 
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Για το ρευστό Η-Β παρατηρούµε απόκλιση των αριθµητικών τιµών από των 
θεωρητικών, ιδιαίτερα για χαµηλούς Re. Συγκεκριµένα, τα αριθµητικά µας 
αποτελέσµατα παρουσιάζουν υψηλότερες τιµές wT  από τη θεωρία, αλλά η απόκλιση 
παραµένει ελάχιστη. 

 

     ∆6.8.1: Σύγκριση θεωρητικών και αριθµητικών τιµών τάσεων wT που ασκούν  
                        τα ρευστά σε πλήρως διαµορφωµένη ροή για Re 25-150. 

 
   ∆6.8.2: Σύγκριση θεωρητικών και αριθµητικών τιµών τάσεων wT που ασκούν τα  
                     ρευστά σε πλήρως διαµορφωµένη ροή για Re 200-600. 
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i) Πτώση στατικής πίεσης 
 

Στα διαγράµµατα ∆6.9 παρουσιάζουµε τις τιµές της διαφοράς στατικής πίεσης 
(pstatic) σε κάθε θέση από την είσοδο, αδιαστατοποιηµένες µε τη δυναµική πίεση, 
δηλαδή: 

                                                2
0

2

staticP
Dp

Uρ
=  

Στην παραπάνω σχέση υπεισέρχεται η ταχύτητα 0U η οποία έχει προκύψει για 
δεδοµένο Re, άρα η στατική πίεση εξαρτάται και από το ιξώδες effµ   που 

παρουσιάζει κάθε µοντέλο στον εκάστοτε Re. 

Στα διαγράµµατα φαίνεται η πτώση πίεσης f out inDp p p= − , από την είσοδο στην 

έξοδο του αγωγού, όταν το ρευστό έχει προχωρήσει 20totalL d= ή 40totalL d=
αντίστοιχα.  

Το ρευστό Quemada  απαιτεί πολύ µεγαλύτερη διαφορά πίεσης από τα υπόλοιπα 
ρευστά για να ρεύσει στον αγωγό µας, όπως µπορούµε να διακρίνουµε και στο 
παρακάτω διάγραµµα. Στις [83,84] παίρνουµε κάποιες πληροφορίες σχετικές µε τη 
ρεολογία του ρευστού Quemada. 

Η καµπύλη πτώσης πίεσης RefDp − για όλα τα µοντέλα έχει τη µορφή υπερβολής 

όπως και στο νευτώνειο.   
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   ∆6.9.1:  αδιάστατη πτώση πίεσης fDp στην έξοδο του αγωγού ,σε απόσταση  
                  L=20d κατάντι της εισόδου. 

 

   ∆6.9.2:   αδιάστατη πτώση πίεσης fDp στην έξοδο του αγωγού ,σε απόσταση    
                 L=40d κατάντι της εισόδου. 



 

 

         

 

              ∆6.10.1:      αδιάστατη
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µήκος του αγωγού 



 

 

 

              ∆6.10.2:      αδιάστα
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µήκος του αγωγού 



 

 

 
 

        ∆6.10.3:      αδιάστατη πτώση
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του αγωγού  
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1.β  Αγωγός µε διεύρυνση 

 

Θα υπενθυµίσουµε τη γεωµετρία των πλεγµάτων που χρησιµοποιήσαµε για το 
ανεύρυσµα καθώς θα µας χρειαστεί στη συνέχεια για τη σύγκριση των 
αποτελεσµάτων µας µε αυτά άλλων µελετών. Επιλέξαµε τρεις αγωγούς µε 
διαφορετική γεωµετρία ο καθένας. 

 

α) Αγωγός χωρίς αρχικό µήκος 

Η διεύρυνση του αγωγού ξεκινά στη θέση 0startL = , δηλαδή δεν υπάρχει αρχικός 
ευθύγραµµος αγωγός. 

Η κορυφή του ανευρύσµατος βρίσκεται στη θέση 0.0225 1.73peakL d= = , όπου d η 

διάµετρος του αγωγού. 

Το µήκος του ανευρύσµατος είναι 45 3.46aneurysmL mm d= =  

Το κοµµάτι του ευθύγραµµου αγωγού ξεκινά στο 0.045 3.46endL m d= =  

β) Αγωγός µε αρχικό µήκος 

Η διεύρυνση του αγωγού ξεκινά στη θέση 0.026 2startL m d= =  

Η κορυφή του ανευρύσµατος του βρίσκεται στη θέση 0.0485 3.73peakL m d= = , όπου 

d η διάµετρος του αγωγού. 

Το µήκος του ανευρύσµατος παραµένει το ίδιο 45 3.46aneurysmL mm d= = . 

Το κοµµάτι του ευθύγραµµου αγωγού ξεκινά στο 0.071 5.46endL m d= = . 

Τέλος η διάµετρος της διατοµής στην περιοχή της διεύρυνσης παραµένει όπως και 
πριν  32 2.46peakd mm d= = . 

γ) Αγωγός µε αρχικό µήκος αλλά και καµπυλότητα. 

Η διεύρυνση ξεκινά στη θέση 0.026 2startL m d= = . 

Η κορυφή του βρίσκεται στη θέση 0.0485 3.73peakL m d= = , όπου d η διάµετρος του 

αγωγού. 

Το µήκος του ανευρύσµατος παραµένει το ίδιο µε 45 3.46aneurysmL mm d= = . 

Το κοµµάτι του ευθύγραµµου αγωγού ξεκινά στο 0.071 5.46endL m d= = . 

Τέλος η διάµετρος της διατοµής στην περιοχή του λαιµού παραµένει όπως και 
πριν  32 2.46peakd mm d= = . 
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Αυτό που αλλάζει στην περίπτωση αυτή είναι τα δύο τόξα στις άκρες του 
ανευρύσµατος στο σηµείο ένωσης της καµπύλης του ανευρύσµατος µε τον 
ευθύγραµµο αγωγό (fillet arc) µε διάµετρο 0.1 το καθένα.  

Τέλος, για τις τρείς αυτές περιπτώσεις ισχύουν: 

Η διάµετρος της διατοµής στην περιοχή της κορυφής του είναι 32 2.46peakd mm d= = . 
Το µήκος του ευθύγραµµου αγωγού στο τέλος είναι: 

260 20L mm d= = στην µία περίπτωση και 

520 40L mm d= = στην άλλη περίπτωση. 

Από την είσοδο του αγωγού 0inL =  εισέρχεται το ρευστό το οποίο έχει διαµορφωθεί 
πλήρως, όπως είχαµε υπολογίσει στον ευθύγραµµο αγωγό και εξέρχεται για 

20outL d=   και για 40outL d= . 

Για τη µελέτη της ροής θα χρησιµοποιήσουµε τα πιο κάτω χαρακτηριστικά και 
µεγέθη: 

i) Γραµµές ροής 
ii) Γραµµές ροής και ιξώδες 
iii) Ισουψείς ταχύτητας 
iv) Κατανοµές αξονικής ταχύτητας στην κορυφή του ανευρύσµατος και 

µεταβολή της ταχύτητας στον άξονα συµµετρίας 
v) Περιοχή επανακόλλησης της ροής 
vi) Περιοχή ανακυκλοφορίας 
vii) ∆ιατµητικές τάσεις στο τοίχωµα 
viii) Στατική πίεση 

 
 

i) Γραµµές ροής 
 

Η κίνηση των στοιχείων του ρευστού δύναται να οπτικοποιηθεί µέσω των γραµµών 
ροής δοθέντος ότι αυτές ταυτίζονται µε τις τροχιές των στοιχείων ρευστού. Είναι ένα 
άριστο εργαλείο για διδιάστατες, αξονικά συµµετρικές ροές ασυµπίεστου ρευστού. 
Πρώτα θα δούµε τις γραµµές ροής µόνο για το νευτώνειο ρευστό και για τους 3 
αγωγούς ώστε να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα µεταξύ τους αλλά και µε άλλες 
εργασίες που έχει γίνει η µελέτη µόνο του νευτώνειου ρευστού, όπως στην [4], ενώ 
τα υπόλοιπα ρευστά θα τα παρουσιάσουµε παρακάτω µαζί µε τις ισοσταθµικές του 
ιξώδους. Στα παρακάτω διαγράµµατα φαίνεται ότι τα σωµατίδια ρευστού ακολουθούν 
τροχιές ελλειπτικού τύπου στην κοιλότητα του ανευρύσµατος, το κέντρο των οποίων 
µετατοπίζεται κατάντι µε την αύξηση του αριθµού Re. 
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Αγωγός χωρίς αρχικό µήκος  
 

 

 

               ∆6.11:   γραµµές ροής για το νευτώνειο για Re=25, 100, 200, 600. 
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Αγωγός µε αρχικό µήκος 

 

 

                ∆6.12:    γραµµές ροής για το νευτώνειο για Re=25, 100, 200, 600. 
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Αγωγός µε καµπυλότητα 

 

 

                 ∆6.13:    γραµµές ροής για το νευτώνειο για Re=25, 100, 200, 600. 

 

Μια πρώτη παρατήρηση είναι πως όταν ο αγωγός µας έχει καµπυλότητα το κέντρο 
της δίνης µετακινείται κάποια χιλιοστά κατάντι στους πιο χαµηλούς Re και ανάντι 
στην περίπτωση υψηλών Re. ∆ηλαδή το ρευστό καθυστερεί περισσότερο να 
αποκολληθεί. Για παράδειγµα, για Re=25 το κέντρο της δίνης στον αγωγό χωρίς 
καµπυλότητα βρίσκεται στη θέση 0.036x m≈ ,ενώ αντίστοιχα όταν έχουµε 

καµπυλότητα αυτό βρίσκεται στη θέση 0.042x m≈ . Με την αύξηση του Re, 
συγκεκριµένα για Re=600 στην πρώτη περίπτωση το κέντρο βρίσκεται 0.061x m≈
ενώ στη δεύτερη περίπτωση 0.058x m≈ . Ένα γενικό συµπέρασµα είναι, ότι όταν 
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υπάρχει οξεία συνένωση της κοιλότητας του ανευρύσµατος µε τον ευθύγραµµο 
αγωγό, τότε το ρευστό αποκολλάται πιο γρήγορα.  

Για την περίπτωση αγωγού µε αρχικό µήκος ή χωρίς δεν παρατηρούνται διαφορές 
στο κέντρο της δίνης, άρα στην επανακόλληση και την αποκόλληση της ροής. 
Μπορούµε, λοιπόν, να συµπεράνουµε ότι το αρχικό µήκος του αγωγού δεν παίζει 
κάποιο ρόλο στην αποκόλληση της ροής. Επίσης, διαφορές ιδιαίτερες δεν 
παρατηρούνται στα αποτελέσµατα τα δικά µας σε σχέση µε τα αποτελέσµατα στην 
εργασία [4]. 

 

ii) Γραµµές ροής και ιξώδες  

Θέλοντας να διαπιστώσουµε τη σχέση του µεταβλητού ιξώδους των µη νευτώνειων 
ρευστών µε τη µορφή της ροής, παρουσιάζουµε τις γραµµές ροής µαζί µε τις 
ισοσταθµικές του ιξώδους για το νευτώνειο και για τα µη νευτώνεια ρευστά που 
εξετάζουµε.  
Η µελέτη θα γίνει µόνο για τον αγωγό µε καµπυλότητα, που είναι και ο κύριος αγωγός 
που θα χρησιµοποιήσουµε για µελέτη, αφού θεωρούµε ότι αυτή η γεωµετρία είναι και 
η πιο λογική.  
Για να διατηρήσουµε τη γενικότητα της µεθόδου και για να επικεντρωθούµε στη 
µορφή της καµπύλης ιξώδους-ρυθµού παραµόρφωσης και όχι στις τιµές που παίρνει 
το ιξώδες, αδιαστατοποιούµε το ιξώδες σε όλο το πεδίο ροής µε ένα ιξώδες 
αναφοράς refµ  σε κάθε µοντέλο. Ιξώδες αναφοράς θεωρούµε την αποτελεσµατική 
συνεκτικότητα κάθε µοντέλου ref effµ µ=  µέσω της οποίας υπολογίστηκε ο Re στο 
καθένα. 

Θα ορίσουµε τον λόγο 
axis

flow
J

µ
µ

=  ως το λόγο της τιµής που λαµβάνει το ιξώδες στην 

περιοχή γύρω από τον άξονα, προς αυτή που λαµβάνει στα εξωτερικά, κοντά στο 
τοίχωµα στρώµατα. 
Στα διαγράµµατα ∆.6.14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24, παρατηρούµε τις µεταβολές 
του ιξώδους µέσα στην κοιλότητα του ανευρύσµατος. [38] 

Μια γενική παρατήρηση είναι ότι το ιξώδες αυξάνεται πριν την αποκόλληση της ροής. 

Αναλυτικά: 

• Για το ρευστό W-S παρατηρούµε ότι το ιξώδες παίρνει υψηλότερες τιµές στην 
περιοχή της διόγκωσης του αγωγού και συγκεκριµένα στο τοίχωµα στην 
κοιλότητα του ανευρύσµατος, καθώς και στην περιοχή του άξονα, ενώ στο 
εσωτερικό παίρνει χαµηλότερες τιµές.  

Το ιξώδες του W-S λαµβάνει τις πιο χαµηλές τιµές σε σχέση µε τα υπόλοιπα µη 
νευτώνεια ρευστά που µελετούµε.  
Όσο ο αριθµός Re αυξάνεται τόσο µειώνεται και η τιµή του ιξώδους σταδιακά. 
Βλέπουµε ότι διατηρεί τον λόγο 4J ≈  για όλους τους αριθµούς Re. Η µόνη διαφορά 
που παρατηρείται είναι το πάχος των περιοχών που λαµβάνουν αυτές τις τιµές, 
συγκεκριµένα οι περιοχές µε χαµηλό ιξώδες γίνονται πλατύτερες. 

• Για το ρευστό Η-Β παρατηρούµε ότι το ιξώδες του λαµβάνει πολύ υψηλές 
τιµές στο τοίχωµα στην περιοχή της κοιλότητας του ανευρύσµατος στους 
χαµηλούς Re που δεν έχουµε ακόµα αποκόλληση της ροής.  
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Για Re =75, που έχουµε ανακυκλοφορία, το ιξώδες παίρνει υψηλές τιµές στο τοίχωµα 
λίγο πριν τη συνένωση µε τον ευθύγραµµο αγωγό. Τέλος, το ρευστό Η-Β τείνει να 
προσεγγίσει τη συµπεριφορά του νευτωνείου ενιαίου ιξώδους, όσο ο Re αυξάνεται. 
Για  Re 200≥ παρατηρούµε παρόµοια συµπεριφορά του Η-Β µε το W-S και σε όλο 
και µεγαλύτερους Re αυτό τείνει να προσεγγίσει τη νευτώνεια συµπεριφορά. Για 
παράδειγµα, για Re=25 ισχύει 10J ≈ . 

• Για το ρευστό Casson παρατηρούµε την παρουσία µιας «καµπάνας» στο 
εσωτερικό της κοιλότητας του ανευρύσµατος κοντά στον άξονα.  

Επίσης, υψηλότερο ιξώδες παρουσιάζεται στην περιοχή της καµπάνας καθώς και 
στον άξονα. Και εδώ παρατηρείται τάση προσέγγισης της νευτώνειας συµπεριφοράς. 
Για Re 150≤ παρατηρούνται υψηλές τιµές του λόγου J. 

• Το τελευταίο µη νευτώνειο είναι το Quemada το οποίο λαµβάνει υψηλές 
σχετικά τιµές ιξώδους σε ολόκληρο το µήκος του αγωγού.  

Και εδώ έχουµε την εµφάνιση της «καµπάνας» όπου και έχουµε υψηλότερες τιµές 
ιξώδους. Οι λόγοι J που παρουσιάζει είναι αρκετά υψηλοί τόσο σε χαµηλούς, όσο και 
σε υψηλούς Re. 

Σε γενικές γραµµές, σε κάθε περίπτωση που παρατηρείται µικρή δίνη, το κέντρο της 
είναι σηµείο εµφάνισης υψηλού ιξώδους. 

 

        ∆6.14:   Re 25=  Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                            νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 
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             ∆6.15:    Re 50=  Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                   νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 
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             ∆6.16:    Re 75=   Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                   νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 

 

 

               ∆6.17:   Re 100=  Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                      νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 
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               ∆6.18:  Re 150=   Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                     νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 
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            ∆6.19:    Re 200=   Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                   νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 

 

 

          ∆6.20:   Re 250=   Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 
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            ∆6.21:      Re 300=  Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                     νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 
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            ∆6.22:      Re 400=    Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                    νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 

 

            ∆6.23:   Re 500=   Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                     νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 
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                ∆6.24:  Re 600=    Γραµµές ροής και ισοσταθµικές ιξώδους:  
                                          νευτώνειο, W-S, H-B, Casson, Quemada. 

 

iii) Ισοϋψείς ταχύτητας 

Οι ισοϋψείς κατανοµές της κανονικοποιηµένης αξονικής συνιστώσας της ταχύτητας 
(ανηγµένης στη µέση ταχύτητα εισόδου)  απεικονίζονται στα παρακάτω διαγράµµατα, 
για διάφορους αριθµούς Re.  

Παρατηρήσεις: 

- Αυξανόµενος ο αριθµός Re, η θέση της µέγιστης ανάστροφης ροής 
µετατοπίζεται κατάντι συγχρόνως µε τη γραµµή επανακόλλησης της ροής. 
Αυτό ισχύει για όλα τα ρευστά. 

- Προφανώς η αξονική ταχύτητα λαµβάνει αρνητικές τιµές µόνο στην περιοχή 
ανακυκλοφορίας, γι’ αυτό και ορισµένα ρευστά δεν παίρνουν αρνητικές τιµές 
σε χαµηλούς Re καθώς δεν παρουσιάζουν αποκόλληση ροής σε χαµηλούς 
Re. 
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           ∆6.25: ισοϋψείς αξονικής ταχύτητας για Re=25, 100, 200, 600. 
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               ∆6.26: ισοϋψείς αξονικής ταχύτητας για Re=25, 100, 200, 600. 
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            ∆6.27: ισοϋψείς αξονικής ταχύτητας για Re=25, 100, 200, 600. 
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               ∆6.28: ισοϋψείς αξονικής ταχύτητας για Re=25, 100, 200, 600. 
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iv) Κατανοµές αξονικής ταχύτητας στην κορυφή του 
ανευρύσµατος και µεταβολή της ταχύτητας στον 
άξονα συµµετρίας 

 

Στα παρακάτω διαγράµµατα απεικονίζονται οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων 
στη διατοµή του ανευρύσµατος για την περίπτωση του αγωγού µε καµπυλότητα και 
για του αγωγού µε οξεία συνένωση. 

Η επίδραση του αριθµού Re διαφαίνεται στις κατανοµές της αξονικής ταχύτητας στην 
είσοδο του µοντέλου, οι οποίες τείνουν να γίνουν πεπλατυσµένες για υψηλότερες 
τιµές Re. 

Παρατηρούµε, ότι µε την αύξηση του Re, οι διαφορές που παρατηρούνται στην 
περιοχή του ανευρύσµατος µειώνονται µε αποτέλεσµα να έχουµε σχεδόν παρόµοιες 
κατανοµές ταχυτήτων. Καταλαβαίνουµε, λοιπόν, ότι υπάρχει ένα όριο που από κει 
και πέρα έχουµε σχεδόν όµοια προφίλ ταχυτήτων. 

Συγκεκριµένα στα µοντέλα Casson και quemada οι διαφορές των προφίλ ταχυτήτων 
στους διάφορους αριθµούς Re είναι πιο έντονες συγκριτικά µε τα υπόλοιπα ρευστά. 

Στο νευτώνειο ρευστό και στο W-S, τα προφίλ σε χαµηλούς και σε υψηλούς αριθµούς 
Re είναι παρόµοια, µε αποτέλεσµα να µη διακρίνονται λεπτοµέρειες. Το φαινόµενο 
είναι εντονότερο στις κατανοµές ταχυτήτων του νευτώνειου. 

Στο Η-Β διακρίνουµε πιο καθαρά την πιο πάνω παρατήρηση, ότι µε την αύξηση του 
αριθµού Re καταλήγουµε σε παρόµοια προφίλ ταχυτήτων. 

Επιπλέον, παρουσιάζουµε και τις δύο περιπτώσεις αγωγών αν και δεν 
παρατηρούνται ιδιαίτερες διαφορές µεταξύ τους. 
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Αγωγός µε καµπυλότητα 

 

 

 

∆6.29: οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων στη διατοµή του ανευρύσµατος. 
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∆6.30: οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων στη διατοµή του ανευρύσµατος. 
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∆6.31: οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων στη διατοµή του ανευρύσµατος. 
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∆6.32: οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων στη διατοµή του ανευρύσµατος 
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∆6.33: οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων στη διατοµή του ανευρύσµατος. 
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Αγωγός χωρίς καµπυλότητα 
 

                               

∆6.34: οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων στη διατοµή του ανευρύσµατος. 
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∆6.35: οι κατανοµές των αξονικών ταχυτήτων στη διατοµή του ανευρύσµατος. 
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Στα παρακάτω διαγράµµατα εµφανίζεται η µεταβολή της ταχύτητας του άξονα κατά 
µήκος του αγωγού, αδιαστατοποιηµένη µε την ταχύτητα ελευθέρου ρεύµατος 0U , 
που προκύπτει για τον εκάστοτε Re. Όπου στο ∆6.36 ισχύει: 

Re=25: κόκκινη γραµµή 
Re=50: πράσινη γραµµή 
Re=75: µπλέ γραµµή 
Re=100: γαλάζια γραµµή 
Re=150: ροζ γραµµή 
 

Αντίστοιχα για το ∆6.37: 

Re=200: κόκκινη 
Re=250: πράσινη 
Re=300: µπλε 
Re=400: γαλάζια 
Re=500: ροζ 
Re=600: µοβ 
 

Το σηµείο εµφάνισης της µικρότερης αξονικής ταχύτητας βρίσκεται κατάντι της 
κορυφής του ανευρύσµατος. Ισχύει 3.73peakL d= .  

Τη µετατόπιση του σηµείου την καταγράφουµε για κάθε µοντέλο στα διαγράµµατα 
∆6.38  και ∆6.39. 

Η µετακίνηση αυτή φαίνεται να σχετίζεται µε τις συνεκτικές δυνάµεις, αφού όχι µόνο 
µεταβάλλεται µε τον αριθµό Re, αλλά και µε το µοντέλο που υιοθετούµε κάθε στιγµή. 

Η εµφάνιση της µικρότερης ταχύτητας δε συµπίπτει µε αυτή που θα προβλεπόταν 
από την απλή εφαρµογή της εξίσωσης συνέχειας µεταξύ της διατοµή τους αγωγού 
και της κορυφής του ανευρύσµατος. 

Με την αύξηση του Re αυξάνεται και η αξονική ταχύτητα, ενώ παρατηρούµε ότι 
καθώς ο Re αυξάνεται το σηµείο εµφάνισης της µικρότερης ταχύτητας τείνει να 
σταθεροποιηθεί για όλα τα µοντέλα. 
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Πλέγµα 20d µε καµπυλότητα 

 

                                   

∆6.36: Η ταχύτητα ( )a xU στον άξονα του αγωγού 
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Πλέγµα 40d µε καµπυλότητα 

                                

                  ∆6.37:      Η ταχύτητα ( )a xU στον άξονα του αγωγού 
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∆6.38:   Η κατάντι αδιάστατη µετακίνηση χ του σηµείου εµφάνισης της µικρότερης  
                     αξονικής ταχύτητας. 
 

 

∆6.39: Η κατάντι αδιάστατη µετακίνηση χ του σηµείου εµφάνισης της µικρότερης  
                  αξονικής ταχύτητας. 
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Παρακάτω βλέπουµε τις κατανοµές της αξονικής ταχύτητας σε διάφορα σηµεία του 
ανευρύσµατος για το νευτώνειο ρευστό και για συγκεκριµένους Re. Συγκεκριµένα 
φαίνεται η κατανοµή της αξονικής ταχύτητας στην είσοδο του ανευρύσµατος, στην 
κορυφή του, στην έξοδό του και σε δύο ακόµα ενδιάµεσες θέσεις. 

Αγωγός χωρίς αρχικό µήκος 

 

 

 

         ∆6.40: κατανοµές αξονικής συνιστώσας ταχύτητας σε διάφορες θέσεις 

 

Στην εργασία [4] παρουσιάζονται οι κατανοµές ταχυτήτων στις ίδιες θέσεις για το 
νευτώνειο ρευστό και για Re=206, 584, 690. Ο αγωγός δεν είχε αρχικό ευθύγραµµο 
µήκος και δεν είχε καµπυλότητα, όπως το παραπάνω διάγραµµα ∆6.46. Σε αυτή την 
περίπτωση τα δικά µας αποτελέσµατα δεν έχουν αποκλίσεις µεγάλες σε σχέση µε 
την [4]. 
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Αγωγός µε καµπυλότητα 

 

 

 

   ∆6.41: κατανοµές αξονικής συνιστώσας ταχύτητας σε διάφορες θέσεις 

 

Όσο αυξάνεται ο αριθµός Re ο λόγος της ταχύτητας στον άξονα προς την µέση 

ταχύτητα, 
m

u
U ,τείνει στο 2 για όλες τις ζώνες του ανευρύσµατος.  

Στην έξοδο του µοντέλου για αγωγό χωρίς καµπυλότητα η κατανοµή της ταχύτητας 
παρουσιάζει µια ασυνέχεια σε µικρή απόσταση από το τοίχωµα, η οποία αποδίδεται 
στην τοπική επιτάχυνση του ρευστού στην οξεία συνένωση του τοιχώµατος του 
ανευρύσµατος µε τον κυλινδρικό αγωγό. Το φαινόµενο αυτό δεν παρατηρείται στην 
περίπτωση του αγωγού µε καµπυλότητα, τουλάχιστον τόσο έντονο. 
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Αγωγός µε αρχικό µήκος αλλά χωρίς καµπυλότηταα    

 
 

 

∆6.42: κατανοµές αξονικής συνιστώσας ταχύτητας σε διάφορες θέσεις 

  

 

v) Περιοχή επανακόλλησης της ροής 

Τα διανύσµατα της ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής απεικονίζονται 
στα παρακάτω διαγράµµατα για αριθµούς Re=25,100,200,600 για όλα τα 
µελετούµενα ρευστά. 

Τα διαγράµµατα αυτά δείχνουν πως καθώς αυξάνεται ο Re το οριακό στρώµα 
καθίσταται λεπτότερο και η γραµµή επανακόλλησης µετατοπίζεται κατάντι. 
Επιπρόσθετα, η ταχύτητα κοντά στο τοίχωµα λαµβάνει υψηλότερες τιµές κατάντι της 
γραµµής επανακόλλησης µε αποτέλεσµα να επηρεάζει τις µεταβολές στις κατανοµές 
της τοιχωµατικής διατµητικής τάσης και της τοιχωµατικής πίεσης. 
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Αγωγός µε καµπυλότητα 

Νευτώνειο 

 

 

         ∆6.43:διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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      ∆6.44: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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W-S 

 

 

         ∆6.45: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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           ∆6.46: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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H-B

 

 

         ∆6.47: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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           ∆6.48: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 

Casson 

 

           ∆6.49: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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      ∆6.50: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 

Quemada 

 

     ∆6.51: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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Κάποιες διαφορές παρατηρούνται στα διάφορα ρευστά όπως: 

Για τα δύο ρευστά, το νευτώνειο και το W-S, για τα οποία η ροή αποκολλάται από 
µικρό Re,δηλαδή για Re=25, παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του νευτώνειου η 
επανακόλληση γίνεται νωρίτερα συγκριτικά µε το W-S σε όλους τους Re και ιδιαίτερα 
στους χαµηλούς. 

Το σηµείο επανακόλλησης για το ρευστό Η-Β εµφανίζεται πιο νωρίς απ’ ότι στο 
νευτώνειο και στο W-S, φυσικά στους Re που υφίσταται επανακόλληση και για το Η-
Β µοντέλο. Ενώ, αντίστοιχα στο ρευστό Casson η επανακόλληση της ροής γίνεται 
ακόµα πιο νωρίς και από τα τρία ρευστά, δηλαδή για Re=200, όπου έχουµε 
αποκόλληση και επανακόλληση της ροής για το Casson, ενώ στο νευτώνειo το 
σηµείο επανακόλλησης βρίσκεται σε µήκος L=5d, στο Casson ισχύει L=4.6d. Τέλος, 
στο Quemada  το σηµείο για Re=600 είναι L=4.8d, ενώ για το νευτώνειο είναι L=5.1d. 

Παρακάτω φαίνεται το σηµείο επανακόλλησης της ροής για τον αγωγό χωρίς 
καµπυλότητα για το νευτώνειο ρευστό, για να γίνει πάλι η σύγκριση µε την [4]. 

Χωρίς καµπυλότητα 

Νευτώνειο 

 

       ∆6.52: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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            ∆6.53: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 
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      ∆6.54: διανύσµατα ταχύτητας στην περιοχή επανακόλλησης της ροής. 

 

 

vi) Περιοχή ανακυκλοφορίας 

Είναι γνωστό ότι για αγωγό που παρουσιάζει ανεύρυσµα, µετά από ένα 
συγκεκριµένο αριθµό Re εµφανίζεται µια περιοχή ανακυκλοφορίας ακριβώς κατάντι 
του ανευρύσµατος, που αυξανοµένου του Re επιµηκύνεται. 

Στα παρακάτω διαγράµµατα απεικονίζεται το σηµείο αποκόλλησης (κόκκινο χρώµα) 
και επανακόλησης (πράσινο χρώµα) της ροής για όλα τα ρευστά για τον αγωγό µε 
καµπυλότητα. 

Για όλα τα µοντέλα που µελετήθηκαν, το µήκος της περιοχής ανακυκλοφορίας είναι 
αύξουσα συνάρτηση του αριθµού Re. 

Όσο µικρότερες διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα αναπτύσσει κάθε µοντέλο, τόσο 
µεγαλύτερη είναι η περιοχή ανακυκλοφορίας. Υπάρχει δηλαδή, συσχετισµός µεταξύ 
του µήκους ανακυκλοφορίας µε τις διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα. 
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∆6.55: Σηµεία αποκόλλησης και επανακόλλησης της ροής στον αγωγό µε διεύρυνση. 
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∆6.56: Σηµεία αποκόλλησης και επανακόλλησης της ροής στον αγωγό µε διεύρυνση. 
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vii) ∆ιατµητικές τάσεις στο τοίχωµα 

Στα παρακάτω διαγράµµατα παρουσιάζονται οι διατµητικές τάσεις (Wall Shear 
Stresses) wτ  αδιαστατοποιηµένες, όχι όµως αυτή τη φορά µε την εκάστοτε δυναµική 
πίεση. Η κανονικοποίηση βασίζεται στην αναγωγή της wT  στη διατµητική τάση stτ
των ευθύγραµµων αγωγών που είναι συνδεδεµένοι εκατέρωθεν του ανευρύσµατος, 

δηλαδή 
w

w
st

T
τ
τ

=  ,όπου wτ  η τοιχωµατική διατµητική τάση. Συγκεκριµένα στα 

διαγράµµατα πιο κάτω παρουσιάζονται οι διατµητικές τάσεις του αγωγού µε 
καµπυλότητα, αλλά και του αγωγού χωρίς καµπυλότητα.  

Η κόκκινη γραµµή είναι για το Newtonian, η πράσινη για το W-S, η µπλε για το Η-Β, η 
γαλάζια για το Casson και η µοβ για το Quemada. 

Ένα κοινό χαρακτηριστικό που παρατηρούµε είναι ότι η διατµητική τάση λαµβάνει 
χαµηλές και κατά προσέγγιση αρνητικές τιµές σε ένα µεγάλο µέρος του µοντέλου, 
λόγω της αποκόλλησης της ροής, φυσικά αυτό συµβαίνει µόνο όταν έχουµε 
ανακυκλοφορία. Εντούτοις, γύρω από την περιοχή επανακόλλησης της ροής αυτή 
µεταβάλλεται σηµαντικά λαµβάνοντας αδιάστατο θετικό µέγιστο, εξαρτώµενο από τον 
αριθµό Re, στη συνένωση του ανευρύσµατος µε τον ευθύγραµµο αγωγό. 

Η πρώτη και σηµαντική διαφορά που παρατηρούµε στους δύο αγωγούς είναι ότι ο 
αγωγός µε οξεία συνένωση ανευρύσµατος µε τον ευθύγραµµο αγωγό παρουσιάζει 
απότοµη αύξηση της διατµητικής τάσης στο σηµείο της συνένωσης και έχουµε πολύ 
υψηλό τοπικό µέγιστο, ενώ στην περίπτωση του αγωγού µε καµπυλότητα έχουµε πιο 
οµαλή αύξηση και πιο χαµηλό τοπικό µέγιστο της διατµητικής τάσης. 

Σε µικρή απόσταση ανάντι της περιοχής επανακόλλησης της ροής, όπου η 
διατµητική τάση είναι αρνητική, αυτή µεγιστοποιείται σε απόλυτη τιµή. Στα παρακάτω 
διαγράµµατα φαίνεται η θέση αυτού του τοπικού µεγίστου, πρώτα σε αγωγό µε 
καµπυλότητα και µετά σε αγωγό µε οξεία συνένωση του ανευρύσµατος µε τον ευθύ 
αγωγό. 

Το ρευστό Quemada παρουσιάζει διαφορετική κλίση διατµητικών τοιχωµατικών 
τάσεων από τα υπόλοιπα ρευστά και δεν εµφανίζει τις υψηλές αρνητικές τιµές που 
εµφανίζουν τα υπόλοιπα ρευστά. 

Για αριθµούς Re=25,50, τα ρευστά H-B, Casson, Quemada δεν παρουσιάζουν 
αποκόλληση ροής ακόµα, οπότε η καµπύλη της διατµητικής τάσης δεν εµφανίζει 
αρνητικές τιµές, όπως συµβαίνει για το νευτώνειο και το µοντέλο W-S, των οποίων οι 
καµπύλες είναι παρόµοιες. 

Με την αύξηση του Re αρχίζει η αποκόλληση της ροής στο ρευστό Η-Β, το οποίο και 
αρχίζει να λαµβάνει αρνητικές τιµές. Για ίδιο όµως Re, το Η-Β εµφανίζει µικρότερο 
κατά απόλυτη τιµή µέγιστο.  

Το ίδιο ισχύει και για το ρευστό Casson, για το οποίο η αποκόλληση αρχίζει 
αργότερα, δηλαδή για Re=200. 
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Αγωγός µε καµπυλότητα 

 

 

      ∆6.57: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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            ∆6.58: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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                 ∆6.59: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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            ∆6.60: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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                ∆6.61: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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Αγωγός χωρίς καµπυλότητα 

                                   

 

 

 

                ∆6.62: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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           ∆6.63: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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             ∆6.64: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 

 

 
             ∆6.65: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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                   ∆6.66: διατµητικές τάσεις στο τοίχωµα του διευρυµένου αγωγού. 
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viii) Στατική πίεση 

Παρακάτω ακολουθούν τα διαγράµµατα πτώσης στατικής πίεσης στο τοίχωµα του 
αγωγού. Η στατική πίεση είναι το πιο άµεσα µετρούµενο µέγεθος σε µια πειραµατική 
διάταξη, γι’ αυτό και κρίνεται λογικό να µελετήσουµε την πίεση σ’ αυτό το όριο. Τα 
µεγέθη είναι αδιαστατοποιηµένα µε την εκάστοτε δυναµική πίεση του ελεύθερου 
ρεύµατος ταχύτητας 0U όπως και στον ευθύγραµµο αγωγό. 

Το µέγεθος της πίεσης δεν µας δίνει πολλές πληροφορίες για τη ροή, όπως οι 
διατµητικές τάσεις και το ιξώδες, αλλά µας πληροφορεί για τη συµπεριφορά του 
ρευστού.  

Η µέγιστη τιµή της τοιχωµατικής πίεσης δεν ταυτίζεται µε τη γραµµή επανακόλλησης, 
αλλά εντοπίζεται σε µικρή απόσταση κατάντι αυτού. Αυτό µπορεί να αποδοθεί σε 
δράση της συνεκτικότητας, δεδοµένου ότι η µείωση του αριθµού Re αυξάνει την 
απόσταση αυτή. 

Στο µεγαλύτερο µέρος του διαστελλόµενου τµήµατος του υπολογιστικού χωρίου, η 
αδιαστατοποιηµένη πίεση παραµένει κατά προσέγγιση σταθερή, στην 
πραγµατικότητα, όµως, παρατηρείται µια µικρή ανάκτηση πίεσης. Κατάντι της 
γραµµής επανακόλλησης, η πίεση ελαττώνεται απότοµα και εν συνεχεία µειώνεται 
γραµµικά ως την έξοδο του ευθύγραµµου κυλινδρικού αγωγού, όπως ήταν και το 
αναµενόµενο. 

Αυξανόµενος ο Re το µέγιστο της πίεσης αυξάνει αντίστοιχα, ενώ το σηµείο όπου 
εµφανίζεται αυτό παραµένει πρακτικά σταθερό ανεξαρτήτως του Re.  

Πρώτη παρατήρηση είναι ότι το ρευστό W-S παρουσιάζει τη µικρότερη πτώση 
πίεσης στον ευθύγραµµο αγωγό. Αυτό συνδυάζεται µε την καλύτερη ανάκτηση 
πίεσης µετά την κοιλότητα του ανευρύσµατος, όπως και βλέπουµε να συµβαίνει στα 
παρακάτω διαγράµµατα για όλους τους Re για το ρευστό W-S. 

Ισχύει ότι η ύπαρξη περιοχών ανακυκλοφορίας µειώνει τις απώλειες στατικής πίεσης 
που δηµιουργούνται λόγω του ανευρύσµατος. Αυτό συµβαίνει επειδή λόγω των 
µικρών ταχυτήτων που παρατηρούνται στις περιοχές ανακυκλοφορίας , η στατική 
πίεση δεν µετατρέπεται σε δυναµική στον ίδιο βαθµό που θα µετατρεπόταν χωρίς την 
ύπαρξη ανακυκλοφορίας.  
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Αγωγός µε καµπυλότητα 

 

 
                ∆6.67: στατική πίεση στον αγωγό µε διεύρυνση. 
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                   ∆6.68: στατική πίεση στον αγωγό µε διεύρυνση. 
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                   ∆6.69: στατική πίεση στον αγωγό µε διεύρυνση. 
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                    ∆6.70: στατική πίεση στον αγωγό µε διεύρυνση. 
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                       ∆6.71: στατική πίεση στον αγωγό µε διεύρυνση. 
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                  ∆6.72: στατική πίεση στον αγωγό µε διεύρυνση. 

Στο ∆6.73, παρουσιάζεται η στατική πίεση για όλους τους Re για το µοντέλο 
Quemada. Για µήκος αγωγού 20d η κόκκινη γραµµή είναι για Re=25, η πράσινη για 
Re=50, η µπλε για Re=75, η γαλάζια για Re=100 και η µοβ για Re-150. Αντίστοιχα 
και για µήκος 40d. 

 
         ∆6.73: στατική πίεση στον αγωγό µε διεύρυνση για το Quemada. 

 

 



160 

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

1) ∆ιαδικασία επίλυσης 

Μελετήθηκε η µόνιµη ροή νευτώνειου και µη νευτώνειων ρευστών σε διδιάστατο 
αγωγό, που παρουσιάζει αξονοσυµµετρική διεύρυνση (συµµετρικό ανεύρυσµα) µε τη 
χρήση του υπολογιστικού πακέτου FLUENT. Επιλέξαµε πέντε µοντέλα ρευστών, το 
νευτώνειο, το µοντέλο Εκθετικού Νόµου-Walburn-Schneck (W-S), το Herschel-
Bulkley (H-B), το Casson (C) και το Quemada (Q), για τα οποία ορίσαµε κάποιες 
παραµέτρους υπολογισµού στο FLUENT. 

Καθένα από αυτά τα µη νευτώνεια έχει και διαφορετική συνάρτηση για το effµ . 

Με τη χρήση ενός προγράµµατος, του GAMBIT, φτιάξαµε το υπολογιστικό µας 
πλέγµα, που αποτελείται από υπολογιστικά κελιά, στα οποία ολοκληρώνονται και οι 
εξισώσεις ροής που επιλύει το FLUENT. Κάτι που πρέπει να τονίσουµε είναι ότι 
χρησιµοποιήθηκαν δύο διαφορετικά µήκη αγωγών, λόγω του ότι µελετήσαµε ένα 
εύρος αριθµών Re από 25 έως 600 και µε την αύξηση του Re αυξάνεται και το µήκος 
που χρειάζεται η ροή για να διαµορφωθεί. Στην περίπτωση του διευρυµένου αγωγού, 
πάλι δηµιουργήθηκαν δύο αγωγοί διαφορετικής γεωµετρίας. Στον πρώτο υπήρχε 
οξεία συνένωση της περιοχής της διεύρυνσης µε τον ευθύγραµµο αγωγό και στον 
άλλο η συνένωση γινόταν πιο οµαλά µε καµπυλότητα. 

2) ευθύγραµµος αγωγός 
 

� Ο αδιάστατος αριθµός Bi, όταν λαµβάνει υψηλές τιµές,δηλαδή σε χαµηλούς 
Re στο ρευστό Η-Β, επηρεάζει το µήκος που απαιτείται για να διαµορφωθεί 
πλήρως η ροή. Πιο συγκεκριµένα,  παρατηρήσαµε ότι όταν η τιµή του Bi είναι 
µεγαλύτερη από µια ορισµένη τιµή, το µήκος διαµόρφωσης αντί να αυξάνεται 
µε την αύξηση του αριθµού Re, µειωνόταν µέχρι ορισµένη τιµή, και µετά, 
όπως ήταν και το αναµενόµενο, αυξανόταν πάλι, µε το Re. 

� Στο µήκος διαµόρφωσης παρατηρούµε ότι από τα τέσσερα µη νευτώνεια που 
µελετούµε τα Quemada και Casson απαιτούν το µικρότερο µήκος για να 
διαµορφωθεί η ροή τους.  

� Για το νευτώνειο ρευστό µία ακόµα παρατήρηση είναι ότι όσο αυξάνεται ο Re, 
οι τιµές του µήκους διαµόρφωσης της ροής αποκλίνουν από τη θεωρία

0.06Refx = . Πιο συγκεκριµένα, για  Re 100≻ απαιτείται µικρότερο µήκος 

από αυτό που ορίζει η θεωρία για να διαµορφωθεί πλήρως η ροή. 
� Στα µη νευτώνεια µοντέλα παρατηρούνται περισσότερο πεπλατυσµένες ροές 
σε χαµηλούς Re,ενώ όσο αυτός αυξάνεται η διαφορά µειώνεται. 
Συµπεραίνουµε, λοιπόν, την αναγκαιότητα της µελέτης των µη νευτώνειων σε 
χαµηλούς Re. 

� Η αυξηµένη διατµητική τάση στο τοίχωµα για το ρευστό Quemada οφείλεται 
στο χαµηλό ιξώδες του. 

� Το Quemada απαιτεί πολύ µεγαλύτερη διαφορά πίεσης για να ρεύσει στον 
αγωγό µας. 
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3) διευρυµένος αγωγός 
 

� Τα σωµατίδια ρευστού ακολουθούν τροχιές ελλειπτικού τύπου στην κοιλότητα 
του ανευρύσµατος, το κέντρο των οποίων µετατοπίζεται κατάντι µε την 
αύξηση του αριθµού Re. 

� Όταν υπάρχει οξεία συνένωση της κοιλότητας του ανευρύσµατος µε τον 
ευθύγραµµο αγωγό, τότε το ρευστό αποκολλάται πιο γρήγορα, σε σχέση µε 
το διευρυµένο αγωγό µε καµπυλότητα. 

� Αυξανόµενος ο αριθµός Re, η θέση της µέγιστης ανάστροφης ροής 
µετατοπίζεται κατάντι συγχρόνως µε τη γραµµή επανακόλλησης της ροής. 
Αυτό ισχύει για όλα τα ρευστά. 

� Η περιοχή επανακόλλησης της ροής χαρακτηρίζεται από υψηλές κλίσεις της 
τοιχωµατικής πίεσης και της τοιχωµατικής διατµητικής τάσης. 

� Το ρευστό που κινείται ανάντι της γραµµής επανακόλλησης κοντά στο 
τοίχωµα επιταχύνεται για κάποιο µήκος και ακολούθως επιβραδύνεται. 

� Η αξονική ταχύτητα λαµβάνει αρνητικές τιµές µόνο στην περιοχή 
ανακυκλοφορίας. 

� Όσο ο αριθµός Re αυξάνεται οδηγούµαστε σε παρόµοιες κατανοµές 
ταχυτήτων. 

� Το σηµείο εµφάνισης της µικρότερης αξονικής ταχύτητας εµφανίζεται λίγο 
κατάντι της θέσης που βρίσκεται η κορυφή του ανευρύσµατος. 

� Καθώς ο Re αυξάνεται το σηµείο εµφάνισης της µικρότερης ταχύτητας τείνει 
να σταθεροποιηθεί για όλα τα µοντέλα. 

� Το µεγαλύτερο τµήµα του τοιχώµατος του µοντέλου εκτίθεται σε χαµηλές 
αρνητικές τιµές ταχύτητας, ενώ η αξονική ταχύτητα στον άξονα συµµετρίας 
του µοντέλου είναι περίπου σταθερή στους υψηλούς Re, µοιάζοντας µε το 
πεδίο ροής ελεύθερης δέσµης ρευστού. 

� Στην έξοδο του µοντέλου για αγωγό χωρίς καµπυλότητα η κατανοµή της 
ταχύτητας παρουσιάζει µια ασυνέχεια σε µικρή απόσταση από το τοίχωµα, η 
οποία αποδίδεται στην τοπική επιτάχυνση του ρευστού στην οξεία συνένωση 
του τοιχώµατος του ανευρύσµατος µε τον κυλινδρικό αγωγό. Κάτι τέτοιο δεν 
παρατηρείται τόσο έντονα όταν έχουµε καµπυλότητα. 

� Όσο αυξάνεται ο αριθµός Re ο λόγος της ταχύτητας στον άξονα προς την 

µέση ταχύτητα, 
m

u
U ,τείνει στο 2 για όλες τις ζώνες του ανευρύσµατος.  

� Καθώς αυξάνεται ο Re το οριακό στρώµα καθίσταται λεπτότερο και η γραµµή 
επανακόλλησης µετατοπίζεται κατάντι. 

� Παρατηρήθηκαν µεγάλες διαφορές στον ελάχιστο απαιτούµενο Re για 
αποκόλληση της ροής για κάθε µη νευτώνειο µοντέλο ρευστού. Για το Casson 
η ροή αποκολλάται για Re 150≥ , για το Quemada για Re 300≥ , για το Η-Β 
Re 75≥ ενώ για το W-S και το νευτώνειο η αποκόλληση αρχίζει στην περιοχή 
του Re 25= . 

� Με την αύξηση του Re η περιοχή ανακυκλοφορίας επιµηκύνεται γραµµικά, σε 
όλα τα µοντέλα, ενώ το σηµείο αποκόλλησης δεν µετακινείται ιδιαίτερα µε την 
αύξηση του Re, πάλι σε όλα τα µοντέλα. 
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� Η διατµητική τοιχωµατική τάση λαµβάνει χαµηλές και κατά προσέγγιση 
αρνητικές τιµές σε ένα µεγάλο µέρος του µοντέλου, λόγω της αποκόλλησης 
της ροής, όταν φυσικά υπάρχει. 

� Γύρω από την περιοχή επανακόλλησης της ροής η διατµητική τάση στο 
τοίχωµα µεταβάλλεται σηµαντικά λαµβάνοντας αδιάστατο θετικό µέγιστο, 
εξαρτώµενο από τον αριθµό Re, στη συνένωση του ανευρύσµατος µε τον 
ευθύγραµµο αγωγό. 

� Ο αγωγός µε οξεία συνένωση ανευρύσµατος µε τον ευθύγραµµο αγωγό 
παρουσιάζει απότοµη αύξηση της διατµητικής τάσης στο σηµείο της 
συνένωσης και έχουµε πολύ υψηλό τοπικό µέγιστο, ενώ στην περίπτωση του 
αγωγού µε καµπυλότητα έχουµε πιο οµαλή αύξηση και πιο χαµηλό τοπικό 
µέγιστο της διατµητικής τάσης. Αυτός ήταν και ένας κύριος λόγος που 
δηµιουργήσαµε και αγωγό µε καµπυλότητα. 

� Το ρευστό Quemada παρουσιάζει διαφορετική κλίση διατµητικών 
τοιχωµατικών τάσεων από τα υπόλοιπα ρευστά και δεν εµφανίζει τις υψηλές 
αρνητικές τιµές που εµφανίζουν τα υπόλοιπα ρευστά. 

� Κατάντι της γραµµής επανακόλλησης, η πίεση ελαττώνεται απότοµα και εν 
συνεχεία µειώνεται γραµµικά ως την έξοδο του ευθύγραµµου κυλινδρικού 
αγωγού, όπως ήταν και το αναµενόµενο. 

� Η µέγιστη τιµή της τοιχωµατικής πίεσης δεν ταυτίζεται µε τη γραµµή 
επανακόλλησης, αλλά εντοπίζεται σε µικρή απόσταση κατάντι αυτού. Αυτό 
µπορεί να αποδοθεί σε δράση της συνεκτικότητας, δεδοµένου ότι η µείωση 
του αριθµού Re αυξάνει την απόσταση αυτή. 

� Το ρευστό W-S παρουσιάζει τη µικρότερη πτώση πίεσης στον ευθύγραµµο 
αγωγό. Αυτό συνδυάζεται µε την καλύτερη ανάκτηση πίεσης µετά την 
κοιλότητα του ανευρύσµατος. 

� Στο µεγαλύτερο µέρος του διαστελλόµενου τµήµατος του υπολογιστικού 
χωρίου, η αδιαστατοποιηµένη πίεση παραµένει κατά προσέγγιση σταθερή, 
στην πραγµατικότητα, όµως, παρατηρείται µια µικρή ανάκτηση πίεσης. 
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  ΠΕΡΙΛΗΨΗ        

         
 
         Αριθµητική µελέτη µόνιµης ροής µη Νευτώνειων                  
       ρευστών σε αξονικά συµµετρική διεύρυνση αγωγού  

 
                                           ∆ιπλωµατική Εργασία 
                                                            Της 
                                              ∆ήµητρας Φράγκου 
 

 

Έγινε η διεξαγωγή υπολογιστικής µελέτης πάνω στη µόνιµη ροή του αίµατος, 
όταν αυτό ρέει σε αγωγό µε διεύρυνση, από βιοϊατρικής πλευράς σε αρτηρία 
µε ανεύρυσµα. Μελετήθηκαν τέσσερα µοντέλα ρευστών, που συνήθως 
χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των µη νευτώνειων χαρακτηριστικών του 
αίµατος, τα Walburn-Schneck (W-S), Herschel-Bulkley (H-B), Casson και 
Quemada. 
Σε διδιάστατους, αξονικά, συµµετρικούς αγωγούς, αναπτύχθηκαν τρία 
διαφορετικά είδη υπολογιστικών πλεγµατων, η επίλυση των οποίων έγινε µε 
το λογισµικό υπολογιστικής ρευστοµηχανικής, FLUENT. ∆ώσαµε έµφαση στη 
γεωµετρία του αγωγού, γι’ αυτό και χρησιµοποιήθηκαν δύο διαφορετικοί 
διευρυµένοι αγωγοί, καθώς και στη δοµή του πλέγµατός µας, το οποίο ήταν 
µη δοµηµένο στην περιοχή της διεύρυνσης του αγωγού. 
Το εύρος των αριθµών Re που µελετήσαµε περιλάµβανε, τόσο τους 
χαµηλούς, όσο και υψηλότερους, δηλαδή η µελέτη έγινε για την περιοχή από 
Re=25 µέχρι Re=600.  
Το µήκος που απαιτούσαν τα µοντέλα Casson και Quemada για να 
διαµορφωθεί πλήρως η ροή τους, ήταν κατά πολύ µικρότερο από αυτό των 
W-S και Η-Β. ∆ιαπιστώσαµε την επίδραση του αριθµού Bi, στο µοντέλο H-B, 
πάνω στο µήκος διαµόρφωσης όταν αυτός λαµβάνει υψηλές τιµές, δηλαδή σε 
χαµηλούς Re, αντίστοιχα.  Για το νευτώνειο, µε την αύξηση του Re, οι τιµές 
του µήκους διαµόρφωσης αποκλίνουν από τις θεωρητικές τιµές, µε τις οποίες 
σχεδόν ταυτίζονται για πιο χαµηλούς Re. 
Στο διευρυµένο αγωγό, όταν υπάρχει οξεία συνένωση της κοιλότητας του 
ανευρύσµατος µε τον ευθύγραµµο αγωγό, η ροή αποκολλάται πιο γρήγορα. Η 
ζώνη ανακυκλοφορίας αυξάνεται µε τον αριθµό Re και η γραµµή 
επανακόλλησης µετατοπίζεται προς την έξοδο του µοντέλου, δηλαδή κατάντι. 
Οι διατµητικές τάσεις παρουσιάζουν τοπικό µέγιστο κοντά στην έξοδο της 
διεύρυνσης, εξαρτώµενο από τον Re, το οποίο στην περίπτωση του αγωγού 
µε καµπυλότητα είναι πιο χαµηλό και η διατµητική τοιχωµατική τάση αυξάνεται 
πιο οµαλά µέχρι αυτή την τιµή.  
 
Επιπλέον, στην έξοδο του µοντέλου χωρίς καµπυλότητα η κατανοµή της 
ταχύτητας παρουσιάζει µια ασυνέχεια σε µικρή απόσταση από το τοίχωµα, η 
οποία αποδίδεται στην τοπική επιτάχυνση του ρευστού στην οξεία συνένωση 
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του τοιχώµατος του ανευρύσµατος µε τον κυλινδρικό αγωγό. Κάτι τέτοιο δεν 
παρατηρείται τόσο έντονα όταν ο αγωγός µας έχει καµπυλότητα.  
 
Παρατηρήθηκαν µεγάλες διαφορές στον ελάχιστο απαιτούµενο Re για 
αποκόλληση της ροής για κάθε µη νευτώνειο µοντέλο ρευστού, µε κάποια 
από αυτά να µην έχουν αποκολλήθεί µέχρι και για Re=300, όπως το 
Quemada. 
Το ρευστό Quemada παρουσιάζει διαφορετική κλίση διατµητικών 
τοιχωµατικών τάσεων από τα υπόλοιπα ρευστά και δεν εµφανίζει τις υψηλές 
αρνητικές τιµές που εµφανίζουν τα υπόλοιπα ρευστά. 
Κατάντι της γραµµής επανακόλλησης, η πίεση ελαττώνεται απότοµα και εν 
συνεχεία µειώνεται γραµµικά ως την έξοδο του ευθύγραµµου κυλινδρικού 
αγωγού, όπως είναι αναµενόµενο. 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λέξεις κλειδιά: µόνιµη ροή, µη νευτώνειο, αξονοσυµµετρικός αγωγός, 
διεύρυνση, FLUENT, GAMBIT. 
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                                        ABSTRACT 
 

     Numerical flow study of non Newtonian fluids in an       

                                        axisymmetric tube dilatation 

                                           Diploma Thesis 
                                                     by 
                                             Dimitra Fragkou 

We conducted a numerical study about the steady blood flow, when it flows 
within an axisymmetric tube dialatation. The study involved four of the most 
commonly used models to describe blood’s non-newtonian characteristics, 
namely: Walburn-Schneck (W-S), Herschel-Bulkley (H-B), Casson and 
Quemada. 
In 2-D, axisymmetric, straight and enlarged tubes were developed three 
different types of numerical grids, which were solved using the commercial 
numerical code FLUENT. Firstly, we focused on the geometry of the tube, 
using two different enlarged tubes and secondly on the structure of our grid, 
which was unstructured in the area of the tube dilatation. 
We studied the range of Re numbers 25-600, including both the low as the 
higher numbers. 
The entrance length for Casson and Quemada was found much less than 
those of W-S and H-B models. We found the effect of Bi number, in H-B 
model, on the entrance length, when Bi takes high values and Re low, 
respectively, extremely important. For the Newtonian model, the values of the 
entrance length deviate from the theoretical ones, as Re increases. 
In the enlarged tube, when there is a sharp junction of the model to the exit 
straight tube, the flow deatachment happens earlier. 
The recirculation zone increases with Re and the flow reattachment line 
displaced towards the exit of the model. Wall shear stresses show high peaks 
at the distal end of the dilatation, depending on the Re, which in the case of 
the tube with curvature is lower and the increase of the value of WSS is 
smooth enough, up to thiw value. 
In addition, at the model exit the velocity profile exhibits a discontuinity a small 
distance from the wall attributed to local fluid acceleration at the sharp 
junction of the model to the exit straight tube. We don’t notice it, in such 
degree, in the case of tube with curvature. 
Great differences among models were observed in the minimum required Re 
for the flow deatachment. 
Quemada model shows different gradient of wall shear stresses and it doesn’t 
show the high negative peaks as the other models. 
Downstream of the reattachment line pressure drops abruptly and then it is 
reduced linearly in the exit straight tube, as expected. 
 

Keywords:steady flow, non-newtonian, axisymmetric tube, dilatation, 
FLUENT, GAMBIT. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

•  C header files 
 

Συνάρτηση ορισµού του µοντέλου του ρευστού Quemada 

/******************************************************************** 
     UDF for specifying quemada blood model viscosity 
********************************************************************/ 
#include "udf.h" 
double k0=4.33; 
double koo=2.07; 
double g=1.88; 
double h=0.45; 
double mf=0.0012; 
DEFINE_PROPERTY(quemada_viscosity, cell, thread) 
{ 
double x = C_STRAIN_RATE_MAG(cell,thread); 
double strain = fabs(x); 
double a = sqrt(strain/g); 
double b = 0.5*(k0 + koo*a)*h/(1+a); 
double mu_lam = mf*pow( 1.-b , -2. ); 
return mu_lam; 

 

Συνάρτηση ορισµού του  µοντέλου του ρευστού Casson 

/******************************************************************** 
      UDF for specifying casson blood model viscosity 
********************************************************************/ 
#include "udf.h" 
DEFINE_PROPERTY(casson_viscosity, cell, thread) 
{ 
double m0=0.0031; 
double t0=0.01082; 
int k=500; 
double x = C_STRAIN_RATE_MAG(cell,thread); 
double strain = fabs(x) + 0.000000001; 
double a= pow( (t0/strain) , 0.5 ); 

double b= 1. - exp(-pow((k*strain),0.5)); 
double c = pow(m0, 0.5) + (b*a); 
double mu_lam = pow( c , 2.); 
return mu_lam; 
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• FORTRAN 77 computer programs 

Αδιασατοποιήσεις 

Με το πρόγραµµα αυτό υπολογίζονται τα διδιάστατα µεγέθη που ήταν απαραίτητο να 
εισαχθούν, για να προκύψουν ροές µε τον αριθµό οµοιότητας Re, που εµείς 
επιλέγουµε. 
 

program nondimensionalization 
c 
implicit double precision (a-h,o-z) 
c 
c parameter input, d = diameter of tube, 
c  
parameter(d=0.0 13) 
c 
c 
1 write(*,*) 'Reynolds number ?' 
read(*,*) re 
c 
write(*,*) 'density ?'  

read(*,*) dens 
c 
write(*,*) 'effective viscosity ?' 
read(*,*) hm 
c 
write(*,*) 'non-newtonian model parameter ?' 
read(*,*) an 
c 
um= ((re*hm/dens)/(d**an))**(1./(2.-an)) 
c 
write(*,*) 'yielding stress ?' 
read(*,*) t0 
c 
bi= ((d/um)**an)*t0/hm 
c  

u0= um 
c 
write(*,*) '###############################' 
write(*,*) ' flow conditions ' 
write(*,*) '===============================' 
write(*,*) ' Reynolds =', re 
write(*,*) ' Bingham =', bi 
write(*,*) '###############################' 
write(*,*) ' ' 
write(*,*) ' ' 
write(*,*) ' ' 
write(*,*) '####################################### ####' 
write(*,*) ' solver inputs ' 
write(*,*) '======================================= ====' 
write(*,*) ' velocity factor =', u0write(*,*)  
write(*,*) '####################################### ####' 
c 
write(*,*) ' ' 
write(*,*) 'for another calculation press --> 0' 
read(*,*) m 
if (m .eq. 0) goto 1 
c 
stop 
end 
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Με το παρακάτω πρόγραµµα υπολογίζονται οι ταχύτητες και το µεταβλητό ιξώδες 
αναφοράς των µη νευτώνειων µοντέλων ρευστών W-S και Η-Β. 

program v_calculation 
c 
implicit double precision (a-h,o-z) 
c 
parameter(d=0.0 13) 
c 
1 write(*,*) 'Reynolds number ?' 
read(*,*) re 
c 
write(*,*) 'density ?' 
read(*,*) dens 
c 
write(*,*) 'effective viscosity ?' 
read(*,*) hm 
c 
write(*,*) 'non-newtonian model parameter ?' 
read(*,*) an 
c 
um= ((re*hm/dens)/(d**an))**(1./(2.-an)) 
c 
hmref=hm*((um/d)**(an-1.)) 
c 
write(*,*) '####################################### ####' 
write(*,*) ' reference values ' 
write(*,*) '======================================= ====' 
write(*,*) ' viscosity reference =', hmref 
write(*,*) ' velocity reference =', um 
write(*,*) '####################################### ####' 
c 
write(*,*) ' ' 
c 
write(*,*) 'for another calculation press --> 0' 
read(*,*) m 
if (m .eq. 0) goto 1 
c 
stop 
end  


