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Σε αυτή τη διπλωµατική εργασία παρουσιάζουµε την αναλυτική απόδειξη του Θε-
ωρήµατος των Πρώτων Αριθµών. Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη ιστορική
αναδροµή που ξεκινά απ᾿ το 18ο αιώνα και καταλήγει στο Riemann, που εισήγαγε τα
ϐασικά αναλυτικά εργαλεία, και στις πρώτες αναλυτικές αποδείξεις των Hadamard
και de la Vallée Poussin. Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφερόµαστε σ᾿ ορισµένα σηµαν-
τικά αποτελέσµατα της Θεωρίας Αριθµών πάνω στ᾿ οποία ϐασίζεται η απόδειξη της
απειρίας των πρώτων. Στο τρίτο κεφάλαιο αναπτύσσεται η ϑεωρία της συνάρτησης ζ
του Riemann. Καταλήγουµε στη ϱητή έκφραση που συνδέει τα µηδενικά της συνάρ-
τησης ζ και τους πρώτους αριθµούς (συγκεκριµένα τη συνάρτηση ψ(x)). Το τέταρτο
κεφάλαιο αποτελεί τον πυρήνα της εργασίας, καθώς είναι αυτό που πραγµατεύεται
την αναλυτική απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών. Στα παραρτήµατα
παρατίθενται ϐασικά εργαλεία για την απόδειξη του κεντρικού ϑεωρήµατος : ο συµ-
ϐολισµός του Landau, χρήσιµα αποτελέσµατα της Μιγαδικής Θεωρίας Συναρτήσεων,
οι συναρτήσεις Γάµµα και Βήτα του Euler, οι αριθµοί και τα πολυώνυµα Bernoulli,
ο µετασχηµατισµός Mellin και η Θεωρία Αριθµητικών Συναρτήσεων.

Λέξεις κλειδιά

πρώτοι αριθµοί, συνάρτηση ζ, Θεώρηµα Πρώτων Αριθµών, αναλυτική απόδειξη Θε-
ωρήµατος Πρώτων Αριθµών, Riemann, π(x), ψ(x), µετασχηµατισµός Mellin
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In this essay we present the analytic proof of the Prime Number Theorem. In
the first chapter, we make a short historical overview which begins from the 18th
and ends in the 19th century with Riemann, who introduced the basic analytic
tools, and the first analytic proofs of Hadamard and de la Vallée Poussin. In the
second chapter, we refer to some important results from the theory of numbers
upon which the proof of the infinity of primes is founded. In the third chapter,
the theory of Riemann’s zeta function (ζ function) is developed. We conclude
with the explicit formula which connects the zeros of ζ function and the prime
numbers (specifically, the function ψ(x)).The fourth chapter is the main chapter
of the essay, which discusses the analytic proof of the Prime Number Theorem.
In the appendices we present basic tools which are useful for the proof of the
main theorem: the Landau Symbols, useful complex function theoretic results,
Euler’s Gamma and Beta Functions, Bernoulli numbers and polynomials, Mellin
Transform and Theory of Arithmetical Functions.

Key words

prime numbers, ζ function, Prime Number Theorem, analytic proof of the Prime
Number Theorem, Riemann, π(x), ψ(x), Mellin transform



Πρόλογος

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία ϑ᾿ ασχοληθούµε µε την Αναλυτική Θεωρία
Αριθµών και συγκεκριµένα µε την αναλυτική απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων
Αριθµών. Η Αναλυτική Θεωρία Αριθµών ασχολείται µε τις ιδιότητες των αριθµών
ακολουθώντας αναλυτικές µεθόδους (είτε πραγµατικές είτε µιγαδικές). Το Θεώρηµα
των Πρώτων Αριθµών µελετά τη συχνότητα εµφάνισης των πρώτων µες στο σύνολο
των ϕυσικών αριθµών. Βάσει του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της Αριθµητικής κάθε
αριθµός µπορεί να γραφεί σε γινόµενο δυνάµεων πρώτων. ΄Ετσι είναι προφανής η ση-
µασία του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών, καθώς, µε την απόδειξή του, µπορούµε
να προβούµε σε συµπεράσµατα για συγκεκριµένες κλάσεις ϕυσικών αριθµών.

Η διπλωµατική εργασία διαρθρώνεται σε τέσσερα κεφάλαια κι έξι παραρτήµατα.
Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη ιστορική αναδροµή που ξεκινά απ᾿ το

18ο αιώνα µε τον Euler και περνά µες απ᾿ το έργο σηµαντικών µορφών της Μαθη-
µατικής Επιστήµης, όπως ο Gauss, ο Legendre, ο Riemann κ.α. Το έργο, δε, του
Riemann αποτελεί τη ϐάση για τη µετέπειτα εργασία των Hadamard και de la Vallée
Poussin που απέδειξαν πρώτοι το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών.

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφερόµαστε σ᾿ ορισµένα σηµαντικά αποτελέσµατα της
Θεωρίας Αριθµών πάνω στ᾿ οποία ϐασιζεται η απόδειξη της απειρίας των πρώτων.

Στο τρίτο κεφάλαιο αναπτύσσεται η ϑεωρία της συνάρτησης ζ του Riemann που
κατέχει κεντρικό ϱόλο στη σύνδεση της Θεωρίας Αριθµών µε τη Μαθηµατική Ανά-
λυση µέσω της Θεωρίας των Μιγαδικών Συναρτήσεων. Αναφέρεται η µεροµορφική
συνέχιση της ζ σ᾿ ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο και ϐασικές ιδιότητές της, κατα-
λήγοντας στη ϱητή έκφραση µεταξύ των µηδενικών της ζ και των πρώτων αριθµών
(συγκεκριµένα της συνάρτησης ψ(x)).

Το τέταρτο κεφάλαιο αποτελεί τον πυρήνα της παρούσας εργασίας, καθώς είναι
αυτό που πραγµατεύεται την αναλυτική απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθ-
µών. Βασικό µας εργαλείο αποτελεί ο ολοκληρωτικός µετασχηµατισµός του Mellin.

Στα παραρτήµατα παρατίθενται ϐασικά εργαλεία για την απόδειξη του κεντρι-
κού ϑεωρήµατος. Συγκεκριµένα ασχολούµαστε κατά σειρά µε το συµβολισµό του
Landau, χρήσιµα αποτελέσµατα της Μιγαδικής Θεωρίας Συναρτήσεων, τις συναρ-
τήσεις Γάµµα και Βήτα του Euler, τους αριθµούς και τα πολυώνυµα Bernoulli, το
µετασχηµατισµό Mellin και τη Θεωρία Αριθµητικών Συναρτήσεων.

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον κ. Ιωάννη Σαραντόπουλο, Αν. Καθηγητή της Σχο-
λής Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών ΕΜΠ, για την ευκαιρία
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νω τις µαθηµατικές µου γνώσεις. Τον ευχαριστώ ιδιαιτέρως για την εµπιστοσύνη που
µου έδειξε κατά τη διάρκεια της εκπόνησης της παρούσας διπλωµατικής εργασίας.
Παράλληλα, οφείλω ευχαριστίες στον κ. Ηλία Γλύτση, Καθηγητή της Σχολής Ηλε-
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ΕΜΠ, που δέχτηκαν να συµµετάσχουν στην τριµελή επιτροπή. Τέλος ϑα ήθελα να
ευχαριστήσω το Θεοδόση Παπαδηµητρόπουλο για τις συµβουλές, τη στήριξη και τη
συµπαραστάση που µου πρόσφερε κατά την προσπάθειά µου.

Αθήνα, 14 Ιουλίου 2011



Περιεχόµενα

Πρόλογος v

Περιεχόµενα vi

Κατάλογος Εικόνων ix

Συµβολισµός και Ορολογία xi

1 Ιστορική αναδροµή 1

1.1 Τα πρώτα ϐήµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Η συνεισφορά του Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Οι αποδείξεις του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών . . . . . . . . . . 7

2 Γενικές ιδιότητες των πρώτων αριθµών 9

2.1 ∆ιαιρετότητα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Πρώτοι Αριθµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 Συνάρτηση ζ του Riemann και πρώτοι αριθµοί 17

3.1 Αναλυτική συνέχιση της συνάρτησης ζ . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2 Περαιτέρω ιδιότητες της συνάρτησης ζ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3 Ρητή έκφραση µεταξύ των µηδενικών της ζ(s) και των πρώτων αριθµών 29

4 Αναλυτική Απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών 31

4.1 Το πλάνο της απόδειξης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 Ισοδυναµία των ασυµπτωτικών σχέσεων ψ(x) ∼ x και π(x) ∼ x/ lnx . 33
4.3 Λήµµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.4 Αναπαράσταση του ψ1(x)/x2 µε επικαµπύλιο ολοκλήρωµα . . . . . . 41
4.5 ΄Ανω όρια για τη |ζ ′(s)| και |ζ(s)| κοντά στην ευθεία σ = 1 . . . . . . . 48
4.6 Ο µη µηδενισµός της ζ(s) πάνω στη γραµµή σ = 1. . . . . . . . . . . 50

4.7 Ανισότητες για τα
∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣ και ∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.8 Ολοκλήρωση της απόδειξης του ϑεωρήµατος των πρώτων αριθµών. . . 53



viii ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

Α΄ Ο συµβολισµός Landau 57
Α΄.1 Το µεγάλο Ο του Landau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Α΄.1.1 Ιδιότητες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Α΄.2 Το µικρό ο του Landau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
Α΄.3 Ασυµπτωτική σχέση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Β΄ Χρήσιµα αποτελέσµατα της Μιγαδικής Ανάλυσης 63

Γ΄ Τα ολοκληρώµατα του Euler. Οι συναρτήσεις Γαµµα και Βήτα. 67

∆΄ Αριθµοί Bernoulli 85
∆΄.1 Ο αντίστροφος του τελεστή των διαφορών . . . . . . . . . . . . . . . . 85
∆΄.2 Αριθµοί Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
∆΄.3 Ο συµβολικός υπολογισµός του E.Lucas . . . . . . . . . . . . . . . . 88
∆΄.4 Υπολογισµός χρήσιµων δυναµοσειρών µε τη ϐοήθεια των αριθµών Ber-

noulli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Ε΄ Ο Μετασχηµατισµός Mellin 91
Ε΄.1 Βασικές Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Mellin . . . . . . . . . . . . . 92

ϝ΄ Στοιχεία Θεωρίας Αριθµητικών Συναρτήσεων 93
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Συµβολισµός και Ορολογία

• C– το µιγαδικό επίπεδο

• C = C∪{∞}– το επεκτεταµένο ή αλλιώς συµπαγοποιηµένο µιγαδικό επίπεδο

• <– πραγµατικό µέρος

• =– ϕανταστικό µέρος

• arg– όρισµα

• z– ο συζυγής του z

• f ′– παράγωγος της f

• f (k)– παράγωγος k-τάξεως της f

• exp– εκθετική συνάρτηση

• ln– µιγαδικός λογάριθµος

• Ln– κύριος ή πρωτεύον κλάδος λογαρίθµου

• γ– καµπύλη

• L(γ)– µήκος της καµπύλης

•
∫
γ f (z) dz– επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f πάνω στη καµπύλη γ

•
∮
γ f (z) dz– επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της f πάνω στη κλειστή καµπύλη γ

• Res (f, z0)– ολοκληρωτικό υπόλοιπο της f στο z0

• B– συνάρτηση ϐήτα του Euler

• Γ– συνάρτηση γάµµα του Euler

• ζ– συνάρτηση Ϲήτα του Riemann

• π(x) = card{p : p ≤ x και p πρώτος}

• li(x) =
∫ x

2
dt
ln t
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• Λ(n)– συνάρτηση του Mangoldt

• µ(n)– συνάρτηση του Möbius

• ψ(x) =
∑

n≤x Λ(n)

• θ(x) =
∑

p≤x ln p– συνάρτηση Chebyshev

• ψ1(x) =
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1 ψ(t)dt
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Κεφάλαιο 1

Ιστορική αναδροµή

Η ϐασική µας αναφορά σ᾿ αυτή την ενότητα είναι το σύγγραµµα [9, σελ. 1 - 38].
Συµβουλευθήκαµε επίσης το [12, σελ. 370 - 389].

1.1 Τα πρώτα ϐήµατα

Το 1737, ο L. Euler1απέδειξε ότι το άθροισµα των αντίστροφων των πρώτων αριθ-
µών:
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+ · · · (1.1)

είναι µια αποκλίνουσα σειρά. ΄Ετσι, κατάφερε να δείξει όχι µόνο ότι υπάρχουν
άπειροι το πλήθος πρώτοι αριθµοί, αλλά κι ότι αυτοί είν᾿ αρκετά πυκνοί στο σύνολο
των ακεραίων αριθµών. Στη συνέχεια, ϐασιζόµενος στην απόκλιση της σειράς (1.1),
ο Euler δείχνει πως, καθώς η σειρά:
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αποκλίνει όπως ο λογάριθµος κι η σειρά (1.1) αποκλίνει σαν τον λογάριθµο της
(1.2)2, έτσι κι η σειρά (1.1) ϑα πρέπει ν᾿ αποκλίνει σαν το λογάριθµο του λογαρίθµου,
δηλαδή:
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1Leonhard Euler (15 Απριλίου 1707-18 Σεπτεµβρίου 1783) Ελβετός µαθηµατικός και
ϕυσικός. ΄Ενας εκ των ϑεµελιωτών του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισµού.Επίσης,
σ᾿ αυτόν οφείλονται πολλοί απ᾿ τους µοντέρνους ορισµούς και συµβολισµούς, ιδιαίτερα στη
µαθηµατική ανάλυση. Σηµαντικό υπήρξε το έργο του και στη Μηχανική. ΄Οσον αφορά
τη Θεωρία Αριθµών, είναι αυτός που ανακάλυψε τη συναρτησιακή εξίσωση της συνάρτησης
Ζήτα, που συνήθως αποδίδεται στον Riemann [22, σελ. 102-115]

2 Ισχύει ότι :
∫∞
1

dx
x = log(+∞)− log(1) = +∞− 0 = +∞ και

∑+∞
n=1

1
n = O

(∫ +∞
1

dx
x

)
3Η σχέση αυτή δεν είναι προφανής. Πρόκειται για µια αναδιατύπωση του ϑεωρήµατος

των πρώτων αριθµών. Παραπέµπουµε στο [24, σελ. 278] για την απόδειξη της σχέσης µε
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όπως ο ίδιος συµβόλισε. Μια προφανής ερµηνεία της παραπάνω αναπαράστασης
είναι : ∑

p<x

1

p
∼ ln(lnx) (x→∞), (1.4)

όπου η αριστερή πλευρά δηλώνει το άθροισµα όλων των πρώτων αριθµών πού᾿ ναι
µικρότεροι ενός αριθµού x.

Επιπλέον, είναι χρήσιµο ν᾿ αναφερθεί για λόγους που ϑα γίνουν κατανοητοί
παρακάτω, ότι :

ln(lnx) =

∫ lnx

1

du

u
=

∫ x

e

dv

v ln v
, 4 (1.5)

Στη συνέχεια ο Gauss5 αναφέρει σε γράµµα του 1849 πως είχε παρατηρήσει απ᾿
το 1792 ότι η πυκνότητα των πρώτων αριθµών είναι κατά µέσο όρο 1

lnx , ενώ κατά
το 1800 ο Legendre6 εκδίδει το Theorie de Nombres, όπου αναφέρει, όµοια µε τον
Gauss, ότι η πυκνότητα των πρώτων αριθµών έχει τη µορφή:

π(x) ∼ x

A lnx+B
, (1.6)

µε τα Α, Β αριθµούς που ο ίδιος υπολογίζει εµπειρικά µε τη ϐοήθεια πινάκων πρώτων
αριθµών.

Τα πρώτα σηµαντικά αποτελέσµατα πέρα απ᾿ τον Euler επιτεύχθηκαν απ᾿ τον
Chebyshev γύρω στο 1850. Ο Chebyshev7 απέδειξε ότι

0, 89

∫ x

2

dt

ln t
< π(x) < 1, 11

∫ x

2

dt

ln t
, (1.7)

µε x οσοδήποτε µεγάλο ή, µ᾿ άλλα λόγια, ότι το σχετικό σφάλµα στην προσέγγιση

π(x) ∼
∫ x

2

dt

ln t
, (1.8)

όπου π(x) ο αριθµός των πρώτων αριθµών που είναι µικρότεροι του x, είναι µικρότε-
ϱο του 11%. Εν συνεχεία, απέδειξε ότι η παραπάνω προσέγγιση είναι καλύτερη απ᾿
την προσέγγιση (1.6) του Legendre καθώς κι ότι αν ο λόγος του π(x) προς το

∫ x
2

dt
ln t

στοιχειώδεις µεθόδους.
4Ισχύει ότι : ln(lnx) = ln(lnx)− 0 = ln(lnx)− ln 1 = lnu|ln x

1 =
∫ ln x

1
du
u . Με την αλλαγή

µεταβλητής v = lnu η σχέση γίνεται
∫ x

e
dv

v ln v .
5Johann Carl Friedrich Gauss (30 Απριλίου 1777-23 Φεβρουαρίου 1855) Γερµανός µα-

ϑηµατικός που συνεισέφερε σε πολλά µαθηµατικά πεδία, όπως τη Θεωρία Αριθµών, τη Στατι-
στική, την Ανάλυση, η ∆ιαφορική Γεωµετρία και την Αναλυτική Μηχανική. Υπήρξε δάσκαλος
του Riemann.

6Adrien Marie Legendre, 1752 - 1833. Σηµαντικός Γάλλος Μαθηµατικός. Ασχολήθηκε
µε τη Θεωρία Αριθµών, τη Θεωρία Ελλειπτικών Συναρτήσεων και την Αναλυτική Μηχανική.

7Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821 - 1894. Ρώσος µαθηµατικός. Ασχολήθηκε µε τη
Θεωρία Προσεγγίσεων και τη Θεωρία Αριθµών.
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προσεγγίζει κάποιο όριο καθώς το x τείνει στο άπειρο, τότε η τιµή αυτού του ορίου
δεν µπορεί παρά να είναι 1. Είναι ϕανερό ότι ο Chebyshev ϑέλησε ν᾿ αποδείξει ότι η
(1.8) πλησιάζει στο 0 καθώς το x τείνει στο άπειρο, κάτι το οποίο, όµως, αποδείχθηκε
50 χρόνια µετά µε το γνωστό ϑεώρηµα των πρώτων αριθµών.

1.2 Η συνεισφορά του Riemann

Η πραγµατική συνεισφορά του Riemann το 1859, που είναι άµεσα συσχετισµένη
µε την οµώνυµη συνάρτηση ζ, δεν είναι τόσο στ᾿ αποτελέσµατά του, όσο στις µεθόδους
του. Το ϐασικό αποτέλεσµα της δηµοσίευσής του Über die Anzahl der Primzahlen

unter einer gegebenen Größe (µετ. Περί του πλήθους των πρώτων αριθµών που κείν-

ται υπό ενός δοθέντος µεγέθους), που έχει αναδηµοσιευθεί µεταφρασµένη στο [27],
ήταν η έκφραση του π(x) ως άθροισµα µιας απειροσειράς, η οποία έχει ως κύριο όρο
το
∫ x

2
dt
ln t . Παρ᾿ όλα αυτά, η απόδειξη του Riemann ήταν ανεπαρκής. Κατά ϐάση, δεν

ήταν διόλου ξεκάθαρο απ᾿ τις υποθέσεις του Riemann ότι η σειρά αυτή συγκλίνει,
κι ακόµα λιγότερο ότι ο όρος

∫ x
2

dt
ln t κυριαρχεί έναντι των άλλων για µεγάλες τιµές

του x. Απ᾿ την άλλη µεριά, οι µέθοδοι του Riemann, που περιελάµβαναν τη µελέτη
της συνάρτησης ζ σα συνάρτηση µιγαδικής µεταβλητής, τη µελέτη των σηµείων µη-
δενισµού της ζ, αντιστροφή κατά Fourier και κατά Möbius και την αναπαράσταση
συναρτήσεων όπως η π(x) µε αναλυτικούς τύπους έπαιξαν σηµαντικό ϱόλο στην έξέ-
λιξη της ϑεωρίας. Αυτή η ενοποίηση αριθµητικών και µιγαδικών µεθόδων απαιτούσε
τη συµβολή του Riemann ως ενός εκ των ιδρυτών της Μιγαδικής Ανάλυσης ώστε να
περαιωθεί.

Η συνάρτηση ζ εισήχθηκε πρώτη ϕορά απ᾿ τον Euler. Επι της ουσίας, ο Euler
κατέληξε στην παρακάτω σχέση∑ 1

ns
=
∏
p

1(
1− 1

ps

) (1.9)

όπου το n διάτρέχει όλους τους ϑετικούς ακεραίους, n ∈ N ενώ το p όλους τους
πρώτους αριθµούς (p = 2, 3, 5..). Η σχέση αύτή συνέδεσε την Ανάλυση (τη ϑεωρία
απειροσειρών), µέσω της συνάρτησης ζ, µε τους πρώτους αριθµούς. Ο Euler χρη-
σιµοποίησε την παραπάνω σχέση για s ακέραιο. Ο Dirichlet8, απ᾿ την άλλη, που
ϐάσισε επίσης τη δουλειά του στον τύπο του Euler, χρησιµοποίησε τη σχέση αυτή µε
s πραγµατικό και κατάφερε ν᾿ αποδείξει ότι ισχύει για s > 1. Χρησιµοποιώντας µια
γενίκευση της συνάρτησης ζ(s), τις σειρές Dirichlet, κατάφερε ν᾿ αποδείξει ότι σε κά-
ϑε αριθµητική πρόοδο υπό αρκετά γενικές προϋποθέσεις οι πρώτοι που περιέχονται
είναι άπειροι. Κάθε σειρά Dirichlet είναι ο διακριτός µετασχηµατισµός κατά Mellin

8Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Γερµανός µαθηµατικός, 1805 - 59. ΄Επαιξε
σηµαντικό ϱόλο σε πολλούς τοµείς των σύγχρονων Μαθηµατικών. Εφάρµοσε αναλυτικές µε-
ϑόδους σε ερωτήµατα της Θεωρίας Αριθµών. Ασχολήθηκε επίσης µε την Αρµονική Ανάλυση,
τη Μαθηµατική Φυσική κ.α.
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ενός χαρακτήρα πάνω στους ϕυσικούς αριθµούς9.
Μερικά χρόνια αργότερα, ο Riemann, εκκινώντας απ᾿ την (1.9), ανακάλυψε µια

στενή σχέση µεταξύ της συνάρτησης ζ και της ασυµπτωτικής κατανοµής των πρώτων
αριθµών. Ο Riemann, όντας ένας απ᾿ τους ιδρυτές της ϑεωρίας της Μιγαδικής Ανά-
λυσης, δεν µπορούσε παρά να ϑεωρήσει το s ως µιγαδική µεταβλητή. Είναι εύκολο
ν᾿ αποδειχθεί ότι κ᾿ οι δυο πλευρές της σχέσης του Euler συγκλίνουν για µιγαδική
τιµή του s τέτοια ώστε <s > 110, ο Riemann δεν έµεινε, όµως, µόνο σ᾿ αυτό, αλλά
απέδειξε ότι, παρ᾿ όλο που κ᾿ οι δυο πλευρές της (1.9) αποκλίνουν για διαφορετικές
τιµές του s, η συνάρτηση την οποία ορίζουν συνεχίζεται αναλυτικά σ᾿ όλο το µιγαδικό
επίπεδο, µ᾿ εξαίρεση το σηµείο s = 1, όπου έχει έναν απλό πόλο. Για ν᾿ αποδείξει τα
παραπάνω ο Riemann ϐασίστηκε στο ολοκλήρωµα του Euler

n! =

∫ ∞
0

e−xxndx (1.10)

όπου (n = 1, 2, 3, · · · ). Τ᾿ ολοκλήρωµα αυτό συγκλίνει για µη ακέραιες τιµές του
n , υπό την προϋπόθεση ότι n > −1. Για την απόδειξη της παραπάνω σχέσης,
παραπέµπουµε στο ϑεώρηµα Γ΄.1. Πιο συγκεκριµένα, ο Riemann χρησιµοποίησε
την αναπαράσταση που εισήγαγε ο Gauss για το παραπάνω ολοκλήρωµα:

Π(s) =

∫ ∞
0

e−xxsdx, s > −1, 11 (1.11)

όπου η Π(s) ορίζεται για όλους τους µιγαδικούς αριθµούς µε <s > −1 και Π(s) = s!
όταν το s είναι ϕυσικός αριθµός. Ο Riemann αντικατέστησε στη ϑέση του x το nx
στην εξίσωση (1.11) για Π(s− 1) κι έτσι έφτασε στη σχέση:∫ ∞

0
e−nxxs−1dx =

Π(s− 1)

ns
, s > 0, n ∈ N12 (1.12)

Στη συνέχεια άθροισε τη σχέση (1.12) για όλα τα n και µε χρήση της γεωµετρική
σειράς :

∞∑
n=1

r−n = (r − 1)−1

κατέληξε στη σχέση:∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx = Π(s− 1)

∞∑
n=1

1

ns
, s > 1 (1.13)

9Συµβουλευθείτε το [32, κεφ. ΙΙ.1]
10∑ 1

na ,+∞, ∀a > 1 ϐάσει του ολοκληρωτικού λογισµού.
11Παρατηρούµε εδώ ότι Π(s) = Γ(s + 1), για s ϕυσικό αριθµό και Γ(s + 1) τη γνωστή

συνάρτηση Γάµµα. Οι σχέσεις (1.10) και(1.11) αποδεικνύονται στο (Γ΄.3) του παραρτήµατος
(Γ΄).

12Πάλι εδώ πρόκειται για µια ιδιότητα της συναρτήσεως Γάµµα, που αποδεικνύεται στο
παράρτηµα (Γ΄), ϑεώρηµα (Γ΄.3) µε τη διαφορά ότι επεκτείνουµε την ιδιότητα στο σύνολο των
µιγαδικών αριθµών.
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ℜz

ℑz

Εικόνα 1.1: Ο δρόµος ολοκλήρωσης για το ολοκλήρωµα
∫ +∞

+∞
(−x)s

ex−1
dx
x

Η συγκλιση του παραπάνω ολοκληρώµατος κι η εναλλαγή της άθροισης µε την ολο-
κλήρωση είν᾿ εύκολο ν᾿ αποδειχθούν.13

Στη συνέχεια ϑεώρησε το παρακάτω ολοκλήρωµα:

∫ +∞

+∞

(−x)s

ex − 1

dx

x
(1.14)

Τα όρια ολοκλήρωσης δείχνουν ένα µονοπάτι που ξεκινά απ᾿ το +∞, διατρέχει τον
πραγµατικό άξονα προς τ᾿ αριστερά, περιελίσσεται αντίθετα απ᾿ τη ϕορά των δεικτών
του ϱολογιού γύρω απ᾿ την αρχή των αξόνων µια ϕορά κι επιστρέφει απ᾿ τον πραγµατι-
κό άξονα προς το +∞. Το (−x)s προσδιορίζεται απ᾿ τη σχέση (−x)s = exp[s ln(−x)],
όπου το ln(−x) ορίζεται ως ο κλάδος του µιγαδικού λογαρίθµου που είναι πραγµα-
τικός για πραγµατικά z µε z που δε ϐρίσκονται στον αρνητικό πραγµατικό άξονα.
Εποµένως το (−x)s δεν ορίζεται στο ϑετικό πραγµατικό άξονα, άρα το µονοπάτι ϑα
ϐρίσκεται λίγο πάνω απ᾿ τον πραγµατικό άξονα στη διαδροµή απ᾿ το +∞ στο 0 και
λίγο κάτω απ᾿ τον πραγµατικό άξονα στην αντίθετη διαδροµή (δείτε την εικόνα 4.2).

Το παραπάνω ολοκλήρωµα γράφεται στη µορφή

∫ δ

+∞

(−x)s

ex − 1

dx

x
+

∫
|x|=δ

(−x)s

ex − 1

dx

x
+

∫ +∞

δ

−xs

ex − 1

dx

x
(1.15)

όπου ο µεσαίος όρος είναι 2πi ϕορές τη µέση τιµή της ποσότητας (−x)s(ex − 1)s

πάνω στον κύκλο |x| = δ 14. Εποµένως, ο µεσαίος όρος προσεγγίζει το µηδέν καθώς
δ → 0 υπό την προὐπόθεση ότι s > 1 15. Οι άλλοι δυο όροι µπορούν να συνδυαστούν

13Παραπέµπουµε στο [15, σελ.521]
14Καθώς στον κύκλο αυτό ισχύει idθ = (dx/x)
15Επειδή το x(ex − 1)−1 έχει άρσιµο ανωµάλια στο x = 0
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και να δώσουν ∫ +∞

+∞

(−x)s

ex − 1

dx

x
= lim

s→0

{∫ δ

+∞

exp[s(lnx− iπ)]dx

(ex − 1)x

}
+

+ lim
s→0

{∫ +∞

δ

exp[s(lnx+ iπ)]dx

(ex − 1)x

}
=

= (eiπs − e−iπs)
∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx (1.16)

Η σχέση αυτή συνδυαζόµενη µε την (1.11) δίνει∫ +∞

+∞

(−x)s

ex − 1

dx

x
= 2i sin(πs)Π(s− 1)

+∞∑
n=1

1

ns
(1.17)

Στο σηµείο αυτό ας αναφέρουµε την παρακάτω ταυτότητα για τη συνάρτηση Π(s):

πs

Π(s)Π(−s)
= sinπs.16 (1.18)

Με τη χρήση της ταυτότητας αυτής, η εξίσωση (1.17) γίνεται

Π(−s)
2πi

∫ +∞

+∞

(−x)s

ex − 1

dx

x
=

∞∑
n=1

1

ns
(1.19)

Μ᾿ άλλα λόγια, η ζ(s) ορίζεται απ᾿ τον τύπο

ζ(s) =
Π(−s)

2πi

∫ +∞

+∞

(−x)s

ex − 1

dx

x
. (1.20)

Για πραγµατικές τιµές του s µεγαλύτερες του ένα, η ζ(s) ισούται µε την απειροσειρά

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns
(1.21)

Παρ᾿ όλα αυτά, η σχέση (1.20) ισχύει για όλες τις τιµές του s. Ουσιαστικά, εφ᾿ όσον τ᾿
ολοκλήρωµα της (1.20) συγκλίνει για όλες τις τιµές του s, είτε πραγµατικές είτε µι-
γαδικές, 17 και καθώς η συνάρτηση που ορίζει είναι µιγαδική αναλυτική συνάρτηση
18 η συνάρτηση ζ(s) της (1.20) ορίζεται κ᾿ είναι αναλυτική σ᾿ όλα τα σηµεία, µε µόνη
πιθανή εξαίρεση στα σηµεία s ∈ N, δηλαδή στους πόλους της Π(−s). Απ᾿ την άλλη,

16 Καθώς Π(s) = Γ(s + 1) και π(−s) = Γ(1 − s), µε ϐαση τις ιδιότητες της συνάρτησης
Γάµµα σε συνδυασµό µε τη συναρτησιακή εξίσωση της Γάµµα, που αποδεικνύονται στο
παράρτηµα Γ΄,Γ΄.3 καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.

17Η σύγκλιση ισχύει, διότι το ex µεγαλώνει ταχύτερα απ᾿ τον όρο xs όταν το x τείνει στο
άπειρο

18Η συνάρτηση είναι αναλυτική, καθώς η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε συµπαγή χωρία.
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η εξίσωση (1.21) δείχνει ότι η ζ(s) δεν έχει πόλους στα σηµεία s = 2, 3, 4, .. 19 κι ότι
lims→1 ζ(s) =∞ καθώς s ↓ 1, άρα η ζ(s) έχει έναν απλό πόλο στο s = 1. Εποµένως,
η σχέση (1.21) ορίζει µια συνάρτηση ζ(s) που είναι αναλυτική σ᾿ όλα τα σηµεία του
µιγαδικού επιπέδου, εκτός µόνο του σηµείου s = 1 όπου έχει απλό πόλο. Αυτή
η συνάρτηση ταυτίζεται µε την

∑
n−s για πραγµατικές τιµές του s > 1 και, στην

ουσία, µέσω της αναλυτικής συνέχισης, σ᾿ όλο το µιγαδικό ηµιεπίπεδο Res > 1. Η
παραπάνω συνάρτηση είναι γνωστή ως η συνάρτηση Ϲήτα του Riemann.

Τέλος, ϑα πρέπει να γίνει µια αναφορά στην υπόθεση του Riemann. Στην
έρευνα που δηµοσίευσε το 1859, αναφέρει ότι είναι πολύ πιθανό όλα τα µιγαδικά
σηµεία µηδενισµού της συνάρτησης ζ να έχουν πραγµατικό µέρος ίσο µε 1

2 , κάτι το
οποίο είναι γνωστό ως η υπόθεση Riemann. Ο ίδιος ο Riemann δεν κατάφερε να τ᾿
αποδείξει. Το 1900 ο Hilbert εισήγαγε την υπόθεση στην περίφηµη λίστα του άλυτων
τότε προβληµάτων που, κατά τη γνώµη του, ϑα όριζαν στη συνέχεια τις εξελίξεις
στη µαθηµατική έρευνα20. Πρόκειται για ένα απ᾿ τα πιο σηµαντικά προβλήµατα
στα µαθηµατικά, που δεν έχουν λυθεί και που εξακολουθεί να κινεί το ενδιαφέρον
της µαθηµατικής κοινότητας. Για περισσότερες πληροφορίες σ᾿ αυτό το σηµαντικό
κοµµάτι της σύγχρονης έρευνας παραπέµπουµε στο εγχειρίδιο [6].

1.3 Οι αποδείξεις του Θεωρήµατος των Πρώτων
Αριθµών

Τα τελευταία 20 χρόνια του 19ου αιώνα σηµειώθηκαν σηµαντικές εξελίξεις στη
Θεωρία των Μιγαδικών Συναρτήσεων µ᾿ αποτέλεσµα να ξαναεκδηλωθεί ενδιαφέρον
για την ασυµπτωτική κατανοµή των πρώτων και την εργασία του Riemann. Το 1896,
ξέχωρα ο ένας απ᾿ τον άλλο, ο Hadamard21 κι ο de la Vallée Poussin22 απέδειξαν το
Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών.

Κ᾿ οι δυο τους ξεκίνησαν απ᾿ το µη µηδενισµό της ζ(s) πάνω στην ευθεία <s = 1.
Ο Hadamard, όπως ο ίδιος αναφέρει, χρησιµοποίησε ϑεµελιωδώς το παραγοντικό

ανάπτυγµα της ζ(s) πάνω στα µηδενικά της ϐασιζόµενος στην εργασία του Weier-

19Με λίγα λόγια, τ᾿ ολοκλήρωµα της εξίσωσης (1.20) ϑα πρέπει να ᾿χει κάποιο µηδενισµό
που ακυρώνει τον πόλο της Π(s) σ᾿ αυτά τα σηµεία, όπως προκύπτει άµεσα απ᾿ το ϑεώρηµα
του Cauchy.

20Τα προβλήµατα ήταν 23 τω αριθµώ και δέκα εξ αυτών παρουσιάστηκαν απ᾿ τον Hilbert το
ίδιο έτος στο ∆ιεθνές Μαθηµατικό Συνέδριο στη Σορβόννη. Από τα 23 αυτά προβλήµατα όλα
εκτός τεσσάρων (συµπεριλαµβανοµένης της υπόθεσης του Riemann) έχουν λυθεί πλήρως ή
µερικώς µε ϑετικό ή αρνητικό τρόπο.

21Jacques Salomon Hadamard, 1865 - 1963. Γάλλος µαθηµατικός. Θεµελιωτής της
σύγχρονης Θεωρίας Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων και µε σηµαντικές συνεισφορές στη
Θεωρία Αριθµών, στη ∆ιαφορική Γεωµετρία κ.α.

22Charles-Jean Étienne Gustave Nicolas de la Vallée Poussin, 1866 - 1962. Βέλγος
µαθηµατικός.
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strass23. Ο de la Vallée Poussin ϐασίστηκε σηµαντικά στη σχέση:

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

∑
n∈N

∫ 1

0

x

(x+ n)s+1
dx

επιτυγχάνοντας έτσι την αναλυτική συνέχιση της ζ(s). Εν τέλει απέδειξε την ασυµ-
πτωτική σχέση:

θ(x) =
∑
p≤x

ln p = (1 + o(1))x

γνωρίζοντας την ισοδυναµία της µ᾿ αυτή για την π(x) απ᾿ την εργασία του Chebyshev.
Το 1898 ο Mertens24 µ᾿ έναν ευφυή τρόπο που αναπαράγουµε και στην παρούσα

διπλωµατική, απλοποίησε την απόδειξη για το µη µηδενισµό της ζ(s) πάνω στην
ευθεία <s = 1. Αργότερα ο Hardy25 κι ο Littlewood26 απλοποίησαν από κοινού
περαιτέρω την απόδειξη του Θεωρήµατος των Πρώτων Αριθµών.

Το 1948 ο Selberg27 κι ο Erdös28 απέδειξαν ξέχωρα το Θεώρηµα των Πρώτων
Αριθµών µε τη ϐοήθεια µόνο στοιχειωδών ανισοτικών εργαλείων. Αυτή η απόδειξη
ϑεωρήθηκε στην εποχή της µια σηµαντική εξέλιξη, καθώς υποδείκνυε ότι το Θεώρηµα
των Πρώτων Αριθµών δεν ήταν τόσο στενά συνδεδεµένο µε τη συνάρτηση ζ(s) και
πολύ περισσότερο µε την υπόθεση του Riemann, όπως µέχρι τότε ήταν κοινή ϑέση.

Το 1980 ο Newman29 απλοποίησε ακόµα περισσότερο την απόδειξη του Θεω-
ϱήµατος των Πρώτων Αριθµών ϐασιζόµενος κυρίως στο ϑεώρηµα του Cauchy. Μια
παραλλαγή της συγκεκριµένης απόδειξης αναπτύσσουµε στην παρούσα διπλωµατι-
κή.

23Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815 - 1917. Γερµανός µαθηµατικός. ΄Ενας εκ των
ϑεµελιωτών της Σύγχρονης Ανάλυσης και της Μιγαδικής Θεωρίας Συναρτήσεων.

24Franz Mertens, 1840 - 1927. Γερµανός µαθηµατικός. Ασχολήθηκε ιδιαίτερα µε την
υπόθεση του Riemann.

25Godfrey Harold Hardy, 1877 - 1947. ΄Αγγλος Μαθηµατικός. Ασχολήθηκε µε τη Μαθη-
µατική Ανάλυση και τη Θεωρία Αριθµών.

26John Edensor Littlewood, 1885 - 1977. ΄Αγγλος µαθηµατικός.
27Atle Selberg, 1917 - 2007. Νορβηγός µαθηµατικός. Ασχολήθηκε µε την Αναλυτική

Θεωρία Αριθµών και τη Θεωρία Αυτοµορφικών Συναρτήσεων.
28Paul Erdös, 1913 - 1996. Ούγγρος µαθηµατικός. Ασχολήθηκε µε τα ∆ιακριτά Μαθη-

µατικά, τη Θεωρία Πιθανοτήτων, τη Θεωρία Αριθµών κ.α.
29Donald D. Newman, 1930 - 2007. Αµερικανός µαθηµατικός.



Κεφάλαιο 2

Γενικές ιδιότητες των πρώτων
αριθµών

2.1 ∆ιαιρετότητα

Το σύνολο {1, 2, 3 . . .} όλων των ϕυσικών αριθµών στη συνέχεια ϑα συµβολίζε-
ται µε N. Στο σύνολο αυτό ικανοποιούνται τα αξιώµατα Peano, που υποδηλώνουν
ότι η πρόσθεση κι ο πολλαπλασιασµός ορίζονται µε τέτοιο τρόπο ώστε να ισχύουν
οι ιδιότητες της αντιµεταθετικότητας, της προσεταιριστικότητας και της επιµεριστι-
κότητας, καθώς κ᾿ η λεγόµενη Μαθηµατική Επαγωγή που στηρίζεται στην έννοια
της διάταξης. Για περαιτέρω στοιχεία περί των αριθµητικών αξιωµάτων του Peano,
όπως και για τις κατασκευές που αναφέρονται στην επόµενη παράγραφο, µπορείτε
να συµβουλευθείτε το σύγγραµµα [21, σελ. 2, κεφ. ΙΙ, ΙΙΙ, IV].

Το σύνολο που ϑα µας απασχολήσει ευρύτερα, πάνω στο οποίο ϑα δουλέψουµε
παρακάτω είναι αυτό των ακεραίων αριθµών, που συµβολίζουµε ως Z. Πρόκειται
για το σύνολο που περιλαµβάνει τα στοιχεία 0,±1,±2, . . . κ᾿ είναι υπερσύνολο των
ϕυσικών αριθµών. ∆ηλώνουµε, τέλος, το σύνολο των ϱητών αριθµών, δηλαδή των
αριθµών: {

p

q
, ∀p, q ∈ Z

}
µε το σύµβολοQ. Η κατασκευή τωνZ,Q µ᾿ αφετηρία το σύνολο των ϕυσικών αριθµών,
καθώς και του συνόλου των πραγµατικών και των ϕανταστικών αριθµών R και C ,
που αποτελούν τη ϐάση της Μαθηµατικής Ανάλυσης ϑεωρούνται γνωστές και δε
ϑα µας απασχολήσουν περαιτέρω. Είναι γνωστό ότι το άθροισµα, η διαφορά και το
γινόµενο δυο ακεραίων αριθµών ανήκει πάλι στο σύνολο των ακεραίων. ∆ε συµβαίνει,
όµως, πάντα το ίδιο µε την πράξη της διαίρεσης. Ο παρακάτω ορισµός έρχεται να
ονοµατίσει ακριβώς αυτή την «ασυµµετρία».

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω το σύνολο των ακεραίων αριθµών:

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
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Τότε για a, b ∈ Z λέµε ότι ο b διαιρείται απ᾿ τον a, αν υπάρχει κάποιος x ∈ Z τέτοιος
ώστε b = ax και συµβολίζουµε 1:

a|b.

Στην περίπτωση που ο b δε διαιρείται απ᾿ τον a, τότε συµβολίζουµε :

a - b. (2.1)

Ο παραπάνω ορισµός µπορεί να εκφραστεί και µε τις εξής ισοδύναµες διατυπώ-
σεις :

· Ο a διαιρεί τον b.

· Ο a είναι διαιρέτης του b.

· Ο b διαιρείται απ᾿ τον a.

· Ο b είναι πολλαπλάσιο του a.

Θεώρηµα 2.1.1. Για κάθε a, b, c:

1. a|a, 1|a και a|0.

2. Ισχύει 0|a αν και µόνο αν a = 0.

3. Αν a|b, τότε και a|bc.

4. a|b και a|c συνεπάγεται ότι a|(bx+ cy).

5. ∀a, b ∈ Z ισχύει a|b και b|a αν και µόνο αν a = ±b.

6. a|b, a 6= 0, b 6= 0 συνεπάγεται ότι |a| ≤ |b|.

7. m 6= 0, a|b συνεπάγεται ότι ma|mb κι αντίστροφα.

Απόδειξη. 1.,2. Προφανή, καθώς ισχύουν οι σχέσεις a = 1a και 0 = 0a

3. Προφανές απ᾿ τον ορισµό της διαιρετότητας. Εφ᾿ όσον το a διαιρεί το b ϑα
διαιρεί και κάθε πολλαπλάσιό του.

4. Εξ υπόθέσεως, υπάρχουν ακέραιοι b1, c1, τέτοιοι ώστε b = ra και c = sa. ΄Αρα

bx+ cy = rax+ say = x(ra) + y(sa) = (xr + yc1)a,

που σηµαίνει ότι a|(bx+ cy)

1Με τον παρακάτω συµβολισµό δεν ορίζουµε τίποτ᾿ άλλο παρά µιαν ιδιότητα. ∆εν υπάρχει
κάποια σχέση µε τον συµβολισµό b/a, που δηλώνει ένα ϱητό αριθµό
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5. Είναι ξεκάθαρο ότι αν a = ±b, τότε a|b και b|a. Μας µένει να ϑεωρήσουµε ότι
a|b και b|a και ν᾿ αποδείξουµε ότι a = ±b. Αν ένα απ᾿ τα a, b είναι µηδέν, τότε το
δεύτερο µέρος του ϑεωρήµατος δηλώνει ότι και το άλλο είναι µηδέν. Εποµένως,
ϑεωρούµε ότι κανένα εκ των a, b δεν είναι µηδέν. ΄Ετσι, b|a συνεπάγεται ότι
a = bc, c ∈ Z. ΄Οµοια, a|b συνεπάγεται ότι b = ad, d ∈ Z. Απ᾿ τα παραπάνω
b = ad = bcd, ή, διαφορετικά 1 = cd. Για να ισχύει η ισότητα, ϑα πρέπει είτε
c = d = −1, δηλαδή a = −b είτε c = d = 1, δηλαδή a = b.

6. Ισχύει b = ca, c ∈ Z, άρα |b| = |c||a|. Αν b 6= 0, τότε |c| 6= 0. Εποµένως,
|c| ≥ 1, οπότε |b| = |c||a| ≥ |a|

7. Προφανές, καθώς αν ισχύει b = ca, τότε για m 6= 0 mb = mca

Ευκλείδεια ∆ιαίρεση. Για κάθε Ϲεύγος a, b µε b > 0 υπάρχει ένα µοναδικό Ϲεύγος

q, r τέτοιο ώστε :

b = aq + r, 0 ≤ r < a

Στη σχέση αυτή ο b χαρακτηρίζεται ως διαιρετέος κι ο a ως διαιρέτης. Ο q ονοµάζεται

ακέραιο πηλίκο της διαίρεσης του a δια του b, ενώ ο r ακέραιο υπόλοιπο της διαίρεσης.

Απόδειξη. ΄Εστω το σύνολο S των µη αρνητικών ακεραίων της µορφής a− zb, z ∈ Z.
Το σύνολο αυτό είναι προφανώς µη κενό, εποµένως ϑα περιέχει ένα ελάχιστο στοιχείο
λόγω της καλής διάταξης των ϕυσικών αριθµών2. ΄Εστω ότι ο r είναι ο ελάχιστος
ακέραιος σ᾿ αυτό το σύνολο, µε r = a− qb, q ∈ Z. Εξ ορισµού r ≥ 0. Επιπλέον, ϑα
πρέπει r < b διαφορετικά ϑα είχαµε 0 ≤ r− b < r και r− b = a− (q+ 1)b ∈ S, πού᾿
ϱχεται, όµως, σ᾿ αντίθεση µε την υπόθεση ότι ο r είν᾿ ελάχιστος στο σύνολο S.

Αυτό αποδεικνύει την ύπαρξη των r, q. Για να δείξουµε ότι αυτά είναι και µονα-
δικά, υποθέτουµε ότι a = bq + r και a = bq′ + r′, όπου 0 ≤ r < b και 0 ≤ r′ < b.Αν
αφαιρέσουµε µεταξύ τους αυτές τις δυο εξισώσεις,έχουµε

r′ − r = b(q − q′)

Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι, εξ υποθέσεως, το αριστερό µέλος της εξισώσεως είναι
µικρότερο του b κατ᾿ απόλυτον τιµή. Ωστόσο, αν q 6= q′, τότε το δεξί µέλος της
εξισώσεως ϑά᾿ πρεπε νά᾿ ναι τουλάχιστον ίσο µε b κατ᾿ απόλυτον τιµή. ∆ια τούτο, ϑα
πρέπει να ισχύει q = q′. ΄Οµως, λόγω της εξισώσεως, ϑα πρέπει και r = r′

Ορισµός 2.1.2. Ο ακέραιος a είναι κοινός διαιρέτης των ακεραίων b, c όταν a|b
και a|c. Καθώς το σύνολο των κοινών διαιρετών είναι µη κενό και πεπερασµένο, ϑα
υπάρχει ενα µέγιστο στοιχείο στο σύνολο το οποίο καλείται µέγιστος κοινός διαιρέτης
και συµβολίζεται ως (b, c). ΄Οµοια, ορίζουµε ως µέγιστο κοινό διαιρέτη g των ακεραίων
b1, b2, . . . , bn, µε έστω ένα µη µηδενικό αριθµό και συµβολίζουµε :

(b1, b2, . . . , bn)

2Για την καλή διάταξη ενός συνόλου συµβουλευτείτε το [17, ενότητα 17].
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Θεώρηµα 2.1.2. Αν g είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των b, c, τότε υπάρχουν ακέ-

ϱαιοι x, y τέτοιοι ώστε :

g = (b, c) = bx+ cy.

Απόδειξη. ΄Εστω ο γραµµικός συνδυασµός bx + cy, όπου x, y ∈ Z. Το σύνολο
bx+ cy περιλαµβάνει ϑετικές κι αρνητικές τιµές, καθώς και την τιµή 0, αν επιλέξουµε
x = y = 0. Εµείς επιλέγουµε x, y τέτοια ώστε το bx+ cy να είναι ο ελάχιστος ϑετικός
ακέραιος l στο σύνολο αυτό, δηλαδή l = bx+ cy.

Στη συνέχεια, ϑ᾿ αποδείξουµε ότι l|b και l|c. Αποδεικνύουµε για b, και για το c
προκύπτει κατ᾿ αναλογία. Υπόθέτουµε ότι l - b. Τότε, απ᾿ το ϑεώρηµα της ευκλείδιας
διαίρεσης, ϑα υπάρχουν q, r ∈ Z τέτοιοι ώστε b = lq + r, µε 0 < r < l. Εποµένως,
r = b− lq = b− q(bx+ cy) = b(1− qx) + c(1− qy), άρα r ∈ bx+ cy. Αυτό έρχεται
σ᾿ αντίθεση µε την υπόθεση ότι το λ είν᾿ το ελάχιστο στοιχείο του συνόλου bx+ cy.
΄Ατοπο. Εποµένως ϑα πρέπει ν᾿ αλλάξουµε τον αρχικό µας ισχυρισµό κι άρα l|b. Κατ᾿
αναλογία l|c.

Τώρα, καθώς το g είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των b, c, µπορούµε να γρά-
ψουµε b = gB, c = gC και l = bx+ cy = g(Bx+ Cy) Εποµένως, g|l, κι εποµένως,
ϐάσει του ϑεωρήµατος 2.1.1 και της έκτης ιδιότητας της διαιρετότητας, ϑα πρέπει
|g| < |l|, το οποίο είναι άτοµο, καθώς ο g είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης. Εποµέ-
νως, g = l = bx+ cy.

Θεώρηµα 2.1.3. Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης g των b, c χαρακτηρίζεται µε τους δυο

παρακάτω τρόπους :

1. Είναι η ελάχιστη τιµή των bx+ cy, x, y ∈ Z

2. Είναι ο ϑετικός κοινός διαιρέτης των b, c που διαιρείται από κάθε κοινό διαιρέτη

τους.

Απόδειξη. Η απόδειξη του πρώτου µέρους του ϑεωρήµατος προκύπτει απ᾿ το ϑεώ-
ϱηµα 2.1.2 Για την απόδειξη του δεύτερου µέρους του ϑεωρήµατος, αρκεί να πα-
ϱατηρήσουµε ότι αν d είναι κάποιος κοινός διαιρέτης των b, c, τότε d|g, λόγω της
τέταρτης ιδιότητας της διαιρετότητας του ϑεωρήµατος 2.1.1. Επιπλέον, δε γίνεται
να υπάρχουν δυο διακριτοί µεταξύ τους ακέραιοι αριθµοί µε την ιδιότητα 2 του πα-
ϱόντος ϑεωρήµατος, εξ᾿ αιτίας της πέµπτης ιδιότητας διαιρετότητας του ϑεωρήµατος
2.1.1

Αν ένας ακέραιος αριθµός d µπορεί να εκφραστεί στη µορφή d = bx + cy, τότε
δεν είναι απαραίτητο ότι το d είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης. Ωστόσο, προκύπτει
απ᾿ την εξίσωση αυτή ότι ο (b, c) είναι διαιρέτης του d. Συγκεκριµένα, αν bx+ cy = 1
για κάποιους ακέραιους x, y, τότε (b, c) = 1.

Ορισµός 2.1.3. Οι a, b ονοµάζονται πρώτοι προς αλλήλους όταν (a, b) = 1. Αντί-
στοιχα, οι a1, a2, . . . an είναι σχετικά πρώτοι όταν (a1, a2, . . . , an) = 1. Θα λέµε ότι
οι a1, a2, . . . an είναι πρώτοι προς αλλήλους όταν (ai, aj) = 1,∀i = 1, 2, . . . , n, j =
1, 2, . . . , n, i 6= j.
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Θεώρηµα 2.1.4. 1. Για κάθε ϑετικό ακέραιο s:

(sa, sb) = s(a, b).

2. Αν d|a και d|b, d > 0 τότε : (
a

d
,
b

d

)
=

1

d
(a, b)

Αν (a, b) = g, τότε (
a

g
,
b

g

)
= 1.

3. Αν (a, s) = (b, s) = 1, τότε (ab, s) = 1.

4. Για κάθε ακέραιο m, (a, b) = (b, a) = (a,−b) = (a, b+ am).

5. Αν c|ab και (b, c) = 1, τότε c|a.

Απόδειξη. 1. Απ᾿ το ϑεώρηµα2.1.3 προκύπτει ότι

(sa, sb) = min{sax+ sby : sax+ sby > 0} =

min{s(ax+ by) : sax+ sby > 0} =

= s(a, b).

2. Ο πρώτος ισχυρισµός είναι µια άµεση συνέπεια του πρώτου µέρους του ϑεωρή-
µατος αυτού. Ο δεύτερος ισχυρισµός είναι µια ειδική περίπτωση του πρώτου
ισχυρισµού, αν στη ϑέση του d αντικαταστήσουµε τον µεγιστό κοινό διαιρέτη
g = (a, b).

3. Λόγω του ϑεωρήµατος 2.1.2, υπάρχουν x0, y0, x1, y1 ∈ Z τέτοιοι ώστε 1 =
ax0 + sy0 = bx1 + sy1. Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε (ax0)(bx1) =
(1−sy0)(1−sy1) = 1−sy2, όπου το y2 δίνεται απ᾿ την εξίσωση y2 = y0 +y1−
sy0y1. Απ᾿ την εξίσωση abx0x1 + sy2 = 1 και ϐάσει της τέταρτης ιδιότητας του
ϑεωρήµατος 2.1.1, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι κάθε κοινός διαιρέτης
των ab, s είναι διαιρέτης του 1, κι εποµένως (ab, s) = 1.

4. ∆ηλώνουµε µε d το (a, b) και µε g το (a, b + am). Είναι ϕανερό ότι (b, a) =
(a,−b) = d. Απ᾿ το ϑεώρηµα 2.1.2 γνωρίζουµε ότι υπάρχουν x, y ∈ Z τέτοιοι
ώστε d = ax+ by. Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε

d = a(x−my) + (b+ am)y.

Συµπεραίνουµε ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b + am είναι διαιρέτης
του d, δηλαδή g|d. Απ᾿ τον παρακάτω συλλογισµό µπορούµε να καταλήξου-
µε ότι d|g: Καθώς d|a και d|b, ϐλέπουµέ ότι d|(b + am), λόγω της τέταρτης
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ιδιότητας του ϑεωρήµατος2.1.1. Απ᾿ το δεύτερο µέρος του ϑεώρηµατος2.1.3
ξέρουµε ότι κάθε κοινός διαιρέτης των a, b+ am είναι διαιρέτης του µέγιστου
κοινού διαιρέτη τους, δηλαδή , του διαιρέτη του g. Εποµένως, d|g. Εφόσον
αποδείξαµε ότι d|g και g|d, ϑα ισχύει d = ±g, λόγω της τέταρτης ιδιότητας του
ϑεωρήµατος2.1.1. Ωστόσο, επειδή τα d, g είναι και τα δυο ϑετικά καθώς τα
ορίσαµε, ϑα ισχύει d = g.

5. ΄Οπως αποδείξαµε παραπάνω,στο πρώτο µέρος του ϑεωρήµατος ισχύει (ab, ac) =
a(b, c) = a. Απ᾿ την υπόθεση που κάναµε c|ab κι άρα c|ac, εποµένως, λόγω
του δεύτερου µέρους του ϑεωρήµατος 2.1.3 , c|a.

2.2 Πρώτοι Αριθµοί

Ορισµός 2.2.1. ΄Ενας ακέραιος p µεγαλύτερος της µονάδας καλείται πρώτος α-
ϱιθµός αν διαιρείται µόνο απ᾿ τη µονάδα και τον εαυτό του, δηλαδή δεν υπάρχει
διαιρέτης d του p που να ικανοποιεί τη σχέση 1 < d < p. Αν ένας ακέραιος a
µεγαλύτερος της µονάδας δεν είναι πρώτος, καλείται σύνθετος αριθµός.

Θεώρηµα 2.2.1. Κάθε ακέραιος n > 1 µπορεί ν᾿ αναλυθεί σε γινόµενο πρώτων

αριθµών, δηλαδή στη µορφή:

n = ±pe11 p
e2
2 . . . perr ,

όπου pi είναι διακριτοί πρώτοι αριθµοί και ei ϑετικοί ακέραιοι.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε τον παραπάνω ισχυρισµό µε επαγωγή. Αν n = 1, τότε το
παραπάνω ισχύει, καθώς ο n είναι γινόµενο µηδενικών σε αριθµό πρώτων αριθµών.
Τώρα, έστω ότι n > 1 κι υποθέτουµε ότι κάθε ϑετικός ακέραιος αριθµός µικρότερος
του n µπορεί να εκφραστεί σαν γινόµενο πρώτων αριθµών. Αν ο n είναι πρώτος, τότε
ξανά ο ισχυρισµός είναι σωστός, καθώς το n είναι παράγοντας ενός πρώτου αριθµού.
∆ιαφορετικά, στην περίπτωση που ο n είναι σύνθετος αριθµός, ϑα υπάρχουν a, b ∈ Z
µε 1 < a < n, 1 < b < n και n = ab. Απ᾿ την εξ επαγωγής υπόθεση, οι a, b
µπορούν να γραφτούν σαν γινόµενο πρώτων αριθµών, εποµένως το ίδιο ισχύει και
για τον n.

Πρώτο Θεώρηµα του Ευκλείδη 2.2.2. ΄Εστω p πρώτος αριθµός, κι έστω a, b ∈ Z.

Αν p|ab, τότε p|a ή p|b. Γενικότερα, αν p|a1a2 . . . an τότε ο p διαιρεί έναν απ᾿ τους

παράγοντες ai του παραπάνω γινοµένου.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι p|ab. Οι µόνοι διαιρέτες του p ϑα είναι οι ±1,±p. Εποµέ-
νως, ο µέγιστος κοινός διαιρέτης g = (p, a) είναι το 1 ή το p. Αν p|a, τότε αποδείξαµε
αυτό που έπρεπε. ∆ιαφορετικά, αν p - a, ϑα πρέπει να έχουµε g = (p, a) = 1 κι ο
p|b.
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Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής 2.2.3. Η ανάλυση κάθε ακεραίου αριθ-

µού σε παράγοντες πρώτων αριθµών είναι µοναδική.

Απόδειξη. ΄Εστω p1, . . . , pn και p′1, . . . , p
′
r πρώτοι αριθµοί, τέτοιοι ώστε :

p1 · . . . · pn = p′1 · . . . · p′r

Θ᾿ αποδείξουµε µε τη µέθοδο της επαγωγής ότι ο µόνος τρόπος για να ισχύει η
παραπάνω σχέση, είναι όταν οι (p1, . . . , pn) είναι απλά µια µετάθεση των (p′1, . . . , p

′
r).

Αν n = 0 ϑα πρέπει και r = 0, κι έτσι ο ισχυρισµός είναι σωστός. Θεωρούµε τώρα
ότι n > 0 κι ότι ο ισχυρισµός ισχύει για n − 1. Καθώς n > 0, ϑα πρέπει και r > 0.
Επιπλέον, καθώς το p1 διαιρεί το αριστερό µέλος της παραπάνω εξίσωσης, ϑα πρέπει
να διαιρεί και το δεξί µέλος της εξίσωσης. ΄Ετσι, p1|p′1, . . . , p′r. Απ᾿ το ϑεώρηµα 2.2.2
προκύπτει ότι p1|p′j , για κάποιο j = 1, . . . , r. Εφόσον οι αριθµοί pi, p′j είναι πρώτοι,
ϑα πρέπει pi = p′j . Εποµένως, απλοποιούµε κι απ᾿ τις δυο πλευρές της εξίσωσης
τα pi, p′j , που ταυτίζονται, κι ο ισχυρισµός αποδεικνύεται σωστός µε τη µέθοδο της
επαγωγής.

Το παρακάτω ϑεώρηµα είναι συνέπεια του Θεµελιώδους Θεωρήµατος της Αριθ-
µητικής :

∆εύτερο ϑεώρηµα του Ευκλείδη 2.2.4. Υπάρχουν άπειροι σε πλήθος πρώτοι αριθ-

µοί.

Απόδειξη. Με χρήση της εις άτοπον απαγωγής, υποθέτουµε ότι υπάρχει πεπερα-
σµένο πλήθος πρώτων αριθµών, και τους συµβολίζουµε µε p1, . . . , pk. Θέτουµε
n := 1 +

∏k
i=1 pi και ϑεωρούµε έναν πρώτο αριθµό p που διαιρεί τον n. Θα πρέπει

να υπάρχει τουλάχιστον ένας πρώτος αριθµός, καθώς n ≥ 2 και κάθε ϑετικός ακέ-
ϱαιος αριθµός µπορεί να γραφεί σαν γινόµενο πρώτων αριθµών, όπως αναφέραµε
στο Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής. Είναι προφανές ότι το p δεν ϑα πρέπει
να ισούται µε κάποιο εκ των pi, καθώς, σ᾿ αυτήν την περίπτωση το p ϑα διαιρούσε το
n−

∏k
i=1 pi = 1, πράγµα που᾿ ναι αδύνατο. Εποµένως ο p δεν µπορεί να ϐρίσκεται

ανάµεσα στους pk, . . . , pk, πού᾿ ϱχεται σε αντίθεση µε την αρχική µας υπόθεση ότι
αυτοί είναι ο µόνοι πρώτοι αριθµοί που υπάρχουν.

Η απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος, που, όπως ήδη έχουµε αναφέρει είναι
γνωστή απ᾿ την εποχή του Ευκλείδη, οδηγεί στο άµεσο συµπέρασµα ότι, εφ᾿ όσον οι
πρώτοι αριθµοί είναι άπειροι σε πλήθος, η ακολουθία

2, 3, 5, 7, 11, 13 . . .

δε σταµατά σε κάποιον πεπερασµένο αριθµό, ή, διαφορετικά, ότι η ακολουθία αυτή
έχει άπειρους όρους.
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Κεφάλαιο 3

Συνάρτηση ζ του Riemann και
πρώτοι αριθµοί

3.1 Αναλυτική συνέχιση της συνάρτησης ζ

Η αναλυτική συνέχιση της ζ(s) ϑα επιτευχθεί σταδιακά. Για την έννοια της ανα-
λυτικής συνέχισης συµβουλευτείτε τον ορισµό Β΄.3. Η διαδικασία έχει καταµερισθεί
σε ϑεωρήµατα που το καθένα αντιστοιχεί και σε µία υποπεριοχή αναλυτικής συνέχι-
σης. Καταλυτική σηµασία στα επιχειρήµατά µας έχει η συναρτησιακή εξίσωση του
Riemann που αποδεικνύεται στο ϑεώρηµα 3.1.4 κι είναι ανάλογη µε τη συναρτησια-
κή εξίσωση της Γ (συµβουλευτείτε την ιδιότητα 2 στο ϑεώρηµα Γ΄.3).

Η απόδειξη του παρακάτω ϑεωρήµατος ϑα µας ϐοηθήσει να συνεχίσουµε τη
συνάρτηση ζ στην περιοχή <s > 0.

Θεώρηµα 3.1.1.

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

ts−1

et − 1
dt (3.1)

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση Γ 1 αντικαθιστώντας το x µε nx.
΄Ετσι, η σχέση γίνεται :

Γ(s) =

∫ ∞
0

e−nx(nx)s−1d(nx) = ns
∫ ∞

0
e−nxxs−1dx

Αν διαιρέσουµε και τα δυο µέλη µε ns, παίρνουµε:

Γ(s)

ns
=

∫ ∞
0

e−nxxs−1dx

Αν, τώρα, αθροίσουµε τα δυο µέλη ως προς n κι εναλλάξουµε το ολοκλήρωµα µε το

1Βλ. παράρτηµα Γ΄
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άθροισµα στο δεξί µέλος της εξίσωσης 2, ϑα καταλήξουµε στη σχέση:

∞∑
n=1

Γ(s)

ns
=

∫ ∞
0

∞∑
n=1

e−nxxs−1dx.

Παρατηρούµε ότι στο πρώτο µέλος εµφανίζεται η συνάρτηση Ϲήτα. Χρησιµοποιώντας
τη γνωστή γεωµετρική σειρά

∑∞
n=1 r

−n = (r − 1)−1 ϕτάνουµε στη σχέση:

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

(ex − 1)−1xs−1dx.

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να συνεχίσουµε τη συνάρτηση Ϲήτα στο ηµιεπίπεδο
<s > 0.

Θεώρηµα 3.1.2. Η ζ(s) µπορεί να επεκταθεί αναλυτικά στο ηµιεπίπεδο <s > 0

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι :∫ 1

0

ts−1

t
dt =

∫ 1

0
ts−2dt =

1

s− 1
(3.2)

Για <s > 1, η (3.1) µπορεί να γραφεί στη µορφή

Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt+

1

s− 1
+

∫ ∞
1

ts−1

et − 1
dt (3.3)

Γνωρίζουµε απ᾿ το ϑεώρηµα ∆΄.4.1 πως ισχύει :

z

ez − 1
=

+∞∑
n=0

Bn
xn

n!
, ∀z : |z| < 2π, (3.4)

όπου Bn είναι οι αριθµοί Bernoulli3. Πολλαπλασιάζοντας µε z και αφαιρώντας απ᾿
τη σχέση 1

t καταλήγουµε στην :

1

et − 1
− 1

t
= −1

2
+
B2

2!
t+ . . . , ∀t : |t| < 2π. (3.5)

Εποµένως :

lim
t→0+

1

et − 1
− 1

t
= −1

2

΄Αρα, ϑα υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε | 1
et−1 −

1
t | < 1, ∀t : 0 < t ≤ δ και∫ δ

0

∣∣∣∣ 1

et − 1
− 1

t

∣∣∣∣ tσ−1dt ≤ δσ

σ
1 =

δσ

σ

2Καθώς η σύγκλιση της σειράς είναι οµοιόµορφη. Παραπέµπουµε στο [15, σελ. 521].
3Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο παράρτηµα ∆΄.
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Εποµένως, το πρώτο ολοκλήρωµα της (3.3) συγκλίνει απόλυτα για σ = <s > 0 και
µπορεί να δειχθεί εύκολα ότι τ᾿ ολοκλήρωµα αυτό ορίζει µια αναλυτική συνάρτηση
στο <s > 0. Ανάλογα επιχειρήµατα εφαρµόζονται και στο τελευταίο ολοκλήρωµα
της (3.3), µιας και το ts−1 · (et − 1)−1 είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο καθώς το t→∞,
για κάθε ακέραιο s > 1.

Εποµένως, το δεξί µέλος της εξίσωσης (3.3) είν᾿ αναλυτική συνάρτηση στο Res >
0, εκτός µόνον απ᾿ τα σηµείο s = 1, όπου ο δεύτερος όρος της σχέσης έχει έναν απλό
πόλο µε υπόλοιπο µονάδα. Συνεπώς, όταν διαιρεθεί µε τη συνάρτηση Γ(s), που,
όπως πρωτύτερα δείξαµε, δεν έχει µηδενικά, µπορεί να ϑεωρηθεί σαν η αναλυτική
συνέχιση της ζ(s)στην ευρύτερη περιοχή s : <s > 0− 1.

Το επόµενο ϐήµα είναι η ζ(s) να συνεχισθεί µεροµορφικά στη λωρίδα −1 <
<s < 14.

Θεώρηµα 3.1.3. Η συνάρτηση ζ(s) συνεχίζεται µεροµορφικά στη λωρίδα−1 < <s <
1.

Απόδειξη. Καθώς στην περιοχή 0 < <s < 1 ισχύει :∫ ∞
1

ts−1

t
dt =

∫ ∞
1

ts−2dt = − 1

s− 1
(3.6)

αντικαθιστώντας την (3.6) στην (3.3),θα έχουµε:

Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt−

∫ ∞
1

ts−1

et − 1
dt =∫ ∞

0

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt, (3.7)

που ισχύει για 0 < <s < 1 Η (3.7) µπορεί επίσης να γραφεί ως εξής :

Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt− 1

2s
+

+

∫ ∞
1

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt (3.8)

Στη σχέση αυτή, τα ολοκληρώµατα στο δεξί µέλος ορίζουν αναλυτικές συναρτήσεις
στην περιοχή −1 < <s < 1, καθώς:

1

e−1
− 1

t
+

1

2
= t

(
1

2
B2 +

1

24
B4t

2 + . . .

)
΄Ετσι, το πρώτο ολοκλήρωµα συγκλίνει στο κάτω όριο για <s > −1, ενώ το τελευταίο
ολοκλήρωµα συγκλίνει στο άνω όριο για <s < 1. Συγκεκριµένα:

1

et − 1
− 1

t
<

1

t
, ∀t : t > 0.

4Μεροµορφικά κι όχι αναλυτικά, καθώς στο σηµείο s = 1 έχει έναν πόλο
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Εξ᾿ αυτού έπεται ότι µπορούµε να συνεχίσουµε αναλυτικά τη συνάρτηση Ϲήτα στην
περιοχή −1 < <s < 1, αν διαιρέσουµε τη σχέση (3.8) µε τη συνάρτηση Γάµµα.5

Συναρτησιακή Εξίσωση του Riemann 3.1.4. Ισχύει η εξίσωση:

ξ(1− s) = ξ(s), ∀s ∈ C,

όπου :

ξ(s) = π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s), ∀s ∈ C.

Απόδειξη. Το σηµείο s = 0 δεν είναι πόλος της ζ(s), καθώς αν πολλαπλασιάσουµε
τη σχέση (3.8) µε s, ϑα έχουµε6:

sΓ(s)ζ(s) = Γ(s+ 1)ζ(s) = s

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt−

−1

2
+ s

∫ ∞
1

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt.

ϑέτοντας s = 0, ϐρίσκουµε ζ(0) = −1
2 .

Στη συνέχεια, έχουµε:

1

2

∫ ∞
1

ts−1dt = − 1

2s
, ∀s : <s ∈ (−1, 0). (3.9)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (3.9) στη σχέση (3.8) και συνδυάζοντας τα ολοκληρώµατα,
έχουµε:

Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt+

1

2s
+

∫ ∞
1

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt⇔

⇔ Γ(s)ζ(s) =

∫ 1

0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt+

1

2

∫ ∞
1

ts−1dt+

+

∫ ∞
1

(
1

et − 1
− 1

t

)
ts−1dt⇔

⇔ Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞
0

(
1

et − 1
− 1

t
+

1

2

)
ts−1dt, ∀s : <s ∈ (−1, 0)

(3.10)

Η έκφραση µέσα στην παρένθεση είν᾿ η ίδια που εµφανίζεται στην ολοκληρωτική
αναπαράσταση του Binet7

5Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο παράρτηµα Γ΄, όπου αναπτύσσονται πλήρως οι ιδιό-
τητες της εν λόγω συνάρτησης.

6Η σχέση στο αριστερό µέλος της παρακάτω ισότητας δεν είναι παρά µια ιδιότητα της
συνάρτησης Γάµµα, που αποδεικνύουµε στο Γ΄,Γ΄.3.

7Η ολοκληρωτική αναπαράσταση του Binet είναι η σχέση: log Γ(z) =
(
z − 1

2

)
log z− z+

1
2 ln(2π) +

∫∞
0

(
1
2 −

1
t + 1

et−1

)
e−tz

t dt που πρότεινε για τη συνάρτηση Γ ο Binet. Για την
απόδειξη της σχέσης και περισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε τον αναγνώστη στα [33,
σελ. 242-245], [25, σελ. 21]
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΄Ετσι, µπορούµε να ϐρούµε ότι :

1

et − 1
− 1

t
+

1

2
=

1

2
coth

1

2
t− 1

t
= 2t

∞∑
n=1

1

t2 + 4π2n2
(3.11)

Αντικαθιστούµε στην (3.11) την (3.10) και ϐρίσκουµε:

Γ(s)ζ(s) = 2

∫ ∞
0

( ∞∑
n=1

1

t2 + 4π2n2

)
tsdt =

= 2
∞∑
n=1

∫ ∞
0

ts

t2 + 4π2n2
dt, ∀s : <s ∈ (−1, 0) (3.12)

Ωστόσο, το τελευταίο ολοκλήρωµα συγκλίνει για −1 < <s < 1. Αν αντικαταστή-
σουµε t = 2πnτ1/2 στο παραπάνω ολοκλήρωµα, τότε :

1

2
(2πn)s−1

∫ ∞
0

τ1/2s−1/2

τ + 1
dτ =

1

2
(2πn)s−1B

(
1

2
+

1

2
s,

1

2
− 1

2
s

)
(3.13)

Με λίγα λόγια, µε την παραπάνω αντικατάσταση καταλήξαµε σ᾿ ένα ολοκλήρωµα B,
που συγκλίνει για <

(
1
2s+ 1

2

)
> 0 και <

(
1
2s−

1
2

)
> 0 ή, ισοδύναµα, για −1 <

Res < 1. Το ολοκλήρωµα αυτό έχει οριστεί στο παράρτηµα Γ΄, όπου αναφέρονται
και πολλές εκ των ιδιοτήτων του. Γράφοντας το δεξί µέλος της (3.13) µε όρους της
συνάρτησης Γάµµα και µε χρήση της ιδιότητας 8 που αναφέρεται στο ϑεώρηµα Γ΄.3 σε
συνδυασµό µε τη σχέση 9 του ϑεωρήµατος Γ΄.4, που συνδέει τις συναρτήσεις Γάµµα
και Βήτα,έχουµε:

1

2
(2πn)s−1Γ

(
1

2
+

1

2
s

)
Γ

(
1

2
− 1

2
s

)
=

1

2
(2πn)s−1 π

sin 1/2π(1 + s)
=

=
1

2
(2πn)s−1 π

cos 1/2πs
(3.14)

Καθώς ισχύει s = σ + iy, όπου σ = <s και y = =s, έχουµε |cos(1/2πs)| =
2
√

cos2(1/2πσ) + sinh(1/2πy). Είναι ξεκάθαρο ότι η σύγκλιση είν᾿ οµοιόµορφη εφ᾿
όσον το s ϐρίσκεται εντός της λωρίδας −1 < <s < 1. Αν εισάγουµε το αποτέλεσµα
της (3.14) στην (3.12), έχουµε:

Γ(s)ζ(s) =
π(2π)s−1

cos(1/2πs)

∞∑
n=1

1

n1−s (3.15)

όπου η τελευταία σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα αν και µόνο αν <(1−s) > 1 ή <s < 0.
Αυτό δικαιολογεί την αντιστροφή της τάξης του αθροίσµατος και της ολοκλήρωσης
στην (3.12) και δείχνει ότι η περιοχή ισχύος της εξίσωσης αυτής ϑα πρέπει να περιο-
ϱιστεί στη λωρίδα −1 < <s < 0.
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Τώρα, η εξίσωση (3.10) µπορεί να πάρει τη µορφή8:

π

sin(πs)
=

ζ(s)

Γ(1− s)
=

π(2π)s−1

cos(1/2π)s
ζ(1− s) (3.16)

που απλοποιείται στη µορφή

ζ(s) = 2(2π)s−1 sin(1/2πs)Γ(1− s)ζ(1− s) (3.17)

Η (3.1) ισχύει στην περιοχή −1 < <s < 0.
Η συνάρτηση στο δεξί µέλος της είν᾿ αναλυτική στην περιοχή <(1 − s) > 1 ή

<s < 0, εποµένως µπορεί να χρησιµοποιηθεί ώστε να µπορέσουµε ν᾿ αποδείξουµε
την αναλυτική συνέχιση της ζ(s) σ᾿ ολόκληρο το ηµιεπίπεδο <s < 0. Αν γίνει αυτό,
η εξίσωση (3.1) ϑα ισχύει για κάθε τιµή του s, παρεκτός της τιµής s = 1.

Ακολουθώντας τον ορισµό της ξ στην εκφώνηση του ϑεωρήµατος καταλήγουµε
στο Ϲητούµενο.

Καταληκτικά έχουµε αποδείξει το παρακάτω κοµβικό ϑεώρηµα:

Αναλυτική Συνέχιση της ζ(s) στο C 3.1.5. Η συνάρτηση ζ(s), που ορίζεται στο

<s > 1 απ᾿ την εξίσωση

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns

µπορεί να συνεχισθεί στο επίπεδο s σαν µεροµορφική συνάρτηση µ᾿ έναν απλό πόλο

στο s = 1 µε κύριο όρο
1
s−1 . Επιπλεόν, η ζ(s) ικανοποιεί τη συναρτησιακή εξίσωση

(3.1) σ᾿ ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο.

Πόρισµα 3.1.1. Οι συναρτήσεις ζ(s)− 1
s−1 και (s−1)ζ(s) είναι ακέραιες συναρτήσεις

Πόρισµα 3.1.2. ζ(σ) > 1 για σ = <s > 1

Απόδειξη.

ζ(σ) =
1

1σ
+

1

2σ
+ . . . > 1

Αργότερα, ϑ᾿ αποδείξουµε ότι ζ(s) 6= 0 στο ηµιεπίπεδο <s > 1.

Πόρισµα 3.1.3. ζ(−2m) = 0, m = 1, 2, 3, · · ·

Απόδειξη. Ο παράγοντας sin(1/2πs) στη συναρτησιακή εξίσωση (3.1) έχει απλά µη-
δενικά στα σηµεία s = ± 2m, m = 1, 2, 3 · · · . Το µηδενικό στο s = 0 απλοποιείται
απ᾿ τον πόλο της ζ(s− 1) στο s = 0, καθώς τα µηδενικά στο s = 2m απλοποιούνται
απ᾿ τους απλούς πόλους της Γ(1 − s) στα ίδια σηµεία. Ωστόσο, αν s = −2m τότε
Γ(1 + 2m) 6= 0, εποµένως τα σηµεία −2,−4,−6 · · · ϑα είναι απλά µηδενικά της
ζ(s).

8Παραπέµπουµε και πάλι τον αναγνώστη στο ϑεώρηµα (Γ΄.3), ιδιότητα 8.
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Τα µηδενικά της ζ(s) στους αρνητικούς άρτιους ακέραιους καλούνται τετριµµένα
µηδενικά της ζ(s)

Πόρισµα 3.1.4. ζ(σ) < 0, για 0 ≤ σ < 1

Απόδειξη. Θεωρούµε την εναλλάσσουσα σειρά:
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

ns
= 1− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
+ · · ·

Απ᾿ το κριτήριο του Leibniz9, η σειρά συγκλίνει για s = σ > 0. Αν <s > 1, έχουµε:(
1− 1

2s−1

)
ζ(s) =

(
1

1s
+

1

2s
+

1

3s

)
− 2

(
1

2s
+

1

4s

)
=

=
1

1s
− 1

2s
+

1

3s
− 1

4s
=
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

ns

Εφὄσον το δεξί µέλος της σχέσης συγκλίνει για s πραγµατικό και ϑετικό, απ᾿ την
Αρχή του Ταυτοτισµού Β΄.5 η εξίσωση ισχύει επίσης στο δεξί ηµιεπίπεδο <s > 0,
εκτός απ᾿ το σηµείο s = 1. Συγκεκριµένα, έχουµε

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

nσ
=
(
1− 21−σ) ζ(σ)

για 0 < σ < 1. Ξανά, για 0 < σ < 1 έχουµε

S2n = 1− 1

2σ
+

1

3σ
− 1

4σ
+ . . .− 1

(2n)σ
=

=

(
1− 1

2σ

)
+

(
1

3σ
− 1

4σ

)
+ . . .+

[
1

(2n− 1)σ
− 1

(2n)σ

]
>

> 1− 1

2σ

κι αν
R2n =

1

(2n+ 1)σ
− 1

(2n+ 2)σ
+ · · ·

έχουµε ότι

|R2n| < ε =
1

2

(
1− 1

2σ

)
,

για n αρκετά µεγάλο. Εποµένως
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

nσ
= S2n +R2n > 0

κ᾿ η (3.1) συνεπάγεται ότι ζ(σ) < 0, καθώς 1−21−σ. Για σ = 0 έχουµε ήδη υπολογίσει
ότι ζ(0) = 1

2

9Για το εν λόγω κριτήριο, καθώς και περαιτέρω στοιχεία για τη σύγκλιση απειροσειρών,
µπορεί κανείς ν᾿ ανατρέξει στα [20, σελ.68].
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Πόρισµα 3.1.5. Ισχύει ότι ζ(1− s) = 2(2π)−s cos (1/2πs)Γ(s)ζ(s)

Απόδειξη. Αν αντικαταστήσουµε το s µε 1− s στην (3.1) έχουµε:

ζ(1− s) = 2 · (2π)−s sin(1/2π(1− s))Γ(s)ζ(s) = 2(2π)−s cos (1/2πs)Γ(s)ζ(s)

3.2 Περαιτέρω ιδιότητες της συνάρτησης ζ

Θεώρηµα 3.2.1. Αν το {pn} είναι η ακολουθία των πρώτων αριθµών και σ = <s > 1,
τότε :

ζ(s) =
∞∏
n=1

1

1− pn−s
(3.18)

Απόδειξη. Αρχικά παρατηρούµε ότι το απειρογινόµενο στα δεξιά της (3.18) συγκλίνει
απόλυτα για <s > 1, καθώς

∞∑
n=1

|pn−s| =
∞∑
n=1

1

pnσ

κ᾿ η σειρά στα δεξιά της (3.2),που περιέχει κάποιους απ᾿ τους όρους της
∑
k−σ

συγκλίνει σε ϑετικό αριθµό, δηλαδή:∑ 1

pσn
<
∑ 1

nσ
<∞.

Αυτό συνεπάγεται ότι το απειρογινόµενο συγκλίνει, δηλαδή δεν αποκλίνει στο 0 ή
στο∞. Τώρα, για κάθε n έχουµε:

1

1− pn−s
= 1 + pn

−s + pn
−2s + · · · =

∞∑
m=0

pn
−ms (3.19)

κι αντικατάσταση της (3.19) στην
∏N
n=1(1− pn−s)−1 δίνει

N∏
n=1

1

1− pn−s
=
∞∑
k=1

nk
−s (3.20)

όπου το άθροισµα στο δεξί µέλος της σχέσης εκτείνεται πάνω στους ακεραίους nk
των οποίων η ανάλυση σε πρώτους αριθµούς είναι της µορφής

nk = 2a2 · 3a3 · · · pNaN (3.21)

όπου a2 ≥ 0, · · · aN ≥ 0. Ο παράγοντας για κάθε nk−s είναι 1, όπως προκύπτει
απ᾿ το ϑεώρηµα της ανάλυσης ενός ακεραίου σε πρώτους παράγοντες, το οποίο ήδη
αποδείξαµε στα ϑεωρήµατα 2.2.1 και 2.2.3. Μπορούµε να γράψουµε

∞∑
k=1

nk
−s =

∞∑
n=1

n−s −
∞∑
j=1

nj
−s
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όπου άθροισµα
∑∞

j=1 εκτείνεται πάνω σ᾿ όλους τους ϑετικούς ακέραιους nj , που
περιέχουν τουλάχιστον ένα πρώτο παράγοντα µεγαλύτερο του pN . ΄Οµως:∣∣∣∣∣∣

∞∑
j=1

n−sj

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

nj
−σ <

∞∑
n=N+1

n−σ

Καθώς το N → ∞, το τελευταίο άθροισµα προσεγγίζει το 0, που είναι το υπόλοιπο
της συγκλίνουσας σειράς για σ > 1. Εποµένως :

∞∏
n=1

1

1− pn−s
= lim

N→∞

N∏
n=1

1

1− pn−s
= ζ(s)− lim

N→∞

∞∑
j=1

nj
−s = ζ(s)

Πόρισµα 3.2.1. Η ακολουθία {pn} των πρώτων αριθµών είναι άπειρη.

Απόδειξη. Ας ϑεωρήσουµε ότι ο αριθµός των πρώτων είναι πεπερασµένος στο N.
Τότε, το αριστερό µέλος της σχέσης (3.20) ϑα ήταν πεπερασµένο γινόµενο, που συνε-
πάγεται µια πεπερασµένη τιµή p για s = 1, ενώ το δεξί µέλος ϑα ήταν ισοδύναµο µε∑∞

n=1 n
−1, καθώς κάθε ϑετικός ακέραιος µπορεί ν᾿ αναπαρασταθεί στη µορφή (3.21).

Καταλήγουµε σε άτοπο, καθώς η
∑∞

n=1 n
−1 είναι µια αποκλίνουσα σειρά.

Πόρισµα 3.2.2. ζ(s) 6= 0 για <s > 1

Απόδειξη. Συνεπάγεται αµέσως απ᾿ την (3.1), καθώς το απειρογινόµενο στο δεξί µέλος
συγκλίνει (δηλαδή δεν αποκλίνει στο µηδέν).

Πόρισµα 3.2.3. Η σειρά των πρώτων αριθµών είναι αποκλίνουσα. ∆ηλαδή:

∞∑
n=1

1

pn
=∞ (3.22)

Απόδειξη. Αν η σειρά (3.22) ήταν συγκλίνουσα, τότε το απειρογινόµενο
∏∞
n=1 (1 −

p−1
n ) ϑα ήταν απόλυτα συγκλίνον. ΄Οµως:

1∏∞
n=1(1− p−1

n )
>

1∏N
n=1(1− p−1

n )
=

∞∑
k=1

nk
−1,

ώστε η
∑∞

k=1 ϑα ήταν συγκλίνουσα για κάθε ϕυσικό αριθµό στο N. Ωστόσο, αυτό συ-
νεπάγεται τη σύγκλιση της

∑∞
n=1 n

−1, καθώς οποιοδήποτε άθροισµα της αρµονικής
σειράς είναι µικρότερο από κάποιο µερικό άθροισµα της

∑∞
k=1 nk

−1. Καταλήξαµε
σε άτοπο ισχυρισµό, κι άρα στην απόδειξη του Ϲητούµενου.
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Πόρισµα 3.2.4. ΄Εστω µ(1) = 1, µ(n) = (−1)m αν n είναι το γινόµενο m δια-

ϕορετικών πρώτων και µ(n) = 0 διαφορετικά, δηλαδή αν το n περιέχει κάθε πρώτο

παράγοντα σε δύναµη µεγαλύτερη της πρώτης.
10

. Τότε :

1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
, <s > 1. (3.23)

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το πόρισµα 3.2.2, η εξίσωση (3.18) µπορεί να γραφεί στη
µορφή:

1

ζ(s)
=
∞∏
n=1

(1− p−sn ) (3.24)

΄Εχουµε:

N∏
k=1

(1− pk−s) = (1− 2−s)(1− 3−s) . . . (1− pN−s) =

p1p2...pN∑
n=1

µ(n)n−s

όπου το n είναι είτε 1 είτε γινόµενο κάποιων πρώτων 2, 3 . . . , pN στην πρώτη δύναµη.
Τότε :
∞∑
n=1

µ(n)n−s −
N∏
k=1

(1− pk−s) =
∞∑
n=1

µ(n)n−s −
p1p2...pN∑
n=1

µ(n)n−s =
∑
ν

µ(ν)ν−s,

όπου το ν περιέχει τουλάχιστον ενάν πρώτο παράγοντα µεγαλύτερο του pN . Εφ᾿
όσον : ∣∣∣∣∣∑

ν

µ(ν)ν−s

∣∣∣∣∣ ≤∑
ν

1

νσ
<

∞∑
k=pN+1

1

kσ
< ε,

για pN αρκετά µεγάλο, ϐλέπουµε ότι η σχέση (3.23) ισχύει.

Θεώρηµα 3.2.2. Για κάθε ακέραιο N ≥ 0 και σ > 0 έχουµε :

ζ(s) =
N∑
0

1

ns
+
N1−s

s− 1
− s

∫ ∞
N

x− [x]

(x)s+1
dx

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τον αθροιστικό τύπο του Euler11 µε f(t) = t−s και ακε-
ϱαίους x, y έχουµε: ∑

y<n≤x

1

ns
=

∫ x

y

dt

ts
− s

∫ x

y

t− [t]

ts+1
dt

Αν ϑέσουµε y = N και x→∞ µε σ > 1, παίρνουµε:∑
n=N+1

1

ns
=

∫ ∞
N

dt

ts
− s

∫ ∞
N

t− [t]

ts+1
dt

10Πρόκειται για έναν διαφορετικό ορισµό της συνάρτησης Möbius. Ο αναγνώστης µπορεί
ν᾿ ανατρέξει στο παράρτηµα ϝ΄, ενότητα ϝ΄.1

11Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [3, σελ. 54]
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ή, διαφορετικά:

ζ(s)−
N∑
n=0

1

ns
=
N1−s

s− 1
− s

∫ ∞
N

t− [t]

ts+1
dt.

Παραθέτουµε παρακάτω µια σηµαντική σχέση µεταξύ της συνάρτησης Ϲήτα του
Riemann και της συνάρτησης Λ(n) του von Mangoldt που αναπτύσσεται στην ενό-
τητα ϝ΄.7.

Θεώρηµα 3.2.3. Ισχύει :

ζ(s) = eG(s) (3.25)

όπου :

G(s) = ln ζ(s) =

∞∑
n=2

Λ(n)

lnn
n−s (3.26)

Απόδειξη. Η παραπάνω σχέση µπορεί να προκύψει άµεσα µε τη χρήση της σχέσης
(3.18):

ζ(s) =
∞∏
n=1

1

1− pn−s

Αν κρατήσουµε το s πραγµατικό, µε s > 1, ούτως ώστε η ζ(s) να είναι ϑετική.
Αν λογαριθµίσουµε και χρησιµοποιήσουµε τη δυναµοσειρά − ln(1 − x) =

∑ xm

m ,
ϐρίσκουµε:

ln ζ(s) = −
∑
p

log(1− p−s) =
∑
p

∞∑
m=1

p−ms

m
=
∞∑
m=1

Λ1(n)n−s

όπου:

Λ1(n) =

{
1
m , αν n = pm , για κάποιο πρώτο p
0, διαφορετικά

΄Οµως, αν n = pm, τότε lnn = m ln p = mΛ(n) οπότε 1
m = Λ(n)lnn−1.Εποµένως :

ln ζ(s) =
∞∑
n=2

Λ(n)

lnn
n−s

που συνεπάγεται την (3.25). ΄Οµως, κάθε µέλος της (3.25) είναι αναλυτικό στο η-
µιεπίπεδο σ > 1, εποµένως, µε αναλυτική συνέχιση, η (3.25) ισχύει επίσης για
σ > 1.

Πόρισµα 3.2.5. Ισχύει :

ζ ′(s)

ζ(s)
=
∞∑
n=2

Λ(n)n−s (3.27)
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι
ζ ′(s)

ζ(s)
= (ln ζ(s))′ (3.28)

Εποµένως, παραγωγίζοντας τη σχέση (3.26) παίρνουµε:

ζ ′(s)

ζ(s)
= (ln ζ(s))′ =

∑
n≥2

Λ(n)n−s

lnn

′ =
=

∑
n≥2

Λ(n)e−s lnn

lnn

′ = −∑
n≥2

lnnΛ(n)e−s lnn

lnn
=

= −
∑
n≥2

Λ(n)n−s

Θεώρηµα 3.2.4. Ισχύει :

ζ(2n) =
(2π)2n

2(n)!
B2n.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε απ᾿ το ϑεώρηµα ∆΄.4.2 ότι :

z

ez − 1
=
∑

Bn
zn

n!
.

∆εδοµένου ότι B1 = −1
2 :

z

ez − 1
+
z

2
=
z

2

ez + 1

ez − 1
=
z

2
coth z2. (3.29)

Θέτοντας 2iz, όπου z:

z cot z = 1 +

+∞∑
n=1

Bnz
2n

(2n)!
, ∀z : |z| < π.

Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Β΄.4 για τη συνάρτηση f(z)g(z) = π cotπz · 1
z2n

. Τότε :

(2π)2n (−1)n−1B2n

(2n)!
=

∑
ν∈Z,ν 6=0

1

ν2n
= 2

∑
ν∈N

1

ν2n
= 2ζ(2n),

µέσω του ανάπτυγµατος της πz cotπz. Αναδιατάσσοντας την παραπάνω σχέση έχου-
µε καταλήξει στο Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 3.2.5. Ισχύει :

ζ(1− 2n) = (−1)n
|B2n|

2n
.
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Απόδειξη. Μέσω της συναρτησιακής εξίσωσης 3.1 και του προηγούµενου ϑεωρήµα-
τος καταληγούµε στο Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 3.2.6. Τα µη τετριµµένα µηδενικά της ζ(s) κείνται συµµετρικά ως προς την

ευθεία <s = 1
2 .

Απόδειξη. Βάσει του πορίσµατος 3.2.2 γνωρίζουµε ότι όλα τα µηδενικά στο ϑετικό
ηµιεπίπεδο ϑα πρέπει να ϐρίσκονται στη λωρίδα 0 ≥ <s ≥ 1. Λόγω, όµως, του
ϑεωρήµατος για τη συναρτησιακή εξίσωση 3.1.4:

ξ

(
1

2
+ s

)
= ξ

(
1− 1

2
− s
)

= ξ

(
1

2
− s
)
, ∀s ∈

[
0,

1

2

]
.

Επειδή η ξ(s) µηδενίζεται όπου κ᾿ η ζ(s), συµπεραίνουµε τη Ϲητούµενη συµµετρία.

Λόγω του παραπάνω ϑεωρήµατος η λωρίδα 0 ≤ <s ≤ 1 αναφέρεται ως κρίσιµος.
Η υπόθεση του Riemann αναφέρει ότι όλα τα µηδενικά ϐρίσκονται ακριβώς πάνω
στην κεντρική ευθεία <s = 1

2 . Η µέγιστη λωρίδα που µπορούµε να διανύσουµε απ᾿
τη µονάδα προς το 1/2, χωρίς να συναντήσουµε κάποιο σηµείο µηδενισµού της ζ,
ονοµάζεται Ϲώνη µη µηδενισµού της ζ. Ισχύει η ασυµπτωτική σχέση που γενικεύει
το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών:

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O

(
xΘ lnx

)
,

όπου Θ το πάχος αυτής της λωρίδας. Στην περίπτωση που ισχύει η υπόθεση του
Riemann το Θ είναι ίσο µε 1

2 . Παραπέµπουµε στο [29, σελ. 449].

3.3 Ρητή έκφραση µεταξύ των µηδενικών της
ζ(s) και των πρώτων αριθµών

Στην παρούσα ενότητα ϑ᾿ αναφέρουµε ορισµένα στοιχεία της αρχικής απόδειξης
του Hadamard για το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών, ώστε να δικαιολογήσουµε
την απόδειξη που αναφέρουµε στο επόµενο κεφάλαιο. Για τις λεπτοµέρειες των
αποδείξεων που παραθέτουµε, παραπέµπουµε στο [9, σελ. 48 - 67] και [31, σελ.
245 - 253]

Απ᾿ το ϑεώρηµα 3.1.1 γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση (s−1)ζ(s) είναι ακέραια. Στη
Θεωρία Ακέραιων Συναρτήσεων αποδεικνύεται έν᾿ ανάλογο παραγοντικό ανάπτυγµα
της συνάρτησης πάνω στα µηδενικά της µ᾿ εκείνο των πολυωνύµων. Συγκεκριµένα
για την (s− 1)ζ(s) ισχύει το παρακάτω ϑεώρηµα:

Παραγοντικό ανάπτυγµα της (s−1)ζ(s) 3.3.1. Ισχύει το παραγοντικό ανάπτυγµα:

(s− 1)ζ(s) = ea+bs
∏
n∈N

(
1 +

s

2n

)
e−

s
2n

∏
ρ

(
1− s

ρ

)
e
s
ρ , ∀s ∈ C, (3.30)
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όπου το πρώτο γινόµενο εκτείνεται πάνω στα µηδενικά της ζ(s) στον αρνητικό ηµιάξονα

και το δεύτερο στα µηδενικά της ζ(s) εντός της κρίσιµης λωρίδας 0 < <s < 1.

Αν διαιρέσουµε µε s − 1 και παραγωγίσουµε λογαριθµικά καταλήγουµε στον
τύπο:

ζ ′(s)

ζ(s)
= b− 1

s− 1
−
∑
n∈N

s

2n(s+ 2n)
+
∑
ρ

s

ρ(s− ρ)
, <s > 1.

Παρατηρούµε ότι ln′(ζ(s)) = b+ 1. Οπότε :

b− 1

s− 1
= b+ 1− s

s− 1
=
ζ ′(0)

ζ(0)
− s

s− 1
.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα 3.2.5 λαµβάνουµε τον τύπο:

+∞∑
n=2

Λ(n)n−s =
s

s− 1
− ζ ′(0)

ζ(0)
−
∑
n∈N

s

2n(s+ 2n)
+
∑
ρ

s

ρ(s− ρ)
, <s > 1.

Αν αντιστρέψουµε κατά Mellin την παραπάνω σχέση καταλήγουµε στον τύπο:

M−1

[
+∞∑
n=2

Λ(n)n−s;x

]
= x−

∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x−2).

Στο λήµµα 4.4.1 του επόµενου κεφαλαίου ϑα δούµε πως ο αντίστροφος κατά Mellin
του αριστερού µέλους είναι η συνάρτηση ψ(x), όπου ψ(x) =

∑
n≤x Λ(n). Συνολικά

έχουµε καταλήξει στο ϑεώρηµα:

Ρητός τύπος για την ψ(x) 3.3.2. Ισχύει το ανάπτυγµα:

ψ(x) = x−
∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x−2), ∀x ∈ R, (3.31)

όπου το άπειρο άθροισµα εκτείνεται στα µηδενικά της ζ(s) εντός της κρίσιµης λωρίδας

0 < <s < 1.

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δείξουµε ότι ο όρος που επικρατεί ασυµπτωτικά στον
παραπάνω τύπο είναι ο γραµµικός, πράγµα που είναι ισοδύναµο, όπως επίσης ϑα
δείξουµε, µε το Θεώρηµα των Πρώτων Αριθµών.



Κεφάλαιο 4

Αναλυτική Απόδειξη του
Θεωρήµατος των Πρώτων
Αριθµών

4.1 Το πλάνο της απόδειξης

Το ϑεώρηµα των πρώτων αριθµών είναι ισοδύναµο µε τη σχέση:

ψ(x) ∼ x, x→∞ (4.1)

όπου το ψ(x) είναι η συνάρτηση του Chebyshev

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n),

και Λ(n) η συνάρτηση του Mangoldt, όπως την ορίσαµε στο ϝ΄.7 του παραρτήµατος
ϝ΄. Στο κεφάλαιο αυτό δίνουµε την αναλυτική απόδειξη της (4.1) που ϐασίζεται στις
ιδιότητες της συνάρτησης ζ του Riemann1. Στην ενότητα αυτή ϑ᾿ αναφέρουµε τα
ϐασικά στοιχεία της απόδειξης αυτής.

Η συνάρτηση ψ είναι ϐηµατική συνάρτηση, όπως ϕαίνεται και στο σχήµα 4.1.
Συνεπώς είναι πιο ϐολικό να χειριστούµε το ολοκλήρωµα της ψ, που εκφράζουµε
σαν ψ1.

Εποµένως, ϑεωρούµε τη συνάρτηση:

ψ1(x) =

∫ x

1
ψ(t)dt.

Τ᾿ ολοκλήρωµα της ψ1 είναι µια κατά τµήµατα γραµµική και συνεχής συνάρτηση.
∆είχνουµε πρώτα ότι η ασυµπτωτική σχέση:

ψ1(x) ∼ 1

2
x2, x→∞ (4.2)

1Υπενθυµίζουµε στον αναγνώστη ότι µπορεί ν᾿ ανατρέξει στις υποενότητες 3.2,1.2
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Εικόνα 4.1: Αριστερά: κυανό ψ(x), ερυθρό x ∆εξιά : κυανό ψ1(x), ερυθρό x
2

συνεπάγεται την (4.1) κι αποδεικνύουµε την (4.2). Για το σκοπό αυτό, εκφράζουµε
την ψ1(x)/x2 µε όρους της συνάρτησης ζ του Riemann, µέσω ενός επικαµπύλιου
ολοκληρώµατος :

ψ1(x)

x2
=

1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i

xs−1

s(s+ 1)

(
−ζ ′(s)
ζ(s)

)
ds, c > 1

Ο παράγοντας −ζ
′(s)

ζ(s) έχει έναν πρώτης τάξης πόλο στο s = 1 µε υπόλοιπο 1. Αν
αφαιρέσουµε αυτόν τον πόλο παίρνουµε τη σχέση:

ψ1(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i

xs−1

s(s+ 1)

(
−ζ ′(s)
ζ(s)

− −1

s− 1

)
ds, c > 1

Θέτουµε:

h(s) =
1

s(s+ 1)

(
−ζ ′(s)
ζ(s)

− −1

s− 1

)
και ξαναγράφουµε την τελευταία εξίσωση στη µορφή:

ψ1(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i
xs−1h(s)ds (4.3)

Αν κάνουµε την αντικατάσταση s = c+ it, παίρνουµε τη σχέση:

xc−1

2π

∫ +∞

−∞
h(c+ it)eitlogxdt (4.4)

Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, ϑα πρέπει να δείξουµε ακόµη ότι :

lim
x→∞

xc−1

2π

∫ +∞

−∞
h(c+ it)eitlogxdt = 0 (4.5)



33

Το λήµµα Riemann-Lebesgue στη ϑεωρία των σειρών Fourier2 δηλώνει ότι :

lim
x→∞

∫ +∞

−∞
f(t)eitxdt = 0 (4.6)

αν τ᾿ ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ |f(t)|dt συγκλίνει. Τ᾿ ολοκλήρωµα στη σχέση (4.5) είναι

της µορφής αυτής, αν αντικαταστήσουµε το x µε το log x κι εύκολα µπορούµε να
δείξουµε ότι τ᾿ ολοκλήρωµα

∫ +∞
−∞ |h(c + it)|dt συγκλίνει αν c > 1, εποµένως το

ολοκλήρωµα της σχέσης (4.5) τείνει στο 0 καθώς x → ∞. Ωστόσο, ο παράγοντας
xc−1 εκτός του ολοκληρώµατος τείνει στο άπειρο για c > 1, εποµένως, ερχόµαστε
αντιµέτωποι µε την απορσδιόριστη µορφή ∞ · 0. Η εξίσωση (4.4) ισχύει για κάθε
c > 1. Αν µπορούσαµε να ϑέσουµε c = 1 στην (4.4), ο παράγοντας xc−1 που
δηµιουργεί απροσδιοριστία ϑα µπορούσε να εξαλειφθεί. ΄Οµως τότε, η h(c + it)

γίνεται h(1 + it) κ᾿ η ολοκληρωτέα συνάρτηση περιλαµβάνει το ζ′(s)
ζ(s) στη γραµµή

σ = 1.
Στην περίπτωση αυτή είναι πολύ δύσκολο ν᾿ αποδείξουµε ότι τ᾿ ολοκλήρωµα∫ +∞

−∞ |h(1 + it)|dt συγκλίνει, κάτι που πρέπει ν᾿ αποδειχθεί ώστε να µπορούµε να
εφαρµόσουµε το λήµµα Riemann-Lebesgue Το τελευταίο και δυσκολότερο κοµµάτι
της απόδειξης είναι να δείξουµε ότι είναι δυνατό ν᾿ αντικαταστήσουµε το c µε 1 στη
σχέση (4.4) κι ότι τ᾿ ολοκλήρωµα

∫ +∞
−∞ |h(1+it)|dt συγκλίνει. Αυτό το σηµείο απαιτεί

µια πιο εµπεριστατωµένη µελέτη της συνάρτησης Ϲήτα του Riemann στη γειτονιά της
γραµµής σ = 1.

Για την παρουσίαση όλων των παραπάνω ϑα χρειαστεί πρώτα ν᾿ αποδείξουµε την
ισοδυναµία των ασυµπτωτικών σχέσεων ψ(x) ∼ x και π(x) ∼ x/ lnx. Αυτό ϑα γίνει
µε τη ϐοήθεια µιας άλλης συνάρτησης του Chebyshev, της θ(x), η οποία ορίζεται ως

θ(x) =
∑
p≤x

ln p (4.7)

∆ια τούτο, ϑα ξεκινήσουµε αποδεικνύοντας τον παραπάνω ισχυρισµό, και ϑα συνε-
χίσουµε µε τη διατύπωση ορισµένων ληµµάτων.

4.2 Ισοδυναµία των ασυµπτωτικών σχέσεων ψ(x) ∼
x και π(x) ∼ x/ lnx

Θα ξεκινήσουµε µε µερικά χρήσιµα λήµµατα και ϑεωρήµατα, οι αποδείξεις των
οποίων αποτελούν το ϑεµέλιο λίθο για ν᾿ αποδείξουµε την ισοδυναµία των δυο ασυµ-
πτωτικών σχέσεων.

Λήµµα 4.1. ΄Εστω n ≥ 1 και 1 ≤ k ≤ n. Τότε :(
n

k − 1

)
<

(
n
k

)
αν και µόνο αν k <

n+ 1

2
,

2Για την εύρεση του λήµµατος, µπορεί κανείς ν᾿ ανατρέξει στα [5, σελ. 3-5],[16, σελ.
1067]
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(
n

k − 1

)
>

(
n
k

)
αν και µόνο αν k >

n+ 1

2
,(

n
k − 1

)
=

(
n
k

)
αν και µόνο αν k =

n+ 1

2
και n περιττός.

Απόδειξη.

r(k) =

(
n
k

)
(

n
k − 1

) =

n!
k!(n−k)!

(k − 1)!(n− k − 1)!

=
(k − 1)!(n− k − 1)!

k!(n− k)!
=
n− k + 1

k
(4.8)

Εποµένως, r(k) > 1 αν και µόνο αν k < n+1
2 , r(k) < 1 αν και µόνο αν k > n+1

2 και
r(k) = 1 αν και µόνο αν k = n+1

2 .

Λήµµα 4.2. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n ισχύει :

22n

2n
≤
(

2n
n

)
< 22n.

Απόδειξη. Απ᾿ το διωνυµικό ϑεώρηµα έχουµε:

22n = (1 + 1)2n =

2n∑
k=0

(
n
k

)
>

(
2n
n

)
Απ᾿ το λήµµα 4.1, ο µέσος διωνυµικός παράγοντας είναι ο µέγιστος διωνυµικός
παράγοντας στο ανάπτυγµα του (1 + 1)2n. Εποµένως :

22n =
2n∑
k=0

(
2n
k

)
= 1 +

2n−1∑
k=1

(
2n
k

)
+ 1

≤ 2 + (2n− 1)

(
2n
n

)
≤ 2n

(
2n
n

)
.

(4.9)

Θεώρηµα 4.1. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n:∏
p≤n

p < 4n (4.10)

Ισοδύναµα, για κάθε πραγµατικό αριθµό x ≥ 1 ισχύει :

θ(x) < x log 4 (4.11)
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Απόδειξη. ΄Εστω m ≥ 1. Θεωρούµε τους διωνυµικούς συντελεστές :

M =

(
2m+ 1
m

)
=

(
2m+ 1
m+ 1

)
=

=
(2m+ 1)2m(2m− 1)(2m− 2) . . . (m+ 2)

m!

Η παραπάνω παράσταση είναι ακέραιος αριθµός, καθώς το M είναι διωνυµικός
συντελεστής. Επιπλέον :

2M =

(
2m+ 1
m

)
+

(
2m+ 1
m+ 1

)
<

2m+1∑
k=0

(
2m+ 1
k

)
= 22m+1

κι έτσι
M < 4m.

Αν p είναι πρώτος αριθµός τέτοιος ώστε m + 2 ≤ p ≤ 2m + 1, τότε το p διαιρεί το
γινόµενο

(2m+ 1)2m(2m− 1)(2m− 2) . . . (m− 2)

αλλά όχι το m!. Συνεπάγεται ότι p|M , κι έτσι το γινόµενο :∏
m+2≤p≤2m+1

p

διαιρεί το Μ. Εποµένως, ∏
m+2≤p≤2m+1

p ≤M < 4m, (4.12)

για κάθε ϑετικό m. Θ᾿ αποδείξουµε την ανισότητα (4.10) µ᾿ επαγωγή στο n. Η
ανισότητα αυτή ισχύει για n = 1 και n = 2, καθώς 1 < 41 και 2 < 42 αντίστοιχα.
΄Εστω n ≥ 3 και ϑεωρούµε ότι η (4.10) ισχύει για όλους τους ϑετικούς ακέραιους
m < n. Αν το n είναι άρτιο, τότε :∏

p≤n
p =

∏
p≤n−1

p < 4n−1 < 4n.

Αν το n είναι περιττό, τότε n = 2m+ 1, για κάποιο m > 1 και∏
p≤n

p =
∏

p≤m+1

p
∏

m+2≤p≤2m+1

p.

Εξ επαγωγής, έχουµε: ∏
p≤m+1

p < 4m+1 (4.13)
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Απ᾿ τις (4.12), (4.13) ισχύει ότι :∏
p≤n

p =
∏

p≤m+1

p
∏

m+2≤2m+1

p < 4m+14m = 42m+1 = 4n

Η παραπάνω σχέση αποδεικνύει την (4.10).
Η ανισότητα (4.11) έπεται της (4.10) ως εξής : Αν x ≥ 1, τότε n = [x] ≥ 1 και

θ(x) = θ(n) = ln
∏
p≤n

p < n ln 4 ≤ x ln 4.

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύουµε ότι η (4.11) έπεται της (4.10).

Θεώρηµα 4.2. Υπάρχουν ϑετικές σταθερές A,B τέτοιες, ώστε :

Ax ≤ θ(x) ≤ ψ(x) ≤ π(x) lnx ≤ B

για κάθε x ≤ 2. Επιπλεόν :

lim inf
x→∞

θ(x)

x
= lim inf

x→∞

ψ(x)

x
= lim inf

x→∞

π(x) ln(x)

x
≥ ln 2

και

lim sup
x→∞

θ(x)

x
= lim sup

x→∞

ψ(x)

x
= lim sup

x→∞

π(x) ln(x)

x
≤ ln 4

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα 4.1 δίνει άνω ϕράγµα θ(x) < x ln 4, κι έτσι :

lim
x→∞

θ(x)

x
≤ ln 4

Θα υπολογίσουµε το κάτω ϕράγµα για το ψ(x). ΄Εστω n είναι ένας ϑετικός ακέραιος,

και ϑεωρούµε το µέσο διωνυµικό παράγοντα N =

(
2n
n

)
. Γράφουµε το N σαν

γινόµενο πρώτων παραγόντων ως εξής :

N =

(
2n
n

)
=

(n+ 1)(n+ 2) . . . 2n

n!
=

(2n)!

n!2
=
∏
p≤2n

pup((2n)!)−2up(n!)

όπου:

up((2n)!)− 2up(n!) =

[ln 2n/ ln p]∑
k=1

([
2n

pk

]
− 2

[ n
2k

])

Για κάθε πραγµατικό αριθµό t ισχύει [2t]− 2[t] =

{
0
1

. Εποµένως :

0 ≤ up((2n)!)− 2up(n!) ≤
[

ln 2n

ln p

]



37

Λόγω του λήµµατος 4.2, ισχύει :

22n

2n
≤ N =

∏
p≤2n

pup((2n)!−2up(n!) ≤
∏
p≤2n

p[ln 2n/ ln p]

κι έτσι :

2n ln 2− ln 2n ≤
∑
p≤2n

[
ln 2n

ln p

]
ln p = ψ(2n)

΄Εστω x ≥ 2 και n = [x/2]. Τότε :

2n ≤ x < 2n+ 2

και

ψ(x) ≥ ψ(2n) ≥ 2n ln 2− ln 2n > (x− 2) ln 2− lnx = x ln 2− lnx− 2 ln 2.

Εποµένως :

lim
x→∞

ψ(x)

x
≥ ln 2.

Τώρα, µπορούµε να ϐρούµε ένα κάτω ϕράγµα για την θ(x) ως προς την π(x) lnx.
Αν 0 < δ < 1:

θ(x) ≥
∑

x1−δ<p≤x

ln p ≥

≥
∑

x1−δ<p≤x

(1− δ) lnx =

= (1− δ)(π(x)− π(x1−δ)) lnx ≥
≥ (1− δ)π(x) ln(x)− x1−δ lnx. (4.14)

΄Ετσι, µπορούµε να γράψουµε:

θ(x)

x
≥ (1− δ)π(x) lnx

x

lnx

xδ
.

Συνεπάγεται ότι :

lim inf
x→∞

θ(x)

x
= (1− δ) lim inf

x→∞

π(x) ln(x)

x

Η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε δ > 0, κι άρα:

lim inf
x→∞

θ(x)

x
≥ lim inf

x→∞

π(x) ln(x)

x
. (4.15)

Με παρόµοιο τρόπο, έχουµε το κάτω ϕράγµα της θ(x):

lim sup
x→∞

θ(x)

x
≥ lim sup

x→∞

π(x) ln(x)

x
. (4.16)
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Η ανισότητα
θ(x) ≤ ψ(x) ≤ π(x) lnx

συνεπάγεται ότι :

lim inf
x→∞

θ(x)

x
≤ lim inf

x→∞

ψ(x)

x
≤ lim inf

x→∞

π(x) ln(x)

x
(4.17)

και

lim sup
x→∞

θ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

ψ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

π(x) ln(x)

x

Αν συνδυάσουµε τις ανισότητες (4.15) και (4.17), παίρνουµε τη σχέση:

lim inf
x→∞

θ(x)

x
= lim inf

x→∞

ψ(x)

x
= lim inf

x→∞

π(x) ln(x)

x
≥ ln 2

΄Οµοια, συνδυάζοντας τις (4.16) και (4.2),έχουµε:

lim sup
x→∞

θ(x)

x
= lim sup

x→∞

ψ(x)

x
= lim sup

x→∞

π(x) ln(x)

x
≥ ln 4

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Το ϑεώρηµα 4.2 αποδεικνύει ότι

π(x) ∼
x

lnx
,

καθώς limx→∞ f(x) = a αν και µόνο αν

lim inf
x→∞

f(x) = lim sup
x→∞

f(x) = a.

Επιπλέον, µε το παραπάνω ϑεώρηµα, καταφέραµε ν᾿ αποδείξουµε ότι οι επόµενες
ασυµπτωτικές σχέσεις είναι ισοδύναµες :

π(x) ∼
x

lnx
,

θ(x) ∼ x,

ψ(x) ∼ x.

Συνεπώς, για να προχωρήσουµε στην απόδειξη του ϑεωρήµατος των πρώτων αριθµών,
ϑα χρησιµοποιήσουµε την ασυµπτωτική σχέση ψ(x) ∼ x. Πρωτού, όµως, περάσουµε
στην κυρίως απόδειξη, ϑ᾿ αναφέρουµε στην επόµενη ενότητα σ᾿ ορισµένα χρήσιµα
λήµµατα.
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4.3 Λήµµατα

Λήµµα 4.3. Για κάθε αριθµητική συνάρτηση α(n) έστω:

A(x) =
∑
n≤x

α(n)

όπου A(x) = 0 αν x < 1. Τότε :∑
n≤x

(x− n)α(n) =

∫ x

1
A(t)dt (4.18)

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την ταυτότητα του Abel3 που δηλώνει ότι :∑
n≤x

α(n)f(n) = A(x)f(x)−
∫ x

1
A(t)f ′(t)dt, (4.19)

αν η f έχει συνεχή παράγωγο στο [1, x]. Θέτοντας f(t) = t έχουµε:∑
n≤x

α(n)f(n) =
∑
n≤x

nα(n) (4.20)

και
A(x)f(x) = x

∑
n≤x

α(n) (4.21)

οπότε, η (4.19) καταλήγει στην (4.18).

Το επόµενο λήµµα είναι µια µορφή του κανόνα L’Hospital για αύξουσες, τµηµα-
τικά γραµµικές συναρτήσεις :

Λήµµα 4.4. ΄Εστω A(x) =
∑

n≤x α(n) κι έστω A1(x) =
∫ x

1 A(t)dt. Θεωρούµε ακόµη

ότι α(n) ≥ 0 για κάθε n. Αν ισχύει η ασυµπτωτική σχέση :

A1(x) ∼ Lxc, x→∞ (4.22)

για κάποιο c > 0 και L > 0, τότε :

A(x) ∼ cLxc−1, x→∞ (4.23)

Μ᾿ άλλα λόγια, αν παραγωγίσουµε τα δυο µέλη της (4.22), παίρνουµε τις παραγώγους

των δυο µελών, όπως ϕαίνεται στην (4.23)
4
.

3Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [3, σελ. 77-78]
4Το αναφέρουµε ως κανόνα L’ Hospital, γιατί :[

A1(x) ∼ Lxc ⇔ lim
x→+∞

A1(x)

Lxc
= 1

]
⇒
[

lim
x→+∞

A(x)

cLxc−1
⇔ A(x) ∼ cLxc−1

]
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Απόδειξη. Η συνάρτηση A(x) είναι αύξουσα, καθώς η α(n) είναι µη αρνητική. Επι-
λέγουµε κάποιο β > 1 και ϑεωρούµε τη διαφορά A1(βx)−A1(x). ΄Εχουµε:

A1(βx)−A1(x) =

∫ βx

x
A(u)du ≥

∫ βx

x
A(x)du = A(x)(βx− x) = x(β − 1)A(x).

Αυτό µας δίνει :

xA(x) ≤ 1

β − 1
{A1(βx)−A1(x)}

Ας κρατήσουµε το β σταθερό κι ας ϑέσουµε x→∞ στην ανισότητα. Βρίσκουµε:

lim sup
x→∞

A(x)

xc−1
≤ 1

β − 1
(Lβc − L) = L

βc − 1

β − 1

Τώρα, έστω β ↓ 1. Το πηλίκο στα δεξιά είναι το πηλίκο διαφοράς για την παράγωγο
του xc στο x = 1 κι έχει όριο c. Εποµένως :

lim sup
x→∞

A(x)

xc−1
≤ cL (4.24)

Τώρα, ϑεωρούµε κάθε α µε 0 < α < 1 κι έστω η διαφορά A1(x)− A1(αx). Μια
παρόµοια υπόθεση αποτελεί και το παρακάτω:

lim
x→∞

inf
A(x)

xc−1
≥ L1− αc

1− a

Καθώς το α→ 1−, το δεξί µέλος τείνει στο cL. Αυτό, µαζί µε τη σχέση (4.24) δείχνουν
ότι το A(x)/xc−1 τείνει στο όριο cL καθώς το x→∞.

΄Οταν α(n) = Λ(n), έχουµε A(x) = ψ(x), A1(x) = ψ1(x) και α(n) ≥ 0 Εποµέ-
νως, µπορούµε να εφαρµόσουµε τα λήµµατα (4.3),(4.4) κι αµέσως να καταλήξουµε
στο :

Θεώρηµα 4.3. Ισχύει :

ψ1(x) =
∑
n≥x

(x− n)Λ(n) (4.25)

Επιπλέον, η ασυµπτωτική σχέση ψ(x) ∼ x2

2 συνεπάγεται ότι ψ(x) ∼ x καθώς x→∞.

Το επόµενο ϐήµα είναι να εκφράσουµε το ψ1(x)
x2

σαν επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
µε τη ϐοήθεια της συνάρτησης Ϲήτα του Riemann. Βασικό µας εργαλείο ϑα είναι ο
µετασχηµατισµός Mellin.5

5Παραπέµπουµε στο παράρτηµα Ε΄.
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4.4 Αναπαράσταση του ψ1(x)/x2 µε επικαµπύλιο
ολοκλήρωµα

Ξεκινούµε µε τα παρακάτω λήµµατα, πάνω στα οποία ϑα ϐασιστούµε για να
µπορέσουµε ν᾿ αναπαραστήσουµε το ψ1(x)/x2 µ᾿ επικαµπύλιο ολοκλήρωµα:

Λήµµα 4.4.1. Αν ψ(x) =
∑

x≤n Λ(n), τότε :

(ln ζ(s))′ =
ζ ′(s)

ζ(s)
= −s

∫ +∞

0
x−s−1ψ(x)dx (4.26)

Απόδειξη. ΄Εχουµε ήδη αναφέρει µια εκ των ιδιοτήτων της ζ στο κεφάλαιο 3, ενότητα
3.2, την οποία για ευκολία ξαναγράφουµε παρακάτω:

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
n≥2

Λ(n)n−s (4.27)

Αν επεκτείνουµε την Λ(n) σ᾿ ολόκληρο το R+ ϑέτοντας Λ(x) = Λ(n) για κάθε x ∈
[n, n+ 1], τότε :

ψ(x) =
∑
x≤n

Λ(n)⇔ Λ(x) = ψ(n)− ψ(n− 1)

Εποµένως, η σχέση (4.27) γίνεται :

ζ ′(s)

ζ(s)
= lim

N→+∞

N∑
n=2

Λ(n)n−s = lim
N→+∞

N∑
n=2

(ψ(n)− ψ(n− 1))n−s =

= lim
N→+∞

N∑
n=2

ψ(n)n−s − lim
N→+∞

N∑
n=2

ψ(n− 1)n−s

(4.28)

Αλλάζουµε δείκτη στην άθροιση του δεύτερου ορίου κι έχουµε:

lim
N→+∞

N∑
n=2

ψ(n)n−s − lim
N→+∞

N−1∑
n=1

ψ(n)(n+ 1)−s

= lim
N→+∞

(
ψ(N)N−s +

N−1∑
n=2

ψ(n)n−s −
N−1∑
n=2

ψ(n)(n+ 1)−s − ψ(2) · 2−s
)

=

= lim
N→+∞

N−1∑
n=2

ψ(n)(n−s − (n+ 1)−s) + lim
N→+∞

N−sψ(N)− ψ(1)2−s
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΄Οµως

ψ(1) = Λ(1) = 0 και ψ(N) =
∑
n≤N

Λ(n) ≤
∑
n≤N

Λ(N) ≤
∑
n≤N

ln(N) =

= lnN
∑
n≤N

1 = N lnN (4.29)

Εποµένως, η παραπάνω σχέση γίνεται :

ψ(N)

N s
≤ N lnN

N s
= N1−s lnN → 0, καθώς N →∞,

δεδοµένου ότι το s > 1. Συνολικά, καταλήγουµε στη σχέση:

ζ ′(s)

ζ(s)
= lim

N→∞

N∑
n=2

ψ(n)
(
n−s − (n+ 1)−s

)
=

= − lim
N→∞

N∑
n=2

ψ(n)

∫
nn+1 d

dx
x−sds = − lim

N→∞

N∑
n=2

ψ(n)

∫ n+1

n

d

dx
x−sds =

= − lim
N→∞

∫ ∞
0

ψ(x)(−s)x−s−1dx = s

∫ ∞
0

ψ(x)x−s−1dx. (4.30)

Στη συνέχεια, ϑα χρησιµοποιήσουµε τον µετασχηµατισµό Mellin , που έχει
εισηχθεί στο παράρτηµα Ε΄. Βάσει, λοιπόν, των προηγουµένων έχουµε:

(ln ζ(s))′ = −sM[ψ;−s].

Αντιστρέφοντας την παραπάνω σχέση καταλήγουµε στο επόµενο λήµµα:

Λήµµα 4.5. Ισχύει :

ψ(x) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)
xsds, ∀σ ∈ (1,∞)

Απόδειξη. Απ᾿ το λήµµα 4.4.1 ισχύει

(ln ζ(s))′ = −sM[ψ;−s]⇒M−1

[
(ln ζ(s))′

s
;x

]
= −M−1[M[ψ;−s];x]⇒

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

(ln ζ(s))′

s
x−sds = −M−1[M[ψ(s);−s];x]

Με την αλλαγή µεταβλητής από s σε −s παίρνουµε:

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

(ln ζ(−s))′

(−s)
xsd(−s) = −ψ(x)⇒

ψ(x) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)
xsds. (4.31)
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Θεώρηµα 4.4. ΄Εστω:

ψ1(x) =

∫ x

1
ψ(t)dt,

τότε :

ψ1(x)

x2
= − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

(
xs−1

s+ 1
− x−2

s+ 1

)
,∀σ ∈ (1,+∞)

Απόδειξη. Απ΄το λήµµα 4.5 έχουµε:

ψ(x) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)
xsds.

Επιπλέον, απ᾿ τη σχέση (4.4):

ψ1(x) =

∫ x

1
ψ(t)dt = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

(∫ x

0
tsdt

)
ds.

Μ᾿ εναλλαγή των δυο ολοκληρωµάτων παίρνουµε:

− 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

ts+1

s+ 1

∣∣∣∣x
1

ds =

= − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

(
xs+1

s+ 1
− 1

s+ 1

)
ds. (4.32)

∆ιαιρώντας µε x2 λαµβάνουµε το Ϲητούµενο.

Λήµµα 4.6. Ισχύει : ∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

ds

s+ 1
= 0

Απόδειξη. Θέτοντας s = σ + it παίρνουµε:∫ σ+i∞

σ−i∞

ζ ′(s)

sζ(s)

ds

s+ 1
=

= lim
T→+∞

∫ T

−T

ζ ′(σ + it)

(σ + it)ζ(σ + it)

idt

(σ + 1 + it)
.

Θέτουµε:

I(t) =

∫ +T

−T

ζ ′(σ + it)

(σ + it)ζ(σ + it)

idt

σ + 1 + it
=

= i

(∫ T

−T

1

(σ + it)(σ + 1 + it)
(ln(ζ(σ + it)))′dt

)
=

= i

(
ln ζ(σ + it)

(σ + it)(σ + 1 + it)

∣∣∣∣T
−T

+

+

∫ T

−T

(2σ + 1)i− 2t

((σ + it) · (σ + 1 + it))2 ln(ζ(σ + it))dt

)
= i(I1(T ) + I2(T )) (4.33)
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Θα δουλέψουµε µε καθένα απ᾿ τα ολοκληρώµατα ξεχωριστά. Για το πρώτο ολοκλή-
ϱωµα ισχύει :

I1(T ) =
ln(ζ(σ + iT ))

(σ + iT )(σ + 1 + iT )
− ln(ζ(σ − iT ))

(σ − iT )(σ + 1− iT )

Επιπλέον, για το πρώτο ολοκλήρωµα µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε την ισχύ
των παρακάτω ανισοτήτων :

|σ + iT | ≥ ||σ| − |T || , |σ − iT | ≥ ||σ| − |T ||

και
|σ + 1 + iT | ≥ ||σ| − |T |+ 1| , |σ + 1− iT | ≥ ||σ| − |T | − 1| ,

για την απόδειξη των οποίων χρησιµοποιήσαµε την αντίστροφη τριγωνοµετρική ταυ-
τότητα |x+ y| ≥ ||x| − |y||. ΄Αρα:

1

|σ + iT ||σ + 1 + iT |
≤ 1

(||σ| − |T | − 1|)2 (4.34)

και
1

|σ − iT ||σ + 1− iT |
≤ 1

(||σ| − |T | − 1|)2 .

ln(1 + x) =
∑
n≥1

(−1)n+1xn, ∀x : |x| < 1.

Απ᾿ τη σχέση του Euler µπορούµε να υπολογίσουµε ότι :

ln ζ(s) = −
∑
p

ln(1 + p−s)

Αν s = σ + it, τότε :

log(1 + p−σ−it) =
∑
n≥1

(−1)n+1p−nσ−it

ln ζ(σ + it) = −
∑
p

∑
n≥1

(−1)n+1p−nσ−it

Αν πάρουµε το µέτρο της παραπάνω σχέσης, έχουµε:

| ln ζ(σ + it)| =
∑
p

∑
n≥1

| exp(−n(σ + it) log p)| =

=
∑
p

∑
n≥1

| exp(−nσ ln p) exp(−nit ln p)| =

=
∑
p

∑
n≥1

| exp(−nσ ln p)|| exp(−nit ln p)| =

=
∑
p

∑
n≥1

p−nσ ≤
∑
m≥1

m−σ = C(σ) < +∞, (4.35)
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όπου το σ > 1 καιC(σ) µια σταθερά που εξαρτάται µόνο απ᾿ το σ και το | exp(−nit ln p)|
να ισούται πάντα µε µονάδα. Εποµένως :

|I1(T )| = | ln(ζ(σ + iT ))

(σ + iT )(σ + 1 + iT )
− ln(ζ(σ − iT ))

(σ − iT )(σ + 1− iT )
| =

≤ | ln(ζ(σ + iT ))

(σ + iT )(σ + 1 + iT )
|+ | ln(ζ(σ − iT ))

(σ − iT )(σ + 1− iT )
| ≤

≤ 2C(σ)2

(|σ| − |T | − 1)2
.

(4.36)

Συνεπώς I1(T ) → 0. Με παρόµοιο τρόπο ϑα δουλέψουµε τώρα και στο δεύτερο
ολοκλήρωµα.

Θα χρησιµοποιήσουµε και πάλι τη σχέση (4.34), καθώς:

1

(|σ + iT ||σ + 1 + iT |)2
=

1

|σ + iT ||σ + 1 + iT |
· 1

|σ + iT ||σ + 1 + iT |
≤

≤ 1

(||σ| − |T | − 1|)
· 1

(||σ| − |T | − 1|)
=

=
1

(||σ| − |T | − 1|)4 . (4.37)

΄Οµοια, ϑα χρησιµοποιήσουµε ξανά τη (4.35). Για −T ≤ t ≤ T και καθώς η συνάρ-
τηση του λογαρίθµου είναι αύξουσα και καθώς στη σχέση (4.35) που αποδείξαµε η
σταθερά εξαρτάται µονάχα απ᾿ το σ, ισχύει :

| ln ζ(σ + it)| ≤ | ln(σ + iT )| ≤ C(σ) (4.38)

Επιπλέον :

|2σi+ i− 2t| ≤ ||2σ + i|+ 2|t|| = |2σ + 1 + 2|t|| ≤ |2σ + 1 + 2T | (4.39)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (4.35), (4.38) και (4.39) στ᾿ ολοκλήρωµα I2(T ) παίρνου-
µε : ∣∣∣∣∫ T

−T

(2σ + 1)i− 2t

((σ + it) · (σ + 1 + it))2 ln ζ(σ + it)dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ T

−T

∣∣∣∣ (2σ + 1)i− 2t

((σ + it) · (σ + 1 + it))2 ln ζ(σ + it)dt

∣∣∣∣ =

= C(σ)
|2σ + 1 + 2T |
|σ + T − 1|4

(T − (−T )) (4.40)

για σ, T > 0. ∆ηλαδή:

C(σ)

∣∣4Tσ + 2T + 4T 2
∣∣

|σ + T − 1|4
(4.41)
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Η ποσότητα στον αριθµητή εµπεριέχει δύναµη του T µικρότερη απ᾿ αυτή του πα-
ϱονοµαστή. ∆ια τούτο, στέλνοντας το Τ στο άπειρο, το κλάσµα I2(T ) ϑα τείνει στο
µηδέν. Συνεπώς, καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 4.5. Ισχύει η σχέση :

ψ(x)

x2
= − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

xs−1

s(s+ 1)

ζ ′(s)

ζ(s)
ds (4.42)

Απόδειξη. Συνδυάζουµε τα ϑεώρηµα (4.4) και λήµµα (4.6) και καταλήγουµε στο
Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 4.6. Αν c > 1 και x ≥ 1, έχουµε :

ψ(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
xs−1h(s)ds (4.43)

όπου

h(s) =
1

s(s+ 1)

(
−ζ
′(s)

ζ(s)
− 1

s− 1

)
(4.44)

Απόδειξη. Θ᾿ αποδείξουµε αρχικά ότι ισχύει η σχέση:

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

u−s

s(s+ 1)(s+ 2)
ds =

{
1
2(1− u)2 αν 0 < u ≤ 1

0 αν u > 1
(4.45)

Η ολοκληρωτέα ποσότητα στη σχέση (4.45) είναι ίση µε u−sΓ(s)/Γ(s + 3). Αυτό
έπεται της ιδιότητας 4 στο ϑεώρηµα Γ΄.3 απ᾿ το παράρτηµα Γ΄:

Γ(s+ 3) = (s+ 2)(s+ 1)sΓ(s).

΄Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Cauchy ολοκληρωτικών υπολοίπων στ᾿ ολοκλήρωµα:

1

2πi

∫
C(R)

u−sΓ(s)

Γ(s+ 3)

όπου C(R) είναι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα που παρουσιάζεται στα σχήµατα 4.2.
Η ακτίνα R του κύκλου επιλέγεται µεγαλύτερη από 4 + c, εποµένως, όλοι οι πόλοι
στα σηµεία s = 0,−1,−2 ϐρίσκονται εντός του κύκλου.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι τ᾿ ολοκλήρωµα κατά µήκος καθενός εκ των κυκλικών τόξων
τείνει στο 0 καθώς R → ∞. Αν s = x + iy και |s| = R η ολοκληρωτέα ποσότητα
ϕράσσεται εκ των άνω απ᾿ την :∣∣∣∣ u−s

s(s+ 1)(s+ 2)

∣∣∣∣ =
u−x

|s||s+ 1||s+ 2|
≤ u−c

R · |s+ 1| · |s+ 2|

Η ανισότητα u−x ≤ u−c συνεπάγεται απ᾿ το γεγονός ότι η u−x είναι µια αύξουσα
συνάρτηση του x αν 0 < u ≤ 1 και ϕθίνουσα αν u > 1. Τώρα, αν 1 ≤ n ≤ 2 έχουµε:

|s+ n| ≥ |s| − n = R− n ≥ R− 2 ≥ R

2
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1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4−1−2−3−4−5
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1 2 3 4−1−2−3−4−5

ℜz

ℑz

(ϐ΄) u > 1

Εικόνα 4.2: Οι δρόµοι ολοκλήρωσης ανά περίπτωση

καθώς R > 4. Εποµένως, τ᾿ ολοκλήρωµα κατά µήκος κάθε κυκλικού τόξου ϕράσσε-
ται από:

2πRu−c

R
(

1
2R
)2 = O(R2)

Η σχέση αυτή τείνει στο µηδέν καθώς το R τείνει στο άπειρο. Αν u > 1, η ολο-
κληρωτέα ποσότητα είναι αναλυτική εντός του C(R) καθώς

∫
C(R) = 0, ϐάσει του

ϑεωρήµατος Cauchy Β΄.1. Αν R → ∞ τότε ισχύει η σχέση (4.45) Στην περίπτωση,
τώρα, που 0 < u ≤ 1 εφαρµόζουµε τ᾿ ολοκλήρωµα γύρω απ᾿ το C(R) µε τη ϐοήθεια
του ϑεωρήµατος των ολοκληρωτικών υπολοίπων Β΄.2. Η ολοκληρωτέα ποσότητα έχει
πόλους στους ακέραιους n = 0,−1,−2. ΄Ετσι :

1

2πi

∫
C(R)

u−sΓ(s)

Γ(s+ 3)
ds =

2∑
n=0

Res

(
u−sΓ(s)

Γ(s+ 3)
,−n

)
=

=

2∑
n=0

un

Γ(3− n)
Res(Γ(s),−n) =

2∑
n=0

un(−1)n

(2− n)!n!
=

=
1

2

2∑
n=0

(
2
n

)
(−u)n =

(1− u)2

2

(4.46)

Στέλνοντας το R→∞, καταλήγουµε στην ισχύ της (4.45).
Χρησιµοποιώντας τη σχέση (4.45) παίρνουµε:

1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i

xs

s(s+ 1)(s+ 2)
ds
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όπου c > 0. Με αντικατάσταση του s µε s − 1 στ᾿ ολοκλήρωµα, κρατώντας το c > 1
κ᾿ αφαιρώντας τη σχέση απ᾿ τη σχέση (4.42) καταλήγουµε στην ισχύ του ϑεωρήµατος
(4.6).

Αν παραµετροποιήσουµε το µονοπάτι ολοκλήρωσης γράφοντας s = c + it ϐρί-
σκουµε:

xs−1 = xc−1xit = xc−1eit lnx

κι η εξίσωση (4.43) γίνεται :

ψ1(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
xc−1

2

∫ c+i∞

c−i∞
h(c+ it)eit lnxdt (4.47)

Προχωρούµε δείχνοντας ότι το δεξί µέλος της (4.47) τείνει στο 0 καθώς x → ∞.
΄Οπως αναφέρθηκε νωρίτερα, πρώτα δείχνουµε ότι µπορούµε να ϑέσουµε c = 1 στη
(4.47). Γι᾿ αυτό το σκοπό, πρέπει να µελετήσουµε τη ζ(s) στη γειτονιά της ευθείας
σ = 1.

4.5 ΄Ανω όρια για τη |ζ ′(s)| και |ζ(s)| κοντά στην
ευθεία σ = 1

Για να µελετήσουµε τη ζ(s) κοντά στη γραµµή σ = 1, ϑα χρησιµοποιήσουµε την
αναπαράσταση που προέκυψε απ᾿ το ϑεώρηµα 3.2.2 και ισχύει για σ > 0:

ζ(s) =

N∑
n=1

1

ns
− s

∫ ∞
N

x− [x]

xs+1
dx+

N1−s

s− 1
(4.48)

Επιπλέον, χρησιµοποιούµε τη σχέση για ζ ′(s) παραγωγίζοντας κάθε µέλος της (4.48):

ζ ′(s) = −
N∑
n=1

lnn

ns
+ s

∫ ∞
N

x− [x] lnx

xs+1
dx−

∫ ∞
N

x− [x]

xs+1
dx−

−N
1−s lnN

s− 1
− N1−s

(s− 1)2
(4.49)

Το επόµενο ϑεώρηµα χρησιµοποιεί τις σχέσεις αυτές για τον υπολογισµό των άνω
ορίων για τις |ζ ′(s)| και |ζ(s)|.

Θεώρηµα 4.7. Για κάθε A > 0 υπάρχει µια σταθερά M , που εξαρτάται απ᾿ το A,

τέτοια ώστε :

|ζ(s)| ≤M ln t και |ζ ′(s)| ≤M ln2 t (4.50)

για κάθε s = σ + it µε σ ≥ 1/2 που ικανοποιεί τις σχέσεις :

σ > 1− A

ln t
και t ≥ e (4.51)
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σ

t

t = e

σ = 1−
A

ln t

Εικόνα 4.3: Η περιοχή µεταξύ των καµπυλών σ > 1 − A
ln t

και t > e για
A = 0.5

Να σηµειώσουµε εδώ ότι οι ανισότητες (4.50), (4.51) περιγράφουν µια περιοχή
όπως αυτή που ϕαίνεται στο σχήµα 4.36:

Απόδειξη. Αν σ ≥ 2, έχουµε |ζ(s)| ≤ ζ(2) και |ζ ′(s)| ≤ ζ ′(2). ΄Ετσι, οι ανισότητες
στη σχέση (4.50) ικανοποιούνται. Εποµένως, µπορούµε να ϑεωρήσουµε σ < 2 και
t ≥ e. Τότε, έχουµε:

|s| ≤ σ + t ≤ 2 + t < 2t και |s− 1| ≥ t

έτσι ώστε 1
|s−1| ≤ 1/t. Με χρήση της (4.48) εκτιµούµε την |ζ(s)| και ϐρίσκουµε:

|ζ(s)| ≤
N∑
n=1

1

nσ
+ 2t

∫ ∞
N

1

xσ+1
dx+

N1−σ

t
=

=

N∑
n=1

1

nσ
+

2t

σNσ
+
N1−σ

t
(4.52)

Τώρα, αν το N εξαρτάται απ᾿ το t, ϑεωρώντας N = [t], ϑα ισχύει N ≤ t < N + 1 και
lnn ≤ ln t αν n ≤ N . Η ανισότητα (4.51) συνεπάγεται ότι

1− σ < A

ln t

6Σ᾿ αυτή την περιοχή, η συνάρτηση Ϲήτα συµπεριφέρεται σαν λογάριθµος, σε σχέση µε το
άνω ϕράγµα.
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κι έτσι :
1

nσ
=

1

n
e(1−σ) lnn <

1

n
eA lnn/ ln t ≤ 1

n
eA = O

(
1

n

)
Εποµένως :

2t

σNσ
≤ N + 1

N
= O(1) και

N1−σ

t
=
N

t

1

Nσ
= O

(
1

N

)
΄Αρα

|ζ(s)| = O

(
N∑
n=1

1

n

)
+O(1) = O(lnN) +O(1) = O(ln t)

Η παραπάνω σχέση αποδεικνύει την ανισότητα για την |ζ(s)| στη σχέση (4.50). Για
την ανισότητα της |ζ ′(s)| χρησιµοποιούµε µε παρόµοιο τρόπο την (4.48). Η µόνη
ουσιώδης διαφορά είναι ότι έµφανίζεται ένας επιπλέον παράγοντας lnN στο δεξί
µέλος. ΄Οµως, lnN = O(ln t), εποµένως παίρνουµε:

|ζ ′(s)| = O(ln2 t)

στην περιοχή που µας ενδιαφέρει κι ορίσαµε παραπάνω.

4.6 Ο µη µηδενισµός της ζ(s) πάνω στη γραµµή
σ = 1.

Στην ενότητα αυτή αποδεικνύουµε ότι ζ(1 + it) 6= 0 για κάθε πραγµατικό t. Η
απόδειξη ϐασίζεται σε µια ανισότητα και ϑα χρειαστεί επίσης στην επόµενη ενότητα:

Θεώρηµα 4.8. Αν σ > 1, έχουµε :

ζ3(σ)|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1 (4.53)

Απόδειξη. Ανακαλούµε την ταυτότητα της ζ(s) = eG(s), που αποδείχθηκε στην ενό-
τητα 3.2, όπου

G(s) =
∞∑
n=2

Λ(n)

log n
n−s =

∑
p

1

mpms
, σ > 1

Αυτό µπορεί να γραφεί ως εξής :

ζ(s) = exp

{∑
p

∞∑
m=1

1

mpms

}
= exp

{∑
p

∞∑
m=1

eimt ln p

mpmσ

}
,

απ᾿ όπου ϐρίσκουµε:

|ζ(s)| = exp

{∑
p

∞∑
m=1

cos(mt ln p)

mpmσ

}
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Εφαρµόζουµε τη σχέση αυτή επαναληπτικά µε s = σ, s = σ + it και s = σ + 2it
και λαµβάνουµε:

ζ3(σ)|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| = exp

{∑
p

∞∑
m=1

3 + 4 cos(mt ln p) + cos(2mt ln p)

mpmσ

}
΄Οµως, ισχύει η εξής τριγωνοµετρική ανισότητα:

3 + 4 cos θ + cos 2θ ≥ 0

που προκύπτει απ᾿ την ταυτότητα:

3 + 4 cos θ + cos 2θ = 3 + 4 cos θ + 2 cos2 θ − 1 = 2(1 + cos θ)2

Εποµένως, κάθε όρος στην τελευταία απειροσειρά είναι µη αρνητικός, εποµένως
καταλήγουµε στην (4.53)

Θεώρηµα 4.9. Ισχύει ζ(1 + it) 6= 0 για κάθε πραγµατικό t.

Απόδειξη. Χρειάζεται µόνο να ϑεωρήσουµε ότι t 6= 0. Ξαναγράφουµε την (4.53) στη
µορφή:

{(σ − 1)ζ(σ)}3
∣∣∣∣ζ(σ + it)

σ − 1

∣∣∣∣4 |ζ(σ + 2it)| ≥ 1

σ − 1
(4.54)

Αυτό ισχύει αν σ > 1. Τώρα ϑεωρούµε ότι σ ↓ 1 στην (4.54). Ο πρώτος παράγοντας
πλησιάζει το 1 καθώς η ζ(s) έχει ολοκληρωτικό υπόλοιπο µονάδα στον πόλο s = 1.
Ο τρίτος παράγοντας τείνει στο |ζ(1 + 2it)|. Αν το ζ(1 + it) ήταν ίσο µε µηδέν, ο
µεσαίος όρος ϑα µπορούσε να γραφεί ως εξής :∣∣∣∣ζ(σ + it)− ζ(1 + it)

σ − 1

∣∣∣∣4 → |ζ ′(1 + it)|4, καθώςσ ↓ 1

Εποµένως, αν για κάποιο t 6= 0 είχαµε ζ(1 + it) = 0, το αριστερό µέλος της (4.54)
ϑα πλησίαζε το όριο |ζ ′(1 + it)|4|ζ(1 + 2it)| καθώς σ ↓ 1. ΄Οµως, το δεξί µέλος τείνει
στο ∞ καθώς σ ↓ 1. ΄Ετσι, καταλήγουµε σε άτοπο. Συνεπώς η αρχική µας υπόθεση
ήταν εσφαλµένη.

4.7 Ανισότητες για τα
∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣ και ∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣.
Στο σηµείο αυτό εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα 4.8 ακόµη µια ϕορά για να εξάγουµε

τις παρακάτω ανισότητες για τα
∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣ και ∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣.
Θεώρηµα 4.10. Υπάρχει µια σταθερά M > 0 τέτοια ώστε :∣∣∣∣ 1

ζ(s)

∣∣∣∣ < M ln7 t και

∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣ < M ln9 t ≤
+∞∑
n=1

lnn

n2
<∞

όπου σ ≥ 1 και t ≥ e.
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Απόδειξη. Για σ ≥ 2 έχουµε:∣∣∣∣ 1

ζ(s)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

µ(n)

ns

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

1

n2
≤ ζ(2)7 και

∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

Λ(n)

n2
8, (4.55)

άρα οι ανισότητες ισχύουν για σ ≥ 2. Θεωρούµε τώρα ότι 1 ≤ σ ≤ 2 και t ≥ e.
Ξαναγράφουµε την ανισότητα (4.53) ως ακολούθως:

1

|ζ(σ + it)|
≤ ζ(σ)3/4|ζ(σ + 2it)|1/4

Η (σ − 1)ζ(σ) είναι ϕραγµένο στο διάστηµα 1 ≤ σ ≤ 2, καθώς είναι ολόµορφη
συνάρτηση9 κι έστω

(σ − 1)ζ(σ) ≤M, (4.56)

όπου M µια απόλυτη σταθερά. Τότε :

ζ(σ) ≤ M

σ − 1
, αν 1 ≤ σ ≤ 2

Επιπλέον, ζ(σ + 2it) = O(log t) αν 1 ≤ σ ≤ 2 (λόγω του ϑεωρήµατος 4.7 ), άρα,
για 1 ≤ σ ≤ 2 έχουµε:

1

|ζ(σ + it)|
≤ M3/4(log t)1/4

(σ − 1)3/4
=
A(ln t)1/4

(σ − 1)3/4

όπου A είναι µια απόλυτη σταθερά. Εποµένως, για µια σταθερά B > 0 έχουµε:

|ζ(σ + it)| > B(σ − 1)3/4

(ln t)1/4
, αν 1 < σ ≤ 2 και t ≥ e (4.57)

Η παραπάνω σχέση ισχύει µε τετριµµένο τρόπο για σ = 1. ΄Εστω α οποιοσδήποτε
αριθµός που ικανοποιεί την ανισότητα 1 < α < 2. Τότε, αν 1 ≤ σ ≤ α, t ≥ e
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα (4.7) για να γράψουµε:

|ζ(σ + it)− ζ(α+ it)| ≤
∫ α

σ
|ζ ′(u+ it)|du ≤ (α− σ)M ln2 t ≤ (α− 1)M log2 t

7Παραπέµπουµε στο πόρισµα 3.2.4 για την πρώτη από αριστερά ισότητα.
8Ισχύει : ∫ +∞

1

lnx

x2
=

∫ +∞

1

(lnx)′
(

lnx

x

)
dx =

= lnx
lnx

x

∣∣∣∣+∞
1

−
∫ +∞

1

lnx
1/x2 + lnx/x3

x2
dx < +∞ (4.55)

9Γνωρίζουµε ότι στο s = 1 η ζ(s) έχει έναν απλό πόλο, οπότε στην εν λόγω συνάρτηση
αυτός απαλείφεται µε τον πολλαπλασιασµό επί (σ − 1)
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Βάσει της τριγωνικής ανισότητας :

|ζ(σ + it)| ≥ |ζ(α+ it)| − |ζ(σ + it)− ζ(α+ it)| ≥

≥ |ζ(α+ it)| − (α− 1)M ln2 t ≥ B(α− 1)3/4

(log t)1/4
− (α− 1)M ln2 t

Το παραπάνω ισχύει αν 1 ≤ σ ≤ α κι απ᾿ τη σχέση (4.57) ισχύει επίσης αν α ≤ σ ≤ 2
καθώς (σ − 1)3/4 ≥ (α − 1)3/4. Μ᾿ άλλα λόγια, αν 1 ≤ σ ≤ 2 και t ≥ e έχουµε την
ανισότητα

|ζ(σ + it)| ≥ B(α− 1)3/4

(ln t)1/4
− (α− 1)M ln2 t

για κάθε α που ικανοποιεί την 1 < α < 2. Ας ϑεωρήσουµε, τώρα, ότι το α εξαρτάται
απ᾿ το t κι ας διαλέξουµε ένα α τέτοιο ώστε ο πρώτος όρος στο δεξί µέλος να είναι
διπλάσιος του δεύτερου. Αυτό συµβαίνει, όταν :

α = 1 +

(
B

2M

)
1

(ln t)9

Προφανώς α > 1 κι επίσης α < 2 αν t ≥ t0 για κάποιο t0. ΄Αρα, αν t ≥ t0 1 ≤ σ ≤ 2,
έχουµε:

|ζ(σ + it)| ≥ (α− 1)M ln2 t =
C

(ln t)7

Η ανισότητα ισχύει ακόµη και για διαφορετικό C αν e ≤ t ≤ t0. Αυτό αποδεικνύει
ότι |ζ(s)| ≥ C log−7 t, για κάθε σ ≥ 1, t ≥ e που µας δίνει ένα άνω όριο για το∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣. Για να πάρουµε την ανισότητα για το
∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣, εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα 4.7. Η

µόνη διαφορά που ϑα συναντήσουµε είναι η ύπαρξη ενός επιπλέον όρου log2 t.

4.8 Ολοκλήρωση της απόδειξης του ϑεωρήµα-
τος των πρώτων αριθµών.

Στο σηµείο αυτό είµαστε σχεδόν έτοιµοι να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του
ϑεωρήµατος των πρώτων αριθµών.

Θεώρηµα 4.11. Η συνάρτηση

F (s) = −ζ
′(s)

ζ(s)
− 1

s− 1

είναι αναλυτική στο s− 1.

Απόδειξη. Απ᾿ το λήµµα (Β΄.3) η − ζ′(s)
ζ(s) έχει έναν πόλο πρώτης τάξης στο 1 µε υπό-

λοιπο 1, όπως κ᾿ η 1
s−1 . Εποµένως η διαφορά τους είναι αναλυτική στο s = 1.
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σ

t

b

b

b

b

b b

1 c

1− iT

1 + iT

c− iT

c+ iT

Εικόνα 4.4: Το ορθογώνιο ολοκλήρωσης

Θεώρηµα 4.12. Για x ≥ 1 έχουµε :

ψ(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2π

∫ +∞

−∞
h(1 + it)eit lnxdt

όπου τ᾿ ολοκλήρωµα

∫ +∞
−∞ |h(1 + it)|dt συγκλίνει. Ισχύει :

ψ1(x) ∼ x2

2
. (4.58)

Συνεπώς :

ψ(x) ∼ x, καθώς x→∞.

Απόδειξη. Στο ϑεώρηµα (4.6) αποδείξαµε ότι αν c > 1 και x ≥ 1, ισχύει :

ψ(x)

x2
− 1

2

(
1− 1

x

)2

=
1

2πi

∫ c+∞

c−i∞
xs−1h(s)ds

όπου

h(s) =
1

s(s+ 1)

(
−ζ ′(s)
ζ(s)

− 1

s− 1

)
Το πρώτο πράγµα που πρέπει να κάνουµε είναι ν᾿ αποδείξουµε ότι µπορούµε να

µετακινήσουµε το µονοπάτι ολοκλήρωσης στη γραµµή σ = 1. Για να το κάνουµε
αυτό εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Cauchy Β΄.1 στο ορθογώνιο R που ϕαίνεται στο σχή-
µα 4.4. Τ᾿ ολοκλήρωµα του xs−1h(s) γύρω απ᾿ το R είναι 0, καθώς η ολοκληρωτέα



55

ποσότητα είναι αναλυτική στο εσωτερικό του R. Τώρα, δείχνουµε ότι τα ολοκληρώ-
µατα κατά µήκος των οριζόντιων τµηµάτων τείνουν στο 0 καθώς T → ∞. Καθώς η
ολοκληρωτέα ποσότητα έχει την ίδια απόλυτη τιµή στα συζυγή σηµεία, αρκεί να µε-
λετήσουµε µόνο το άνω τµήµα t ∈ [0, T ]. Σ᾿ αυτό το τµήµα ισχύουν οι προσεγγίσεις :∣∣∣∣ 1

s(s+ 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

T 2
και

∣∣∣∣ 1

s(s+ 1)(s− 1)

∣∣∣∣ ≤ 1

T 3
≤ 1

T 2
.

Επίσης, υπάρχει µια σταθερά M τέτοια ώστε
∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣ ≤ M ln2 t αν σ ≥ 1 και t ≥ e.
΄Αρα, αν T ≥ e, έχουµε:

|h(s)| ≤ M ln2 T

T 2

έτσι ώστε : ∣∣∣∣∫ e

1
xs−1h(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ e

1
xc−1M ln9 T

T 2
dσ = Mxc−1 ln9 T

T 2
(c− 1)

Εποµένως, τα ολοκληρώµατα κατά µήκος των οριζόντιων τµηµάτων τείνουν στο 0
καθώς το T τείνει στο άπειρο. ΄Ετσι, εχόυµε:∫ c+i∞

c−i∞
xs−1h(s)ds =

∫ 1+∞i

1−∞i
xs−1h(s)ds

Στη γραµµή σ = 1 γράφουµε s = 1 + it για να λάβουµε τη σχέση:

1

2πi

∫ 1+∞i

1−∞i
xs−1h(s)ds =

1

2π

∫ +∞

−∞
h(1 + it)eit log xdt

Στο σηµείο αυτό, παρατηρούµε ότι :∫ +∞

−∞
|h(1 + it)|dt =

∫ −e
−∞
|h(1 + it)|dt+

∫ +e

−e
|h(1 + it)|dt+

∫ +∞

+e
|h(1 + it)|dt.

Στο τρίτο ολοκλήρωµα έχουµε:

|h(1 + it)| ≤ M log9 t

t2

άρα, το
∫∞
e |h(1 + it)|dt συγκλίνει. Με παρόµοιο τρόπο συγκλίνει το πρώτο ολοκλη-

ϱωµα. Εποµένως, µπορούµε να εφαρµόσουµε το λήµµα Riemann-Lebesgue για να
λάβουµε:

ψ1(x) ∼ x2

2
(4.59)

Απ᾿ το ϑεώρηµα 4.3 αυτό συνεπάγεται ψ(x) ∼ x, καθώς x → ∞. Μ᾿ αυτό έχουµε
ολοκληρώσει την απόδειξη του ϑεωρήµατος των πρώτων αριθµών.
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Παράρτηµα Α΄

Ο συµβολισµός Landau

Θ᾿ αναφερθούµε σύντοµα στον ορισµό και τις ϐασικές ιδιότητες των συµβολισµών
(O, o,∼), που εισήχθησαν για πρώτη ϕορά απ᾿ τον Bachmann στην Ανάλυση κι
έχουν ως τώρα ϐοηθήσει αρκετά στη συµπαγή γραφή ασυµπτωτικών αποτελεσµάτων.

Α΄.1 Το µεγάλο Ο του Landau

΄Εστω a ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός (ακόµη και τα ±∞). ΄Εστω
f(x) και g(x) δυο συναρτήσεις που ορίζονται σε κάποια γειτονιά του a και ϑεωρούµε
ότι η g(x) είναι ϑετική συνάρτηση. Λέµε ότι η f(x) είναι το µεγάλο Ο της g(x) και
γράφουµε:

f(x) = O(g(x)) (Α΄.1)

αν υπάρχει µια σταθερά K > 0 και µια γειτονιά N(a) του a τέτοια ώστε

|f(x)| ≤ Kg(x), ∀x ∈ N(a)

Συγκεκριµένα, ο συµβολισµός
f(x) = O(1)

σηµαίνει ότι η f(x) είναι ϕραγµένη κατ᾿ απόλυτη τιµή σε κατάλληλη γειτονιά του a1.
Παραδείγµατα:

i. ΄Εστω ότι a = 0. Τότε
sinx = O(x), x3 = O(x2)

ii. ΄Εστω ότι a =∞. Τότε

sinx = O(1), x = O(x2)

1Με τον όρο γειτονιά του a εννοούµε κάθε σύνολοN(a) που περιέχει ένα ανοικτό διάστηµα
(a − ε, a + ε). Με τον όρο γειτονιά του +∞ εννοούµε κάθε σύνολο N(+∞) που περιέχει
ένα διάστηµα (M,+∞). Με τον όρο γειτονιά του −∞ εννοούµε κάθε σύνολο N(−∞) που
περιέχει ένα διάστηµα (−∞,−m).
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iii ΄Εστω ότι a = 1. Τότε ln(x) = O(x), καθώς:

ln(x) = ln(x+ 1− 1) = ln(1 + (x− 1)) =

+∞∑
n=1

(−1)n+1(x− 1)n, ∀x : |x| < 1.

iv ΄Εστω ότι a = +∞. Τότε ln(x)
x = O(1).

Α΄.1.1 Ιδιότητες

i. Αν fi(x) = O(gi(x)), i = (1, 2), τότε :

f1(x) + f2(x) = O(g1(x) + g2(x))

f1(x)f2(x) = O(g1(x)g2(x))

ii. Αν c είναι µια σταθερά, και :

f(x) = O(g(x))

τότε,
cf(x) = O(g(x))

Απόδειξη. i.
|f1(x) + f2(x)| ≤ |f1(x)|+ |f2(x)| ≤ Kg1(x) + Λg2(x)

ii.
|cf(x)| ≤ k · c · g(x) ≤ Kg(x)

Η παράσταση αυτή χρησιµοποιείται συνήθως µε συναρτήσεις πολλών µεταβλη-
τών. Επί παραδείγµατι, συχνά συναντάµε µια συνάρτηση f(s) µιγαδικής µεταβλητής
s = σ + iy και γράφουµε

f(s) = O(g(y)), (y →∞)

Η σταθερά Κ, της οποίας η ύπαρξη συνεπάγεται απ᾿ το Ο, εξαρτάται απ᾿ το σ κ᾿ η
εξάρτηση µπορεί να ᾿ναι τέτοια, ώστε το K = K(σ) να είναι µη ϕραγµένο σε κάποια
γειτονιά. Μερικές ϕορές, η εξάρτηση απ᾿ το K σε δευτερεύουσες µεταβλητές
ή παραµέτρους είναι σαφώς διατυπωµένη κι άλλες ϕορές συνεπάγεται απ᾿
τα συµφραζόµενα.

Η παράσταση αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί επίσης για ακολουθίες, που µπο-
ϱεί να είναι ακολουθίες είτε συναρτήσεων, είτε πραγµατικών ή µιγαδικών µεταβλη-
τών. Για παράδειγµα, η σχέση:

f(n) = O(g(n))
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σηµαίνει ότι υπάρχει µια σταθερά K κι ένας ακέραιος N0, τέτοια ώστε, αν n > N0:

|f(n)| ≤ Kg(n)

Για να µπορούµε να έχουµε µεγαλύτερη ελαστικότητα και να χρησιµοποιήσουµε
το συµβολισµό O του Landau πιο αποτελεσµατικά, µας ϐολεύει να ορίσουµε το ίδιο
το O(g(x)). Με το O(g(x)) ϑα εννοούµε το σύνολο των συναρτήσεων C(g), που νά
᾿ναι τέτοιες ώστε το f ∈ C(g) αν και µόνο αν :

f(x) = O(g(x))

Εποµένως, συγκεκριµένα το O(1) αποτελεί το σύνολο των ϕραγµένων συναρτή-
σεων. Αν

C(g) ⊂ C(h)

γράφουµε
O(g) = O(h)

Μπορούµε αµέσως ν᾿ αντιληφθούµε τη µαθηµατική ελευθερία µε την οποία χρησι-
µοποιείται το σύµβολο της ισότητας για µια σχέση η οποία είναι ασύµµετρη. Ωστόσο,
το σηµείο αυτό δεν δηµιουργεί σύγχυση σχεδόν ποτέ. Ορίζουµε το άθροισµα και το
γινόµενο δυο O. Με

O(g) +O(h)

εννοούµε το σύνολο των συναρτήσεων που αποτελούνται από άθροισµα f1 +f2, f1,∈
C(g), f2 ∈ C(h). Με την ίδια ακριβώς λογική ορίζεται και το γινόµενοO(g)O(h). Ε-
κτός από πεπερασµένα αθροίσµατα, µπορούµε συχνά να έχουµε κι άπειρο άθροισµα
O.

Παραδείγµατα:

(i) Αν f(x) = x sin(1/x) τότε, καθώς x→∞

f(x) = O(x)O(1) = O(x) = O(x log x)

Εδώ ϑα πρέπει να προσέξουµε ότι ενώ ισχύει O(x) = O(x log x), δεν ισχύει το
αντίθετο, δηλαδή O(x log x) 6= O(x).

(ii) Αν f(x) = x cos
(
e−
√

log x
)

+ x sinx log−9 x, τότε, καθώς x→∞

f(x) = O(xe−
√

log x) +O(x log−9 x) = O(x log−9 x) = O(x)

(iii) Αν s = σ + iy και

f(x) =

∞∑
n=1

sinn

ns

τότε, καθώς y →∞
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f(x) =
∞∑
n=1

O(n−σ) = O

( ∞∑
n=1

n−σ

)
= O(1)

αν σ > 1. Ωστόσο, η σταθερά που συνεπάγεται απ᾿ το O εξαρτάται απ᾿ το σ,
καθώς:

|f(x)| ≤
+∞∑
n=1

∣∣∣∣sinnns
∣∣∣∣ =

+∞∑
n=1

1

nσ
≤ 1

σ − 1
=

∫ +∞

1

1

tσ
dt, ∀σ > 1

Α΄.2 Το µικρό ο του Landau

΄Εστω ότι οι f(x) και g(x) ορίζονται σε µια γειτονιά του a κι ότι η g(x) είναι ϑετική
συνάρτηση. Τότε λέµε ότι το f(x) είναι το µικρό o του g(x) και γράφουµε:

f(x) = o(g(x))

αν

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 0

Μπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι αν

fi = o(gi), (i = 1, 2)

τότε
f1f2 = o(g1g2)

΄Οπως και το µεγάλο Ο, ορίζουµε την o(g) σαν το σύνολο συναρτήσεων D(g) µε την
ιδιότητα ότι f ∈ D αν και µόνο αν f = o(g). ΄Αρα, µπορούµε να ορίσουµε τα
o(g) + o(h) και o(g)o(h). Αν D(g) ⊂ D(h), γράφουµε:

o(g) = o(h)

Αν C(g) είναι το σύνολο συναρτήσεων O(g) κι ισχύει C(g) ⊂ D(h), τότε :

O(g) = o(h)

Εποµένως,
f = g1 + g2 = O(g3) +O(g4) = O(g5) = o(g6)

και
f = O(g1) +O(g2) = o(g3) + o(g4) = o(g5)
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Α΄.3 Ασυµπτωτική σχέση

Τέλος, ορίζουµε το ∼. Αν f και g δυο συνάρτήσεις που ορίζονται σε µια γειτονιά
του a, λέµε ότι η f είναι ασυµπτωτική στη g και γράφουµε

f ∼ g

αν
lim
x→a

f

g
= 1

Ο ορισµός εφαρµόζεται σε συναρτήσεις είτε πραγµατικών είτε µιγαδικών µεταβλητών,
καθώς επίσης και σε ακολουθίες. Η σχέση είναι συµµετρική και µεταβατική.
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Παράρτηµα Β΄

Χρήσιµα αποτελέσµατα της
Μιγαδικής Ανάλυσης

Θεώρηµα του Cauchy Β΄.1. ΄Εστωσαν µία ολόµορφη συνάρτηση f ορισµένη στο

ανοικτό και συνεκτικό Ω ⊆ C. Τότε για κάθε κλειστή καµπύλη Jordan γ εντός του Ω
ισχύει : ∫

γ
f(z)dz = 0.

Απόδειξη. Συµβουλευτείτε το [15, σελ. 452].

Ορισµός Β΄.1. ΄Εστω µια µερόµορφη συνάρτηση f µε µεµονωµένη ανωµαλία z0.
Θεωρούµε το ανάπτυγµα Laurent της f γύρω απ᾿ το z0:

f(z) =

+∞∑
n=−2

an(z − z0)n + a−1 +

+∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Τότε η ποσότητα a−1 ονοµάζεται ολοκληρωτικό υπόλοιπο της f στο σηµείο z0 και
συµβολίζεται Res(f, z0).

Θεώρηµα των Ολοκληρωτικών Υπολοίπων Β΄.2. ΄Εστω µια µερόµορφη συνάρτηση

f µε µεµονωµένες ανωµαλίες (zk)
m
k=1 στο ανοικτό και συνεκτικό Ω ⊆ C. Τότε για κάθε

κλειστή καµπύλη Jordan εντός του Ω που περιβάλλει τα (zk)
m
k=1 ισχύει :∫

γ
f(z)dz = 2πi

m∑
k=1

Res(f, zk).

Απόδειξη. Η απόδειξη ϐασίζεται στο γεγονός ότι απ᾿ τις εµπλεκόµενες συνάµεις του
z−zk στο εκάστοτε ανάπτυγµα Laurent η µόνη που δεν έχει µονότιµη αντιπαράγωγο
είναι η πρώτη αρνητική δύναµη. Η αντιπαράγωγός της είναι ο λογάριθµος. Συνεπώς
η ολοκληρωσή της πάνε σ᾿ έναν κλειστό δρόµο που περιελίσσεται µια ϕορά γύρω
απ᾿ την ανωµαλία ϑ᾿ αυξήσει το όρισµα του λογαρίθµου κατά 2π. Για µια ακριβή
απόδειξη συµβουλευθείτε το [15, σελ. 675].
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Ορισµός Β΄.2. ΄Εστω µια µερόµορφη συνάρτηση f µε µεµονωµένο σηµείο ανωµαλί-
ας z0. Το σηµείο z0 κατατάσσεται ανάλογα µε τη ϕύση του αναπτύγµατός του κατά
Laurent.

• ΄Οταν όλοι οι αρνητικοί όροι του αναπτύγµατος έχουν µηδενικούς συντελεστές,
τότε η ανωµαλία ονοµάζεται άρσιµος και µε µια αλλαγή τιµής της f επί της
ανωµαλίας καθιστά την f ολόµορφη.

• ΄Οταν όλοι οι αρνητικοί όροι του αναπτύγµατος Laurent από −k + 1 και πέρα
έχουν µηδενικούς συντελεστές, τότε η ανωµαλία ονοµάζεται πόλος k τάξεως.

• ΄Οταν υπάρχουν οσοδήποτε µικροί αρνητικοί όροι µε µη µηδενικό συντελεστή,
τότε η ανωµαλία ονοµάζεται ουσιώδης.

Λήµµα Β΄.3. Αν η f(s) έχει ένα πόλο τάξης k στο s = a, τότε το πηλίκο
f ′(s)
f(s) έχει έναν

πρώτης τάξης πόλο στο s = a µε υπόλοιπο −k.

Απόδειξη. ΄Εχουµε f(s) = g(s)/(s− a)k, όπου η g είναι αναλυτική στο a και g(a) 6=
0. ΄Αρα, για όλα τα s σε µια γειτονιά του a έχουµε:

f ′(s) =
g′(s)

(s− a)k
− kg(s)

(s− a)k+1
=

g(s)

(s− a)k

{
−k
s− a

+
g′(s)

g(s)

}
΄Αρα:

f ′(s)

f(s)
=
−k
s− a

+
g′(s)

g(s)
.

Αυτό αποδεικνύει το λήµµα καθώς η g′(s)
g(s) είναι αναλυτική στο a.

Θεώρηµα Β΄.4. Θεωρούµε :

1. f µερόµορφη συνάρτηση µε απλούς πόλους στα σηµεία zn = a + n, . . . n ∈ Z
µε Res(f, zn) = βn.

2. g αναλυτική µε πιθανώς ορισµένες µεµονωµένες ανωµαλίες τέτοια ώστε :

lim
z→∞

zg(z) = 0.

3. ΄Ενα ορθογώνιο Rm που το διασχίζουµε µε τη ϑετική ϕορά µε ακµές τα :

(b+m,−m), (b+m,m), (−b−m,−m), (−b−m,m), b ≥ 0, b 6= <a, b ∈ N

4. |f(z)| < K ∈ R+, ∀z ∈ γm, καθώς m→ +∞.

5. Sm =
∑

rρRes(fg, zρ), όπου το άθροισµα νοείται επί των µεµονοµέων ανωµα-

λιών της g που περικλείονται στην Rm
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Τότε :

S = lim
m→+∞

Sm = −
∑
n∈Z

βng(a+ n).

Απόδειξη. Αναπαράγουµε απ᾿ το [15, σελ. 733].
Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Β΄.2 στην fg για το Rm. Τότε :

1

2π

∫
Rm

f(z)g(z)dz =
∑

βng(a+ n) + Sm.

Το πρώτο άθροισµα εκτείνεται µόνο πάνω στους πόλους που περικλείονται απ᾿ τοRm.
Λόγω της 2ης υπόθεσης υπάρχει ένά M > 0 τέτοιο ώστε για κάθε ε > 0 |zg(z)| < ε.
Επίσης για κάθε z ∈ Rm ισχύει |z| ≥ m. Ακόµα L(Rm) = 8m+ 2b. Συνεπώς:∣∣∣∣∫

Rm

f(z)g(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rm

f(z)zg(z)
dz

z

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rm

|f(z)||zg(z)| |dz|
|z|

< K · ε · 8m+ 2b

m
= Kε

(
8 + 2

b

m

)
< 12Kε, ∀ε > 0.

Συνεπώς λαµβάνοντας τ᾿ όριο m→ +∞ καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.

Αρχή του ταυτοτισµού Β΄.5. ΄Εστωσαν οι ολόµορφες συναρτήσεις f, g σε ένα ανοικτό

συνεκτικό σύνολο Ω ⊆ C.

1 Είναι f = g στον τόπο Ω αν και µόνο αν το σύνολο {z ∈ Ω : f (z) = g (z)} έχει

οριακό σηµείο εντός του Ω.

2 Αν f = g σε ένα ανοικτό σύνολο ή σ᾿ ένα ευθύγραµµο τµήµα του Ω, τότε f = g στο

Ω.

Απόδειξη. Συµβουλευτείτε το [26, σελ. 228 - 229] και για εφαρµογές της Αρχής του
Ταυτοτισµού την αντίστοιχη ενότητα.

Ορισµός Β΄.3. ΄Εστωσαν ολόµορφες συναρτήσεις f, g ορισµένες στα ανοικτά και συ-
νεκτικά σύνολα Ωf ,Ωg αντίστοιχα. Αν συµπίπτουν στο σύνολο Ωf ∩ Ωg, τότε η f
ονοµάζεται αναλυτική συνέχιση της g στο Ωf και η g αναλυτική συνέχιση της f στο
Ωg.

Παρατήρηση Β΄.1. Λόγω της Αρχής του Ταυτοτισµού, αν δυο συναρτήσεις είναι ανα-
λυτικές συνεχίσεις µιας άλλης στο ίδιο ανοικτό σύνολο και το συνόλο που ταυτίζονται
µε την αρχική συνάρτηση περιέχει ένα σηµείο συσσωρεύσεως, τότε οι δυο συναρ-
τήσεις είναι ίσες. Για περισσότερες λεπτοµέρειες επί του Ϲητήµατος µπορείτε να
συµβουλευθείτε το [28, σελ. 30 - 43].
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Παράρτηµα Γ΄

Τα ολοκληρώµατα του Euler. Οι
συναρτήσεις Γαµµα και Βήτα.

Ορισµός Γ΄.1. Τα ολοκληρώµατα

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt (Γ΄.1)

και

B(z, ζ) =

∫ 1

0
tz−1(1− t)ζ−1dt (Γ΄.2)

όπου το t είναι µια πραγµατική µεταβλητή, tz−1 = ez−1 ln t, (1−t)ζ−1 = e(ζ−1) ln(1−t)

µελετήθηκαν απ᾿ τον Euler για z και ζ πραγµατικά. Το πρώτο ολοκλήρωµα συγκλί-
νει για <z > 0 κι ορίζει µια αναλυτική συνάρτηση Γ(z) σ᾿ αυτό το ηµιεπίπεδο, που
ονοµάζεται συνάρτηση Γάµµα. Το δεύτερο ολοκλήρωµα συγκλίνει για <z > 0 και
<ζ > 0 κι ορίζει πάνω στο καρτεσιανό γινόµενο των δυο αυτών ηµιεπιπέδων µια
συνάρτηση B(z, ζ) αναλυτική για καθεµιά απ᾿ τις δυο µεταβλητές, κι ονοµάζεται
συνάρτηση Βήτα. Υπάρχει µια στενή σχέση µεταξύ των δυο αυτών συναρτήσεων,
που ϑα συζητήσουµε στη συνέχεια. Να σηµειωθεί πως η συνάρτηση Γ(z) είναι µια
µετασχηµατισµένη κατά Mellin:

Γ(z) =M[e−t; z].

Για περαιτέρω λεπτοµέρειες περί της σχέσης της Γάµµα µε το µετασχηµατισµό Mellin
συµβουλευθείτε το παράρτηµα Ε΄.

Θεώρηµα Γ΄.1. Το ολοκλήρωµα

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt (Γ΄.3)

συγκλίνει απόλυτα στο <z > 0. Σ᾿ αυτό το ηµιεπίπεδο, η Γ(z) είναι αναλυτική, και

Γ′(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1 ln tdt (Γ΄.4)
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Απόδειξη. Μπόρούµε να γράψουµε:

Γ(z) =

∫ 1

0
e−ttz−1dt+

∫ ∞
1

e−ttz−1dt = P (z) +Q(z) (Γ΄.5)

Στο πρώτο ολοκλήρωµα ϑέτουµε τ = 1/t. Συνέπώς, έχουµε:

P (z) =

∫ ∞
1

e−
1
τ τ−z−1dτ (Γ΄.6)

Τ᾿ ολοκλήρωµα αποκλίνει για <z ≤ 0.
΄Εστω ότι το z κείται σ᾿ ένα συµπαγές σύνολο K1 που περιέχεται στο ηµιεπίπεδο

<z > 0. Τότε, υπάρχει µια σταθερά δ > 0, τέτοια ώστε <z > δ, για κάθε z ∈ K,
ούτως ώστε : ∣∣∣e− 1

τ τ−z−1
∣∣∣ ≤ τ−δ−1 (Γ΄.7)

για τ ≥ 1. Εφ᾿ όσον το ολοκλήρωµα
∫∞

1
dτ
τδ+1 συγκλίνει, το ολοκλήρωµα (Γ΄.6) συγ-

κλίνει απόλυτα 2κι οµοιόµορφα3 για z ∈ K.
Στη συνέχεια, ϑεωρούµε τ᾿ ολοκλήρωµα:

Q(z) =

∫ ∞
1

e−ttz−1dt (Γ΄.8)

και ϑεωρούµε ότι το z ϐρίσκεται εντός ενός τυχαίου συµπαγούς συνόλου K ′ ⊂ C.
Τότε, ϑα υπάρχει µια σταθερά α, τέτοια ώστε <z ≤ α για κάθε z ∈ K ′, ώστε :∣∣tz−1

∣∣ = t<z−1 ≤ tα−1 (Γ΄.9)

για t ≥ 1. Εφ᾿ όσον e−t/2tα−1 → 0 καθώς t → ∞, ϑα υπάρχει µια ϑετική σταθερά
β, που εξαρτάται απ᾿ το α τέτοια ώστε tα−1 ≤ βe−t/2 όταν t ≥ 1. Εποµένως,∣∣e−ttz−1

∣∣ ≤ βe−t/2 (Γ΄.10)

και καθώς το
∫∞

1 βe−t/2dt συγκλίνει, συνεπάγεται ότι τ᾿ ολοκλήρωµα Γ΄.6 συγκλίνει
απόλυτα και οµοιόµορφα για z ∈ K ′.

Τώρα, κάθε z στο <z > 0 µπορεί να συµπεριληφθεί σ᾿ ένα µικρό κλειστό δίσκο
(συµπαγές σύνολο) που περιέχεται στο ηµιεπίπεδο αυτό. Εποµένως, τ᾿ ολοκλήρωµα∫ ∞

0
e−ttz−1dt (Γ΄.11)

1Υπενθυµίζουµε στον αναγνώστη ότι συµπαγές ονοµάζεται ένα σύνολο Α στο οποίο για
κάθε κάθε κάλυψή του υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη δηλαδή τέτοια ώστε A ⊆

⋃k
i=1 Vj .

Για περισσότερες λεπτοµέρειες µπορεί κανείς ν᾿ ανατρέξει στο [15, σελ.106-115].
2Υπενθυµίζουµε ότι ένα ολοκλήρωµα συγκλίνει απόλυτα όταν συγκλίνει το ολοκλήρωµα

της απόλυτης τιµής της ολοκληρωτέας συνάρτησης, δηλαδή :
∫
A
|f(x)|dx <∞.

3Παραπέµπουµε στο [15, σελ. 197]
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συγκλίνει απόλυτα για κάθε z τέτοιο ώστε <z > 0, εποµένως ορίζει πάνω στην περιο-
χή αυτή µια συνάρτηση του z που καλείται συνάρτηση Γάµµα. Η συνάρτηση P (z)
είναι αναλυτική στο C, δηλαδή η P (z) είναι µια ακέραια συνάρτηση, καθώς είναι
της µορφής:

F (z) =

∫ +∞

1
f(z, t)dt,

όπου η f είναι αναλυτική κι ως προς τα δυο της ορίσµατα4. ΄Αρα, η :

Γ(z) = P (z) +Q(z) (Γ΄.12)

είναι αναλυτική στο <z > 0 και, σύµφωνα µε το ίδιο ϑεώρηµα, έχουµε

Γ′(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1 ln tdt (Γ΄.13)

Πόρισµα Γ΄.1. Η συνάρτηση Γάµµα µπορεί ν᾿ αναπαρασταθεί στη µορφή

Γ(z) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!(z + n)
+Q(z), <z > 0 (Γ΄.14)

Η σειρά στο δεξί µέλος της παραπάνω σχέσης συγκλίνει για κάθε z 6= 0,−1,−2 · · ·
και καθώς το Q(z) είναι µια ακέραια συνάρτηση, η αναπαράσταση (Γ΄.14) µπόρεί

να χρησιµοποιηθεί για να επεκτείνουµε αναλυτικά την Γ(z) σ᾿ ολόκληρο το µιγαδικό

επίπεδο, εξαιρώντας τα σηµεία 0,−1,−2 · · · . Η σχέση (Γ΄.14) καλείται Ανάλυση της
Γ-συνάρτησης του Prym.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

P (z) =

∫ 1

0
e−ttz−1dt =

∫ 1

0

[ ∞∑
n=0

(−1)n

n!
tn

]
tz−1dt (Γ΄.15)

όπου e−t =
∑

n≥0
−tn
n! =

∑
n≥0

−1ntn

n! είναι το ανάπτυγµα κατά Taylor της εκθετικής
συνάρτησης. Εφ᾿ όσον η εκθετική συνάρτηση είναι ακέραια σ᾿ ολόκληρο το C, η
σειρά Taylor ϑα συγκλίνει οµοιόµορφα σ᾿ όλο το C. Επιπλέον, η σειρά

∑
n≥0

−1ntn

n!
είναι συνεχής στο C. Εποµένως, µπορούµε να ολοκληρώσουµε τη σειρά κατά όρους
και να πάρουµε 5:

∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ 1

0
tn+z−1dt =

∞∑
n=0

(−1)n

n!(z + n)
(Γ΄.16)

Μ᾿ αντικατάσταση της (Γ΄.16) στη (Γ΄.5) παίρνουµε την (Γ΄.14).

4Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [15, σελ. 527]
5Βλ.[15, σελ.521]
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΄Εστω

G =
∞⋂
n=0

z : |z + n| ≥ δ (Γ΄.17)

όπου δ > 0 τυχαίος αριθµός. Για z ∈ G έχουµε:∣∣∣∣ (−1)n

n!(z + n)

∣∣∣∣ ≤ 1

n!δ
(Γ΄.18)

και καθώς η
∑∞

n=0 = 1
n!δ συγκλίνει, η σειρά στο δεξί µέλος της (Γ΄.14) συγκλίνει

απόλυτα κι οµοιόµορφα στο G. Εξ᾿ αιτίας της τυχαιότητας του δ, η συνάρτηση

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!(z + n)
+Q(z) (Γ΄.19)

είν᾿ αναλυτική στο C, µε τα σηµεία 0,−1,−2 . . . να διαγράφονται. Εφ᾿ όσον Γ(z) =
f(z) για <z, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την (Γ΄.14) για να επεκτείνουµε τον
ορισµό της Γ(z) στο µιγαδικό επίπεδο, εκτός απ᾿ τα σηµεία 0,−1,−2 · · · . Μια τέτοια
αναπαράσταση δείχνει ότι τα σηµεία 0,−1,−2 · · · είναι πόλοι της επεκτεταµένης
Γ(z). Αν το ϑεωρήσουµε αυτό δεδοµένο, τότε η Γ(z) είναι µεροµορφική6 στο C

Θεώρηµα Γ΄.2. Το ολοκλήρωµα

B(z, ζ) =

∫ 1

0
tz−1(1− t)ζ−1dt (Γ΄.20)

συγκλίνει απόλυτα για <ζ > 0 και <z > 0. Η συνάρτηση B(z, ζ) ειν᾿ αναλυτική ως

προς τα ορίσµατα ζ, z όταν <z > 0 και <ζ > 0.

Απόδειξη. Το δοθέν ολοκλήρωµα, µε την αντικατάσταση t = r/(1 + τ) µπορεί να
πάρει τη µορφή

B(z, ζ) =

∫ ∞
0

τ z−1

(1 + τ)z+ζ
dτ =

∫ 1

0

τ z−1

(1 + τ)z+ζ
dτ +

∫ ∞
1

τ z−1

(1 + τ)z+ζ
dτ (Γ΄.21)

το οποίο είν᾿ ευκολότερο να διαχειριστούµε. Για το πρώτο ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος
της (Γ΄.21) έχουµε για 0 < τ ≤ 1 και <z > 0, <ζ > 0:∣∣∣∣ τ z−1

(1 + τ)z+ζ

∣∣∣∣ =
τ<z−1

(1 + τ)<z+<ζ
< τ<z−1 (Γ΄.22)

6Να υπενθυµίσουµε ότι µεροµορφική συνάρτηση πάνω σ᾿ ένα ανοιχτό υποσύνολο D του
µιγαδικού επιπέδου είναι µια συνάρτηση που είναι ολόµορφη στο D παρεκτός ενός συνόλου
µεµονοµένων σηµείων, που είναι πόλοι της συνάρτησης. Για περισσότερες λεπτοµέρειες
µπορεί κανείς ν᾿ ανατρέξει στα [15, σελ. 664], [2, σελ. 128]
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Καθώς ισχύει
∫ 1

0 τ
<z−1dτ = 1/<z (αν <z > 0), καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το

πρώτο ολοκλήρωµα συγκλίνει απόλυτα δεδοµένου ότι <z > 0, <ζ > 0. ΄Οσο για το
δεύτερο ολοκλήρωµα, έχουµε, για τ ≥ 1 και <z > 0, <ζ > 0:∣∣∣∣ τ z−1

(1 + τ)z+ζ

∣∣∣∣ =
τ<z−1

(1 + τ)<z+<ζ
<

τ<z−1

τ<z+<ζ
=

1

τ<z+<ζ
(Γ΄.23)

΄Οµως, ισχύει ότι το
∫∞

1 dτ/τ<ζ+1 = 1/<ζ αν <ζ > 0. ΄Αρα το δεύτερο ολοκλήρωµα
συγκλίνει απόλυτα, ξανά µε την προυπόθεση ότι <z > 0, <ζ > 0. Είναι ξεκάθαρο
πως το πρώτο ολοκλήρωµα συγκλίνει απόλυτα για <z ≥ δ, <ζ > 0, ενώ το δεύτερο
συγκλίνει οµοιόµορφα για <z,<ζ ≥ δ, (δ > 0). Εποµένως, για καθε σταθερό ζ µε
<ζ > 0, η B(z, ζ) ειν᾿ αναλυτική συνάρτηση του z στο <z > 0 κι όµοια, για κάθε
σταθερό z, µε <z > 0 η B(z, ζ) είν᾿ αναλυτική συνάρτηση του ζ στο <ζ > 0.7

Θεώρηµα Γ΄.3. Η συνάρτηση Γάµµα έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. Γ(1) = 1

2. Γ(1/2) =
√
π

3. Γ(z + 1) = zΓ(z)

4. Γ(z + n) = z(z + 1) . . . (z + n− 1)Γ(z), (n > 1 ∈ Z)

5. Γ(n+ 1) = n!

6. Η Γ(x), x > 0 είναι κυρτή

7. limz→−n Γ(z) =∞, (n ≥ 0 ∈ Z)

8. Γ(z)Γ(1− z) = π
sin(πz)

9.

∫∞
0 e−pttz−1dt = Γ(z)/pz, <p > 0, <z > 0

10. 22z−1Γ(z)Γ(z + 1
2) =

√
πΓ(2z)

11. Γ(z) = limn→∞
n!nz

z(z+1)...(z+n) , (z 6= 0,−1,−2 · · · )

12. n! = (n/e)n
√

2πneµ(n), limn→∞ µ(n) = 0

Απόδειξη. 1. Γ(1) =
∫∞

0 e−tdt = 1

2. ΄Εχουµε:

Γ(1/2) =

∫ ∞
0

e−tt1/2dt

και ϑέτοντας t = x2 έχουµε:

Γ(1/2) = 2

∫ ∞
0

e−x
2
dx =

√
π

7Παραπέµπουµε στο ϑεώρηµα 8.4, +[15, σελ. 526-527]
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3. Θεωρώντας ότι <z > 0, µε ολοκλήρωση κατά µέλη:

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

e−ttzdt = −tze−t + z

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

= zΓ(z) (Γ΄.24)

Η σχέση (Γ΄.24) ισχύει επίσης για κάθε z εκτός από 0,−1,−2 · · · , καθώς η
συνάρτηση g(z) = Γ(z+1)−zΓ(z) ειν᾿ αναλυτική στοD = C−{0,−1,−2, · · · }
και g(z) = 0 για <z > 0. Εποµένως, ϐάσει της Αρχής του Ταυτοτισµού Β΄.5
g(z) = 0 για κάθε z ∈ D ή

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Η σχέση (Γ΄.24) καλείται συναρτησιάκή εξίσωση της συνάρτησης Γάµµα.
∆εν χαρακτηρίζει τη συνάρτηση Γάµµα παρά µόνο αν τεθούν κάποιες επιπλέον
συνθήκες. Η συναρτησιακή εξίσωση παίζει σηµαντικό ϱόλο σε υπολογισµούς
µε τη συνάρτηση Γάµµα. Σηµαίνει ότι αν είναι γνωστές οι τιµές της Γ(z) σε
κάποια κάθετη λωρίδα n− 1 < <z ≤ n, (n = 1, 2, · · · ) µπορούµε εύκολα να
υπολογίσουµε τις τιµές της συνάρτησης σε κάποια άλλη λωρίδα.

4. Αν εφαρµόσουµε την (Γ΄.24) n ϕορές ϐρίσκουµε ότι

Γ(z + n) = (z + n− 1)Γ(z + n− 1) =

= (z + n− 1)(z + n− 2)Γ(z + n− 2) =

...
= (z + n− 1)(z + n− 2) . . . (z + 1)zΓ(z) (Γ΄.25)

Αν γράψουµε τη σχέση στη µορφή

Γ(z) =
Γ(z + n)

z(z + 1) · · · (z + n− 1)

µπορούµε να ορίσουµε τη Γ(z) στη λωρίδα −n < <z ≤ 1.

5. Θέτοντας z = 1 στη σχέση (Γ΄.25) παίρνουµε

Γ(n+ 1) = n(n+ 1) · · · 2 · 1 · Γ(1) = n! (Γ΄.26)

Εποµένως, η Γ(z) δεν είναι τίποτ᾿ άλλο παρά µια γενίκευση της συναρτησιακής
εξίσωσης των ϕυσικών αριθµών. Συγκεκριµένα, το πρόβληµα που οδήγησε τον
Euler στον ορισµό της συνάρτησης Γάµµα ήταν η γενίκευση του n! σε πραγ-
µατικές τιµές. Θα πρέπει ν᾿ αναφερθεί ότι αυτό το πρόβληµα δεν επιδέχεται
µοναδική λύση, καθώς αν η g(z) είναι µια µεροµορφική περιοδική συνάρτηση
περιόδου 1, µε g(1) = 1, κι ορίσουµε f(z) = g(z)Γ(z), τότε :

f(z + n) = g(z + n)Γ(z + n) = g(z)Γ(z + n)
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και ϑέτοντας z = 1, ϐρίσκουµε ότι :

f(n+ 1) = g(1)Γ(n+ 1) = n!

Για παράδειγµα, µπορούµε να υπολογίσουµε g(z) = cos 2π(z−1). Η εξίσωση
(Γ΄.25) ισχύει επίσης για n = 0 δεδοµένου ότι 0! = 1

6. Η ιδιότητα προκύπτει απ᾿ το γεγονός ότι

Γ′′(x) =

∫ ∞
0

e−ttz−1(ln t)2dt > 0, x > 0

7. Απ᾿ τη σχέση (Γ΄.24) και την αναλυτικότητα (άρα και συνέχεια) της Γάµµα στο
z = 1 προκύπτει :

lim
z→0

Γ(z) = lim
z→0

z + 1

z
=∞

΄Οµοια, η σχέση

Γ(z) =
Γ(z + n+ 1)

z(z + 1) · · · (z + n)

για n > 0 οδηγεί στην
lim
z→n

Γ(z) =∞

8. Θεωρούµε ότι 0 < <z < 1. Τότε, µπορούµε να γράψουµε:

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt

Γ(1− z) =

∫ ∞
0

e−ss−zds

΄Αρα:

Γ(z)Γ(1− z) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−xyz−1 dxdy

(1 + y)
=

= Γ(1)

∫ ∞
0

yz−1dy

1 + y
(Γ΄.27)

΄Οµως, η τιµή του τελευταίου ολοκληρώµατος είναι γνωστή κι είναι π
sinπz

8.
΄Αρα, καταλήγουµε στην :

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)

Η g(z) = Γ(z)Γ(1−z)−π cscπz είν᾿ αναλυτική στοD = C−{0,±1,±2, · · · } κι
έχουµε δει ότι g(z) = 0 στο 0 < <z < 1. Τότε, απ᾿ την Αρχή του Ταυτοτισµού
Β΄.5 συµπεραίνουµε ότι g(z) = 0 παντού στο D, έτσι ώστε η Γ΄ να ισχύει καλά
στο D.

8∆εν επιλύουµε εδώ το ολοκλήρωµα. Η απόδειξη ϐασίζεται στο [15, σελ.707], σχέση
(9.11-32)
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9. Στη σχέση (Γ΄.1) ϑέτουµε t = pt′ όπου p είναι µια µιγαδική σταθερά τέτοια
ώστε <p > 0. ΄Αρα:

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−pt
′
pzt′

z−1
dt′

ή διαφορετικά, µπορούµε να γράψουµε:

Γ(z)

pz
=

∫ ∞
0

e−pttz−1dt, <p > 0, <z > 0 (Γ΄.28)

Με την αντικατάσταση του z απ᾿ το z+ 1, το παραπάνω αποτέλεσµα µπορεί να
γραφεί στη µορφή ενός µετασχηµατισµού Laplace

L[tz; p] =

∫ ∞
0

e−pttzdt =
Γ(z + 1)

pz+1
, <p > 0, <z > −1 (Γ΄.29)

΄Αλλες µορφές του ολοκληρώµατος Γ µπορούν να προκύψουν µε διάφορες
αλλαγές µεταβλητών. Για παράδειγµα, αν ϑέσουµε t = x2, ϐρίσκουµε ότι :

Γ(z) = 2

∫ ∞
0

e−x
2
x2z−1dx, <z > 0 (Γ΄.30)

κ᾿ η αλλαγή t = ln(1/x) δίνει :

Γ(z) = 2

∫ 1

0

[
ln

(
1

x

)]z−1

dx, <z > 0 (Γ΄.31)

10. Θεωρώντας ότι <z > 0 και, µε χρήση της (Γ΄.30) έχουµε:

Γ(z) = 2

∫ ∞
0

e−x
2
x2z−1dx

και
Γ(z + 1/2) = 2

∫ ∞
0

e−y
2
y2zdy

΄Αρα

22z−1Γ(z)Γ(z + 1/2) = 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−x
2+y2(2xy)2z−1ydxdy

Αν αλλάξουµε τις µεταβλητές x, y µεταξύ τους, παίρνουµε:

22z−1Γ(z)Γ(z + 1/2) = 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−x
2+y2(2xy)2z−1xdxdy

και προσθέτοντας τις δυο τελευταίες εξισώσεις καταλήγουµε στην

22z−1Γ(z)Γ(z + 1/2) = 2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−x
2+y2(2xy)2z−1(x+ y)dxdy =

= 4

∫ ∫
A
e−x

2+y2(2xy)2z−1(x+ y)dxdy (Γ΄.32)
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όπου A = {(x, y) : 0 ≤ x <∞, 0 ≤ y <∞} Αν τώρα ϑέσουµε: u = x2 + y2

και v = 2xy στο τελευταίο ολοκλήρωµα, παίρνουµε:

22z−1Γ(z)Γ(z + 1/2) = 2

∫ ∞
0

v2z−1dv

∫ ∞
0

eu√
u− v

du

καθώς ∣∣∣∣J (x, yu, v

)∣∣∣∣ =
1

4|x2 − y2|

και
√
u− v = |x−y|. Τελικά, ϑέτοντας u = v+ t2 στο τελευταίο ολοκλήρωµα,

καταλήγουµε

22z−1Γ(z)Γ(z + 1/2) = 2

∫ ∞
0

e−vv2z−1dv

∫ ∞
0

e−t
2
dt =

=
√
πΓ(2z) (Γ΄.33)

Η σχέση αυτή οφείλεται στο Legendre και ονοµάζεται σχέση διπλασιασµού
για τη συνάρτηση Γάµµα.

Παρ᾿ όλο που η σχέση αποδείχθηκε ϑεωρώντας <z > 0, απ᾿ την Αρχή του
Ταυτοτισµού στη σελ. 65 γι᾿ αναλυτικές συναρτήσεις, η σχέση ισχύει για όλες
τις τιµές του z για τις οποίες κι οι δυο πλευρές της εξίσωσης ορίζονται, δηλαδή
για όλα τα z ∈ C− {0,−1/2,−1,−3/2 · · · }

11. Ξανά, ϐάσει της Αρχής του Ταυτοτισµού σελ. 65, για ν᾿ αποδείξουµε τη συγ-
κεκριµένη ιδιότητα, αρκεί να δείξουµε ότι :∫ ∞

0
e−ttz−1dt = lim

n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)

όπου <z > 0. Για να το δείξουµε λοίπόν, ϑεωρούµε τη συνάρτηση:

g(n, z) =

∫ n

0

(
1− t

n

)
tz−1dt = nz

∫ 1

0
(1− τ)nτ z−1dτ

όπου το δεύτερο ολοκλήρωµα προκύπτει απ᾿ το πρώτο αν αντικαταστήσουµε
t = nτ .

Αν <z > 0, µε ολοκλήρωση κατά µέλη ϑα πάρουµε:∫ 1

0
(1− τ)nτ z−1dτ =

n

z

∫ 1

0
(1− τ)n−1τ zdτ =

=
n(n− 1) · · · 2 · 1

z(z + 1) · · · (z + n− 1)

∫ 1

0
τ z+n−1dτ =

=
n!

z(z + 1) · · · (z + n)
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Οπότε :
g(n, z) =

n!

z(z + 1) · · · (z + n)

και ϑα πρέπει να δείξουµε ότι∫ ∞
0

e−ttz−1dt = lim
n→∞

g(n, z)

΄Εχουµε: ∫ ∞
0

e−ttz−1dt−
∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1dt =

=

∫ n

0
[e−t −

(
1− t

n

)n
]tz−1dt+

∫ ∞
n

e−ttz−1dt

∆οθέντος ε > 0, υπάρχει N1 τέτοιο ώστε n ≥ N1 να συνεπάγεται ότι :∣∣∣∣∫ ∞
n

e−ttz−1dt

∣∣∣∣ < 1/2ε

καθώς το ολοκλήρωµα της Γάµµα συγκλίνει καθώς <z > 0. Απ᾿ την άλλη
πλευρά για 0 ≤ t ≤ n ή 0 ≤ t/n ≤ 1 έχουµε:

1 +
t

n
≤ et/n ≤

(
1− t

n

−1
)

έτσι ώστε :

1 +
t

n

−n
≤ e−t ≤

(
1− t

n

n
)

κι έτσι :

0 ≤ e−t −
(

1− t

n

)
= e−t

[
1− et

(
1− t

n

)n]
.

Καθώς

et ≥
(

1 +
t

n

)n
παίρνουµε ότι :

e−t −
(

1− t

n

)n
≤ e−t

[
1−

(
1− t2

n2

)n]
≤ e−t t

2

n

Οπότε αν ϑέσουµε x = <z, έχουµε:∣∣∣∣∫ n

0

[
e−t −

(
1− t

n

)n]
tz−1dt

∣∣∣∣ ≤ 1

n

∫ n

0
e−ttx+1dt =

<
1

n

∫ ∞
0

e−ttx+1dt =
A

n
<

1

2
εΓ(x+ 2)
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για n > [2A/ε] + 1 = N2, όπου A =
∫∞

0 e−ttx+1dt. Εποµένως, αν n >
max(N1, N2), έχουµε: ∣∣∣∣∫ ∞

0
e−ttz−1dt− g(n, z)

∣∣∣∣ < ε

ή ∫ ∞
0

e−ttz−1dt = lim
n→∞

g(n, z)

Η σχέση

Γ(z) = limn→∞
n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)
(Γ΄.34)

ήταν γνωστή στους Euler και Gauss κι ονοµάζεται σχέση Euler ή (Gauss).
Ξεκάθαρα, τα σηµεία z = 0,−1,−2, · · · ,−n, · · · είναι απλά µηδενικά της
1/Γ(z), οπότε, η Γ(z) έχει απλούς πόλους στην αρχή των αξόνων και στους
αρνητικούς ακεραίους.

12. Το γνωστό ανάπτυγµα του λογαρίθµου σε δυνάµεις του z:9

ln(1 + z) = z − 1

2
z2 + . . .+ (−1)n−1 1

n
zn + . . .

δίνει για z = x, |x| < 1:

ln(1 + x) = x− 1/2x2 + 1/3x3 − 1/4x4 + . . .

και
ln(1− x) = −x− 1/2x2 − 1/3x3 − 1/4x4 − . . .

Εποµένως, ϐάσει των παραπάνω:

ln(1 + x)

ln(1− x)
= 2(x+ 1/3x3 + 1/5x5 + · · · ), |x| < 1

Αν ϑέσουµε x = 1/(2n+ 1), (n = 1, 2, 3, · · · ), έχουµε:

ln
n+ 1

n
= 2

[
1

2n+ 1
+

1

3

1

(2n+ 1)3
+

1

5

1

(2n+ 1)5
+ · · ·

]
που συνεπάγεται ότι :

2

2n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

2

2n+ 1
+

2

3

1

(2n+ 1)2

[
1

2n+ 1
+

1

(2n+ 1)3
+ · · ·

]
9Η σχέση ϑεωρείται γνωστή και δεν αποδεικνύεται εδώ. Για την απόδειξη, παραπέµπουµε

τον αναγνώστη στο [15, σελ.533].
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ή
2

2n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

2

2n+ 1
+

2

3

1

4n(n+ 1)(2n+ 1)

ή

1 <

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
< 1 +

1

12n(n+ 1)

και µπορούµε να γράψουµε:(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
= 1 + an (Γ΄.35)

όπου

0 < an <
1

12n(n+ 1)
=

1

12

(
1

n
− 1

n+ 1

)
(Γ΄.36)

Αν στην εξίσωση (Γ΄.35) ϑέσουµε n = 1, 2, 3, · · · , n − 1 και προσθέσουµε τις
ανισότητες που προκύπτουν, ϑα πάρουµε:

ln

[
2

1

(
3

2

)2

· · ·
(

n

n− 1

)n−1
]

+
1

2
ln

(
2

1

3

2
· · · n

n− 1

)

= n− 1 +
n−1∑
k=1

ak

ή, διαφορετικά:

ln
nn

n!
+

1

2
lnn = n− 1 +

n−1∑
k=1

ak. (Γ΄.37)

΄Οµοια, απ᾿ την (Γ΄.36) παίρνουµε:

n−1∑
k=1

ak <
1

12

(
1− 1

n

)
<

1

12
(Γ΄.38)

Εποµένως, αν πάρουµε αντιλογαρίθµους στην (Γ΄.37) και χρησιµοποιήσουµε
την (Γ΄.38) ϐρίσκουµε ότι :

nn+1/2

n!
= exp

(
n− 1 +

n−1∑
1

ak

)
(Γ΄.39)

ή, διαφορετικά:

enn!

nn+1/2
= exp

(
1−

n−1∑
1

ak

)
> e11/12 (Γ΄.40)
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Η παραπάνω ακολουθία, στ᾿ αριστερά της (Γ΄.40) είναι ϕθίνουσα ως προς n και
κάτω ϕραγµένη απ᾿ το e11/12. Συνεπώς συγκλίνει σ᾿ ένα ϑετικό όριο, έστω L.
΄Εχουµε:

L = L2L−1 = lim
n→∞

e2n(n!)2

n2n+1
· lim
n→∞

(2n)2n+1/2

e2n(2n)!
=

= lim
n→∞

(n!)222n+1/2

(2n)!n1/2
(Γ΄.41)

Η γνωστή σχέση Wallis10:

∞∏
n=1

(
2n

2n− 1
· 2n

2n+ 1

)
=

1

2
π

µπορεί επίσης να γραφεί ως εξής :

lim
n→∞

(n!)222n

(2n)!n1/2
=
√
π

που δείχνει ότι το όριο στην (Γ΄.41) είναι L =
√

2π. Εποµένως, µπορούµε να
γράψουµε:

lim
n→∞

enn!

nn+1/2
=
√

2π

ή

lim
n→∞

n!√
2πn

( e
n

)n
= 1

ή
n! ∼

(n
e

)n√
2πn (Γ΄.42)

καθώς n→∞. Το αποτέλεσµα αυτό είναι γνωστό ως τύπος Stirling.

Η ασυµπτωτική σχέση (Γ΄.43) µπορεί επίσης να γραφεί στη µορφή:

n! =
(n
e

)n√
2πneµ(n) (Γ΄.43)

όπου µ(n)→ 0 καθώς n→∞. Απ᾿ την (Γ΄.43) έχουµε:

µ(n) = lnn!− (n+ 1/2) lnn+ n− ln
√

2π (Γ΄.44)

Παίρνοντας λογαρίθµους στη σχέση (Γ΄.40) ϐρίσκούµε ότι :

lnn!− (n+ 1/2) lnn+m = 1−
n−1∑
k=1

ak

10Παραπέµπουµε στα [1, σελ. 258],[10, σελ. 21][8, σελ. 271]
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ώστε

µ(n) = 1−
n−1∑
k=1

ak − ln
√

2π

Καθώς n→∞ ϑα ισχύει ότι µ(n)→∞ κι η σχέση ϑα γίνει :

1−
n−1∑
k=1

ak = ln
√

2π

Εποµένως,

µ(n) =

(
1−

n−1∑
k=1

ak

)
−

(
1−

∞∑
k=1

ak

)
=

=

∞∑
k=n

ak = lim
N→∞

N∑
k=n

ak

και µε χρήση της (Γ΄.36) καταλήγουµε στην

0 < µ(n) ≤ 1

12
lim
N→∞

(
1

n
− 1

n+ 1
+ · · ·+ 1

N
− 1

N + 1

)
=

1

12n
(Γ΄.45)

Θεώρηµα Γ΄.4. Η συνάρτηση Βήτα έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. B(z, 1) = 1/z

2. B(z, ζ) = B(ζ, z)

3. B(z, ζ + 1) = ζ
z+ζB(z, ζ)

4. B(z, ζ) = B(z,ζ+n)·B(ζ,n)
B(z+ζ,n) , όπου n ϑετικός ακέραιος

5. B(z, ζ) = B(z + 1, ζ) +B(z, ζ + 1)

6. Η zB(z, ζ + 1) = ζB(z + 1, ζ)

7. B(z, ζ) = 2
∫ π/2

0 sin2z−1 θ cos2ζ−1 θdθ

8. limξ→∞ ξ
xB(x, ξ)/Γ(x) = 1, x > 0, ξ > 1

9. B(z, ζ) = Γ(z)Γ(ζ)/Γ(z + ζ)

Απόδειξη. 1. Προκύπτει εύκολα, αν ϑέσουµε ζ = 1 στη σχέση ορισµού (Γ΄.2) της
B(z, ζ).
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2. Θέτοντας t = 1− τ στο ολοκλήρωµα ορισµού (Γ΄.2) έχουµε:

B(z, ζ) =

∫ 1

0
(1− τ)z−1τ ζ−1dτ = B(ζ, z)

δεδοµένου ότι <z > 0, <ζ > 0. Μ᾿ άλλα λόγια η συνάρτηση Βήτα είναι
συµµετρική ως προς τα ορίσµατά της.

B(z, ζ + 1) =

∫ 1

0
tz−1(1− t)ζdt =

∫ 1

0
tz−1(1− t)ζ−1(1− t)dt =

= B(z, ζ)−
∫ 1

0
tz(1− t)ζ−1dt

δεδοµένου ότι <z > −1, <ζ > −1. Επιπλέον, ϑεωρώντας ότι z 6= 0, ζ 6= 0,
αν ολοκληρώσουµε κατά µέλη το τελευταίο ολοκλήρωµα, τότε :∫ 1

0
tz(1− t)ζ−1dt =

1

ζ
tz(1− t)ζ |10 +

z

ζ

∫ 1

0
tz−1(1− t)ζdt =

=
z

ζ
B(z, ζ + 1)

΄Αρα:
B(z, ζ + 1) = B(z, ζ)− z

ζ
B(z, ζ + 1)

ή, µε άλλα λόγια :

B(z, ζ + 1) =
ζ

z + ζ
B(z, ζ)

4. Αν κάνουµε χρήση των παραπάνω ιδιοτήτων (1− 3), προκύπτει :

B(z, ζ + 1)B(ζ, 1)

B(z + ζ, 1)
=

[ζ/(z + ζ)]B(z, ζ)(1/ζ)

1(z + ζ)
= B(z, ζ)

Αν η ιδιότητα ισχύει για n ≥ 1, ϑα ισχύει και για n+ 1, καθώς:

B(z, ζ + n+ 1)B(ζ, n+ 1)

B(z + ζ, n+ 1)
=

=
[(ζ + n)/(z + ζ + n)B(z, ζ + n)[n/(ζ + n)]B(ζ, n)]

[n/(z + ζ + n)]B(z + ζ, n)
= B(z, ζ)

Εποµένως, ϐάσει της µαθηµατικής επαγωγής, η ιδιότητα 4. ισχύει µε τους
περιορισµούς <z > 0, <ζ > −n, <(z + ζ) > 0, ζ 6= 0, και n ≥ 1 τυχαίος
αριθµός.

5. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες 2., 3.:

B(z + 1, ζ) +B(z, ζ + 1) =
z

z + ζ
B(z, ζ) +

ζ

z + ζ
=

= B(z, ζ)

δεδοµένου ότι <z > −1,<ζ > −1, z 6= 0, ζ 6= 0, z + ζ 6= 0
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6. Ξανά, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες 2., 3. προκύπτει :

zB(z, ζ + 1) =
zζ

z + ζ
B(z, ζ) = ζB(z + 1, ζ)

µε τους ίδιους περιορισµούς.

7. Αντικαθιστούµε t = sin2 θ και το ολοκλήρωµα της Βήτα γίνεται :

B(z, ζ) = 2

∫ π/2

0
sin2z−1 θ cos2ζ−1 θdθ (Γ΄.46)

δεδοµένου ότι <z > 0, <ζ > 0.

8. Καθώς et ≥ 1 + t για t πραγµατικό και την ισότητα να ισχύει µόνο αν t = 0,
έχουµε για x > 0, ξ > 0 και χρησιµοποιώντας τις (Γ΄.28),(Γ΄.21):

Γ(x)

(x+ ξ)x
=

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+ξ
dt = B(x, ξ)

και για ξ > 1

Γ(x)

(ξ − 1)x
=

∫ ∞
0

e−(ξ−1)ttx−1dt =

∫ 1

0
tx−1(1− t)ξ−1dt = B(x, ξ)

΄Αρα:
Γ(x)

(x+ ξ)x
< B(x, ξ) <

Γ(x)

(ξ − 1)x

ή
ξx

(x+ ξ)x
<
ξxB(x, ξ)

Γ(x)
<

ξx

(ξ − 1)x

Καθώς ισχύει :

lim
ξ→∞

ξx

(x+ ξ)x
= lim

ξ→∞

ξx

(ξ − 1)x
= 1

παίρνουµε:

lim
ξ→∞

ξx
B(x, ξ)

Γ(x)
= 1

ή, µ᾿ άλλα λόγια :
B(x, ξ) ∼ ξ−xΓ(x)

καθώς ξ →∞

9. Απ᾿ την ιδιότητα 4., µε z = x > 0, ζ = ξ > 0 έχουµε:

B(x, ξ) =
B(x, ξ + n)B(ξ, n)

B(x+ ξ, n)

Η σχέση αυτή δείχνει ότι η δεξιά πλευρά είναι ανεξάρτητη του n.



83

΄Αρα, παίρνοντας το όριο καθώς n→∞ και χρησιµοποιώντας την ιδιότητα 8.,
ϐρίσκουµε:

B(x, ξ) = lim
n→∞

B(x, ξ + n)B(ξ, n)

B(x+ ξ, n)
=

= lim
n→∞

(ξ + n)−xΓ(x)n−ξΓ(ξ)

n−(x+ξ)Γ(x+ ξ)

=
Γ(x)Γ(ξ)

Γ(x+ ξ)
(Γ΄.47)

(Γ΄.48)

η οποία αποδεικνύει ότι η ιδιότητα 9. ισχύει για z = x > 0, ζ = ξ > 0.
Επιπλέον, καθώς η B(z, ζ) ειν᾿ αναλυτική για <z > 0,∀ζ µε <ζ > 0, όπως
επίσης ειν᾿ αναλυτική για <ζ > 0,∀z µε <z > 0, κι η Γ(z) είναι εξίσου
αναλυτικής το ηµιεπίπεδο <z > 0, τότε µε ϐάση την Αρχή του Ταυτοτισµού
σελ. 65 ισχύει η σχέση:

B(z, ζ) =
Γ(z)Γ(ζ)

Γ(ζ + z)
(Γ΄.49)

ισχύει καλά για <z > 0,<ζ > 0. Επιπλεόν, καθώς ο ορισµός της συνάρτησης
Γάµµα επεκτάθηκε σ᾿ ολόκληρο το C, εκτός µόνο απ᾿ τα σηµεία 0,−1,−2, · · · ,
όπου η Γάµµα έχει πόλους, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την (Γ΄.49) για
να επεκτείνουµε τον ορισµό της Βήτα στο καρτεσιανό γινόµενο CxC εκτός των
σηµείων (z, ζ) όπου µια εκ των συντεταγµένων, ή κι οι δυο έχουν µηδενισµό
σε αρνητικό ακέραιο.

Βάσει των παραπάνω, µπορούµε να γράψουµε:

B(z, ζ) =
Γ(z)Γ(ζ)

Γ(ζ + z)
, z, ζ 6= 0,−1,−2, · · · (Γ΄.50)

Τα σηµεία όπου z+ ζ = −n, (n = 0, 1, 2 · · · ) αλλά z, ζ 6= 0,−1,−2, · · · είναι
µηδενικά της 1/Γ(z+ ζ), άρα είναι επίσης µηδενικά της B(z, ζ). Μ. αυτή την
επέκταση οι ιδιότητες 2.− 6. ισχύουν γενικά, εκτός απ᾿ τα σηµεία όπου οι δυο
συναρτήσεις δεν ορίζονται.11

Η σχέση (Γ΄.49) που δείχνει τη σύνδεση µεταξύ των συναρτήσεων Βήτα και
Γάµµα, κάνει δυνατό τον υπολογισµό ενός αριθµού σηµαντικών ορισµένων
ολοκληρωµάτων µε όρους της συνάρτησης Γάµµα.

11Η µέθοδος απόδειξης της σχέσης Γ΄.48 για ϑετικές πραγµατικές τιµές των µεταβλητών
οφείλεται στον Nanjudiah[23]
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Παράρτηµα ∆΄

Αριθµοί Bernoulli

∆΄.1 Ο αντίστροφος του τελεστή των διαφορών

Η ϐασική µας αναφορά στο παράρτηµα αυτό είναι το [8, σελ. 275]. Ο Jacob
Bernoulli (1654-1705) εισήγαγε τα πολυώνυµα sn(x) που ικανοποιουν την εξίσωση:

sn(x) = 0n + 1n + . . .+ (x− 1)n, (00 = 1, 0n = 0, αν n > 0) (∆΄.1)

για όλες τις µη αρνητικές τιµές των, n, x. Με τη σχέση αυτή κατασκεύασε µια συγ-
κεκριµένη άπειρη ακολουθία ϱητών αριθµών που ονοµάζονται αριθµοί Bernoulli κ᾿
είναι χρήσιµοι σε πολλά προβλήµατα της Ανάλυσης και της Θεωρίας Αριθµών.

Το πρόβληµα που εξέτασε ο Bernoulli έχει άµεση σχέση µε τη µελέτη του αν-
τίστροφου της ϐασικής πράξης του Λογισµού των Πεπερασµένων ∆ιαφορών1. ΄Εστω
f(x) = c0 + c1x + . . . + cnx, cn 6= 0 ένα πολυώνυµο ϐαθµού n. Ψάχνουµε να
ϐρούµε ένα πολυώνυµο g(x) για το οποίο να ισχύει :

∆g(x) = g(x+ 1)− g(x) = f(x) (∆΄.2)

Αν
g∗(x) = g(x) + h(x) (∆΄.3)

ειν᾿ ένα δεύτερο πολυώνυµο, για το οποίο ∆g∗(x) = f(x), τότε ϑα πρέπει να ισχύει :

h(x+ 1) = h(x)

ενώ
h(0) = h(1) = . . . = h(n) = h(n+ 1) = . . .

Εποµένως, το πολυώνυµο h(x) − h(0) έχει άπειρο αριθµό µηδενικών. Συνεπώς,
το h(x) να είναι ίσο µε το σταθερό h(0). ΄Αρα, µπορεί να υπάρξει ακριβώς ένα
πολυώνυµο g(x) που ικανοποιεί εξίσου την εξίσωση (∆΄.2) και τη σχέση g(0) = 0.

1Συµβουλευθείτε το [19].
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Για ν᾿ αποδείξουµε την ύπαρξη ενός τέτοιου πολυωνύµου g(x) γράφουµε πρώτα
την f(x) στη µορφή:

f(x) = a0 + a1x+ a2x(x− 1) + . . .+ anx(x− 1) . . . (x− n+ 1) (∆΄.4)

Είν᾿ εύκολο να δείξουµε ότι υπάρχει µοναδικός τρόπος να γράψουµε την f(x) στη
µορφή (∆΄.4). ΄Ετσι, αν n = 1, τότε εµφανώς ισχύει a0 = c0 και a1 = c1. Επιπλέον,
αν n > 1, τότε an = cn. Εποµένως, αν ϑεωρήσουµε εξ επαγωγής ότι η υπόθεση
παραµένει αληθής για (n− 1), τότε συνεπάγεται ότι µπορούµε να καθορίσουµε τους
αριθµούς a0, a1, . . . an−1 µ᾿ έναν και µοναδικό τρόπο, έτσι ώστε να ισχύει η εξίσωση:

f(x)− cnx(x− 1) . . . (x− n+ 1) = a0 + . . .+ an−1x . . . (x− n+ 2) (∆΄.5)

και να συνεπάγεται την (∆΄.4). Μια παρόµοια υπόθεση µε µαθηµατική επαγωγή
δείχνει ότι όλοι οι παράγοντες a0, a1, . . . , an είναι ακέραιοι αν και µόνο αν όλοι οι
παράγοντες c0, . . . , cn είναι ακέραιοι. Τώρα, εισάγουµε το συµβολισµό:

b0 = a0, b1 = a1, . . . , bν = aνν! (v = 2, . . . , n) (∆΄.6)(
x
0

)
= 1,

(
x
1

)
= x,

(
x
ν

)
=
x(x− 1) . . . (x− ν + 1)

ν!
(∆΄.7)

και παρατηρούµε ότι

∆

(
x

ν + 1

)
=

(
x+ 1
ν + 1

)
−
(

x
n+ 1

)
=

(
x
ν

)
(∆΄.8)

΄Αρα, απ᾿ τις (∆΄.2), (∆΄.4), (∆΄.6), µπορούµε να γράψουµε:

f(x) = b0

(
x
0

)
+ b1

(
x
1

)
+ · · ·+ bn

(
x
n

)
=

∞∑
ν=0

bν

(
x
ν

)
2 (∆΄.9)

κ᾿ η (∆΄.6) δείχνει ότι το πολυώνυµο:

g(x) =

n∑
ν=0

bν

(
x

ν + 1

)
(∆΄.10)

ικανοποιεί όχι µόνο την (∆΄.2), αλλά και τη σχέση g(0) = 0. Παρατηρούµε, τέλος, ότι
αν το x είναι ϑετικός ακέραιος, τότε :

g(x) = [g(1)− g(0)] + [g(2)− g(1)] + . . .+ [g(x)− g(x− 1)] (∆΄.11)

ούτως ώστε να ισχύει :

g(x) = f(0) + f(1) + . . .+ f(x− 1), (x = 1, 2, · · · ) (∆΄.12)

Η συνάρτηση g(x) που ικανοποιεί εξίσου την ∆g(x) = f(x) και την g(0) = 0, ϑ᾿
αναγράφεται στη συνέχεια ως :

∆−1f(x) = g(x). (∆΄.13)

2Ισχύει
(
x
ν

)
= 0, ∀ν > x
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∆΄.2 Αριθµοί Bernoulli

Τα πολυώνυµα Bernoulli, που προαναφέραµε στην αρχή της προηγούµενης πα-
ϱαγράφου, µπορούν τώρα να ϐρεθούν αν ϑέσουµε

sn(x) = ∆−1xn (∆΄.14)

Με τη µέθοδο της προηγούµενης παραγράφου, µπορούµε να υπολογίσουµε τα sn(x),
τα πρώτα εκ των οποίων είναι :

s0(x) = x

s1(x) =
x(x− 1)

2
=
x2

2
− 1

2
x

s2(x) =
x(x− 1)(2x− 1)

6
=
x3

3
− 1

2
x2 +

1

6
x

s3(x) =
x2(x− 1)2

4
=
x4

4
− 1

2
x3 +

1

4
x2 + 0x

s4(x) =
x(x− 1)(2x− 1)(3x2 − 3x+ 1)

30
=
x5

5
− 1

2
x4 +

1

3
x3 − 1

5
x2 +

1

30
x (∆΄.15)

΄Οπως παρατηρούµε, δε ϕαίνεται να διέπει τους συντελεστές των πολυωνύµων
κάποιο συγκεκριµένο σχήµα. Για να µπορέσουµε να ϐρούµε µι᾿ απλή σχέση παρα-
γωγής των παραγόντων, πρέπει ν᾿ ακολουθήσουµε µι᾿ άλλη µέθοδο υπολογισµού των
πολυωνύµων sn(x). Η σχέση υπολογισµού των sn(x) είναι :

sn(x+ 1)− sn(x) = xn, sn(0) = 0 (∆΄.16)

Αν παραγωγίσουµε τη σχέση αυτή:

s′n(x+ 1)− s′n(x) = nxn−1, sn(0) = 0 (∆΄.17)

΄Αρα:

sn−1 =
1

n

[
s′n(x)− sn′(0)

]
. (∆΄.18)

Τώρα, ας υποθέσουµε ότι έχουµε ήδη υπολογίσει τους παράγοντες του sn′(x), δηλα-
δή ας υποθέσουµε ότι η εξίσωση

s′n(x) = h0xn + h1

(
n
1

)
xn−1 + . . .+ hn =

n−1∑
ν=0

(
n
ν

)
hνxn−ν (∆΄.19)

όπου hv δοθέντες αριθµοί (Οι υπερδείκτες ν αυτής της εξίσωσης δεν είναι εκθέτες).
Τότε, απ᾿ τις (∆΄.17), (∆΄.18. ∆είτε την επόµενη ενότητα για το λόγο που χρησιµο-
ποιούµε υπερδείκτες.) έχουµε ότι :

sn−1(x) =
1

n

n−1∑
ν=0

(
n
ν

)
hνxn−ν (∆΄.20)
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κι εφ᾿ όσον ισχύει : (
n
ν

)
(n− ν)

n
=

(
n− 1
ν

)
,

η (∆΄.20) συνεπάγεται ότι :

s′n−1 =
n−1∑
ν=0

(
n− 1
ν

)
hνx(n−1)−ν (∆΄.21)

Οι αριθµοί h0, h1, . . . , hn−1 που εµφανίζονται στην (∆΄.21) είναι οι ίδιοι µ᾿ αυτούς
της εξίσωσης (∆΄.19). Η µόνη διαφορά µεταξύ των δυο παραπάνω εξισώσεων είναι
η αντικατάσταση του n στην εξίσωση (∆΄.19) µε το (n − 1) στην (∆΄.21) και στην
παράλειψη του όρου hn στην (∆΄.21). ΄Οµως, για x = 0 και n ≥ 2 η σχέση (∆΄.8)
γίνεται :

s′n(1)− s′n(0) = 0

κι αυτή η σχέση µαζί µε την (∆΄.19) οδηγούν στην στην ταυτότητα

h0 +

(
n
1

)
h1 + . . .+

(
n

n− 1

)
hn−1 = 0, (n ≥ 2) (∆΄.22)

Εποµένως, µπορούµε να υπολογίσουµε το hn−1 δεδοµένου ότι γνωρίζουµε τα h0, h1, . . . , hn−2

και, καθώς h0 = 1 απ᾿ τις (∆΄.15), η σχέση (∆΄.21) µας επιτρέπει να καθορίσουµε µ᾿
επιτυχία τους αριθµούς της ακολουθίας h1, h2, · · · µέχρι τον αριθµό που µας ενδια-
ϕέρει.

∆΄.3 Ο συµβολικός υπολογισµός του E.Lucas

Οι σχέσεις στις οποίες καταλήξαµε, καθώς κι αυτές που ϑα προκύψουν απ᾿ τις
παραπάνω, µπορούν να γραφούν µ᾿ έναν πολύ σαφή τρόπο αν ϑεωρήσουµε τους
αριθµούς hν , που ονοµάζονται αριθµοί Bernoulli, ως συµβολικούς έκθέτες και τους
χειριζόµαστε σαν νά ᾿ταν αυτή η ηθεληµένη παρερµηνεία αληθής. Το τέχνασµα αυτό
προτάθηκε απ᾿ τον E. Lucas (1842-1891)3. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, µπορούµε
να γράψουµε την εξίσωση (∆΄.18) στη µορφή:

s′n(x) = (x+ h)n (∆΄.23)

και την (∆΄.22) στη µορφή:

(h+ 1)n − hn = 0, (n = 2, 3, . . .) (∆΄.24)

3Για ϐιογραφικά στοιχεία του Edouard Lucas και περαιτέρω λεπτοµέρειες σχετικά µε την
εργασία του στη Θεωρία Αριθµών, παραπέµπουµε στο [14, σελ. 414]
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Κατ᾿ αυτόν τον τρόπο, υπολογίζουµε τους αριθµούς Bernoulli ως ακολούθως:

2h2 + 1 = 0 h1 = −1

2

3h2 + 3h1 + 1 = 0, h2 =
1

6
4h3 + 6h2 + 4h1 + 1 = 0, h3 = 0

5h4 + 10h3 + 10h2 + 5h1 + 1 = 0, h4 = − 1

30
6h5 + 15h4 + 20h3 + 15h2 + 6h1 + 1 = 0, h5 = 0

7h6 + 21h5 + 35h4 + 35h3 + 21h2 + 7h1 + 1 = 0, h6 =
1

42
(∆΄.25)

Οι αριθµοί Bernoulli συµβολίζονται διαφορετικά Bn.

∆΄.4 Υπολογισµός χρήσιµων δυναµοσειρών µε τη
ϐοήθεια των αριθµών Bernoulli

Στη συνέχεια ακολουθούµε το [13, σελ. 231 - 233].

Θεώρηµα ∆΄.4.1. Ισχύει η σχέση :

z

ez − 1
=

+∞∑
n=0

Bn
zn

n!
, ∀z : |z| < 2π.

Απόδειξη. Απ᾿ την εξίσωση (∆΄.22):

B0 +

(
n+ 1

1

)
B1 +

(
n+ 1

2

)
B2 + . . .+

(
n+ 1
n

)
Bn = 0.

Χρησιµοποιώντας το διωνυµικό ϑεώρηµα καταλήγουµε στη σχέση:∑
k≤n

Bk
k!

1

(n+ 1− p)!
=

{
1, αν n = 0
0, αν n ≥ 0

Η παραπάνω σχέση είναι ισοδύναµη µε το γινόµενο δυναµοσειρών:

=+∞∑
n=0

Bn
xn

n!

+∞∑
n=0

xq

(q + 1)!
= 1. (∆΄.26)

Πολλαπλασιάζοντας και τα δυο µέλη µε x καταλήγουµε στη σχέση:

(ex − 1)

+∞∑
n=0

Bn
xn

n!
= x.
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Γνωρίζουµε ότι η δυναµοσειρά της (ez − 1)z−1 συγκλίνει γύρω απ᾿ το µηδέν κ᾿ η
συνάρτηση δε µηδενίζεται. Συνεπώς συγκλίνει κ᾿ η δυναµοσειρά της αντίστροφής της
µε πιθανόν µικρότερη ακτίνα σύγκλισης. Λόγω της µοναδικότητας του αναπτύγµατος
Taylor ϑα πρέπει να ισχύει τοπικά γύρω απ᾿ το µηδέν :

z

ez − 1
=

+∞∑
n=0

Bn
zn

n!
.

Η συνάρτηση ez − 1 µηδενίζεται για πρώτη ϕορά πάνω στον κύκλο µε ακτίνα 2π.
Συνεπώς η ακτίνα σύγκλισης της παραπάνω δυναµοσειράς είναι 2π.

Θεώρηµα ∆΄.4.2. Ισχύει η σχέση :

zetz

ez − 1
=

+∞∑
n=0

sn(t)
zn

n!
, ∀z : |z| < 2π.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι :

sn(t) =
n∑
k=0

(
n
k

)
Bn−kt

k = n!
∑
l+m

Blt
m

l!m!
.

Οπότε απ᾿ την εξίσωση (∆΄.26):

∑
n

sn(t)
xn

n!
=
∑

Blt
mx

l+m

l!m!
=
∑

Bl
xl

l!

(tx)m

m!
= etx

∑
Bl
xl

l!
.

Επιχειρηµατολογώντας όπως στο προηγούµενο ϑεώρηµα καταλήγουµε στην προς
απόδειξη σχέση.



Παράρτηµα Ε΄

Ο Μετασχηµατισµός Mellin

Ο µετασχηµατισµός Mellin1 µιας συνάρτησης f(x), που συµβολίζεται µε f∗(s)
ορίζεται απ᾿ τ᾿ ολοκλήρωµα:

f∗(s) =

∫ ∞
0

f(x)xs−1dx. (Ε΄.1)

Οι συναρτήσεις f(x) και f∗(s) καλούνται Ϲεύγος µετασχηµατισµού Mellin. Η γνώ-
ση της µιας εκ των δυο µας επιτρέπει την εύρεση της άλλης µέσω του ολοκληρώµατος
(Ε΄.1).

Ο παραπάνω µετασχηµατισµός υπάρχει, όταν τ᾿ ολοκλήρωµα:∫ ∞
0
|f(x)|xk−1dx

είναι ϕραγµένο για κάποιο k > 0.
Η αντιστροφή του µετασχηµατισµού Mellin πραγµατοποιείται µέσω του αντίστρο-

ϕου ολοκληρώµατος :

f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f∗(s)x−sds, (Ε΄.2)

όπου c > k. Αν συµβολίσουµε το µετασχηµατισµό Mellin ως

f∗(s) =M [f(x); s]

τότε µπορούµε να εκφράσουµε το αντίστροφο αποτέλεσµα (Ε΄.2) ως :

f(x) =M−1 [f∗(s);x]

Ενδεικτικά ϑ᾿ αναφέρουµε ορισµένες ϐασικές ιδιότητες του µετασχηµατισµού
Mellin. Για την απόδειξή τους µπορεί κανείς να συµβουλευτείτε το [16, σελ.1129-
1134], όπου επίσης µπορεί κανείς να ϐρει Ϲεύγη µετασχηµατισµού Mellin ϐασικών

1Robert Hjalmar Mellin, 1854 - 1933. Φινλανδός µαθηµατικός, µαθητής του Mittag -
Leffler.
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συναρτήσεων. Επιπλέον, για περαιτέρω µελέτη του µετασχηµατισµού και σχέσεις
ισοδύναµιας µε τους µετασχηµατισµούς Laplace και Fourier παραπέµπουµε τον
αναγνώστη στα [7, σελ.343-347],[11, σελ.253].

Ε΄.1 Βασικές Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Mel-
lin

1. Για a, b τυχαίες σταθερές, έχουµε:

M [af(x) + bg(x)] = af∗(s) + bg∗(s) (γραµµικότητα).

2. Αν limx→∞ x
s−r−1f (r)(x) = 0, r = 0, 1, . . . , n− 1 τότε :

M
[
f (n)(x); s

]
= (−1)n

Γ(s)

Γ(s− n)
f∗(s− n)

και
M
[
xnf (n)(x); s

]
= (−1)n

Γ(s+ n)

Γ(s)
f∗(s)

όπου Γ(s) είναι η συνάρτηση Γάµµα, που αναπτύσσεται στο παράρτηµα Γ΄.

3. Αν συµβολίσουµε το n−οστό επαναλαµβανόµενο ολοκλήρωµα του f(x) µε
In [f(x)], όπου:

In [f(x)] =

∫ x

0
In−1 [f(u)] du,

τότε :
M [In [f(x)] ; s] = (−1)n

Γ(s)

Γ(n+ s)
f∗(s+ n)

και
M [I∞n [f(x)] ; s] =

Γ(s)

Γ(n+ s)
f∗(s+ n)

όπου:
I∞n [f(x)]

∫ ∞
x

I∞n−1 [f(u)] du

4. Ισχύει :

M [[f(x)g(x)] ; s] =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f∗(u)g∗(s− u)du (Θεώρηµα Συνέλιξης)



Παράρτηµα ϝ΄

Στοιχεία Θεωρίας Αριθµητικών
Συναρτήσεων

Η ϐασική µας αναφορά σ᾿ αυτό το κεφάλαιο είναι το σύγγραµµα [3, σελ. 24-35].
Η ϑεωρία αριθµών, όπως πολλοί άλλοι κλάδοι των Μαθηµατικών, ασχολείται συ-

χνά µε ακολουθίες πραγµατικών ή µιγαδικών αριθµών. Στη ϑεωρία αριθµών τέτοιες
ακολουθίες καλούνται αριθµητικές συναρτήσεις.

Ορισµός ϝ΄.1. Μια πραγµατική ή µιγαδική συνάρτηση που ορίζεται στους ϑετικούς
ακέραιους καλείται αριθµητική συνάρτηση ή αριθµοθεωρητική συνάρτηση

Αυτό το κεφάλαιο εισάγει µερικές αριθµητικές συναρτήσεις που παίζουν σηµαν-
τικό ϱόλο στη µελέτη της διαιρετότητας των ακεραίων και την κατανοµή των πρώτων
αριθµών. Επιπλέον, σ᾿ αυτό το κεφάλαιο πραγµατευόµαστε τον πολλαπλασιασµό
κατά Dirichlet, κάτι που ϐοηθά στη διασαφήνιση των σχέσεων µεταξύ ποικίλων α-
ϱιθµητικών συναρτήσεων.

Ξεκινούµε µε δυο σηµαντικά παραδείγµατα, τη συνάρτηση Möbius και τη συ-
νάρτηση Euler.

ϝ΄.1 Η συνάρτηση του Möbius µ(n)

Ορισµός ϝ΄.2. Η συνάρτηση Möbius ορίζεται ως εξής :

µ(1) = 1 (ϝ΄.1)

Αν n > 1, γράφουµε n = pa11 . . . pakk τότε :

µ(n) =

{
(−1)k, αν a1 = a2 = . . . = ak = 1

0, διαφορετικά
(ϝ΄.2)
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Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι µ(n) = 0 αν και µόνο αν το n έχει στην ανάλυσή
του σε πρώτους έναν τετραγωνικό παράγοντα µεγαλύτερο του 1 1.

Η συνάρτηση Möbius εµφανίζεται σε πολλές διαφορετικές περιπτώσεις στη ϑεω-
ϱία αριθµών. Μια απ᾿ τις ϐασικές της ιδιότητες είναι µια αξιοσηµείωτα απλή σχέση
για το άθροισµα διαιρετών

∑
d|n µ(d) που αναπτύσσεται πάνω στους ϑετικούς διαιρέ-

τες του n.2 Στη σχέση αυτή το [x] δηλώνει το µέγιστο ακέραιο που είναι µικρότερος
ή ίσος του x.

Θεώρηµα ϝ΄.1. Αν n > 1, έχουµε :∑
d|n

µ(d) =

[
1

n

]
=

{
1, αν n = 1
0, αν n > 1

(ϝ΄.3)

Απόδειξη. Η σχέση είναι προφανής για n = 1. Θεωρούµε ότι n > 1 κι αναπτύσσουµε
σε γινόµενο πρώτων n = pa11 . . . pakk . Στο άθροισµα

∑
d|n µ(d) οι µόνοι µη µηδενικοί

όροι προκύπτουν απ᾿ το d = 1 και γι᾿ αυτούς τους διαιρέτες του n οι οποίοι είναι
διακριτοί πρώτοι.

Εποµένως :∑
d|n

µ(d) = µ(1) + µ(p1) + . . .+ µ(pk) + µ(p1p2) + . . .+

+µ(pk−1pk) + . . .+ µ(p1p2 . . . pk) =

= 1 +

(
k
1

)
(−1) +

(
k
2

)
(−1)2+

+ . . .

(
k
k

)
(−1)k = .

= (1− 1)k = 0 (ϝ΄.4)

ϝ΄.2 Η συνάρτηση του Euler φ(n)

Ορισµός ϝ΄.3. Αν n ≥ 1, η συνάρτηση φ(n) ορίζεται ως ο αριθµός των ϑετικών
ακέραιων που δεν ξεπερνούν την τιµή του n και που είναι πρώτοι προς αλλήλους µε
το n. ΄Αρα:

φ(n) =
∑

1≤k≤n, (k,n)=1

1, (ϝ΄.5)

δηλαδή το άθροισµα εκτείνεται πάνω στα k που είναι πρώτοι προς αλλήλους µε το k3

1∆ηλαδή έναν αριθµό του οποίου το τετράγωνο είναι παράγοντας. Προφανώς το ίδιο ϑα
ισχύει και για κάθε παράγοντα που εµφανίζεται σε δύναµη µεγαλύτερη του δύο.

2Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τις ιδιότητες των αριθµών υπενθυµίζουµε στον
αναγνώστη ν᾿ ανατρέξει στην ενότητα 2

3∆ηλαδή (k, n) = 1, όπως ήδη έχουµε αναφέρει στο 2
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΄Οπως στην περίπτωση του µ(n), υπάρχει µια απλή σχέση για το άθροισµα διαι-
ϱετών

∑
d|n φ(d)

Θεώρηµα ϝ΄.2. Ισχύει : ∑
d|n

φ(d) = n

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το S δηλώνει το σύνολο {1, 2, . . . , n}. Χωρίζουµε τους ακεραίους
του S σε ξένα σύνολα ως ακολούθως: Για κάθε διαιρέτη d του n, έχουµε:

A(d) = {k : (k, n) = d, 1 ≤ k ≤ n}

Με λίγα λόγια, το A(d) περιέχει τα στοιχεία του S που έχουν µε το n µέγιστο κοινό
διαιρέτη d.4

Τα σύνολα A(d) σχηµατίζουν µια συλλογή συνόλων ξένων ανά δυο5, των οποίων
η ένωση είναι το S. Εποµένως, αν το f(d) δηλώνει τον αριθµό των ακέραιων στο
A(d), τότε : ∑

d|n

f(d) = n (ϝ΄.6)

΄Οµως (k, n) = d αν και µόνο αν (k/d, n/d) = 1 και 0 < k ≤ n αν και µόνο αν
0 < k/d ≤ n/d. Εποµένως, αν ϑέσουµε q = k/d, τότε υπάρχει µια ένα προς ένα
αντιστοιχία µεταξύ των στοιχείων στοA(d) κι εκείνων των ακεραίων q που ικανοποιούν
την 0 < q < n/d, (q, n/d) = 1. Ο αριθµός τέτοιων q είναι φ(n/d). ΄Αρα f(d) =
φ(n/d) κ᾿ η εξίσωση (ϝ΄.6) γίνεται : ∑

d|n

φ
(n
d

)
= n

Η παραπάνω, όµως, σχέση είναι ισοδύναµη µε την
∑

d|n φ(d) = n, καθώς, όταν το d
διατρέχει όλους τους διαιρέτες του n, το ίδιο κάνει και το n/d.

ϝ΄.3 Μια σχέση που συνδέει τα φ, µ

Η συνάρτηση Euler συνδέεται µε τη συνάρτηση Möbius µέσω της παρακάτω
σχέσης :

Θεώρηµα ϝ΄.3. Αν n > 1, έχουµε :

φ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d

4Για τον ορισµό και τις ιδιότητες του Μ.Κ.∆ µπορεί κανείς ν᾿ ανατρέξει στην ενότητα 2 του
κεφαλαίου 3

5∆ηλαδή αν A,B δυο σύνολα που ανήκουν στη συλλογή τότε ισχύει A ∪B = ∅
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Απόδειξη. Το άθροισµα (ϝ΄.5) που ορίζει το φ(n) µπορεί να γραφεί στην παρακάτω
µορφή:

φ(n) =

n∑
k=1

[
1

(n, k)

]
όπου, τώρα, το k διατρέχει τους ακέραιους που είναι µικρότεροι ή ίσοι µε το n. Τώρα,
χρησιµοποιούµε το ϑεώρηµα ϝ΄.2, όπου το n αντικαθίσταται από το n, k κι η σχέση
γίνεται :

φ(n) =
n∑
k=1

µ(d)

µ(d)∑
d|(n,k)

=
∞∑
k=1

∑
d|n
d|k

µ(d)

Για ένα σταθερό διαιρέτη d του n ϑα πρέπει ν᾿ αθροίσουµε πάνω απ᾿ όλα τα k στο
εύρος 1 ≤ k ≤ n, τα οποία είναι πολλαπλάσια του d. Αν γράψουµε k = qd, τότε
1 ≤ k ≤ n αν και µόνο αν 1 ≤ q ≤ n/d. Εποµένως, το τελευταίο άθροισµα για το
φ(n) µπορεί να γραφεί ως :

φ(n) =
∑
d|n

n/d∑
q=1

µ(d) =
∑
d|n

µ(d)

n/d∑
q=1

1 =
∑
d|n

µ(d)
n

d

ϝ΄.4 Μια σχέση γινοµένου για τη συνάρτηση φ(n)

Το άθροισµα για τη φ(n) στο ϑεώρηµα ϝ΄.3 µπορεί να εκφραστεί σαν ένα γινόµενο
που εκτείνεται πάνω απ᾿ όλους τους διακριτούς πρώτους διαιρέτες του n.

Θεώρηµα ϝ΄.4. Για n ≥ 1, έχουµε :

φ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
(ϝ΄.7)

Απόδειξη. Για n = 1, το γινόµενο είναι κενό, καθώς δεν υπάρχουν πρώτοι που να
διαιρούν το 1. Στην περίπτωση αυτή γίνεται κατανοητό ότι το γινόµενο ϑα πρέπει να
έχει τιµή 1.

Θεωρούµε, λοιπόν, ότι n > 1 κι έστω p1, . . . pr οι διακριτοί πρώτοι διαιρέτες του
n. Το γινόµενο µπορεί να γραφεί ως εξής :

∏
p|n

(
1− 1

p

)
=

r∏
i=1

(
1− 1

p

)
=

= 1−
∑ 1

pi
+
∑ 1

pipj
−
∑ 1

pipjpk
+ . . .+

(−1)r

p1p2 . . . pr
(ϝ΄.8)
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Στο δεξί µέλος της σχέσης, σ᾿ έναν όρο όπως ο
∑ 1

p1pjpk
, είναι ϕανερό ότι ϑεωρούµε

όλα τα πιθανά γινόµενα. pipjpk των διακριτών παραγόντων του n, ανά τρια κάθε
ϕορά. Παρατηρήστε ότι κάθε όρος στο δεξί µέλος της (ϝ΄.8) είναι της µορφής ±1

d ,
όπου d είναι ο διαιρέτης του n που είναι είτε 1 είτε γινόµενο διακριτών πρώτων
αριθµών. Ο αριθµητής ±1 είναι ακριβώς το µ(d). Καθώς µ(d) = 0 αν το d διαιρείται
απ᾿ το τετράγωνο κάθε pi, παρατηρούµε ότι το άθροισµα στην (ϝ΄.8) είναι το ακριβώς
το ίδιο µε τη σχέση: ∑

d|n

µ(d)

d
. (ϝ΄.9)

Πολλές ιδιότητες της φ(n) µπορούν εύκολα να προκύψουν απ᾿ την παραπάνω
σχέση γινοµένου. Μερικές απ᾿ αυτές παρουσιάζονται στο επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα ϝ΄.5. Η συνάρτηση φ(n) έχει τις παρακάτω ιδιότητες :

1. φ(ρα) = ρα − ρα−1

2. φ(mn) = φ(m)φ(n) d
φ(d) , όπου d = (m,n)

3. φ(mn) = φ(m)φ(n)

4. a|b συνεπάγεται φ(a)|φ(b)

5. Το φ(n) είναι άρτιο για n ≥ 3. Επιπλέον, αν το n έχει r διακριτούς περιττούς

παράγοντες p, τότε 2r|φ(n)

Απόδειξη. 1. Προκύπτει άµεσα µε την αντικατάσταση n = pa στην εξίσωση (ϝ΄.7).

2. Γράφουµε:
φ(n)

n
=
∏
p|n

(
1− 1

p

)
Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι κάθε πρώτος διαιρέτης του mn είναι πρώτος
διαιρέτης είτε τουm είτε του n κι αυτοί οι πρώτοι που διαιρούν ταm,n διαιρούν
επίσης το (m,n) 6. Εποµένως :

φ(mn)

mn
=
∏
p|mn

(
1− 1

p

)
=

∏
p|mn

(
1− 1

p

)∏
p|n

(
1− 1

p

)
∏
p|(m,n)

(
1− 1

p

) =

=
φ(m)

m

φ(n)

n

(
φ(d)

d

)−1

3. Είναι µια ειδική περίπτωση του 2. για d = 1.

6Παραπέµπουµε στο ϑεώρηµα 2.1.4.
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4. Θ᾿ αποδείξουµε την πρόταση µε χρήση της ιδιότητας 2.. Καθώς a|b, ϑα ισχύει
b = ac7, όπου 1 ≤ c ≤ b. Αν c = b τότε a = 1 και το Ϲητούµενο ικανοποιείται.
Εποµένως, αν ϑεωρήσουµε ότι c < b ϑα έχουµε, ϐάσει της ιδιότητας 2:

φ(b) = φ(ac) = φ(a)φ(c)
d

φ(d)
= dφ(a)

φ(c)

φ(d)
, (ϝ΄.10)

όπου d = (a, c). Τώρα, το αποτέλεσµα προκύπτει µ᾿ επαγωγή στο b. Για b = 1,
ισχύει. Θεωρούµε τότε, ότι η ιδιότητα 4. ισχύει για κάθε ακέραιο µικρότερο
του b. Τότε ισχύει για το c, εποµένως φ(d)

φ(c) καθώς d|c. ΄Αρα, το δεξί µέλος της
(ϝ΄.10) είναι πολλαπλάσιο του φ(a), που σηµαίνει ότι φ(a) = φ(b).

5. Αν n = 2a, a ≥ 2, η ιδιότητα (1.) συνεπάγεται ότι η φ(n) είναι άρτια. Αν το n
έχει τουλάχιστον έναν περιττό πρώτο παράγοντα, γράφουµε:

φ(n) = n
∏
p|n

p− 1

p
=

n∏
p|n p

∏
p|n

(p− 1) = c(n)
∏
p|n

(p− 1), (ϝ΄.11)

όπου ο c(n) είναι ακέραιος. Το γινόµενο
∏
p|n(p − 1) πολλαπλασιαζόµενο µ᾿

έναν άρτιο είναι άρτιο. Συνεπώς η φ(n) είναι άρτια. Επιπλέον, κάθε περιττός
πρώτος αριθµός p (δηλαδή κάθε p > 2) συνεισφέρει έναν παράγοντα 2 στο
γινόµενο αυτό. Εποµένως 2r|φ(n), αν ο n έχει r διακριτούς περιττούς πρώτους
παράγοντες.

ϝ΄.5 Το γινόµενο Dirichlet των αριθµητικών συ-
ναρτήσεων

Στο ϑεώρηµα ϝ΄.3 αποδείξαµε ότι :

φ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d

Το άθροισµα στο δεξί µέλος είναι µιας µορφής που συχνά συναντάται στη ϑεωρία
αριθµών. Αυτά τ᾿ αθροίσµατα έχουν τη µορφή:∑

d|n

f(d)g
(n
d

)
,

όπου f, g είναι αριθµητικές συναρτήσεις κι αξίζει να µελετήσουµε κάποιες ιδιότητες
κοινές γι᾿ αυτά τ᾿ αθροίσµατα. Θα δούµε αργότερα ότι αθροίσµατα αυτής της µορφής
εµφανίζονται στη ϑεωρία των σειρών Dirichlet8. Ειν᾿ ενδιαφέρον να αντιµετωπίσουµε

7 ΄Οπως αναφέρεται και στον ορισµό 2.1.1,
8Για τη ϑεωρία των σειρών Dirichlet υπάρχει πλούσια ϐιβλιογραφία. Παραπέµπουµε

ενδεικτικά στα [4, σελ.161],[18]
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αυτές τις σειρές σαν ένα νέο είδος πολλαπλασιασµού των αριθµητικών συναρτήσεων,
κάτι το οποίο εισήχθηκε απ᾿ τον E.T. Bell το 1915.

Ορισµός ϝ΄.4. Αν f, g είναι δυο αριθµητικές συναρτήσεις, ορίζουµε το γινόµενο κατά
Dirichlet (ή συνέλιξη Dirichlet) ως την αριθµητική συνάρτηση h που ορίζεται απ᾿ τη
σχέση:

h(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
Θα γράφουµε f ∗ g για την h και (f ∗ g)(n) για την h(n). Το σύµβολο N ϑα

χρησιµοποιείται για αριθµητικές συναρτήσεις, για τις οποίες N(n) = n, ∀n. Βάσει
του συµβολισµού αυτόυ, το ϑεώρηµα ϝ΄.3 µπορεί να εκφραστεί στη µορφή:

φ(n) = µ(n) ∗N

Το επόµενο ϑεώρηµα περιγράφει τις αλγεβραϊκές ιδιότητες του πολλαπλασιασµού
κατά Dirichlet.

Θεώρηµα ϝ΄.6. Ο πολλαπλασιασµός κατά Dirichlet είναι αντιµεταθετικός και προσε-

ταιριστικός. ∆ηλαδή, για κάθε αριθµητική συνάρτηση f, g, k έχουµε

f ∗ g = g ∗ f αντιµεταθετική ιδιότητα

(f ∗ g) ∗ k = f ∗ (g ∗ k) προσεταιριστική ιδιότητα

Απόδειξη. Πρώτα παρατηρούµε ότι ο ορισµός της f ∗ g µπορεί επίσης να εκφραστεί
µε τον παρακάτω τρόπο:

(f ∗ g)(n) =
∑
ab=n

f(a)g(b)

όπου τα a, b µεταβάλλονται σ᾿ όλους τους ϑετικούς ακέραιους για τους οποίους το
γινόµενο είναι n. Αυτό κάνει την αντιµεταθετική ιδιότητα αυταπόδεικτη.

Για την απόδειξη της προσεταιριστικής ιδιότητας ϑέτουµε A = g∗k και ϑεωρούµε
f ∗A = f ∗ (g ∗ k). ΄Εχουµε

(f ∗A)(n) =
∑
ad=n

f(a)A(d) =
∑
ad=n

f(a)
∑
bc=d

g(b)k(c) =

=
∑
abc=n

f(a)g(b)k(c) (ϝ΄.12)

Με παρόµοιο τρόπο ϑέτουµε B = f ∗ g και ϑεωρούµε B ∗ k, κι έτσι καταλήγουµε
στην ίδια σχέση για το (B ∗ k)(n). Εποµένως, f ∗ A = B ∗ k, που σηµαίνει ότι ο
πολλαπλασιασµός κάτα Dirichlet είναι προσεταιριστικός.

Στη συνέχεια, εισάγουµε ένα ταυτοτικό στοιχείο για τον πολλαπλασιασµό αυτό :
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Ορισµός ϝ΄.5. Η αριθµητική συνάρτηση I που δίνεται απ᾿ τη σχέση

I(n) =

[
1

n

]
=

{
1, αν n = 1
0, ανn > 1

καλείται ταυτοτική συνάρτηση.

Θεώρηµα ϝ΄.7. Για κάθε f ισχύει :

I ∗ f = f ∗ I = f

Απόδειξη.

(f ∗ I)(n) =
∑
d|n

f(d)I
(n
d

)
=
∑
d|n

f(d)

[
d

n

]
= f(n)

ϝ΄.6 Οι αντιστροφές κατά Dirichlet κι η σχέση
της αντιστροφής κατά Möbius

Θεώρηµα ϝ΄.8. Αν f είναι µια αριθµητική συνάρτηση µε f(1) 6= 0, υπάρχει µια

µοναδική αριθµητική συνάρτηση f−1
που λέγεται αντιστροφή κατά Dirichlet της f ,

τέτοια ώστε

f ∗ f−1 = f−1f = I

Επιπλέον, η f−1
δίνεται απ᾿ τους αναδροµικούς τύπους

f−1(1) =
1

f(1)
, f−1(n) = − 1

f(1)

∑
d|n
d < n

f
(n
d

)
f−1(d) για n > 1

Απόδειξη. ∆οθείσας f , ϑα δείξουµε ότι η εξίσωση (f ∗ f−1)(n) = I(n) έχει µοναδική
λύση για τις τιµές f−1(n). Για n = 1, ϑα πρέπει να λύσουµε την εξίσωση:

(f ∗ f−1)(n) = I(1)

που απλοποιείται στην
f(1)f−1(1)

Καθώς f(1) 6= 0, υπάρχει µια και µοναδική λύση, η f−1(1) = 1
f(1) . Ας ϑεωρήσουµε

τώρα ότι οι τιµές f−1(k) της συνάρτησης έχουν µοναδικά οριστεί για κάθε k < n.
Τότε έχουµε να λύσουµε την εξίσωση (f ∗ f−1)(n) = I(n), ή∑

d|n

f
(n
d

)
f−1(d) = 0
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Η σχέση µπορεί να γραφεί ως εξής :

f(1)f−1(1) +
∑
d|n
d < n

f
(n
d

)
f−1(d) = 0

Αν οι τιµές f−1(d) είναι γνωστές για όλους τους διαιρέτες d < n τότε ϑα υπάρχει µια
µοναδικά ορισµένη τιµή για την f−1(n), δηλαδή:

f−1(1) = − 1

f(1)

∑
d|n
d < n

f
(n
d

)
f−1(d),

για f(1) 6= 0. Η σχέση αυτή, µέσω της επαγωγής, δείχνει την ύπαρξη και µοναδικό-
τητα της f .

Ορισµός ϝ΄.6. Ορίζουµε τη µοναδιαία συνάρτηση u ως την αριθµητική συνάρτηση
για την οποία ισχύει u(n) = 1, για κάθε n.

Το ϑεώρηµα ϝ΄.2 δηλώνει ότι
∑

d|n µ(d) = I(n). Με χρήση του πολλαπλασιασµού
κατά Dirichlet αυτό γίνεται :

µ ∗ u = I

Εποµένως, τα u, µ είναι κατά Dirichlet αντιστροφές το ένα για το άλλο και γράφουµε:

u = µ−1,και µ = u−1.

Αυτή η απλή ιδιότητα της συνάρτησης Möbius, µαζί µε την προσεταιριστική
ιδιότητα του πολλαπλασιασµόύ κατά Dirichlet µας ϐοηθά να δώσουµε µια εύκολη
απόδειξη για το παρακάτω ϑεώρηµα:

Τύπος για την αντιστροφή Möbius ϝ΄.9. Η εξίσωση:

f(n) =
∑
d|n

g(d) (ϝ΄.13)

συνεπάγεται ότι :

g(n) =
∑
d|n

f(d)µ
(n
d

)
(ϝ΄.14)

Αντίστροφα, η (ϝ΄.14) συνεπάγεται την (ϝ΄.13).

Απόδειξη. Η εξίσωση (ϝ΄.13) δηλώνει ότι f = g ∗ u. Αν πολλαπλασιάσουµε µε µ την
εξίσωση, ϑα έχουµε f ∗ µ = (g ∗ u) ∗ µ = g ∗ (u ∗ µ) = g ∗ I = g, δηλαδή την
εξίσωση (ϝ΄.14). Αντίστροφα, ο πολλαπλασιασµός της f ∗µ = g µε u δίνει την εξίσωση
(ϝ΄.13).

Η αντιστροφή κατά Möbius έχει ήδη παρουσιαστεί µε το Ϲεύγος σχέσεων στα
ϑεωρήµατα ϝ΄.2 και ϝ΄.3:

n =
∑
d|n

φ(d), φ(n) =
∑
d|n

n(d)
(n
d

)
(ϝ΄.15)
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Εικόνα ϝ΄.1: Η συνάρτηση Λ(n) του Mangoldt

ϝ΄.7 Η συνάρτηση Λ(n) του Mangoldt

Εισάγουµε τη συνάρτηση Λ(n) του Mangoldt που παίζει κεντρικό ϱόλο στην
κατανοµή των πρώτων αριθµών.

Ορισµός ϝ΄.7. Για κάθε ακέραιο n ≥ 1 ορίζουµε :

Λ(n) =

{
ln p αν n = pm, για κάποιο πρώτο p και κάποιο m ≥ 1
0 αλλού

Ακολουθεί ένας πίνακας µε τις πρώτες 100 τιµές της Λ(n).
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n Λ(n) n Λ(n) n Λ(n) n Λ(n)

1 0 26 0 51 0 76 0
2 ln(2) 27 ln(3) 52 0 77 0
3 ln(3) 28 0 53 ln(53) 78 0
4 ln(2) 29 ln(29) 54 0 79 ln(79)
5 ln(5) 30 0 55 0 80 0
6 0 31 ln(31) 56 0 81 ln(9)
7 ln(7) 32 ln(2) 57 0 82 0
8 ln(2) 33 0 58 0 83 ln(83)
9 ln(3) 34 0 59 ln(59) 84 0
10 0 35 0 60 0 85 0
11 ln(11) 36 0 61 ln(61) 86 0
12 0 37 ln(37) 62 0 87 0
13 ln(13) 38 0 63 0 88 0
14 0 39 0 64 ln(2) 89 ln(89)
15 0 40 0 65 0 90 0
16 ln(2) 41 ln(41) 66 0 91 0
17 ln(17) 42 0 67 ln(67) 92 0
18 0 43 ln(43) 68 0 93 0
19 ln(19) 44 0 69 0 94 0
20 0 45 0 70 0 95 0
21 0 46 0 71 ln(71) 96 0
22 0 47 ln(47) 72 0 97 ln(97)
23 ln(23) 48 0 73 ln(73) 98 0
24 0 49 ln(7) 74 0 99 0
25 ln(5) 50 0 75 0 100 0
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Η απόδειξη του παρακάτω ϑεωρήµατος δείχνει πώς η Λ(n) προκύπτει µε τρόπο
ϕυσικό απ᾿ το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της αριθµητικής9.

Θεώρηµα ϝ΄.10. Αν n ≥ 1 έχουµε :

lnn =
∑
d|n

Λ(d) (ϝ΄.16)

Απόδειξη. Το ϑεώρηµα ισχύει για n = 1, καθώς και τα δυο µέλη της σχέσης είναι
µηδέν. Εποµένως, ϑεωρούµε ότι n > 1 και γράφουµε:

n =
r∏

k=1

pakk

Αν πάρουµε το λογάριθµο στα δυο µέλη της σχέσης, προκύπτει :

lnn =
r∑

k=1

ak ln pk

Τώρα, ϑεωρούµε το άθροισµα στο δεξί µέλος της (ϝ΄.16). Οι µόνοι µη µηδενικοί
όροι για το άθροισµα αυτό προκύπτουν απ᾿ τους διαιρέτες d της µορφής pmk για
m = 1, 2, . . . , ak και k = 1, 2, . . . , r. ΄Αρα:

∑
d|n

Λ(d) =

r∑
k=1

ak∑
m=1

Λ(pk
m) =

r∑
k=1

ak∑
m=1

ln pk =

=

r∑
k=1

ak ln pk = lnn

που αποδεικνύει την (ϝ΄.16).

Θεώρηµα ϝ΄.11. Αν n ≥ 1 έχουµε :

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) ln
n

d
−
∑
d|n

µ(d) ln d

Απόδειξη. Αντιστρέφοντας τη σχέση (ϝ΄.16) µε αντιστροφή κατά Möbius, έχουµε:

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) ln
n

d
= lnn

∑
d|n

µ(d)−
∑
d|n

µ(d) ln d =

= I(n) lnn−
∑
d|n

µ(d) ln d (ϝ΄.17)

Καθώς I(n) lnn = 0 για κάθε n, καταλήγουµε στην ισχύ της σχέσης.

9Βλ. 2.2.1, 2.2.3
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ϝ΄.8 Πολλαπλασιαστικές Συναρτήσεις

΄Εχουµε ήδη σηµειώσει ότι το σύνολο όλων των αριθµητικών συναρτήσεων f µε
f(1) 6= 010 ορίζει µια αβελιανή οµάδα11 υπό τον πολλαπλασιασµό Dirichlet. Στην
ενότητα αυτή ϑα συζητήσουµε για ένα σηµαντικό υποσύνολο του συνόλου αυτού, τις
πολλαπλασιαστικές συναρτήσεις.

Ορισµός ϝ΄.8. Μια αριθµητική συνάρτηση f καλείται πολλαπλασιαστική αν η f δεν
είναι ταυτοτικά µηδενική κι αν

f(mn) = f(m)f(n), αν (m,n) = 1

Μια πολλαπλασιαστική συνάρτηση f καλείται πλήρως πολλαπλασιαστική, αν επι-
πλεόν ισχύει :

f(mn) = f(m)f(n), ∀m,n

Παρακάτω παρατίθενται ορισµένα παραδείγµατα πολλαπλασιαστικών συναρτή-
σεων :

1. ΄Εστω fa(n) = na, όπου το a είναι µια πραγµατική ή µιγαδική σταθερά. Αυτή
η συνάρτηση είναι πλήρως πολλαπλασιαστική. Συγκεκριµένα, η µοναδιαία
συνάρτηση u = fo είναι πλήρως πολλαπλασιαστική. ∆ηλώνουµε τη συνάρτηση
fa µε Na.

2. Η ταυτοτική συνάρτηση I(n) =
[

1
n

]
είναι πλήρως πολλαπλασιαστική.

3. Η συνάρτηση Möbius είναι πολλαπλασιαστική αλλά όχι πλήρως πολλαπλασια-
στική. Αυτό προκύπτει εύκολα απ᾿ τον ορισµό του µ(n). Θεωρούµε δυο σχετι-
κά πρώτους, όπως τους έχουµε ορίσει στον ορισµό 2.1.3, ακέραιους m,n. Αν
είτε το n είτε το m έχει έναν τετραγωνικό πρώτο παράγοντα, τότε το ίδιο ισχύει
και για ταm,n και τα µ(mn) και µ(m)µ(n) είναι µηδενικά. Αν ούτε τοm ούτε
το n έχει τετραγωνικό παράγοντα, γράφουµε m = p1 . . . ps, και n = q1 . . . qt,
όπου pi και qi είναι διακριτοί πρώτοι. Τότε, το µ(m) = (−1)s, µ(n) = (−1)t

και µ(mn) = (−1)s+t = µ(m)µ(n). Αυτό δείχνει ότι η µ είναι πολλαπλασια-
στική.

4. Η συνάρτηση Euler φ(n) είναι πολλαπλασιαστική. Αυτό αποδεικνύεται στο (3)
του ϑεωρήµατος ϝ΄.5. ∆εν είναι όµως πλήρως πολλαπλασιαστική.

5. Το σύνηθες γινόµενο f ·g δυο αριθµητικών συναρτήσεων ορίζεται µε τη γνωστή
σχέση:

(fg)(n) = f(n)g(n)

10Επιλέγουµε f(1) 6= 0 για νἀποκλείσουµε τη µηδενική συνάρτηση.[;, σελ. 26]
11Πρόκειται για όρο της ϑεωρίας της ΄Αλγεβρας. Παραπέµπουµε τον αναγνώστη στο [30,

σελ. 180]
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΄Οµοια, το πηλίκο ορίζεται απ᾿ τη σχέση:(
f

g

)
(n) =

f(n)

g(n)

όπου g(n) 6= 0. Αν οι f και g είναι πολλαπλαστιαστικές, το ίδιο ισχύει και
για τις fg, f

g . ΄Οµοια, αν οι f και g είναι πλήρως πολλαπλαστιαστικές, το ίδιο
ισχύει και για τις fg, f

g .

Καταλήγουµε σε ορισµένες κοινές ιδιότητες για όλες τις πολλαπλασιαστικές συ-
ναρτήσεις.

Θεώρηµα ϝ΄.12. Αν η f είναι πολλαπλασιαστική, τότε f(1) = 1.

Απόδειξη. ΄Εχουµε f(n) = f(1)f(n), καθώς (n, 1) = 1. Καθώς η f δεν είναι ταυτο-
τικά µηδέν, έχουµε f(n) 6= 0, για κάποιο n, οπότε, f(1) = 1.

Με ϐάση το παραπάνω ϑεώρηµα, η συνάρτηση Mangoldt δεν είναι πολλαπλα-
σιαστική, καθώς Λ(1) = 0.

Θεώρηµα ϝ΄.13. ∆ίνεται f µε f(1) = 1. Τότε :

1. Η f είναι πολλαπλασιαστική αν και µόνο αν :

f(p1
a1 . . . pr

ar) = f(p1
a1) . . . f(pr

ar)

για όλους τους πρώτους pi και όλους τους ακέραιους.

2. Αν η f είναι πολλαπλασιαστική, τότε η f είναι πλήρως πολλαπλαστική αν και

µόνο εαν

f(pa) = f(p)a

για όλους τους πρώτους κι όλους τους ακεραίους a ≥ 1
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