
Åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí Åëëåéðôéêþí Ìåñéêþí

Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí ìå ôçí ìÝèïäï ôùí

ÐåðåñáóìÝíùí Óôïé÷åßùí êáß åöáñìïãÝò óôéò

Åîéóþóåéò ÌåôáöïñÜò-ÄéÜ÷õóçò.

ÄéðëùìáôéêÞ åñãáóßá

×áâÝëéá ÅëÝíç

ÅðéâëÝðùí KáèçãçôÞò : Ê.×ñõóáößíïò

Åðßêïõñïò ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ

Åèíéêü Ìåôóüâéï Ðïëõôå÷íåßï

Ó÷ïëÞ ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé Öõóéêþí Åðéóôçìþí

ÁèÞíá 2011



ii



Ðåñéå÷üìåíá

1 ÅéóáãùãÞ 3
1.1 Óêïðüò ôçò åñãáóßáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 ÄïìÞ ôçò åñãáóßáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Ðáñïõóßáóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. 5

3 ÌÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí. 7
3.1 ÁíÜëõóç ôçò åõóôÜèåéáò ôçò ìåèüäïõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 ÁíÜëõóç ôçò óõíÝðåéáò ôçò ìåèüäïõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.3 ÁíÜëõóç ôçò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4 ÌÝèïäïò Galerkin. 19
4.1 Äéáôýðùóç êáß éäéüôçôåò ôçò ìåèüäïõ Galerkin. . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2 ÁíÜëõóç ôçò åõóôÜèåéáò ôçò ìåèüäïõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.3 ÁíÜëõóç ôçò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.4 ÌÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.5 ÖáóìáôéêÝò ìÝèïäïé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5 Åîéóþóåéò ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò. 35
5.1 Äéáêñéôïðïßçóç êáß åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.2 Óýãêñéóç ôùí ìåèüäùí ôùí Ð.Ó êáß ôùí Ð.Ä. . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
5.3 Óôáèåñïðïßçóç ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. . . . . . . . . . . . 41
5.4 ÐåñéãñáöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôéò äýï äéáóôÜóåéò. . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6 ÁñéèìçôéêÜ ðáñáäåßãìáôá êáß Üíáëõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí. 49

iii



iv ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ



ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ 1

Åõ÷áñéóôßåò

Ïëïêëçñþíïíôáò ôçí äéðëùìáôéêÞ ìïõ åñãáóßá èá Þèåëá áñ÷éêÜ íá åõ÷áñéóôÞóù èåñìÜ ôïí
åðßêïõñï êáèçãçôÞ ôïõ ÅÌÐ ê.×ñõóáößíï Êùóôáíôßíï ãéá ôçí Üñéóôç óõíåñãáóßá ðïõ åß÷áìå
êáß ãéá ôçí ðïëýôéìç âïÞèåéá ðïõ ðñïóÝöåñå óå üëá ôá æçôÞìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí êáôÜ ôçí
äéÜñêåéá ôçò åãáóßáò. Èá Þèåëá åðßóçò íá åõ÷áñéóôÞóù ôçí ïéêïãÝíåéá ìïõ ãéá ôçí áãÜðç êáß
ôçí õðïóôÞñéîç ðïõ ìïõ Ý÷ïõí ðñïóöÝñåé. ÔÝëïò äåí èá ìðïñïýóá íá îå÷Üóù ôïõò ößëïõò
êáß ôéò ößëåò ðïõ ìå âïÞèçóáí êáß ìå óôÞñéîáí üëï áõôü ôï äéÜóôçìá êáß åéäéêüôåñá ôïí
ìåôáðôõ÷éáêü öïéôçôÞ Í.ÐáëëçêáñÜêç ãéá ôçí âïÞèåéá ôïõ óôç ÷ñÞóç ôçò ãëþóóáò ÔÅ×.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 Óêïðüò ôçò åñãáóßáò

Óêïðüò ôçò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò åßíáé ç ìåëÝôç êáß ç åðßëõóç ôùí åîéóþóåùí ìåôáöïñÜò-
äéÜ÷õóçò ìå ÷ñÞóç ðñïóåããéóôéêþí ìåèüäùí. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí
ðåñéãñáöÞ ðñïâëçìÜôùí ìåôáöïñÜò åíÝñãåéáò óå ðïëëïýò åðéóôçìïíéêïýò ôïìåßò ,üðùò óôïí
ôïìÝá ôçò ìç÷áíéêÞò ôçò öõóéêÞò ê.ô.ë. ÅéäéêÜ óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá áó÷ïëçèïýìå ìå
ðñïâëÞìáôá üðïõ ç ìåôáöïñÜ õðåñéó÷ýåé ôçò äéÜ÷õóçò. Ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ ðáñïõóéÜæïõí
éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí äéüôé åìöáíßæïõí ðñïâëÞìáôá üôáí Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå ðñïâëÞìáôá
ðïõ ïñßæïíôáé óå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá äéáóôÜóåéò, ðñÜãìá ôï ïðïßï áíôéìåôùðßæåôáé üðùò èá
äïýìå êáß áíáëõôéêÜ óôï ÊåöÜëáéï 5.

Ðñéí ðáñïõóéÜóïõìå üìùò ôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí áíÜ-
ëõóç ôùí ðñïóåããéóôéêþí ìåèüäùí ãéá ôá ðñïâëÞìáôá óõíïñéáêþí ôéìþí ìåñéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí åëëåéðôéêïý ôýðïõ. Ìå ôïí üñï åëëåéðôéêïý ôýðïõ åííïïýìå åîéóþóåéò ðïõ ðåñé-
ãñÜöïõí öõóéêÝò êáôáóôÜóåéò ,ïé ïðïßåò äåí åîåëßóóïíôáé óôïí ÷ñüíï, äçëáäÞ êáôáóôÜóåéò
éóïññïðßáò. ¸÷ïõí áíáðôõ÷èåß äéÜöïñåò êáôçãïñßåò ðñïóåããéóôéêþí ìåèüäùí ãéá ôçí åðßëõóç
ôüóï óõíÞèç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí üóï êáß ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ïé âáóéêüôå-
ñïé ìÝèïäïé åßíáé, ç ìÝèïäïò ôùí ÐåðåñáóìÝíùí Äéáöïñþí êáß ç ìÝèïäïò ôùí ÐåðåñáóìÝíùí
Óôïé÷åßùí ìå óçìáíôéêüôåñï åêðñüóùðï ôçí ìÝèïäï Galerkin, ìå ôéò ïðïßåò êáß èá áó÷ïëç-
èïýìå óôçí ðáñïýóá åñãáóßá. Åðßóçò Üëëïé ìÝèïäïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åßíáé ç ìÝèïäïò
Óêüðåõóçò êáß ç ìÝèïäïò Ôáîéíüìçóçò.

1.2 ÄïìÞ ôçò åñãáóßáò

Ãéá ôçí ðáñïõóßáóç ôïõ èÝìáôïò ÷ñçóéìïðïéïýìå ùò êýñéá áíáöïñÜ ôï âéâëßï [1,Êåö. 12,13,14]
Óôï ÊåöÜëáéï 2. ãßíåôáé ðáñïõóßáóç ôïõ áðëïý óõíïñéáêïý ðñïâëÞìáôïò. Ôï ðñüâëçìá
áõôü åðéëýåôáé ìå ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç êáß ÷ñÞóç ôçò óõíÜñôçóçò Green. Ç ëýóç ôïõ ôþñá
éêáíïðïéåß êÜðïéåò ÷áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò, üðùò ìïíáäéêüôçôá, ìïíïôïíßá êáß ôçí áñ÷Þ
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4 ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ

ôïõ ìåãßóôïõ.
Óôçí óõíÝ÷åéá óôï ÊåöÜëáéï 3. ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí åðéëýåôáé ðñïóåããéóôéêÜ ìå
ôçí ìÝèïäï ôùí ÐåðåñáóìÝíùí Äéáöïñþí. Áñ÷éêÜ áðü ôï óõíå÷Ýò ðñüâëçìá ìåôáâáßíïõìå
óôï áíôßóôïé÷ï äéáêñéôïðïéçìÝíï êáß áíáëýïõìå ôçí åõóôÜèåéá ôçí óõíÝðåéá êáß êáô'åðÝêôáóç
ôçí óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ. Áíáëõôéêüôåñá, ãéá íá äåßîïõìå ôçí åõóôÜèåéá ôçò ðáñáðÜíù ìåèü-
äïõ áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç åßíáé öñáãìÝíç. ¼óï áíáöïñÜ ôçí óõíÝðåéá,
ï ñüëïò ôçò åßíáé íá ìåéþóåé ôï óöÜëìá ðïõ ðñïêýðôåé ëüãù ôçò ìåôÜâáóçò áðü ôï óõíå÷Ýò
ðñüâëçìá óôï áíôßóôïé÷ï äéáêñéôïðïéçìÝíï êáß ôÝëïò ç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ìáò äåß÷íåé
êáôÜ ðüóï ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç" ðëçóéÜæåé" ôçí áíôßóôïé÷ç áêñéâÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Óôï ÊåöÜëáéï 4. ôþñá ðáñïõóéÜæïõìå ôçí ìÝèïäï Galerkin. Åäþ èåùñïýìå Ýíá ðéï ãåíéêü
ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí êáß óå áíôßèåóç ìå ôï ÊåöÜëáéï 3., üðïõ ðåñÜóáìå êáôåõèåßáí
óôç äéáêñéôïðïßçóç ôïõ, åäþ ðñïóäéïñßæïõìå ðñþôá ôçí áóèåíÞ äéáôõðþóç ôïõ. Óôçí óõíÝ-
÷åéá äéáêñéôïðïéïýìå ôï ðñüâëçìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí ÐåðåñáóìÝíùí Óôïé÷åßùí
,üðïõ ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç äßíåôáé ùò Ýíáò ãñáììéêüò óõíäéáóìüò óõíå÷þí ôìçìáôéêþí ðï-
ëõùíýìùí âáèìïý K ≥ 1. Ãéá åõêïëüôåñç ðåñéãñáöÞ ïñßæïõìå ôïõò äéáíõóìáôéêïýò ÷þñïõò
X1

h; X
2
h; :::; X

k
h , ïé ïðïßïé ðåñéÝ÷ïõí ôá áíôßóôïé÷á ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá êáß ïé ïðïßïé ðáñÜãï-

íôáé áðü ôéò áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò âÜóçò öi. ¼óï áíáöïñÜ ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò ãßíåôáé
áíáëõôéêÞ ðáñïõóßáóç áõôþí ãéá ôçí ìïñöÞ êáß ôéò éäéüôçôåò ôïõò ìå éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí
íá ðáñïõóéÜæåôáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ÷þñïõ X1

h üðïõ ïé öi åßíáé ïé ãíùóôÝò óõíáñôÞóåéò
óôÝãåò. ÔÝëïò üðùò êáß óôï ÊåöÜëáéï 3. ãßíåôáé áíÜëõóç ôçò åõóôÜèåéáò êáß ôçò óýãêëéóçò
ôçò ìåèüäïõ.

Óôï ÊåöÜëáéï 5. ìåëåôÜìå ôéò åîéóþóåéò ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò êáß åéäéêüôåñá ôá ðñïâëÞìáôá
üðïõ ç ìåôáöïñÜ õðåñéó÷ýåé ôçò äéÜ÷õóçò. Áöïý ðñïóäéïñßóïõìå ðñþôá ôçí áóèåíÞ äéáôý-
ðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôç óõíÝ÷åéá ðåñíÜìå óôç äéáêñéôïðïßçóç áõôïý ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí
ìÝèïäï Galerkin ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá êáß óôçí áíôßóôïé÷ç åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò. Áí
ôþñá ôï ðñüâëçìá ìáò ïñßæåôáé óå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá äéáóôÜóåéò ,ôüôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôçí ôå÷íéôÞ äéÜ÷õóç óôáèåñïðïéïýìå ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí êáß õðïëïãß-
æïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç âåëôéùìÝíç åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò.

ÔÝëïò óôï ÊåöÜëáéï 6. ìå ÷ñÞóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò Freefem åðéëýïõìå áñéèìçôéêÜ ôï
ðñüâëçìá Laplace êáß ôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò óôéò äýï äéáóôÜóåéò. Åêôüò áðü
ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ôïõò åðßëõóç ãßíåôáé êáß õðïëïãéóìüò ôùí áíôßóôïé÷ùí óöáëìÜôùí ãéá
äéÜöïñá âÞìáôá ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. Ìå áõôü ôïí ôñüðï áðïêôïýìå
ìßá ðëÞñç åéêüíá ãéá ôï ôé óõìâáßíåé óôá ðñïâëÞìáôá ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò êáèþò âëÝðïõìå
ôçí áðüëõôç óõó÷Ýôéóç ðïõ õðÜñ÷åé ìåôáîý ôùí èåùñçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí ôçò åêôßìçóçò
óöÜëìáôïò ìå ôá áíôßóôïé÷á áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá.



ÊåöÜëáéï 2

Ðáñïõóßáóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí,

(2.1) u′′(x) = f(x); 0 < x < 1

(2.2) u(0) = u(1) = 0

üðïõ ç óõíÜñôçóç u ∈ C2([0; 1])
Áíáæçôïýìå ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò(2.1)-(2.2) ôçò ìïñöÞò:

u(x) = c1 + c2x−
∫ x

0

F (s)ds

üðïõ c1; c2 åßíáé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáß F (s) =
∫ s
0
f(t)dt. ×ñçóéìïðïéþíôáò ïëïêëÞñùóç

êáôÜ ìÝñç ðñïêýðôåé,∫ x

0

F (s)ds =

∫ x

0

(s)′F (s)ds = [sF (s)]x0 −
∫ x

0

sF ′(s)ds =

∫ x

0

(x− s)f(s)ds:

¢ñá ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò (2.1) ìðïñåß íá ãñáöåß ôþñá óôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

u(x) = c1 + c2x−
∫ x

0

(x− s)f(s)ds:

Ïé óôáèåñÝò c1; c2 ðñïóäéïñßæïíôáé åöáñìüæïíôáò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (2.2). Áðü ôçí
ðñþôç óõíèÞêç u(0) = 0 ðñïêýðôåé üôé c1 = 0, åíþ áðü ôç äåýôåñç óõíèÞêç u(1) = 0

ðñïêýðôåé üôé c2 =
∫ 1

0
(1− s)f(s)ds. ÅðïìÝíùò ç ëýóç ôþñá ãñÜöåôáé,

u(x) = x

∫ 1

0

(1− s)f(s)ds−
∫ x

0

(x− s)f(s)ds:

5



6 ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÐÁÑÏÕÓÉÁÓÇ ÔÏÕ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÏÓ.

Ãéá êÜèå x óôáèåñü ïñßæïõìå,

(2.3) G(x; s) =

{
s(1− x); áí 0 ≤ s ≤ x
x(1− s); áí x ≤ s ≤ 1:

Ç ëýóç ôþñá ôçò äéáöïñéêÞò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõíÜñôçóç G ìðïñåß íá ãñáöåß óå ðéï
óõìðôçãìÝíç ìïñöÞ,

(2.4) u(x) =

∫ 1

0

G(x; s)f(s)ds:

Ç óõíÜñôçóç G åßíáé ç óõíÜñôçóç Green ãéá ôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (2.1)-(2.2).
Åßíáé ìéá êáôÜ ôìÞìáôá ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ x ãéá óôáèåñü s êáß áíôéóôñÝøéìç. Åðßóçò
∀x; s ∈ [0; 1] åßíáé óõíå÷Þò, óõììåôñéêÞ (äçëáäÞ, G(x; s) = G(s; x)), ìç áñíçôéêÞ êáß ìçäåíß-
æåôáé áí ôï x Þ ôï s åßíáé ßóá ìå ôï 0 Þ ôï 1, ôÝëïò ôï ïëïêëÞñùìá áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò
áðü ôï 0 óôï 1 åßíáé ßóï ìå ôï åìâáäüí ôùí ôñéãþíùí ðïõ ó÷çìáôßæåé ç óõíÜñôçóç Green ãéá

äéáöïñåôéêÜ x äçëáäÞ
∫ 1

0
G(x; s)ds = 1

2
x(1− x).

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ ÐÁÍÙ ÓÔÇ Ó×ÅÓÇ (2.4):

ÐáñáôÞñçóç 2.1 Ëüãù ôçò ó÷Ýóçò (2.4) ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå üôé ∀f ∈ C0([0; 1])
õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç u ∈ C2([0; 1]) ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí (2.1)-(2.2).

ÐáñáôÞñçóç 2.2 Ìßá Üëëç éäéüôçôá ôçò ëýóçò u ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç ó÷Ýóç (2.4) åßíáé üôé
áí ç óõíÜñôçóç f ∈ C0([0; 1]) åßíáé ìç áñíçôéêÞ, ôüôå êáß ç ëýóç u åßíáé åðßóçò ìç áñíçôéêÞ,
äéüôé ∀x; s ∈ [0; 1]; G(x; s) ≥ 0. Ç éäéüôçôá áõôÞ áíáöÝñåôáé ùò éäéüôçôá ôçò ìïíïôïíßáò.

ÐáñáôÞñçóç 2.3 ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç G åßíáé ìç áñíçôéêÞ Ý÷ïõìå üôé,

|u(x)| ≤
∫ 1

0

G(x; s)|f(s)|ds ≤ ‖f‖∞
∫ 1

0

G(x; s)ds =
1

2
x(1− x)‖f‖∞

óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáß ôçí Üðåéñï íüñìá ðïõ ïñßæåôáé ùò ‖u(x)‖ = max
0≤x≤1

|u(x)|
êáôáëÞãïõìå óôçí áêüëïõèç éäéüôçôá ôçò ëýóçò u,

(2.5) ‖u(x)‖∞ ≤
1

8
‖f‖∞:

Ç éäéüôçôá áõôÞ ïíïìÜæåôáé áñ÷Þ ôïõ ìåãßóôïõ êáß éó÷ýåé áí f ∈ C0([0; 1]).
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ÌÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí.

Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ãéá ôçí åðßëõóç óõíïñéáêþí ðñïâëçìÜôùí êáôáóêåõÜ-
æåôáé, áí áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò ðáñáãþãïõò ðïõ õðÜñ÷ïõí óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå êáôÜë-
ëçëåò ðñïóåããßóåéò.
ÓõãêåêñéìÝíá óôï ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (2.1)-(2.2) ç ìÝèïäïò åöáñìüæåôáé ùò åîÞò:
Äéáéñïýìå ôï äéÜóôçìá [0,1] óå n+1 õðïäéáóôÞìáôá (üðïõ n ∈ Z êáß n ≥ 2) ìÞêïõò
h = 1

n
ôï êáèÝíá. ÆçôÜìå ðñïóåããßóåéò uj ôçò ëýóçò u(xj) óôá óçìÝéá xj ìå j = 1; :::; n−1.Ôï

óýíïëï ôùí ðñïóåããßóåùí uj ôçò ëýóçò u(xj) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá {uj}nj=0, ç
ïðïßá ïñßæåôáé ìüíï óôá äéáêñéôÜ óçìåßá {xj}nj=0.
Ôï ðñüâëçìá (2.1)-(2.2) ðñïóåããßæåôáé ôþñá óôï óçìåßï xj áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ðáñÜãùãï
u′′(xj) áðü êáôÜëëçëç ðñïóÝããéóç ç ïðïßá ðñïêýðôåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ðïëõþíõìï ðáñåì-
âïëÞò Newton. Áíáëõôéêüôåñá,

ôï ðïëõþíõìï Pn(x) âáèìïý n ðáñåìâÜëëåé ôçí óõíÜñôçóç u(x) ìå x ∈ [0; 1] óôá äéáêñéôÜ óç-
ìåßá {xj}nj=0 êáß ôçí ðñïóåããßæåé óôï äéÜóôçìá [0,1]. Óå ìïñöÞ Newton êáß ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôéò åìðñüò äéáöïñÝò, ãéá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá áðüóôáóçò h = 1

n
ôï ðïëõþíõìï ãñÜöåôáé,

(3.1) Pn(x) = Pn(x0 + sh) = u0 +

(
s

1

)
∆u0 +

(
s

2

)
∆2u0 + ::: +

(
s

n

)
∆nu0;

üðïõ s = x−x0
h

êáß ∆ åßíáé ï ôåëåóôÞò ôùí ðñïò ôá åìðñüò äéáöïñþí, áíáëõôéêüôåñá:

• ∆u0 = u1 − u0

• ∆2u0 = ∆(∆u0) = ∆(u1 − u0) = u2 − 2u1 − u0

...

•

• ∆nu0 =
∑n

r=0(−1)n−r
(
n
r

)
u0+r

7
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(âë.âéâëßá [1,7,9])

Ðáñáãùãßæïíôáò äýï öïñÝò ôçí ó÷Ýóç (3.1), èÝôïíôáò n = 2 (ìå óêïðü íá ðñïêýøåé ìßá ìç
ìçäåíéêÞ ôéìÞ ôçò äåýôåñçò ðáñÜãùãïõ ôïõ ðïëõùíýìïõ Pn(x)) êáß èåùñþíôáò üôé u′′(x) ≈
P ′′n (x), ðñïêýðôåé ç ðñïóÝããéóç ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ óôï êåíôñéêü óçìåßï ðáñåìâïëÞò xj.

¢ñá ôï ðñüâëçìá (2.1)-(2.2) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(3.2)
−uj+1 + 2uj − uj−1

h2
= f(xj) j = 1; :::; n− 1;

ìå u0 = u(x0) = u(0) = u(1) = u(xn) = un = 0.

Áí èÝóïõìå u = (u1; :::; un−1)
Ô êáß f = (f1; :::; fn−1),ìå fi = f(xi), ôüôå ç ó÷Ýóç (3.2)

ìðïñåß íá ãñáöåß óå ðïéï óõìðôçãìÝíç ìïñöÞ,

(3.3) Afdu = f ;

üðïõ Afd åßíáé ï ðßíáêáò ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí äéÜóôáóçò (n−1)×(n−1) ðïõ ïñßæåôáé
ùò åîÞò,

(3.4) Afd = h−2tridiagn−1(−1; 2;−1);

äçëáäÞ ï ðßíáêáò Afd Ý÷åé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

Afd = h−2


2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
...

0
. . . . . . . . . 0

... · · · −1 2 −1
0 · · · 0 −1 2


ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ ÐÁÍÙ ÓÔÇ Ó×ÅÓÇ (3.3):

ÐáñáôÞñçóç 3.1 Áðü ôçí äüìç ôïõ ðßíáêá Afd ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå üôé, ï ðßíáêáò
åßíáé óõììåôñéêüò, äçëáäÞ (Afd)

T = Afd, Ý÷åé áõóôçñÞ äéáãþíéá õðåñï÷Þ êáôÜ ãñáììÝò êáß
åéíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, äéüôé ãéá êÜèå äéÜíõóìá x∈ Rn−1 ìå x 6= 0 ôï ðáñáêÜôù ãéíüìåíï
åßíáé ìåãáëýôåñï ôïõ ìçäåíüò,

xTAfdx = h−2

[
x21 + x2n−1 +

n−1∑
i=2

(xi − xi−1)
2

]
> 0:

Ëüãù ôùí ðáñáðÜíù éäéïôÞôùí ôïõ ðßíáêá Afd êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ðñüâëçìá
ðïõ ðåñéãñÜöåôáé ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò (3.3) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç.
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ÐáñáôÞñçóç 3.2 Ôï óýóôçìá (3.3) ìðïñåß åýêïëá íá åðéëõèåß ìå ìéá áðü ôéò ìåèüäïõò
åðßëõóçò ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí, äéüôé ï ðßíáêáò Afd åßíáé ôñéäéáãþíéïò.

Ç ó÷Ýóç (3.2) ìðïñåß íá ãñáöåß êáß óå ìïñöÞ ôåëåóôþí. Ãéá ôï óêïðü áõôü ïñßæïõìå ìå
Vh ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáêñéôþí óõíáñôÞóåùí ðïõ ïñßæïíôáé óôá äéáêñéôÜ óçìåßá xj ãéá
j = 0; ::; n, äçëáäÞ áí ìßá óõíÜñôçóç wh ∈ Vh, ôüôå ç óõíÜñôçóç wh(xj) ïñßæåôáé ãéá üëá
ôá xj. Ãéá ëüãïõò óõíôïìïãñáößáò áíôß ãéá wh(xj) èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü wj.
Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå V 0

h íá åßíáé õðïóýíïëï ôïõ Vh ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéò äéáêñéôÝò óõíáñôÞóåéò
ïé ïðïßåò ìçäåíßæïíôáé óôá óçìåßá x0 êáß xn. ÐáñáêÜôù ïñßæåôáé ï ôåëåóôÞò Lh ãéá ìßá
óõíÜñôçóç wh ùò åîÞò:

(3.5) (Lhwh)(xj) = −wj+1 − 2wj + wj−1

h2
; j = 1; :::; n− 1;

êáß ôï ðñüâëçìá ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí (3.2) åßíáé ôþñá éóïäýíáìï ìå ôï áêüëïõèï: íá
âñåèåß uh ∈ V 0

h Ýôóé þóôå,

(3.6) (Lhuh)(xj) = f(xj); j = 1; :::; n− 1:

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.6) ðåñéëáìâÜíïíôáé óôçí áðáß-
ôçóç ìáò uh ∈ V 0

h .

3.1 ÁíÜëõóç ôçò åõóôÜèåéáò ôçò ìåèüäïõ.

Ãéá äýï äéáêñéôÝò óõíáñôÞóåéò wh; uh ∈ Vh ïñßæåôáé ôï äéáêñéôü åóùôåñéêü ãéíüìåíï

(3.7) (wh; uh) = h
n∑

k=0

ckwkuk;

ìå c0 = cn = 1
2
êáß ck = 1 ãéá k = 1; ::; n− 1.

ÄéáöïñåôéêÜ ç ó÷Ýóç (3.7) äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï áðü ôïí óýíèåôï êáíüíá ôñáðåæßïõ, ï ïðïßïò

÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ (w; u) =
∫ 1

0
w(x)u(x)dx.

Áíáëõôéêüôåñá,
ôï ãéíüìåíï w(x)u(x) ðñïóåããßæåôáé áðü ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò Newton ìå áðïôÝëåóìá,

(3.8) ∫ 1

0

w(x)u(x)dx ≈
∫ xn

x0

pn(x)dx =

∫ x1

x0

pn(x)dx+

∫ x2

x1

pn(x)dx+ :::+

∫ xn

xn−1

pn(x)dx:

Õðïëïãéóìüò ôùí åðéìÝñïõò ïëïêëçñùìÜôùí ôçò ó÷Ýóçò (3.8):∫ x1

x0

pn(x)dx =

∫ x1

x0

(w0u0 +

(
s

1

)
∆w0u0)dx; (n = 1);
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üðïõ s = x−x0
h

êáß h = 1
n
.

ÁëëÜæïíôáò ôçí ìåôáâëçôÞ ïëïêëÞñùóçò (áðü x óå s) ôï ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùìá ðáßñíåé ôçí
áêüëïõèç ìïñöÞ,

h

∫ 1

0

(w0u0 +

(
s

1

)
∆w0u0)ds = h(w0u0s +

s2

2
∆w0u0)|10 =

h

2
(w0u0 + w1u1):

Ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðñïêýðôåé êáß ï õðïëïãéóìüò ôùí õðïëïßðùí ïëïêëçñùìÜôùí êáß ç ó÷Ýóç
(3.8) ãñÜöåôáé ôþñá ùò åîÞò,∫ 1

0

w(x)u(x)dx ≈ h

2
(w0u0+w1u1)+

h

2
(w1u1+w2u2)+:::+

h

2
(wn−1un−1+wnun) = h

n∑
k=0

ckwkuk;

üðïõ c0 = cn = 1
2
êáß ck = 1, ãéá k = 1; :::; n− 1.

Áðü ôçí ó÷Ýóç (3.7) êáß ìå ôçí õðüèåóç üôé wh = uh ðñïêýðôåé üôé,

(3.9) (uh; uh)
1=2
h = ‖uh‖h:

Èá äåßîïõìå ôþñá üôé ôï ðáñáðÜíù äéãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò ‖:‖h : Vh×Vh → R ðåñéãñÜöåé
ìßá íüñìá ôïõ ÷þñïõ Vh. Áíáëõôéêüôåñá,

i)∀uh ∈ Vh åßíáé ðñïöáíÝò üôé ‖uh‖h ≥ 0 êáèþò,

‖uh‖h = (uh; uh)
1=2
h =

√√√√h
n−1∑
k=0

cku2k =

√
h

(
u20
2

+ u21+; :::;+
u2n
2

)
≥ 0;

êáé
‖uh‖h = 0⇔ u0 = u1 = ::: = un ⇔ uh = 0:

Åðßóçò,
ii)∀uh ∈ Vh êáß ë ∈ R Ý÷ïõìå ‖ëuh‖h = |ë|‖uh‖h,äéüôé

‖ëuh‖h = (ëuh; ëuh)
1=2
h =

√√√√h
n−1∑
k=0

ckë2u2k =
√
ë2

√√√√h
n−1∑
k=0

cku2k = |ë|‖uh‖h:

ÔÝëïò èá äåßîïõìå üôé,
iii)∀wh; uh ∈ Vh éó÷ýåé ç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá ‖uh + wh‖h ≤ ‖uh‖h + ‖wh‖h,

‖uh + wh‖h = (uh + wh; uh + wh)
1=2
h =

(
h

n−1∑
k=0

ck(uk + wk)
2

)1=2

=

((
h

n−1∑
k=0

cku
2
k

)
+

(
h

n−1∑
k=0

ckw
2
k

)
+ 2

(
h

n−1∑
k=0

ckukwk

))1=2



3.1. ÁÍÁËÕÓÇ ÔÇÓ ÅÕÓÔÁÈÅÉÁÓ ÔÇÓ ÌÅÈÏÄÏÕ. 11

= ((uh; uh)h + (wh; wh)h + 2(uh; wh)h)1=2

≤ ((uh; uh)h + (wh; wh)h + 2|(uh; wh)h|)1=2 :
Åöáñìüæùíôáò ôçí áêüëïõèç áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz ç ïðïßá éó÷ýåé óôçí ðåñßðôùóç
ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ,

|(uh; wh)h| ≤ (uh; uh)
1=2
h (wh; wh)

1=2
h

ðñïêýðôåé üôé,

‖uh + wh‖h ≤
(

(uh; uh)h + (wh; wh)h + 2(uh; uh)
1=2
h (wh; wh)

1=2
h

)1=2
=

=

((
(uh; uh)

1=2
h + (wh; wh)

1=2
h

)2)1=2

=

= ‖uh‖h + ‖wh‖h:

ËÞììá 3.1.1 i)Ï ôåëåóôÞò Lh åßíáé óõììåôñéêüò, äçëáäÞ

(Lhwh; uh)h = (wh; Lhuh)h ∀wh; uh ∈ V 0
h

ii)êáß èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, äçëáäÞ

(Lhuh; uh)h ≥ 0 ∀uh ∈ V 0
h ;

ç éóüôçôá éó÷ýåé ìüíï óôçí ðåñßðôùóç ðïõ uh ≡ 0.

Áðüäåéîç.

i)Áðü ôçí ó÷Ýóç (3.5) Ý÷ïõìå üôé (Lhwh)(xj) = −wj+1−2wj+wj+1

h2
,

Üñá ôï äéáêñéôü åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôùí äéáêñéôþí óõíáñôÞóåùí Lhwh êáß uh åßíáé,

(3.10)

(Lhwh; uh)h = −h
n−1∑
j=0

(
wj+1 − 2wj + wj+1

h2

)
uj = h−1

n−1∑
j=0

((wj+1 − wj)− (wj − wj−1))uj:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áêüëïõèç ôáõôüôçôá,

wj+1uj+1 − wjuj = (wj+1 − wj)uj + (uj+1 − uj)wj+1

êáß áèñïßæïíôáò áðü ôï 0 ìÝ÷ñé ôï n− 1 ðñïêýðôåé üôé, ∀wh; uh ∈ Vh
n−1∑
j=0

(wj+1 − wj)uj = wnun − w0u0 −
n−1∑
j=0

(uj+1 − uj)wj+1;
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ôï ïðïßï áíáöÝñåôáé ùò Üèñïéóç êáôÜ ìÝñç. ×ñçóéìïðïéþíôáò äýï öïñÝò ôçí Üèñïéóç êáôÜ
ìÝñç êáß èÝôïíôáò ∀wh; uh ∈ V 0

hw−1 = u−1 = 0, ðáñáôçñïýìå üôé ç ó÷Ýóç (3.10) åßíáé
éóïäýíáìç ìå ôçí áêüëïõèç:

(3.11) (Lhwh; uh)h = h−1
n−1∑
j=0

(wj+1 − wj) (uj+1 − uj) :

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï õðïëïãßæïõìå (uh; Lhwh) êáß ðáñáôçñïýìå üôé ìðïñïýìå íá åíáëëÜîïõìå
ôïí üñï wj ìå uj áðü ôçí ó÷Ýóç (3.11). ¸ôóé Ý÷ïõìå (Lhwh; uh)h = (wh; Lhuh)h.

ii)Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôþñá üôé ï ôåëåóôÞò Lh åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò, èåùñïýìå üôé wh = uh
êáß ç ó÷Ýóç (3.11) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(3.12) (Lhuh; uh)h = h−1
n−1∑
j=0

(uj+1 − uj)
2 ≥ 0:

Ç éóüôçôá éó÷ýåé üôáí uj+1 = uj ãéá j = 0; :::; n − 1, óõãêåêñéìÝíá ãéá j = 0 Ý÷ïõìå üôé
u1 = u0, üìùò u0 = 0(óõíïñéáêÞ óõíèÞêç) Üñá u1 = 0. Ïìïßùò ðñïêýðôåé üôé u2 = u3 = ::: =
un = 0. ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ç éóüôçôá éó÷ýåé ìüíï óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ uj = 0 ãéá j = 0; :::; n. �

Ãéá ïðïéáäÞðïôå äéáêñéôÞ óõíÜñôçóç uh ∈ Vh ïñßæïõìå ôçí áêüëïõèç íüñìá,

(3.13) |‖uh|‖h =

{
h

n−1∑
j=0

(
uj+1 − uj

h

)2}1=2

:

ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (3.12) åßíáé ôþñá éóïäýíáìç ìå ôçí áêüëïõèç,

(3.14) (Lhuh; uh)h = |‖uh|‖2h ∀uh ∈ V 0
h :

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò Ý÷ïõìå ïñßóåé äýï íüñìåò óôïí ÷þñï V 0
h ôçí ‖uh‖h êáß ôçí |‖uh|‖h. ÐáñáêÜôù

ìÝóù ôïõ ëÞììáôïò (3.1.2) äßíåôáé ç ó÷Ýóç ðïõ õðÜñ÷åé ìåôáîý ôïõò.

ËÞììá 3.1.2 Ãéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç uh ∈ V 0
h éó÷ýåé üôé:

(3.15) ‖uh‖h ≤
1√
2
|‖uh|‖h:

Áðüäåéîç.
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ÕðïèÝóáìå üôé ç uh ∈ V 0
h , Üñá ç uj (äçëáäÞ ç u(xj) ) ïñßæåôáé ãéá üëá ôá j. Áðü ôç óôéãìÞ

ðïõ u0 = 0 Ý÷ïõìå,

uj = h

j−1∑
k=0

uk+1 − uk
h

∀j = 1; :::; n− 1;

äéüôé ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ãéá j = 1 äßíåé u1 = u1 ïìïßùò ãéá j = 2 äßíåé u2 = u2 ê.ï.ê.
Åðßóçò,

u2j = h2

[
j−1∑
k=0

(
uk+1 − uk

h

)]2
:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá Minkowski,(
m∑
k=1

pk

)2

≤ m

(
m∑
k=1

p2k

)
;

ç ïðïßá éó÷ýåé ∀m ∈ Z ìå m ≥ 1 êáß ãéá êÜèå áêïëïõèßá {p1; :::; pm} ðñáãìáôéêþí áñéè-
ìþí,ðáñáôçñïýìå üôé,

n−1∑
j=1

u2j ≤ h2

n−1∑
j=1

j

j−1∑
k=0

(
uk+1 − uk

h

)2

:

Ôüôå ∀uh ∈ V 0
h Ý÷ïõìå,

‖uh‖2h = (uh; uh)h = h
n−1∑
j=1

u2j ≤ h2

n−1∑
j=1

jh
n−1∑
k=0

(
uk+1 − uk

h

)2

= h2 (n− 1)n

2
|‖uh|‖2h:

Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç üðïõ h = 1
n
ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç æçôïýìåíç ó÷Ýóç,

‖uh‖2h ≤
1

n

(n− 1)

2
|‖uh|‖2h = (

1

2
− 1

2n
)|‖uh|‖2h

(n→∞)
=

1

2
|‖uh|‖2h:

�

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ ÐÁÍÙ ÓÔÇ Ó×ÅÓÇ (3.15):

ÐáñáôÞñçóç 3.3 Ãéá êÜèå uh ∈ V 0
h ç äéáêñéôÞ óõíÜñôçóç u(1)h , ìå ôéìÝò uj+1−uj

h
ãéá j =

0; :::; n − 1 ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ç äéáêñéôÞ ðáñÜãùãïò ôïõ uh. Ç ó÷Ýóç (3.15) ðáßñíåé
ôüôå ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

‖uh‖h ≤
1

2
‖u(1)h ‖h ∀uh ∈ V 0

h ;

äéüôé,

‖u(1)h ‖h = (u(1)h ; u(1)h )
1=2
h =

(
h

n−1∑
j=0

u(1)h u(1)h

)1=2

=

(
h

n−1∑
j=0

(
uj+1 − uj

h

)2
)1=2

= |‖uh|‖h:
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Åðßóçò ç óõíÜñôçóç u(1)h ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ï äéáêñéôüò ìåôñçôÞò óôï äéÜóôçìá [0,1]
ôçò áêüëïõèçò áíéóüôçôáò Poincare:∀ äéÜóôçìá [a,b] ∃ ìßá óôáèåñÜ Cp > 0 ôÝôïéá þóôå,

‖u‖L2(a;b) ≤ Cp‖u1‖L2(a;b);

ãéá üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò u ∈ C1([a; b]) ôÝôïéåò þóôå u(a) = u(b) = 0 êáß üðïõ ‖:‖L2(a;b)

åßíáé ç íüñìá ôïõ ÷þñïõ L2(a; b),äçëáäÞ ‖u‖L2(a;b) =
(∫ b

a
|u(x)|2

)1=2
:

ÐáñáôÞñçóç 3.4 Ç áíéóüôçôá (3.15) Ý÷åé ìßá åíäéáöÝñïõóá óõíÝðåéá. Áí ðïëëáðëáóéÜ-
óïõìå ôçí ó÷Ýóç (3.6) ìå uj êáß óôç óõíÝ÷åéá áèñïßóïõìå ùò ðñïò j ãéá j = 1; :::; n− 1 èá
ðáñáôçñÞóïõìå üôé,

(Lhuh; uh)h = (f; uh)h;

áðü ôçí ó÷Ýóç áõôÞ êáß óå óõíäéáóìü ìå ôçí (3.14) ðñïêýðôåé üôé,

|‖uh|‖2h = (f; uh)h;

ìå åöáñìïãÞ ôþñá ôçò áíéóüôçôáò Cauchy-Schwarz Ý÷ïõìå,

(f; uh)h =
n−1∑
j=0

f(xj)u(xj) ≤
n−1∑
j=0

|f(xj)u(xj)| ≤

(
n−1∑
j=0

|f(xj)|2
)1=2(n−1∑

j=0

|u(xj)|2
)1=2

= ‖fh‖h‖uh‖h;

äçëáäÞ,
|‖uh|‖2h ≤ ‖fh‖h‖uh‖h:

Óôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò õðåíèõìßæïõìå üôé ôï fh ïñßæåôáé áðü ôçí f ùò ç äéáêñéôïðïßçóç
fh(xj) = f(xj), äçëáäÞ Ý÷ïõìå fh(x) = fh(xj) ∀x ∈ [xj; xj+1]. ÔÝëïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôçí ó÷Ýóç (3.15) êôáëÞãïõìå óôçí áêüëïõèç áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç,

(3.16) ‖uh‖h ≤
1

2
‖fh‖h;

áðü ôçí ïðïßá óõìðåñáßíïõìå üôé ôï ðñüâëçìá ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí (3.2) Ý÷åé ìïíáäéêÞ
ëýóç. Åðßóçò ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí
ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí åßíáé öñáãìÝíç áðü ôçí äéáêñéôÞ óõíÜñôçóç fh, ðñÜãìá ðïõ ìáò
åîáóöáëßæåé ôçí åõóôÜèåéá ôçò ëýóçò.

3.2 ÁíÜëõóç ôçò óõíÝðåéáò ôçò ìåèüäïõ.

Ç ìåôÜâáóç áðü ôï óõíå÷Ýò ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí (2.1)-(2.2) óôï äéáêñéôü (3.2)Þ(3.5)
ìÝóù ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí åéóÜãåé Ýíá óöÜëìá ðñïóÝããéóçò ôï ïðïßï
ãåíéêÜ ïíïìÜæåôáé óöÜëìá äéáêñéôïðïßçóçò Þ áðïêïðÞò. Ôá óöÜëìáôá áõôÜ äéáêñßíïíôáé
óå ôïðéêÜ êáß ïëéêÜ. Ôï ôïðéêü óöÜëìá Ý÷åé ïõóéáóôéêÜ íá êÜíåé ìå ôï óöÜëìá áðïêïðÞò
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óå Ýíá ìüíï âÞìá åöáñìïãÞò ôïõ ðñïóåããéóôéêïý ìïíôåëïõ.
ÓõãêåêñéìÝíá óôï ðñüâëçìá (2.1)-(2.2), üðïõ ç óõíÜñôçóç f ∈ C0([0; 1]) êáß u ∈ C2([0; 1])
åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ôï ôïðéêü óöÜëìá áðïêïðÞò åßíáé ìßá äéáêñéôÞ óõíÜñôçóç ç
ïðïßá ïñßæåôáé ùò åîÞò,

(3.17) Th(xj) = (Lhu)(xj)− f(xj); j = 1; :::; n− 1:

Ï ñüëïò ôþñá ôçò óõíÝðåéáò åßíáé íá ðåñéïñßóåé ôï ìÝãåèïò ôùí ôïðéêþí óöáëìÜôùí.

Ç ó÷Ýóç (3.17) åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí áêüëïõèç,

(3.18) Th(xj) = −h−2[u(xj−1)− 2u(xj) + u(xj+1)]− f(xj):

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï áíÜðôõãìá Taylor ôï u(xj+1) ãéá êáôÜëëçëï çj ∈ (xj; xj+1) áíáðôýó-
óåôáé ùò åîÞò,

(3.19) u(xj+1) = u(xj) + hu′(xj) +
h2

2
u′′(xj) +

h3

6
u′′′(xj) +

h4

24
u(iv)(çj):

Ïìïßùò ãéá êáôÜëëçëï îj ∈ (xj−1; xj) Ý÷ïõìå êáß ôï áíÜðôõãìá ôïõ u(xj−1),

(3.20) u(xj−1) = u(xj)− hu′(xj) +
h2

2
u′′(xj)−

h3

6
u′′′(xj) +

h4

24
u(iv)(îj):

Óôçí óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå ôéò ó÷Ýóåéò (3.19) êáß (3.20) óôçí ó÷Ýóç (3.18) ìå áðïôÝëåóìá
ôï ôïðéêü óöÜëìá áðïêïðÞò íá ðÜñåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(3.21) Th(xj) =
h2

24
(u(iv)(îj) + u(iv)(çj)):

Ðáñáôçñïýìå üôé,

(3.22) ‖Th‖h;∞ ≤
‖f ′′‖∞

12
h2:

Áíáëõôéêüôåñá,

‖Th‖h;∞ =
h2

24
‖u(iv)(îj) + u(iv)(çj)‖h;∞ ≤

h2

24
(‖u(iv)(îj)‖h;∞ + ‖u(iv)(çj)‖h;∞) ≤

≤ h2

24
(‖f ′′‖∞ + ‖f ′′‖∞) =

h2

12
‖f ′′‖∞;

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí äéáêñéôÞ Üðåéñï íüñìá ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò åîÞò,

‖uh‖h;∞ = max
0≤j≤n

|uh(xj)|:
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Ç ó÷Ýóç (3.22) åßíáé ðïëý óçìáíôéêÞ êáèþò,

lim
h→0
‖Th‖h;∞ = 0:

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ìáò åîáóöáëßæåé ôçí óõíÝðåéá ôçò ìåèüäïõ.

¸óôù e = u − uh ç óõíÜñôçóç ôïõ ïëéêïý óöÜëìáôïò äéáêñéôïðïéÞóçò. Ôï ïëéêü óöÜëìá
åêôüò áðü ôï ôïðéêü óöÜëìá óôï ôåëåõôáßï âÞìá ôçò ìåèüäïõ ðåñéëáìâÜíåé êáß ôï óõóóù-
ñåõìÝíï óöÜëìá ðïõ ïöåßëåôáé óôç ìåôÜäïóç üëùí ôùí ðñïçãïýìåíùí ôïðéêþí óöáëìÜôùí
áðïêïðÞò. Ðáñáôçñïýìå üôé,

(3.23) Lhe = Lhu− Lhuh = Lhu− fh = Th:

Áóêçóç 1 ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç èá äåßîïõìå üôé,

(3.24) ‖Th‖2h ≤ 3‖f‖2h + 2‖f‖2L2(0;1)

Áðüäåéîç:

‖Th‖2h = (Th; Th)h = (Lhu− fh; Lhu− fh)h = (Lhu− fh; Lhu)h − (Lhu− fh; fh)h =

= (Lhu− fh; Lhu)h − (Lhu; fh)h + ‖fh‖2h ≤ |(Th; Lhu)h|+ |(Lhu; fh)h|+ ‖fh‖2h ≤

≤ ‖Th‖h‖Lhu‖h + ‖Lhu‖h‖fh‖h + ‖fh‖2h ≤ ‖Th‖h‖f‖L2(0;1) + ‖f‖L2(0;1)‖f‖h + ‖fh‖2h

åöáñìüæùíôáò ôçí ôáõôüôçôá,

a · b ≤ a2

2
+
b2

2

ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí áêüëïõèç,

‖Th‖2h ≤
1

2
‖Th‖2h +

1

2
‖f‖2L2(0;1) +

1

2
‖f‖2L2(0;1) +

1

2
‖fh‖2h + ‖fh‖2h ⇒

⇒ 1

2
‖Th‖2h ≤ ‖f‖2L2(0;1) +

3

2
‖fh‖2h ⇒ ‖Th‖2h ≤ 2‖f‖2L2(0;1) + 3‖fh‖2h

.

ÐáñáôÞñçóç 3.5 Ðáñáôçñïýìå üôé áí ôï äåîß ìÝëïò ôçò áíéóüôçôáò (3.24) åßíáé öñáãìÝíï
äçëáäÞ, ïé íüñìåò ‖f‖2L2(0;1) êáß ‖fh‖2h åßíáé öñáãìÝíåò, ôüôå êáß ôï ‖Th‖h;∞ èá åßíáé öñáã-
ìÝíï. Ôï óõìðÝñáóìá áõôü ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé óôï äåîß ìÝëïò ôçò áíéóïôéêÞò
ó÷Ýóçò äåí åìöáíßæåôáé ï ðáñÜãïíôáò h.
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3.3 ÁíÜëõóç ôçò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ.

Óôéò ðáñáãñÜöïõò (3.1) êáß (3.2) Ýãéíå áíÜëõóç ôçò åõóôÜèåéáò êáß ôçò óõíÝðåéáò áíôß-
óôïé÷á ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí. Ïé äýï áõôÝò Ýííïéåò åßíáé áðáñáßôçôåò
ãéá íá áðïäåé÷èåß ôþñá ç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ, äçëáäÞ áí ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ç ïðïßá
ðñïêýðôåé ìå åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ óõãêëßíåé óôçí áêñéâÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Ç ëýóç uh ðïõ ðñïêýðôåé ìå åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ìðïñåß íá
÷áñáêôçñéóôåß áðü ìßá äéáêñéôÞ óõíÜñôçóç Green.
Áíáëõôéêüôåñá, ãéá äïèÝí äéáêñéôü óçìåßï xk ïñßæåôáé ç äéáêñéôÞ óõíÜñôçóç Gk ∈ V 0

h ùò ç
ëýóç ôïõ ðáñáêÜôù ðñïâëÞìáôïò:

LhG
k = ek;

üðïõ ç óõíÜñôçóç ek ∈ V 0
h éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç ek(xj) = äkj ,1 ≤ j ≤ n− 1,

êáß

(3.25) äkj =

{
1; áí k = j
0; áí k 6= j:

åßíáé ôï óýìâïëï ôïõ Kronecker. Åðßóçò ðáñáôçñïýìå üôé Gk(xj) = hG(xj; xk), üðïõ ìå G
óõìâïëßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç Green, ç ïðïßá Ý÷åé ïñéóôåß ìÝóù ôçò ó÷Ýóçò (2.3).

Ãéá ïðïéáäÞðïôå äéáêñéôÞ óõíÜñôçóç g ∈ V 0
h ïñßæåôáé ç óõíÜñôçóç,

wh = Thg; wh =
n−1∑
k=1

g(xk)G
k:

Ôüôå,

Lhwh =
n−1∑
k=1

g(xk)LhG
k =

n−1∑
k=1

g(xk)e
k = g:

Ç ëýóç ôþñá uh ôïõ ðñïâëÞìáôïò (3.6) éêáíïðïéåß ôçí uh = Thf , Üñá óýìöùíá ìå ôá ðáñá-
ðÜíù,

(3.26) uh =
n−1∑
k=1

f(xk)G
k; êáß uh(xj) = h

n−1∑
k=1

G(xj; xk)f(xk):

Èåþñçìá 3.3.1 ÕðïèÝôïõìå üôé ç óõíÜñôçóç f ∈ C2([0; 1]). Ôüôå ôï ïëéêü óöÜëìá äéáêñé-
ôïðïßçóçò e(xj) = u(xj)− uh(xj) éêáíïðïéåß ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç:

‖u− uh‖h;∞ ≤
h2

96
‖f ′′‖∞;

ðïõ óçìáßíåé üôé ç uh óõãêëßíåé óôçí u.
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Áðüäåéîç.

Áñ÷éêÜ èá äåßîïõìå üôé ç ó÷Ýóç (2.5) ‖u‖∞ ≤ 1
8
‖f‖∞, ç ïðïßá äßíåé Ýíá Üíù öñÜãìá ôçò

ëýóçò ôïõ óõíå÷ïýò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí (2.1)-(2.2) éó÷ýåé êáß óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ ôï ðñüâëçìá Ý÷åé äéáêñéôïðïéÞèåé ìÝóù ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí.

Áíáëõôéêüôåñá áðü ôçí ó÷Ýóç (3.26) ðñïêýðôåé,

|uh(xj)| ≤ h
n−1∑
k=1

G(xj; xk)|f(xk)| ≤ ‖f‖h;∞

(
h

n−1∑
k=1

G(xj; xk)

)
= ‖f‖h;∞

1

2
xj(1−xj) ≤

1

8
‖f‖h;∞;

äçëáäÞ,

(3.27) ‖uh‖h;∞ ≤
1

8
‖f‖h;∞:

Ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìáò äåß÷íåé üôé ç ëýóç ðïõ ðñïêýðôåé ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí
äéáöïñþí åßíáé åõóôáèÞò.

Óôçí ðáñÜãñáöï (3.2) ïñßóáìå ìå eh = u − uh ôçí óõíÜñôçóç ôïõ óöÜëìáôïò áðïêïðÞò.
Ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç Lhe = Th, Üñá óýìöùíá ìå ôçí
ó÷Ýóç (3.26) ç óõíÜñôçóç eh ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

e =
n−1∑
k=1

Th(xk)G
k êáß eh(xj) = h

n−1∑
k=1

G(xj; xk)Th(xk);

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé,

|eh(xj)| ≤ h
n−1∑
k=1

G(xj; xk)|Th(xk)| ≤

(
h

n−1∑
k=1

G(xj; xk)

)
‖Th(xk)‖h;∞ ≤

1

8
‖Th(xk)‖h;∞;

åöáñìüæùíôáò ôþñá ôïí ïñéóìü ôçò äéáêñéôÞò Üðåéñï íüñìá,

‖eh(xj)‖h;∞ = max
1≤j≤n−1

|eh(xj)|;

êáß áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ó÷Ýóç (3.22) ðñïêýðôåé ç æçôïýìåíç ó÷Ýóç,

‖eh‖h;∞ ≤
1

8
‖Th‖h;∞

(3:22)

≤ 1

8

‖f ′′‖∞
12

h2 =
h2

96
‖f ′′‖∞:

�
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ÌÝèïäïò Galerkin.

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áíáðôýîïõìå ôçí ìÝèïäï Galerkin ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá, ãéá ôçí
ðñïóÝããéóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí (2.1)-(2.2). ÃåíéêÜ ç ìÝèïäïò áõôÞ åöáñìü-
æåôáé åõñÝùò óôéò áñéèìçôéêÝò ðñïóåããßóåéò ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí ôéìþí.

Áñ÷éêÜ èåùñïýìå ôï ðáñáêÜôù ðñüâëçìá, ôï ïðïßï åßíáé ìéá ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ôïõ ðñï-
âëÞìáôïò (2.1),

(4.1) −(áu′)′(x) + (âu′)(x) + (ãu)(x) = f(x) 0 < x < 1;

ìå u(0) = u(1) = 0, êáß üðïõ á, â, ã åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá [0,1] ìå
á(x) ≥ a0 > 0 ∀x ∈ [0; 1].
Óôç óõíÝ÷åéá ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ó÷Ýóç (4.1) ìå ìßá óõíÜñôçóç õ ∈ C1([0; 1]), ç ïðïßá
ïíïìÜæåôáé óõíÜñôçóç äïêéìÞò êáß ïëïêëçñþíïõìå ôçí ó÷Ýóç ðïõ ðñïêýðôåé óôï äéÜóôçìá
[0,1],

−
∫ 1

0

(áu′)′õdx +

∫ 1

0

âu′õdx +

∫ 1

0

ãuõdx =

∫ 1

0

fõdx;

÷ñçóéìïðïéþíôáò ïëïêëÞñùóç êáôÜ ìÝñç ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí áêüëïõèç,∫ 1

0

áu′õ′dx +

∫ 1

0

âu′õdx +

∫ 1

0

ãuõdx =

∫ 1

0

fõdx + [áu′õ]10:

Áí õðïèÝóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç õ ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá x = 0 x = 1, ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé,∫ 1

0

áu′õ′dx +

∫ 1

0

âu′õdx +

∫ 1

0

ãuõdx =

∫ 1

0

fõdx:

Ïñßæïõìå ìå V ôïí ÷þñï üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò, ï ïðïßïò áðïôåëåßôáé áðü ôéò óõ-
íáñôÞóåéò õ ïé ïðïßåò åßíáé óõíå÷åßò, ìçäåíßæïíôáé óôá óçìåßá x = 0 êáß x = 1, êáß ç ðñþôç
ôïõò ðáñÜãùãïò åßíáé êáôÜ ôìÞìáôá óõíå÷Þò, ðïõ óçìáßíåé, óõíå÷Þò ðáíôïý åêôüò áðü Ýíá
ðåðåñáóìÝíï áñéèìü óçìåßùí ôïõ äéáóôÞìáôïò [0,1] üðïõ ôá áñéóôåñÜ êáß äåîéÜ üñéá õ′− êáß
õ′+ õðÜñ÷ïõí áëëÜ äåí óõìðßðôïõí áðáñáßôçôá.

19



20 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÌÅÈÏÄÏÓ GALERKIN.

Ï ÷þñïò V åßíáé ïõóéáóôéêÜ Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ï ïðïßïò óõìâïëßæåôáé ìå H1
0 (0; 1).

Áíáëõôéêüôåñá,

(4.2) H1
0 (0; 1) = {õ ∈ L2(0; 1) : õ′ ∈ L2(0; 1); õ(0) = õ(1) = 0}:

Óçìåßùóç:Ï ÷þñïò H1
0 üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí óõíáñôçóéáêÞ áíÜëõóç åßíáé Ýíáò ÷þñïò

Sobolev. Ôïõò ÷þñïõò áõôïýò èá ôïõò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ùò åñãáëåßá ãéá íá äéáôõðþóïõìå
ðáñáêÜôù ôçí áóèåíÞ ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.1).

Áí ìßá óõíÜñôçóç u ∈ C2([0; 1]) éêáíïðïéåß ôçí ó÷Ýóç (4.1) ôüôå ç u áðïôåëåß åðßóçò ëýóç ôïõ
áêüëïõèïõ ðñïâëÞìáôïò,

(4.3) íá âñåèåß u ∈ V : á(u; õ) = (f; õ) ∀õ ∈ V;

üðïõ ìå (f; õ) =
∫ 1

0
fõdx óõìâïëßæåôáé ôï âáèìùôü ãéíüìåíï ôïõ ÷þñïõ L2(0; 1) êáß

(4.4) á(u; õ) =

∫ 1

0

áu′õ′dx +

∫ 1

0

âu′õdx +

∫ 1

0

ãuõdx

åßíáé ìßá äéãñáììéêÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ ãñáììéêÞ ùò ðñïò u êáß ùò ðñïò õ. Ôï ðñüâëçìá (4.3)
åßíáé ç áóèåíÞò ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.1).

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ ÐÁÍÙ ÓÔÇ Ó×ÅÓÇ (4.3):

ÐáñáôÞñçóç 4.1 Ðáñáôçñïýìå üôé ç ó÷Ýóç (4.3) ðåñéÝ÷åé ìüíï ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ôïõ u,
Ýôóé ìðïñåß íá êáëýøåé ðåñéðôþóåéò üðïõ ç ëýóç u ∈ C2([0; 1]) ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.1) äåí
õðÜñ÷åé ùóôüóï ôï öõóéêü ðñüâëçìá åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíï. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí èÝóïõìå á=1,
â=ã=0, ôüôå ôï ðñüâëçìá (4.1) ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

−u′′(x) = f(x) 0 < x < 1:

Ç ëýóç u(x) ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò ðåñéãñÜöåé ôçí ìåôáôüðéóç óôï óçìåßï x ìßáò åëá-
óôéêÞò ÷ïñäÞò ìå óôáèåñÜ Üêñá(x=0 êáß x=1) ç ïðïßá Ý÷åé ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ßóç ìå f
êáß ç èÝóç ôçò óå êáôÜóôáóç éóïññïðßáò åßíáé u(x) = 0∀x ∈ [0; 1]. Áí õðïèÝóïõìå üôé óôï
äéÜóôçìá [0,1] õðÜñ÷ïõí óçìåßá áóõíÝ÷åéáò ôçò óõíÜñôçóçò f ôüôå ç u′′ óôá óçìåßá áõôÜ
äåí õðÜñ÷åé ùóôüóï ôï öõóéêü ðñüâëçìá åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíï.

ÐáñáôÞñçóç 4.2 Áí õðïèÝóïõìå üôé ôï ðñüâëçìá (4.1) Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò ìç ïìïãåíÞò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáß u(1) = u1, ôüôå ðÜëé ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå ìéá

äéáôýðùóç ðáñüìïéá ìå ôçí(4.3). ÈÝôïõìå
−
u (x) = xu1 + (1−x)u0 íá åßíáé ç åõèåßá ãñáììÞ

ðïõ ðáñåìâÜëëåé ôá äåäïìÝíá ìåôáîý ôùí ôåëéêþí óçìåßùí x=0 êáß x=1,

êáß
0
u= u(x)− −u (x), ôüôå ç óõíÜñôçóç

0
u∈ V éêáíïðïéåß ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá,

íá âñåèåß
0
u∈ V : á(

0
u; õ) = (f; õ)− á(

−
u; õ) ∀õ ∈ V:

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå Neumann óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ãéá ðáñÜäåéãìá u′(0) = u′(1) =
0; åöáñìüæïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá üðùò êÜíáìå ãéá ôçí áðüêôçóç ôçò ó÷Ýóçò (4.3) êáß
ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç u áõôïý ôïõ ìç ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò Neumann éêáíïðïéåß ôï
ðñüâëçìá (4.3) õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ï ÷þñïò V åßíáé ôþñá ï H1(0; 1).
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4.1 Äéáôýðùóç êáß éäéüôçôåò ôçò ìåèüäïõ Galerkin.

Óå áíôßèåóç ìå ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ç ïðïßá ðçãÜæåé Üìåóá áðü ôï ðñü-
âëçìá (4.1), ç ìÝèïäïò Galerkin âáóßæåôáé óôçí áóèåíÞ äéáôýðùóç (4.3). Áí Vh åßíáé Ýíáò
äéáíõóìáôéêüò õðü÷ùñïò ôïõ V ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò ï ïðïßïò üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù
êáôáóêåõÜæåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, ôüôå ç ìÝèïäïò
Galerkin ðñïóåããßæåé ôçí áêüëïõèç áóèåíÞ ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.1),

(4.5) íá âñåèåß uh ∈ Vh : á(uh; õh) = (f; õh) ∀õh ∈ Vh:

Ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá åßíáé Ýíá ðñüâëçìá ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï
óýíïëï {ö1; :::; öÍ} áðïôåëåß ìßá âÜóç ôïõ ÷þñïõ Vh, äçëáäÞ ôï óýíïëï áõôü áðïôåëåßôáé áðü
Í óå ðëÞèïò ãñáììéêÝò êáß áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò ôïõ Vh. Ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå,

uh(x) =
N∑
j=1

ujöj(x);

üðïõ ï áêÝñáéïò Í õðïäçëþíåé ôçí äéÜóôáóç ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ Vh. ËáìâÜíïíôáò
õh = öi, áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ðñüâëçìá Galerkin (4.5) åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí áíáæÞôçóç Í
áãíþóôùí óõíôåëåóôþí {u1; :::; uN} ôÝôïéïé þóôå,

(4.6)
N∑
j=1

ujá(öj; öé) = (f; öé) ∀i = 1; :::; N;

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôçí ðáñáêÜôù éäéüôçôá,

á

(
N∑
j=1

ujöj; öi

)
=

N∑
j=1

ujá(öj; öi):

Áí èÝóïõìå u = [u1; :::; uN ] êáß fG = [f1; :::; fN ], üðïõ fi = (f; öé), ôüôå ôï ðñüâëçìá (4.6)
åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï áêüëïõèï ãñáììéêü óýóôçìá,

(4.7) AGu = fG;

üðïõ AG = (áij) ìå áij = á(öj; öi) åßíáé Ýíáò ðßíáêáò, ï ïðïßïò ïíïìÜæåôáé êáß ðßíáêáò
áêáìøßáò (sti�nes matrix), ìå ôçí äïìÞ ôïõ íá åîáñôÜôáé áðü ôçí ìïñöÞ ðïõ Ý÷ïõí ïé
óõíáñôÞóåéò âÜóçò {öi} êáß óõíåðþò áðü ôç åðéëïãÞ ôïõ ÷þñïõ Vh.

4.2 ÁíÜëõóç ôçò åõóôÜèåéáò ôçò ìåèüäïõ.

ÅöïäéÜæïõìå ôïí ÷þñï H1
0 (0; 1) ìå ôçí áêüëïõèç (çìé)-íüñìá,

(4.8) |õ|H1(0;1) =

{∫ 1

0

|õ′(x)|2dx
}1=2

:



22 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÌÅÈÏÄÏÓ GALERKIN.

Áí ïé óõíôåëåóôÝò á, â, ã ôïõ äéáöïñéêïý ðñïâëÞìáôïò (4.1) éêáíïðïéïýí ôçí ó÷Ýóç,

(4.9) −1

2
â′ + ã ≥ 0; ∀x ∈ [0; 1];

ôüôå ôï ðñüâëçìá Galerkin (4.5) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç. Åìåßò èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí åéäéêÞ
ðåñßðôùóç üðïõ â=0 êáß ã(x) ≥ 0, êáß ôï ðñüâëçìá (4.1) ëáìâÜíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

−(áu′)′(x) + (ãu)(x) = f(x); 0 < x < 1:

ËáìâÜíïíôáò õh = uh óôï ðñüâëçìá (4.5), ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé,

á(uh; uh) =

∫ 1

0

áu′hu
′
hdx +

∫ 1

0

ãuhuhdx = (f; uh);

êáß åðåéäÞ,

á(uh; uh) =

∫ 1

0

á(x)|u′h|2dx ≥ á0

∫ 1

0

|u′h|2dx = á0|uh|2H1(0;1);

Ý÷ïõìå üôé,
á0|uh|2H1(0;1) ≤ (f; uh):

Åðßóçò,

(f; uh) =

∫ 1

0

fuhdx ≤
(∫ 1

0

|f |2dx
)1=2(∫ 1

0

|uh|2dx
)1=2

= ‖f‖L2(0;1)‖uh‖L2(0;1);

üðïõ åöáñìüóáìå ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz. ÔÝëïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá
Poincare,

‖uh‖L2(0;1) ≤ Cp‖u(1)h ‖L2(0;1);

êáôáëÞãïõìå óôçí áêüëïõèç áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç,

(4.10) |uh|H1(0;1) ≤
Cp

á0
‖f‖L2(0;1):

ÐáñáôÞñçóç 4.3 Ðáñáôçñïýìå üôé ç íüñìá ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò Galerkin åßíáé öñáã-
ìÝíç õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç f ∈ L2(0; 1), óõíåðþò ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé åõóôáèÞò.

4.3 ÁíÜëõóç ôçò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ.

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá åðéâåâáéþíåé ôç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ Galerkin.

Èåþñçìá 4.3.1 ¸óôù C = á−10 (‖á‖∞ + C2
p‖ã‖∞), áðïäåéêíýåôáé üôé,

(4.11) |u− uh|H1(0;1) ≤ C min
wh∈Vh

|u− wh|H1(0;1):
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Áðüäåéîç.

Áñ÷éêÜ óôï ðñüâëçìá (4.3) èÝôïõìå õ = õh ìå õh ∈ Vh ⊂ V , ïðüôå ôï ðñüâëçìá (4.3) ðáßñíåé
ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(4.12) íá âñåèåß u ∈ V : á(u; õh) = (f; õh) ∀õh ∈ Vh:

Áöáéñþíôáò ôçí ó÷Ýóç (4.5) áðü ôçí (4.12) êáß ëüãù ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò á(·; ·) ðáñáôç-
ñïýìå üôé,

á(u; õh)− á(uh; õh) = 0⇒
(4.13) ⇒ á(u− uh; õh) = 0:

Óôç óõíÝ÷åéá èÝôïíôáò e(x) = u(x) − uh(x) êáß ðñïóèÝôïíôáò êáß áöáéñþíôáò wh ∈ Vh
óõìðåñáßíïõìå üôé,

á0|e|2H1(0;1) ≤ á(e; e) = á(e; u− wh) + á(e; wh − uh) ∀wh ∈ Vh:

Ï ôåëåõôáßïò üñïò óýìöùíá ìå ôçí ó÷Ýóç (4.13) åßíáé ßóïò ìå ìçäÝí, åíþ ï üñïò á(e; u−wh)
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz ãñÜöåôáé ùò åîÞò,

á(e; u− wh) =

∫ 1

0

áe′(u− wh)′dx +

∫ 1

0

ãe(u− wh)dx ≤

≤ ‖á‖∞|e|H1(0;1)|u− wh|H1(0;1) + ‖ã‖∞‖e‖L2(0;1)‖u− wh‖L2(0;1):

ÔÝëïò åöáñìüæïíôáò ôçí áíéóüôçôá Poincare óôïõò üñïõò ‖e‖L2(0; 1) êáß ‖u − wh‖L2(0;1),
äçëáäÞ

‖e‖L2(0;1) ≤ Cp|e|H1(0;1)

êáß
‖u− wh‖L2(0;1) ≤ Cp|u− wh|H1(0;1);

êáôáëÞãïõìå óôç æçôïýìåíç ó÷Ýóç (4.11). �

Óôçí óõíÝ÷åéá ãåíéêåýïõìå ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá óå áóèåíÞ ðñïâëÞìáôá ôçò ìïñöÞò
á(u; õ) =< f; õ >. Ïé âáóéêÝò õðïèÝóåéò åðéëõóéìüôçôáò áíáöÝñïíôáé óôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.3.1 ÕðïèÝôïõìå üôé ï ÷þñïò V åßíáé Ýíáò ÷þñïò Hilbert åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí
íüñìá ‖ · ‖V . ËÝìå üôé Ýíá äéãñáììéêü óõíáñôçóïåéäÝò á(u; õ) : V × V → R åßíáé

(i) ðéåóôéêü,áí õðÜñ÷åé óôáèåñÜ á0 > 0 ôÝôïéá þóôå

á(u; õ) ≥ á0‖õ‖2V ∀õ ∈ V;

ii) óõíå÷Ýò,áí õðÜñ÷åé Ì > 0 ôÝôïéá þóôå

|á(u; õ)| ≤M‖u‖V ‖õ‖V ∀u; õ ∈ V:
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Ïé éäéüôçôåò ôþñá ôïõ äéãñáììéêïý óõíáñôçóéáêïý ìáò åîáóöáëßæïõí ôçí åðéëõóéìüôçôá ôïõ
ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò.

Ðñüôáóç 4.3.1 Ìå ÷ñÞóç ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý èá äåßîïõìå üôé ï ðßíáêáò ÁG ôïõ ðñï-
âëÞìáôïò (4.7) åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò.

Áðüäåéîç:
Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ∀v ∈ RN ìå v 6= 0 ôï ðáñáêÜôù ãéíüìåíï åßíáé ðÜíôá èåôéêü äçëáäÞ,

vTAGv > 0:

Áñ÷éêÜ õðïèÝôïõìå üôé ïé óõíéóôþóåò ôïõ äéáíýóìáôïò v = (õi) ∈ RN äßíïíôáé áðü ôçí
áêüëïõèç óõíÜñôçóç õh =

∑N
j=1 õjöj ∈ Vh, êáß ëüãù ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý ðñïêýðôåé üôé,

vTAGv =
N∑
j=1

N∑
i=1

õiáijõj =
N∑
j=1

N∑
i=1

õiá(öj; öi)õj

=
N∑
j=1

N∑
i=1

á(õjöj; õiöi) = á

(
N∑
j=1

õjöj;
N∑
i=1

õiöi

)
= á(õh; õh) ≥ á0‖õh‖2V ≥ 0:

Ç éóüôçôá éó÷ýåé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ õh = 0, äçëáäÞ v = 0 ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï êáèþò
õðïèÝóáìå üôé v 6= 0.

ÐáñáôÞñçóç 4.4 Ðáñáôçñïýìå üôé ï ðßíáêáò ÁG = (áij) ìå áij = á(öj; öi) åßíáé óõììå-
ôñéêüò áí êáß ìüíï áí ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ á(·; ·) åßíáé óõììåôñéêÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôï
ðñüâëçìá (4.1) áí õðïèÝóïõìå üôé â = ã = 0, ôüôå ï ðßíáêáò ÁG åßíáé óõììåôñéêüò êáß èå-
ôéêÜ ïñéóìÝíïò, åíþ áí õðïèÝóïõìå üôé â; ã 6= 0, ôüôå ï ðßíáêáò ÁG åßíáé èåôéêÜ ïñéóìÝíïò
êÜôù áðü ôçí õðüèåóç (4.9). ÔÝëïò áí ï ðßíáêáò ÁG åßíá óõììåôñéêüò êáß èåôéêÜ ïñéóìÝ-
íïò, ôüôå ôï ãñáììéêü óýóôçìá (4.7) åðéëýåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò Üìåóåò ìåèüäïõò üðùò ç
ðáñáãïíôéðïéÞóç Cholesky. (Âë. âéâëßá [1,7,9])

Ôüóï ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò åõóôÜèåéáò üóï êáß ôçò óýãëéóçò ôçò ìåèüäïõ Galerkin ìðïñïýí
íá ðáñáôçñçèïýí êáß êÜôù áðü ãåíéêüôåñåò õðïèÝóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí (4.3) êáß (4.5).

Èåþñçìá 4.3.2 Lax Milgram¸óôù V Ýíáò ÷þñïò Hilbert åöïäéáóìÝíïò ìå ôéò éäéüôçôåò
ôïõ ïñéóìïý 4.3.1. äçëáäÞ, ôï äéãñáììéêü óõíáñôçóéáêü åßíáé ðéåóôéêü êáß óõíå÷Ýò. Ôüôå
ãéá ïðïéáäÞðïôå f ∈ V ∗ õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç u ∈ V ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.3), ç ïðïßá
éêáíïðïéåß ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç

(4.14) ‖u‖ ≤ 1

á0
‖f‖V ∗ ;

üðïõ ìå V ∗ óõìâïëßæïõìå ôïí äõúêü ôïõ ÷þñïõ V.
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Åðßóçò ôï äåîß ìÝëïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.3) éêáíïðïéåß ôçí áêüëïõèç áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç,

(4.15) |(f; õ)| ≤ K‖õ‖V ∀õ ∈ V:

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (4.14) êáß (4.15) ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé ôá ðñïâëÞìáôá (4.3) êáß (4.5) Ý÷ïõí
ìïíáäéêÞ ëýóç ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò ó÷Ýóåéò áíôßóôïé÷á,

‖u‖V ≤
K

á0
êáß ‖uh‖V ≤

K

á0
:

ËÞììá 4.3.1 Ce'as¸óôù V Ýíáò ÷þñïò Hilbert åöïäéáóìÝíïò ìå ôéò éäéüôçôåò ôïõ ïñéóìïý
4.3.1. Ôüôå,

(4.16) ‖u− uh‖V ≤
M

á0
min
wh∈Vh

‖u− wh‖V :

Ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ìáò åîáóöáëßæåé ôçí óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ Galerkin.

4.4 ÌÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí.

Ç ìÝèïäïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí åßíáé ìßá åéäéêÞ áñéèìçôéêÞ ìÝèïäïò ôçí ïðïßá ÷ñçóé-
ìïðïéïýìå ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ õðï÷þñïõ Vh ðÜíù óôïí ïðïßï ïñßóáìå ôï ðñüâëçìá (4.5).
Ç ìÝèïäïò áõôÞ óôçñßæåôáé óôçí êáôÜ ôìÞìáôá ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ êáß ãéá ôï óêïðü
áõôü èåùñïýìå ìßá äéáìÝñéóç Th ôïõ äéáóôÞìáôïò [0; 1] óå n õðïäéáóôÞìáôá Ij = [xj; xj+1] ìå
åýñïò hj = xj+1 − xj êáß óå n+1 êüìâïõò

0 = x0 < x1 < ::: < xn−1 < xn = 1;

üðïõ j = 1; :::; n− 1 êáß n ≥ 2. Eðßóçò èÝôïõìå h = max
Th

(hj).

Óôçí áñ÷Þ ôïõ Êåö.4. ïñßóáìå ìå V ôïí ÷þñï üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò êáß êáôáëÞîáìå
óôï óõìðÝñáóìá áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ ÷þñïõ áõôïý üôé ï V ôáõôßæåôáé ìå ôïí ÷þñï Sobolev
H1

0 (0; 1), ï ïðïßïò ðåñéÝ÷åé ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ åßíáé óõíå÷åßò óôï (0,1) êáß ìçäåíßæïíôáé óôá
óçìåßá x=0 êáß x=1.

Ïñßæïõìå ôþñá,
Xk

h = {õ ∈ C0([0; 1]) : õ|Ij ∈ Pk(Ij)∀Ij ∈ Th};

ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ôìçìáôéêþí ðïëõùíýìùí óôï äéÜóôçìá [0,1], ìå k ≥ 1. ÏðïéáäÞðïôå
óõíÜñôçóç õh ∈ Xk

h åßíáé Ýíá óõíå÷Ýò ôìçìáôéêü ðïëõþíõìï óôï äéÜóôçìá [0,1] ôïõ ïðïßïõ ï
ðåñéïñéóìüò óå êÜèå äéÜóôçìá Ij ∈ Th åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï ìå âáèìü ≤ k.
Óôçí óõíÝ÷åéá èÝôïõìå,

(4.17) Vh = Xk;0
h = {õh ∈ Xk

h : õh(0) = õh(1) = 0}:
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Ç äéÜóôáóç N ôïõ ÷þñïõ Vh ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí åßíáé ßóç ìå nk − 1.

Ãéá ôçí ìåëÝôç ôçò áêñßâåéáò ôçò ìåèüäïõ Galerkin ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá èåùñïýìå áñ-
÷éêÜ ôçí ôìçìáôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ Lagrange Ðk

hu ôçò áêñéâÞò ëýóçò u ∈ V ôïõ
ðñïâëÞìáôïò (4.3) (ãéá ôïí ïñéóìü âë.âéâëßá [1,7,9]) êáß ôüôå áðü ôï ëÞììá 4.3.2 Ý÷ïõìå,

(4.18) min
wh∈Vh

‖u− wh‖H1
0 (0;1)

≤ ‖u− Ðk
hu‖H1

0 (0;1)
:

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç óõìðåñáßíïõìå üôé ôï ðñüâëçìá åêôßìçóçò ôïõ óöÜëìáôïò ðñïóÝã-
ãéóçò ôçò ìåèüäïõ Galerkin ‖u − uh‖H1

0 (0;1)
åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ðñüâëçìá åêôßìçóçò ôïõ

óöÜëìáôïò ðáñåìâïëÞò ‖u− Ðk
hu‖H1

0 (0;1)
.

ËÞììá 4.4.1 ¸óôù u ∈ H1
0 (0; 1) ç áêñéâÞò ëýóç ôïõ ðñïâÞìáôïò (4.3) êáß uh ∈ Vh ç

áíôßóôïé÷ç ðñïóåããéóôéêÞ ç ïðïßá ðñïêýðôåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò óõíå÷Þ ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá
âáèìïý k ≥ 1. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé u ∈ Hs, üðïõ s ≥ 2. ÊÜôù áðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò áõôÝò
éó÷ýåé ç áêüëïõèç áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç,

(4.19) ‖u− Ðk
hu‖H1

0 (0;1)
≤ Chl‖u‖Hl+1(0;1);

üðïõ C åßíáé ìßá èåôéêÞ óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç ôïõ h êáß l = min(k; s− 1).

Áðüäåéîç.

(âë.âéâëßá [1,7,9]) �
ÔÝëïò áí óõíäéÜóïõìå ôéò ó÷Ýóåéò (4.16),(4.18) êáß (4.19) ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç åêôßìçóç
ôïõ óöÜëìáôïò ôçò ìåèüäïõ Galerkin ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá

(4.20) ‖u− uh‖H1
0 (0;1)

≤ M

á0
Chl‖u‖Hl+1(0;1):

ÐáñáôÞñçóç 4.5 ÕðÜñ÷ïõí äýï ôñüðïé ãéá ôçí âåëôßùóç ôçò áêñßâåéáò ôçò ìåèüäïõ. ¸íáò
ôñüðïò åßíáé íá áõîÞóïõìå ôïí âáèìü k ôùí ôìçìáôéêþí ðïëõùíýìùí áëëÜ êÜôé ôÝôïéï óýì-
öùíá ìå ôçí ó÷Ýóç (4.19) áðáéôåß ç ëýóç u íá åßíáé åðáñêþò ïìáëÞ óõíÜñôçóç, êáß ï äåý-
ôåñïò ôñüðïò ôïí ïðïßï êáß åöáñìüæïõìå óôçí ìÝèïäï áõôÞ åßíáé íá ìåéþóïõìå ôï ìÝãåèïò
ôïõ âÞìáôïò h.

ÐáñáôÞñçóç 4.6 Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç óõìðåñáßíïõìå üôé ç ðñïóÝããéóç ôïõ óöÜëìáôïò
ôåßíåé óôï ìçäÝí üôáí h→ 0, äçëáäÞ ç ìÝèïäïò Galerkin óõãêëßíåé êáß ç ôÜîç óýãêëéóçò
åßíáé l.

ÐáñáôÞñçóç 4.7 Ìßá áðü ôéò õðïèÝóåéò ôïõ ëÞììáôïò 4.4.1 Þôáí üôé ç áêñéâÞò ëýóç u ∈ Hs

üðïõ s ≥ 2. Óôçí ðåñßðôùóç ôþñá ðïõ ç ëýóç Ý÷åé ïìáëüôçôá s=1, ôüôå ðñïöáíþò ãéá ôç
ìåëÝôç ôçò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ Galerkin äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ó÷Ýóç
(4.20). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï ëÞììá Cea's ìáò åîáóöáëßæåé ôçí óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ
êáèþò üôáí ôï h→ 0 ï õðü÷ùñïò Vh ãßíåôáé ðõêíüò óôïí ÷þñï V .



4.4. ÌÅÈÏÄÏÓ ÔÙÍ ÐÅÐÅÑÁÓÌÅÍÙÍ ÓÔÏÉ×ÅÉÙÍ. 27

ÐáñáêÜôù äßíåôáé ï ðßíáêáò 4.1 ï ïðïßïò óõíïøßæåé ôçí ôÜîç óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ ìå ðå-
ðåñáóìÝíá óôïé÷åßá ãéá k = 1; :::; 4 êáß s = 1; :::; 5.

Ðßíáêáò 4.1.ÔÜîç óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá óõíáñôÞóåé ôïõ k (âáè-
ìüò ðáñåìâïëÞò) êáß ôïõ s (âáèìüò ïìáëüôçôá ôçò ëýóçò u).

ÐáñáðÜíù ïñßóáìå ìå Xk
h ôïí ÷þñï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá óôï [0,1]. Èá

áó÷ïëçèïýìå ôþñá ìå ôçí êáôáóêåõÞ ìßáò êáôÜëëçëçò âÜóçò {öj} ãéá ôïí ÷þñï áõôü óôéò
ðåñéðôþóåéò üðïõ ôï k=1 êáß k=2. Ãéá ôïí óêïðü áõôü åðéëÝãïõìå Ýíá óýíïëï áðü êáôÜë-
ëçëåò ðáñáìÝôñïõò (Þ âáèìïýò åëåõèåñßáò) ãéá êÜèå óôïé÷åßï Ij ôçò äéáìÝñéóçò Th, ïé ïðïßåò
ðñïóäéïñßæïõí ìïíáäéêÜ ìßá óõíÜñôçóç ç ïðïßá áíÞêåé óôïí ÷þñï Xk

h .
ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç õh óôïí ÷þñï Xk

h ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãñáììéêüò óõíäéáóìüò ôùí
óôïé÷åßùí ôçò âÜóçò,

õh(x) =
nk∑
i=0

õiöi(x);

üðïõ ìå {õi} óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò õh. Åðßóçò õðïèÝôïõìå üôé ïé
óõíáñôÞóåéò öi, ïé ïðïßåò áðïôåëïýí ôçí âÜóç ôïõ ÷þñïõ Xk

h , éêáíïðïéïýí ôçí éäéüôçôá
ôçò ðáñåìâïëÞò Lagrange öi(xj) = äij,i; j = 0; :::; n, üðïõ äij åßíáé ôï óýìâïëï ôïõ Kro-
necker(âë.ó÷Ýóç 3.25).

Ï ÷þñïò X1
h

Ï ÷þñïò áõôüò áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò ïé ïðïßåò åßíáé óõíå÷åßò êáß ãñáììéêÝò
óå êÜèå õðïäéÜóôçìá Ij ôçò äéáìÝñéóçò Th. Áðü ôç óôéãìÞ ðïõ ìßá ìïíáäéêÞ ãñáììÞ äéÝñ-
÷åôáé áðü äýï äéáêñéôïýò êüìâïõò ï áñéèìüò ôùí ðáñáìÝôñùí ðïõ ðåñéãñÜöåé ìïíáäéêÜ ìßá
óõíÜñôçóç óôïí ÷þñï X1

h åßíáé ßóïò ìå ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí, äçëáäÞ ßóïò ìå n+1. ÅðïìÝ-
íùò ãéá íá ðáñÜãïõìå ôïí ÷þñï X1

h ÷ñåéÜæïíôáé n+1 óõíáñôÞóåéò {öi}ni=0. Ïñßæù ëïéðüí ôéò
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óõíáñôÞóåéò öi ìå i = 1; :::; n− 1 ùò åîÞò,

(4.21) öi(x) =



x−xi−1

xi−xi−1
xi−1 ≤ x ≤ xi;

xi+1−x
xi+1−xi xi ≤ x ≤ xi+1;

0 áëëéþò:

ÊÜèå óõíÜñôçóç öi Ý÷åé ìïñöÞ "óôÝãçò" üðùò öáßíåôáé êáß áðü ôï ó÷Þìá ðïõ áêïëïõèåß,
åßíáé óõíå÷Þò, ïìáëÞ êáß ìç - ìçäåíéêÞ óå Ýíá ìéêñü ôìÞìá "ðåñß ôïõ êüìâïõ i". Åðßóçò
ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 1 óôïí êüìâï xi êáß ôçí ôéìÞ 0 óôïõò õðüëïéðïõò êüìâïõò ôçò äéáìÝñéóçò.
Ç Ýíùóç ôùí ôìçìÜôùí ãýñù áðü ôïõò êüìâïõò i üðïõ ïé öi óõíáñôÞóåéò åßíáé ìç - ìçäåíéêÝò
áðïôåëåß Ýíá õðïóýíïëï ôïõ äéáóôÞìáôïò [0; 1] ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé õðïóôÞñéãìá (support).
Áíáëõôéêüôåñá ôï õðïóýíïëï áõôü áðïôåëåßôáé áðü ôçí Ýíùóç ôùí äéáóôçìÜôùí Ij−1 êáß Ij
üôáí 1 ≤ i ≤ n− 1, åíþ üôáí i = 0 óõìðßðôåé ìå ôï äéÜóôçìá I0.

Ó÷Þìá 4.1 ÓõíáñôÞóåéò óôÝãåò

Óå ïðïéïäÞðïôå äéÜóôçìá Ii = [xi; xi+1],üðïõ i = 0; :::; n − 1, ïé óõíáñôÞóåéò öi êáß öi+1

ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò ïé åéêüíåò äýï óõíáñôÞóåùí "áíáöïñÜò" ö̂0 êáß ö̂1 (ïé ïðïßåò
ïñßæïíôáé óôï äéÜóôçìá áíáöïñÜò [0; 1]) ìÝóù ôçò áêüëïõèçò ïìïðáñáëëçëéêÞò áðåéêüíéóçò

f : [0; 1]→ Ii

(4.22) x = f(î) = xi + î(xi+1 − xi); i = 0; :::; n− 1:

Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïíôáò ö̂0(î) = 1− î êáß ö̂1(î) = î, ïé óõíáñôÞóåéò öi êáß öi+1 ìðïñïýí íá
êáôáóêåõáóôïýí óôï äéÜóôçìá Ii ùò åîÞò,

öi(x) = ö̂0(î(x)); öi+1 = ö̂i(î(x));
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üðïõ î(x) = (x− xi)\(xi+1 − xi).

Ó÷Þìá 4.2 ÏìïðáñáëëçëéêÞ áðåéêüíéóç f áðü ôï äéÜóôçìá áíáöïñÜò óôï ãåíéêü äéÜóôçìá
ôçò äéáìÝñéóçò

Ï ÷þñïò X2
h

Ï ÷þñïò áõôüò áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò õh ïé ïðïßåò åßíáé ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá
äåõôÝñïõ âáèìïý óå êÜèå äéÜóôçìá Ii. Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôá ðïëõþíõìá áõôÜ ÷ñåéáæüìá-
óôå ôñåßò ôéìÝò áõôþí óå ôñåßá äéáêñéôÜ óçìåßá ôùí äéáóôçìÜôùí Ii êáß ãéá íá åîáóöáëßóïõìå
ôçí óõíÝ÷åéá ôçò óõíÜñôçóçò õh óôï äéÜóôçìá [0,1] ïé ðáñÜìåôñïé ðïõ ðñïóäéïñßæïõí ìïíá-
äéêÜ ôçí õh, åðéëÝãïíôáé íá åßíáé ïé ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò óôïõò êüìâïõò xi ôçò äéáìÝñéóçò
Th ìå i = 0; :::; n, êáß óôá ìÝóá ôùí äéáóôçìÜôùí Ii, ìå i = 0; :::; n− 1. ¸ôóé ï áñéèìüò ôùí
ðáñáìÝôñùí åßíáé ßóïò ìå 2n+1, åðïìÝíùò ÷ñåéæüìáóôå 2n+1 óõíáñôÞóåéò öi ìå i = 0; :::; 2n
ãéá íá ðáñÜãïõìå ôïí ÷þñï X2

h.
Ðñéí ïñßóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé âïëéêü, áöïý ðñþôá Ý÷ïõìå äéáìåñßóåé ôï äéÜóôçìá
[0,1] óå 2n+1 êüìâïõò îåêéíþíôáò áðü x0 = 0 ìÝ÷ñé x2n = 1, íá áíôéóôïé÷ßóïõìå ôá ìÝóá ôùí
äéáóôçìÜôùí óôïõò êüìâïõò ìå ðåñéôôü äåßêôç êáß ôá Üêñá ôùí äéáóôçìÜôùí óôïõò êüìâïõò
ìå Üñôéï äåßêôç.
ÅðéëÝãïõìå ôþñá ôéò óõíáñôÞóåéò öi áíÜëïãá ìå ôï áí ï äåßêôçò i åßíáé Üñôéïò Þ ðåñéôôüò,
Ýôóé ãéá i Üñôéï, äçëáäÞ óôá Üêñá ôùí äéáóôçìÜôùí ïé óõíáñôÞóåéò öi Ý÷ïõí ôçí áêüëïõèç
ìïñöÞ,

(4.23) öi(x) =



(x−xi−1)(x−xi−2)
(xi−xi−1)(xi−xi−2)

xi−2 ≤ x ≤ xi;

(xi+1−x)(xi+2−x)
(xi+1−xi)(xi+2−xi) xi ≤ x ≤ xi+2;

0 áëëéþò:
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åíþ ãéá i ðåñéôôü, äçëáäÞ óôá ìÝóá ôùí äéáóôçìÜôùí,

(4.24) öi(x) =


(xi+1−x)(x−xi−1)
(xi+1−xi)(xi−xi−1)

xi−1 ≤ x ≤ xi+1;

0 áëëéþò:

ÊÜèå óõíÜñôçóç öi éêáíïðïéåß ôçí éäéüôçôá ôçò ðáñåìâïëÞò Lagrange öi(xj) = äij, üðïõ
i; j = 0; :::; 2n. Ïé áíôßóôïé÷åò ôþñá óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá áíáöïñÜò [0,1] ïé ïðïßåò
áðåéêïíßæïíôáé êáß óôï ó÷Þìá ðïõ áêïëïõèåß åßíáé,

(4.25) ö̂0(î) = (1− î)(1− 2î); ö̂1(î) = 4(1− î)î; ö̂2(î) = î(2î − 1):

¼ðùò áêñéâþò êáß óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ÷þñïõ X1
h ïé óõíáñôÞóåéò (4:23) êáß (4:24) áðïôåëïýí

ôéò åéêüíåò ôùí óõíáñôÞóåùí (4:25) ìÝóù ôçò ïìïðáñáëëçëéêÞò áðåéêüíéóçò (4:22).

Ó÷Þìá 4.3 ÓõíáñôÞóåéò âÜóçò ôïõ ÷þñïõ X2
h óôï äéÜóôçìá áíáöïñÜò.

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò Ý÷ïõìå áó÷ïëçèåß ìüíï ìå ôéò óõíáñôÞóåéò âÜóçò ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí ôéò
éäéüôçôåò ôçò ðáñåìâïëÞò Lagrange. Áí áõôüò ï ðåñéïñéóìüò ðÜøåé íá õößóôáôáé, ôüôå èá
ðñïêýøïõí äéáöïñåôéêÜ åßäç óõíáñôÞóåùí âÜóçò. ¸íá ðáñÜäåéãìá óôï äéÜóôçìá áíáöïñÜò
áðïôåëïýí ïé éåñáñ÷éêÝò óõíáñôÞóåéò âÜóçò,

(4.26) ø̂0(î) = 1− î; ø̂1(î) = (1− î)î; ø̂2(î) = î;

ïé ïðïßåò ïíïìÜæïíôáé Ýôóé, äéüôé ðáñÜãïíôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò óõíáñôÞóåéò âÜóçò ôïõ
õðï÷þñïõ ìå ôçí áìÝóùò ìéêñüôåñç äéÜóôáóç, äçëáäÞ ôïõ X1

h. Ãéá ôçí áêñßâåéá ç óõíÜñôçóç
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ø̂1 ∈X2
h ðñïêýðôåé ùò óõíäéáóìüò ôùí óõíáñôÞóåùí ø̂0 êáß ø̂2 ïé ïðïßåò áíÞêïõí óôïí ÷þñï

X1
h.

Ãéá íá åëÝãîïõìå ôþñá üôé ïé óõíáñôÞóåéò (4.26) áðïôåëïýí üíôùò ìßá âÜóç ôïõ ÷þñïõ X2
h,

áñêåß íá åðáëçèåýóïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò,äçëáäÞ

á0ø̂0(î) + á1ø̂1(î) + á2ø̂2(î) = 0;∀î ∈ [0; 1]⇔ á0 = á1 = á2 = 0;

ðñÜãìá ðïõ óôçí ðåñßðôùóç ìáò éó÷ýåé êáèþò áí

2∑
i=0

áiø̂i(î) = á0 + î(á1 − á0 + á2)− á1î
2 = 0 ∀î ∈ [0; 1];

ôüôå õðï÷ñåùôéêÜ Ý÷ïõìå üôé á0 = á1 = 0 êáß Üñá á2 = 0.

ÁíÜëïãåò äéáäéêáóßåò ìå ðáñáðÜíù ìðïñïýí íá åöáñìïóôïýí êáß ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò âÜ-
óçò ïðïéïõäÞðïôå õðï÷þñïõ Xk

h , üðïõ ôï k åßíáé áõèáßñåôï. Åðéóçìáßíïõìå üôé ç áýîçóç ôïõ
âáèìïý k ôçò ðïëõùíõìéêÞò ðñïóÝããéóçò êáß êáô'åðÝêôáóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí âáèìþí åëåõèå-
ñßáò Ý÷åé ùò Üìåóç óõíÝðåéá ôçí áýîçóç ôïõ êüóôïõò õðïëïãéóìüõ ôçò ëýóçò ôïõ ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò (4.7).
Èá áó÷ïëçèïýìå ôþñá ìå ôçí äïìÞ êáß ôéò éäéüôçôåò ôïõ ðßíáêá áêáìøßáò AG ôïõ ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò (4.7) óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìåèüäïõ ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá (AG = Afe). Ç âá-
óéêÞ éäÝá ôçò ìåèüäïõ åßíáé íá áíÜãïõìå ôï õðïëïãéóôéêü ðñüâëçìá óôç ëýóç åíüò ãñáììéêïý
óõóôÞìáôïò ôïõ ïðïßïõ ï ðßíáêáò ðåñéÝ÷åé "ëßãá " ìç ìçäåíéêÜ óôïé÷åßá.
ÐñÜãìáôé, áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ïé óõíáñôÞóåéò âÜóçò ôïõ õðï÷þñïõ Xk

h Ý÷ïõí ôïðéêü õðïóôÞ-
ñéãìá ôá ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ôïõ ðßíáêá Afe åßíáé ìçäåíéêÜ. ÓõãêåêñéìÝíá óôçí ðåñßðôùóç
üðïõ k = 1 ôï õðïóôÞñéãìá ôçò óõíÜñôçóçò óôÝãçò öi üðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé åßíáé ç Ýíùóç
ôùí äéáóôçìÜôùí Ii−1 êáß Ii üôáí 1 ≤ i ≤ n− 1, åíþ üôáí ôï i = 0 óõìðßðôåé ìå ôï äéÜóôçìá
I0. ¢ìåóç óõíÝðåéá ôùí ðáñáðÜíù åßíáé üôé ãéá Ýíá óôáèåñü i = 1; :::; n − 1 ïé óõíáñôÞóåéò
óôÝãåò öi−1 êáß öi+1 åßíáé ïé ìïíáäéêÝò ðïõ Ý÷ïõí ìç - ìçäåíéêü õðïóôÞñéãìá, ôï ïðïßï äéá-
óôáõñþíåôáé ìå ôï õðïóôÞñéãìá ôçò öi (âë.ó÷Þìá 4.4). ¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá
üôé ï ðßíáêáò Afe åßíáé ôñéäéáãþíéïò êáèþò áij = 0 üôáí j =∈ {i− 1; i; i + 1}.
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Ó÷Þìá 4.4 Ïé óõíáñôÞóåéò óôÝãåò öi−1, öi, öi+1 êáß öi+2.

Èá õðïëïãßóïõìå ôþñá áíáëõôéêÜ ôá óôïé÷åßá áij ôïõ ðßíáêá Afe. Áñ÷éêÜ èåùñïýìå ìßá
ïìïéüìïñöç äéáìÝñéóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [0,1] ìå xi = xi−1 + h , i = 1; :::; n êáß h = 1

n
.

Åðßóçò üðïõ öi åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ äßíïíôáé áðü ôçí ó÷Ýóç (4.21), åíþ üðïõ ö′i åßíáé ïé
áíôßóôïé÷åò ðáñÜãùãïé ôïõò, äçëáäÞ

(4.27) ö′i(x) =


1
h

xi−1 ≤ x ≤ xi;

− 1
h

xi ≤ x ≤ xi+1:

Óôçí óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí äéãñáììéêÞ ìïñöÞ (4.4) êáß õðïèÝôïíôáò üôé á, â, ã åßíáé
óôáèåñÝò Ý÷ïõìå üôé,

ái;i−1 = á(öi; öi−1) =

∫ 1

0

áö′i(x)ö′i−1(x)dx +

∫ 1

0

âö′i(x)öi−1(x)dx +

∫ 1

0

ãöi(x)öi−1(x)dx =

=
n∑
i=1

(∫ xi

xi−1

áö′i(x)ö′i−1(x)dx +

∫ xi

xi−1

âö′i(x)öi−1(x)dx +

∫ xi

xi−1

ãöi(x)öi−1(x)dx

)
= −á

h
+
â

2
+
ãh

6
;

Ïìïßùò ðñïêýðôïõí êáß ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôùí äéáãùíßùí ôïõ ðßíáêá Afe,

ái;i+1 = −á
h
− â

2
+
ãh

6
ái;i =

2á

h
+

2

3
ãh;

êáß ï ðßíáêáò Afe Ý÷åé ôåëéêÜ ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

Afe =



2á
h

+ 2ãh
3

−á
h
− â

2
+ ãh

6
0 · · · 0

−á
h

+ â
2

+ ãh
6

2á
h

+ 2ãh
3

−á
h
− â

2
+ ãh

6

...

0
. . . . . . . . . 0

... · · · −á
h

+ â
2

+ ãh
6

2á
h

+ 2ãh
3

−á
h
− â

2
+ ãh

6

0 · · · 0 −á
h

+ â
2

+ ãh
6

2á
h

+ 2ãh
3


ÐáñáêÜôù äßíåôáé ï äåßêôçò êáôÜóôáóçò ôïõ ðßíáêá Áfe ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ‖ · ‖2,

K2(Afe) = ‖Afe‖2‖A−1fe ‖2 = O(h−2):

Ï äåßêôçò áõôüò ìáò äßíåé Ýíá öñÜãìá ãéá ôï ðüóï áíáêñéâÞò ìðïñåß íá åßíáé ç ëýóç ôïõ
óõóôÞìáôïò (4.7) ìÝôá ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáìÝíùí óôïé÷åßùí. ¸÷ïõìå
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áíáöÝñåé üôé ãéá íá âåëôéþóïõìå ôçí áêñßâåéá ôçò ìåèüäïõ áñêåß íá ìåéþóïõìå ôï ìÝãåèïò
ôïõ âÞìáôïò h. Ðáñáôçñïýìå üìùò üôé üôáí ôï h→ 0 ôï K2(Afe)→∞ ôï ïðïßï Ýñ÷åôáé óå
áíôßöáóç ìå ôá ðñáðÜíù.

ÐáñáôÞñçóç 4.8 ÅðåéäÞ ï äåßêôçò êáôÜóôáóçò ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò (4.7) åßíáé ðïëý
ìåãáëýôåñïò ôïõ 1 (>> 1) ôï óýóôçìá êáëåßôáé "êáêÞò êáôÜóôáóçò" êáß ãéá ôçí åðßëõóç
ôïõ áðáéôïýíôáé åéäéêÝò ôå÷íéêÝò. Åðéóçìáßíåôáé ðÜíôùò ðùò ç åðéëõóéìüôçôá ôùí ãñáììéêþí
óõóôçìÜôùí ðïõ ðñïêýðôïõí ìå ôç äéáäéêáóßá äéáêñéôïðïßçóçò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí,
åîáóöáëßæåôáé ìå ó÷åôéêÜ ãñÞãïñï êáß åõóôáèÞ ôñüðï. (âë. êåöÜëáéá 3,4,5 ôïõ [1])

4.5 ÖáóìáôéêÝò ìÝèïäïé

Ç âáóéêÞ äéáöïñÜ ôùí öáóìáôéêþí ìåèüäùí óå ó÷Ýóç ìå ôéò ìåèüäïõò ðåðåñáóìÝíùí óôïé-
÷åßùí åßíáé üôé ïé ðñþôåò ðñïóåããßæïõí ôçí ëýóç ùò ãñáììéêü óõíäéáóìü óõíå÷þí óõíáñ-
ôÞóåùí ïé ïðïßåò åßíáé ìç-ìçäåíéêÝò óå ïëüêëçñç ôçí ðåñéï÷Þ ôçò ëýóçò,åíþ óôçí ìÝèïäï
ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ïé óõíáñôÞóåéò åßíáé ìç-ìçäåíéêÝò óå ìéêñÝò õðïðåñéï÷Ýò. ¸ôóé
óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå ìßá óõíïëéêÞ ðñïóÝããéóç ôçò ëýóçò óå áíôßèåóç ìå ôçí äåýôåñç
ðåñßðôùóç üðïõ ç ðñïóÝããéóç ãßíåôáé ôïðéêÜ.
Ç ìÝèïäïò áõôÞ åöáñìüæåôáé åßôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôáîéíüìçóçò åßôå ôçí ìÝèïäï
Galerkin. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðùò äéáìïñöþíåôáé ôï ðñüâëçìá ðñï-
óÝããéóçò ôçò ìåèüäïõ Galerkin (4.5) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò öáóìáôéêÝò ìåèüäïõò.

Áñ÷éêÜ èåùñïýìå üôé ôï ðñüâëçìá (4.1) ïñßæåôáé óôï äéÜóôçìá (−1; 1). Óôç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå
ìßá êáôáíïìÞ êüìâùí {x0; :::; xn}, ç ïðïßá óõìðßðôåé ìå ôá n + 1 Legendre-Gauss-Lobatto
óçìåßá. Ôá óçìåßá áõôÜ åßíáé ïé n+1 ñßæåò ôùí ðïëõùíýìùí Pn+1 âáèìïý n+1 óôï äéÜóôçìá
[−1; 1], üðïõ {Pk} åßíáé ìßá áêïëïõèßá ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí óôï [-1,1] ìå óõíÜñôçóç
âÜñïõò w = 1. ÐáñáêÜôù äßíåôáé ï ïñéóìüò ôùí ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí.

Ïñéóìüò 4.5.1 Ôá ðïëõþíõìá Pk ìå k = 0; 1; :::; êáëïýíôáé ïñèïãþíéá ìå óõíÜñôçóç âÜñïõò
w = 1, óôï ãåíéêü äéÜóôçìá [a; b] áí,

(i)ï âáèìüò ôïõPkåßíáék; k = 0; 1; 2; :::;

êáß

(ii)

∫ b

a

PiPjdx =


0 áí i 6= j;

6= 0 áí i = j:

Ç áêïëïõèßá ôþñá {Pk} ôùí ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß óôï ãåíéêü
äéÜóôçìá [a; b] áðü ôá áíôßóôïé÷á ðïëõþíõìá Legendre pk óôï [−1; 1] ìå ôïí ôýðï

Pk(x) =
2

b− a
pk(

a + b

2
+
b− a

2
x);
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êáß ôá ðïëõþíõìá Legendre ìå ôçí óåéñÜ ôïõò, ìå ôïí åðáíáëçðôéêü ôýðï

(k + 1)pk+1 − (2k + 1)xpk + kpk−1 = 0 ìå p0 = 1 êáß p1 = x:

Óýìöùíá ìå ôïí êáíüíá ôåñáãùíéóìïý ôïõ Gauss ôï âáèìùôü ãéíüìåíï (u; õ) =
∫ 1

−1 uõdx

óôïí ÷þñï L2(−1; 1) ðñïóåããßæåôáé áðü ôï áêüëïõèï Üèñïéóìá,

(4.28) (u; õ)n ≈
n∑

j=0

u(xj)õ(xj)wj;

üðïõ w åßíáé ìßá áõóôçñÜ èåôéêÞ ïëïêëçñþóéìç óõíÜñôçóç ç ïðïßá êáëåßôáé óõíÜñôçóç âÜñïõò
ôïõ ôýðïõ ôåôñáãùíéóìïý Legendre-Gauss-Lobatto.
Åðßóçò õðïèÝôïõìå üôé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç uh åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n êáß ïñßæïõìå
ìå P0

n ôï óýíïëï ôùí ðïëõùíýìùí p ∈ Pn([−1; 1]) Ýôóé þóôå p(−1) = p(1) = 0:
Ôï ðñüâëçìá Galerkin (4.5) ðáßñíåé ôþñá ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(4.29) íá âñåèåß un ∈ P0
n : an(un; õn) = (f; õn)n ∀õn ∈ P0

n;

üðïõ án åßíáé ìßá äéãñáììéêÞ ìïñöÞ ç ïðïßá ðñïêýðôåé áðü ôçí ó÷Ýóç (4.4) áíôéêáèéóôþíôáò
ôá ïëïêëçñþìáôá áðü ôçí ó÷Ýóç (4.28), äçëáäÞ

án(un; õn) = (au′n; õ
′
n)n + (âu′n; õn)n + (ãun; õn)n:

Ç ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç (4.29) ïíïìÜæåôáé ôþñá ãåíéêåõìÝíç ðñïóÝããéóç Galerkin. Ç áíÜ-
ëõóç ôçò áðáéôåß ðåñéóóüôåñç ðñïóï÷Þ óå ó÷Ýóç ìå ôçí áíÜëõóç ôçò ìåèüäïõ Galerkin êáß
âñßóêåôáé åêôüò ðëáéóßïõ áõôÞò ôçò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò.
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Åîéóþóåéò ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò.

Ôá óõíïñéáêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò ìïñöÞò (4.1) ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá ðåñéãñÜøïõí äéáäéêáóßåò
äéÜ÷õóçò, ìåôáöïñÜò êáß áðïññüöçóçò ìßáò óõãêåêñéìÝíçò ðïóüôçôáò ç ïðïßá óõìâïëßæåôáé
ìå u(x). Ìå ôïí üñï −(au′)′ óõìâïëßæïõìå ôçí äéÜ÷õóç, ìå âu′ ôçí ìåôáöïñÜ êáß ìå ãu ôçí
ôçí áðïññüöçóç.
Ãéá ðáñÜäåéãìá áí èåùñÞóïõìå üôé á = å, ã = 0 êáß â = óôáèåñÜ >> 1 ôüôå Ý÷ïõìå ôï
áêüëïõèï ðñüâëçìá óõíïñéêþí ôéìþí,

(5.1) −åu′′ + âu′ = 0; 0 < x < 1;

(5.2) u(0) = 0; u(1) = 1;

üðïõ å, â åßíáé äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò ôÝôïéåò þóôå å
â
<< 1: Ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá ìðïñåß

íá åßíáé áðëü, áëëÜ ðåñéãñÜöåé Ýíá ðïëý åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò, üðïõ ç
ìåôáöïñÜ õðåñéó÷ýåé ôçò äéÜ÷õóçò.

Ïñéóìüò 5.0.2 Ïñßæïõìå ôïí ðáãêüóìéï áñéèìü Péclet ùò,

(5.3) Pegl =
|â|L
2å

;

üðïõ L åßíáé ôï åýñïò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ( óôçí ðåñßðôùóç ìáò åßíáé ßóï ìå 1). Ï áñéèìüò
Peclet ìåôñÜåé ôçí õðåñï÷Þ ôïõ üñïõ ðïõ óõìâïëßæåé ôçí ìåôáöïñÜ Ýíáíôé ôïõ üñïõ ðïõ óõì-
âïëßæåé ôçí äéÜ÷õóç.

Ç áíôßóôïé÷ç ôþñá áóèåíÞò äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1) åßíáé,

(5.4) íá âñåèåß u ∈ H1
0 (0; 1) : a(u; õ) = 0 ∀õ ∈ H1

0 (0; 1);

üðïõ á(·; ·) åßíáé ç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ ç ïðïßá äßíåôáé áðü ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç,

á(u; õ) = å

∫ 1

0

u′õ′dx + â

∫ 1

0

u′õdx:

35
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Ëüãù ôçò óõíÝ÷åéáò ôïõ äéãñáììéêïý óõíáñôçóïåéäïýò Ý÷ïõìå üôé,

|á(u; õ)| ≤ å‖u′‖L2(0;1)‖õ′‖L2(0;1) + â‖u′‖L2(0;1)‖õ‖L2(0;1):

Åöáñìüæùíôáò ôçí áíéóüôçôá Poincare,

‖õ‖L2(0;1) ≤ Cp‖õ′‖L2(0;1);

ðñïêýðôåé ôåëéêÜ üôé,

|a(u; õ)| ≤ å‖u′‖L2(0;1)‖õ′‖L2(0;1) + âCp‖u′‖L2(0;1)‖õ′‖L2(0;1) ≤

≤ (å + âCp)‖u′‖L2(0;1)‖õ′‖L2(0;1):

Óôçí óõíÝ÷åéá èÝôïõìå M = å + âCp êáß á0 = å êáß ç åêôßìçóç óöÜëìáôïò ôçò ìåèüäïõ
Galerkin ç ïðïßá äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç (4.20) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ôï k = 1 ðáßñíåé
ôþñá ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

‖u− uh‖H1
0 (0;1)

≤ (å + âCp)

å
ch‖u‖H2(0;1) ≤ ch‖u‖H2(0;1) +

âCp

å
ch‖u‖H2(0;1)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ðáñáôçñïýìå üôé ç åêôßìçóç ôïõ óöÜëìáôïò ãéá íá Ý÷åé íüçìá êáß
íá åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí öñáãìÝíç ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ å ðñÝðåé

h ≤ å

âCpc
Þ éóïäýíáìá üôáí h ≈

(M
a0

)−1
:

¸ôóé êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï üñïò á åßíáé ðïëý ìéêñüôåñïò
áðü ôïí üñï â Þ ôïí üñï ã ôïõ ðñïâëÞìáôïò (4.1) ç ìÝèïäïò Galerkin ìðïñåß íá åßíáé áêá-
ôÜëëçëç óôï íá åðéöÝñåé áêñéâÞ áñéèìçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá.

Õðïëïãßæïõìå ôþñá ôçí áêñéâÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1)-(5.2). Ðáñáôçñïýìå üôé ðñü-
êåéôáé ãéá ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò êáß ìå ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç
ôçí −åë2 + âë = 0, ïé ñßæåò ôçò ïðïßáò åßíáé ë1 = 0 êáß ë2 = â=å. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôçí áêüëïõèç
ëýóç,

u(x) = C1e
ë1x + C2e

ë2x = C1 + C2e
â
å
x;

üðïõ C1 êáß C2 åßíáé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÔÝëïò åöáñìüæùíôáò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
Ý÷ïõìå üôé C1 = − 1

eâ=å−1 = −C2 ìå áðïôÝëåóìá ç ëýóç ôþñá íá ãñÜöåôáé ùò åîÞò,

u(x) =
exp(âx=å)− 1

exp(â=å)− 1
:

Ðáñáôçñïýìå üôé áí ôï â=å << 1 ìðïñïýìå íá áíáðôýîïõìå ôá åêèåôéêÜ êáß ôüôå Ý÷ïõìå üôé,

u(x) = (1 +
â

å
x + :::− 1)=(1 +

â

å
+ :::− 1) u (âx=å)(â=å) = x;
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äçëáäÞ ç ëýóç åßíáé êïíôÜ ìå ôçí ëýóç ôïõ ïñéáêïý ðñïâëÞìáôïò −åu′′ = 0, ç ïðïßá åßíáé ìßá
åõèåßá ãñáììÞ ç ïðïßá ðáñåìâÜëåé ôá óõíïñéáêÜ óôïé÷åßá.
Áðü ôçí Üëëç áí ôï â=å >> 1 ôá åêèåôéêÜ ðáßñíïõí ìåãÜëåò ôéìÝò ìå áðïôÝëåóìá,

u(x) u
exp(â=åx)

exp(â=å)
= exp

[
− â

å
(1− x)

]
:

Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ï åêèÝôçò åßíáé ìåãÜëïò êáß áñíçôéêüò ç ëýóç åßíáé ó÷åäüí ðáíôïý ìç-
äåíéêÞ åêôüò áðü ìßá ìéêñÞ ðåñéï÷Þ ãýñù áðü ôï óçìåßï x = 1 üðïõ ï üñïò 1 − x ãßíåôáé
ðïëý ìéêñüò êáß ç ëýóç ôüôå ðáßñíåé ôçí ôéìÞ 1 ìå åêèåôéêÞ óõìðåñéöïñÜ. Ôï åýñïò áõôÞò ôçò
ðåñéï÷Þò åßíáé ôçò ôÜîåùò å=â êáß åßíáé áñêåôÜ ìéêñü.
Ïé ðáñáðÜíù ðáñáôçñÞóåéò åðéóçìáßíïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáß ôçí åîÜñ-
ôçóç ôçò ëýóçò áðü ôï å.

5.1 Äéáêñéôïðïßçóç êáß åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Ôï óõíå÷Ýò ðñüâëçìá (5.1)-(5.2) äéáêñéôïðïéåßôáé åöáñìüæïíôáò ôçí ìÝèïäï Galerkin ìå ðå-
ðåñáóìÝíá óôïé÷åßá óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ï ÷þñïò ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí åßíáé ï
X1

h ùò åîÞò,

(5.5) íá âñåèåß uh ∈ X1
h : a(uh; õh) = 0 ∀õh ∈ X1;0

h ;

üðïõ uh(0) = 0 êáß uh(1) = 1 åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáß á(·; ·) åßíáé ç
áêüëïõèç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ,

(5.6) á(uh; õh) =

∫ 1

0

(åu′hõ
′
h + âu′hõh)dx:

ËáìâÜíïíôáò óôï ðñüâëçìá (5.1) ùò óõíÜñôçóç äïêéìÞò õh ôç ãåíéêÞ óõíÜñôçóç âÜóçò öi
Ý÷ïõìå ôçí åîÞò ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò,∫ 1

0

åu′hö
′
idx +

∫ 1

0

âu′höidx = 0; i = 1; :::; n− 1:

Óôç óõíÝ÷åéá èÝôïíôáò uh(x) =
∑n

j=0 = ujöj(x) êáß õðåíèõìßæïíôáò üôé ïé óõíáñôÞóåéò âÜóçò
öi åßíáé ìç-ìçäåíéêÝò óôï äéÜóôçìá [xi−1; xi+1] ãéá i = 1; :::; n − 1 ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá
áíÜãåôáé óôï áêüëïõèï,

å

[
ui−1

∫ xi

xi−1

ö′i−1ö
′
idx + ui

∫ xi+1

xi−1

(ö′i)
2dx + ui+1

∫ xi+1

xi

ö′iö
′
i+1dx

]

+â

[
ui−1

∫ xi

xi−1

ö′i−1öidx + ui

∫ xi+1

xi−1

ö′iöidx + ui+1

∫ xi+1

xi

ö′i+1öidx

]
= 0:
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Èåùñïýìå ôþñá ìßá ïìïéüìïñöç äéáìÝñéóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [0; 1] ìå xi = xi−1 + h ãéá i =
1; :::; n êáß h = 1

n
. Óôçí óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå ôéò óõíáñôÞóåéò öi êáß ö

′
i áðü ôéò ó÷Ýóåéò

(4.21) êáß (4.27) áíôßóôïé÷á ìå áðïôÝëåóìá íá ðñïêýøåé üôé,

(5.7)
å

h
(−ui−1 + 2ui − ui+1) +

1

2
â(ui+1 − ui−1) = 0; i = 1; :::; n− 1:

Áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ìå h/å êáß ïñßóïõìå ôïí ôïðéêü áñéèìü Péclet íá
åßíáé

Pe =
|â|h
2å

;

ôï ðñüâëçìá èá ðÜñåé ôåëéêÜ ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(5.8) (Pe− 1)ui+1 + 2ui − (Pe + 1)ui−1 = 0; i = 0; :::; n− 1:

ÁõôÞ åßíáé ìßá åîßóùóç äéáöïñþí ôçò ïðïßáò ç ëýóç Ý÷åé ôçí ìïñöÞ ui = A1ñ
i
1 + A2ñ

i
2, üðïõ

Á1; Á2 åßíáé äýï êáôÜëëçëåò óôáèåñÝò êáß ñ1; ñ2 åßíáé ïé ñßæåò ôçò áêüëïõèçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîßóùóçò,

(Pe− 1)ñ2 + 2ñ − (Pe + 1) = 0:

Áíáëõôéêüôåñá,

ñ1;2 =
−1

+
−
√

1 + Pe2 − 1

Pe− 1
=


1+Pe
1−Pe ;

1:

Åöáñìüæïíôáò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèçêÝò óôá óçìåßá x = 0 êáß x = 1 âñßóêïõìå üôé,

A1 = 1=

(
1−

(
1 + Pe
1− Pe

)n)
êáß A2 = −A1;

êáß ç ëýóç ôåëéêÜ ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.8) åßíáé,

ui =

(
1−

(
1 + Pe
1− Pe

)i
)
=

(
1−

(
1 + Pe
1− Pe

)n)
; i = 0; :::; n:

ÐáñáôÞñçóç 5.1 Ðáñáôçñïýìå üôé áí Pe > 1 åìöáíßæåôáé óôïí áñéèìçôÞ ôçò ðáñáðÜíù ëý-
óçò ìßá äýíáìç ìå áñíçôéêÞ âÜóç ç ïðïßá Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá íá Ý÷ïõìå ìßá "ôáëáíôïýìåíç"
ëýóç. Ãéá íá áðïöýãïõìå ôÝôïéïõ åßäïõò ëýóåéò åðéëÝãïõìå ôï ìÝãåèïò ôïõ âÞìáôïò h íá åß-
íáé ìéêñü ìå Ýíáí ôÝôïéï ôñüðï þóôå Pe < 1. Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ ðïëëÝò öïñÝò äåí åßíáé
ðñáêôéêÞ, ãéá ðáñÜäåéãìá áí ôï â=1 êáß å = 5 ·10−5 èá ðñÝðåé ôï âÞìá h íá åßíáé ìéêñüôåñï
ôïõ 10−4 (h < 10−4), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé èá ðñÝðåé íá õðïäéáéñÝóïõìå ôï äéÜóôçìá [0; 1]
óå 10000 õðïäéáóôÞìáôá, ìßá óôñáôçãéêÞ ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåé ðñïâëÞìáôá üôáí Ý÷ïõìå íá
áíôéìåôùðßóïõìå ðïëõäéÜóôáôá ðñïâëÞìáôá.
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5.2 Óýãêñéóç ôùí ìåèüäùí ôùí Ð.Ó êáß ôùí Ð.Ä.

Èá åîåôÜóïõìå ôþñá ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí üôáí åöáñ-
ìüæåôáé óôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò óå ó÷Ýóç ìå ôçí ìÝèïäï ôùí ðå-
ðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí. ÕðïèÝôïõìå ðÜëé üôé Ý÷ïõìå ôï ðñüâëçìá (5:1) − (5:2) êáß ãéá íá
åîáóöáëßóïõìå üôé ôï ôïðéêü óöÜëìá äéáêñéôïðïßçóçò åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò ðñïóåããßæïõìå
ôéò ðáñáãþãïõò u′(xi) êáß u

′′(xi) ,i = 1; :::; n− 1 óôï êåíôñéêü óçìåßï ðáñåìâïëÞò xi (âë.êåö
3) êáß Ýôóé ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí,

(5.9) −å ui+1 − 2ui + ui−1
h2

+ â
ui+1 − ui−1

2h
= 0; i = 1; :::; n− 1;

(5.10) u0 = 0; un = 1:

Ðáñáôçñïýìå ôþñá üôé áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìå h èá ìáò äþóåé áêñé-
âþò ôçí ßäéá ó÷Ýóç (5:7) ç ïðïßá åß÷å ðñïêýøåé áðü ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìÝèïäï Galerkin ìå
ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá.
Ç ó÷Ýóç áõôÞ ìåôáîý ôùí äýï ìåèüäùí ìðïñåß íá åðéöÝñåé ìßá ëýóç óôï ðñüâëçìá ôçò "ôá-
ëáíôïýìåíçò " ëýóçò ç ïðïßá åìöáíßæåôáé êáôÜ ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
(5:7) üôáí ï ôïðéêüò áñéèìüò Peclet åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü 1. Ç óçìáíôéêüôåñç ðáñáôÞñçóç
óôï óçìåßï áõôü åßíáé üôé ç áóôÜèåéá ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôç ëýóç åöáñìüæïíôáò ôç ìÝèïäï
ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç äéáêñéôïðïéÞóç ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò ãßíåôáé óôï êåíôñéêü óçìåßï ðáñåìâïëÞò. ¸íáò ðéèáíüò ôñüðïò áíôéìåôþðéóçò áõôïý ôïõ
ðñïâëÞìáôïò åßíáé íá ðñïóåããßóïõìå ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï åßôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò åìðñüò
äéáöïñÝò åßôå ôéò ðßóù äéáöïñÝò áíÜëïãá ìå ôï ðñüóçìï ôéò óôáèåñÜò â. Áíáëõôéêüôåñá,

u′ u


ui−ui−1

h
üôáí â > 0 (ðßóù äéáöïñÝò);

ui+1−ui
h

üôáí â < 0 (åìðñüò äéáöïñÝò):

Óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò üðïõ Ý÷ïõìå èåùñÞóåé üôé ôï â åßíáé ìßá
èåôéêÞ óôáèåñÜ ðïëý ìåãáëýôåñç ôçò ìïíÜäáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðßóù äéáöïñÝò ãéá ôçí
ðñïóÝããéóç ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ôï ðñüâëçìá (5:9) ðáßñíåé ôþñá ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(5.11) −å ui+1 − 2ui + ui−1
h2

+ â
ui − ui−1

h
= 0; i = 1; :::; n− 1;

üðïõ ãéá å = 0 ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ ui = ui−1 áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé êáß ç óôáèåñÞ ëýóç ôïõ
ïñéáêïý ðñïâëÞìáôïò âu′ = 0. Áõôüò ï ôñüðïò äéáêñéôïðïéÞóçò ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ üðïõ
÷ñçóéìïðïéïýìå åßôå ôéò åìðñüò åßôå ôéò ðßóù äéáöïñÝò ïíïìÜæåôáé êáß upwind di�erencing.
Ôï ôßìçìá ôþñá ðïõ ðëçñþíïõìå ðñïêõìÝíïõ íá åíéó÷ýóïõìå ôçí åõóôÜèåéá ôçò ëýóçò åßíáé
üôé ÷Üíïõìå ìßá ôÜîç áêñßâåéáò êáèþò üôáí ÷ñçóéìïðïéïýìå upwind di�erencing Ý÷ïõìå Ýíá
ôïðéêü óöÜëìá äéáêñéôïðïßçóçò ôçò ôÜîåùò O(h) êáß ü÷é ôçò ôÜîåùò O(h2) üðùò óõíÝâáéíå
üôáí ç äéáêñéôïðïßçóç ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ãéíüôáí óôï êåíôñéêü óçìåßï ðáñåìâïëÞò.
Ðáñáôçñïýìå åðßóçò

ui − ui−1
h

=
ui+1 − ui−1

2h
− h

2

ui+1 − 2ui + ui−1
h2

;
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äçëáäÞ ç ðñïóÝããéóç ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðßóù äéáöïñÝò ìðïñåß íá
ãñáöåß ùò ôï Üèñïéóìá ôçò ðñïóÝããéóçò ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ óôï êåíôñéêü óçìåßï ðáñåì-
âïëÞò êáß åíüò üñïõ ðïõ åßíáé áíÜëïãïò ôçò äéáêñéôïðïßçóçò ôçò äåýôåñçò ôÜîåùò ðáñáãþãïõ.
Óõíåðþò ôï ðñüâëçìá (5:11) ìðïñåß ôþñá íá ðÜñåé ôçí éóïäýíáìç ìïñöÞ

(5.12) −åh
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+ â

ui+1 − ui−1
2h

= 0 i = 1; :::; n− 1;

üðïõ åh = (1 + Pe). ÂÝâáéá áõôü ðñïûðïèÝôåé ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôçò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò
(5:1) ìå ôçí áíôßóôïé÷ç äéáôáñáãìÝíç,

(5.13) −åhu′′ + âu′ = 0;

üðïõ óôçí óõíÝ÷åéá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí ðñïóåããßæïõìå
óôï êåíôñéêü óçìåßï ðáñåìâïëÞò ôéò ðáñáãþãïõò u′ êáß u′′. Ç áêüëïõèç äéáôáñá÷Þ

(5.14) −åPeu′′ = −âh
2
u′′

ïíïìÜæåôáé ôå÷íéôÞ äéÜ÷õóç (arti�cial di�usion Þ numerical viscosity).
Åðßóçò ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå ìßá ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5:11) ÷ñçóéìïðïéþ-
íáôò ôçí áêüëïõèç äéÜ÷õóç

(5.15) åh = å(1 + ö(Pe));

üðïõ ö åßíáé ìßá êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç ôïõ ôïðéêïý áñéèìïý Peclet ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí
ó÷Ýóç,

lim
t→0+

ö(t) = 0:

Ðáñáôçñïýìå üôé üôáí ö(t) = 0 ãéá üëá ôá t, ôüôå ðáßñíïõìå ôï ðñüâçìá (5:9) ôïõ ïðïßïõ ç
äéáêñéôïðïßçóç Ýãéíå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí óôï êåíôñéêü
óçìåßï ðáñåìâïëÞò, åíþ üôáí ö(t) = t ðñïêýðôåé ôï ðñüâëçìá (5:11) Þ éóïäýíáìá ôï (5:12)
ôïõ ïðïßïõ ç äéáñéôïðïßçóç Ýãéíå ðñïóåããßæïíôáò ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò
ðßóù äéáöïñÝò (upwind di�erencing). Åðßóçò ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå êáß Üëëåò ìïñöÝò ôçò
óõíÜñôçóçò ö. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôçí áêüëïõèç óõíÜñôçóç,

(5.16) ö(t) = t− 1 + B(2t);

üðïõ B(t) åßíáé ç áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç Bernoulli ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò B(t) = t=(et − 1) ãéá
t 6= 0 êáß üôáí t = 0 ôüôå B(0) = 1.
Ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ êáé ùò Scharfetter-Gummel method (SG).
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Ó÷Þìá 5.1 Ïé óõíáñôÞóåéò öUP (äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ) êáß öSG (åõèåßá ãñáììÞ) .

ÐáñáôÞñçóç 5.2 Óõìâïëßæïíôáò ìå öC, öUP êáß öSG ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò óõíáñôÞóåéò,
äçëáäÞ öC = 0,öUP (t) = t êáß öSG(t) = t − 1 + B(2t), ðáñáôçñïýìå áðü ôï äéÜãñáììá üôé
êáèþò Pe → +∞ öSG ≈ öUP åíþ öSG = O(h2) êáß öUP = O(h) üôáí Pe → 0+. ¸ôóé ç
ìÝèïäïò SG Ý÷åé áêñßâåéá äåýôåñçò ôÜîçò êáß ãé'áõôü ôïí ëüãï èåùñåßôáé êáß ùò ç âÝëôéóôç
ìÝèïäïò. ¸ðéóçò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé áí ç óõíÜñôçóç f åßíáé êáôÜ ôìÞìáôá óôáèåñÞ óå
üëï ôï ðëÝãìá ôçò äéáìÝñéóçò, ôüôå ç SG ìÝèïäïò äßíåé ìßá áñéèìçôéêÞ ëýóç uSGh ç ïðïßá
åßíáé áêñéâÞò, äçëáäÞ uSGh (xi) = u(xi) óå êÜèå êüìâï xi.

Ï êáéíïýñéïò ôþñá ôïðéêüò áñéèìüò Peclet ï ïðïßïò ó÷åôßæåôáé ìå ôéò ó÷Ýóåéò (5:12) êáß (5:15)
ïñßæåôáé ùò åîÞò,

Pe∗ =
|â|h
2åh

=
Pe

(1 + ö(Pe))
:

Êáß óôá äýï ðñïâëÞìáôá Ý÷ïõìå Pe∗ < 1 ãéá ïðïéoäÞðïôå h. Áõôü ìáò åîáóöáëßæåé üôé ç
áñéèìçôéêÞ ëýóç uh éêáíïðïéåß ôï Èåþñçìá 3:3 (âë.Êåö.3. Ðáñ.3.3. ÁíÜëõóç ôçò óýãêëéóçò
ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí.)

5.3 Óôáèåñïðïßçóç ôçò ìåèüäïõ ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí.

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åðåêôåßíïõìå ôçí ÷ñÞóç ôçò ôå÷íéôÞò äéÜ÷õóçò, ôçí ïðïßá ðáñïõóéÜ-
óáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ãéá ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí, óôçí ìÝèïäï
Galerkin ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá áõèáßñåôïõ âáèìïý k ≥ 1. Ãéá ôïí óêïðü áõôü èåùñïýìå
ôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò (5:1) − (5:2) üðïõ óôç óõíÝ÷åéá áíôéêáèçóôïýìå ôçí óôá-
èåñÜ äéÜ÷õóçò å ìå ôçí ó÷Ýóç (5:15).
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Áõôü Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá ôï äéáñéôïðïéçìÝíï ðñüâëçìá (5:5), ôï ïðïßï ðñïÝêõøå áðü ôï áíôß-
óôïé÷ï óõíå÷Ýò åöáñìüæùíôáò ôçí ìÝèïäï Galerkin ìå ðåðåñáóìÝíá óôïé÷åßá, íá ðÜñåé ôþñá
ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

íá âñåèåß
0
uh ∈ Xk;0

h = {õh ∈ Xk
h : õh(0) = õh(1) = 0} Ýôóé þóôå

(5.17) áh(
0
uh; õh) = −

∫ 1

0

âõhdx ∀õh ∈ Xk;0
h ;

üðïõ
áh(u; õ) = á(u; õ) + b(u; õ);

êáß ï üñïò b(u; õ) ï ïðïßïò äßíåôáé áðü ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç

b(u; õ) = åö(Pe)
∫ 1

0

u′õ′dx;

ëÝãåôáé êáß üñïò óôáèåñïðïéÞóçò (stabilization term).
Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ áh(õ; õ) = åh|õ|21 ãéá êÜèå õ ∈ H1

0 (0; 1) êáß åh=å = (1 + ö(Pe)) ≥ 1, ôï
ôñïðïðïéçìÝíï ðñüâëçìá (5:17) éêáíïðïéåß ðåñéóóüôåñåò éäéüôçôåò ìïíïôïíßáò óå ó÷Ýóç ìå ôï
áíôßóôïé÷ï ìç óôáèåñïðïéÞóéìï ðñüâëçìá Galerkin (5.7).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôþñá ôçí óýãêëéóç áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5:17)
0
uh óõãëßíåé óôï

0
u êáèþò ôï h→ 0 , üðïõ

0
u(x) = u(x)− x. Áõôü ãßíåôáé óôï áêüëïõèï èåþ-

ñçìá. Ðñßí äéáôõðþóïõìå êáß áðïäåßîïõìå ôï âáóéêü èåþñçìá èá äéáôõðþóïõìå Ýíá èåþñçìá
êáß Ýíáí ïñéóìü ôá áðïßá êáß èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ âáóéêïý èåùñÞìáôïò.

Èåþñçìá 5.3.1 ÕðïèÝôïõìå üôé 0 ≤ m ≤ k + 1 ìå k ≥ 1 êáß u(m) ∈ L2(á; b) üôáí 0 ≤ m ≤
k + 1. Ôüôå õðÜñ÷åé ìßá èåôéêÞ óôáèåñÜ C, ç ïðïßá åîáñôÜôáé áðü ôï h, ôÝôïéá þóôå

||(u− Ðk
hu)m||L2(á;b) ≤ Chk+1−m||u(k+1)||L2(á;b):

ÓõãêåêñéìÝíá üôáí ôï k = 1,êáß ôï m = 0 Þ ôï m = 1 ôüôå ðáñáôçñïýìå áíôßóôïé÷á,

||u− Ð1
h ||L2(á;b) ≤ C1h

2||u′′||L2(á;b);

(5.18) ||(u− Ð1
h)′||L2(á;b) ≤ C2h||u′′||L2(á;b);

ãéá êáôÜëëçëåò èåôéêÝò óôáèåñÝò C1 êáß C2.

Ïñéóìüò 5.3.1 Áíéóüôçôá Young:

(5.19) ab ≤ åá2 +
1

4å
b2; ∀á; b ∈ R; ∀å > 0:
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Èåþñçìá 5.3.2 Áí k = 1 ôüôå

(5.20) |0u− 0
uh|H1(0;1) ≤ ChG(

0
u);

üðïõ C ≥ 0 åßíáé ìßá êáôÜëëçëç óôáèåñÜ ç ïðïßá åîáñôÜôáé áðü ôï h êáß
0
u êáß

G(
0
u) =


|0u|H1(0;1) + |0u|H2(0;1) ãéá ôéò ðßóù äéáöïñÝò;

|0u|H2(0;1) ãéá ôçí ìÝèïäï SG:

ÅðéðëÝïí áí k = 2 ç ìÝèïäïò SG ìáò äßíåé ôçí áêüëïõèç âåëôéùìÝíç åêôßìçóç óöÜëìáôïò

(5.21) |0u− 0
uh|H1(0;1) ≤ Ch2(|0u|H1(0;1) + |0u|H3(0;1)):

Áðüäåéîç.

Áðü ôï ðñüâëÞìá (5:1)− (5:2) ðáñáôçñïýìå üôé,

á(
0
u; õh) = −

∫ 1

0

âõhdx; ∀õh ∈ Xk;0
h :

Óõãñßíïíôáò ôþñá ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ìå ôçí (5:17) êáèþò ôá äåýôåñá ìÝëç ôïõò åßíáé ßóá
ðáßñíïõìå ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç,

(5.22) áh(
0
u− 0

uh; õh) = b(
0
u; õh); ∀õh ∈ Xk;0

h :

Áíáëôéêüôåñá ç ó÷Ýóç (5:22) ðñïêýðôåé ùò åîÞò,

áh(
0
uh; õh) = á(

0
u; õh)⇒ á(

0
uh; õh) + b(

0
uh; õh) = á(

0
u; õh)

⇒ á(
0
u− 0

uh; õh) = b(
0
uh; õh):

Óõìâïëßæïõìå ìå Eh =
0
u − 0

uh ôï óöÜëìá äéáêñéôïðïßçóçò êáß õðåíèõìßæïõìå üôé Ý÷ïõìå
åöïäéÜóåé ôïí ÷þñï H1

0 (0; 1) ìå ôçí íüñìá (4:8). ¸ôóé ëïéðüí Ý÷ïõìå,

åh|Eh|2H1
0 (0;1)

= áh(Eh; Eh) = áh(Eh;
0
u− Ðk

h

0
u) + áh(Eh; Ð

k
h

0
u− 0

uh)

= áh(Eh;
0
u− Ðk

h

0
u) + b(

0
u;Ðk

h

0
u− 0

uh);

üðïõ åöáñìüóáìå ôçí ó÷Ýóç (5:22) ìå õh = Ðk
h

0
u− 0

uh. Óôçí óõíÝ÷åéá áíáðôýóïõìå ôï äåýôåñï
ìÝëïò ôçò ðáñáðÜíù ó÷Ýóçò êáß åöáñìüæïõìå ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz êáèþò êáß ôçí
áíéóüôçôá Poincare ìå áðïôÝëåóìá íá Ý÷ïõìå,

åh|Eh|2H1(0;1) =

∫ 1

0

(åhE
′
h(

0
u− Ðk

h

0
u)′ + â(E ′h(

0
u− Ðk

h

0
u))dx + åö(Pe)

∫ 1

0

(
0
u)′(Ðk

h

0
u− 0

uh)′dx
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≤ åh|Eh|H1(0;1)|
0
u−Ðk

h

0
u|H1(0;1)+ |â|Cp|Eh|H1(0;1)|

0
u−Ðk

h

0
u|H1(0;1)+åö(Pe)

∫ 1

0

(
0
u)′(Ðk

h

0
u− 0

uh)′dx

= (åh + |â|Cp)|Eh|H1(0;1)|
0
u− Ðk

h

0
u|H1(0;1) + åö(Pe)

∫ 1

0

(
0
u)′(Ðk

h

0
u− 0

uh)′dx

(5.23) = Mh|Eh|H1(0;1)|
0
u− Ðk

h

0
u|H1(0;1) + åö(Pe)

∫ 1

0

(
0
u)′(Ðk

h

0
u− 0

uh)′dx;

üðïõ Mh = åh + |â|Cp åßíáé ç óôáèåñÜ óõíÝ÷åéáò ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò á(·; ·) êáß Cp åßíáé
ç óôáèåñÜ ôçò áíéóüôçò Poincare.
Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï k = 1 êáß ö = öSG ç äåýôåñç ðïóüôçôá ìÝóá óôï

ïëïêëÞñùìá åßíáé ßóç ìå ìçäÝí êáèþò óýìöùíá ìå ôçí ðáñáôÞñçóç (5:2) Ý÷ïõìå
0
uh = Ð1

h

0
u.

¸ôóé ç ó÷Ýóç (5:23) ðáßñíåé ôþñá ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

|Eh|H1(0;1) ≤
(

1 +
|â|Cp

åh

)
|0u− Ð1

h

0
u|H1(0;1):

Ðáñáôçñþíôáò ôþñá üôé åh > å êáß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ó÷Ýóåéò (5:3) êáß (5:18) Ý÷ïõìå
ôåëéêÜ ôï áêüëïõèï öñÜãìá ôïõ óöÜëìáôïò,

|Åh|H1(0;1) ≤ C(1 + 2PeglCph|
0
u|H2(0;1)):

Óôçí ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ç áíéóüôçôá óöÜëìáôïò (5:21) ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíáôò
ôçí áíéóüôçôá Cauchy-Schwarz êáèþò êáß ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá. Áíáëõôéêüôåñá,∫ 1

0

(
0
u)′(Ðk

h

0
uh)′dx ≤ |0u|H1(0;1)||Ðk

h

0
u−0

uh|H1(0;1) ≤ |
0
u|H1(0;1)|

(
|Ðk

h

0
u− 0

u|H1(0;1) + |0u− 0
uh|H1(0;1)

)
= |0u|H1(0;1)|

(
|Ðk

h

0
u− 0

u|H1(0;1) + |Eh|H1(0;1)

)
:

Áíôéêáèéóôïýìå óôçí ó÷Ýóç (5:23) êáß Ý÷ïõìå,

åh|Eh|2H1(0;1) ≤ |Eh|H1(0;1)

(
Mh|

0
u− Ðk

h

0
u|H1(0;1) + åö(Pe)|0u|H1(0;1)

)
+åö(Pe)|0u|H1(0;1)|

0
u−Ðk

h

0
u|H1(0;1):

Óôç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïíôáò ðÜëé ôçí ó÷Ýóç (5:18) ðñïêýðôåé ç áêüëïõèç ó÷Ýóç,

åh|Eh|2H1(0;1) ≤ |Eh|H1(0;1)

(
MhCh

k|0u|Hk+1(0;1) + åö(Pe)|0u|H1(0;1)

)
+Cåö(Pe)|0u|H1(0;1)h

k|0u|Hk+1(0;1):

Åöáñìüæïíôáò ôþñá ôçí áíéóüôçôá Young Ý÷ïõìå,

åh|Eh|2H1(0;1) ≤
åh|Eh|2H1(0;1)

2
+

3

4åh

[
(MhCh

k|0u|Hk+1(0;1))
2 + (åö(Pe)|0u|H1(0;1))

2
]
;
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áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé üôé,

|Åh|2H1(0;1) ≤
3

2

(
Mh

åh

)2

C2h2k|0u|2Hk+1(0;1) +
3

2

(
å

åh

)2

+ ö(Pe)2|0u|2H1(0;1)+

+
2å

åh
ö(Pe)|0u|H1(0;1)Ch

k|0u|Hk+1(0;1):

×ñçóéìïðïéþíôáò ðÜëé ôï ãåãïíüò üôé åh > å êáß ôïí ïñéóìü (5:3) Ý÷ïõìå üôé (Ìh=åh) ≤
(1 + 2CpPegl) êáß ôüôå ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

|Eh|2H1(0;1) ≤
3

2
C2(1 + 2CpPegl)2h2k|0u|2Hk+1(0;1)

+2ö(Pe)Chk|0u|H1(0;1)|
0
u|Hk+1(0;1) +

3

2
ö(Pe)2|0u|2H1(0;1);

ôï ïðïßï ìðïñåß íá ãñáöåß êáß ùò åîÞò,

(5.24) |Eh|2H1(0;1) ≤M
[
h2k|0u|Hk+1(0;1) + ö(Pe)hk|0u|H1(0;1) + ö(Pe)2|0u|2H1(0;1)

]
üðïõM åßíáé ìßá êáôÜëëçëç èåôéêÞ óôáèåñÜ.

Áí Ý÷ïõìå ôþñá öUP = Cåh, üðïõ Cå = â=å, ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé

|Eh|2H1(0;1) ≤ Ch2
[
h2k−2|0u|2Hk+1(0;1) + hk−1|0u|H1(0;1)|

0
u|Hk+1(0;1) + |0u|2H1(0;1)

]
;

ç ïðïßá ìáò äåß÷íåé üôé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí óôçí åé-
äéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ôï k = 1 üðùò åðßóçò êáß ôçí ôå÷íéôÞ äéÜ÷õóç óôçí ðåñßðôùóç ôùí ðßóù
äéáöïñþí ðñïêýðôåé ç ãñáììéêÞ åêôßìçóç óýãêëéóçò (5:20).

Óôçí ðåñßðôùóç ôþñá ðïõ Ý÷ïõìå ö = öSG êáß õðïèÝôïíôáò üôé ôï h åßíáé áñêåôÜ ìéêñü
Ýôóé þóôå öSG ≤ Kh2 , ãéá ìßá êáôÜëëçëç èåôéêÞ óôáèåñÜ Ê, ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé,

|Eh|2H1(0;1) ≤ Ch4
[
h2(k−2)|0u|2Hk+1(0;1) + hk−2|0u|H1(0;1)|

0
u|Hk+1(0;1) + |0u|2H1(0;1)

]
;

ç ïðïßá ìáò äåß÷íåé üôé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï k = 2 óå óõíäéáóìü ìå ôï üôé ÷ñçóéìïðïéÞóáìå
ôçí ôå÷íéôÞ äéÜ÷õóç ðñïêýðôåé ç äåýôåñçò ôÜîåùò åêôßìçóç ôçò óýãêëéóçò (5:21). �

5.4 ÐåñéãñáöÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò óôéò äýï äéáóôÜóåéò.

ÌÝ÷ñé óôéãìÞò Ý÷ïõìå ðáñïõóéÜóåé ôéò âáóéêÝò éäÝåò áñéèìçôéêÞò åðßëõóçò ðñïâëÞìáôùí åë-
ëåéðôéêïý ôýðïõ ôá ïðïßá ïñßæïíôáé ðÜíù óå ìïíïäéÜóôáôåò ðåñéï÷Ýò ÷ñçóéìïðïéþíáôò ôéò
ìåèüäïõò ôùí ÐåðåñáóìÝíùí Äéáöïñþí êáß ôçí ìÝèïäï Galerkin ìå ÐåðåñáóìÝíá Óôïé÷åßá.
Ôé ãßíåôáé üìùò üôáí ôï ðñüâëçìá ìáò ïñßæåôáé óôéò äýï äéáóôÜóåéò;
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Ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá (2:1)− (2:2) ôï ïðïßï ðáñïõóéÜóáìå óôï ÊåöÜëáéï 2 ìåôáôñÝðåôáé ôþñá
óôï ãíùóôü ðñüâëçìá Poisson ìå ïìïãåíÞò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò Dirichlet,

(5.25) −Äu = f óôïí ÷þñï Ù ìå

(5.26) u = 0 ðÜíù óôï @Ù;

üðïõ Äu = @2u=@x2 + @2u=@y2 åßíáé ï ôåëåóôÞò Laplace êáß Ù åßíáé ç äéóäéÜóôáôç öñáãìÝíç
ðåñéï÷Þ üðïõ ôï óýíïñï ôçò åßíáé ôï @Ù. Áí õðïèÝóïõìå üôé ï ÷þñïò Ù åßíáé ôï ìïíáäéáßï
ôåñÜãùíï Ù = (0; 1)2, ç ðñïóÝããéóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5:25) − (5:26) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí
ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí óå áíôéóôïé÷åßá ìå ôçí ðñïóÝããéóç ôïõ ìïíïäéÜóôáôïõ
ðñïâëÞìáôïò (3:6) åßíáé,

(5.27) Lhuh(xi;j) = f(xi;j) üðïõ i; j = 1; :::; N − 1;

(5.28) uh(xi;j) = 0 áí i = 0 Þ N; êáß j = 0 Þ N;

üðïõ xi;j = (ih; jh)(h = 1=N) åßíáé ôá äéáêñéôÜ óçìåßá êáß uh ç áíôßóôïé÷ç äéáêñéôÞ óõíÜñ-
ôçóç.
ÔÝëïò ìå ôïí ôåëåóôÞ Lh óõìâïëßæïõìå ôçí ðñïóÝããéóç ôïõ ôåëåóôç Laplace óôïí ïðïßï áí
áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò ðáñáãþãïõò äåýôåñçò ôÜîçò ìå ôéò áíôßóôïé÷åò äéáêñéôïðïéçìÝíåò, ïé
ïðïßåò ðñïêýðôïõí ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí óôï êåíôñéêü
óçìåßï ðáñåìâïëÞò ðáßñíåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ,

(5.29) Lhuh(xi;j) =
1

h2
(4ui;j − ui+1;j − ui−1;j − ui;j+1 − ui;j−1);

üðïõ ui;j = uh(xi;j). Ï ðßíáêáò Afd ï ïðïßïò ó÷åôßæåôáé ìå ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá Ý÷åé
(N−1)2 ãñáììÝò ,åßíáé ðåíôáäéáãþíéïò ìå ôçí i-ïóôÞ ãñáììÞ ôïõ íá äßíåôáé áðü ôçí áêüëïõèç
ó÷Ýóç,

(5.30) (áfd)i;j =
1

h2



4 áí j = 1;

−1 áí j = i−N − 1; i− 1; i + 1; i + N + 1;

0 äéáöïñåôéêÜ.

Åðßóçò ï ðßíáêáò Afd åßíáé óõììåôñéêüò êáß èåôéêÜ ïñéóìÝíïò. ¼óï áíáöïñÜ ôþñá ôï óöÜëìá
ôçò óõíåðåßáò üóï êáß ôçò äéáêñéôïðïßçóçò ||u−uh||h;∞ ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôï ðñüâëçìá (5:29)
åßíáé äåýôåñçò ôÜîçò üðùò áêñéâþò êáß óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ðñüâëçìá ìáò Þôáí ìïíïäéÜ-
óôáôï.

Ç åðÝêôáóç ôþñá ôçò ìåèüäïõ Galerkin óôéò äõï äéáóôÜóåéò ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôï ìï-
íïäßáóôáôï ðñüâëçìá (4:5) áöïý ðñþôá öõóéêÜ ðñïóáñìüóïõìå êáôÜëëçëá ôïí ÷þñï ôùí
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óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò Vh êáß ôç äéãñáììéêÞ ìïñöÞ á(·; ·). ¸ôóé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï
ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ïñßæïõìå óôï äéóäéÜóôáôï ðñüâëçìá ôïí ÷þñï ôùí óõíáñôÞóåùí
äïêéìÞò Vh ùò åîÞò,

(5.31) Vh = {õh ∈ C0(
−
Ù) : õh|T ∈ Pk(T ) ∀T ∈ Th; õh|@Ù = 0};

Ðáñáôçñïýìå üôé ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ôïõ ÷þñïõ ôùí óõíáñôÞóåùí äïêéìÞò äåí åßíáé ôßðïôá
Üëëï áðü ôçí åðÝêôáóç ôïõ ïñéóìïý (4:17) ï ïðïßïò éó÷ýåé óôá ðñïâëÞìáôá ìßáò äéÜóôáóçò.
¼óï áíáöïñÜ ôþñá ôçí äéãñáììéêÞ ìïñöÞ á(·; ·) áõôÞ ðñïêýðôåé åöáñìüæùíôáò ôïõò ßäéïõò
ìáèçìáôéêïýò õðïëïãéóìïýò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáß óôï ÊåöÜëáéï 4 ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç åý-
ñåóç ôçò äéãñáììéêÞò ìïñöÞò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ìïíïäéÜóôáôïõ ðñïâëÞìáôïò. ¸ôóé Ý÷ïõìå,

á(uh; õh) =

∫
Ù

∇uh · ∇õhdxdy;

üðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí áêüëïõèï ôýðï ôïõ Green ï ïðïßïò áðïôåëåß êáß ìßá ãåíßêåõóç
ôçò ïëïêëÞñùóçò êáôÜ ìÝñç

(5.32)

∫
Ù

−∆uõdxdy =

∫
Ù

∇u · ∇õdxdy −
∫
@Ù

∇u · nõdã;

ìå õ,u íá åßíáé åðáñêþò ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò êáß üðïõ n íá åßíáé ôï êáíïíéêü ìïíáäéáßï äéÜ-
íõóìá ðÜíù óôï óýíïñï @Ù.
Ç åêôßìçóç ôþñá ôïõ óöÜëìáôïò, ôï ïðïßï ðñïêýðôåé ëüãù ôçò ðñïóÝããéóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò
(5:25)− (5:26) ìå ôç ìåèüäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí, ðñïêýðôåé üðùò êáß óôçí ìïíïäéÜ-
óôáôç ðåñßðôùóç ìÝóù ôïõ óõíäéáóìïý ôïõ ëÞììáôïò Cea's êáß ôçò åêôßìçóçò ôïõ óöÜëìáôïò
ðáñåìâïëÞò. ¸ôóé óôçí ðåñßðôùóç ôùí äýï äéáóôÜóåùí éó÷ýåé ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 5.4.1 ¸óôù üôé ç u ∈ H1
0 (Ù) åßíáé ç áêñéâÞò áóèåíÞò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.25)-

(5.26) êáß ç uh ∈ Vh ç áíôßóôïé÷ç ðñïóåããéóôéêÞ ç ïðïßá ðñïêýðôåé ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáôÜ
ôìÞìáôá óõíå÷Þ ðïëõþíõìá âáèìïý k ≥ 1. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé u ∈ Hs(Ù) ãéá s ≥ 2.
Tüôå éó÷ýåé ç áêüëïõèç åêôßìçóç óöÜëìáôïò

(5.33) ‖u− uh‖H1
0 (Ù) ≤

M

á0
Chl‖u‖Hl+1(Ù);

üðïõ l = min(k; s− 1). ÊÜôù õðü ôéò ßäéåò õðïèÝóåéò ìðïñåß åðßóçò íá áðïäåé÷èåß üôé,

(5.34) ‖u− uh‖L2(Ù) ≤ Chl+1‖u‖Hl+1(Ù):

Óçìåéþíïõìå üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå áêÝñáéï s ≥ 0 ï ÷þñïò Sobolev Hs(Ù) ôïí ïðïßï ÷ñçóéìï-
ðïéÞóáìå ðáñáðÜíù ïñßæåôáé ùò ï ÷þñïò ôùí óõíáñôÞóåùí ìå ôéò ðñþôåò s ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
íá áíÞêïõí óôïí L2(Ù). ÅðéðëÝïí ï H1

0 (Ù) åßíáé ï ÷þñïò ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ áíÞêïõí óôïí
H1(Ù) êáß ðáñÜëëçëá ç u = 0 ðÜíù óôï óýíïñï @Ù. ¸ôóé ìßá óõíÜñôçóç ç ïðïßá áíÞêåé
óôïí ÷þñï Ç1

0 (Ù) äåí óçìáßíåé áðáñáßôçôá üôé åßíáé óõíå÷Þò ðáíôïý.
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Óõíå÷ßæïíôáò íá áêïëïõèïýìå ôéò ßäéåò äéáäéêáóßåò ìå ôï ÊåöÜëáéï 4, ìðïñïýìå íá ãñÜ-
øïõìå ôçí ëýóç ðïõ ðñïêýðôåé åöáñìüæùíôáò ôçí ìÝèïäï ôùí ðåðåñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ùò
åîÞò,

uh(x; y) =
N∑
j=1

ujöj(x; y);

üðïõ {öj}Nj=1 åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò âÜóçò ôïõ ÷þñïõ Vh. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï k = 1 Ý÷ïõìå
ôéò ðåñßöçìåò óõíáñôÞóåéò óôÝãåò(âë.Êåö.4). Ç ìÝèïäïò ëïéðüí Galerkin ìå ðåðåñáóìÝíá
óôïé÷åßá ïäçãåß óôçí ëýóç ôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò Afeu = f, üðïõ (áfe)i;j = á(öj; öi).

Áêñéâþò üðùò óõìâáßíåé êáß óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìßáò äéÜóôáóçò, ï ðßíáêáò Áfe åßíáé óõììå-
ôñéêüò, èåôéêÜ ïñéóìÝìïò êáß ãåíéêÜ áñáéüò. ÔÝëïò ï äåßêôçò êáôÜóôáóçò óõíå÷ßæåé íá åßíáé
ôçò ßäéáò ôÜîçò O(h−2) êáß ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá êáëåßôáé "êáêÞò êáôÜóôáóçò".



ÊåöÜëáéï 6

ÁñéèìçôéêÜ ðáñáäåßãìáôá êáß Üíáëõóç
ôùí áðïôåëåóìÜôùí.

Ðñüâëçìá 1. Åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò Laplace.

Ïñßæïõìå áñ÷éêÜ ôïí ÷þñï C ðÜíù óôïí ïðïßï èá åðéëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ìáò,

C = {f(x; y) : x = cost; y = sint; 0 ≤ t ≤ 2ð}:

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõìå ôïí áêüëïõèï ðñüâëçìá Laplace,

(6.1) −Äu = f óôï Ù;

üðïõ f = −1 êáß Ù={(x; y) : x2 + y2 < 1}; ìå @Ù = C, êáß ìå óõíïñéáêÞ óõíèÞêç,

u = 0 óôï @Ù:

H áêñéâÞò ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò åßíáé ue = 1−x2−y2
4

Ìå ÷ñÞóç ôçò ãëþóóáò ðñïãñáììáôéóìïý Freefem (âë.[14])åðéëýóáìå áñéèìçôéêÜ ôï ðáñá-
ðÜíù ðñüâëçìá êáß õðïëïãßóáìå ôá óöÜëìáôá L2 êáß Ç1, ìåéþíïíôáò óõíå÷þò ôï âÞìá ôçò
ìåèüäïõ ôùí ÐåðåñáóìÝíùí Óôïé÷åßùí, Ýôóé þóôå êÜðïéá óôéãìÞ ôïh→ 0. ÐáñáêÜôù äßíåôáé
ï áíôßóôïé÷ïò êþäéêáò.
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50ÊÅÖÁËÁÉÏ 6. ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÁ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁÊÁÉ ÁÍÁËÕÓÇ ÔÙÍÁÐÏÔÅËÅÓÌÁÔÙÍ.

Ðñüãñáììá 1. ÁñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò Laplace êáß õðïëïãéóìüò ôùí
áíôßóôïé÷ùí óöáëìÜôùí.
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ÄéáãñÜììáôá 1.ÄéáãñÜììáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï Ðñüãñáììá 1.

Ðßíáêáò 1. ÁðïôåëÝóìáôá ôïõ ÐñïãñÜììáôïò 1.

Ðñüâëçìá 2.Åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÌåôáöïñÜò-ÄéÜ÷õóçò.
ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò,

(6.2) −å∆u + v∇u = f; óôï Ù



52ÊÅÖÁËÁÉÏ 6. ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÁ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁÊÁÉ ÁÍÁËÕÓÇ ÔÙÍÁÐÏÔÅËÅÓÌÁÔÙÍ.

ôï ïðïßï áêñéâþò üðùò êáß óôï ðñüâëçìá 1 ôï åðéëýïõìå ðÜíù óôïí äßóêï C , ìå óõíïñéêáêÞ
óõíèÞêç u = 0 óôï @Ù üðïõ @Ù = C êáß ôçí ßäéá áêñéâÞ ëýóç.

Áí èåùñÞóïõìå ôþñá üôé ï óõíôåëåóôÞò äéÜ÷õóçò åßíáé ßóïò ìå å = 0:01 êáé v = [1;−1],üðïõ
ìå v óõìâïëßæïõìå ôï ðåäßï ôá÷õôÞôùí, ôüôå Ý÷ïõìå :

Ðñüãñáììá 2. ÁñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò-äéÜ÷õóçò êáß õðïëïãéóìüò
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ôùí áíôßóôïé÷ùí óöáëìÜôùí.

ÄéáãñÜììáôá 2. ÄéáãñÜììáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï Ðñüãñáììá 2.

Ðßíáêáò 2. ÁðïôåëÝóìáôá ôïõ ÐñïãñÜììáôïò 2.



54ÊÅÖÁËÁÉÏ 6. ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÁ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁÊÁÉ ÁÍÁËÕÓÇ ÔÙÍÁÐÏÔÅËÅÓÌÁÔÙÍ.

ÐáñáôÞñçóç 6.1 Áðü ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí äýï ðñïãñáììÜôùí âëÝðïõìå üôé êÜèþò ôï h→
0 ôá óöÜëìáôá H1 êáß L2 ôåßíïõí êáß áõôÜ ìå ôç óåéñÜ ôïõò óôï ìçäÝí. Ôá ðáñáðÜíù áðï-
ôåëÝóìáôá Ýñ÷ïíôáé óå áðüëõôç óõìöùíßá ìå ôéò áíôßóôïé÷åò åêôéìÞóåéò óöáëìÜôùí (5:33)
êáß (5:34).

ÐáñáôÞñçóç 6.2 Óôï ðñüãñáììá 2. áí èåùñÞóïõìå üôé ï óõíôåëåóôÞò äéÜ÷õóçò å åßíáé
áêüìç ðéï ìéêñüò ãéá ðáñÜäåéãìá å = 10−7, ôüôå ãéá n = 10 Ý÷ïõìå L2 = 1097; 31 êáß
H1 = 5823; 83 êáß ãéá n = 160 Ý÷ïõìå áíôßóôïé÷á L2 = 0; 09119922 êáß H1 = 0; 78434.
Ðáñáôçñïýìå üôé óå ó÷Ýóç ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðñïãñÜììáôïò 2. üôé áí ìåéþóïõìå ôïí
óõíôåëåóôÞ äéÜ÷õóçò ôá óöÜëìáôá áõîÜíïíôáé êáß öôÜíïõìå óå Ýíá óçìåßï üðïõ ãéá ðïëý
ìåãÜëï n ôï ðñüãñáììá ìáò óôáìáôÜåé íá ôñÝ÷åé.
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