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1.1  Γενικϊ Περύ Οδοντωτών Σροχών 

 

Για την μετϊδοςη περιςτροφικόσ κινόςεωσ και την μεταφορϊ ιςχύοσ από 

κινητόρια ςε κινούμενη ϊτρακτο, δηλαδό από την ϊτρακτο τησ κινητόριασ μηχανόσ 

(ηλεκτροκινητόρασ, μηχανό εςωτερικόσ καύςεωσ, αεριο-ατμο-υδρο-ςτρόβιλοσ κλπ.) 

ςτην ϊτρακτο τησ κινουμϋνησ μηχανόσ (εργομηχανό) χρηςιμοποιούνται, εκτόσ των 

ϊλλων μηχανικών (ιμϊντεσ, αλυςύδεσ, ςύνδεςμοι, κλπ.) ό υδραυλικών–πνευματικών 

κλπ. τρόπων, και διϊφοροι ςυνδυαςμού οδοντωτών τροχών (Costopoulos [1]). 

 

Οι οδοντωτού τροχού εύναι ςτοιχεύα μηχανών που επιτυγχϊνουν μετϊδοςη 

κινόςεωσ και μεταφορϊ ιςχύοσ με την κατϊλληλη διαδοχικό εμπλοκό ςυνεργαζομϋνων 

οδόντων. Οι οδόντεσ εύναι αλλεπϊλληλεσ εςοχϋσ και προεξοχϋσ τησ επιφανεύασ ενόσ 

οδοντωτού τροχού, τϋτοιεσ ώςτε να εύναι δυνατό η ςυνεργαςύα του τησ εςοχόσ του ενόσ 

τροχού με την προεξοχό του ςυνεργαζομϋνου οδοντωτού τροχού. 

 

  ΢τουσ περιςςότερουσ τύπουσ οδοντωτών τροχών οι οδόντεσ δεν εύναι 

θεωρητικϊ απαραύτητοι για την μετϊδοςη περιςτροφικόσ κινόςεωσ. Όμωσ, η ανϊγκη 

μεταφορϊσ μεγϊλησ ςτρεπτικόσ ροπόσ (δηλαδό μεγϊλησ ιςχύοσ) και ςταθερόσ 

μεταδόςεωσ κινόςεωσ (δηλαδό ςταθερών ςχϋςεων μεταδόςεωσ ςτροφών) από την 

κινητόρια ςτην κινουμϋνη ϊτρακτο καθιςτϊ αναγκαύα την ύπαρξη οδόντων. 

 

 

 

 

1.2  Εύδη Οδοντωτών Σροχών 

 

Οι ϊξονεσ περύ τουσ οπούουσ περιςτρϋφονται δύο ςυνεργαζόμενοι οδοντωτού 

τροχού μπορεύ να εύναι: 

 

 παρϊλληλοι ςε απόςταςη α 

 τεμνόμενοι  υπό γωνύα δ 

 αςύμβατοι ςε απόςταςη α και υπό γωνύα δ 

 

όπωσ φαύνονται ςτο ΢χ. 1.1 τησ επομϋνησ ςελύδασ. 
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΢χόμα 1.1:  ΢χετικό θϋςη αξόνων ςυνεργαζομϋνων τροχών 

 

 

Η ςχετικό θϋςη των αξόνων αυτών εύναι βαςικόσ ςημαςύασ για την μορφό των 

τροχών που θα χρηςιμοποιηθούν. Έτςι οι τροχού μπορεύ να εύναι (Costopoulos [1]): 

 

 Μετωπικού (με ευθεύσ ό ελικοειδεύσ οδόντεσ) οι οπούοι ονομϊζονται και 

κυλινδρικού 

 Κωνικού 

 Ελικοειδεύσ αςύμβατων αξόνων 

 ΢ύςτημα ατϋρμονα κοχλύα – οδοντωτού τροχού 

 

όπωσ αναλυτικότερα παρουςιϊζονται παρακϊτω. 

 

 

 

1.2.1  Μετωπικού Οδοντωτού Σροχού 

 
 Οι μετωπικού οδοντωτού τροχού χωρύζονται ςε αυτούσ με ευθεύσ οδόντεσ και ςε 

αυτούσ με ελικοειδεύσ οδόντεσ. ΢την πρώτη κατηγορύα οι οδόντεσ εύναι παρϊλληλοι με τον 

ϊξονα του τροχού, ενώ ςτη δεύτερη εύναι κεκλιμϋνοι ωσ προσ τον ϊξονα του τροχού, ωσ 

τμόματα ϋλικασ , ςχηματύζοντασ ςταθερό γωνύα μ’ αυτόν, ενώ για μπορϋςει να γύνει 

ςυνεργαςύα μεταξύ τουσ πρϋπει ςε μύα βαθμύδα ο ϋνασ να ϋχει δεξιόςτροφουσ και ο ϊλλοσ 

αριςτερόςτροφουσ οδόντεσ. Οι μετωπικού τροχού ευθεύασ οδοντώςεωσ ϋχουν βαθμό 

επικαλύψεωσ 1 ϋωσ 2 ενώ δεν ενδεύκνυνται για μεγϊλα φορτύα γιατύ προκαλούν θόρυβο 

και δημιουργούν μεγϊλα δυναμικϊ φορτύα. Αντύθετα οι μετωπικού τροχού ελικοειδούσ 

οδοντώςεωσ ϋχουν μεγαλύτερο βαθμό επικαλύψεωσ, αλλϊ μειονεκτούν ςτο θϋμα ότι η 

ύπαρξη τησ γωνύασ ϋλικασ ϋχει ωσ αποτϋλεςμα την ανϊπτυξη αξονικού φορτύου επύ των 

οδόντων, το οπούο καταπονεύ τισ ςταθερϋσ εδρϊςεισ των ατρϊκτων. Οι μετωπικού 
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οδοντωτού τροχού μπορούν να ϋχουν εξωτερικό οδόντωςη, δηλαδό οι οδόντεσ να 

βρύςκονται ςτην εξωτερικό επιφϊνεια του τροχού ό εςωτερικό οδόντωςη, δηλαδό να 

βρύςκονται ςτην εςωτερικό επιφϊνεια του τροχού. 3–D μοντϋλα ζευγών των παραπϊνω 

τροχών παρατύθενται ςτα παρακϊτω ΢χ. 1.2 & 1.3 καταςκευαςμϋνα με τη βοόθεια του 

προγρϊμματοσ CAD Autodesk Inventor. 

 

 
 

΢χόμα 1.2:  3–D μοντϋλο ζεύγουσ εξωτερικών μετωπικών οδοντωτών τροχών 

 ευθεύασ οδοντώςεωσ 
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΢χόμα 1.3:  3–D μοντϋλο ζεύγουσ εξωτερικών μετωπικών οδοντωτών τροχών  

ελικοειδούσ οδοντώςεωσ 

 

 

 

1.2.2  Κωνικού  Οδοντωτού Σροχού 

 

 Οι κωνικού τροχού χρηςιμοποιούνται για την μετϊδοςη κινόςεωσ και μεταφορϊ 

ιςχύοσ μεταξύ τεμνομϋνων ατρϊκτων. Οι τροχού αυτού ϋχουν μορφό κόλουρου κώνου του 

οπούου οι οδόντεσ μπορεύ να εύναι ευθεύσ ό τμόματα εξειλιγμϋνησ ό τόξα κύκλου κλπ. 

Περιςςότερο χρηςιμοποιούμενοι εύναι οι κωνικού τροχού με ϊξονεσ τεμνόμενουσ  υπό 

γωνύα 90ο. Μολονότι, τόςο η καταςκευό των κωνικών τροχών (η οπούα γύνεται ςε ειδικϋσ  
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μηχανϋσ κοπόσ) όςο και η ςυναρμολόγηςη του μηχανιςμού εύναι πολυπλοκότερη εκεύνησ 

των μετωπικών τροχών, εν τούτοισ οι κωνικού τροχού εφαρμόζονται ςυχνϊ ςτη μετϊδοςη 

κινόςεωσ και μεταφορϊ ιςχύοσ. 

 

Τπϊρχουν διϊφορα εύδη κωνικών τροχών: 

 

 Κωνικού τροχού με ευθεύσ οδόντεσ (Straight Bevel Gears) 

 Κωνικού τροχού ZEROL 

 Σοξωτού κωνικού τροχού (Spiral Bevel Gears) 

 Τποειδεύσ τροχού (Hypoid Gears) 

 

Ένα 3–D μοντϋλο ζεύγουσ κωνικών τροχών με ευθεύσ οδόντεσ παρατύθεται ςτο 

παρακϊτω ΢χ. 1.4 καταςκευαςμϋνο με τη βοόθεια του προγρϊμματοσ CAD Autodesk 

Inventor. 

 

 
 

΢χόμα 1.4:  3–D μοντϋλο ζεύγουσ κωνικών οδοντωτών τροχών ευθεύασ οδοντώςεωσ 

 



19 

 

1.2.3  Ελικοειδεύσ Οδοντωτού Σροχού Αςυμβϊτων Αξόνων 

 

 Οι οδοντωτού αυτού τροχού εύναι κυλινδρικού και ϋχουν ϊξονεσ αςύμβατουσ ςε 

απόςταςη a και υπό γωνύα δ, η οπούα εύναι τϋτοια ώςτε: 

 

  

όπου  και  εύναι οι κλύςεισ των οδόντων των τροχών, ΢χ. 1.5. Γενικώσ εύναι 

.  

 

 
 

΢χόμα 1.5:  Βαθμύδα ελικοειδών τροχών αςυμβϊτων τροχών 

 

 Οι οδόντεσ δύο ςυνεργαζομϋνων ελικοειδών τροχών αςυμβϊτων αξόνων ϋχουν 

ςημειακό επαφό, η οπούα μετατρϋπεται ςε γραμμικό καθώσ αυξϊνει η φθορϊ των 

κατατομών. Λόγω του τρόπου επαφόσ τουσ οι τροχού μπορούν να μεταφϋρουν μικρϊ 

φορτύα και για αυτό χρηςιμοποιούνται κατϊ βϊςη μόνο για μετϊδοςη κινόςεωσ (όπωσ πχ. 

ςε όργανα) και δεν ενδεύκνυνται για μεταφορϊ ιςχύοσ. ΢’ αυτό ςυνηγορεύ και ο μικρόσ 

βαθμόσ αποδόςεωσ των οδοντώςεων τουσ. Σϋλοσ χρηςιμοποιούνται για ςχϋςεισ 

μεταδόςεωσ ϋωσ 5 και δεν εύναι ευαύςθητοι ςε μικρϋσ μεταβολϋσ αποςτϊςεωσ ό κλύςεωσ 

των αξόνων τουσ. 
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1.2.4  ΢ύςτημα Ατϋρμονα Κοχλύα – Οδοντωτού Σροχού 

 

 Σο ςύςτημα αυτό αποτελεύται από ϋναν ατϋρμονα κοχλύα, που εύναι ουςιαςτικϊ 

ϋνασ κοχλύασ κινόςεωσ καταλλόλου ςπειρώματοσ μύασ η περιςςοτϋρων αρχών, ο οπούοσ 

ςυνεργϊζεται με ϋναν οδοντωτό τροχό κατϊ τϋτοιο τρόπο ώςτε η ςυνεργαςύα τουσ 

μοιϊζει με τον τρόπο εμπλοκόσ ςτη ςυνεργαςύα ενόσ κοχλύα με το περικόχλιό του. Οι 

ϊξονϋσ τουσ εύναι ςυνόθωσ κϊθετοι, αν και εύναι δυνατόν να ςχηματύζουν ϊλλη γωνύα. Σο 

ςύςτημα αυτό ενδεύκνυται για μεταφορϊ μεγϊλων φορτύων και για μεγϊλεσ ςχϋςεισ 

μεταδόςεωσ, ϋωσ και 200 : 1. Ένα 3–D μοντϋλο του ςυγκεκριμϋνου ςυςτόματοσ 

παρατύθεται ςτο παρακϊτω ΢χ. 1.6 καταςκευαςμϋνο με τη βοόθεια του προγρϊμματοσ 

CAD Autodesk Inventor. 

 
 

΢χόμα 1.6:  3–D μοντϋλο ςυςτόματοσ ατϋρμονοσ κοχλύα – οδοντωτού τροχού 
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1.3  Αντικεύμενο Εργαςύασ 

 

Όπωσ αναφϋρθηκε παραπϊνω οι οδοντωτού τροχού εύναι τα πλϋον 

χρηςιμοποιούμενα μηχανικϊ ςτοιχεύα για την μετϊδοςη περιςτροφικόσ κινόςεωσ και 

την μεταφορϊ ιςχύοσ από τον ϋνα ϊξονα ςτον ϊλλο. Άρα, αυτό εύναι μύα απόδειξη ότι 

υπϊρχει η ανϊγκη για αξιοπιςτύα και μεγαλύτερη διϊρκεια ζωόσ, η οπούα απαιτεύ 

επακριβό και ςαφό γνώςη του ταςικού πεδύου ςτον οδόντα του οδοντωτού τροχού. 

΢την προκεύμενη εργαςύα, ςκοπόσ μασ εύναι ο υπολογιςμόσ των μεγύςτων τϊςεων που 

αναπτύςςονται ςτην επικύνδυνη διατομό ποδόσ των οδόντων των οδοντωτών τροχών 

όταν αυτού φορτύζονται ςτο δυςμενϋςτερο ςημεύο τουσ (HPSTC) τόςο με αριθμητικϋσ 

όςο και με πειραματικϋσ μεθόδουσ. Η αριθμητικό μϋθοδοσ που χρηςιμοποιεύται δεν εύναι 

ϊλλη από την Μϋθοδο των Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων (FEM) η οπούα χρηςιμοποιεύται 

ευρϋωσ ςόμερα με πολύ μεγϊλη αξιοπιςτύα. Από την ϊλλη, η πειραματικό μϋθοδοσ με την 

οπούα θα αςχοληθούμε και ϋχει χρηςιμοποιηθεύ από πολλούσ ερευνητϋσ ϋωσ τώρα και 

ςυνεχύζει να χρηςιμοποιεύται με επιτυχύα ςτην μϋτρηςη τησ μεγύςτησ τϊςησ ςε 

οδοντώςεισ εύναι η Μϋθοδοσ τησ Υωτοελαςτικότητασ. 

 

 

 

 

1.4  Διϊρθρωςη Κεφαλαύων 

 

Η παρούςα εργαςύα χωρύζεται ςε 6 κεφϊλαια η περύληψη των οπούων 

παρατύθεται ςυνοπτικϊ αμϋςωσ παρακϊτω. 

 

΢το 1ο κεφϊλαιο, που εύναι ουςιαςτικϊ εύναι η ειςαγωγό ςτην οπούα βριςκόμαςτε 

τώρα, γύνεται μια γενικό αναφορϊ ςτουσ οδοντωτούσ τροχούσ και την χρόςη τουσ, ςτα 

εύδη των οδοντωτών τροχών που χρηςιμοποιούνται, ςτο αντικεύμενο τησ παρούςησ 

εργαςύασ και ςε μια ςύντομη περύληψη των κεφαλαύων που την απαρτύζουν. 

 

΢το 2ο κεφϊλαιο αναπτύςςονται οι ιςχύουςεσ μϋθοδοι προςδιοριςμού τησ 

γεωμετρύασ των ςυνεργαζομϋνων κατατομών των οδόντων μετωπικών οδοντωτών 

τροχών ευθεύασ οδοντώςεωσ ςε 2 διαςτϊςεισ (Costopoulos [1] [16] [17] , Spitas [4] , 

Niemann [40] , Litvin [36] [37] , [Colbourne [15] , Dudley [20] [21] , Townsend [48] , 
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Buckingham [11]). Αυτϋσ περιλαμβϊνουν τη γνωςτό γραφικό μϋθοδο Relaux και τη 

Γενικευμϋνη Θεωρύα Οδοντώςεων, η οπούα ςυνοψύζει τισ αναλυτικϋσ μεθόδουσ. Επύςησ 

αναφϋρεται ο βαςικόσ νόμοσ των οδοντώςεων πϊνω ςτον οπούο βαςύζεται η ςυνεργαςύα 

των κατατομών, η εξειλιγμϋνη καμπύλη και βαςικϊ μεγϋθη των μετωπικών οδοντωτών 

τροχών όπωσ το module, ο βαθμόσ επικαλύψεωσ κ.α. ΢την ςυνϋχεια αναπτύςςεται 

θεωρύα υπολογιςμού τησ θϋςησ του Ανώτερου ΢ημεύου Μονόσ Επαφόσ Οδόντοσ (HPSTC) 

ςτο οπούο θα εφαρμοςτούν οι φορτύςεισ ςτα επόμενα κεφϊλαια και τϋλοσ εκτύθενται οι 

επικρατούςεσ αναλυτικϋσ και εμπειρικϋσ μϋθοδοι προςδιοριςμού τησ επικύνδυνησ 

διατομόσ και του μεγϋθουσ τησ μεγύςτησ τϊςησ ςε οδόντεσ εξειλιγμϋνησ (Costopoulos [1] 

[16] , Spitas [4] , Wilhaber [50] [51]). ΢υγκεκριμϋνα αναπτύςςονται οι μϋθοδοι τησ 

εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ του Lewis που υιοθετεύται από το αμερικϊνικο πρότυπο 

AGMA, και τησ εφαπτομϋνησ των 30ο που υιοθετεύται από το γερμανικό πρότυπο DIN και 

το διεθνϋσ πρότυπο ISO (Lewis [35] , DIN [18] , ISO [30]). Επύςησ αναφϋρεται ο εμπειρικόσ 

τύποσ του Heywood, ο επύςησ εμπειρικόσ τύποσ των Dolan και Broghamer, ο τύποσ κατϊ 

το αμερικϊνικο πρότυπο AGMA και ο τύποσ κατϊ το γερμανικό πρότυπο DIN για τον 

προςδιοριςμό του ςυντελεςτό ςυγκϋντρωςησ τϊςησ (Heywood  [27] , Dolan & 

Broghamer [19] , AGMA [7] , DIN [18]). 

 

΢το 3ο κεφϊλαιο περιγρϊφεται η πειραματικό μϋθοδοσ μϋτρηςησ των τϊςεων 

ποδόσ των οδόντων με τη Μϋθοδο τησ Υωτοελαςτικότητασ, η οπούα για τη μϋτρηςη τησ 

μεγύςτησ τϊςησ ςε οδοντώςεισ ςυνεχύζει να χρηςιμοποιεύται με επιτυχύα (Niemann [40] ,  

Hongbin, Guanghui & Masana [28]). Γύνεται αναφορϊ ςτισ αρχϋσ τησ Θεωρύασ του Υωτόσ, 

ςτην πόλωςη του φωτόσ και ςτον Υωτοταςεοπτικό Νόμο ςτον οπούο βαςύζεται η 

ςυγκεκριμϋνη μϋθοδοσ (Papadopoulos [2] , Frocht [22]). Επύςησ αναφϋρονται οι αρχϋσ 

λειτουργύασ του Πολωςιςκοπύου, τησ ςυςκευόσ εφαρμογόσ τησ μεθόδου τησ 

φωτοελαςτικότητασ ενώ για την ϊςκηςη του φορτύου επύ τησ κατατομόσ του οδόντοσ – 

δοκιμύου χρηςιμοποιόθηκε ϋνασ πρωτότυποσ και εύκολοσ τρόποσ που εξαςφαλύζει ότι η 

διεύθυνςη ϊςκηςόσ του εύναι πϊντοτε κϊθετη προσ την κατατομό, όπωσ ακριβώσ 

ςυμβαύνει ςτισ οδοντώςεισ εξειλιγμϋνησ (Papadopoulos [2] , Spitas [4]). 

 

 

΢το 4ο κεφϊλαιο περιγρϊφεται η αριθμητικό μϋθοδοσ μϋτρηςησ των τϊςεων ςτον 

πόδα των οδόντων με την Μϋθοδο των Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων (FEM) (Provatidis & 

Antoniadis [3] , Provatidis [41] [42] , Kanarachos, Grekas & Provatidis [32] , Dimitriou [5] 

[6] , Zeid [55]). Γύνεται αναφορϊ ςτουσ τύπουσ και τα εύδη των περαςμϋνων ςτοιχεύων, 

ςτισ μεθόδουσ αυτόματησ γϋνεςησ πλϋγματοσ που χρηςιμοποιούνται καθώσ και ςτα εύδη 
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ανϊλυςόσ τουσ (Lee [34], Ho-Le [29] , Heighway [24] , Hermann [26] , Barnhill, Birkhoff & 

Gordon [9] , Szabo & Babuska [46] , Mills [39] , MacNeal [38] , Kikushi [33] , Wordenweber 

[53]). ΢υνοπτικϊ αναφϋρονται οι δυνατότητεσ του λογιςμικού CAD (Autodesk Inventor) 

και CAE (Ansys) και χρηςιμοποιόθηκε για την ανϊλυςη και τϋλοσ γύνεται εφαρμογό ςτα 

μοντϋλα των δοκιμύων που χρηςιμοποιόθηκαν ςτη Μϋθοδο τησ Υωτοελαςτικότητασ του 

3ου κεφαλαύου για να εύναι οι τιμϋσ ςυγκρύςιμεσ. 

 

΢το 5ο κεφϊλαιο ειςϊγεται η ϋννοια τησ αδιαςτατοπούηςησ  του προβλόματοσ τησ 

φόρτιςησ οδοντωτών τροχών ωσ προσ το φορτύο, το πλϊτοσ και το module ησ οδόντωςησ 

(Costopoulos [1] [16] [17] , Spitas [4]). ΢τη ςυνϋχεια ςυγκεντρώνονται οι τιμϋσ των 

μεγύςτων τϊςεων από τη Μϋθοδο τησ Υωτοελαςτικότητασ (3ο κεφϊλαιο) και την 

Μϋθοδο των Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων (4ο κεφϊλαιο) και αφού μετατραπούν ςε 

αδιϊςτατεσ ςυγκρύνονται για να βρεθεύ η απόκλιςη τουσ. Σϋλοσ γύνεται αναφορϊ ςτον 

ϋλεγχο αντοχόσ μετωπικών οδοντωτών τροχών, ςτον υπολογιςμό τησ επιτρεπόμενησ 

τϊςησ η οπούα πρϋπει να εύναι πϊντοτε μεγαλύτερη τησ μεγύςτησ που αναπτύςςεται ςτον 

πόδα του οδόντοσ για το εκϊςτοτε υλικό προκειμϋνου να αντϋχει ο τροχόσ (Costopoulos 

[1] , AGMA [7]). 

 

΢το 6ο και τελευταύο κεφϊλαιο παρατύθενται ςε μορφό παραρτημϊτων οι κώδικεσ 

των λογιςμικών που αναπτύχθηκαν, οι βαςικϋσ μετατροπϋσ μονϊδων που 

χρηςιμοποιόθηκαν ςτην εργαςύα και τα λογιςμικϊ πακϋτα που χρηςιμοποιόθηκαν για 

την διεκπεραύωςό τησ.   

 

 Σϋλοσ, πρϋπει να αναφϋρουμε ότι ςτο τϋλοσ κϊθε κεφαλαύου, πλην του τελευταύου 

(6ου), αναφϋρεται η βιβλιογραφύα που λόφθηκε υπ’ όψη  για την ςυγγραφό του. 

 

 

 

 

1.5  Βιβλιογραφύα 

 

1. Κωςτόπουλοσ Θ. Ν., Οδοντώςεισ και Μειωτόρεσ ΢τροφών, Εκδόςεισ ΢υμεών, 

Αθόνα, 1991. 

 



24 

 

2. Παπαδόπουλοσ Γ. Α., Ειδικϊ Κεφϊλαια Μηχανικόσ, Πειραματικϋσ Μϋθοδοι 

Ανϊλυςησ των Σϊςεων, Εκδόςεισ Ε.Μ.Π., Αθόνα, 1994. 

 

3. Προβατύδησ Φ., Αντωνιϊδησ Ι., Τπολογιςτικϋσ Μϋθοδοι ςτισ Καταςκευϋσ, Εκδόςεισ 

Ε.Μ.Π., Αθόνα 2004. 

 

4. ΢πιτϊσ Β. Α., Μοντελοπούηςη και ΢χεδιαςμόσ Βϋλτιςτων Οδοντώςεων με Φρόςη 

Αναλυτικών, Αριθμητικών και Πειραματικών Μεθόδων, Διδακτορικό Διατριβό 

(επιβλϋπων καθ. Θ. Ν. Κωςτόπουλοσ), Ε.Μ.Π., Αθόνα, 2001. 

 

5. Δημητρύου Β., Η Μϋθοδοσ Coons ςτην Καταςκευό Πλεγμϊτων, Μεταπτυχιακό 

Εργαςύα, ΔΠΜ΢ «΢υςτόματα Αυτοματιςμού» (επιβλϋπων καθ. Α. Κανϊραχοσ), 

Ε.Μ.Π., Αθόνα, 2000. 

 

6. Δημητρύου Β., Προςαρμοςτικϊ Πεπεραςμϋνα ΢τοιχεύα και ΢υναφό Πλϋγματα, 

Διδακτορικό Διατριβό (επιβλϋπων καθ. Α. Κανϊραχοσ), Ε.Μ.Π., Αθόνα, Αύγουςτοσ 

2004. 

 

7. AGMA 2101-C95, “Fundamental rating factors and calculation methods for involute 

spur and helical gear. (Metric Version)”, American Gear Manufacturers Association, 

1995. 

 

8. Armstrong C.G., Robinson D.J., McKeage D.J., Li T.S., Bridgett S.J., Donaghy R.J., and 

McGleenan C.A., Medials for Meshing and More, 4th Annual International Meshing 

Roundtable, (sponsored by Sandia National Laboratories), October 16-17, 1995. 

 

9. Barnhill RE, Birkhoff G, and Gordon WJ, Smooth interpolation in triangles, J. Approx. 

Theory, Vol. 8, pp. 114-128, 1973. 

 

10. Brebbia CA, Finite Element Systems: A Handbook, Springer-Verlag, Berlin, 1982. 

 

11. Buckingham E., Analytical Mechanics of Gears, Dover Publications Inc., New York, 

1988.  

 



25 

 

12. Bykat A., Automatic generation of triangular grid: I – Subdivision of a general 

polygon into convex subregions; II – Triangular of convex polygons, Int. J. Numer. 

Meth. Eng., Vol. 10, pp. 1329-1342, 1976. 

 

13. Cavendish J., Automatic triangulation of arbitrary planar domains for the finite 

element method, Int. J. Numer. Meth. Eng., Vol. 8, pp. 679-696, 1974. 

 

14. Cavendish JC, Field DA, and Frey WH, An approach to automatic three-dimensional 

finite element mesh generation, Int. J. Numer. Meth. Eng., Vol. 21, pp. 329-347, 1985. 

 

15. Colbourne J. R., The Geometry of Involute Gears, Springer - Verlag, New York, 1987. 

 

16. Costopoulos T. N., “Generalized Theory of Gearing and Tooth Stress”, Proceedings of 

Ninth World Congress on the Theory of Machines and Mechanisms, Vol. 1, p. 369, 

Milan, Italy, 1995. 

 

17. Costopoulos Th. and Spitas V. A., “Analytical Mechanics of Spur Gears”, Proceedings 

of the 4th National Congress of Mechanics, Vol. 1, pp. 187-194, Xanthi, Greece 1994. 

 

18. DIN 3990 – “Calculation of load capacity of cylindrical gears”, Deutsches Institut fur 

Normung E.V., 1987. 

 

19. Dolan T. J. and Broghamer E. L., “A Photo-elastic Study of Stresses in Gear Tooth 

Fillets”, Uni. Ill. Eng. Sta. Bull. 335, 1942. 

 

20. Dudley D. W., Gear Handbook, The Design, Manufacture, and Application of Gears, 

Mc–Graw Hill  , New York, 1962. 

 

21. Dudley D. W., Handbook of Practical Gear Design, Mc–Graw Hill  , New York, 1984. 

 

22. Frocht M. M., Photoelasticity, John Wiley and Sons Inc., New York, 1941. 

 

23. Green PJ, and Sibson R, Computing Dirichlet Tessellations in the Plane, The 

Computer J., Vol. 21, pp. 168-173, 1977. 

 



26 

 

24. Heighway, E. A., A mesh generator for automatically subdividing irregular polygons 

into quadrilaterals, IEEE Transaction on Magnetics, Vol. 6, pp. 2535-2538, 1983. 

 

25. Henriot G., Traite Theorique et Pratique des Engrenages, Borda, Paris, 1979. 

 

26. Hermann LR, Laplacian-isoparametric grid generation scheme, J. of Eng. Mech. Div. 

Proceedings ASCE, Vol. 102 (EM5), 1976. 

 

27. Heywood R. B., Designing against Fatigue of Metals, Reinhold Publishing 

Coproration, 1962. 

 

28. Hongbin X., Guanghui Z., Masana K., “Research for photoelastic experiment and 

bending strength experiment of double involute gear with ladder shape teeth”, 

Chinese Journal of Mechanical Engineering, Vol. 36, Is. 10, pp 39-42, 2000. 

 

29. Ho-Le, K., Finite Element Methods: A Review and Classification, Computer-Aided 

Design, Vol. 20 (1), pp. 27-38, 1988. 

 

30. ISO 6336:3-1996, “Calculation of the load capacity of spur and helical gears-Part 3: 

Calculation of tooth bending strength”, 1996. 

 

31. Jung YH, and Lee K, Tetrahedron-based Octree Encoding for Automatic Mesh 

Generation, Computer-Aided Design, Vol. 25 (3), 1993. 

 

32. Kanarachos A, Grekas D, and Provatidis C, Generalized Formulation of Coons  ́

Interpolation. In: Kaklis PD, and Sapidis NS (editors), Computer aided geometric 

design: from theory to practice. Athens: National Technical University of Athens 

Press: 1995, pp. 65-76 [Chapter 7] 

 

33. Kikuchi N, Adaptive grid design methods for finite element analysis, Comput. Meth. 

Appl. Mech. Eng., Vol. 55, pp. 129-160, 1986. 

 

34. Lee, Y.T., Automatic Finite Element Generation Based on Constructive Solid 

Geometry, Ph.D Thesis, Mechanical Engineering Dept., University of Leeds, Leeds, 

UK, 1983. 

 



27 

 

35. Lewis W., “Investigation of Strenght of Gear Teeth”, Proceedings of the Engineering 

Club No. 1, Philadelphia, 1882. 

 
36. Litvin F. L., “Theory of Gearing”, NASA Reference Publication 1212, AVSCOM 

Technical Report, 88-C-035, 1989. 

 
37. Litvin F. L., Theory of Gearing, 2nd ed., Nauka, Moscow, 1968. 

 

38. MacNeal, R. H, Finite Elements: Their Design and Performance, Marcel Dekker, New 

York, 1994. 

 

39. Mills R., Making Models Move, Computer-Aided Engineering, pp. 30-38, February 

1997. 

 

40. Niemann G., Maschinelemente, Band 2, Springer - Verlag, New York, 1965. 

 

41. Provatidis, C.G., Three-dimensional Coons macroelements in Laplace and acoustic 

problems, Computers & Structures, 2005. 

 

42. Provatidis, C.G., Analysis of box-like structures using 3-D Coons  ́ interpolation, 

Commun. Numer. Meth. Eng., 2005. 

 

43. Quiregga J. A., Gonzalez-Cano A., “Stress separation from photoelastic data by a 

multigrid method”, Measurement Science & Technology, Vol. 9, Is. 8, pp. 1204-1210, 

1998 

 

44. Shu Xiao-Long, “Determination of load sharing factor for planetary gearing with 

small tooth number difference”, Mechanism and Machine Theory, Vol. 30, Is. 2, pp. 

313-321, 1995. 

 

45. Shimada K., and Gossard D.C., Computational Methods for physically based FE mesh 

generation, In: G.J. Ollig and F. Kamura (eds.), Human Aspects in Computer 

Integrated Manufacturing, pp. 41-42, Elsevier Science, Amsterdam, 1992. 

 

46. Szabo B. and Babuska I., Finite Element Analysis, John Wiley & Sons, New York, 

1991. 

 



28 

 

47. Thacker WC, Gonzalez A, and Putland GE, A method for automatic the construction 

of irregular computational grids for storm forecast models, J. Comput. Physics, Vol. 

37, pp. 371-387, 1980. 

 

48. Townsend D. P., Dudley’s Gear Handbook, Mc–Graw Hill  , New York, 1992. 

 

49. Watson, D. F., Computing the n-dimensional Delaunay Tessellation with Application 

to Voronoi Polygons, Comput. J., Vol. 24, pp. 167-172, 1981. 

 

50. Wilhaber E., “Conjugate Pitch Surfaces”, American Machinist, Vol. 90, No 13, 1946b, 

pp. 150-152. 

 

51. Wilhaber E., “Tooth Contact”, American Machinist, Vol. 90, No 12, 1946c, pp. 110-

114. 

 

52. Woo TC, and Thomasma T, An algorithm for generating solid elements in objects 

with holes, Computers & Structures, Vol. 18 (2), pp. 333-342, 1984. 

 

53. Wordenweber, B., Finite-Elements Mesh Generation, Computer-Aided Design, Vol. 6 

(5), pp. 285-291, 1984. 

 

54. Yerry MA, and Shephard MS, A modified quadree approach to Finite-Element Mesh 

Generation, IEEE Comput. Graph. and Appl., pp. 39-46, “Construction for Polyhedral 

in Geometric Modeling” CAD Group Document No. 100, Cambridge University 

Computer Laboratory, 1978. 

 

55. Zeid, I., CAD/CAM Theory and Practice, McGraw-Hill, New York, 1991. 

  



29 

 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ Θεωρύα Μετωπικών 

Οδοντωτών Σροχών 2 
 

Περιεχόμενα: 

2.1    Γενικϊ  

2.2    Βαςικόσ Νόμοσ Οδοντώςεωσ 

2.3    Σαχύτητα Ολιςθόςεωσ 

2.4    ΢υνεργαζόμενεσ Κατατομϋσ 

2.4.1    Γραφικό Μϋθοδοσ (Relaux) 

2.4.2    Αναλυτικό Μϋθοδοσ (Γενικευμϋνη Θεωρύα Οδοντώςεωσ) 

2.5    Η Εξειλιγμϋνη Καμπύλη  

2.6    Μεγϋθη Οδοντώςεων 

2.6.1    Βόμα Οδόντων – Μϋτρο Οδοντώςεωσ 

2.6.2    Πϊχοσ Οδόντων 

2.6.3    ΢χϋςη Μετϊδοςησ - Απόςταςη Αξόνων 

2.6.4    Γωνύα Επαφόσ 

2.6.5    Βαθμόσ Επικαλύψεωσ ό Διϊρκεια Επαφόσ 

2.7    Υόρτιςη των Οδοντωτών Σροχών 

2.8    ΢ημεύο Μεγύςτησ Υόρτιςησ κατϊ τη ΢υνεργαςύα Οδόντων (HPSTC) 

2.9    Τπολογιςμόσ τησ Θϋςησ Εμφϊνιςησ τησ Επικύνδυνησ Διατομόσ Ποδόσ 

2.9.1    Η Μϋθοδοσ τησ Εγγεγραμμϋνησ Παραβολόσ του Lewis 

2.9.2    Η Μϋθοδοσ τησ Εφαπτομϋνησ των 30ο  

2.10 Τπολογιςμόσ τησ Μεγύςτησ Σϊςησ ςτην Επικύνδυνη Διατομό Ποδόσ 

2.10.1 Η Μϋθοδοσ κατϊ το πρότυπο AGMA 

2.10.2 Η Μϋθοδοσ κατϊ το πρότυπο DIN 3990 

2.10.3 Η Ημιεμπειρικό Μϋθοδοσ του Heywood 

2.10.4 Ο Εμπειρικόσ Σύποσ των Dolan - Broghamer 

2.11 Παρατηρόςεισ 

2.12 Βιβλιογραφύα 



30 

 

2.1  Γενικϊ 

 

Η προςπϊθεια για τη μοντελοπούηςη τησ γεωμετρύασ, τησ κινηματικόσ και τησ 

αντοχόσ των οδοντώςεων ξεκινϊ από τα τϋλη του 18ου και τισ αρχϋσ του 19ου αιώνα με 

την ανακϊλυψη τησ εξειλιγμϋνησ από τον Euler και την μοντελοπούηςη τησ κινηματικόσ 

των οδοντώςεων από τον Relaux αντύςτοιχα. Παρϊ το γεγονόσ ότι ςτην αρχό οι 

οδοντωτού τροχού που επικρατούςαν όταν εκεύνοι με οδόντωςη δια κυκλοειδών, 

γρόγορα εκτοπύςτηκαν από τισ οδοντώςεισ εξειλιγμϋνησ των 20ο, το οπούο ςυνδυϊζει 

επαρκό αλληλοκϊλυψη μεταξύ ςυνεργαζομϋνων οδόντων και αυξημϋνη ικανότητα 

παραλαβόσ φορτύων (Buckingham [4]). Βαςικό αρχό για την ομαλό μετϊδοςη κινόςεωσ 

και μεταφορϊ ιςχύοσ ςε μύα βαθμύδα, αποτελεύ ο βαςικόσ νόμοσ οδοντώςεωσ πϊνω ςτον 

οπούο βαςύζονται τόςο η γραφικό μϋθοδοσ Relaux όςο και η αναλυτικό μϋθοδοσ τησ 

γενικευμϋνησ θεωρύασ οδοντώςεωσ του Buckingham για τισ ςυνεργαζόμενεσ κατατομϋσ. 

 

Γύρω ςτα μϋςα του 20ου αιώνα, ο F. Litvin ϊρχιςε να αναπτύςςει τη Θεωρύα 

Οδοντώςεων, η οπούα ολοκληρώθηκε πρόςφατα από τον ύδιο (Litvin [16] [17]). 

΢ύμφωνα με τη θεωρύα αυτό, όταν δυνατόσ ο υπολογιςμόσ όχι μόνον των επύπεδων 

μετωπικών τροχών, αλλϊ οποιουδόποτε ζεύγουσ ςυνεργαζόμενων κατατομών ςτο 

χώρο. Παρϊλληλα με τισ εργαςύεσ του Litvin, αναπτύχθηκαν διϊφορεσ μεθοδολογύεσ και 

θεωρύεσ υπολογιςμού τησ γεωμετρύασ των οδοντώςεων εύτε από μεμονωμϋνουσ 

ερευνητϋσ (Baxter, Colbourne, Dudley, Henriot, Merritt, Salamoun, Stipelman, 

Wildhaber) εύτε από καταςκευαςτϋσ (Gleason, Illinois Tool Works). 

 

 Η πρώτη προςπϊθεια για τον υπολογιςμό των τϊςεων ςε οδοντώςεισ ανόκει ςτον 

Lewis, ο οπούοσ διατύπωςε τη μϋθοδο τησ εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ και η οπούα ακόμα 

και ςόμερα υιοθετεύται και εφαρμόζεται (Lewis [15]). Ο πρώτοσ που ςυγκϋντρωςε τισ 

προώπϊρχουςεσ θεωρύεσ και τύπουσ υπολογιςμού, που αφορούςαν τουσ οδοντωτούσ 

τροχούσ με οδόντωςη εξειλιγμϋνησ, όταν ο Buckingham. Αργότερα ακολουθούν πολλού 

ερευνητϋσ (Timoshenko, Kelley, Niemann, Small, Wellauer, Heywood) οι οπούοι 

αςχολόθηκαν κυρύωσ με το πρόβλημα τησ ανϊπτυξησ των τϊςεων ςτισ οδοντώςεισ και 

ιδιαύτερα με τον προςδιοριςμό του ςυντελεςτό ςυγκϋντρωςησ τϊςησ ςτον πόδα των 

οδόντων ευθεύασ οδόντωςησ εξειλιγμϋνησ, με πιο ςημαντικούσ τουσ Dolan και Broghamer, 

οι οπούοι υπολόγιςαν με τη μϋθοδο τησ φωτοελαςτικότητασ ϋναν εμπειρικό τύπο 

υπολογιςμού του ςυντελεςτό ςυγκϋντρωςησ τϊςησ, που χρηςιμοποιεύται ακόμα και 
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ςόμερα από το αμερικϊνικο πρότυπο AGMA (Niemann [18] , Heywood [13] , Dolan & 

Broghamer [9] , AGMA [3] , Wilhaber [20] [21]). 

 

 

 

 

2.2  Βαςικόσ Νόμοσ Οδοντώςεωσ 

 

Οι ςυνεργαζόμενεσ κατατομϋσ 1 και 2 του ΢χ. 2.1 εφϊπτονται ςε κϊποια χρονικό 

ςτιγμό ςτο ςημεύο Ε και περιςτρϋφονται η μεν 1 ωσ προσ ϊξονα δια του ςημεύου Ο1 με 

γωνιακό ταχύτητα ω1 η δε 2 ωσ προσ ϊξονα δια του ςημεύου Ο2 με γωνιακό ταχύτητα ω2 

(Costopoulos [1] [6] , Buckingham [4] , Colbourne [5] , Henriot [12] , Niemann [18]). 

 

 
 

΢χόμα 2.1:  ΢υνεργαζόμενεσ κατατομϋσ 

 

 

Σο ςημεύο επαφόσ Ε θεωρούμενο ωσ ςημεύο τησ κατατομόσ 1 ϋχει περιφερειακό 

ταχύτητα  και ωσ ςημεύο τησ κατατομόσ 2 ϋχει περιφερειακό ταχύτητα 

. Εϊν Σ – Σ εύναι η κοινό εφαπτομϋνη των κατατομών ςτο ςημεύο Ε και Ν – Ν 

η κοινό κϊθετοσ αυτών ςτο ύδιο ςημεύο Ε, τότε οι προβολϋσ C1 και C2 των V1 και V2 

αντύςτοιχα επύ την Ν – Ν πρϋπει να εύναι ύςεσ. Σούτο αποτελεύ προώπόθεςη τησ ςυνεχούσ 

επαφόσ των κατατομών, οι οπούεσ πρϋπει να ςυνεχύςουν να ϋχουν ςυνεργαςύα 
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εξαςφαλύζουςα την ομαλό και χωρύσ ολύςθηςη κύλιςη των αρχικών κύκλων των 

κατατομών. 

 

Εϊν η C1 όταν μεγαλύτερη από την C2 τότε η κατατομό με το ςκληρότερο υλικό 

θα ειςχωρούςε εντόσ τησ κατατομόσ με το μαλακότερο υλικό, ενώ εϊν η C2  όταν 

μεγαλύτερη από την C1 τότε η κατατομό 2 θα απομακρυνόταν από την 1, δηλαδό θα 

ϋπαυε η επαφό και ςυνεπώσ η ςυνεργαςύα των κατατομών. Αυτϋσ οι δύο ανεπιθύμητεσ 

 
 

΢χόμα 2.2:  Ο βαςικόσ νόμοσ οδοντώςεωσ 
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καταςτϊςεισ αποφεύγονται από την ςυνθόκη C1 = C2 = C από την οπούα, από το ΢χ. 2.2 

προκύπτει: 

 

 (2.1) 

από την οπούα προκύπτει ότι: 

 

 (2.2) 

 

Όμωσ, V1 = ω1 R1 και V2 = ω2 R2 οπότε η (2.2) γύνεται: 

 

 (2.3) 

  

Εϊν η κοινό κϊθετοσ Ν – Ν των κατατομών ςτο ςημεύο επαφόσ Ε του ΢χ. 2.2 τϋμνει την 

διϊκεντρο Ο1Ο2 ςτο ςημεύο C ,́ τότε από τισ ομοιότητεσ των τριγώνων ΚC΄Ο1 και ΛC΄Ο2  

θα εύναι: 

 

 (2.4) 

  

Από τον ςυνδυαςμό των δύο τελευταύων ςχϋςεων (2.3) και (2.4) τελικϊ προκύπτει: 

 
 (2.5) 

η οπούα κανονικϊ ιςχύει μόνο για ϋνα ςημεύο τησ διακϋντρου, το οπούο δεν μπορεύ να 

εύναι ϊλλο από το ςημεύο επαφόσ των αρχικών κύκλων ςτην περύπτωςη των κανονικών 

οδοντώςεων. Από τα παραπϊνω, καθύςταται φανερό ότι το ςημεύο C  ́ταυτύζεται με το 

ςημεύο κυλύςεωσ C. ΢υνεπώσ ο βαςικόσ νόμοσ τησ ςυνεργαςύασ δύο κατατομών ό ο 

βαςικόσ νόμοσ τησ οδοντώςεωσ μπορεύ να διατυπωθεύ ωσ εξόσ (Costopoulos [1] [6]):  

 

Για την ομαλό μετϊδοςη κινόςεωσ και μεταφορϊ ιςχύοσ από τον κινητόριο ςτον 

κινούμενο οδοντωτό τροχό θα πρϋπει ςε κϊθε ςημεύο επαφόσ των ςυνεργαζομϋνων 

κατατομών των οδόντων η κοινό κϊθετοσ αυτών να διϋρχεται από το ςημεύο κυλύςεωσ 
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C. Αυτό εξαςφαλύζει ομοιόμορφη μετϊδοςη κινόςεωσ και μεταφορϊ ιςχύοσ από τον 

κινητόριο ςτον κινούμενο οδοντωτό τροχό, χωρύσ ολύςθηςη χωρύσ ολύςθηςη των 

αρχικών κύκλων, η οπούα εϊν υπόρχε θα προκαλούςε ανομοιομορφύα τησ 

μεταδιδόμενησ κινόςεωσ και δημιουργύα αδρανειακών δυνϊμεων επύ των οδόντων. 

 

 Η ανυπαρξύα ολιςθόςεωσ των αρχικών κύκλων δεν ςυνεπϊγεται και ανυπαρξύα 

ολιςθόςεωσ των κατατομών μεταξύ τουσ ςε όλα τα ςημεύα επαφόσ, εκτόσ βεβαύωσ τησ 

περιπτώςεωσ που η επαφό των κατατομών γύνεται ςτο ςημεύο κυλύςεωσ. 

 

 Πολύ χρόςιμη και ενδιαφϋρουςα εύναι η μαθηματικό διατύπωςη του βαςικού 

νόμου οδοντώςεωσ, όπωσ αυτό προκύπτει από την εφαρμογό των πιο κϊτω απλών 

ςχϋςεων. 

 

 ΢το ΢χ. 2.3 φαύνονται οι καμπύλεσ ψ1 = f(x) και ψ2 = φ(x) που εύναι κϊθετεσ ςτο 

ςημεύο Ε. 

 
 

΢χόμα 2.3:  Καμπύλεσ ψ1 , ψ2 

 

 

Από την γεωμετρικό ερμηνεύα τησ παραγώγου θα εύναι: 

 

 (2.6) 

 
 

(2.7) 
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Από τον τριγωνομετρικό κύκλο, ΢χ. 2.4, προκύπτει ότι: 

 

 (2.8) 

 

Όμωσ: 

 

 (2.9) 

 

Από τα παραπϊνω αποδεικνύεται εύκολα ότι: 

 

 (2.10) 

 

Με εφαρμογό του αποτελϋςματοσ αυτού ςτην κατατομό ψ = f(x), ΢χ. 2.5, όπου η 

αρχό C των αξόνων εύναι το ςημεύο κυλύςεωσ του τροχού ςτον οπούο ανόκει η εν λόγω 

κατατομό, μπορούμε να γρϊψουμε για το ςημεύο Ε 

 

 (2.11) 

η οπούα αποτελεύ την μαθηματικό διατύπωςη του βαςικού νόμου των οδοντώςεων. 

 

   
 

΢χόμα 2.4:  Σριγωνομετρικόσ κύκλοσ       ΢χόμα 2.5:  Κατατομό ψ = f (x) 
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2.3  Σαχύτητα Ολιςθόςεωσ 

 

 ΢το παρακϊτω ΢χ. 2.6 το ςτερεό S περιςτρϋφεται με γωνιακό ταχύτητα ω περύ 

ϊξονα από το ςημεύο Ο. Η γραμμικό ταχύτητα του ςημεύου Ε κατϊ την ευθεύα Φ–Φ  

υπολογύζεται ωσ εξόσ (Costopoulos [1] [6]): 

 

 (2.12) 

  (2.13) 

 
 

΢χόμα 2.6:  Περιςτροφικό ταχύτητα ςτερεού S 

 

 

 Φρηςιμοποιώντασ τη παραπϊνω παρατόρηςη ςτο ΢χ. 2.2 του βαςικού νόμου τησ 

οδοντώςεωσ προκύπτουν οι προβολϋσ των περιφερειακών ταχυτότων V1 και V2 επύ την 

κοινό εφαπτομϋνη Σ–Σ των ςυνεργαζομϋνων κατατομών ςτο ςημεύο επαφόσ Ε, ϋχουμε: 

 

     και      (2.14) 

ενώ η διαφορϊ των ταχυτότων ορύζεται ωσ ταχύτητα ολιςθόςεωσ: 

 

 (2.15) 

που εύναι η ςχετικό ταχύτητα με την οπούα, ςτο ςημεύο Ε, η κατατομό 1 κινεύται ωσ προσ 

την κατατομό 2. Παρατηρώντασ το ΢χ. 2.2 μπορούμε να γρϊψουμε: 

 

 (2.16) 

Φ Φ 
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από τισ οπούεσ η (2.14) γύνεται: 

 

 (2.17) 

Με εφαρμογό του βαςικού νόμου τησ οδοντώςεωσ και από την ομοιότητα των 

τριγώνων ΚCΟ1 , ΚCΟ2 προκύπτει: 

 

 (2.18) 

με βϊςη την οπούα η εξ. (2.17) γρϊφεται: 

 

 (2.19) 

όπου e εύναι η απόςταςη του ςημεύου επαφόσ Ε από το ςημεύο κυλύςεωσ C . Για την 

περιφερειακό ταχύτητα VC του ςημεύου C, εφόςον ακολουθεύται ο βαςικόσ νόμοσ τησ 

οδοντώςεωσ, ιςχύει: 

 

 (2.20) 

από τισ οπούεσ η (2.19) γύνεται: 

 

 (2.21) 

Για το ςημεύο Ε που εξετϊςθηκε, θεωρούμενο ωσ ςημεύο τησ κατατομόσ που 

περιςτρϋφεται περύ το Ο1 και το οπούο βρύςκεται ςτην κατατομό ποδόσ κϊθε ςημεύο τησ 

οπούασ ϋχει ακτύνα R1 < rc1 , ιςχύει το αρνητικό πρόςημο τησ ταχύτητασ ολιςθόςεωσ, 

όπωσ ορύςθηκε παραπϊνω. ΢το ςημεύο κυλύςεωσ C εύναι e = 0, οπότε ug = 0, όπωσ εξ 

ϊλλου αναμενόταν από την διατύπωςη του βαςικού νόμου τησ οδοντώςεωσ, για ομαλό 

και χωρύσ ολύςθηςη μετϊδοςησ κινόςεωσ και μεταφορϊσ ιςχύοσ. Όταν το ςημεύο Ε γύνει 

ςημεύο τησ κατατομόσ κεφαλόσ, για την οπούα  R1 > rc1 , οπότε και η επαφό των 

κατατομών, για την διϊταξη του ΢χ. 2.2 του βαςικού νόμου οδοντώςεωσ, θα γύνεται 

δεξιϊ τησ διακϋντρου Ο1Ο2 , τότε θα ιςχύει για την ταχύτητα ολιςθόςεωσ: 

 

 (2.22) 
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2.4  ΢υνεργαζόμενεσ Κατατομϋσ 

 

 Η ομοιόμορφη μετϊδοςη κινόςεωσ και μεταφορϊ ιςχύοσ από τον κινητόριο ςτον 

κινούμενο οδοντωτό τροχό εξαςφαλύζεται με τον βαςικό νόμο τησ οδοντώςεωσ, κατϊ 

τον οπούο οι ςυνεργαζόμενεσ κατατομϋσ των οδόντων πρϋπει να εύναι τϋτοιεσ ώςτε η 

κοινό κϊθετοσ των κατατομών ςτο τυχόν ςημεύο επαφόσ τουσ να διϋρχεται από το 

ςημεύο κυλύςεωσ του τροχών (Costopoulos [1] [6] , Buckingham [4] , Colbourne [5] , 

Henriot [12] , Niemann [18] , Litvin [16] [17]). Με βϊςη αυτόν τον νόμο και με δεδομϋνη 

την γεωμετρύα τησ μύασ κατατομόσ, αποδεικνύεται παρακϊτω ότι μπορεύ να βρεθεύ η 

γεωμετρύα τησ ϊλλησ κατατομόσ. Οι κατατομϋσ αυτϋσ λϋγονται ςυνεργαζόμενεσ με την 

ϋννοια ότι κατϊ την ςυνεργαςύα τουσ ακολουθούν τον βαςικό νόμο τησ οδοντώςεωσ. Η 

αναζότηςη των αποδοτικότερων ςυνεργαζομϋνων κατατομών αποτϋλεςε πϊντοτε ϋνα 

από τα βαςικότερα αντικεύμενα τησ θεωρύασ των οδοντώςεων. Έτςι ϋχουν 

χρηςιμοποιηθεύ ωσ κατατομϋσ οδόντων διϊφορεσ καμπύλεσ, όπωσ εύναι η εξειλιγμϋνη 

καμπύλη, τόξα κύκλου, οι διϊφορεσ κυκλοειδεύσ καμπύλεσ (ορθοκυκλοειδόσ, 

επικυκλοειδόσ, περικυκλοειδόσ, υποκυκλοειδόσ), ςπεύρα, και ϊλλεσ, αρκεύ να 

ακολουθεύται ο βαςικόσ νόμοσ τησ οδοντώςεωσ. Η μϋθοδοσ που ακολουθεύται μπορεύ να 

εύναι γραφικό όπου ακολουθεύται η καταςκευό Relaux ό αναλυτικό που βαςύζεται ςτη 

γενικευμϋνη θεωρύα οδοντώςεωσ, τησ οπούασ οι βϊςεισ τϋθηκαν από τον E. Buckingham 

(Buckingham [4]). 

 

 

 

2.4.1  Γραφικό Μϋθοδοσ (Relaux) 

 

 Αρχικϊ, για δεδομϋνη ακτύνα αρχικού κύκλου ro , γνωςτόσ κατατομόσ F του 

οδόντοσ ενόσ οδοντωτού τροχού που ϋχει κϋντρο περιςτροφόσ το ςημεύο Ο  

καταςκευϊζεται εύκολα το τμόμα επαφών ΣΕ του ΢χ. 2.7 όπωσ παρακϊτω (Costopoulos 

[1] , Henriot [12]): 

 

΢ε τυχόν ςημεύο Α τησ κατατομόσ F φϋρεται η κϊθετοσ επ’ αυτόν, που τϋμνει τον 

αρχικό κύκλο ςτο ςημεύο α. Καθώσ ο τροχόσ περιςτρϋφεται, όπωσ ςτο ςχόμα, από τον 

βαςικό νόμο τησ οδοντώςεωσ προκύπτει ότι το ςημεύο Α θα ϋρθει ςε επαφό με το 

αντύςτοιχο ςημεύο Β τησ ςυνεργαζόμενησ κατατομόσ όταν η κϊθετοσ Αα επύ την F 

διϋρχεται από το ςημεύο κυλύςεωσ, δηλαδό όταν το ςημεύο α ςυμπϋςει με το ςημεύο C. 
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Σότε το ςημεύο Α θα βρεθεύ ςτη θϋςη Ε, το οπούο ςημαύνει ότι η απόςταςη EC ιςούται με 

την Αα. Επύςησ το Α διαγρϊφει κυκλικό τροχιϊ με κϋντρο το Ο και ακτύνα την ΟΑ. Έτςι, 

προκύπτει ότι το ςημεύο Ε του τμόματοσ επαφών βρύςκεται ςτην τομό των 

περιφερειών (Ο, ΟΑ) και (C, Αα). Με αυτόν τον τρόπο μπορούν να βρεθούν όλα τα 

ςημεύα του τμόματοσ επαφών, όπωσ ςτο ΢χ. 2.7, ϋχοντασ υπόψη ότι λόγω τησ  

ιδιομορφύασ και τησ δυςκολύασ εποπτεύασ των ςυνεργαζομϋνων οδοντώςεων, εύναι 

εύκολο το λϊθοσ που θα οδηγόςει ςε ςυμπερϊςματα που δεν ελϋγχονται. Για να γύνουμε 

ςαφϋςτεροι ασ παρατηρόςουμε το ΢χ. 2.7. Η κϊθετοσ Αα επύ την κατατομό, 

λαμβανομϋνη ςε τυχαύο ςημεύο τησ F, μπορεύ να τϋμνει τον αρχικό κύκλο ςε δύο ςημεύα, 

πρϊγμα το οπούο μασ δύνει τϋςςερα ςημεύα Ε ςτα οπούα θα μπορούςε, θεωρητικϊ, να 

βρεθεύ το ςημεύο Α. Όμωσ για την δεδομϋνη κατατομό F και για την δεδομϋνη φορϊ 

περιςτροφόσ μόνο το ευρεθϋν ςημεύο Ε ιςχύει, ενώ τα υπόλοιπα τρύα απορρύπτονται, 

πρϊγμα το οπούο ςημαύνει ότι με αυτϊ τα δεδομϋνα ορύζεται μονοςόμαντα το τμόμα 

επαφών ΣΕ. 

 

 
 

΢χόμα 2.7:  Καταςκευό Relaux – Σμόμα επαφών ΣΕ 

 

 

Αλλϊ και η κατατομό οδόντοσ του ςυνεργαζομϋνου οδοντωτού τροχού μπορεύ να 

βρεθεύ με την παραπϊνω μϋθοδο, όπωσ ςτο ΢χ. 2.8, με δεδομϋνη φυςικϊ την ακτύνα του 

αρχικού κύκλου αυτού του τροχού, όταν πρόκειται για εξωτερικϊ ςυνεργαζόμενουσ 

οδοντωτούσ τροχούσ, ωσ εξόσ: 

 

΢το ευρεθϋν ςημεύο Ε του τμόματοσ επαφών αντιςτοιχεύ το ςημεύο Β τησ 

ςυνεργαζόμενησ κατατομόσ, το οπούο προφανώσ θα κεύται επύ τησ περιφερεύασ του 

κύκλου (Ο2 , Ο2Ε). Επύςησ, λόγω τησ κυλύςεωσ των αρχικών κύκλων χωρύσ ολύςθηςη, το 
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τόξο αC του αρχικού κύκλου του τροχού 1 θα ιςούται με το τόξο βC του αρχικού κύκλου 

του τροχού 2, το οπούο ςημαύνει ότι ςτη γνωςτό γωνύα ςτροφόσ θ1 του τροχού 1 

αντιςτοιχεύ η υπολογιζόμενη γωνύα ςτροφόσ θ2 του τροχού 2, δηλαδό: 

 

 (2.23) 

Επειδό ςτο Ε θα ςυμπϋςουν τα ςημεύα Α και Β, και επειδό θα ιςχύει ο βαςικόσ νόμοσ τησ 

οδοντώςεωσ, με βϊςη τα παραπϊνω, θα πρϋπει το μόκοσ CE να εύναι τϋτοιο ώςτε: 

 

 (2.24) 

Έτςι προκύπτει ότι το ςημεύο Β τησ υπό εύρεςη κατατομόσ βρύςκεται ςτην τομό των 

περιφερειών (Ο2 , Ο2Ε) και (β , EC). Απαιτεύται μεγϊλη προςοχό ςτην εκλογό του 

κατϊλληλου ςημεύου Β από τα δύο τησ τομόσ των παραπϊνω περιφερειών. Όπωσ και 

προηγουμϋνωσ, πρϋπει να ληφθούν υπόψη η φορϊ περιςτροφόσ, η θϋςη του Ββ, η γωνύα 

θ2 και το γεγονόσ ότι το υλικό του τροχού 2 δεν μπορεύ να βρύςκεται ςε θϋςεισ όδη 

κατειλημμϋνεσ από υλικό του τροχού 1. 

 

 
΢χόμα 2.8:  Καταςκευό Relaux – ΢υνεργαςύα δύο τροχών 
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2.4.2  Αναλυτικό Μϋθοδοσ (Γενικευμϋνη Θεωρύα Οδοντώςεωσ) 

 

 Κατ’ αρχόν γύνεται χρόςη του γεγονότοσ ότι, όπωσ αποδεύχθηκε παραπϊνω, 

υπϊρχει μονοςόμαντη αντιςτοιχύα μεταξύ τησ κατατομόσ οδόντοσ ενόσ τροχού, τησ 

κατατομόσ οδόντοσ του ςυνεργαζομϋνου τροχού και τησ τροχιϊσ επαφών τουσ, με τα 

δεδομϋνα και τισ προώποθϋςεισ που αναφϋρθηκαν. Έτςι, γνωρύζοντασ το ϋνα από αυτϊ, 

τα ϊλλα δύο υπολογύζονται αναλυτικϊ με την αναπτυςςομϋνη θεωρύα οδοντώςεωσ, η 

οπούα ονομϊζεται γενικευμϋνη γιατύ εξετϊζει την κατατομό κατϊ γενικό τρόπο, 

ανεξϊρτητα αν αυτό εύναι εξειλιγμϋνη ό κυκλοειδόσ ό οποιαδόποτε καμπύλη ψ = F (χ). 

Αυτόσ ο τρόποσ εξϋταςησ τησ γεωμετρύασ ςυνεργαζομϋνων κατατομών ϋχει πολλϊ 

πλεονεκτόματα που γύνονται φανερϊ κατϊ τη ςχεδύαςη και ειδικότερα την 

βελτιςτοπούηςη των οδοντωτών τροχών (Costopoulos [1] [6]).  

   

 ΢την αναλυτικό μϋθοδο μελϋτησ ςυνεργαζομϋνων κατατομών εξετϊζονται με την 

γενικευμϋνη θεωρύα οδοντώςεων οι εξόσ τρεισ περιπτώςεισ: 

 

a) Δύνεται η τροχιϊ επαφών ψ = F (χ) και η ακτύνα ro του κύκλου κυλύςεωσ του 

τροχού. Ζητούνται να υπολογιςτούν οι κατατομϋσ των οδόντων του τροχού 

ακτύνασ ro και του κανόνα. 

 

Από το ΢χ. 2.9 προκύπτει ότι εφόςον το ςημεύο C ϋχει ληφθεύ ωσ ςημεύο κυλύςεωσ 

του τροχού και του κανόνα του, τότε η εφαπτομϋνη του κύκλου ακτύνασ ro εύναι η 

γραμμό κυλύςεωσ του κανόνα. Σο ςημεύο C λαμβϊνεται ωσ η αρχό των αξόνων (χ , 

ψ), δηλαδό ο ϊξονασ των χ ταυτύζεται με την γραμμό κυλύςεωσ του κανόνα και ο 

ϊξονασ των ψ διϋρχεται από το ςημεύο Ο που εύναι το κϋντρο του τροχού ακτύνασ 

ro. Ασ εύναι Εο το ςημεύο επαφόσ των ϊγνωςτων κατατομών ςε κϊποια χρονικό 

ςτιγμό και Ε το ςημεύο επαφόσ τουσ ςε κϊποια μελλοντικό χρονικό ςτιγμό. ΢το 

ςημεύο Ε οι κατατομϋσ θα εφϊπτονται ςτα ςημεύα τουσ εκεύνα που όταν η επαφό 

των κατατομών γινόταν ςτο Εο αυτϊ τα ςημεύα εύχαν τισ θϋςεισ (χ1 , ψ1) για τον 

κανόνα και (χ2 , ψ2) για τον τροχό. Όλα τα ςημεύα του κανόνα εκτελούν κύνηςη 

παρϊλληλη με τον ϊξονα των χ, και μϊλιςτα κατϊ τα θετικϊ χ, δηλαδό:  

 

     και          με       (2.25) 
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΢χόμα 2.9:  Δεδομϋνη τροχιϊ επαφών 

 

 

Από την εφαρμογό του βαςικού νόμου οδοντώςεωσ ςτο ςημεύο Ε προκύπτει ότι 

η CE εύναι κϊθετοσ επύ τισ κατατομϋσ ςτο Ε, το οπούο ϋχει ςυντεταγμϋνεσ (χ , ψ), 

τϋτοιεσ ώςτε: 

 

 (2.26) 

Σο ευθύγραμμο τμόμα αΑ εύναι κϊθετο επύ την κατατομό του κανόνα ςτο ςημεύο 

(χ1 , ψ1) όπου η εφαπτομϋνη ΑΒ επύ την κατατομό εύναι τϋτοια ώςτε η κλύςη τησ, 

με βϊςη την γεωμετρικό ερμηνεύα τησ παραγώγου, μασ εξαςφαλύζει την 

μαθηματικό διατύπωςη του βαςικού νόμου τησ οδοντώςεωσ ωσ εξόσ: 

 

 (2.27) 
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Επειδό με βϊςη τα παραπϊνω ιςχύουν: dχ1 = dχ – dK  και  dψ1 = dψ προκύπτει 

ότι: 

 

 (2.28) 

 

Ολοκληρώνοντασ την τελευταύα ςχϋςη μεταξύ των ςημεύων Εο και Ε, μπορούμε 

να υπολογύςουμε την απόςταςη Κ κατϊ την οπούα μετακινόθηκε ο κανόνασ κατϊ 

τα θετικϊ χ, ςτον χρόνο τον οπούο ο τροχόσ ςτρϊφηκε δεξιόςτροφα κατϊ γωνύα 

θ. Επειδό η κύλιςη γύνεται χωρύσ ολύςθηςη θα εύναι: 

 

 (2.29) 

΢ε δεδομϋνο ςημεύο (χ , ψ) τησ τροχιϊσ επαφών αντιςτοιχεύ ϋνα Κ και με βϊςη την 

(2.25) ϋνα ςημεύο (χ1 , ψ1) τησ κατατομόσ οδόντοσ του κανόνα. Επύ τησ 

κατατομόσ οδόντοσ του τροχού αντιςτοιχεύ το ςημεύο (χ2 , ψ2) του οπούου οι 

ςυντεταγμϋνεσ υπολογύζονται από το ΢χ. 2.9 ωσ εξόσ: 

 

 (2.30) 

Ομούωσ, 

 

 (2.31) 

 

Επειδό όμωσ  χ = R sinω   και   ψ + ro = R cosω με αντικατϊςταςη ςτισ (2.30) και 

(2.31) προκύπτει: 

 

 (2.32) 

 

 (2.33) 

όπου τα χ , ψ λαμβϊνονται με τα πρόςημϊ τουσ. 
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b) Δύνεται η κατατομό οδόντοσ ψ = F (χ) του κανόνα και η ακτύνα ro του κύκλου 

κυλύςεωσ του τροχού. Ζητεύται να υπολογιςτεύ η κατατομό των οδόντων του 

τροχού ακτύνασ ro και η τροχιϊ επαφών. 

 

Με ανϊλογο τρόπο με την προηγούμενη περύπτωςη και χρηςιμοποιώντασ το ύδιο 

ςύςτημα ςυντεταγμϋνων, εύναι δυνατόν με βϊςη το ΢χ. 2.10 να βρεθούν οι 

ςχϋςεισ υπολογιςμού τησ ζητούμενησ κατατομόσ οδόντοσ του τροχού και τησ 

αντύςτοιχησ τροχιϊσ επαφών. Ασ εύναι (χ , ψ) οι ςυντεταγμϋνεσ ενόσ ςημεύου τησ 

κατατομόσ του κανόνα, η οπούα ακολουθεύ την καμπύλη ψ = F (χ), και (χτε , ψτε), ( 

(χ1 , ψ1) οι ςυντεταγμϋνεσ των ςημεύων τησ τροχιϊσ επαφών και τησ κατατομόσ 

οδόντοσ του τροχού αντύςτοιχα, που θα ςυνεργαςτούν με το ςημεύο (χ , ψ) τησ 

κατατομόσ του κανόνα. Αυτό ςημαύνει όπωσ και ςτην προηγούμενη περύπτωςη, 

ότι το ςημεύο (χ , ψ) τησ κατατομόσ του κανόνα και το ςημεύο (χ1 , ψ1) τησ 

κατατομόσ οδόντοσ του τροχού θα ϋρθουν ςε επαφό ςτο ςημεύο (χτε , ψτε) τησ 

τροχιϊσ επαφών, 

 

 
 

΢χόμα 2.10:  Δεδομϋνη κατατομό οδόντοσ ψ = F (χ)  του κανόνα 
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΢τη μετακύνηςη του κανόνα κατϊ Κ > 0 αντιςτοιχεύ ςτροφό του τροχού κατϊ 

γωνύα θ, τϋτοια ώςτε: 

 

 (2.34) 

όπωσ προκύπτει από τον βαςικό νόμο οδοντώςεωσ για την περύπτωςη κυλύςεωσ 

χωρύσ ολύςθηςη του κανόνα και του τροχού. Προφανώσ θα ιςχύουν οι ςχϋςεισ: 

 

     και          (2.35) 

 

 (2.36) 

από τισ οπούεσ προκύπτει ότι: 

 

 (2.37) 

οι ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου (χ1 , ψ1) προκύπτουν κατϊ τρόπο ανϊλογο με την 

προηγούμενη περύπτωςη ωσ εξόσ: 

 
 

 
(2.38) 

Ομούωσ, 

 
= 

 
(2.39) 

 

Επειδό όμωσ  χ = R sinω   και   ψ + ro = R cosω με αντικατϊςταςη ςτισ (2.38) και 

(2.39) προκύπτει ςε ςυνδυαςμό με την (2.35): 

 
 

 
(2.40) 



46 

 

 
 

 
(2.41) 

όπου τα χ , ψ λαμβϊνονται με τα πρόςημϊ τουσ. 

 

 

c) Δύνεται η κατατομό οδόντοσ ψ = F (χ) του κανόνα και η ακτύνα ro του κύκλου 

κυλύςεωσ του τροχού. Ζητεύται να υπολογιςτεύ η κατατομό των οδόντων του 

κανόνα και η τροχιϊ επαφών. 

 

΢το ΢χ. 2.11 ασ εύναι χCψ το ςύςτημα ςυντεταγμϋνων ςτο οπούο η κατατομό 

οδόντοσ του τροχού ακολουθεύ την καμπύλη ψ = F (χ). ΢το ςημεύο (χ , ψ) τησ 

κατατομόσ οδόντοσ του τροχού αντιςτοιχεύ το ςημεύο (χκ , ψκ) τησ κατατομόσ 

οδόντοσ του κανόνα. Σα δύο αυτϊ ςημεύα θα ϋρθουν ςε επαφό ςτο ςημεύο Ε (χτε , 

ψτε). ΢τη ςτροφό του τροχού κατϊ γωνύα θ αντιςτοιχεύ κύνηςη του κανόνα Κ > 0 

τϋτοιο ώςτε  όπωσ προκύπτει από την κύλιςη χωρύσ ολύςθηςη των 

γραμμών κυλύςεωσ. 

 

 
 

΢χόμα 2.11:  Δεδομϋνη κατατομό οδόντοσ του τροχού 
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Ιςχύουν οι ςχϋςεισ όπωσ και ςτην προηγούμενη περύπτωςη: 

 

     και          (2.42) 

 
 

 
(2.43) 

 
 

 
(2.44) 

 

Από τισ δύο τελευταύεσ ςχϋςεισ (2.43) και (2.44) προκύπτει εύκολα: 

 

 (2.45) 

 

 (2.46) 

 

Από την εφαρμογό του βαςικού νόμου των οδοντώςεων ιςχύει για την γωνύα α: 

 

 (2.47) 

 

΢ημειώνεται ότι η καμπύλη ψ = F (χ) δεν μπορεύ να εύναι τυχαύα, αλλϊ ςε κϊθε 

ςημεύο τησ (χ , ψ) πρϋπει να αντιςτοιχύζεται μύα γωνύα θ τϋτοια ώςτε, όταν η 

κατατομό ψ = F (χ) περιςτραφεύ περύ το κϋντρο Ο του τροχού, η  κϊθετη επύ την 

κατατομό ςτο ςημεύο αυτό να διϋρχεται από το ςημεύο κυλύςεωσ C για να ιςχυϋι ο 

βαςικόσ νόμοσ τησ οδοντώςεωσ. 

 

Από το ΢χ. 2.11 αποδεικνύεται ότι: 

 

   ,          ,      (2.48) 
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από τισ οπούεσ με πρόςθεςη κατϊ μϋλη προκύπτει: 

 

 (2.49) 

όπου: 

 
 (2.50) 

 

Από τισ εξ. (2.45), (2.46), (2.47), (2.49) και (2.50) προκύπτει τελικϊ η πεπλεγμϋνη 

εξύςωςη: 

  

 

 (2.51) 

 

την οπούα λύνοντασ ωσ προσ θ προςδιορύζουμε τελικϊ την τιμό τησ γωνύασ 

ςυνεργαςύασ. Από εκεύ και ϋπειτα η μετακύνηςη ςυνεργαςύασ Κ του κανόνα 

προςδιορύζεται από την εξ. (2.34) οπότε το αντύςτοιχο ςημεύο του κανόνα 

προςδιορύζεται τελικϊ από τισ εξ. (2.25). 

 

 

 

 

2.5  Η Εξειλιγμϋνη Καμπύλη 

 

 Η τροχιϊ που διαγρϊφει ϋνα  ςημεύο ευθεύασ γραμμόσ κυλιομϋνησ χωρύσ ολύςθηςη 

επύ  τησ περιφϋρειασ κύκλου εύναι η εξειλιγμϋνη καμπύλη (Costopoulos [1] [6]). ΢το ΢χ. 

2.12 η ευθεύα Gχ κυλύεται επύ του βαςικού κύκλου (Ο , rg) και το ςημεύο G διαγρϊφει την 

εξειλιγμϋνη GB ενώ ταυτοχρόνωσ το ςημεύο Α διαγρϊφει την εξειλιγμϋνη ΑΝ. Εύναι 

φανερό ότι: 

 

     και      (2.52) 
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΢χόμα 2.12:  Η εξειλιγμϋνη καμπύλη 

 

 

Σο ςημεύο Β βρύςκεται ςτην τομό των περιφερειών των κύκλων (G , ) και (N , ) 

ενώ η BN εύναι η νϋα θϋςη τησ κυλιομϋνησ ευθεύασ  η οπούα ςυνεπώσ εφϊπτεται ςτην 

περιφϋρεια του βαςικού κύκλου ςτο ςημεύο N. Από την καταςκευό τησ εξειλιγμϋνησ 

προκύπτει ότι η BN εύναι ςυγχρόνωσ και η ακτύνα καμπυλότητασ τησ εξειλιγμϋνησ ςτη 

θϋςη B. Αυτό ςημαύνει ότι η BN εύναι κϊθετοσ επύ την εξειλιγμϋνη ςτο ςημεύο B και ότι η 

BN εύναι η κϊθετοσ ευθεύα NN του ΢χ. 2.14 του βαςικού νόμου τησ οδοντώςεωσ, η οπούα 

θα διϋρχεται από το ςημεύο κυλύςεωσ δύο ςυνεργαζομϋνων κατατομών δι’ εξειλιγμϋνησ. 

 

 Σο ςυμπϋραςμα που προκύπτει από τα παραπϊνω, ςε ςυνδυαςμό με το ΢χ. 2.13,  

εύναι ότι η τροχιϊ επαφών των κατατομών δι’ εξειλιγμϋνησ δύο ςυνεργαζομϋνων 

οδοντωτών τροχών, η οπούα εύναι ευθεύα γραμμό, εφϊπτεται εςωτερικϊ των βαςικών 

κύκλων των δύο τροχών.  

 

Από το ΢χ. 2.12 προκύπτει ότι: 

 

     και      (2.53) 

όπου οι γωνύεσ φ και α εύναι ςε ακτύνια. 

 

Από τισ (2.52) και (2.53) αποδεικνύεται εύκολα ότι:    
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Η γωνύα φ λϋγεται ςυνϊρτηςη τησ εξειλιγμϋνησ (involute, evolvente) και ορύζεται 

μονοςόμαντα από την α, ςυμβολύζεται δε ωσ invα ό evα ωσ εξόσ: 

 

 (2.54) 

 

 
 

΢χόμα 2.13:  Σροχιϊ επαφών ευθεύα γραμμό 

 

 

΢το ΢χ. 2.14 φαύνονται ςυνεργαζόμενεσ κατατομϋσ δι’ εξειλιγμϋνησ δύο οδοντωτών 

τροχών με κϋντρα περιςτροφόσ Ο1 και Ο2 , ωσ και η τροχιϊ επαφών, επύ τησ οπούασ 

βρύςκονται όλεσ οι θϋςεισ επαφόσ των κατατομών. 
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΢χόμα 2.14:  ΢υνεργαςύα μετωπικών οδοντωτών τροχών με κατατομϋσ  

οδόντων δι’ εξειλιγμϋνησ καμπύλησ 

 

 

Η θϋςη του ςημεύου B μπορεύ να οριςθεύ και με τισ πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ φ και 

, ενώ η ακτύνα καμπυλότητασ τησ εξειλιγμϋνησ ςτη θϋςη B εύναι . 

Όταν το ςημεύο Β γύνει αρχικό ςημεύο C τότε  και  , όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 

2.14, όπου εκτόσ των ϊλλων δύνεται και η απόςταςη των κϋντρων των ςυνεργαζομϋνων 

τροχών. 
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2.6  Μεγϋθη Οδοντώςεων 

 

 Με βϊςη όςα αναφϋραμε παραπϊνω εύμαςτε ςε θϋςη να υπολογύςουμε τα 

βαςικότερα μεγϋθη των μετωπικών οδοντωτών τροχών κανονικόσ οδόντωςησ δι’ 

εξειλιγμϋνησ (Costopoulos [1]).  

 

 

 

2.6.1  Βόμα Οδόντων – Μϋτρο Οδοντώςεωσ  

 

 Εϊν Z εύναι ο αριθμόσ οδόντων οδοντωτού τροχού, κανονικόσ μετωπικόσ τομόσ 

δι’ εξειλιγμϋνησ, το βόμα to ςτον αρχικό κύκλο θα εύναι: 

 

 (2.55) 

όπου:   

   

    η ακτύνα του αρχικού κύκλου  

 

 

Επύςησ, ονομϊζεται μϋτρο οδοντώςεωσ (module) το μϋγεθοσ: 

 

 (2.56) 

Σο module εύναι γεωμετρικό μϋγεθοσ και λαμβϊνει τυποποιημϋνεσ τιμϋσ ςε mm από τον 

Πύν. 2.1: 

 

 
 

Πύνακασ 2.1:  Συποποιημϋνεσ τιμϋσ του module m ςε mm για οδόντεσ δι’ εξειλιγμϋνησ  
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΢ε τυποποιημϋνεσ οδοντώςεισ το ύψοσ κεφαλόσ hk ιςούται με 1 m ενώ το ύψοσ 

ποδόσ hf λαμβϊνεται ςυνόθωσ ύςο με (1.25  1.30) m. Αν ληφθεύ το ύψοσ ποδόσ ύςο με 

1.25 m τότε η ακτινικό χϊρη ιςούται με 0.25 m. Εύναι προφανεύσ οι παρακϊτω ςχϋςεισ: 

 

 Διϊμετροσ κύκλου κεφαλόσ:   

 Διϊμετροσ κύκλου ποδόσ:   

 

Σο εργαζόμενο ύψοσ οδόντοσ εύναι ύςο με 2 m. 

 

 Εύναι προφανϋσ ότι δύο ςυνεργαζόμενοι τροχού θα ϋχουν το ύδιο βόμα και 

ςυνεπώσ το ύδιο module, ωσ ανόκοντεσ ςτην ύδια οικογϋνεια οδοντωτών τροχών όπωσ 

αναφϋρθηκε ςτη γενικευμϋνη θεωρύα οδοντώςεωσ. 

 

 

 

2.6.2  Πϊχοσ Οδόντων  

 

 Με βϊςη αυτϊ που αναφϋραμε παραπϊνω περύ εξειλιγμϋνησ καμπύλησ μπορούμε 

εύκολα να υπολογύςουμε το πϊχοσ του οδόντοσ μετωπικού οδοντωτού τροχού ςτη 

μετωπικό τομό ςε ακτύνα rχ , ΢χ. 2.15. 

  

 Εϊν δεχθούμε ότι το πϊχοσ του οδόντοσ ςτον αρχικό κύκλο εύναι So τότε το 

διϊκενο μεταξύ των οδόντων θα εύναι: 

 

 (2.57) 

Για να υπϊρξει ομαλό ςυνεργαςύα των τροχών πρϋπει να δεχθούμε την ύπαρξη 

τόςο χϊρησ των κατατομών Se ςτον αρχικό κύκλο, όςο και ακτινικόσ χϊρησ. Η χϊρη Se 

των κατατομών ςτον αρχικό κύκλο δημιουργεύται με την ελϊττωςη του πϊχουσ των 

οδόντων και την αντύςτοιχη αύξηςη του διακϋνου τουσ, ϋτςι ώςτε το ϊθροιςμϊ τουσ να 

εύναι το βόμα to . ΢υνόθωσ, ανϊλογα με την κατεργαςύα του τροχού, λαμβϊνεται: 

 

 (2.58) 
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΢χόμα 2.15:  Πϊχοσ οδόντοσ 

 

  

Επομϋνωσ, ςε κϊθε περύπτωςη εύναι γνωςτό το πϊχοσ του οδόντοσ ςτον αρχικό 

κύκλο και με βϊςη αυτό υπολογύζεται το πϊχοσ οδόντοσ ςε οποιαδόποτε ϊλλη ακτύνα rχ 

ωσ κατωτϋρω: 

 

΢το ΢χ. 2.15 η ΟΚ εύναι ο ϊξονασ ςυμμετρύασ του οδόντοσ και So , Sχ εύναι τα πϊχη του ςτισ 

ακτύνεσ ro , rχ αντύςτοιχα, οπότε μπορούν να γραφούν οι εξόσ ςχϋςεισ: 

 

 (2.59) 

 

 (2.60) 
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από τισ οπούεσ με εξϊλειψη του χ προκύπτει: 

 

 (2.61) 

 

Λόγοι αντοχόσ δεν επιτρϋπουν την καταςκευό οδόντοσ με μηδενικό πϊχοσ 

κεφαλόσ. δηλαδό ςχηματιςμό ακμόσ ό κορυφόσ Κ. Αντιθϋτωσ επιβϊλλεται ςτον οδόντα 

πϊχοσ κεφαλόσ Sk , το οπούο αντιςτοιχεύ ςτην ακτύνα κεφαλόσ  όπου το 

ύψοσ κεφαλόσ  ςε τυποποιημϋνεσ οδοντώςεισ λαμβϊνεται ύςο με το module m τησ 

οδοντώςεωσ. 

 

 

 

2.6.3  ΢χϋςη Μετϊδοςησ - Απόςταςη Αξόνων  

 

 Από κινηματικόσ πλευρϊσ δύο ςυνεργαζόμενοι μετωπικού οδοντωτού τροχού 

ιςοδυναμούν με δύο κυλινδρικούσ τροχούσ χωρύσ οδόντεσ, που ϋχουν ωσ ϊξονεσ 

περιςτροφόσ τουσ ύδιουσ τουσ ϊξονεσ των οδοντωτών τροχών. Όταν οι δύο αυτού 

κυλινδρικού τροχού κυλύονται ο ϋνασ επύ του ϊλλου χωρύσ ολύςθηςη, τότε οι 

περιφερειακϋσ του ταχύτητεσ ςτισ κυλιόμενεσ επιφϊνειεσ εύναι ύςεσ, πρϊγμα το οπούο 

ςημαύνει ότι ο λόγοσ τησ γωνιακόσ ταχύτητασ ω1 τησ κινητόριασ ατρϊκτου προσ την 

γωνιακό ταχύτητα ω2 τησ κινουμϋνησ ατρϊκτου ιςούται με τον λόγο τησ ακτύνασ r2 του 

τροχού 2 προσ την ακτύναr1 του τροχού 1, δηλαδό: 

 

 (2.62) 

 

όπωσ προκύπτει από την περιφερειακό ταχύτητα που εύναι κοινό για τουσ τροχούσ 1 

και 2, δηλαδό: 

 

 (2.63) 
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 Ο λόγοσ τησ εξ. (2.62) ονομϊζεται ςχϋςη μεταδόςεωσ τησ βαθμύδασ και μπορεύ να 

γραφεύ ωσ εξόσ: 

 

 (2.64) 

 

 

Εϊν Z1 και Z2 εύναι οι αριθμού οδόντων δύο ςυνεργαζομϋνων τροχών με ευθεύσ 

οδόντεσ, η απόςταςη αξόνων των τροχών αυτών βρύςκεται από την ςχϋςη: 

 

 (2.65) 

 

 

 

2.6.4  Γωνύα Επαφόσ  

 

 Γωνύα επαφόσ (φ) εύναι η οξεύα γωνύα μεταξύ τησ γραμμόσ ενεργεύασ και τησ 

κοινόσ εφαπτομϋνησ των αρχικών κύκλων ςτο ςημεύο κυλύςεωσ C, εφ’ όςων πρόκειται 

για κανονικϋσ οδοντώςεισ. ΢τισ οδοντώςεισ δι’ εξειλιγμϋνησ η γωνύα αυτό εύναι ςταθερό 

και ονομϊζεται γωνύα εξειλιγμϋνησ, ιςούται επύςησ με την ημιγωνύα  οδόντοσ του κανόνα, 

κατϊ τα προβλεπόμενα από την γενικευμϋνη θεωρύα οδοντώςεωσ. ΢το μετρικό ςύςτημα 

η γωνύα εξειλιγμϋνησ λαμβϊνεται ύςη με 20ο για τυποποιημϋνεσ οδοντώςεισ, ενώ ςτο 

αγγλοςαξονικό ςύςτημα η τιμό τησ μπορεύ να εύναι 20ο ό 14.5ο. 

 

 ΢ε μη τυποποιημϋνεσ οδοντώςεισ η γωνύα εξειλιγμϋνησ μπορεύ να λϊβει 

οποιαδόποτε επιθυμητό τιμό. Η μεταβολό τησ γωνύασ αυτόσ ϋχει επύδραςη ςτο μϋγεθοσ 

των αναπτυςςομϋνων ςτουσ οδόντεσ φορτύων, ςτον βαθμό επικαλύψεωσ και ςτον 

ελϊχιςτο αριθμό οδόντων του τροχού.    
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2.6.5  Βαθμόσ Επικαλύψεωσ ό Διϊρκεια Επαφόσ 

 

Έχει οριςθεύ ότι μόκοσ επαφών εύναι το μόκοσ τόξου του αρχικού κύκλου το 

οπούο διατρϋχει η εργαζόμενη πλευρϊ του οδόντοσ ενόσ οδοντωτού τροχού από το 

πρώτο μϋχρι και το τελευταύο ςημεύο επαφόσ τησ με την ςυνεργαζόμενη πλευρϊ του 

οδόντοσ του ϊλλου τροχού. 

 

Αναφερόμενοι ςτο ΢χ. 2.16 τησ επόμενησ ςελύδασ διακρύνουμε διϊφορεσ θϋςεισ 

τησ κατατομόσ Μ1 του οδόντοσ του τροχού 1 καθώσ αυτό ςυνεργϊζεται, κατϊ μόκοσ του 

τμόματοσ επαφών ΑΒ, με την κατατομό Ν2 του οδόντοσ του τροχού 2. Όταν η κατατομό 

Μ1 διϋρχεται από το αρχικό ςημεύο κυλύςεωσ C, φϋρεται η ακτύνα καμπυλότητασ ΜΜ  ́η 

οπούα τϋμνει τον αρχικό κύκλο του τροχού 1 ςτο ςημεύο F. Ομούωσ όταν η κατατομό Ν2 

διϋρχεται από το ςημεύο C φϋρεται η ακτύνα καμπυλότητασ τησ εξειλιγμϋνησ ςτο  ςημεύο 

Ν που εύναι εφαπτόμενη του βαςικού κύκλου. 

 

Όταν ο τροχόσ 1 ςτραφεύ κατϊ γωνύα θ1 τότε το ςημεύο F θα ςυμπϋςει με το 

ςημεύο C και προφανώσ το ςημεύο 1  ́θα ςυμπϋςει με το ςημεύο 1 και το ςημεύο 1 θα 

ςυμπϋςει με το ςημεύο 1΄́ , δηλαδό: 

 

 (2.66) 

Από τισ ιδιότητεσ τησ εξειλιγμϋνησ ιςχύει: 

 

 (2.67) 

όμωσ 

 

 (2.68) 

οπότε, 

 

 (2.69) 
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΢χόμα 2.16:  ΢υνεργαζόμενεσ κατατομϋσ 

 

Όταν το ςημεύο Μ λϊβει την θϋςη Β τότε η ακτύνα καμπυλότητασ ΜΜ  ́θα ςυμπϋςει με 

την τροχιϊ επαφών και θα λϊβει την θϋςη ΒΚ. Έτςι, αφού το F θα ςυμπϋςει με το C και η 

κατατομό 1Μ θα βρεθεύ ςτη θϋςη 1΄΄Β, από την ιςότητα των τετραπλεύρων ΜΜ΄Ο11 και 

ΒΚΟ11΄́ , καθώσ και από όςα αναφϋρθηκαν για τισ θϋςεισ τησ κατατομόσ Μ1 προκύπτει 
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ότι το ςημεύο Β  ́εύναι ςυμμετρικό του ςημεύου Β προσ το ςημεύο C. Κατόπιν αυτών, θα 

εύναι: 

 

 (2.70) 

ωσ τμόματα τησ ακτύνασ καμπυλότητασ περιλαμβανόμενα μεταξύ κύκλου κεφαλόσ και 

αρχικού κύκλου. Επομϋνωσ, 

 

 (2.71) 

 Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι το ςημεύο Α  ́εύναι ςυμμετρικό του Α ωσ προσ 

το ςημεύο C και ότι 

 

 (2.72) 

  (2.73) 

  (2.74) 

  (2.75) 

οπότε, 

 

 (2.76) 

Επειδό γύνεται κύλιςη χωρύσ ολύςθηςη των αρχικών κύκλων, θα πρϋπει τα επιμϋρουσ 

τόξα των κυλιομϋνων αρχικών κύκλων πριν και μετϊ το αρχικό ςημεύο  C να εύναι ύςα. 

Επομϋνωσ το μόκοσ επαφών eo εύναι το τόξο D΄CF  ́ϋτςι ώςτε 

 

 (2.77) 
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Αθρούζοντασ κατϊ μϋλη τισ (2.72) και (2.77) βρύςκουμε: 

 

 (2.78) 

ό 

 

 (2.79) 

 Έχει οριςθεύ ωσ βαθμόσ επικαλύψεωσ ό διϊρκεια επαφόσ ε ο λόγοσ του μόκουσ 

επαφών eo προσ το βόμα του αρχικού κύκλου to, δηλαδό: 

 

 (2.80) 

όπου:    

εύναι το βόμα τησ οδοντώςεωσ ςτον βαςικό κύκλο. Από την (2.80) φαύνεται ότι ο 

βαθμόσ επικαλύψεωσ εύναι και ο αριθμόσ των βημϊτων του βαςικού κύκλου tg που 

περιϋχονται ςτο τμόμα επαφών ΑΒ. 

 ΢το ΢χ. 2.17 δύνονται όλα τα χαρακτηριςτικϊ μεγϋθη δύο ςυνεργαζομϋνων 

τροχών με ευθεύσ οδόντεσ και κανονικό οδόντωςη δί  εξειλιγμϋνησ και ζητεύται να 

υπολογιςθεύ ο βαθμόσ επικαλύψεωσ τησ βαθμύδασ. Βϊςει τησ ανωτϋρω ςχϋςησ (2.80) 

αρκεύ να υπολογιςθεύ το ευθύγραμμο τμόμα ΑΒ.  

Έτςι: 

 

 (2.81) 

Όμωσ, 

 

 (2.82) 
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΢χόμα 2.17:  Φαρακτηριςτικϊ μεγϋθη ςυνεργαζομϋνων τροχών 
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όπου: 

 

 (2.83) 

  

 

 

(2.84) 

  

 

 

(2.85) 

 

΢ε τυποποιημϋνεσ οδοντώςεισ το ύψοσ κεφαλόσ οδόντοσ εύναι ύςο με το module, 

δηλαδό: 

 

 (2.86) 

Από αντικατϊςταςη των ανωτϋρω ςτη (2.82) προκύπτει: 

 

 (2.87) 

Ομούωσ αποδεικνύεται ότι: 

 

 (2.88) 

Σελικϊ, από την (2.80) ςε ςυνδυαςμό με τισ (2.81), (2.87) και (2.88) προκύπτει η 

παρακϊτω εξύςωςη για τον βαθμό επικαλύψεωσ: 

 

 

 (2.89) 

 

 

Ένασ ακόμη τρόποσ υπολογιςμού του βαθμού επικαλύψεωσ ο οπούοσ εύναι πιο 

προςεγγιςτικόσ για δεδομϋνο αριθμό οδόντων Z1 του πινιόν και δεδομϋνη ςχϋςη 

μετϊδοςησ i12 τησ βαθμύδασ, μπορεύ γύνει από το παρακϊτω ΢χ. 2.18.  
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΢χόμα 2.18:  Βαθμόσ επικαλύψεωσ ε ςυναρτόςει τησ ςχϋςησ μεταδόςεωσ i12 βαθμύδασ 

 

 

 

 

2.7  Υόρτιςη των Οδοντωτών Σροχών 

 

 ΢το ΢χ. 2.19 οι τροχού τησ βαθμύδασ εύναι μετωπικού με ευθεύα οδόντωςη δι’ 

εξειλιγμϋνησ. Η ολικό δύναμη P που αςκεύται ςτον οδόντα του τροχού 2, επύ τησ γραμμόσ 

ενεργεύασ, αναλύεται ςε δύο ςυνιςτώςεσ, την ακτινικό Pr2 και την περιφερειακό Pu2 

(Costopoulos [1]). Οι δυνϊμεισ αυτϋσ αναφϋρονται ςτο ςημεύο κυλύςεωσ C. 

 

 ΢τον τροχό 1 αςκούνται οι δυνϊμεισ Pu1 , Pr1 , που λόγω τησ αρχόσ δρϊςη = 

αντύδραςη εύναι ύςεσ και αντύθετεσ με τισ αντύςτοιχεσ δυνϊμεισ του τροχού 2. Επομϋνωσ 

θα λϋμε ότι ςτο ςημεύο κυλύςεωσ τησ βαθμύδασ αςκούνται οι δυνϊμεισ Pu , Pr και θα 

εννοούμε ότι αυτϋσ οι δυνϊμεισ αςκούνται ςε καθεμύα από τισ ςυνεργαζόμενεσ 

κατατομϋσ. 
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΢χόμα 2.19:  Δυνϊμεισ επύ των οδόντων 

 

 

 ΢την επϊνω δεξιϊ θϋςη του ΢χ. 2.19 φαύνονται οι εργαζόμενεσ πλευρϋσ των 

οδόντων που ςυνεργϊζονται ςτο ςημεύο κυλύςεωσ C. Η όψη Ι – Ι εύναι η μετωπικό τομό 

των τροχών και η όψη ΙΙ – ΙΙ εξετϊζει τον τροχό 2. 

 

Εϊν υποτεθεύ ότι η προσ μεταφορϊ (μϋςω τησ βαθμύδασ) ιςχύσ εύναι Ν με n1 

ςτροφϋσ (ανϊ μονϊδα χρόνου) του πινιόν, τότε η ςτρεπτικό ροπό ςτο πινιόν θα εύναι: 

 

 (2.90) 

όπου  εύναι η γωνιακό ταχύτητα του πινιόν. 
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Ο παρακϊτω τύποσ χρηςιμοποιεύται με επιτυχύα για τον υπολογιςμό τησ ςτρεπτικόσ 

ροπόσ: 

 

 (2.91) 

όπου: 

 Md  η ςτρεπτικό ροπό του τροχού (Kp ∙ cm) 

 N  η ιςχύσ που μεταφϋρεται από την βαθμύδα (PS) 

 n  ο αριθμόσ ςτροφών του τροχού (rpm) 

 

 

Η περιφερειακό δύναμη που θα αναπτυχθεύ ςτην βαθμύδα δύνεται από τη ςχϋςη: 

 

 (2.92) 

όπου: 

 do1 , do2  η διϊμετροσ του αρχικού κύκλου των τροχών 1 και 2 αντύςτοιχα 

(mm) 

 

Η ακτινικό δύναμη προκύπτει από την όψη Ι – Ι μϋςω τησ γωνύασ αο ωσ εξόσ: 

 

 (2.93) 

 

Η ςυνολικό δύναμη P που αςκεύται ςτον τροχό δύνεται από την παρακϊτω ςχϋςη: 

 

 (2.94) 

και με αντικατϊςταςη των (2.92) και (2.93) ςτη παραπϊνω (2.94) προκύπτει η τελικό 

ςχϋςη τησ ςυνολικόσ δύναμησ P: 

 

 

 (2.95) 
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2.8  ΢ημεύο Μεγύςτησ Υόρτιςησ κατϊ τη ΢υνεργαςύα Οδόντων (HPSTC) 

 

Έχει διαπιςτωθεύ ότι ςτον κύκλο κεφαλόσ η δύναμη P δεν λαμβϊνει τη μϋγιςτη 

τιμό τησ. Έχει ευρεθεύ από το παρακϊτω ΢χ. 2.20 ότι ςτο διϊςτημα Α΄Β  ́του τμόματοσ 

επαφών εργϊζεται μόνον ϋνασ οδόντασ από κϊθε τροχό, ενώ ςτα διαςτόματα ΑΑ  ́και 

ΒΒ  ́ εργϊζονται ςυγχρόνωσ από δύο οδόντεσ ςε κϊθε τροχό. Αυτό ςημαύνει ότι το 

μϋγιςτο φορτύο οδόντοσ αναπτύςςεται ςε ςημεύο του διαςτόματοσ Α΄Β  ́(Costopoulos 

[1] [6] , Costopoulos & Spitas [7]).  

 

 
 

΢χόμα 2.20:  (α) ΢υνεργαζόμενεσ κατατομϋσ τροχών βαθμύδασ 

                      (β) Θϋςεισ αλλαγόσ του φορτύου οδόντοσ 

 

 

Επομϋνωσ, η μεγαλύτερη καμπτικό τϊςη εμφανύζεται όταν η φόρτιςη αςκεύται 

ςε ϋνα ειδικό ςημεύο και όχι ςτην κεφαλό του δοντιού. Σο ςημεύο αυτό ονομϊζεται 

ςημεύο μεγύςτησ φόρτιςησ κατϊ τη ςυνεργαςύα οδόντων (Highest Point of Single Tooth 

α) 

β) 



67 

 

Contact – HPSTC). Η θϋςη του ςημεύου αυτού καθορύζεται από τη βαςικό γεωμετρύα των 

οδοντώςεων όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 2.23 τησ επόμενησ ςελύδασ. Η επαφό αρχικϊ ξεκινϊ 

ςτο ςημεύο A, ΢χ. 2.21, όπου ο πόδασ του πινιόν, ϋρχεται ςε επαφό με την κεφαλό του 

ςυνεργαζομϋνου τροχού και τελειώνει ςτο ςημεύο B, ΢χ. 2.22, όπου και εύναι το 

τελευταύο ςημεύο τησ ςυνεργαςύασ τουσ, όπωσ αναλυτικϊ δεύχνεται ςτα παρακϊτω 

ςχόματα.  

 

 
 

΢χόμα 2.21:  Αρχό ςυνεργαςύασ οδόντων – ΢ημεύο A 

 

 

 

 
 

΢χόμα 2.22:  Σϋλοσ ςυνεργαςύασ οδόντων – ΢ημεύο B 

 

A 

B 
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΢την ςυνϋχεια, με την βοόθεια του παρακϊτω ΢χ. 2.23 θα προςδιορύςουμε 

γεωμετρικϊ τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου HPSTC: 

 

 
 

 

΢χόμα 2.23:  Γεωμετρικόσ προςδιοριςμόσ του HPSTC 
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Λ 
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Η απόςταςη AB ϋχει υπολογιςτεύ ςτην προηγούμενη ενότητα (2.81) και ιςούται με: 

 

  

και αντικαθιςτώντασ τισ (2.87) και (2..88) ϋχουμε: 

 

 (2.96) 

 

Σο ςημεύο Β  ́ εύναι το HPSTC. ΢τα διαςτόματα AΑ  ́ και Β΄B, δύο ζεύγη οδόντων 

μεταφϋρουν την φόρτιςη, ενώ ςτο διϊςτημα Α΄Β  ́ μόνον ϋνα ζεύγοσ οδόντων την 

μεταφϋρει. Σα μόκη AΒ΄ και Α΄B εύναι ύςα με το βόμα τησ οδοντώςεωσ ςτον βαςικό 

κύκλο tg. Έτςι, η θϋςη του HSPTC προςδιορύζεται από το ΢χ. 2.23 ωσ εξόσ: 

 

 (2.97) 

 

 (2.98) 

 

και χρηςιμοποιώντασ το τρύγωνο O1Β΄C, η ακτύνα rΒ  ́μπορεύ να προςδιοριςτεύ από τη 

ςχϋςη: 

 

 (2.99) 

  

Οι ςυντεταγμϋνεσ x και y του ςημεύου H εύναι: (x , y) = (rΒ΄ sinθ , rΒ΄ cosθ). 

 

 

 

 

 

 

 

 



70 

 

2.9  Τπολογιςμόσ τησ Θϋςησ Εμφϊνιςησ τησ Επικύνδυνησ Διατομόσ Ποδόσ 

 

 Η πρώτη ςυςτηματικό προςπϊθεια υπολογιςμού τησ θϋςησ εμφϊνιςησ τησ 

επικύνδυνησ διατομόσ ανόκει ςτον W. Lewis, ο οπούοσ θεώρηςε ότι η εγγεγραμμϋνη 

ιςοςκελόσ παραβολό που εφϊπτεται εςωτερικϊ τησ κατατομόσ ςτον πόδα του οδόντοσ 

ορύζει την επικύνδυνη διατομό ςε αυτό ακριβώσ το ςημεύο επαφόσ τησ με την κατατομό 

προσ την πλευρϊ του εφελκυςμού (Lewis [15]). Αργότερα παρατηρόθηκε ότι η 

επικύνδυνη διατομό πλϋον τοποθετεύται χαμηλότερα απ’ ότι προβλϋπει η μϋθοδοσ τησ 

εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ, παρατόρηςη η οπούα ςυμφωνεύ και με τα αποτελϋςματα 

πειραμϊτων φωτοελαςτικότητασ. Σϋλοσ, μύα ϊλλη μϋθοδοσ εύναι αυτό τησ εφαπτομϋνησ 

των 30ο που υποςτηρύζει ότι η επικύνδυνη διατομό δεν εξαρτϊται από την θϋςη του 

φορτύου, αλλϊ εμφανύζεται ςε ςταθερό θϋςη ςτον πόδα του οδόντοσ. 

 

 

 

2.9.1  Η Μϋθοδοσ τησ Εγγεγραμμϋνησ Παραβολόσ του Lewis 

 

 Η επικύνδυνη διατομό κατϊ Lewis βρύςκεται ςτο ςημεύο που η εγγεγραμμϋνη 

ςτον οδόντα παραβολό με κορυφό το ςημεύο C, ςτο οπούο η διεύθυνςη του φορτύου 

τϋμνει τον ϊξονα ςυμμετρύασ του οδόντοσ εφϊπτεται εςωτερικϊ ςτην κατατομό ςτο 

ςημεύο F όπωσ ςτο ΢χ. 2.24 (Buckingham [4] , Dudley [10] [11] , Townsend [19] , Lewis 

[15] , Niemann [18]). Θεωρώντασ ότι η κατατομό ϋχει εξύςωςη y = f (x) και η 

εγγεγραμμϋνη παραβολό εξύςωςη y = p ∙ x
2
 + yC , αθού εκ καηαζκεςήρ αςηή είναι 

ζςμμεηπική πεπί ηον άξονα ζςμμεηπίαρ ηος οδόνηορ. ηόηε για ηον αναλςηικό ςπολογιζμό ηηρ 

επικίνδςνηρ διαηομήρ ακολοςθείηαι η παπακάηω μεθοδολογία: 

 

 Αθού ηο F ανήκει ζηην καηαηομή ηόηε θα επαληθεύει ηην εξίζωζή ηηρ: 

 

 (2.100) 

 Αθού ηο F ανήκει ζηην εγγεγπαμμένη παπαβολή ηόηε θα επαληθεύει ηην εξίζωζή ηηρ: 

 

 (2.101) 
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 Αφού η παραβολό εφϊπτεται τησ κατατομόσ ςτο F, θα πρϋπει οι δύο αυτϋσ 

καμπύλεσ ςτο ςημεύο αυτό να ϋχουν κοινό παρϊγωγο, δηλαδό να ιςχύει: 

 

 (2.102) 

 

 
 

΢χόμα 2.24:  Η μϋθοδοσ τησ εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ 

Δγγεγραμμένη παραβολή 

y 

x 
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 ΢τη ςυνϋχεια ακολουθούμε τα επόμενα βόματα: 

 

α)  Θεωρούμε ςημεύο επύ τησ κατατομόσ 

 

  

  β)  Τπολογύζουμε την παρϊγωγο ςτο ςημεύο αυτό 

 

  

γ)  Θϋτουμε από την επύλυςη τησ (2.102) για την τιμό του p 

 

 
(2.103) 

  

δ)  Τπολογύζουμε το αντύςτοιχο yi από την (2.101) 

 

 
(2.104) 

 

  ε)  Τπολογύζουμε τη διαφορϊ 

 

 
(2.105) 

   

ςτ) Σο ςημεύο [xi , f (xi)], για το οπούο θα ιςχύει: 

 

  

θα αποτελεύ τη θϋςη τησ επικύνδυνησ διατομόσ, ςύμφωνα με τη θεωρύα τησ εγγεγραμ-

μϋνησ παραβολόσ. 

 

Αργότερα, οι Kelley και Pedersen πρότειναν τη μετατόπιςη του ςημεύου F 

χαμηλότερα προσ τον πόδα του οδόντοσ όπωσ θα δούμε ςε παρακϊτω ενότητα (βλ. 

2.10.3). 
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2.9.2  Η Μϋθοδοσ τησ Εφαπτομϋνησ των 30ο 

 

 ΢ύμφωνα με τη μϋθοδο αυτό, η επικύνδυνη διατομό δεν εξαρτϊται από τη θϋςη 

του φορτύου, ςε αντύθεςη με τη μϋθοδο τησ εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ, αλλϊ 

εμφανύζεται ςε ςταθερό θϋςη ςτον πόδα του οδόντοσ και ειδικότερα ςτο ςημεύο ςτο 

οπούο η ευθεύα που ςχηματύζει γωνύα 30ο με τον ϊξονα ςυμμετρύασ του οδόντοσ 

εφϊπτεται ςτην κατατομό, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 2.25 (Niemann [18]. 

 

 
 

΢χόμα 2.25:  Η θεωρύα τησ εφαπτομϋνησ των 30 μοιρών 

 

 

Δπικίνδυνη διατομή 

y 

x 

30
o
  

O 
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 Η μϋθοδοσ αυτό, αν και χρηςιμοποιεύται ακόμα από τουσ κανονιςμούσ DIN 3990 

και  ISO 6336, εύναι προςεγγιςτικό και ιςχύει μόνο για οδοντωτούσ τροχούσ που δεν 

ϋχουν υποςτεύ μεγϊλεσ μετατοπύςεισ (DIN [8] , ISO [14]). 

 

 

 

2.10  Τπολογιςμόσ τησ Μεγύςτησ Σϊςησ ςτην Επικύνδυνη Διατομό Ποδόσ 

 

 Για τον προςδιοριςμό του μεγϋθουσ τησ πραγματικόσ τϊςησ λόγω του 

φαινομϋνου τησ ςυγκϋντρωςησ τϊςεων ςτον πόδα του οδόντοσ, προτεύνονται από τη 

βιβλιογραφύα μϋθοδοι, όπωσ η μϋθοδοσ κατϊ το πρότυπο AGMA, η μϋθοδοσ κατϊ το 

πρότυπο DIN 3990, η ημιεμπειρικό μϋθοδοσ του Heywood και ο εμπειρικόσ τύποσ των 

Dolan – Broghamer, ο οπούοσ προκύπτει από πειρϊματα φωτοελαςτικότητασ (AGMA [3] 

, DIN [8] , Heywood [13] , Dolan & Broghamer [9]).  

 

 

 

2.10.1  Η Μϋθοδοσ κατϊ το πρότυπο AGMA 

 

 Με τη μϋθοδο κατϊ το πρότυπο AGMA, η καμπτικό τϊςη που αναπτύςςεται ςτη 

βϊςη του οδόντοσ εύναι: 

 

 (2.106) 

όπου: 

 ςmax  η καμπτικό τϊςη ςτη βϊςη του οδόντοσ (MPa) 

 Pt  εφαπτομενικό φορτύο ςτον αρχικό κύκλο (N) το οπούο υπολογύζεται 

από τον τύπο: Pt = P cosαο 

 m  module (mm) 

 b  πλϊτοσ οδόντων (mm) 

 Ka  ςυντελεςτόσ εφαρμογόσ που υπολογύζεται από τον παρακϊτω Πύν. 

(2.2) 
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            Πύνακασ 2.2:  ΢υντελεςτόσ εφαρμογόσ Ka 

 

 

 Ks  ςυντελεςτόσ μεγϋθουσ (για τροχούσ με ευθεύσ οδόντεσ λαμβϊνεται 

ςυνόθωσ ύςοσ με 1.0) 

 Km  ςυντελεςτόσ κατανομόσ φορτύου που υπολογύζεται από τον 

παρακϊτω Πιν. (2.3) 

 

 
 

      Πύνακασ 2.3:  ΢υντελεςτόσ κατανομόσ φορτύου Km 

 

 

 Kv  δυναμικόσ ςυντελεςτόσ που υπολογύζεται από το παρακϊτω ΢χ. 

(2.26) 
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΢χόμα 2.26:  Δυναμικόσ ςυντελεςτόσ Kv 

 

 

 J  γεωμετρικόσ ςυντελεςτόσ που υπολογύζεται από το παρακϊτω ΢χ. 

(2.27) 

 
 

΢χόμα 2.27:  Γεωμετρικόσ ςυντελεςτόσ J 
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2.10.2  Η Μϋθοδοσ κατϊ το πρότυπο DIN 3990 

 

 Με τη μϋθοδο κατϊ το πρότυπο DIN 3990, ο υπολογιςμόσ των καμπτικών 

τϊςεων ςτον πόδα του οδόντοσ ςτηρύζεται ςτην θεωρύα τησ εφαπτομϋνησ των 30ο (βλ. 

2.9.2) που ϋχουμε προαναφϋρει, πρϊγμα που αποτελεύ το αδύνατο ςημεύο τησ μεθόδου 

μιασ και η θεωρύα αυτό εύναι προςεγγιςτικό και δεν ενδεύκνυται για οδοντώςεισ με 

μεγϊλεσ μετατοπύςεισ. 

 

 ΢το ΢χ. 2.28 τησ επομϋνησ ςελύδασ φαύνεται η γεωμετρύα των οδόντων. Η μϋγιςτη 

τϊςη που αναπτύςςεται ςτην επικύνδυνη διατομό δύδεται από την ςχϋςη: 

 

 (2.107) 

όπου: 

 ςmax  η καμπτικό τϊςη ςτη βϊςη του οδόντοσ (MPa) 

 Pt  εφαπτομενικό φορτύο ςτον αρχικό κύκλο (N) το οπούο υπολογύζεται 

από τον τύπο: Pt = P ∙ cosαο 

 m  module (mm) 

 b  πλϊτοσ οδόντων (mm) 

 ε  ο βαθμόσ επικαλύψεωσ τησ βαθμύδασ 

 YF  γεωμετρικόσ ςυντελεςτόσ που υπολογύζεται από τον παρακϊτω τύπο: 

 

 (2.108) 

 

Με αντικατϊςταςη τησ παραπϊνω (2.108) ςτην αρχικό (2.107) ςε ςυνδυαςμό με 

τον τύπο υπολογιςμού τησ εφαπτομενικόσ δύναμησ ςτον τροχό ςτο ςημεύο κυλύςεωσ C 

τησ μετωπικόσ τομόσ: Pu = P ∙ cosα  ́προκύπτει η τελικό ςχϋςη: 

 

 (2.109) 
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΢χόμα 2.28:  Γεωμετρύα οδόντων και επικύνδυνη διατομό κατϊ DIN 3990 

 

 

 

 

 

P
 

P
u
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2.10.3  Η Ημιεμπειρικό Μϋθοδοσ του Heywood 

 

 Η μϋθοδοσ του Heywood χρηςιμοποιεύται για τον προςδιοριςμό τησ μϋγιςτησ 

πραγματικόσ τϊςησ ςτην επικύνδυνη διατομό ποδόσ μιασ δοκού χαμηλού ύψουσ και 

ςταθερού πλϊτουσ. Ο τύποσ του Heywood τροποποιόθηκε ςτη ςυνϋχεια από τουσ 

Kelley και Pedersen όςων αφορϊ ςτη θϋςη εμφϊνιςησ τησ επικύνδυνησ διατομόσ, η 

οπούα πλϋον τοποθετεύται χαμηλότερα απ’ ότι προβλϋπει η μϋθοδοσ τησ εγγεγραμμϋνησ 

παραβολόσ, παρατόρηςη η οπούα ςυμφωνεύ και με τα αποτελϋςματα πειραμϊτων 

φωτοελαςτικότητασ. Η μϋγιςτη πραγματικό τϊςη που αναπτύςςεται ςτον πόδα 

οδόντοσ προςδιορύζεται κατϊ Heywood ωσ εξόσ: 

 

 Θεωρούμε τον οδόντα του ΢χ. 2.29. Κατ’ αρχόν προςδιορύζεται η θϋςη F τησ 

ϊςκηςησ τησ μϋγιςτησ ονομαςτικόσ τϊςησ ςτον πόδα του οδόντοσ με τη μϋθοδο τησ 

εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ (βλ. 2.9.1) και ςτη ςυνϋχεια ϊγεται η εφαπτομϋνη επύ τησ 

κατατομόσ ςτο ςημεύο αυτό, η οπούα ςχηματύζει γωνύα β με την διεύθυνςη ϊςκηςησ του 

φορτύου. Έςτω e η απόςταςη τησ επικύνδυνησ διατομόσ από τον ϊξονα ςυμμετρύασ του 

οδόντοσ και α η απόςταςη του ςημεύου C από την επικύνδυνη διατομό. Σότε η μϋγιςτη 

εφελκυςτικό τϊςη που αναπτύςςεται λόγω κϊμψησ ςτο F δύνεται από τη ςχϋςη: 

 

 (2.110) 

όπου: 

 ρ  η ακτύνα καμπυλότητασ τησ διατομόσ ποδόσ ςτο F (mm) 

 α  ́ η γωνύα ϊςκηςησ του φορτύου (ο) 

 β   η γωνύα που ςχηματύζεται μεταξύ τησ διεύθυνςησ ϊςκηςησ του 

φορτύου τησ εφαπτομϋνησ επύ τησ κατατομόσ (ο) και υπολογύζεται από           

τον παρακϊτω τύπο: 

 

 

΢την (2.110) ο όροσ που βρύςκεται ςτην πρώτη παρϋνθεςη εκφρϊζει το 

ςυντελεςτό ςυγκϋντρωςησ τϊςησ, ενώ ςτη δεύτερη παρϋνθεςη ο πρώτοσ όροσ εκφρϊζει 

την ονομαςτικό τιμό τησ τϊςησ κϊμψησ, ο δεύτεροσ την επύδραςη τησ θλιπτικόσ 

ςυνιςτώςασ του φορτύου και ο τρύτοσ την επύδραςη των εγκαρςύων διατμητικών 
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τϊςεων, αφού, όπωσ εύναι γνωςτό, ο όροσ πϊχοσ οδόντοσ προσ πλϊτοσ οδόντοσ ϋχει ςτισ 

οδοντώςεισ μικρό τιμό. 

 

Όπωσ αναφϋρθηκε ςε προηγούμενη ενότητα (βλ. 2.9.1), οι Kelley και Petersen 

πρότειναν τη μετατόπιςη του ςημεύου F χαμηλότερα προσ τον πόδα του οδόντοσ, ϋτςι 

ώςτε η γωνύα α, ΢χ. 2.29, να μεταβληθεύ και να λϊβει την τιμό 25ο – α/2, ενώ ο ύδιοσ ο 

Heywood  πρότεινε ωσ διόρθωςη για τη θϋςη εμφϊνιςησ τησ επικύνδυνησ διατομόσ τη 

διακύμανςη τησ ύδιασ γωνύασ από 30ο ϋωσ 12ο, καθώσ αυξϊνεται ο λόγοσ (AF)/SF , 

ιςχυριζόμενοσ ότι ϋτςι λαμβϊνεται περιςςότερο υπόψη και η επύδραςη των 

διατμητικών τϊςεων. 
 

 
 

΢χόμα 2.29:  Η μϋθοδοσ του Heywood 

y 

x 

SF 
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2.10.4  Ο Εμπειρικόσ Σύποσ των Dolan - Broghamer 

 

 Οι Dolan και Broghamer από το 1942 εύχαν υπολογύςει, με βϊςη αποτελϋςματα 

από πειρϊματα φωτοελαςτικότητασ, μύα εμπειρικό εξύςωςη προςδιοριςμού του 

ςυντελεςτό ςυγκϋντρωςησ τϊςησ ςτον πόδα οδόντων τροχών ευθεύασ οδόντωςησ 

εξειλιγμϋνησ, ςυναρτόςει τησ γωνύασ εξειλιγμϋνησ ςτον αρχικό κύκλο, του πϊχουσ του 

οδόντα ςτη θϋςη τησ επικύνδυνησ διατομόσ, του ύψουσ τησ ϊςκηςησ δύναμησ που 

επενεργεύ ςτην κατατομό του οδόντοσ από την επικύνδυνη διατομό και τησ ελϊχιςτησ 

ακτύνασ καμπυλότητασ του τροχοειδούσ. Η εξύςωςη αυτό εύναι: 

 

 (2.111) 

όπου: 

 H = 0.331 – 0.436 ∙ αο 

 L = 0.324 – 0.492 ∙ αο 

 M = 0.261 – 0.545 ∙ αο 

 

και: 

 SF  το πϊχοσ του οδόντοσ ςτην επικύνδυνη διατομό (mm) 

 ρmin  η ελϊχιςτη ακτύνα καμπυλότητασ του τροχοειδούσ (mm) 

 hF  το ύψοσ τησ ϊςκηςησ δύναμησ ςτο ςημεύο κυλύςεωσ C ϋωσ την 

επικύνδυνη διατομό  (mm) 

 

ενώ η θϋςη εμφϊνιςησ τησ επικύνδυνησ διατομόσ προςδιορύζεται με τη μϋθοδο τησ 

εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ. 

 

 Η μϋγιςτη πραγματικό εφελκυςτικό τϊςη προςδιορύζεται επομϋνωσ από την 

εξύςωςη: 

 

 (2.112) 

όπου η ονομαςτικό τϊςη ςο προςδιορύζεται ωσ εξόσ: 

 

Θεωρούμε την κατατομό ενόσ οδόντοσ, με εξύςωςη y = f (x) που  εικονύζεται ςτο 

΢χ. 2.29. Η κατατομό αυτό εύναι ςυμμετρικό ωσ προσ τον κατακόρυφο ϊξονα και 
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φορτύζεται με φορτύο ςε κϊποιο ςημεύο Α (xA , yA) υπό γωνύα α  ́ ωσ προσ το 

οριζόντιο επύπεδο. Έτςι, ςε κϊποιο τυχαύο ςημεύο (x , y)  το οπούο βρύςκεται 

πϊνω ςτην κατατομό θα αναπτύςςονται, ςύμφωνα με την τεχνικό θεωρύα τησ 

κϊμψησ, οι ακόλουθεσ ορθϋσ τϊςεισ: 

 

 Θλύψη λόγω τησ κατακόρυφησ ςυνιςτώςασ του φορτύου: 

 

 (2.113) 

  όπου: α  ́= cos -1(rg / rA) – sin -1(xA / rA)  η γωνύα ϊςκηςησ του φορτύου (ο) 

 

 

 Κϊμψη λόγω τησ κατακόρυφησ ςυνιςτώςασ του φορτύου: 

 

 (2.114) 

 

 Κϊμψη λόγω τησ οριζόντιασ ςυνιςτώςασ του φορτύου: 

 

 (2.115) 

 

οπότε αθρούζοντασ γεωμετρικϊ τισ παραπϊνω ορθϋσ τϊςεισ, προκύπτει η 

ςυνιςταμϋνη ορθό τϊςη: 

 

 (2.116) 

 

Σελικϊ, με αντικατϊςταςη των (2.111) και (2.116) ςτην (2.112) ϋχουμε για την 

μϋγιςτη πραγματικό εφελκυςτικό τϊςη ςύμφωνα με τουσ Dolan και Broghamer: 

 

 (2.117) 
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2.11 Παρατηρόςεισ 

 

 Οι παραπϊνω μϋθοδοι υπολογιςμού τησ μεγύςτησ τϊςησ ςτον πόδα των οδόντων 

δεν θα εφαρμοςτούν ςτη ςυνϋχεια τησ εργαςύασ λόγω του ότι ο υπολογιςμόσ 

των απαραύτητων γεωμετρικών μεγεθών που χρειϊζονται εύναι μια χρονοβόρα 

διαδικαςύα με ανϊγκη περιςςοτϋρων γνώςεων όςων αφορϊ τη θϋςη τησ 

επικύνδυνησ διατομόσ και τη γεωμετρύα τησ. Θα αρκεςτούμε ςτον υπολογιςμό 

των μεγύςτων τϊςεων με τη μϋθοδο τησ φωτοελαςτικότητασ και τη μϋθοδο των 

πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων που εύναι δύο μϋθοδοι που χρηςιμοποιούνται με 

μεγϊλη επιτυχύα ςόμερα και με αρκετϊ ακριβό αποτελϋςματα όςων αφορϊ τισ 

μϋγιςτεσ τϊςεισ που εμφανύζονται ςτισ επικύνδυνεσ διατομϋσ των οδόντων. 

 

 Επύςησ, όςων αφορϊ το εύδοσ των τροχών ςτουσ οπούουσ θα εφαρμόςουμε 

φορτύςεισ με τισ δύο προαναφερθεύςεσ μεθόδουσ και θα υπολογύςουμε τισ 

μϋγιςτεσ τϊςεισ ςτον πόδα των οδόντων τουσ, επιςημαύνουμε ότι εύναι εξωτερικού, 

κανονικού τροχού, ευθεύασ οδοντώςεωσ με γωνύα εξειλιγμϋνησ 20ο, αριθμό module 

ύςο με 20 mm αριθμού οδόντων: 15, 18, 22, 28 και 50. 
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3.1  Γενικϊ 

 

Η φωτοελαςτικότητα ωσ πειραματικό μϋθοδοσ μϋτρηςησ του ταςικού πεδύου και 

κατϊ ςυνϋπεια τησ μϋγιςτησ αναπτυςςόμενησ τϊςησ ςε οδοντώςεισ ϋχει χρηςιμοποιηθεύ 

ϋωσ τώρα από αρκετούσ ερευνητϋσ (Dolan & Broghamer [5] , Hongbin, Guanghui & 

Masana [8] , Niemann [10] , Shu Xiao-Long [12]). Ιδιαύτερα γνωςτόσ εύναι ο εμπειρικόσ 

τύποσ των Dolan και Broghamer (βλ. 2.10.4) για τον προςδιοριςμό του ςυντελεςτό 

ςυγκϋντρωςησ τϊςησ ςε οδοντωτούσ τροχούσ εξειλιγμϋνησ, ο οπούοσ βρύςκεται ςε χρόςη 

ϋωσ και ςόμερα από το πρότυπο AGMA καθώσ επύςησ και η θεωρύα τησ εφαπτομϋνησ των 

30ο (βλ. 2.9.2) που αφορϊ ςτον προςδιοριςμό τησ θϋςησ τησ επικύνδυνησ διατομόσ και η 

οπούα υιοθετεύται από το γερμανικό πρότυπο DIN και το διεθνϋσ πρότυπο ISO (Dolan & 

Broghamer [5] , AGMA [3] , DIN [4] , ISO [9]). Για την πειραματικό διϊταξη απαιτούνται 

ϋνα προςομούωμα τησ προσ μελϋτη καταςκευόσ και δύο πολωτϋσ για δημιουργύα 

πολωμϋνου φωτόσ. Έτςι, ο ςυνδυαςμόσ τησ εντατικόσ κατϊςταςησ των ςωμϊτων και 

του πολωμϋνου φωτόσ ςυμβϊλλει ςτην γϋννηςη τησ φωτοελαςτικότητασ. 

 

Πολλϋσ θεωρύεσ περύ τησ φύςεωσ του φωτόσ διατυπώθηκαν από αρχαιότατουσ 

χρόνουσ μϋχρι ςόμερα. Η προςπϊθεια των αρχαύων Ελλόνων φιλοςόφων να 

ερμηνεύςουν τα διϊφορα οπτικϊ φαινόμενα με διϊφορεσ υποθϋςεισ περύ τησ φύςεωσ 

του φωτόσ, ακολουθεύται από την θεωρύα περύ φωτόσ του Νεύτωνα, την "κυματικό 

θεωρύα" του φωτόσ του Huygens και την "ηλεκτρομαγνητικό θεωρύα του φωτόσ" του 

Maxwell. Νεώτερεσ θεωρύεσ περύ φωτόσ εύναι η θεωρύα των "κβϊντων" ό "φωτονύων" 

του Plank που ςυμπληρώνεται με την ςχϋςη του De Broglie. 

 

΢την φωτοελαςτικότητα χρηςιμοποιούνται τα φαινόμενα τησ ανϊκλαςησ, 

διϊθλαςησ και πόλωςησ του φωτόσ που ερμηνεύονται με την κυματικό ό την 

ηλεκτρομαγνητικό θεωρύα περύ φωτόσ. Για την ανϊπτυξη τησ θεωρύασ τησ 

φωτοελαςτικότητασ λαμβϊνεται υπ' όψη το "διϊνυςμα του φωτόσ" που παριςτϊνει το 

μϋγιςτο πλϊτοσ τησ ταλϊντωςησ του κύματοσ του φωτόσ ό του ηλεκτρικού ό του 

μαγνητικού πεδύου του ηλεκτρομαγνητικού κύματοσ. 

 
Προκειμϋνου για τον υπολογιςμό του ταςικού πεδύου που αναπτύςςεται ςτο 

εςωτερικό ενόσ φορτιςμϋνου ςτερεού ςώματοσ, η μϋθοδοσ τησ φωτοελαςτικότητασ 

ςυνόθωσ χρηςιμοποιεύται για την ποιοτικό περιγραφό του, επειδό παρϋχει πληροφορύεσ 

για τη διαφορϊ των κυρύων τϊςεων ςε κϊθε ςημεύο και όχι για την τιμό τησ κϊθε κύριασ 
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τϊςησ ξεχωριςτϊ, οπότε απαιτεύται επεξεργαςύα των μετρόςεων με γραφικό 

ολοκλόρωςη ό με αριθμητικό ανϊλυςη προκειμϋνου να εξαχθούν χρόςιμα 

ςυμπερϊςματα. Αυτό γύνεται ιδιαύτερα εμφανϋσ ςτην περύπτωςη ενόσ ςυγκεντρωμϋνου 

φορτύου, οπότε ςτο ςημεύο τησ ϊςκηςόσ του αναπτύςςεται πλόθοσ κροςςών ςυμβολόσ, 

οι οπούοι γύνονται δυςδιϊκριτοι, με αποτϋλεςμα να εύναι πρακτικϊ αδύνατοσ ο 

υπολογιςμόσ του ςυγκεντρωμϋνου αυτού φορτύου. Εκεύ που η μϋθοδοσ τησ 

φωτοελαςτικότητασ υπερϋχει εύναι ςτην περύπτωςη του προςδιοριςμού τησ μϋγιςτησ 

τϊςησ λόγω κϊμψησ, η οπούα αναπτύςςεται ςτο αφόρτιςτο όριο του ςώματοσ, όπωσ 

π.χ. ςυμβαύνει ςτισ οδοντώςεισ. Λόγω τησ απουςύασ ςυνιςτώςασ του φορτύου κϊθετησ 

προσ το όριο, θα υπϊρχει μύα μόνον τϊςη με διεύθυνςη εφαπτόμενη προσ το όριο, η 

οπούα προφανώσ θα εύναι και κύρια τϊςη. Η τϊςη αυτό προςδιορύζεται με πολύ απλό 

και ϊμεςο τρόπο από τη γνώςη του πεδύου των ιςοχρώμων κροςςών, όπωσ  

περιγρϊφεται παρακϊτω (Spitas [2]). 

 
 
 

 

3.2  Βαςικϋσ Έννοιεσ τησ Θεωρύασ του Υωτόσ 

 

Κατϊ την ςωματιδιακό θεωρύα του φωτόσ, τα ςωματύδια που εκπϋμπονται από 

την φωτεινό πηγό κινούνται ευθύγραμμα εντόσ του μϋςου ϋωσ ότου ςυναντόςουν την 

επιφϊνεια ενόσ ϊλλου μϋςου όπου ανακλώνται, ΢χ. 3.1(α), ό διαθλώνται, ΢χ. 3.1(β). 

Κατϊ την θεωρύα του Νεύτωνα τα ςωματύδια επύ τησ επιφϊνειασ του δεύτερου μϋςου 

απωθούνται οπότε παρατηρεύται η ανϊκλαςη ό ϋλκονται οπότε διϋρχονται από την 

επιφϊνεια οπότε παρατηρεύται η διϊθλαςη των φωτεινών ακτινών (Papadopoulos [1]). 

 
 

΢χόμα 3.1:  (α) Ανϊκλαςη, (β) Διϊθλαςη φωτεινών ακτινών, (γ) Διϊδοςη μετωπών κύματοσ και  

(δ) Μϋτωπα κύματοσ ςε ϊπειρη απόςταςη 
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Κατϊ την ανϊκλαςη η γωνύα πρόςπτωςησ  εύναι ύςη με την γωνύα ανακλϊςεωσ  

(  = ), ενώ κατϊ την διϊθλαςη ιςχύει: 

 

 (3.1) 

όπου η εύναι ο δεύκτησ διαθλϊςεωσ του φωτόσ,  η γωνύα  διαθλϊςεωσ,  η ταχύτητα του 

φωτόσ ςτο μϋςο (Ι) και  η ταχύτητα του φωτόσ ςτο μϋςο (II). 

 

Κατϊ την κυματικό θεωρύα του φωτόσ, από ςημειακό φωτεινό πηγό Π, ΢χ. 3.1(γ) 

εκπϋμπεται ϋνα κύμα που γεννϊται από τισ δονόςεισ των ατόμων τησ πηγόσ. Σο κύμα 

διαδύδεται ςτον χώρο με ταχύτητα c, όπου c η ταχύτητα διϊδοςησ του φωτόσ ςτο χώρο 

τησ πηγόσ. Σο κύμα διαδιδόμενο προσ όλεσ τισ διευθύνςεισ ςχηματύζει ςφαιρικϋσ 

επιφϊνειεσ ακτύνασ . Όλα τα ςημεύα τησ ςφαύρασ βρύςκονται ςε φϊςη. Οι 

επιφϊνειεσ αυτϋσ αποτελούν τα μϋτωπα του κύματοσ. Σα ςημεύα του πρώτου μετώπου 

καθύςτανται νϋεσ φωτεινϋσ πηγϋσ που ςχηματύζουν νϋα μϋτωπα κύματοσ και η 

περιβϊλλουςα των επύ μϋρουσ μετώπων ςχηματύζει το νϋο μϋτωπο του κύματοσ κατϊ την 

αρχό του Huygens. Σα ςφαιρικϊ μϋτωπα του κύματοσ πολύ μακριϊ τησ πηγόσ Π 

καθύςτανται ςχεδόν επύπεδα ϋτςι ώςτε ςε ϊπειρη απόςταςη από την πηγό Π τα μϋτωπα 

θεωρούνται επύπεδα κϊθετα ςτισ φωτεινϋσ ακτύνεσ όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 3.1(δ). 

 

΢ύμφωνα με την κυματικό θεωρύα του φωτόσ και την αρχό του Huygens, μπορεύ 

εύκολα να εξηγηθεύ η ανϊκλαςη και η διϊθλαςη του φωτόσ. Έτςι, όταν ϋνα μϋτωπο 

κύματοσ φθϊςει ςτην διαχωριςτικό επιφϊνεια τότε τα ςημεύα τησ διαχωριςτικόσ 

επιφϊνειασ καθύςτανται δευτερεύουςεσ πηγϋσ κυμϊτων με αποτϋλεςμα ϋνα νϋο μϋτωπο 

κύματοσ να γεννιϋται και αφ' ενόσ μεν να ανακλϊται αφ' ετϋρου δε να διαθλϊται, ΢χ. 

3.1(α) & 3.1(β). 

 
 

 

 

3.3  Αρμονικό ό Ημιτονοειδόσ Σαλϊντωςη 

 

Η απλούςτερη μορφό περιοδικόσ κύνηςησ υλικού ςημεύου εύναι η ευθύγραμμη 

αρμονικό ό ημιτονοειδόσ ταλϊντωςη, ςτην οπούα παραλεύπονται όλεσ οι αντιςτϊςεισ. 
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Θεωρεύ υλικό ςημεύο Μ κινούμενο ευθύγραμμα υπό την ενϋργεια δύναμησ P 

διευθυνομϋνησ προσ ςταθερό κϋντρο 0 και ανϊλογησ προσ την απόςταςη 0Μ = x, δηλαδό: 

 

 (3.2) 

Η διαφορικό εξύςωςη κύνηςησ ςύμφωνα με τον θεμελιώδη νόμο του Νεύτωνα, εύναι: 

 

 (3.3) 

ό 

 

 (3.4) 

με: 

 

  

Η (3.4) εύναι ομογενόσ γραμμικό διαφορικό εξύςωςη δευτϋρασ τϊξεωσ με ςταθερούσ 

ςυντελεςτϋσ. Η γενικό λύςη τησ εξύςωςησ αυτόσ εύναι: 

 

+  (3.5) 

όπου  ,  εύναι αυθαύρετεσ ςταθερϋσ που καθορύζονται από τισ αρχικϋσ ςυνθόκεσ του 

προβλόματοσ. Εϊν για t = 0 εύναι x =  και υ = , οι ςταθερϋσ ,  εύναι: 

 

 (3.6) 

 

Εκφρϊζοντασ τισ ςταθερϋσ αυτϋσ ςυναρτόςει δύο νϋων ςταθερών α και β ϋτςι ώςτε: 

 

 (3.7) 

η  (3.5) γρϊφεται: 
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 (3.8) 

και η ταχύτητα υ εύναι: 

 

 (3.9) 

 

Από τισ (3.6) και (3.7) προκύπτει ότι: 

 

 (3.10) 

 

Οι (3.8) και (3.9) αποτελούν μια ϊλλη μορφό τησ γενικόσ λύςησ του προβλόματοσ που 

χρηςιμοποιεύται ςυχνϊ και ουςιαςτικϊ διατυπώνουν την κύνηςη υλικού ςημεύου που 

ονομϊζεται απλό αρμονικό ταλϊντωςη. 

 

 ΢την (3.8) το α ονομϊζεται πλϊτοσ ό εύροσ τησ ταλϊντωςησ, η γωνύα ωt + β 

ονομϊζεται φϊςη τησ ταλϊντωςησ, το ω ονομϊζεται κυκλικό ό γωνιακό ςυχνότητα τησ 

ταλϊντωςησ. Ο χρόνοσ Σ μιασ πλόρουσ ταλϊντωςησ ονομϊζεται περύοδοσ τησ ταλϊντωςησ 

η οπούα ιςούται: 

 

 (3.11) 

Σο αντύςτροφο τησ περιόδου ονομϊζεται ςυχνότητα τησ ταλϊντωςησ η οπούα ιςούται: 

 

 (3.12) 

 

Επομϋνωσ η (3.8) μπορεύ να γραφεύ: 

 

 (3.13) 
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Έςτω δύο απλϋσ αρμονικϋσ κινόςεισ τησ αυτόσ περιόδου με εξιςώςεισ: 

 

 (3.14) 

  (3.15) 

όπου β εύναι η διαφορϊ φϊςησ, , των δύο ταλαντώςεων. 

Απαλούφοντασ τον χρόνο t από τισ (3.14) και (3.15), προκύπτει: 

 

 (3.16) 

 

Από την (3.15) προκύπτει: 

 

 (3.17) 

 

Αντικαθιςτώντασ ςτην (3.16) προκύπτει: 

 

 (3.18) 

 

Μετϊ από πρϊξεισ προκύπτει: 

 

 (3.19) 

 

Η (3.19) παριςτϊνει ϋλλειψη ςτο επύπεδο (x , y), δηλαδό η ςυνιςταμϋνη δύο απλών 

αρμονικών κινόςεων τησ αυτόσ περιόδου εύναι ελλειπτικό κύνηςη. Διακρύνονται δύο 

περιπτώςεισ ςτην κύνηςη αυτό: 

 

1) Αν α = b και β = ± π/2, τότε εύναι:  και , οπότε η (1.19) 

γύνεται: 
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 (3.20) 

που παριςτϊνει κύκλο ακτύνασ α, δηλαδό ςτην περύπτωςη αυτό η κύνηςη εύναι 

κυκλικό. 

 

2) Αν α = b και β = ± π, τότε εύναι:  και , οπότε η (3.19) γύνεται: 

 

 (3.21) 

που παριςτϊνει ευθεύα γραμμό διερχόμενη από το δεύτερο και τϋταρτο 

τεταρτημόριο. Ομούωσ για β = 0 εύναι:  και , οπότε η (3.19) 

γύνεται: 

 

 (3.22) 

 

που παριςτϊνει ευθεύα διερχόμενη από το πρώτο και τρύτο τεταρτημόριο. ΢το ΢χ. 

3.2 φαύνεται η ευθεύα των δύο απλών αρμονικών ταλαντώςεων. 

 

Η εξύςωςη τησ εγκϊρςιασ ταλϊντωςησ ενόσ υλικού ςημεύου ςε απόςταςη x από 

την αρχό τησ διαταραχόσ δύνεται από την (3.13) δηλαδό: 

 

 (3.23) 
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΢χόμα 3.2:  ΢ύνθεςη απλών αρμονικών ταλαντώςεων 

 

 

όπου α το πλϊτοσ τησ ταλϊντωςησ και β η διαφορϊ φϊςησ μεταξύ τησ αρχόσ και του 

ςημεύου ςτη θϋςη x. Για t = Σ τα υπ’ όψη ςημεύα βρύςκονται εν φϊςη, δηλαδό η διαφορϊ 

φϊςησ εύναι β = 2π, τότε η διαταραχό ϋχει προχωρόςει κατϊ λ. ΢ε διαφορϊ φϊςησ β η 

διαταραχό ϋχει προχωρόςει κατϊ x, οπότε ικανοποιεύται η ςχϋςη: 

 

 (3.24) 
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από την οπούα προκύπτει: β = 2πx/λ, οπότε η (3.23) γρϊφεται: 

 

 (3.25) 

 

 
0 

΢χόμα 3.3:  Αρμονικό κύμα 

 

  

Η (3.25) παριςτϊνει την εξύςωςη του αρμονικού κύματοσ, ΢χ. 3.3, όπου λ ονομϊζεται 

μόκοσ κύματοσ. Σαχύτητα του κύματοσ c εύναι η ταχύτητα τησ ομοιόμορφησ μετϊδοςησ 

τησ αρχικόσ διατϊραξησ. Αφού ςε χρόνο μιασ περιόδου Σ η διατϊραξη προχωρεύ κατϊ ϋνα 

μόκοσ κύματοσ λ, η ταχύτητα c θα δύνεται από την ςχϋςη: 

 

 (3.26) 

Σο φώσ ςύμφωνα με την αρχό του Huygens διαδύδεται υπό μορφό εγκαρςύων 

κυμϊτων. Η ταχύτητα του φωτόσ εξαρτϊται από το μϋςο διϊδοςησ. ΢το κενό το φώσ 

διαδύδεται με ταχύτητα c = 3 × 1010 cm/sec = 300000 km/sec. 

 

Σο φϊςμα του λευκού φωτόσ αποτελεύται από ακτινοβολύεσ ό απλϊ χρώματα 

οριςμϋνου μόκουσ κύματοσ. Η ορατό περιοχό του φϊςματοσ κυμαύνεται μεταξύ 4000 – 

7000 Å (1 Å = 10-8 cm). Σα μόκη κύματοσ των απλών χρωμϊτων εύναι: 

Ιώδεσ: 4000 Å, Κυανούν: 4500 Å, Πρϊςινο: 5200 Å, Κύτρινο: 5700 Å, Ερυθρό: 6500 Å και 

Βαθύ ερυθρό: 7200 Å. Σο φϊςμα επεκτεύνεται ςτο υπερϋρυθρο με μόκη κύματοσ 

μεγαλύτερα των 7200 Å και ςτο υπεριώδεσ με μόκη κύματοσ μικρότερα των 4000 Å. Σο 

υπερϋρυθρο και το υπεριώδεσ φϊςμα εύναι αόρατο. 
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3.4  Πόλωςη του Υωτόσ 

 

΢ύμφωνα με την κυματικό θεωρύα του φωτόσ, το κοινό φωσ αποτελεύται από 

εγκϊρςια κύματα διαφόρων ςυχνοτότων και διευθύνςεων, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 3.4. 

 

 
 

΢χόμα 3.4:  ΢χηματικό παρϊςταςη του κοινού φωτόσ 

 

  

Εϊν το κοινό φωσ πϋςει ςε μια γυϊλινη πλϊκα με κατϊλληλη γωνύα πρόςπτωςησ τότε το 

ανακλώμενο φωσ αποτελεύται από εγκϊρςια κύματα με επύπεδα ταλϊντωςησ παρϊλληλα 

μεταξύ κϊθετα ςτην διϊδοςη του κύματοσ. ΢την περύπτωςη αυτό το φωσ ονομϊζεται 

πολωμϋνο. Σο διϊνυςμα του πολωμϋνου φωτόσ κινεύται πϊνω ςε οριςμϋνη τροχιϊ, όπωσ 

φαύνεται ςτο ΢χ. 3.5, κϊθετη ςτην διεύθυνςη διϊδοςησ του κύματοσ. 

 

 
 

΢χόμα 3.5:  (α) Επύπεδα πολωμϋνο φωσ.  (β) Κυκλικϊ πολωμϋνο φωσ.  (γ) Ελλειπτικϊ πολωμϋνο φωσ 
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 Επύπεδα πολωμϋνο φωσ εύναι το φωσ όπου το διϊνυςμα του φωτόσ βρύςκεται 

πϊνω ςε ευθεύα γραμμό κϊθετη προσ την διεύθυνςη διϊδοςησ, ΢χ. 3.5(α).  

 

 Κυκλικϊ πολωμϋνο φωσ εύναι το φωσ όπου το διϊνυςμα του φωτόσ κινεύται επύ 

κυκλικόσ τροχιϊσ το επύπεδο τησ οπούασ εύναι κϊθετο ςτην διεύθυνςη διϊδοςησ, ΢χ. 

3.5(β). Επομϋνωσ κατϊ την διϊδοςη του κυκλικϊ πολωμϋνου φωτόσ ςχηματύζεται 

κυκλικό ϋλικα. 

 

 Ελλειπτικϊ πολωμϋνο φωσ εύναι το φωσ όπου το διϊνυςμα του φωτόσ κινεύται επύ 

ελλειπτικόσ τροχιϊσ το επύπεδο τησ οπούασ εύναι κϊθετο ςτην διεύθυνςη διϊδοςησ, 

΢χ. 3.5(γ). Κατϊ την διϊδοςη του ελλειπτικϊ πολωμϋνου φωτόσ ςχηματύζεται 

ελλειπτικό ϋλικα. 

 

 Η πόλωςη του φωτόσ επιτυγχϊνεται με τουσ πολωτϋσ Polaroid. Σο 1852 ο 

Herapath ανακϊλυψε ότι ο τεχνητόσ κρύςταλλοσ χεραπατύτησ (όξινοσ ιωδιούχοσ θειικό 

κινύνη) εύχε την ιδιότητα να πολώνει το φωσ. Η πόλωςη επιτυγχϊνεται με τα επιμόκη 

πολυώωδιούχα μόρια που περιϋχει ο κρύςταλλοσ. Έτςι, τα μόρια αυτϊ που ϋχουν μικρό 

πλϊτοσ, μικρότερου του μόκουσ κύματοσ του χρηςιμοποιουμϋνου φωτόσ, και μεγϊλο 

μόκοσ καθύςτανται διαφανό κατϊ την διεύθυνςη του πλϊτουσ και αδιαφανό κατϊ την 

διεύθυνςη του μόκουσ τουσ με αποτϋλεςμα την πόλωςη του φωτόσ. Σο φαινόμενο αυτό 

ονομϊζεται διχρωώςμόσ και οι κρύςταλλοι διχρωώκού. Διχρωώκοι κρύςταλλοι εύναι ο 

φωςικόσ χαλαζύασ και οι κρύςταλλοι Σουρμαλύνου. 

 

 Οι πρώτοι πολωτϋσ Polaroid - J αποτελούνταν από διχρωώκούσ μικρό – 

κρυςτϊλλουσ ιωδιούχου θειικόσ κινύνησ εντόσ διαλύματοσ κυτταρύνησ υψηλού ιξώδουσ με 

κατϊλληλο προςανατολιςμό. Άλλοσ τύποσ πολωτό εύναι οι πολωτϋσ Polaroid - H. ΢τουσ 

πολωτϋσ αυτούσ ο διχρωώςμόσ επιτυγχϊνεται με παρϊλληλο προςανατολιςμό 

μικρομοριακών κενών πϊνω ςτην επιφϊνεια φύλλων από πολυβινιλικό αλκοόλη. Σο 

φύλλο εμβαπτύζεται ςε βϊμμα ιωδύου του οπούου τα μόρια γεμύζουν τα κενϊ 

ςχηματύζοντασ παρϊλληλεσ αγώγιμεσ ύνεσ. Σο φωσ κατϊ την διεύθυνςη των ινών 

απορροφϊται από την δημιουργύα ηλεκτρικών ρευμϊτων, ενώ κατϊ την κϊθετη 

διεύθυνςη δεν απορροφϊται. Έτςι, το εξερχόμενο φωσ εύναι πολωμϋνο. Σο διερχόμενο 

φωσ εύναι περύπου 32% του προςπύπτοντοσ. 
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3.4.1  Διπλοδιϊθλαςη 

 

Σα φυςικϊ ςώματα, ςε ςχϋςη με την ταχύτητα διϊδοςησ του φωτόσ ςε αυτϊ, 

διακρύνονται ςε οπτικώσ ιςότροπα και οπτικώσ ανιςότροπα ό διπλοαδιαθλαςτικϊ. ΢τα 

οπτικώσ ιςότροπα ςώματα η ταχύτητα του φωτόσ εντόσ αυτών εύναι ύδια προσ όλεσ τισ 

διευθύνςεισ, ενώ ςτα οπτικώσ ανιςότροπα η ταχύτητα του φωτόσ εντόσ αυτών εύναι 

διαφορετικό και εξαρτϊται από την διεύθυνςη πρόςπτωςησ του φωτόσ πϊνω ςτο ςώμα. 

Εντόσ των οπτικώσ ανιςοτρόπων ςωμϊτων το φωσ χωρύζεται ςε δύο επιπϋδωσ 

πολωμϋνεσ δϋςμεσ, τα επύπεδα πόλωςησ των οπούων εύναι κϊθετα μεταξύ τουσ, με 

ταχύτητεσ διϊδοςησ διαφορετικϋσ. Εϊν d εύναι το πϊχοσ τησ οπτικώσ ανιςότροπησ πλϊκασ 

και υ1, υ2 οι ταχύτητεσ διϊδοςησ των δύο πολωμϋνων δεςμών εντόσ τησ πλϊκασ, τότε 

ςύμφωνα με την διϊθλαςη του φωτόσ ιςχύουν: 

 

 (3.27) 

όπου ,  εύναι οι δεύκτεσ διαθλϊςεωσ του φωτόσ κατϊ τισ διευθύνςεισ διϊδοςησ των 

πολωμϋνων δεςμών εντόσ του ςώματοσ, c η ταχύτητα του φωτόσ ςτο κενό. Ομούωσ, εϊν 

,  εύναι οι αντύςτοιχοι χρόνοι διϋλευςησ των ακτινών από το πϊχοσ d του ςώματοσ, 

προκύπτει: 

 

 (3.28) 

και εξ αυτών: 

 

 (3.29) 

 

Η διαφορϊ φϊςησ των κυμϊνςεων κατϊ τισ διευθύνςεισ , , ςύμφωνα με την (3.25), 

εύναι: 

 

 (3.30) 

 

΢υγκρύνοντασ την (3.30) με την (3.24), προκύπτει: 
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 (3.31) 

δηλαδό προκύπτει η διαφορϊ x του οπτικού δρόμου των δύο κυμανςεων. 

 

 

 

3.4.2  Πολωτϋσ 

 

 α)  Επύπεδοσ πολωτόσ, εύναι το οπτικό ςτοιχεύο που πολώνει το κοινό φωσ 

επύπεδα. Ο επύπεδοσ πολωτόσ χαρακτηρύζεται από τον ϊξονα από τον οπούο διϋρχεται 

φωσ. Έτςι, όταν το διϊνυςμα του κοινού φωτόσ προςπϋςει πϊνω ςτον επύπεδο πολωτό, 

αναλύεται ςε δύο ςυνιςτώςεσ εκ των οπούων η κατϊ τον ϊξονα πόλωςησ διϋρχεται ενώ η 

κϊθετη αποκόπτεται με αποτϋλεςμα το φωσ που διϋρχεται να αποτελεύται από ϋνα 

διϊνυςμα παρϊλληλο προσ την διεύθυνςη του ϊξονα πόλωςησ (Papadopoulos [1]). Εϊν 

 εύναι το προςπύπτον κοινό φωσ και δ εύναι η γωνύα που ςχηματύζει το 

διϊνυςμα του φωτόσ με τον ϊξονα πόλωςησ, τότε οι δύο ςυνιςτώςεσ του φωτόσ εύναι: 

 

 (3.32) 

Από τισ δύο αυτϋσ ςυνιςτώςεσ η  διϋρχεται από το επύπεδο του πολωτό ενώ η  

αποκόπτεται. Σο διϊνυςμα  βρύςκεται πϊνω ςε επύπεδο που περιϋχει τον ϊξονα 

πόλωςησ του επύπεδου πολωτό. 

 

β)  Κυκλικόσ πολωτόσ, εύναι το οπτικό ςτοιχεύο που πολώνει το κοινό φώσ 

κυκλικϊ. Ένα τϋτοιο οπτικό ςτοιχεύο εύναι μύα διπλοδιαθλαςτικό πλϊκα τϋτοιου πϊχουσ 

ώςτε η διαφορϊ φϊςησ β να ιςούται με π/2. Από την (3.30), αντικαθιςτώντασ με β = 

π/2, προκύπτει διαφορϊ δρόμου χ = λ/4. Επομϋνωσ, ϋνα τϋτοιο οπτικό ςτοιχεύο 

ονομϊζεται πλϊκα τετϊρτου μόκουσ κύματοσ, (λ/4). ΢το κυκλικϊ πολωμϋνο φωσ, το 

διερχόμενο από τον κυκλικό πολωτό διϊνυςμα διαγρϊφει κυκλικό ϋλικα. 

 

γ)  Ελλειπτικϊ πολωμϋνο φωσ, επιτυγχϊνεται από οπτικό ςτοιχεύο που αποτε-

λεύται από ϋνα επύπεδο πολωτό και ϋνα κυκλικό πολωτό. Σο φωσ που εξϋρχεται εύναι 

ελλειπτικϊ πολωμϋνο, δηλαδό το διερχόμενο διϊνυςμα του φωτόσ διαγρϊφει ελλειπτικό 

ϋλικα. Έτςι, εϊν επύπεδα πολωμϋνο φωσ, που προκύπτει από επύπεδο πολωτό, 
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προςπϋςει πϊνω ςε κυκλικό πολωτό (διπλοδιαθλαςτικό πλϊκα) υπό γωνύα π/4 ωσ 

προσ τουσ ϊξονεσ του κυκλικού πολωτό, τότε το διερχόμενο φωσ ϋιναι ελλειπτικϊ 

πολωμϋνο. Όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 3.6, το διϊνυςμα  του επύπεδα πολωμϋνου φωτόσ 

αναλύεται ςε δύο ςυνιςτώςεσ κατϊ τουσ ϊξονεσ 1 ( ) και 2 ( ) τησ 

διπλοδιαθλαςτικόσ πλϊκασ. Οι ςυνιςτώςεσ αυτϋσ εύναι: 

 

 (3.33) 

  (3.34) 

όπου κ η γωνύα που ςχηματύζει η ςυνιςτώςα  με τον ϊξονα 1 ( ) του κυκλικού 

πολωτό. 

 

 
 

΢χόμα 3.6:  Ανϊλυςη επύπεδα πολωμϋνου φωτόσ από διπλοδιαθλαςτικό πλϊκα 

 

 

Οι δύο ςυνιςτώςεσ ,  εξερχόμενεσ από τον κυκλικό πολωτό ϋχουν διαφορϊ φϊςησ 

β, (3.30). Αυτϋσ οι ςυνιςτώςεσ εύναι: 

 

 (3.35) 

  (3.36) 

Οι δύο αυτϋσ ςυνιςτώςεσ προςτιθϋμενεσ δύνουν κύμανςη ανϊλογη προσ την ευρεθεύςα 

τησ (3.19), δηλαδό: 



101 

 

 

 (3.37) 

 

Η εξύςωςη αυτό, όπωσ και η (3.19), παριςτϊνει ϋλλειψη ςτο επύπεδο ( , ), δηλαδό 

η εξερχομϋνη κύμανςη εύναι ελλειπτικό ϋλικα. Ανϊλογη διερεύνηςη γύνεται και ς’ αυτό 

την εξύςωςη όπωσ και ςτην (3.19).  

 

Εϊν η διαφορϊ φϊςησ εύναι β = π/2, δηλαδό η διπλοδιαθλαςτικό πλϊκα αποτελεύ 

κυκλικό πολωτό και η γωνύα κ = π/4, τότε το εξερχόμενο φωσ εύναι κυκλικϊ πολωμϋνο. 

΢την περύπτωςη που εύναι κ = 0 ό π/2 τότε το εξερχόμενο φωσ εύναι επύπεδα πολωμϋνο. 

 

 

 

 

3.5  Υωτοταςεοπτικόσ Νόμοσ 

 

Υυςικό διπλοδιϊθλαςη παρουςιϊζουν τα κρυςταλλικϊ ςώματα όπωσ ο 

Σουρμαλύνησ, η μύκα του αςβεςτύου, κλπ. Όμωσ εύναι δυνατόν διπλοδιϊθλαςη να 

παρουςιϊςουν και τα ιςότροπα ςώματα όπωσ η ύαλοσ, ο βακελύτησ, το Lexan μετϊ από 

εντατικό ό παραμορφωςιακό κατϊςταςη. Κατϊ την ϋνταςη ενόσ ςώματοσ 

αναπτύςςονται οι κύριεσ τϊςεισ πϊνω ςτα κύρια επύπεδα. Οι κύριεσ τϊςεισ μεταβϊλουν 

την εςωτερικό δομό του ςώματοσ με αποτϋλεςμα την μεταβολό τησ ιςότροπησ 

ςυμπεριφορϊσ του ςώματοσ και επομϋνωσ παρουςιϊζεται μεταβολό και ςτον δεύκτη 

διαθλϊςεωσ (προκειμϋνου για διαφανό υλικϊ) κατϊ τισ διευθύνςεισ των κυρύων τϊςεων. 

Η μεταβολό αυτό του δεύκτη διαθλϊςεωσ ϋχει ωσ αποτϋλεςμα την εμφϊνιςη 

διπλοδιαθλαςτικότητασ ςτο ςώμα εφ’ όςον διαρκεύ η φόρτιςη. Η διπλοδιϊθλαςη αυτό 

εύναι ανϊλογη τησ εντατικόσ κατϊςταςησ. Η αναλογύα αυτό διατυπώνεται από τον 

φωτοταςεοπτικό νόμο (Papadopoulos [1]). 

 

Κατϊ τον φωτοταςεοπτικό νόμο, εφ’ όςον το ςώμα φορτύζεται ςτην ελαςτικό 

περιοχό, η εμφανιζόμενη διπλοδιϊθλαςη εύναι ανϊλογό τησ ςε κϊθε ςημεύο του ςώματοσ 

διαφορϊσ των κυρύων τϊςεων, δηλαδό: 
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 (3.38) 

 

Αντικαθιςτώντασ την (3.38) ςτην (3.30), η διαφορϊ φϊςησ των δύο κυμϊνςεων κατϊ τισ 

διευθύνςεισ των κυρύων τϊςεων, εύναι: 

 

 (3.39) 

 

Από την (3.39), προκύπτει: 

 

 (3.40) 

 

Παρατηρούμε ότι η ποςότητα β/2π εύναι ανϊλογη τησ διαφορϊσ των κυρύων τϊςεων για 

ςταθερό πϊχοσ d του ςώματοσ και μόκοσ κύματοσ λ μονοχρωματικόσ ακτινοβολύασ. Ο 

γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων που παρουςιϊζουν την αυτό διαφορϊ των κυρύων 

τϊςεων καλεύται κροςςόσ και ςυμβολύζεται η τϊξη του με Ν. Επομϋνωσ, όςο αυξϊνεται η 

εντατικό κατϊςταςη του ςώματοσ αυξϊνεται η διαφορϊ των κυρύων τϊςεων με 

αποτϋλεςμα να αναπτύςονται κροςςού τϊξεωσ Ν. Επομϋνωσ η (3.40) γρϊφεται: 

 

 (3.41) 

όπου . Η ςταθερϊ  ονομϊζεται φωτοελαςτικό ςταθερϊ του υλικού του 

ςώματοσ και εξαρτϊται από το μόκοσ κύματοσ τησ ακτινοβολύασ. Η φωτοελαςτικό 

ςταθερϊ  υπολογύζεται πειραματικϊ για κϊθε ςώμα και για κϊθε ακτινοβολύα μόκουσ 

κύματοσ λ (μονοχρωματικό φωσ). Η (3.41), αντικαθιςτώντασ την διαφορϊ των κυρύων 

τϊςεων με την μϋγιςτη διατμητικό τϊςη , γρϊφεται: 

 

 (3.42) 

δηλαδό οι φωτοελαςτικού κροςςού εύναι ο γεωμετρικόσ τόποσ που ϋχουν την αυτό 

μϋγιςτη διατμητικό τϊςη. 
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3.6  Πολωςιςκόπιο 

 

΢ύμφωνα με τον αναπτυχθϋντα φωτοταςεοπτικό νόμο, όταν φωτεινό ακτύνα 

προςπϋςει κϊθετα ςε διαφανϋσ ςώμα που βρύςκεται υπό ϋνταςη αναλύεται ςε δύο 

κυμϊνςεισ κατϊ τισ διευθύνςεισ των κυρύων τϊςεων  και  με διαφορϊ φϊςησ β, 

(3.39). Οι δύο κυμϊνςεισ εύναι γραμμικϊ πολωμϋνεσ κατϊ τισ διευθύνςεισ των κυρύων 

τϊςεων. Επομϋνωσ, οι εξερχόμενεσ από το ςώμα κυμϊνςεισ δύνουν πληροφορύεσ ωσ προσ 

τισ διευθύνςεισ των κυρύων τϊςεων και την διαφορϊ αυτών ςε κϊθε ςημεύο του ςώματοσ. 

Οι πληροφορύεσ αυτϋσ εύναι δυνατόν να ληφθούν με το πολωςιςκόπιο από το οπούο το 

προςπύπτον φωσ ςτο ςώμα εύναι επύπεδα ό κυκλικϊ πολωμϋνο για την καλύτερη λόψη 

των παραπϊνω πληροφοριών. Σο πολωςιςκόπιο αποτελεύται από δύο πολωτϋσ και δύο 

πλϊκεσ τετϊρτου μόκουσ κύματοσ. Ανϊλογα με την διϊταξη των τεςςϊρων αυτών 

οπτικών ςτοιχεύων διακρύνεται το πολωςιςκόπιο ςε επύπεδο πολωςιςκόπιο και ςε 

κυκλικό πολωςιςκόπιο (Papadopoulos [1]). 

 

Από το επύπεδο πολωςιςκόπιο λαμβϊνονται πληροφορύεσ για τισ διευθύνςεισ των 

κυρύων τϊςεων ςε κϊθε ςημεύο του ςώματοσ, ενώ από το κυκλικό πολωςιςκόπιο 

λαμβϊνονται πληροφορύεσ για την διαφορϊ των κυρύων τϊςεων ςε κϊθε ςημεύο του 

ςώματοσ. Έτςι, ςε κϊθε ςημεύο του ςώματοσ τα ςτοιχεύα που λαμβϊνονται από το 

πολωςιςκόπιο εύναι οι τροχιϋσ των κυρύων τϊςεων και η διαφορϊ αυτών και από αυτϊ τα 

ςτοιχεύα υπολογύζονται οι τϊςεισ ςε κϊθε ςημεύο του ςώματοσ, δηλαδό επιτυγχϊνεται η 

πειραματικό ανϊλυςη των τϊςεων. 

 

 

 

3.6.1  Επύπεδο πολωςιςκόπιο 

 

 Σο επύπεδο πολωςιςκόπιο αποτελεύται από δύο πολωτϋσ διατεταγμϋνουσ ϋτςι 

ώςτε ο ϋνασ πολωτόσ να πολώνει το φυςικό φωσ, οπότε ονομϊζεται πολωτόσ, ενώ ο 

ϊλλοσ τοποθετεύται μετϊ το υπό ϋνταςη ςώμα και ονομϊζεται αναλυτόσ. Εϊν τα επύπεδα 

πόλωςησ του πολωτό και αναλυτό εύναι παρϊλληλα τότε το πολωμϋνο φωσ από τον 

πολωτό διϋρχεται από τον αναλυτό οπότε το επύπεδο πολωςιςκόπιο ονομϊζεται 

επύπεδο πολωςιςκόπιο φωτεινού πεδύου, ενώ εϊν τα επύπεδα πόλωςησ εύναι κϊθετα 
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τότε το πολωμϋνο φωσ από τον πολωτό αποκόπτεται από τον αναλυτό οπότε το 

επύπεδο πολωςιςκόπιο ονομϊζεται επύπεδο πολωςιςκόπιο ςκοτεινού πεδύου. 

 

 ΢το ΢χ. 3.7 δύνεται ςχηματικϊ επύπεδο πολωςιςκόπιο ςκοτεινού πεδύου. Εντόσ 

του πολωςιςκοπύου ϋχει τοποθετηθεύ επύπεδο διαφανϋσ δοκύμιο από ομογενϋσ και 

ιςότροπο υλικό το οπούο φορτύζεται με τϊςη ς ςτο ϊπειρο. Μετϊ την φόρτιςη το υλικό 

καθύςταται οπτικώσ ανιςότροπο με αποτϋλεςμα την διπλοδιϊθλαςη του διερχομϋνου 

φωτόσ. ΢ε κϊθε ςημεύο του ςώματοσ η εντατικό κατϊςταςη εύναι  και  και ϋςτω  η 

γωνύα μεταξύ τησ κυρύασ τϊςησ  και του ϊξονα του πολωτό. Σο επύπεδο φωσ που 

διϋρχεται από τον πολωτό εύναι τησ μορφόσ που δύνεται από την (3.32). Προςπύπτοντασ 

το πολωμϋνο αυτό φωσ πϊνω ςτην επύπεδη πλϊκα υφύςταται ανϊλυςη ςε δύο 

ςυνιςτώςεσ, κατϊ την διεύθυνςη των κυρύων τϊςεων, τησ μορφόσ που δύνεται από τισ 

(3.33) και (3.34). Οι δύο αυτϋσ ςυνιςτώςεσ εξερχόμενεσ από το επύπεδο (μικρού πϊχουσ, 

plane stress) δοκύμιο ϋχουν διαφορϊ φϊςησ β, (3.39). Οι δύο ςυνιςτώςεσ  και , 

(3.35), (3.36), προςπύπτουν πϊνω ςτον αναλυτό (΢χ. 3.7) όπου αναλύονται ςε δύο 

ςυνιςτώςεσ η καθεμύα, εκ των οπούων διϋρχονται από τον αναλυτό οι παρϊλληλεσ προσ 

τον ϊξονα πόλωςησ του αναλυτό, ενώ οι κϊθετεσ προσ τον ϊξονα του αναλυτό 

ςυνιςτώςεσ αποκόπτονται.  

 

 
 

΢χόμα 3.7:  Επύπεδο πολωςιςκόπιο ςκοτεινού πεδύου 

 

 

 

3.6.2  Κυκλικό πολωςιςκόπιο 

 

 Με το κυκλικό πολωςιςκόπιο λαμβϊνεται το δύκτυο των ιςοχρώμων και 

απαλεύφεται το δύκτυο των ιςοκλινών. Σο κυκλικό πολωςιςκόπιο αποτελεύται από το 



105 

 

επύπεδο πολωςιςκόπιο παρεμβϊλλοντασ δύο κυκλικούσ πολωτϋσ (πλϊκεσ λ/4). 0 

κυκλικόσ πολωτόσ χαρακτηρύζεται από δύο καθϋτουσ ϊξονεσ, τον ταχύ ϊξονα (Σ.Α) και 

τον βραδύ ϊξονα (Β.Α). Οι κυκλικού πολωτϋσ τοποθετούνται ϋτςι ώςτε οι δύο ϊξονεσ, Σ.Α 

κα Β.Α, να ςχηματύζουν γωνύα 45o με τον ϊξονα του πολωτό , όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 3.8. 

Οι κυκλικού πολωτϋσ τοποθετούνται ϋτςι ώςτε ο Σ.Α του ενόσ να εύναι παρϊλληλοσ προσ 

τον Β.Α του ϊλλου για να μην αλλοιωθεύ το εξερχόμενο φωσ από τον αναλυτό. ΢ε 

αντύθετη περύπτωςη δηλαδό εϊν ο Σ.Α του ενόσ κυκλικού πολωτό εύναι παρϊλληλοσ 

προσ τον Σ.Α του ϊλλου, τότε το εξερχόμενο φωσ από τον αναλυτό ςτρϋφεται κατϊ 

γωνύα 90o. ΢την πρώτη περύπτωςη το κυκλικό πολωςιςκόπιο εύναι ςκοτεινού πεδύου 

και ςτην δεύτερη εύναι φωτεινού πεδύου. ΢το ΢χ. 3.8 το κυκλικό πολωςιςκόπιο εύναι 

ςκοτεινού πεδύου. 

 

 
 

΢χόμα 3.8:  Κυκλικό πολωςιςκόπιο ςκοτεινού πεδύου 

 

 

 Σο διερχόμενο επύπεδο φωσ από τον πολωτό εύναι τησ μορφόσ που δύνεται από 

την (3.32). Ακολούθωσ το φωσ αυτό προςπύπτει πϊνω ςτον κυκλικό πολωτό, αναλύεται 

ςε δύο ςυνιςτώςεσ κατϊ τισ διευθύνςεισ των αξόνων οπότε το διερχόμενο φωσ δύνεται 

από τισ (3.35) και (3.36) με β=π/2, αφού ο κυκλικόσ πολωτόσ ειςϊγει διαφορϊ φϊςησ 

π/2 μεταξύ των κυμϊνςεων των δύο αξόνων.  
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3.7  Σροχιϋσ Κυρύων Σϊςεων 

 

Όπωσ αναφϋρθηκε ςε παραπϊνω ενότητα (βλ. 3.6.1), ιςοκλινόσ γραμμό εύναι ο 

γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων όπου η κλύςη των κυρύων τϊςεων, ωσ προσ 

καθοριςμϋνη διεύθυνςη, εύναι ύδια, δηλαδό οι κύριεσ τϊςεισ ςτα ςημεύα αυτϊ 

παραμϋνουν παρϊλληλεσ όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 3.9 (Papadopoulos [1]). Κϊθε ιςοκλινόσ 

χαρακτηρύζεται από την γωνύα κλύςησ. Έτςι, ςτο ΢χ. 3.9 ϋχουν ςχεδιαςθεύ τρεισ 

ιςοκλινεύσ κλύςεων (παραμϋτρων) ,  και . Σο δύκτυο των ιςοκλινών λαμβϊνεται 

με το επύπεδο πολωςιςκόπιο και με την ταυτόχρονη περιςτροφό του πολωτό και 

αναλυτό. Όπωσ προκύπτει από τον οριςμό των ιςοκλινών, οι τροχιϋσ των κυρύων 

τϊςεων  και  καθορύζονται ϊμεςα από αυτϋσ. Επύςησ, ο ςυνδυαςμόσ των ιςοκλινών 

με το δύκτυο των ιςοχρώμων παρϋχει τισ τιμϋσ των κυρύων τϊςεων  και  ςε κϊθε 

ςημεύο του ςώματοσ, δηλαδό επιτυγχϊνεται πλόρησ ανϊλυςησ των τϊςεων. 

 

 
 

΢χόμα 3.9:  Ιςοκλινεύσ κλύςεωσ (παραμϋτρου) ,  και  

 

 

Οι ιςοκλινεύσ γραμμϋσ χαρακτηρύζονται από οριςμϋνεσ ιδιότητεσ οι οπούεσ 

βοηθούν ςτην ακριβϋςτερη χϊραξη τουσ. Οι ιδιότητεσ αυτϋσ εύναι:  

 

(α) ΢τα αφόρτιςτα ςύνορα ενόσ δοκιμύου καταλόγουν ιςοκλινεύσ τησ ιδύασ 

κλύςησ με το ςύνορο του δοκιμύου και αυτό γιατύ, όπωσ εύναι γνωςτό από την 

θεωρύα ελαςτικότητασ, η μόνη τϊςη που υπϊρχει ςτο ελεύθερο ςύνορο ϋχει 

διεύθυνςη την εφαπτομϋνη του ςυνόρου.  
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(β) ΢τα γεωμετρικϊ ςυμμετρικϊ δοκύμια το δύκτυο των ιςοκλινών εύναι 

ςυμμετρικό με παραμϋτρουσ φ και 90o – φ.  

 

(γ) ΢την περύπτωςη ςυγκεντρωμϋνου φορτύου καθϋτου ςτην επιφϊνεια 

ημιεπιπϋδου, η αναπτυςςόμενη ακτινικό τϊςη εύναι . Επομϋνωσ, οι ιςοκλινεύσ 

διϋρχονται από το ςημεύο εφαρμογόσ του φορτύου και ςυμπύπτουν με τισ ακτύνεσ 

κατϊ μόκοσ των οπούων αναπτύςςεται η κυρύα τϊςη . Η παρϊμετροσ των 

ιςοκλινών ςυμπύπτει με την γωνύα κλύςησ των ακτινών ςχετικϊ με την κατακόρυφη 

ό οριζόντια διεύθυνςη.  

 

(δ) Από το ϊκρο ρωγμόσ διϋρχονται οι ιςοκλινεύσ παραμϋτρου φ = –90o ϋωσ φ 

= 90o.  

 

(ε) ΢τα ιςότροπα ςημεύα, όπου η διαφορϊ των κυρύων τϊςεων εύναι μηδϋν 

δηλαδό  =  οι ιςοκλινεύσ διϋρχονται από αυτϊ. Εϊν τα ιςότροπα ςημεύα 

ευρύςκονται ςτα ςύνορα όπου  =  = 0, τότε αυτϊ λϋγονται ιδιόμορφα ςημεύα. 

 

Από το δύκτυο των ιςοκλινών εύναι εύκολο να χαραχθούν γραφικϊ οι τροχιϋσ των 

κυρύων τϊςεων. Σροχιϋσ κυρύων τϊςεων εύναι οι γραμμϋσ ςε κϊθε ςημεύο των οπούων η 

εφαπτομϋνη ςυμπύπτει με την διεύθυνςη τησ κυρύασ τϊςησ. Αφού οι κύριεσ τϊςεισ εύναι 

κϊθετεσ μεταξύ τουσ ςημαύνει ότι το δύκτυο των τροχιών των κυρύων τϊςεων 

αποτελεύται από ορθογώνιεσ καμπύλεσ που τϋμνονται κϊθετα. ΢το ΢χ. 3.10 φαύνεται η 

ςχεδύαςη των τροχιών των κυρύων τϊςεων από το δύκτυο των ιςοκλινών. Για αυτό 

χαρϊςςονται οι ιςοκλινεύσ παραμϋτρων , ,  και  , ςε ςχϋςη με τον 

κατακόρυφο ϊξονα και κυρύωσ ανϊ 10o. Ακολούθωσ χαρϊςςεται ϋνα πυκνό δύκτυο 

μικρών παραλλόλων ευθειών ςε κϊθε ιςοκλινό, με γωνύα κλύςησ την αντύςτοιχη 

παρϊμετρο τησ ιςοκλινούσ, και εν ςυνεχεύα χαρϊςςεται καμπύλη γραμμό που 

εφϊπτεται των παραλλόλων ευθειών όλων των ιςοκλινών. Η τροχιϊ αυτό παριςτϊνει 

την τροχιϊ Ι τησ κυρύασ τϊςησ  (ό την τροχιϊ II τησ κυρύασ τϊςησ  , ανϊλογα με το 

πρόβλημα). Κατϊ τον ύδιο τρόπο χαρϊςςονται και ϊλλεσ τροχιϋσ Ι με αποτϋλεςμα να 

ςχηματιςθεύ ϋνα δύκτυο τροχιών κυρύασ τϊςησ . Σο δύκτυο των τροχιών II τησ κυρύασ 

τϊςησ  ςχηματύζεται από τισ ορθογώνιεσ καμπύλεσ προσ τισ τροχιϋσ Ι. Για αυτό 

χαρϊςςονται καμπύλεσ γραμμϋσ που τϋμνουν κϊθετα τισ τροχιϋσ Ι. Έτςι, με την απλό 

αυτό γεωμετρικό καταςκευό λαμβϊνεται το δύκτυο των τροχιών των κυρύων τϊςεων.  
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΢χόμα 3.10:  ΢χεδύαςη των τροχιών των κυρύων τϊςεων από το δύκτυο των ιςοκλινών 

 

 

Ο γεωμετρικόσ αυτόσ τρόποσ χϊραξησ των τροχιών των κυρύων τϊςεων δεν εύναι πολύ 

ακριβόσ. Για μεγαλύτερη ακρύβεια χϊραξησ των τροχιών προςδιορύζονται γραφικϊ τα 

ςημεύα πϊνω ςτισ ιςοκλινεύσ από τα οπούα περνϊ η τροχιϊ. Για αυτό, όπωσ φαύνεται ςτο 

΢χ. 3.11, από τυχόν ςημεύο Α τησ ιςοκλινούσ  χαρϊςςεται η διεύθυνςη κλύςησ 

( )/2 η οπούα τϋμνει την ιςοκλινό  ςτο ςημεύο Β. Από το ςημεύο Β χαρϊςςεται 

η διεύθυνςη με κλύςη . Ακολούθωσ χαρϊςςεται η διεύθυνςη με κλύςη ( )/2  η 

οπούα τϋμνει την ιοοκλινό  ςτο ςημεύο Γ. Από το ςημεύο Γ χαρϊςςεται η διεύθυνςη με 

κλύςη . Η καμπύλη που διϋρχεται από τα ςημεύα Α, Β, Γ και εφϊπτεται τον 

διευθύνςεων , ,  εύναι η τροχιϊ Ι τησ κυρύασ τϊςησ . Κατϊ τον ύδιο τρόπο 

ξεκινώντασ από ϊλλα ςημεύα τησ ιςοκλινούσ  χαρϊςςονται ϊλλεσ τροχιϋσ Ι και εν 

ςυνεχεύα χαρϊςςονται κατϊ τα γνωςτϊ οι τροχιϋσ II τησ κύριασ τϊςησ . 

 

΢τα ιςότροπα ςημεύα και ςτα ιδιόμορφα ςημεύα οι ιςοκλινεύσ ακολουθούν 

οριςμϋνεσ ιδιότητεσ και γι’ αυτό εύναι εύκολο να χαραχθούν οι τροχιϋσ των κυρύων 

τϊςεων. Εϊν υπϊρχουν διαδοχικϊ ιςότροπα ςημεύα τότε οι ιςοκλινεύσ εναλλϊςςονται 

και αυτό γιατύ τα ιςότροπα ςημεύα χαρακτηρύζονται ςε θετικϊ, όταν οι ιςοκλινεύσ 
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ςτρϋφονται με την ύδια φορϊ ςτροφόσ του επύπεδου πολωςιςκοπύου, και αρνητικϊ, 

όταν οι ιςοκλινεύσ ςτρϋφονται αντύθετα προσ την φορϊ ςτροφόσ του επύπεδου 

πολωςιςκοπύου. Μεταξύ δύο ομοςόμων ιςότροπων ςημεύων υπϊρχει ιδιόμορφο ςημεύο. 

Επειδό όμωσ το ιδιόμορφο ςημεύο εύναι αρνητικό, τότε τα ιςότροπα ςημεύα, που 

περιϋχουν το ιδιόμορφο ςημεύο, εύναι πϊντοτε θετικϊ. 

 

 
 

΢χόμα 3.11:  Ακριβόσ χϊραξη των τροχιών των κυρύων τϊςεων 

 

 

Κατϊ μόκοσ μιασ τροχιϊσ κυρύων τϊςεων η διαφορϊ  διατηρεύται 

ςταθερό και αυτό γιατύ από την (3.42) προκύπτει ότι κατϊ μόκοσ τησ ύδιασ τροχιϊσ δεν 

μπορεύ να αλλϊζει ςημεύο η ςυνϊρτηςη  = f (x,y). Για να αλλϊζει ςημεύο η 

διαφορϊ των κυρύων τϊςεων πρϋπει να διϋλθει η τροχιϊ από ιςότροπο ςημεύο. Σο 

πρόςημο τησ διαφορϊσ προςδιορύζεται από χαρακτηριςτικϊ ςημεύα πϊνω ςτο ςώμα 

από τα οπούα περνούν οι τροχιϋσ των κυρύων τϊςεων. Σϋτοια ςημεύα εύναι τα 

ευριςκόμενα ςτα ςύνορα του ςώματοσ. ΢τα ςύνορα του ςώματοσ προςδιορύζονται οι 

τϊςεισ (θετικϋσ, εφελκυςτικϋσ ό αρνητικϋσ, θλιπτικϋσ) με την απλό μϋθοδο τησ βελόνησ. 

Για αυτό ςτο ςύνορο, όπου η κύρια τϊςη εύναι παρϊλληλη προσ το ςύνορο, επιβϊλλεται 

με αιχμηρό αντικεύμενο (βελόνη) μικρό κϊθετη πύεςη και παρακολουθεύται η 
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μετατόπιςη του δικτύου των ιςοχρώμων. Εϊν  εύναι η παρϊλληλη προσ το ςύνορο 

κύρια τϊςη, τότε η επιβαλλόμενη με την βελόνη κϊθετη μικρό θλιπτικό τϊςη εύναι η . 

Εϊν η  εύναι εφελκυςτικό, η διαφορϊ  τησ νϋασ εντατικόσ κατϊςταςησ ςτο 

ςύνορο εύναι | | >  και επομϋνωσ η τϊξη τησ ιςόχρωμησ ςτο ςημεύο αυτό 

αυξϊνεται δηλαδό "μπαύνει" νϋα ιςόχρωμη ςτο ςημεύο αυτό. Εϊν η  εύναι θλιπτικό, η 

διαφορϊ  τησ νϋασ εντατικόσ κατϊςταςησ ςτο ςύνορο εύναι | | <  και 

επομϋνωσ η τϊξη τησ ιςόχρωμησ ςτο ςημεύο αυτό μειώνεται δηλαδό "βγαύνει" ιςόχρωμη 

από το ςημεύο αυτό. 

 

 Οι τροχιϋσ των κυρύων τϊςεων εμφανύζουν βαςικϋσ ιδιότητεσ που βοηθούν πϊρα 

πολύ ςτην φωτοελαςτικό ανϊλυςη. Οι τροχιϋσ των κυρύων τϊςεων, ωσ καμπύλεσ 

γραμμϋσ, εμφανύζουν ακτύνεσ καμπυλότητασ προςημαςμϋνεσ ανϊλογα με την προςό-

μανςη των τροχιών. Έτςι, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 3.12, ϋςτω Ι, II οι τροχιϋσ των κυρύων 

τϊςεων  και  αντιςτούχωσ.  

 

 
 

΢χόμα 3.12:  Προςόμανςη των τροχιών των κυρύων τϊςεων και των ακτινών καμπυλότητϊσ τουσ 

 

 

Εϊν αυθαύρετα επιλεγεύ η θετικό φορϊ +s τησ τροχιϊσ Ι, τότε η θετικό φορϊ τησ τροχιϊσ 

II προκύπτει δια τησ ςτροφόσ τησ τροχιϊσ Ι κατϊ 90o αντύθετα προσ την κύνηςη των 

δεικτών του ωρολογύου. Οι αντύςτοιχεσ ακτύνεσ καμπυλότητασ ,  των τροχιών Ι, II 

των κυρύων τϊςεων  και  αντιςτούχωσ, λαμβϊνονται θετικϋσ όταν ακολουθώντασ 

την θετικό κατεύθυνςη πϊνω ςτην τροχιϊ, η εφαπτομϋνη αυτόσ ςτρϋφεται αντύθετα 

προσ την κύνηςη των δεικτών του ωρολογύου. 
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Μύα ϊλλη ςημαντικό ιδιότητα των τροχιών εύναι η εξόσ: Η κύρια τϊςη κατϊ μόκοσ 

τησ τροχιϊσ τησ γύνεται μεγύςτη ό ελαχύςτη ςτο ςημεύο όπου η τροχιϊ αυτό τϋμνεται 

κϊθετα από κϊποια ιςοκλινό γραμμό. Η ιδιότητα αυτό εφαρμόζεται πλόρωσ ςτο 

αφόρτιςτο ςύνορο ενόσ ςώματοσ το οπούο αποτελεύ τροχιϊ κύριασ τϊςησ. Έτςι, το 

ςημεύο τομόσ του ςυνόρου του ςώματοσ κϊθετα από κϊποια ιςοκλινό, ςυμπύπτει με το 

ςημεύο εμφϊνιςησ μεγύςτησ ό ελαχύςτησ τϊξησ ιςοχρώμου κατϊ μόκοσ του ςυνόρου. Η 

ιδιότητα αυτό εύναι εύκολο να αποδειχθεύ εφαρμόζοντασ τισ εξιςώςεισ ιςορροπύασ Lamé 

– Maxwell  κατϊ μόκοσ των τροχιών Ι και II των κυρύων τϊςεων. 

 

 

 

 

3.8  Τπολογιςμόσ τησ Μεγύςτησ Σϊςησ ςτον Πόδα Δοκιμύου 

 

Οι ςυνιςτώςεσ αυτϋσ, κατϊ τον Σ.A  και κατϊ τον Β.A , εύναι: 

 

 (3.53) 

 
 

(3.54) 

Η ςύνθεςη των δύο αυτών κυμϊνςεων δύνει διϊνυςμα ςταθερού πλϊτουσ που 

διαγρϊφει κυκλικό ϋλικα, δηλαδό εύναι κυκλικϊ πολωμϋνο φωσ. Σο φωσ αυτό 

προςπύπτει ςτο υπό ϋνταςη ευριςκόμενο δοκύμιο και δύνει δύο ςυνιςτώςεσ κατϊ τισ 

διευθύνςεισ των κυρύων τϊςεων  και  (Papadopoulos [1]): 
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οι οπούεσ αθροιζόμενεσ κατϊ τισ διευθύνςεισ των κυρύων τϊςεων, δύνουν: 

  (3.55) 

  (3.56) 

 

Οι δύο αυτϋσ κυμϊνςεισ διερχόμενεσ από το δοκύμιο παρουςιϊζουν διαφορϊ φϊςησ β, 

δηλαδό: 

  (3.57) 

  (3.58) 

 

Οι κυμϊνςεισ αυτϋσ προςπύπτουν πϊνω ςτον δεύτερο κυκλικό πολωτό και δύνουν 

ςυνιςτώςεσ κατϊ τισ διευθύνςεισ του ταχύ και βραχύ ϊξονα: 
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οι οπούεσ αθροιζόμενεσ κατϊ τισ διευθύνςεισ των αξόνων του κυκλικού πολωτό, δύνουν: 

 

 

 

(3.59) 

 

 

 

 

 

 

(3.60) 

 

 

Οι δύο αυτϋσ κυμϊνςεισ διερχόμενεσ από τον κυκλικό πολωτό παρουςιϊζουν διαφορϊ 

φϊςησ π/2, δηλαδό: 

 

 

 

(3.61) 

  

 

(3.62) 

 

 

Οι κυμϊνςεισ (3.61) και (3.62) προςπύπτουν πϊνω ςτον αναλυτό, αναλύονται κατϊ τον 

ϊξονα του αναλυτό και κατϊ την κϊθετο. Οι ςυνιςτώςεσ κατϊ τον ϊξονα διϋρχονται από 

του αναλυτό, ενώ οι ϊλλεσ ςυνιςτώςεσ, κατϊ την κϊθετο προσ τον ϊξονα του αναλυτό, 

αποκόπτονται. Οι διερχόμενεσ ςυνιςτώςεσ εύναι: 
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Επομϋνωσ, η ςυνιςταμϋνη διερχομϋνη από τον αναλυτό κύμανςη, εύναι: 

 

 (3.63) 

 

Η ϋνταςη τησ διερχομϋνησ αυτόσ κύμανςησ εύναι ανϊλογη του τετραγώνου του 

πλϊτουσ τησ, δηλαδό: 

 

 (3.64) 

 

Από την ςχϋςη αυτό προκύπτει ότι η ϋνταςη I του διερχομϋνου φωτόσ μηδενύζεται όταν: 

 

 (3.65) 

 

Η ςυνθόκη αυτό εύναι ύδια με την ςυνθόκη (3.50), που ςημαύνει ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ 

των ςημεύων απόςβεςησ εύναι ςκοτεινϋσ γραμμϋσ που καλούνται ιςόχρωμεσ, δηλαδό 

δημιουργεύται το δύκτυο των ιςοχρώμων. 

 

Εϊν ο αναλυτόσ ςτραφεύ κατϊ 90o, δηλαδό ο ϊξονασ του αναλυτό γύνει 

παρϊλληλοσ προσ τον ϊξονα του πολωτό, τότε το πολωςιςκόπιο γύνεται φωτεινού 

πεδύου και το διερχόμενο φωσ εύναι: 

 

 

 

(3.66) 
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Η ϋνταςη τησ διερχομϋνησ αυτόσ κύμανςησ εύναι ανϊλογη του τετραγώνου του 

πλϊτουσ τησ, δηλαδό: 

 

 (3.67) 

 

Η ϋνταςη αυτό μηδενύζεται όταν: 

 

 (3.68) 

δηλαδό: 

 

 (3.69) 

 

Από την ςχϋςη αυτό προκύπτει ότι οι λαμβανόμενοι κροςςού εύναι ιςόχρωμοι 

ημιακεραύασ τϊξεωσ, δηλαδό τϊξεωσ 1/2, 3/2, 5/2,…. 

 

Από τα παραπϊνω προκύπτει ότι με το πολωςιςκόπιο ςκοτεινού πεδύου το 

δύκτυο των ιςοχρώμων εύναι ακεραύασ τϊξεωσ, Ν = 1,2,3,…. 

 

Η ςχϋςη τησ διαφορϊσ των κυρύων τϊςεων με την τϊξη των κροςςών του 

δικτύου των ιςοχρώμων εύναι για το πολωςιςκόπιο ςκοτεινού πεδύου (Papadopoulos 

[1]): 

 

 

 (3.70) 
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3.9  Πειραματικόσ Τπολογιςμόσ τησ Υωτοταςεοπτικόσ ΢ταθερϊσ 

 

 Η φωτοταςεοπτικό ςταθερϊ του υλικού υπολογύζεται πειραματικϊ. Για αυτό 

καταςκευϊζεται δοκύμιο από το υλικό του οπούου η φωτοταςεοπτικό ςταθερϊ 

ζητεύται και ακολούθωσ γύνεται πεύραμα απλού εφελκυςμού ό θλύψησ ό πεύραμα 

καθαρόσ κϊμψησ (Papadopoulos [1]). 

 

΢το πεύραμα του απλού εφελκυςμού υπϊρχει μόνο μιϊ κύρια τϊςη κατϊ την 

διεύθυνςη τησ φόρτιςησ. Επομϋνωσ, η ιςόχρωμη που αναπτύςςεται εύναι παρϊλληλη 

προσ την διεύθυνςη φόρτιςησ. Σότε ςύμφωνα με την (3.70), προκύπτει: 

 

 (3.71) 

όπου P εύναι το φορτύο και w το πλϊτοσ του χρηςιμοποιημϋνου δοκιμύου. Η 

φωτοταςεοπτικό ςταθερϊ υπολογύζεται από την κλύςη τησ καμπύλησ (P/w) = f (Ν). Για 

αυτό, το δοκύμιο φορτύζεται ςτην ελαςτικό περιοχό και για κϊθε φορτύο (P/w) μετρϊται 

η εμφϊνιςη των κροςςών Ν ωσ προσ ϋνα ςημεύο αναφορϊσ πϊνω ςτο δοκύμιο. ΢τη 

ςυνϋχεια, ςχεδιϊζεται η καμπύλη (P/w) = f (N), η κλύςη τησ οπούασ δύνει την ςταθερϊ f . 

 

΢το πεύραμα τησ καθαρόσ κϊμψησ, υπϊρχει μύα μόνο κύρια τϊςη κατϊ την 

διεύθυνςη του ϊξονα του δοκιμύου. Ωσ εκ τούτου, οι εμφανιζόμενοι ιςόχρωμοι κροςςού 

εύναι παρϊλληλοι προσ τον ϊξονα του δοκιμύου. 0 κροςςόσ (μαύροσ) που ςυμπύπτει με 

τον ουδϋτερο ϊξονα του δοκιμύου εύναι τϊξησ Ν = 0 διότι η τϊςη εκεύ εύναι μηδϋν. 

΢ύμφωνα με την θεωρύα τησ καθαρόσ κϊμψησ και την (3.69) προκύπτει: 

 

 (3.72) 

 

΢ύμφωνα με την (3.72), γνωρύζοντασ την τϊςη ς ςε απόςταςη y από τον ουδϋτερο 

ϊξονα του δοκιμύου και μετρώντασ τον αριθμό των κροςςών από τον ουδϋτερο ϊξονα 

μϋχρι την απόςταςη y, υπολογύζεται η φωτοταςεοπτικό ςταθερϊ fς . Σο δύκτυο των 

ιςοχρώμων ςε δοκύμιο καθαρόσ κϊμψησ φαύνεται ςτο ΢χ. 3.13. 
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΢χόμα 3.13:  Σο δύκτυο των ιςοχρώμων ςε δοκύμιο καθαρόσ κϊμψησ 

 

 

Επύςησ, εύναι εύκολο να υπολογιςτεύ η φωτοταςεοπτικό ςταθερϊ  από την 

αντιδιαμετρικό θλύψη κυκλικού δύςκου διαμϋτρου D και πϊχουσ d. Η εντατικό 

κατϊςταςη ςτο κϋντρο του δύςκου δύνει διαφορϊ κυρύων τϊςεων  : 

 

  

όπου P το θλιπτικό φορτύο. Η ςχϋςη αυτό ςε ςυνδυαςμό με την (3.69), δύνει: 

 

 (3.73) 

 

Από την (3.73) προκύπτει ότι υπολογύζοντασ την τϊξη Ν τησ ιςοχρώμου ςτο κϋντρο του 

δύςκου, υπολογύζεται εύκολα η φωτοταςεοπτικό ςταθερϊ  του υλικού του κυκλικού 

δύςκου. Σο δύκτυο των ιςοχρωμων ςε κυκλικό δύςκο φαύνεται ςτο ΢χ. 3.14. 

 

Ο καθοριςμόσ τησ τϊξησ των ιςοχρώμων κροςςών γύνεται με την 

παρακολούθηςη τησ εξϋλιξησ του δικτύου μετϊ τησ φόρτιςησ. ΢ε περιοχϋσ όπου από την 

θεωρύα ελαςτικότητασ εύναι γνωςτό ότι η τϊςη εύναι μηδϋν και υπϊρχει κροςςόσ, τότε ο 

κροςςόσ αυτόσ εύναι μηδενικόσ τϊξησ, Ν = 0. Από τον κροςςό αυτό ξεκινϊ η αρύθμηςη 

(τϊξη) των κροςςών. Επύςησ, ϋνα ϊλλο ςημεύο αφετηρύασ καθοριςμού τησ τϊξησ των 

κροςςών εύναι τα ιςότροπα ςημεύα τα οπούα εμφανύζονται ςτο δύκτυο των ιςοχρώμων 

ωσ ςκοτεινϊ ςημεύα και αποτελούν εκφυλιςμϋνο κροςςό μηδενικόσ τϊξησ. Οι κροςςού 

μηδενικόσ τϊξησ παραμϋνουν μαύροι ςτο ϋγχρωμο δύκτυο των ιςοχρώμων που 

λαμβϊνεται με λευκό φωσ. Έτςι, χρηςιμοποιώντασ λευκό φωσ, καθορύζονται πλόρωσ οι 

κροςςού μηδενικόσ τϊξησ και τα ιςότροπα ςημεύα. 
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΢χόμα 3.14:  Σο δύκτυο των ιςοχρώμων ςε κυκλικό δύςκο υπό αντιδιαμετρικό θλύψη 

 

 

 

 

 

3.10  Η Διϊταξη Υόρτιςησ Δοκιμύων Οδόντων του Εργαςτηρύου ΢τοιχεύων 

Μηχανών του Ε.Μ.Π. 

 

 Σο κυκλικό πολωςιςκόπιο ςκοτεινού πεδύου του Εργαςτηρύου ΢τοιχεύων 

Μηχανών, ΢χ. 3.15 & 3.16, εύναι αγγλικόσ καταςκευόσ του εργοςταςύου SHARPLES και 

διαθϋτει τον ακόλουθο εξοπλιςμό: 

 

 Υωτεινό πηγό η οπούα μπορεύ να εύναι λευκού φωτόσ (λυχνύα πυρακτώςεωσ ό 

λυχνύα Hg) ό μονοχρωματικού φωτόσ (λυχνύα Na). 
 

 Πολωτό, αναλυτό και δύο πλϊκεσ τετϊρτου μόκουσ τύπου Polaroid. Όλα τα 

πολωτικϊ ςώματα ϋχουν διϊμετρο 125mm, φϋρουν ςτην περιφϋρειϊ τουσ 

διαιρϋςεισ ςε μούρεσ και ϋχουν την δυνατότητα να ςτραφούν ςτο επύπεδό τουσ 

το καθϋνα ξεχωριςτϊ. 
 

 Ιδιοςυςκευό φόρτιςησ δοκιμύων οδόντων οδοντωτών τροχών με βϊροσ, ΢χ. 

3.15 & 3.16. Η αρχό λειτουργύασ τησ ιδιοςυςκευόσ φόρτιςησ εύναι η ακόλουθη: 
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Σο δοκύμιο τοποθετεύται πϊνω ςτη ςταθερό αρπϊγη και ςυςφύγγεται ςτη θϋςη 

του με το κινητό τμόμα τησ αρπϊγησ. Σο ςύςτημα το αρπαγών μπορεύ να 

κινεύται ευθύγραμμα επύ του ενςφαύρου  ςυςτόματοσ γραμμικόσ κύνηςησ 

(φορεύο και ρϊγα). ΢το ϊκρο τησ διαδρομόσ υπϊρχει ο βραχύονασ ϊςκηςησ 

φορτύου ο οπούοσ φϋρει ςτο ελεύθερο ϊκρο του το διπλό ϋνςφαιρο 

αυτορύθμιςτο ϋδρανο. Η ρύθμιςη του ύψουσ τησ ϊςκηςησ του φορτύου γύνεται 

με τη βοόθεια του κοχλύα κύνηςησ ο οπούοσ εδρϊζεται ιςοςτατικϊ με μύα 

ςταθερό και μύα ελεύθερη ϋδραςη και παύρνει την κύνηςό του με τη 

χειροςτροφϊλου (δύςκοσ και λαβό χειροςτροφϊλου). Ο κοχλύασ κύνηςησ ϋχει 

μηδενικό αξονικό χϊρη εξ’ αιτύασ του ςυςτόματοσ των διπλών ρυθμιζόμενων 

περικοχλύων. Η ολύςθηςη και η οδόγηςη του κατακόρυφου ϊξονα επύ τησ 

κατακόρυφησ πλϊκασ επιτυγχϊνεται με τη ςφηνοειδό διαμόρφωςη ςτο κϊτω 

ϊκρο του φορεύου ολύςθηςησ. Η ϊςκηςη τησ οριζόντιασ ςυνιςτώςασ του 

φορτύου ςε οποιαδόποτε θϋςη επύ τησ κατατομόσ του δοκιμύου γύνεται με την 

βοόθεια ςυρματόςχοινου και αναρτώμενων βαρών. Για την αλλαγό τησ 

διεύθυνςησ του βϊρουσ ςε οριζόντια χρηςιμοποιεύται τροχαλύα η οπούα 

εδρϊζεται με τον ϊξονα τησ ςτη βϊςη. Σϋλοσ πρϋπει να αναφερθεύ ότι η 

οριζόντια πλϊκα και κατϊ ςυνϋπεια όλη η ςυςκευό μπορεύ να ρυθμύζεται καθ’ 

ύψοσ και να ευθυγραμμύζεται πϊνω ςτη βϊςη ςτόριξησ με τη βοόθεια των 

ντιζών  και των περικοχλύων τουσ. 
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΢χόμα 3.15:  Πολωςιςκόπιο και ςυςκευό φόρτιςησ δοκιμύων φωτοελαςτικότητασ 

 

 

΢υρματόςχοινο 

Αναλυτόσ 

Πολωτόσ 

Υωτεινό Πηγό 
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΢χόμα 3.16:  Πολωςιςκόπιο και ςυςκευό φόρτιςησ δοκιμύων φωτοελαςτικότητασ 

 

 

Κοχλύασ Κύνηςησ 

Λαβό 
Φειροςτροφϊλου 

Δύςκοσ 
Φειροςτροφϊλου 

Δοκύμιο 

Ρϊγα 

Υορεύο 

Διπλό Ένςφαιρο 
Αυτορύθμιςτο 

Έδρανο 

Κοχλύεσ ΢ύςφιξησ 
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Η διϊταξη του παραπϊνω πολωςιςκοπύου παρατύθεται ςτο παρακϊτω ΢χ. 3.17 

για λόγουσ πληρότητασ: 

 

 
 

΢χόμα 3.17:  Διϊταξη κυκλικού πολωςιςκοπύου 
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3.11  Προετοιμαςύα των Δοκιμύων 

 

 Σα δοκύμια εύναι καταςκευαςμϋνα από ειδικό φωτοευαύςθητο υλικό PSM – 1 τησ 

εταιρεύασ Measurements Group, Inc., Photolastic Division. Πρόκειται για πολυκαρβονικό 

πλαςτικό υλικό το οπούο ενδεύκνυται για πειρϊματα επύπεδησ φωτοελαςτικότητασ ςτην 

ελαςτικό περιοχό διότι  παρουςιϊζει εξαύρετη κατεργαςιμότητα, ϋχει υψηλό μϋτρο 

ελαςτικότητασ, υψηλό οπτικό ευαιςθηςύα και κυρύωσ δεν αναπτύςςει τϊςεισ λόγω 

απορρόφηςησ υγραςύασ, γεγονόσ που καθιςτϊ δυνατό την κοπό του με χρόςη ψυκτικού 

υγρού αποφεύγοντασ ϋτςι την ανϊπτυξη παραμενουςών τϊςεων ςτα όρια. Οι 

ονομαςτικϋσ μηχανικϋσ – οπτικϋσ ιδιότητεσ του υλικού (για λευκό φωσ) όπωσ δύνονται 

από τον καταςκευαςτό εύναι οι εξόσ: 

 

 Μϋτρο ελαςτικότητασ: E  = 360kpsi = 2.5GPa 
 

 Σαςεοπτικό ςταθερϊ:  = 40psi/fringe/in = 7.0kPa/fringe/m 
 

 Λόγοσ Poisson:  ν = 0.38 

 
 

Σο αρχικό ακατϋργαςτο υλικό που χρηςιμοποιόθηκε όταν φύλλο ονομαςτικών 

διαςτϊςεων 20in x 20in (508mm x 508mm) και πϊχουσ 0.375in (9.5mm) με διπλό 

αυτοκόλλητη επικϊλυψη το οπούο εύχε προηγουμϋνωσ υποςτεύ ανόπτηςη για την 

εξϊλειψη τυχόν παραμενουςών τϊςεων. Σο πραγματικό πϊχοσ του φύλλου μετρόθηκε ςε 

διϊφορεσ θϋςεισ και βρϋθηκε διαφορετικό από το ονομαςτικό και ύςο με 9.25mm. 

 

Σα δοκύμια που παρόχθηςαν εύναι ελεύθερα παραμενουςών τϊςεων και τυχόν 

ϊλλων ςφαλμϊτων καταςκευόσ και η διαδικαςύα καταςκευόσ τουσ εύναι η ακόλουθη: 

 

1. Κοπό τετραγωνικών τεμαχύων διαςτϊςεων 80mm x 95mm με 

πριονοκορδϋλα. Χύξη με εκτόξευςη πεπιεςμϋνου αϋρα. 
 

2. Σετραγωνιςμόσ των τεμαχύων και τελικό κοπό διαςτϊςεων – ανοχών ςε 

ςυμβατικό φρϋζα. Κοπτικό εργαλεύο 4-φτερο κονδύλι ∅16 HSS, ταχύτητα 

κοπόσ 1000rpm με πρόωςη 300mm/min. Τγρό κοπόσ ςαπουνϋλαιο. 
 

3. Σοποθϋτηςη τεμαχύου επύ ιδιοςυςκευόσ ςε κϋντρο κατεργαςιών CNC 

OKUMA VX40. Κοπό του δοκιμύου με εργαλεύο 4-φτερο κονδύλι carbide ∅6 

και υγρό ςαπουνϋλαιο ςτισ ακόλουθεσ φϊςεισ κατεργαςύασ: 
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a. Ξεχόνδριςμα με 3500rpm και πρόωςη 800mm/min 
 

b. Ημιφινύριςμα με βϊθοσ κοπόσ 0.1mm, ταχύτητα 3500rpm και 

πρόωςη 800mm/min 
 

c. Υινύριςμα με βϊθοσ κοπόσ 0.05mm, ταχύτητα 4000rpm και 

πρόωςη 1000mm/min. 

 
 

Σα γεωμετρικϊ χαρακτηριςτικϊ των πϋντε (5) ςυνολικϊ δοκιμύων που 

καταςκευϊςτηκαν, ΢χ. 3.18 ϋωσ 3.22, δύνονται ςτον παρακϊτω Πύν. 3.1: 

 

Α/Α Κωδικόσ Περιγραφό z m (mm) b (mm) 

1 15N Κανονικόσ τροχόσ με 15 οδόντεσ 15 20 9.25 

2 18N Κανονικόσ τροχόσ με 18 οδόντεσ 18 20 9.25 

3 22N Κανονικόσ τροχόσ με 22 οδόντεσ 22 20 9.25 

4 28N Κανονικόσ τροχόσ με 28 οδόντεσ 28 20 9.25 

5 50N Κανονικόσ τροχόσ με 50 οδόντεσ 50 20 9.25 

 

Πύνακασ 3.1:  Γεωμετρικϊ χαρακτηριςτικϊ δοκιμύων 

 

 

 

 

΢χόμα 3.18:  Δοκύμιο κανονικού τροχού 15 οδόντων 

Μανώλης
Line
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΢χόμα 3.19:  Δοκύμιο κανονικού τροχού 18 οδόντων 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.20:  Δοκύμιο κανονικού τροχού 22 οδόντων 
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΢χόμα 3.21:  Δοκύμιο κανονικού τροχού 28 οδόντων 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.22:  Δοκύμιο κανονικού τροχού 50 οδόντων 
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Επύςησ καταςκευϊςτηκαν και 4 πριςματικϊ δοκύμια διαςτϊςεων 

120x20x9.25mm3, ΢χ. 3.23, προκειμϋνου να χρηςιμοποιηθούν για τον ακριβό 

προςδιοριςμό του μϋτρου ελαςτικότητασ και τησ ταςεοπτικόσ ςταθερϊσ του υλικού όταν 

φωτύζεται από μονοχρωματικό φωσ λυχνύασ ατμών νατρύου καθώσ επύςησ και για την 

εκτύμηςη των διακυμϊνςεων των παραπϊνω τιμών εντόσ του ιδύου υλικού. 

 

 
 

΢χόμα 3.23:  Πριςματικό δοκύμιο 

 

 

 

3.12  Πειραματικϊ Αποτελϋςματα 

 

 Σα δοκύμια τοποθετούνται επύ του ειδικού φορεύου τησ ιδιοςυςκευόσ φόρτιςησ και 

αςφαλύζονται με τη βοόθεια κοχλιών. ΢τη ςυνϋχεια τοποθετεύται ϋνα μικρό βϊροσ 5 lb και 

το δοκύμιο φορτύζεται. Με τη βοόθεια του κοχλύα ο μηχανιςμόσ ϊςκηςησ τησ δύναμησ 

τοποθετεύται ςτο ςημεύο εκεύνο τησ κατατομόσ που αντιςτοιχεύ ςτο HPSTC (βλ. 2.8) του 

οδόντοσ και εκεύ αυξϊνουμε ςταδιακϊ το βϊροσ ϋωσ ότου εμφανιςτεύ υπό μονοχρωματικό 

φώσ ϋνασ κροςςόσ ακεραύασ τϊξεωσ ςτην επικύνδυνη διατομό. Για τη δεδομϋνη αυτό 

φόρτιςη λαμβϊνονται τα εξόσ ςτοιχεύα: 

 

1. Σο βϊροσ που ϋχει αναρτηθεύ ςε lbs. 
 

2. Μύα φωτογραφύα του δοκιμύου υπό μονοχρωματικό φωσ νατρύου για τη μϋτρηςη 

τησ τϊξησ του κροςςού ςτην επικύνδυνη διατομό 
 

3. Μύα φωτογραφύα του δοκιμύου υπό λευκό φωσ για την εύρεςη του κροςςού 

μηδενικόσ τϊξησ. 
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3.12.1  Πειραματικόσ Προςδιοριςμόσ του Μϋτρου Ελαςτικότητασ και τησ 

Σαςεοπτικόσ ΢ταθερϊσ των Δοκιμύων 

 

Πριν από την εκτϋλεςη των κυρύων πειραμϊτων επύ των δοκιμών των οδόντων 

των οδοντωτών τροχών, εκτελϋςτηκαν πειρϊματα επύ των  πριςματικών δοκιμύων 

προκειμϋνου να μετρηθούν το μϋτρο ελαςτικότητασ του υλικού και η ταςεοπτικό 

ςταθερϊ του. Για το ςκοπό αυτό χρηςιμοποιόθηκε η πειραματικό διϊταξη που φαύνεται 

ςτο ΢χ. 3.22 και που περιλαμβϊνει ϋνα ςύςτημα βαρών και μοχλών ώςτε το 

τοποθετούμενο δοκύμιο να υπόκειται ςε απλό κϊμψη. Επύ του προσ μϋτρηςη δοκιμύου 

προςαρμόζεται κϊθε φορϊ η γϋφυρα με το μετρητικό ρολόι που εικονύζεται ςτο ΢χ. 3.22. 

Αμϋςωσ μετϊ την τοποθϋτηςη του δοκιμύου ςτη ςυςκευό, προςαρμόζεται και δϋνεται 

πϊνω ς’ αυτό η γϋφυρα που προαναφϋρθηκε και μηδενύζεται η ϋνδειξη του ρολογιού. 

Κατόπιν, χαλαρώνονται οι κοχλύεσ και το δοκύμιο φορτύζεται με ςυγκεκριμϋνη ροπό, 

οπότε διαβϊζεται η ϋνδειξη του ρολογιού ςε 0.01mm.  

 

 
 

΢χόμα 3.24:  Διϊταξη μϋτρηςησ μηχανικών – οπτικών ιδιοτότων του υλικού των δοκιμύων 

 

 

Σο μϋτρο ελαςτικότητασ του υλικού προςδιορύζεται από την εξύςωςη: 

 

 (3.74) 
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όπου: 

 E  το μϋτρο ελαςτικότητασ του υλικού ςε kp/cm2,  

 l   η ϋνδειξη του μετρητικού ρολογιού ςε 0.01mm και  

 d  εύναι το πϊχοσ του υλικού cm.  

 

Όλεσ οι μετρόςεισ που ϋγιναν ςτα πριςματικϊ δοκύμια ϋδωςαν βϋλοσ κϊμψησ 0.16mm, 

οπότε το μϋτρο ελαςτικότητασ υπολογύζεται ύςο με 35135kp/cm2 ό 3.5GPa, τιμό που εύναι 

κατϊ 40% μεγαλύτερη από την ονομαςτικό των 2.5GPa. 

  

Αφού προςδιοριςτεύ το μϋτρο ελαςτικότητασ του υλικού, ςτη ςυνϋχεια αφαιρεύται 

η γϋφυρα με το μετρητικό ρολόι και η ςυςκευό μαζύ με το δοκύμιο τοποθετεύται ςτο 

πολωςιςκόπιο όπου λαμβϊνονται δύο φωτογραφύεσ, μύα ςε μονοχρωματικό, ΢χ. 3.25, και 

μύα ςε λευκό φωσ, ΢χ. 3.26. ΢τη φωτογραφύα που ελόφθη με λευκό φωσ εντοπύζεται ο 

κροςςόσ μηδενικόσ τϊξησ ο οπούοσ ϋχει και μαύρο χρώμα διότι η τϊςη ς’ αυτόν εύναι 

μηδενικό. ΢τη φωτογραφύα με το μονοχρωματικό φωσ αριθμούνται οι κροςςού από τον 

μηδενικόσ τϊξησ (ο οπούοσ βρύςκεται ςτον ουδϋτερο ϊξονα ςτο κϋντρο του δοκιμύου) προσ 

τα ϋξω, οπότε και ςημειώνεται η τϊξη του εξωτερικού κροςςού.   

 

 
 

΢χόμα 3.25:  Πριςματικό δοκύμιο ςε κϊμψη – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.26:  Πριςματικό δοκύμιο ςε κϊμψη – Λευκό φωσ 
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Η ταςεοπτικό ςταθερϊ για το ςυγκεκριμϋνο υλικό και το ςυγκεκριμϋνο μόκοσ κύματοσ 

τησ ακτινοβολύασ που χρηςιμοποιεύται δύνεται από τον τύπο 

 

 (3.75) 

όπου: 

   η ταςεοπτικό ςταθερϊ ςε kp/fringe/cm και  

 N  η τϊξη του εξωτερικού κροςςού ςυμβολόσ.  

 

Όλεσ οι μετρόςεισ που ϋγιναν ςτα πριςματικϊ δοκύμια ϋδωςαν μϋγιςτη τϊξη κροςςού ύςη 

με 17, οπότε η ταςεοπτικό ςταθερϊ υπολογύζεται ύςη με 14.1kp/fringe/cm ό 

14.1kPa/fringe/m. 

 

 

 

3.12.2  Πειραματικόσ Προςδιοριςμόσ τησ Μεγύςτησ Σϊςησ 

 

Σα πειρϊματα που εκτελϋςτηκαν ςτα δοκύμια των οδόντων παρουςιϊζονται ςτον 

ακόλουθο Πύν. 3.2: 

 

Α/Α 

Δοκιμόσ 
Δοκύμιο (Σροχόσ 1) Σροχόσ 2 

Απόςταςη HPSTC από τη 

βϊςη του δοκιμύου (mm) 

Κανονικού Σροχού 

1 15N 18N 72.75 

2 18N 15N 72.07 

3 15N 22N 72.10 

4 22N 15N 70.97 

5 15N 28N 71.39 

6 28N 15N 69.98 

7 15N 50N 69.99 

8 50N 15N 68.52 

9 18N 22N 70.84 

10 22N 18N 70.38 

11 18N 28N 70.14 
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Πύνακασ 3.2:  Πειρϊματα δοκιμύων - HPSTC 

 

 

 Από το μετρηθϋν φορτύο και την τϊξη τησ ιςοχρώμου ςτην επικύνδυνη διατομό, 

υπολογύζεται η τϊςη από την (3.69), η οπούα ϋπειτα από αντικατϊςταςη των τιμών (b = 

0.00925m και  = 1.41kPa/fringe/m) λαμβϊνει τη μορφό: 

 

 (3.76) 

όπου: 

 ς  η αναπτυςςόμενη τϊςη (MPa)  

 N  η τϊξη του κροςςού ςυμβολόσ ςτην επικύνδυνη διατομό.  

 

 

Οι φωτογραφύεσ των δοκιμύων που ελόφθηςαν κατϊ τισ δοκιμϋσ δύνονται ςτα ΢χ. 

3.27 ϋωσ 3.66. ΢ε κϊθε πειραματικό μϋτρηςη αντιςτοιχούν  δύο φωτογραφύεσ, από τισ 

οπούεσ η πρώτη ϋχει ληφθεύ υπό μονοχρωματικό φωσ ενώ η δεύτερη υπό λευκό φωσ. 

 

 

 

 

 

 

12 28N 18N 69.42 

13 18N 50N 68.79 

14 50N 18N 67.99 

15 22N 28N 69.11 

16 28N 22N 68.83 

17 22N 50N 67.78 

18 50N 22N 67.43 

19 28N 50N 66.88 

20 50N 28N 66.82 
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΢χόμα 3.27:  Δοκιμό 1 – 15/18 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.28:  Δοκιμό 1 – 15/18 – Πινιόν – Λευκό φωσ. 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 18 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 18 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.29:  Δοκιμό 2 – 15/18 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.30:  Δοκιμό 2 – 15/18 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 18 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 18 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.31:  Δοκιμό 3 – 15/22– Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.32:  Δοκιμό 3 – 15/22– Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.33:  Δοκιμό 4 – 15/22 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.34:  Δοκιμό 4 – 15/22 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.35:  Δοκιμό 5 – 15/28 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.36:  Δοκιμό 5 – 15/28 – Πινιόν – Λευκό φωσ. 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.37:  Δοκιμό  6 – 15/28 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.38:  Δοκιμό  6 – 15/28 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.39:  Δοκιμό 7 – 15/50 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.40:  Δοκιμό 7 – 15/50 – Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.41:  Δοκιμό  8 – 15/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.42:  Δοκιμό  8 – 15/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.43:  Δοκιμό 9 – 18/22 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.44:  Δοκιμό 9 – 18/22 – Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.45:  Δοκιμό  10 – 18/22 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.46:  Δοκιμό  10 – 18/22 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.47:  Δοκιμό 11 – 18/28 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.48:  Δοκιμό 11 – 18/28 – Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.49:  Δοκιμό  12 – 18/28 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.50:  Δοκιμό  12 – 18/28 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.51:  Δοκιμό 13 – 18/50 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.52:  Δοκιμό 13 – 18/50 – Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.53:  Δοκιμό  14 – 18/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.54:  Δοκιμό  14 – 18/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.55:  Δοκιμό 15 – 22/28 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 

 
 

΢χόμα 3.56:  Δοκιμό 15 – 22/28 – Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.57:  Δοκιμό  16 – 22/28– ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.58:  Δοκιμό  16 – 22/28– ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.59:  Δοκιμό 17 – 22/50 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.60:  Δοκιμό 17 – 22/50 – Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.61:  Δοκιμό  18 – 22/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.62:  Δοκιμό  18 – 22/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 3.63:  Δοκιμό 19 – 28/50 – Πινιόν – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.64:  Δοκιμό 19 – 28/50 – Πινιόν – Λευκό φωσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 28 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 28 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 3.65:  Δοκιμό  20 – 28/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Μονοχρωματικό φωσ 

 

 

 
 

΢χόμα 3.66:  Δοκιμό  20 – 28/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Λευκό φωσ 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 28 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 28 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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Σα πειραματικϊ αποτελϋςματα δύνονται ςτον Πύν. 3.3 που ακολουθεύ: 

 

 

Πύνακασ 3.3:  Πειραματικϋσ μϋγιςτεσ τϊςεισ δοκιμών 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Α/Α  

Δοκιμόσ 

Οριζόντιο φορτύο  

ςτο HPSTC, Pu (lbs) 

Οριζόντιο φορτύο  

ςτο HPSTC,  Pu (N) 

Σϊξη  

ιςοχρώμου N 

Μϋγιςτη τϊςη  

ς (MPa) 

Κανονικού Σροχού 

1 55.0 244.652 3 4.572 
2 38.5 171.257 2 3.048 
3 37.5 166.808 2 3.048 
4 41.0 182.377 2 3.048 
5 38.0 169.032 2 3.048 
6 43.5 193.498 2 3.048 
7 39.0 173.481 2 3.048 
8 47.0 209.066 2 3.048 
9 40.0 177.929 2 3.048 

10 41.5 184.601 2 3.048 
11 41.0 182.377 2 3.048 
12 43.5 193.498 2 3.048 
13 42.0 186.825 2 3.048 
14 47.0 209.066 2 3.048 
15 42.5 189.049 2 3.048 
16 45.0 200.17 2 3.048 
17 45.0 200.17 2 3.048 
18 48.5 215.739 2 3.048 
19 47.0 209.066 2 3.048 
20 49.5 220.187 2 3.048 
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3.13  Παρατηρόςεισ 

 

 Οι μετρούμενεσ τϊςεισ από το πεύραμα τησ μεθόδου τησ φωτοελαςτικότητασ από 

την ανϊλυςη των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων θα παρατεθούν ςε ςύγκριςη, με την 

καταςκευό και των αντιςτούχων διαγραμμϊτων, με τισ αντύςτοιχεσ τϊςεισ που 

ελόφθηςαν από την ανϊλυςη των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων.  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ Σεχνολογύα CAD & CAE 

Πεπεραςμϋνα  ΢τοιχεύα 4 
 

 

 

 

Περιεχόμενα: 

4.1    Γενικϊ 

4.2    Οριςμόσ CAD 

4.3    Οριςμόσ CAE 

4.4    Πεπεραςμϋνα ΢τοιχεύα 

4.4.1    Μοντελοπούηςη – Σύποι Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 

4.4.2    Αυτόματη Γϋνεςη Πλϋγματοσ 
4.4.2.1    Μϋθοδοσ ΢ύνδεςησ Κόμβων 
4.4.2.2    Μϋθοδοσ Αποςύζευξησ Σοπολογύασ 
4.4.2.3    Μϋθοδοσ Αποςύζευξησ Γεωμετρύασ 
4.4.2.4    Μϋθοδοσ Βϊςει Πλϋγματοσ 
4.4.2.5    Μϋθοδοσ Απεικόνιςησ 
4.4.2.6    Βελτύωςη Ποιότητασ Πλϋγματοσ 

4.4.3    Εύδη Ανϊλυςησ Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 
4.4.3.1    Καθοριςμόσ Σου Εύδουσ Ανϊλυςησ 
4.4.3.2    ΢τϊδια Ανϊλυςησ Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 
4.4.3.3    Εύδοσ Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 

4.5    Λογιςμικϊ CAD – CAE  

4.5.1    Autodesk Inventor 

4.5.2    Ansys Multi-Physics 

4.6    Εφαρμογό ςτουσ Σροχούσ του Πειρϊματοσ 

4.6.1    Καταςκευό 3–D Μοντϋλων 

4.6.2    Προςδιοριςμόσ του HPSTC 

4.6.3    Πεπεραςμϋνα ΢τοιχεύα 

4.7    Παρατηρόςεισ 

4.8    Βιβλιογραφύα 
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4.1  Γενικϊ 

 

Η ραγδαύα εξϋλιξη των τελευταύων ετών ςτη Μηχανολογύα οφεύλεται, χωρύσ 

αμφιβολύα, ςτην ειςαγωγό των ηλεκτρονικών υπολογιςτών ςε όλουσ τουσ επιμϋρουσ 

τομεύσ τησ. ΢ε ςχϋςη με τισ καταςκευαςτικϋσ επιςτόμεσ, η δυνατότητα “απεικόνιςησ” τησ 

γεωμετρύασ μιασ μηχανολογικόσ καταςκευόσ ςτον ηλεκτρονικό υπολογιςτό, καθώσ και 

η δυνατότητα “προςομούωςησ” τησ ςτατικόσ, δυναμικόσ, θερμικόσ, ρευςτοδυναμικόσ, 

κλπ. ςυμπεριφορϊσ τησ, αποτελούν επιτεύγματα των τελευταύων ετών και αλλϊζουν 

ςημαντικϊ τόςο την εκπαύδευςη όςο και την επαγγελματικό πρϊξη του μηχανολόγου 

μηχανικού. 

 

 Η ςχεδύαςη με τη βοόθεια Η/Τ (Computer-Aided Design: CAD) εύναι μια 

τεχνολογύα που χρηςιμοποιεύ Η/Τ για την υποβοόθηςη τησ δημιουργύασ, τροποπούηςησ 

και βελτιςτοπούηςησ ενόσ ςχεδιαςμού.  

 

 Η ανϊλυςη με τη βοόθεια Η/Τ (Computer-Aided Engineering: CAE) εύναι μια 

τεχνολογύα που αςχολεύται με την χρόςη υπολογιςτικών ςυςτημϊτων για την ανϊλυςη 

γεωμετρύασ CAD, που επιτρϋπει ςτον ςχεδιαςτό να προςομοιώςει και μελετόςει τον 

τρόπο με τον οπούο θα ςυμπεριφερθεύ το προώόν ϋτςι ώςτε ο ςχεδιαςμόσ να επιδϋχεται 

εύκολα αποπερϊτωςη και βελτιςτοπούηςη. Η κυρύαρχη μϋθοδοσ CAE εύναι αυτό των 

Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων (Finite Element Method: FEM). 

 

 

 

 

4.2  Οριςμόσ CAD 

 

Η ςχεδύαςη με τη βοόθεια Η/Τ (Computer-Aided Design: CAD) εύναι μια 

τεχνολογύα που χρηςιμοποιεύ Η/Τ για την υποβοόθηςη τησ δημιουργύασ, τροποπούηςησ 

και βελτιςτοπούηςησ ενόσ ςχεδιαςμού. Με τον όρο CAD εννοούμε τη δημιουργύα 

γεωμετρικών απεικονύςεων ςτον ηλεκτρονικό υπολογιςτό. Προφανώσ δεν 

περιοριζόμαςτε ςτην γνωςτό διαδικαςύα αντικατϊςταςησ του drafting, δηλ. του 

διςδιϊςτατου (2–D) παραδοςιακού ςχεδύου του μηχανικού, αλλϊ κυρύωσ ςτην 
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περύπτωςη τριςδιϊςτατησ (3–D) απεικόνιςησ καταςκευών ό δομών, όπου 

χρηςιμοποιούνται αυτοματοποιημϋνεσ διαδικαςύεσ προςϋγγιςησ επιφανειών (μϋςω των 

παρεμβολών Coons, Bezier και Nurbs) ό/και όγκων. Έτςι, εύναι πολύ ευκολότερη και 

ελϋγξιμη η αλλαγό τησ γεωμετρύασ ενόσ μηχανολογικού εξαρτόματοσ μϋχρισ ότου ο 

μελετητόσ καταλόξει ςε μύα καταρχόν αποδεκτό καταςκευαςτικό λύςη. Επιπλϋον, όλα τα 

ςυςτόματα CAD διαθϋτουν κατϊλληλα φύλτρα – interfaces (DXF, IGES, STEP) που δύνουν 

τη δυνατότητα μεταφορϊσ τησ γεωμετρικόσ πληροφορύασ από το ϋνα ςύςτημα ςτο ϊλλο 

(εναλλαξιμότητα).  

 

Σα εργαλεύα CAD μπορούν να ποικύλουν μεταξύ γεωμετρικών εργαλεύων 

διαχεύριςησ ςχημϊτων (ϋνα ϊκρο), μϋχρι εξειδικευμϋνα προγρϊμματα εφαρμογών όπωσ 

ανϊλυςη και βελτιςτοπούηςη (ϊλλο ϊκρο) (Zeid [33]). Μεταξύ αυτών των δύο ϊκρων, 

τυπικϊ εργαλεύα που εύναι διαθϋςιμα επύ του παρόντοσ, περιλαμβϊνουν ανϊλυςη ανοχών, 

υπολογιςμούσ ιδιοτότων μϊζασ (κϋντρα βϊρουσ, ροπϋσ αδρανεύασ, κλπ.), μοντελοπούηςησ 

με πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα (FEM) και οπτικόσ απεικόνιςησ (visualization) των 

αποτελεςμϊτων τησ ανϊλυςησ, μεταξύ ϊλλων. Ο ςημαντικότεροσ ρόλοσ του CAD εύναι ο 

καθοριςμόσ τησ γεωμετρύασ του υπό ςχεδιαςμού προώόντοσ που εύναι ουςιώδησ ςε όλεσ 

τισ επόμενεσ φϊςεισ του κύκλου. ΢τη ςυνϋχεια, η εν λόγω γεωμετρύα αξιοποιεύται από το 

CAE. 

 

 

 

 

4.3  Οριςμόσ CAE 

 

Η ανϊλυςη με τη βοόθεια Η/Τ (Computer-Aided Engineering: CAE) εύναι μια 

τεχνολογύα που αςχολεύται με την χρόςη υπολογιςτικών ςυςτημϊτων για την ανϊλυςη 

γεωμετρύασ CAD, που επιτρϋπει ςτον ςχεδιαςτό να προςομοιώςει και μελετόςει τον 

τρόπο με τον οπούο θα ςυμπεριφερθεύ το προώόν ϋτςι ώςτε ο ςχεδιαςμόσ να επιδϋχεται 

εύκολα αποπερϊτωςη και βελτιςτοπούηςη. Σα εργαλεύα CAE διατύθενται ςε ευρεύα 

κλύμακα αναλύςεων. Κινηματικϊ προγρϊμματα, για παρϊδειγμα, μπορούν να 

χρηςιμοποιηθούν για την ανϊλυςη λειτουργύασ μηχανών. Προγρϊμματα δυναμικόσ 

ανϊλυςησ μεγϊλων μετατοπύςεων μπορούν να χρηςιμοποιηθούν ςτην προςομούωςη 

ςύνθετων ςυναρμολογημϋνων δομών όπωσ λ.χ. τα οχόματα ό ςυςκευαςιών ςε πτώςη επύ 

του εδϊφουσ.  
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Μεταξύ  των πλϋον διαδεδομϋνων μεθόδων ανϊλυςησ εύναι η Μϋθοδοσ των 

Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων (Finite Element Method: FEM) που επιτρϋπει τη ςτατικό και 

δυναμικό ανϊλυςη τϊςεων και μετατοπύςεων, θερμικό ανϊλυςη, ρευςτομηχανικό και 

αεροδυναμικό ανϊλυςη, ακουςτικό ανϊλυςη, κατανομό μαγνητικού πεδύου ό και ϊλλων 

πεδύων. Η εφαρμογό  τησ FEM απαιτεύ τη χρόςη ενόσ απλουςτευμϋνου αφαιρετικού 

μοντϋλου που πρϋπει να γεννηθεύ εύτε με αλληλεπύδραςη του χρόςτη ό και αυτόματα. Σο 

λογιςμικό που καθιςτϊ δυνατό την καταςκευό του αφαιρετικού μοντϋλου και τη γϋνεςη 

των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων αποτελεύ τουσ προ-επεξεργαςτϋσ (pre-processors). Μετϊ 

την εκτϋλεςη τησ ανϊλυςησ ςε κϊθε ςτοιχεύο, ο Η/Τ  ςυγκεντρώνει τα αποτελϋςματα και 

τα εμφανύζει με ευανϊγνωςτο οπτικό τρόπο. Περιοχϋσ υψηλών τϊςεων μπορεύ να 

παριςτϊνονται με κόκκινο χρώμα για παρϊδειγμα. Σο λογιςμικό τϋτοιων απεικονύςεων 

αποτελεύ τουσ λεγόμενουσ μετα-επεξεργαςτϋσ ( post-processors). 

 

Επύςησ, εύναι διαθϋςιμα πολλϊ εργαλεύα βελτιςτοπούηςησ ςχεδιαςμού. Παρόλο 

που τα εργαλεύα βελτιςτοπούηςησ μπορούν να θεωρηθούν ςαν εργαλεύα CAE, ςυνόθωσ 

ταξινομούνται με ξεχωριςτό τρόπο. Διϊφορεσ ερευνητικϋσ προςπϊθειεσ εξελύςςονται 

προσ την κατεύθυνςη αυτόματου ςχεδιαςμού με ολοκλόρωςη των διαδικαςιών 

βελτιςτοπούηςησ και ανϊλυςησ (Bendsoe [7]). ΢ε αυτϋσ τισ προςεγγύςεισ, γύνεται η 

παραδοχό ενόσ απλού  αρχικού ςχόματοσ ςχεδιαςμού, όπωσ ϋνα ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο για διςδιϊςτατο εξϊρτημα που αποτελεύται από μικρϊ ςτοιχεύα 

διαφορετικών πυκνοτότων. Κατόπιν, εκτελεύται η διαδικαςύα βελτιςτοπούηςησ προσ 

υπολογιςμό των βϋλτιςτων τιμών αυτών των πυκνοτότων που αποβλϋπει ςτην επύτευξη 

ενόσ ςτόχου με παρϊλληλη ικανοπούηςη των ςυνθηκών τϊςεων ό/και μετατοπύςεων. 

΢υνόθωσ ο ςτόχοσ εύναι η επύτευξη του ελϊχιςτου βϊρουσ. Με βϊςη τισ βϋλτιςτεσ τιμϋσ 

πυκνοτότων, το βϋλτιςτο ςχόμα του ςχεδιαςμού λαμβϊνεται με απαλοιφό των ςτοιχεύων 

χαμηλόσ πυκνότητασ. 

 

Η γοητεύα των μεθόδων ανϊλυςησ και βελτιςτοπούηςησ εύναι ότι επιτρϋπουν ςτον 

μηχανικό να δει τον τρόπο με τον οπούο το προώόν θα ςυμπεριφερθεύ και του επιτρϋπει να 

επιςημϊνει τα όποια λϊθη ϋχουν γύνει μϋχρι τη ςτιγμό εκεύνη, προτού προχωρόςει ςε 

χρονοβόρεσ και δαπανηρϋσ διαδικαςύεσ καταςκευόσ και ελϋγχου φυςικών πρωτοτύπων. 

Επειδό το κόςτοσ μελϋτησ μεταβϊλλεται εκθετικϊ ςτα τελευταύα ςτϊδια ανϊπτυξησ και 

παραγωγόσ του προώόντοσ, η πρώιμη βελτιςτοπούηςη και εξευγενιςμόσ που 

επιτυγχϊνεται από την ανϊλυςη CAE τελικϊ αποπληρώνεται με μεύωςη χρόνου και 

κόςτουσ. 
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4.4  Μϋθοδοσ των Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 

 

Ένα από τα πρώτα μελόματα του μηχανικού όταν αυτόσ αναλϊβει την ανϊπτυξη 

ενόσ μοντϋλου εύναι η επιλογό των κατϊλληλων πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. Ακόμη και ςε 

διςδιϊςτατεσ καταςκευϋσ η χρόςη τριγωνικών ςτοιχεύων τριών κόμβων και 

τετραπλευρικών ςτοιχεύων τεςςϊρων κόμβων δεν εύναι η μόνη επιλογό του, ανϊλογα με 

τισ δυνατότητεσ του διαθϋςιμου λογιςμικού. Πρϊγματι, μια από τισ κριςιμότερεσ 

αποφϊςεισ εύναι η επιλογό των κατϊλληλων ςτοιχεύων με τον κατϊλληλο αριθμό 

κόμβων από την διαθϋςιμη βιβλιοθόκη ςτοιχεύων. Επιπρόςθετα, το πλόθοσ των 

ςτοιχεύων (με ϊλλα λόγια το μϋςο μϋγεθοσ των ςτοιχεύων) που πρϋπει να 

χρηςιμοποιηθούν για την επύλυςη ενόσ ςυγκεκριμϋνου προβλόματοσ εύναι αποτϋλεςμα 

τησ κρύςησ του μηχανικού. ΢αν γενικόσ κανόνασ, όςο μεγαλύτερο εύναι το πλόθοσ των 

κόμβων και των ςτοιχεύων (ςτην h version) ό όςο μεγαλύτεροσ ο βαθμόσ πολυωνύμου 

τησ ςυνϊρτηςησ μορφόσ (ςτην p version), τόςον ακριβϋςτερη εύναι η λύςη των 

πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων, αλλϊ επύςησ τόςο πιο δαπανηρό εύναι η επύλυςη. Οι διϊφοροι 

τύποι πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων ειςϊγονται ςτην επόμενη ενότητα (βλ. 4.4.1). Ένα ϊλλο 

ςημαντικό πρόβλημα εύναι η γϋνεςη πλϋγματοσ του υπό ανϊλυςη αντικειμϋνου, ειδικϊ 

όταν ϋχει περύπλοκο γεωμετρικό ςχόμα. Η δημιουργύα τριςδιϊςτατων πλεγμϊτων εύναι 

μια διαδικαςύα που απαιτεύ πολλϋσ εργατοώρεσ και εύναι επιρρεπόσ ςε ςφϊλματα. 

Γύνονται πολλϋσ προςπϊθειεσ αυτόματησ γϋνεςησ πλεγμϊτων που να ςυνδϋονται με 

ςυςτόματα μοντελοπούηςησ όγκου (solid modeling).  

 

΢την κλαςικό μϋθοδο (ςτην h version) εϊν n εύναι το πλόθοσ των κόμβων τότε το 

πλόθοσ των βαθμών ελευθερύασ εύναι 2n και 3n για διςδιϊςτατα και τριςδιϊςτατα 

μοντϋλα, αντύςτοιχα. 

 

΢ημειώςεισ: 
 

1. ΢την κλαςικό μορφό των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων που ονομϊζεται h-version, 

χρηςιμοποιούνται πολυώνυμα οριςμϋνου βαθμού οπότε η αύξηςη τησ ακρύβειασ 

επιτυγχϊνεται με μεύωςη τησ μϋςησ διϊςταςησ (π.χ. τησ ακτύνασ, h, του 

περιγεγραμμϋνου κύκλου) των ςτοιχεύων, με ϊλλα λόγια με αύξηςη του πλόθουσ 

των αυτών (πύκνωςη πλϋγματοσ). 
 

2. ΢την λεγόμενη p-version, χρηςιμοποιεύται ϋνα ςταθερό πλϋγμα αλλϊ επιτρϋπεται 

η αύξηςη του πολυωνυμικού βαθμού p τησ ςυνϊρτηςησ μορφόσ (MacNeal [22] , 
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(Szabo & Babuska [27]). ΢την p-version, οι ςυντελεςτϋσ του εν λόγω υψηλού 

βαθμού πολυωνύμου εύναι επύςησ ϊγνωςτοι που υπολογύζονται ςαν τμόμα τησ 

διαδικαςύασ επύλυςησ. 

 
 
 
 

4.4.1  Μοντελοπούηςη – Σύποι Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 

 
 Σο ςύνολο των απαραύτητων διαδικαςιών για την ανϊπτυξη ενόσ πλόρουσ 

μοντϋλου πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων, δηλ. η ειςαγωγό τησ γεωμετρύασ, η γϋνεςη του 

πλϋγματοσ, η επιβολό ςτηρύξεων και φόρτιςησ αποτελούν αυτό που ςυνοπτικϊ 

ονομϊζεται μοντελοπούηςη πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων (finite-element modeling), η οπούα 

ςυνόθωσ εκτελεύται με τη βοόθεια κατϊλληλου προ-επεξεργαςτό. Πολύ παλαιότερα, η 

ειςαγωγό των δεδομϋνων δινόταν με γραμμϋσ εντολών με τη βοόθεια ενόσ αυτόνομου 

αρχεύου δεδομϋνων (batch file). 

 

 Ο προ-επεξεργαςτόσ (pre-processor) ξεκινϊει από τη γεωμετρύα του αντικεύμενου 

ό του πεδύου οριςμού του προβλόματοσ. Παραδοςιακϊ ςυςτόματα FEA (Finite Element 

Analysis) εύχαν μόνο ςτοιχειώδεισ λειτουργύεσ μοντελοπούηςησ, αλλϊ ςόμερα τα 

περιςςότερα εύτε προςφϋρουν προηγμϋνεσ δυνατότητεσ ό ϋχουν ςτενούσ δεςμούσ με 

ςυςτόματα CAD (μερικϋσ φορϋσ και τα δύο) (Mills [23]). ΢υςτόματα που ςτηρύζονται ςε 

γεωμετρικό μοντελοπούηςη CAD εύτε εργϊζονται απευθεύασ με το μοντϋλο CAD ό 

μεταφρϊζουν και ειςϊγουν τη γεωμετρύα. Η απευθεύασ ςύνδεςη με  CAD κερδύζει όλο και 

μεγαλύτερο ϋδαφοσ διότι εξαλεύφει τα βόματα μετϊφραςησ την απώλεια δεδομϋνων και 

μικραύνει τον κύκλο ςχεδιαςμού-ανϊλυςησ-αλλαγόσ. Περαιτϋρω, η χρόςη ςυςτόματοσ 

CAD διευκολύνει τη  μοντελοπούηςη και παρϋχει πιο ιςχυρϋσ λειτουργύεσ δημιουργύασ και 

αλλαγόσ ςύνθετησ γεωμετρύασ. Πρϊγματι, ςόμερα τα περιςςότερα υβριδικϊ ςυςτόματα 

μοντελοπούηςησ (με ολοκληρωμϋνη μοντελοπούηςη όγκου, επιφϊνειασ και wireframe, και 

παραμετρικών μεθόδων που ςτηρύζονται ςε features) μπορούν να κτύςουν οποιαδόποτε 

γεωμετρύα απαιτεύται για ανϊλυςη. Σα περιςςότερα ςυςτόματα FEA δύνουν επύςησ 

ϋμφαςη ςτη δυνατότητα που ϋχουν να ειςϊγουν τη γεωμετρύα, εύτε μϋςω τυποποιόςεων  

όπωσ το IGES  ό απευθεύασ από ςυγκεκριμϋνα  ςυςτόματα CAD. Ωςτόςο, η απευθεύασ 

χρόςη δεν εύναι πϊντα ϊμεςα εφαρμόςιμη. Σο μοντϋλο μπορεύ να φαύνεται ςτο μϊτι ότι 

εύναι τϋλειο αλλϊ μπορεύ ςτην πραγματικότητα να ϋχει ςφϊλματα που αποκαλύπτονται 

ςτο ςύςτημα  FEA, κυρύωσ κατϊ την διαδικαςύα γϋνεςησ πλϋγματοσ. Μερικϊ ςυςτόματα 
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προςφϋρουν λειτουργύεσ που μπορούν να «καθαρύςουν» την ειςαγόμενη γεωμετρύα. 

Επιπλϋον, ακόμη και αν η γεωμετρύα CAD δεν περιϋχει ςφϊλματα, η ανϊλυςη δεν απαιτεύ 

όλεσ τισ λεπτομϋρειϋσ του, οπότε μερικϋσ από αυτϋσ (π.χ. ϋνα fillet) θα μπορούςαν να 

απαλειφθούν. Μερικϊ ςυςτόματα διαθϋτουν τϋτοιεσ αυτόματεσ δυνατότητεσ 

απενεργοπούηςησ γεωμετρικών οντοτότων (Armstrong, Robinson, McKeage, Bridgett, 

Donaghy & McGleenan [5]). 

 

 Σο επόμενο ςτϊδιο εύναι η δημιουργύα πλϋγματοσ και κατανομόσ κόμβων. Όταν ςε 

κϊθε πλϋγμα αποδύδονται κόμβοι, τότε αυτό μετατρϋπεται ςε πεπεραςμϋνο ςτοιχεύο. Η 

γϋνεςη πλϋγματοσ εύναι το πλϋον ςημαντικό και δύςκολο ςτϊδιο τησ μοντελοπούηςησ 

πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. Για τη διευκόλυνςη αυτού του ςταδύου, ςόμερα όλα τα 

ςυςτόματα προςφϋρουν δυνατότητεσ αυτόματησ γϋνεςησ πλϋγματοσ. Η τυπικό 

προςϋγγιςη εύναι να προςφϋρουν αυτόματο πλϋγμα τετραεδρικών ςτοιχεύων για ςτερεό 

γεωμετρύα και τετραπλευρικϊ ό τριγωνικϊ ςτοιχεύα για επιφϊνεια ςτον τριςδιϊςτατο 

χώρο (κελύφη, επύπεδη εντατικό ό επύπεδη παραμορφωςιακό κατϊςταςη). Πολλϊ 

ςυςτόματα επιτρϋπουν ςτουσ χρόςτεσ να επϋμβουν ςτισ παραμϋτρουσ αυτόματησ 

γϋνεςησ πλϋγματοσ όπωσ η πυκνότητα πλϋγματοσ. Αυτϋσ επιπλϋον επιτρϋπουν τοπικό 

επϋμβαςη ςε κρύςιμεσ περιοχϋσ. Πολλϊ ςυςτόματα επιτρϋπουν τη διαςύνδεςη πλϋγματοσ 

με τη γεωμετρύα ϋτςι ώςτε κϊθε αλλαγό αυτόσ να αντανακλϊται αυτόματα ςτο πλϋγμα. 

 

 Σα διϊφορα ςτοιχεύα που υποςτηρύζονται από ϋνα ςύςτημα ανϊλυςησ 

πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων αποτελούν τη λεγόμενη βιβλιοθόκη ςτοιχεύων (element 

library). Όςο πιο μεγϊλο το εύδοσ των ςτοιχεύων τόςο περιςςότερα εύδη προβλημϊτων 

μπορούν να επιλυθούν. Σο ΢χ. 4.1 δεύχνει τυπικϊ πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα που 

υποςτηρύζονται από τουσ περιςςότερουσ κώδικεσ. Να ςημειωθεύ ότι το ύδιο πλϋγμα 

μπορεύ να αντιςτοιχεύ ςε διαφορετικϊ πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα ανϊλογα με τον αριθμό 

κόμβων που αποδύδονται ςε αυτό. Σϋλοσ, οι ζώνεσ ςτισ οπούεσ αναμϋνεται απότομη 

μεταβολό ςτη ςυμπεριφορϊ των προσ επύλυςη αγνώςτων (όπωσ ςυγκϋντρωςη τϊςεων 

γύρω από οπϋσ) πρϋπει να διακριτοποιηθούν από ςτοιχεύα μεγαλύτερησ πυκνότητασ 

πλϋγματοσ από εκεύνεσ που εμφανύζουν προοδευτικό μεταβολό. 
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΢χόμα 4.1:  Σύποι πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων για (a) μονοδιϊςτατα, (b) διςδιϊςτατα 

και (c) τριςδιϊςτατα προβλόματα 

 

 

 Μια διαφορετικό προςϋγγιςη ςτο δύλημμα του πλϋγματοσ εύναι η χρόςη τησ p-

version μεθόδου πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. Αυτό ςτηρύζεται ςε ϋνα απλούςτερο, 

αυτόματα γεννημϋνο πλϋγμα, αλλϊ κατόπιν μεταβϊλλει αυτόματα τον πολυωνυμικό 

βαθμό των ςυναρτόςεων μορφόσ. Παρόλο που ςόμερα εύναι διαθϋςιμα πολλϊ τϋτοια 

προγρϊμματα FEA, δύο προγρϊμματα (PTC's Pro/MECHANICA και CADSI's PolyFEM) 

ςχεδιϊςτηκαν ειδικϊ για ανϊλυςη τύπου p-version. Επιπλϋον από το εύκολο πλϋγμα, τα 

πλεονεκτόματα αυτόσ τησ προςϋγγιςησ εύναι η ικανότητα να καθορύςουν όρια ακρύβειασ 

και πληςιϋςτερησ προςϋγγιςησ τησ γεωμετρύασ του μοντϋλου CAD. Φρηςιμοποιώντασ 

χαμηλότερο επύπεδο ακρύβειασ, ο ςχεδιαςτόσ μπορεύ να πϊρει γρόγορα αποτελϋςματα 

ανϊλυςησ ςτο προκαταρκτικό ςτϊδιο ςχεδιαςμού. 

 

 Αφού επιλεγεύ η διϊταξη των ςτοιχεύων, καθορύζεται ο τύποσ τησ ανϊλυςησ (π.χ., 

ςτατικό ό δυναμικό, γραμμικό ό μη-γραμμικό, επύπεδη εντατικό κατϊςταςη, και επύπεδη 

παραμορφωςιακό κατϊςταςη). Επύςησ, οι ϊγνωςτοι ό αλλιώσ οι βαθμού ελευθερύασ 

ςυςχετύζονται με τουσ κόμβουσ. Οι ϊγνωςτοι περιϋχουν μετατοπύςεισ, περιςτροφϋσ, 

θερμοκραςύα, ροό θερμότητασ, κ.ο.κ. Κατόπιν καθορύζονται οι οριακϋσ ςυνθόκεσ. Οριακϋσ 

ςυνθόκεσ όπωσ μετατοπύςεισ, δυνϊμεισ, και θερμοκραςύεσ ςυνόθωσ εύναι γνωςτϋσ για το 

ςυνεχϋσ τμόμα του ςυνόρου του αντικειμϋνου. Αυτϋσ οι οριακϋσ ςυνθόκεσ πρϋπει να 
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εκφραςθούν ςαν ϋνα ςύνολο τιμών μετατοπύςεων, δυνϊμεων, ό θερμοκραςιών ςε 

ςυγκεκριμϋνουσ κόμβουσ των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. Ωςτόςο, μερικϋσ φορϋσ τα 

πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα πρϋπει να γεννηθούν χωρύσ να ϋχουν οριακϋσ ςυνθόκεσ. Εϊν 

πρόκειται να ειςαχθούν ςημειακϊ φορτύα, πρϋπει να δημιουργηθούν κόμβοι ςτα 

αντύςτοιχα ςημεύα εφαρμογόσ τουσ. Σα περιςςότερα ςυςτόματα που εύναι ςυνδεδεμϋνα 

με CAD επιτρϋπουν ςτο χρόςτη να ορύςει τισ οριακϋσ ςυνθόκεσ ςτη γεωμετρύα CAD, και ςε 

αυτό την περύπτωςη οι οριακϋσ ςυνθόκεσ μετατρϋπονται ςε ιςοδύναμεσ οριακϋσ 

ςυνθόκεσ ςτουσ κόμβουσ του πλϋγματοσ από το ύδιο το ςύςτημα. Οι περιςςότεροι 

μοντελοποιητϋσ πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων επύςησ παρϋχουν ϋναν αριθμό τρόπων εύκολου 

καθοριςμού των φορτύςεων και των οριακών ςυνθηκών για το χειριςμό ευρεύασ 

κλύμακασ προβλημϊτων και ρεαλιςτικών ςυνθηκών. 

 

 ΢ε κϊθε πεπεραςμϋνο ςτοιχεύο πρϋπει επύςησ να αποδοθούν ιδιότητεσ υλικού. 

Αυτϋσ οι ιδιότητεσ εύναι τυπικϊ το μϋτρο ελαςτικότητασ του Young, και ο λόγοσ του 

Poisson (για ελαςτικϋσ καταςκευϋσ). Σο πϊχοσ ςτοιχεύων κελύφουσ και πλακών 

διαχειρύζεται περιςςότερο ςαν ιδιότητα του υλικού παρϊ ςαν γεωμετρικό ιδιότητα για 

την αποφυγό επύλυςησ του προβλόματοσ ςτισ τρεισ διαςτϊςεισ. Άλλεσ ιδιότητεσ υλικών 

περιλαμβϊνουν θερμικϋσ ιδιότητεσ (ειδικό θερμότητα, ςυντελεςτόσ αγωγιμότητασ, 

λανθϊνουςα θερμότητα, κλπ), ιξωδοελαςτικότητα, κλπ, για ϊλλου τύπου προβλόματα. 

Γύνεται μόνο μια απλό παραδοχό: ςε διαφορετικϋσ περιοχϋσ ςτοιχεύων αποδύδονται 

διαφορετικϋσ ιδιότητεσ υλικών. Αυτό λ.χ. δύνει τη δυνατότητα ςτο χρόςτη να αναλύςει 

ϋνα αντικεύμενο καταςκευαςμϋνο από ςύνθετο υλικό. Ένα κρύςιμο ζότημα ςτην ανϊλυςη 

ςύνθετων υλικών εύναι η διαχεύριςη τησ διεπιφϊνειασ μεταξύ των ςτρώςεων 

προκειμϋνου να υπολογιςθεύ η αποκόλληςη (delamination). 

 

 Από τη ςτιγμό που οριςθεύ το μοντϋλο των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων επιλϋγοντασ 

όλεσ τισ παραμϋτρουσ του πλϋγματοσ, το μοντϋλο ειςϊγεται ςτον κώδικα που εκτελεύ την 

ανϊλυςη πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. Μετϊ την αριθμητικό επύλυςη, τα αποτελϋςματα 

απεικονύζονται ςε ϋνα ςτϊδιο που παραδοςιακϊ ονομϊζεται μετα-επεξεργαςτόσ (post-

processor). Σα περιςςότερα πακϋτα προςφϋρουν ποικύλουσ τρόπουσ καταλογοπούηςησ, 

εκτύμηςησ και απεικόνιςησ των αποτελεςμϊτων, τα οπούα τυπικϊ περιλαμβϊνουν τϊςεισ,  

παραμορφώςεισ,  και παραμορφωμϋνο ςχόμα τησ καταςκευόσ. Ο παραδοςιακόσ τρόποσ 

εύναι υπό μορφό ζωνών «ιςοταςικών» επιφανειών κυρύωσ με χρόςη χρωματικόσ 

κλύμακασ. ΢την περύπτωςη δυναμικόσ ανϊλυςησ όλα τα πακϋτα διαθϋτουν animation, 

τόςον για την εποπτεύα των ιδιόμορφων ταλϊντωςησ όςον και για την προςφερόμενη 

χρονικό ολοκλόρωςη που εύναι το μοναδικό εργαλεύο ςτην περύπτωςη μη-γραμμικών 
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αναλύςεων. Επύςησ, πολλϊ ςυςτόματα διαθϋτουν τη δυνατότητα εξαγωγόσ 

αποτελεςμϊτων ςε μορφό που μπορούν να αξιοποιηθούν περαιτϋρω, ςαν κεύμενα, 

παρουςιϊςεισ, videos, e-mail, ό αποςτολό ςτο διαδύκτυο. 

 

  

 

4.4.2  Αυτόματη Γϋνεςη Πλϋγματοσ 

 

 Η γϋνεςη πλϋγματοσ ςυνεπϊγεται τη δημιουργύα κομβικών ςυντεταγμϋνων και 

ςτοιχεύων. Περιλαμβϊνει επύςησ την αυτόματη αρύθμηςη των κόμβων και ςτοιχεύων 

βαςιςμϋνων ςτην ελϊχιςτη αλληλεπύδραςη με τον χρόςτη. Έτςι, υποτύθεται ότι οι 

μϋθοδοι αυτόματησ γϋνεςησ πλϋγματοσ απαιτούν μόνο το γεωμετρικό μοντϋλο 

(γεωμετρύα και τοπολογύα) του προσ διακριτοπούηςη αντικειμϋνου, τα χαρακτηριςτικϊ 

του πλϋγματοσ όπωσ πυκνότητα πλϋγματοσ και τύποσ ςτοιχεύου, και τισ οριακϋσ 

ςυνθόκεσ, περιλαμβϊνοντασ ςαν εύςοδο ςυνθόκεσ φόρτιςησ. Άλλεσ μϋθοδοι που 

απαιτούν πρόςθετη εύςοδο, όπωσ υποδιαύρεςη του αντικειμϋνου ςε υποχωρύα ό 

υποπεριοχϋσ, ταξινομούνται ςαν ημιαυτόματεσ μϋθοδοι. Εν ςυντομύα, ειςϊγουμε τισ 

μεθόδουσ γϋνεςησ πλϋγματοσ με βϊςη την ταξινόμηςη που πρότεινε ο Ho-Le (1988) (Ho-

Le [16]). 

 

 

4.4.2.1  Μϋθοδοσ ΢ύνδεςησ Κόμβων (N.C.A.) 

 

 Η μϋθοδοσ ςύνδεςησ κόμβων (node connection approach) προκειμϋνου να 

παρϊγουν πλϋγμα εύναι πολύ δημοφιλόσ διότι εύναι πολύ απλό ςτη ςύλληψη τησ. Οι δύο 

κύριεσ φϊςεισ αυτόσ τησ προςϋγγιςησ εύναι (i) η γϋνεςη κόμβων που δεύχνονται ςτο ΢χ. 

4.2 (a), και (ii) η γϋνεςη ςτοιχεύων ςτο ΢χ. 4.2 (b). 

 

 
 

΢χόμα 4.2:  Μϋθοδοσ ςύνδεςησ κόμβων 
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Γϋνεςη κόμβων: Δημοςιευμϋνα ϋργα περιλαμβϊνουν τα ακόλουθα. 

 

 Μϋθοδοσ του Cavendish (1974) (Cavendish [10]). ΢ε αυτό τη μϋθοδο, ειςϊγονται 

αρχικϊ κόμβοι ςτο ςύνορο του αντικειμϋνου με το χϋρι του χρόςτη (manually). 

Κατόπιν οι εςωτερικού κόμβοι γεννώνται αυτόματα ϋτςι ώςτε να ικανοποιόςουν 

τισ απαιτόςεισ πυκνότητασ πλϋγματοσ. Σο αντικεύμενο υποδιαιρεύται ςε ϋνα 

πλόθοσ ζωνών διαφορετικών επιθυμητών μεγεθών ςτοιχεύων. ΢τη ζώνη i, 

υπερτύθεται ϋνα τετραγωνικό grid βόματοσ r(i). To ΢χ. 4.3 δεύχνει ϋνα 

υπερτιθϋμενο μονό grid, που βαςύζεται ςτην παραδοχό ότι εύναι επιθυμητό η 

ομοιόμορφη πυκνότητα πλϋγματοσ. Για κϊθε τετρϊγωνο του grid, γεννιϋται με 

τρόπο τυχαύο ϋνασ εςωτερικόσ κόμβοσ. Αυτό μπορεύ να γύνει παρϊγοντασ τυχαύουσ 

αριθμούσ μεταξύ 0 και 1 δύο φορϋσ, μια για την κατεύθυνςη x και μια για την 

κατεύθυνςη y, και υπολογύζοντασ την ιςοδύναμη θϋςη των τιμών x και y. Εϊν ο 

παραγόμενοσ κόμβοσ πϋφτει μϋςα ςτο αντικεύμενο και ϋχει απόςταςη από το 

ςύνορο μεγαλύτερη από το r(i), αλλϊ και από τουσ προηγούμενα παραγόμενουσ 

κόμβουσ, τότε γύνεται αποδεκτόσ. Εϊν όχι, ϋνασ ϊλλοσ κόμβοσ παρϊγεται τυχαύα 

και ελϋγχεται. Εϊν δεν καταςτεύ δυνατόν να βρεθεύ ϋνασ αποδεκτόσ κόμβοσ μετϊ 

από ϋνα ςυγκεκριμϋνο αριθμό προςπαθειών (ασ πούμε, πϋντε), τότε το εν λόγω 

τετρϊγωνο παραλεύπεται και θεωρεύται το επόμενο. Η μϋθοδοσ αυτό εύναι 

επεκτϊςιμη και ςτισ 3 διαςτϊςεισ, με τη διαφορϊ ότι χρηςιμοποιεύται 

τριςδιϊςτατο grid. 

 

 Μϋθοδοσ του Shimada (1992) (Shimada & Gossard [26]). Αυτό η μϋθοδοσ γεμύζει 

το εςωτερικό του προσ διακριτοπούηςη αντικειμϋνου με «φυςαλύδεσ» όπωσ 

φαύνεται ςτο ΢χ. 4.3, και λαμβϊνει τα κϋντρα τουσ ςαν κόμβουσ. Σο μϋγεθοσ κϊθε 

φυςαλύδασ προςδιορύζεται από την κατανομό θερμοκραςύασ που αντιςτοιχεύ ςτην 

επιθυμητό πυκνότητα πλϋγματοσ. Κατόπιν οι θϋςεισ των φυςαλύδων 

προςδιορύζονται από την ικανοπούηςη τησ ιςορροπύασ των εςωτερικών 

δυνϊμεων μεταξύ αυτών. 

 

 
 

΢χόμα 4.3:  Μϋθοδοσ γϋνεςησ κόμβων κατϊ Cavendish 
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Γϋνεςη ςτοιχεύων: ΢ε αυτό τη δεύτερη φϊςη, κόμβοι που γεννόθηκαν ςτην προηγούμενη 

φϊςη ςυνδϋονται για να αποτελϋςουν ςτοιχεύα ϋτςι ώςτε να μην επικαλύπτονται και να 

καλύπτεται ολόκληρο το χωρύο. Αναφερόμαςτε ςτη μϋθοδο του Lee διότι αυτό μπορεύ να 

οδηγόςει ςε τετραπλευρικϊ ςτοιχεύα. Ωςτόςο, η μϋθοδοσ τριγωνοπούηςησ του Delaunay 

εύναι η πλϋον διαδεδομϋνη μϋθοδοσ ςύνδεςησ κόμβων. ΢τισ επεξηγόςεισ που ακολουθούν, 

θεωρούμε ςτοιχεύα που ϋχουν κόμβουσ μόνο ςτισ κορυφϋσ τουσ. Εϊν επιθυμούμε ςτοιχεύα 

με ενδιϊμεςουσ κόμβουσ, τότε αυτού προκύπτουν εύκολα από τουσ γωνιακούσ. 

 

 Μϋθοδοσ Lee (1983) (Lee [21]). ΢ε αυτό τη μϋθοδο, επύ του αντικειμϋνου 

υπερτύθεται ϋνα τετραγωνικό πλϋγμα υποβϊθρου (grid) του οπούου το βόμα εύναι 

ύςο προσ το επιθυμητό μϋγεθοσ ςτοιχεύων. Κατόπιν οι κόμβοι που παρόχθηςαν 

ςτην προηγούμενη φϊςη ςυςχετύζονται με τα κελιϊ του πλϋγματοσ υποβϊθρου. 

Σα κελιϊ και οι αντύςτοιχοι κόμβοι επιςκϋπτονται ςτόλη-προσ-ςτόλη από 

αριςτερϊ προσ τα δεξιϊ και, μϋςα ςτην ύδια ςτόλη, από τα κϊτω προσ τα πϊνω. 

Μϋςα ςε ϋνα κελύ, οι κόμβοι διατϊςςονται κατϊ ςειρϊ αύξουςασ τετμημϋνησ x. 

Κόμβοι με την ύδια τετμημϋνη x, διατϊςςονται κατϊ ςειρϊ αύξουςασ τεταγμϋνησ y. 

Οι κόμβοι επιςκϋπτονται κατϊ ςειρϊ και, για κϊθε κόμβο, οι γειτονικού κόμβοι 

βρύςκονται ϋτςι ώςτε να διαμορφώνουν τουσ κόμβουσ ενόσ καλοςχηματιςμϋνου 

τετραπλεύρου. ΢την περύπτωςη αδυναμύασ ςχηματιςμού καλώσ οριςμϋνου 

τετραπλεύρου, δημιουργεύται αντύςτοιχο τριγωνικό ςτοιχεύο. 

 

 Μϋθοδοσ τριγωνοπούηςησ Delaunay (Watson [29]). Αυτό εύναι η πλϋον 

διαδεδομϋνη μϋθοδοσ γϋνεςησ τριγώνων που ςυνδϋει δεδομϋνουσ κόμβουσ διότι 

μεγιςτοποιεύ το ϊθροιςμα των μικρότερων γωνιών ςε όλα τα τρύγωνα που 

δημιουργούνται. Έτςι, αποφεύγονται τα λεπτϊ τρύγωνα. 

 

Μια τυπικό τριγωνοπούηςη Delaunay ξεκινϊει από ϋνα διϊγραμμα Voronoi ό 

Dirichlet tessellation (Green & Sibson [12]). Ένα διϊγραμμα Voronoi ενόσ ςυνόλου Ν 

ςημεύων, Pi(i=1,2,...,N), αποτελεύται από Ν πολύγωνα (πολύεδρα ςτισ 3 διαςτϊςεισ), Vi 

καθϋνα των οπούων ϋχει κϋντρο το ςημεύο Ρi ϋτςι ώςτε ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων 

του επιπϋδου (του χώρουσ ςτισ 3 διαςτϊςεισ) που εύναι πληςιϋςτερα ςτον κόμβο i, να 

περιλαμβϊνονται ςτον Vi. Μαθηματικϊ, το Vi (επιφϊνεια ό όγκοσ) εκφρϊζεται ωσ: 
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όπου |...| ςυμβολύζει το μϋτρο του διανύςματοσ εντόσ του και κϊθε Vi, εύναι ϋνα κυρτό 

πολύγωνο (πολύεδρο) που περιβϊλλεται από γραμμϋσ (επύπεδα) τϋμνοντα κϊθετα τισ 

γραμμϋσ μεταξύ Ρi, και των γειτονικών του κόμβων. Αυτό η διαύρεςη του (διςδιϊςτατου ό 

τριςδιϊςτατου) χώρου από ϋνα ςύνολο Vi καλεύται Dirichlet tessellation. Κϊθε πολύγωνο 

(πολύεδρο) Voronoi ϋχει ϋναν κόμβο που ςυνδϋεται με αυτό. Μετϊ τη γϋνεςη του 

διαγρϊμματοσ Voronoi, μπορούμε να δημιουργόςουμε τριγωνικϊ (τετραεδρικϊ, ςτισ 3 

διαςτϊςεισ) ςτοιχεύα ςυνδϋοντασ τα ςημεύα που ςχετύζονται με γειτονικϊ πολύγωνα 

(πολύεδρα) Voronoi. To ΢χ. 4.4 δεύχνει το διϊγραμμα Voronoi και την αντιςτοιχούςα 

τριγωνοπούηςη Delaunay για 10 κόμβουσ ςτη διςδιϊςτατη περύπτωςη. 

 

 
 

΢χόμα 4.4:  Διϊγραμμα Voronoi και η αντιςτοιχούςα τριγωνοπούηςη Delaunay 

 

 

Η τριγωνοπούηςη Delaunay μπορεύ να γεννηθεύ απευθεύασ από το δεδομϋνο 

ςύνολο ςημεύων (κόμβων) χωρύσ να εύναι απαραύτητη πρώτα να ϋχει γύνει το διϊγραμμα 

Voronoi, χρηςιμοποιώντασ τον αλγόριθμο του Watson για τη διςδιϊςτατη 

τριγωνοπούηςη (Watson [29]). ΢ε αυτόν τον αλγόριθμο, ϋνα τρύγωνο διαμορφώνεται από 

τρύα μη-ςυνευθειακϊ ςημεύα όταν ϋνασ κύκλοσ που περνϊει από αυτϊ, και ονομϊζεται 

περιγεγραμμϋνοσ του τριγώνου, δεν περιλαμβϊνει καθόλου ϊλλα ςημεύα. Ο αλγόριθμοσ 

υλοποιεύται ωσ ακολούθωσ. ΢την αρχό διαμορφώνεται ϋνα τρύγωνο Σ0, που περιϋχει 

όλουσ τουσ κόμβουσ· μπορεύ να πρϋπει να ειςαχθούν επιπλϋον ςημεύα ςτισ κορυφϋσ του 

Σ0. Σότε ειςϊγουμε κόμβουσ από ϋνα δεδομϋνο ςύνολο, ϋναν προσ ϋνα, και βρύςκουμε τα 

τρύγωνα ϋκαςτο των οπούων ο περιγεγραμμϋνοσ   κύκλοσ   περικλεύει  τον   κόμβο.   Αυτϊ   

τα πολύγωνα, που ονομϊζονται τεμνόμενα πολύγωνα (intersection polygons), 

απαλεύφονται. ΢το ΢χ. 4.5(b), τα τεμνόμενα πολυώνυμα ςυμβολύζονται με × όταν ϋνασ 

νϋοσ κόμβοσ ⊙ ειςϊγεται ςτα υπϊρχοντα τρύγωνα, όπωσ ςτο ΢χ. 4.5(a), που γεννώνται 

από τουσ όδη ειςαχθϋντεσ κόμβουσ. Σο ΢χ. 4.5(c) δεύχνει το αποτϋλεςμα μετϊ την 

απαλοιφό των τεμνόμενων αυτών πολυγώνων. Κατόπιν, νϋα τρύγωνα διαμορφώνονται 

ςυνδϋοντασ τον νϋο κόμβο με τισ κορυφϋσ των τεμνόμενων επιπϋδων, όπωσ φαύνεται ςτο 
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΢χ. 4.5(d). Σελικϊ, τα τρύγωνα που εύναι ςυνδεδεμϋνα με τα επιπλϋον ςημεύα που 

διαμορφώνουν το Σ0, απαλεύφονται. Αυτό η διαδικαςύα μπορεύ εύκολα να επεκταθεύ για 

τριςδιϊςτατη γϋνεςη πλεγμϊτων ςτοιχεύων χρηςιμοποιώντασ περιγεγραμμϋνεσ ςφαύρεσ 

από 4 κόμβουσ αντύ περιγεγραμμϋνουσ κύκλουσ από 3 κόμβουσ (Cavendish, Field & Frey 

[11]). Ωςτόςο, η τριςδιϊςτατη τριγωνοπούηςη Delaunay μπορεύ να περιϋχει πολύ λεπτϊ 

τετρϊεδρα, ενώ η διςδιϊςτατη τριγωνοπούηςη Delaunay εύναι, με κϊποια ϋννοια, η 

βϋλτιςτη τριγωνοπούηςη για ϋνα δεδομϋνο ςύνολο ςημεύων. 

 
΢χόμα 4.5:  Αλγόριθμοσ τριγωνοπούηςησ του Watson 

 

 

4.4.2.2  Μϋθοδοσ Αποςύζευξησ Σοπολογύασ (T.D.A.) 

 

Η διςδιϊςτατη μϋθοδοσ αποςύζευξησ τοπολογύασ (topology decomposition 

approach) αναπτύχθηκε από τον Wordenweber (1984) (Wordenweber [31]). ΢ύμφωνα 

με αυτόν την προςϋγγιςη, το αντικεύμενο προςεγγύζεται από ϋνα πολύγωνο και το 

τελευταύο κατακερματύζεται ςε ϋνα ςύνολο μεγϊλων ςτοιχεύων ςυνδϋοντασ τισ κορυφϋσ 

προσ διαμόρφωςη τριγώνων, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 2.6(a). Κατόπιν, αυτϊ τα μεγϊλα 

ςτοιχεύα εκλεπτύνονται ώςτε να ικανοποιόςουν την απαιτούμενη πυκνότητα κατανομόσ 

πλϋγματοσ, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 2.6(b). Σο μϋγεθοσ των ςτοιχεύων και το ςχόμα τουσ 

δεν εύναι δυνατόν να ελεγχθούν εξωτερικϊ διότι τα μεγϊλα ςτοιχεύα προςδιορύζονται 

μόνα τουσ από την αρχικό τοπολογύα του αντικειμϋνου, ιδιαύτερα από την κατανομό των 

κορυφών. Οι κορυφϋσ που ανόκουν ςτο ύδιο μεγϊλο ςτοιχεύο μπορούν να προςδιοριςθούν 

από τη μϋθοδο τριγωνοπούηςησ Delaunay που περιγρϊφηκε ςε παραπϊνω ενότητα. 

 

 
 

΢χόμα 4.6:  Παρϊδειγμα μεθόδου τοπολογικόσ αποςύζευξησ 
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Κατϊ τη διαδικαςύα γϋνεςησ ενόσ ςυνόλου τριγώνων από τισ κορυφϋσ, ο 

Wordenweber ειςόγαγε και εφϊρμοςε επύςησ τουσ λεγόμενουσ τελεςτϋσ Euler με τον 

τρόπο που αυτού χρηςιμοποιούνται ςτη μοντελοπούηςη όγκων. Όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 

4.7, πρώτοσ εφαρμόζεται ο τελεςτόσ Wordenweber (1984) OPj για να απαλεύψει τισ 

τρύπεσ ςτο αντικεύμενο (Wordenweber [31]). Κατόπιν διαμορφώνονται τα τρύγωνα από 

τισ κορυφϋσ και αποχωρύζονται από το αντικεύμενο εφαρμόζοντασ επαναληπτικϊ τον 

τελεςτό ΟΡ1 μϋχρισ ότου απομεύνουν μόνον 3 κορυφϋσ. Σελικϊ, εφαρμόζεται ο τελεςτόσ 

ΟΡ2 για να διαμορφώςει το τελευταύο τρύγωνο. 

 

  
 

΢χόμα 4.7:  Σελεςτϋσ που χρηςιμοποιούνται για να διαμορφώςουν τρύγωνα 

 

 

 Μόλισ το αντικεύμενο μετατραπεύ ςε ϋνα ςύνολο μεγϊλων τριγώνων, κϊθε τρύγωνο 

εκλεπτύνεται ϋτςι ώςτε να υπακούει ςτην απαιτούμενη πυκνότητα πλϋγματοσ. Για την 

εκλϋπτυνςη μπορούν να χρηςιμοποιηθούν οι ακόλουθεσ τρεισ μϋθοδοι που δεύχνονται ςτο 

΢χ. 4.8(a). Σο ΢χ. 4.8(a) δεύχνει μια μϋθοδο που εφαρμόζεται όταν δύο λεπτϊ τρύγωνα 

ςυναντώνται κατϊ μόκοσ τησ μακρύτερησ πλευρϊσ τουσ. Δηλαδό, προςτύθεται ϋνασ 

κόμβοσ ςτην κοινό ακμό, και τα γειτονικϊ ςτοιχεύα υποδιαιρούνται ςυνδϋοντασ τουσ 

κόμβουσ τουσ με τον νϋο κόμβο. ΢το ΢χ. 4.8(b), ϋνα μεγϊλο τριγωνικό ςτοιχεύο 

υποδιαιρεύται προςθϋτοντασ ϋνα νϋο κόμβο ςτο κϋντρο βϊρουσ του. Όταν το 

υποδιαιρϋςουμε με τουσ τρόπουσ που περιγρϊψαμε παραπϊνω, μπορεύ να ςυναντόςουμε 

λεπτϊ τρύγωνα όπωσ φαύνονται ςτο ΢χ. 4.8(c). Αυτϊ τα τρύγωνα εύναι όδη αρκετϊ μικρϊ 

για τη δοθεύςα πυκνότητα πλϋγματοσ. 
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 ΢ε αυτό την περύπτωςη, μπορούμε να βελτιώςουμε την ποιότητα του πλϋγματοσ 

ςτρύβοντασ τη διαγώνιο του τετραπλεύρου που διαμορφώνεται από τισ κορυφϋσ των δύο 

αρχικών τριγώνων. Παρατηρεύςτε ότι το αποτϋλεςμα τησ ανϊλυςησ των πεπεραςμϋνων 

ςτοιχεύων μπορεύ να μην εύναι αρκετϊ ακριβϋσ εϊν υπϊρχουν πϊρα πολλϊ λεπτϊ ςτοιχεύα. 

 

 
 

΢χόμα 4.8:  Μϋθοδοι εκλϋπτυνςησ τριγώνων 

 

 

 Η μϋθοδοσ τησ τοπολογικόσ αποςύζευξησ μπορεύ να επεκταθεύ ςτην τριςδιϊςτατη 

γϋνεςη πλϋγματοσ. Σο αντικεύμενο προςεγγύζεται από ϋνα πολύεδρο, και το πολύεδρο 

κατατϋμνεται ςε τετραεδρικϊ ςτοιχεύα ςυνδϋοντασ τισ κορυφϋσ τουσ. Κατόπιν, τα 

τετραεδρικϊ ςτοιχεύα εκλεπτύνονται με υποδιαύρεςη. Οι Woo και Thomasma (1984) 

πρότειναν τελεςτϋσ παραπλόςιουσ με αυτούσ που πρότεινε ο Wordenweber για να 

διευκολύνει τον ςχηματιςμό των τετραεδρικών ςτοιχεύων (Woo & Thomasma [30]). 

Αυτού οι τελεςτϋσ, που δεύχνονται ςτο ΢χ. 4.9, χρηςιμοποιούνται για τον ςχηματιςμό 

τετραϋδρων ωσ εξόσ: 

 

 Πρώτα, εφαρμόζεται ο τελεςτόσ Σ3 για να απαλεύψει τισ οπϋσ του αντικειμϋνου 

αποτϋμνοντασ το κατϊλληλο τμόμα του ϋτςι ώςτε η οπό να αποκαλυφθεύ, όπωσ 

φαύνεται ςτο ΢χ. 4.9(c). ΢ημειώςτε ότι ςε αυτό το ςτϊδιο τρύα τετρϊεδρα 

διαμορφώνονται ςαν αποτϋλεςμα παρϊπλευρησ διαδικαςύασ.  
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 Κατόπιν, οι κυρτϋσ κορυφϋσ ςτισ οπούεσ όπου ςυναντώνται τρεισ ακμϋσ, που 

καλούνται convex trivalent vertices (κορυφϋσ), διαχωρύζονται από το αντικεύμενο 

εφαρμόζοντασ τον τελεςτό Σ1, όπωσ εικονύζεται ςτο ΢χ. 4.9(a). Αυτόσ ο τελεςτόσ 

εφαρμόζεται επαναληπτικϊ μϋχρισ ότου δεν υπϊρξει καμύα κυρτό trivalent 

κορυφό. Εϊν όλεσ οι κορυφϋσ που απομϋνουν δεν εύναι convex trivalent, τότε ο 

τελεςτόσ Σ2 εφαρμόζεται για να ςκϊψει ϋνα τετρϊεδρο, όπωσ εικονύζεται ςτο ΢χ. 

4.9(b). Αυτόσ ο τελεςτόσ παρϋχει τισ νϋεσ convex trivalent κορυφϋσ και ϋτςι ο Σ1 

εφαρμόζεται ξανϊ.  

 

 Αυτό η διαδικαςύα ςυνεχύζεται μϋχρισ ότου το αντικεύμενο περιοριςθεύ ςε ϋνα μονό 

τετρϊεδρο. 

 
 

΢χόμα 4.9:  Σελεςτϋσ αποςύζευξησ γεωμετρύασ ςτισ 3 διαςτϊςεισ 

 

 

4.4.2.3  Μϋθοδοσ Αποςύζευξησ Γεωμετρύασ (G.D.A.) 

 

Οι μϋθοδοι αποςύζευξησ γεωμετρύασ (geometry decomposition approaches) 

εμπύπτουν ςε δύο κατηγορύεσ: ςε αυτϋσ που βαςύζονται ςε αναδρομϋσ και αυτϋσ που 

βαςύζονται ςε επαναλόψεισ. ΢τη ςυνϋχεια επεξηγούμε μόνο τη μϋθοδο αναδρομόσ 

καθόςον αυτό εύναι επεκτϊςιμη ςτισ τρεισ διαςτϊςεισ. 

 

Η μϋθοδοσ αναδρομικόσ αποςύζευξησ (recursive geometry decomposition 

method) γεννϊ τριγωνικϊ και τετρακομβικϊ ςτοιχεύα ςτισ 2 διαςτϊςεισ με τον ακόλουθο 

τρόπο. Πρώτα, το αρχικό αντικεύμενο διαιρεύται ςε κυρτϊ μϋρη εύτε με το χϋρι ό αυτόματα. 

Αυτόματη αποςύζευξη αντικειμϋνου ςε κυρτϊ τμόματα περιγρϊφεται από τον Bykat 

(1976) (Bycat [8]). Για κϊθε κυρτό τμόμα, ειςϊγονται κόμβοι ςτο ςύνορο του ϋτςι ώςτε 

να ικανοποιόςει την επιθυμητό πυκνότητα πλϋγματοσ. Κατόπιν, κϊθε κυρτό τμόμα 

υποδιαιρεύται προςεγγιςτικϊ ςτο μϋςον του «μακρύτερου ϊξονα», όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 
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4.10. ΢τη ςυνϋχεια, ειςϊγονται περιςςότεροι κόμβοι κατϊ μόκοσ τησ διαχωριςτικόσ 

γραμμόσ ςύμφωνα με τισ απαιτόςεισ τησ πυκνότητασ πλϋγματοσ, και τα δύο όμιςυ 

υποδιαιρούνται επαναληπτικϊ μϋχρισ ότου γύνουν τρύγωνα ό τετρϊπλευρα. Μερικϋσ 

μϋθοδοι επαναλαμβϊνουν την υποδιαύρεςη μϋχρισ ότου μϋχρισ ότου καταλόξει ςε 

εξϊγωνα ό οκτϊγωνα και παρϊγουν τριγωνικϊ και τετραπλευρικϊ ςτοιχεύα από αυτϊ 

ςύμφωνα με προ-αποθηκευμϋνα πρότυπα. Με αυτό τον τρόπο εύναι δυνατόν να πϊρουμε 

περιςςότερα τριγωνικϊ ό τετραπλευρικϊ ςτοιχεύα. Σο ΢χ. 4.11 δεύχνει ϋνα παρϊδειγμα 

γϋνεςησ πλϋγματοσ με χρόςη μιασ επαναληπτικόσ μεθόδου. 

 

 
 

΢χόμα 4.10:  Τποδιαύρεςη με διαχωριςτικό γραμμό (split line) 

 

 

 

 
 

΢χόμα 4.11:  Παρϊδειγμα γϋνεςησ πλϋγματοσ με χρόςη μιασ επαναληπτικόσ μεθόδου 

 

 

Η βαςικό μϋθοδοσ που περιγρϊφτηκε παραπϊνω μπορεύ να επεκταθεύ και ςτη 

γϋνεςη τριςδιϊςτατου πλϋγματοσ. ΢ε αυτό την περύπτωςη το αντικεύμενο υποδιαιρεύται 

ςε δύο υπο-όγκουσ μϋςω ενόσ διαχωριςτικού επιπϋδου, μϋχρισ ότου όλοι οι όγκοι 

περιοριςθούν ςε τετρϊεδρα. ΢ε αντύθεςη με τη διςδιϊςτατη περύπτωςη όπου μπορούν να 

παραχθούν τετρϊπλευρα, δεν εύναι δυνατόν να γεννηθούν τετρϊεδρα με απευθεύασ 

τρόπο. Ωςτόςο, κϊθε τετρϊεδρο μπορεύ να υποδιαιρεθεύ ςε 4 εξϊεδρα, ό ςτοιχεύα brick, 

εϊν εύναι επιθυμητό. 
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4.4.2.4  Μϋθοδοσ Βϊςει Πλϋγματοσ (G.Β.A.) 

 

Η μϋθοδοσ βϊςει πλϋγματοσ (grid-based approach) προκύπτει από την 

παρατόρηςη ότι ϋνα grid μοιϊζει με ϋνα πλϋγμα και ότι αυτό μπορεύ να μεταςχηματιςθεύ 

ςτο τελευταύο υπό την προώπόθεςη ότι τα κελιϊ του grid κατϊ μόκοσ του ςυνόρου του 

αντικειμϋνου μπορούν να μεταςχηματιςτούν ςε ςτοιχεύα. 

 

Η μϋθοδοσ των Thacker, Gonzalez και Putland (1980) εύναι ύςωσ η πρώτη ςχετικό 

δημοςύευςη που ϋκανε χρόςη τησ μεθόδου βϊςει grid (Thacker, Gonzalez & Putland [28]). 

΢ε αυτό τη μϋθοδο ϋνα αντικεύμενο αρχικϊ επικαλύπτεται από ϋνα τριγωνικό grid και τα 

ςημεύα του grid που πϋφτουν εκτόσ αντικειμϋνου εξαλεύφονται, αφόνοντασ ϋνα ςύνορο 

μορφόσ zigzag. To ςημεύα του grid που βρύςκονται πϊνω ςτο zigzag ςύνορο 

μετακινούνται προσ το ςύνορο του αντικειμϋνου ώςτε να αποτελϋςουν το τελικό πλϋγμα. 

Οι διαφοροποιόςεισ αυτόσ ϋγκειται ςτον τρόπο διαχεύριςησ του ςυνόρου. Ο Kikuchi 

(1986) επϋκτεινε τη μϋθοδο ϋτςι ώςτε εκτόσ από κυρύωσ τετρϊπλευρα να περιλαμβϊνει 

ακόμη και μερικϊ τρύγωνα, χρηςιμοποιώντασ ορθογωνικό grid, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 

4.12 (Kikushi [19]). Ένα πρόβλημα και των δύο αυτών μεθόδων εύναι ότι μικρϊ 

γεωμετρικϊ χαρακτηριςτικϊ, με πολύ μικρϋσ ακμϋσ ςε ςχϋςη με το βόμα του grid, 

χϊνονται. ΢ε ϊλλεσ μεθόδουσ τα ςημεύα του zigzag ςυνόρου δεν μετακινούνται ςτο 

ςύνορο του αντικειμϋνου. Αντ' αυτού, δημιουργούνται τριγωνικϊ ςτοιχεύα ςτην περιοχό 

μεταξύ zigzag και ςυνόρου αντικειμϋνου μϋςω ενόσ αλγορύθμου τριγωνοπούηςησ. 

 

 
 

΢χόμα 4.12:  Φρόςη ορθογωνικού grid για τη μϋθοδο “grid-based” 

 

 

Οι Yerry και Shephard (1983) χρηςιμοπούηςαν μια δενδριτικό (quadree) 

αναπαρϊςταςη του αντικειμϋνου για τη γϋνεςη πλεγμϊτων (Yerry & Shephard [32]). Ένα 

quadree εύναι το διςδιϊςτατο ανϊλογο του octree. Παριςτϊ ϋνα διςδιϊςτατο αντικεύμενο, 

ςαν αυτό που φαύνεται ςτο ΢χ. 4.13(a), ςαν ϋνα ςύνολο τετραγώνων ϋκαςτο 

διαφορετικού μεγϋθουσ με επαναληπτικό υποδιαύρεςη τησ root square που περικλεύει το 
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αντικεύμενο. Σο ΢χ. 4.13(b) δεύχνει τη διαδικαςύα υποδιαύρεςησ του αντικειμϋνου, και το 

΢χ. 4.13(c) δεύχνει την αναπαρϊςταςη quadree αυτόσ τησ υποδιαύρεςησ. Σα πλϋγματα 

γεννώνται ωσ εξόσ: 

Βόμα 1: Δημιουργεύται ϋνα root square που περικλεύει το αντικεύμενο και υπο-

διαιρεύται ςε τϋςςερα τϋταρτα (quadrants) υποδιπλαςιϊζοντασ τισ πλευρϋσ του. 

Κατόπιν κϊθε τϋταρτο ταξινομεύται ανϊλογα με τη ςχετικό θϋςη του ωσ προσ το 

αντικεύμενο. Εϊν το τϋταρτο δεν εύναι ούτε πλόρωσ εντόσ αλλϊ ούτε και πλόρωσ εκτόσ 

του αντικειμϋνου, τότε αυτό διαιρεύται ξανϊ. Αυτό η διαδικαςύα υποδιαύρεςησ 

επαναλαμβϊνεται μϋχρισ ότου ικανοποιηθεύ η κατανομό πυκνότητασ πλϋγματοσ και 

τα τϋταρτα βρεθούν εύτε πλόρωσ εντόσ ("completely inside") αντικειμϋνου ό 

επικαλύπτονται ("overlapping"). Έτςι, το αντικεύμενο που θα παριςτϊνεται από τη 

ςυλλογό των πλόρωσ εντόσ και των τροποποιημϋνων επικαλυπτόμενων τετϊρτων θα 

φαύνεται όπωσ ςτο ΢χ. 4.14(a) 

 

Βόμα 2: Κϊθε τροποποιημϋνο επικαλυπτόμενο τϋταρτο διαιρεύται μϋςα ςτα 

τριγωνικϊ ςτοιχεύα χρηςιμοποιώντασ το αποθηκευμϋνο πρότυπο (prestored 

template) που βαςύζεται ςτο ςχόμα του τετϊρτου. Κατόπιν, το «εντελώσ εντόσ» 

τϋταρτο επύςησ υποδιαιρεύται ώςτε να ικανοποιόςει την προςαρμογό του πλϋγματοσ 

με τα γειτονικϊ πλϋγματα. Δυο γειτονικϊ ςτοιχεύα ονομϊζονται ςυμβατϊ (conforming) 

εϊν μοιρϊζονται μια πλόρη ακμό (μια ολόκληρη ϋδρα ςε 3-D ςτοιχεύα). Σο ΢χ. 4.14(b) 

δεύχνει το αποτϋλεςμα τησ γϋνεςησ πλϋγματοσ. 

 

 
΢χόμα 4.13:  Αναπαρϊςταςη quadree 
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΢χόμα 4.14:  Γϋνεςη πλϋγματοσ με χρόςη παρϊςταςησ quadree 

 

 

Βόμα 3: Οι κόμβοι των ςτοιχεύων μετακινούνται ελαφρώσ (adjustment) ϋτςι ώςτε να 

βελτιώςουν τα ςχόματα των πλεγμϊτων. Σο ΢χ. 4.14(c) δεύχνει το αποτϋλεςμα τησ 

εξομϊλυνςησ του πλϋγματοσ. Η μϋθοδοσ εξομϊλυνςησ αναφϋρεται αργότερα. Αυτό η 

μϋθοδοσ ϋχει επεκταθεύ και ςτισ 3 διαςτϊςεισ χρηςιμοποιώντασ κωδικοπούηςη octree. 

΢τισ τρεισ διαςτϊςεισ, τα «επικαλυπτόμενα» όγδοα (octants) τροποποιούνται ϋτςι 

ώςτε να καταλαμβϊνουν μόνον τον εςωτερικό χώρο του αντικειμϋνου και κατόπιν 

διαςπϊται ςε τετρϊεδρα όπωσ τα τροποποιημϋνα επικαλυπτόμενα τϋταρτα 

διαςπώνται ςε τρύγωνα ςτισ δύο διαςτϊςεισ. Σο τροποποιημϋνο επικαλυπτόμενο 

όγδοο πρϋπει να διαςπαςθεύ ςε τετρϊεδρα που ικανοποιούν την ςυμβιβαςτότητα 

του πλϋγματοσ με τα γειτονικϊ όγδοα. Θεωρώντασ όλεσ τισ ειδικϋσ περιπτώςεισ, αυτό 

απαιτεύ ϋνα περύπλοκο αλγόριθμο. Πρϊγματι, ούτε και η διϊςπαςη του 

τροποποιημϋνου τετϊρτου ςτισ δύο διαςτϊςεισ εύναι εύκολο πρόβλημα. 

 

 Οι Jung και Lee (1993) πρότειναν μια νϋα μϋθοδο, αρχύζοντασ από τη τριγωνικό 

ρύζα (τετρϊεδρη ρύζα ςτισ 3 διαςτϊςεισ) αντύ τησ τετραγωνικόσ ρύζασ (κυβικόσ ρύζασ) για 

να αποφύγουν τη δυςκολύα που μόλισ αναφϋραμε (Jung & Lee [17]). ΢ε αυτό τη μϋθοδο, η 

παρϊςταςη quadree ενόσ διςδιϊςτατου αντικειμϋνου εύναι η προςϋγγιςη του 

αντικειμϋνου ςαν ςύνολο τριγώνων. Παρόμοια, η αναπαρϊςταςη octree ενόσ 

τριςδιϊςτατου αντικειμϋνου θα όταν ϋνα ςύνολο τετραϋδρων. Έτςι μπορούμε να 

λϊβουμε τα πλϋγματα ςυλλϋγοντασ τα «εντελώσ εντόσ» και «επικαλυπτόμενα» τρύγωνα 

(τετρϊεδρα ςτισ τρεισ διαςτϊςεισ) μετϊ από μετακύνηςη των κορυφών των 

«επικαλυπτόμενων» τριγώνων (τετρϊεδρα) ςτο αρχικό ςύνορο του αντικειμϋνου. Σο ΢χ. 

4.15(a) δεύχνει τον τρόπο με τον οπούο μια τριγωνικό ρύζα διαςπϊται ςε τϋςςερα τρύγωνα, 

και το ΢χ. 4.15(b) δεύχνει πωσ μια τετραεδρικό ρύζα διαςπϊται ςε οκτώ τετρϊεδρα. 
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΢χόμα 4.15:  Τποδιαύρεςη του τριγώνου και  τετραϋδρου 

 

 

4.4.2.5  Μϋθοδοσ Απεικόνιςησ 

 

Η μϋθοδοσ απεικόνιςησ χρηςιμοποιεύται ςτισ περιςςότερεσ εμπορικϋσ γεννότριεσ 

πλϋγματοσ. Η μϋθοδοσ αυτό απαιτεύ την υποδιαύρεςη του προσ διακριτοπούηςη 

αντικειμϋνου ςε περιοχϋσ ειδικόσ τοπολογύασ. ΢τισ 2 διαςτϊςεισ, αυτϋσ οι περιοχϋσ ϋχουν 

τϋςςερισ πλευρϋσ· ςτισ τρεισ διαςτϊςεισ, αυτϋσ οι περιοχϋσ εύναι μορφόσ «κουτιού» 

(boxlike). Μϋςα ςε κϊθε περιοχό, το πλϋγμα παρϊγεται αυτόματα με απεικόνιςη τησ 

περιοχόσ προσ ϋνα κανονικοποιημϋνο χωρύο αναφορϊσ (ϋνα κανονικό τρύγωνο ό 

τετρϊπλευρο ςτισ δύο διαςτϊςεισ και ϋνα κύβο ςτισ τρεισ διαςτϊςεισ), δημιουργώντασ 

διακριτοπούηςη ςτο κανονικοποιημϋνο χωρύο με βϊςη την επιθυμητό πυκνότητα 

πλϋγματοσ, και επαναπεικόνιςη του διακριτοποιημϋνου χωρύου προσ την αρχικό περιοχό 

του πραγματικού αντικειμϋνου. Κατόπιν, το τελικό πλϋγμα προκύπτει από ςυνϋνωςη των 

περιοχών που διακριτοποιόθηκαν ανεξϊρτητα μεταξύ τουσ. Οι κοινϋσ πλευρϋσ που 

μοιρϊζονται ςε γειτονικϋσ περιοχϋσ πρϋπει να ϋχουν τον ύδιο αριθμό κόμβων ϋτςι ώςτε να 

ικανοποιούν το ςυμβιβαςτό του πλϋγματοσ (mesh conformity). Η απαύτηςη αυτό μπορεύ 

να επιβληθεύ με επϋμβαςη του χρόςτη ό αλγοριθμικϊ την ώρα που παρϊγονται τα 

πλϋγματα γειτονικών περιοχών. Πολλϋσ μϋθοδοι απεικόνιςησ μπορούν να εφαρμοςθούν.  

 

 

 

Δύο τυπικϋσ μϋθοδοι εύναι:  

 η transfinite απεικόνιςη (παρεμβολό Coons) και  

 η ιςοπαραμετρικό απεικόνιςη (isoparametric mapping). 
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Παρεμβολό Coons: Επιτρϋπει ςε περιοχϋσ τριών ό τεςςϊρων πλευρών (για το επύπεδο) 

και ςε όγκουσ μορφόσ κύβου να απεικονιςθούν ςε αντύςτοιχα ςτοιχεύα αναφορϊσ χωρύσ 

τη δημιουργύα γεωμετρικών λαθών. Με ϊλλα λόγια, τα ςημεύα του ςυνόρου τησ περιοχόσ 

πϊντοτε απεικονύζονται ςτο ςύνορο του κανονικοποιημϋνου χωρύου. Μια περιοχό 

τεςςϊρων πλευρών, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 4.16(a), μπορεύ να απεικονιςθεύ ςε ϋνα 

τετρϊγωνο ςτον παραμετρικό χώρο uv που φαύνεται ςτο ΢χ. 4.16(b). Ο τύποσ τησ 

παρεμβολόσ που αντιςτοιχύζει την τετραπλευρικό περιοχό με το τετρϊγωνο εύναι: 

 

 

 
(4.1) 

              

 

Η παραπϊνω ςχϋςη μπορεύ επύςησ να χρηςιμοποιηθεύ για την παραγωγό τριγωνικών 

χωρύων, που προκύπτουν από εκφυλιςμό μιασ ακμόσ ςε ϋνα κόμβο. Περαιτϋρω 

εφαρμογϋσ ϋχουν τόςο ςχετικϊ με τη γϋνεςη πλεγμϊτων τριγωνικών όςο και με τη γϋνεςη 

μεγϊλων εκφυλιςμϋνων τριγωνικών ςτοιχεύων (Kanarachos, Grekas & Provatidis [18] , 

Dimitriou [3] [4]). 

 
 

΢χόμα 4.16:  Απεικόνιςη περιοχόσ τεςςϊρων πλευρών 

 

 

Εϊν όμωσ ενδιαφερόμαςτε να ϋχουμε κυκλικό ςυμμετρύα (ιςοτιμύα όλων των κορυφών 

του τριγώνου), κατϊ παρόμοιο τρόπο με τα τετρϊπλευρα, μια τριγωνικό περιοχό μπορεύ 

και αυτό να διαιρεθεύ ςε ϋνα πλϋγμα τριγωνικών ςτοιχεύων με τη χρόςη τριγραμμικών 

ςυναρτόςεων επιρροόσ, όπωσ ϋχει περιγραφεύ από τουσ Barnhill, Birkhoff και Gordon 

(1973) (Barnhill, Birkhoff & Gordon [6]). Η τριγωνικό περιοχό που φαύνεται ςτο ΢χ. 

4.17(a) μπορεύ να απεικονιςθεύ ςτον παραμετρικό χώρο που δεύχνεται ςτο ΢χ. 4.17(b) 

από τη ςχϋςη: 
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(4.2) 

 

Σο παραμετρικό χωρύο για την παραπϊνω εξύςωςη εκφρϊζεται ςαν: 

 

 (4.3) 

΢ε αυτό την περύπτωςη, το παραμετρικό χωρύο προκύπτει με ϋνα βόμα διακριτο-

πούηςησ ςτισ ανηγμϋνεσ τριγωνικϋσ ςυντεταγμϋνεσ u, v από τισ οπούεσ προκύπτει η 

τρύτη (w). Οι παραπϊνω τύποι εύναι επεκτϊςιμοι ςτισ τρεισ διαςτϊςεισ (Zeid [33] , 

Provatidis [24]  [25]). 

 
 

΢χόμα 4.17:  Απεικόνιςη περιοχόσ τριών πλευρών 

 

 

Ιςοπαραμετρικό απεικόνιςη: Εύναι μια ειδικό περύπτωςη transfmite απεικόνιςησ. 

΢ύμφωνα με αυτό τη μϋθοδο, τετραπλευρικϋσ (διςδιϊςτατεσ) ό κιβωτοειδεύσ 

(τριςδιϊςτατεσ) περιοχϋσ απεικονύζονται ςε ϋνα τετρϊγωνο ό ϋνα κύβο αναφορϊσ, 

αντύςτοιχα, ϋτςι ώςτε μόνο τα καθοριςμϋνα ςημεύα περιοχόσ του ςυνόρου (όχι 

ολόκληρου του ςυνόρου) απεικονύζονται ςτα αντύςτοιχα ςημεύα του ςυνόρου ςτον 

παραμετρικό χώρο, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 4.18. Με ϊλλα λόγια, τα ςύνορα ταιριϊζουν 

μόνο ςε ϋνα πεπεραςμϋνο αριθμό ςημεύων. Έτςι, η εξύςωςη απεικόνιςησ προκύπτει από 

αντικατϊςταςη των ακριβών εξιςώςεων των ςυνοριακών εξιςώςεων ςτην (4.1) από τισ 

εξιςώςεισ παρεμβολόσ ςτα προκαθοριςμϋνα ςημεύα. 

 

Παρόμοια, η εξύςωςη των ςυνοριακών επιφανειών θα αντικαταςταθεύ από τισ εξιςώςεισ 

παρεμβολόσ μιασ κιβωτοειδούσ περιοχόσ. Για παρϊδειγμα, εϊν οριςθούν δύο ςημεύα για 



179 

 

κϊθε ςυνοριακό γραμμό του ΢χ. 4.18(a), γραμμικϋσ (linear) εξιςώςεισ παρεμβολόσ πρϋπει 

να αντικαταςταθούν ςτην (4.1). Εξιςώςεισ δεύτερου βαθμού (quadratic) παρεμβολόσ θα 

χρηςιμοποιούςαμε για τρύα ςημεύα κατϊ μόκοσ κϊθε ςυνόρου, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 

4.18(b), και κυβικόσ παρεμβολόσ (cubic) εξιςώςεισ για τϋςςερα ςημεύα ςε κϊθε ςύνορο, 

όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 4.18(c). 

 

 
 

΢χόμα 4.18:  Ιςοπαραμετρικό απεικόνιςη 

 

 

4.4.2.6  Βελτύωςη Ποιότητασ Πλϋγματοσ 

 

Μερικϋσ μϋθοδοι γϋνεςησ πλϋγματοσ, κυρύωσ εκεύνεσ που βαςύζονται ςτην 

προςϋγγιςη κατακερματιςμού τησ τοπολογύασ, δεν παρϊγουν αρχικό πλϋγμα επαρκϋσ για 
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την περαιτϋρω ανϊλυςη. Έτςι, πρϋπει να ακολουθόςουμε μια πορεύα τριών βημϊτων 

ώςτε να το βελτιώςουμε: 

 Εϊν τα ςτοιχεύα που παρϊγονται δεν εύναι του επιθυμητού τύπου, τότε τα 

υποδιαιρούμε ςτον επιθυμητό τύπο. 

 

 Εϊν τα ςτοιχεύα δεν ϋχουν μεγϋθη ςυμβατϊ με την επιθυμητό κατανομό 

πυκνότητασ πλϋγματοσ, τότε τα εκλεπτύνουμε. 

 
 Εϊν τα ςτοιχεύα δεν εύναι καλοςχηματιςμϋνα, τότε εφαρμόζουμε μια τεχνικό 

εξομϊλυνςησ (smoothing technique). 

 

 

Μετατροπό τύπου ςτοιχεύων: Εϊν τα ςτοιχεύα που παρϊγονται από τη γεννότρια 

πλϋγματοσ δεν εύναι επιθυμητού τύπου, τότε μετατρϋπονται ςε ϋναν ϊλλο τύπο. Σα 

τετραπλευρικϊ και εξαεδρικϊ ςτοιχεύα μπορούν εύκολα να μετατραπούν ςε 

καλοςχηματιςμϋνα τρύγωνα και τετρϊεδρα, αντύςτοιχα, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 4.19. 

Παρόμοια, τρύγωνα και τετρϊεδρα μπορούν να υποδιαιρεθούν ςε τετρϊπλευρα και 

εξϊεδρα, αντύςτοιχα, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 4.20. ΢ε αυτό την περύπτωςη, ωςτόςο, τα 

προκύπτοντα ςτοιχεύα μπορεύ να μην εύναι καλοςχηματιςμϋνα διότι οι γωνύεσ γύρω 

από τουσ νεοειςαχθϋντεσ κόμβουσ εύναι κατ' ανϊγκη μεγϊλεσ. Εύναι επύςησ πιθανό να 

μετατραπεύ πλϋγμα τριγώνων ςε πλϋγμα τετραπλεύρων ςυνδυϊζοντασ ανϊ δύο 

γειτονικϊ τρύγωνα ςε ϋνα τετρϊπλευρο (Heighway [14]). 

 

 
 

΢χόμα 4.19:  Μετατροπό τετραπλεύρων και bricks τρύγωνα και τετρϊεδρα, αντύςτοιχα 

 

 

 
 

΢χόμα 4.20:  Μετατροπό τριγώνου και τετραϋδρου ςε τετρϊπλευρα και bricks, αντύςτοιχα 
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Εκλϋπτυνςη πλεγμϊτων: Όταν ϋνα πλϋγμα εκλεπτύνεται ώςτε να ικανοποιόςει την 

επιθυμητό πυκνότητα πλϋγματοσ, μερικϊ ςτοιχεύα υποδιαιρούνται ςε μικρότερα 

ςτοιχεύα ενώ ϊλλα παραμϋνουν αναλλούωτα. Έτςι, μπορεύ να προκύψει η πιθανότητα 

παραβύαςησ τησ ςυμβατότητασ μεταξύ γειτονικών ςτοιχεύων, όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 

4.21(a). Τπενθυμύζουμε ότι δύο γειτονικϊ ςτοιχεύα λϋγονται ςυμβατϊ όταν μοιρϊζονται 

μια ολόκληρη πλευρϊ (2-D) ό μια ολόκληρη επιφϊνεια (3-D: face). Για τριγωνικϊ 

ςτοιχεύα, δύο ςυμβατϊ γειτονικϊ ςτοιχεύα μπορούν να προκύψουν με απλό διχοτόμηςη 

τησ μεγαλύτερησ ακμόσ ενόσ μεγαλύτερου τριγώνου. Η λύςη δεν εύναι τόςον απλό για 

τα τετραπλευρικϊ ςτοιχεύα. Σα τετραπλευρικϊ ςτοιχεύα που δεύχνονται ςτο ΢χ. 4.21(a) 

τροποποιούνται για να προςαρμοςθούν όπωσ δεύχνεται ςτο ΢χ. 4.21(b). 

 
 

΢χόμα 4.21:  Μη ςυμβατϊ πλϋγματα και η τροποπούηςό τουσ 

 

 

Εξομϊλυνςη πλϋγματοσ: Αρκετϊ ςυχνϊ, τα ςτοιχεύα που παρϊγονται από μια αυτόματη 

γεννότρια δεν εύναι καλοςχηματιςμϋνα, και πρϋπει να εφαρμοςθεύ μια τεχνικό 

εξομϊλυνςησ. Η πλϋον διαδεδομϋνη τεχνικό εξομϊλυνςησ εύναι η εξομϊλυνςη Laplace 

{Laplacian smoothing), η οπούα αναζητεύ επανατοποθϋτηςη των κόμβων ϋτςι ώςτε κϊθε 

εςωτερικόσ κόμβοσ να εύναι ςτο κϋντρο βϊρουσ του πολυγώνου που ςχηματύζεται από 

τουσ ςυνδεδεμϋνουσ γεύτονεσ. ΢υνόθωσ, αυτό η επανατοποθϋτηςη γύνεται επαναληπτικϊ. 

Ωςτόςο, η Laplace-ιανό τεχνικό εξομϊλυνςησ δεν δουλεύει καλϊ ςε όλεσ τισ περιπτώςεισ. 

΢ε αυτϊ τα πλαύςια, ο Hermann πρότεινε την παρακϊτω ςχϋςη επανατοποθϋτηςησ 

(Hermann [15]): 

 

 (4.4) 

 

όπου Ν εύναι το πλόθοσ των ςτοιχεύων γύρω από τον κόμβο i και w εύναι ο ςυντελεςτόσ 

βαρύτητασ μεταξύ 0 και 1. Οι γειτονικού κόμβοι Pnj, Ρnl και Pnk ορύζονται όπωσ φαύνεται 

ςτο ΢χ. 4.22. Όταν το w γύνει ύςο με 0, η εξομϊλυνςη ταυτύζεται με την Laplace-ιανό 



182 

 

εξομϊλυνςη, και επύςησ, όταν το w γύνει ύςο με 1, αυτό εξιςώνεται με την 

ιςοπαραμετρικό εξομϊλυνςη. 

 

 
 

΢χόμα 4.22:  Γειτονικού κόμβοι ενόσ εςωτερικού κόμβου i 

 

 

 

4.4.3  Εύδη Ανϊλυςησ Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 

 
Οι δυνατότητεσ των πακϋτων πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων εύναι πολλϋσ. Εκτόσ από 

τισ τετριμμϋνεσ ελαςτικϋσ αναλύςεισ, ςε πολλϊ από αυτϊ τα πακϋτα υπϊρχουν 

δυνατότητεσ επύλυςησ ποικύλων ϊλλων προβλημϊτων ςε μεγϊλο τμόμα των εξιςώςεων 

που διϋπουν τα φυςικϊ φαινόμενα: θερμικϊ, ακουςτικϊ, ηλεκτρικϊ, μαγνητικϊ 

(δινορεύματα: eddy-current), ηλεκτρομαγνητικϊ, υδροδυναμικϊ, ρευςτομηχανικϊ, 

περιγραφόσ διϊβρωςησ υλικών, κλπ. Σο ςύνολο αυτό των δυνατοτότων ςυνόθωσ 

αποδύδεται με τον όρο “Multi-Physics”, δηλαδό επύλυςη των ποικύλων εξιςώςεων τησ 

Υυςικόσ (Provatidis & Antoniadis [2]). 

 

 

 

4.4.3.1  Καθοριςμόσ του Εύδουσ Ανϊλυςησ 

 

Παρόλο που δεν εύναι δυνατόν να κωδικοποιόςουμε τον τρόπο ανϊλυςησ, ςτη 

ςυνϋχεια θα δώςουμε κϊποιεσ γενικϋσ κατευθύνςεισ (Provatidis & Antoniadis [2]). 

 

 Η πλϋον αρχικό επιλογό εύναι ο καθοριςμόσ του φυςικού φαινομϋνου, το οπούο 

καλεύται ο μελετητόσ να προςομοιώςει. Για παρϊδειγμα, ελαςτικό ανϊλυςη (elastic 

analysis) ό πρόβλημα δυναμικού (potential problem). Σα προβλόματα δυναμικού 
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αφορούν την επύλυςη των εξιςώςεων Laplace και Poisson που διϋπουν τη μηχανικό 

ατριβούσ ρευςτού, μετϊδοςη θερμότητασ, κοκ. 

 

 Μια δεύτερη επιλογό που καλεύται να κϊνει ο μελετητόσ εύναι ο καθοριςμόσ του 

προβλόματοσ ςαν: 

i. ΢τατικό πρόβλημα (static analysis), δηλαδό μη-εξαρτημϋνο από το χρόνο, ό 

ii. Δυναμικό πρόβλημα (dynamic analysis), δηλαδό χρονικϊ εξαρτώμενο. Παραδεύγ-

ματα εύναι η ταλϊντωςη μιασ μηχανόσ, ο ερπυςμόσ και η χαλϊρωςη, η διϊδοςη 

όχου ςτον αϋρα ό ςε ϊλλο μϋςον, κλπ. 

 
Μια ϊλλη κατϊταξη αφορϊ ςτο εϊν το πρόβλημα εύναι γραμμικό (linear) ό μη-

γραμμικό (nonlinear) 

 

Γραμμικό λϋγεται ϋνα πρόβλημα ςτο οπούο εϊν διπλαςιαςθεύ το μϋγεθοσ των 

εξωτερικών δρϊςεων (π.χ. δυνϊμεων) τότε διπλαςιϊζεται το μϋγεθοσ του 

αποτελϋςματοσ (π.χ. μετατοπύςεων). Σα περιςςότερα προβλόματα τησ πρϊξησ εύναι 

(ό μϊλλον θεωρούνται) γραμμικϊ. 

    

Μη γραμμικό λϋγεται ϋνα πρόβλημα ςτο οπούο δεν ιςχύει η αναλογύα που αναφϋρθηκε 

προηγούμενα. ΢ε «ελαςτικϊ» προβλόματα η μη-γραμμικότητα μπορεύ να οφεύλεται 

ςτο ελαςτοπλαςτικό υλικό (material nonlinearity) ό ςτην μεταβαλλόμενη επαφό 

μεταξύ δύο ό περιςςότερων ςωμϊτων (geometrical nonlinearity). Και ςτισ δύο αυτϋσ 

περιπτώςεισ, το μητρώο δυςκαμψύασ δεν εύναι ςταθερό αλλϊ εύναι ςυνϊρτηςη των 

μετατοπύςεων. Μη-γραμμικότητεσ υπϊρχουν και ςε προβλόματα δυναμικού, π.χ. όταν 

ο ςυντελεςτόσ μετϊδοςησ θερμότητασ εύναι ςυνϊρτηςη τησ θερμοκραςύασ. 

 

΢ε όλεσ τισ παραπϊνω περιπτώςεισ, η μητρωικό διατύπωςη του προβλόματοσ 

καταλόγει ςτην γνωςτό μορφό: 

  (4.5) 

Προφανώσ, εϊν το πρόβλημα εύναι ςτατικό, τόςον η ταχύτητα, , όςον και η 

επιτϊχυνςη, , μηδενύζονται. 

 

Σϋλοσ, πρϋπει να γύνει κατανοητό ότι, φαινόμενα λυγιςμού θλιβόμενων δοκών 

καθώσ και πτύχωςησ θλιβόμενων πλακών και κελυφών, δεν εύναι δυνατόν να 
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αντιμετωπιςθούν από τη ςυνόθη γραμμικό ανϊλυςη που περιγρϊφεται από τη ςχϋςη 

(4.5), αλλϊ απαιτούν ιδιαύτερη επύλυςη (buckling analysis). Πιο ςυγκεκριμϋνα, εκτόσ 

από το γνωςτό μητρώο δυςκαμψύασ [K] που οφεύλεται ςτισ μικρϋσ παραμορφώςεισ 

εμφανύζεται και ϋνα δεύτερο μητρώο [KG] που οφεύλεται ςτισ μεγϊλεσ παραμορφώςεισ 

του λυγιςμού ό τησ πτύχωςησ. Η αριθμητικό λύςη του προβλόματοσ εξϊγεται από την 

επύλυςη ενόσ προβλόματοσ ιδιοτιμών τησ μορφόσ:  

 

 (4.6) 

του οπούου οι ιδιοτιμϋσ λ αντιςτοιχούν ςτα κρύςιμα φορτύα λυγιςμού, ενώ τα 

ιδιοδιανύςματα u αντιςτοιχούν ςτη μορφό που θα λϊβει ο λυγιςμϋνοσ φορϋασ όταν 

δϋχεται το αντύςτοιχο κρύςιμο φορτύο. 

 

 Πιο ςυγκεκριμϋνα μετϊ τον ςχηματιςμό των δύο παραπϊνω μητρώων και την 

επιβολό των ςτηρύξεων τησ καταςκευόσ (διαγραφό αντύςτοιχων γραμμών και ςτηλών), 

οι ιδιοτιμϋσ υπολογύζονται από τη ςχϋςη: 

  

 

 (4.7) 

όπου ο δεύκτησ i αντιςτοιχεύ ςτο πρώτο, δεύτερο, κοκ, φορτύο λυγιςμού ό πτύχωςησ. 

 

 

4.4.3.2  ΢τϊδια Ανϊλυςησ Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 

 

 Για τη μοντελοπούηςη μιασ καταςκευόσ με πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα διακρύνουμε τα 

ακόλουθα ςτϊδια (Provatidis & Antoniadis [2]): 

 

 

 1ο ΢τϊδιο → Καταςκευό τησ γεωμετρύασ. 

 

2ο ΢τϊδιο → Επιλογό του εύδουσ των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων και διακριτοπούηςη  

             τησ γεωμετρύασ ςε πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα. 

 

 



185 

 

3ο ΢τϊδιο → Οριςμόσ των μηχανικών και φυςικών ιδιοτότων των υλικών (μπορεύ  

              να γύνει και ςε προηγούμενο ςτϊδιο) και επιβολό των οριακών  

              ςυνθηκών. 

 

4ο ΢τϊδιο → Επιλογό του τρόπου επύλυςησ (γραμμικό – μη γραμμικό μεταβατικό –  

             υπολογιςμόσ ιδιοςυχνοτότων κ.α.) και επύλυςη. 

 

5ο ΢τϊδιο → Ανϊγνωςη των αποτελεςμϊτων και γραφικό αναπαρϊςταςό τουσ. 

 

 

4.4.3.3  Εύδοσ Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων 

 

Σα βαςικϊ πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα εύναι (Provatidis & Antoniadis [2]: 

 Ρϊβδοσ (2 κόμβοι) 

 ΢ύρμα – ςχοινύ 

 Δοκόσ (2 κόμβοι) 

 Επύπεδη εντατικό καταπόνηςη (3 μϋχρι 9 κόμβοι) 

 Επύπεδη παραμορφωςιακό κατϊςταςη (3 μϋχρι 9 κόμβοι) 

 Αξονοςυμμετρικό με αξονοςυμμετρικό φόρτιςη (3 μϋχρι 9 κόμβοι) 

 Αξονοςυμμετρικό με τυχαύα φόρτιςη (που αναλύεται ςε αρμονικϋσ) 

 Πλϊκα (3 μϋχρι 9 κόμβοι) 

 Μεμβρϊνη 

 Κϋλυφοσ 

 Ορθοτροπικό – πολυςτρωματικό υλικό 

 Σετρϊεδρο (3 κόμβοι) 

 Πρύςμα (π.χ. 6 κόμβοι) 

 Εξϊεδρο (8 κόμβοι) 

 

Ανϊλογα με το εύδοσ του προβλόματοσ, το πλόθοσ των βαθμών ελευθερύασ ανϊ κόμβο 

ποικύλει. 
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4.5  Λογιςμικϊ CAD – CAE 

 

 ΢όμερα, κυκλοφορούν ςτην αγορϊ πολλϊ εμπορικϊ πακϋτα CAD – CAE που 

προςπαθούν να καλύψουν τισ ανϊγκεσ τησ βιομηχανύασ (Brebbia [9]). Αμϋςωσ παρακϊτω 

αναφϋρονται τα ςημαντικότερα: 

 

 Μερικϊ από τα περιςςότερο χρηςιμοποιούμενα προγρϊμματα CAD ςτισ 

μϋρεσ μασ εύναι τα: AutoCAD και IntelliCAD που εξειδικεύεται ςτην 

διςδιϊςτατη ςχεδύαςη  και τα: Parasolid, Catia, Solidworks και Inventor  

που χρηςιμοποιούνται περιςςότερο για τριςδιϊςτατα ςχϋδια και 

ολοκληρωμϋνουσ μηχανιςμούσ. 

 

 Μερικϊ από τα περιςςότερο χρηςιμοποιούμενα προγρϊμματα CAE ςτισ 

μϋρεσ μασ εύναι τα: Ansys, Abaqus, Nastran, Patran, Solvia, Cosmos και Algor 

που χρηςιμοποιούν τη μϋθοδο των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. 

 

 Μερικϊ από τα περιςςότερο χρηςιμοποιούμενα ολοκληρωμϋνα 

προγρϊμματα CAD – CAE ςτισ μϋρεσ μασ εύναι τα: Ideas, Pro/Engineer  

Inventor, και  Solidworks με τα οπούα εκτόσ τησ ςχεδύαςησ διςδιϊςτατων 

και τριςδιϊςτατων μοντϋλων και μηχανιςμών δύδεται η δυνατότητα και 

ανϊλυςησ πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. 

 

΢την παρούςα εργαςύα το λογιςμικό CAD που θα χρηςιμοποιόςουμε για την 

μοντελοπούηςη των οδοντωτών τροχών εύναι το Autodesk Inventor, ενώ η μελϋτη των 

πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων θα γύνει με το λογιςμικό CAE Ansys Multi-Physics όπωσ 

αναφϋρονται παρακϊτω. 

 

 

 

4.5.1  Autodesk Inventor 

 

 Σο Autodesk Inventor εύναι ϋνα λογιςμικό CAD το οπούο εύναι προςανατολιςμϋνο 

κυρύωσ ςτον τομϋα του ολοκληρωμϋνου ςχεδιαςμού μηχανημϊτων. Έχει εξειδικευμϋνεσ 

λειτουργύεσ για ςχεδύαςη μηχανολογικών ςτοιχεύων (οδοντωτών τροχών, ατρϊκτων, 
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εδρϊνων κυλύςεωσ, ελατηρύων, αλυςιδωτών τροχών και ιμϊντων), καλωδύων, πλεξούδων 

καλωδύων, ςωληνώςεων και αγωγών, καθώσ και ειςαγωγό πλακετών τυπωμϋνων 

κυκλωμϊτων ενώ μπορούν διαφορετικϋσ ομϊδεσ εργαςύασ να λειτουργούν πϊνω ςε μια 

κοινό πλατφόρμα μειώνοντασ τον κύκλο ανϊπτυξησ ενόσ προώόντοσ. 

 

 

 

4.5.2  Ansys Multi-Physics 

 

 Σο Ansys Multi-Physics εύναι ϋνα εμπορικό πακϋτο πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων που 

παρϋχει τη δυνατότητα ςτο μηχανικό τησ ανϊλυςησ λαμβϊνοντασ το ςυνδυαςμό 

ςτατικών, θερμικών, ηλεκτρομαγνητικών και ροόσ φαινομϋνων, όπου η ςυμπεριφορϊ του 

ενόσ εξαρτϊται από τη ςυμπεριφορϊ του ϊλλου. Δύνει τη δυνατότητα ταχεύασ παραβολόσ 

εικόνασ τησ ιδϋασ ςχεδιαςμού, πριν ακόμα δημιουργηθούν πανϊκριβα φυςικϊ 

πρωτότυπα. 

 

 

 

 

4.6  Εφαρμογό ςτουσ Σροχούσ του Πειρϊματοσ 

 

 Με τη βοόθεια του παραπϊνω λογιςμικού θα μοντελοποιόςουμε τα δοκύμια των 

οδόντων που χρηςιμοποιόςαμε ςτο πεύραμα τησ φωτοελαςτικότητασ και ςτα αντύςτοιχα 

μοντϋλα που θα καταςκευϊςουμε θα προβούμε ςε ανϊλυςη πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων για 

τον υπολογιςμό των μεγύςτων τϊςεων ςτον πόδα των οδόντων των αντιςτούχων 

οδοντωτών τροχών. 

 

 

 

4.6.1  Καταςκευό 3–D Μοντϋλων 

 
΢τη ςυνϋχεια, θα μοντελοποιόςουμε ςτο τριςδιϊςτατο επύπεδο τα δοκύμια του 

πειρϊματοσ τησ φωτοελαςτικότητασ ςτουσ αντύςτοιχουσ οδοντωτούσ τροχούσ  με τη 

βοόθεια του λογιςμικού CAD (Autodesk Inventor). Παρακϊτω θα παραθϋςουμε την 
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διαδικαςύα δημιουργύασ του μοντϋλου του οδοντωτού τροχού των 15 οδόντων ενώ για 

τουσ υπόλοιπουσ τροχούσ, η διαδικαςύα εύναι παρόμοια. Όςων αφορϊ το πλϊτοσ των 

τροχών για λόγουσ ευκολύασ θα επιλϋξουμε ςε όλουσ το ύδιο πλϊτοσ (b = 30 mm).  Έτςι 

ϋχουμε: 

 

Βόμα 1ο: Βϊζοντασ τα απαραύτητα ςτοιχεύα των οδοντωτών τροχών που λαμβϊνουμε 

από τον Πύν. 3.1 του πειρϊματοσ τησ φωτοελαςτικότητασ ςτο παρϊθυρο του Design 

Accelerator του Autodesk Inventor ςτον τομϋα των μετωπικών οδοντωτών τροχών, ΢χ. 

4.23 & 4.24, καταςκευϊζεται ςτο περιβϊλλον του Autodesk Inventor το μοντϋλο του 

οδοντωτού τροχού, ΢χ. 4.25, τησ επομϋνησ ςελύδασ: 

 

 
 

΢χόμα 4.23:  Φαρακτηριςτικϊ  τροχού 15 οδόντων 
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΢χόμα 4.24:  Γεωμετρικϊ χαρακτηριςτικϊ  τροχού 15 οδόντων 

 

 

 
 

΢χόμα 4.25:  3–D μοντϋλο  τροχού 15 οδόντων 
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Βόμα 2ο: ΢τη ςυνϋχεια, δουλεύοντασ ςτο περιβϊλλον του Autodesk Inventor, κατϊ-

ςκευϊζουμε κεντρικό οπό ςτον οδοντωτό τροχό με την βοόθεια τησ εντολόσ “Hole” και 

εν ςυνεχεύα παραθϋτουμε το τελικό μοντϋλο, ΢χ. 4.26: 

 

 

 
 

΢χόμα 4.26:  3–D μοντϋλο  τροχού 15 οδόντων με οπό 
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Ομούωσ καταςκευϊζονται και τα 3–D μοντϋλα των υπολούπων δοκιμύων και τα 

παραθϋτουμε ςτα παρακϊτω ΢χ. 4.27, 4.28, 4.29 & 4.30: 

 

 

 
 

΢χόμα 4.27:  3–D μοντϋλο  τροχού 18 οδόντων 

 

 
΢χόμα 4.28:  3–D μοντϋλο  τροχού 22 οδόντων 

 

 

 

 
΢χόμα 4.29:  3–D μοντϋλο  τροχού 28 οδόντων 

 

 

 
 

΢χόμα 4.30:  3–D μοντϋλο  τροχού 50 οδόντων 
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΢τον παρακϊτω Πύν. 4.1 παραθϋτουμε τα κυριότερα γεωμετρικϊ ςτοιχεύα και των πϋντε 

(5) οδοντωτών τροχών που δημιουργόςαμε: 

 

Α/Α Κωδικόσ z m (mm) b (mm) ao (o) ro (mm) rg (mm) rf (mm) rk (mm) 

1 15N 15 20 30 20 150 140.9539 125 170 

2 18N 18 20 30 20 180 169.1447 155 200 

3 22N 22 20 30 20 220 206.7324 195 240 

4 28N 28 20 30 20 280 263.1139 255 300 

5 50N 50 20 30 20 500 469.8463 475 520 

 

Πύνακασ 4.1:  Γεωμετρικϊ χαρακτηριςτικϊ όλων των οδοντωτών τροχών 

 

 

Εδώ εύναι ςημαντικό να αναφϋρουμε ότι πρϋπει να υπολογύςουμε και για τουσ 5 

τροχούσ που δημιουργόςαμε την κλύςη του ϊξονα του δοντιού που θα εφαρμόςουμε τη 

δύναμη από την κατακόρυφο. Αυτό γύνεται με τη βοόθεια τησ εντολόσ “Measure Angle” 

του Autodesk Inventor και οι κλύςεισ παρατύθενται ςτο παρακϊτω Πύν. 4.2: 

 

Α/Α Κωδικόσ Περιγραφό z 
Γωνύα κλύςησ του ϊξονα του 

δοντιού από την κατακόρυφο. 

1 15N Κανονικόσ τροχόσ με 15 οδόντεσ 15 12ο 

2 18N Κανονικόσ τροχόσ με 18 οδόντεσ 18 10ο 

3 22N Κανονικόσ τροχόσ με 22 οδόντεσ 22 8.182ο 

4 28N Κανονικόσ τροχόσ με 28 οδόντεσ 28 6.429ο 

5 50N Κανονικόσ τροχόσ με 50 οδόντεσ 50 3.6ο 

 

Πύνακασ 4.2:  Γωνύεσ κλύςεισ των αξόνων των τροχών από την κατακόρυφο 

 

 

Βόμα 3ο: Σϋλοσ, αποθηκεύουμε τα μοντϋλα των τροχών που δημιουργόςαμε ςε μορφό 

IGES (.igs) για να μπορϋςουμε να τα ειςϊγουμε ςτο περιβϊλλον του Ansys. 
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4.6.2  Προςδιοριςμόσ του HPSTC 

 
Σο επόμενο βόμα εύναι ο υπολογιςμόσ τησ θϋςησ του ςημεύου HPSTC 

(Costopoulos [1]). Θα εφαρμόςουμε την μεθοδολογύα που αναφϋρθηκε ςτην αντύςτοιχη 

ενότητα (βλ. 3.4) ςτον οδοντωτό τροχό των 15 οδόντων που ςυνεργϊζεται με τροχό 18 

οδόντων (δοκιμό 1), ενώ για τουσ υπόλοιπουσ τροχούσ η διαδικαςύα εύναι παρόμοια.  

 

Έτςι, το ςημεύο Β  ́ εύναι το HPSTC όπωσ φαύνεται ςτο ΢χ. 4.31 τησ επόμενησ 

ςελύδασ και προςδιορύζεται ωσ εξόσ: 

 

 
 

 
 

 

 

 
 = 

=  
 

 

και χρηςιμοποιώντασ το τρύγωνο O1Β΄C, η ακτύνα rΒ  ́μπορεύ να προςδιοριςτεύ από τη 

ςχϋςη: 

 
 

 

 
 

= 155.297mm 

 

 

 

Έτςι, το ςημεύο HPSTC του εν λόγω τροχού βρύςκεται ςε απόςταςη rB  ́= 155.297mm 

από το κϋντρο του. 
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΢χόμα 4.31:  Γεωμετρικόσ προςδιοριςμόσ του HPSTC ςε τροχό 15 οδόντων  

που ςυνεργϊζεται με τροχό 18 οδόντων 

 

 

 

 

 

αο = 20ο 

Κ 

Λ 
B 

C 
B΄ 

rΒ΄ = 155.297mm 

rg1 = 140.954mm 

rο1 = 150mm 

rk1 = 170mm 

O1 

rο2 = 180mm 

rg2 = 169.145mm 

rk2  = 200mm 

ΠΙΝΙΟΝ (15 ΟΔΟΝΤΕΣ) 

΢ΥΝΕΡΓΑΖΟΜΕΝΟ΢ (18 ΟΔΟΝΤΕΣ) 

ε tg 

αο = 20ο 

φ 

A 
Α΄ 

x 

y 

tg 
tg 
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Με παρόμοια διαδικαςύα υπολογύζουμε τισ ακτύνεσ rB  ́και των υπολούπων τροχών 

που χρηςιμοποιόςαμε ςτο πεύραμα τησ φωτοελαςτικότητασ και τισ παραθϋτουμε όλεσ 

ςτον παρακϊτω Πύν. 4.3: 

 

 

Πύνακασ 4.3: Θϋςεισ HPSTC  όλων των τροχών 

 

 

 

 

 

 

 

Α/Α 

Δοκιμόσ 
Σροχόσ 1 (Πινιόν) Σροχόσ 2 

Απόςταςη HPSTC από το 

κϋντρο του τροχού rB́  (mm) 

Κανονικού Σροχού 

1 15N 18N 155.297 

2 18N 15N 185.794 

3 15N 22N 154.672 

4 22N 15N 225.695 

5 15N 28N 153.983 

6 28N 15N 285.598 

7 15N 50N 152.629 

8 50N 15N 505.441 

9 18N 22N 184.600 

10 22N 18N 225.126 

11 18N 28N 183.929 

12 28N 18N 285.047 

13 18N 50N 182.604 

14 50N 18N 504.916 

15 22N 28N 223.880 

16 28N 22N 284.472 

17 22N 50N 222.581 

18 50N 22N 504.368 

19 28N 50N 282.559 

20 50N 28N 503.755 
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4.6.3  Πεπεραςμϋνα ΢τοιχεύα 

 
Έχοντασ υπολογύςει και την θϋςη του ςημεύου HPSTC για όλεσ τισ βαθμύδεσ, θα 

ςυνεχύςουμε με μελϋτη πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων που θα γύνει με το πρόγραμμα Ansys 

(Provatidis & Antoniadis [2]). Παρακϊτω, θα περιγρϊψουμε την διαδικαςύα για τον 

οδοντωτό τροχό των 15 οδόντων που ςυνεργϊζεται με τροχό 18 οδόντων (δοκιμό 1), 

ενώ για τουσ υπόλοιπουσ τροχούσ η διαδικαςύα εύναι παρόμοια. Έτςι ϋχουμε: 

 

Βόμα 1ο: Ειςϊγουμε το αρχεύο .igs του τροχού των 15 οδόντων ςτο περιβϊλλον του 

Ansys όπου και θα εργαςτούμε.  

 

 

Βόμα 2ο: Διαγρϊφουμε όγκουσ και επιφϊνειεσ ώςτε να μασ μεύνει μόνο το προφύλ του 

τροχού με γραμμϋσ και ςημεύα όπωσ φαύνεται ςτο παρακϊτω ΢χ. 4.32. 

 

 
 

΢χόμα 4.32:  Προφύλ τροχού 15 οδόντων 
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Βόμα 3ο: Θα εργαςτούμε μόνο με τον ϋνα οδόντα του τροχού οπότε διαγρϊφουμε τα 14 

δόντια του τροχού, αφόνοντασ μόνο αυτό (επϊνω αριςτερϊ) με το οπούο θα 

εργαςτούμε. ΢τη ςυνϋχεια, περιςτρϋφουμε τον ϊξονα Ζ ςύμφωνα με την γωνύα κλύςησ 

του Πύν. 4.2 για να “φϋρουμε” τον οδόντα ςε κατακόρυφη θϋςη, όπωσ φαύνεται ςτο 

παρακϊτω ΢χ. 4.33. 

 

 
΢χόμα 4.33:  Προφύλ ενόσ οδόντοσ του τροχού των 15 οδόντων 

 

 

Βόμα 4ο: Σο επόμενο, και τελευταύο, βόμα ςτον ςχεδιαςμό του οδόντοσ εύναι η 

καταςκευό επιφϊνειασ από το προφύλ του οδόντοσ που ϋχουμε καταςκευϊςει. Σο 

αποτϋλεςμα του βόματοσ αυτού παρατύθεται ςτο παρακϊτω ΢χ. 4.34 και 

ολοκληρώνεται ϋτςι ο ςχεδιαςμόσ του μοντϋλου του οδόντοσ. 

 

 

HPSTC 
rB΄ = 155.297 mm 
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΢χόμα 4.34:  Επιφϊνεια οδόντοσ του τροχού των 15 οδόντων 

 

 

 

Βόμα 5ο: Έπειτα, καθορύζουμε τισ ιδιότητεσ του υλικού από το οπούο θα αποτελεύται ο 

τροχόσ. ΢την προκειμϋνη περύπτωςη, το υλικό που θα χρηςιμοποιόςουμε θα εύναι αυτό 

με το οπούο εύναι καταςκευαςμϋνα τα δοκύμια του πειρϊματοσ τησ φωτοελαςτικότητασ. 

Δηλαδό, πολυκαρβονικό πλαςτικό υλικό PSM – 1 τησ εταιρεύασ Measurements Group, Inc., 

Photolastic Division, με μηχανικϋσ ιδιότητεσ: 

 

 Μϋτρο ελαςτικότητασ: E  = 3.5GPa 
 

 Λόγοσ Poisson:  ν = 0.38 
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Βόμα 6ο: Έχοντασ “φϋρει ” πλϋον τον οδόντα ςε μορφό που πληςιϊζει ςε αυτό των 

δοκιμύων του πειρϊματοσ τησ φωτοελαςτικότητασ επιλϋγουμε το εύδοσ τησ ανϊλυςησ 

που εύναι ςτατικό. ΢τη ςυνϋχεια κϊνουμε εκλογό των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων που θα 

χρηςιμοποιόςουμε που δεν εύναι ϊλλα από τα 8–node–183 (PLANE183) τα οπούα εύναι 

διςδιϊςτατα με 8 ό 6 κόμβουσ με δύο βαθμούσ ελευθερύασ όπωσ φαύνεται ςτο 

παρακϊτω ΢χ. 4.35. Σα ςτοιχεύα αυτϊ ϋχουν πλαςτικϋσ, ελαςτικϋσ, υπερελαςτικϋσ, 

παραμορφωςιακϋσ, ταςικϋσ και ενιςχυτικϋσ ιδιότητεσ και εύναι κατϊλληλα για επύπεδη 

εντατικό κατϊςταςη την οπούα και θα χρηςιμοποιόςουμε, με πϊχοσ ύςο με το πλϊτοσ 

των δοκιμύων του πειρϊματοσ τησ φωτοελαςτικότητασ b = 9.25 mm. 

 

 
 

΢χόμα 4.35:  Γεωμετρύα πεπεραςμϋνου ςτοιχεύου 8–node–183 

 

 

 

Βόμα 7ο: ΢τη ςυνϋχεια, δημιουργούμε αυτόματο πλϋγμα πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων ςτο 

οπούο αφόνουμε το πρόγραμμα να επιλϋξει τη θϋςη και το μϋγεθοσ των ςτοιχεύων, ενώ 

ςτην επικύνδυνη διατομό που δεν εύναι ϊλλη από την ρύζα του δοντιού κϊνουμε βελτύωςη 

του πλϋγματοσ για να μπορϋςουμε μετϊ την επύλυςη του μοντϋλου να λϊβουμε 

ακριβϋςτερα αποτελϋςματα. Σο πλϋγμα που καταςκευϊςτηκε παρατύθεται ςτο ΢χ. 4.36 

τησ επομϋνησ ςελύδασ.  
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΢χόμα 4.36:  Πλϋγμα πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων οδόντοσ του τροχού των 15 οδόντων 

 

 

 

Βόμα 8ο: ΢το επόμενο βόμα, επιλϋγουμε και ειςϊγουμε ςτόριξη ςτη βϊςη του δοκιμύου 

ενώ παρϊλληλα εφαρμόζουμε ολικό δύναμη P κατϊ την τροχιϊ επαφών τησ καθϋτου 

τομόσ του τροχού ςτο ςημεύο HPSTC που ιςούται με: 

 

 (4.8) 

όπου: 

 Pu  η οριζόντια ςυνιςτώςα του καθϋτου φορτύου επύ του οδόντοσ ςτο 

HPSTC (κϊθετη προσ τον ϊξονα ςυμμετρύασ του οδόντοσ) ςε N που ςτην 

ςυγκεκριμϋνη δοκιμό (δοκιμό 1) ιςούται με: Pu = 55 lbs  = 244.652 N. 

 α  ́  η γωνύα εφαρμογόσ δύναμησ από τον οριζόντιο ϊξονα η οπούα 

υπολογύζεται και παρατύθεται ςτον παρακϊτω Πύν.  4.4. 
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Με αντικατϊςταςη ϋχουμε για την δοκιμό 1: P = 260.353 N ενώ ςτον παρακϊτω Πύν. 4.4  

παραθϋτουμε τα P και τον υπολούπων τροχών: 

 

 

Πύνακασ 4.4: Δυνϊμεισ  επύ του HPSTC  των δοκιμών 

 

 

 

Βόμα 9ο: Σϋλοσ, κϊνουμε επύλυςη τησ ανϊλυςησ και απεικονύζουμε γραφικϊ τισ 

ιςοδύναμεσ τϊςεισ κατϊ Von Mises, ΢χ. 4.37. Όπωσ όταν αναμενόμενο, η μϋγιςτη τϊςη, 

που ιςούται με 4.592 MPa εμφανύςτηκε ςτον “πόδα” του δοντιού ενώ οι διϊφοροι 

χρωματιςμού μασ βοηθούν να κατανοόςουμε την κατανομό των τϊςεων ςε όλο το δόντι. 

Α/Α 

Δοκιμόσ 

Σροχόσ 1 

(Πινιόν) 

Σροχόσ 2 

(΢υνεργαζ.) 

Γωνύα εφαρμογόσ 

του φορτύου από τον 

οριζόντιο ϊξονα α  ́(ο) 

Οριζόντια 

ςυνιςτώςα 

ςτο HPSTC Pu (N) 

Ολικό φορτύο 

(κϊθετο ςτο οδόντα) 

ςτο HPSTC P (N) 

Κανονικού Σροχού 

1 15N 18N 19.610 244.652 259.716 

2 18N 15N 20.116 171.257 182.382 

3 15N 22N 19.091 166.808 176.517 

4 22N 15N 20.116 182.377 194.225 

5 15N 28N 18.377 169.032 178.116 

6 28N 15N 20.116 193.498 206.068 

7 15N 50N 16.863 173.481 181.275 

8 50N 15N 20.116 209.066 222.648 

9 18N 22N 19.265 177.929 188.484 

10 22N 18N 19.780 184.601 196.176 

11 18N 28N 18.558 182.377 192.381 

12 28N 18N 19.780 193.498 205.63 

13 18N 50N 17.446 186.825 195.834 

14 50N 18N 19.948 209.066 222.411 

15 22N 28N 20.933 189.049 202.408 

16 28N 22N 19.438 200.17 212.269 

17 22N 50N 17.824 200.17 210.263 

18 50N 22N 19.780 215.739 229.265 

19 28N 50N 18.377 209.066 220.302 

20 50N 28N 19.438 220.187 233.496 
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Με παρόμοια διαδικαςύα υπολογύζουμε τισ μϋγιςτεσ τϊςεισ και των υπολούπων τροχών 

που χρηςιμοποιόςαμε ςτο πεύραμα τησ φωτοελαςτικότητασ και τισ παραθϋτουμε όλεσ 

ςτον Πύν. 4.5 αμϋςωσ παρακϊτω: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πύνακασ 4.5: Θεωρητικϋσ μϋγιςτεσ τϊςεισ των δοκιμών 

 

 

Α/Α Δοκιμόσ Ολικό Υορτύο P (N) Μϋγιςτη Σϊςη ςmax (MPa) 

Κανονικού Σροχού 

1 259.716 4.592 

2 182.382 3.034 

3 176.517 3.076 

4 194.225 3.101 

5 178.116 2.942 

6 206.068 3.16 

7 181.275 2.98 

8 222.648 3.186 

9 188.484 3.092 

10 196.176 3.047 

11 192.381 3.066 

12 205.63 3.108 

13 195.834 2.989 

14 222.411 3.156 

15 202.408 3.012 

16 212.269 3.167 

17 210.263 3.036 

18 229.265 3.201 

19 220.302 3.09 

20 233.496 3.209 
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΢χόμα 4.37:  Δοκιμό 1 – 15/18 – Πινιόν  – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

 

Σα διαγρϊμματα των τϊςεων και των υπολούπων δοκιμών παρατύθενται ςτα ΢χ. 4.38 ϋωσ 

4.56 για λόγουσ πληρότητασ: 

 

 

 

 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 18 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.38:  Δοκιμό 2 – 15/18 – ΢υνεργαζόμενοσ  – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 18 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 



205 

 

 
 

΢χόμα 4.39:  Δοκιμό 3 – 15/22 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.40:  Δοκιμό 4 – 15/22 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 4.41:  Δοκιμό 5 – 15/28 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.42:  Δοκιμό 6 – 15/28 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 4.43:  Δοκιμό 7 – 15/50 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.44:  Δοκιμό 8 – 15/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 15 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 4.45:  Δοκιμό 9 – 18/22 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.46:  Δοκιμό 10 – 18/22 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 22 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 4.47:  Δοκιμό 11 – 18/28 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.48:  Δοκιμό 12 – 18/28 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 4.49:  Δοκιμό 13 – 18/50 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

 

 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.50:  Δοκιμό 14 – 18/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 18 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 4.51:  Δοκιμό 15 – 22/28 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.52:  Δοκιμό 16 – 22/28 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 28 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 



219 

 

 
 

΢χόμα 4.53:  Δοκιμό 17 – 22/50 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.54:  Δοκιμό 18 – 22/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 22 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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΢χόμα 4.55:  Δοκιμό 19 – 28/50 – Πινιόν – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 28 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
Πινιόν 
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΢χόμα 4.56:  Δοκιμό 20 – 22/50 – ΢υνεργαζόμενοσ – Διϊγραμμα Σϊςεων 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βαθμύδα Κανονικών Σροχών 
m = 20 mm , b = 9.25 mm 

z1 = 28 , z2 = 50 
Ε = 3.5 GPa , v = 0.38 

 
΢υνεργαζόμενοσ 
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4.7  Παρατηρόςεισ 

 

 ΢την παρούςα εργαςύα προτιμόςαμε να χρηςιμοποιόςουμε ανϊλυςη επύπεδησ 

εντατικόσ κατϊςταςησ ςτην οπούα δημιουργόςαμε το διςδιϊςτατο μοντϋλο, 

θϋςαμε το πϊχοσ του οδόντοσ ωσ παρϊμετρο και καταςκευϊςαμε πλϋγμα 

πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων ςτο 2–D μοντϋλο. Ένασ ϊλλοσ τρόποσ ανϊλυςησ θα όταν 

η δημιουργύα πλϋγματοσ απευθεύασ ςτο τριςδιϊςτατο μοντϋλο που εύχαμε 

καταςκευϊςει από το πρόγραμμα CAD. Επιλϋχθηκε όμωσ ο πρώτοσ τρόποσ για δύο 

βαςικούσ λόγουσ: 
 

1. Οι τροχού ςτουσ οπούουσ πραγματοποιόθηκε η ανϊλυςη εύναι κανονικού 

ευθεύασ οδοντώςεωσ οπότε το διςδιϊςτατο προφύλ επαναλαμβϊνεται 

πανομοιότυπο καθ’ όλο το πϊχοσ του οδόντοσ ενώ και η φόρτιςη που 

δϋχεται εύναι ομοιόμορφη. 
 

2. Η διςδιϊςτατη ανϊλυςη με επιλογό του πϊχουσ ωσ παρϊμετρο δύνει 

αποτελϋςματα με πολύ μικρό απόκλιςη από την τριςδιϊςτατη ανϊλυςη 

ϋχοντασ όμωσ πολύ μικρότερεσ απαιτόςεισ ςε μνόμη του Η/Τ καθώσ και 

ςτον χρόνο ολοκλόρωςησ μιασ ανϊλυςησ. 

 

 Επύςησ, ςτη ςυγκεκριμϋνη ανϊλυςη χρηςιμοποιόςαμε τα οκτακομβικϊ ό 

εξακομβικϊ πεπεραςμϋνα ςτοιχεύα 8–node–183 (PLANE183) με δύο βαθμούσ 

ελευθερύασ. Παρόλα αυτϊ, θα μπορούςαμε να χρηςιμοποιόςουμε τα 

τετρακομβικϊ ςτοιχεύα 4–node–182 (PLANE182) ό τα οκτακομβικϊ ςτοιχεύα 8–

node–82 (PLANE82) τα οπούα βρύςκονται ςτην βιβλιοθόκη του προγρϊμματοσ 

των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. Η ςυγκεκριμϋνη επιλογό ϋγινε ύςτερα από 

ςύγκριςη και ανϊλυςη όλων των ιδιοτότων των παραπϊνω πεπεραςμϋνων 

ςτοιχεύων και λαμβϊνοντασ υπόψη την γεωμετρύα των οδόντων και τισ 

διευθύνςεισ των τϊςεων που παρουςιϊζονται μετϊ την φόρτιςό τουσ. 

 

 Οι μετρούμενεσ τϊςεισ από την ανϊλυςη των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων θα 

παρατεθούν ςε ςύγκριςη, με την καταςκευό και των αντιςτούχων διαγραμμϊτων,  

με τισ αντύςτοιχεσ τϊςεισ που ελόφθηςαν από το πεύραμα τησ μεθόδου τησ 

φωτοελαςτικότητασ. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ ΢ύγκριςη  Αποτελεςμϊτων 

΢υμπερϊςματα 5 
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5.1  Αδιαςτατοπούηςη των Σϊςεων 

 

Πριν, ςυγκεντρώςουμε τισ πειραματικϋσ και τισ θεωρητικϋσ μϋγιςτεσ τϊςεισ που 

υπολογύςαμε ςτα κεφϊλαια 3 και 4 αντύςτοιχα, θα ειςϊγουμε την ϋννοια τησ αδιϊςτατησ 

τϊςησ (Spitas [2]). Προκειμϋνου να ςυγκριθούν οι τϊςεισ του Πύν. 3.3, που μετρόθηκαν 

πειραματικϊ με τη Μϋθοδο τησ Υωτοελαςτικότητασ, με τισ αντύςτοιχεσ τιμϋσ που 

υπολογύςτηκαν με την Μϋθοδο των Πεπεραςμϋνων ΢τοιχεύων (FEM) του Πύν. 4.4 θα 

πρϋπει να αναχθούν ςε αδιϊςτατεσ ςύμφωνα με τον τύπο που προτεύνεται από τουσ 

Rogers και Townsend (Townsend [4]): 

 

 (5.1) 

όπου: 

 ςu  η αδιϊςτατη τϊςη,  

 ς  η πραγματικό τϊςη (MPa), 

 b  το πλϊτοσ του οδόντα (m), 

 m  το module τησ οδόντωςησ (m). 

 P  το κϊθετο φορτύο επύ του οδόντοσ ςτο HPSTC (N), 

 Pu  η οριζόντια ςυνιςτώςα του προηγούμενου φορτύου (κϊθετη προσ τον 

ϊξονα ςυμμετρύασ του οδόντοσ) (N)  

 α’  η γωνύα ϊςκηςησ του φορτύου ωσ προσ την οριζόντιο (o) 

 

 

Σο πλεονϋκτημα που προςφϋρει η θεώρηςη αυτό εύναι ότι ςε όλουσ τουσ τροχούσ 

τόςο το module (m) όςο και το πλϊτοσ (b) εύναι ύςα με 1 ενώ παρϊλληλα θεωρεύται 

μοναδιαύα φόρτιςη (P = 1) ςτο ςημεύο HPSTC. Έτςι, ϋχοντασ υπολογύςει για 

ςυγκεκριμϋνο πλϊτοσ, module και φόρτιςη οδόντοσ μιασ ςυγκεκριμϋνησ βαθμύδασ την 

αδιϊςτατη τιμό τησ μεγύςτησ τϊςησ από την (5.1) ,εύμαςτε ςε θϋςη να υπολογύςουμε για 

την ύδια βαθμύδα την πραγματικό τϊςη για οποιαδόποτε τιμό από τα 3 αυτϊ μεταβλητϊ 

μεγϋθη βοηθώντασ μασ ϋτςι να γλιτώςουμε πολύ χρόνο, καθώσ και να εξϊγουμε χρόςιμα 

ςυμπερϊςματα για τη ςυγκεκριμϋνη βαθμύδα. 
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5.2  ΢υγκϋντρωςη – ΢ύγκριςη Αποτελεςμϊτων 

 

Από τουσ Πύν. 3.3 & 4.4 του πειρϊματοσ τησ φωτοελαςτικότητασ και τησ μεθόδου 

των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων αντύςτοιχα, λαμβϊνουμε τισ μϋγιςτεσ τϊςεισ όλων των 

δοκιμών που πραγματοποιόθηκαν και ςυμπληρώνουμε τον παρακϊτω Πύν. 5.1: 

 

 

Πύνακασ 5.1:  Πειραματικϋσ και Θεωρητικϋσ μϋγιςτεσ τϊςεισ των δοκιμών 

 
 
 
 

Α/Α 

Δοκιμόσ 

Module  

m (m) 

Πλϊτοσ 

b (m) 

Ολικό φορτύο ςτο 

HPSTC P (N) 

Πειραματικό μϋγιςτη 

τϊςη ςπ ( MPa) 

Θεωρητικό μϋγιςτη 

τϊςη ςθ (MPa) 

Κανονικού Σροχού 

1 0.020 0.00925 259.716 4.572 4.592 

2 0.020 0.00925 182.382 3.048 3.034 

3 0.020 0.00925 176.517 3.048 3.076 

4 0.020 0.00925 194.225 3.048 3.101 

5 0.020 0.00925 178.116 3.048 2.942 

6 0.020 0.00925 206.068 3.048 3.16 

7 0.020 0.00925 181.275 3.048 2.98 

8 0.020 0.00925 222.648 3.048 3.186 

9 0.020 0.00925 188.484 3.048 3.092 

10 0.020 0.00925 196.176 3.048 3.047 

11 0.020 0.00925 192.381 3.048 3.066 

12 0.020 0.00925 205.63 3.048 3.108 

13 0.020 0.00925 195.834 3.048 2.989 

14 0.020 0.00925 222.411 3.048 3.156 

15 0.020 0.00925 202.408 3.048 3.012 

16 0.020 0.00925 212.269 3.048 3.167 

17 0.020 0.00925 210.263 3.048 3.036 

18 0.020 0.00925 229.265 3.048 3.201 

19 0.020 0.00925 220.302 3.048 3.09 

20 0.020 0.00925 233.496 3.048 3.209 
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΢τη ςυνϋχεια, με την βοόθεια τησ 5.1 θα ανϊγουμε τισ μϋγιςτεσ τϊςεισ του 

παραπϊνω πύνακα ςε αδιϊςτατεσ και ςτη ςυνϋχεια ςυμπληρώνουμε τον παρακϊτω Πύν. 

5.2 και καταγρϊφουμε τισ αποκλύςεισ των τιμών: 

 

 

Πύνακασ 5.2:  Πειραματικϋσ και Θεωρητικϋσ μϋγιςτεσ αδιϊςτατεσ τϊςεισ των δοκιμών 

 

 
Αμϋςωσ παρακϊτω, ΢χ. 5.1 ϋωσ 5.5, παραθϋτουμε διαγρϊμματα ςύγκριςησ τησ 

πειραματικϊ και θεωρητικϊ μετρηθεύςασ αδιϊςτατησ τϊςησ για κϊθε πινιόν ξεχωριςτϊ, 

ενώ ςτα ΢χ. 5.6 & 5.7 παραθϋτουμε ςυγκεντρωτικϊ διαγρϊμματα των αποκλύςεων και 

των τϊςεων για όλεσ τισ δοκιμϋσ που πραγματοποιόθηκαν. 

Α/Α 

Δοκιμόσ 
Σροχόσ 1 Σροχόσ 2 

Πειραματικό 

μϋγιςτη  

αδιϊςτατη τϊςη  

ςuπ ( MPa) 

Θεωρητικό 

μϋγιςτη 

αδιϊςτατη τϊςη  

ςuθ (MPa) 

Απόκλιςη 

(%) 

Κανονικού Σροχού 

1 15N 18N 3.257 3.271 -0.4 % 
2 18N 15N 3.092 3.078 0.5 % 
3 15N 22N 3.194 3.224 -0.9 % 
4 22N 15N 2.903 2.954 -1.7 % 
5 15N 28N 3.166 3.056 3.6 % 
6 28N 15N 2.736 2.837 -3.5 % 
7 15N 50N 3.111 3.041 2.3 % 
8 50N 15N 2.533 2.647 -4.3 % 
9 18N 22N 2.992 3.035 -1.4 % 

10 22N 18N 2.874 2.873 0.0 % 
11 18N 28N 2.931 2.948 -0.6 % 
12 28N 18N 2.742 2.796 -1.9 % 
13 18N 50N 2.879 2.824 2.0 % 
14 50N 18N 2.535 2.625 -3.4 % 
15 22N 28N 2.786 2.753 1.2 % 
16 28N 22N 2.656 2.760 -3.8 %  
17 22N 50N 2.682 2.671 0.4 % 
18 50N 22N 2.460 2.583 -4.8 % 
19 28N 50N 2.560 2.595 -1.4 % 
20 50N 28N 2.415 2.543 -5.0 % 
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΢χόμα 5.1:  ΢ύγκριςη πειραματικϊ και θεωρητικϊ μετρηθεύςασ αδιϊςτατησ τϊςησ  
για κανονικούσ τροχούσ με z1 = 15 

 
 
 

 
 

΢χόμα 5.2:  ΢ύγκριςη πειραματικϊ και θεωρητικϊ μετρειθόςασ αδιϊςτατησ τϊςησ  
για κανονικούσ τροχούσ με z1 = 18 

3,257

3,194
3,166

3,111

3,271

3,224

3,056 3,041

2,500

2,600

2,700

2,800

2,900

3,000

3,100

3,200

3,300

15 - 18 Π 15 - 22 Π 15 - 28 Π 15 - 50 Π

Πειραματική αδιάστατη τάση Θεωρητική αδιάστατη τάση

3,092

2,992

2,931

2,879

3,078
3,035

2,948

2,824

2,400

2,500

2,600

2,700

2,800

2,900

3,000

3,100

3,200

15 - 18 ΢ 18 - 22 Π 18 - 28 Π 18 - 50 Π

Πειραματική αδιάστατη τάση Θεωρητική αδιάστατη τάση
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΢χόμα 5.3:  ΢ύγκριςη πειραματικϊ και θεωρητικϊ μετρειθόςασ αδιϊςτατησ τϊςησ  
για κανονικούσ τροχούσ με z1 = 22 

 
 
 

 
 

΢χόμα 5.4:  ΢ύγκριςη πειραματικϊ και θεωρητικϊ μετρειθόςασ αδιϊςτατησ τϊςησ  
για κανονικούσ τροχούσ με z1 = 28 

2,903
2,874

2,786

2,682

2,954

2,873

2,753

2,671

2,200

2,300

2,400

2,500

2,600

2,700

2,800

2,900

3,000

15 - 22 ΢ 18 - 22 ΢ 22 - 28 Π 22 - 50 Π

Πειραματική αδιάστατη τάση Θεωρητική αδιάστατη τάση

2,736 2,742

2,656

2,560

2,837
2,796

2,760

2,595

2,100

2,200

2,300

2,400

2,500

2,600

2,700

2,800

2,900

15 - 28 ΢ 18 - 28 ΢ 22 - 28 ΢ 28 - 50 Π

Πειραματική αδιάστατη τάση Θεωρητική αδιάστατη τάση
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΢χόμα 5.5:  ΢ύγκριςη πειραματικϊ και θεωρητικϊ μετρειθόςασ αδιϊςτατησ τϊςησ  
για κανονικούσ τροχούσ με z1 = 50 

 
 
 

 
 

΢χόμα 5.6:  Απόκλιςη θεωρητικόσ και πειραματικόσ αδιϊςτατησ τϊςησ  
ςτον πόδα του οδόντοσ τροχού με z1 = 15, 18, 22, 28, 50 

2,533 2,535

2,460
2,415

2,647
2,625

2,583
2,543

1,900

2,000

2,100

2,200

2,300

2,400

2,500

2,600

2,700

15 - 50 ΢ 18 - 50 ΢ 22 - 50 ΢ 28 - 50 ΢

Πειραματική αδιάστατη τάση Θεωρητική αδιάστατη τάση

-0,4

0,5

-0,9

-1,7

3,6

-3,5

2,3

-4,3

-1,4

0,0

-0,6

-1,9

2,0

-3,4

1,2

-3,8

0,4

-4,8

-1,4

-5,0-5,5

-4,5

-3,5

-2,5

-1,5

-0,5

0,5

1,5

2,5

3,5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

15 18 22 28 50 
18 22 28 50 15 22 28 50 15 18 28 50 15 18 22 50 15 18 22 28 
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΢χόμα 5.7:  ΢ύγκριςη θεωρητικόσ και πειραματικόσ αδιϊςτατησ τϊςησ  
ςτον πόδα του οδόντοσ τροχού με z1 = 15, 18, 22, 28, 50 

 
 

Κατ’ αρχόν, όςων αφορϊ την ςύγκριςη των τιμών τησ πειραματικόσ και 

θεωρητικόσ μεγύςτησ αδιϊςτατησ τϊςησ, παρατηρούμε ότι οι διαφορϋσ κυμαύνονται από 

-5.0 % ϋωσ 3.6 % με τισ αποκλύςεισ να αυξϊνονται όςο αυξϊνει ο αριθμόσ των οδόντων.   

 
 Ακόμη, μπορούμε να παρατηρόςουμε ότι όςο αυξϊνει ο αριθμόσ των οδόντων, 

τόςο ελαττώνεται η τιμό τησ μεγύςτησ τϊςεωσ. Για παρϊδειγμα, ςτην βαθμύδα των 15 – 

50 οδόντων η μεν αδιϊςτατη τϊςη του πινιόν ιςούται με: ≃ 3.1, ενώ η δε αδιϊςτατη 

τϊςη του ςυνεργαζομϋνου τροχού ιςούται με: ≃ 2.6. Αυτό το παρατηρούμε ςε όλεσ τισ 

βαθμύδεσ με την διαφορϊ να μειώνεται όςο ο αριθμόσ z2/z1 → 1, ενώ αντύθετα η διαφορϊ 

αυξϊνει όςο ο αριθμόσ z2/z1 >> 1. 

 
 
 

2,400

2,500

2,600

2,700

2,800

2,900

3,000

3,100

3,200

3,300

12 17 22 27 32 37 42 47 52

Πειραματική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 15)
Θεωρητική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 15)
Πειραματική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 18)
Θεωρητική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 18)
Πειραματική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 22)
Θεωρητική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 22)
Πειραματική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 28)
Θεωρητική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 28)
Πειραματική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 50)
Θεωρητική 
αδιάστατη τάση 
(z1 = 50)
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5.3  Έλεγχοσ Αντοχόσ Μετωπικών Οδοντωτών Σροχών 

 

Ο υπολογιςμόσ τησ μϋγιςτησ τϊςησ ςτην επικύνδυνη διατομό ςτον πόδα των 

οδόντων γύνεται προκειμϋνου να ςυγκριθεύ με τη μϋγιςτη επιτρεπόμενη τϊςη ςεπ η 

οπούα εξαρτϊται από το υλικό του τροχού, από την περιφερειακό ταχύτητα ςτο ςημεύο 

κυλύςεωσ και από τον τρόπο εργαςύασ του τροχού για να ελεγθεύ αν ο τροχόσ αντϋχει 

ςτη φόρτιςη ό όχι (Costopoulos [1]). ΢υγκεκριμϋνα πρϋπει να ιςχύει ο τύποσ: 

 

 (5.2) 

όπου: 

 ςmax  η μϋγιςτη τϊςη ςτον πόδα του οδόντοσ (MPa) 

 ςεπ  η μϋγιςτη επιτρεπόμενη τϊςη ςτην επικύνδυνη διατομό (MPa) η 

οπούα υπολογύζεται ωσ εξόσ: 

 

- για περιφερειακό ταχύτητα του τροχού ςτον κύκλο κυλύςεωσ 

μικρότερη ό ύςη των 5 m/sec εύναι: 

 

 (5.3) 

 

- για περιφερειακό ταχύτητα του τροχού ςτο κύκλο κυλύςεωσ 

μεγαλύτερη των 5 m/sec και για φορϊ περιςτροφόσ του πινιόν 

πϊντοτε την ύδια εύναι: 

 

 (5.4) 

όπου: 

 ςΒ  η αντοχό του υλικού ςε εφελκυςμό (Kp/mm2) 

 ςbw  η αντοχό του υλικού ςε εναλλαςςόμενη τϊςη 

(Kp/mm2) 

 

όπωσ αυτϋσ δύδονται ςτον Πύν. (5.3) των υλικών τησ επομϋνησ 

ςελύδασ: 
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Πύνακασ 5.3:  Αντοχϋσ υλικών χϊλυβα – χυτοςύδηρου 
 
 

Η παραπϊνω μϋθοδοσ υπολογιςμού τησ επιτρεπόμενησ τϊςησ ςεπ βαςύζεται ςε 

απλοποιημϋνη θεωρύα. Πλόρησ υπολογιςμόσ του ςεπ απαιτεύ γνώςη τησ ακριβόσ θϋςησ 

τησ επικύνδυνησ διατομόσ. Δύο μϋθοδοι που ϋχουν αναφερθεύ ςε προηγούμενεσ ενότητεσ  

εύναι η μϋθοδοσ τησ εγγεγραμμϋνησ παραβολόσ του Lewis και η μϋθοδοσ τησ 

εφαπτομϋνησ των 30ο αντύςτοιχα (βλ. 2.9.1 & 2.9.2). Παρακϊτω, παρατύθεται ο 

λεπτομερϋςτεροσ υπολογιςμόσ τησ ςεπ κατϊ το πρότυπο AGMA. 
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5.3.1  Έλεγχοσ Κατϊ Σο Πρότυπο AGMA 

 

 ΢ε προηγούμενη ενότητα (βλ. 2.9.1) εύχε υπολογιςτεύ η μϋγιςτη τϊςη που 

αναπτύςςεται ςτον πόδα ενόσ οδόντοσ μετωπικού οδοντωτού τροχού ευθεύασ 

οδόντωςησ. Ο ϋλεγχοσ του τροχού ςε αντοχό γύνεται από τον παρακϊτω τύπο 

(Costopoulos [1] , AGMA [3]): 

 

 (5.5) 

όπου: 

 ςmax  η μϋγιςτη τϊςη ςτον πόδα του οδόντοσ (MPa) 

 ςεπ  η μϋγιςτη επιτρεπόμενη τϊςη ςτην επικύνδυνη διατομό (MPa) 

 KR  ο ςυντελεςτόσ αςφαλεύασ που υπολογύζεται από τουσ παρακϊτω Πύν. 

(5.4) & (5.5) για κόπωςη και διαρροό αντύςτοιχα: 

 

 
 

Πύνακασ 5.4:  ΢υντελεςτόσ αςφαλεύασ KR ςε κόπωςη 

 

 

 
 

Πύνακασ 5.5:  ΢υντελεςτόσ αςφαλεύασ KR ςε διαρροό 

 

 

 KT  ο ςυντελεςτόσ θερμοκραςύασ ο οπούοσ λαμβϊνεται ωσ εξόσ: 

o Για θερμοκραςύα Σ < 70 ΟC    KT = 1.0 

o Για θερμοκραςύα 70 ΟC  < Σ < 150 ΟC    KT = 492 + (9 ∙ T / 5) / 620 
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 Sat  η επιτρεπόμενη τϊςη του υλικού (MPa) που λαμβϊνεται από τον 

παρακϊτω Πύν. (5.6): 

 

 
 

Πύνακασ 5.6:  Επιτρεπόμενεσ τϊςεισ υλικών 
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 KL  ο ςυντελεςτόσ διαρκεύασ ζωόσ που υπολογύζεται από τον παρακϊτω 

Πύν. (5.7): 

 

 
 

Πύνακασ 5.7:  ΢υντελεςτόσ διϊρκειασ ζωόσ KL 

 

 
 
 
5.4  Παρατηρόςεισ 

 

Εκτόσ από την αςτοχύα ςε αντοχό ςτην επικύνδυνη διατομό, ϋχει παρατηρηθεύ ότι 

λόγω κοπώςεωσ του υλικού εκ των υψηλών πιϋςεων ςτην περιοχό του κύκλου κυλύςεωσ 

των τροχών (ολόκληρο το φορτύο μεταφϋρεται μόνο από ϋναν οδόντα του πινιόν), 

δημιουργούνται ρωγμϋσ ςτην επιφϊνεια του οδόντοσ ςτισ οπούεσ ειςϋρχεται εύκολα ϋνα 

λεπτόρρευςτο λιπαντικό που βρύςκεται υπό υψηλό πύεςη. Με την πϊροδο του χρόνου 

αυτϋσ οι ρωγμϋσ διευρύνονται και δημιουργούνται εκκοιλϊνςεισ ό εξελκώςεισ (pitting). 

Έτςι, εύναι ςημαντικό να γύνεται πϊντοτε ϋλεγχοσ των οδοντωτών τροχών ςε πύεςη 

επιφανεύασ (Costopoulos [1]).  

 
 ΢την πρϊξη, ςπϊνια θα μασ δύνεται η τιμό τησ φόρτιςησ του οδόντοσ ϋτςι ώςτε να 

υπολογύςουμε τη μϋγιςτη τϊςη που αναπτύςςεται ςτην επικύνδυνη διατομό ποδόσ εύτε 

με τη μϋθοδο τησ φωτοελαςτικότητασ εύτε με τη μϋθοδο των πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων. 

Αντύθετα, θα μασ δύνονται ςτοιχεύα όπωσ: ςτροφϋσ ατρϊκτου, ςχϋςεισ μεταδόςεωσ των 

βαθμύδων, ωφϋλιμεσ ιςχεύσ των εξόδων, κτλ. και θα πρϋπει μϋςω αναλυτικού 

υπολογιςμού τησ ροόσ ιςχύοσ και εξιςώςεων ιςορροπύασ να υπολογύςουμε τισ δυνϊμεισ 

φόρτιςησ των τροχών και ϋπειτα να χρηςιμοποιόςουμε τισ παραπϊνω μεθόδουσ 

(Costopoulos [1]). 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 

Παραρτόματα 6 
 

 

 

 

 

 

 

 

Περιεχόμενα: 

6.1    Παρϊρτημα Α: Κώδικεσ MathCAD  

6.2    Παρϊρτημα Β: Μετατροπϋσ Μονϊδων 

6.3    Παρϊρτημα Γ: Φρηςιμοποιηθϋν Λογιςμικό 
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6.1  Παρϊρτημα Α: Κώδικεσ MathCAD 

 

 

 

 

 

 

ΓΔΩΜΔΣΡΗΚΑ ΥΑΡΑΚΣΖΡΗ΢ΣΗΚΑ ΟΛΩΝ ΣΩΝ ΣΡΟΥΩΝ 

ΚΟΗΝΑ ΥΑΡΑΚΣΖΡΗ΢ΣΗΚΑ 

  

ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ 

    

    

    

    

ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ 

    

    

    

    

ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ 

  

  

  

  

ao 20deg m 20

do15 300 ro15
do15

2
150 do18 360 ro18

do18

2
180

dg15 281.9078 rg15
dg15

2
140.9539 dg18 338.2893 rg18

dg18

2
169.1447

df15 250 rf15
df15

2
125 df18 310 rf18

df18

2
155

dk15 340 rk15
dk15

2
170 dk18 400 rk18

dk18

2
200

do22 440 ro22
do22

2
220 do28 560 ro28

do28

2
280

dg22 413.4648 rg22
dg22

2
206.7324 dg28 526.2279 rg28

dg28

2
263.1139

df22 390 rf22
df22

2
195 df28 510 rf28

df28

2
255

dk22 480 rk22
dk22

2
240 dk28 600 rk28

dk28

2
300

do50 1000 ro50
do50

2
500

dg50 939.6926 rg50
dg50

2
469.8463

df50 950 rf50
df50

2
475

dk50 1040 rk50
dk50

2
520
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ΠΡΟ΢ΓΗΟΡΗ΢ΜΟ΢ ΣΖ΢ ΘΔ΢Ζ΢ ΣΟΤ HPSTC 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 1 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 18 (ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 2 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 18 (ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 3 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 22 (ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 4 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 22 (ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

AB1518 ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro15 ro18( ) sin ao( )

AC1518 ro18 m( )
2

ro18
2

cos ao( )
2

ro18 sin ao( ) 45.161

tg m cos ao( ) 59.043

CBB1518 tg AC1518 13.882

RBB1518 ro15
2

CBB1518
2

2 ro15 CBB1518 cos ao 90deg( ) 155.29674

AB1815 ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro18 ro15( ) sin ao( )

AC1815 ro15 m( )
2

ro15
2

cos ao( )
2

ro15 sin ao( ) 43.734

CBB1815 tg AC1815 15.309

RBB1815 ro18
2

CBB1815
2

2 ro18 CBB1815 cos ao 90deg( ) 185.79368

AB1522 ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro15 ro22( ) sin ao( )

AC1522 ro22 m( )
2

ro22
2

cos ao( )
2

ro22 sin ao( ) 46.664

CBB1522 tg AC1522 12.378

RBB1522 ro15
2

CBB1522
2

2 ro15 CBB1522 cos ao 90deg( ) 154.67166

AB2215 ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro22 ro15( ) sin ao( )

AC2215 ro15 m( )
2

ro15
2

cos ao( )
2

ro15 sin ao( ) 43.734

CBB2215 tg AC2215 15.309

RBB2215 ro22
2

CBB2215
2

2 ro22 CBB2215 cos ao 90deg( ) 225.69485
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ΓΟΚΗΜΖ 5 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 28 (ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 6 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 28 (ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 7 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 8 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

AB1528 ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro15 ro28( ) sin ao( )

AC1528 ro28 m( )
2

ro28
2

cos ao( )
2

ro28 sin ao( ) 48.356

CBB1528 tg AC1528 10.687

RBB1528 ro15
2

CBB1528
2

2 ro15 CBB1528 cos ao 90deg( ) 153.98283

AB2815 ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro28 ro15( ) sin ao( )

AC2815 ro15 m( )
2

ro15
2

cos ao( )
2

ro15 sin ao( ) 43.734

CBB2815 tg AC2815 15.309

RBB2815 ro28
2

CBB2815
2

2 ro28 CBB2815 cos ao 90deg( ) 285.59845

AB1550 ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro15 ro50( ) sin ao( )

AC1550 ro50 m( )
2

ro50
2

cos ao( )
2

ro50 sin ao( ) 51.8

CBB1550 tg AC1550 7.242

RBB1550 ro15
2

CBB1550
2

2 ro15 CBB1550 cos ao 90deg( ) 152.62884

AB5015 ro15 m( )
2

ro15 cos ao( )( )
2

ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro50 ro15( ) sin ao( )

AC5015 ro15 m( )
2

ro15
2

cos ao( )
2

ro15 sin ao( ) 43.734

CBB5015 tg AC5015 15.309

RBB5015 ro50
2

CBB5015
2

2 ro50 CBB5015 cos ao 90deg( ) 505.44068
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ΓΟΚΗΜΖ 9 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18 - 22 (ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 10 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18 - 22 (ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 11 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18 - 28 (ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 12 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18 - 28 (ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

AB1822 ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro18 ro22( ) sin ao( )

AC1822 ro22 m( )
2

ro22
2

cos ao( )
2

ro22 sin ao( ) 46.664

CBB1822 tg AC1822 12.378

RBB1822 ro18
2

CBB1822
2

2 ro18 CBB1822 cos ao 90deg( ) 184.60049

AB2218 ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro22 ro18( ) sin ao( )

AC2218 ro18 m( )
2

ro18
2

cos ao( )
2

ro18 sin ao( ) 45.161

CBB2218 tg AC2218 13.882

RBB2218 ro22
2

CBB2218
2

2 ro22 CBB2218 cos ao 90deg( ) 225.12615

AB1828 ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro18 ro28( ) sin ao( )

AC1828 ro28 m( )
2

ro28
2

cos ao( )
2

ro28 sin ao( ) 48.356

CBB1828 tg AC1828 10.687

RBB1828 ro18
2

CBB1828
2

2 ro18 CBB1828 cos ao 90deg( ) 183.92937

AB2818 ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro28 ro18( ) sin ao( )

AC2818 ro18 m( )
2

ro18
2

cos ao( )
2

ro18 sin ao( ) 45.161

CBB2818 tg AC2818 13.882

RBB2818 ro28
2

CBB2818
2

2 ro28 CBB2818 cos ao 90deg( ) 285.04655
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ΓΟΚΗΜΖ 13 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 14 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 15 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22 - 28 (ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 16 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22 - 28 (ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

AB1850 ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro18 ro50( ) sin ao( )

AC1850 ro50 m( )
2

ro50
2

cos ao( )
2

ro50 sin ao( ) 51.8

CBB1850 tg AC1850 7.242

RBB1850 ro18
2

CBB1850
2

2 ro18 CBB1850 cos ao 90deg( ) 182.6039

AB5018 ro18 m( )
2

ro18 cos ao( )( )
2

ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro50 ro18( ) sin ao( )

AC5018 ro18 m( )
2

ro18
2

cos ao( )
2

ro18 sin ao( ) 45.161

CBB5018 tg AC5018 13.882

RBB5018 ro50
2

CBB5018
2

2 ro50 CBB5018 cos ao 90deg( ) 504.91644

AB2228 ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro22 ro28( ) sin ao( )

AC2228 ro28 m( )
2

ro28
2

cos ao( )
2

ro28 sin ao( ) 48.356

CBB2228 tg AC2228 10.687

RBB2228 ro22
2

CBB2228
2

2 ro22 CBB2228 cos ao 90deg( ) 223.88036

AB2822 ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro28 ro22( ) sin ao( )

AC2822 ro22 m( )
2

ro22
2

cos ao( )
2

ro22 sin ao( ) 46.664

CBB2822 tg AC2822 12.378

RBB2822 ro28
2

CBB2822
2

2 ro28 CBB2822 cos ao 90deg( ) 284.47157
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ΓΟΚΗΜΖ 17 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 18 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 19 - ΒΑΘΜΗΓΑ 28 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

ΓΟΚΗΜΖ 20 - ΒΑΘΜΗΓΑ 28 - 50 (ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ) 

 

 

 

 

AB2250 ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro22 ro50( ) sin ao( )

AC2250 ro50 m( )
2

ro50
2

cos ao( )
2

ro50 sin ao( ) 51.8

CBB2250 tg AC2250 7.242

RBB2250 ro22
2

CBB2250
2

2 ro22 CBB2250 cos ao 90deg( ) 222.5811

AB5022 ro22 m( )
2

ro22 cos ao( )( )
2

ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro50 ro22( ) sin ao( )

AC5022 ro22 m( )
2

ro22
2

cos ao( )
2

ro22 sin ao( ) 46.664

CBB5022 tg AC5022 12.378

RBB5022 ro50
2

CBB5022
2

2 ro50 CBB5022 cos ao 90deg( ) 504.3678

AB2850 ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro28 ro50( ) sin ao( )

AC2850 ro50 m( )
2

ro50
2

cos ao( )
2

ro50 sin ao( ) 51.8

CBB2850 tg AC2850 7.242

RBB2850 ro28
2

CBB2850
2

2 ro28 CBB2850 cos ao 90deg( ) 282.55901

AB5028 ro28 m( )
2

ro28 cos ao( )( )
2

ro50 m( )
2

ro50 cos ao( )( )
2

ro50 ro28( ) sin ao( )

AC5028 ro28 m( )
2

ro28
2

cos ao( )
2

ro28 sin ao( ) 48.356

CBB5028 tg AC5028 10.687

RBB5028 ro50
2

CBB5028
2

2 ro50 CBB5028 cos ao 90deg( ) 503.75513
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ΦΟΡΣΗ΢ΔΗ΢ ΟΛΩΝ ΣΩΝ ΒΑΘΜΗΓΩΝ 

ΓΩΝΗΑ Α΢ΚΖ΢Ζ΢ ΦΟΡΣΗ΢ΔΩΝ ΑΠΟ ΣΖΝ ΟΡΗΕΟΝΣΗΟ 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cosa1518 0.942 a1518 acos cosa1518( ) 19.61 deg

cosa1815 0.939 a1815 acos cosa1815( ) 20.116 deg

cosa1522 0.945 a1522 acos cosa1522( ) 19.091 deg

cosa2215 0.939 a2215 acos cosa2215( ) 20.116 deg

cosa1528 0.949 a1528 acos cosa1528( ) 18.377 deg

cosa2815 0.939 a2815 acos cosa2815( ) 20.116 deg

cosa1550 0.957 a1550 acos cosa1550( ) 16.863 deg

cosa5015 0.939 a5015 acos cosa5015( ) 20.116 deg

cosa1822 0.944 a1822 acos cosa1822( ) 19.265 deg

cosa2218 0.941 a2218 acos cosa2218( ) 19.78 deg

cosa1828 0.948 a1828 acos cosa1828( ) 18.558 deg

cosa2818 0.941 a2818 acos cosa2818( ) 19.78 deg

cosa1850 0.954 a1850 acos cosa1850( ) 17.446 deg

cosa5018 0.940 a5018 acos cosa5018( ) 19.948 deg

cosa2228 0.934 a2228 acos cosa2228( ) 20.933 deg

cosa2822 0.943 a2822 acos cosa2822( ) 19.438 deg

cosa2250 0.952 a2250 acos cosa2250( ) 17.824 deg

cosa5022 0.941 a5022 acos cosa5022( ) 19.78 deg

cosa2850 0.949 a2850 acos cosa2850( ) 18.377 deg

cosa5028 0.943 a5028 acos cosa5028( ) 19.438 deg
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ΚΛΗ΢ΔΗ΢ ΣΩΝ ΑΞΟΝΩΝ ΣΩΝ ΟΓΟΝΣΩΝ ΑΠΟ ΣΖΝ ΚΑΣΑΚΟΡΤΦΟ 

      

ΓΟΚΗΜΖ 1 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15-18 - ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ 

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

ΓΟΚΗΜΖ 2 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18-15 - ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 3 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15-22 - ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 4 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22-15 - ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 5 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15-28 - ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 6 - ΒΑΘΜΗΓΑ 28-15 - ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ 

   

  

b15 12deg b18 10deg b22 8.181822 deg b28 6.42857455 deg b50 3.6deg ao 20deg

Pu1518 55lib 244.652 PN1518
Pu1518

cos a1518( )
259.716 PR1518 PN1518 sin a1518( ) 87.164

Puu1518 PN1518 cos a1518 b15( ) 221.18355 PRR1518 PN1518 sin a1518 b15( ) 136.12524

Pu1815 38.5lib 171.257 PN1815
Pu1815

cos a1815( )
182.382 PR1815 PN1815 sin a1815( ) 62.724

Puu1815 PN1815 cos a1815 b18( ) 157.76281 PRR1815 PN1815 sin a1815 b18( ) 91.5097

Pu1522 37.5lib 166.808 PN1522
Pu1522

cos a1522( )
176.517 PR1522 PN1522 sin a1522( ) 57.733

Puu1522 PN1522 cos a1522 b15( ) 151.1597 PRR1522 PN1522 sin a1522 b15( ) 91.15317

Pu2215 41lib 182.377 PN2215
Pu2215

cos a2215( )
194.225 PR2215 PN2215 sin a2215( ) 66.797

Puu2215 PN2215 cos a2215 b22( ) 171.01451 PRR2215 PN2215 sin a2215 b22( ) 92.07231

Pu1528 38lib 169.032 PN1528
Pu1528

cos a1528( )
178.116 PR1528 PN1528 sin a1528( ) 56.156

Puu1528 PN1528 cos a1528 b15( ) 153.6632 PRR1528 PN1528 sin a1528 b15( ) 90.0725

Pu2815 43.5lib 193.498 PN2815
Pu2815

cos a2815( )
206.068 PR2815 PN2815 sin a2815( ) 70.87

Puu2815 PN2815 cos a2815 b28( ) 184.34601 PRR2815 PN2815 sin a2815 b28( ) 92.08949
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ΓΟΚΗΜΖ 7 - ΒΑΘΜΗΓΑ 15-50 - ΣΡΟΥΟ΢ 15 ΟΓΟΝΣΩΝ 

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

ΓΟΚΗΜΖ 8 - ΒΑΘΜΗΓΑ 50-15 - ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 9 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18-22 - ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 10 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22-18 - ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 11 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18-28 - ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 12 - ΒΑΘΜΗΓΑ 28-18 - ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 13 - ΒΑΘΜΗΓΑ 18-50 - ΣΡΟΥΟ΢ 18 ΟΓΟΝΣΩΝ 

Pu1550 39lib 173.481 PN1550
Pu1550

cos a1550( )
181.275 PR1550 PN1550 sin a1550( ) 52.586

Puu1550 PN1550 cos a1550 b15( ) 158.75647 PRR1550 PN1550 sin a1550 b15( ) 87.50536

Pu5015 47lib 209.066 PN5015
Pu5015

cos a5015( )
222.648 PR5015 PN5015 sin a5015( ) 76.572

Puu5015 PN5015 cos a5015 b50( ) 203.84585 PRR5015 PN5015 sin a5015 b50( ) 89.54873

Pu1822 40lib 177.929 PN1822
Pu1822

cos a1822( )
188.484 PR1822 PN1822 sin a1822( ) 62.189

Puu1822 PN1822 cos a1822 b18( ) 164.42664 PRR1822 PN1822 sin a1822 b18( ) 92.14165

Pu2218 41.5lib 184.601 PN2218
Pu2218

cos a2218( )
196.176 PR2218 PN2218 sin a2218( ) 66.387

Puu2218 PN2218 cos a2218 b22( ) 173.27435 PRR2218 PN2218 sin a2218 b22( ) 91.98287

Pu1828 41lib 182.377 PN1828
Pu1828

cos a1828( )
192.381 PR1828 PN1828 sin a1828( ) 61.229

Puu1828 PN1828 cos a1828 b18( ) 168.97404 PRR1828 PN1828 sin a1828 b18( ) 91.96837

Pu2818 43.5lib 193.498 PN2818
Pu2818

cos a2818( )
205.63 PR2818 PN2818 sin a2818( ) 69.586

Puu2818 PN2818 cos a2818 b28( ) 184.48975 PRR2818 PN2818 sin a2818 b28( ) 90.8138

Pu1850 42lib 186.825 PN1850
Pu1850

cos a1850( )
195.834 PR1850 PN1850 sin a1850( ) 58.712

Puu1850 PN1850 cos a1850 b18( ) 173.79174 PRR1850 PN1850 sin a1850 b18( ) 90.26213
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ΓΟΚΗΜΖ 14 - ΒΑΘΜΗΓΑ 50-18 - ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ 

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

ΓΟΚΗΜΖ 15 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22-28 - ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 16 - ΒΑΘΜΗΓΑ 28-22 - ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 17 - ΒΑΘΜΗΓΑ 22-50 - ΣΡΟΥΟ΢ 22 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 18 - ΒΑΘΜΗΓΑ 50-22 - ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 19 - ΒΑΘΜΗΓΑ 28-50 - ΣΡΟΥΟ΢ 28 ΟΓΟΝΣΩΝ 

ΓΟΚΗΜΖ 20 - ΒΑΘΜΗΓΑ 50-28 - ΣΡΟΥΟ΢ 50 ΟΓΟΝΣΩΝ 

Pu5018 47lib 209.066 PN5018
Pu5018

cos a5018( )
222.411 PR5018 PN5018 sin a5018( ) 75.881

Puu5018 PN5018 cos a5018 b50( ) 203.88927 PRR5018 PN5018 sin a5018 b50( ) 88.85863

Pu2228 42.5lib 189.049 PN2228
Pu2228

cos a2228( )
202.408 PR2228 PN2228 sin a2228( ) 72.315

Puu2228 PN2228 cos a2228 b22( ) 176.83366 PRR2228 PN2228 sin a2228 b22( ) 98.48353

Pu2822 45lib 200.17 PN2822
Pu2822

cos a2822( )
212.269 PR2822 PN2822 sin a2822( ) 70.642

Puu2822 PN2822 cos a2822 b28( ) 191.00198 PRR2822 PN2822 sin a2822 b28( ) 92.60944

Pu2250 45lib 200.17 PN2250
Pu2250

cos a2250( )
210.263 PR2250 PN2250 sin a2250( ) 64.361

Puu2250 PN2250 cos a2250 b22( ) 188.97301 PRR2250 PN2250 sin a2250 b22( ) 92.19303

Pu5022 48.5lib 215.739 PN5022
Pu5022

cos a5022( )
229.265 PR5022 PN5022 sin a5022( ) 77.585

Puu5022 PN5022 cos a5022 b50( ) 210.44144 PRR5022 PN5022 sin a5022 b50( ) 90.97817

Pu2850 47lib 209.066 PN2850
Pu2850

cos a2850( )
220.302 PR2850 PN2850 sin a2850( ) 69.456

Puu2850 PN2850 cos a2850 b28( ) 199.97525 PRR2850 PN2850 sin a2850 b28( ) 92.42719

Pu5028 49.5lib 220.187 PN5028
Pu5028

cos a5028( )
233.496 PR5028 PN5028 sin a5028( ) 77.706

Puu5028 PN5028 cos a5028 b50( ) 214.87329 PRR5028 PN5028 sin a5028 b50( ) 91.37818
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6.2  Παρϊρτημα Β: Μετατροπϋσ Μονϊδων 

 

Μόκοσ 1 in = 0.23495 mm 

 

Μϊζα 1 Kgr = 2.204622622 lb 

 

Δύναμη 
1 N = 0.101971621 Kp 

1 Kp = 2.204622622 lbf 

 

Ιςχύσ 

1 W = 1 Joule/sec = 1 N ∙ m/sec 

1 KW = 1.359621617 PS 

1 HP = 745.699871582 Watts 

  

Πύεςη 

1 psi = 1 lbf/in2 

1 Pa = 1 N/m2 

1MPa = 1 N/mm2 = 145 psi 

1 bar = 105 Pa = 14.5 psi 

 

Πύνακασ 6.1:  Πύνακασ μετατροπόσ βαςικών μονϊδων 

 

 

 

 

6.3  Παρϊρτημα Γ: Φρηςιμοποιηθϋν Λογιςμικό 

 

 Autodesk AutoCAD 2007 (Δημιουργύα 2–D ςχεδύων) 

 Autodesk Inventor 2007 (Δημιουργύα 3–D ςχεδύων) 

 Ansys v.11 (Ανϊλυςη πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων) 

 Microsoft Excel 2007 (Δημιουργύα διαγραμμϊτων) 

 Microsoft Word 2007 (Επεξεργαςύα κειμϋνου) 

 Mathsoft MathCAD v.14 (Επύλυςη εξιςώςεων) 

 Solidworks 2007 (Δημιουργύα 3–D ςχεδύων) 

 

 


