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Περίληψη

Ο σχεδιασμός μεθοδολογιών χορήγησης φαρμάκων μπορεί να θεωρηθεί ως ένα πρόβλη-

μα ελέγχου στο οποίο οι ρυθμιζόμενες μεταβλητές είναι οι συγκεντρώσεις των φαρμάκων

στους ιστούς ενδιαφέροντος, και οι μεταβλητές εκ χειρισμού είναι οι ρυθμοί χορήγησης

των φαρμάκων. Η θεώρηση αυτή μπορεί να δώσει λύσεις στο αναδυόμενο επιστημονι-

κό πεδίο της εξατομικευμένης θεραπείας, της θεραπείας δηλαδή που λαμβάνει υπόψη τα

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του ασθενούς. Ειδικότερα η μεθοδολογία προβλεπτικού ελέγ-

χου (Model Predictive Control, MPC) που αναπτύχθηκε στην χημική βιομηχανία και
αποτελεί σήμερα τεχνολογία αιχμής και αναφοράς στην περιοχή των συστημάτων ελέγ-

χου, μπορεί να προσαρμοστεί στο πρόβλημα της βέλτιστης χορήγησης φαρμάκων, με

την ενσωμάτωση φαρμακοκινητικών μοντέλων, και την επιβολή περιορισμών που εξασφα-

λίζουν ότι ο ρυθμός χορήγησης επιλέγεται εντός των επιτρεπτών ορίων αλλά και ότι οι

συγκεντρώσεις των φαρμάκων βρίσκονται εντός του λεγόμενου θεραπευτικού παραθύρου

που καθορίζεται από τα όρια αποτελεσματικότητας και ασφάλειας.

Με βάση τα ανωτέρω, στην παρούσα εργασία παρουσιάζονται καταρχήν τα διάφορα

είδη των φαρμακοκινητικών μοντέλων. Τα μοντέλα αυτά αποτελούνται από μία ή περισ-

σότερες διαφορικές εξισώσεις που μοντελοποιούν και προσομοιώνουν τα φαινόμενα της

απορρόφησης, της κατανομής, του μεταβολισμού και της απέκκρισης των φαρμάκων, τα

οποία λαμβάνουν χώρα στον ανθρώπινο οργανισμό ως αποτέλεσμα της χορήγησης φαρ-

μακευτικών ουσιών. Δίνεται ιδιαίτερη έμφαση στη μοντελοποίηση της φαρμακοκινητικής

συμπεριφοράς με χρήση κλασματικής δυναμικής, δηλαδή με συστήματα διαφορικών εξι-

σώσεων στα οποία οι παράγωγοι μπορεί να είναι κλασματικής και όχι ακέραιας τάξης.

Η μοντελοποίηση αυτή επιτρέπει τη μελέτη σύνθετων μη γραμμικών φαινομένων, στα

οποία το ιστορικό του συστήματος παίζει σημαντικό ρόλο στη μελλοντική του εξέλιξη.

Ταυτόχρονα όμως δημιουργεί σημαντικές προκλήσεις για τον προσδιορισμό των κατάλ-

ληλων δοσολογικών σχημάτων που οφείλεται κυρίως στον υπολογισμό των παραγώγων

κλασματικής τάξης, όπου απαιτείται να συμπεριληφθούν οι όροι που περιγράφουν τις

παρελθούσες καταστάσεις του συστήματος.

Στη συνέχεια αναπτύσσονται μεθοδολογίες προσδιορισμού των κατάλληλων δοσο-

λογικών σχημάτων που προσαρμόζονται στα φαρμακοκινητικά προφίλ συγκεκριμένων

ασθενών ή ομάδων ασθενών με βάση τις αρχές της επιστημονικής περιοχής της ρύθμισης

διεργασιών, και συγκεκριμένα της τεχνολογίαςMPC. Αναπτύσσεται αρχικά μεθοδολογία
Εύρωστου MPC (Robust MPC) για τη χορήγηση αναισθητικών φαρμάκων. Η μέθοδος
εξασφαλίζει την εύρωστη ευστάθεια και απόδοση κατά τη χορήγηση της φαρμακευτι-

κής ουσίας, ειδικά όταν αυτή προσαρμόζεται σε συγκεκριμένα προφίλ ομάδων ασθενών.

Η μέθοδος εφαρμόζεται στη χορήγηση της προποφόλης. Παρουσιάζεται στη συνέχεια

μια υπολογιστικά εφικτή μεθοδολογία MPC Μηδενικού Σφάλματος (Offset Free MPC)
για φαρμακοκινητικά μοντέλα κλασματικής τάξης, παρέχοντας εγγύηση ασυμπτωτικής

ευστάθειας αλλά και προσέγγιση του σφάλματος μοντελοποίησης. Η μέθοδος εφαρμόζε-

ται στη μελέτη περίπτωσης χορήγησης αμιοδαρόνης που είναι φάρμακο με αντιαρρυθμική

δράση. Παρουσιάζεται ακόμη η ανάπτυξη μεθοδολογίαςMPC μηδενικού σφάλματος όταν
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είναι διαθέσιμα πολύ λεπτομερή και αναλυτικά φαρμακοκινητικά συστήματα που μπορούν

να αποτελούνται από εκατοντάδες διαφορικές εξισώσεις. Ο σχεδιασμός του ρυθμιστή

MPC σε αυτές τις περιπτώσεις συνδυάζεται με την ανάπτυξη μοντέλων μειωμένης τάξης
(Reduced Order Model). Η μεθοδολογία εφαρμόζεται σε μελέτη περίπτωσης που αφορά
στην χορήγηση ινσουλίνης για τη ρύθμιση του σακχαρώδους διαβήτη τύπου Ι.

Στο προτελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζεται μια διαδικτυακή εφαρμογή που αναπτύχθη-

κε στο πλαίσιο της διατριβής, η οποία επιτρέπει στο χρήστη να διαμορφώσει ένα διαμε-

ρισματικό φαρμακοκινητικό μοντέλο (Physiologically Based Pharmacokinetic Model,
PBPK) για κάποιο φάρμακο του ενδιαφέροντός του. Το μοντέλο προσαρμόζεται στα
φυσιολογικά χαρακτηριστικά του κάθε ασθενούς. Στη συνέχεια η εφαρμογή επιτρέπει τη

μελέτη και αξιολόγηση της χορήγησης διάφορων δοσολογικών σχημάτων που είτε ορίζο-

νται από το χρήστη είτε προκύπτουν από την εφαρμογή αυτοματοποιημένου συστήματος

ρύθμισης MPC .
Η διατριβή ολοκληρώνεται με την παρουσίαση των συμπερασμάτων και τις προτάσεις

για τη συνέχιση και εξέλιξη της έρευνας στο επιστημονικό πεδίο της εφαρμογής της θε-

ωρίας ελέγχου για τη βελτιστοποίηση και την εξατομίκευση της φαρμακευτικής αγωγής.
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Abstract

Design of drug administration methodologies can be considered as Control prob-
lem, in which controlled variables could be drug concentrations/amounts in selected
tissues/organs, while manipulated variables could be drugs administration rates. This
consideration seems to deal successfully with characteristics of individualized thera-
pies.

The Model Predictive Control (MPC) methodology was developed for the chemical
industry and nowadays is considered as a cutting edge technology and a reference point
in the field of Automatic Control. It can be suitably adapted for dealing with optimal
drug administration problems, by incorporating pharmacokinetic models to predict
systems dynamics. Moreover, constraints can be imposed in order to ensure that
the applied administration rate is selected in a predefined range and also that drugs
concentrations lie within the so-called therapeutic window defined by bounds of drugs
efficiency and patient’s safety.

According to the above, in current work they are presented modeling methodolo-
gies of processes that take place during the drug administration to human body. The
basic methodology, used in the current work, is the classical nowadays and widely used
method of Physiologically Based Pharmacokinetic Models (PBPK Models). Modeling
goes beyond the classical study of Dynamical Systems through derivatives of integer
order in State Space and extends to modeling through Fractional Dynamics, namely
dynamical systems where derivatives are not restricted to integers. Fractional Dynam-
ics offers new abilities in modeling, allowing study of complex, non linear processes,
where history plays a significant role in the future evolution of such a system. Its
main drawback is the fact that computationally is very difficult if not even impossible
to calculate a fractional derivative, in a handy way for Control applications. This is
due to its nature, where an even increasing number (infinite in practice) of terms are
required to describe past states of the system.

In terms of Control of drug administration applications, the goal is to achieve and
maintain a desired concentration of the drug in one or more organs of the human body,
satisfying at the same time the imposed constraints. Such constraints are inherited
from the maximum and minimum bounds for the drug concentration, since it should
be adequate enough to preserve its healing properties and on the other hand to protect
the patient from side effects. So two main variations of Model Predictive Control are
presented, Offset Free MPC and Robust MPC. These methodologies are properly
implemented for drug administration applications.

At first, the Robust MPC methodology is presented over a patients population for
the delivery of an anesthetic agent. The presented methodology gives the ability of
calculating a Control Law that can be applied over the patients population, achieving
the desired response while satisfying the imposed constraints.
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Next comes the presentation of a useful and computationally feasible approach for
applying Offset Free MPC in a pharmacokinetic model of fractional order, that gives
a guarantee for asymptotic stability and an approach for the modeling error as well.

A study on applying Offset Free MPC is presented, when very complex phar-
macokinetic models are available, consist of hundreds of differential equations. The
design of the MPC controller is combined with the development of simplified, reduced
order models. The proposed methodology is applied in a case study involving the
administration of insulin to regulate Mellitus Diabetes of type I.

Next, a web application is presented, developed in the context of the current thesis,
allowing the user to formulate a compartmental pharmacokinetic model (Physiolog-
ically Based Pharmacokinetic Model, PBPK) for a defined drug. The model can be
adapted to take into account the physiological characteristics of each patient. Finally
the web application can proceed on the study and the evaluation of different dos-
ing regimens, that could be either user-defined or resulting from the adoption of an
automated MPC control system.

The current dissertation concludes with the presentation of the conclusions and
suggestions on further development of the research in the field of Control Theory
towards the optimization and the individualization of drug administration.
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1

Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αντικείμενο της Διατριβής

Τ
α τελευταία χρόνια έχει σημειωθεί μεγάλη πρόοδος στον τομέα

της ανθρώπινης υγείας στην Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (ΕΕ), και το

μέσο προσδόκιμο επιβίωσης έχει αυξηθεί κατά 3,3 έτη από το 2002 [1].

Νέα φάρμακα, εμβόλια και φαρμακευτικές αγωγές έχουν συμβάλει στην

αποτελεσματική αντιμετώπιση πολλών απειλητικών για τη ζωή νόσων

και ασθενειών. Ωστόσο, παρά το γεγονός ότι διανύουμε περίοδο τα-

χέων εξελίξεων και καινοτομιών, η χορήγηση της φαρμακευτικής α-

γωγής δεν πραγματοποιείται πάντοτε με τον βέλτιστο δυνατό τρόπο.

Το αποτέλεσμα είναι να παρατηρούνται ακόμη και σήμερα σημαντικές

παρενέργειες που οφείλονται σε υπερδοσολογίες φαρμάκων και κατα-

λήγουν σε 10.000 περίπου θανάτους Ευρωπαίων πολιτών ηλικιών 15-64

ετών ανά έτος [2].

Σημαντική συνεισφορά στην επίλυση του προβλήματος μπορεί να

προσφέρει η εξατομικευμένη ιατρική που διαμορφώνει ένα ολοκληρω-

μένο πλαίσιο λύσεων υγειονομικής περίθαλψης, το οποίο αποτελείται

από φάρμακα και ιατροτεχνολογικά προϊόντα που είναι δομημένα με

τρόπο που να καλύπτουν τις ανάγκες ενός συγκεκριμένου κάθε φορά

ασθενούς. Μέρος της εξατομικευμένης ιατρικής είναι η ανάπτυξη νέων

τεχνολογιών οι οποίες είναι σε θέση να καθορίζουν την ορθή χρήση

των φαρμάκων, το κατάλληλο πρόγραμμα χορήγησης και την κατάλλη-

λη δοσολογία, σύμφωνα με την προσωπική κατάσταση του κάθε ασθε-

νούς. Σε αυτήν την κατεύθυνση φιλοδοξεί να συμβάλλει η παρούσα

διδακτορική διατριβή με την θεώρηση του προβλήματος της βέλτιστης

χορήγησης φαρμάκων, από τη σκοπιά του επιστημονικού πεδίου της

δυναμικής και ελέγχου διεργασιών και συστημάτων.



2 Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

΄Οπως αναφέρθηκε προηγούμενα, η χορήγηση φαρμακευτικών ου-

σιών σε κατάλληλες δόσεις σε ένα βιολογικό σύστημα, δύναται να επι-

φέρει τα προσδοκώμενα αποτελέσματα, όπως η καταπολέμηση ασθενει-

ών, η μείωση της έντασης των συμπτωμάτων, η βελτίωση της ποιότητας

ζωής, η αύξηση του προσδόκιμου ζωής κ.α. Η συχνότητα και η δοσο-

λογία χορήγησης θα πρέπει να ικανοποιούν το λεγόμενο θεραπευτικό

παράθυρο δόσης-ασφάλειας ώστε να επιτυγχάνεται η μέγιστη αποτελε-

σματικότητα της ουσίας με τις μικρότερες δυνατές παρενέργειες [3, 4].

Θα πρέπει οι συγκεντρώσεις του φαρμάκου στο αίμα ή σε συγκεκρι-

μένους ιστούς, να μην ξεπερνούν τα όρια τοξικότητας που μπορούν να

επιφέρουν δυσάρεστες ή και εξαιρετικά επικίνδυνες τοξικές αντιδράσεις

- ακόμη και θάνατο - στον ασθενή. Αντίστοιχα, αν οι συγκεντρώσεις

του φαρμάκου είναι μικρότερες από συγκεκριμένα ελάχιστα όρια, δεν

επιτυγχάνεται η ζητούμενη δραστικότητα του φαρμάκου. Το θερα-

πευτικό εύρος (παράθυρο) εξαρτάται κατά κύριο λόγο, από την ίδια

τη φύση της φαρμακευτικής ουσίας. Υπάρχουν όμως και κατηγορίες

φαρμάκων που παρουσιάζουν διαφορετική συμπεριφορά ανάλογα με την

ομάδα των ασθενών ή τα εξατομικευμένα χαρακτηριστικά του κάθε α-

σθενούς. Ο προσδιορισμός του κατάλληλου δοσολογικού σχήματος

μιας φαρμακευτικής ουσίας στον οργανισμό, συχνά πραγματοποιείται

με τρόπο εμπειρικό από τον θεράποντα ιατρό. Για τους λόγους που

προαναφέρθηκαν, η μέθοδος αυτή δεν είναι πάντα ασφαλής και μπορεί

να οδηγήσει σε σφάλματα.

Η διατύπωση του προβλήματος της βέλτιστης δοσολογίας φαρμάκου

από την οπτική των δυναμικών συστημάτων, διαμορφώνεται ως ένα

πρόβλημα ελέγχου, σκοπός του οποίου είναι η διατήρηση της συ-

γκέντρωσης της φαρμακευτικής ουσίας σε συγκεκριμένους ιστούς ε-

ντός του θεραπευτικού παραθύρου και όσο το δυνατόν πιο κοντά στα

επιθυμητά επίπεδα. Τα παραδείγματα στα οποία η Θεωρία Αυτόμα-

του Ελέγχου έχει χρησιμοποιηθεί σε εφαρμογές χορήγησης φαρμάκου,

έχουν αυξηθεί σημαντικά τα τελευταία χρόνια. Η πιο συνηθισμένη ε-

φαρμογή που αναφέρεται στη βιβλιογραφία είναι αυτή των διαβητοει-

δών παθήσεων [5, 6, 7, 8]. Ο λόγος της μεγάλης συχνότητας τέτοιων

εφαρμογών είναι ότι στις παθήσεις τις σχετιζόμενες με το διαβήτη, α-

παιτείται τακτική δειγματοληψία από τον ασθενή και επενέργηση στο

σύστημα με έγχυση της κατάλληλης ποσότητας της φαρμακευτικής

ουσίας, όταν αυτό απαιτείται. Παρά το αυξημένο ενδιαφέρον για το
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σχεδιασμό τέτοιων ελεγκτών, υπάρχουν σημαντικά περιθώρια βελτίω-

σης. Οι σημαντικότερες προκλήσεις είναι η εξασφάλιση ότι οι συγκε-

ντρώσεις της φαρμακευτικής ουσίας βρίσκονται εντός του θεραπευτι-

κού παραθύρου, η προσαρμογή στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του κάθε

ασθενούς και οι περιορισμένες μετρήσεις και πληροφορίες που μπο-

ρούν να εξαχθούν από έναν οργανισμό και να ανατροφοδοτηθούν σε

πραγματικό χρόνο.

Η παρούσα διατριβή φιλοδοξεί να προτείνει λύσεις στις προκλήσεις

αυτές, με την ανάπτυξη και εφαρμογή μεθοδολογιών προβλεπτικού ε-

λέγχου, (Model Predictive Contol, MPC), που αποτελεί σήμερα την

πιο δημοφιλή τεχνολογία ελέγχου διεργασιών. Βασικό χαρακτηριστι-

κό των μεθοδολογιών MPC είναι η ανάπτυξη και ενσωμάτωση κατάλ-

ληλου δυναμικού μοντέλου που είναι σε θέση να προβλέψει τη δυναμική

συμπεριφορά του συστήματος σε μελλοντικά χρονικά διαστήματα.

Το πρόβλημα της μοντελοποίησης της διαδρομής μιας φαρμακευτι-

κής ουσίας μέσα σε ένα βιολογικό σύστημα αποτελεί από μόνο του

μια πρόκληση, δεδομένης της πολυπλοκότητας που παρουσιάζει, και

λόγω των πολλών παραγόντων που αλληλεπιδρούν σε αυτήν τη διερ-

γασία - άλλοτε συνεργατικά και άλλοτε ανταγωνιστικά. Για παράδειγμα

υπάρχουν διαφορετικές οδοί χορήγησης του φαρμάκου, ενώ συχνά τα

διαθέσιμα πειραματικά δεδομένα είναι περιορισμένα. Επιπλέον, υπάρχει

έντονη ενδοπληθυσμιακή διακύμανση και δυσκολία ασφαλών προβολών

πειραματικών συμπερασμάτων από είδος σε είδος. Πολύ σημαντικά ερ-

γαλεία μοντελοποίησης προέρχονται από τον κλάδο της Φαρμακολο-

γίας και περιλαμβάνουν τα ‘φαρμακοκινητικά μοντέλα’, τα οποία μο-

ντελοποιούν τις διαδικασίες απορρόφησης, κατανομής, μεταβολισμού,

απέκκρισης και τοξικότητας (absorption, distribution, metabolism,
excretion, toxicity, ADMET) στον οργανισμό αλλά και τα φαρμακο-

δυναμικά μοντέλα που μελετούν τα αποτελέσματα της χορήγησης των

φαρμάκων συναρτήσει του χρόνου. Αναφέρονται χαρακτηριστικά τα

μοντέλα Διαφορικών Εξισώσεων Κλασματικής Τάξης [9], τα Εμπειρικά

Διαμερισματικά Μοντέλα [10, 11], τα Φυσιολογικά Φαρμακοκινητικά

Μοντέλα [12], και τα μοντέλα Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων [13].

Επιπλέον, με την πληθυσμιακή φαρμακοκινητική [14], υπάρχει και η

δυνατότητα της μελέτης της διακύμανσης της συγκέντρωσης του χο-

ρηγούμενου φαρμάκου μεταξύ των ατόμων ενός πληθυσμού.
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Λαμβάνοντας υπόψη διάφορους τύπους φαρμακοκινητικών - φαρμα-

κοδυναμικών μοντέλων, η διατριβή προτείνει μεθοδολογίες προβλεπτι-

κού ελέγχου που δίνουν λύσεις στις προκλήσεις που προαναφέρθηκαν,

δηλαδή την ικανοποίηση των περιορισμών που επιβάλλονται από την

ανάγκη της διασφάλισης των συγκεντρώσεων εντός του θεραπευτι-

κού παραθύρου, την εξατομικευμένη θεραπεία και την αξιοποίηση των

περιορισμένων μετρήσεων που μπορούν να εξαχθούν από έναν οργανι-

σμό σε πραγματικό χρόνο. Συγκεκριμένα αναπτύσσεται μεθοδολογία

Εύρωστου Ελέγχου Προβλεπτικού Μοντέλου (Robust Model Predi-
ctive Control - RMPC) και ΄Ελεγχος Προβλεπτικού Μοντέλου Μη-

δενικού Σφάλματος (Offset- Free Model Predictive Control) σε συ-

στήματα ακέραιης και κλασματικής τάξης. Σε κάθε μεθοδολογία δια-

μορφώνεται κατάλληλο πρόβλημα μαθηματικής βελτιστοποίησης που

επιλύεται κάθε φορά που απαιτείται η λήψη απόφασης σχετικά με την

δοσολογία του φαρμάκου που πρέπει να χορηγηθεί στον ασθενή. Η

εξατομικευμένη θεραπεία εξασφαλίζεται με την προσαρμογή του φαρ-

μακοκινητικού μοντέλου στα φυσιολογικά χαρακτηριστικά του κάθε

ασθενούς ή ομάδων ασθενών με παρόμοια χαρακτηριστικά. Οι περιο-

ρισμοί στο ρυθμό χορήγησης του φαρμάκου και στις συγκεντρώσεις

του φαρμάκου - που πρέπει να βρίσκονται εντός του θεραπευτικού πα-

ραθύρου - διασφαλίζονται, αφού εισάγονται ως μαθηματικοί τύποι στη

διαμόρφωση του προβλήματος μαθηματικής βελτιστοποίησης. Επίσης,

οι προτεινόμενοι αλγόριθμοι βασίζονται στη ρεαλιστική υπόθεση ότι

η συγκέντρωση του φαρμάκου μπορεί να μετρηθεί μόνο στο αίμα του

ασθενούς. ΄Ολες οι μεθοδολογίες προβλεπτικού ελέγχου που ανα-

πτύσσονται στην διατριβή εφαρμόζονται και αξιολογούνται σε μελέτες

περίπτωσης που αφορούν στη χορήγηση συγκεκριμένων φαρμάκων.

1.2 Διάρθρωση της Διατριβής

Το αντικείμενο που πραγματεύεται η διατριβή είναι η ανάπτυξη μεθοδο-

λογιών Προβλεπτικού Ελέγχου που να μπορούν να δώσουν λύσεις στο

πρόβλημα της βελτιστοποίησης και εξατομίκευσης των δοσολογικών

σχημάτων χορήγησης φαρμακευτικών ουσιών, συνδυάζοντας στοιχεία

από διάφορα επιστημονικά πεδία όπως η Φαρμακολογία, η Θεωρία Συ-

στημάτων και Ελέγχου και η Μαθηματική Βελτιστοποίηση. Εκτός από

το εισαγωγικό κεφάλαιο, η διατριβή περιλαμβάνει 8 ακόμη κεφάλαια με

τα εξής περιεχόμενα:
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Στο κεφάλαιο 2 θα γίνει μια περιγραφή των Εμπειρικών και των

Φυσιολογικών Φαρμακοκινητικών Μοντέλων (Physiologically Based
Pharmacokinetic Models - PBPK). Στο κεφάλαιο αυτό, μεταξύ άλ-

λων, θα μελετηθεί η μαθηματική μοντελοποίηση ενός οργανισμού με

βάση θεμελιώδεις αρχές όπως το ισοζύγιο μάζας και η κινητική των

αντιδράσεων. Με αυτόν τον τρόπο, ένα βιολογικό σύστημα μπορεί να

περιγραφεί με ακρίβεια, σαν ένα σύστημα Συνήθων Διαφορικών Εξι-

σώσεων [15]. Θα φανεί η μεγάλη χρησιμότητα και - κατά συνέπεια - η

μεγάλη δημοφιλία των PBPK μοντέλων, αφού μπορούν να παρέχουν

μια ‘μηχανιστική’ θεώρηση της φαρμακοκινητικής μιας ουσίας σε ένα

βιολογικό σύστημα, όπως ο ανθρώπινος οργανισμός [16].

Στο κεφάλαιο 3 θα γίνει μια συνοπτική περιγραφή των δυναμικών

συστημάτων κλασματικής τάξης. Θα δοθεί ο ορισμός της παραγώγου

κλασματικής τάξης και θα παρουσιαστούν οι αξιοσημείωτες ιδιότη-

τες της. Αυτές οι ιδιότητες καθιστούν τα συστήματα κλασματικής

τάξης κατάλληλα για να περιγράψουν διεργασίες στις οποίες οι παρελ-

θούσες καταστάσεις (η ‘μνήμη’ του συστήματος) παίζουν πολύ ση-

μαντικό ρόλο στην μελλοντική του εξέλιξη. Για το λόγο αυτόν, τα

τελευταία χρόνια έχουν κεντρίσει το ενδιαφέρον πολλών ερευνητών σε

διάφορες εφαρμογές βιοϊατρικής [17, 18, 19]. Συγκεκριμένα, γίνεται

χρήση ενός τροποποιημένου τελεστή διαφορών Grünwald-Letnikov,
για την προσέγγιση της κλασματικής παραγώγου, κάνοντας χρήση

μόνο ενός πεπερασμένου αριθμού όρων σε αντίθεση με τον κλασσι-

κό τελεστή Grünwald-Letnikov που απαιτεί χρήση άπειρων όρων. Το

σφάλμα που εισάγεται στον υπολογισμό λόγω της προσέγγισης αυτής,

αποδεικνύεται ότι είναι φραγμένο.

Το κεφάλαιο 4, παρουσιάζει τις βασικές αρχές των μεθοδολογι-

ών Προβλεπτικού Ελέγχου με έμφαση στις τεχνολογίες που χρησιμο-

ποιούνται στην παρούσα εργασία - τον Εύρωστο Προβλεπτικό ΄Ελεγχο

(Robust MPC) και τον ΄Ελεγχο Προβλεπτικού Μοντέλου Μηδενικού

Σφάλματος (Offset-free MPC).
Στο κεφάλαιο 5 παρουσιάζεται η ανάπτυξη μεθοδολογίας εύρωστου

προβλεπτικού ελέγχου με στόχο τη βέλτιστη δοσολογία χορήγησης

φαρμάκων σε ομάδες ασθενών. Μελετάται η εφαρμογή ενιαίου νόμου

ελέγχου για το σύνολο των ασθενών αλλά και η εξατομικευμένη θερα-

πεία με προσαρμογή του νόμου ελέγχου σε μικρότερες ομάδες ασθε-

νών με παρόμοια φαρμακοκινητική συμπεριφορά. Η μεθοδολογία ενσω-

ματώνει το σχεδιασμό Παρατηρητή Κατάστασης (Kalman Observer),
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για την εκτίμηση των συγκεντρώσεων του φαρμάκου σε κάθε όργανο,

κάθε χρονική στιγμή. Η μεθοδολογία εφαρμόζεται στο φαρμοκοκινη-

τικό μοντέλο της προποφόλης, η οποία είναι ουσία που χρησιμοποιείται

εκτενώς σε εφαρμογές αναισθησίας κατά τη διάρκεια χειρουργείων και

παραμονής σε μονάδες εντατικής θεραπείας.

Στο κεφάλαιο 6 αναπτύσσεται μεθοδολογία για τον έλεγχο συστη-

μάτων κλασματικής τάξης. Συγκεκριμένα αναπτύσσεται πρωτότυπη

μεθοδολογία MPC , στην οποία το προσεγγιστικό μοντέλο χρησιμο-

ποιείται για την πρόβλεψη της δυναμικής συμπεριφοράς, ενώ το σφάλ-

μα που προκύπτει από την προσέγγιση, θεωρείται ως διαταραχή στο

σύστημα.

Στο κεφάλαιο 7 προτείνεται μια νέα μέθοδος μοντελοποίησης και

ελέγχου MPC για την βελτιστοποίηση της χορήγησης ινσουλίνης σε

ασθενείς που πάσχουν από σακχαρώδη διαβήτη τύπου Ι με προσανατο-

λισμό σε εφαρμογές φορητών συσκευών (artificial pancreas). Το προ-

βλεπτικό δυναμικό μοντέλο που ενσωματώνεται στο ρυθμιστή MPC
βασίζεται σε ένα πολύ λεπτομερές και αναλυτικό μοντέλο φαρμακοκι-

νητικής που αναπτύσσεται στο περιβάλλον του ανοικτού λογισμικού

PK-Sim. Στη συνέχεια, παράγεται ένα προσεγγιστικό μοντέλο μειω-

μένης τάξης τύπου Auto-Regressive with eXogenous inputs (ARX)
χρησιμοποιώντας τεχνικές αναγνώρισης συστημάτων σε προσομοιω-

μένα δεδομένα από το αρχικό μοντέλο. Ο ρυθμιστής MPC που πα-

ράγεται εφαρμόζεται στο πλήρες σύστημα PK-Sim, όπου αποδεικνύε-

ται η ευρωστία του ως προς την αβεβαιότητα του μοντέλου αλλά και η

δυνατότητα εφαρμογής του σε πραγματικές συνθήκες.

Στο κεφάλαιο 8 παρουσιάζεται η ανάπτυξη διαδικτυακής πλατφόρ-

μας, για την δυναμική προσομοίωση και τον έλεγχο φαρμακοκινητικών

μοντέλων. Στην εν λόγω εφαρμογή, ο χρήστης μπορεί να καθορίσει τις

φαρμακοκινητικές παραμέτρους του οργανισμού και του φαρμάκου και

να προσομοιώσει σενάρια χορήγησης του φαρμάκου. Επιπλέον, η εφαρ-

μογή δίνει τη δυνατότητα στο χρήστη να εφαρμόσει έλεγχο κλειστού

βρόχου MPC για τη ρύθμιση της συγκέντρωσης του φαρμάκου σε δι-

άφορα όργανα του οργανισμού, λαμβάνοντας υπόψη περιορισμούς ως

προς το μέγιστο επιτρεπτό ρυθμό έγχυσης φαρμάκου, και ως προς τη

συγκέντρωση του φαρμάκου σε ιστούς ενδιαφέροντος που δεν πρέπει

να ξεπερνά τα όρια της τοξικότητας, αλλά παράλληλα να εξασφαλίζεται

η θεραπευτική του δράση.
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Στο τελευταίο κεφάλαιο 9 γίνεται μια ανακεφαλαίωση των αποτε-

λεσμάτων που προέκυψαν από τις προτεινόμενες μεθοδολογίες και τις

εφαρμογές τους. Εξετάζονται τα πλεονεκτήματα που επιτυγχάνονται,

αλλά και αδυναμίες που τυχόν εντοπίζονται. Με βάση αυτά αναφέρο-

νται προτάσεις για βελτιώσεις και τροποποιήσεις σε μελλοντική εργα-

σία.
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Κεφάλαιο 2

Φαρμακοκινητικά Μοντέλα

2.1 Εισαγωγή

Τ
ο πρώτο βήμα για την εύρεση της βέλτιστης δοσολογίας της φαρ-

μακευτικής ουσίας στον ασθενή, είναι η μελέτη των διεργασι-

ών απορρόφησης, κατανομής, μεταβολισμού και απέκκρισης που συμ-

βαίνουν ως αποτέλεσμα της χορήγησης φαρμάκων σε οργανισμούς.

Πολύ σημαντικά εργαλεία μαθηματικής μοντελοποίησης στην κατε-

ύθυνση αυτή, παρέχονται από το πεδίο της Φαρμακομετρίας [20]. Δύο

είναι οι βασικοί τύποι φαρμακοκινητικών μοντέλων: τα εμπειρικά και τα

φυσιολογικά (μηχανιστικά). Ακολουθεί μια πιο λεπτομερής περιγραφή

για κάθε τύπο μοντελοποίησης.

2.1.1 Εμπειρικά Φαρμακοκινητικά Μοντέλα

Τα εμπειρικά φαρμακοκινητικά μοντέλα (ΕΦΜ) όπως υποδηλώνει η

ονομασία τους, βασίζονται στη συγκεντρωμένη γνώση και εμπειρία

που προκύπτει από τη συστηματική εφαρμογή των ιατρικών πρακτικών.

Δεν έχουν άμεση αντιστοίχιση με την ανατομία και τη φυσιολογία των

οργανισμών που μοντελοποιούν. Συνήθως αποτελούνται από 1 ή 3

διαμερίσματα, αναλόγως της πολυπλοκότητας.

Στην περίπτωση του μονοδιαμερισματικού μοντέλου, το σύνολο του

οργανισμού θεωρείται ως ένα ενιαίο διαμέρισμα. Επιπλέον γίνεται η

παραδοχή ότι η φαρμακευτική ουσία κατανέμεται ομοιόμορφα στον ορ-

γανισμό, και απομακρύνεται από αυτόν, με βάση μια διεργασία πρώτης

τάξης [21].

Αντίθετα, η περίπτωση του μοντέλου τριών διαμερισμάτων αποτε-

λείται από ένα κεντρικό στοιχείο που αντιστοιχεί στο πλάσμα του αίμα-

τος, ένα διαμέρισμα για τους ιστούς που εμφανίζουν ταχεία δυναμική

και ένα διαμέρισμα για τα όργανα με πιο αργή δυναμική. Το συνολικό



10 Κεφάλαιο 2. Φαρμακοκινητικά Μοντέλα

μοντέλο αποτελείται από ένα σύστημα τριών συνήθων διαφορικών εξι-

σώσεων, που περιγράφει τη δυναμική του φαρμάκου μεταξύ αυτών των

διαμερισμάτων. Συχνά το μοντέλο τριών διαμερισμάτων περιγράφει τη

φαρμακοκινητική σε εφαρμογή ενδοφλέβιας χορήγησης αναισθητικών

και αναλγητικών φαρμάκων [22].

Παρά την φαινομενικά απλοϊκή προσέγγιση, τα εμπειρικά φαρμα-

κοκινητικά μοντέλα είναι ιδιαίτερα χρήσιμα για ανάλυση πειραματικών

δεδομένων και την εξαγωγή χρήσιμων επεξηγήσεων των φαρμακοκι-

νητικών παραμέτρων, όπως η μέγιστη συγκέντρωση (Cmax), περιοχή
κάτω από την καμπύλη (Area Under Curve - AUC), και ο όγκος

κατανομής (Vd). Επίσης χρησιμοποιούνται εκτενώς και ως μοντέλα

πρόβλεψης [21, 20].

2.1.2 Φυσιολογικά Φαρμακοκινητικά Μοντέλα

Τα Φυσιολογικά Φαρμακοκινητικά Μοντέλα (ΦΦΜ) (Physiologically-
Based Pharmacokinetic (PBPK) Models) κάνουν χρήση της γνώσης

της φυσιολογίας και της ανατομίας του μελετούμενου βιολογικού συ-

στήματος για να περιγράψουν την κατανομή της φαρμακευτικής ουσίας

στο πλάσμα και στους διάφορους ιστούς του οργανισμού. Τα μοντέλα

αυτά χρησιμοποιούνται εκτενώς στο τομέα του σχεδιασμού των φαρ-

μάκων, σε τοξικολογικές μελέτες, σε μελέτες αναισθησίας [23], στην

αντιμετώπιση του διαβήτη [24], στη μελέτη καρκινικών όγκων [25] και

γενικότερα στην περιγραφή της κατανομής χημειοθεραπευτικών [26].

Τα μοντέλα PBPK βασίζονται σε θεμελιώδεις αρχές όπως τα ισοζύγια

μάζας και η χημική κινητική, τα οποία περιγράφονται μαθηματικά ως

συστήματα συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Η επιτυχία τους οφείλε-

ται στη δυνατότητα τους να παρέχουν μια ‘μηχανιστική’ περιγραφή της

φαρμακοκινητικής του συστήματος [16].

Η διαδικασία της κατανομής του φαρμάκου στον οργανισμό, επιτυγ-

χάνεται μέσω της ροής της φαρμακευτικής ουσίας μέσα στο σύστημα

φλεβών και τριχοειδών αγγείων, και μέσω της διαδικασίας της διάχυ-

σης στο εσωτερικό των οργάνων και ιστών [27]. Με βάση αυτή τη

θεώρηση, στα μοντέλα PBPK τα όργανα και οι ιστοί αναπαρίστανται

ως ζεύγη διαφορικών εξισώσεων. Στα ζεύγη αυτά η μια εξίσωση περι-

γράφει το κομμάτι της διεργασίας που αφορά στη ροή του αίματος στο

όργανο, ενώ η δεύτερη εξίσωση περιγράφει τη διαδικασία της διάχυσης

του φαρμάκου εντός του οργάνου. ΄Ετσι μπορούμε να πούμε ότι κάθε
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ζεύγος διαφορικών εξισώσεων αντιστοιχεί σε ένα διαμερίσμα (com-
partment) - δηλαδή σε ένα όργανο/ιστό - ενώ οι επιμέρους εξισώσεις

στα αντίστοιχα υποδιαμερίσματα του κυρίου διαμερίσματος. Οι ανα-

φερόμενες διαφορικές εξισώσεις υλοποιούν τις εξισώσεις μεταφοράς

μάζας, όπου η μεταφορά της μάζας επιτυγχάνεται λόγω διάχυσης, και

με βασικούς παράγοντες τους συντελεστές διαπερατότητας μεμβρανών.

Με βάση τη Θεωρία Δυναμικών Συστημάτων, τα μοντέλα PBPK
καταρχήν μπορούν να αντιμετωπιστούν σαν δυναμικά συστήματα Μιας

Εισόδου - Πολλών Εξόδων (SIMO, Single-Input-Multiple-Outputs) .
Η είσοδος αντιστοιχεί στο ρυθμό έγχυσης του φαρμάκου στο κάθε

διαμέρισμα. Οι μεταβλητές κατάστασης του συστήματος αντιστοι-

χούν στις τιμές της συγκέντρωσης του φαρμάκου σε κάθε διαμέρι-

σμα ή υποδιαμέρισμα. Η προσέγγιση αυτή μπορεί να γενικευτεί σε

περιπτώσεις ταυτόχρονης χορήγησης πολλών φαρμάκων, οδηγώντας

σε συστήματα Πολλών Εισόδων - Πολλών Εξόδων (MIMO, Multiple-
Inputs-Multiple-Outputs) . Με βάση αυτήν την προσέγγιση, μπορούν

να εφαρμοστούν οι μεθοδολογίες της Θεωρίας Ελέγχου στα μοντέλα

PBPK, σαν ένα πρόβλημα ελέγχου με ανατροφοδότηση.

Κατά συνέπεια, το μοντέλο PBPK αποτελεί ένα βασικό δομικό

στοιχείο του συστήματος που χρησιμοποιείται στη παρούσα εργασία

προς την κατεύθυνση της βέλτιστης χορήγησης φαρμάκου.

2.2 Μοντέλα PBPK στο Χώρο Κατάστασης

Τα διαμερίσματα που συμπεριλαμβάνονται στα μοντέλα PBPK χωρίζο-

νται σε τέσσερις βασικές κατηγορίες:

• τα μη-μεταβολικά διαμερίσματα

• τα μεταβολικά και απεκκριτικά/αποβολικά διαμερίσματα

• τους πνεύμονες

• το διαμέρισμα του πλάσματος

Για τη συνέχεια υιοθετείται ο συμβολισμός Cv,i
[
µgL−1

]
για τη συ-

γκέντρωση του φαρμάκου στις φλέβες μέσω του υποδιαμερίσματος που

ελέγχεται από τη ροή στο διαμέρισμα i. Με Vi συμβολίζεται ο όγκος

του ιστού του οργάνου i, ενώ με Vbl,i [L] ο όγκος του αίματος που κυ-

κλοφορεί στο όργανο i. Το Ci
[
µgL−1

]
αναφέρεται στη συγκέντρωση
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της ουσίας στο αντίστοιχο υποδιαμέρισμα i που ελέγχεται από τη διαδι-

κασία της διάχυσης, ενώ το Qi

[
L hr−1

]
αναφέρεται στην ογκομετρική

ροή του αίματος μέσω του i. Ολοκληρώνοντας την παρουσίαση των

συμβολισμών, αναφέρεται ότι το Cart αντιστοιχεί στην αρτηριακή συ-

γκέντρωση του φαρμάκου, το Qc

[
L hr−1

]
αντιστοιχεί στον καρδιακό

ογκομετρικό ρυθμό ροής, ενώ το u
[
µgL−1

]
συμβολίζει το ρυθμό χο-

ρήγησης του φαρμάκου που αποτελεί και την μεταβλητή εκ χειρισμού

του συστήματος. Στις επόμενες παραγράφους θα παρουσιαστεί πιο

αναλυτικά η περιγραφή και η λειτουργία καθεμίας από τις τέσσερις

κατηγορίες των διαμερισμάτων ενός μοντέλου PBPK.

2.2.1 Μη Μεταβολικά Διαμερίσματα

Στα μη-μεταβολικά διαμερίσματα δεν παρατηρούνται μεταβολικές αντι-

δράσεις κατά συνέπεια θεωρείται ότι δεν υπάρχει κατανάλωση της φαρ-

μακευτικής ουσίας που χορηγείται. Τέτοια όργανα σε έναν ανθρώπινο

οργανισμό θεωρούνται συνήθως το δέρμα και η ουροδόχος κύστη. Το

ισοζύγιο μάζας για τα μη-μεταβολικά διαμερίσματα περιγράφει τη συσ-

σώρευση του φαρμάκου στο εσωτερικό του διαμερίσματος, σαν απο-

τέλεσμα της αρτηριακής ροής και της διάχυσης που συντελούνται στο

εσωτερικό του, και περιγράφεται από τις εξισώσεις:

Vbl,i
dCv,i
dt

= Qi (Cart − Cv,i)− πi
(
Cv,i −

Ci
Pi

)
(2.1αʹ)

Vi
dCi
dt

= πi

(
Cv,i −

Ci
Pi

)
(2.1βʹ)

για i ∈ Inm, όπου Inm το σύνολο των δεικτών των μη-μεταβολικών

διαμερισμάτων. Στις εξισώσεις (2.1) ο όρος πi αναφέρεται στο συντε-
λεστή διαπερατότητας (permeability coefficient), που ποσοτικοποιεί τη

διαπερατότητα των μεμβρανών που διαχωρίζουν τον εξωφλεβικό ιστό

από το αίμα. Αντίστοιχα ο όρος Pi των εξισώσεων (2.1) είναι ένας

αδιάστατος αριθμός που ονομάζεται συντελεστής διαμέρισης ιστού-

αίματος (tissue-blood partition coefficient).

2.2.2 Μεταβολικά & Απεκκριτικά Διαμερίσματα

Στα μεταβολικά και απεκκριτικά όργανα, το φάρμακο μεταβολίζεται

ή/και απεκκρίνεται από τον οργανισμό. Επειδή σε κάθε περίπτωση σε

αυτά τα όργανα, υπάρχει με τον έναν ή τον άλλο τρόπο κατανάλωση



2.2. Μοντέλα PBPK στο Χώρο Κατάστασης 13

του φαρμάκου σε σχέση με το ισοζύγιο μάζας, οι δυο αυτές κατηγορίες

ομαδοποιούνται σε μια. Το βασικό απεκκριτικό όργανο στον ανθρώπι-

νο οργανισμό είναι το ήπαρ, όπου τα κύτταρα του ήπατος μεταβολίζουν

και απεκκρίνουν μέσω της χολής το φάρμακο [28]. Η ουρική απέκκρι-

ση πραγματοποιείται στους νεφρούς, απ'όπου τα ούρα οδηγούνται στην

ουροδόχο κύστη για να απομακρυνθούν από τον οργανισμό. Ωστόσο

σε ορισμένες περιπτώσεις είναι δυνατόν να υπάρξει επαναπορρόφηση

από την ουροδόχο κύστη [29]. Στη συγκεκριμένη κατηγορία διαμε-

ρισμάτων, οι εξισώσεις του ισοζυγίου μάζας επαυξάνονται από όρους

που περιγράφουν επακριβώς το μεταβολισμό ή/και την απέκκριση του

φαρμάκου στο διαμέρισμα:

Vbl,i
dCv,i
dt

= Qi (Cart − Cv,i)− πi
(
Cv,i −

Ci
Pi

)
− rexi (cv,i)Vbl,i

(2.2αʹ)

Vi
dCi
dt

= πi

(
Cv,i −

Ci
Pi

)
− rmeti (Ci)Vi (2.2βʹ)

για i ∈ Im, όπου Im είναι το σύνολο των δεικτών των μεταβολικών/α-

πεκκριτικών διαμερισμάτων. Στις εξισώσεις (2.2) ο όρος rmeti αντι-

στοιχεί στη συνάρτηση του ρυθμού μεταβολισμού, ενώ ο όρος rexi στη

συνάρτηση του ρυθμού απέκκρισης, οι οποίες συνήθως θεωρούνται

γραμμικές και πρώτης τάξης:

rmeti (Ci) = kmeti Ci (2.3αʹ)

rexi (Cv,i) = kexi Cv,i (2.3βʹ)

Οι ρυθμοί μεταβολισμού και απέκκρισης μπορούν ενναλακτικά να προ-

σεγγιστούν και από μη γραμμικές συναρτήσεις, όπως οι κινητικές εξι-

σώσεις Michaelis-Menten [30].

2.2.3 Κεντρικό Διαμέρισμα - Αίμα

Το αίμα είναι το στοιχείο εκείνο που περιέχεται σε κάθε μοντέλο

PBPK, αφού είναι υπεύθυνο για την μεταφορά του φαρμάκου σε όλο

τον οργανισμό. Τα δυο υποδιαμερίσματα που αποτελούν το διαμέρισμα

του αίματος είναι το πλάσμα και τα ερυθρά αιμοσφαίρια (Red Blood
Cells - RBCs). Η έξοδος όλων των διαμερισμάτων που αναφέρθηκαν

πιο πάνω γίνεται στο αίμα, μέσω του οποίου μεταφέρεται τελικά το φάρ-

μακο στους πνεύμονες. Το ισοζύγιο μάζας που θεωρείται ότι διέπει τη
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λειτουργία του πλάσματος και των ερυθρών αιμοσφαιρίων δίνεται από

τις παρακάτω εξισώσεις:

Vpl
dCpl
dt

= u+
∑

i∈Inm∪Im
QiCv,i + πrbcCrbc − πplCpl −QcCpl

(2.4αʹ)

Vrbc
dCrbc
dt

= πplCpl − πrbcCrbc (2.4βʹ)

Ο όγκος του πλάσματος εκφράζεται συνήθως ως κλάσμα του συνολι-

κού όγκου του αίματος, όπως στην εξίσωση:

Vpl = hVbl (2.5)

όπου h είναι ένας σταθερός όρος, ξεχωριστός για κάθε ασθενή, ο

λεγόμενος αιματοκρίτης. Κατά συνέπεια, ο όγκος που αντιστοιχεί στα

ερυθρά αιμοσφαίρια προκύπτει από το υπόλοιπο της εξίσωσης (2.5):

Vrbc = (1− h)Vbl (2.6)

2.2.4 Πνεύμονες

Οι πνεύμονες είναι και αυτοί βασικό και αναγκαίο δομικό συστατικό

ενός μοντέλου PBPK. Αυτό συμβαίνει γιατί στους πνεύμονες κλείνει

ο βρόχος μεταξύ της καρδιακής και της αρτηριακής κυκλοφορίας. Το

ισοζύγιο μάζας για τα υποδιαμερίσματα των πνευμόνων εκφράζεται από

τις εξισώσεις:

Vbl,lu
dCv,lu
dt

= Qc (Cv,lu − Cart)− πlu
(
Cart −

Clu
Plu

)
(2.7αʹ)

Vlu
dClu
dt

= πlu

(
Cart −

Clu
Plu

)
(2.7βʹ)

2.2.5 Μοντέλα PBPK

΄Ενα μοντέλο PBPK στο χώρο κατάστασης περιλαμβάνει το σύνολο

των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν τα διαμερίσματα/όργανα

που το αποτελούν. Η γενική του μορφή δίνεται από την εξίσωση:

dx (t)

dt
= f0 (x (t) , u (t)) (2.8)
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όπου x (t) ∈ Rn
είναι το διάνυσμα των μεταβλητών κατάστασης, δη-

λαδή το διάνυσμα των τιμών των συγκεντρώσεων στα διάφορα διαμε-

ρίσματα του μοντέλου PBPK. Επιπλέον με u (t) ∈ Rm
συμβολίζεται

το διάνυσμα εισόδου, το οποίο έχει διάσταση m = 1, στην περίπτωση

της χορήγησης ενός φαρμάκου και m > 1 στην πιο γενική περίπτωση

της ταυτόχρονης χορήγησης πολλών φαρμάκων. Με εφαρμογή με-

θόδων διακριτοποίησης με βάση την επιλογή μιας χρονικής περιόδου

δειγματοληψίας Ts > 0, το σύστημα μεταβλητών κατάστασης μπορεί

να μετασχηματιστεί στο διακριτό χώρο και να πάρει την ακόλουθη

μορφή:

xk+1 = f (xk, uk) (2.9αʹ)

yk = g0 (xk) (2.9βʹ)

Οι μη γραμμικές εξισώσεις (2.9), μπορούν να γραμμικοποιηθούν, γύρω

από ένα σημείο λειτουργίας, καταλήγοντας στο ακόλουθο γραμμικό και

χρονικά αναλλοίωτο δυναμικό σύστημα σε διακριτό χρόνο:

xk+1 = Axk +Buk (2.10αʹ)

yk = Cxk (2.10βʹ)

Για το υπόλοιπο του κειμένου, θεωρείται επιπλέον οτι το ζεύγος (A,B)
είναι ελέγξιμο και το ζεύγος (C,A) είναι παρατηρήσιμο.
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Κεφάλαιο 3

Δυναμικά Συστήματα

Κλασματικής Τάξης και

Εφαρμογές

3.1 Εισαγωγή

Τ
α κλασσικά φαρμακοκινητικά μοντέλα που παρουσιάστηκαν στο

Κεφάλαιο 2 δεν μπορούν να περιγράψουν με ικανοποιητική α-

κρίβεια μη γραμμικά φαινόμενα όπως είναι η ανώμαλη διάχυση, η κλα-

σματική κινητική, η διάχυση σε μορφοκλασματικές πολλαπλότητες, και

φαινόμενα συνεργατικής ή ανταγωνιστικής δράσης. Το 2010 με την

εργασία τους [31] οι Κυταριόλος, Μαχαίρας και Δοκουμετζίδης, ει-

σήγαγαν την κλασματική δυναμική στον τομέα της φαρμακοκινητικής

μοντελοποίησης, με την οποία βελτιώθηκε σημαντικά η δυνατότητα

περιγραφής των παραπάνω φαινομένων, σε σύκριση με την κλασσική

φαρμακοκινητική προσέγγιση. Η εργασία αυτή αποτέλεσε το έναυ-

σμα για μια σειρά επόμενων δημοσιεύσεων σχετικών με τη χρήση της

κλασματικής δυναμικής στον τομέα της φαρμακοκινητικής μοντελο-

ποίησης [32, 33, 34, 35, 36, 37].

Η χρησιμοποίηση διαφορικών εξισώσεων στις οποίες η παράγωγος

είναι κλασματικής τάξης, οδηγεί σε κλασματικής τάξης ΦΦΜ (PBPK ).

Κατ'αντιστοιχία τα ισοζύγια μάζας που περιγράφονται στις διαφορικές

εξισώσεις του συστήματος, πλέον γράφονται με χρήση κλασματικών

παραγώγων [9] βασίζοντας με αυτόν τον τρόπο τη μελέτη των φαρ-

μακοκινητικών προφίλ και των αλληλεπιδράσεων των φαρμάκων, στον

κλασματικό διαφορικό λογισμό.
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3.2 Κλασματικός Διαφορικός/Ολοκληρωτικός Λογι-

σμός

Ο Κλασματικός διαφορικός/ολοκληρωτικός λογισμός είναι ο κλάδος

εκείνος των Μαθηματικών που ασχολείται με την επέκταση των παρα-

γώγων ακέραιας τάξης σε πραγματικές και μιγαδικές τιμές.

Η πρώτη αναφορά στο αντικείμενο βρίσκεται σε επιστολή του Γάλ-

λου Μαθηματικού Guillaume de L’Hôpital (1661-1704) προς το Γερ-

μανό Μαθηματικό και Φιλόσοφο Gottfried Wilhem Leibniz (1646-

1716), στην οποία θέτει το ερώτημα κατά πόσο έχει νόημα ο ορι-

σμός μιας ημιπαραγώγου, δηλαδή μια παραγώγου τάξης ίσης με 0.5.

Ουσιαστική απάντηση στο ερώτημα δεν υπήρξε για τους επόμενους

τρεις αιώνες. Τα τελευταία χρόνια το ερώτημα επανήλθε στην επι-

φάνεια, αφού απολαμβάνει της προσοχής πολλών επιστημόνων από

διάφορες επιστημονικές αφετηρίες, ιδιαίτερα στο πεδίο της εφαρμο-

σμένης έρευνας. Ο λόγος του ολοένα και αυξανόμενου ενδιαφέροντος

στα κλασματικά συστήματα είναι ότι παρέχουν καλύτερα αποτελέσμα-

τα σε προβλήματα μοντελοποίησης. Τέτοιες - πιο εξεζητημένες - μο-

ντελοποιήσεις συναντώνται συχνά σε διεργασίες βιοϊατρικής [38], σε

μηχανικές διεργασίες βιολογικών ιστών [39], στην μοντελοποίηση της

ανώμαλης διάχυσης [40, 41] και αλλού. Μια ανασκόπηση των εφαρμο-

γών του Κλασματικού Διαφορικού Λογισμού παρέχεται στη δουλειά

των Dalir and Bashour [42].
Η φυσική ερμηνεία της κλασματικής παραγώγου είναι δύσκολο να

δοθεί, δίνοντας την εντύπωση πως πρόκειται απλά για ένα αφηρημένο

μαθηματικό κατασκεύασμα για να διευκολύνει μεθοδολογικά τυχόν μη

γραμμικές μοντελοποιήσεις. Ωστόσο στη δουλειά του Hilfer γίνεται μια
προσπάθεια προς τη φυσική ερμηνεία των κλασματικών παραγώγων,

που πηγάζει από την ανάλυση της ανώμαλης διάχυσης [43] και άλλων

φυσικών φαινομένων [44].

Προτού εξεταστούν σε βάθος ο ορισμός και οι ιδιότητες των κλα-

σματικών παραγώγων, ιδιαίτερη μνεία πρέπει να γίνει σε μια πολύ βασι-

κή ιδιότητα τους - αυτή της ‘μη τοπικότητας’. Οι κλασσικές παράγωγοι

ακέραιας τάξης, υπολογίζονται σε ένα σημείο x0 με βάση τη συμπεριφο-

ρά της αντίστοιχης συνάρτησης γύρω από τη γειτονιά του σημείου αυ-

τού. Αντίθετα, για τον υπολογισμό της παραγώγου μη-ακέραιας τάξης

απαιτείται η γνώση της συμπεριφοράς της συνάρτησης σε σημεία πολύ

‘πιο μακριά’ από τη γειτονιά του σημείου x0. Το γεγονός αυτό καθιστά
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τις παραγώγους μη-ακέραιων τάξεων κατάλληλες να περιγράψουν φαι-

νόμενα με έντονο το στοιχείο της μνήμης, δηλαδή φαινόμενα στα οποία

οι παρελθούσες καταστάσεις έχουν σημαντική επίδραση στην μελλο-

ντική εξέλιξη του συστήματος [45]. Τέτοια φαινόμενα δε μπορούν να

περιγραφούν με ακρίβεια από τη συνήθη μεθοδολογία διαφορικών εξι-

σώσεων ακέραιας τάξης.

Για τους ανωτέρω λόγους, τα κλασματικά συστήματα βρίσκουν ολο-

ένα και περισσότερες εφαρμογές στη θεωρία αυτόματου ελέγχου [46,

47, 48, 49] και στη θεωρία σημάτων [50, 18, 51].

3.3 Ορισμοί

3.3.1 Ιδιότητες Παραγώγων Κλασματικής Τάξης

Ο συμβολισμός που χρησιμοποιείται για τις κλασματικές παραγώγους

κλασματικής τάξης
1
είναιDα, α ∈ R. ΄Οπως ισχύει και στις κλασσικές

παραγώγους η Dα
είναι ένας τελεστής που απεικονίζει συναρτήσεις

f : R → R σε άλλες συναρτήσεις. Κατ'επέκταση των ιδιοτήτων

των κλασσικών παραγώγων ακέραιας τάξης, η παράγωγος κλασματικής

τάξης θα πρέπει να έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

• Η εικόνα αναλυτικής συνάρτησης μέσω της Dα
να είναι αναλυτική

συνάρτηση.

• Η Dα
να επεκτείνει την παράγωγο ακέραιας τάξης, δηλαδή αν

α ∈ N, η Dα
να είναι η παράγωγος ακέραιας τάξης α - δηλαδή

Dα = dα

dtα , α ∈ N.

• Να ισχύει
(
D−1

)
(t) =

∫ t
0 f (τ) dτ και(

D−ν−1f
)

= D−1 (D−νf) (t)

• Η α-τάξης παράγωγος της σταθερής συνάρτησης f (t) = c πρέπει
να είναι 0 για α > 1.

• D0f = f για κάθε f , δηλαδή ο D0
είναι ταυτοτικός τελεστής.

• Ο τελεστήςDα
πρέπει να είναι γραμμικός, δηλαδή για κάθε λ, µ ∈

R και f, g : R→ R : Dα (λf + µg) = λDαf + µDαg.

• Να ισχύει η ιδιότητα της ημιομάδας για παραγώγους θετικής τάξης,

δηλαδή για α, β > 0 να είναι DαDβf = Dα+βf .
1
Ο καθιερωμένος προσδιορισμός ως ¨κλασματικής τάξης’ είναι μάλλον καταχρηστικός αφού η τάξη

της παραγώγου μπορεί να είναι εν γένει άρρητος αριθμός



20 Κεφάλαιο 3. Δυναμικά Συστήματα Κλασματικής Τάξης και Εφαρμογές

Για τον ορισμό της κλασματικής παραγώγου υπάρχουν τρεις διαφορε-

τικοί ορισμοί. Οι ορισμοί αυτοί είναι ισοδύναμοι, και χρησιμοποιούνται

κατά περίπτωση, με κριτήριο την ευκολία στη χρήση.

3.3.2 Ορισμός κατά Riemann-Liouville

Ο ορισμός της κλασματικής παραγώγου κατά Riemann-Liouville, προ-
κύπτει από τη γενίκευση του ομώνυμου ολοκληρώματος. Ορίζονται τα

ολοκληρώματα:

I1
zf (t) ≡ D−1

z f (t) =

∫ t

z

f (τ) dτ (3.1)

και

I2
zf (t) ≡ D−2

z f (t) =

∫ t

z

∫ τ1

z

f (τ) dτdτ1 (3.2)

Επαγωγικά ορίζεται το ολοκλήρωμα τάξης n ∈ N, Inz . Κάνοντας

χρήση του επαναληπτικού τύπου του Cauchy για t > z προκύπτει:

Inz f (t) := D−nz f (t) =
1

(n− 1)!

∫ t

z

(t− τ)n−1 f (τ) dτ (3.3)

Λαμβάνοντας υπόψη την ιδιότητα της συνάρτησης Γάμμα σύμφωνα με

την οποία Γ (n) = (n− 1)! για n ∈ N, προκύπτει το Κλασματικό

Ολοκλήρωμα Riemann-Liouville:

RLI
a
z f (t) := D−αz f (t) =

1

Γ (α)

∫ t

z

(t− τ)α−1 f (τ) dτ (3.4)

Ο ορισμός της εξίσωσης (3.4) αποδεικνύεται ότι καλύπτει όλες τις ι-

διότητες που θεωρήθηκαν στην παράγραφο 3.3.1. Ο ορισμός της κλα-

σματικής παραγώγου Riemann-Liouville μπορεί να γίνει με βάση τον

ορισμό του κλασματικού ολοκληρώματος Riemann-Liouville. Ορίζε-

ται m = dαe, όπου m είναι ο αμέσως μεγαλύτερος (ή ίσος) ακέραιος

προς τον εν γένει πραγματικό αριθμό α. Με βάση αυτό προκύπτει:

(RLD
α
z f) (t) =RL D

m
z RLI

m−α
z f (t) (3.5)

=
dm

dtm
RLI

m−α
z f (t) (3.6)

=
dm

dtm

(
1

Γ (m− α)

∫ t

z

f (τ) dτ

(t− τ)α−m+1

)
(3.7)
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Η περιγραφή του χώρου των συναρτήσεων για τις οποίες ορίζεται η

παράγωγος Riemann-Liouville μπορεί να βρεθεί στο [52].

3.3.3 Ορισμός κατά Caputo

Ο ορισμός της κλασματικής παραγώγου κατά Caputo (CD
α
z )προκύπτει

από την εξίσωση (3.5) με αντιστροφή των τελεστών:

(CD
α
z f) (t) :=RL I

m−α
z

dmf (t)

dtm
(3.8)

Ο ανωτέρω ορισμός της κλασματικής παραγώγου οφείλεται στους Ca-
puto, Mainardi [53]. ΄Οπως προκύπτει από την εξίσωση (3.8) η κλα-

σματική παράγωγος Caputo ορίζεται για συναρτήσεις f : R→ R των

οποίων οι παράγωγοι τάξης m είναι απολύτως ολοκληρώσιμες. Ο ο-

ρισμός της κλασματικής παραγώγου Caputo συνδέεται με αυτόν κατά

Riemann-Liouville ως εξής:

CD
αf (t) =RL D

α

f (t)−
dαe−1∑
k=0

dkf

dtk

∣∣∣∣
0+

tk

k!

 (3.9)

και

CD
αf (t) =RL D

αf (t)−
dαe−1∑
k=0

dkf

dtk

∣∣∣∣
0+

tk−α

Γ (k − α + 1)
(3.10)

΄Οπως βλέπουμε στο δεξί μέλος των εξισώσεων (3.9) και (3.10) περι-

λαμβάνονται οι αρχικές συνθήκες της f και των παραγώγων της μέχρι

της τάξης dae−1. Οι συνθήκες αυτές δεν εμφανίζονται στην παράγω-

γο Caputo CD
αf (t), παρέχοντας έτσι τη δυνατότητα να διαμορφώνο-

νται ελεύθερα προβλήματα αρχικών τιμών. Το γεγονός αυτό, είναι

η αιτία της μεγάλης δημοτικότητας αυτού του ορισμού της κλασμα-

τικής παραγώγου. ΄Ομως, όπως έδειξαν στην εργασία τους οι Achar,
Lorenzo, and Hartley [54], οι παράγωγοι της f για τάξεις μεγαλύτερες

ή ίσες του dαe ενδέχεται να είναι ασυνεχείς, θέτοντας έτσι περιορι-

σμούς στην υιοθέτηση της παραγώγου Caputo για τη μοντελοποίηση

φυσικών συστημάτων.
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3.3.4 Ορισμός κατά Grünwald-Letnikov

Ο ορισμός της κλασματικής παραγώγου κατά Grünwald-Letnikov είναι

ένας εξίσου διαδεδομένος ορισμός [55]. Ο ορισμός αυτός γίνεται με

χρήση του ορίου, όπως στον κλασσικό ορισμό της παραγώγου ακέραιας

τάξης:

df

dt
= lim

h→0

f (x+ h)− f (x)

h
(3.11)

όπου f : R → R μια παραγωγίσιμη συνάρτηση. Κατ΄ επέκταση η

δεύτερη παράγωγος ορίζεται ως:

d2f

dt2
=
df ′

dt
= lim

h→0

f ′ (x+ h)− f ′ (x)

h

= lim
h→0

f (x+ 2h)− 2f (x+ h) + f (x)

h2

(3.12)

Με επαγωγή καταλήγουμε στο ορισμό για την τάξη n της παραγώγου

(όπου n γενικά πραγματικός αριθμός):

dnf

dtn
= lim

h→0

∑n
j=0 (−1)j

(
n
j

)
f (x+ (n− j)h)

hn
(3.13)

όπου
(
n
j

)
, είναι ο διωνυμικός συντελεστής n-ανά-j, που ορίζεται ως:(

n

j

)
:=

n!

j! (n− j)! (3.14)

Επιπλέον στη συνάρτηση (3.14) το παραγοντικό μπορεί να αντικατα-

σταθεί με τη συνάρτηση Γάμμα ως εξής:(
n

j

)
:=

Γ (n+ 1)

Γ (j + 1) Γ (n− j + 1)
(3.15)

Το πλεονέκτημα του ορισμού της κλασματικής παραγώγου σύμφωνα

με τον ορισμό κατά Grünwald-Letnikov είναι η ευκολία αριθμητικού

υπολογισμού της.

Ως απόρροια αυτού του ορισμού, ορίζεται και ο Τελεστής Διαφοράς

Grünwald-Letnikov τάξης a για συνάρτηση f σε σημείο t και μέγεθος

βήματος h > 0, ως εξής:

∆α
hf (t) =

∞∑
j=0

(−1)j
(
a

j

)
f (t− jh) (3.16)



3.4. Συστήματα Κλασματικής Τάξης 23

όπου
(
a
0

)
= 1, ενώ για κάθε j ∈ N με j > 0, είναι

(
α
j

)
=
∏j−1

i=0
a−i
i+1 .

Επιπλέον ορίζεται: caj = (−1)j
(
a
j

)
με την παρατήρηση ότι η ακολουθία

caj είναι απολύτως αθροίσιμη [56]. Σε αυτό το σημείο είναι πλέον ορατό

πως για να υπολογιστεί ο τελεστής ∆a
hf (t) για μη ακέραιες τιμές

του a, απαιτείται ολόκληρη η ιστορία του f (t). Κάνοντας χρήση του

τελεστή Grünwald-Letnikov, μπορεί να εκφραστεί και η κλασματική

παράγωγος Grünwald-Letnikov τάξης a ως εξής:

Daf (t) = lim
h→0

∆a
hf (t)

ha
(3.17)

με την παραδοχή ότι το όριο υπάρχει. Προκύπτει ότι για Dk
με k ∈ N,

ο ορισμός ταυτίζεται με τον κλασσικό ορισμό της ακέραιας παραγώγου

ως προς t καθώς και D0f (t) = f (t).

3.4 Συστήματα Κλασματικής Τάξης

3.4.1 Εισαγωγή

Με βάση τους ορισμούς που προηγήθηκαν, στη συνέχεια μπορούν να

διαμορφωθούν οι αντίστοιχες τελεστικές εξισώσεις που περιλαμβάνουν

τέτοιες παραγώγους. ΄Ετσι ονομάζεται Κλασματική Διαφορική Εξίσω-

ση κάθε συναρτησιακή σχέση της μορφής:

F (t, y,Dα1y, . . . , Dαny) = 0 (3.18)

όπου Dα
είναι μια κλασματική παράγωγος με α ∈ R. Οι κλασματικές

διαφορικές εξισώσεις που θα απασχολήσουν στο πλαίσιο της παρούσας

εργασίας έχουν τη γενική μορφή:

y + p1D
α1y + · · ·+ plD

αly = u+ p1D
b1u+ · · ·+ prD

bru (3.19)

Η εξίσωση (3.19) μπορεί να γραφτεί και σε πιο συμπαγή μορφή ως

εξής:

l∑
i=0

AiD
αix (t) =

r∑
i=0

BiD
βiu (t) (3.20)

όπου x : R → Rn
το διάνυσμα κατάστασης και u : R → Rm

το

διάνυσμα εισόδου, ενώ l, r ∈ N και Ai, Bi είναι πίνακες κατάλληλων

διαστάσεων. Τέλος, όλες οι δυνάμεις ai και βi είναι μη αρνητικές.
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Η εξίσωση (3.20) που περιγράφει το σύστημα στο συνεχή χρόνο,

μπορεί να μεταφερθεί στο διακριτό, με τη βοήθεια κάποιας μεθόδου

διακριτοποίησης, όπως κάποια μέθοδο τύπου Euler για ένα χρονικό

βήμα h κάνοντας χρήση της μετατροπής h−a∆a
h:

l∑
i=0

Āi∆
ai
h xk+1 =

r∑
i=0

B̄i∆
βi
h uk (3.21)

Στην εξίσωση (3.21) είναι: xκ = x (kh), uk = u (kh) για k ∈ Z και

επιπλέον Āi = h−aiAi, B̄i = h−βiBi

3.4.2 Προβλήματα Αρχικών-Συνοριακών Τιμών

Με βάση την εξίσωση (3.18) ορίζονται οι αντίστοιχες αρχικές ή ο-

ριακές συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί η y, ώστε το Πρόβλημα

Αρχικών-Συνοριακών Τιμών - ΠΑΣΤ να έχει μοναδική λύση. ΄Ε-

να τέτοιο πρόβλημα είναι αυτό που εξετάζεται στην εργασία των Lv,
Wang, and Wei [57]:

CD
αy (t) = u (t) , (3.22)

sy (0) + bu (t) = c, (3.23)

με 0 < α < 1 και t ∈ [0, T ], όπου u είναι μια δοσμένη συνάρτηση.

Λύση της συνάρτησης της εξίσωσης (3.22) είναι κάθε C1
-συνάρτηση

y : [0, T ] → R τέτοια ώστε CD
αy (t) = y (t) σχεδόν για κάθε t ∈

[0, T ] και ώστε να ικανοποιεί τη συνθήκη sy (0) + bu (t) = c [58].

΄Οπως αποδεικνύεται στην εργασία των Agarwal, Benchohra, and
Hamani [58] το ΠΑΣΤ της εξίσωσης (3.22) είναι ισοδύναμο με την

ακόλουθη ολοκληρωτική εξίσωση:

y (t) =
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 u (τ) dτ−

1

s+ b

(
b

Γ (α)

∫ T

0

(T − τ)α−1 u (τ) dτ − c
) (3.24)

Στην εργασία των Gorenflo and Mainardi [59] εξετάζονται κλασματι-
κές διαφορικές εξισώσεις της μορφής:

CD
αy (t) + y (t) = u (t) (3.25)
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κάνοντας χρήση της παραγώγου Caputo, δηλαδή:

RLD
α

y (t)−
dαe−1∑
k=0

dkf

dtk

∣∣∣∣
0+

tk

k!

+ y (t) = u (t) (3.26)

Στην εξίσωση (3.26) το πλήθος των αρχικών συνθηκών είναι dαe
για τις οποίες είναι

dkf
dtk

∣∣∣
0+

= bk με k = 0, 1, . . . , dαe − 1. Η λύση

της (3.26) γράφεται στη μορφή:

y (t) =

dαe−1∑
k=0

bkI
kEα (−tα)−

∫ t

0

u (t− τ)E′α (−τα) dτ (3.27)

Στην εξίσωση (3.27) οι όροι bk αντιστοιχούν στις αρχικές συνθήκες

για τις παραγώγους της y και με Eα (·) συμβολίζεται η συνάρτηση

Mittag-Leffler που ορίζεται ως:

Eα (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + 1)
(3.28)

Οι συνθήκες ύπαρξης και μοναδικότητας για προβλήματα Αρχικών Τι-

μών σε κλασματικές εξισώσεις, αποτελούν ένα ανοιχτό πεδίο έρευνας.

Για παράδειγμα η εργασία των Achar, Lorenzo, and Hartley [54] που
αναφέρθηκε προηγούμενα, σχετικά με την πιθανή ασυνέχεια των παρα-

γώγων τάξης μεγαλύτερης ή ίσης από την τάξη της διαφορικής εξίσω-

σης δημιουργούν επιπλέον ερωτήματα σε σχέση με την πραγματική

ωφέλεια των αρχικών συνθηκών. Για μεγαλύτερη εμβάθυνση ο ανα-

γνώστης μπορεί να ανατρέξει στις εργασίες των Salem [60], των Ben-
chohra, Cabada, and Seba [61] και των Lakshmikantham and Devi
[62].

3.4.3 Αναπαράσταση Κλασματικών Συστημάτων

΄Οπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 3.4.1 ένα δυναμικό σύστημα κλασμα-

τικής τάξης, γράφεται στη γενική μορφή:

H (Dα1, . . . , Dαn) y = G
(
Dβ1, . . . , Dβm

)
u (3.29)

όπου u και y είναι οι μεταβλητές εισόδου και εξόδου του συστήμα-

τος, αντίστοιχα. Αν οι τελεστές H και G είναι γραμμικοί, τότε και

το σύστημα καλείται γραμμικό. Επομένως οι τελεστές μπορούν να
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γραφτούν στη μορφή:

H (Dα1, . . . , Dαn) =
n∑
i=1

λiD
αi (3.30)

G
(
Dβ1, . . . , Dβm

)
=

m∑
j=1

µjD
βj (3.31)

όπου για παράδειγμα ο όρος Dα
k συμβολίζει τον αντίστοιχο τελεστή

παραγώγισης. Αν οι όροι αi και βj είναι ακέραια πολλαπλάσια μιας

βασικής ποσότητας, δηλαδή αν υπάρχει ψ ∈ R τέτοιο ώστε αi = piψ
και βj = qjψ για κάποια pi, qi ∈ N και για όλα τα i = 1 . . . , |α| και j =
1 . . . , |β|, τότε το σύστημα ονομάζεται ιδιομετρικό (commensurate)
και το κοινό πολλαπλάσιο των τάξεων των παραγώγων ονομάζεται

βασική τάξη.

Η ιδιομετρικότητα είναι μια πολύ βασική ιδιότητα των κλασματικών

συστημάτων αφού απλοποιεί σημαντικά τη μελέτη τους, επιτρέποντας

την απ'ευθείας εφαρμογή μεθόδων που αφορούν σε κλασσικά συστήμα-

τα με παραγώγους ακέραιας τάξης. ΄Ετσι, τέτοιου τύπου συστήματα

μπορούν κατ'εξαίρεση να γραφτούν στον χώρο κατάστασης [63] κάνο-

ντας χρήση του αντίστοιχου κλασματικού τελεστή:

Dψx = Ax+Bu (3.32)

y = Cx+Du (3.33)

ή στην πιο γενική μη-γραμμική περίπτωση:

Dψx = f (x, u) (3.34)

y = h (x, u) (3.35)

Με τον τρόπο αυτό μπορούν να εφαρμοστούν στα ιδιομετρικά κλα-

σματικά συστήματα οι μεθοδολογίες που εφαρμόζονται στο χώρο κα-

τάστασης, όπως για παράδειγμα η ανάλυση της ελεγξιμότητας [64].

Επιπλέον τα κλασματικά συστήματα μπορούν να περιγραφούν με

συναρτήσεις μεταφοράς στο χώρο Laplace στη μορφή:

G (s) =
y (s)

u (s)
=
P (s)

Q (s)
(3.36)
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όπου τα P και Q είναι αντίστοιχα ‘κλασματικά πολυώνυμα’, δηλαδή

συναρτήσεις της μορφής:

P (s) =
n∑
i=0

αis
bi (3.37)

με bi > 0 για όλα τα i = 0, . . . , n. Μια αξιοσημείωτη ιδιότητα των

συστημάτων κλασματικής τάξης είναι ότι στην κατάσταση ισορροπίας

του συστήματος δηλαδή όταν ẋ = 0 δεν είναι απαραίτητο να ισχύει ότι

και η είσοδος θα είναι σε αντίστοιχη ισορροπία, δηλαδή ότι θα ισχύει

u̇ = 0.

3.5 Ευστάθεια Κλασματικών Συστημάτων

Η θεωρία Αυτόματου Ελέγχου προσεγγίζει το θέμα της Ευστάθειας

από διαφορετικές οπτικές. Συνήθως η μελέτη της ευστάθειας των

δυναμικών συστημάτων κλασματικής τάξης γίνεται με βάση την προ-

σέγγιση της ευστάθειας φραγμένης εισόδου-εξόδου (Bounded-Input-
Bounded-Output, BIBO Stability). ΄Αλλες προσεγγίσεις της έννοιας

της ευστάθειας, όπως η ευστάθεια Lyapunov, έχουν χρησιμοποιηθεί

σε μικρότερο βαθμό [65, 66, 67], καθώς και τεχνικές όπως Συστήματα

Γραμμικών Ανισοτήτων (Linear Matrix Inequalities-LMIs) [68].

΄Οπως αναφέρθηκε, στην παρούσα εργασία η ευστάθεια των κλα-

σματικών συστημάτων προσεγγίζεται με τη μέθοδο BIBO. Χάριν πλη-

ρότητας ο ορισμός της BIBO ευστάθειας, έχει ως εξής:

Ορισμός 1. Ευστάθεια BIBO: ΄Ενα δυναμικό σύστημα με είσοδο
u (t) και έξοδο y (t) καλείται BIBO-ευσταθές ή ότι παρουσιάζει Ευ-
στάθεια Φραγμένης Εισόδου-Φραγμένης Εξόδου αν για κάθε ουσιω-

δώς ομοιόμορφα φραγμένο σήμα εισόδου
2
, η έξοδος του είναι ουσιωδώς

ομοιόμορφα φραγμένη.

Στην BIBO προσέγγιση της ευστάθειας γίνεται χρήση και της συ-

νάρτησης μεταφοράς του συστήματος. ΄Ετσι μια συνάρτηση μεταφοράς

G (s) = P (s) /Q (s), που γράφεται ως πηλίκο κλασματικών πολυω-

νύμων, είναι BIBO ευσταθής αν το σύνολο G (P+) είναι φραγμένο

υποσύνολο του C, όπου P+ := {z ∈ C;Re (z) ≥ 0} [69, 70]. Η

συνθήκη αυτή έχει περισσότερο θεωρητική σημασία αφού είναι γενικά

2
Ως ουσιωδώς ομοιόμορφα φραγμένο σήμα (essentially uniformly bounded), ονομάζεται ένα σήμα

x (t) , t ≥ 0 με x (t) ∈ Rn
αν υπάρχει M > 0 ώστε ‖x (t)‖ < M σχεδόν για κάθε t ≥ 0.
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δύσκολο να υπολογιστεί το σύνολο G (P+). Από τη Θεωρία Αυτόμα-

του Ελέγχου είναι γνωστό ότι στα συστήματα ακέραιας τάξης το Α-

νοιχτό Αριστερό Μιγαδικό Ημιεπίπεδο P− := z ∈ C;Re (z) < 0 είναι

καθοριστικό για τη BIBO ευστάθεια, αφού αν όλες οι ρίζες του πα-

ρονομαστή Q (s) βρίσκονται στο P− τότε το σύστημα είναι BIBO ευ-

σταθές. Αντίστοιχα για τα ιδιομετρικά κλασματικής τάξης συστήματα

βασικής τάξης α με συνάρτηση μεταφοράς της μορφής G (s) = Z (sα),
το αντίστοιχο πεδίο είναι το σύνολο P α := z ∈ C; |argσ| > απ

2 . ΄Ε-

τσι ένα σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς G (s) = P (s) /Q (s) είναι

BIBO ευσταθές αν όλες οι ρίζες του πολυωνύμου Q του παρονομαστή

ανήκουν στο P α
[69, 70]. Αυτό το πολυωνυμικό κριτήριο ισχύει μόνο

για ιδιομετρικά συστήματα.

Για τη γενική περίπτωση - δηλαδή για συστήματα όχι απαραίτητα

ιδιομετρικά - έχουν διατυπωθεί αντίστοιχα κριτήρια ευστάθειας που

βασίζονται στη συχνοτική απόκριση [71, 72, 73]. Τα κριτήρια αυτά

είναι επέκταση του κριτηρίου Nyquist για συστήματα με παραγώγους

ακέραιας τάξης. Οι συχνοτικές μέθοδοι εστιάζουν κυρίως σε συστήμα-

τα κλειστού βρόχου. ΄Ετσι, αν η συνάρτηση μεταφοράς του συστήμα-

τος είναι G (s), και η συνάρτηση μεταφοράς του ελεγκτή είναι Gc (s)
τότε η συνάρτηση μεταφοράς ανοιχτού βρόχου του συστήματος είναι:

Gol (s) := Gc (s)G (s) (3.38)

και η συνάρτηση μεταφοράς κλειστού βρόχου ισούται με:

Gcl (s) =
Gc (s)G (s)

1 +Gc (s)G (s)
(3.39)

Πέραν του συχνοτικού κριτηρίου του Nyquist, χρησιμοποιείται συ-

χνά και το αντίστοιχο κριτήριο του Bode. Σύμφωνα με αυτό - και

υπό συνθήκες - το σύστημα κλειστού βρόχου είναι BIBO ευσταθές

αν |Gol (ωco)| < 0db, όπου ωco είναι η συχνότητα crossover του συ-

στήματος. Συχνότητα crossover ονομάζεται η λύση της εξίσωσης

argGol (ωco) = −π αν αυτή υπάρχει. Στην περίπτωση που η λύση δεν

υπάρχει, κατά συνέπεια δε μπορεί να οριστεί συχνότητα crossover τότε
ως συχνοτικό κριτήριο ευστάθειας, επιλέγεται το κριτήριο Nyquist, για
το οποίο ο αναγνώστης παραπέμπεται για εμβάθυνση στο [74]. Γενικά

πάντως τα συχνοτικά κριτήρια Nyquist και Bode εφαρμόζονται στα

συστήματα κλασματικής τάξης με τρόπο αντίστοιχο με αυτόν για τα

συστήματα ακέραιας τάξης [75].
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3.6 Υπολογιστικά ζητήματα

Οι κλασματικές διαφορικές εξισώσεις μπορούν σε ορισμένες απλές πε-

ριπτώσεις να επιλυθούν αναλυτικά. Αυτό επιτυγχάνεται εκφράζοντας

τη λύση με όρους που περιλαμβάνουν τη συνάρτηση Mittag-Leffler
όπως αναφέρθηκε στην εξίσωση (3.28) και την αντίστοιχη συνάρτηση

Mittag-Leffler δύο όρων:

Eα,b (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + b)
(3.40)

Εξ΄ ίσου χρήσιμοι αποδεικνύονται και οι αντίστροφοι μετασχηματισμοί

Laplace, όπως για παράδειγμα:

L−1 sα−b

sα − λ = tb−1Eα,b (λtα) (3.41)

Παρ΄ όλα αυτά όμως στην γενική περίπτωση δεν είναι δυνατόν οι κλα-

σματικές διαφορικές εξισώσεις να επιλυθούν με τρόπο αναλυτικό, πα-

ρά μόνον αριθμητικά. Ο αναγνώστης μπορεί να βρει μια πολύ καλή

επισκόπηση των αριθμητικών μεθόδων για την επίλυση κλασματικών

διαφορικών εξισώσεων στην εργασία των Aoun, Malti, Levron, and
Oustaloup [76]. Η βασικότερη κατηγορία τέτοιων αριθμητικών με-

θόδων είναι η μέθοδος Αριθμητικής Αντιστροφής κατά Laplace (Nu-
merical Inverse Laplace Transform - NILT) [77].

΄Οσον αφορά σε εφαρμογές που άπτονται του σχεδιασμού ρυθμι-

στών κλειστού βρόχου, όπως η προσομοίωση της δυναμικής του συ-

στήματος, τότε εφαρμόζονται μεθοδολογίες προσέγγισης των κλασμα-

τικών δυναμικών από ακέραιες [78]. Μια πολύ χρηστική και πολύ

διαδεδομένη μέθοδος είναι το φίλτρο Oustaloup [79, 80] σύμφωνα με

την οποία η κλασματική συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος προ-

σεγγίζεται σε ένα καθορισμένο εύρος συχνοτήτων λειτουργίας. Το

φίλτρο Oustaloup θα χρησιμοποιηθεί γι΄ αυτόν το σκοπό σε επόμενο

κεφάλαιο.

3.7 Προσέγγιση Πεπερασμένων Διαστάσεων

΄Οπως γίνεται φανερό από τον ορισμό της κλασματικής παραγώγου

κατά Grünwald-Letnikov, για να επιτευχθεί ακριβής περιγραφή ενός
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κλασματικής τάξης δυναμικού συστήματος, απαιτείται να ληφθούν υ-

π΄ όψη όλες οι προηγούμενες καταστάσεις, οι οποίες, προϊόντος του

χρόνου, αυξάνονται διαρκώς. Τελικά, πρακτικά απαιτείται ο υπολο-

γισμός ενός αθροίσματος άπειρων όρων. Κάτι τέτοιο πρακτικά είναι

αδύνατο, κατά συνέπεια τα θεωρητικά αποτελέσματα δεν μπορούν να

εφαρμοστούν άμεσα σε πρακτικές εφαρμογές στο χώρο κατάστασης.

Για να αντιμετωπιστεί αυτή η δυσκολία εισάγεται στο σημείο αυτό ο

Τροποποιημένος Τελεστής Grünwald-Letnikov μήκους ν [81, 3] ως

εξής:

∆a
h,νxk =

ν∑
j=0

cajxk−j (3.42)

Με βάση την εξίσωση (3.42) η εξίσωση (3.21) μπορεί να προσεγγιστεί

για ν ≥ 1, ως εξής:

l∑
i=0

Āi∆
ai
h,νxk+1 =

r∑
i=0

B̄i∆
βi
h,ν−1uk (3.43)

ή ισοδύναμα:
ν∑
j=0

Âjxk−j+1 =
ν∑
j=0

B̂juk−j (3.44)

όπου Âj =
∑l

i=0 Āic
aj
j και B̂j =

∑r
i=0 B̄ic

βi
j για j ∈ N[0,ν]. Με την

παραδοχή ότι ο πίνακας Â0 είναι μη-ιδιόμορφος (det Â0 6= 0), ορίζονται
οι πίνακες Ãj = −Â−1

0 Âj+1 και B̃j = Â−1
0 B̂j. ΄Ετσι η εξίσωση (3.44)

μπορεί να γραφεί ως εξής:

xk+1 =
ν−1∑
j=0

Ãjxk−j +
ν∑
j=1

B̃juk−j + B̃0uk (3.45)

Στη συνέχεια θεωρώντας ότι το διάνυσμα των μεταβλητών κατάστασης

είναι το x̃k = (xk, xk−1, . . . , xk−ν+1, uk−1, . . . , uk−ν)
′
το κλασματικής

τάξης δυναμικό σύστημα μπορεί να γραφτεί σε συμπαγή μορφή ως

ένα πεπερασμένων διαστάσεων γραμμικό, χρονικά αμετάβλητο σύστη-

μα (Linear Time-Invariant - LTI) ως:

x̃k+1 = Ax̃k +Buk (3.46)

Η προσέγγιση αυτή θα χρησιμοποιηθεί σε επόμενο κεφάλαιο για να

περιγραφεί ένα πρόβλημα προβλεπτικού ελέγχου, με την παραδοχή ότι
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το ζεύγος (A,B) είναι ελέγξιμο.

Μετά την εισαγωγή του τροποποιημένου τελεστή Grünwald-Letni-
kov, ο γενικός τελεστής διαφορών κλασματικής τάξης (άπειρων όρων),

μπορεί να γραφτεί ως το άθροισμα του τροποποιημένου τελεστή και

ενός όρου υπολοίπων που περιέχει όλες εκείνες τις παρελθούσες κα-

ταστάσεις που δεν λαμβάνονται υπόψη για τον υπολογισμό της παρα-

γώγου, δηλαδή:

∆a
h = ∆a

h,ν +Ra
h,ν (3.47)

όπου ο τελεστής Ra
h,ν ορίζεται ως:

Ra
h,ν (xk) = h−a

∞∑
i=ν+1

cajxk−j (3.48)

Υποθέτοντας ότι μέχρι τη χρονική στιγμή k το διάνυσμα κατάστα-

σης περιορίζεται σε ένα συμπαγές κυρτό σύνολο X ⊆ Rn
που περιέχει

την αρχή των αξόνων στο εσωτερικό του, δηλαδή xk−j ∈ X για όλα

τα j ∈ N. Το άθροισμα Minkowski δύο συνόλων C,D ⊆ Rn
συμβο-

λίζεται ως C
⊕

D := {c + d : c ∈ C, d ∈ D ⊆ Rn}. Για μια συλλο-

γή άπειρων συνόλων C1,C2, . . . , το αντίστοιχο άθροισμα Minkowski
συμβολίζεται με

⊕∞
k=1Ck. Με βάση αυτές τις παραδοχές και τους

συμβολισμούς για τον όρο των υπολοίπων (3.48) θεωρείται ότι:

Ra
h,ν (xk) ∈

∞⊕
j=ν+1

cajX (3.49)

Στην ειδική περίπτωση όπου το σύνολο X είναι ισορροπημένο, δη-

λαδή ισχύει ότι −x ∈ X για κάθε x ∈ X, τότε η εξίσωση (3.49)

απλοποιείται περαιτέρω:

Ra
h,ν (xk) ∈

( ∞∑
j=ν+1

∣∣caj ∣∣
)
X (3.50)

Σε αυτήν την περίπτωση είναι εμφανές ότι η τιμή του μήκους ν ελέγχει

άμεσα το μέγεθος του δεξιού σκέλους της εξίσωσης (3.50). Συγκε-

κριμένα είναι

(∑∞
j=ν1+1

∣∣caj ∣∣)X ⊃
(∑∞

j=ν2+1

∣∣caj ∣∣)X για ν1 < ν2.

Αυτό οδηγεί στο συμπέρασμα ότι όσο πιο μεγάλη η τιμή του ν τόσο

πιο χαμηλό θα είναι το σφάλμα προσέγγισης στη χειρότερη περίπτω-

ση. Το σφάλμα προσέγγισης μπορεί να συμπεριληφθεί στη γραφή του
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συστήματος στο χώρο κατάστασης ως εξής:

xk+1 = Axk +Buk +Gdk (3.51)

μεG = [I, 0, . . . , 0]′. Ο όρος dk εισάγεται για να περιγράψει το σφάλμα

προσέγγισης, το οποίο είναι στην ουσία ένας φραγμένος όρος σφάλμα-

τος, όπως φάνηκε προηγούμενα. Θεωρώντας ότι το διάνυσμα x είναι

φραγμένο σε ένα σύνολο X, όπως αναφέρθηκε και προηγούμενα, και

ομοίως η είσοδος είναι φραγμένη σε ένα κυρτό συμπαγές σύνολοU που

περιέχει την αρχή στο εσωτερικό του, τότε ο όρος dk είναι φραγμένος

σε ένα συμπαγές σύνολο Dν [3], το οποίο ισούται με:

Dν = Dx
ν

⊕
Du
ν (3.52)

όπου τα σύνολα Dx
ν και Du

ν ισούνται με:

Dx
ν =

l⊕
i=0

−Â−1
0 Āi

∞⊕
j=ν+1

caij X (3.53αʹ)

Du
ν =

l⊕
i=0

−Â−1
0 B̄i

∞⊕
j=ν+1

cβij U (3.53βʹ)

Η παραδοχή ότι τα X και U περιέχουν στο εσωτερικό τους την αρχή

των αξόνων, είναι τυπική σε προβλήματα όπου ο σκοπός είναι το διάνυ-

σμα κατάστασης του συστήματος να βρεθεί σε αυτό το σημείο. Στην

περίπτωση προβλήματος παρακολούθησης τροχιάς, είναι επιθυμητό η

έξοδος του συστήματος yk, η οποία συνήθως είναι κάποιος γραμμικός

συνδυασμός του διανύσματος κατάστασης της μορφής yk = Cxk, να

συγκλίνει σε μια επιθυμητή τιμή r. Θεωρώντας ότι η επιθυμητή τιμή

είναι εφικτή, αρκεί το xk συγκλίνει στο x̄ με xk ∈ X εφαρμόζοντας

μια εφικτή ακολουθία εισόδων uk ∈ U η οποία συγκλίνει σε μια ε-

φικτή τιμή ū ∈ U. Παράλληλα μπορούν να οριστούν οι μεταβλητές

απόκλισης δxk = xk − x̄ και δuk = uk − ū. Επομένως οι παραπάνω

απαιτήσεις σύγκλισης μετασχηματίζονται σε δxk → 0 και δuk → 0 με

τους περιορισμούς δxk ∈ {−x̄}
⊕

X και δuk ∈ {−ū}
⊕

U. Για να

μπορεί να υπολογιστεί το φραγμένο σφάλμα προσέγγισης του κλασμα-

τικού συστήματος με είσοδο δuk και κατάσταση δxk θα πρέπει το x̄
και το ū να βρίσκονται στο εσωτερικό των X και U αντίστοιχα.

Μεγαλύτερες τιμές μνήμης οδηγούν σε καλύτερες προσεγγίσεις,

δεδομένου ότι Ra
h,ν (x) → 0 καθώς ν → ∞. Συνεπώς το σφάλμα
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προσέγγισης μπορεί να γίνει αυθαίρετα μικρό, επιλέγοντας αντίστοι-

χα κατάλληλη τιμή για τη μνήμη ν. Το γεγονός αυτό όμως απαιτεί

ένα συμβιβασμό, αφού από τη μια, μεγάλες τιμές για το ν οδηγούν

σε καλύτερες προσεγγίσεις, από την άλλη όμως απαιτούν μεγαλύτερη

υπολογιστική ισχύ για την επίλυση του προβλήματος MPC σε πραγ-

ματικό χρόνο.

3.8 Σύνοψη Κεφαλαίου

Συνοψίζοντας τα ανωτέρω προκύπτει ότι ο Κλασματικός Διαφορικός

Λογισμός και η Θεωρία Κλασματικών Δυναμικών Συστημάτων, πα-

ρέχουν νέες εξαιρετικές δυνατότητες μοντελοποίησης, σύνθετων φαι-

νομένων, κυρίως στην περίπτωση όπου η μνήμη του συστήματος παίζει

σημαντικό ρόλο στη μελλοντική του εξέλιξη. Με τον τρόπο αυτόν,

ανοίγονται νέες προοπτικές και στη φαρμακοκινητική μοντελοποίηση.

Τέτοια δυναμικά συστήματα κλασματικής δυναμικής μπορούν πλέον να

χρησιμοποιηθούν για τη διαμόρφωση προβλημάτων ελέγχου με ανατρο-

φοδότηση, με τελικό σκοπό τη διατήρηση μιας σταθερής συγκέντρω-

σης φαρμάκου σε κάποιο όργανο. Παρουσιάστηκαν τα προβλήματα

που εμφανίζονται στη μοντελοποίηση των κλασματικών συστημάτων

στο χώρο κατάστασης. Το βασικότερο είναι ότι για να περιγραφεί με

ακρίβεια ένα τέτοιο σύστημα απαιτείται να συμπεριληφθούν στους υπο-

λογισμούς όλες οι παρελθούσες καταστάσεις του, το οποίο πρακτικά

είναι αδύνατο, προϊόντος του χρόνου.

Παρουσιάστηκε μια πρόταση για να επιλυθεί το πρόβλημα των άπει-

ρων όρων με την παρουσίαση ενός τροποποιημένου τελεστήGrünwald-
Letnikov πεπερασμένων διαστάσεων. Η μέθοδος αυτή, δεν είναι α-

πόλυτα ακριβής, εισάγοντας ένα σφάλμα προσέγγισης. Αποδεικνύεται

όμως ότι το σφάλμα αυτό είναι φραγμένο σε ένα σύνολο, το μέγεθος

του οποίου μάλιστα εξαρτάται από την τιμή της μνήμης που επιλέγεται

για τον τροποποιημένο τελεστή Grünwald-Letnikov. ΄Οπως θα φανεί

στη συνέχεια στο κεφάλαιο 6, η συγκεκριμένη περιγραφή στο χώρο κα-

τάστασης μπορεί να συνδυαστεί με έναν παρατηρητή κατάστασης και

έλεγχο προβλεπτικού μοντέλου μηδενικού σφάλματος. Αυτή η δομή

που είναι κατάλληλη σε περίπτωση μη διαθεσιμότητας του συνόλου της

απαιτούμενης πληροφορίας, καθιστά την παρουσιαζόμενη προσέγγιση

ιδανική για εφαρμογή σε πραγματικά προβλήματα ελέγχου, όπως αυτό

της βέλτιστης χορήγησης φαρμάκου.
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Κεφάλαιο 4

΄Ελεγχος Προβλεπτικού

Μοντέλου

4.1 Εισαγωγή

Ο
Ελεγχος Προβλεπτικού Μοντέλου ή αλλιώς Προβλεπτικός ΄Ε-

λεγχος (Model Predictive Control - MPC), συχνά στη βιβλιο-

γραφία παρομοιάζεται με μια παρτίδα σκακιού. ΄Ετσι κάθε χρονική στιγ-

μή επιλύεται ένα πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου με βάση ένα μαθηματικό

μοντέλο που περιγράφει το υπό εξέταση σύστημα. Το πρόβλημα βέλ-

τιστου ελέγχου αφορά στην ελαχιστοποίηση ενός δείκτη λειτουργικής

απόδοσης και για την επίλυση του λαμβάνονται υπόψη περιορισμοί που

ενδεχομένως έχουν τεθεί για την είσοδο και την κατάσταση ή την έξο-

δο του συστήματος. Η λύση αυτού του προβλήματος βελτιστοποίησης

είναι μια βέλτιστη ακολουθία τιμών εισόδου u∗k; k ∈ N[0,N ] κατά μήκος

ενός ορίζοντα πρόβλεψης N . Στη συνέχεια, από αυτήν την ακολουθία

βέλτιστων εισόδων, εφαρμόζεται μόνο το πρώτο στοιχείο στο σύστη-

μα. Την επόμενη χρονική στιγμή μετράται η κατάσταση του συστήμα-

τος και η διαδικασία επαναλαμβάνεται [82, 83]. Για το λόγο αυτό οι

μεθοδολογίες προβλεπτικού ελέγχου χαρακτηρίζονται ως κυλιόμενου

ορίζοντα (receding horizon).

4.1.1 Ιστορική Αναδρομή

Οι ρίζες του Προβλεπτικού Ελέγχου είναι αρκετά παλιές, με τα πρώτα

του ίχνη να εμφανίζονται κυρίως στη δουλειά των A.I. Propoi και R.
Kalman, τα πρώτα χρόνια της δεκαετίας του 1960 πάνω στο βέλτιστο

έλεγχο των γραμμικών συστημάτων. Αργότερα τη δεκαετία του 1970,

οι μηχανικοί της Shell ανέπτυξαν τις πρώτες μεθοδολογίες προβλε-

πτικού ελέγχου, και το 1973 πραγματοποίησαν μια πρώτη εφαρμογή

σε πραγματική εγκατάσταση [84]. Μέχρι το τέλος της δεκαετίας του
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1970, αναφέρθηκαν αρκετές εφαρμογές πρώιμου προβλεπτικού ελέγ-

χου. Οι πιο σημαντικές από αυτές θεωρούνται ο ΄Ελεγχος Προβλε-

πτικού Ευρεστικού Μοντέλου (Model Predictive Heuristic Control
- MPHC) [85] που αργότερα μετονομάστηκε σε ΄Ελεγχο Αλγοριθμι-

κού Μοντέλου (Model Algorithminc Control - MAC), ο ΄Ελεγχος

Δυναμικού Πίνακα (Dynamic Matrix Control - DMC) [86, 87]. Ο

τελευταίος αποτέλεσε ουσιαστικά τον απλούστερο αλλά ταυτόχρονα

και τον πιο διαδεδομένο στη βιομηχανία, ρυθμιστή προβλεπτικού μο-

ντέλου. Τα σημαντικότερα χαρακτηριστικά αυτού του αλγόριθμου ε-

ίναι η θεώρηση σταθερής επιθυμητής τιμής στον ορίζοντα πρόβλεψης

αντί για μορφή τροχιάς και η παραδοχή ότι οι διαταραχές παραμένουν

σταθερές σε όλο το μήκος του ορίζοντα πρόβλεψης. Η βέλτιστη τι-

μή της εισόδου προκύπτει από την ελαχιστοποίηση μιας τετραγωνικής

αντικειμενικής συνάρτησης που περιλαμβάνει την απόσταση των μετα-

βλητών εξόδου της διεργασίας από το επιθυμητό σημείο λειτουργίας

και τις αντίστοιχες μεταβολές της εισόδου κατά μήκος του ορίζοντα.

Στην απλή περίπτωση όπου δεν υπάρχουν περιορισμοί η λύση του προ-

βλήματος βελτιστοποίησης μπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά.

Στη εργασία των Lee, Morari, and Garcia [88] προτάθηκε η χρήση

μοντέλων μεταβλητών κατάστασης αντί των μεταβλητών εξόδου. Η

προσέγγιση αυτή δίνει τη δυνατότητα της εύκολης επιλογής των πα-

ραμέτρων του ρυθμιστή, ώστε να εξασφαλίζεται η ευστάθεια του συ-

στήματος κλειστού βρόχου, με βάση την προγενέστερη θεωρία βέλτι-

στου ελέγχου.

΄Ενα από τα πολύ σημαντικά πλεονεκτήματα της μεθοδολογίας Προ-

βλεπτικού Ελέγχου είναι η δυνατότητα ελέγχου μη γραμμικών συστη-

μάτων μέσω μη γραμμικών μαθηματικών μοντέλων [89] ή μέσω εμπειρι-

κών μη γραμμικών μοντέλων [90]. Στον όρο των εμπειρικών μοντέλων

συμπεριλαμβάνονται τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα (Artificial Neural
Networks - ANN), τα οποία είναι εμπειρικά μαθηματικά μοντέλα που

ανήκουν στις τεχνικές της τεχνητής νοημοσύνης και της τεχνητής

μάθησης. Ο αναγνώστης μπορεί να βρει μια εκτεταμένη ανασκόπη-

ση της χρήσης νευρωνικών δικτύων σε μεθοδολογίες ρύθμισης και σε

μη γραμμικά μαθηματικά μοντέλα στη εργασία του Hussain [91] και

των Morari and Lee [92]. Τα τελευταία χρόνια, έχει επίσης σημειωθεί

σημαντική πρόοδος σε θεωρητικά θέματα που αφορούν στην ονομα-

στική και εύρωστη ευστάθεια σε προβλήματα γραμμικού αλλά και μη

γραμμικού Προβλεπτικού Ελέγχου [82, 93, 94].
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Σημαντικό χαρακτηριστικό των μεθοδολογιών MPC είναι η ικα-

νότητα του μοντέλου που χρησιμοποιείται στον ορισμό του προβλήμα-

τος βελτιστοποίησης, να αποδώσει τη δυναμική της εξέλιξης του συ-

στήματος. Ωστόσο, αυτό δεν είναι ακριβές σε οποιαδήποτε χρονική

στιγμή στο μέλλον και ο λόγος είναι ότι η δυναμική του συστήματος

δεν παραμένει αναλλοίωτη στο χρόνο. Τυπικές αιτίες γι΄ αυτό είναι η

ύπαρξη διαταραχών που εισάγουν απότομες μεταβολές στη δυναμική

του συστήματος, ή η σταδιακή αλλαγή της περιοχής λειτουργίας. Κα-

τά συνέπεια, ο παράγοντας αυτός πρέπει να λαμβάνεται υπόψη κατά το

σχεδιασμό του Νόμου Ελέγχου.

Πλέον ο ΄Ελεγχος MPC θεωρείται μια καταξιωμένη μορφή ελέγχου

στη βιομηχανία, με πολλές εφαρμογές. Μάλιστα έχουν δημιουργηθεί

διάφορες παραλλαγές με σκοπό να εστιάζουν καλύτερα στο επιθυμη-

τό αποτέλεσμα και στα χαρακτηριστικά του εκάστοτε προβλήματος.

Κάποιες από τις παραλλαγές αυτές εμφανίζονται στον παρακάτω πίνα-

κα:

Παραλλαγή Μεθοδολογίας Χρήση

Γραμμικός Προβλεπτικός ΄Ελεγ-

χος - linear MPC Γραμμικό μοντέλο πρόβλεψης

Μη Γραμμικός Προβλεπτικός ΄Ε-

λεγχος - Nonlinear MPC
Μη Γραμμικό μοντέλο

πρόβλεψης

Εύρωστος Προβλεπτικός ΄Ελεγ-

χος - Robust MPC
Αβέβαιο (Γραμμικό) μοντέλο

πρόβλεψης

Κατανεμημένος Προβλεπτικός ΄Ε-

λεγχος - Distributed/Decentral-
ized MPC

Πολλαπλοί MPC συνεργάζο-

νται μεταξύ τους.

Οικονομικός Προβλεπτικός ΄Ελεγ-

χος - Economic MPC

MPC με βάση έναν αυ-

θαίρετο (συνήθως οικονομι-

κής φύσης) δείκτη απόδοσης

Υβριδικός Προβλεπτικός ΄Ελεγχος

- Hybrid MPC

Μοντέλο πρόβλεψης που πε-

ριέχει λογική και δυναμική

του συστήματος

Αναλυτικός Προβλεπτικός ΄Ελεγ-

χος - Explicit MPC

Επίλυση του MPC (ακρι-

βής/προσεγγιστική) σε

χρόνο εκτός λειτουργίας του

βρόχου ελέγχου
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Χρόνος

Επιθυμητή

Τροχιά

ΜέλλονΠαρελθόν

Είσοδος

Ορίζοντας Ελέγχου M

Ορίζοντας Πρόβλεψης P

y

ŷ

Παρελθούσες ΄Εξοδοι

Προβλέψεις Μελλοντικών

Εξόδων

Παρελθούσες Είσοδοι

Μελλοντικές Είσοδοι

Σχήμα 4.1: Βασική ιδέα προβλεπτικού ελέγχου

4.1.2 Βασική Ιδέα

Η βασική ιδέα πίσω από τη λογική του Προβλεπτικού Ελέγχου είναι

η ελαχιστοποίηση μιας συνάρτησης λαμβάνοντας υπόψη τους περιορι-

σμούς που τίθενται στο πρόβλημα. Οι περιορισμοί απορρέουν αφενός

από την ίδια τη δυναμική του συστήματος, και αφετέρου από ενδεχόμε-

νους περιορισμούς που αφορούν τα όρια της εξόδου (ή της κατάστασης

του συστήματος) και της εισόδου.

Η αντικειμενική συνάρτηση που ελαχιστοποιείται ανταποκρίνεται

στη διαφορά της εξόδου (ή της κατάστασης) του συστήματος σε κάθε

μελλοντική χρονική στιγμή από την επιθυμητή τιμή κατά μήκος ενός

ορίζοντα πρόβλεψης, καθώς και αντίστοιχα της εισόδου κατά μήκος

ενός ορίζοντα ελέγχου (σχήμα 4.1). Συχνά ο ορίζοντας πρόβλεψης

και ο ορίζοντας ελέγχου ταυτίζονται (N = P ). Κατά συνέπεια ο

σκοπός του MPC είναι να ελαχιστοποιήσει την διαφορά της τρέχου-

σας κατάστασης του συστήματος και της αντίστοιχης επιθυμητής κα-

τάστασης. Εκτός από τον όρο που αντιστοιχεί στη διαφορά μεταξύ

της πραγματικής και της επιθυμητής κατάστασης για τις επόμενες N
χρονικές στιγμές, η αντικειμενική συνάρτηση περιλαμβάνει έναν ακόμα

όρο, το λεγόμενο Κόστος Τερματισμού. Ο όρος αυτός αντιπροσωπε-

ύει τις διαφορές μεταξύ πραγματικής και επιθυμητής κατάστασης για

τις χρονικές στιγμές i > N . Συχνά ο όρος αυτός παραλείπεται στη

βιβλιογραφία από κάποιους συγγραφείς [95]. Ωστόσο κάτι τέτοιο δεν
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είναι καλή πρακτική, αφού μπορεί να οδηγήσει σε αστάθεια και α-

πρόβλεπτη συμπεριφορά του συστήματος. Αντίθετα η παρουσία του

συγκεκριμένου όρου στη συνάρτηση κόστους εξασφαλίζει ασυμπτωτι-

κή ευστάθεια για το σύστημα κλειστού βρόχου. Η γενική μορφή της

συνάρτησης κόστους έχει την ακόλουθη μορφή:

VN =
N−1∑
k=0

` (xk, uk;xss, uss) + F (xN) (4.1)

Στην εξίσωση (4.1) οι όροι του αθροίσματος ` (xk, uk;xss, uss) είναι

συναρτήσεις που συμβολίζουν την απόκλιση της τρέχουσας κατάστα-

σης xk, uk από την επιθυμητή xss, uss. Επιλέγονται από τον σχεδιαστή

του συστήματος και συνήθως είναι τετραγωνικές της μορφής:

` (xk, uk, xss, uss) = (xk − xss)>Q (xk − xss) +

(uk − uss)>R (uk − uss)
(4.2)

Στην εξίσωση (4.2) ο πίνακας Q είναι θετικά ημιορισμένος, ενώ ο

πίνακας R είναι θετικά ορισμένος [96]. Οι πίνακες Q,R επιλέγονται

από τον σχεδιαστή μηχανικό και είναι συντελεστές βαρύτητας στις

μεταβλητές κατάστασης και τις μεταβλητές εισόδου αντίστοιχα. Η

φυσική τους σημασία αντιστοιχεί στην ‘ποινή’ που επιβάλλει ο σχε-

διαστής του Νόμου Ελέγχου για την απόκλιση από τις επιθυμητές

τιμές. Παρότι οι συναρτήσεις ` (xk, uk;xss, uss) είναι συνήθως τετρα-

γωνικές, της μορφής (4.2), μπορούν να έχουν και οποιαδήποτε άλλη

μορφή με κάποιον συντελεστή βαρύτητας
.
όπως νόρμα L1 της μορ-

φής: Wx |xk − xss| + Wu |uk − uss|. Επίσης πολύ συχνά μπορούν να

είναι και συναρτήσεις του ρυθμού μεταβολής της εισόδου ∆u. Με

τον τρόπο αυτό αποφεύγονται απότομες μεταβολές στην είσοδο, όταν

αυτό απαιτείται - για παράδειγμα ένα επιβατικό αεροπλάνο δεν μπορεί

να κάνει μεγάλες βυθίσεις ή αλλαγές στην κλίση των πτερυγίων για

λόγους άνεσης.

Ο δεύτερος όρος της εξίσωσης (4.1) αντιστοιχεί στο κόστος τερ-

ματισμού, όπως αναφέρθηκε πιο πάνω, και εξασφαλίζει ευστάθεια για

τις χρονικές στιγμές μετά από τον ορίζοντα πρόβλεψης i > N . Είναι

συχνά και αυτός ο όρος μια τετραγωνική συνάρτηση της διαφοράς της

κατάστασης του συστήματος στο τέλος του ορίζοντα πρόβλεψης xN
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και της επιθυμητής κατάστασης xss:

F (xN) = (xN − xss)> P (xN − xss) (4.3)

Ο πίνακας P ∈ Rn×n
(με n το μέγεθος του διανύσματος κατάστασης)

ισούται με τη μοναδική λύση της αλγεβρικής εξίσωσης Riccatti:

P = A′PA− A′PB (B′PB +R)
−1
B′PA+Q (4.4)

Στη συνέχεια θα υιοθετηθεί ο εξής ορισμός για c ∈ Rn
:

‖c‖2
F = c>Fc (4.5)

Η διαδικασία που υλοποιείται στον κλειστό βρόχο ελέγχου φαίνεται

στο σχήμα 4.2. Κάθε χρονική στιγμή ο ελεγκτής συγκρίνει την τιμή

αναφοράς που του δίνεται με την τρέχουσα μέτρηση (ή εκτίμηση) για

την κατάσταση του συστήματος. Στη συνέχεια επιλύει το πρόβλη-

μα ελαχιστοποίησης, η λύση του οποίου συνίσταται σε μια ακολουθία

εισόδων κατά μήκος του ορίζοντα ελέγχου. Από την ακολουθία αυ-

τή, εφαρμόζεται σαν είσοδος στο σύστημα μόνο το πρώτο στοιχείο.

Στην επόμενη χρονική στιγμή, υπολογίζεται ξανά η κατάσταση του

συστήματος και εισέρχεται στον ελεγκτή προβλεπτικού μοντέλου για

να συγκριθεί με την τιμή αναφοράς και η διαδικασία να επαναληφθεί

εκ νέου [83].

Τιμή

Αναφοράς

MPC
Ελεγκτής

Σύστημα ΄Εξοδος
Είσοδος

Τρέχουσα κατάσταση

Σχήμα 4.2: Γενική δομή προβλεπτικού ελέγχου κλειστού βρόχου

Το πολύ σημαντικό πλεονέκτημα του προβλεπτικού ελέγχου είναι

η δυνατότητα του να λαμβάνει εγγενώς υπόψη τους περιορισμούς που

ενδεχομένως τίθενται στις μεταβλητές κατάστασης και εισόδου και

μπορεί να αφορούν στην ασφάλεια και στη λειτουργία του συστήμα-

τος. Στην παρούσα εργασία που πραγματεύεται την βέλτιστη χορήγη-

ση φαρμάκου, οι περιορισμοί στην είσοδο του συστήματος αφορούν

το μέγιστο και τον ελάχιστο ρυθμό χορήγησης φαρμάκου που μπο-

ρεί να χορηγηθεί από τον χρησιμοποιούμενο επενεργητή. Αντίστοιχα,
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οι περιορισμοί στις μεταβλητές κατάστασης του συστήματος, ανταπο-

κρίνονται στη μέγιστη επιτρεπτή συγκέντρωση του φαρμάκου σε κάθε

όργανο, για την οποία όταν αυτή ξεπεραστεί, το φάρμακο αρχίζει να

παρουσιάζει τοξικές συγκεντρώσεις (Minimum Toxic Concentrations
- MTC). Επιπλέον περιορισμοί σε σχέση με την ελάχιστη επιτρεπτή

τιμή των μεταβλητών κατάστασης, σχετίζονται με την τιμή εκείνη, για

την οποία όταν η συγκέντρωση του φαρμάκου είναι μικρότερη, το φάρ-

μακο χάνει και την ελάχιστη θεραπευτική του δράση. Οι περιορισμοί

αυτοί εισάγονται στο πρόβλημα βελτιστοποίησης με τη μορφή ανισώσε-

ων:

Gxk +Huk ≤M (4.6)

όπου G,H,M κατάλληλα διαμορφωμένοι πίνακες με G ∈ Rs×n, H ∈
Rs×m,M ∈ Rs

. Επιπλέον η ανισότητα (≤) της εξίσωσης (4.6) αφορά

σε σύγκριση στοιχείο προς στοιχείο, δηλαδή:

x1 ≤ x2 ⇔ x1 (i) ≤ x2 (i) , i = 1, . . . , s (4.7)

όπου το x (i) , i = 1, . . . , s αντιστοιχεί στο i-στο στοιχείο του δια-

νύσματος x ∈ Rs
.

Εκτός από τους ανισοτικούς περιορισμούς, όπως αναφέρθηκε πιο

πάνω, το σύστημα διέπεται και από ισοτικούς περιορισμούς που περι-

γράφουν τη δυναμική του συστήματος, και έχουν την κλασσική μορφή

(για γραμμικά συστήματα):

xk+1 = Axk +Buk, k ∈ N[0,N−1] (4.8αʹ)

x0 = xinit (4.8βʹ)

Στην εξίσωση (4.8βʹ) με xinit συμβολίζεται το διάνυσμα των αρχι-

κών τιμών του συστήματος κατά τη χρονική στιγμή της επίλυσης του

προβλήματος.

Συνοψίζοντας τα ανωτέρω, το πρόβλημα βελτιστοποίησης που επι-

λύεται κάθε χρονική στιγμή με βάση και το συμβολισμό (4.5) είναι:

V ?
N (xk) = min

uk+i|k,i=0,1,...,N−1
VN (xk,u)

= min

(
N−1∑
i=0

(∥∥xk+i|k − xss
∥∥2

Q
+
∥∥uk+i|k − uss

∥∥2

R

)
+
∥∥xk+N |k − xss

∥∥2

P

) (4.9)
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ως προς τους περιορισμούς:

xk+i+1|k = Axk+i|k +Buk+i|k, i ∈ N[0,N−1] (4.10αʹ)

Gxk+i|k +Huk+i|k ≤M, i ∈ N[0,N ] (4.10βʹ)

xk|k = xk (4.10γʹ)

Στην εξίσωση (4.9) με xss συμβολίζεται το διάνυσμα των μεταβλη-

τών κατάστασης στη μόνιμη κατάσταση (steady state), και αντίστοιχα
με uss η είσοδος στη μόνιμη κατάσταση. Επίσης, στην εξίσωση (4.9)

και εφεξής ο συμβολισμός xk+i|k αντιστοιχεί στην τιμή του διανύσμα-

τος x στη μελλοντική χρονική στιγμή k + i, όπως υπολογίζεται τη

στιγμή k, ενώ με u συμβολίζεται η ακουθία εισόδων u0, u1, . . . , uN−1.

Οι τιμές τους προκύπτουν από την επιθυμητή έξοδο ydesired που έχει

οριστεί για το σύστημα μέσω των εξισώσεων:

xss = Axss +Buss (4.11αʹ)

ydesired = Cxss +Duss (4.11βʹ)

όπου συνήθως ο πίνακας D είναι μηδενικός.

4.2 Προβλεπτικός ΄Ελεγχος Μηδενικού Σφάλματος

Μια συχνή παραλλαγή της κλασσικής μορφής του προβλεπτικού ελέγ-

χου, είναι ο Προβλεπτικός ΄Ελεγχος Μηδενικού Σφάλματος (Offset-
Free Model Predictive Control) [97]. Η συγκεκριμένη μεθοδολο-

γία προβλεπτικού ελέγχου προκύπτει από το γεγονός ότι συνήθως

ένα σύστημα δεν μπορεί να μοντελοποιηθεί μαθηματικά με απόλυτη

ακρίβεια. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στο σύστημα επιδρούν ε-

ξωτερικές διαταραχές που δε μπορούν να μετρηθούν, φαινόμενα που

δεν έχουν μοντελοποιηθεί σωστά, σφάλματα στις μετρήσεις κατά τη

διαδικασία της εύρεσης μαθηματικού μοντέλου, στοχαστικά φαινόμε-

να κ.α. Επιπλέον είναι πολύ πιθανό στον κλειστό βρόχο ελέγχου να

υπάρχει και παρατηρητής κατάστασης, που εισάγει ένα επιπλέον σφάλ-

μα στον υπολογισμό της κατάστασης του συστήματος και τελικά στη

μοντελοποίηση της διεργασίας. Η μη ακριβής μοντελοποίηση της υπό

έλεγχο διεργασίας μπορεί να οδηγήσει σε απρόβλεπτη συμπεριφορά τον

κλειστό βρόχο ελέγχου. Κατά συνέπεια, πρέπει να συμπεριληφθεί στην

επίλυση του προβλήματος βελτιστοποίησης και ένας επιπλέον όρος που
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να συμπεριλαμβάνει την μη μοντελοποιημένη δυναμική που επιδρά στο

σύστημα.

Ο προβλεπτικός έλεγχος μηδενικού σφάλματος λαμβάνει υπόψη το

σφάλμα στη μοντελοποίηση του συστήματος που εκφράζεται σαν όρος

διαταραχής dk όπως παρουσιάστηκε στην εξίσωση 6.10. ΄Ετσι η συ-

νάρτηση κόστους (4.9) πλέον γίνεται συνάρτηση της κατάστασης του

συστήματος κατά μήκος ενός ορίζοντα πρόβλεψης, xk και επιπλέον και

του όρου της διαταραχής dk, με k = 0, . . . , N . Η προσέγγιση αυτή

μπορεί να περιγράφει ικανοποιητικά, σταθερές ή αργά μεταβαλλόμενες

διαταραχές. Επιπλέον μπορεί να συμπεριλάβει σφάλματα που προέρ-

χονται από τον παρατηρητή κατάστασης [97, 83]. Το γεγονός αυτό,

την καθιστά κατάλληλη για να περιγράψει διαταραχές που ενδεχομένως

επιδρούν σε ένα φαρμακοκινητικό σύστημα, συμπεριλαμβάνοντας και

τα σφάλματα στην μοντελοποίηση [96]. ΄Ετσι το νέο πρόβλημα βελτι-

στοποίησης που λύνεται κάθε χρονική στιγμή k ∈ N στον offset-free
MPC μετασχηματίζεται ως εξής:

V ?
N (xk) = min

uk+i|k,i=0,1,...,N−1
VN (xk,u) (4.12)

ως προς τους περιορισμούς:

xk+i+1|k = Axk+i|k +Buk+i|k +Bddk+i|k, i ∈ N[0,N−1] (4.13αʹ)

dk+i+1|k = dk+i|k, i ∈ N[0,N−1] (4.13βʹ)

Gxk+i|k +Huk+i|k ≤M, i ∈ N[0,N−1] (4.13γʹ)

xk|k = x̂k (4.13δʹ)

dk|k = d̂k (4.13εʹ)

Σε όλη την έκταση του κειμένου, τα μεγέθη με το σύμβολοˆαντιστοι-
χούν στις εκτιμήσεις των αντίστοιχων πραγματικών μεγεθών. Στους

δυο τελευταίους περιορισμούς του προβλήματος (4.13) επιβάλλεται κάθε

χρονική στιγμή επίλυσης του προβλήματος, οι αρχικές τιμές για το δι-

άνυσμα κατάστασης και το διάνυσμα διαταραχής να είναι ίσες με τις

τρέχουσες εκτιμήσεις για τα αντίστοιχα μεγέθη. Ο λόγος που η συ-

νάρτηση κόστους της εξίσωσης (4.12) είναι συνάρτηση των x̂k και d̂k,
αντί των xk και dk, είναι ότι αναφέρεται στην πιο γενική περίπτωση

όπου δεν υπάρχει ακριβής μέτρηση των διανυσμάτων κατάστασης και

διαταραχής, αλλά μόνο εκτίμηση των τιμών τους από παρατηρητή κα-

τάστασης.
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Η εξίσωση κόστους της συνάρτησης (4.12) ισούται με:

VN (xk,u) =
∥∥xk+N |k − x̄k

∥∥2

P

+
N−1∑
j=0

(∥∥xk+j|k − x̄k
∥∥2

Q
+
∥∥uk+j|k − ūk

∥∥2

R

) (4.14)

Μια τυπική και συμβατική επιλογή των πινάκων Q και R της εξίσω-

σης (4.14) είναι να ορίζονται ως διαγώνιοι πίνακες με μη αρνητικές τι-

μές, οι οποίες αντιστοιχούν στις ποινές που τίθενται για την απόκλιση

κάθε στοιχείου του διανύσματος κατάστασης και εισόδου αντίστοιχα,

από τις επιθυμητές.

Επίσης στην εξίσωση (4.14), αντί των xk και uk, χρησιμοποιούνται
οι όροι x̄k και ūk. Οι όροι αυτοί αντιπροσωπεύουν τις επιθυμητές

τιμές των διανυσμάτων κατάστασης και εισόδου στη μόνιμη κατάσταση,

διορθωμένα κατά τον όρο της διαταραχής που θεωρείται ότι επιδρά

στο σύστημα. Οι τιμές τους υπολογίζονται κατά την εκτέλεση του

αλγόριθμου ελέγχου από την παρακάτω εξίσωση:[
A− I B

C 0

] [
x̄k
ūk

]
=

[
−Bdd̂k
rk − Cdd̂k

]
(4.15)

Η εξίσωση (4.15), χρησιμοποιείται κάθε χρονική στιγμή k για να κα-

θοριστούν οι τιμές x̄k και ūk δεδομένης μιας επιθυμητής τιμής για την

έξοδο του συστήματος rk. Η είσοδος που εφαρμόζεται στο σύστη-

μα είναι το πρώτο στοιχείο της παραγόμενης ακολουθίας u∗k|k. Στη

συνέχεια ο ορίζοντας πρόβλεψης μετατοπίζεται κατά μια χρονική στιγ-

μή και η διαδικασία επαναλαμβάνεται εκ νέου. Τελικά η δράση του

ελεγκτή εφαρμόζεται στο σύστημα με τη βοήθεια κάποιου στοιχείου

διακριτοποίησης. Για παράδειγμα μπορεί να γίνει χρήση ενός στοιχείου

συγκράτησης μηδενικής τάξης (zero-order hold) με περίοδο διακριτο-

ποίησης Ts: u (t) = u (x̂k, ûk) για κάθε t ∈ [kTs, (k + 1)Ts).

4.3 Εύρωστος Προβλεπτικός ΄Ελεγχος

΄Οπως αναφέρθηκε και στην προηγούμενη παράγραφο το χαρακτηριστι-

κό του προβλεπτικού ελέγχου είναι η απαίτηση για την ύπαρξη ενός

μαθηματικού μοντέλου που να περιγράφει την υπό έλεγχο διεργασία.

Ακόμα και στην περίπτωση που το μοντέλο αυτό υπάρχει, τίθεται μια
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επιπλέον απαίτηση ώστε η μαθηματική περιγραφή να είναι σχετικά α-

κριβής. Αν αυτό δε συμβαίνει τότε η συμπεριφορά του συστήματος

κλειστού βρόχου χάνει την έννοια της βέλτιστης απόδοσης, και εν-

δέχεται να γίνει απρόβλεπτη και μπορεί να οδηγηθεί ακόμα και σε

αστάθεια. Είναι σύνηθες στη βιβλιογραφία σιωπηλά να γίνεται η πα-

ραδοχή ότι δεν υπάρχει διαφορά μεταξύ της πραγματικής διεργασίας

και του μαθηματικού μοντέλου που την περιγράφει [98, 99, 100, 101,

102, 103, 104, 105]. Αντίθετα το πρόβλημα της αβεβαιότητας που ει-

σάγει το μαθηματικό μοντέλο, δηλαδή της ευρωστίας, έχει εξεταστεί

σε μικρότερο βαθμό.

Μια συνήθης προσέγγιση γι'αυτό το πρόβλημα είναι η εξής: το

πρόβλημα ελαχιστοποίησης με περιορισμούς μετατρέπεται σε πρόβλη-

μα ελάχιστου-μέγιστου (min-max), δηλαδή σε ένα πρόβλημα ελαχι-

στοποίησης της μέγιστης (χειρότερης) τιμής της αντικειμενικής συ-

νάρτησης που μπορεί να εμφανιστεί για την υπό έλεγχο διεργασία.

Σε αυτό το πλαίσιο σημαντικές εργασίες [106, 107, 108], παρουσι-

άζουν εύρωστες στρατηγικές προβλεπτικού ελέγχου για συστήματα

Μονής-Εισόδου-Μονής-Εξόδου (Single-Input-Single-Output, SISO)

για μοντέλα τύπου Πεπερασμένης Κρουστικής Απόκρισης (Finite Im-
pulse Response - FIR). Οι εργασίες αυτές παρέχουν πολύ καλές ανα-

λύσεις των ιδιοτήτων της ευρωστίας του MPC . ΄Ομως πάσχουν στο

πεδίο της ‘εύρωστης σύνθεσης’, δηλαδή στην ένταξη της πραγματι-

κής αβεβαιότητας σε μια διεργασία στην περιγραφή του προβλήματος.

Δημιουργείται επομένως ανάγκη ύπαρξης μιας διαδικασίας επίλυσης,

χαμηλών υπολογιστικών απαιτήσεων, στην κατεύθυνση της σύνθεσης

εύρωστου MPC που να είναι κατάλληλη για υλοποίηση σε πραγματικό

χρόνο, και να ενσωματώνει κατάλληλα την περιγραφή της αβεβαιότητας

ενός μοντέλου.

Στην κατεύθυνση αυτή, δίνει μεγάλη ώθηση η εργασία τωνKothare,
Balakrishnan, and Morari [109], όπου ενσωματώνονται με τρόπο κα-

τάλληλο, στοιχεία από τη θεωρία μαθηματικής μοντελοποίησης, όπως

οι λεγόμενες Γραμμικές Ανισότητες Πίνακα (Linear Matrix Inequal-
ities - LMI) [110].

Υπάρχουν δυο σημαντικοί λόγοι στη χρησιμοποίηση LMI στον έλεγ-

χο προβλεπτικού μοντέλου. Πρώτον η βελτιστοποίηση μέσω LMI επι-
τρέπει την επίλυση σε πολυωνυμικό χρόνο, συχνά συγκρίσιμο με τον

χρόνο που απαιτείται για την εξεύρεση της αναλυτικής λύσης σε πα-

ρόμοια προβλήματα, επιτρέποντας τη χρησιμοποίηση της σε πραγματικό
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χρόνο. Ο δεύτερος λόγος είναι ότι υπάρχει η δυνατότητα να μετασχη-

ματιστούν σχετικά εύκολα τα προβλήματα της θεωρίας ελέγχου στο

πλαίσιο των LMI . Δηλαδή, το πρόβλημα βελτιστοποίησης που εμπερι-

έχεται στον ΄Ελεγχο Προβλεπτικού Μοντέλου μπορεί να εκφραστεί με

τον μετασχηματισμό του σε ένα πρόβλημα LMI που να περιλαμβάνει

τους περιορισμούς στις μεταβλητές εισόδου και εξόδου, καθώς και μια

περιγραφή της αβεβαιότητας που να εγγυάται ιδιότητες ευρωστίας.

4.3.1 Περιγραφή Αβεβαιότητας

Δύο είναι οι συνήθεις τρόποι για να περιγραφεί η αβεβαιότητα για μια

διεργασία. Ο πρώτος αφορά στην περίπτωση του ‘Πολυτοπικού Μο-

ντέλου’ ενώ ο δεύτερος είναι το ‘Γραμμικό Μοντέλο με Αβεβαιότητα

Ανατροφοδότησης’ [109]. Στην παρούσα εργασία θα γίνει χρήση του

πρώτου, καθώς επιτρέπει να ενσωματωθούν εύκολα πληροφορίες από

διάφορους ασθενείς και να συντεθεί ένας Νόμος Ελέγχου που να είναι

αξιόπιστος για κάθε ασθενή με χαρακτηριστικά παρόμοια με αυτά των

ασθενών του δείγματος.

Σε κάθε περίπτωση θεωρείται ότι το μοντέλο της διεργασίας είναι

ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (Linear Time Invariant - LTI)
σύστημα της μορφής:

xk+1 = Axk +Buk (4.16αʹ)

yk = Ck (4.16βʹ)

[A B] ∈ Ω (4.16γʹ)

όπου uk ∈ Rnu είναι το διάνυσμα της εισόδου, xk ∈ Rnx το διάνυσμα

των μεταβλητών κατάστασης, yk ∈ Rny το διάνυσμα εξόδου και Ω ένα

προκαθορισμένο σύνολο. Στην περίπτωση του πολυτοπικού μοντέλου

το σύνολο Ω ορίζεται ως:

Ω = Co{[A1 B1] , [A2 B2] , . . . , [AL BL]} (4.17)

όπου ο συμβολισμός Co αντιστοιχεί στο Κυρτό Κέλυφος (Convex
Hull). Με άλλα λόγια αν [A B] ∈ Ω, για κάποια λ1, λ2, . . . , λL των

οποίων το άθροισμα ισούται με ένα, τότε μπορεί να γραφτεί σαν γραμ-

μικός συνδυασμός ως εξής:

[A B] =
L∑
i=1

λi [Ai Bi] (4.18)
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Στην περίπτωση που είναι L = 1 τότε το πολυτοπικό μοντέλο ταυ-

τίζεται με το ονομαστικό. Η εφαρμογή ενός τέτοιου μοντέλου σε

περιπτώσεις χορήγησης φαρμάκου μπορεί να αποδειχθεί πολύ χρήσιμη

όταν υπάρχουν προηγούμενα μοντέλα ασθενών. Τα προηγούμενα αυ-

τά μοντέλα καθορίζουν το κυρτό κέλυφος του πολυτοπικού μοντέλου,

και με βάση αυτό προκύπτει ένας Εύρωστος Νόμος Ελέγχου. ΄Ετσι

για κάθε υπό έλεγχο ασθενή που τα χαρακτηριστικά του βρίσκονται

μέσα σε αυτό το κυρτό κέλυφος, μπορεί να εφαρμοστεί ο ίδιος Νόμος

Ελέγχου. Δεδομένου ότι εξασφαλίζεται η επιθυμητή συμπεριφορά α-

κόμα και για την χειρότερη περίπτωση (worst-case scenario), βάσιμα

προκύπτει ότι και για οποιονδήποτε ασθενή, με χαρακτηριστικά που

περιέχονται μέσα στο κυρτό κέλυφος, η απόκριση θα είναι η επιθυμη-

τή.

Εναλλακτικά, έστω ότι η Ιακωβιανή J = [∂f/∂x, ∂f/∂u] ενός

μη γραμμικού συστήματος διακριτού χρόνου, χρονικά μεταβλητού της

μορφής xk+1 = f (xk, uk, k) βρίσκεται στο εσωτερικό ενός συνόλου

Ω. Τότε αποδεικνύεται ότι κάθε τροχιά (x, u) του αρχικού μη γραμ-

μικού συστήματος είναι επίσης τροχιά ενός συστήματος (4.16) για

καποιο γραμμικό χρονικά μεταβλητό σύστημα (Linear Time Variable
- LTV) στο Ω [111]. ΄Ετσι το αρχικό μη γραμμικό σύστημα μπορεί

να προσεγγιστεί (πιθανώς συντηρητικά) από ένα πολυτοπικό σύστημα

αβεβαιότητας. Το γεγονός αυτό καθιστά την πολυτοπική περιγραφή

της αβεβαιότητας κατάλληλη για πληθώρα προβλημάτων ελέγχου.

4.3.2 Εύρωστος Προβλεπτικός ΄Ελεγχος (Min-Max)

Υιοθετείται η πρόταση του Kothare [109] για τον εύρωστο προβλε-

πτικό έλεγχο όπου προτείνεται μια πολιτική άπειρου ορίζοντα (infinite
horizon), αφού έτσι εξασφαλίζεται ονομαστική ευστάθεια [105, 104],

χωρίς να απαιτείται ιδιαίτερη ρύθμιση των παραμέτρων.

Κατ'αναλογία με την κλασσική προσέγγιση όπου κάθε χρονική

στιγμή ελαχιστοποιείται μια ονομαστική αντικειμενική συνάρτηση, σε

αυτήν την προσέγγιση ελαχιστοποιείται μια ‘εύρωστη’ αντικειμενική

συνάρτηση ως εξής:

min
uk+i|k,i=0,1,...,N

max
[A, B]∈Ω

J∞ (xk) (4.19)
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όπου η αντικειμενική συνάρτηση είναι:

J∞ (xk) =
∞∑
i=0

(∥∥xk+i|k
∥∥2

Q
+
∥∥uk+i|k

∥∥2

R

)
(4.20)

Αυτό είναι ένα τυπικό πρόβλημα ‘μέγιστου-ελάχιστου’ (min-max). Η

μεγιστοποίηση γίνεται επί του συνόλου Ω. Η φυσική του ερμηνεία

είναι ότι επιλέγεται το ζεύγος εκείνο [A, B] ∈ Ω, το οποίο έχει την

χειρότερη απόδοση και συνεπώς εμφανίζει τη μεγαλύτερη τιμή στην

αντικειμενική του συνάρτηση, μεταξύ όλων εκείνων που σχηματίζουν

τον πολύτοπο Ω. Αυτή η χειρότερη τιμή ελαχιστοποιείται για την

τρέχουσα και τις μελλοντικές τιμές εισόδου uk+i|k, i = 0, 1, . . . , N .

Η εύρεση όμως του ζεύγους εκείνου [A, B] ∈ Ω που παρουσιάζει

τη μεγαλύτερη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης δεν είναι πρακτι-

κά εύκολο να υπολογιστεί αναλυτικά μεταξύ όλων εκείνων των ζευγών

που ορίζουν το Ω, πολύ δε περισσότερο όταν ο αριθμός τους είναι σχε-

τικά μεγάλος. ΄Ετσι η προσέγγιση που ακολουθείται στοχεύει πρώτα

στην εύρεση ενός άνω ορίου της ‘εύρωστης’ αντικειμενικής συνάρτη-

σης (4.20) και έπειτα ελαχιστοποιείται αυτό το άνω όριο καταλήγοντας

σε ένα Νόμο Ελέγχου σταθερής ανάδρασης κατάστασης της μορφής

uk+i|k = Fxk+i|k, i ≥ 0.
Το άνω όριο προσεγγίζεται από μια τετραγωνική συνάρτηση της

μορφής V (x) = x>Px, P > 0 της μεταβλητής κατάστασης xk|k =
xk με V (0) = 0. Τη χρονική στιγμή k, έστω ότι η συνάρτηση V

ικανοποιεί την παρακάτω ανισότητα για όλα τα xk+i|k, uk+i|k, i ≥ 0
που ικανοποιούν την εξίσωση (4.16) και για κάθε [A, B] ∈ Ω:

V
(
xk+i+1|k

)
− V

(
xk+i|k

)
≤−

[∥∥xk+i|k
∥∥2

Q
+
∥∥uk+i|k

∥∥2

R

] (4.21)

Για να είναι πεπερασμένη η ‘εύρωστη’ αντικειμενική συνάρτηση, πρέπει

να τεθεί x∞|k = 0 και κατα συνέπεια V
(
x∞|k

)
= 0. Αθροίζοντας τους

όρους της (4.21) από i = 0 εως i =∞ προκύπτει:

− V
(
xk|k
)
≤ −J∞ (xk) (4.22)

Επομένως τελικά ισχύει:

max
[A B]∈Ω

J∞ (xk) ≤ V
(
xk|k
)

(4.23)
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Η εξίσωση (4.23) δίνει ένα άνω όριο για τη ‘εύρωστη’ αντικειμενι-

κή συνάρτηση. Ο αλγόριθμος προβλεπτικού ελέγχου μπορεί τώρα να

μετασχηματιστεί στοχεύοντας στην ελαχιστοποίηση της συνάρτησης

V
(
xk|k
)
, συνθέτοντας κάθε χρονική στιγμή k ένα νόμο ελέγχου στα-

θερής ανάδρασης της κατάστασης της μορφής uk+i|k = Fxk+i|k. ΄Οπως

σε όλες τις μεθοδολογίες MPC εφαρμόζεται μόνο το πρώτο στοιχείο

uk|k = Fxk|k και την επόμενη χρονική στιγμή η διαδικασία επαναλαμ-

βάνεται ώστε να υπολογιστεί ο πίνακας F εκ νέου.

΄Εστω ότι τίθεται περιορισμός στην ευκλείδεια νόρμα και επιπλέον

και σε κάθε στοιχείο του διανύσματος εισόδου:∥∥uk+i|k
∥∥

2
≤ umax, k, i ≥ 0 (4.24αʹ)∣∣ujk+i|k∣∣ ≤ uj,max, k, i ≥ 0, j = 1, 2, . . . , nu (4.24βʹ)

Ομοίως έστω ότι τίθενται παρόμοιοι περιορισμοί στην ευκλείδεια

νόρμα και στα στοιχεία του διανύσματος εξόδου:∥∥yk+i|k
∥∥

2
≤ ymax, k ≥ 0, i ≥ 1 (4.25αʹ)∣∣yjk+i|k∣∣ ≤ yj,max, k ≥ 0, i ≥ 1, j = 1, 2, . . . , nu (4.25βʹ)

Αξίζει να σημειωθεί στο σημείο αυτό ότι οι περιορισμοί εξόδου (4.25)

τίθενται αυστηρά στις μελλοντικές καταστάσεις που προβλέπεται να

έχει το σύστημα, αφού είναι i ≥ 0. Αυτό συμβαίνει αφού θεωρείται

ότι η τρέχουσα κατάσταση του συστήματος δεν μπορεί να επηρεα-

στεί από την είσοδο που εφαρμόζεται την παρούσα χρονική στιγμή.

Οι περιορισμοί που έχουν τεθεί στο σύστημα ονομάζονται ‘σκληροί’

(hard constraints) αφού θεωρείται ότι πρέπει να ικανοποιούνται κάθε

χρονική στιγμή αυστηρά. Η ονομασία αυτή, είναι σε αντιδιαστολή με

τους λεγόμενους ‘μαλακούς’ (soft constraints) περιορισμούς, οι οποίοι
μπορούν προς διευκόλυνση της επίλυσης του προβλήματος να παραβι-

άζονται σε κάποιες περιπτώσεις. Συνήθως σε προβλήματα χορήγησης

φαρμάκου όπου η ασφάλεια του ασθενούς παίζει πρώτιστο ρόλο, υιοθε-

τούνται ‘σκληροί’ περιορισμοί. Υπό αυτό το πρίσμα δεν εφαρμόζονται

μαλακοί περιορισμοί, στις εφαρμογές που εξετάζονται στην παρούσα

εργασία.
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4.3.3 Γραμμικές Ανισότητες Πίνακα

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται μια σύντομη αλλά περιεκτική αναφορά στις

Γραμμικές Ανισότητες Πίνακα (LMI ). Ο αναγνώστης που θέλει να εμ-

βαθύνει στο αντικείμενο μπορεί να ανατρέξει στην εργασία των Boyd,
El Ghaoui, Feron, and Balakrishnan [110]. Μια τέτοια ανισότητα έχει

τη μορφή:

F (x) = F0 +
l∑

i=1

xiFi > 0 (4.26)

όπου x1, x2, . . . , xl είναι οι μεταβλητές προς βελτιστοποίηση, Fi =
F>i ∈ Rn×n

είναι γνωστοί πίνακες και F (x) > 0 σημαίνει ότι ο

πίνακας F (x) είναι θετικά ορισμένος. Πολλαπλές LMI της μορφής

F1 (x) > 0, . . . , Fn (x) μπορούν να εκφραστούν σε μια απλή ανισότη-

τα της μορφής:

diag (F1 (x) , . . . , Fn (x)) > 0 (4.27)

Κυρτές τετραγωνικές ανισώσεις μπορούν να γραφτούν ως LMI με τη

βοήθεια συμπληρωμάτων Schur. ΄Εστω Q (x) = Q (x)>, R (x) =
R (x)> και ο πίνακας S (x) είναι ομοπαραλληλική συνάρτηση του x.

Τότε η γραμμική ανισότητα πίνακα:[
Q (x) S (x)

S (x)> R (x)

]
� 0 (4.28)

είναι ισοδύναμη με τις ανισώσεις πινάκων:

R (x) > 0 (4.29αʹ)

Q (x)− S (x)R (x)−1 S (x)> > 0 (4.29βʹ)

ή ισοδύναμα:

Q (x) > 0 (4.30αʹ)

R (x)− S (x)>Q (x)−1 S (x) > 0 (4.30βʹ)

Προβλήματα βελτιστοποίησης με τη μορφή LMI παρουσιάζονται πο-
λύ συχνά στο πεδίο της θεωρίας Αυτόματου Ελέγχου. Η πιο συνηθι-

σμένη περίπτωση έχει τη μορφή min c>x ως προς τους περιορισμούς

της μορφής F (x) > 0. Ο πίνακας F είναι ένας συμμετρικός πίνα-

κας που εξαρτάται αφινικά από την προς βελτιστοποίηση μεταβλητή

x, ενώ c είναι ένα πραγματικό διάνυσμα κατάλληλων διαστάσεων. Η
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μετατροπή προβλημάτων βελτιστοποίησης στη μορφή LMI είναι πολύ

συνηθισμένη πρακτική, αφού τα προβλήματα LMI μπορούν να επιλυ-

θούν σε πολυωνυμικό χρόνο, που σημαίνει ότι έχουν σχετικά χαμηλές

υπολογιστικές απαιτήσεις. Από πρακτικής άποψης υπάρχει πολύ με-

γάλος αριθμός αλγορίθμων για την επίλυση τέτοιων προβλημάτων, οι

οποίοι μπορούν να υπολογίσουν πολύ σύντομα το ολικό ελάχιστο μιας

συνάρτησης με μη-ευρεστικά κριτήρια τερματισμού. Γι'αυτό θεωρείται

ότι τέτοιοι αλγόριθμοι μπορούν να βρουν το ολικό ελάχιστο γρήγορα

με μια προκαθορισμένη ακρίβεια και θεωρούνται εξαιρετικά αποδοτι-

κοί [112, 113, 114, 115]. Το γεγονός αυτό καθιστά την προσέγγιση

μέσω LMI κατάλληλη για να χρησιμοποιηθεί σε ένα βρόχο προβλεπτι-

κού ελέγχου.

4.3.4 Προβλεπτικός ΄Ελεγχος με Χρήση Γραμμικών Ανισοτήτων

Πίνακα

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται η περιγραφή ενός προβλήματος

προβλεπτικού ελέγχου με τη βοήθεια LMI , όπως προτείνεται στην

εργασία των Kothare, Balakrishnan, and Morari [109].

Θεώρημα 1. ΄Εστω xk = xk|k η κατάσταση του πολυτοπικού συ-

στήματος (4.16) όπως μετράται τη χρονική στιγμή k. ΄Εστω (προς το

παρόν) ότι δεν υπάρχουν περιορισμοί εισόδου-εξόδου και ότι η αβεβαι-

ότητα του συστήματος δίνεται από την εξίσωση (4.17). Τότε ο πίνα-

κας ανατροφοδότησης κατάστασης F του Νόμου Ελέγχου uk+i|k =
Fxk+i|k, i ≥ 0 που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση άνω ορίου V

(
xk|k
)

τη χρονική στιγμή k δίνεται από τη σχέση:

F = Y Q−1
1 (4.31)

όπου το Q1 > 0 και το Υ προκύπτουν από τη λύση (αν υπάρχει) του

παρακάτω γραμμικού προβλήματος βελτιστοποίησης:

min
γ,Q1,Y

γ (4.32)

ως προς τους περιορισμούς:[
1 x>k|k
xk|k Q1

]
≥ 0 (4.33)
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και
Q1 Q1A

>
j + Y >B>j Q1Q

1/2 Y >R1/2

AjQ1 +BjY Q1 0 0

Q1/2Q1 0 γI 0

R1/2Y 0 0 γI

 ≥ 0, (4.34)

για j = 1, 2, . . . , L

Απόδειξη. Η ελαχιστοποίηση της V
(
xk|k
)

= x>k|kPxk|k, P > 0 είναι

ισοδύναμη με το εξής πρόβλημα βελτιστοποίησης:

min
γ,P

γ

ως προς τον περιορισμό:

x>k|kPxk|k ≤ γ

Ορίζοντας ως Q1 = γP−1
και με τη βοήθεια των εξισώσεων (4.28),

(4.29), (4.30), το πρόβλημα μετασχηματίζεται στο ισοδύναμο του:

min
γ,Q1

γ

ως προς: [
1 x>k|k
xk|k Q1

]
≥ 0

Με τον τρόπο αυτό προκύπτουν οι εξισώσεις (4.32), (4.33).

Επιπλέον, η τετραγωνική συνάρτηση V , απαιτείται να ικανοποιεί τη

σχέση (4.21). Αντικαθιστώντας με uk+i|k = Fxx+i|k, i ≥ 0 και με

βάση την εξίσωση (4.16), η ανίσωση (4.21) γράφεται ως:

x>k+i|k
{

[Aj +BjF ]> P [Aj +BjF ]−
P + F>RF +Q

}
xk+i|k ≤ 0

η οποία ικανοποιείται αν:

[Aj +BjF ]>P [Aj +BjF ]− P + F>RF +Q ≤ 0 (4.35)

Με τις αντικαταστάσεις p = γQ−1
1 , Q1 > 0, και Y = FQ1, μετά

από πολλαπλασιασμό από δεξιά και από αριστερά με Q1 και με χρήση

της (4.28), προκύπτει:
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
Q1 Q1A

>
j + Y >B>j Q1Q

1/2 Y >R1/2

AjQ1 +BjY Q1 0 0

Q1/2Q1 0 γI 0

R1/2Y 0 0 γI

 ≥ 0 (4.36)

Η εξίσωση (4.36) είναι αφινική στο [Aj, Bj]. ΄Ετσι ικανοποιείται

για όλα τα [Aj, Bj] ∈ Ω =
Co {[A1 B1] , [A2 B2] , . . . , [Al Bl]} αν και μόνο αν υπάρχει Q1 > 0,
Y = FQ1 και γ τέτοιο ώστε να ισχύει η (4.36) για j = 1, 2, . . . , L.
Τελικά ο πίνακας ανάδρασης δίνεται από τη σχέση:

F = Y Q−1
1

Με βάση αυτό το θεώρημα προκύπτει ότι η λύση του προβλήμα-

τος του εύρωστου MPC - δηλαδή η ελαχιστοποίηση του άνω ορίου

της αντικειμενικής συνάρτησης - μετασχηματίζεται στην επίλυση ε-

νός απλού προβλήματος βελτιστοποίησης ορισμένου με δυο γραμμικές

ανισότητες (LMI ). Επίσης στο [109] αποδεικνύεται ότι ο Νόμος Ε-

λέγχου ανάδρασης που προκύπτει από τις εξισώσεις (4.31)-(4.34) του

θεωρήματος 1 οδηγεί το σύστημα κλειστού βρόχου σε εύρωστη ασυμ-

πτωτική ευστάθεια.

΄Ελεγχος Με Περιορισμούς

Στην προηγούμενη παράγραφο, παρουσιάστηκε ο ορισμός ενός σχήμα-

τος ‘εύρωστου’ προβλεπτικού ελέγχου χωρίς περιορισμούς στην είσο-

δο ή στην έξοδο, μέσω της εύρεσης ενός άνω ορίου για την αντίστοιχη

‘εύρωστη’ αντικειμενική συνάρτηση κόστους. Για να εισαχθούν στο

πρόβλημα και τέτοιοι περιορισμοί, αρχικά ορίζεται το παρακάτω λήμμα,

το οποίο επιπλέον θα χρησιμοποιηθεί για να εξασφαλιστεί εύρωστη

ευστάθεια.

Λήμμα 1. [Αμετάβλητο Ελλειψοειδές] ΄Εστω το σύστημα της εξίσω-

σης (4.16), με το αντίστοιχο σύνολο αβεβαιότητας Ω το οποίο εκφράζε-

ται από την εξίσωση (4.17). Επίσης θεωρείται ότι τη χρονική στιγμή

k υπάρχει Q1 > 0, γ και Y = FQ1, έτσι ώστε η εξίσωση (4.34) να

ισχύει. Ακόμα, γίνεται η παραδοχή ότι uk+i|k = Fxk+i|k, i ≥ 0. Τότε
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E

x (k + i|k)

i ≥ 1

x (k|k) ∈ E

→ x (k + i|k) ∈ E ∀i ≥ 1

Σχήμα 4.3: Γραφική αναπαράσταση ενός αμετάβλητου ελλειψοειδούς
κατάστασης E σε δύο διαστάσεις [109]

αν είναι
∥∥xk|k∥∥2

Q−11
≤ 1 (ή ισοδύναμα

∥∥xk|k∥∥2

P
≤ γ με P = γQ−1

1 )

τότε:

max
[A,B]∈Ω

∥∥xk+i|k
∥∥2

Q−11
< 1, i ≥ 1 (4.37)

ή ισοδύναμα:

max
[A,B]∈Ω

∥∥xk+i|k
∥∥2

P
< γ, i ≥ 1 (4.38)

΄Ετσι το σύνολο E = {z| ‖z‖2
Q−11
≤ 1} = {z| ‖z‖2

P ≤ γ} είναι ένα αμε-

τάβλητο ελλειψοειδές για τις προβλέψεις των καταστάσεων για το α-

βέβαιο σύστημα που βρίσκεται μέσα στον πολύτοπο Ω (βλ. σχήμα 4.3).

Η μεγιστοποίηση στις εξισώσεις (4.37) και (4.38) λαμβάνει χώρα

στον πολύτοπο Ω των Χρονικά Αμετάβλητων Μοντέλων, που χρη-

σιμοποιείται για την μελλοντική πρόβλεψη της κατάστασης του συ-

στήματος. Η μεγιστοποίηση γίνεται για τον υπολογισμό της χειρότε-

ρης τιμής (worst-case) της παράστασης
∥∥xk+i|k

∥∥2

Q−11
(ή ισοδύναμα της∥∥xk+i|k

∥∥2

P
) σε κάθε χρονική στιγμή k + i, i ≥ 1.

Απόδειξη. Από την απόδειξη του θεωρήματος 1, προκύπτει ότι:∥∥xk+i+1|k
∥∥2

P
−
∥∥xk+i|k

∥∥2

P
≤
∥∥xk+i|k

∥∥2

Q
−
∥∥uk+i|k

∥∥2

R

αφού Q > 0. ΄Ετσι είναι:∥∥xk+i+1|k
∥∥2

P
−
∥∥xk+i|k

∥∥2

P
<
∥∥xk+i|k

∥∥2

Q
−
∥∥uk+i|k

∥∥2

R
(4.39)

με, i ≥ 0, x (k + i|k) 6= 0. Γι'αυτό εάν
∥∥xk|k∥∥2

P
≤ γ τότε:∥∥xk+1|k

∥∥2

P
< γ. Η παραπάνω παρατήρηση μπορεί να επεκταθεί για

xk+2|k, xk+3|k κ.ο.κ., ολοκληρώνοντας την απόδειξη.
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Περιορισμοί Εισόδου

Οι περιορισμοί στις μεταβλητές εισόδου, επιβάλλονται από φυσικά όρια

στον εξοπλισμό ελέγχου μιας διεργασίας. Συνήθως επιβάλλονται ως

‘σκληροί’ περιορισμοί αφού δεν υπάρχει ελαστικότητα ως προς την πα-

ραβίαση τους. Η βασική ιδέα εντοπίζεται στην εργασία των Boyd,
El Ghaoui, Feron, and Balakrishnan [110] στο πλαίσιο των συστη-

μάτων συνεχούς χρόνου, και επεκτείνεται στην εργασία του Kothare,
Balakrishnan, and Morari [109], όπου αναλύεται η εφαρμογή στο δια-

κριτό χρόνο στο πλαίσιο του εύρωστου MPC . Η ανάλυση προϋποθέτει

την ικανοποίηση του λήμματος 1, ώστε το E να είναι ένα αμετάβλητο

ελλειψοειδές για την πρόβλεψη του αβέβαιου συστήματος.

Τη χρονική στιγμή k, θεωρείται ο περιορισμός στην είσοδο με βάση

την ευκλείδεια νόρμα: ∥∥uk+i|k
∥∥

2
≤ umax, i ≥ 0 (4.40)

Οι περιορισμοί εισόδου αφορούν την παρούσα χρονική στιγμή αλλά

και όλο το μήκος του ορίζοντα ελέγχου, παρόλο που στο σύστημα

εφαρμόζεται μόνο το πρώτο στοιχείο ελέγχου uk|k = uk. Με βάση

την εργασία των Boyd, El Ghaoui, Feron, and Balakrishnan [110],
είναι:

max
i≥0

∥∥uk+i|k
∥∥2

2
= max

i≥0

∥∥Y Q−1
1 xk+i|k

∥∥2

2

≤ max
z∈E

∥∥Y Q−1
1 z
∥∥2

2

= λmax

(
Q
−1/2
1 Y >Y Q−1/2

1

) (4.41)

Με χρήση των εξισώσεων (4.29) και (4.30) προκύπτει ότι είναι∥∥uk+i|k
∥∥2

2
≤ u2

max, i ≥ 0 αν:[
u2
max Y
Y > Q1

]
≥ 0 (4.42)

η οποία είναι μια LMI ως προς Y και Q1. Αντίστοιχα αν τεθούν όρια

σε κάθε στοιχείο του διανύσματος εισόδου uk+i|k κάθε χρονική στιγμή

k της μορφής:∣∣ujk+i|k∣∣ ≤ uj,max, i ≥ 0, j = 1, 2, . . . , nu (4.43)
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είναι:

max
i≥0

∣∣ujk+i|k∣∣2 = max
i≥0

∣∣∣(Y Q−1
1 xk+i|k

)
j

∣∣∣2
≤ max

z∈E

∣∣∣(Y Q−1
1 z
)
j

∣∣∣2
≤
∥∥∥∥(Y Q−1/2

1

)
j

∥∥∥∥2

2

=
(
Y Q−1

1 Y >
)
jj

(4.44)

κάνοντας χρήση της ανίσωσης Cauchy-Schwarz. ΄Ετσι η ύπαρξη ενός

συμμετρικού πίνακα X τέτοιου ώστε:[
X Y
Y > Q1

]
≥ 0, µε Xjj ≤ u2

j,max, j = 1, 2, . . . , nu (4.45)

εξασφαλίζει ότι
∣∣ujk+i|k∣∣ ≤ uj,max, i ≥ 0, j = 1, 2, . . . , nu, ώστε τελι-

κά να σχηματίζεται μια LMI ως προς X, Y και Q1. Η εξίσωση (4.45)

προκύπτει ως γενίκευση του αποτελέσματος όπως αναφέρεται στους

Boyd, El Ghaoui, Feron, and Balakrishnan [110].
Οι ανισώσεις (4.42) και (4.45) υπό τη μορφή LMI περιορισμών, απο-

τελούν επαρκείς συνθήκες που εγγυώνται ότι τυχόν ικανοποίηση τους,

σημαίνει και ικανοποίηση των αντίστοιχων περιορισμών που έχουν τε-

θεί στις μεταβλητές εισόδου.

Περιορισμοί Εξόδου

Οι περιορισμοί στην έξοδο μπορεί να προέρχονται από καθορισμό των

συνθηκών λειτουργίας ενός συστήματος ή συχνότερα από απαιτήσεις

ασφάλειας. Σε ένα φαρμακοκινητικό σύστημα για παράδειγμα, η συ-

γκέντρωση του φαρμάκου σε ένα όργανο δε θα πρέπει να ξεπερνάει

μια μέγιστη τιμή, πάνω από την οποία το φάρμακο γίνεται τοξικό για

τον ασθενή (Maximum Toxicity Concentration - MTC). ΄Εστω για

παράδειγμα ότι τη χρονική στιγμή k τίθεται ο περιορισμός στην ευ-

κλείδεια νόρμα της εξόδου:

max
[A, B]∈Ω

∥∥yk+i|k
∥∥

2
≤ ymax, i ≥ 1

΄Οπως αναφέρθηκε και προηγούμενα αυτός είναι ένας περιορισμός της

χειρότερης τιμής (worst-case) στον πολύτοπο Ω και τίθεται αυστηρά

κατά μήκος του ορίζοντα πρόβλεψης (i ≥ 1). ΄Οπως αποδεικνύεται
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στη συνέχεια, ο περιορισμός εξόδου μπορεί να μετασχηματιστεί στη

μορφή:[
Q1 (AjQ1 +BjY )>C>

C (AjQ1 +BjY ) y2
maxI

]
≥ 0, j = 1, 2, . . . , L

(4.46)

Απόδειξη. ΄Εστω ότι οι παραδοχές του Λήμματος 1 ισχύουν, έτσι ώστε

ο πολύτοπος E να είναι ένα αμετάβλητο ελλειψοειδές για την πρόβλεψη

του αβέβαιου συστήματος 4.16. Για κάθε σύστημα [Aj Bj] ∈ Ω, j ≥ 0
είναι:

max
i≥1

∥∥yk+i|k
∥∥

2

= max
i≥0

∥∥C (Aj +BjF )xk+i|k
∥∥

2

≤ max
z∈E
‖C (Aj +BjF ) z‖2 , i ≥ 0

(4.47)

΄Ετσι είναι
∥∥yk+i|k

∥∥
2
≤ ymax, i ≥ 1 για κάθε [Aj Bj] ∈ Ω, j ≥ 0, αν:

Q
1/2
1 [Aj +BjF ]>C>C [Aj +BjF ]Q

1/2
1 ≤ y2

maxI, i ≥ 0

το οποίο τελικά μετασχηματίζεται σε:

[
Q1 [AjQ1 +BjY ]>C>

C [AjQ1 +BjY ] y2
maxI

]
≥ 0

Δεδομένου ότι η τελευταία ανίσωση είναι αφινική σε ένα

[Aj Bj], ικανοποιείται για όλα τα:

[Aj Bj] ∈ Ω

= Co {[A1 B1] , [A2 B2] , . . . , [AL BL]}
όταν και μόνο όταν:[

Q1 (AjQ1 +BjY )>C>

C (AjQ1 +BjY ) y2
maxI

]
≥ 0, j = 1, 2, . . . , L

Με τρόπο αντίστοιχο γράφονται και οι περιορισμοί που τίθενται

στοιχείο προς στοιχείο στο διάνυσμα εξόδου, υπό μορφή LMI , έτσι
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ώστε να είναι:

max
i>0

∥∥Cxk+i|k
∥∥2

2
≤ max

z∈E
‖Cz‖2

2

= λmax

(
Q1

1/2C
>CQ1/2

1

) (4.48)

Τελικά: CQ1C
> ≤ y2

maxI ⇒
∥∥yk+i|k

∥∥
2
≤ ymax.

Εύρωστη Ευστάθεια

Στη συνέχεια δίνεται το θεώρημα που καθορίζει την εύρωστη ευ-

στάθεια κλειστού βρόχου για MPC , με περιορισμούς στην είσοδο

και στην έξοδο.

Θεώρημα 2. ΄Εστω xk = xk|k η κατάσταση του συστήματος (4.16)

τη χρονική στιγμή k.
΄Εστω ότι η αβεβαιότητα του συστήματος καθορίζεται από έναν πο-

λύτοπο Ω όπως στην εξίσωση (4.17). Τότε ο πίνακας της ανάδρασης

κατάστασης F του Νόμου Ελέγχου της μορφής: uk+i|k = Fxk+i|k, i ≥
0, ελαχιστοποιεί το άνω όριο V

(
xk|k
)
, i ≥ 0 τη χρονική στιγμή k.

Ταυτόχρονα ικανοποιεί το σύνολο των περιορισμών εισόδου και εξόδου

και δίνεται από την σχέση:

F = Y Q−1
1

όπου το Q1 > 0 και το Y προκύπτουν από τη λύση του προβλήματος

βελτιστοποίησης:

min {γ|γ,Q1, Y }

ως προς τους περιορισμούς των ανισώσεων (4.33), (4.34) και ενδεχο-

μένως και των (4.42), (4.46).

Η απόδειξη της εύρωστης ευστάθειας του κλειστού βρόχου, γίνεται

με τη βοήθεια του ακόλουθου λήμματος:

Λήμμα 2. Κάθε εφικτή λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης του

θεωρήματος 2 τη χρονική στιγμή k, είναι επίσης εφικτή για κάθε χρο-

νική στιγμή t > k. Συνεπώς αν το πρόβλημα βελτιστοποίησης του

θεωρήματος 2 τη χρονική στιγμή k είναι επιλύσιμο, τότε είναι επιλύσι-

μο για κάθε χρονική στιγμή t > k.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το πρόβλημα βελτιστοποίησης του Θεωρήματος 2

είναι επιλύσιμο τη χρονική στιγμή k. Η μόνη ανίσωση του προβλήματος
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που εξαρτάται από το διάνυσμα κατάστασης του συστήματος είναι η:[
1 x>k|k
xk|k Q1

]
≥ 0 (4.49)

Επομένως για την απόδειξη του λήμματος, απαιτείται μόνο να αποδει-

χθεί ότι η ανίσωση (4.49) είναι επιλύσιμη για όλες τις μελλοντικές

καταστάσεις xk+i|k+i = xk+i, i ≥ 1. Η ύπαρξη εφικτής λύσης του

προβλήματος τη χρονική στιγμή k υπονοεί ύπαρξη λύσης της ανίσω-

σης (4.30). Τελικά αυτό σημαίνει ικανοποίηση της ανίσωσης (4.37).

΄Ετσι για κάθε [A B] ∈ Ω (όπου Ω είναι ο αντίστοιχος πολύτοπος που

εκφράζει την αβεβαιότητα), πρέπει να ισχύει:∥∥xk+i|k
∥∥2

Q−11
< 1, i ≥ 1

Αν υποτεθεί ότι η μετρούμενη κατάσταση τη χρονική στιγμή k+1 είναι

xk+1|k+1 = xk+1, δηλαδή ίση με [A+BF ]xk|k για κάποιο [A B] ∈ Ω,

τότε θα πρέπει να ικανοποιείται η ανισότητα:∥∥xk+i|k
∥∥2

Q−11
< 1

ή [
1 x>k+1|k+1

xk+1|k+1 Q1

]
> 0

Συνεπώς η λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης που είναι εφικτή

τη χρονική στιγμή k, είναι επίσης εφικτή και τη χρονική στιγμή k+ 1,
δηλαδή το πρόβλημα είναι επιλύσιμο και την χρονική στιγμή k + 1. Η

συλλογιστική αυτή μπορεί να προεκταθεί στο μέλλον για τις χρονικές

στιγμές k + 2, k + 3, . . . ολοκληρώνοντας την απόδειξη.

Θεώρημα 3 (Εύρωστη Ευστάθεια). Ο Νόμος Ελέγχου, κυλιόμε-

νου ορίζοντα, ανάδρασης κατάστασης, που προκύπτει από το Θεώρη-

μα 2 εξασφαλίζει στο σύστημα εύρωστη ασυμπτωτική ευστάθεια στο

σύστημα κλειστού βρόχου.

Απόδειξη. Για να αποδειχθεί η ασυμπτωτική ευστάθεια αρκεί να δει-

χθεί ότι V
(
xk|k
)

=
∥∥xk|k∥∥2

P
με Pk > 0 που προκύπτει από τη βέλτιστη

λύση τη χρονική στιγμή k, και V
(
xk|k
)
είναι μια γνησίως φθίνουσα

συνάρτηση Lyapunov για το σύστημα κλειστού βρόχου. Αρχικά γίνε-

ται η υπόθεση ότι το Θεώρημα 2 είναι επιλύσιμο τη στιγμή k = 0.
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Το λήμμα 2 εξασφαλίζει επίλυση του προβλήματος για κάθε χρονι-

κή στιγμή k > 0. Η βελτιστοποίηση είναι κυρτή επομένως έχει ένα

μοναδικό ολικό ελάχιστο και βέλτιστη λύση (γ,Q1, Y ) κάθε χρονική

στιγμή k ≥ 0.
Στη συνέχεια, προκύπτει από το Λήμμα 2 ότι τα γ,Q1 > 0, Y

(ή ισοδύναμα τα γ, F = Y Q−1
1 , P = γQ−1

1 > 0) που προκύπτουν

από τη βέλτιστη λύση τη στιγμή k είναι εφικτά (αλλά όχι απαραίτητα

βέλτιστα) τη χρονική στιγμή k + 1. Συμβολίζοντας τις τιμές του P
που προκύπτουν από τις βέλτιστες λύσεις στις χρονικές στιγμές k και

k + 1, ως Pk και Pk+1 αντίστοιχα, θα πρέπει:∥∥xk+1|k+1

∥∥2

Pk+1
≤
∥∥xk+1|k+1

∥∥2

Pk
(4.50)

Το Pk+1 είναι βέλτιστο, αν το Pk είναι εφικτό τη στιγμή k + 1.
Τελικά από το Λήμμα 1 ισχύει ότι αν uk+i|k = Fkxk+i|k, i ≥ 0

(το Fk προκύπτει από τη βέλτιστη λύση τη στιγμή k), τότε για κάθε

[A, B] ∈ Ω θα πρέπει: ∥∥xk+1|k
∥∥2

Pk
≤
∥∥xk|k∥∥2

Pk
(4.51)

Αν η μετρούμενη κατάσταση xk+1|k+1 = xk+1 ισούται με (A+BFk)xk|k
για κάποια [A, B] ∈ Ω τότε πρέπει επίσης να ικανοποιείται η ανίσω-

ση (4.51). Σε συνδυασμό με την ανίσωση (4.50) συνάγεται ότι:∥∥xk+1|k+1

∥∥2

Pk+1
≤
∥∥xk|k∥∥2

Pk

Δηλαδή η συνάρτηση x>k|kPkxk|k είναι μια γνησίως φθίνουσα συνάρτη-

ση Lyapunov για το σύστημα κλειστού βρόχου, η οποία είναι κάτω

φραγμένη από μια θετικά ορισμένη συνάρτηση xk|k. Συνεπώς προ-

κύπτει ότι τελικά xk → 0 καθώς k →∞.

4.3.5 Επεκτάσεις

Μέχρι στιγμής έχει εξεταστεί το πρόβλημα με επιθυμητή τιμή αναφοράς

στη μόνιμη κατάσταση το μηδέν (αρχή των αξόνων). Στη συνέχεια θα

εξεταστεί πώς η θεωρία των LMI επεκτείνεται και σε άλλα πιο πρακτικά

προβλήματα, όπως εκείνο της παρακολούθησης τροχιάς.
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Παρακολούθηση Τροχιάς Αναφοράς

Σε αυτήν την κατηγορία προβλημάτων, ζητείται η έξοδος του συστήμα-

τος να παρακολουθήσει μια τροχιά αναφοράς yk = Cxk. Η αντίστοιχη

κατάσταση αναφοράς προκύπτει από την εξίσωση:

xrk+1
= Axrk, xr0 = xr0

Η επιλογή της αντικειμενικής συνάρτησης J∞k
γι'αυτό το πρόβλημα

είναι:

J∞ (xk) =
∞∑
i=0

(∥∥Cxk+i|k − Crxrk+i
∥∥2

Q
+
∥∥uk+i|k

∥∥2

R

)
Q > 0, R > 0

(4.52)

Παρακολούθηση Σταθερής Τιμής Αναφοράς

Πολύ συχνά σε αβέβαια γραμμικά χρονικά αμετάβλητα συστήματα η

μόνιμη κατάσταση ορίζεται ως ένα σταθερό σημείο xss, uss (διαφορε-

τικό της αρχής των αξόνων) στο χώρο κατάστασης.

΄Εστω ένα αβέβαιο γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα (LTI)
υπό τη μορφή της εξίσωσης (4.16), δηλαδή [A B] ∈ Ω είναι σταθεροί

αλλά άγνωστοι πίνακες στο Ω. Επιπλέον υπάρχει η απαίτηση, η έξοδος

του συστήματος να έχει στη μόνιμη κατάσταση την επιθυμητή τιμή yt
μεταφέροντας τα διανύσματα κατάστασης και εισόδου στις θέσεις xss
και uss για τη μόνιμη κατάσταση, δηλαδή:

xss = Axss +Buss, yss = Cxss

θεωρώντας ότι τα xss και uss είναι εφικτά δηλαδή το σύστημα σε αυτήν

την κατάσταση ικανοποιεί τους περιορισμούς που έχουν τεθεί. Η προς

ελαχιστοποίηση αντικειμενική συνάρτηση έχει τη μορφή:

J∞ (xk) =
∞∑
i=0

(∥∥Cxk+i|k − Cxss
∥∥2

Q
+
∥∥uk+i|k − uss

∥∥2

R

)
Q > 0, R > 0

(4.53)

΄Οπως προτείνεται στην εργασία των Kwakernaak and Sivan [116] μπο-
ρεί να οριστεί μια τροποποιημένη κατάσταση x̃k = xk−xss, μια τροπο-

ποιημένη είσοδος ũk = uk − uss καθώς και μια τροποποιημένη έξοδος
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της μορφής ỹk = yk − yss, ώστε το πρόβλημα βελτιστοποίησης να ε-

πανέλθει στην κλασσική του μορφή. Οι περιορισμοί στα στοιχεία του

διανύσματος εισόδου u (στοιχείο προς στοιχείο), μεταφράζονται στο

τροποποιημένο διάνυσμα ũ ως εξής:

|uj| ≤ |uj,max| ⇔ |ũj + us,j| ≤ uj,max

⇔ −uj,max − us,j ≤ ũj ≤ uj,max − us,j
(4.54)

Οι περιορισμοί εξόδου προκύπτουν με παρόμοιο τρόπο από το τροπο-

ποιημένο διάνυσμα εξόδου ỹk.

Απόρριψη Διαταραχών

Γενικά στις πρακτικές εφαρμογές θεωρείται αναπόφευκτη η είσοδος

διαταραχών στη δυναμική του συστήματος. Για τη μελέτη μιας τέτοιας

περίπτωσης, θα θεωρηθεί μια άγνωστη διαταραχή ek, η οποία έχει την

ιδιότητα limk→∞ ek = 0 και επιδρά στο σύστημα ως εξής:

xk+1 = Axk +Buk + ek (4.55αʹ)

yk = Cxk (4.55βʹ)

[A B] ∈ Ω (4.55γʹ)

Γίνεται η παραδοχή ότι η πρόβλεψη των μελλοντικών καταστάσεων

καθορίζεται κάθε χρονική στιγμή k από την εξίσωση:

xk+i+1 = Axk+i +Buk+i (4.56αʹ)

[A B] ∈ Ω (4.56βʹ)

΄Οπως στις προηγούμενες παραγράφους, θα θεωρηθεί ένα άνω όριο

για την αντικειμενική συνάρτηση. Το παρακάτω θεώρημα καθορίζει

την ευστάθεια του συστήματος κλειστού βρόχου για τον Νόμο Ελέγ-

χου κυλιόμενου ορίζοντα, υπό την παρουσία μιας διαταραχής ek.

Θεώρημα 4. ΄Εστω xk = xk|k η κατάσταση του συστήματος, τη

χρονική στιγμή k και η εξέλιξη της κατάστασης του συστήματος δι-

έπεται από την εξίσωση (4.56). Τότε η ύπαρξη ενός Νόμου Ελέγχου

για το σύστημα που προκύπτει από το Θεώρημα 2 κάθε χρονική στιγμή

k ≥ 0 εξασφαλίζει εύρωστη ασυμπτωτική ευστάθεια υπό την επίδραση

κάποιας ασυμπτωτικά μειούμενης διαταραχής ek.

Απόδειξη. Είναι εύκολο να δειχθεί [109] ότι για επαρκώς μεγάλο χρόνο

k > 0, η συνάρτηση V
(
xk|k
)

=
∥∥xk|k∥∥2

P
, όπου P > 0 που προκύπτει
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από τη βέλτιστη λύση κάθε στιγμή k, είναι μια γνησίως φθίνουσα

συνάρτηση Lyapunov για το σύστημα κλειστού βρόχου.

4.4 Σύνοψη Κεφαλαίου

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάστηκε η μεθοδολογία του Προβλεπτικού

Ελέγχου Μοντέλου - MPC . Μετά από μια σύντομη ιστορική αναδρο-

μή, εξετάστηκε η βασική ιδέα και τα πλεονεκτήματα που παρέχει. Τα

βασικότερα είναι η βελτιστοποίηση που επιτυγχάνει κατά μήκος ενός

ορίζοντα πρόβλεψης και η δυνατότητα που έχει, να ενσωματώνει περιο-

ρισμούς στην είσοδο και στις μεταβλητές κατάστασης του συστήματος.

Αντίθετα το βασικό μειονέκτημα του, είναι η απαίτηση ύπαρξης ενός

μαθηματικού μοντέλου που να περιγράφει την υπό έλεγχο διεργασία.

΄Οπως αναφέρθηκε, πέραν της δυσκολίας της δημιουργίας ενός τέτοιου

μοντέλου, η μη επίτευξη ικανοποιητικής ακρίβειας υποκρύπτει τον κίν-

δυνο ο έλεγχος κλειστού βρόχου να έχει απρόβλεπτη συμπεριφορά.

Αυτό συμβαίνει γιατί δεν θα είναι σε θέση να διαχειριστεί τη διαφορά

του μαθηματικού μοντέλου και του πραγματικού συστήματος.

Παρουσιάστηκαν δύο πολύ χρήσιμες παραλλαγές της βασικής ιδέας

του MPC , ο προβλεπτικός έλεγχος μηδενικού σφάλματος (Offset free
Model Predictive Control) καθώς και μια μεθοδολογία εύρωστου προ-

βλεπτικού ελέγχου (Robust Model Predictive Control). Ο σκοπός

αυτών των μεθοδολογιών είναι να μπορούν να διαχειριστούν αυτήν την

αβεβαιότητα του μοντέλου, ώστε να αντισταθμίζουν τυχόν αποκλίσεις

σε σχέση με τη συμπεριφορά του πραγματικού συστήματος.

Δόθηκε η βασική ιδέα για το πώς μπορούν αυτές οι μεθοδολογίες

να εφαρμοστούν στη βέλτιστη χορήγηση φαρμάκου. Αυτό το πρόβλη-

μα έχει συγκεκριμένες απαιτήσεις όπως την επίτευξη και τη διατήρηση

της επιθυμητής συγκέντρωσης του φαρμάκου σε κάποιο όργανο ώστε

να επιτευχθεί η επιθυμητή του δράση. Επιπλέον απαιτείται ο περιορι-

σμός σε σχέση με τις συγκεντρώσεις της φαρμακευτικής ουσίας ώστε

αφενός να επιτυγχάνεται η φαρμακευτική δράση και αφετέρου να μην

παραβιάζονται κάποια όρια ασφαλείας που σχετίζονται με την τοξικότη-

τα του φαρμάκου σε μεγάλες συγκεντρώσεις. Τέλος, στο πρόβλημα

χορήγησης του φαρμάκου επιβάλλονται και περιορισμοί στην είσοδο

που υπαγορεύονται από το μέγιστο ρυθμό χορήγησης του φαρμάκου

του επενεργητή που χρησιμοποιείται.
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Στα επόμενα κεφάλαια παρουσιάζονται αναλυτικά εφαρμογές αυτών

των μεθοδολογιών σε εφαρμογές χορήγησης φαρμάκου. Εκεί εξειδι-

κεύεται ο τρόπος που αυτές οι μαθηματικές μεθοδολογίες υλοποιούνται

σε ένα πραγματικό πρόβλημα, όπως αυτό της βέλτιστης χορήγησης

φαρμάκου.
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Κεφάλαιο 5

Εύρωστος ΄Ελεγχος

Προβλεπτικού Μοντέλου για τη

Χορήγηση Προποφόλης σε

Πληθυσμό Ασθενών

5.1 Εισαγωγή

Η
διαδικασία της αναισθησίας εφαρμόζεται κατά τη διάρκεια δια-

φόρων τύπων χειρουργικών επεμβάσεων ή παραμονής ασθενών

σε μονάδες εντατικής θεραπείας, με σκοπό την εξασφάλιση της ύπνω-

σης, αναλγησίας και χαλάρωσης των μυών του ασθενή. Ο έλεγχος

της διαδικασίας της αναισθησίας έχει προσελκύσει το ενδιαφέρον των

μηχανικών ελέγχου τις τελευταίες δεκαετίες, εξαιτίας των σύνθετων

φαινομένων που εμφανίζονται. Τέτοια είναι οι μεταβλητότητες που εμ-

φανίζονται από ασθενή σε ασθενή, μεταβλητές χρονικές υστερήσεις,

δυναμική που εξαρτάται από την υπνωτική ουσία, αλλά και ζητήματα

ευστάθειας [117, 118, 119, 120].

Για την επίτευξη και τον έλεγχο της ζητούμενης αναισθησίας, οι

αναισθησιολόγοι επιλέγουν το ρυθμό χορήγησης του αναισθητικού

φαρμάκου με βάση την παρακολούθηση αιμοδυναμικών σημάτων, αλλά

και λαμβάνοντας υπόψη τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά κάθε ασθενούς.

Η προσέγγιση αυτή βασίζεται σε μεγάλο βαθμό στην εμπειρία των

αναισθησιολόγων και παρά το γεγονός ότι επιτυγχάνονται συνήθως

τα προσδοκώμενα αποτελέσματα, δεν είναι είναι λίγες οι περιπτώσεις

σφαλμάτων και παρενεργειών [121]. Η αυτοματοποίηση της διαδικα-

σίας εκτιμάται ότι μπορεί να προσφέρει βέλτιστη και ασφαλή χορήγηση

του αναισθητικού φαρμάκου στο πλαίσιο μιας εξατομικευμένης θερα-

πείας. Αρχικά εξετάστηκε η εφαρμογή Αναλογικού-Ολοκληρωτικού-

Διαφορικού ΄Ελεγχου (Proportional-Integral-Differential, PID) [119,
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122, 123, 124, 125, 126, 127]. Ο αναγνώστης μπορεί να βρει μια α-

νασκόπηση της βιβλιογραφίας που αφορά στην αυτοματοποιημένη χο-

ρήγηση φαρμάκου στις περιπτώσεις αναισθησίας με χρήση PID ελεγ-

κτή, στις εργασίες των Neckebroek, De Smet, and Struys [128], Du-
mont [129], and Bibian [130]. Βασικό μειονέκτημα αυτών των μεθο-

δολογιών είναι ότι δε μπορούν να παρέχουν κάποια πρόβλεψη σχετικά

με την απόκριση του ασθενή ώστε να τεθούν περιορισμοί στο ρυθμό

χορήγησης του αναισθητικού φαρμάκου.

Οι αδυναμίες των ελεγκτών τύπου PID κατεύθυναν την ερευνη-

τική κοινότητα στην ανάπτυξη και εφαρμογή μεθοδολογιών ελέγχου

που ενσωματώνουν φαρμακοκινητικά ή/και φαρμακοδυναμικά μοντέλα

στη διαδικασία προσδιορισμού του νόμου ελέγχου, δηλαδή της χο-

ρήγησης του αναισθητικού φαρμάκου (Model Based Control - MBC).

Μεταξύ των πολλών εναλλακτικών μεθοδολογιών τύπου MBC που

έχουν προταθεί αναφέρονται αυτές του Ασαφούς ΄Ελεγχου (Fuzzy
Control) [131], του Προσαρμοστικού ΄Ελεγχου (Adaptive Control)
[132] και του Προβλεπτικού ΄Ελεγχου (MPC) [133]. Μια στρατη-

γική MBC είναι αποτελεσματική αν είναι σε θέση να διαχειρίζεται

την αβεβαιότητα του μαθηματικού μοντέλου της διεργασίας καθώς και

το θόρυβο και τις διαταραχές που ενδεχομένως επιδρούν στη διεργα-

σία [133].

Αναφορικά με τη μεθοδολογία Προβλεπτικού Ελέγχου MPC , ο

στόχος - κατά κανόνα - είναι η ελαχιστοποίηση μιας ονομαστικής α-

ντικειμενικής συνάρτησης, που βασίζεται σε ένα γραμμικό-χρονικά-

αμετάβλητο μοντέλο (Linear Time Invariant - LTI) για την πρόβλεψη

της εξέλιξης του συστήματος. Κάθε χρονική στιγμή γίνεται μέτρηση ή

εκτίμηση του διανύσματος των μεταβλητών κατάστασης του συστήμα-

τος, που αντισταθμίζει την αβεβαιότητα του μαθηματικού μοντέλου. Η

προσέγγιση αυτή όμως εξασφαλίζει τη βέλτιστη απόδοση μόνο για το

ονομαστικό μοντέλο. Ωστόσο όταν ο νόμος ελέγχου που υπολογίζε-

ται από τον αλγόριθμο MPC εφαρμόζεται στο πραγματικό σύστημα, η

απόδοση δεν είναι η αναμενόμενη, στις περιπτώσεις όπου το μαθημα-

τικό μοντέλο παρουσιάζει σημαντική αβεβαιότητα και αναντιστοιχίες

σε σχέση με το πραγματικό σύστημα. Ειδικότερα, η ικανοποίηση των

περιορισμών για το ονομαστικό μοντέλο, δεν εγγυάται την εξασφάλιση

των περιορισμών για το πραγματικό σύστημα.

Στο παρόν κεφάλαιο θα εφαρμοστεί η μεθοδολογία Εύρωστου Προ-

βλεπτικού Ελέγχου (Robust Model Predictive Control - RMPC) με
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χρήση Γραμμικών Ανισοτήτων Πίνακα (Linear Matrix Inequalities -
LMIs), όπως παρουσιάστηκε στην εργασία των Kothare, Balakrish-
nan, and Morari [109] αλλά και στο κεφάλαιο 4 της διατριβής, με

σκοπό τον έλεγχο της διαδικασίας της αναισθησίας σε έναν πληθυσμό

ασθενών. Η μεθοδολογία αυτή βασίζεται στην μαθηματική αναπα-

ράσταση της αβεβαιότητας και την ενσωμάτωση αυτής στη διαμόρφωση

του προβλήματος βελτιστοποίησης, από το οποίο προκύπτει η βέλτιστη

αλληλουχία ρυθμιστικών δράσεων στη διάρκεια του ορίζοντα ελέγχου.

Ειδικότερα για την αναπαράσταση της αβεβαιότητας στο πρόβλημα της

αναισθησίας χρησιμοποιούνται μαθηματικά μοντέλα που περιγράφουν

τα φαρμακοκινητικά-φαρμακοδυναμικά χαρακτηριστικά ενός συνόλου

εικονικών ασθενών. Τα μοντέλα αυτά προέρχονται από στατιστική

ανάλυση βασισμένη στη μεταβλητότητα των χαρακτηριστικών μεταξύ

των ασθενών του πληθυσμού [134], όπως περιγράφεται στις εργασίες

των Ionescu, Nascu, and De Keyser [121] και Yelneedi, Samaved-
ham, and Rangaiah [135]. Το βασικό αποτέλεσμα της προτεινόμενης

μεθοδολογίας είναι ο υπολογισμός ενός νόμου ελέγχου που μπορεί να

εφαρμοστεί στο σύνολο του υπο εξέταση πληθυσμού, επιτυγχάνοντας

το επιθυμητό αποτέλεσμα σε σχέση με τον ζητούμενο βαθμό αναισθη-

σίας. Παράλληλα ικανοποιουνται για το σύνολο των ασθενών όλοι

οι περιορισμοί που αφορούν στη συγκέντρωση του φαρμάκου και το

ρυθμό χορήγησης του φαρμάκου. Τα αποτελέσματα βελτιώνονται ση-

μαντικά αν η μεθοδολογία εφαρμοστεί ξεχωριστά σε ομάδες ασθενών

με παρόμοια φαρμακοκινητικά - φαρμακοδυναμικά χαρακτηριστικά, στο

πλαίσιο της εξατομικευμένης προσέγγισης του προβλήματος.

5.2 Μοντελοποίηση της Ενδοφλέβιας Χορήγησης Α-

ναισθητικού Παράγοντα

Οι φαρμακευτικές ουσίες που χρησιμοποιούνται για να επιφέρουν α-

ναισθησία χωρίζονται σε δυο κατηγορίες. Η πρώτη περιλαμβάνει τα

αέρια/εισπνεόμενα όπως δεσφλουράνιο (desflurane), σεβοφλουράνιο

(sevoflurane), ισοφλουράνιο (isoflurane) [128]. Η δεύτερη περιλαμ-

βάνει ουσίες σε υγρή μορφή που εγχύονται ενδοφλέβια στον οργα-

νισμό, με την πιο διαδεδομένη ουσία να είναι η Προποφόλη (Propo-
fol) [121]. Η ενδοφλέβια αναισθησία συγκρινόμενη με τα περισσότερα

εισπνεόμενα αντίστοιχα φάρμακα, θεωρείται ότι επιφέρει αναισθησία

πιο ομαλά και πολύ πιο γρήγορα. Για την ενδοφλέβια χορήγηση της
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Προποφόλης γίνεται χρήση ηλεκτρονικά ελεγχόμενων ενδοφλέβιων α-

ντλιών έγχυσης.

Για την ποσοτικοποίηση του αποτελέσματος που επιφέρει η χορήγη-

ση της Προποφόλης, έχουν προταθεί διάφορες μεθοδολογίες [136]. Α-

πό αυτές η πλέον καθιερωμένη είναι η μεθοδολογία Bispectral Index
(BIS) [128]. Η μεθοδολογία BIS χρησιμοποιεί ένα σήμα που προ-

έρχεται από το εγκεφαλογράφημα (Electro-Encephalogram - EEG).

Ο αλγόριθμος που χρησιμοποιείται στη μέθοδο BIS περνάει το σήμα

αυτό σε ένα σύνθετο μαθηματικό τύπο [137] οδηγώντας στο τελικό

αποτέλεσμα, που ονομάζεται δείκτης BIS , ο οποίος είναι ένας αδι-

άστατος αριθμός με τιμές από 0 έως 100. Τιμές του δείκτη BIS στο

εύρος 90− 100 αντιστοιχούν σε έναν ασθενή με πλήρη αντίληψη. Α-

ντίστοιχα τιμές του δείκτη στα εύρη 60-70 και 40-60 αντιστοιχούν σε

ελαφριά και μέση ύπνωση, αντίστοιχα.

Σχήμα 5.1: Διαμερισματικό μοντέλο, όπου παρουσιάζονται το φαρμα-
κοκινητικό (Pharmacokinetic - PK) και το φαρμακοδυναμικό (Pharma-
codynamic - PD) μοντέλο που περιγράφει τον ασθενή κατά τη χορήγηση

της Προποφόλης[121]

Στην εικόνα 5.1 δίνεται το διαμερισματικό μοντέλο του ασθενούς

για την χορήγηση της προποφόλης, που αποτελείται από το φαρμα-

κοκινητικό (Pharmacokinetic - PK) και το φαρμακοδυναμικό (Phar-
macodynamic - PD) μοντέλο. Στο μοντέλο αυτό κάθε διαμέρισμα
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θεωρείται ότι είναι ομοιόμορφο, και επιτυγχάνει ομογενή, τέλεια και

στιγμιαία μίξη. Το μοντέλο στο χώρο κατάστασης περιγράφεται από

το σύνολο εξισώσεων 5.1:

ẋ1 (t) = − [k10 + k12 + k13] · x1 (t) + k21 · x2 (t)

+ k31 · x3 (t) + u (t)
(5.1αʹ)

ẋ2 (t) = k12 · x1 (t)− k21 · x2 (t) (5.1βʹ)

ẋ3 (t) = k13 · x1 (t)− k31 · x3 (t) (5.1γʹ)

ẋe (t) = k1e · x1 (t)− ke0 · xe (t) (5.1δʹ)

όπου με x1 [mg] συμβολίζεται η ποσότητα του φαρμάκου στο κεντρικό

όργανο, που για το μοντέλο είναι το αίμα στο εσωτερικό των αγγείων.

Η αντίστοιχη συγκέντρωση του φαρμάκου στο αίμα, συμβολίζεται με

C1 και είναι ίση με x1/V1, όπου V1 αντιστοιχεί στον όγκο του δια-

μερίσματος που αντιστοιχεί στο αίμα. Τα διαμερίσματα 2 (μύες) και

3 (λίπος) μοντελοποιούν την μεταφορά του φαρμάκου μεταξύ των ι-

στών του οργανισμού όπου εμφανίζεται πλούσια και φτωχή διάχυση

του φαρμάκου, αντίστοιχα. Οι ποσότητες του φαρμάκου στα όργανα

αυτά συμβολίζονται με x2 και x3 αντίστοιχα. Οι συντελεστές kij για

k 6= j, αντιστοιχούν στους ρυθμούς μεταφοράς του φαρμάκου από το

i-στο, στο j-στο διαμέρισμα, ενώ με u (t) συμβολίζεται ο ρυθμός έγ-

χυσης του αναισθητικού φαρμάκου στο κεντρικό όργανο. Σε γενικές

γραμμές οι παράμετροι kij, εξαρτώνται από την ηλικία, το βάρος, το

ύψος και το φύλο [138, 139]. Για τη μοντελοποίηση της φαρμακοδυ-

ναμικής, έχει προστεθεί στο μοντέλο ένα τεχνητό όργανο, με σκο-

πό την προσομοίωση της καθυστέρησης μεταξύ της συγκέντρωσης

του φαρμάκου στο πλάσμα του αίματος και στην φαρμακοδυναμική α-

πόκριση του οργανισμού. Στο θεωρητικό αυτό διαμέρισμα εισέρχεται

φάρμακο από το κεντρικό διαμέρισμα μέσω μιας διεργασίας πρώτης

τάξης. Στην κλινική πρακτική θεωρείται ότι η συχνότητα μεταφοράς

της Προποφόλης από το κεντρικό στο τεχνητό διαμέρισμα, είναι ίση

με τη συχνότητα απομάκρυνσης του φαρμάκου από το τεχνητό δια-

μέρισμα. Για τον λόγο αυτό στην εξίσωση 5.1δʹ θεωρείται πως ισχύει

ke0 = k1e = 0.456
[
min−1

]
[140, 141, 136].

Η σχέση μεταξύ της συγκέντρωσης του αναισθητικού φαρμάκου με

το αποτέλεσμα της χορήγησης, περιγράφεται από τον δείκτη BIS μέσω
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της σχέσης 5.2:

BIS (t) = E0 − Emax ·
Cγ
e (t)

Cγ
e (t) + ECγ

50

(5.2)

Στη σχέση 5.2, ο όρος E0 αντιστοιχεί στο δείκτη BIS σε κατάσταση

πλήρους αφύπνισης για τον ασθενή, η οποία εξ'ορισμού ισχύει όταν

BIS = 100. Με Emax συμβολίζεται το μέγιστο αποτέλεσμα που επι-

τυγχάνεται από την έγχυση του φαρμάκου, ενώ με EC50 συμβολίζεται

η συγκέντρωση του φαρμάκου για να επιτευχθεί το 50% του μέγιστου

αποτελέσματος, το οποίο στην ουσία είναι το μέτρο της ευαισθησίας

του ασθενούς στο φάρμακο. Επιπλέον, η τιμή γ ορίζει την κλίση της

καμπύλης Hill. Αν η εξίσωση 5.2 λυθεί ως προς Ce (t), προκύπτει η

ακόλουθη μη-γραμμική εξίσωση [133, 140, 141, 142, 143]:

Ce (t) = EC50

(
E0 −BIS (t)

Emax − E0 +BIS (t)

) 1
γ

(5.3)

5.2.1 Πληθυσμός Ασθενών

Για την προσομοίωση ενός ικανοποιητικά μεγάλου εύρους ασθενών,

χρησιμοποιήθηκε ένα δείγμα αποτελούμενο από 17 εικονικούς ασθε-

νείς, όπως παρουσιάζεται στην εργασία των Ionescu, Nascu, and De
Keyser [121]. Στο δείγμα αυτό ο ασθενής με αριθμό (ID) ίσο με 1, θε-
ωρείται ότι είναι ο πιο ευαίσθητος ασθενής στο δείγμα σε σχέση με τη

χορήγηση της Προποφόλης. Πρέπει να σημειωθεί στο σημείο αυτό ότι

για κάθε ασθενή, η τιμή E0 θεωρείται ότι αντιστοιχεί σε κατάστασης

πλήρους αφύπνισης και ότι το Emax θεωρείται ότι έχει την ίδια τιμή,

δηλαδή ισχύει: Emax = E0.

5.3 Εφαρμογή: Στρατηγική Εύρωστου Ελέγχου Προ-

βλεπτικού Μοντέλου για τον ΄Ελεγχο της Αναι-

σθησίας

5.3.1 Περιγραφή της Εφαρμογής

Σε αυτό το κεφάλαιο περιγράφεται η διαδικασία εφαρμογής του εύρω-

στου MPC που περιγράφηκε στο κεφάλαιο 4.3, για τον έλεγχο της δια-

δικασίας της αναισθησίας όπως αυτή περιγράφηκε στο κεφάλαιο 4.3.4.

Η εφαρμογή γίνεται κατ'αρχήν για το πρόβλημα χωρίς περιορισμούς και

στη συνέχεια εφαρμόζεται και στο πρόβλημα με περιορισμούς, με βάση
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το σύνολο δεδομένων για τους L = 17 ασθενείς [121]. Οι ασθενε-

ίς κατηγοριοποιούνται σε όρους φθίνουσας ευαισθησίας (με την βάση

το δείκτη BIS ) στην Προποφόλη. Δηλαδή ο ασθενής με ID = 1
θεωρείται ο πιο ευαίσθητος στη χορήγηση της Προποφόλης, συνε-

πώς μια σχετικά μικρή ποσότητα του φαρμάκου θα είναι αρκετή ώστε

να επιτευχθεί η επιθυμητή απόκριση. Από την άλλη ο ασθενής με

ID = 17 θεωρείται ο λιγότερο ευαίσθητός - κατά συνέπεια αναμένε-

ται να απαιτείται σημαντικά μεγαλύτερη ποσότητα Προποφόλης ώστε

να παραχθούν τα επιθυμητά αποτελέσματα. Ο σκοπός της εφαρμογής

είναι να οδηγηθεί ο δείκτης BIS στην τιμή 50 για κάθε ασθενή και για

τις δύο παραλλαγές του προβλήματος - με και χωρίς περιορισμούς.

Αρχικά, παρουσιάζεται η περίπτωση του προβλήματος χωρίς περιο-

ρισμούς, που θα καταδείξει ότι ο νόμος έλεγχος που προκύπτει, μπορεί

να εφαρμοστεί σε όλο το εύρος του συνόλου δεδομένων, επιτυγχάνο-

ντας την επιθυμητή τιμή αναφοράς. Στη συνέχεια θα επεκταθεί η

εφαρμογή στην περίπτωση όπου τίθενται περιορισμοί στο ρυθμό χο-

ρήγησης του φαρμάκου και στην φαρμακοδυναμική απόκριση του συ-

στήματος για το πρόβλημα του εύρωστου MPC . Το πρόβλημα με

περιορισμούς, ομοίως θα εφαρμοστεί στο σύνολο των ασθενών. Η δυ-

σκολία του προβλήματος που περιλαμβάνει τους περιορισμούς έγκειται

στην δυνατότητα προσδιορισμού ενός νόμου ελέγχου που επιτυγχάνει

την επιθυμητή τιμή αναφοράς για όλους του ασθενείς, ικανοποιώντας

ταυτόχρονα τους περιορισμούς που έχουν τεθεί.

5.3.2 Παρατηρητής Κατάστασης

Πολύ συχνά σε εφαρμογές χορήγησης φαρμάκου, η γνώση των ποσο-

τήτων του φαρμάκου που βρίσκεται στα διάφορα όργανα κάθε χρονική

στιγμή, είναι περιορισμένη - μερικώς ή εξ'ολοκλήρου [96]. Η έλλειψη

μιας τόσο κρίσιμης πληροφορίας είναι πολύ προβληματική και για να

ξεπεραστεί είναι απαραίτητη η ενσωμάτωση ενός παρατηρητή κατάστα-

σης [144].

Ο παρατηρητής κατάστασης είναι ένα ανεξάρτητο δυναμικό σύστη-

μα, σκοπός του οποίου είναι να παρέχει εκτιμήσεις για το (μη με-

τρούμενο) διάνυσμα κατάστασης. Η απαραίτητη πληροφορία που χρη-

σιμοποιείται σαν είσοδος στον παρατηρητή κατάστασης είναι η είσο-

δος που εφαρμόζεται στο σύστημα (εν προκειμένω ο ρυθμός χορήγη-

σης φαρμάκου), και η τρέχουσα έξοδος, δηλαδή ο δείκτης BIS [145]

ή εναλλακτικά η ποσότητα της Προποφόλης στο τεχνητό διαμέρισμα
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xe (k). Προαπαιτούμενο για την εφαρμογή ενός παρατηρητή κατάστα-

σης είναι το σύστημα να είναι παρατηρήσιμο, δηλαδή ο βαθμός του

πίνακα παρατηρησιμότητας να είναι ίσος με τον αριθμό των στοιχείων

του διανύσματος κατάστασης.

Ο τύπος του παρατηρητή κατάστασης που επιλέχθηκε για τη συ-

γκεκριμένη εφαρμογή είναι ο διακριτός Παρατηρητής Kalman . Ο

παρατηρητής Kalman μπορεί να παρέχει βέλτιστες - με βάση τη δια-

θέσιμη πληροφορία - εκτιμήσεις για το διάνυσμα κατάστασης x ∈ Rn

μιας διεργασίας που διέπεται από γραμμική δυναμική της μορφής:

xk+1 = Axk +Buk + wk (5.4αʹ)

yk = Cxk + vk (5.4βʹ)

Οι τυχαίες μεταβλητές wk και vk χρησιμοποιούνται για να μοντε-

λοποιήσουν το θόρυβο στη διεργασία και στις μετρήσεις αντίστοιχα,

οι οποίες θεωρείται ότι είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και συνήθως με

κανονικές κατανομές της μορφής:

p (w) ∼ N (0, Qkalman) (5.5αʹ)

p (v) ∼ N (0, Rkalman) (5.5βʹ)

Μια λεπτομερής περιγραφή της αρχής λειτουργίας του παρατηρητή

Kalman είναι πέρα από τους σκοπούς της παρούσας διατριβής, και ο

ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει σε διάφορες βιβλιο-

γραφικές αναφορές, όπως - ενδεικτικά - στα [146, 147].

Εν συντομία, ένας παρατηρητής Kalman παρέχει τις εκτιμήσεις του

με μια διαδικασία δύο φάσεων: τη χρονική ανανέωση (time update) και
την ανανέωση μέτρησης (measurement update). Κατά τη διάρκεια της

χρονικής ανανέωσης, ο παρατηρητής εκτελεί υπολογισμούς (a priori)
για το διάνυσμα κατάστασης και τον πίνακα διακύμανσης σφάλματος

(error covariance matrix). Στη συνέχεια, κατά τη φάση ανανέωσης

μέτρησης, ο παρατηρητής εμπλουτίζει τις (a priori) εκτιμήσεις, με τη

βοήθεια των νέων μετρήσεων που ενσωματώνονται για να προκύψουν

οι νέες (a posteriori) εκτιμήσεις.

Με βάση αυτήν την περιγραφή ο παρατηρητής Kalman μπορεί να

χαρακτηριστεί σαν παρατηρητής πρόβλεψης-διόρθωσης όπως φαίνεται
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Time update
“Predict”

Measurement update
“Correct”

x0, P0

Initial estimates

Σχήμα 5.2: Παρατηρητής Kalman και λειτουργία δύο φάσεων. Στη
φάση της ανανέωσης χρόνου ο παρατηρητής υπολογίζει την εκτίμηση του

διανύσματος κατάστασης την επόμενη χρονική στιγμή. Στη συνέχεια,

βελτιώνει την εκτίμηση καθώς οι νέες μετρήσεις γίνονται διαθέσιμες στη

φάση της ανανέωσης μέτρησης.

στο σχήμα 5.2. Το σφάλμα πρόβλεψης ορίζεται ως η διαφορά της ε-

κτιμώμενης τιμής από την πραγματική εk = x̂k−xk. Με την παραδοχή

ότι το σύστημα είναι παρατηρήσιμο, ο παρατηρητής κατάστασης εμφα-

νίζει ασυμπτωτική ευστάθεια. Δηλαδή για μια σταθερή είσοδο u, το

σφάλμα πρόβλεψης του παρατηρητή ικανοποιεί τη συνθήκη ‖εk‖ → 0
καθώς k →∞.

5.3.3 Πρόβλημα Χωρίς Περιορισμούς για το Σύνολο των Ασθε-

νών

Ο βασικός στόχος του ελεγκτή MPC είναι να οδηγήσει τον δείκτη

BIS στο επιθυμητό σημείο όπου BIS = 50. Η αρχιτεκτονική του

σχήματος ελέγχου περιλαμβάνει εκτός από τον ελεγκτή, και τον παρα-

τηρητή κατάστασης, του οποίου οι εκτιμήσεις, εισέρχονται σαν είσοδοι

στον ελεγκτή. Στη συνέχεια, σύμφωνα με τη θεωρία Προβλεπτικού

Ελέγχου, λύνεται ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης, από το οποίο προ-

κύπτει η βέλτιστη είσοδος που πρέπει να εφαρμοστεί στο σύστημα.

Την επόμενη χρονική στιγμή προκύπτουν νέες εκτιμήσεις για την κα-

τάσταση του συστήματος και η διαδικασία επαναλαμβάνεται εκ νέου.

Ο βρόχος ελέγχου φαίνεται σχηματικά στην παρακάτω εικόνα 5.3.

Χρησιμοποιώντας για τις μετρήσεις κάθε χρονική στιγμή το με-

τρούμενο διάνυσμα κατάστασης xk|k = x0 σχηματίζεται ο περιορι-

σμός (4.33). Το μοντέλο συνεχούς χρόνου στο χώρο κατάστασης

που περιγράφεται στην εξίσωση 4.16, μετατρέπεται στο αντίστοιχο
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MPC
Controller

State Observer

Patient

State vector
estimation x̂

u
Administration

Rate

y
BIS index

u

Σχήμα 5.3: Προτεινόμενος βρόχος ελέγχου χορήγησης φαρμάκου. Ο
παρατηρητής κατάσταση Kalman κάνει χρήση της τρέχουσας εξόδου
(δείκτης BIS ) και της τρέχουσας εισόδου για να προβλέψει τη κατάστα-
ση του συστήματος την επόμενη χρονική στιγμή και να τροφοδοτήσει

έτσι τον ελεγκτή MPC . Ο ελεγκτής με βάση αυτήν την εκτίμηση, υ-
πολογίζει τη βέλτιστη είσοδο για να εφαρμοστεί στο σύστημα (ρυθμός

χορήγησης) και στη συνέχεια ο βρόχος επαναλαμβάνεται.

μοντέλο διακριτού χρόνου, θεωρώντας συγκράτηση μηδενικής τάξης

(zero-order hold) [148]. Για το σχηματισμό της ανίσωσης (4.34), οι

εξισώσεις (5.1) διακριτοποιούνται και προκύπτουν οι πίνακες Aj και

Bj για το σύνολο των L = 17 ασθενών (Παράρτημα Α). Πρέπει να

σημειωθεί σε αυτό το σημείο, ότι τα χαρακτηριστικά των ασθενών του

υπό εξέταση πληθυσμού ποικίλουν σημαντικά. Για το λόγο αυτό οι

ενέργειες που υπολογίζονται και εφαρμόζονται από τη λύση του προ-

βλήματος MPC , θα πρέπει να είναι συντηρητικές ώστε να ικανοποιο-

ύνται οι απαιτήσεις για το σύνολο των ασθενών. Με αυτή τη στόχευση

και με μια διαδικασία δοκιμής και σφάλματος, οι πίνακες της αντικειμε-

νικής συνάρτησης του προβλήματος βελτιστοποίησης επιλέγησαν ως

εξής: Q = 10−4
και R = 10−1

.

Τα διανύσματα κατάστασης και εισόδου θα πρέπει να μετασχηματι-

στούν με σκοπό να επιλυθεί το πρόβλημα παρακολούθησης σταθερής

τιμής αναφοράς αντί για το κλασσικό πρόβλημα οδήγησης στην αρχή

των αξόνων (παράγραφος 4.3.5). Οι όροι xss και uss του διανύσματος

των μεταβλητών κατάστασης και της μεταβλητής εισόδου, προκύπουν

από τη λύση του παρακάτω γραμμικού προβλήματος:[
A− I B
C 0

]
·
[
xss
uss

]
=

[
0
rk

]
(5.6)

όπου rk είναι η επιθυμητή τιμή αναφοράς, τη χρονική στιγμή k, η



5.3. Εφαρμογή: Στρατηγική Εύρωστου Ελέγχου Προβλεπτικού Μοντέλου για τον

΄Ελεγχο της Αναισθησίας
75

οποία ταυτίζεται με το τελευταίο στοιχείο του διανύσματος κατάστασης

xe, δηλαδή με τη μάζα της Προποφόλης στο τεχνητό διαμέρισμα του

φαρμακοκινητικού μοντέλου.

Σχήμα 5.4: Βέλτιστη χορήγηση Προποφόλης που εφαρμόζεται στον
Ονομαστικό Ασθενή - Πρόβλημα χωρίς περιορισμούς για παρακολούθηση

μηδενικής τροχιάς

Παρά το γεγονός ότι η μεταβλητή Ce και ο δείκτης BIS συσχε-

τίζονται με τη μη-γραμμική σχέση (5.2), το προτεινόμενο σχήμα στην

πραγματικότητα θεωρεί σαν έξοδο του συστήματος τη συγκέντρωση

Ce του φαρμάκου στο τεχνητό όργανο, αντί του δείκτη BIS . Για

να επιτευχθεί αυτό οι επιθυμητές τιμές για τον δείκτη BIS μετασχημα-

τίζονται στα αντίστοιχα επίπεδα συγκέντρωσης Προποφόλης μέσω της

εξίσωσης (5.3). Η επιλογή των παραμέτρων του παρατηρητή Kalman
παίζει σημαντικό ρόλο στην απόδοση του συστήματος. Στην παρούσα

εφαρμογή επιλέχθηκε Rkalman = [100], ενώ ο πίνακας Qkalman θεω-

ρείται ένας διαγώνιος πίνακας κατάλληλων διαστάσεων του οποίου τα

διαγώνια στοιχεία είναι ίσα με 104
.

Ο χρόνος της προσομοίωσης τίθεται ίσος με 20 λεπτά, ενώ με-

τρήσεις λαμβάνονται κάθε ένα δευτερόλεπτο. Με τον τρόπο αυτό κάθε

δευτερόλεπτο η κατάσταση του συστήματος επαναξιολογείται και το

πρόβλημα του εύρωστου MPC σχηματίζεται και επιλύεται ξανά, ενώ

η νέα βέλτιστη είσοδος που προκύπτει εφαρμόζεται στο σύστημα. Η

τιμή αναφοράς για τη διαδικασία της αναισθησίας ορίζεται με βάση τον

δείκτη BIS , ο οποίος όπως προαναφέρθηκε θα πρέπει να είναι ίσος με

50. Ο ‘ονομαστικός’ ασθενής - που αποτελεί τη βάση αναφοράς για το
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υπό μελέτη δείγμα δεδομένων - θεωρείται ο ασθενής υπ'αριθμό 1. Η

επιλογή αυτή γίνεται με βάση τα χαρακτηριστικά του ασθενή, σύμφωνα

με τα οποία είναι ο πιο ευαίσθητος μεταξύ των 17 του δείγματος [121].

Συνεπώς, αναμένεται να είναι πιο πιθανή στον ασθενή υπ'αριθμό 1 μια

παραβίαση των περιορισμών, και συγκεκριμένα σε σχέση με το κάτω

αποδεκτό όριο του δείκτη BIS.
Στην εικόνα 5.4 δίνεται η βέλτιστη δοσολογία Προποφόλης για τον

ονομαστικό ασθενή και για το πρόβλημα μηδενικής τροχιάς. ΄Ολες

οι γραφικές παραστάσεις για το διάνυσμα εισόδου που ακολουθούν

αναφέρονται στο πρόβλημα μηδενικής τροχιάς. Η πραγματική δόση

του φαρμάκου ισούται με το άθροισμα του αποτελέσματος που προ-

κύπτει για το πρόβλημα μηδενικής τροχιάς, και την τιμή της μεταβλη-

τής εισόδου στη μόνιμη κατάσταση. Η τελευταία βρίσκεται στο εύρος

8.6[mg/min] και 34[mg/min] για τους 17 διαφορετικούς ασθενείς

του δείγματος. Στην εικόνα 5.5 παρουσιάζονται η πραγματική και η

εκτιμώμενη έξοδος του συστήματος (οι Ce και Ĉe αντίστοιχα). ΄Οπως

φαίνεται στην μεγεθυμένη περιοχή, οι όχι πολύ ακριβείς αρχικά, εκτι-

μήσεις του παρατηρητή τελικά συγκλίνουν στις πραγματικές τιμές της

εξόδου του συστήματος. Συνεπώς ο παρατηρητής κατάστασης μπορεί

να θεωρηθεί ως ένα αξιόπιστο εργαλείο για την εκτίμηση της κατάστα-

σης του συστήματος. Η εικόνα 5.6 παρουσιάζει την εξέλιξη του δείκτη

BIS στον χρόνο. Με την κόκκινη διακεκομμένη γραμμή σημειώνεται το

επίπεδο όπου BIS = 40, το οποίο θα θεωρηθεί στη συνέχεια, ως ένα

κάτω όριο για τη χορήγηση της Προποφόλης στο πρόβλημα με περιορι-

σμούς που ακολουθεί. Είναι φανερό στο σημείο αυτό ότι το όριο αυτό

παραβιάζεται όταν στο πρόβλημα δεν περιλαμβάνονται περιορισμοί.
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Σχήμα 5.5: Συγκεντρωση της Προποφόλης στο Τεχνητό Διαμέρι-
σμα του Φαρμακοκινητικού Μοντέλου για τον Ονομαστικό Ασθενή στο

Πρόβλημα χωρίς Περιορισμούς. Το μεγεθυμένο τμήμα δείχνει με μεγα-

λύτερη λεπτομέρεια πώς οι εκτιμήσεις του παρατηρητή συγκλίνουν στην

πραγματική απόκριση του ασθενή.

Σχήμα 5.6: Δείκτης BIS για τον Ονομαστικό Ασθενή - Πρόβλημα χωρίς
Περιορισμούς

Ακολουθεί η εικόνα 5.7 όπου παρουσιάζονται οι αποκρίσεις σε όρους
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του δείκτη BIS για τους 17 ασθενείς. Τα επίπεδα όπου BIS = 40
και BIS = 50 παρουσιάζονται στις εικόνες με μια κόκκινη διακεκομ-

μένη γραμμή και μια μπλε συνεχόμενη γραμμή, αντίστοιχα. Προκύπτει

ότι οι αποκρίσεις των ασθενών με ID = 1, 2, 3, 4 για κάποιο χρονικό

διάστημα λαμβάνουν τιμές μικρότερες από το κάτω όριο BIS = 40.
Αυτό σε μεγάλο βαθμό είναι αναμενόμενο αφού οι ασθενείς αυτοί είναι

οι πιο ευαίσθητοι στη δράση της χορηγούμενης ουσίας.

Σχήμα 5.7: Εξέλιξη του δείκτη BIS για το σύνολο των ασθενών του
δείγματος - Πρόβλημα χωρίς Περιορισμούς

5.3.4 Πρόβλημα με περιορισμούς

Σε αυτήν την παράγραφο, όπως αναφέρθηκε προηγούμενα, θα εξετα-

στεί το πρόβλημα χορήγησης της Προποφόλης για τη διαδικασία της

αναισθησίας, υπό την επίδραση περιορισμών στην είσοδο και στην έξο-

δο του συστήματος. Η επίλυση του προβλήματος γίνεται με βάση τη

διαδικασία που περιγράφηκε στις παραγράφους 4.3.4, 4.3.4 και 4.3.5.

Το ίδιο σχήμα χορήγησης (εικόνα 5.3) υιοθετείται και για το πρόβλημα

με περιορισμούς - όπως και για το αντίστοιχο χωρίς περιορισμούς. Ο

παρατηρητής κατάστασης, κάθε χρονική στιγμή, τροφοδοτείται με τις

τιμές της εφαρμοζόμενης εισόδου και της μετρούμενης εξόδου (δείκτης

BIS ), και παρέχει εκτιμήσεις για το διάνυσμα κατάστασης το οποίο

θα χρησιμοποιηθεί στον ελεγκτή MPC . Ο ελεγκτής υπολογίζει την

βέλτιστη είσοδο (ρυθμός χορήγησης), και την επόμενη χρονική στιγμή

το πρόβλημα ορίζεται και λύνεται εκ νέου.
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Γενικά τα συστήματα έγχυσης ινσουλίνης συνήθως χρησιμοποιούν

αντλία σύριγγας με ρυθμούς χορήγησης στο εύρος 10 εως 160mg ·
kgh−1

[149]. Ο ρυθμός χορήγησης μιας αντλίας σύριγγας της Προ-

ποφόλης συναρτάται με το βάρος του ασθενούς, η μέγιστη τιμή του

οποίου θεωρείται ότι δεν ξεπερνά τα 140kg. Με βάση αυτά, για το σκο-

πό της παρούσας εφαρμογής θα τεθεί άνω όριο για το μέγιστο ρυθμό

χορήγησης του φαρμάκου, το οποίο θα είναι ίσο με 85mg/kg ·h. ΄Ετσι

το umax τίθεται ίσο με 200mg/min (3.3mg/sec). Πρέπει να σημειω-

θεί στο σημείο αυτό, ότι οι συνήθεις ρυθμοί χορήγησης στην πράξη

είναι κατά πολύ μικρότεροι από αυτό το όριο, όπως αναφέρονται στη

βιβλιογραφία [139, 121].

Επίσης όπως αναφέρθηκε στην προηγούμενη παράγραφο, θα τεθεί

περιορισμός στην έξοδο του συστήματος, έτσι ώστε να μην εμφανιστεί

για κανέναν ασθενή του δείγματος, τιμή του δείκτη BIS μικρότερη από

40.
Στην εικόνα 5.8 παρουσιάζεται η απόκριση της μεταβλητής εισόδου

για το πρόβλημα με περιορισμούς, ενώ η εικόνα 5.9 εμφανίζει τις α-

ντίστοιχες αποκρίσεις του δείκτη BIS για το σύνολο των 17 ασθε-

νών. Από αυτές τις γραφικές παραστάσεις προκύπτει ότι ικανοποιο-

ύνται όλοι οι περιορισμοί που έχουν τεθεί στις μεταβλητές εισόδου και

εξόδου. Συγκεκριμένα ο δείκτης BIS παραμένει πάνω από την τιμή

BIS = 40 σε όλη τη διάρκεια της προσομοίωσης, ακόμα και για τους

πιο ευαίσθητους ασθενείς.

Σχήμα 5.8: Είσοδος που εφαρμόζεται στο σύστημα για το Πρόβλημα
Παρακολούθησης μηδενικής Τροχιάς, με Περιορισμούς
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Σχήμα 5.9: Εξέλιξη του δείκτη BIS για τους 17 ασθενείς - Πρόβλημα
με Περιορισμούς

Στην εικονα 5.9 φαίνεται ότι σε σχέση με την απόκριση τελικά ε-

πιτυγχάνεται η επιθυμητή τιμή αναφοράς για όλους τους ασθενείς του

δείγματος. Ο εύρωστος ελεγκτής εφαρμόζει μια είσοδο (ρυθμός χο-

ρήγησης φαρμάκου), ώστε να ικανοποιούνται ταυτόχρονα οι απαιτήσεις

όλων των ασθενών. Ο Νόμος Ελέγχου προκύπτει σαν ένας συμβιβα-

σμός ώστε να χορηγείται αρκετά μεγάλη ποσότητα φαρμάκου για να

οδηγούνται οι λιγότερο ευαίσθητοι ασθενείς στην τιμή BIS = 50 αλ-

λά και ταυτόχρονα τέτοια ώστε να διατηρείται ο δείκτης BIS πάνω από

το ελάχιστο όριο για τους πιο ευαίσθητους ασθενείς. Ωστόσο οι α-

σθενείς με μικρότερη ευαισθησία παρουσιάζουν αργές αποκρίσεις και

σημαντικούς χρόνους για να φτάσουν στην μόνιμη κατάσταση. Για

παράδειγμα ο ασθενής με ID = 15 καθυστερεί σημαντικά (περίπου

10 λεπτά) για να φέρει την τιμή του δείκτη BIS κάτω από 60, το ο-

ποίο συνήθως θεωρείται ως το όριο που σηματοδοτεί την έναρξη της

αναισθησίας. Τα αποτελέσματα αυτά είναι συγκρίσιμα με παρόμοιες

μελέτες στη βιβλιογραφία [139, 121].

Για την περαιτέρω διερεύνηση των αποτελεσμάτων που προέκυψαν,

θα δημιουργηθούν δυο μικρότερες ομάδες ασθενών, διατηρώντας την

δομή του προβλήματος με περιορισμούς, ίδια. Η πρώτη ομάδα θα απο-

τελείται από τους πιο ευαίσθητους ασθενείς (ID = 1, 2, 3). Η δεύτερη

ομάδα αποτελείται από τους ασθενείς εκείνους (ID = 15, 16, 17) που
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είναι οι λιγότερο ευαίσθητοι στη χορήγηση Προποφόλης. Το πρόβλη-

μα λύνεται για τις δύο αυτές μικρότερες ομάδες και τα αποτελέσματα

συγκρίνονται με τα προηγούμενα ευρήματα που προέκυψαν για την με-

γαλύτερη ομάδα των 17 ασθενών.

Τα αποτελέσματα που προέκυψαν για τους πιο ευαίσθητους ασθε-

νείς παρουσιάζονται στις εικόνες 5.10 και 5.11. Για να είναι πιο εύκολη

η σύγκριση των αποτελεσμάτων, οι αποκρίσεις της ίδιας ομάδας ασθε-

νών όπως προκύπτουν από το πρόβλημα με το σύνολο των ασθενών,

σημειώνονται στην εικόνα 5.12 με πιο έντονες γραμμές. Παρατηρείται

μια μικρή βελτίωση στις αποκρίσεις των τριών πιο ευαίσθητων ασθε-

νών, όταν χρησιμοποιείται η μικρότερη ομάδα για το σχηματισμό του

προβλήματος ελέγχου.

Σχήμα 5.10: Βέλτιστη χορήγηση φαρμάκου για τους ασθενείς με ID =
1, 2, 3 - Πρόβλημα με περιορισμούς για μηδενική τροχιά αναφοράς
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Σχήμα 5.11: Δείκτης BIS για τους ασθενείς με ID = 1, 2, 3 - Πρόβλημα
με περιορισμούς για μηδενική τροχιά αναφοράς.

Σχήμα 5.12: Δείκτης BIS για το σύνολο των ασθενών. Με τις έντονες
καμπύλες οι ασθενείς με ID = 1, 2, 3 - Πρόβλημα με περιορισμούς για

μηδενική τροχιά αναφοράς.
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Τα αποτελέσματα που προκύπτουν για την ομάδα των λιγότερο

ευαίσθητων ασθενών παρουσιάζονται στις εικόνες 5.13 και 5.14. Στην

εικόνα 5.15 με έντονες καμπύλες παρουσιάζονται οι αποκρίσεις των

ίδιων ασθενών στο αντίστοιχο πρόβλημα για το σύνολο των ασθενών.

Σε αυτήν την περίπτωση οι αποκρίσεις είναι σημαντικά βελτιωμένες.

Συγκεκριμένα, όταν ο νόμος ελέγχου προκύπτει με βάση τη μικρότε-

ρη ομάδα ασθενών οι δείκτες BIS οδηγούνται πολύ πιο γρήγορα στην

επιθυμητή τιμή όπου BIS = 50, επιτυγχάνοντας με τον τρόπο αυτό

σημαντική βελτίωση στην απόκριση.

Σχήμα 5.13: Βέλτιστη χορήγηση φαρμάκου για τους ασθενείς με ID =
15, 16, 17 - Πρόβλημα με περιορισμούς για μηδενική τροχιά αναφοράς

Με βάση την ανωτέρω μελέτη των αποτελεσμάτων, προκύπτει το

συμπέρασμα πως όταν ο νόμος εύρωστου ελέγχου βασίζεται σε ένα

ευρύ σύνολο ασθενών, τότε οι πιο ευαίσθητοι ασθενείς είναι εκείνοι

οι οποίοι καθορίζουν τα χαρακτηριστικά του, κατά κύριο λόγο. Αυτό

συμβαίνει γιατί αυτοί οι ασθενείς είναι πιο πιθανό να παραβιάσουν το

κάτω όριο του δείκτη BIS , όταν χορηγούνται μεγάλες δόσεις Προπο-

φόλης.
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Σχήμα 5.14: Δείκτης BIS για τους ασθενείς με ID = 15, 16, 17 -
Πρόβλημα με περιορισμούς για μηδενική τροχιά αναφοράς.

Σχήμα 5.15: Δείκτης BIS για το σύνολο των ασθενών. Με τις έντονες
καμπύλες οι ασθενείς με ID = 15, 16, 17 - Πρόβλημα με περιορισμούς

για μηδενική τροχιά αναφοράς.
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Κάνοντας χρήση πιο περιορισμένων ομάδων ασθενών, μπορούν να

επιτευχθούν πολύ πιο βελτιωμένες αποδόσεις του νόμου ελέγχου σε

σχέση με την απόκριση. Δηλαδή, η απόδοση του ελεγκτή βελτιώνε-

ται δραστικά, όταν αυτός εφαρμόζεται σε συναφείς ασθενείς με βάση

την ευαισθησία των ασθενών στην φαρμακευτική ουσία. Συγκεκριμένα

στην περίπτωση ομάδας με λιγότερο ευαίσθητους ασθενείς, ο ελεγκτής

δρα πιο επιθετικά, χορηγώντας μεγαλύτερες ποσότητες φαρμάκου, επι-

τυγχάνοντας με τον τρόπο αυτό μικρότερους χρόνους αποκατάστασης

για την επιθυμητή απόκριση.

5.3.5 Υπολογιστικά θέματα

΄Ολες οι προσομοιώσεις έγιναν σε περιβάλλον (PyCharm - Commu-
nity Edition) της γλώσσας προγραμματισμού Python σε υπολογιστή

Macbook Pro (2.66 GHz Intel Core 2 Duo, 4 GB RAM) με λειτουρ-

γικό Mac OS Sierra version 10.13.6. Για το σχηματισμό των προ-

βλημάτων βελτιστοποίησης, χρησιμοποιήθηκε το πακέτο CVXPY. Το

CVXPY είναι μια γλώσσα μοντελοποίησης ενσωματωμένη στη Python
για προβλήματα βελτιστοποίησης ([150]). Η βιβλιοθήκη που χρησιμο-

ποιήθηκε για τη λύση των προβλημάτων βελτιστοποίησης είναι η CVX-
OPT ([151]), με χρήση συναρτήσεων sdp για προβλήματα ημιθετικού

μαθηματικού προγραμματισμού, που ενεργεί σαν διεπαφή με τον αλ-

γόριθμο conelp για κωνικά προβλήματα χωρίς περιορισμούς δεύτερης

τάξης.

5.4 Σύνοψη Κεφαλαίου

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάστηκε μια εφαρμογή Εύρωστου Ε-

λέγχου Προβλεπτικού Μοντέλου με χρήση LMI για τον έλεγχο της

χορήγησης Προποφόλης σε περιπτώσεις αναισθησίας. Η μέτρηση του

βαθμού της αναισθησίας γίνεται με τη βοήθεια του λεγόμενου δείκτη

BIS ο οποίος θα πρέπει να παραμένει στο εύρος 40 − 60 για συνηθι-

σμένες περιπτώσεις χειρουργείων. Αυτή η μέτρηση είναι η μόνη δια-

θέσιμη πληροφορία που λαμβάνεται από το σύστημα σε πραγματικό

χρόνο. ΄Ετσι, το προτεινόμενο σχήμα ελέγχου περιλαμβάνει το σχε-

διασμό και την ενσωμάτωση ενός παρατηρητή κατάστασης, ο οποίος

μπορεί να παρέχει αξιόπιστες εκτιμήσεις του διανύσματος κατάστασης.

Η μεθοδολογία εφαρμόζεται σε μια ομάδα 17 ασθενών με πολύ δια-

φορετικά χαρακτηριστικά. Ορίζεται ως επιθυμητή τιμή αναφοράς η τιμή
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BIS = 50, ενώ τίθεται και περιορισμός στην έξοδο του συστήματος

έτσι ώστε ο δείκτης BIS να μην πέφτει κάτω από 40 για την περίπτωση

του προβλήματος με περιορισμούς.

Από τα αποτελέσματα συμπεραίνεται ότι με βάση την αναφερόμενη

μεθοδολογία, προκύπτει Νόμος Ελέγχου, ο οποίος μπορεί να οδηγήσει

στην επιθυμητή τιμή, τον δείκτη BIS για ένα σύνολο ασθενών, ικα-

νοποιώντας παράλληλα όλους τους περιορισμούς. Τα δυναμικά χαρα-

κτηριστικά των αποκρίσεων βελτιώνονται σημαντικά, όταν θεωρούνται

μικρότερες ομάδες ασθενών, με παρόμοια χαρακτηριστικά. Το γεγονός

αυτό ορίζει ένα πρόβλημα ομαδοποίησης (classification), που θα μπο-

ρούσε να εξεταστεί σε μελλοντική εργασία. Δηλαδή, η επιλογή του

κατάλληλου φαρμακοκινητικού μοντέλου μπορεί να βασιστεί σε μακρο-

σκοπικά χαρακτηριστικά ενός ασθενούς, όπως η ηλικία, το ύψος, το

βάρος και το φύλο τα οποία είναι εκείνα που καθορίζουν σε σημαντικό

βαθμό την ευαισθησία στη δράση της Προποφόλης.
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Κεφάλαιο 6

΄Ελεγχος Προβλεπτικού

Μοντέλου Μηδενικού

Σφάλματος για τη Χορήγηση

Αμιοδαρόνης σε Σύστημα

Κλασματικής Τάξης

6.1 Εισαγωγή

΄Ο
πως παρουσιάστηκε αναλυτικά στο κεφάλαιο 3, τα δυναμικά μο-

ντέλα κλασματικής τάξης παρουσιάζουν διαρκώς αυξανόμενο εν-

διαφέρον στη μοντελοποίηση φαρμακοκινητικών συστημάτων [9, 152,

153]. Στο κεφάλαιο 3 παρουσιάστηκε η βασική θεωρία για την μαθη-

ματική περιγραφή αυτών των συστημάτων. Επιπλέον εξετάστηκαν οι

δυσκολίες που προκύπτουν στο χειρισμό αυτών των συστημάτων, από

τις οποίες σημαντικότερη είναι ο υπολογισμός της παραγώγου κλασμα-

τικής τάξης που απαιτεί το άθροισμα - πρακτικά άπειρων - όρων.

Για την αντιμετώπιση αυτής της δυσκολίας προτάθηκε μια νέα μέθο-

δος για την προσέγγιση της κλασματικής παραγώγου, σύμφωνα με την

οποία αρκεί ο υπολογισμός ενός πεπερασμένου πλήθους όρων που α-

ναφέρονται στο διάνυσμα κατάστασης στις αμέσως προηγούμενες χρο-

νικές στιγμές. Η μέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτημα ότι το σφάλμα

προσέγγισης περιορίζεται εντός ενός φραγμένου σύνολου, το μέγεθος

του οποίου μπορεί να ελεγχθεί, μέσω του πλήθους των όρων που λαμ-

βάνονται υπόψη κατά τον υπολογισμό της κλασματικής παραγώγου.

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστεί εφαρμογή χορήγησης φαρ-

μάκου σε φαρμακοκινητικό σύστημα με περιγραφή κλασματικής δυ-

ναμικής και συγκεκριμένα κάνοντας χρήση του ορισμού κλασματικής

παραγώγου κατά Grünwald-Letnikov. Η χορήγηση του φαρμάκου θα
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γίνει με εφαρμογή ελέγχου προβλεπτικού ελέγχου μηδενικού σφάλ-

ματος (Offset Free Model Predictive Control). Θα χρησιμοποιηθεί

η μέθοδος φίλτρου Oustaloup για τη προσομοίωση του πραγματικού

συστήματος. Η μέθοδος αυτή μπορεί να προσομοιώνει με πολύ μεγάλη

ακρίβεια ένα κλασματικό σύστημα σε ένα περιορισμένο εύρος συχνο-

τήτων λειτουργίας.

6.2 Ορισμός Προβλήματος και Περιορισμοί

Η Αμιοδαρόνη (αριθμός εγγραφής CAS: 1951-25-3) είναι μια γνωστή

ουσία με αντι-αρρυθμική δράση που χρησιμοποιείται ευρέως για την

αντιμετώπιση της κοιλιακής ταχυκαρδίας και σε περιπτώσεις κοιλιακής

και κολπικής μαρμαρυγής. ΄Εχει μοντελοποιηθεί με επιτυχία κάνοντας

χρήση της κλασματικής δυναμικής [9]. Το Φαρμακοκινητικό Μοντέλο

που περιγράφει με επιτυχία τη διεργασία, αποτελείται από δυο βασικά

διαμερίσματα. Το πρώτο αντιστοιχεί στη ροή του αίματος, απ'όπου
το φάρμακο εισάγεται στον οργανισμό με ρυθμό χορήγησης u. Το

δεύτερο διαμέρισμα είναι στην ουσία ένα περιφερειακό διαμέρισμα που

αντιστοιχεί στους ιστούς απ'όπου διέρχεται το αίμα. Η κατανομή του

αίματος στους ιστούς θεωρείται ότι ακολουθεί μια απλή πρώτης τάξης

δυναμική με σταθερά k12. Η Αμιοδαρόνη απεκκρίνεται από το κεντρικό

διαμέρισμα σύμφωνα με δυναμική πρώτης τάξης και σταθερό ρυθμό

k10. Μια ροή μάζας από τους ιστούς πίσω στο κεντρικό διαμέρισμα,

λαμβάνει χώρα μέσω ανώμαλης διάχυσης και ακολουθεί κλασματική

δυναμική τάξης 1− α με ρυθμό k21.

Η δομή του συστήματος περιγράφεται στη εικόνα 6.1 μαζί με τον

παρατηρητή κατάστασης και τον ελεγκτή προβλεπτικού ελέγχου μη-

δενικού σφάλματος.

Οι εξισώσεις διατήρησης μάζας που περιγράφουν τη κινητική κλα-

σματικής τάξης, είναι:

dA1

dt
= − (k12 + k10)A1 + k21D

1−αA2 + u (6.1αʹ)

dA2

dt
= k12A1 − k21D

1−αA2 (6.1βʹ)

όπου A1 και A2 είναι η ποσότητα της αμιοδαρόνης (σε ng) στο κεντρικό

και στο περιφερειακό διαμέρισμα αντίστοιχα. Με u συμβολίζεται ο ρυθ-

μός ενδοφλέβιας χορήγησης στο κεντρικό όργανο (σε ng/ημέρα). Οι
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Σχήμα 6.1: Σχηματική αναπαράσταση χορήγησης αμιοδαρόνης. Το
φαρμακοκινητικό σύστημα περιγράφεται από δύο βασικά διαμερίσματα ε-

νώ είναι εφικτή μόνο η μέτρηση της κατάστασης του κεντρικού οργάνου.

΄Ενας παρατηρητής επαυξημένης κατάστασης υπολογίζει το διάνυσμα κα-

τάστασης του συστήματος, και τη διαταραχή, ώστε να χρησιμοποιηθούν

από τον ελεγκτή. Ο θεράπων ιατρός καθορίζει το επιθυμητό σήμα ανα-

φοράς r.

ονομαστικές τιμές των παραμέτρων του συστήματος είναι α = 0.587,
k10 = 1.4913day−1

, k12 = 2.9522day−1
και k21 = 0.4854day−α. Γίνε-

ται η παραδοχή ότι η αμιοδαρόνη χορηγείται ενδοφλέβια και ότι μόνο

οι μετρήσεις στο κεντρικό όργανο, δηλαδή στο αίμα, είναι μετρήσιμες.

΄Οπως φαίνεται στην εικόνα 6.1, ο παρατηρητής κατάστασης λαμ-

βάνει τις μετρήσεις της εξόδου του συστήματος, δηλαδή είναι y = A1

και τη μεταβλητή εισόδου u και κάνει εκτιμήσεις για το διάνυσμα κα-

τάστασης x̂ και τη διαταραχή d̂ τις οποίες τροφοδοτεί στον MPC ελεγ-

κτή. Ο θεράπων ιατρός ορίζει το επιθυμητό σημείο αναφοράς r για το

A1 στον MPC ελεγκτή, ο οποίος αποφασίζει για το ρυθμό χορήγησης

u του φαρμάκου σε κάθε περίοδο.

Το κλασματικής τάξης σύστημα συνεχούς χρόνου, προσομοιώνεται

με τη βοήθεια ενός φίλτρου Oustaloup, το οποίο είναι μια προσέγγι-

ση ακέραιας τάξης, των τελεστών παραγώγισης κλασματικής τάξης sα

σε ένα εύρος συχνοτήτων [ωL, ωH ] με μια λογαριθμικά κατανεμημένη

δειγματοληψία Nf σημείων[74, 95, 154, 155, 79]. Με τη χρήση του

φίλτρου Oustaloup ο τελεστής sα προσεγγίζεται από μια συνάρτηση

μεταφοράς με πολυώνυμα βαθμό ίσου με Nf στον αριθμητή και τον

παρονομαστή. Η επιλογή του φίλτρου Oustaloup έγινε εκτός των
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άλλων, επειδή έχει αποδειχθεί ότι παρέχει μεγάλη ακρίβεια στην προ-

σομοίωση της δυναμικής του συγκεκριμένου σύστηματος [156]. Μάλι-

στα, εξαιρετικά ακριβής προσέγγιση επιτυγχάνεται για το εύρος τιμών

ωL = 10−2day−1
, ωH = 103day−1

και Nf = 8. ΄Αλλες γνωστές προ-

σεγγιστικές μέθοδοι στο χώρο της συχνότητας, είναι η μέθοδος Padé
και η μέθοδος Matsuda-Fujii που μελετώνται εκτενώς στην εργασία

των Herceg et al. [156]. Οι μέθοδοι αυτές φαίνεται ότι οδηγούν σε

λύσεις ποιοτικά παρόμοιες ως προς την ακρίβεια προσέγγισης. Πρέπει

ωστόσο να τονιστεί ότι οι μέθοδοι προσέγγισης στο χώρο συχνότη-

τας δεν εγγυώνται ότι το σφάλμα προσέγγισης είναι φραγμένο, δηλαδή

δεν μπορεί να είναι γνωστό εκ των προτέρων το μέγιστο σφάλμα προ-

σέγγισης. Οι μέθοδοι αυτές λοιπόν είναι αποτελεσματικές για την

προσομοίωση της δυναμικής κλασματικών συστημάτων, δεν ενδείκνυ-

νται όμως για την ανάπτυξη προσεγγιστικών δυναμικών μοντέλων που

μπορούν να ενσωματωθούν σε μεθοδολογίες MPC .

Από την άλλη ο τροποποιημένος τελεστής Grünwald-Letnikovπου
παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 3, όσο λίγες και αν είναι οι παρελθοντι-

κές καταστάσεις που χρησιμοποιεί, οδηγεί πάντα σε φραγμένο σφάλμα

προσέγγισης στο πεδίο του χρόνου. Το γεγονός αυτό είναι αναγκαία

συνθήκη στο σχεδιασμό του ελέγχου MPC ώστε να εξασφαλιστεί η

ευστάθεια και ικανοποίηση των περιορισμών. ΄Αλλες μέθοδοι όπως ο α-

ντίστροφος αριθμητικός μετασχηματισμός Laplace οδηγούν σε λύσεις

με μεγάλη ακρίβεια δεν είναι όμως και αυτές κατάλληλες για το σχε-

διασμό ελεγκτών MPC .

6.2.1 Μοντελοποίηση Φαρμακοκινητικού Συστήματος

Οι εξισώσεις που περιγράφουν το φαρμακοκινητικό σύστημα (6.1) μπο-

ρούν να γραφτούν σε μητρωική μορφή ως εξής:

D

[
A1

A2

]
=

[
−k0 0
k12 0

] [
A1

A2

]
+

[
0 K21

0 −k21

]
Dβ

[
A1

A2

]
+

[
1
0

]
u (6.2)

όπου β = 1− α και k0 = k12 + k10. Ορίζονται οι σταθεροί πίνακες:

M =

[
−k0 0
k12 0

]
, Θ =

[
0 k21

0 −k21

]
, B =

[
1
0

]
(6.3)
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καθώς και το διάνυσμα των μεταβλητών κατάστασης:

x =

[
A1

A2

]
(6.4)

Επομένως η εξίσωση (6.2) μπορεί πλέον να γραφτεί σε συμπαγή μορφή

ως:

Dx = Mx+ ΘDβx+Bu (6.5)

Το σύστημα που περιγράφεται στην εξίσωση (6.5) μπορεί να διακρι-

τοποιηθεί με χρόνο δειγματοληψίας h και με βάση τους ορισμούς του

κεφαλαίου 3 να γραφτεί:

xk+1 − xk
h

= Mxk + Θ∆β
h,νxk +Buk +Bddk (6.6)

όπου Bd = [1 0]T και dk ∈ R είναι ένας γενικός όρος διαταραχής που

χρησιμοποιείται για να περιγράψει την επίδραση που έχουν στο A1 οι

εξής όροι:

• το σφάλμα προσέγγισης που οφείλεται στη χρήση του τροποποι-

ημένου τελεστή ∆β
h,ν

• το σφάλμα μοντελοποίησης που οφείλεται στην ελλιπή γνώση των

πραγματικών φαρμακοκινητικών παραμέτρων

• στα σφάλματα μοντελοποίησης της φαρμακοκινητικής δυναμικής

Με τη βοήθεια της εξίσωσης 6.6 θα γραφτεί το σύστημα σαν ένα

απλό γραμμικό χρονικά αμετάβλητο μοντέλο με έναν όρο διαταραχής

ο οποίος θα χρησιμοποιηθεί για το σχεδιασμό του MPC ελεγκτή και

του παρατηρητή κατάστασης.

Για το λόγο αυτό ορίζεται η μεταβλητή κατάστασης

x̃k = (xk, xk−1, . . . , xk−ν) ∈ R2(ν+1)
. Ορίζοντας τον πίνακα Λ =

Mh + I + Θhβ το προσεγγιστικό σύστημα γράφεται σε μητρωική

μορφή ως:

x̃k+1 =


Λ Θhαcβ1 . . . Θhαcβν−1 Θhαcβν
I 0 . . . 0 0
0 I . . . 0 0
...

...
. . . 0 0

0 0 . . . I 0

 x̃k +


Bh
0
0
...

0

uk +Gdk

(6.7)
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με G = [B′d 0 . . . 0]′. Η έξοδος του συστήματος είναι

yk =
[
1 0 . . . 0

]
x̃k (6.8)

και γι'αυτό είναι C = [1 0 . . . 0] και Cd = 0. Επίσης είναι εύκολο να

διαπιστωθεί ότι ισχύουν οι παραδοχές για την παρατηρησιμότητα του

συστήματος, δηλαδή ότι οι πίνακες (C,A) είναι παρατηρήσιμοι και ότι

ο πίνακας [
A− I G
C Cd

]
είναι πλήρους τάξης στήλης (full column rank).

Σε ότι ακολουθεί ισχύει ότι οι αρχικές συνθήκες είναι A1 (t) =
A2 (t) = 0 για όλα τα t ≤ 0, δηλαδή είναι x̃0 = 0.

6.3 Παρατηρητής Κατάστασης

΄Οπως θα πρέπει να έχει γίνει ήδη φανερό, είναι εξαιρετικά δύσκολη η

γνώση του διανύσματος κατάστασης του μοντέλου σε όλη την έκταση,

με ικανοποιητική ακρίβεια κάθε χρονική στιγμή. Στην πράξη, αυτό ση-

μαίνει να μπορεί να γνωρίζει ο θεράπων ιατρός, σε πραγματικό χρόνο

τις συγκεντρώσεις του φαρμάκου σε όλα τα όργανα που περιλαμβάνο-

νται στο φαρμακοκινητικό μοντέλο. Συνήθως, μπορούν να μετρηθούν

μόνο οι μεταβλητές κατάστασης που αφορούν στη συγκέντρωση του

φαρμάκου στο πλάσμα του αίματος.

Επιπλέον η γραμμικοποίηση του συστήματος (2.10), αποτελεί προ-

σέγγιση της πραγματικής δυναμικής του συστήματος. Το σφάλμα εκ-

φράζεται με την προσθήκη υπολοίπων, δηλαδή όρων υψηλότερης τάξης

R1 (x, u) και R2 (x), όπως φαίνεται στις παρακάτω εξισώσεις:

xk+1 = Axk +Buk +R1 (xk, uk) (6.9αʹ)

yk = Cxk +R2 (xk) (6.9βʹ)

Αυτοί οι όροι υπολοίπων έχουν την ιδιότητα να τείνουν στο μηδέν

καθώς ‖x‖ → 0 και ‖u‖ → 0, και θεωρούνται ως διαταραχή στο

γραμμικό σύστημα, με βάση ένα δυναμικό μοντέλο που περιγράφει την

εξέλιξη τους στο χρόνο. Λαμβάνοντας αυτό υπόψη, το σύστημα επ-
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αυξάνεται ως προς τις διαστάσεις του με βάση ένα απλό μοντέλο δια-

ταραχών [157]:

xk+1 = Axk +Buk +Bddk (6.10αʹ)

dk+1 = dk (6.10βʹ)

yk = Cxk + Cddk (6.10γʹ)

Πλέον το επαυξημένο διάνυσμα κατάστασης είναι το:

ξk = [x′k d
′
k]
′ ∈ Rn+m. (6.11)

Οι εξισώσεις (6.10) και η εξίσωση (6.11) μπορούν να γραφτούν με πιο

συμπαγή μορφή ως:

ξk+1 = Āξk + B̄uk (6.12αʹ)

yk = C̄ξk (6.12βʹ)

όπου:

Ā =

[
A Bd

0 I

]
, B̄ =

[
B
0

]
, C̄ =

[
C Cd

]
(6.13)

Η εφαρμογή του συστήματος μεταβλητών κατάστασης στο σχεδια-

σμό συστημάτων ελέγχου, απαιτεί την εκτίμηση σε πραγματικό χρόνο

του πλήρους διανύσματος κατάστασης x̂ καθώς και του όρου της δια-

ταραχής d̂ [158]. Για το σκοπό αυτό μπορούν να σχεδιαστούν και

να εφαρμοστούν οι λεγόμενοι παρατηρητές κατάστασης. Αναφέρθηκε

στο κεφάλαιο 5, ότι ένας παρατηρητής κατάστασης αποτελεί από μόνος

του ένα ξεχωριστό δυναμικό σύστημα, το οποίο λαμβάνει στην είσοδο

του, τα σήματα εισόδου και εξόδου του φαρμακοκινητικού συστήμα-

τος, δηλαδή το ρυθμό χορήγησης φαρμάκου και τη συγκέντρωση του

φαρμάκου στο πλάσμα του αίματος για να εκτιμήσει τις συγκεντρώσεις

σε όλα τα διαμερίσματα και το ύψος της διαταραχής. Για παράδειγμα

ένας γραμμικός παρατηρητής τύπου Luenberger μπορεί να γραφτεί στη

μορφή:

ξ̂k+1 = Āξ̂k + B̄uk +

[
Lx
Ld

]
ek (6.14)

όπου ξ̂k είναι η εκτίμηση του επαυξημένου διανύσματος κατάστασης. Η

επιλογή των παραμέτρων Lx και Ld, μπορεί να γίνει με βάση το φίλτρο

Kalman [159], ή κάποια άλλη αντίστοιχη μέθοδο. Σε κάθε περίπτωση
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για να είναι εφικτή η εκτίμηση θα πρέπει το ζεύγος (C,A) να είναι

παρατηρήσιμο και ο πίνακας:[
A− I Bd

C Cd

]
(6.15)

να είναι πλήρους βαθμού. Το διάνυσμα κατάστασης του παρατηρητή

στη μόνιμη κατάσταση δίνεται από την επίλυση της εξίσωσης [97]:[
A− I Bd

C Cd

] [
x̂∞
u∞

]
=

[
−Bdd̂∞

y∞ − Cdd̂∞

]
(6.16)

Αν οριστεί το σφάλμα του παρατηρητή ως η διαφορά μεταξύ της εκτίμη-

σης του επαυξημένου διανύσματος κατάστασης και της πραγματικής

του τιμής, δηλαδή ek = ξ̂k − ξk, θα πρέπει ο σχεδιασμός του παρα-

τηρητή κατάστασης να γίνει με τρόπο τέτοιο ώστε να εξασφαλίζεται

ασυμπτωτική ευστάθεια ‖ek‖ → 0 καθώς k → ∞. Απαραίτητη συν-

θήκη για να συμβαίνει αυτό, είναι ο πίνακας:[
A Bd

0 I

]
+

[
Lx
Ld

] [
C Cd

]
(6.17)

να έχει όλες τις ιδιοτιμές του εντός του μοναδιαίου κύκλου (πίνακας

Hurwitz).

6.3.1 ΄Ελεγχος Χορήγησης Φαρμάκου

Για την αξιολόγηση της μεθοδολογίας διαμορφώθηκε μια μελέτη πε-

ρίπτωσης στην οποία το βήμα διακριτοποίησης είναι h = 0.1 ημέρα
και το χρονικό μήκος της μνήμης ορίζεται σε ν = 25, που αντιστοιχεί

σε 2.5 μέρες. Η επιθυμητή τιμή αναφοράς για την έξοδο του συ-

στήματος (A1) ορίζεται ίση με 0.5ng για τις πρώτες 80 ημέρες της

θεραπείας και στη συνέχεια αυξάνεται στο 1.0ng για τις επόμενες 70

ημέρες. Ο ρυθμός χορήγησης του φαρμάκου περιορίζεται στο διάστη-

μα 0 ≤ uk ≤ umax = 2ng/day, ενώ η έξοδος του συστήματος δεν

μπορεί να υπερβεί ένα άνω όριο που ορίζεται ίσο με 1.03ng. Ο ορίζο-

ντας πρόβλεψης για τον ελεγκτή τίθεται ίσος με N = 60. Οι πίνακες

βαρύτητας για τον ελεγκτή MPC επιλέγονται ίσοι με Q = 0.25 και

R = 5.
Η εξέλιξη της ποσότητας της αμιοδαρόνης στο κεντρικό όργανο

A1 δίνεται στην εικόνα 6.2. Διαπιστώνεται ότι η ποσότητα της ουσίας
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Σχήμα 6.2: Εξέλιξη μεταβλητής κατάστασης A1 στο χρόνο κατά τη

επιβολή προβλεπτικού ελέγχου

στο αίμα (με την μπλε καμπύλη) φτάνει στο επιθυμητό σημείο αναφοράς

(με μαύρη διακεκομμένη γραμμή) και παραμένει σε αυτό. Επιπλέον δεν

ξεπερνά το μέγιστο όριο (1.03ng) που έχει τεθεί και το οποίο είναι

σημειωμένο με την κόκκινη διακεκομμένη γραμμή.

Στην εικόνα 6.3 παρουσιάζεται με κόκκινο χρώμα ο ρυθμός χο-

ρήγησης της αμιοδαρόνης ως συνάρτηση του χρόνου, όπως προκύπτει

από τη λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης MPC . Είναι εύκολο

να διαπιστώσει κανείς ότι ικανοποιείται ο περιορισμός του μέγιστου

ρυθμού χορήγησης του φαρμάκου που έχει τεθεί ίσο με 2.0ng/day
και σημειώνεται με πράσινο χρώμα.

Για λόγους πληρότητας στην εικόνα 6.4 δίνεται και η εξέλιξη της

ποσότητας της αμιοδαρόνης στο περιφερειακό διαμέρισμα, δηλαδή τους

ιστούς (A2) του οργανισμού.

6.3.2 Ανάλυση Ευαισθησίας

Στη συνέχεια έγινε αξιολόγησης της ευαισθησίας του συστήματος

κλειστού βρόχου σε σχέση με την ακριβή γνώση των φαρμακοκινητι-

κών παραμέτρων k12, k21, k10, και α. ΄Ετσι πραγματοποιήθηκαν προσο-

μοιώσεις μοντέλων συστημάτων με διαταραχές στις φαρμακοκινητικές

παραμέτρους με επιβολή MPC που κάνει χρήση του ονομαστικού μο-

ντέλου. Συγκεκριμένα θεωρείται μια διαταραχή της τάξης του ±10%
για κάθε μια από τις φαρμακοκινητικές παραμέτρους.
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Σχήμα 6.3: Εξέλιξη της εισόδου u (ρυθμός χορήγησης αμιοδαρόνης)
στο χρόνο κατά την επιβολή προβλεπτικού ελέγχου

Σε κάθε προσομοίωση του συστήματος κλειστού βρόχου, θεωρείται

το ίδιο σενάριο με το ονομαστικό που εξετάστηκε στην προηγούμενη

παράγραφο. Δηλαδή ορίζετια η επιθυμητή τιμή αναφοράς στο επίπεδο

των 0.5ng για τις πρώτες 80 ημέρες της θεραπείας, και για τις επόμενες

70 ημέρες τίθεται ίση με 1.0ng. Επιπλέον ορίζονται οι ίδιοι περιορι-

σμοί για το ρυθμό χορήγησης του φαρμάκου και τη μέγιστη ποσότητα

της αμιοδαρόνης στο κεντρικό διαμέρισμα (A1), δηλαδή στο αίμα. Η

αξιολόγηση της συμπεριφοράς του ελεγκτή γίνεται με τον ορισμό ενός

αντίστοιχου δείκτη απόδοσης που έχει τη μορφή:

J =
1

Nu

Nu−1∑
k=0

(yk − rk)2 + u2
k (6.18)

όπου Nu είναι ο αριθμός των διακριτών χρονικών στιγμών της προ-

σομοίωσης (εδώ τίθεται Nu = 3000). Αυτός ο δείκτης απόδοσης

κωδικοποιεί και ποσοτικοποιεί το μέσο σφάλμα παρακολούθησης και

τον μέσο ρυθμό χορήγησης. Και οι δύο αυτοί όροι είναι επιθυμητό να

έχουν χαμηλές τιμές.

Στις εικόνες 6.5 και 6.6 παρουσιάζονται οι αποκρίσεις εισόδου και

εξόδου καθώς και οι εκτιμήσεις για τη διαταραχή d̂k. Στον πίνακα 6.1

δίνονται οι τιμές του δείκτη απόδοσης για την προσομοίωση με τις

ονομαστικές τιμές και τις 8 διαφορετικές προσομοιώσεις για τις α-

ντίστοιχες διαταραχές των παραμέτρων.
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Σχήμα 6.4: Εξέλιξη της μεταβλητής κατάστασης A2 (ποσότητα αμιοδα-

ρόνης στους ιστούς) στο χρόνο κατά την επιβολή προβλεπτικού ελέγχου

−10% Ονομαστική τιμή +10%

k10 9.9628 11.6345 12.7328

k12 11.1457 12.0466

k21 12.0169 11.2554

α 12.4379 10.7575

Πίνακας 6.1: Τιμές του δείκτη απόδοσης J για διαταραχές στις τιμές
των φαρμακοκινητικών παραμέτρων για N = 60 και ν = 25.

Φαίνεται ότι ο δείκτης απόδοσης J δεν παρουσιάζει μεγάλη ευαι-

σθησία στα επίπεδα αβεβαιότητας που δοκιμάστηκαν. Αναδεικνύεται

ότι η στρατηγική προβλεπτικού ελέγχου μηδενικού σφάλματος μπορεί

να διαχειριστεί τέτοιες διακυμάνσεις στις παραμέτρους και να οδηγήσει

με επιτυχία το σύστημα στην επιθυμητή κατάσταση. Επιπλέον παρά

το γεγονός ότι η γνώση των ακριβών τιμών των παραμέτρων k10, k12

και k21 ενδέχεται να μην είναι γνωστή στον ελεγκτή προβλεπτικού

ελέγχου, επιτυγχάνεται η επιθυμητή τιμή αναφοράς στην έξοδο του

συστήματος και παράλληλα ικανοποιούνται οι περιορισμοί που έχουν

τεθεί στις μεταβλητές A1 και u κάθε χρονική στιγμή.

Οι επόμενες προσομοιώσεις, στοχεύουν να συσχετίσουν την τιμή

του μήκους της μνήμης ν στην απόδοση του συστήματος. Οι προσο-

μοιώσεις γίνονται με βάση το ίδιο σενάριο με την ονομαστική περίπτω-

ση ως προς τις τιμές αναφοράς της εξόδου και τους ίδιους περιορισμούς

στην είσοδο και τις μεταβλητές κατάστασης, χρησιμοποιώντας μήκη
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Σχήμα 6.5: (Πρώτη σειρά) Ελεγχόμενη απόκριση της μεταβλητής A1, η

ποσότητα του φαρμάκου στο κεντρικό όργανο με δύο μεταβολές στην τι-

μή αναφοράς και διαταραχές στις παραμέτρους k10 (αριστερά), k12 (μέση)
και k21 (δεξιά). (Δεύτερη σειρά) Ρυθμός χορήγησης φαρμάκου uk υπο-
λογισμένος από τον ελεγκτή MPC μηδενικού σφάλματος με N = 60 και

ν = 25. (Τρίτη σειρά) Αντίστοιχες εκτιμήσεις διαταραχής, d̂k.

ν J

5 11.4950

15 11.5998

25 11.6345

35 11.5931

Πίνακας 6.2: Τιμές του δείκτη απόδοσης J για διάφορες τιμές του
μήκους μνήμης για N = 60.

μνήμης ίσα με 5, 15, 25, 35. ΄Οπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 3 μεγα-

λύτερες τιμές του ν αναμένεται να οδηγήσουν σε πιο ακριβή μοντέλα.

Από τη γραφική παράσταση της εικόνας 6.7 και από τον πίνακα 6.2

προκύπτει ότι η απόδοση βελτιώνεται ελαφρά όσο αυξάνεται η τιμή

του μήκους μνήμης. Γενικότερα όμως η απόδοση του συστήματος

κλειστού βρόχου δεν φαίνεται να είναι ιδιαίτερα ευαίσθητη στην επιλο-

γή του ν. Για παράδειγμα η καμπύλη των αποτελεσμάτων για ν = 25
είναι πολύ δυσδιάκριτη σε σχέση με αυτή για ν = 35.

Συνοψίζοντας, προκύπτει ότι τα παραμετρικά σφάλματα μπορούν
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Σχήμα 6.6: (Αριστερά) Ελεγχόμενη απόκριση της μεταβλητής A1 και

(Μέσο) ρυθμό χορήγησης υπολογισμένο από τον ελεγκτή MPC μηδενι-
κού σφάλματος με N = 60 και ν = 25 για διάφορες τιμές της παραμέτρου

α. (Δεξιά) Εκτίμηση διαταραχής, d̂k, για διάφορες τιμές του α.

0 50 100 150

time [days]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

A
1
 [

n
g

]

ν=5

ν=15

ν=25

ν=35

0 50 100 150

time [days]

0

0.5

1

1.5

2

2.5

a
d

m
in

. 
ra

te
 [

n
g

/d
a

y
]

ν=5

ν=15

ν=25

ν=35

0 50 100 150

time [days]

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

d
 [

n
g

]

ν=5

ν=15

ν=25

ν=35

Σχήμα 6.7: Ελεγχόμενη απόκριση της μεταβλητής A1 (αριστερά) και

ρυθμός χορήγησης φαρμάκου (μέσο) υπολογισμένο από τον ελεγκτή

MPC μηδενικού σφάλματος με N = 60 και για διάφορα μήκη μνήμης

ν. (Δεξιά) Εκτιμήσεις διαταραχής, d̂k, για διάφορες τιμές του ν.

να εξαλειφθούν και να έχουν μικρή επίδραση στην απόδοση του κλει-

στού βρόχου. Εύκολα προκύπτει από τις γραφικές παραστάσεις στις

εικόνες (6.5) (6.6) (6.7) ότι η εκτίμηση της διαταραχής d̂k αναπαράγει

με ακρίβεια τη διαφορά μεταξύ του πραγματικού συστήματος και του

προσεγγιστικού μαθηματικού μοντέλου.

6.4 Υπολογιστικά Θέματα

΄Ολες οι προσομοιώσεις έγιναν σε περιβάλλον MATLAB® (v. 2014b)
σε υπολογιστή Macbook Pro (v. 10.12.4, 2.66GHz Intel Core 2 Duo,
4GB RAM) με λειτουργικό σύστημα Mac OS Sierra. Το πρόβλημα

βελτιστοποίησης του MPC υλοποιήθηκε σαν ένα τετραγωνικό πρόβλη-

μα με περιορισμούς, το οποίο μπορεί να λυθεί πολύ αποτελεσματικά σε

πραγματικό χρόνο. Το λογισμικό επίλυσης που χρησιμοποιήθηκε για

την λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης είναι το Mosek [160]. Ο

μέσος χρόνος επίλυσης του προβλήματος του MPC ήταν 1.3 s ενώ ο

μέγιστος χρόνος εκτέλεσης ήταν 2.3 s για μνήμη ν = 35.
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6.5 Σύνοψη Κεφαλαίου

Στο κεφάλαιο 3 προτάθηκε μια πεπερασμένων διαστάσεων προσέγγιση

της κλασματικής δυναμικής. Στο παρόν κεφάλαιο αναδείχθηκε περαι-

τέρω η χρησιμότητα της προσέγγισης αυτής με την ενσωμάτωσή της

σε μεθοδολογίες MPC ώστε να γίνεται εφικτή η διαχείριση των περιο-

ρισμών που επιβάλλονται στις μεταβλητές κατάστασης και εισόδου. Η

μεθοδολογία του κεφαλαίου 3 κάνει χρήση της παραγώγου Grünwald-
Letnikov στο πεδίο του χρόνου. Σε αντίθεση με τις προσεγγίσεις στο

χώρο της συχνότητας, η προτεινόμενη μεθοδολογία εξασφαλίζει ότι

το σφάλμα μοντελοποίησης είναι φραγμένο με όρια που μπορούν να

υπολογιστούν εκ των προτέρων. Σε συνδυασμό με έναν παρατηρητή

κατάστασης, η χρήση του MPC μηδενικού σφάλματος μπορεί να α-

νταποκριθεί στην έλλειψη πλήρους πληροφόρησης για την κατάσταση

του συστήματος, καθιστώντας τη στρατηγική ελέγχου κατάλληλη και

ρεαλιστική για πραγματικά προβλήματα. Ο επαυξημένος παρατηρητής

κατάστασης είναι σε θέση να παρέχει εκτιμήσεις τόσο για το διάνυσμα

κατάστασης όσο και για τον όρο της διαταραχής, στον οποίο περι-

λαμβάνονται και τα σφάλματα που δημιουργούνται στη διαδικασία της

μοντελοποίησης.

Η θεωρία που αναπτύχθηκε και τα αποτελέσματα που προέκυψαν

δείχνουν ότι ο προτεινόμενος ελεγκτής MPC επιτυγχάνει την εξα-

σφάλιση των βασικών πλεονεκτήματων του MPC μηδενικού σφάλμα-

τος κατά την εφαρμογή του σε συστήματα κλασματικής τάξης. Ικανο-

ποιούνται οι περιορισμοί και επιτυγχάνεται μηδενικό σφάλμα στη μόνι-

μη κατάσταση παρά την παρουσία αβεβαιότητας και σφαλμάτων στη

διαδικασία της μοντελοποίησης.

Τα πλεονεκτήματα της μεθοδολογίας έγιναν φανερά στο πρόβλημα

της ενδοφλέβιας χορήγησης αμιοδαρόνης, το οποίο είναι ένα φάρμακο

που ακολουθεί φαρμακοκινητική κλασματικής τάξης. Πραγματοποι-

ώντας μετρήσεις της συγκέντρωσης του φαρμάκου στο αίμα μόνο, το

σύστημα κλειστού βρόχου επιτυγχάνει την επίτευξη της τιμής αναφο-

ράς με μηδενική απόκλιση. Η μελετη κατέδειξε ότι η προτεινόμενη

μεθοδολογία είναι κατάλληλη για εφαρμογές χορήγησης φαρμάκου σε

συστήματα κλασματικής τάξης, στα οποία η διαδικασία μοντελοποίη-

σης δημιουργεί αβεβαιότητα, ενώ επίσης οι τιμές των φαρμακοκινητι-

κών παραμέτρων και των φυσιολογικών χαρακτηριστικών του ασθενή

δεν είναι γνωστές με απόλυτη ακρίβεια.
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Επίσης εξετάστηκε η ευαισθησία του σχήματος ελέγχου σε διακυ-

μάνσεις των παραμέτρων του συστήματος και βρέθηκε αρκετά χαμηλή.

Επιπρόσθετα προέκυψε ότι ένα αρκετά μικρό μήκος μνήμης ν = 25 εξα-

σφαλίζει άριστη απόδοση στον ελεγκτή, ενώ ταυτόχρονα το πρόβλημα

αριστοποίησης που διαμορφώνεται είναι απόλυτα διαχειρίσιμο ως προς

τις υπολογιστικές απαιτήσεις.
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Κεφάλαιο 7

΄Ελεγχος Προβλεπτικού

Μοντέλου Μηδενικού

Σφάλματος για τη Ρύθμιση

Σακχάρου σε Ασθενείς με

Διαβήτη Τύπου Ι

7.1 Εισαγωγή

Ο
συνολικός αριθμός των ανθρώπων στον πλανήτη που πάσχουν α-

πό σακχαρώδη διαβήτη υπολογίζεται στα 380 εκατομμύρια [161],

και αναμένεται να αυξάνεται διαρκώς τα επόμενα χρόνια. Υπάρχουν

διάφοροι τύποι αυτής της ασθένειας, ωστόσο η παρούσα μελέτη αφο-

ρά στην περίπτωση του διαβήτη τύπου Ι (T1DM). Ο τύπος Ι δεν είναι

η πιο συχνά εμφανιζόμενη μορφή του σακχαρώδους διαβήτη, ωστόσο

εμφανίζεται πολύ συχνά σε παιδιά και εφήβους. Προκαλείται από μια

αυτοάνοση αντίδραση του οργανισμού, από την οποία καταστρέφονται

τα Β-κύτταρα του παγκρέατος, τα οποία παράγουν την ινσουλίνη. ΄Ο-

ταν μειώνεται η ινσουλίνη, το ανθρώπινο σώμα πέφτει σε κατάσταση

υπεργλυκαιμίας, κατά την οποία το σώμα δεν μπορεί να καλύψει τις ε-

νεργειακές του ανάγκες και τελικά οδηγείται σε γλυκαιμικό επεισόδιο.

Τα γλυκαιμικά επεισόδια μπορεί να οδηγήσουν σε σοβαρές συ-

νέπειες βραχυχρόνια, όπως αποπροσανατολισμό, σύγχυση και σπα-

σμούς [162, 163]. Οι μακροχρόνιες συνέπειες της ασθένειας εμφα-

νίζονται σε μια κατάσταση υπεργλυκαιμίας, η οποία τελικά οδηγεί σε

αμφιβληστροειδοπάθεια, νευροπάθεια, νεφροπάθεια και αθηροσκλήρω-

ση [162, 163, 164, 165].

Μια συνηθισμένη προσέγγιση για τη θεραπεία εν γένει του διαβήτη,
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είναι η έγχυση ινσουλίνης από τον ίδιο τον ασθενή, με σκοπό να υποκα-

ταστήσει την φυσιολογική χορήγηση ινσουλίνης από τον ίδιο τον οργα-

νισμό, όπως συμβαίνει στα άτομα που ανήκουν στον υγιή πληθυσμό.

Συνήθως, η διαδικασία αυτή περιλαμβάνει μια ή δύο ενέσεις ινσουλίνης

μακράς δράσης, ημερησίως. Επιπλέον, ινσουλίνη βραχείας δράσης χο-

ρηγείται πριν από κάθε γεύμα, με σκοπό να αντισταθμιστεί η μειωμένη

έκκριση ινσουλίνης από το πάγκρεας. Μια διαφορετική προσέγγιση

περιλαμβάνει τη χρήση αντλίας ινσουλίνης, η οποία επιτρέπει την συ-

νεχή ενδοφλέβια χορήγηση ινσουλίνης. Τέτοιες συσκευές δίνουν τη

δυνατότητα της συνεχούς μέτρησης των επιπέδων της γλυκόζης στο

αίμα, επιτρέποντας στον ασθενή να υπολογίζει την απαιτούμενη δόση

γλυκόζης με τρόπο ασφαλέστερο [166]. Ο αναγνώστης μπορεί να βρει

περισσότερες πληροφορίες για τις τεχνολογίες που σχετίζονται με τον

διαβήτη, καθώς και βασικές ερευνητικές κατευθύνσεις σε αυτόν τον

τομέα στην αναφορά [167].

Μια εναλλακτική προσέγγιση είναι η ιδέα του ‘τεχνητού παγκρέ-

ατος’, όπου ένα σύστημα αυτόματου ελέγχου αναλαμβάνει τη ρύθμι-

ση της γλυκόζης στο αίμα. Αυτή η προσέγγιση έχει το σημαντικό

πλεονέκτημα της βελτίωσης της ποιότητας της ζωής των ασθενών με

διαβήτη. Αυτό συμβαίνει γιατί ο ασθενής απαλλάσσεται από την συ-

στηματική ανάγκη να μετρά τη γλυκόζη και να εγχέει ο ίδιος την

απαιτούμενη ποσότητα ινσουλίνης στον οργανισμό του, ενώ ταυτόχρο-

να μειώνει τις βραχυπρόθεσμες και τις μακροπρόθεσμες συνέπειες της

ασθένειας. Η ιδέα του τεχνητού παγκρέατος δεν είναι πρόσφατη. Η

αρχική σύλληψη της ιδέας εντοπίζεται στη δεκαετία του 1960. Α-

πό τότε αρκετές απόπειρες έχουν δει το φως της δημοσιότητας, είτε

κάνοντας χρήση παραδοσιακών PID ελεγκτών [168], είτε χρησιμο-

ποιώντας πιο εξελιγμένες τεχνικές ελέγχου– όπως H∞ ΄Ελεγχο [8],

Προβλεπτικό ΄Ελεγχο (MPC ) και, σπανιότερα, Ασαφή Λογική [169].

Ειδικά η τεχνολογία (MPC ) παρέχει την ευελιξία για την ανάπτυξη

σύνθετων στρατηγικών ελέγχου [170]. Για τους λόγους αυτούς έχει

χρησιμοποιηθεί στο παρελθόν για την ανάπτυξη τεχνητού παγκρέατος

διπλής ορμόνης. Σε αυτήν την περίπτωση, χορηγούνται στον ασθε-

νή, ινσουλίνη και γλυκαγόνη ταυτόχρονα, οδηγώντας στη διαμόρφωση

ενός ελεγκτή, που είναι πιο αποτελεσματικός και πιο στιβαρός [168,

171].

΄Οπως έχει προαναφερθεί, ένα βασικό στοιχείο στην ανάπτυξη μιας

μεθοδολογίας MPC είναι η ύπαρξη ενός δυναμικού μοντέλου που να
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μπορεί να προβλέπει με ακρίβεια τη μελλοντική εξέλιξη του συστήματος

στο μέλλον. ΄Ενα λεπτομερές Φυσιολογικό Φαρμακοκινητικό Μοντέλο

(PBPK) μπορεί να παρέχει προβλέψεις με μεγάλη ακρίβεια, λαμβάνο-

ντας υπόψη την πιθανή αλληλεπίδραση μεταξύ φαρμάκων, διαφορές στα

προφίλ πρόσληψης φαρμάκων λόγω κατανάλωσης τροφών ή άλλα γε-

γονότα που μπορούν να επηρεάσουν τη φαρμακοκινητική της γλυκόζης

(ή και της γλυκαγόνης, στην περίπτωση συστήματος διπλής ορμόνης).

Ωστόσο, η ενσωμάτωση τέτοιων μοντέλων σε μια διαμόρφωση ρυθμι-

στή τύπου MPC , απαιτεί μεγάλη υπολογιστική ισχύ, που συνήθως

δεν είναι διαθέσιμη σε μικρές φορητές συσκευές όπως στην περίπτωση

του τεχνητού παγκρέατος.

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται μια προσέγγιση για το σχε-

διασμό συστήματος ρύθμισης (MPC ) που φιλοδοξεί να αντιμετωπίσει

τα προβλήματα που αναφέρθηκαν. Με αφετηρία ένα λεπτομερές μο-

ντέλο (PBPK ) γλυκόζης-ινσουλίνης που έχει παρουσιαστεί στη βι-

βλιογραφία, εφαρμόζονται μεθοδολογίες αναγνώρισης συστήματος, για

να προκύψει ένα νέο προβλεπτικό μοντέλο μειωμένης όμως τάξης, που

απλοποιεί το σχηματισμό και την επίλυση του προβλήματος βελτιστο-

ποίησης που πρέπει να επιλυθεί κατά την εφαρμογή του MPC ελεγκτή.

Η προβλεπτική ικανότητα του μοντέλου μειωμένης τάξης είναι ικανο-

ποιητική, ώστε να ελέγχονται αποτελεσματικά και αξιόπιστα οι υπό

έλεγχο ασθενείς.

7.2 Μοντελοποίηση Σακχαρώδους Διαβήτη Τύπου Ι.

7.2.1 Σύστημα Γλυκόζης-Ινσουλίνης

Τα επίπεδα γλυκόζης στο αίμα ελέγχονται από ένα σύνθετο φυσιολο-

γικό σύστημα, το οποίο περιλαμβάνει αρκετά όργανα. Η δράση του

είναι αποτέλεσμα του ισοζυγίου της γλυκόζης που απελευθερώνεται

στο αίμα από το πεπτικό σύστημα, το συκώτι και τα νεφρά, της γλυ-

κόζης που καταναλώνεται στα κύτταρα, της γλυκόζης που αποθηκεύε-

ται για μελλοντική χρήση και της γλυκόζης που απεκκρίνεται από τα

νεφρά. Η παρουσία της ινσουλίνης είναι αποφασιστικής σημασίας στον

έλεγχο της γλυκόζης στο αίμα. Στο σακχαρώδη διαβήτη τύπου Ι τα

Β-κύτταρα καταστρέφονται από μια αυτοάνοση δράση του οργανισμού,

οδηγώντας σε έλλειψη ινσουλίνης. Τα συμπτώματα εμφανίζονται μετά

την καταστροφή του 90% των Β-κυττάρων και γενικά περιλαμβάνουν



106
Κεφάλαιο 7. ΄Ελεγχος Προβλεπτικού Μοντέλου Μηδενικού Σφάλματος για τη

Ρύθμιση Σακχάρου σε Ασθενείς με Διαβήτη Τύπου Ι

πολυουρία, αίσθηση δίψας και πείνας και ενίοτε απώλεια βάρους [162,

165].

΄Οπως αναφέρθηκε προηγούμενα, η θεραπεία της ασθένειας βασίζε-

ται κατά κύριο λόγο στη χορήγηση ινσουλίνης από τον ίδιο τον α-

σθενή, με σκοπό να αντισταθμιστεί η μειωμένη απέκκριση ινσουλίνης

από το πάγκρεας. Με την εναλλακτική λύση του τεχνητού παγκρέα-

τος, τα επίπεδα της γλυκόζης στο αίμα παρακολουθούνται διαρκώς

και πραγματοποιούνται ενδοφλέβιες ενέσεις ινσουλίνης αυτόματα, σε

τακτικά χρονικά διαστήματα.

7.2.2 Μοντέλο PBPK στο Περιβάλλον MoBi

Το πρώτο βήμα για τη σχεδίαση μιας κατάλληλης πολιτικής χορήγησης

ινσουλίνης, είναι η μελέτη και η πρόβλεψη των αποτελεσμάτων της

χορηγούμενης δόσης στον ασθενή. Σε αυτήν την κατεύθυνση, είναι

πολύ χρήσιμη η ανάπτυξη κατάλληλων Φυσιολογικά Φαρμακοκινητικά

Μοντέλα (ΦΦΜ - Physiologically Based Pharmacokinetic Models -
PBPK Models). Εκτενής αναφορά στη δομή και τη λειτουργία των

μοντέλων PBPK έχει γίνει στο κεφάλαιο 2. Η ανάπτυξη και χρήση

μοντέλων PBPK για τη θεραπεία του διαβήτη περιγράφεται αναλυτικά

στην εργασία των Le Compte et al. [24].
Στην μελέτη που παρουσιάζεται σε αυτό το κεφάλαιο, χρησιμο-

ποιείται το λεπτομερές μοντέλο PBPK που αναπτύχθηκε από τους

Schaller et al. [172] και Schaller, Schuppert, and Mitsos [173] στο

περιβάλλον MoBi . Το μοντέλο χρησιμοποιεί περισσότερες από 100
διαφορικές εξισώσεις, για την περιγραφή των διεργασιών ADME που

σχετίζονται με τη χορήγηση ινσουλίνης στον ανθρώπινο οργανισμό και

περιλαμβάνει το μεταβολισμό των γλυκογόνου-ινσουλίνης-γλυκόζης.

Το μοντέλο μπορεί να επεκταθεί με την προσθήκη μεταφορέων γλυ-

κόζης GLUT2 και SGLT1 για τη μεταφορά γλυκόζης από την εντερική

κοιλότητα στα κύτταρα του λεπτού εντέρου. Τα γεύματα μοντελο-

ποιούνται ως πρόσληψη γλυκόζης σε υγρή μορφή από το στόμα.

Το περιβάλλονMoBi αποτελεί μέρος του λογισμικού Open Systems
Pharmacology Suite [174, 173] που έχει αναπτυχθεί από την εταιρία

Bayer. Είναι ένα λογισμικό ανοιχτού κώδικα (open-source) που κατά

βάση αποτελείται από τα εργαλεία PK-Sim και MoBi . Το λογισμικό

δίνει τη δυνατότητα της δομικής τροποποίησης ενός μοντέλου PBPK
- αφαιρώντας ή προσθέτοντας όργανα στο μοντέλο, της μοντελοποίη-

σης της αλληλεπίδρασης μεταξύ ενός φαρμάκου και του ανθρώπινου
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οργανισμού, και μπορεί να λάβει υπόψη όλες τις φαρμακοδυναμικές

αντιδράσεις που λαμβάνουν χώρα στη χορήγηση φαρμάκου.

7.3 Αναγνώριση Συστήματος

΄Οπως αναφέρθηκε στην προηγούμενη παράγραφο, ο προτεινόμενος αλ-

γόριθμος ελέγχου προορίζεται για χρήση σε φορητές συσκευές, όπου

η υπολογιστική ισχύς είναι πάντα ένας περιοριστικός παράγοντας. Για

το λόγο αυτόν είναι απαραίτητη μια γραμμική προσέγγιση του πλήρους

PBPK , η οποία να μπορεί να προβλέψει με σχετική ακρίβεια την ε-

ξέλιξη του συστήματος. Για το σχηματισμό του μαθηματικού μοντέλου

που περιγράφει τη διεργασία, χρησιμοποιείται το μαθηματικό εργαλείο

της γραμμικής παλινδρόμησης (linear regression) μεταξύ των εισόδων

και των εξόδων του συστήματος. Επιπλέον, λαμβάνονται υπόψη και ε-

ξωγενείς παράγοντες, οδηγώντας στη δημιουργία ενός ARX μοντέλου

(Auto-Regressive model with eXogenous input). Η γενική δομή ενός

ARX μοντέλου σύμφωνα με τον Ljung [175] στον διακριτό χρόνο είναι:

yk + a1yk−1 + · · ·+ anayk−na =

b1uk−1 + · · ·+ bnbuk−nb + εk
(7.1)

Στην εξίσωση (7.1) ο όρος ε θεωρείται ως η διαταραχή που επιδρά

στο σύστημα. ΄Οταν δεν υπάρχει αυτή η πληροφορία, τότε συνήθως

θεωρείται λευκός θόρυβος, δηλαδή:

ε ∼ Niid(0, σ
2) (7.2)

Με βάση την εξίσωση (7.1) ορίζονται τα ακόλουθα διανύσματα:

φk =
[
−yk−1 · · · − yk−na

...uk−1 · · ·uk−nb
]T

(7.3)

θ =
[
a1 · · · ana

...b1 · · · bnnb
]T

(7.4)

΄Ετσι, αν ο όρος ε της διαταραχής παραλείπεται, η πρόβλεψη για την

έξοδο του συστήματος δίνεται από μια σχέση της μορφής:

ŷ(k|θ) = φTk θ (7.5)

Το ζήτημα της παραμετροποίησης ενός ARX, δηλαδή η εύρεση των

βέλτιστων θ̂ στην εξίσωση (7.5), συνήθως λύνεται με τη βοήθεια της
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μεθόδου ελαχίστων τετραγώνων. Για την εφαρμογή της συγκεκρι-

μένης μεθόδου, απαιτείται ένα σύνολο πειραματικών σημάτων, ώστε

να δημιουργηθούν τα κατάλληλα ζεύγη σημάτων εισόδου-εξόδου στις

διάφορες χρονικές στιγμές k ∈ [1, · · · , N ]:

ZN =
[
y1, · · · , yN ..., u1, · · · , uN

]
(7.6)

Η μέθοδος υπολογίζει τις παραμέτρους του μοντέλου, ελαχιστοποι-

ώντας τη συνάρτηση κόστους:

VN
(
θ, ZN

)
=

1

N

N∑
k=1

(
yk − ŷk|θ

)2

=
1

N

N∑
k=1

(
yk − φTk θ)

)2

(7.7)

Για την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης κόστους, αρκεί να τεθεί η

πρώτη παράγωγος ίση με το μηδέν, οδηγώντας τελικά στην ακόλουθη

εξίσωση:

θ̂N =

[
N∑
k=1

φkφ
T
k

]−1 N∑
k=1

φkyk (7.8)

΄Ενα ARX μοντέλο, το οποίο περιγράφεται από την εξίσωση (7.1) δεν

είναι εύκολο να χρησιμοποιηθεί σε εφαρμογές Αυτόματου Ελέγχου.

΄Ετσι το μοντέλο που έχει αναγνωριστεί θα πρέπει να μετασχηματιστεί

κατάλληλα στο Χώρο Κατάστασης, δηλαδή να γραφεί στη μορφή:

x̂k+1 = Ax̂k +Buk (7.9)

ŷk = Cx̂k +Duk (7.10)

Για να γίνει αυτό, ορίζονται οι ακόλουθες nx μεταβλητές κατάστασης:

x̂k = [x1 · · ·xnx]T (7.11)
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Τότε το ARX μοντέλο μπορεί να μετασχηματιστεί στο χώρο κατάστα-

σης με τη βοήθεια των πινάκων που ακολουθούν [166, 176]:

A =


−a1 1 0 · · · 0
−a2 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−ana−1 0 0 · · · 1

−ana 0 0 · · · 0

 B =

 b1
...

bnb



C =


1
0
...

0


T

D = 0

(7.12)

7.4 Εφαρμογή Προβλεπτικού Ελέγχου για την in-
silico θεραπεία ασθενούς με διαβήτη τύπου Ι.

Ο σχεδιασμός του προτεινόμενου ελεγκτή Προβλεπτικού Ελέγχου

(MPC ) υλοποιείται σε τρία βήματα. Αρχικά ορίζονται τα κατάλληλα

σύνολα δεδομένων που περιγράφουν το μοντέλο ινσουλίνης-γλυκόζης

για τον εικονικό ασθενή. Στη δεύτερη φάση ένα απλοποιημένο, μειω-

μένης τάξης PBPK αναπτύσσεται με βάση τα δεδομένα του ασθενούς

που έχουν οριστεί στην προηγούμενη φάση. Με την ολοκλήρωση αυ-

τής της φάσης, έχει πλέον οριστεί ένα γραμμικό μοντέλο το οποίο

θα χρησιμοποιηθεί στη συνέχεια για την υλοποίηση του ελεγκτή. Στο

τρίτο και τελευταίο βήμα λαμβάνει χώρα ο σχεδιασμός και η υλοποίηση

του ίδιου του MPC ελεγκτή.

Στην πραγματικότητα και τα τρία βήματα εκτελούνται σε μια κυκλι-

κή διαδικασία δοκιμής-σφάλματος (trial-and-error). Αν ο ελεγκτής

συμπεριφέρεται όπως αναμένεται τότε η διαδικασία θεωρείται ολοκλη-

ρωμένη. Σε αντίθετη περίπτωση, τα πρώτα δυο βήματα επαναλαμβά-

νονται αφού γίνουν οι απαραίτητες αλλαγές, με απώτερο σκοπό να

επιτευχθεί η επιθυμητή συμπεριφορά του συστήματος.

7.4.1 Ορισμός των Συνόλων Δεδομένων

Ο σκοπός της πρώτης φάσης είναι η δημιουργία των κατάλληλων δε-

δομένων που να περιγράφουν τη δυναμική σχέση μεταξύ της εισόδου

του συστήματος (δηλαδή του ρυθμού χορήγησης της ινσουλίνης που
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χορηγείται ενδοφλεβίως) και της εξόδου (του επιπέδου γλυκόζης στο

αίμα του ασθενούς), λαμβάνοντας υπόψη τα γεύματα του ασθενούς

που θεωρούνται διαταραχές του συστήματος. Τα δεδομένα συλλέγο-

νται, μετά την ολοκλήρωση προσομοιώσεων, στο λεπτομερές PBPK
μοντέλο γλυκόζης-ινσουλίνης που έχει αναπτυχθεί στο MoBi και πα-

ρουσιάζεται αναλυτικά στην εργασία των Schaller et al. [172].
Η βασική ινσουλιναιμία προσομοιώνεται με την προσθήκη μια στα-

θερής, χαμηλής ροής και ταχείας δράσης ινσουλίνης. Στην αρχή κάθε

προσομοίωσης, το σύστημα θεωρείται ότι αρχικοποιείται στη μόνιμη

του κατάσταση. Μετά τη χορήγηση του γεύματος εκτελούνται 6 εγχύ-

σεις ινσουλίνης, σε σταθερά χρονικά διαστήματα των 30 λεπτών. Κάθε

έγχυση διαρκεί 5 λεπτά, ενώ ο ρυθμός χορήγησης ορίζεται τυχαία στο

εύρος μεταξύ 0 − 0.15[iu/min] και παραμένει σταθερός σε όλη τη

διάρκεια της έγχυσης.

Στην εικόνα 7.1 δίνεται ένα σύνολο δεδομένων που προέκυψε με

βάση αυτή τη διαδικασία. Συνολικά, σχηματίστηκαν 10 τέτοια σύνολα

δεδομένων.

7.4.2 Ορισμός του ARX μοντέλου μειωμένης τάξης

Σε αυτήν την παράγραφο, παρουσιάζονται τα βήματα για τη δημιουργία

ενός μοντέλου μειωμένης τάξης σε σχέση με το πλήρες PBPK που

δίνεται στο περιβάλλον προσομοίωσης του PKSim/MoBi . Συγκεκρι-

μένα, ένα ARX-μοντέλο αναπτύχθηκε με την εφαρμογή της μεθόδου

ελαχίστων τετραγώνων όπως αυτή περιγράφεται με λεπτομέρειες στο

κεφάλαιο 7.3, για τα δεδομένα που προέκυψαν από τη φάση 1 και

κάνοντας χρήση του System Identification Toolbox στο περιβάλλον

του MATLAB .

Το ARX μοντέλο που προκύπτει τελικά είναι:
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Σχήμα 7.1: Πειραματικά δεδομένα εισόδου-εξόδου για τον εικονικό α-
σθενή

yk = 2.933yk−1 − 4.493yk−2 + 4.935yk−3

− 4.134yk−4 + 3.033yk−5 − 2.088yk−6

+ 1.441yk−7 − 0.898yk−8 + 0.333yk−9

+ 0.003yk−10 − 0.102yk−11 + 0.037yk−12

− 3.479uk−1 − 11.20uk−2 − 26.72uk−3

− 14.96uk−4 − 22.42uk−5 − 12.89uk−6

− 4.068uk−7 + 3.688uk−8 + 0.743uk−9

+ 14.96uk−10 + 17.35uk−11 + 14.54uk−12

+ 11.69uk−13 + 9.393uk−14 + 5.211uk−15

+ 2.881uk−16 + 1.429uk−17 (7.13)

Στην εικόνα 7.2 παρουσιάζεται η πρόβλεψη του ARX μοντέλου που
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Σχήμα 7.2: ΄Ενα ARX μοντέλο που χρησιμοποιείται για την πρόβλεψη
των επιπέδων της γλυκόζης στο αίμα, σε μελλοντικό ορίζοντα 1 ώρας.

αντιστοιχεί στο σύνολο δεδομένων της εικόνας 7.1 μαζί με την πραγ-

ματική έξοδο για το αντίστοιχο λεπτομερές PBPK . Η υλοποίηση του

MPC βασίζεται σε αυτό - το μειωμένης τάξης - μοντέλο πρόβλεψης,

όπως θα παρουσιαστεί στο επόμενο κεφάλαιο 7.4.3.

7.4.3 Υλοποίηση του Ελεγκτή Προβλεπτικού Ελέγχου

Η υλοποίηση του MPC ελεγκτή, όπως περιγράφηκε στο κεφάλαιο 4

τελικά καταλήγει στην επίλυση ενός τετραγωνικού προβλήματος ελαχι-

στοποίησης μιας συνάρτησης κόστους. Στην παρούσα εργασία τίθεται

ο εξής περιορισμός στην είσοδο κάθε χρονική στιγμή:

0iu ≤ uk ≤ 0.75iu (7.14)

ενώ ο περιορισμός στην έξοδο, δηλαδή η τιμή της γλυκόζης στο αίμα,

θεωρείται ότι κάθε χρονική στιγμή k θα πρέπει να ικανοποιεί τον πα-

ρακάτω περιορισμό:

yk = Cx̂k ≥ 70 [mg · dl−1]

' 0.388 · 104[µmol · l−1] = ymin
(7.15)

Οι πίνακες Q και R είναι διαγώνιοι με τα διαγώνια τους στοιχεία να

είναι ίσα με 1 και 0.01 αντίστοιχα, ενώ οι διαστάσεις τους ισούνται με



7.4. Εφαρμογή Προβλεπτικού Ελέγχου για την in-silico θεραπεία ασθενούς με
διαβήτη τύπου Ι.

113

nx = 12 και nu = 17 αντίστοιχα. Το αποδεκτό θεραπευτικό παράθυρο

για τη γλυκόζη στο αίμα θεωρείται ότι βρίσκεται στο εύρος [0.39·104−
0.78 · 104µmol · l−1

]. Επιπλέον επιλέγεται ένα συγκεκριμένο σημείο

αναφοράς (setpoint) μέσα σε αυτό το εύρος, για να χρησιμοποιηθεί από

τον MPC ελεγκτή για την επίλυση του προβλήματος βελτιστοποίησης,

και το οποίο είναι ίσο με 0.52 · 104[µmol · l−1].
Θεωρείται ότι ο ασθενής έχει 3 γεύματα διαφορετικού γλυκαιμικού

περιεχομένου, μέσα στο εικοσιτετράωρο. Η παραμετροποίηση των γευ-

μάτων δίνεται στον πίνακα 7.1.

Γεύμα Πρωινό Μεσημεριανό Βραδινό

΄Ωρα Χορήγησης
1

2(7π.μ.) 8(1μ.μ.) 14 (7μ.μ.)

Γλυκαιμικό περιεχόμενο ([gr] γλυκόζης) 50 100 20

Θερμιδικό περιεχόμενο ([kcal]) 690 1000 340

΄Ογκος ([l]) 0.50 0.59 0.15

Στερεό κλάσμα 0.8 0.6 1.0

Πίνακας 7.1: Παραμετροποίηση των γευμάτων στο MoBi
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Σχήμα 7.3: Εξέλιξη του επιπέδου γλυκόζης στο αίμα (επάνω). Υπο-
δόρια εγχεόμενη ινσουλίνη από τον MPC ελεγκτή (κάτω)

Ο MPC ελεγκτής χρησιμοποιεί το μειωμένης τάξης ARX μοντέλο

πρόβλεψης, αλλά η δράση του εφαρμόζεται στο πλήρες PBPK μοντέλο

του MoBi , το οποίο θεωρείται ότι περιγράφει ακριβέστερα τον πραγμα-

τικό ασθενή.

Η έξοδος του συστήματος, δηλαδή η συγκέντρωση της γλυκόζης

στο αίμα δίνεται στο επάνω διάγραμμα της εικόνας 7.3. Σε αυτήν την

εικόνα η πράσινη περιοχή υποδεικνύει το φυσιολογικό εύρος τιμών για

1
Είναι η απόλυτη ώρα από την έναρξη της προσομοίωσης. Η πραγματική ώρα της χορήγησης μέσα

στη μέρα δίνεται στην παρένθεση. Για παράδειγμα t = 0 αντιστοιχεί στις 5 π.μ.
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τον υγιή πληθυσμό. Η κίτρινη περιοχή παρουσιάζει το μέγιστο αποδε-

κτό εύρος τιμών της γλυκόζης για ασθενείς με διαβήτη τύπου Ι. Ετσι

προκύπτει ότι ο ελεγκτής επιτυγχάνει το επιθυμητό σημείο αναφο-

ράς (setpoint). Επιπλέον η συγκέντρωση της γλυκόζης δεν μειώνεται

πέρα από το ελάχιστο κάτω όριο που έχει τεθεί, αποφεύγοντας με τον

τρόπο αυτό επεισόδια υπογλυκαιμίας. ΄Ενα μειονέκτημα του ελεγκτή,

εμφανίζεται κατά την ώρα του μεσημεριανού, εξαιτίας του αυξημένου

γλυκαιμικού περιεχομένου του γεύματος. Φαίνεται ότι μετά το μεση-

μεριανό γεύμα, η συγκέντρωση της γλυκόζης αυξάνει απότομα, οδη-

γώντας σε κατάσταση υπεργλυκαιμίας για μια μικρή χρονική περίοδο.

Την ίδια στιγμή ο ελεγκτής εγχέει ινσουλίνη με το μέγιστο ρυθμό, και

τελικά καταφέρνει να επαναφέρει την τιμή της γλυκόζης στο επιθυμη-

τό εύρος. Η είσοδος που εφαρμόζεται από τον MPC ελεγκτή δίνεται

στο κάτω διάγραμμα της εικόνας 7.3. Εκεί φαίνεται ότι οι περιορισμοί

που έχουν τεθεί για τον μέγιστο και τον ελάχιστο ρυθμό χορήγησης,

ικανοποιούνται.

Με βάση τα ανωτέρω, συμπεραίνεται ότι ο ελεγκτής συμπεριφέρε-

ται ικανοποιητικά, παρά το μειωμένης τάξης ARX μοντέλο που χρησι-

μοποιείται.

7.5 Σύνοψη Κεφαλαίου

Η στόχευση της μεθοδολογίας που παρουσιάστηκε σε αυτό το κε-

φάλαιο, είναι να αναπτυχθεί μια στρατηγική ελέγχου της γλυκόζης,
στη βάση της φιλοσοφίας του MPC Ελέγχου, η οποία να μπορεί

εύκολα να προσαρμοστεί στα εξατομικευμένα φαρμακοκινητικά δεδομέ-
να κάθε ασθενούς. Ταυτόχρονα ο έλεγχος θα πρέπει να είναι αρκετά

απλός ώστε να μπορεί να ενσωματωθεί σε μια φορητή συσκευή. Σε

αυτήν τη μεθοδολογία ένα λεπτομερές PKSim μοντέλο παίζει τον ρόλο

του in-silico ασθενούς.
Το περιβάλλον PKSim έχει χρησιμοποιηθεί αρκετές φορές για τον

έλεγχο της γλυκόζης στον οργανισμό [171, 173]. ΄Ενα από τα βασικά

του χαρακτηριστικά είναι η λεπτομερής μηχανιστική αναπαράσταση

της ανθρώπινης φυσιολογίας, σε συνδυασμό με μια αρκετά εκτενή

βάση δεδομένων που δίνει τη δυνατότητα να περιλάβει και να προ-

σομοιώσει νέους ασθενείς. Το μοντέλο μπορεί να επεκταθεί ώστε

να συμπεριλάβει αλληλεπιδράσεις μεταξύ φαρμάκων, και να λάβει υπ-

όψη τον τρόπο που επηρεάζεται η πρόσληψη φαρμάκων εξαιτίας της
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κατανάλωσης τροφής. Κατά συνέπεια οι προσομοιώσεις είναι υπολο-

γιστικά ακριβές, και ο άμεσος υπολογισμός παραμέτρων είναι δύσκολο

να επιτευχθεί. Από την άλλη πιο απλοποιημένα μοντέλα όπως στο

[177] και το εγκεκριμένο από την FDA, UVA/PADOVA T1DM Sim-
ulator [178], μπορούν να παρέχουν ικανοποιητικές προβλέψεις παρά

την απλοποιημένη τους δομή. Ωστόσο δεν παρέχουν την ευελιξία που

παρέχεται από το MoBi και το αντίστοιχο λογισμικό για το σύνολο

του οργανισμού (PKSim), που περιλαμβάνουν και εκτενή βάση δε-

δομένων και δυνατότητα τροποποίησης των μοντέλων.
Η μοντελοποίηση του in-silico ασθενούς, γίνεται με χρήση κατάλλη-

λου λογισμικού (MoBi/PKSim). Η δημιουργία ενός εξατομικευμένου

μοντέλου μειωμένης τάξης, προκύπτει ύστερα από το σχηματισμό και

την αξιοποίηση δεδομένων που προκύπτουν από το πλήρες PBPK .
Το γεγονός αυτό επιτρέπει να μοντελοποιηθούν και να ελεγχθούν διά-

φορα σενάρια για τον έλεγχο της γλυκόζης με βάση μια στρατηγική

Προβλεπτικού Ελέγχου (MPC ).
Η προτεινόμενη μεθοδολογία έχει το επιπρόσθετο πλεονέκτημα της

ανίχνευσης της κατανάλωσης ενός γεύματος. ΄Ετσι μπορούν να προβλε-
φθούν πιο αξιόπιστα τα μελλοντικά επίπεδα γλυκόζης, και οι όποιες

διορθωτικές ενέργειες να υλοποιούνται έγκαιρα.
΄Ενα επιπλέον πλεονέκτημα είναι ότι η μεθοδολογία στο σύνολο της

μπορεί να εφαρμοστεί άμεσα σε πραγματικά δεδομένα που μπορούν να

συλλεγούν από ανθρώπους με απλές εξετάσεις αίματος. Σε μια τέτοια

περίπτωση, ένας εξατομικευμένοςMPC ελεγκτής μπορεί να σχεδιαστεί

εύκολα, χωρίς να χρειάζεται να αναπτυχθεί ένα λεπτομερές, πλήρους
τάξης PBPK που να περιγράφει τον ασθενή.
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Κεφάλαιο 8

Διαδικτυακή Εφαρμογή για την

Ανάπτυξη Μοντέλων PBPK και
τον Προσδιορισμό της

Βέλτιστης Δοσολογίας

Φαρμάκων με εφαρμογή

μεθόδων MPC

8.1 Εισαγωγή

Σ
το κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστεί η διαδικτυακή εφαρμογή που

υλοποιήθηκε στο πλαίσιο της διατριβής, η οποία επιτρέπει την

ανάπτυξη μοντέλων PBPK με πρακτικά απεριόριστο πλήθος διαμε-

ρισμάτων, την επιλογή των φυσιολογικών παραμέτρων που αντιστοι-

χούν στα εξατομικευμένα χαρακτηριστικά ενός συγκεκριμένου ασθε-

νούς, τη δυνατότητα εφαρμογής και αξιολόγησης διάφορων δοσολο-

γικών σχημάτων αλλά και τον υπολογισμό της βέλτιστης δοσολογίας

με βάση τη μεθοδολογία Προβλεπτικού Ελέγχου Μοντέλου Μηδε-

νικού Σφάλματος (Offset Free Model Predictive Control). (web-
application) [179]. Η εφαρμογή είναι λειτουργική και προσβάσιμη στη

διεύθυνση https://pbpkcontrol.jaqpot.org/.
Η εφαρμογή απευθύνεται σε ένα αρκετά ευρύ φάσμα δραστηριο-

τήτων στο χώρο του φαρμάκου, από τη φάση του σχεδιασμού ενός

νέου φαρμάκου μέχρι την εξατομικευμένη θεραπεία σε κάποιον ασθε-

νή. Οι δυνητικοί χρήστες μπορεί να είναι:

• Φαρμακευτικές εταιρίες στη φάση της ανάπτυξης μιας νέας φαρ-

μακευτικής ουσίας.

• Φαρμακευτικές εταιρίες στη φάση δοκιμών ενός νέου φαρμάκου,

ώστε να ελαχιστοποιηθεί η χρήση πειραματόζωων.

https://pbpkcontrol.jaqpot.org/
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• Γιατροί που θέλουν να έχουν μια εικόνα των αποτελέσματων της

εφαρμογής δοσολογικών σχημάτων κατά τη χορήγηση μιας φαρ-

μακευτικής ουσίας.

• Θεράποντες ιατροί που στοχεύουν σε μια εξατομικευμένη θερα-

πεία με τρόπο βέλτιστο, ελαχιστοποιώντας παράλληλα τις πιθανές

παρενέργειες.

Η γλώσσα προγραμματισμού που χρησιμοποιήθηκε για τη δημιουρ-

γία της εφαρμογής είναι η Python . Για την επίλυση του προβλήματος

βελτιστοποίησης χρησιμοποιήθηκε το πακέτο CVXOPT το οποίο εί-

ναι ένα λογισμικό για προβλήματα βελτιστοποίησης σε Python [151].

Επιπλέον χρησιμοποιήθηκαν αρκετές βιβλιοθήκες της Python για την

υλοποίηση των επιμέρους λειτουργιών όπως για τις βάσεις δεδομένων,

τη δημιουργία της διαδικτυακής εφαρμογής, την επίλυση του προβλήμα-

τος βελτιστοποίησης κ.α. για τις οποίες θα γίνει εκτενής αναφορά στα

κεφάλαια που ακολουθούν.

8.2 Στόχοι της Διαδικτυακής Εφαρμογής

Η διαδικτυακή εφαρμογή δίνει τη δυνατότητα στους δυνητικούς χρήστες

για ανάπτυξη μοντέλων PBPK με ευκολία και ταχύτητα, χωρίς να α-

παιτείται η εγκατάσταση κάποιου λογισμικού στον προσωπικό τους

υπολογιστή. Ο χρήστης μπορεί να δημιουργήσει έναν προσωπικό λο-

γαριασμό και να αποθηκέυει τη δουλειά του στη βάση δεδομένων, ώστε

αυτή να είναι διαθέσιμη την επόμενη φορά που θα συνδεθεί.

Βασικό χαρακτηριστικό της εφαρμογής είναι ότι δεν περιορίζεται

σε συγκεκριμένες φαρμακευτικές ουσίες. Αντίθετα δίνεται η δυνα-

τότητα στο χρήστη να δημιουργήσει μοντέλο μικρής ή μεγαλύτερης

ακρίβειας και πολυπλοκότητας για οποιοδήποτε φάρμακο αλλά και για

οποιονδήποτε συγκεκριμένο ασθενή, δηλώνοντας τις αντίστοιχες φαρ-

μακοκινητικές και φυσιολογικές παραμέτρους του μοντέλου.

Σε σχέση με την προσομοίωση των διεργασιών ADME που ενερ-

γοποιούνται και λαμβάνουν χώρα ως αποτέλεσμα της χορήγησης του

φαρμάκου, ο χρήστης έχει δυο δυνατότητες: Μπορεί να προσομοιώσει

τη χορήγηση φαρμάκου σε ανοιχτό βρόχο (open loop), δηλαδή να

προσδιορίσει ο ίδιος το δοσολογικό σχήμα και να παρακολουθήσει τη

συγκέντρωση του φαρμάκου στα διάφορα όργανα του μοντέλου PBPK
ως συνάρτηση του χρόνου και βεβαίως να κάνει διάφορες δοκιμές και

https://www.python.org
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τροποποιήσεις. Επιπλέον έχει και τη δυνατότητα προσομοίωσης κλει-

στού βρόχου με εφαρμογή Προβλεπτικού Ελέγχου Μηδενικού Σφάλ-

ματος (Offset Free Model Predictive Control). Σε κάθε περίπτωση

μπορεί ο χρήστης να δει τα αποτελέσματα της προσομοίωσης όταν αυτή

ολοκληρωθεί, στην οθόνη του υπολογιστή του.

Κάθε εφαρμογή ιατρικού ενδιαφέροντος επιβάλλει περιορισμούς α-

σφάλειας που σχετίζονται με την ιδιωτικότητα των ευαίσθητων ιατρι-

κών δεδομένων. Για το λόγο αυτό, η εισαγωγή στοιχείων που αφορούν

στις κινητικές ιδιότητες των φαρμάκων και τα εξατομικευμένα φυσιο-

λογικά χαρακτηριστικά των ασθενών είναι δυνατή μόνο μετά τη δη-

μιουργία προσωπικού λογαριασμού του χρήστη. ΄Ετσι κάθε χρήστης

μπορεί να εισάγει τα δικά του δεδομένα στην εφαρμογή και να έχει

πρόσβαση σε αυτά και μόνο, ύστερα από μια διαδικασία ταυτοποίησης

(Login).
Συνοψίζοντας, τα βασικά χαρακτηριστικά που κλήθηκε να έχει η εν

λόγω διαδικτυακή εφαρμογή είναι:

• Ευελιξία στη χρήση των διάφορων φαρμακευτικών ουσιών

• Δυνατότητα εισαγωγής εξατομικευμένων φυσιολογικών χαρακτη-

ριστικών

• Ευελιξία στη μέθοδο προσομοίωσης - Open Loop ή Offset free
MPC

• Ιδιωτικότητα των δεδομένων και των αποτελεσμάτων

Στα επόμενα κεφάλαια θα παρουσιαστούν λεπτομερώς οι διάφορες

λειτουργίες της εφαρμογής, καθώς και πώς τελικά ικανοποιούνται οι

στόχοι που τέθηκαν γι'αυτήν.

8.3 Τεχνολογίες Εφαρμογής

Για τη σχεδίαση και την υλοποίηση των ιστοσελίδων της εφαρμογής

τις οποίες ο χρήστης μπορεί να δει και να αλληλεπιδράσει, χρησιμο-

ποιείται HTML (HyperText Markup Language). Για την αναπαράστα-

ση και τον εμπλουτισμό της παρουσίασης της πληροφορίας χρησιμο-

ποιείται CSS (Cascading Style Sheets) ενώ για τη μορφοποίηση της,

Javascript. Για τις ασύγχρονες λειτουργίες των ιστοσελίδων της ε-

φαρμογής γίνεται χρήση jQuery καθώς και Ajax για τα αναδυόμενα
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παράθυρα που περιέχουν διάφορες πληροφορίες. Η ανταλλαγή δεδο-

μένων γίνεται υπό τη μορφή JSON (JavaScript Object Notation).
Η HTML αποτελεί την κύρια γλώσσα σήμανσης για την ανάπτυ-

ξη διαδικτυακών εφαρμογών και ιστοσελίδων ως βάση για την κατα-

σκευή τους. Μια άλλη διαδικτυακή γλώσσα προγραμματισμού είναι

η Javascript. Πρόκειται για μια γλώσσα σεναρίων και όχι σήμανσης

όπως η HTML, που σκοπό έχει την παραγωγή δυναμικού περιεχο-

μένου και την εκτέλεση κώδικα στην πλευρά του πελάτη (Client) Με

τη χρήση της οι ιστοσελίδες αποκτούν δυναμική εμφάνιση, ευνοούν την

αλληλεπίδραση με το χρήστη, παρουσιάζουν εφέ και ελέγχουν δεδο-

μένα φόρμας. Παρέχει δυνατότητες, όπως ο έλεγχος στο περιεχόμενο

και στην εμφάνιση εφαρμογών και η αλληλεπίδραση με φόρμες και με

το χρήστη με τη βοήθεια γεγονότων (event handlers).
Η CSS αποτελεί μια γλώσσα φύλλων στυλ και χρησιμοποιείται για

τον έλεγχο της εμφάνισης των σελίδων της εφαρμογής. Ελέγχει την

εμφάνιση που δημιουργεί η HTML σελίδα και επιτρέπει μεγάλη ευε-

λιξία στη διαμόρφωση μιας σελίδας, κάνοντας την, πιο ελκυστική στο

χρήστη. Η jQuery αποτελεί μια βιβλιοθήκη της Javascript η οποία δίνει

τη δυνατότητα δημιουργίας εφέ, χωρίς να χρειάζεται η ποσότητα κώδι-

κα που θα χρειάζονταν με μόνη τη χρήση Javascript. Κάποιες από τις

λειτουργίες που έχουν υλοποιηθεί με συνδυασμό jQuery και Javascript
είναι η εμφάνιση αναδυόμενων παραθύρων, η προσθήκη και η αφαίρεση

οργάνων με επιλογή από το ποντίκι. Για να χρησιμοποιήσει κάποιος

jQuery αρκεί να κατεβάσει την τελευταία έκδοση της βιβλιοθήκης α-

πό την επίσημη ιστοσελίδα και να την συμπεριλάβει στην κεφαλίδα

του αντίστοιχου αρχείου HTML. Υπάρχει μια πολύ ενεργή κοινότητα

προγραμματιστών που δημιουργεί διαρκώς διάφορα πρόσθετα (plug-
ins-ενσωματώσιμα και αυτοτελή κομμάτια κώδικα) με την χρήση του

jQuery, τα οποία μπορεί ο καθένας να χρησιμοποιήσει ελαχιστοποι-

ώντας έτσι το χρόνο για τη δημιουργία εφέ που επιθυμεί να προσθέσει.

΄Ενα από τα πιο σημαντικά πλεονεκτήματα που έχει η χρήση jQuery,
είναι κατά την ασύγχρονη κλήση - AJAX (Asynchrinous JAvascript +
Xml). ΄Οταν γίνεται μια κλήση μέσω AJAX, αποστέλλεται ένα POST
ή ένα GET αίτημα στο διακομιστή, ενώ δεν αλλάζει η σελίδα στην

οποία βρίσκεται ο χρήστης. Η κλήση γίνεται ασύγχρονα, ώστε όταν

γίνεται η ανταλλαγή δεδομένων με το διακομιστή, να αλλάζει μόνο

ένα μικρό τμήμα της σελίδας. Για παράδειγμα αλλάζει μόνο ένα μικρό

τμήμα (για παράδειγμα το περιεχόμενο ενός div) του HTML κώδικα.
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Η χρήση AJAX είναι πλέον ευρύτατη στην κατασκευή ιστοσελίδων,

βελτιώνοντας σημαντικά την εμπειρία του χρήστη. Η χρήση AJAX
στην παρουσιαζόμενη εφαρμογή γίνεται για την εύρεση των φαρμάκων

που αντιστοιχούν στο μοντέλο όταν ο χρήστης διαλέξει ποιο μοντέλο

θέλει να επεξεργαστεί ή να διαγράψει. Επίσης, AJAX έχει χρησιμο-

ποιηθεί για την εμφάνιση μηνύματος που ενημερώνει το χρήστη για

την εκτέλεση του αλγόριθμου (loading) για όσο χρόνο χρειάζεται η

εφαρμογή ώστε να εμφανίσει το αποτέλεσμα.

Μια ακόμα τεχνολογία που χρησιμοποιήθηκε για την ανάπτυξη της

εφαρμογής είναι η χρήση JSON (JavaScript Object Notation). Είναι

ένα πρότυπο ανταλλαγής δεδομένων βασισμένο στη γλώσσα προγραμ-

ματισμού Javascript. Πλέον, μπορεί να χρησιμοποιείται από τις περισ-

σότερες γλώσσες προγραμματισμού. Το βασικό της πλεονέκτημα είναι

η απλότητα καθιστώντας την επεξεργασία των δεδομένων πολύ εύκολη

για τους υπολογιστές. Το γεγονός αυτό, όσο και το ότι τα δεδομένα

αναπαριστώνται με τρόπο σχετικά εύκολο να διαβαστούν και από αν-

θρώπους, εξηγεί γιατί θεωρείται ένας εξαιρετικός τρόπος μεταφοράς

δεδομένων.

8.4 Αρχιτεκτονική της Εφαρμογής

Η εφαρμογή έχει υλοποιηθεί σε Python και το famework που χρησι-

μοποιείται είναι το Django (έκδοση 3.1.6). Το Django είναι γνωστό

ως ένα MTV (Model-Template-View) framework, μια παραλλαγή του

γνωστού αρχιτεκτονικού προτύπου MVC (Model-View-Controller) το
οποίο βοηθά στη διατήρηση ενός καλά οργανωμένου κώδικα, γεγονός

το οποίο βοήθα με τη σειρά του, στην εύκολη κατανόηση και συντήρη-

ση του. ΄Ενα από τα βασικά πλεονεκτήματα χρήσης ενός MVC μο-

ντέλου είναι ο διαχωρισμός προβλημάτων. Ουσιαστικά δημιουργείται

μια εφαρμογή η οποία έχει τρία επίπεδα, το επίπεδο των models, το

επίπεδο των views και αυτό των controllers. Κάθε επίπεδο επιτελεί

ξεχωριστό έργο και ταυτόχρονα συνεργάζεται με τα άλλα. Μια σωστή

MVC εφαρμογή είναι εκείνη στην οποία τα τρια επίπεδα είναι ξεκάθαρα

καθορισμένα. Το Model είναι το τμήμα που διαχειρίζεται τις λειτουρ-

γίες της εφαρμογής που σχετίζονται με τη βάση δεδομένων, το View
με ό,τι παρουσιάζεται στον χρήστη, ενώ ο Controller βρίσκεται εν-

διάμεσα και επικοινωνεί με τα άλλα δύο. Διαχειρίζεται τις ενέργειες

του χρήστη, τις αναγνωρίζει και τις μεταφέρει στο κατάλληλο σημείο
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του κώδικα, ώστε να εκτελεστεί η αντίστοιχη λειτουργία. Επιπλέον

δέχεται δεδομένα από το Model και τις μεταφέρει στο View.

Η παραλλαγή του MVC που υλοποιείται στο Django , είναι η MTV.

Το Model σχετίζεται με τα δεδομένα που είναι αποθηκευμένα στη βάση

της εφαρμογής. Το Template διαχειρίζεται το πώς απεικονίζονται τα

δεδομένα στο χρήστη, δηλαδή οι σελίδες της εφαρμογής και το View
με ποια δεδομένα θα εμφανίζονται κάθε φορά ανάλογα με τα αιτήματα

του χρήστη. Στο σχήμα 8.1 φαίνεται σχηματικά πώς λειτουργεί ένα

	
Σχήμα 8.1: Γενική δομή του MTV μοντέλου

αίτημα του χρήστη. Αναλυτικά, όταν ο χρήστης ζητά να ανακατευθυν-

θεί σε μια διεύθυνση, ο url dispatcher αντιστοιχεί τη διεύθυνση αυτή

με την κατάλληλη συνάρτηση του view και την καλεί. Η συνάρτηση

αυτή κάνει όλες τις απαιτούμενες ενέργειες, οι οποίες περιλαμβάνουν

ανάγνωση και εγγραφή στη βάση δεδομένων. Το μοντέλο ορίζει τα δε-

δομένα σε Python και αλληλεπιδρά με αυτά. Το Template επιστρέφει

τις κατάλληλες HTML σελίδες. Αφού ολοκληρωθούν οι απαιτούμενες

ενέργειες, το View επιστρέφει ένα HTTP αίτημα στον browser. Το

αίτημα αυτό μπορεί να αποθηκευτεί στη cache μνήμη για συγκεκριμένο

χρονικό διάστημα.

Η λογική του Django είναι η επαναχρησιμοποίηση κώδικα και για

το λόγο αυτό η δομή του ορίζει πως κάθε διαδικτυακή εφαρμογή είναι

ένα project το οποίο αποτελείται από βιβλιοθήκες τα λεγόμενα apps.
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Κάθε ένα από αυτά, είναι υπεύθυνο για κάποιο συγκεκριμένο κομμάτι

της εφαρμογής. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα τη δημιουργία αυτόνομων

βιβλιοθηκών που μπορεί να υπάρχουν διαθέσιμες στα διάφορα πακέτα

Django (django-packages) και τα οποία μπορούν να χρησιμοποιηθούν

σε πολλά και διαφορετικά projects. Στη συγκεκριμένη εφαρμογή έχει

χρησιμοποιηθεί η βιβλιοθήκη Django-auth. Η συγκεκριμένη βιβλιο-

θήκη χρησιμοποιείται σε διαδικτυακές εφαρμογές μέσα στο Django
framework για τη διαχείριση των λογαριασμών των χρηστών. Πα-

ρέχει έτοιμες υλοποιημένες κλήσεις συναρτήσεων που αφορούν στην

ασφαλή ταυτοποίηση του χρήστη για την εισαγωγή του στην εφαρ-

μογή, καθώς και τα δικαιώματα που έχει ο κάθε χρήστης μέσα στην

εφαρμογή. Επιπλέον, παρέχει μεθόδους που συμβάλλουν στην αύξηση

της ασφάλειας της εφαρμογής.

8.5 Βάση δεδομένων

Η βάση δεδομένων έχει υλοποιηθεί σε SQLite3, η οποία είναι ένα

σύστημα διαχείρισης σχεσιακών βάσεων δεδομένων που περιέχεται σε

μια προγραμματιστική βιβλιοθήκη. Σε αντίθεση με άλλα συστήματα

βάσεων δεδομένων, το SQLite3 δεν είναι μια ξεχωριστή διεργασία που

προσπελάζεται από μια εφαρμογή πελάτη, αλλά αντίθετα είναι ενσωμα-

τωμένη στην ίδια την εφαρμογή. Το Django δίνει τη δυνατότητα της

δημιουργίας της βάσης δεδομένων αυτόματα, ορίζοντας στο Model τις
κλάσεις και τα χαρακτηριστικά της κάθε μιας από αυτές. Κάθε κλάση

αντιστοιχεί στη δημιουργία ενός πίνακα βάσης δεδομένων και κάθε

χαρακτηριστικό του μοντέλου αναπαριστά ένα πεδίο του πίνακα. Το

Django χειρίζεται όλες τις λειτουργίες αποθήκευσης και διαγραφής,

καθώς και την αντιστοίχιση των δεδομένων σε πίνακες.

Στη βάση δεδομένων αποθηκεύονται όλες οι μεταβλητές που σχε-

τίζονται με το μοντέλο και το φάρμακο. Για το σκοπό αυτό έχουν

δημιουργηθεί οι αντίστοιχοι πίνακες Model και Drug. Στον πίνακα

Model αποθηκεύονται όλες οι μεταβλητές του PBPK , ενώ στον πίνα-

κα Drug όλες οι μεταβλητές του φαρμάκου. Η σχέση με την οποία

συσχετίζονται οι δυο πίνακες είναι πολλά-προς-πολλά. Δηλαδή κάθε

μοντέλο μπορεί να έχει πολλά φάρμακα και κάθε φάρμακο μπορεί να

αντιστοιχεί σε πολλά μοντέλα.

Στη βάση αποθηκεύονται δεδομένα που έχουν εισαχθεί από τον

χρήστη μέσω φόρμας, αλλά και JSON δεδομένα. Συγκεκριμένα στον



124 Κεφάλαιο 8. Διαδικτυακή Εφαρμογή για την Ανάπτυξη Μοντέλων PBPK και τον
Προσδιορισμό της Βέλτιστης Δοσολογίας Φαρμάκων με εφαρμογή μεθόδων MPC

πίνακα Model αποθηκεύονται ο αριθμός ταυτοποίησης (id) του μο-

ντέλου (model id), όλες οι παράμετροι που σχετίζονται με το μοντέλο

(model params) τις οποίες έχει εισαγάγει ο χρήστης συμπληρώνο-

ντας τις αντίστοιχες φόρμες, η μέθοδος προσομοίωσης (method) που

έχει επιλέξει και οι παράμετροι της προσομοίωσης (method params),
οι τιμές για το σχεδιασμό του ρυθμού χορήγησης του φαρμάκου (step
params) και των μεταβλητών κατάστασης (plot params) των οργάνων

και το πεδίο συσχέτισης πολλά-προς-πολλά (drugs). Οι παράμετροι

της προσομοίωσης αποθηκεύονται με τη μορφή JSON δεδομένων. Για

παράδειγμα αν ο χρήστης επιλέξει της ελεύθερη απόκριση (open-loop)
τότε τα δεδομένα θα έχουν την ακόλουθη μορφή:

"{" total_time " :"12" ,
" total_N " :"6" ,
" dose " : [ " 2" , "2" , "2" , "2" , "2" , "2" ] ,
" time " : [ "0" , "2" , "4" , "6" , "8" , "10" ]

}"

όπου total time είναι ο συνολικός χρόνος χορήγησης του φαρμάκου,

total N είναι το πλήθος των διαστημάτων, dose είναι η ποσότητα χο-

ρήγησης για κάθε διάστημα και time είναι η αρχική χρονική στιγμή

κάθε διαστήματος.

Αντίστοιχα αν ο χρήστης επιλέξει τη χρήση προβλεπτικού ελέγχου

οι παράμετροι προσομοίωσης θα έχουν την ακόλουθη μορφή:

"{"N" :"35" ,
" t a r g e t " :"4 e−7",
" s tep " : "0 . 0083" ,
"end " : " 4 . 0 "

}"

οι οποίες είναι οι τιμές που έχουν εισαχθεί από το χρήστη.

Οι τιμές για το σχεδιασμό του ρυθμού χορήγησης του φαρμάκου

αποθηκεύονται στη βάση σαν δεδομένα JSON και έχουν τη μορφή

[[x1, y1] , [x2, y2] , . . . , [xn, yn]], ενώ οι τιμές για τις μεταβλητές κα-

τάστασης αποτελούνται από έναν πίνακα που έχει τόσους υποπίνακες

όσα και τα όργανα του μοντέλου, και επιπλέον κάθε υποπίνακας έχει τις

συντεταγμένες των δύο αξόνων για κάθε όργανων. Δηλαδή έχει την ε-

ξής μορφή: [[[x1blood, y1blood] , . . . , [xnblood, ynblood]] , . . . , [[x1org, y1org] , ,
. . . [xnorg, ynorg]]].
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Ο πίνακας Drug αποτελείται από το id του φαρμάκου (drug id),
τις παραμέτρους του φαρμάκου (drug params) που έχει εισαγάγει

ο χρήστης και τις παραμέτρους που σχετίζονται με τα επιπρόσθετα

όργανα που ενδεχομένως έχουν εισαχθεί (organ params). Αυτά είναι

δεδομένα JSON με τη γενική μορφή:

"{ [" type " : " ,
" const " : "" ,
"k_met" : "" ,
" k_bile " :"" } ] ,
. . . . ,

[ " type " : "" ,
" const " : "" ,
"k_met" : "" ,
" k_bile " :"" } ] , "

όπου type είναι το είδος μεταβολισμού του κάθε επιπρόσθετου ορ-

γάνου, const είναι ο τρόπος μεταβολισμού. Οι παράμετροι kmet και

kbile είναι παράμετροι που συμμετέχουν στην προσομοίωση μόνο στην

περίπτωση που το όργανο είναι μεταβολίσιμο. Στο σχήμα που ακολου-

θεί (8.2) παρουσιάζεται η δομή που επιλέχθηκε για τη βάση δεδομένων

της εφαρμογής.

	
Σχήμα 8.2: Γενική δομή της βάσης δεδομένων της εφαρμογής
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Τέλος, στην βάση αποθηκεύονται όλοι οι χρήστες που έχουν εγ-

γραφεί στην εφαρμογή με βάση το όνομα χρήστη του καθενός (user-
name) και τον αντίστοιχο κωδικό εισόδου τους (password) στον πίνα-

κα auth user.
΄Οπως φαίνεται στην εικόνα 8.3 η σχέση μεταξύ του πίνακα Users και

Models είναι ένα προς πολλά. Δηλαδή, κάθε χρήστης μπορεί να έχει

πολλά μοντέλα αλλά κάθε μοντέλο ανήκει σε έναν χρήστη. Αντίθετα,

η σχέση των πινάκων Models και Drug είναι πολλά προς πολλά, όπως

αναφέρθηκε και προηγουμένως.

	

Σχήμα 8.3: Σχέση μεταξύ μοντέλων και φαρμάκων

Ο λόγος που επιλέχθηκε αυτή η σχέση είναι για να κάνει την εφαρ-

μογή εύχρηστη, πιο προσιτή στον χρήστη και πιο αποδοτική. Με αυτό

τον τρόπο ο χρήστης μπορεί πολύ πιο γρήγορα να κάνει δοκιμές και να

επιλέξει τον επιθυμητό συνδυασμό. Αν για κάθε φάρμακο που θα ήθε-

λε να δοκιμάσει έπρεπε να εισάγει τις παραμέτρους της φυσιολογίας θα

καθυστερούσε. Με την προτεινόμενη υλοποίηση, ο χρήστης δημιουρ-

γώντας ένα μοντέλο μπορεί να πάρει τόσους συνδυασμούς όσα και τα

φάρμακα που εισάγει. ΄Ετσι μπορεί να κάνει περισσότερες δοκιμές σε

μικρότερο χρονικό διάστημα.
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8.6 Δυνατότητες Εφαρμογής

Η εφαρμογή δίνει τη δυνατότητα σε κάθε χρήστη να δημιουργεί μο-

ντέλα με σκοπό να προσομοιώνει τον ανθρώπινο οργανισμό. Επίσης,

κάθε χρήστης έχει τη δυνατότητα να δημιουργήσει λογαριασμό στην

εφαρμογή δίνοντας ένα όνομα χρήστη και έναν κωδικό. Μπορεί να δη-

μιουργεί τα δικά του μοντέλα εισάγοντας τις κατάλληλες παραμέτρους,

να χρησιμοποιεί και να τροποποιεί μοντέλα που έχει ήδη δημιουργήσει,

να προσομοιώνει ένα επιλεγμένο μοντέλο και να διαγράφει όποιο από

τα αποθηκευμένα επιθυμεί.

Κατά τη δημιουργία νέου μοντέλου ο χρήστης μπορεί να συμπλη-

ρώσει το όνομα του μοντέλου και τις παραμέτρους που σχετίζονται

με τον οργανισμό που θέλει να προσομοιώσει. Επίσης, του δίνεται η

δυνατότητα να επιλέξει ποια όργανα θέλει να συμπεριλάβει σε αυτό.

Πατώντας πάνω στο όργανο που επιθυμεί του εμφανίζεται μια φόρμα,

στην οποία μπορεί να συμπληρώσει τις παραμέτρους που σχετίζονται

με το όργανο που επέλεξε. Αν κάποιο όργανο είναι ήδη επιλεγμένο,

τότε πατώντας πάνω σε αυτό θα εμφανιστεί ένα αναδυόμενο παράθυρο

με επιλογές για τις επόμενες ενέργειες που θέλει να εκτελέσει. Σε

περίπτωση που θέλει να αλλάξει τις τιμές των παραμέτρων που έχει

καταχωρήσει ή να δει τις τιμές αυτές, μπορεί να το κάνει επιλέγοντας

το κουμπί "Edit", ενώ αν θέλει να διαγράψει το συγκεκριμένο όργανο

επιλέγει το κουμπί "Delete".
Για να δημιουργήσει νέο μοντέλο ο χρήστης θα πρέπει να ορίσει

διαμερίσματα τουλάχιστον για το αίμα και τους πνεύμονες. Σε αντίθε-

τη περίπτωση θα του εμφανιστεί μήνυμα λάθους. Υπάρχει ήδη η δυ-

νατότητα στο χρήστη να εισάγει όργανα στο PBPK άμεσα από τις

επιλογές που του εμφανίζονται στην οθόνη. Τα όργανα που είναι δια-

θέσιμα για να προσθέσει στο μοντέλο δίνοντας απλά τις παραμέτρους

που επιθυμεί για το καθένα από αυτά είναι το αίμα, οι πνεύμονες, τα

νεφρά, η κύστη, το δέρμα, η καρδιά, οι μύες, το συκώτι, η σπλήνα, ο

πλακούντας του εμβρύου και τα υπόλοιπα όργανα του ανθρώπινου ορ-

γανισμού. Αφού εισάγει το αίμα και τους πνεύμονες μπορεί να επιλέξει

όποια από τα προαναφερθέντα επιθυμεί. Εκτός όμως από αυτά, του

δίνεται η δυνατότητα να εισάγει και επιπρόσθετα όργανα. Πατώντας

το κουμπί “Add organ” εμφανίζεται μια φόρμα για να συμπληρωθεί το

όνομα του οργάνου που επιθυμεί να ορίσει ο χρήστης και τις παρα-

μέτρους του. Με την αποθήκευση των πεδίων αυτών εμφανίζεται στην
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εικόνα το όργανο και μπορεί να το επεξεργαστεί όπως και τα υπόλοι-

πα. Ο μέγιστος αριθμός οργάνων που μπορεί να επιλέξει ο χρήστης

πέραν των προσφερόμενων είναι πέντε και σε περίπτωση που προσπα-

θήσει να τον υπερβεί του εμφανίζεται μήνυμα λάθους. Εάν ο χρήστης

επιθυμεί να διαγράψει το τελευταίο επιπρόσθετο όργανο, θα πατήσει

το κουμπί “Delete organ”. Σε περίπτωση απόπειρας διαγραφής επι-

πρόσθετων οργάνων ενώ αυτά δεν υπάρχουν εμφανίζεται αντίστοιχο

μήνυμα λάθους.

Δίνεται η δυνατότητα στο χρήστη να δηλώσει αν το όργανο που

πρόσθεσε είναι μεταβολίσιμο ή όχι και σε περίπτωση που είναι, να δια-

λέξει τον τρόπο και τις παραμέτρους μεταβολισμού. Ο τρόπος μεταβο-

λισμού όπως αναφέρεται και στο αντίστοιχο κεφάλαιο μπορεί να είναι

είτε γραμμικός, είτε σύμφωνα με την εξίσωση Michaelis-Menten. Επι-

πλέον, ο χρήστης μπορεί να αποθηκεύει μοντέλα που περιέχουν μόνο

τις παραμέτρους που σχετίζονται με τη φυσιολογία αλλά και μοντέλα

που περιλαμβάνουν και τις παραμέτρους του φαρμάκου. ΄Ετσι, μπορεί

να δημιουργήσει ένα μοντέλο εισάγοντας μόνο τις παραμέτρους της

φυσιολογίας, να το αποθηκεύσει και να καταχωρήσει τις παραμέτρους

του φαρμάκου, οποιαδήποτε στιγμή επιθυμεί. Επίσης, για κάθε μο-

ντέλο που έχει υλοποιήσει έχει τη δυνατότητα να δημιουργήσει όσα

νέα φάρμακα επιθυμεί. Με τον τρόπο αυτόν, αν επιθυμεί να εξετάσει

τον τρόπο απορρόφησης διαφορετικών φαρμάκων, για τον ίδιο οργανι-

σμό δεν χρειάζεται να δημιουργεί πολλαπλά όμοια PBPK , αλλά αρκεί

στο ήδη υπάρχον, να προσθέτει το νέο φάρμακο με τις αντίστοιχες

παραμέτρους του.

Η εφαρμογή παρέχει επιπλέον τη δυνατότητα να επιλέγεται ελεύθερα

το είδος της προσομοίωσης για τα αποθηκευμένα μοντέλα. Δύο είναι

οι τρόποι αυτοί. Ο πρώτος είναι η ελεύθερη προσομοίωση (open-loop).
Ο χρήστης εισάγει το συνολικό χρόνο για τη διάρκεια της προσομοίω-

σης, σε πόσα επιμέρους διαστήματα επιθυμεί να τον χωρίσει καθώς και

την ποσότητα του φαρμάκου που θα χορηγηθεί κάθε χρονικό διάστη-

μα. Με τον τρόπο αυτό, μπορεί να αλλάξει την ποσότητα χορήγησης

σε συνάρτηση με τον χρόνο και να βλέπει κάθε φορά τη συγκέντρωση

του φαρμάκου κάθε στιγμή και σε κάθε όργανο του PBPK που έχει

επιλέξει. Ο δεύτερος τρόπος προσομοίωσης είναι η επιβολή προβλε-

πτικού ελέγχου. Σε αυτήν την περίπτωση, θα δώσει σαν είσοδο τον

αριθμό των βημάτων πρόβλεψης, την επιθυμητή τιμή αναφοράς για τη
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συγκέντρωση του φαρμάκου στο αίμα, το χρονικό βήμα για την προ-

σομοίωση και τη συνολική διάρκεια της προσομοίωσης. Αφού εισάγει

τα παραπάνω δεδομένα τα αποτελέσματα που του επιστρέφονται μετά

την ολοκλήρωση της προσομοίωσης, είναι ο ρυθμός χορήγησης και οι

συγκεντρώσεις του φαρμάκου στα διάφορα όργανα.

Αναλυτικότερα, αφού ο χρήστης διαλέξει έναν από τους δύο πα-

ραπάνω τρόπους παίρνει σαν αποτέλεσμα δυο γραφικές παραστάσεις.

Η πρώτη δείχνει το ρυθμό χορήγησης του φαρμάκου σε συνάρτηση

με το χρόνο, ενώ η δεύτερη εμφανίζει τις μεταβλητές κατάστασης σε

σχέση με τον χρόνο για κάθε όργανο. Στη δεύτερη γραφική εμφα-

νίζονται καμπύλες για όλα τα όργανα που έχει επιλέξει ο χρήστης να

συμπεριλαμβάνονται στο μοντέλο του, καθένα με διαφορετικό χρώμα.

΄Εχει όμως τη δυνατότητα να επιλέξει ποιο όργανο θα εμφανίζεται

στη τελική γραφική παράσταση, επιλέγοντας και αποεπιλέγοντας τα α-

ντίστοιχα πεδία στη λίστα των οργάνων του PBPK . Μια ακόμα πολύ

βασική δυνατότητα που παρέχεται στο χρήστη αφορά στην τελική γρα-

φική παράσταση - μαζί με τα όργανα που έχει επιλέξει να εμφανίζονται

- την οποία μπορεί να την αποθηκεύσει στον υπολογιστή του και σε

διάφορες μορφές αρχείων (png, jpeg, pdf, svg).
Στην εφαρμογή δίνεται η δυνατότητα κάθε χρήστης να τροποποιεί

τα δικά του μοντέλα. Εκτός από αυτά που έχει ο ίδιος δημιουργήσει,

έχει επιπλέον πρόσβαση στο προεγκατεστημένο μοντέλο που μπορεί

να το χρησιμοποιήσει εύκολα ορίζοντας μόνο τις παραμέτρους προσο-

μοίωσης. Κάθε χρήστης μπορεί να το τρέξει ακόμα κι αν δεν έχει

δημιουργήσει προσωπικό λογαριασμό, ώστε να εξοικειωθεί - αρχικά -

με την εφαρμογή. Ωστόσο για να δημιουργεί και να επεξεργάζεται δικά

του μοντέλα είναι απαραίτητη η εγγραφή. Με την προϋπόθεση εγγρα-

φής παρέχεται και η δυνατότητα να διαγράψει οποιοδήποτε φάρμακο

έχει δημιουργήσει αλλά και ολόκληρο το μοντέλο με όλα τα φάρμακα

που έχει δημιουργήσει γι'αυτό.

8.7 Βασικό Σενάριο Χρήσης

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστούν τα βασικά σενάρια χρήσης. Αυ-

τά είναι της δημιουργίας ενός λογαριασμού, της δημιουργίας ενός νέου

PBPK και της προσομοίωσης ανοιχτού και κλειστού βρόχου. Η αρ-

χική οθόνη της εφαρμογής φαίνεται στην εικόνα 8.4
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Σχήμα 8.4: Αρχική Οθόνη της Διαδικτυακής Εφαρμογής

8.7.1 Λογαριασμός χρήστη

Η δημιουργία λογαριασμού για το νέο χρήστη γίνεται πολύ εύκολα.

Πατώντας το κουμπί “Create Account” θα ανακατευθυνθεί στην παρα-

κάτω σελίδα 8.5. Εισάγοντας όνομα χρήστη, κωδικό, την επαλήθευση

	

Σχήμα 8.5: Δημιουργία νέου λογαριασμού

του κωδικού και πατώντας το κουμπί “Create User” θα δημιουργηθεί ο

λογαριασμός του και κάθε φορά που επιθυμεί θα μπορεί να συνδέεται

στην εφαρμογή με τον προσωπικό του λογαριασμό. Ο κωδικός που θα
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επιλέξει ο χρήστης θα πρέπει να αποτελείται από τουλάχιστον 6 χα-

ρακτήρες, διαφορετικά θα του εμφανιστεί ένα μήνυμα σφάλματος που

τον πληροφορεί αντίστοιχα. Μήνυμα σφάλματος εμφανίζεται όταν ο

χρήστης εισάγει διαφορετικό κωδικό στα πεδία δήλωσης κωδικού και

στο πεδίο επαλήθευσης. Ακόμα μήνυμα σφάλματος θα εμφανιστεί στην

περίπτωση που το όνομα χρήστη είναι ήδη δηλωμένο στην εφαρμογή,

πληροφορώντας το χρήστη ότι το όνομα είναι ήδη δεσμευμένο και ότι

θα πρέπει να επιλέξει ένα διαφορετικό όνομα.

΄Οταν ο χρήστης ολοκληρώσει με επιτυχία τη διαδικασία εγγραφής

του στην εφαρμογή, ανακατευθύνεται στην αρχική σελίδα, που πλέον

αναγράφεται το όνομα του χρήστη στο πάνω δεξί άκρο της οθόνης.

Από τη στιγμή που ο χρήστης είναι συνδεδεμένος, μπορεί ανά πάσα

στιγμή να αποσυνδεθεί πατώντας το εικονίδιο αποσύνδεσης στο δε-

ξί άκρο της μπάρας επιλογών. Θα του ζητηθεί επιβεβαίωση για την

αποσύνδεση και σε περίπτωση έγκρισης, ο χρήστης αποσυνδέεται με

ασφάλεια και ανακατευθύνεται στην αρχική σελίδα σε κατάσταση α-

νώνυμης περιήγησης. Για να ξανασυνδεθεί θα πρέπει να επιλέξει την

επιλογή “Login” , όπου του ζητείται να συμπληρώσει τα στοιχεία του,

δηλαδή όνομα χρήστη και κωδικό,

8.7.2 Χρήση Προεγκατεστημένου Μοντέλου

Ο χρήστης είτε είναι συνδεδεμένος είτε όχι, μπορεί να χρησιμοποιήσει

το προεγκατεστημένο μοντέλο. Το μοντέλο αυτό αφορά στην χο-

ρήγηση διμεθυλαρσενικού οξέος (DMA) σε ποντίκι. Το προτεινόμενο

μοντέλο φαίνεται στο στην εικόνα 8.6 Στο δεξί πλαίσιο εμφανίζονται οι

	

Σχήμα 8.6: Προεγκατεστημένο μοντέλο - Χορήγηση DMA σε ποντίκι

παράμετροι που σχετίζονται με τον οργανισμό που θα προσομοιωθεί.
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Συγκεκριμένα φαίνεται το βάρος, ο αιματοκρίτης και η καρδιακή παρο-

χή του οργανισμού. Με το πράσινο χρώμα φαίνονται τα διαμερίσματα

που έχουν συμπεριληφθεί στο PBPK , δηλαδή το αίμα, τα νεφρά, η

κύστη, το δέρμα, το συκώτι και τα υπόλοιπα όργανα. Ο χρήστης μπο-

ρεί να επιλέξει κάθε ένα από τα επιλεγμένα διαμερίσματα και τότε θα

εμφανιστεί ένα αναδυόμενο παράθυρο που περιέχει όλες τις πληροφο-

ρίες για το αντίστοιχο όργανο. Ο χρήστης δεν έχει τη δυνατότητα να

τροποποιήσει τις τιμές των παραμέτρων των οργάνων στο προεγκατε-

στημένο μοντέλο, αλλά μόνο να τις δει. Με τον ίδιο τρόπο μπορεί μόνο

να δει τις φαρμακοκινητικές παραμέτρους του φαρμάκου (DMA), κάνο-

ντας χρήση της επιλογής ("Define Drug Properties") από το μενού

επιλογών.

8.7.3 Προσομοίωση

Για να μελετήσει ο χρήστης το προτεινόμενο μοντέλο θα πρέπει να

ορίσει τις παραμέτρους προσομοίωσης. Αρχικά θα πρέπει, επιλέγοντας

την επιλογή Simulation Parameters να ορίσει αν θα επιλέξει ελεύθερη

απόκριση (open-loop) ή προσομοίωση κλειστού βρόχου (closed-loop).

Ελεύθερη Απόκριση

Εάν ο χρήστης επιλέξει να τρέξει την ελεύθερη απόκριση θα εμφανι-

στεί ένα αναδυόμενο παράθυρο στο οποίο θα πρέπει να συμπληρώσει

τον συνολικό χρόνο προσομοίωσης και το πλήθος των διαστημάτων

που επιθυμεί να τον χωρίσει. Για παράδειγμα επιλέγεται χρόνος προ-

σομοίωσης 6 ώρες ο οποίος χωρίζεται σε 3 επιμέρους διαστήματα,

χορηγώντας 2µg/hr στο πρώτο και στο τρίτο διάστημα και 0µg/hr
στο ενδιάμεσο. Τότε η εικόνα που θα έχει ο χρήστης φαίνεται στην

εικόνα 8.7.

Ο χρήστης μπορεί να αλλάξει τον συνολικό χρόνο και το πλήθος

των διαστημάτων αλλάζοντας τις τιμές και ξαναπατώντας το κουμπί

“Submit”. Επίσης, πατώντας το “Add Row” προσθέτει ένα επιπλέον

διάστημα και με το “Delete Row” διαγράφει το τελευταίο διάστημα. Σε

περίπτωση που ο χρήστης δεν χωρίσει σωστά τα διαστήματα, του εμ-

φανίζεται μήνυμα λάθους και δεν τον αφήνει να προχωρήσει στην απο-

θηκευση των παραμέτρων προσομοίωσης. Εφόσον εισάγει και αποθη-

κεύσει σωστά αυτές τις παραμέτρους μπορεί να τρέξει το μοντέλο είτε
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Σχήμα 8.7: Παράδειγμα επιλογής ελεύθερης απόκρισης

πατώντας το “Create Model” είτε πατώντας το εικονίδιο στην μπάρα

του μενού. Το αποτέλεσμα που θα προκύψει φαίνεται στην εικόνα 8.8.

	

Σχήμα 8.8: Αποτελέσματα προσομοίωσης ελεύθερης απόκρισης

Στην γραφική παράσταση εμφανίζονται όλα τα όργανα που περιέχο-

νται στο μοντέλο, το καθένα με διαφορετικό χρώμα. Για να αφαιρεθεί

ένα όργανο από την γραφική παράσταση αρκεί ο χρήστης να πατήσει

πάνω στην ετικέτα με το όνομα του οργάνου που θέλει να αφαιρέσει.

΄Ετσι μπορεί να βλέπει την γραφική παράσταση του κάθε οργάνου ξε-

χωριστά αλλά και οποιονδήποτε συνδυασμό τους. Επιπλέον παρέχεται

η δυνατότητα εκτύπωσης της εικόνας αλλά και αποθήκευση της σε

μορφή png, jpeg,pdf, svg όπως φαίνεται στην εικόνα 8.9.

΄Ελεγχος Κλειστού Βρόχου

΄Οπως αναφέρθηκε και προηγούμενα, η δεύτερη επιλογή προσομοίω-

σης που δίνεται στο χρήστη της εφαρμογής, είναι η επιβολή ελέγχου
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Σχήμα 8.9: Εκτύπωση αποτελεσμάτων προσομοίωσης ελεύθερης α-
πόκρισης

κλειστού βρόχου. Υπάρχει πρόβλεψη για επιβολή Κλασσικού Ελέγχου

Αναλογικού-Διαφορικού-Ολοκληρωτικού όρου (Proportional-Integral-
Derivative - PID). Ωστόσο η λειτουργία αυτή ακόμα δεν είναι υλοποι-

ημένη. Πλήρως λειτουργική είναι η επιλογή επιβολής Προβλεπτικού

Ελέγχου, την οποία ο χρήστης μπορεί να την επιλέξει στην οθόνη

του, ακολουθώντας το μονοπάτι Simulation Parameters -> Closed
Loop -> MPC. Στην περίπτωση αυτή εμφανίζεται αναδυόμενο παράθυ-

ρο 8.10 στο οποίο θα πρέπει να συμπληρώσει τον ορίζοντα πρόβλεψης,

δηλαδή σε πόσα βήματα στο μέλλον θα κάνει πρόβλεψη ο ελεγκτής.

Θα πρέπει ο χρήστης να ορίσει την επιθυμητή συγκέντρωση στο αίμα,

το βήμα της προσομοίωσης και τέλος τη συνολική διάρκεια της. Πα-

τώντας το κουμπί “Save changes” αποθηκεύονται οι μεταβλητές αυτές

στο μοντέλο και το αναδυόμενο παράθυρο κλείνει. Για να ξεκινήσει η

προσομοίωση της χορήγησης του φαρμάκου, αρκεί ο χρήστης να πα-

τήσει το αντίστοιχο εικονίδιο από τη μπάρα του μενού. Σε περίπτωση

που ο χρήστης δεν ορίσει σωστά τις απαιτούμενες παραμέτρους της

προσομοίωσης, η εφαρμογή θα τον ενημερώσει κατάλληλα με μήνυμα.

Αν όλα τα δεδομένα είναι σωστά, η εφαρμογή ξεκινάει να τρέχει την

προσομοίωση, απενεργοποιώντας όλες τις λειτουργίες από την οθόνη

μέχρι την ολοκλήρωση της. Το αποτέλεσμα της προσομοίωσης μοιάζει

με την εικόνα 8.11.

Οι γραφικές παραστάσεις που φαίνονται απεικονίζουν το ρυθμό χο-

ρήγησης του φαρμάκου σε συνάρτηση με το χρόνο, καθώς και τις

μεταβλητές κατάστασης σε σχέση με το χρόνο για κάθε όργανο. Ο

χρήστης μπορεί να δει τις καμπύλες για κάθε όργανο ξεχωριστά αλλά
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Σχήμα 8.10: Είσοδος δεδομένων Προβλεπτικού Ελέγχου

	
Σχήμα 8.11: Αποτελέσματα Προσομοίωσης Προβλεπτικού Ελέγχου

και για κάθε συνδυασμό τους, επιλέγοντας και απο-επιλέγοντας τα όρ-

γανα που επιθυμεί από τη λίστα με τα όργανα που βρίσκεται δίπλα στις

γραφικές παραστάσεις. Τέλος, όπως αναφέρθηκε και προηγούμενα ο

χρήστης μπορεί να εκτυπώσει και να αποθηκεύσει τα αποτελέσματα

στον προσωπικό του υπολογιστή επιλέγοντας τη μορφή που επιθυμεί.

8.7.4 Δημιουργία Νέου Μοντέλου

Ο χρήστης όταν συνδεθεί στην εφαρμογή με τον προσωπικό του λογα-

ριασμό έχει τη δυνατότητα να ορίσει τα δικά του μοντέλα με τα οποία

μπορεί να αντιστοιχούν είτε σε ένα Φυσιολογικό Φαρμακοκινητικό Μο-

ντέλο - PBPK , είτε σε μια φαρμακευτική ουσία. Επιλέγοντας λοιπόν
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στην αρχική σελίδα το μονοπάτι Actions-> Create New Model ανακα-
τευθύνεται σε μια νέα σελίδα όπου κανένα όργανο δεν είναι επιλεγμένο.

Αρχικά θα πρέπει να προστεθούν οι βασικές παράμετροι του μοντέλου,

δηλαδή όνομα για την εύκολη ταυτοποίηση του, βάρος, αιματοκρίτης

και καρδιακή παροχή. Στο βάρος δίνονται και προτεινόμενες/ενδεικτι-

κές τιμές, τις οποίες φυσικά ο χρήστης μπορεί να αλλάξει. Τα πεδία

αυτά είναι υποχρεωτικά για κάθε νέο μοντέλο και τυχόν παράλειψη του

οδηγεί σε μήνυμα σφάλματος από την εφαρμογή. Ο χρήστης μπορεί να

προσθέσει όργανα επιλέγοντας τα αντίστοιχα κουτιά στην οθόνη με

το ποντίκι του ή ακόμα και να δημιουργήσει καινούργια όργανα σχε-

διασμένα για τις ανάγκες κάποιας συγκεκριμένης προσομοίωσης. Ο

βασικός περιορισμός στη δημιουργία ενός μοντέλου είναι ότι θα πρέπει

να περιλαμβάνει αναγκαστικά το αίμα και τους πνεύμονες και ένα του-

λάχιστον επιπλέον όργανο, ώστε να κλείνει ο βρόχος στον οργανισμό

που εξετάζεται. ΄Ενα παράδειγμα δημιουργίας ενός απλοποιημένου μο-

ντέλου δίνεται στην εικόνα 8.12. Στην εικόνα 8.12, φαίνεται η δημιουρ-

	
Σχήμα 8.12: Παράδειγμα δημιουργίας Φυσιολογικού Φαρμακοκινητικού

Μοντέλου

γία ενός απλοποιημένου PBPK που αποτελείται μόνο από το αίμα,

τους πνεύμονες, τα νεφρά και την ουροδόχο κύστη. Επίσης φαίνεται

πάνω δεξιά ο πίνακας με τα βασικά στοιχεία του PBPK και από κάτω

το αναδυόμενο παράθυρο όπου ο χρήστης εισάγει τις φαρμακοκινητι-

κές παραμέτρους της ουροδόχου κύστης που θέλει να συμπεριλάβει στο
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μοντέλο του. Αν θελήσει να δημιουργήσει ένα όργανο που δεν περι-

λαμβάνεται στη λίστα που εμφανίζεται στην οθόνη, αρκεί να επιλέξει το

κουμπί “Add organs” (και αντίστοιχα “Remove” για να το αφαιρέσει).

Στην περίπτωση αυτή, αφού ολοκληρώσει με επιτυχία τον ορισμό των

φαρμακοκινητικών παραμέτρων του οργάνου, πλέον αυτό εμφανίζεται

με πράσινο χρώμα (ως επιλεγμένο δηλαδή) στην οθόνη του χρήστη. Ο

μέγιστος αριθμός νέων οργάνων που μπορούν να προστεθούν σε ένα

PBPK , πέραν των προτεινόμενων είναι 5, εξασφαλίζοντας με αυτόν

τον τρόπο πολύ ικανοποιητική ακρίβεια περιγραφής ενός οργανισμού.

Μόλις ο χρήστης ολοκληρώσει τη δημιουργία του PBPK , θα πρέπει

αντίστοιχα να ορίσει τις παραμέτρους του φαρμάκου που θα χρησιμο-

ποιήσει στην προσομοίωση. Αυτό υλοποιείται επιλέγοντας τη λειτουρ-

γία “Define Drug Properties”. ΄Ενα αναδυόμενο παράθυρο εμφανίζεται

περιέχοντας όλα τα πεδία που πρέπει να συμπληρώσει ο χρήστης και

αφορούν στην αλληλεπίδραση του φαρμάκου με τα διάφορα όργανα που

περιλαμβάνονται στο μοντέλο.

8.8 ΄Αλλες Δυνατότητες της Εφαρμογής

Γενικά η φιλοδοξία της εφαρμογής είναι να δίνει στο χρήστη τη μέγιστη

δυνατή ευελιξία να ορίσει την προσομοίωση με τον τρόπο που επιθυμεί

και όσο το δυνατόν πιο εύκολα. ΄Ετσι ο χρήστης μπορεί να περιηγηθεί

στα μοντέλα που έχει δημιουργήσει ο ίδιος (είτε PBPK είτε φαρμα-

κευτικών ουσιών) και να τα τροποποιήσει εύκολα ανά πάσα στιγμή.

Οποιαδήποτε αλλαγή μπορεί να αποθηκευτεί, και να χρησιμοποιηθεί

μελλοντικά από τον ίδιο χρήστη. Επίσης υπάρχει η δυνατότητα δια-

γραφής PBPK και φαρμάκων, αλλά και συσχέτισης PBPK και φαρ-

μακευτικών ουσιών, εύκολα με τη βοήθεια ενός φιλικού στο χρήστη

περιβάλλοντος.

8.9 Σύνοψη Κεφαλαίου

Η ανάπτυξη της διαδικτυακής εφαρμογής είχε σαν βασικό στόχο την

υποστήριξη της εξατομικευμένης θεραπείας, με τον προσδιορισμό κα-

τάλληλων δοσολογικών σχημάτων προσαρμοσμένων στα ιδαίτερα φαρ-

μακοκινητικά χαρακτηριστικά κάθε ασθενούς. Ταυτόχρονα όμως προ-

σφέρει ένα χρήσιμο εργαλείο στη φάση του σχεδιασμού των φαρμάκων,
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αφού μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την προσομοίωση και την αξιολόγη-

ση της κινητικής υποψήφιων φαρμάκων, κάτι που αποτελεί σημαντικό

παράγοντα αποδοχής ή απόρριψης νέων φαρμακευτικών ουσιών.

΄Εγινε προσπάθεια να εξασφαλιστεί η μέγιστη δυνατή ευελιξία, ώστε

ο χρήστης να μπορεί να δημιουργήσει μοντέλα PBPK τα οποία να κα-

λύπτουν τις εκάστοτε ανάγκες ως προς την εξεταζόμενη φαρμακευτική

ουσία. Επιπλέον, το σύνολο του περιβάλλοντος της εφαρμογής εμφα-

νίζεται με τρόπο φιλικό για το χρήστη, διαδραστικό και εύκολο στη

χρήση. Λόγω της ιδιωτικότητας των δεδομένων που επεξεργάζεται

η εφαρμογή, έγινε προσπάθεια τα δεδομένα να είναι ασφαλή και προ-

σβάσιμα μόνο στον χρήστη που τα καταχωρεί.

Για τους λόγους αυτούς θεωρήθηκε ότι οι στόχοι που τέθηκαν

για τη διαδικτυακή εφαρμογή επιτεύχθηκαν, και επομένως η εφαρμογή

μπορεί να καλύψει σημαντικές ανάγκες στους τομείς της χορήγησης

του φαρμάκου και της εξατομικευμένης θεραπείας με τρόπο σύγχρονο

και αποτελεσματικό.
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Η ανάπτυξη νέων βελτιωμένων και ασφαλών φαρμάκων προσφέρει

στους ασθενείς αποδοτικότερες θεραπείες με λιγότερες παρενέργειες

και τελικά – το σημαντικότερο – μεγαλύτερη και πιο ποιοτική διάρ-

κεια ζωής. Για τις φαρμακευτικές εταιρίες και τους επιστήμονες, ο

σχεδιασμός ενός νέου φαρμάκου απαιτεί χρονοβόρες διαδικασίες και

υψηλό κόστος που υπολογίζεται σε πάνω από 2 δισ. ευρώ κατά πε-

ρίπτωση [180]. Υπολογίζεται ότι για ένα υπό δοκιμή φάρμακο, οι πιθα-

νότητες να περάσει με επιτυχία το σύνολο των κλινικών δοκιμών είναι

της τάξης του 10-12%. Διάφοροι παράγοντες δρουν ανασταλτικά στην

ανάπτυξη νέων φαρμάκων στην φάση των προκλινικών δοκιμών αλλά

και των κλινικών δοκιμών. Αυτοί οι ανασταλτικοί παράγοντες σχε-

τίζονται με ζητήματα επιστημονικά, τεχνικά και κανονιστικά. Ανάμε-

σα σε αυτούς σημειώνονται οι περιορισμοί στη χρήση πειραματόζωων.

Συγκεκριμένα η Ευρωπαϊκή ΄Ενωση με την Οδηγία 2010/63/EU ήδη

από το Σεπτέμβριο του 2010, θέτει πολύ αυστηρούς κανονισμούς στη

χρήση πειραματόζωων κατά την ανάπτυξη νέων φαρμάκων [181].

Παράλληλα, η σύγχρονη τάση στην ιατρική είναι η κατά το δυνατόν

εξατομικευμένη θεραπεία ασθενειών (ή ιατρική ακριβείας), αντικαθι-

στώντας τη συνήθη πρακτική στην οποία ο προσδιορισμός της δοσο-

λογίας από τους θεράποντες ιατρούς γίνεται με τρόπο εμπειρικό και μη

βέλτιστο, αφού δεν είναι σε θέση να λάβει υπόψη τα ιδιαίτερα χαρα-

κτηριστικά κάθε ασθενή [182, 183]. Δηλαδή, σε ασθενείς που τα χα-

ρακτηριστικά τους απέχουν σημαντικά από το μέσο προφίλ, είναι πολύ

πιθανό να εμφανιστούν παρενέργειες λόγω παραβιάσεων τοξικότητας

ή ενδεχομένως η χορηγούμενη δόση να μην επιτύχει την επιθυμητή

θεραπευτική της δράση. Οι εξατομικευμένες θεραπείες σκοπό έχουν

ταχύτερες διαγνώσεις, μεγιστοποίηση της θεραπευτικής δράσης, ελα-

χιστοποίηση των παρενεργειών και τελικά καλύτερα θεραπευτικά α-

ποτελέσματα. Οι εξελίξεις αυτές αφενός είναι πολύ ενθαρρυντικές,

αφετέρου αυξάνουν κατακόρυφα την πολυπλοκότητα της διαδικασίας
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λήψης αποφάσεων σχετικά με τη βέλτιστη φαρμακευτική δοσολογία.

Σημαντικές είναι οι εξελίξεις και προοπτικές στο σχεδιασμό και

την κατασκευή μικρών φορητών συσκευών που να είναι σε θέση να ε-

κτελέσουν συστηματικά και αυτοματοποιημένα ιατρικές πράξεις, όπως

αυτή της χορήγησης φαρμακευτικών ουσιών. Κατεξοχήν πεδίο εφαρ-

μογής τέτοιων συσκευών θεωρούνται οι παθήσεις που σχετίζονται με

τον διαβήτη. Μια τέτοια διάταξη μετρά αυτόματα την τρέχουσα κα-

τάσταση του ασθενή, χορηγεί την απαιτούμενη δόση και εφαρμόζει

διορθωτικές κινήσεις όταν κρίνεται σκόπιμο. Οι βασικοί στόχοι στην

ανάπτυξη τέτοιων συσκευών είναι το μικρό μέγεθος ώστε να μπορούν

να προσαρμόζονται εύκολα στο σώμα του ασθενή και να μην επηρε-

άζουν σημαντικά την καθημερινότητά του, ενώ ταυτόχρονα θα πρέπει

να είναι απολύτως αξιόπιστες ώστε να ανταποκρίνονται με ακρίβεια και

με ασφάλεια, στη χορήγηση της φαρμακευτικής ουσίας.

Οι εξελίξεις που προαναφέρθηκαν στα πεδία του σχεδιασμού φαρ-

μάκων και της διαδικασίας χορήγησής τους, καταδεικνύει την ανάγκη

ανάπτυξης νέων εργαλείων. Ειδικότερα οι περιοχές της μαθηματικής

μοντελοποίησης και βελτιστοποίησης, μπορούν να προσφέρουν εξαι-

ρετικά χρήσιμα εργαλεία με την ανάπτυξη καινοτόμων υπολογιστικών

εφαρμογών και σχημάτων εξατομικευμένης χορήγησης φαρμάκων. Σε

αυτό ακριβώς το πλαίσιο κινήθηκε η παρούσα διατριβή.

Με βάση τη γενική φιλοσοφία της μεθοδολογίας MPC η οποία έχει

τύχει ευρείας αποδοχής στη χημική βιομηχανία, στην αυτοκινητοβιο-

μηχανία, στη διαστημική επιστήμη και σε άλλες περιοχές μηχανικής, α-

ναπτύχθηκαν αλγόριθμοι που ανταποκρίνονται στις ιδιαίτερες ανάγκες

και απαιτήσεις της εξατομικευμένης/βέλτιστης χορήγησης φαρμάκων.

Οδηγό για την ανάπτυξη αυτών των μεθόδων αποτέλεσαν οι διάφοροι

τύποι Φαρμακοκινητικών μοντέλων που περιγράφουν τις διαδικασίες α-

πορρόφησης, κατανομής, μεταβολισμού και απέκκρισης των φαρμάκων

στους οργανισμούς και μπορούν να προσαρμόζονται στα συγκεκριμένα

φυσιολογικά χαρακτηριστικά του κάθε ασθενούς. Τα μοντέλα αυτά

χρησιμοποιούνται στις μεθοδολογίες MPC για την πρόβλεψη της συ-

γκέντρωσης του φαρμάκου σε ιστούς και όργανα ενδιαφέροντος στη

διάρκεια ενός μελλοντικού χρονικού διαστήματος. Με βάση τα μο-

ντέλα αυτά διαμορφώνονται κατάλληλα προβλήματα βελτιστοποίησης,

των οποίων η λύση προσδιορίζει το βέλτιστο δοσολογικό σχήμα προ-

σαρμοσμένο στα χαρακτηριστικά του κάθε ασθενούς ή ομάδας ασθε-

νών.
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Πιο συγκεκριμένα, ορίστηκε ο τροποποιημένος τελεστήςGrünwald-
Letnikov για συστήματα κλασματικής τάξης, και μελετήθηκαν οι μα-

θηματικές του ιδιότητες, ενώ στη συνέχεια ο τελεστής αυτός ενσω-

ματώθηκε στην ανάπτυξη μεθοδολογίας MPC για τον έλεγχο φαρμα-

κοκινητικού μοντέλου κλασματικής δυναμικής. Από την ανάλυση που

ακολούθησε έγιναν φανερές οι πρακτικές δυνατότητες που προσφέρει

το εν λόγω μαθηματικό εργαλείο σε εφαρμογές χορήγησης φαρμάκων

που ακολουθούν κλασματικές δυναμικές.

Με βάση ένα μαθηματικό σχήμα Εύρωστου MPC , ορίστηκε ένα

πλαίσιο χορήγησης αναισθητικού φαρμάκου σε έναν πληθυσμό ασθε-

νών. Εξήχθησαν πολλά ενδιαφέροντα συμπεράσματα, όπως η σημα-

ντική ωφέλεια και βελτίωση της απόδοσης που προκύπτει από τον ε-

πιμερισμό των ασθενών σε συναφείς ομάδες και η σε βάθος γνώση

των παραγόντων που καθορίζουν τα χαρακτηριστικά του προτεινόμε-

νου Νόμου Ελέγχου.

΄Εγινε επίσης χρήση σύνθετων υπολογιστικών εργαλείων για την

εξαγωγή απλουστευμένων μοντέλων για χρήση σε φορητές συσκευές,

τα οποία σε συνδυασμό με το κατάλληλο σχήμα MPC (Offset-free)
οδηγούν σε αξιόπιστα αποτελέσματα για την αντιμετώπιση σοβαρών

ασθενειών, όπως στην περίπτωση του διαβήτη τύπου Ι.

Αναπτύχθηκε ακόμη διαδικτυακή εφαρμογή που επιτρέπει στον χρή-

στη να συγκεντρώνει δεδομένα και να τα χρησιμοποιεί με τρόπο εύκολο

και πρακτικό για την ανάπτυξη φαρμακοκινητικών μοντέλων και τη με-

λέτη στρατηγικών χορήγησης φαρμάκου. Βασικοί άξονες κατά το σχε-

διασμό της εφαρμογής, ήταν οι ερευνητικές ανάγκες που εντοπίστηκαν.

Δηλαδή, η ευελιξία και η ενσωμάτωση νεών μεθοδολογιών μοντελο-

ποίησης, η εξυπηρέτηση των αναγκών δημιουργίας σχημάτων εξατομι-

κευμένης θεραπείας, και η λεπτομερής προσομοίωση των φαινομένων

που λαμβάνουν χώρα κατά τη χορήγηση φαρμακευτικών ουσιών. Με

τον τρόπο αυτό, θεωρείται ότι θα διευκολυνθεί σημαντικά η ανάπτυξη

νέων φαρμάκων και νέων στρατηγικών χορήγησης τους, συντομεύο-

ντας τους χρόνους που απαιτούνται και εξοικονομώντας πόρους.

Οι μεθοδολογίες που αναπτύχθηκαν στο πλαίσιο της διατριβής μπο-

ρούν να χρησιμοποιηθούν τόσο στη διαδικασία της ανάπτυξης φαρ-

μάκων όσο και στον προσδιορισμό βέλτιστων εξατομικευμένων δο-

σολογικών σχημάτων. Κατά το σχεδιασμό νέων φαρμάκων, τα απο-

τελέσματα της διατριβής μπορούν να συμβάλουν στην υπολογιστική

αξιολόγηση της φαρμακοκινητικής τους συμπεριφοράς αλλά και στον
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περιορισμό των πειραμάτων σε ζώα. Στη φάση των κλινικών δοκι-

μών μπορούν να συνεισφέρουν στο σχεδιασμό των δόσεων που θα

χορηγηθούν στους εθελοντές ώστε να συλλεχθούν όσο το δυνατόν

πιο χρήσιμες πληροφορίες, με παράλληλο περιορισμό των ανεπιθύμη-

των παρενεργειών. Η σημαντικότερη όμως συνεισφορά των αποτε-

λεσμάτων της διατριβής έγκειται στη δυνατότητα εξατομίκευσης και

βελτιστοποίησης των δοσολογικών σχημάτων μετά την έγκριση των

φαρμάκων και κατά τη χορήγηση στον γενικό πληθυσμό, που ευθυ-

γραμμίζει την ερευνητική προσπάθεια που πραγματοποιήθηκε με τις

σύγχρονες ανάγκες και απαιτήσεις της ιατρικής ακριβείας.

Κλείνοντας τη διατριβή αυτή, θα πρέπει να αναφερθεί ότι οι ερευ-

νητικές προκλήσεις για το μέλλον είναι μεγάλες. Η κατάταξη των

ασθενών σε ομάδες παρόμοιας φαρμακοκινητικής συμπεριφοράς είναι

ένα σημαντικό ζητούμενο και θα μπορούσε να πραγματοποιηθεί με αλ-

γόριθμους μηχανικής μάθησης που να συσχετίζουν τη συμπεριφορά

αυτή με φυσιολογικά μεγέθη που είναι εύκολα μετρήσιμα όπως για πα-

ράδειγμα το βάρος, η ηλικία, το φύλο, το ύψος κλπ. Η ανάπτυξη φαρ-

μακοκινητικών μοντέλων μεγάλης ακρίβειας μπορούν να βελτιώσουν

περαιτέρω τα αποτελέσματα της παρούσας διατριβής. Σε αυτήν την

κατεύθυνση μπορεί να συμβάλλει η ανάπτυξη υπολογιστικών μεθοδο-

λογιών που να είναι σε θέση να αναλύσουν τους όγκους πληροφορι-

ών που συλλέγεται σε νοσοκομεία, οι οποίοι σε μεγάλο βαθμό παρα-

μένουν ανεκμετάλλευτοι. Βασικές προτάσεις για μελλοντική έρευνα

αφορούν επίσης στη συνέργεια και συνεργασία ερευνητών από διαφο-

ρετικά επιστημονικά πεδία, ώστε οι προτεινόμενες μεθοδολογίες να

μπορέσουν να τύχουν της καλύτερης δυνατής εφαρμογής. Η ανάπτυξη

κατάλληλων μη επεμβατικών αισθητήρων ώστε να λαμβάνονται τακτι-

κά πληροφορίες για την κατάσταση του ασθενούς (όπως ο δείκτης BIS
που αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 5) θα δώσει τεράστια δυναμική στην

πρακτική εφαρμογή των μεθοδολογιών που αναπτύχθηκαν και άλλων

παρόμοιων μεθόδων. Τα συστήματα ελέγχου βασίζονται σε μεγάλο

βαθμό στη δυνατότητα διόρθωσης των αποφάσεων που γίνεται με ανα-

τροφοδότηση της πραγματικής κατάστασης του συστήματος που στην

προκειμένη περίπτωση είναι ο ίδιος ο οργανισμός του ασθενή. Επίσης η

ανάπτυξη διαδικτυακών εφαρμογών που υλοποιούν τις μεθοδολογίες ε-

ξατομίκευσης των δοσολογικών σχημάτων και τις κάνουν προσβάσιμες

στους επαγγελματίες υγείας που συνταγογραφούν φάρμακα σε ασθε-

νείς σε καθημερινή βάση, θα επιταχύνει την υλοποίηση της ιδέας της
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ιατρικής ακρίβειας. Οι επιστημονικές και τεχνολογικές προκλήσεις και

ευκαιρίες είναι μεγάλες, και θεωρείται ότι η περαιτέρω ανάπτυξη υπο-

λογιστικών μεθόδων θα οδηγήσει σε μια νέα εποχή στην έρευνα για

το σχεδιασμό και τη βέλτιστη χορήγηση φαρμακευτικών ουσιών.
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Παράρτημα Α

Αριθμητικά δεδομένα Κεφαλαίου 5

Σε αυτήν την παράγραφο δίνονται οι πίνακες A και B (στο Διακριτό

Χρόνο) για τους 17 ασθενείς του πληθυσμού που εξετάζεται στην

εφαρμογή του κεφαλαίου 5, και ορίζουν το σύνολο Ω και τον πίνακα

C. Ο πίνακας C είναι ο ίδιος για όλους τους ασθενείς του πληθυσμού

και ίσος με:

C =
[
0 0 0 1

]
Οι πίνακες A και B προκύπτουν από το σύστημα διαφορικών εξίσω-

σεων 5.1 στο συνεχή χρόνο. Στη συνέχεια το σύστημα στο Χώρο

Κατάστασης, διακριτοποιείται με χρήση της βιβλιοθήκης scipy [148]
της Python και συγκεκριμένα με τη συνάρτηση cont2discrete.

A1 =


0.394 0.181 0.01304 0
0.221 0.751 0.00282 0
0.0994 0.0176 0.981 0
0.485 0.1277 0.00876 0.10076


B1 =

[
3.1996 0.6882 0.2881 2.1423

]T

A2 =


0.206 0.089 0.00999 0
0.302 0.852 0.0041 0
0.127 0.015 0.981 0
0.2927 0.0465 0.005 0.3027


B2 =

[
2.453 1.0 0.4005 1.2287

]T
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A3 =


0.242 0.0955 0.0107 0
0.259 0.8457 0.0034 0
0.1085 0.01285 0.981 0
0.318 0.049 0.0053 0.3027


B3 =

[
2.624 0.8392 0.3358 1.293

]T

A4 =


0.206 0.089 0.0099 0
0.3022 0.8512 0.0041 0
0.1268 0.0153 0.981 0
0.2927 0.0466 0.005 0.3027


B4 =

[
2.453 1.0 0.4005 1.228

]T

A5 =


0.344 0.1112 0.00747 0
0.2265 0.84 0.0017 0
0.158 0.0178 0.988 0
0.4495 0.0778 0.0051 0.10076


B5 =

[
3.0395 0.697 0.466 2.06

]T

A6 =


0.3933 0.1812 0.00786 0
0.2214 0.751 0.0017 0
0.0998 0.0176 0.988 0
0.4624 0.1122 0.0046 0.1746


B6 =

[
3.199 0.688 0.289 1.874

]T
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A7 =


0.2666 0.1515 0.00664 0
0.2468 0.758 0.0020 0
0.0843 0.0156 0.988 0
0.3809 0.1111 0.0046 0.1007


B7 =

[
2.704 0.815 0.257 1.874

]T

A8 =


0.286 0.131 0.00913 0
0.266 0.802 0.0028 0
0.116 0.0175 0.985 0
0.3854 0.0828 0.0055 0.175


B8 =

[
2.793 0.855 0.351 1.6889

]T

A9 =


0.286 0.131 0.00913 0
0.266 0.802 0.0028 0
0.116 0.0175 0.985 0
0.344 0.0667 0.0044 0.303


B9 =

[
2.793 0.855 0.351 1.353

]T

A10 =


0.286 0.131 0.00913 0
0.266 0.802 0.0028 0
0.116 0.0175 0.985 0
0.344 0.0667 0.0044 0.303


B10 =

[
2.793 0.855 0.351 1.353

]T
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A11 =


0.393 0.1812 0.00786 0
0.2214 0.751 0.00169 0
0.0998 0.0176 0.988 0
0.485 0.1277 0.0053 0.1008


B11 =

[
3.1989 0.688 0.289 2.142

]T

A12 =


0.2667 0.1515 0.00664 0
0.2247 0.758 0.00201 0
0.084 0.0156 0.988 0
0.369 0.0981 0.0041 0.175


B12 =

[
2.704 0.815 0.257 1.646

]T

A13 =


0.3933 0.1812 0.00786 0
0.2214 0.751 0.00169 0
0.0998 0.0176 0.988 0
0.4067 0.0901 0.0037 0.3027


B13 =

[
3.1989 0.688 0.289 1.497

]T

A14 =


0.3933 0.1812 0.00786 0
0.2214 0.751 0.00169 0
0.0998 0.0176 0.988 0
0.4067 0.0901 0.0037 0.3027


B14 =

[
3.1989 0.688 0.289 1.497

]T
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A15 =


0.344 0.1112 0.00747 0
0.226 0.84 0.00172 0
0.158 0.0178 0.989 0
0.381 0.055 0.0035 0.3027


B15 =

[
3.0395 0.697 0.466 1.443

]T

A16 =


0.206 0.089 0.00999 0
0.302 0.852 0.0041 0
0.1268 0.015 0.981 0
0.323 0.0577 0.0062 0.175


B16 =

[
2.453 1.0 0.4005 1.528

]T
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