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ΕΤΥΑΡΙ΢ΣΙΕ΢ 

 

Πξώηα από όια ζέισ λα εθθξάζσ ηελ βαζεηά επγλσκνζύλε κνπ ζηνπο γνλείο κνπ 

Καινύδε θαη Δηξήλε γηα ηελ ζηήξημε θαη ηηο ζπζίεο πνπ έθαλαλ γηα εκέλα όια απηά 

ηα ρξόληα. Δπίζεο ζέισ λα επραξηζηήζσ ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή θ.Γξόζν 

Γθηληίδε γηα ηελ εμαηξεηηθή ζπλεξγαζία θαη ηελ βνήζεηα ηνπ θαηά ηελ εθπόλεζε 

απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. Σέινο ζέισ λα επραξηζηήζσ θαη ηνπο θίινπο- 

ζπκθνηηεηέο κνπ πνπ ζηαζήθακε ν έλαο δίπια ζηνλ άιιν θαηα ηελ δηάξθεηα ησλ 

ζπνπδώλ καο.  
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ΠΕΡΙΛΗΧΗ 

 

Αληηθείκελν απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ηα Αληίζηξνθα Γηαθξηηά 

Πξνβιήκαηα Fredholm πξώηνπ είδνπο. Γηα ηελ αλάιπζε ηνπο 

ρξεζηκνπνηνύληαη ηα αλαπηύγκαηα ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (S.V.D), θαη κειεηώληαη 

κέζνδνη επίιπζεο κε έκθαζε ζηελ κέζνδν Σikhonov. ΢ην ηέινο γίλεηαη 

παξνπζίαζε ππνινγηζηηθώλ εθαξκνγώλ. 

΢ην πξώην θεθάιαην γίλεηαη κηα απιή εηζαγσγή ζηα αληίζηξνθα 

πξνβιήκαηα, θαη παξαζέηνληαη νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα 

αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ. 

΢ην δεύηεξν θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ν ππνινγηζκόο ησλ ηδηαδνπζώλ 

ηηκώλ (Singular Value Evaluation), έλα αλάπηπγκα ην νπνίν είλαη ρξήζηκν γηα 

δηεξεύλεζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ Fredholm θαζώο 

θαη ε ζπλζήθε Picard.    

Σν ηξίην θεθάιαην αλαθέξεηαη ζηε δηαθξηηνπνίεζε ησλ αληίζηξνθσλ 

πξνβιεκάησλ, θαη αλαθέξνληαη νη δύν ηξόπνη δηαθξηηνπνίεζεο. Οη 

πξνζεγγηζηηθέο νινθιεξσηηθέο κέζνδνη θαη νη κέζνδνη αλαπηύγκαηνο. Αθόκε 

αλαθέξεηαη ε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard θαη ν πξνζδηνξηζκόο ηδηαδνπζώλ ηηκώλ 

(Singular Value Decomposition). 

΢ην ηέηαξην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη θάπνηεο κέζνδνη νκαινπνίεζεο 

αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ, ελώ ζην πέκπην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηξείο 

ηερληθέο εύξεζεο ηνπ βέιηηζηνπ παξάγνληα νκαινπνίεζεο ησλ παξαπάλσ 

κεζόδσλ. 

΢ην έθην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη κηα ππνινγηζηηθή εθαξκνγή γηα ην 

πξόβιεκα ηεο βαξύηεηαο, όπνπ ρξεζηκνπνηείηαη θώδηθαο ζε Matlab γηα ηελ 

εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ βάζεη ηεο ζεσξίαο πνπ αλαπηύρζεθε ζηα 

πξνεγνύκελα θεθάιαηα.  
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ABSTRACT 

That dissertation is dedicated to discrete inverse problems. Singular Value 

Decomposition is a powerful tool that we use to have an insight to the properties of 

Fredholm integral equation. Moreover, we refer to the most popular computational 

regularization methods and particularly to Tikhonov regularization method. At the 

end of the dissertation some computational applications are presented.  

Chapter one is a brief introduction to inverse problems. We refer to some 

examples of inverse problems from different disciplines so as to get a notion of the 

differences between the inverse and the forward problem. 

Chapter two is dedicated to Singular Value Decomposition and Picard condition. 

They both help to probe into the properties of Fredholms integral equation of the first 

kind. 

Chapter three generally refers to the Discretization of Linear Inverse Problems. 

Two methods of discretizing Linear Inverse Problems (Quadrature and Expansion 

Methods) are mentioned. Singular Value Decomposition and Discrete Picard 

Condition are also considered.  

Chapter four analyses the most important regularization methods, particularly 

Tikhonov Method. In Chapter five we mention some methods for chosing the 

optimum regularization parameter which we use along with one regularization method 

so as to obtain a solution that is close to the exact solution of the unpertubated 

problem. 

In Chapter Six we use Tikhonov Method to solve the discretized gravity 

surveying problem. We use three different ways to choose Tikhonov regularization 

parameter so as to find three different Tikhonov solutions for the discretized problem. 

Then we compare those three approximate solutions with the exact solution. The 

purpose is to make conclusions based to the theory that has been presented to the 

previous chapters.   
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KΕΥΑΛΑΙΟ1                                                                                        

Ειςαγωγή 

 
 

Τπάξρνπλ πνιινί ηξόπνη λα θαηεγνξηνπνηήζνπκε ηα πξνβιήκαηα. Έλαο από απηνύο 

είλαη ε θαηεγνξηνπνίεζή ηνπο ζε επζέα θαη αληίζηξνθα πξνβιήκαηα. Ζ πξόβιεςε 

ησλ απνηειεζκάησλ ελόο ζπζηήκαηνο κε γλσζηέο παξακέηξνπο, είλαη ην ιεγόκελν 

επζύ πξόβιεκα. Σν αληίζηξνθν πξόβιεκα είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ησλ παξακέηξσλ 

ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ έρνπκε πξνο δηεξεύλεζε, κε ηελ βνήζεηα ησλ απνηειεζκάησλ 

πνπ παξαηεξνύκε.  

 Με άιια ιόγηα πξνζπαζνύκε λα δηεξεπλήζνπκε ην «εζσηεξηθό» ελόο 

ζπζηήκαηνο, αλαδεηνύκε «θξπθέο πιεξνθνξίεο» ηνπ ζπζηήκαηνο, βάζεη δεδνκέλσλ 

πνπ αθνξνύλ ην «εμσηεξηθό» ηνπ ζπζηήκαηνο. Γηα παξάδεηγκα ν ππνινγηζκόο ηνπ 

καγλεηηζκνύ ζην εζσηεξηθό ελόο εθαηζηείνπ από κεηξήζεηο ειεθηξνκαγλεηηθώλ 

κεγεζώλ ζηελ επηθάλεηα ηνπ είλαη έλα αληίζηξνθν πξόβιεκα.  

Σα αληίζηξνθα πξνβιήκαηα έρνπλ εθαξκνγή ζε έλα επξύ θάζκα ηερλνινγηθώλ 

εθαξκνγώλ θαη ζε δηάθνξνπο επηζηεκνληθνύο θιάδνπο, όπσο είλαη ε ηαηξηθή 

απεηθόληζε, ε γεσινγία θαη άιια. Σα παξαθάησ παξαδείγκαηα ζα καο βνεζήζνπλ λα 

θαηαιάβνπκε ηελ δηαθνξά κεηαμύ επζέσλ θαη αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ, θαη ηνπ 

ηξόπνπ πνπ πξνθύπηνπλ ηα ηειεπηαία. 

Παξάδεηγκα 1 (Αληίζηξνθν Πξόβιεκα ΢θέδαζεο) [3] 

 

΢ε πνιιέο πεξηπηώζεηο πξνβιεκάησλ Ζιεθηξνκαγλεηηζκνύ θαη Αθνπζηηθήο θύκαηα 

γλσζηήο θάζεο θαη γλσζηνύ πιάηνπο πξνζπίπηνπλ ζε έλα γλσζηό αληηθείκελν - 

ζηόρν γλσζηώλ δηαζηάζεσλ, γλσζηνύ ζρήκαηνο, θαη δεηνύκελν είλαη λα 

ππνινγίζνπκε ηελ κνξθή ησλ θπκάησλ πνπ ζθεδάδνληαη από ην αληηθείκελν. Απηό 

είλαη ην επζύ πξόβιεκα. Πνιιέο θνξέο όκσο είλαη γλσζηά ηα πξνζπίπηνληα θαη ηα 

αλαθιώκελα θύκαηα θαη δεηνύκελν είλαη λα πάξνπκε πιεξνθνξίεο γηα ην 

αληηθείκελν-ζθεδαζηώ, όπσο γηα παξάδεηγκα ην ζρήκα ηνπ. Απηό είλαη έλα 

αληίζηξνθν πξόβιεκα. Σν επζύ πξόβιεκα πεξηγξάθεηαη σο εμήο : 

Έζησ έλα ρσξίν      (κε     ή  ), κε ιείν ζύλνξν    θαη έλα 

πξνζπίπηνλ θύκα          , όπνπ     ν θπκαηαξηζκόο θαη    ην κνλαδηαίν 

δηάλπζκα ηεο δηεύζπλζεο δηάδνζεο ηνπ θύκαηνο. Εεηνύκελν ζην επζύ πξόβιεκα 

είλαη ε εύξεζε ηνπ ζπλνιηθνύ πεδίνπ        , όπνπ    ην ζθεδαδόκελν θύκα, 

ώζηε 

 

                                                               

    
   

  
          

   
                                                 

Λόγσ ηεο ηειεπηαίαο εμίζσζεο ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ     είλαη 

      
      

   
   

 

             
   

    θαζώο                              
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όπνπ   =   /     . ΢ην αληίζηξνθν πξόβιεκα δεηνύκελν είλαη ν θαζνξηζκόο ηνπ 

ζρήκαηνο ηνπ D όηαλ ην πεδίν ζε κεγάιε απόζηαζε         είλαη γλσζηό γηα θάζε     

ζε κηα κνλαδηαία ζθαίξα ζηνλ    . 

Tν παξαπάλσ αληίζηξνθν πξόβιεκα έρεη εθαξκνγέο ζηνλ κε θαηαζηξνθηθό 

έιεγρν πιηθώλ, όπνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ππέξερνη γηα λα πξνζδηνξηζηεί ην ζρήκα θαη 

ην βάζνο ησλ ξσγκώλ πνπ κπνξεί λα έρεη έλα δνθίκην, ζηηο ζεηζκηθέο έξεπλεο, ζηελ 

γεσθπζηθή θαη ζηελ αμνληθή ηνκνγξαθία.  

 

Παξάδεηγκα 2 (Οινθιεξσηηθή Δμίζσζε ηνπ Αbel) [3] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 1.1 Τξνρηά ζώκαηνο κάδαο m. 
 

 

Έζησ έλα ζώκα κάδαο   πνπ θηλείηαη πάλσ ζε κηα θακπύιε ππό ηελ επίδξαζε ηεο 

βαξπηηθήο δύλακεο   . Σν ζώκα θαηεπζύλεηαη από ην ζεκείν   κεδεληθνύ ύςνπο 

πξνο ην ζεκείν   ύςνπο  . ΢ην επζύ πξόβιεκα είλαη γλσζηή ε ηξνρηά ηνπ ζώκαηνο 

θαη δεηνύκελν είλαη ν ρξόλνο   πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα πάεη από ην ζεκείν   ζην 

ζεκείν  . ΢ην αληίζηξνθν πξόβιεκα δεηνύκελν είλαη ν θαζνξηζκόο ηεο ηξνρηάο ηνπ 
ζώκαηνο, ελώ ζαλ δεδνκέλα έρνπκε ηνλ ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη ην ζώκα γηα λα βξεζεί 

ζε ζέζεηο κε δηαθνξεηηθά ύςε. Γειαδή έρνπκε δεδνκέλα       . Τπνζέηνπκε κηα 

παξακεηξηθνπνίεζε ηεο θακπύιεο        θαη έλα ηπραίν ζεκείν Μ( ,     ). Από 

ηελ Αξρή Γηαηήξεζεο ηεο Δλέξγεηαο ηζρύεη όηη 

    
 

 
                                                       

πνπ κεηά από πξάμεηο θαηαιήγνπκε όηη 

  

  
                                                              

νπόηε ν ρξόλνο   πνπ ρξεηάδεηαη γηα ηελ κεηάβαζε από ην ζεκείν   ζην   είλαη 

        
  

 
   

        

       
      γηα       

 

 

 

 

                     

 Θέηνληαο  

                θαη              

θαηαιήγνπκε ζηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε Abel 
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΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αληηζηξόθνπ πξνβιήκαηνο ε ζπλάξηεζε      είλαη γλσζηή (από 

κεηξήζεηο), ελώ άγλσζηε είλαη ε ζπλάξηεζε     , ε εύξεζε ηεο νπνίαο ζα καο 
πξνζδηνξίζεη ην     . Οπόηε ε ηξνρηά ζα είλαη γλσζηή ζε παξακεηξηθή κνξθή.    

 

Παξάδεηγκα 3 (Δμίζσζε Θεξκόηεηαο) [3] 

Ζ κνλνδηάζηαηε εμίζσζε ζεξκόηεηαο είλαη 

       

  
 

        

   
                                                             

κε ζπλνξηαθή ζπλζήθε  

                                                                    

θαη αξρηθή ζπλζήθε 

                                                                          
To επζύ πξόβιεκα είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο ζεξκόηεηαο κε ηηο δύν ζπλζήθεο, 

δειαδή ε εύξεζε ηνπ         πνπ ηθαλνπνηεί ηα παξαπάλσ. Ζ ιύζε είλαη : 

                                                                    

 

   

 

με 

    
 

 
      

 

 

                                                          

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε καο δίλεη ηελ θαηαλνκή ηεο ζεξκνθξαζίαο   ζε θάπνηα ρξνληθή 

ζηηγκή   >    > 0 sec. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο έρνπκε ζαλ 

δεδνκέλα ηελ ζεξκνθξαζία ζε δηάθνξα ζεκεία ηνπ ρώξνπ γηα θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή 

      , ελώ δεηνύκελν είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο αξρηθήο θαηαλνκήο ηεο 

ζεξκνθξαζίαο            από ηελ εμίζσζε 

        
 

 
            

 

 

                                              

όπνπ 
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Παξάδεηγκα 4 (Γηάρπζε ζε νκνγελέο κέζν) [3] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 1.2 Δηαρσξηζηηθή επηθάλεηα        λεξνύ θαη πάγνπ. Ο νξηδόληηνο 

άμνλαο δείρλεη ηελ κεηαβνιή ηεο ζηνλ ρώξν θαη ν θάζεηνο άμoλαο ηελ κεηαβνιή ηεο 

ζηνλ ρξόλν.  

 

Έζησ έλα νκνγελέο θνκκάηη πάγνπ πνπ θαηαιακβάλεη ηελ πεξηνρή     ηελ ρξνληθή 

ζηηγκή    . O πάγνο μεθηλά λα ιηώλεη όηαλ αξρίζεη λα ζεξκαίλεηαη από ηα 

αξηζηεξά. Έηζη ηελ ρξνληθή ζηηγκή     ε πεξηνρή αλάκεζα ζην     θαη         

είλαη γεκάηε κε λεξό θαη ζηελ ππόινηπε ππάξρεη πάγνο. Έζησ        ε ζεξκνθξαζία 

γηα         , ηελ ρξνληθή ζηηγκή t. Eίλαη γλσζηό όηη ε   ηθαλνπνηεί ηελ 

κνλνδηάζηαηε εμίζσζε ζεξκόηεηαο 

       

  
 

        

   
    ζην                                        

κε ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο  

       

  
       θαη                γηα                                

θαη κε αξρηθή ζπλζήθε 

                                                                   

όπνπ ην     πεξηγξάθεη ηελ αξρηθή ζεξκνθξαζία θαη ε      ηελ ξνή ζεξκόηεηαο  ζην 

ζύλνξν     ηνπ πάγνπ. Ζ ηαρύηεηα κε ηελ νπνία κεηαθηλείηαη θαη αιιάδεη ε 

δηαρσξηζηηθή επηθάλεηα κεηαμύ λεξνύ θαη πάγνπ εμαξηάηαη από ηελ ξνή ηεο 

ζεξκόηεηαο. Σν εύινγν απηό γεγνλόο πεξηγξάθεηαη από ηελ ζπλζήθε Stefan: 

     

  
  

          

  
   γηα                                             

΢ην επζύ πξόβιεκα έρνπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ θακπύιε   όηαλ δίλεηαη ην  θαη ην  
  . ΢ην αληίζηξνθν πξόβιεκα, ε θακπύιε   είλαη γλσζηή, ελώ δεηνύκελα είλαη ν 

πξνζδηνξηζκόο ηεο ζεξκνθξαζίαο   θαη ηεο ξνήο ζεξκόηεηαο   (ή ηνπ     αληί 

ηνπ  ). 
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Παξάδεηγκα 5 (Gravity surveying) [1],[3] 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 1.3 Αλαπαξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο βαξύηεηαο : ε ζπλάξηεζε f(t) 

είλαη ε ππθλόηεηα ηεο κάδαο θαη ε      είλαη ε θάζεηε ζπληζηώζα ηεο βαξύηεηαο ζην 

ζεκείν s ηεο επηθάλεηαο.  

 

Έζησ κηα γλσζηή θαηαλνκή κάδαο γλσζηήο ππθλόηεηαο      πνπ εθηείλεηαη από ην 0 

έσο ην 1 ζηνλ t-άμνλα θαη έζησ όηη ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ θάζεηε ζπληζηώζα 

ηεο βαξύηεηαο πνπ πξνθαιεί ζε έλα ηπραίν ζεκείν S [0,1] θαηά κήθνο ηνπ άμνλα-s 

κίαο επηθάλεηαο πνπ βξίζθεηαη ζε ύςνο   από ηνλ t-άμνλα (Δπζύ πξόβιεκα). 

       Δίλαη γλσζηό όηη ην βαξπηηθό πεδίν ελόο απεηξνζηνύ ζηνηρείνπ κάδαο            

ηνπ άμνλα-t είλαη ηζνδύλακν κε ην βαξπηηθό πεδίν κηαο ζεκεηαθήο κάδαο           

ηνπνζεηεκέλεο ζηελ ζέζε t. Σν βαξπηηθό δπλακηθό θαηά κήθνο ηνπ άμνλα-s ηεο 

ζεκεηαθήο κάδαο είλαη          , όπνπ              ε απόζηαζε αλάκεζα 

ζηελ ζεκεηαθή κάδα θαη ην ζεκείν S. Ζ θάζεηε ζπληζηώζα ηνπ πεδίνπ ηεο βαξύηεηαο 

ζην S είλαη 

   
    

  
                                                               

όπνπ   ε γσλία αλάκεζα ζην   θαη ηνλ άμνλα-t. To δεύηεξν κέινο ηεο εμίζσζεο 

(1.18) αλ αληηθαηαζηήζνπκε sinζ=d/r γίλεηαη   

    

  
       

 

           
 
 

                                        

επνκέλσο 

   
 

           
 
 

                                                

Γηα λα βξνύκε ηελ θάζεηε ζπληζηώζα ηεο βαξύηεηαο ζην ζεκείν S πνπ δεκηνπξγείηαη 

από όιεο ηηο ζεκεηαθέο κάδεο ηνπ άμνλα-t , απιά νινθιεξώλνπκε από 0 έσο 1 

          
 

           
 
 

       
 

 

 

 

                         

΢ην αληίζηξνθν πξόβιεκα ηα δεδνκέλα καο είλαη νη κεηξήζεηο ηεο θάζεηεο 

ζπληζηώζαο ηεο βαξύηεηαο      ζε δηάθνξα ζεκεία ηνπ άμνλα-s αλάκεζα ζην κεδέλ 
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θαη ην έλα θαη δεηνύκελν είλαη λα βξεζεί ε ππθλόηεηα κάδαο     . Άξα ζην 

αληίζηξνθν πξόβιεκα έρνπκε λα ιύζνπκε ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε 

             
 

 

               

σο πξνο     , όπνπ 

       
 

           
 
 

  

ην θπζηθό κνληέιν (απηό ηεο ζεκεηαθήο κάδαο) πνπ ρξεζηκνπνηνύκε. 

Κνηηώληαο ηα πξνεγνύκελα παξαδείγκαηα, εύθνια κπνξεί λα παξαηεξεζεί όηη 

ζηα αληίζηξνθα πξνβιήκαηα θαηαιήγνπκε ζε νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ηεο κνξθήο 

                    
 

 

     

όπνπ ην        θαη ην      εηλαη γλσζηά, ελώ άγλσζην είλαη ην     . 

Αλ δνύκε ηελ παξαπάλσ εμίζσζε από ηελ νπηηθή  ηεο ζεσξίαο ζπζηεκάησλ, 

έρνπκε έλα ζύζηεκα 

      

κε ηειεζηή ζπζηήκαηνο 

              
 

 

   

κε είζνδν   θαη έμνδν  , όπνπ ε έμνδνο είλαη γλσζηή θαη ε είζνδνο άγλσζηε. ΢ην 
αληίζηξνθν πξόβιεκα ππάξρεη αθόκα κία πεξίπησζε. Απηή είλαη λα έρνπκε γλσζηά 

ην   θαη ην   , κε ηνλ ηειεζηή    ηνπ ζπζηήκαηνο άγλσζην. Οη δύν απηέο πεξηπηώζεηο 

ζρεκαηνπνηνύληαη σο εμήο: 

 

 

 

 

 

 

 

 

        ΢χήμα 1.4 Τν επζύ πξόβιεκα ζθνπό έρεη ηνλ ππνινγηζκό ηεο εμόδνπ ηνπ 

ζπζηήκαηνο, όπνπ ε είζνδνο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ν ηειεζηήο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 

γλσζηά. Σην αληίζηξνθν πξόβιεκα δεηνύκελν είλαη ν ππνινγηζκόο είηε ηεο εηζόδνπ ηεο 

νπνίαο ηελ έμνδν γλσξίδνπκε, είηε ηνπ ηειεζηή ηνπ ζπζηήκαηνο αλ ε είζνδνο θαη ε 

έμνδνο ηνπ είλαη γλσζηά. 

 

Έλα ζεκαληηθό ραξαθηεξηζηηθό ησλ αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ ην νπνίν δπζθνιεύεη 

ηελ ιύζε ηνπο είλαη όηη δελ είλαη θαιά ηνπνζεηεκέλα. 
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       Έλα πξόβιεκα είλαη θαιά ηνπνζεηεκέλν θαηά Hadamard αλ : 

α) Τπάξρεη ιύζε 

β) Ζ ιύζε είλαη κνλαδηθή 

γ) Ζ ιύζε εμαξηάηαη θαηά ζπλερή ηξόπν από ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο 

    (Δπζηάζεηα ιύζεο). Γειαδή αλ κεηαβάιινπκε ιίγν ηα δεδνκέλα καο λα    

    κεηαβάιιεηαη ιίγν θαη ε ιύζε. 

 

 

Αλ έλα πξόβιεκα παξαβηάδεη ηνπιάρηζηνλ έλαλ από ηνπο θαλόλεο ηνπ Hadamard ηόηε 

δελ είλαη θαιά ηνπνζεηεκέλν (ill posed problem). Σηο πεξηζζόηεξεο θνξέο ζηα 

αληίζηξνθα πξνβιήκαηα παξαβηάδεηαη ν ηξίηνο θαλόλαο γηα ηελ  επζηάζεηα ηεο ιύζεο 

(εγγελέο ραξαθηεξηζηηθό ησλ αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ), ελώ δελ είλαη ιίγεο νη 

πεξηπηώζεηο πνπ παξαβηάδεηαη ε ύπαξμε θαη ε κνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο. Απηό 

αληηκεησπίδεηαη κε ηηο κεζόδνπο νκαινπνίεζεο (π.ρ. ε κέζνδνο Tikhonov), ε ινγηθή 

ησλ νπνίσλ είλαη λα αληηθαηαζηαζεί ην κε θαιά ηνπνζεηεκέλν πξόβιεκα κε έλα 

θαιά ηνπνζεηεκέλν ην νπνίν είλαη πξνζέγγηζε ηνπ αξρηθνύ πξνβιήκαηνο. Δπίζεο δύν 

άιινη παξάγνληεο πνπ κπνξνύλ λα δπζθνιέςνπλ ηελ ιύζε ελόο αληίζηξνθνπ 

πξνβιήκαηνο είλαη όηη ηα δεδνκέλα καο κπνξεί λα είλαη ζπκβαηά κε δηαθνξεηηθέο 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ έρνπκε πξνο δηεξεύλεζε, θαη όηη πνιιέο 

θνξέο κπνξεί λα απαηηνύληαη πεηξακαηηθά δεδνκέλα κεγάινπ εύξνπο ηηκώλ γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηoο. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ2                                 

Εξιςώςεισ Fredholm Α΄ Είδουσ 
 

 

΢ε απηό ην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη ηδηόηεηεο ησλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ 

Fredholm Α΄ Δίδνπο θαη εηζάγεηαη ην αλάπηπγκα SVE (Singular Value Evaluation – 

Δθηίκεζε Ηδηαδνπζώλ Σηκώλ), ην νπνίν απνηειεί έλα ηζρπξό εξγαιείν γηα ηελ 

θαηαλόεζε ηεο εμίζσζεο Fredholm Α΄ Δίδνπο θαη θάπνησλ γεληθώλ ραξαθηεξηζηηθώλ 

ησλ αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ. 

 

2.1 Εξίςωςη Fredholm A΄ Είδουσ – Λήμμα Lebesgue [1]  

Ζ εμίζσζε Fredholm Α΄ Δίδνπο έρεη ηελ κνξθή 

                        
 

 

                                       

όπνπ        ν ππξήλαο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο πνπ πεξηγξάθεη ηελ ζρέζε 

αλάκεζα ζην   θαη ην  . Οινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο ηέηνηαο κνξθήο πξνθύπηνπλ 

ηαθηηθά ζηελ θπζηθή θαη ζε ηερλνινγηθέο εθαξκνγέο. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ν ππξήλαο 

έρεη ηελ κνξθή              , είλαη δειαδή ζπλάξηεζε ηεο δηαθνξάο    , ε 
νινθιεξσηηθή εμίζσζε ραξαθηεξίδεηαη σο πξόβιεκα απνζπλέιημεο. Όηαλ ε εμίζσζε 

Fredholm A΄ Δίδνπο πξνθύπηεη ζε αληίζηξνθα πξνβιήκαηα, ζπλήζσο ν ππξήλαο   

θαη ε ζπλάξηεζε      είλαη γλσζηά, ελώ ην   άγλσζην. Αο δνύκε ηώξα έλα ιήκκα 

(ιήκκα Riemann-Lebesgue [1]) ην νπνίν ζα καο βνεζήζεη ζηελ θαηαλόεζε κίαο πνιύ 

ζεκαληηθήο ηδηόηεηαο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο. 

 

Λήκκα Riemann-Lebesgue : Έζησ ε ζπλάξηεζε                        . 

Tόηε γηα ηπραίν ππξήλα        ηζρύεη 

                                 

 

 

  

 

Δίλαη γλσζηό όηη θάζε ζπλάξηεζε κπνξεί λα αλαιπζεί ζε ζεηξά Fourier πεξηνδηθώλ 

ζπλαξηήζεσλ δηαθόξσλ ζπρλνηήησλ, νη νπνίεο απνηεινύλ νξζνθαλνληθή βάζε. 

Οπόηε θαη ε ζπλάξηεζε   ηεο εμίζσζεο Fredholm A΄ Δίδνπο  κπνξεί λα αλαιπζεί ζε 

έλα άπεηξν άζξνηζκα ησλ ζπλαξηήζεσλ             . 

΢ύκθσλα κε ην ιήκκα Riemann-Lebesgue ηα ζηνηρεία ηεο   κε κεγάιε 

ζπρλόηεηα ειαηηώλνπλ πεξηζζόηεξν ηελ ζπλεηζθνξά ηνπο θαηά ηελ απεηθόληζε από 

ην   ζην  , ζε ζρέζε κε ηα άιια ζηνηρεία κηθξόηεξεο ζπρλόηεηαο. Με άιια ιόγηα ε 

ζπλεηζθνξά ελόο ζηνηρείνπ    κεγάιεο ζπρλόηεηαο   ζην   είλαη κηθξόηεξε απ’ όηη 

ηνπ αληίζηνηρνπ    ζηελ  . Δπνκέλσο ε θακπύιε ηεο ζπλάξηεζεο   είλαη πηό νκαιή 

από ηελ  θακπύιε ηεο  . Οπόηε, ζπκπεξαίλνπκε όηη ε δξάζε ηνπ ππξήλα        

πάλσ ζηελ   ηείλεη λα ηελ νκαινπνηήζεη θαηά ηελ απεηθόληζε από ηελ   ζηελ   , έηζη 
ώζηε ε   λα είλαη πην νκαιή από ηελ  . 
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Με βάζε ηα παξαπάλσ είκαζηε πιένλ ζε ζέζε λα θαηαιάβνπκε κηα ζνβαξή δπζθνιία 

θαηά ηελ επίιπζε αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ Fredholm Α΄ Δίδνπο. ΢ην αληίζηξνθν 

πξόβιεκα ελ αληηζέζεη κε ην επζύ πνπ πεγαίλνπκε από ην   (γλσζηό) ζην   

(άγλσζην), αθνινπζνύκε ηελ αληίζεηε πνξεία, πάκε από ην   (γλσζηό) ζην   

(άγλσζην) πνπ ηζνδπλακεί κε ελίζρπζε ησλ ζηνηρείσλ ηεο   κε κεγάιε ζπρλόηεηα 

ζηελ αληίζηξνθε απεηθόληζε  
    

     . 

Δπνκέλσο ε παξακηθξή δηαηαξαρή κεγάιεο ζπρλόηεηαο δ   ηνπ ζηνηρείνπ    

ηεο  , όζν κηθξή θαη λα είλαη, πξνθαιεί κεγάιε δηαηαξαρή ζην ζηνηρείν    ηεο   θαη 

θαηά ζπλέπεηα ζηελ  . Όζν κεγαιύηεξε είλαη ε ζπρλόηεηα   ηόζν κεγαιύηεξε είλαη 

θαη ε δηαηαξαρή ζηελ  . Έηζη εμεγείηαη ε παξαβίαζε ηνπ ηξίηνπ θαλόλα Hadamard 

γηα ηελ επζηάζεηα ηεο ιύζεο, πνπ είλαη εγγελέο ραξαθηεξηζηηθό ησλ αληηζηξόθσλ 

πξνβιεκάησλ. 

 

2.2 Εκτίμηςη Ιδιαζουςών Σιμών (Singular Value Evaluation) [1] 

Αλ ν ππξήλαο ηεο εμίζσζεο Fredholm A΄ Δίδνπο είλαη ζπλερήο θαη ηεηξαγσληθά 

νινθιεξώζηκνο (               
 

 

 

 
 ) κπνξεί λα αλαιπζεί ζην παξαθάησ 

άζξνηζκα: 

          

 

   

                                                          

Οη ζπλαξηήζεηο       θαη       νλνκάδνληαη αξηζηεξέο θαη δεμηέο ηδηάδνπζεο 

ζπλαξηήζεηο αληίζηνηρα. Όζν κεγαιύηεξν είλαη ην   ηόζεο πεξηζζόηεξεο θνξέο νη 
ζπλαξηήζεηο       θαη       δηαζρίδνπλ ηνπο άμνλεο   θαη   αληίζηνηρα. Γηα απηό ην 

ιόγν αλαθέξνπκε ηνλ δείθηε   ζαλ ζπρλόηεηα. Σα ζύλνια           
  θαη           

  

απνηεινύλ ζύλνια νξζνγώλησλ ζπλαξηήζεσλ ζηηο νπνίεο κπνξνύλ λα αλαιπζνύλ νη 

ζπλαξηήζεηο   θαη   θαη ηζρύεη όηη 

                                                                   

Οη αξηζκνί     νλνκάδνληαη ηδηάδνπζεο ηηκέο θαη ηζρύεη όηη 

                                                         

Αλ ην ζύλνιν ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ πνπ είλαη      είλαη πεπεξαζκέλν ηόηε ν 

ππξήλαο        νλνκάδεηαη εθθπιηζκέλνο. Οη αξηζηεξέο θαη νη δεμηέο ηδηάδνπζεο 

ζπλαξηήζεηο ζπλδένληαη κέζσ ηεο ζεκειηώδνπο εμίζσζεο. 

                       
 

 

                                             

 Όζν κεγαιύηεξν είλαη ην   ηόζν κηθξόηεξε είλαη ε αληίζηνηρε ηδηάδνπζα ηηκή   , 

επνκέλσο όζν κεγαιύηεξν είλαη ην   ηόζν πεξηζζόηεξν θηιηξάξεηαη ε      . 

Παξαηεξώληαο όηη                    ζπλεπάγεηαη όηη 
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Γειαδή θαηαιήγνπκε ζην ίδην ζπκπέξαζκα κε ην ιήκκα Riemann-Lebesgue, 

ρξεζηκνπνηώληαο ην αλάπηπγκα SVE απηή ηε θνξά γηα λα εμεγήζνπκε ην 

θηιηξάξηζκα πνπ επηθέξεη ν ππξήλαο       .  

        Ωο πξνο ηελ αληηζηνηρία ηδηαδνπζώλ ηηκώλ    θαη ησλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ 

      θαη       ηζρύεη όηη: 

 

•Αλ ην    είλαη δηαθνξεηηθό από ηνπο γείηνλεο ηνπ ηόηε κπνξνύκε λα     

αληηθαηαζηήζνπκε ην     κε      θαη ην     κε     , δηόηη 

                                   
 

 

                   
 

 

 

Παξ’όια απηά είλαη ζαλ λα ππάξρεη “1-1” αληηζηνηρία αλάκεζα ζηηο ηδηάδνπζεο 

ηηκέο θαη ηηο ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο. 

•Αλ ην    έρεη πνιιαπιόηεηα κεγαιύηεξε ηνπ ελόο,                
  + +1, ηόηε δελ ππάξρεη αληηζηνηρία έλα πξνο έλα αλάκεζα ζηηο ηδηάδνπζεο 
ηηκέο    θαη ηηο αληίζηνηρεο    θαη    γηα               , όκσο ην 

span{         } θαη ην span{         } είλαη κνλαδηθά. Γηα παξάδεηγκα αλ 

      ηόηε ηζρύεη 

                              
 

 

 

       ή 

                              
 

 

 

       ή πην γεληθά 

                
 

 

                            

Αλ αλαπηύμνπκε  ηηο ζπλαξηήζεηο   θαη   κε ηελ βνήζεηα ησλ     θαη     

            

 

   

                                                         

                              

 

   

                                                        

θαη ζηελ ζπλέρεηα αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ εμίζσζε Fredholm Α΄ Δίδνπο (2.1), 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζεκειηώδε εμίζσζε (2.6) έρνπκε όηη 
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Οπόηε ε      κπνξεί λα γξαθεί σο 

            

 

   

       
      

  
     

 

   

                                   

ππνζέηνληαο όηη            .  

΢ε πνιιά θπζηθά πξνβιήκαηα ηα κεγέζε         έρνπλ θπζηθή ζεκαζία 
(ππνζέηνπκε όηη        είλαη ε ιύζε ηνπ θπζηθνύ πξνβιήκαηνο). Άξα ζα πξέπεη λα 

ππάξρεη ην νινθιήξσκα                   γηα λα έρεη θάπνην λόεκα ν ππνινγηζκόο 
ηνπ κεγέζνπο  . Γηα λα ππάξρεη ην παξαπάλσ νινθιήξσκα ε ιύζε   πξέπεη λα είλαη 

ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε. Γηα παξάδεηγκα ζηελ Ζιεθηξνζηαηηθή αλ     (ειεθηξηθό 

πεδίν) είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο Gauss ηόηε ε ελέξγεηα πνπ είλαη απνζεθεπκέλε ζην 

ειεθηξηθό πεδίν είλαη        . Άξα δελ έρεη λόεκα λα αλαδεηάκε ιύζε πνπ δελ 

είλαη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε. Αλ κπνξνύκε λα βξνύκε ιύζε ζην πξόβιεκα ηόηε 

απηή ζα είλαη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε. Όια ηα παξαπάλσ ζπλνςίδνληαη ζηελ 

ζπλζήθε ηνπ Picard. 

 

2.3 ΢υνθήκη Picard  

H ιύζε είλαη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε αλ 

    
                      

      

  
 

  

   

 

   

 

 

                       

Γηα λα ζπγθιίλεη ε ζεηξά ηεο ζπλζήθεο Picard πξέπεη νη ζηαζεξέο          λα 

κεηώλνληαη κε πην γξήγνξν ξπζκό απ’όηη νη ηδηάδνπζεο ηηκέο    . Ζ ζπλζήθε Picard 

ζπλήζσο ηθαλνπνηείηαη από δεδνκέλα θαζαξά από ζόξπβν, ζπλήζσο όκσο ηα 

δεδνκέλα πνπ παίξλνπκε έρνπλ πάληα ζόξπβν κε ζπλέπεηα ε ζπλζήθε Picard λα κελ 

ηθαλνπνηείηαη αθόκα θαη αλ ηα θηιηξαξηζκέλα δεδνκέλα ηελ ηθαλνπνηνύλ. ΢ηελ 

ηειεπηαία πεξίπησζε νη ζηαζεξέο        από έλα ζεκείν θαη έπεηηα  

ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ, έηζη ν ιόγνο           αξρίδεη λα 

απμάλεηαη ιόγσ ηεο ζπλερνύο κείσζεο ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ   , επνκέλσο ε ζεηξά  

              
    απμάλεηαη πάξα πνιύ θαη ηηκή ηνπ     

  γίλεηαη ηόζν κεγάιε πνπ 

πξαθηηθά θαζηζηά άρξεζηε ηελ ιύζε.  

Ζ παξαβίαζε ηεο ζπλζήθεο Picard είλαη ε απινύζηεξε εμήγεζε γηαηί ηα 

αληίζηξνθα πξνβιήκαηα δελ έρνπλ επζηάζεηα ιύζεο. 
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2.4  Μη Μοναδικότητα τησ λύςησ ςτα Αντίςτροφα Προβλήματα 

Όπσο έρεη αλαθεξζεί θαη πην πξηλ θάπνηα αληίζηξνθα πξνβιήκαηα παξαβηάδνπλ ηνλ 

δεύηεξν θαλόλα ηνπ Hadamard, θαη δελ έρνπλ κνλαδηθή ιύζε. Τπάξρνπλ δύν είδε 

παξαβίαζεο ηεο κνλαδηθόηεηαο (ambiguity) : 

α) Με ηεηξηκκέλνο ππξήλαο (null space ambiguity)  

    ΢ηελ  παξαβίαζε κνλαδηθόηεηαο απηνύ ηνπ είδνπο ππάξρνπλ ζπλαξηήζεηο 

                      ηέηνηεο ώζηε  

                
 

 

  

Οη ζπλαξηήζεηο        αλαθέξνληαη σο κεδεληζηέο (annihilators)  θαη ην 

ζύλνιν ησλ γξακκηθώλ ζπλδπαζκώλ ηνπο σο ηεηξηκκέλνο ρώξνο (null space). 

Από ηελ ζεκειηώδε εμίζσζε (2.6) (                      
 

 
) θαηαια-

βαίλνπκε όηη ν ηεηξηκκέλνο ρώξνο απνηειείηαη από θάζε γξακκηθό ζπλδπαζκό 

ησλ αξηζηεξώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ       πνπ αληηζηνηρνύλ  ζηηο 

ηδηάδνπζεο ηηκέο      . Αθνύ πεξηζζόηεξα ηνπ ελόο    έρνπλ ηελ ίδηα ηηκή 

(κεδέλ) ηόηε ν ππξήλαο        είλαη εθθπιηζκέλνο. Οη κεδεληζηέο 

εκθαλίδνληαη ζε πνιιέο εθαξκνγέο ηεο γεσθπζηθήο, ηεο αθνπζηηθήο θαη ηνπ 

ειεθηξνκαγλεηηζκνύ, όπνπ κέζα από ηελ δηαθξηηνπνίεζε ησλ πξνβιεκάησλ 

πξνζπαζνύκε λα ηνπο εληνπίζνπκε θαη λα ηνπο ππνινγίζνπκε ώζηε λα 

πεξηνξίζνπκε ηελ ζπλεηζθνξά ηνπο ζηελ ιύζε. 

β) Πξόβιεκα κε ηελ δηαηύπσζε (Formulation Ambiguity) 

Απηνύ ηνπ είδνπο ηελ παξαβίαζε κνλαδηθόηεηαο παξνπζηάδεηαη όηαλ δύν 

δηαθνξεηηθέο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο, κε δηαθνξεηηθνύο ππξήλεο νδεγνύλ 

ζην ίδην απνηέιεζκα (ίδην     ). Γηα παξάδεηγκα, από ηελ Ζιεθηξνζηαηηθή 

γλσξίδνπκε όηη ην ειεθηξηθό πεδίν ζε έλα ζεκείν ζην εμσηεξηθό κηαο 

νκνηόκνξθα θνξηηζκέλεο ζθαίξαο είλαη ίδην κε ην πεδίν πνπ δεκηνπξγεί έλα 

ζεκεηαθό θνξηίν κε θνξηίν ίζν κε απηό ηεο νκνηόκνξθα θνξηηζκέλεο 

ζθαίξαο.  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ  3                            

Διακριτοποίηςη Αντίςτροφων 
Προβλημάτων 

 

 

Γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ θάλνπκε ρξήζε ελόο ειεθηξνληθνύ ππνινγηζηή. Ο 

ειεθηξνληθόο ππνινγηζηήο καο δελ είλαη ζε ζέζε λα ιύζεη έλα ζπλερέο πξόβιεκα, 

όπσο ηελ εμίζσζε Fredholm A΄ Δίδνπο. Ζ κόλε δπλαηόηεηα πνπ έρνπκε κε ηελ 

ρξήζε ππνινγηζηή είλαη λα ιύλνπκε ζπζηήκαηα κεγάισλ δηαζηάζεσλ. Δπνκέλσο γηα 

λα ιύζνπκε ηελ Δμίζσζε Fredholm Α΄ Δίδνπο σο πξνο      (ζπλερέο αληίζηξνθν 

πξόβιεκα), ζα πξέπεη λα ην αληηθαηαζηήζνπκε κε έλα ζύζηεκα      κε άγλσζην 

ην   (δηαθξηηό αληίζηξνθν πξόβιεκα). Δίλαη πξνθαλέο όηη κε ηελ δηαθξηηνπνίεζε 

γίλεηαη κηα πξνζέγγηζε ηεο ζπλερνύο πεξίπησζεο, θαη αλαπόθεπθηα απηό εηζάγεη 

ζθάικαηα, ηα νπνία πξέπεη λα ειεγρζνύλ έηζη ώζηε λα έρνπκε όζν ην δπλαηόλ 

θαιύηεξε πξνζέγγηζε, θαη θαη’ επέθηαζε θαιύηεξε ιύζε. Απηά είλαη θαη ηα ζέκαηα 

πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ ζε απηό ην θεθάιαην. Οη κέζνδνη δηαθξηηνπνίεζεο ησλ 

αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ Fredholm A΄ Δίδνπο δηαθξίλνληαη ζε δύν θαηεγνξίεο. 

΢ηηο Μεζόδνπο Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο θαη ζηηο Μεζόδνπο Αλαπηύγκαηνο. 

 

3.1 Μέθοδοι Αριθμητικήσ Ολοκλήρωςησ ([1],[5]) 

Ζ δηαθξηηνπνίεζε βαζίδεηαη ζηνλ γεληθό θαλόλα πξνζέγγηζεο ηνπ νινθιεξώκαηνο 

                   

 

   

 

 

                                             

όπνπ   ε ζπλάξηεζε πνπ έρνπκε γηα νινθιήξσζε,              επηιεγκέλα 

ζεκεία από κεδέλ έσο έλα,    ην βάξνο ηεο ζπλεηζθνξάο ηνπ θάζε ζεκείνπ ζηελ 

πξνζέγγηζε ηνπ νινθιεξώκαηνο θαη    ην ζθάικα ηεο πξνζέγγηζεο ιόγσ 

δηαθξηηνπνίεζεο. Με ηνλ θαλόλα ηεο κέζεο ηηκήο γηα παξάδεηγκα έρνπκε 

   
     

 
    

 

 
                                            

Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη κε ηηο νινθιεξσηηθέο κεζόδνπο ππνινγίδνπκε πξνζεγγίζεηο 

           ηεο ιύζεο   ζηα επηιεγκέλα ζεκεία              ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 

ηεο  . Βάζεη ηνπ παξαπάλσ θαλόλα πξνζέγγηζεο ηνπ νινθιεξώκαηνο ην 

νινθιήξσκα  

                  
 

 

 

πξνζεγγίδεηαη από ην παξαθάησ άζξνηζκα  
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΢ηελ ζπλέρεηα απαηηνύκε  

                      

όπνπ       νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο   πνπ έρνπλ κεηξεζεί πεηξακαηηθά. Δπνκέλσο 

νδεγνύκαζηε ζην ζύζηεκα εμηζώζεσλ  

                             

 

   

            

Αληηθαζηζηώληαο ηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο   ζηα ζεκεία      

        κε ηηο αληίζηνηρεο πξνζεγγηζηηθέο     θαη ακειώληαο ην ζθάικα       

θαηαιήγνπκε ζην ζύζηεκα 

                    

 

   

                                       

 

                               

                               
    

                               

 

 

 

   
   
 
    

   

     

     
 

     

  

πνπ είλαη έλα γξακκηθό ζύζηεκα      κε 

 

              

                

                    

                                                       

θαη άγλσζην ην δηάλπζκα                  ησλ πξνζεγγηζηηθώλ ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο  . 

 

 

3.2 Μέθοδοι Αναπτύγματοσ          

΢ηηο κεζόδνπο αλαπηύγκαηνο δεηνύκελν είλαη ν ππνινγηζκόο κηαο πξνζεγγηζηηθήο 

ιύζεο      ηεο κνξθήο 

                                                                 

 

   

      

όπνπ                 ζπλαξηήζεηο βάζεο πνπ επηιέγνληαη θαηάιιεια ώζηε λα 

απνδίδνπλ θάπνηα γλσζηά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ιύζεο (π.ρ. κνλνηνλία).  

Γεληθά, γλσξίδνπκε όηη θάζε ζπλάξηεζε γξάθεηαη σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο 

ζπλαξηήζεσλ πνπ απνηεινύλ νξζνθαλνληθή βάζε. Δπνκέλσο κπνξνύκε λα 

αλαπηύμνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο   θαη   ηεο εμίζσζεο Fredholm ζε άπεηξα αζξνίζκαηα 

ησλ ζπλαξηήζεσλ       θαη                πνπ απνηεινύλ βάζεηο γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο   θαη   αληίζηνηρα. 

Άξα 
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θαη 

               

 

   

                

Δπνκέλσο ε   θαη   κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζαλ 

                      

 

     

 

   

  

θαη 

                       

 

     

 

 

   

 

Θέηνληαο  

                

 

   

                 

 

     

 

θαη  

                

 

   

                

 

     

 

έρνπκε όηη  

                                           

θαη 

                                            

νη νπνίεο κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ πξνζεγγίζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ   θαη  , ελώ 
      θαη       ηα ζθάικαηα ηνπο αληίζηνηρα. Δδώ ζα πξέπεη λα επηζεκαλζεί όηη νη 

ζπλαξηήζεηο               πξέπεη λα επηιέγνληαη έηζη ώζηε λα θξαηάκε ηηο 

ζεκαληηθόηεξεο πιεξνθνξίεο από ηα κεηξήζηκα δεδνκέλα      (κηα θαιή επηινγή γηα 

απηό ηνλ ζθνπό είλαη λα επηιέμνπκε           ). Οη ζπλαξηήζεηο         

        είλαη γλσζηέο, νπόηε απηό πνπ κέλεη λα ππνινγίζνπκε γηα λα γλσξίδνπκε 

ηελ πξνζεγγηζηηθή ιύζε         είλαη νη ζπληειεζηέο   .  

Αληηθαζηζηώληαο ηελ πξνζεγγηζηηθή ιύζε         ζην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο 

Fredholm έρνπκε όηη 

                                        
 

 

 

 

   

 

 

                      

Με ηνλ ίδην ηξόπν όπσο κε ηελ   θαη ηελ   κπνξεί λα ζεσξεζεί όηη  
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΢ηελ ζπλέρεηα απαηηνύκε   

                                             

                             

                                  

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δύν κέιε κε κηα ηπραία ζπλάξηεζε                

έρνπκε  όηη  

                                                                   

δηόηη                               πνπ είλαη νξζνγώλην ζπκπιήξσκα ηνπ 

                 ζην νπνίν αλήθνπλ νη ζπλαξηήζεηο   . Δπνκέλσο ην παξαπάλσ 

εζσηεξηθό γηλόκελν είλαη κεδέλ. Αλαιύνληαο πεξαηηέξσ έρνπκε όηη 

                                       

                                                                

                                                                  

                               
 

 

                      

                                         
 

 

 

   

               

                                            
 

 

            

 

   

  

                                                        
 

 

 

 

 

   

             

ην νπνίν είλαη έλα ζύζηεκα       κε 

 
 
 

 
                                         

 

 

 

 

                                                                    

                         
 

 

            

                              

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ νινθιεξσκάησλ πνπ εκθαλίδνληαη ζηνπο παξάγνληεο     θαη 

   ρξεζηκνπνηνύκε κηα από ηηο θιαζζηθέο κεζόδνπο ππνινγηζκνύ νινθιεξσκάησλ 

ηεο Αξηζκεηηθήο Αλάιπζεο. Ζ παξαπάλσ κέζνδνο δηαθξηηνπνίεζεο αλαθέξεηαη 

ζπρλά σο κέζνδνο Galerkin. Δπίζεο έρνπκε ηελ δπλαηόηεηα λα δηαιέμνπκε ηελ ίδηα 

βάζε γηα ηελ   θαη ηελ  . 

Όπσο είδακε ε θάζε κέζνδνο έρεη ηα πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο. 

Οη νινθιεξσηηθέο κέζνδνη είλαη πην απιέο ζηελ εθαξκνγή θαη ηελ πινπνίεζε ηνπο. 

Σν κόλν πνπ ρξεηάδεηαη λα γλσξίδνπκε είλαη νη ηηκέο ηεο   θαη ηνπ ππξήλα   ζηα 

ζεκεία             . Παξ’όια απηά καο δίλνπλ πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο ηεο 
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ζπλάξηεζεο   κόλν ζε απηά ηα ζεκεία. Οη κέζνδνη αλαπηύγκαηνο καο δίλνπλ 

πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο   ζε θάζε ζεκείν ηνπ [0,1], αιιά είλαη πην 

δύζθνιν λα πινπνηεζνύλ θαη απαηηνύλ επηπιένλ ηνλ αξηζκεηηθή πξνζέγγηζε ησλ 

νινθιεξσκάησλ πνπ εκθαλίδνληαη ζηα ζηνηρεία     θαη    . 

Δπηιέγνπκε αλάκεζα ζηηο δύν κεζόδνπο αλάινγα κε ην ηη δεδνκέλα έρνπκε, ηη 

δεηάκε λα ππνινγίζνπκε θαη ην θπξηόηεξν, ηη κπνξεί λα ππνινγηζηεί. 

 

3.3 Yπολογιςμόσ Ιδιαζουςων Σιμών                                                        
(Singular Value Evaluation)[1] 

΢ην πξνεγνύκελν θεθάιαην αλαιύζακε ηελ Δθηίκεζε Ηδηαδνπζώλ Σηκώλ (Singular 

Value Evaluation) γηα αληίζηξνθα πξνβιήκαηα κνξθήο Fredholm A΄ Δίδνπο. ΢ε απηό 

ην εδάθην ζα αλαιπζεί ν Τπνινγηζκόο Ηδηαδνπζώλ Σηκώλ (S.V.D), έλα αλάπηπγκα  

αλάινγν ηνπ S.V.E.. Γηα ηελ αθξίβεηα, απνηειεί πξνζέγγηζε ηνπ S.V.E.. 

΢ηo δηαθξηηνπνηεκέλν πξόβιεκα ν πίλαθαο              πνπ είλαη ην 

αληίζηνηρν ηνπ ηειεζηή             
 

 
 ηνπ ζπλερνύο πξνβιήκαηνο κπνξεί λα 

αλαιπζεί ζε έλα άζξνηζκα παξόκνην κε απηό ηνπ ππξήλα       . Ο πίλαθαο   κπνξεί 

λα γξαθεί σο 

              
  

 

   

                                                  

όπνπ                            είλαη έλαο δηαγώληνο πίλαθαο ησλ 

ηδηαδνπζώλ ηηκώλ    ηνπ πίλαθα  ,                      ν πίλαθαο ησλ 

αξηζηεξώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ   θαη                      ν 

πίλαθαο ησλ δεμηώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ  . Γηα ηηο πξνζεγγηζηηθέο 
ηδηάδνπζεο ηηκέο    ηζρύεη νηη            , όπσο γηα ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο    

ηνπ αλαπηύγκαηνο SVE. 

Σν άζξνηζκα (3.12) είλαη ν Τπνινγηζκόο Ηδηαδνπζώλ Σηκώλ (Singular Value 

Decomposition). Δπίζεο ηζρύεη 

  
      

                                                      

            

Ζ νκνηόηεηα αλάκεζα ζηα αλαπηύγκαηα SVE θαη SVD είλαη πξνθαλήο. Με ηελ 

βνήζεηα ηνπ αλαπηύγκαηνο SVD (3.12) κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ δύν λόξκεο 

πηλάθσλ πνπ ζα θαλνύλ ρξήζηκεο παξαθάησ. Απηέο είλαη ε λόξκα Frobenius ηνπ 

πίλαθα   

           
 

 

   

 

   

 

   

                                      

                                                          
    

      
      

θαη ε λόξκα 

                 
      

           

Αλ ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα   ππάξρεη ηόηε απηόο είλαη ν           κε 

           , νπόηε ν δείθηεο  θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 
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Μηα ζεκαληηθή ζρέζε αλάινγε ηεο ζεκειηώδνπο εμίζσζεο (fundamental relation) ηεο 

ζπλερνύο πεξίπησζεο είλαη ε 

 

                                                         

Αλ          ηόηε 

        
                

                                 

Σώξα είκαζηε ζε ζέζε λα βξνύκε κηα έθθξαζε γηα ηελ ιύζε   ηνπ ζπζηήκαηνο. 

΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

         

  
 

  
 

 
  

 

     

  
  

  
  
 

  
  

            

  
  

  
  
 

  
  

  

                         
        

     

 

   

 

   

  

Με ηνλ ίδην ηξόπν 

         

  
 

  
 

 
  

 

     

  
  

  
  
 

  
  

            

  
  

  
  
 

  
  

  

                        
        

     

 

   

 

   

  

Από ηελ εμίζσζε      θαη ηηο δύν παξαπάλσ εθθξάζεηο γηα ην   θαη ην  , 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζεκειηώδε εμίζσζε γηα ηελ δηαθξηηή πεξίπησζε έρνπκε 

      
     

 

   

      
     

 

   

  

    
           

     

 

   

       

 

   

 

 

    
            

     

 

   

 

 

   

 

   
        

  
    
     

   
  

  

  
                                           

΢ην ίδην απνηέιεζκα ζα θαηαιήγακε θαη κε αληηθαηαζηάζεηο ζηελ εμίζσ-                  

ζε       . Δπνκέλσο ε ιύζε είλαη 
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Όπσο ην αλάπηπγκα SVE, ην SVD έρεη ηα εμήο ραξαθηεξηζηηθά : 

•Αλ    δηαθνξεηηθό από ηνπο “γείηνλέο” ηνπ ηόηε κπνξνύκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην    κε     θαη ην    κε ην     , δηόηη 

                           

•Αλ θάπνηα ηδηάδνπζα ηηκή    παξνπζηάδεη πνιιαπιόηεηα, δειαδή                      

αλ                       ηόηε ην                  θαη ην 

                 είλαη κνλαδηθά αιιά όρη θαη νη ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο 

πνπ αληηζηνηρνύλ ζε θάζε               . Γελ ππάξρεη “1-1” 

αληηζηνηρία ησλ ηδηάδνπζώλ ηηκώλ κε ηηο αξηζηεξέο θαη δεμηέο ηδηάδνπζεο 

ζπλαξηήζεηο. Αλ γηα παξάδεηγκα       ηόηε 

Α        Α          

Όπσο γηα ηελ SVE δηαηππώζεθε ε ζπλζήθε Picard, κε παξόκνην ηξόπν κπνξεί λα 

δηαηππσζεί ε ζπλζήθε Picard θαη γηα ηελ δηαθξηηή πεξίπησζε. ΢ηελ ζπλέρεηα γηα 

επθνιία ζεσξνύκε όηη         . Σα ίδηα ζπκπεξάζκαηα ηζρύνπλ θαη γηα   
     . 

 

3.4 ΢υνθήκη Picard για Διακριτοποιημένα Προβλήματα [1] 

Αλ ζρεδηάζνπκε ην δηάγξακκα Picard           
       

          παξαηεξνύκε όηη 

ππάξρεη κηα ηηκή η γηα ηελ νπνία όιεο νη ηδηάδνπζεο ηηκέο πνπ είλαη κεγαιύηεξεο από 

ηελ η ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ, αλ απηό ππάξρεη, ή ζε πεξίπησζε 

πνπ ζηα δεδνκέλα   δελ ππάξρεη ζόξπβνο νη ηδηάδνπζεο ηηκέο πνπ είλαη κεγαιύηεξεο 

από η ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηεο αξηζκεηηθήο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή. Αλ 

δελ ιάβνπκε ππόςε καο απηέο ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο, θαη ηηο ζηαζεξέο    
    πνπ 

ζηαζεξνπνηνύληαη θαη απηέο ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ, ηόηε, γηα λα ππάξρεη ιύζε γηα 

ην δηαθξηηό πξόβιεκα πξέπεη νη ζηαζεξέο    
    λα θζίλνπλ πην γξήγνξα από ηηο 

ηδηάδνπζεο ηηκέο   . 

΢ην ΢ρήκα 2.1 θαη ΢ρήκα 2.2 θαίλνληαη δύν ελδεηθηηθά δηαγξάκκαηα Picard γηα 

απηέο ηηο δύν πεξηπηώζεηο. Σν πξώην γηα δεδνκέλα ρσξίο ζόξπβν θαη ην δεύηεξν γηα 

δεδνκέλα κε ζόξπβν. 
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΢χήμα 3.1 Δηάγξακκα Picard γηα δεδνκέλα ρσξίο ζόξπβν           . Οη 

ηδηάδνπζεο ηηκέο    θαη νη ζηαζεξέο SVD    
    ζηαζεξνπνηνύληαη από έλα ζεκείν θαη 

κεηά ιόγσ ηεο πεπεξαζκέλεο αξηζκεηηθήο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή. 

 

 

                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 3.2 Δηάγξακκα Picard γηα δεδνκέλα κε ιεπθό ζόξπβν             .Οη 

ηδηάδνπζεο ηηκέο    θαη νη ζηαζεξέο SVD    
    ζηαζεξνπνηνύληαη από έλα ζεκείν θαη 

κεηά ιόγσ ηεο πεπεξαζκέλεο αξηζκεηηθήο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή. 
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Γηα πνηό ιόγν ζηελ ζπλζήθε Picard λα κελ ιακβάλνληαη ππόςε νη ζηαζεξέο    
    

πνπ αληηζηνηρνύλ ζε ηδηάδνπζεο ηηκέο      , θαη απηέο πνπ ζηαζεξνπνηνύληαη ζην 
επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ; Έζησ όηη ην ζύζηεκα πξνο επίιπζε είλαη ην 

                

όπνπ   είλαη ιεπθόο ζόξπβνο, θαη               . Δθόζνλ ηζρύεη ε ζπλζήθε Picard 

γηα δηαθξηηνπνηεκέλα πξνβιήκαηα ηόηε γηα ηηο ζηαζεξέο   
   ηζρύεη όηη 

  
     

          
      

  
                 

            
   

   
             

            
           

            

Από ην δηάγξακκα Picard γίλεηαη αληηιεπηό όηη νη ζηαζεξέο    
    αληηζηνηρνύλ ζε 

πνιύ κηθξέο ηδηάδνπζεο ηηκέο     . ΢ε απηέο ηηο «αλαμηόπηζηεο» ζηαζεξέο   
   ε 

πξαγκαηηθή πιεξνθνξία   
        ράλεηαη κέζα ζηνλ ζόξπβν    

   . Απηόο είλαη θαη 

ν ιόγνο πνπ ηηο αγλννύκε όηαλ ζέινπκε λα βγάινπκε ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ ιύζε   

(δηαθξηηή ζπλζήθε Picard). Δπνκέλσο ζηα γξαθήκαηα Picard εθηόο από ηα    από έλα 

ζεκείν θαη κεηά ζηαζεξνπνηνύληαη θαη νη ζηαζεξέο   
  , όπσο ζα θαλεί θαη από ηηο 

ππνινγηζηηθέο εθαξκνγέο. Γηα ηνλ ιόγν απηό δελ ιακβάλνληαη ππόςε νη ζηαζεξέο 

SVD   
     

   ζηελ εμαθξίβσζε ηεο ηζρύνο ηεο ζπλζήθεο Picard. 

Από ηα παξαπάλσ εύθνια ππνςηάδεηαη θαλείο όηη ην SVD δελ είλαη ηίπνηα 

παξαπάλσ από κηα πξνζέγγηζε ηνπ αλαπηύγκαηνο SVE. Πόζν θαιά όκσο 

πξνζεγγίδνληαη ηα κεγέζε ηνπ SVE από ηα αληίζηνηρα ηνπ SVD; Γηα λα ην δνύκε 

απηό νξίδνπκε ηελ πνζόηεηα    .  

       
      

      
                 

 

 

 

 

  

Με ζεσξεηηθνύο ππνινγηζκνύο απνδεηθλύεηαη όηη  

       
                                                     

όπνπ   
    νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ πίλαθα Α      , θαη 

  
      

                                                       

Από ηηο δύν ηειεπηαίεο ζρέζεηο όηη ην ζθάικα πξνζέγγηζεο ηεο ηδηάδνπζαο ηηκήο     

από ηελ   
    είλαη άλσ θξαγκέλν από ηελ δηαθνξά    θαη όηη όζν κεγαιύηεξε είλαη 

ε δηάζηαζε ηνπ πίλαθα   (πνπ ζεκαίλεη πεξηζζόηεξα δεδνκέλα     ηόζν πην θαιά 

πξνζεγγίδνπλ νη ηδηάδνπζεο ηηκέο   
    ηνπ δηαθξηηνύ πξνβιήκαηνο ηηο ηδηάδνπζεο 

ηηκέο    ηνπ ζπλερνύο πξνβιήκαηνο. Αθόκε, κπνξνύκε λα βξνύκε πξνζεγγίζεηο ησλ 

αξηζηεξώλ θαη δεμηώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ SVE : 

    
        

 

   

          
        

 

   

                

    
   

   
                

   
   
        

Με ζεσξεηηθνύο ππνινγηζκνύο πνπ δελ ζα καο απαζρνιήζνπλ εδώ κπνξνύλ λα 

ππνινγηζηνύλ ηα άλσ θξάγκαηα ησλ      
        

 θαη      
        

 γηα             

          ηα νπνία είλαη πνιύ πνιύπινθα γηα    , παξόκνηαο όκσο κνξθήο κε 

ην άλσ θξάγκα γηα ην      
        

 θαη ην       
        

 πνπ είλαη 
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Δίλαη αμηνζεκείσην όηη ν παξνλνκαζηήο ηνπ άλσ θξάγκαηνο εμαξηάηαη κόλν από ηελ 

δηαθνξά      , ην νπνίν ηζρύεη θαη γηα ηα άλσ θξάγκαηα ησλ      
        

, 

     
        

 γηα        . Σέινο κε ηελ βνήζεηα ησλ πξνζεγγηζηηθώλ δεμηώλ 

ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε πξνζεγγίζεηο ηνπ εζσηεξηθνύ 

γηλνκέλνπ           πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ ζπλζήθε Picard γηα ην ζπλερέο πξόβιεκα: 

    
                  

 

   

        

 

   

       
 

 

 

                                                                         

 

   

 

   

 

   

  

   
                                                                              

Από ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε όηη έρνπκε ηελ  δπλαηόηεηα ρξεζηκνπνηώληαο ην 

αλάπηπγκα SVD λα πξνζεγγίζνπκε ζηνηρεία ηνπ SVE θαη λα εμάγνπκε 

ζπκπεξάζκαηα γηα ην ζπλερέο πξόβιεκα (π.ρ. κπνξνύκε λα δνύκε αλ ζε έλα ζπλερέο 

πξόβιεκα ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε Picard εμεηάδνληαο αλ ηζρύεη ε δηαθξηηή ζπλζήθε 

Picard γηα ην δηαθξηηό πξόβιεκα). 

 

3.5 ΢υμμετρίεσ του πίνακα Α [1],[6] 

Πνιιέο θνξέο ηπραίλεη ν ππξήλαο ηεο ζπλερνύο πεξίπησζεο λα έρεη θάπνηα 

ζπκκεηξία. Γηα κεγαιύηεξε αμηνπηζηία ησλ απνηειεζκάησλ καο ζα πξέπεη απηή ηε 

ζπκκεηξία ηνπ ππξήλα λα ηελ κεηαθέξνπκε ζηνλ πίλαθα ηνπ ζπζηήκαηνο ηεο 

δηαθξηηήο πεξίπησζεο.  

Αλάινγα κε ηελ ζπκκεηξία πνπ ηθαλνπνηεί ν ππξήλαο ηνπ ζπλερνύο 

πξνβιήκαηνο, δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο ζπκκεηξίαο ηνπ πίλαθα   ηνπ 

ζπζηήκαηνο ηνπ δηαθξηηνύ πξνβιήκαηνο: 

 

    • Ο πίλαθαο Α είλαη ζπκκεηξηθόο 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ηζρύεη όηη     . Οη ζπκκεηξηθνί πίλαθεο έρνπλ 

πξαγκαηηθέο ηδηνηηκέο θαη νξζνγώληα ηδηνδηαλύζκαηα. 

                      

                      

όπνπ U ν πίλαθαο ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα Α .Από ηελ Αλάιπζε ησλ   

Ηδηαδνπζώλ ηηκώλ ηνπ πίλαθα Α έρνπκε όηη  

        

            θαη  
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Από ηελ παξαπάλσ αλάιπζε πξνθύπηεη όηη ε ζπκκεηξία ηνπ πίλαθα Α έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα κία ηδηόηππε ζπκκεηξία ησλ δεμηώλ θαη ησλ αξηζηεξώλ ηδηαδνπζώλ 

ζπλαξηήζεσλ. Γηα ηελ αθξίβεηα πξνθύπηεη όηη νη αξηζηεξέο ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο 

είλαη αθξηβώο ίδηεο κε ηηο δεμηέο κε ελδερνκέλσο δηαθνξεηηθό πξόζεκν. 

• Ο πίλαθαο Α είλαη ζπκκεηξηθόο σο πξνο ηελ θύξηα αληηδηαγώλην     

(persymmetry). 

             

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ηζρύεη όηη 

                 όπνπ    
 

 
 

   

Δπνκέλσο κε ηελ αλάιπζε ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα AJ αθνινπζώληαο ηελ ίδηα    

δηαδηθαζία όπσο παξαπάλσ έρνπκε όηη 
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Από απηή ηελ εμίζσζε βιέπνπκε όηη νη δεμηέο ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο είλαη ίδηεο κε 

ηηο αληίζηνηρεο αξηζηεξέο κε ηα ζηνηρεία ηνπ ελόο δηαηεηαγκέλα αλάπνδα σο πξνο ην 

κεζαίν ζηνηρείν ηνπ άιινπ, κε ελδερνκέλσο δηαθνξεηηθά πξόζεκα ζηα ζηνηρεία ηνπο. 

   Ο πίλαθαο Α εηλαη ζπκκεηξηθόο σο πξνο ηελ θύξηα δηαγώλην αληηδηαγώλην. 

΢ε απηή ηε πεξίπησζε ηζρύνπλ  ηαπηόρξνλα: 

i)                                         θαη 

ii)                          

νπόηε ζπλδπάδνληαο θαη ηηο δύν έρνπκε όηη 

                                              

Γειαδή ζε έλαλ πίλαθα πνπ είλαη ηαπηόρξνλα ζπκκεηξηθόο σο πξνο ηελ θύξηα 

δηαγώλην θαη ηελ θύξηα αληηδηαγώλην νη δεμηέο θαη αξηζηεξέο ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο 

είλαη ζρεδόλ ίδηεο, κε ηελ ζεηξά ησλ ζηνηρείσλ λα είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ην 

κεζαίν ζηνηρείν, κε ελδερνκέλσο θάπνηεο δηαθνξέο ζηα πξόζεκα ηνπ θάζε ζηνηρείνπ.  
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KΕΥΑΛΑΙΟ 4                                  
Μέθοδοι Ομαλοποίηςησ 

 
 

΢ην πξνεγνύκελν θεθάιαην είδακε όηη ν δείθηεο θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα   είλαη 

                        . Δπεηδή ην    είλαη πνιύ κηθξό ν δείθηεο 

θαηάζηαζεο είλαη πάξα πνιύ κεγάινο. Από ηελ ζεσξία δηαηαξαρώλ γλσξίδνπκε όηη 

           

         
        

    

         
                                       

Γεδνκέλνπ ηνπ κεγάινπ δείθηε θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα   ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ 

αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο      από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε ζπκπεξαίλνπκε νηη ην 

ζρεηηθό ζθάικα πξνζέγγηζεο                       είλαη κεγάιν, θαη ε ιύζε 

       απέρεη ζεκαληηθά από ηελ       . Αθόκε κεγάινο δείθηεο θαηάζηαζεο 

ζπλεπάγεηαη κηθξή επζηάζεηα (θάηη πνπ ραξαθηεξίδεη όια ηα αληίζηξνθα 

πξνβιήκαηα), νπόηε θαη ε πην κηθξή δηαηαξαρή ηνπ        πξνθαιεί κεγάιε 

κεηαβνιή ζηε ιύζε  .  

Γηα απηό ην ιόγν θαηαθεύγνπκε ζηηο κεζόδνπο νκαινπνίεζεο, ώζηε λα πάξνπκε 

κία «θαιή ιύζε» πνπ λα είλαη όζν πην θνληά γίλεηαη ζηελ        θαη λα είλαη όζν πην 

επζηαζήο γίλεηαη. Τπάξρνπλ πνιιέο κέζνδνη νκαινπνίεζεο, θαη όιεο ζρεδόλ δίλνπλ 

ιύζε ηεο κνξθήο 

     

  
  

  

 

   

                                                             

όπνπ    είλαη νη παξάγνληεο θηιηξαξίζκαηνο ηεο εθάζηνηε κεζόδνπ νκαινπνίεζεο. 

΢ε απηό ην θεθάιαην ζα παξνπζηαζηνύλ νη πην ελδεηθηηθέο από απηέο.  

Αλ θάπνηνο επηζπκεί λα δεη πεξηζζόηεξα γηα ηνλ δείθηε θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα 

  θαη πώο κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε ζηελ ζρέζε       κπνξεί λα θνηηάμεη ηνπο 

ηίηινπο [2],[4] θαη [6], πνπ αλαθέξνληαη ζηελ βηβιηνγξαθία. 

 

4.1 Truncated SVD ([1],[3]) 

H κέζνδνο ηνπ truncated SVD ζηεξίδεηαη ζηελ απιή ζθέςε λα αθαηξέζνπκε από ηελ 

ιύζε      
      

    ηνπο παξάγνληεο   
   ε ζπλεηζθνξά ησλ νπνίσλ απμάλνπλ 

δξακαηηθά ηελ λόξκα ηεο ιύζεο     . Κξαηάκε δειαδή ηνπο όξνπο ηεο   πνπ 

πεξηέρνπλ αθξηβείο πιεξνθνξίεο ηεο ιύζεο        (θπξίσο ηνπο όξνπο πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζε κεγάιεο ηδηάδνπζεο ηηκέο   ) ηνπ αδηαηάξαρηνπ δηαθνξνπνηεκέλνπ 

πξνβιήκαηνο δηόηη όπσο αλαθέξζεθε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην γηα ηηο ζηαζε-                     

ξέο SVD πνπ αληηζηνηρνύλ ζε κεγάιεο ηδηάδνπζεο ηηκέο    ηζρύεη   
   

  
        αλ    

            
   . Οπόηε θαηαιήγνπκε ζε κηα ιύζε ηεο κνξθήο  
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πνπ πεξηέρεη κόλν ηνπο όξνπο SVD ηνπ   πνπ πεξηέρνπλ αθξηβείο πιεξνθνξίεο. Σελ 

ιύζε    κπνξνύκε επίζεο λα ηελ πάξνπκε  αληηθαζηζηώληαο ην πξόβιεκα      αλ 

       ή  ην  πξόβιεκα             αλ           , κε ην πξόβιεκα  
                          , όπνπ 

                               

                                     
  

 

   

 

Απηό ην πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ έρεη άπεηξεο ιύζεηο ηεο κνξθήο  

   
  

  

  
  

 

   

      

 

     

  

Γηα λα έρεη ην πξόβιεκα κνλαδηθή ιύζε ζα πξέπεη λα βάινπκε έλαλ πεξηνξηζκό. 

Έλαο πεξηνξηζκόο είλαη ε λόξκα ηεο ιύζεο λα είλαη ε κηθξόηεξε δπλαηή. Δπνκέλσο 

ην πξόβιεκα 

 
    

 
           

                 
  

έρεη κνλαδηθή ιύζε. Απιά ζθεπηόκελνη, γηα λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ λόξκα ηεο 

ιύζεο κπνξνύκε λα αθαηξέζνπκε από ηελ γεληθή ιύζε ην άζξνηζκα      
 
     . 

Δπνκέλσο ε κνλαδηθή  ιύζε πνπ αλαδεηάκε είλαη ε  

    
  

  

  
  

 

   

  

Πσο όκσο είκαζηε ζίγνπξνη όηη ε ιύζε απηή είλαη πην επζηαζήο από ηελ 

        Δπεηδή       έπεηαη νηη 

         
  

  
 

  

  
                                                  

πνπ ζεκαίλεη όηη ε    είλαη πην επζηαζήο από ηελ  . Αθόκε, επεηδή 

          , ε κέζε ηηκή ηνπ δηαλύζκαηνο   είλαη  

                                                           

Τπνζέηνπκε όηη ε δηαηαξαρή   είλαη ιεπθόο ζόξπβνο (αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Gauss 

κε κέζε ηηκή           θαη  ηππηθή απόθιηζε      
     ) πνπ έρεη ηo πιενλέθηεκα 

όηη είλαη απιόο θαη όηη θάζε είδνο ζνξύβνπ κπνξεί κε θαηάιιεινπο 

κεηαζρεκαηηζκνύο λα αλαρζεί ζε ιεπθό ζόξπβν. Άξα       . Δπνκέλσο  

                                                                         

Αθόκε  
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Από ηνπο παξαπάλσ ππνινγηζκνύο ζπκπεξαίλνπκε όηη ην   αθνινπζεί θαη απηό ηελ 

θαηαλνκή Gauss κε κέζε ηηκή        θαη ηππηθή απόθιηζε   . Γηα ηελ ηππηθή ιύζε 

       ηνπ πξνβιήκαηνο ηζρύεη όηη 

                                      

                                           

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ γλσζηή από ηελ ζηαηηζηηθή ζρέζε 

                                                                    

όπνπ   θαη   πίλαθεο θαη    δηάλπζκα, πξνθύπηεη όηη 

                                               

                                              

O αληίζηξνθνο ηνπ    είλαη 

            
 

 

   

 

  

         
     

 

   

     
    

      
   

 

   

 

Από ηηο ζρέζεηο νξζνγσληόηεηαο ησλ αξηζηεξώλ θαη ησλ δεμηώλ ηδηαδνπζώλ 

ζπλαξηήζεσλ έρνπκε όηη 

 
  

     

  
     

    ελώ από ηνλ νξηζκό ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα  
  

      

  
      

      

Γηα λα ηζρύνπλ ηαπηόρξνλα θαη νη δύν ζρέζεηο πξέπεη    
     

  θαη    
     

 .  

Άξα 

        
      

      
       

      
      

   

 

   

 

   

    
     

    
  

 

   

 

                
    

  

 

   

                                                     

Δπνκέλσο 

                        
    

 

 

   

 

 

      
    

  

 

   

                         

Άξα ν πίλαθαο ΢πκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ   γίλεηαη 
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κε  

              
                                                    

Με ηνλ ίδην ηξόπν ππνινγίδνπκε θαη ηνλ πίλαθα ΢πκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ     

γλσξίδνληαο όηη ν αληίζηξνθνο ηνπ πίλαθα     είλαη 

  
          

  

 

   

 

  

      
    

 

 

   

                                  

Άξα 

              
               

                        

                
    

  

 

   

          
    

  

 

   

 

 

  

                
    

  

 

   

          
    

  

 

   

     

                
    

  

 

   

       
    

  

 

   

            

                 
    

       
    

  

 

     

                                              

πνπ ιόγσ ηεο νξζνγσληόηεηαο ησλ  αξηζηεξώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ    γίλεηαη 

               
    

     
    

          
       

    
   

 

     

 

     

 

               
    

         
  

 

   

 

   

    
                                                

Ζ δεύηεξε λόξκα ηνπ         είλαη                
   πνπ είλαη πάληα 

κηθξόηεξε από ηελ               
   ηεο       , δηόηη        Δπνκέλσο 

έλα αθόκα πιενλέθηεκα ηεο    έλαληη ηεο   είλαη ε κηθξόηεξε δηαζπνξά πνπ 
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εκθαλίδεη ε πξώηε. Παξ’όια απηά ε    παξνπζηάδεη ζηαηηζηηθή απόθιηζε από ηελ  

       ελώ ε    όρη,  δηόηη ελώ γηα ηελ   ηζρύεη 

                     

γηα ηελ    ηζρύεη 

   

          
                      

          

 

     

 

   

       

 

                                                  
  

       

  
  

 

     

                                        

Δπεηδή ηζρύεη ε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard ζην αδηαηάξαθην πξόβιεκα (αιιηώο δελ ζα 

ππήξρε λόεκα λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα κε ηνλ ζόξπβν) νη ζηαζεξέο   
             

γηα       είλαη κηθξόηεξεο από απηέο γηα       νπόηε 

     
          

 

     

 

 

                                                

Γειαδή, παξόιν πνπ ε    παξνπζηάδεη ζηαηηζηηθή απόθιηζε, ην κηθξό ηεο κέγεζνο ζε 

ζπλδπαζκό κε ηελ κηθξή δηαζπνξά ηεο     ηελ θαζηζηνύλ κηα «θαιή» ιύζε (πην 

επζηαζήο θαη κε κηθξόηεξν ζρεηηθό ζθάικα απόθιηζεο). 

 

4.2 Selective SVD [1] 

Ζ κέζνδνο Selective SVD είλαη κηα παξαιιαγή ηεο TSVD. ΢ηελ SSVD ζέηνπκε έλα 

όξην   θαη θξνληίδνπκε ζην άζξνηζκα ηεο ιύζεο λα ππάξρνπλ κόλν νη όξνη ηνπ 

αζξνίζκαηνο       
        

 
    γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη    

     . Απηό 

ηζνδπλακεί κε ην λα ζέζνπκε ζηελ γεληθή ζρέζε ησλ κεζόδσλ θαλνληθνπνίεζεο  

      

  
  

  
  

 

   

     
      

      
       ώ       

                           

Δίλαη πξνθαλέο όηη ην όξην   πξέπεη λα επηιεγεί θαηάιιεια ώζηε νη όξνη ηνπ 

αζξνίζκαηνο κε ζηαζεξέο SVD   
          

   λα κεδελίδνληαη. Τπνζέηνληαο όηη ε 

δηαηαξαρή είλαη ιεπθόο ζόξπβνο κπνξνύκε λα επηιέμνπκε ην όξην λα είλαη 

      

όπνπ    είλαη έλαο ζπληειεζηήο αζθαιείαο πνπ κπνξεί λα πάξεη ηηκέο ≥ 2. Σν πνηά 

ηηκή ζα επηιέμνπκε γηα ηνλ ζπληειεζηή αζθαιείαο εμαξηάηαη από ην πόζν ζίγνπξνη 

ζέινπκε λα ληώζνπκε όηη δελ ζπκπεξηιάβακε ζην άζξνηζκα όξνπο πνπ θπξηαξρνύληαη 

από ηνλ ζόξπβν. 

Οη κέζνδνη TSVD θαη SSVD δίλνπλ ζρεδόλ ηα ίδηα απνηειέζκαηα κε απόιπην 

ζθάικα ηεο ίδηαο ηάμεο κεγέζνπο. Δπίζεο ζεηηθό θαη γηα ηηο δύν κεζόδνπο είλαη ην 

γεγνλόο όηη κπνξνύκε λα δηαιέμνπκε ην θαηάιιειν   ή   θνηηώληαο ην δηάγξακκα 

Picard ηεο ιύζεο        θαζνξίδνληαο ην ζεκείν πνπ νη ζηαζεξέο SVD   
      

ηεο ιύζεο αξρίδνπλ λα απνθιίλνπλ. ΢ε κεγάια ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα είλαη 

πνιιέο θνξέο αζύκθνξνο ν ππνινγηζκόο ηνπ αλαπηύγκαηνο SVD ηεο ιύζεο           
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        ώζηε λα πάξνπκε ην δηάγξακκα Picard γηα απηή, πνπ έρεη ζαλ ζπλέπεηα νη 

κέζνδνη SSVD θαη TSVD λα είλαη δύζθνιν λα εθαξκνζηνύλ. 

Από ηα παξαπάλσ γίλεηαη αληηιεπηό όηη ππάξρεη αλάγθε γηα κηα κέζνδν 

θαλνληθνπνίεζεο πνπ λα κελ απαηηεί πνιιέο πξάμεηο θαη λα κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

εύθνια ζε κεγάια ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα. Ζ κέζνδνο πνπ αλαδεηάκε είλαη ε 

κέζνδνο ηνπ Tikhonov. 

 

 

4.3 Μέθοδοσ Ομαλοποίηςησ Tikhonov ([1],[3],[5]) 

Ζ κέζνδνο Tikhonov έρεη ζαλ βάζε ηελ επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ κε έλαλ πεξηνξηζκό, όπσο θαη ε κέζνδνο TSVD πνπ εμεηάζηεθε 

πξνεγνύκελα, ην νπνίν είλαη ην 

 
     

 
       

     

    
               

                                                   

Ο πεξηνξηζκόο     
     ζε απηή ηελ πεξίπησζε εηζάγεηαη γηα ηελ νκαινπνίεζε ηεο 

ιύζεο. ΢ε απηό ην ζεκείν εύινγα δεκηνπξγείηαη ην εξώηεκα γηαηί απηόο ν 

πεξηνξηζκόο νκαινπνηεί ηελ ιύζε.  

Απηό γίλεηαη εύθνια αληηιεπηό αλ θνηηάμνπκε ηνλ νξηζκό ηεο Eπθιείδηαο 

λόξκαο δηαλύζκαηνο θαη κε ηελ γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ νινθιεξώκαηνο. 

Γλσξίδνπκε όηη 

    
             

 

 

  

Σν νινθιήξσκα      
 

 
 είλαη ίζν κε ην εκβαδόλ ηεο πεξηνρήο αλάκεζα ζηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο      θαη ησλ επζεηώλ     θαη    . Τπνζέηνπκε όηη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο    είλαη κηα θακπύιε ηεο κνξθήο πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 

4.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 4.1 Φσξίν ηεο ζπλάξηεζεο    πνπ ζρεκαηίδεηαη αλάκεζα ζηα ζεκεία ηνπ α 

θαη β ηνπ νξηδόληηνπ άμνλα. 
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Έζησ ηώξα όηη ζέινπκε      
 

 
     

    . Σόηε γηα λα κηθξύλνπκε ην εκβαδόλ 

ηνπ      
 

 
 ώζηε λα είλαη κηθξόηεξν ή ίζν ηνπ    (γαιάδηα επηθάλεηα) δηαηεξώληαο 

παξάιιεια ηελ κνξθή ηεο θακπύιεο    ζα πξέπεη λα θάλνπκε ηελ θακπύιε πην ιεία 

(θόθθηλε γξακκή) όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 4.2 Φσξία πνπ ζρεκαηίδνπλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο   (καύξε 

γξακκή) θαη ηεο νκαινπνηεκέλεο   (θόθθηλε γξακκή) αλάκεζα ζηα ζεκεία ηνπ α θαη β 

ηνπ νξηδόληηνπ άμνλα. Τν   είλαη ε γαιάδηα πεξηνρή ηνπ γξαθήκαηνο θαη είλαη ε 

αλώηεξε ηηκή πνπ ζέινπκε λα έρεη ε     
  (ην εκβαδό ηεο νκαινπνηεκέλεο  ) 

 

 

Aο επαλέιζνπκε ζην αξρηθό καο πξόβιεκα 

 
     

 
          

    
              

   

Από ηελ ζεσξία Βέιηηζηνπ Διέγρνπ είλαη γλσζηό όηη ππάξρεη έλαο 

πνιιαπιαζηαζηηθόο παξάγνληαο γ ηέηνηνο ώζηε ν πεξηνξηζκόο          λα 

εηζαρζεί κέζα ζην πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ. Γειαδή ππάξρεη γ ηέηνην ώζηε 

   
 

        
  γ     

        
     

 
          

    
              

   

Με ηελ παξάγσγν σο πξνο   λα είλαη             , απαηηώληαο λα είλαη ίζε κε  
ην κεδέλ θαη ζέηνληαο       θαηαιήγνπκε ζην ηζνδύλακν πξόβιεκα 

   
 

        
        

                                                

Ζ επίιπζε απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο νλνκάδεηαη κέζνδνο Tikhonov.  

΢ηελ κέζνδν Tikhonov : 

• Ο παξάγνληαο        
  πεξηγξάθεη πόζν θαιά πξνβιέπεη ε ιύζε   ηα 

δεδνκέλα   (πεξηέρνπλ ζόξπβν). 

• Ο παξάγνληαο     
  νκαινπνηεί ηελ ιύζε. 

• Ο παξάγνληαο   νλνκάδεηαη παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο ησλ δεδνκέλσλ, θαη ε  

επηινγή ηνπ θαζνξίδεη αλ ζα δνζεί κεγαιύηεξε βαξύηεηα ζηελ πξόβιεςε ησλ 

δεδνκέλσλ από ηελ ιύζε ή ζηελ νκαινπνίεζε ηεο ιύζεο. Όζν κεγαιύηεξν είλαη 

ην   ηόζν κεγαιύηεξν βάξνο δίλεηαη ζηελ νκαινπνίεζε ηεο ιύζεο (ζηελ κείσζε 
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ηεο επθιείδεηαο λόξκαο ηεο). Δίλαη θαλεξό όηη ζην όξην πνπ     ην     , 

ελώ όηαλ     ,        . 

Ζ ιύζε ηεο κεζόδνπ Tikhonov κπνξεί θαη απηή λα εθθξαζηεί κε ηελ βνήζεηα ηνπ 

αλαπηύγκαηνο SVD αξθεί ε κνξθή             
        

   λα αλαρζεί κε 
καζεκαηηθνύο ππνινγηζκνύο ζε κηα απινύζηεξε κνξθή. Γλσξίδνπκε όηη γηα δύν 

ηπραία δηαλύζκαηα y θαη z ηζρύεη όηη  

  
 
 
  

 

 

  
 
 
 

 

 
 
 
              

      
   

Θέηνληαο         θαη        

   
 

        
        

       
 

  
    

  
  

 

 

    
 

  
 
  

    
 
 
  

 

 

  

Παξαηεξώληαο όηη ηo ζύλνιν     
 
  

         είλαη δηαλπζκαηηθόο ππόρσξνο 

έρνπκε όηη: 

   
 

  
 
  

    
 
 
  

 

 

       
 
  

    
 
 
  

 

 

                        

   
 

  
 
  

    
 
 
  

 

 

            
           

 
 
     

 
  

  

θαη ιακβάλνληαο ππόςε ην ζεώξεκα ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο ([2],[6]) πνπ ιέεη όηη: 

Aλ   δηαλπζκαηηθόο ππόρσξνο ηνπ   ηόηε γηα θάζε     ηζρύεη        
               κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη όηαλ            .  

ηόηε θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε 

              

Aλ    είλαη ε ιύζε ηεο             , ηζρύεη  

                                

                                     

                                  

                                                                                             

ην νπνίν γηα λα αιεζεύεη γηα θάζε      πξέπεη  

             

Aπηό ζπλεπάγεηαη όηη ε    είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο 

            

Αληηθαζηζηώληαο     
 
  

  θαη     
 
 
    

 
 
  

 
 

 
 
  

    
 
  

  
 
 
                  

                                                                  

΢ε απηό ην ζεκείν κε ηελ αληηθαηάζηαζε       θαη ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ πίλαθα 

  βάζεη ηεο ζρέζεο (3.11) έρνπκε όηη 
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κε παξάγνληεο θηιηξαξίζκαηνο    

    
   

  
  

 

  
    

  
                                       

    
                               

                 

Ζ ζπκπεξηθνξά απηώλ ησλ παξακέηξσλ θηιηξαξίζκαηνο θαίλεηαη ζην ζρήκα 4.3. 
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΢χήμα 4.3 Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ παξαγόλησλ θηιηξαξίζκαηνο ηεο κεζόδνπ 

Tikhonov ζπλαξηήζεη ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ   . Γηα ηδηάδνπζεο ηηκέο    κεγαιύηεξεο 

από   νη παξάγνληεο θηιηξαξίζκαηνο παίξλνπλ ηείλνπλ ζην έλα. Οη παξάγνληεο 

θηιηξαξίζκαηνο ηδηαδνπζώλ ηηκώλ πνπ είλαη κηθξόηεξεο από   ηείλνπλ ζην κεδέλ όζν 

κηθξαίλνπλ ηα   . 

                                                                                                                               

Από ην δηάγξακκα θαίλεηαη όηη γηα ηδηάδνπζεο ηηκέο    κεγαιύηεξεο από   νη 

παξάγνληεο θηιηξαξίζκαηνο παίξλνπλ ηηκέο θνληά ζηελ κνλάδα. Δπνκέλσο νη 

ζηαζεξέο SVD   
   πνπ αληηζηνηρνύλ ζε κεγάιεο ηδηάδνπζεο ηηκέο    (γηα ηηο νπνίεο 

ηζρύεη   
      

        ) ζπλεηζθέξεη ε θάζε κία ζρεδόλ 100% ζηελ ιύζε 

Tikhonov. Αληίζεηα γηα ηδηάδνπζεο ηηκέο κηθξόηεξεο από   νη παξάγνληεο 

θηιηξαξίζκαηνο όζν κηθξαίλνπλ ηα    ηείλνπλ ζην κεδέλ θαη ε ζπλεηζθνξά ησλ 

αληίζηνηρσλ ζηαζεξώλ SVD νη νπνίεο θπξηαξρνύληαη από ηνλ ζόξπβν    
       

κεηώλεηαη δξαζηηθά. ΢ηελ ελδηάκεζε πεξηνρή όπνπ νη ηδηάδνπζεο ηηκέο είλαη ηεο ίδηαο 

ηάμεο κεγέζνπο κε ηελ ζηαζεξά   (    ) νη ζπληειεζηέο   
   

 κεηώλνληαη κε νκαιό 

ηξόπν θαζώο κεηαβαίλνπκε από κεγαιύηεξα ζε κηθξόηεξα   . Απηόο είλαη άιινο έλαο 

ηξόπνο λα θαηαιάβνπκε πσο ε επηινγή ηνπ   θαζνξίδεη πόζν νκαινπνηεκέλε είλαη ε 

ιύζε καο. 

Αο εμεηάζνπκε ηώξα ηελ ιύζε Tikhonov από ζηαηηζηηθή άπνςε. Αο 

μεθηλήζνπκε αλαιύνληαο ηελ ιύζε Tikhonov. Γλσξίδνπκε όηη 

                                            

                                             

Οπόηε ν πίλαθαο ΢πκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ    είλαη  
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Ζ λόξκα ηεο ζπκκεηαβιεηόηεηαο         είλαη άλσ θξαγκέλε κε λόξκα  

           
  

      
                                                   

Δπηιέγνληαο ην   λα είλαη ιίγν κεγαιύηεξν από ηελ κηθξόηεξε ηδηάδνπζα ηηκή    ηόηε 

ε ιύζε    έρεη κηθξόηεξε δηαζπνξά από ηελ       . Καη ζε απηή ηε πεξίπησζε, 

κπνξεί λα θεξδίδνπκε ζε δηαζπνξά, αιιά ράλνπκε ιίγν ζε αθξίβεηα δηόηη 

        
   

   
                          

   
    

           

 

     

       

Από ηελ ζηηγκή όκσο πνπ       
   

     
      θαη αθνύ ηζρύεη ε ζπλζήθε 

Picard ηόηε 

 

          
   

    
          

 

     

 

 

                                          

 

4.4 Eυαιςθηςία Μεθόδων Ομαλοποίηςησ [1] 

΢ε απηό ην εδάθην ζθνπόο καο είλαη ε κειέηε ηεο επαηζζεζίαο ησλ νκαινπνηεκέλσλ 

ιύζεσλ ζηελ επηινγή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο θαη ζε κηθξέο δηαηαξαρέο. Γηα 

ηνλ ζθνπό απηό αο ζεσξήζνπκε δύν εθδνρέο ηνπ πξνβιήκαηνο δίρσο ζόξπβν θαη κε 

ζόξπβν.  
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Έζησ 

     θαη                                                               

νη δύν απηέο εθδνρέο, όπνπ         θαη        . Σα κεγέζε    θαη    είλαη 

δηαηαξαρέο ηνπ πίλαθα   ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηνπ δηαλύζκαηνο   αληίζηνηρα. Γηα λα 

δηαπηζηώζνπκε ηελ επαηζζεζία ησλ νκαινπνηεκέλσλ ιύζεσλ ζα κειεηήζνπκε ηνλ 

ιόγν             . 

Γηα λα ππάξρεη έλα κέηξν ζύγθξηζεο αο δνύκε ηελ κνξθή ηνπ ιόγνπ γηα ηελ 

«απινύζηεξε» ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ κπνξνύκε λα ζθεθηνύκε, πνπ δελ είλαη 

άιιε από ηελ         ή ηελ            , αλάινγα κε ην αλ ν πίλαθαο   είλαη 

ηεηξαγσληθόο ή όρη. 

  Λύζη        

Με ηελ πξνϋπόζεζε όηη ν πίλαθαο   είλαη ηεηξαγσληθόο θαη αληηζηξέςηκνο  θαη 

         (γηα λα είλαη ν πίλαθαο           ), o παξαπάλσ ιόγνο παίξλεη ηελ 

κνξθή 

       

    
 

       

   
 
     

    
 

     

    
                                    

              
     

  
   

Από απηέο ηηο ζρέζεηο παξαηεξνύκε ηελ εμάξηεζε ηνπ ιόγνπ ηεο ζρεηηθήο 

δηαθύκαλζεο θπξηαξρείηαη ζρεδόλ απνθιεηζηηθά από ηνλ δείθηε θαηάζηαζεο  

              o νπνίνο είλαη ζπλήζσο πνιύ κεγάινο. 

  Λύζη Ελαχίζηων Σεηραγώνων 

Με ηελ πξνϋπόζεζε όηη     ώζηε ν πίλαθαο Α λα είλαη πιήξνπο βαζκν , θαη 
        , ε ζρεηηθή δηαθύκαλζε γηα ηηο ιύζεηο ησλ πξνβιεκάησλ ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ             θαη               
 
 είλαη 

       

    
 

       

   
 
     

     
 

     

    
  

       

     
                

όπνπ       θαη         . Καη ζε απηή ηε πεξίπησζε όπσο θαη ζηελ 

πξνεγνύκελε πεξίπησζε ηεο ιύζεο        βιέπνπκε ηελ νινθιεξσηηθή ζρεδόλ 

εμάξηεζε ηνπ ιόγνπ              από ηελ δείθηε θαηάζηαζεο        . 

  Λύζη TSVD 

Αλ               ηόηε 

         

     
 

  

    
 
     

     
 

     

    
 

  

        

       

     
           

όπνπ                           ,       ,             θαη 

    
    

  
                                                               

΢’απηή ηε πεξίπησζε παξαηεξνύκε όηη ε ζρεηηθή δηαθύκαλζε ησλ θαλνληθν-

πνηεκέλσλ ιύζεσλ     θαη    εμαξηάηαη εθηόο από ηνλ δείθηε θαηάζηαζεο    θαη από 

ηνλ παξάγνληα            , δειαδή από ηνλ ιόγν δύν ηδηαδνπζώλ ηηκώλ. Σεο 
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ηειεπηαίαο ηνπ αζξνίζκαηνο TSVD θαη ηεο πξώηεο από ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο πνπ δελ 

ζπκπεξηιακβάλνληαη ζε απηό. Δμάξηεζε από ηνλ ιόγν         ζπλεπάγεηαη 

εμάξηεζε από ηνλ παξάγνληα θαλνληθνπνίεζεο   (πνπ ηνλ επηιέγνπκε εκείο). 

Δπνκέλσο ε επζηάζεηα εμαξηάηαη από ηνλ δείθηε θαηάζηαζεο    θαη ηελ                  

δηαινγή ηνπ παξάγνληα θαλνληθνπνίεζεο  . Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη                    

                        Άξα, ε ζρεηηθή δηαθύκαλζε αλάκεζα ζηηο δύν 

ιύζεηο    θαη     γηα δεδνκέλα κε ζόξπβν είλαη κηθξόηεξε από ηηο δύν πξνεγνύκελεο 

πεξηπηώζεηο. 

  Λύζη Tikhonov 

Αλ ππνζέζνπκε όηη         ηόηε 

         

     
 

  

    
 
     

     
  

     

    
   

       

     
                   

όπνπ       ,            θαη                ν δείθηεο θαηάζηαζεο ηνπ 

πίλαθα  . Παξαηεξνύκε όηη θαη ζηελ κέζνδν Tikhonov ν δείθηεο θαηάζηαζεο, αλ θαη 

κηθξόηεξνο απ’ όηη ζηηο δύν αξρηθέο πεξηπηώζεηο, εμαξηάηαη από ηελ παξάκεηξν 

νκαινπνίεζεο  . 

Αλ θνηηάμνπκε ηηο ζρέζεηο ηνπ ιόγνπ ηεο ζρεηηθήο δηαθύκαλζεο γηα ηελ 

νκαινπνηεκέλε ιύζε Tikhonov (ζρέζε 4.31) θαη γηα ηελ TSVD (ζρέζε 4.29) 

παξαηεξνύκε όηη έρνπλ ζρεδόλ ηελ ίδηα κνξθή θαη εμαξηώληαη άκεζα από ηελ 

παξάκεηξν νκαινπνίεζεο.  

Παξ’όια απηά ππάξρεη κηα δηαθνξά κεηαμύ ηνπο, θαη απηή είλαη ε παξνπζία ηνπ 

           . Σν     εμαξηάηαη από ην ζρεηηθό κέγεζνο ηεο ηειεπηαίαο ηδηάδνπζαο 

ηηκήο σο πξνο ηελ ακέζσο επόκελε πνπ δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη ζην άζξνηζκα TSVD, 

επεξεάδνληαο κε απηό ην ηξόπν ηελ δηαθύκαλζε. Γηα λα θαλεί απηό ππνζέηνπκε ηελ 

πεξίπησζε πνπ νη ηδηάδνπζεο ηηκέο    ηεο ιύζεο           
      

    από 

θάπνην ζεκείν θαη κεηά θζίλνπλ κε πνιύ αξγό ξπζκό θαη δελ απέρεη ζεκαληηθά ε 

ηηκή ηεο κίαο από ηελ άιιε. Αλ ζειήζνπκε λα ηελ «θόςνπκε» ηελ   ζε θάπνην 

ζεκείν απηήο ηεο πεξηνρήο, ην     γίλεηαη ζρεδόλ ίζν κε ηε κνλάδα θαη ε δηαθνξά 

      γίλεηαη πνιύ κηθξή.  

Δπνκέλσο κόλν πνιύ κηθξέο δηαηαξαρέο    είλαη αλεθηέο (δελ θάλνπλ ηνλ ιόγν 

δηαθύκαλζεο λα απμάλεηαη αλεμέιεγθηα). Απηό δελ ζπκβαίλεη κε ηελ δηαθύκαλζε ησλ 

ιύζεσλ Tikhonov όπνπ ππάξρεη κεγαιύηεξε αλνρή ζε δηαηαξαρέο    αθόκε θαη αλ 

επηιέμνπκε ην   λα είλαη ίζν κε κία ηδηάδνπζα ηηκή ηεο πεξηνρήο πνπ απηέο θζίλνπλ 

κε πνιύ αξγό ξπζκό (ζε απηή ηελ πεξίπησζε ζηελ ιύζε Tikhonov 

ζπκπεξηιακβάλνληαη ζρεδόλ όιεο νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ηεο πεξηνρήο γηα ηηο νπνίεο 

ηζρύεη     ). 

 

4.5 Prewhitening [1] 

Πξνεγνπκέλσο ζε αξθεηά ζεκεία πνπ ρξεηάζηεθε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δηαηαξαρέο, 

απηέο επηιέμακε λα είλαη ιεπθόο ζόξπβνο. Απηό έγηλε γηα δύν ιόγνπο. Ο πξώηνο είλαη 

ε απιή κνξθή ηνπ πνπ θάλεη ηηο πξάμεηο πην εύθνιεο. Ο δεύηεξνο θαη πην ζεκαληηθόο 

ιόγνο είλαη όηη αλ ζην πξόβιεκα καο έρνπκε έλα είδνο ζνξύβνπ δηαθνξεηηθό από  ηνλ 

ιεπθό κπνξνύκε κε θαηάιιειεο πξάμεηο πηλάθσλ λα πάκε ζε έλα ηζνδύλακν 

πξόβιεκα ζην νπνίν ν ζόξπβνο λα είλαη ιεπθόο. Απηή ε δηαδηθαζία νλνκάδεηαη 

Prewhitening.  
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Ο ιόγνο πνπ είλαη πξνηηκόηεξν λα επηιπζεί έλα πξόβιεκα αθνύ έρεη ππνζηεί 

Prewhitening παξά ζηελ αξρηθή ηνπ κνξθή δελ είλαη άιινο από ηελ νξζόηεξε εθινγή 

ηνπ παξάγνληα νκαινπνίεζεο  . Όηαλ ν ζόξπβνο είλαη ιεπθόο κπνξνύκε λα 

μερσξίζνπκε πην εύθνια ηηο αμηόπηζηεο ζηαζεξέο SVD   
         

        από ηηο 

ζηαζεξέο   
         

   πνπ είλαη ππεύζπλεο γηα ηνλ εθηξνρηαζκό ηεο ιύζεο 

      .  

Δλ πξνθεηκέλσ, έζησ όηη έρνπκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα               

ή ην            . Γηα λα θάλνπκε Prewhitening θάλνπκε παξαγνληνπνίεζε 

Cholesky ζηνλ πίλαθα        ηεο δηαηαξαρήο, δειαδή 

 

             άλσ ηξηγσληθόο                                      

΢ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηα ηξνπνπνηεκέλα δεδνκέλα 

                                                                  

O πίλαθαο ΢πκκεηαβιεηόηεηαο ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ζνξύβνπ          είλαη 

                                                         

                                                             

΢πλεπώο ν όξνο         είλαη ιεπθόο ζόξπβνο. Δπνκέλσο, έρνπκε λα ππνινγίζνπκε 

ην ηζνδύλακν πξόβιεκα 

                                                                     

ή 

   
 

                                                                

ην νπνίν πεξηέρεη ιεπθό ζόξπβν. 
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KΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Μέθοδοι Εύρεζης Καηαλληλόηερων    

Παραμέηρων Ομαλοποίηζης k και   

 

 
Αληηθείκελν απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ είλαη  ε παξνπζίαζε θάπνησλ ελδεηθηηθώλ 

κεζόδσλ πξνζδηνξηζκνύ ηνπ βέιηηζηνπ παξάγνληα νκαινπνίεζεο   ή   γηα ηηο 

κεζόδνπο TSVD θαη Tikhonov. 

 

5.1 ΢φάλματα Απόκλιςησ – ΢φάλματα Διαταραχών [1] 

Όπσο αλαθέξζεθε ζην πξνεγνύκελo θεθάιαην ζθνπόο καο είλαη λα βξνύκε κία ιύζε 

πνπ λα είλαη όζν ην δπλαηόλ θνληύηεξα ζηελ        κε ηελ θαηάιιειε επηινγή ηνπ 

παξάγνληα   ή  . Θεσξεηηθά, κέηξν ηνπ πόζν θαιή είλαη ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε πνπ 

ππνινγίδνπκε είλαη ε δηαθνξά          . Παξόιν πνπ ε        δελ είλαη γλσζηή 

ζηα «πξαγκαηηθά» πξνβιήκαηα ε επεμεξγαζία ηεο δηαθνξάο          κπνξεί λα 

καο νδεγήζεη ζε ζπκπεξάζκαηα πνπ ζα καο επηηξέςνπλ λα θαηαλνήζνπκε ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηεο ιύζεο θαη θαη’ επέθηαζε λα δνύκε πσο πξέπεη λα επηιέμνπκε          

ηνλ παξάγνληα νκαινπνίεζεο ώζηε ε ιύζε καο λα έρεη ηελ «επηζπκεηή» 

ζπκπεξηθνξά. Οη κέζνδνη νκαινπνίεζεο TSVD θαη Tikhonov καο δίλνπλ ιύζεηο ηεο 

κνξθήο 

                                                                     

όπνπ       

  
   

 

  
   

  o πίλαθαο ησλ ζηαζεξώλ θηιηξαξίζκαηνο πνπ γηα 

ηελ κέζνδν ηνπ Tikhonov είλαη  

  
   

   
    

                                                      

ελώ γηα ηελ TSVD 

  
   

  
       
       

                                                       

Δπνκέλσο 
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Ο πξώηνο παξάγνληαο νλνκάδεηαη ζθάικα νκαινπνίεζεο (      ) θαη νθεί-             

ιεηαη ζηελ εηζαγσγή ησλ παξακέηξσλ θηιηξαξίζκαηνο ζην αλάπηπγκα                       

       
       

     , θαη ν δεύηεξνο παξάγνληαο νλνκάδεηαη ζθάικα δηαηαξαρήο 

θαη νθείιεηαη ζηελ αληηζηξνθή ηνπ ζνξύβνπ ηεο δεμηάο πιεπξάο   (     ). 

Δλδεηθηηθά, γηα ηελ TSVD κέζνδν 

 
 
 

 
            

          

 

     

       
  

  

  

 

   

                  

                                                 

Παξαηεξνύκε όηη αλ ην   είλαη κεγάιν ην ζθάικα νκαινπνίεζεο είλαη κηθξό, θαη ην 

ζθάικα δηαηαξαρήο γίλεηαη πνιύ κεγάιν. Αληίζεηα αλ ην   είλαη κηθξό ην ζθάικα 

δηαηαξαρώλ είλαη κηθξό θαη ην ζθάικα νκαινπνίεζεο είλαη κεγάιν.  ΢ε θάζε ιύζε ζα 

ππάξρνπλ πάληα θαη ηα δύν απηά ζθάικαηα. Εεηνύκελν είλαη ε ιύζε λα κελ απέρεη 

πνιύ από ηελ        θαη λα κελ ηίζεηαη εθηόο ειέγρνπ ην ζθάικα δηαηαξαρώλ. Γηα 

απηό επηιέγνπκε ηελ κέζε νδό. Γηαιέγνπκε ηνλ παξάγνληα νκαινπνίεζεο έηζη ώζηε 

            . 

Σα ίδηα ζπκπεξάζκαηα ηζρύνπλ θαη γηα ηα ζθάικαηα νκαινπνίεζεο θαη 

δηαηαξαρώλ ηεο κεζόδνπ Tikhonov. Όηαλ ην   είλαη κηθξό ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα 

     είλαη θνληά ζηελ κνλάδα. Άξα δελ θηιηξάξνληαη θαζόινπ νη ζηαζεξέο SVD πνπ 

θπξηαξρνύληαη από ζόξπβν. Απηό ζπλεπάγεηαη όηη ην ζθάικα θαλνληθνπνίεζεο είλαη 

πνιύ κηθξό, αιιά ην ζθάικα δηαηαξαρώλ είλαη κεγάιν. Αληηζέησο, αλ ην   είλαη 

κεγάιν νη παξάγνληεο θηιηξαξίζκαηνο ηνπ πίλαθα      ηείλνπλ ζην κεδέλ κε 

απνηέιεζκα λα ππάξρεη θηιηξάξηζκα ηνπ ζνξύβνπ αιιά ην ζθάικα νκαινπνίεζεο λα 

είλαη κεγάιν (       ). Έηζη, δηαιέγνπκε ηνλ παξάγνληα νκαινπνίεζεο   έηζη 

ώζηε             . 

Μπνξνύκε λα δνύκε ηα παξαπάλσ θαη από κία άιιε νπηηθή γσλία, όπνπ ε 

αλάιπζε καο ζα ζηεξίδεηαη ζε πνηό πξαθηηθά κεγέζε θαη δελ ζα πεξηιακβάλεη κεγέζε 

πνπ ζηα πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα δελ κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ (π.ρ. ε       ). Όπσο 

είδακε ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην ε    θαη ε    κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ σο ιύζεηο ηνπ 

γεληθνύ πξνβιήκαηνο 

 
     

 
           

                  
   

Άξα δελ έρνπκε παξά λα εμεηάζνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ κεγεζώλ         θαη 

     γηα λα θαηαιάβνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά ηεο νκαινπνηεκέλεο ιύζεο. Γηα 

κεγαιύηεξε δηεπθόιπλζε ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ιύζε ηεο κεζόδνπ TSVD, όκσο 

ηα ίδηα απνηειέζκαηα ζα ηζρύνπλ θαη γηα ηελ κέζνδν Tikhonov.  

Έζησ    o δείθηεο   πνπ ζην δηάγξακκα Picard νη ζηαζεξέο   
      αξρίδνπλ 

λα απμάλνληαη.  
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Σόηε γηα: 

•       

     
    

  
       

  
 

 

 

 

   

 

        
      

           

  

     

       
          

  

     

 

•      

     
    

  
       

  
 

 

   
 

  
 

 

          
    

 

      

  

   

   
   

 

      

 

        
           

Παξαηεξνύκε όηη γηα      όζν απμάλεηαη ην   ε λόξκα ηεο ιύζεο απμάλεηαη ελώ ε 

λόξκα          
   κηθξαίλεη κε πην αξγό ξπζκό από όζν απμάλεηαη ην      

 . Γηα  

     ην      
  απμάλεηαη γξήγνξα όζν απμάλεηαη ην   ελώ ηελ ίδηα ζηηγκή ην 

        
  κεηώλεηαη αξγά. Ζ κεηάβαζε από ηελ κία θαηάζηαζε ζηελ άιιε γίλεηαη 

γηα ηελ πεξηνρή ησλ   γηα ηα νπνία     . ΢ε απηή ηελ πεξηνρή θαη ην      
  θαη ην 

        
  κεηαβάιινληαη ζρεηηθά αξγά κε ηελ αύμεζε ηνπ   θαη γηα      

πεηπραίλνπκε              (ην      
  ζπλδέεηαη κε ην ζθάικα δηαηαξαρώλ αθνύ 

θαζνξίδεη ην πόζν νκαινπνηεκέλε ζα είλαη ε ιύζε θαη ην         
  κε ην       ).  

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ    ππάξρνπλ δηάθνξεο κέζνδνη κε ηξεηο από ηηο νπνίεο 

ζα αζρνιεζνύκε. Απηέο είλαη : 

 

                                      α) ε Discrepancy Principle 

                                      β) ην θξηηήξην L 

γ) ε Generalized Cross Validation 

 

5.2 Αρχή του χάςματοσ (Discrepancy Principle) [1] 

΢ύκθσλα κε όζα έρνπκε αλαθέξεη ε ζρέζε                    ηζρύ-            

εη γηα     . Άξα ην πηό βνιηθό είλαη λα δηαιέμνπκε ην   έηζη ώζηε                          

                   . Αιιά πνιιέο θνξέο δελ κπνξνύκε λα θάλνπ-               

κε ην δηάγξακκα Picard ηνπ πξνβιήκαηνο γηα λα δνύκε πνηό είλαη ην    (γηα έλα 

κεγάιν πξόβιεκα είλαη αζύκθνξνο ν ππνινγηζκόο ηνπ SVD). Γηα ηνλ ιόγν απηό 

ρξεζηκνπνηνύκε ηελ λόξκα ηνπ    πνπ είλαη ηεο ίδηαο ηάμεο κεγέζνπο κε ην            

         . Γηα ηελ αθξίβεηα είλαη           .  

Άξα ζέινπκε                    . Αξθεηέο θνξέο βάδνπκε κπξνζηά 

από ην      θαη έλαλ παξάγνληα αζθαιείαο    . Σειηθά ε Discrepancy Principle καο 

ιέεη όηη :  
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                                                                                                                                  (5.6)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

 

 

Γηα ηελ κέζνδν Tikhonov ε Αξρή ηνπ ράζκαηνο (Discrepancy Principle) καο ιέεη όηη : 

 

                                                                                                                           (5.7) 

 

Σν πιενλέθηεκα ηεο Discrepancy Principle είλαη όηη ζαλ κέζνδνο είλαη απιή θαη 

πινπνηείηαη εύθνια. Αξλεηηθό είλαη όηη επεξεάδεηαη εύθνια θαη δξακαηηθά από ηελ 

αθξίβεηα κε ηελ νπνία καο είλαη γλσζηό ην     . Αθόκε, ππάξρνπλ πξνβιήκαηα ζηα 

νπνία αδπλαηνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε ην επίπεδν ηνπ     . 

 

5.3 Κριτήριο L [1] 

Πξνεγνπκέλσο είδακε όηη: 

i) Όηαλ ν παξάγνληαο νκαινπνίεζεο   είλαη κηθξόο ηόηε ην      
  κεηαβάιιεηαη 

πνιύ αξγά. ΢ην όξην πνπ    ,       . 

ii) Όηαλ ν παξάγνληαο νκαινπνίεζεο   είλαη κεγάινο ηόηε ην         
  

κεηαβάιιεηαη πνιύ αξγά. ΢ην όξην πνπ    ,    . 

iii) Oη λόξκεο      
  θαη         

  είλαη κνλόηνλεο ζπλαξηήζεηο ηνπ  . 

(Σα ίδηα ηζρύνπλ γηα ηηο δύν απηέο λόξκεο θαη γηα ηελ κέζνδν Tikhonov κε 

παξάκεηξν νκαινπνίεζεο  ).  

Αλ ζρεδηάζνπκε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζεκείσλ (                      

ζα πάξνπκε έλα ζύλνιν δηαθξηηώλ ζεκείσλ γηα ηελ κέζνδν TSVD θαη κηα 

ζπλερόκελε θακπύιε γηα ηελ κέζνδν Tikhonov. Καη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο όκσο 

δηαθξίλνπκε δύν «ζηαζεξέο» πεξηνρέο ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε.  

Ζ πξώηε, παξάιιειε ζηνλ νξηδόληην άμνλα, νθείιεηαη ζηελ αξγή κεηαβνιή ηνπ 

         
 

 
 θαη ε δεύηεξε, παξάιιειε ζηνλ θάζεην άμνλα, νθείιεηαη ζηελ αξγή 

κεηαβνιή ηνπ        

 
. Ζ θακπύιε απηή νλνκάδεηαη θακπύιε-L (L-curve). ΢ην ζρήκα 

5.1 παξνπζηάδεηαη κηα ελδεηθηηθή θακπύιε-L γηα ηελ κέζνδν Tikhonov. O 

παξάγνληαο θαλνληθνπνίεζεο κεηώλεηαη αλ δηαηξέμνπκε ηελ θακπύιε από ηα δεμηά 

πξνο ηα αξηζηεξά. ΢ην ζρήκα επίζεο θαίλνληαη θαη νη δύν αθξαίεο πεξηπηώζεηο γηα 

    θαη    . 

 

 

 

 

 

                                              

Γηαιέγνπκε ην κεγαιύηεξν         έηζη ώζηε                                                  

(ρξεζηκνπνηνύκε  ηελ  αληζόηεηα  γηαηί  ζπάληα  ηθαλνπνηείηαη     

αθξηβώο  ε  ηζόηεηα                   ). 

 

   Eπηιέγνπκε ην       έηζη ώζηε                    
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΢χήμα 5.1 Κακπύιε-L ηεο κεζόδνπ Tikhonov. Η θακπύιε-L είλαη κηα 

παξακεηξηθή θακπύιε κε βάζε ηελ παξάκεηξν νκαινπνίεζεο  , ε νπνία κεηώλεηαη αλ 

δηαηξέμνπκε ηελ θακπύιε από ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά. Υπάξρνπλ δύν ζηαζεξέο 

πεξηνρέο ζηελ θακπύιε-L. Σηελ πξώηε ζηαζεξή πεξηνρή, ε νπνία είλαη παξάιιειε ζηνλ 

νξηδόληην άμνλα, ε λόξκα      
  ηεο ιύζεο Tikhonov παξακέλεη ζρεδόλ ζηαζεξή, ελώ ε 

λόξκα         
  απμάλεηαη κε ηελ αύμεζε ηνπ  . Σηελ δεύηεξε ζηαζεξή πεξηνρή, ε 

νπνία είλαη παξάιιειε ζηνλ θάζεην άμνλα, ε λόξκα         
  ζηαζεξνπνηείηαη ζην 

επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ         
      

  , ελώ ε λόξκα      
  απμάλεηαη κε ηελ 

κείσζε ηνπ  . 

 

 

΢ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη αλάκεζα ζηηο δύν ζηαζεξέο πεξηνρέο παξεκβάιιεηαη κηα 

θακπύιε πεξηνρή. ΢ε απηή ηε πεξηνρή γίλεηαη ε κεηάβαζε από ηελ κία αθξαία 

ζπκπεξηθνξά ζηελ άιιε.  

Γηαηζζεηηθά, ην ζεκείν ηεο κεηαβαηηθήο πεξηνρήο κε ηελ κεγαιύηεξε 

θακππιόηεηα ζα αληηζηνηρεί ζην   πνπ ηα ζθάικαηα νκαινπνίεζεο θαη ηα ζθάικαηα 

δηαηαξαρήο ζα είλαη πεξίπνπ ίζα (ηζρύεη θαη γηα ηελ κέζνδν TSVD θαη γηα ηελ 

Tikhonov). Αο επαλέιζνπκε ζηελ κέζνδν Tikhonov. Θέηνπκε 

 
            

 

       
          

  θαη  
                

 

           
          

     

Παξαγσγίδνληαο ην   θαη ην   έρνπκε 

   
  

  
  

 

 
      

   
    

   
  

   
    

  
 

  

 

   

 

   
  

  
 

 

 
      

   
   

      
           

 

   

 

Αλ θάλνπκε ην ίδην θαη γηα ηα   ,    βξίζθνπκε όηη 
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 θαη     

  

 
   

ελώ 

     
          

  
 θαη    

 
 

          

  
   

Δίλαη γλσζηό από ηελ δηαθνξηθή γεσκεηξία όηη ε θακππιόηεηα ηεο θακπύιεο-L 

 
 

 
      

 

 
       είλαη 

     
           

 
   

                  
 

  
  

  

                

            
                                      

Οη λόξκεο           
  θαη        

  είλαη εύθνιν λα ππνινγηζηνύλ ελώ ην    

κπνξεί λα ππνινγηζηεί εύθνια αλ παξαηεξήζνπκε όηη κπνξεί λα γξαθεί σο  
 

 
  

   , 

όπνπ                         ε ιύζε Tikhonov ηνπ πξνβιήκαηνο 

    
 

  
 
  

    
     

 
  

 

 

  

Άξα γηα ηελ εθαξκνγή ηoπ θξηηεξίνπ-L ρξεηάδεηαη ν ππνινγηζκόο ησλ ιύζεσλ 

Tikhonov δύν πξνβιεκάησλ. Τπνινγίδνληαο ηελ θακππιόηεηα     γηα δηάθνξεο ηηκέο 

ηνπ   ην θξηηήξην-L ππνζηεξίδεη όηη :  

 

                                                                                                                         (5.9) 

 

Απηό ηζρύεη αλ επηιέμνπκε λα ιύζνπκε ην δηαθξηηνπνηεκέλν πξόβιεκα κε ηελ κέζνδν 

Tikhonov. 

Αλ ζέινπκε λα ιύζνπκε ην δηαθξηηνπνηεκέλν πξόβιεκα κε ηελ κέζνδν TSVD ην 

θξηηήξην-L θαζνξίδεη όηη :  

 

                                                                                                                                (5.10) 

 

 

5.4 Διαςταυρούμενη Επαλήθευςη                                      
(Generalized Cross Validation) [1] 

΢θνπόο απηήο ηεο κεζόδνπ είλαη ε εύξεζε ησλ παξαγόλησλ θαλνληθνπνίεζεο   θαη   

πνπ νδεγνύλ ζηελ θαιύηεξε πξόβιεςε ηνπ        από ην     θαη     αληίζηνηρα. 

Μέηξν ηνπ πόζν θαιή είλαη ε πξόβιεςε ηνπ        από ην       είλαη ε δεύηεξε 

λόξκα ηεο δηαθνξάο ηνπο               
 

 
. Με ηελ βνήζεηα ηνπ αλαπηύγκαηνο 

SVD ζα πξνζπαζήζνπκε αξρηθά λα κειεηήζνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά απηήο ηεο 

Γηαιέγνπκε ην      γηα ην νπνίν ε θακππιόηεηα     γίλεηαη 

κέγηζηε. 

Γηαιέγνπκε ην      ηνπ ζεκείνπ ηεο θακπύιεο-L κε ηελ 

κεγαιύηεξε γσλία, ε νπνία απνηειείηαη από δηαθξηηά ζεκεία. 
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λόξκαο. Υάξηλ απιόηεηαο ζα πεξηνξηζηνύκε ζηελ κειέηε ηεο κεζόδνπ TSVD. Σα ίδηα 

ζπκπεξάζκαηα ζα ηζρύνπλ θαη γηα ηελ κέζνδν Tikhonov. 

                                                       

                            
   
  

            
   
  

               

                
   
  

       
  
     

                         

             
      

         
         

 

     

 

   

         
         

 

     

 

Έζησ    ην   γηα ην νπνίν    
                  (ε αθξηβήο πιεξνθνξία 

       ράλεηαη κέζα ζηνλ ζόξπβν). Σόηε δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

•       

             
          

          

   

     

 

•      

  

             
                                             

Γηα      ε λόξκα              
  κηθξαίλεη θαζώο απμάλεηαη ην   ελώ ηείλεη ζην 

    θαζώο     , πνπ ζεκαίλεη όηη ην ζθάικα ηεο πξόβιεςεο ηνπ        από ην 

    κηθξαίλεη, ελώ γηα      ε λόξκα απμάλεηαη κε ηελ αύμεζε ηνπ  . Δύινγα 

ζέινπκε ην ζθάικα πξόβιεςεο λα είλαη ην κηθξόηεξν δπλαηό, θαη απηό γίλεηαη όηαλ 

    .  

Αλππέξβιεην εκπόδην γηα απηή ηελ επηδίσμε καο θαίλεηαη λα είλαη ε άγλνηα καο 

γηα ην       . Σελ ιύζε ζε απηό ην εκπόδην καο ηελ δίλεη ε ΢ηαηηζηηθή κε ηελ Cross 

Validation.  

Ζ Cross Validation καο ππαγνξεύεη λα ρσξίζνπκε ηα δεδνκέλα καο (ην δηάλπζκα 

 ) ζηελ κέζε. Έπεηηα ππνινγίδνπκε ηελ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε ηα κηζά δεδνκέλα,  
ε νπνία ζηελ ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πξνβιέςνπκε ηα άιια κηζά δεδνκέλα. 

Γηα παξάδεηγκα, γηα ηελ κέζνδν Tikhonov, κπνξνύκε λα αθήζνπκε εθηόο                  

ην ζηνηρείν    θαη λα ππνινγίζνπκε ηελ ιύζε Tikhonov 

  
                        

              

ηνπ κηθξόηεξσλ δηαζηάζεσλ πξνβιήκαηνο              , όπνπ ν δείθηεο     

ζπκβνιίδεη ηελ γξακκή ηνπ πίλαθα ή ηνπ δηαλύζκαηνο πνπ ιείπεη. Έπεηηα, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ γξακκή        ηνπ πίλαθα   πνπ αθήζακε εθηόο, πξνβιέπνπκε 

ην ζηνηρείν    από ηελ ζρέζε         
   . Δπνκέλσο κηα θαιή ηδέα πξνζδηνξηζκνύ 

ηνπ θαηαιιειόηεξνπ   είλαη λα βξνύκε γηα πνηό   ην ζθάικα πξόβιεςεο θάζε 

ζηνηρείνπ ηνπ   λα είλαη ειάρηζην ή ηζνδύλακα λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ 
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Δίλαη όκσο αδύλαην λα ππνινγίζνπκε ιύζεηο   
    γηα πίλαθεο   πνιύ κεγάισλ 

δηαζηάζεσλ πνπ εκθαλίδνληαη ζε πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα. Παξ’όια απηά κπνξεί λα 

απνδεηρζεί όηη ην παξαπάλσ πξόβιεκα είλαη ηζνδύλακν κε ην 

   
 

 

 
  

         
        

     
 

 

 

 

   

 

όπνπ     ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα               , ην νπνίν ρξεηάδεηαη 

κόλν ηελ ιύζε Tikhonov ηνπ πξνβιήκαηνο κε πίλαθα ζπζηήκαηνο  .  

Γπζηπρώο, θαη ζε απηή ηε πεξίπησζε παξνπζηάδεηαη έλα ζνβαξό πξόβιεκα. Σα 

ζηνηρεία     αιιάδνπλ κε ηελ αλαδηάηαηαμε ησλ εμηζώζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο     , 

νδεγώληαο ην παξαπάλσ πξόβιεκα ζε δηαθνξεηηθή ιύζε από απηή πνπ παίξλνπκε 

ρσξίο αλαδηάηαμε ησλ εμηζώζεσλ. Απηό είλαη πνιύ ζεκαληηθό δηόηη πνιιέο θνξέο  

ζηα πξνβιήκαηα δελ ππάξρεη θαλέλαο ιόγνο λα πξνηηκήζνπκε κία δηάηαμε 

δεδνκέλσλ από κία άιιε.  

Απηή ε δπζθνιία μεπεξληέηαη αλ αληηθαηαζηήζνπκε θάζε ζηνηρείν     κε ηνλ 

κέζν όξν ησλ δηαγώλησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα               . Όπνηε ην 

πξόβιεκα παίξλεη ηελ κνξθή 

   
 

 

 
  

         
        

                          
 

 

 

 

   

 

To                        κε ηελ πξνζζήθε ηνπ αλαπηύγκαηνο SVD ηνπ πίλαθα 

  γίλεηαη 

                                                     
   

 

   

  

ελώ ην           
        

  
    κπνξεί λα γξαθεί σο         

 . 

Γειαδή, θαηαιήγνπκε όηη γηα ηελ κέζνδν Tikhonov 

 

 

 

                                                                                                                                (5.11) 

 

 

 

Γηα ηελ κέζνδν TSVD ε κέζνδνο ηεο Γηαζηαπξνύκελεο Δπαιήζεπζεο ππνζηεξίδεη 

όηη :  

 

 

                                                            (5.12) 

      
        

 

      
   

Πξέπεη λα δηαιέμνπκε ην        ην νπνίν ειαρηζηνπνηεί ηελ 

πνζόηεηα 

 

     
        

 

     
    

   

 

Γηαιέγνπκε ην        ζύκθσλα κε ηελ κέζνδν ηεο 

δηαζηαπξνύκελεο επαιήζεπζεο γηα ην νπνίν ε ζπλάξηεζε 

παίξλεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο. 
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KΕΦΑΛΑΙΟ 6                             

Yπολογιζηικά Παραδείγμαηα 
 

 

΢θνπόο απηνύ ηνπ θεθαιαίνπ είλαη λα δνύκε θάπνηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

αληίζηξνθσλ πξνβιεκάησλ ζηελ πξάμε. Γηα ην ζθνπό απηό επηιέγνπκε ην πξόβιεκα 

βαξύηεηαο (gravity surveying), ην νπνίν αλαθέξζεθε ζην πξώην θεθάιαην.  

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 6.1 Σπλερέο αληίζηξνθν πξόβιεκα ηεο βαξύηεηαο. Μηα θαηαλνκή κάδαο κε 

άγλσζηε ππθλόηεηα      ηνπ άμνλα-t δεκηνπξγεί βαξπηηθό πεδίν κε γλσζηή θάζεηε 

ζπληζηώζα      ζε ηπραίν ζεκείν   ηνπ άμνλα-s ηεο επηθάλεηαο. 

 

Σν ζπλερέο αληίζηξνθν πξόβιεκα ζε απηή ηε πεξίπησζε ζπλίζηαηαη ζηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηεο ππθλόηεηαο      ηεο κάδαο πνπ εθηείλεηαη από 0 έσο 1 ζηνλ 

άμνλα-t. Μεηξώληαο ηελ θάζεηε ζπληζηώζα ηνπ βαξπηηθνύ πεδίνπ      ζε δηάθνξα 

ζεκεία από κεδέλ έσο έλα ηνπ άμνλα-s ζα πξνζπαζήζνπκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ 

ππθλόηεηα ηεο κάδαο. 

Βαζηθόο καο ζηόρνο είλαη (ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ θώδηθα γηα Matlab ηνπ Per 

Christian Hansen) λα ιύζνπκε ην δηαθξηηνπνηεκέλν αληίζηξνθν πξόβιεκα ηεο 

βαξύηεηαο κε ηελ κέζνδν Tikhonov ρξεζηκνπνηώληαο ηηο κεζόδνπο εύξεζεο ηεο 

βέιηηζηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο, γλσξίδνληαο εθ ησλ πξνηέξσλ ηελ ππθλόηεηα 

ηεο κάδαο, νύησο ώζηε λα ηε ζπγθξίλνπκε κε ηα απνηειέζκαηα πνπ ζα καο δώζεη ε 

κέζνδνο Tikhonov. Λόγσ δπζθνιίαο ζηελ ιήςε απζεληηθώλ πεηξακαηηθώλ 

δεδνκέλσλ βαξύηεηαο, ρξεζηκνπνηείηαη ν θώδηθαο ηνπ Per Christian Hansen γηα λα 

δεκηνπξγήζνπκε «πεηξακαηηθά δεδνκέλα». 

Έζησ όηη ε ππθλόηεηα ηεο κάδαο είλαη                            . Σν 

βάζνο είλαη γλσζηό θαη είλαη d=0.5 (απζαίξεηεο κνλάδεο). Γηα λα βξνύκε ηελ 

ζεσξεηηθά άγλσζηε θαηαλνκή      δηαθξηηνπνηνύκε (κε ηελ βνήζεηα ηνπ θώδηθα) 

ηελ εμίζσζε  
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Ο θώδηθαο ηνπ Hansen δηαθξηηνπνηεί ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm A΄ είδνπο 

κε ηελ κέζνδν νινθιήξσζεο ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ θαλόλα ηεο κέζεο ηηκήο θαη 120 

ζεκεία θαη δεκηνπξγεί έλα γξακκηθό ζύζηεκα      

 

                   

 

   

              

Αξρηθά ην ιύλνπκε γηα δεδνκέλα πνπ δελ πεξηέρνπλ ζόξπβν. Αλ θάλνπκε ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζεκείσλ         όπνπ       βιέπνπκε όηη έρεη ηελ κνξθή 

ηνπ ζρήκαηνο 6.2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 6.2 Αθξηβήο ιύζε        (ππθλόηεηα κάδαο) ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ 

πξνβιήκαηνο βαξύηεηαο ρσξίο ζόξπβν                 
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Σν δηάγξακκα Picard ζε απηή ηε πεξίπησζε είλαη 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 6.3 Δηάγξακκα Picard ηεο ιύζεο        ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ αδηαηάξαθηνπ 

πξνβιήκαηνο βαξύηεηαο               . Οη ηδηάδνπζεο ηηκέο    θαη νη ζηαζεξέο SVD 

  
       ζηαζεξνπνηνύληαη από θάπνην ζεκείν θαη κεηά εμαηηίαο ηεο πεπεξαζκέλεο 

αξηζκεηηθήο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή. 

 

Από ην δηάγξακκα Picard ηεο αθξηβνύο ιύζεο (πξόβιεκα ρσξίο ζόξπβν) 

παξαηεξνύκε όηη νη ζηαζεξέο SVD   
      θζίλνπλ πεξίπνπ κέρξη ην     . 

Παξαηεξνύκε επίζεο όηη νη ζηαζεξέο   
   ζηαζεξνπνηνύληαη από έλα ζεκείν θαη 

κεηά        ιόγσ ηεο πεπεξαζκέλεο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή.  

Αθόκε, έρνπκε ηελ δπλαηόηεηα λα ζρεδηάζνπκε ηηο πξνζεγγηζηηθέο ηδηάδνπζεο 

ζπλαξηήζεηο   , νη νπνίεο εμαξηώληαη απνθιεηζηηθά από ηνλ πίλαθα  . Άξα ζα είλαη 

ίδηεο θαη γηα εθδνρέο ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο (ίδηνο πίλαθαο  ) κε ζόξπβν 

(νπνηνπδήπνηε είδνπο). ΢ην ζρήκα 6.4 θαίλνληαη νη έμη πξώηεο ηδηάδνπζεο ζπλαξηή-

ζεηο. Λόγσ ηεο ζρέζεσο θαη ηεο κηθξήο αθξίβεηαο ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ κε κεγάιν 

δείθηε  , νη αληίζηνηρεο ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο    θαη    είλαη αλαθξηβείο. 
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΢χήμα 6.4 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ πξώησλ έμη αξηζηεξώλ πξνζεγγηζηηθώλ 

ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

Ο δείθηεο θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα   είλαη                    .To κέγεζνο ηνπ 

είλαη πάξα πνιύ κεγάιν. Σν γεγνλόο απηό καο εμεγεί όηη ν πίλαθαο   είλαη κε θαιά 

ηνπνζεηεκέλνο. Δπνκέλσο ε πξνζζήθε ζνξύβνπ ζηελ δεμηά πιεπξά   όζν κηθξόο θαη 

λα είλαη, ζα πξνθαιέζεη ζε κεγάιν βαζκό ηελ αξρηθή ιύζε        όπσο ζα θαλεί πην 

θάησ. Γηα λα θαλεί απηό πην θαζαξά αο πξνζζέζνπκε ζηελ δεμηά πιεπξά   ιεπθό 

ζόξπβν   δηαζπνξάο       . Αλ θάλνπκε ην δηάγξακκα Picard παξαηεξνύκε όηη νη 

ζηαζεξέο   
      ζηακαηάλε ηελ θζίλνπζα πνξεία ηνπο λσξίηεξα        από ηηο 

αληίζηνηρεο ζηαζεξέο γηα   ρσξίο ιεπθό ζόξπβν. 
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΢χήμα 6.5 Δηάγξακκα Picard ηεο ιύζεο          
 
     ηνπ δηαθξηην-

πνηεκέλνπ αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο βαξύηεηαο. Οη ηδηάδνπζεο ηηκέο    θαη νη ζηα-

ζεξέο SVD   
   από έλα ζεκείν θαη κεηά ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ιεπθνύ 

ζνξύβνπ. 

 

Ζ ζύγθξηζε ησλ δύν δηαγξακκάησλ Picard δείρλεη όηη εμαηηίαο ηνπ ιεπθνύ ζνξύβνπ 

ράλνπκε ηηο αθξηβείο ζηαζεξέο   
           γηα   από 10 έσο 21 πεξίπνπ. Αο 

ιύζνπκε όκσο ην πξόβιεκα κε ηελ κέζνδν Tikhonov γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ  , από δύν έσο κεδέλ. Ζ ηηκή     αληηζηνηρεί ζηελ ιύζε                   

          
      

   . Σα δηαγξάκκαηα ησλ ιύζεσλ πνπ παίξλνπκε γηα απηέο ηηο 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο   παξνπζηάδνληαη ζην ζρήκα 6.6. 
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      ΢χήμα 6.6 Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ιύζεσλ Tikhonov γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο  . Με ηελ κείσζε ηεο παξακέηξνπ   ε ιύζε Tikhonov ηνπ 

πξνβιήκαηνο γίλεηαη όιν θαη ιηγόηεξν νκαιή, δηόηη ζηελ ιύζε πεξηιακβάλνληαη όιν θαη 

πεξηζζόηεξεο ζηαζεξέο SVD   
     

  . Σην ζρήκα θαίλνληαη επίζεο ε αθξηβήο ιύζε 

       θαη νη δύν αθξαίεο πεξηπηώζεηο, απηή όπνπ έρνπκε πνιύ κεγάιε 

νκαινπνίεζε      θαη απηή γηα ηελ νπνία δελ έρνπκε θαζόινπ νκαινπνίεζε 

      . Σηελ πεξίπησζε γηα     ζην άζξνηζκα SVD ηεο ιύζεο πεξηιακβάλνληαη 

όινη νη όξνη   
     

  , εμαηηίαο ησλ νπνίσλ ε ιύζε γίλεηαη αζηαζήο. 

 

Από ην δηάγξακκα ησλ ιύζεσλ Σikhonov θαίλεηαη όηη θαζώο ε ηηκή   απμά-         

λεηαη ηόζν πην νκαινπνηεκέλε είλαη ε ιύζε. Παξαηεξνύκε ππεξβνιηθή νκαιν-

πνίεζε γηα     θαη θαζόινπ νκαινπνίεζε γηα    . Αθόκε παξαηεξνύκε όηη γηα 

           ε ιύζε Tikhonov πξνζεγγίδεη ηελ αθξηβή ιύζε       .  

΢ηελ ζπλέρεηα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θάπνηα από ηηο γλσζηέο κεζόδνπο γηα ηελ 

εύξεζε ηνπ θαηαιιειόηεξνπ παξάγνληα νκαινπνίεζεο δηόηη όπσο έρεη επηζεκαλζεί 

θαη πξνεγνπκέλσο ζηα «πξαγκαηηθά» πξνβιήκαηα δελ είλαη γλσζηή εθ ησλ πξνηέξσλ 

ε αθξηβήο ιύζεο ηνπο, θαη δελ έρνπκε ηελ επρέξεηα λα ιύλνπκε ην πξόβιεκα 

δνθηκάδνληαο ηπραία δηαθνξεηηθέο ηηκέο  . 

Αξρηθά ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ Discrepancy Principle γηα ηελ εύξεζε ηνπ 

βέιηηζηνπ  . Δθηειώληαο αιγόξηζκν ηεο Discrepancy Principle παίξλνπκε ην 

δηάγξακκα ηνπ ζρήκαηνο 6.7.   
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΢χήμα 6.7 Discrepancy Principle. Σην δηάγξακκα θαίλεηαη ε κεηαβαηηθή πεξηνρή 

ηεο L-curve θαη ε ηνκή ηεο κε ηελ επζεία                   . H παξάκεηξνο 

νκαινπνίεζεο ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηνπο είλαη ζύκθσλα κε ηελ κέζνδν ε βέιηηζηε 

παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο               

 

Λύλνληαο ην δηαθξηηνπνηεκέλν πξόβιεκα ηεο βαξύηεηαο κε ηελ κέζνδν Tikhonov 

γηα            παίξλνπκε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ιύζεο Tikhonov    πνπ 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 6.8 (όπνπ θαίλεηαη θαη ε αθξηβήο ιύζε κε κπιέ ρξώκα). 

 

  

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 6.8 Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ιύζεο         ηνπ αδηαηάξαρηνπ δηα-

θξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο ηεο βαξύηεηαο θαη ηεο ιύζεο Tikhonov     ηνπ 

δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο κε ιεπθό ζόξπβν γηα            . 
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Βιέπνπκε όηη ε πξνζέγγηζή καο είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή. Αο πξνρσξήζνπκε όκσο 

θαη ζηνλ ππνινγηζκό κε ηελ κέζνδν Tikhonov ηεο ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

βαξύηεηαο κε παξακέηξνπο θαλνληθνπνίεζεο πνπ πξνζδηνξίδνληαη κε ηελ βνήζεηα 

ηνπ θξηηεξίνπ-L θαη ηεο Generalized Cross Validation.  

Δθηειώληαο ηνλ αιγόξηζκν ηνπ θξηηεξίνπ-L παίξλνπκε               θαη ην 

δηάγξακκα πνπ θαίλεηαη ζην ζρήκα 6.8.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 6.8 Κξηηήξην-L. Σύκθσλα κε απηή ηε κέζνδν ε βέιηηζηε παξάκεηξνο 

νκαινπνίεζεο είλαη απηή ηνπ ζεκείνπ ηεο θακπύιεο-L κε ηελ κεγαιύηεξε 

θακππιόηεηα               . 

 

Παξαηεξνύκε όηη ζε αληίζεζε κε όζα είρακε πεη γηα ηελ κέζνδν-L ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην ην    δελ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν ηεο θακπύιεο-L κε ηελ κεγαιύηεξε 

θακππιόηεηα. Γεληθά απηή ηελ κέζνδν αλ ηελ εθηειέζνπκε δηαδνρηθά, καο δίλεη 

δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα, ζπλήζσο ίδηαο ηάμεο κεγέζνπο, πνπ δελ αληηζηνηρνύλ ηα 

πεξηζζόηεξα ζην ζεκείν ηεο θακπύιεο κε ηελ κεγαιύηεξε θακππιόηεηα. 

Παξνπζηάδεη ζηαηηζηηθέο δηαθπκάλζεηο. 

Λύλνληαο ην πξόβιεκα κε ηελ κέζνδν Tikhonov γηα      παίξλνπκε ηελ 

παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε (ζρήκα 6.9).  
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         ΢χήμα 6.9 Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ιύζεο         ηνπ αδηαηάξαρηνπ 

δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο ηεο βαξύηεηαο θαη ηεο ιύζεο Tikhonov     ηνπ 

δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο κε ιεπθό ζόξπβν γηα              . 

 

Βιέπνπκε όηη ε ιύζε          πνπ βξήθακε (θόθθηλν ρξώκα) δελ πξνζεγγίδεη πνιύ 

ηθαλνπνηεηηθά ηελ αθξηβή ιύζε       . 

Παξνκνίσο, ιύλνληαο ην πξόβιεκα κε παξάγνληα θαλνληθνπνίεζεο πνπ 

πξνθύπηεη κε ηελ κέζνδν GCV παίξλνπκε                πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ζεκείν πνπ θαίλεηαη ζην δηαγξάκκαηα ηνπ ζρήκαηνο 6.9, ελώ νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ηεο ιύζεο Tikhonov      γηα        καδί κε απηό ηεο        

θαίλνληαη ζην ζρήκα 6.10. 
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΢χήμα 6.10 Μέζνδνο GCV. Σύκθσλα κε απηή ηε κέζνδν βέιηηζηνο παξάγνληαο 

νκαινπνίεζεο είλαη απηόο γηα ηνλ νπνίν ε ζπλάξηεζε      έρεη ειάρηζην. Θεσξεηηθά 

ην ειάρηζην πξέπεη λα αληηζηνηρεί πεξίπνπ ζην κέζνλ ηεο κεηαβαηηθήο πεξηνρήο.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ΢χήμα 6.11 Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ιύζεο         ηνπ αδηαηάξαρηνπ 

δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο ηεο βαξύηεηαο θαη ηεο ιύζεο Tikhonov      ηνπ 

δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο κε ιεπθό ζόξπβν γηα               . 

 

Από ην πξώην δηάγξακκα θαίλεηαη όηη ν παξάγνληαο νκαινπνίεζεο      δελ 

αληηζηνηρεί αθξηβώο ζην κέζν ηεο κεηαβαηηθήο πεξηνρήο όπσο ππνζέζακε ζεσξεηηθά 
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ζην πέκπην θεθάιαην, θαη εκθαλίδεη ζηαηηζηηθέο δηαθπκάλζεηο ζε δηαδνρηθέο 

εθηειέζεηο ηεο κεζόδνπ GCV, όπσο θαη ε κέζνδνο-L. Από ην ζρήκα 6.11 θαίλεηαη όηη 

κε ηελ κέζνδν GCV πεηύρακε ηελ θαιύηεξε πξνζέγγηζε ηεο       . Δμάιινπ, απηό 

θαίλεηαη αλ ζπγθξίλνπκε ην ζρεηηθό ζθάικα ηεο ιύζεο Tikhonov πνπ βξήθακε κε 

παξάγνληα νκαινπνίεζεο κε θάζε κία από ηηο Discrepancy Principle, L-Curve 

Method θαη GCV. 

 

                              

                                

                                

  

Από ηα παξαπάλσ ζρεηηθά ζθάικαηα επηβεβαηώλεηαη όηη ε κέζνδνο Tikhonov κε 

παξάγνληα νκαινπνίεζεο        καο έδσζε ηελ θαιύηεξε ιύζε. Αθνινπζεί κε 

κηθξή δηαθνξά ε ιύζε Tikhonov  κε       θαη ηειεπηαία ε ιύζε Tikhonov κε 

    .  

Σν όηη ε κέζνδνο GCV καο έδσζε ηνλ παξάγνληα νκαινπνίεζεο πνπ καο 

νδήγεζε ζηελ βέιηηζηε ιύζε δελ ζεκαίλεη όηη ηζρύεη γηα θάζε πξόβιεκα. ΢ε θάπνην 

άιιν πξόβιεκα κπνξεί θάπνηα από ηηο ππόινηπεο δύν κεζόδνπο εύξεζεο ηνπ 

βέιηηζηνπ   λα καο νδεγήζεη ζηελ θαιύηεξε ιύζε. Απηό εμαξηάηαη θάζε θνξά από ην 

πξόβιεκα πνπ έρνπκε λα αληηκεησπίζνπκε. 

΢ηα πεξηζζόηεξα πξνβιήκαηα δελ είκαζηε ζίγνπξνη πνηά από ηηο ηξείο κεζόδνπο 

ζα καο δώζεη ηνλ θαιύηεξν παξάγνληα νκαινπνίεζεο γηαηί δελ γλσξίδνπκε εθ ησλ 

πξνηέξσλ ην       . 

Δπίζεο ζα πξέπεη λα επηζεκαλζεί όηη ζην παξάδεηγκα ηεο βαξύηεηαο ε 

Discrepancy Principle καο έδσζε αθξηβή απνηειέζκαηα γηαηί γλσξίδακε εθ ησλ 

πξνηέξσλ ηα πάληα γηα ηνλ ιεπθό ζόξπβν (δηαζπνξά θαη λόξκα ηνπ ζνξύβνπ). Απηό 

ζηηο πεξηζζόηεξεο εθαξκνγέο δελ ζπκβαίλεη.  

Μέρξη ηώξα κειεηήζακε ην πξόβιεκα ηεο βαξύηεηαο ρσξίο ζόξπβν θαη κε ιεπθό 

ζόξπβν. Όπσο έρεη αλαθεξζεί θαη ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην ππάξρνπλ θαη άιια είδε 

ζνξύβνπ πνπ κπνξνύκε λα ζπλαληήζνπκε ζε εθαξκνγέο. Γύν από απηά είλαη ν 

ζόξπβνο πςειώλ ζπρλνηήησλ (high frequency noise) θαη ν ζόξπβνο ρακειώλ 

ζπρλνηήησλ (low frequency noise).  

΢ηνλ ζόξπβν πςειώλ ζπρλνηήησλ ν ζόξπβνο απμάλεηαη κε ηελ αύμεζε ηνπ 

δείθηε  , ελώ ζηνλ ζόξπβν ρακειώλ ζπρλνηήησλ ν ζόξπβνο απμάλεηαη κε ηελ κείσζε 

ηνπ  . ΢ε απηό ην ζεκείν εύθνια κπνξεί λα αλαξσηεζεί θαλείο αλ ηα δηαθνξεηηθά είδε 

ζνξύβνπ επεξεάδνπλ ηελ ιύζε πνπ παίξλνπκε γηα ην πξόβιεκα. ΢ρεδηάδνληαο ηo 

δηάγξακκα   
         ηνπ αδηαηάξαρηνπ πξνβιήκαηνο βαξύηεηαο ηελ πξνζζήθε ζε 

απηό ηξηώλ δηαθνξεηηθώλ εηδώλ ζνξύβνπ, ιεπθό ζόξπβν, ζόξπβν ρακειώλ 

ζπρλνηήησλ, θαη ζόξπβν πςειώλ ζπρλνηήησλ, παξαηεξνύκε όηη όηαλ έρνπκε ζόξπβν 

πςειώλ ζπρλνηήησλ έρνπκε πεξηζζόηεξεο ζηαζεξέο αθξίβεηαο   
        ζε ζρέζε κε 

ηελ πεξίπησζε ηνπ ιεπθνύ ζνξύβνπ, ελώ αληίζεηα γηα ζόξπβν ρακειώλ ζπρλνηήησλ 

έρνπκε ιηγόηεξεο ζηαζεξέο πνπ είλαη πάλσ από ην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ. 
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΢χήμα 6.12 Δηαγξάκκαηα ζηαζεξώλ SVD   
        ηεο αθξηβνύο ιύζεο 

      θαη ησλ ζνξύβσλ γηα ζόξπβν ρακειώλ ζπρλνηήησλ    
     , ιεπθό ζόξπβν 

   
    θαη ζόξπβν πςειώλ ζπρλνηήησλ    

      αληίζηνηρα. Όηαλ ππάξρεη ζόξπβνο 

ρακειώλ ζπρλνηήησλ ζηα δεδνκέλα «ράλνπκε» πεξηζζόηεξεο αθξηβείο ζηαζεξέο SVD 

  
       ζε ζρέζε κε ηελ πεξίπησζε ηνπ ιεπθνύ ζνξύβνπ. Αληίζεηα όηαλ ππάξρεη 

ζόξπβνο πςειώλ ζπρλνηήησλ «θεξδίδνπκε» πεξηζζόηεξεο αθξηβείο ζηαζεξέο SVD 

  
       ζε ζρέζε κε ηελ πεξίπησζε ηνπ ιεπθνύ ζνξύβνπ θαη ηνπ ζνξύβνπ ρακειώλ 

ζπρλνηήησλ.  

 

 

Απηό έρεη ζαλ ζπλέπεηα λα είλαη δύζθνιε θαη πνιιέο θνξέο αδύλαηε ε 

ρξεζηκνπνίεζε ησλ κεζόδσλ νκαινπνίεζεο ιόγσ ηεο δπζθνιίαο λα μερσξίζνπκε ηνλ 

ζόξπβν από ην αθξηβέο «ζήκα»   
       . Γηα παξάδεηγκα αλ ζην πξόβιεκα καο 

έρνπκε ζόξπβν ρακειώλ ζπρλνηήησλ θαη ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ κέζνδν 

TSVD ηόηε ην πηζαλόηεξν είλαη λα πάξνπκε παξάγνληα νκαινπνίεζεο   πνιύ 

κηθξόηεξν από όζν πξέπεη κε απνηέιεζκα λα κελ πάξνπκε ηελ ζσζηή ιύζε (πνπ 

πξνζεγγίδεη θαιύηεξα ηελ       ). Πνιιέο θνξέο ηπραίλεη νη ζηαζεξέο   
        λα 

είλαη ηόζν θνληά κε ηνλ LF ζόξπβν πνπ ελώ λα λνκίδνπκε όηη δελ ππάξρεη ζόξπβνο 

πεξηιακβάλνληαο πνιιέο   
       

          
     ζηαζεξέο ζηελ ιύζε TSVD, 

θαη ελώ πεξηκέλνπκε ε ιύζε λα είλαη θνληά ζηελ αθξηβή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, 

ηειηθά λα πάξνπκε κία ιύζε πνπ λα απέρεη πάξα πνιύ από απηή.  

Γηα ηνλ ιόγν απηό ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηερληθή ηνπ Prewhitening, γηα λα 

θηάζνπκε ζε έλα ηζνδύλακν πξόβιεκα πνπ ν νπνηνδήπνηε είδνο ζνξύβνπ ζα έρεη 

κεηαηξαπεί ζε ιεπθό, ώζηε πεξηζζόηεξεο ζηαζεξέο   
        λα είλαη δηαθξηηέο από 
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ηνλ ζόξπβν, κε απνηέιεζκα λα είλαη νξζόηεξε ε επηινγή ηνπ βέιηηζηνπ παξάγνληα 

νκαινπνίεζεο. 

Σέινο αο ζεσξήζνπκε κηα δηαθνξεηηθή ππθλόηεηα κάδαο, κία κε θακπύιε πνπ 

δελ είλαη ιεία, όπσο απηή ηνπ επόκελνπ ζρήκαηνο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢χήμα 6.13 Ππθλόηεηα κάδαο ηνπ πξνβιήκαηνο βαξύηεηαο κε θακπύιε πνπ δελ είλαη 

ιεία ζε όια ηα ζεκεία. 

 

Αλ ιύζνπκε ην πξόβιεκα βαξύηεηαο κε ηελ κέζνδν Tikhonov πξνζζέηνληαο ιεπθό 

ζόξπβν   δηαζπνξάο        ζηελ δεμηά πιεπξά       , κε ζρεηηθό κέγεζνο 

                   , παίξλνπκε ιύζε ε νπνία παξόιν πνπ έρεη κηθξό ζρεηηθό 

ζθάικα, δελ είλαη δπλαηόλ λα καο δώζεη ηηο «γσλίεο» ηεο        (ζρήκα 6.14). Απηό 

ην κεηνλέθηεκα ην έρεη θαη ε κέζνδνο TSVD θαη ε SSVD. Απηό ηζρύεη θαη γηα θάζε 

ηηκή ηνπ ιόγνπ                αθόκα θαη γηα ηελ ηηκή κεδέλ (αδηαηάξαρην 

πξόβιεκα βαξύηεηαο). 
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΢χήμα 6.14 Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο αθξηβνύο ιύζεο       θαη ηεο ιύζεο Tikhonov 

πνπ ππνινγίζηεθε κε παξάγνληα νκαινπνίεζεο πνπ πξνέθπςε από ηελ κέζνδν GCV, 

ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο βαξύηεηαο. Η ιύζε Tikhonov δελ απνηππώλεη κε 

κεγάιε ζαθήλεηα ηα ζεκεία ηεο        πνπ απηή δελ είλαη ιεία. Απηό είλαη έλα ζνβαξό 

κεηνλέθηεκα ηεο κεζόδνπ Tikhonov, όπσο θαη ηεο κεζόδνπ TSVD. 
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