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ΠΕΡΙΛΗΨΗ  

 

Οι πιθανότητες αποτελούν μια ξεχωριστή προσέγγιση στη σκέψη και τη 

συλλογιστική των ανθρώπων, σχετικά με τις αποφάσεις τους κάτω από συνθήκες 

αβεβαιότητας της πραγματικής ζωής. Η ανάγκη της κατανόησης των φαινομένων 

της τυχαιότητας αναγνωρίστηκε και ενσωματώθηκε στη διδακτέα ύλη της σχολικής 

εκπαίδευσης σε διεθνές επίπεδο πριν από μερικά χρόνια. 

Ο στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η διερεύνηση της κατανόησης 

των βασικών εννοιών πιθανοτήτων από τους μαθητές της Γ΄ Γυμνασίου. Ειδικότερα, 

εντοπίζονται οι δυσκολίες που αντιμετωπίζουν οι μαθητές στην επίλυση 

προβλημάτων πιθανοτήτων, διαπιστώνεται ποιες από τις βασικές έννοιες, 

δειγματικός χώρος, πιθανότητα και βέβαιο ενδεχόμενο, τους δυσκολεύουν 

περισσότερο στην κατανόηση και στη χρήση τους, και επιδιώκεται η διακρίβωση της 

επιρροής που έχει ο τρόπος διατύπωσης της εκφώνησης στα προβλήματα 

πιθανοτήτων. 

Από τα αποτελέσματα, το συμπέρασμα που προκύπτει είναι ότι οι πιθανότητες 

είναι ένα κεφάλαιο δύσκολο στη κατανόηση του για τους μαθητές. Παρατηρείται 

μια καλύτερη προσέγγιση στην έννοια του βέβαιου ενδεχομένου, ακολούθως του 

δειγματικού χώρου και, τέλος, της πιθανότητας. Ταυτόχρονα, αποδεικνύεται η 

διαφορά του βαθμού δυσκολίας σε κάθε μορφή εκφώνησης και η συνεισφορά της 

καθεμίας στα πορίσματα σχετικά με τις γνώσεις των μαθητών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λέξεις – Κλειδιά: Πιθανότητες, Δειγματικός χώρος, Βέβαιο ενδεχόμενο, Κατανόηση, 

Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση της Κύπρου  
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THESIS TITLE: UNDERSTANDING OF FUNDAMENTAL 

CONCEPTS IN PROBABILITIES BY MIDDLE SCHOOL SENIOR 

CLASS STUDENTS. 

ABSTRACT 

Probability is a special approach to people's thought process and reasoning about 

their decisions under real-life uncertainties. The necessity to understand the 

phenomena of randomness was recognized and integrated into the curriculum of 

school education internationally years ago. 

The main goal of this dissertation is to explore the understanding of the fundamental 

concepts of probability by middle school senior class students. In particular, we 

identify students' difficulties in solving probability problems, we note which of the 

fundamental concepts, sample space, probability and certainty, make it less easier 

for them to understand and use, and seek to find the influence of the way of 

pronunciation in probability problems. 

We conclude that probability is a difficult chapter for students to understand. A 

better approach to the notion of certain contingency, then sample space and 

probability is observed. At the same time, we prove the difference in the difficulty 

level between each form of pronunciation and the contribution of each one to the 

findings regarding the students' knowledge. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keywords: Probabilities, Sample space, certainty, understanding, Cyprus’ middle 

school education  
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ΕΙΣΑΓΩΓΉ 
 

Η θεωρία πιθανοτήτων και η διδασκαλία της, απασχόλησε πολλούς ερευνητές από 

πολύ παλιά μέχρι και σήμερα, με τη πραγματοποίηση ερευνών να έχει ραγδαία 

αύξηση. Η θεωρητική καταγραφή των στοιχείων που συγκροτούν την έννοια της 

πιθανότητας στα Μαθηματικά καθώς και οι αμφίδρομες δυσκολίες κατά τη 

διδασκαλία τους και την εκμάθησή τους, από τους μαθητές που ανήκουν στην 

Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση, αποτελούν το θεωρητικό υπόβαθρο στο οποίο 

βασίστηκε η παρούσα εργασία.  

Οι βασικές πιθανοθεωρητικές έννοιες είναι άμεσα συνδεδεμένες με την καθημερινή 

μας ζωή και σε συνδυασμό με τη διδακτική των Πιθανοτήτων στην εκπαίδευση, 

έχουν ως αποτέλεσμα οι μαθητές να προβληματίζονται με τις έννοιες της θεωρίας 

πιθανοτήτων και οι εκπαιδευτικοί να έρχονται αντιμέτωποι με τις δυσκολίες αυτές 

και τυχόν προκαταλήψεις. Σκοπός αυτής της διπλωματικής εργασίας είναι η 

διερεύνηση της κατανόησης των βασικών εννοιών πιθανοτήτων από τους μαθητές 

της Γ΄ Γυμνασίου. Συγκεκριμένα, εντοπίζονται οι δυσκολίες που αντιμετωπίζουν οι 

μαθητές στην επίλυση προβλημάτων πιθανοτήτων, διαπιστώνεται ποιες από τις 

βασικές έννοιες τους δυσκολεύουν περισσότερο στην κατανόηση και επιδιώκεται η 

διακρίβωση της επιρροής που έχει ο τρόπος διατύπωσης της εκφώνησης στα 

προβλήματα πιθανοτήτων. 

Αναλυτικότερα, η εργασία χωρίζεται σε πέντε μέρη. 

Στο πρώτο μέρος προσεγγίζεται η έννοια της πιθανότητας μέσα από σχετικές 

αντιλήψεις διαφόρων ερευνητών και φιλοσόφων, γίνεται αναφορά στην ιστορική 

εξέλιξη της πιθανότητας και τις διάφορες προσεγγίσεις της, γίνεται λόγος για τη 

θέση της πιθανότητας στη σύγχρονη εκπαίδευση και παρατίθενται οι μορφές 

εκφώνησης που χρησιμοποιήθηκαν στην έρευνα. Ανάμεσα σε αυτά δίνονται οι 

βασικές έννοιες των πιθανοτήτων, συζητείται η αντίληψη των μαθητών για τη 

τυχαιότητα και τη πιθανότητα, η διδασκαλία των πιθανοτήτων, οι δυσκολίες που 

αντιμετωπίζουν οι μαθητές στη κατανόηση των πιθανοτήτων, οι τεχνολογίες 

πληροφορικής και τηλεπικοινωνιών στην εκπαίδευση και μερικές προτάσεις από 

παλιές έρευνες για την αντιμετώπιση των δυσκολιών. 

Στο δεύτερο μέρος παρέχεται μια ανασκόπηση παλαιότερων ερευνών σχετικά με 

την πιθανότητα, την τυχαιότητα, το δειγματικό χώρο και τη πιθανολογική σκέψη. 

Στο τρίτο μέρος περιέχεται το κομμάτι του αναλυτικού προγράμματος σπουδών της 

Κύπρου που αναφέρεται στις Πιθανότητες καθώς και μια περιγραφική τοποθέτηση 

των σχολικών εγχειριδίων της Α΄ και Β΄ Γυμνασίου. 
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Στο τέταρτο μέρος συζητείται το ερευνητικό πρόβλημα, τίθενται τα ερευνητικά 

ερωτήματα και δίνονται όλα τα απαραίτητα στοιχεία για τα ιδιαίτερα στοιχεία της 

έρευνας και τους συμμετέχοντες. Έπειτα, αναλύεται το ερωτηματολόγιο και τα 

αποτελέσματα της έρευνας με ποσοτική ανάλυση, ποιοτική ανάλυση και στατιστικό 

έλεγχο. 

Στο πέμπτο και τελευταίο μέρος περιέχονται τα συμπεράσματα της έρευνας, οι 

απαντήσεις των ερευνητικών ερωτημάτων βασισμένες στα ευρήματα και γίνονται 

προτάσεις για την αξιοποίηση των αποτελεσμάτων για μεταγενέστερες έρευνες. 
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ΚΕΦΆΛΑΙΟ 1: ΠΙΘΑΝΌΤΗΤΕΣ 

1.1. Η έννοια της πιθανότητας 
 

Η έννοια της πιθανότητας πυροδότησε διαφωνίες κατά τη διάρκεια της ιστορικής 

της εξέλιξης, δημιούργησε φιλοσοφικές διαμάχες, προκάλεσε διαφωνίες για την 

θεμελίωση της ως μαθηματική έννοια, ξεκίνησε προβληματισμούς στη φιλοσοφία 

της επιστήμης και δημιούργησε αμφιλεγόμενες απόψεις στην εκπαιδευτική 

συζήτηση. Μεταξύ των διαφόρων αμφιλεγόμενων απόψεων σχετικά με την έννοια 

της πιθανότητας είναι γνωστά τα ακόλουθα: 

● Η πιθανότητα είναι μια έννοια της παρατηρήσιμης πραγματικότητας και 

ερμηνεύεται ως ένα όριο σχετικών συχνοτήτων. Σε αντίθεση με αυτό, η 

πιθανότητα είναι μια ιδανική ιδέα που αποτελείται από ιδανικές 

συμμετρίες. 

 

● Η πιθανότητα είναι ένα χαρακτηριστικό του γνωστικού αντικειμένου που 

καθώς ανταπεξέρχεται με το περιβάλλον, κατασκευάζει την έννοια αυτή. 

Αντιθέτως, η πιθανότητα είναι ιδιότητα μηχανισμών ως γεννήτριες τυχαίων 

αριθμών. 

 

● Η πιθανότητα είναι μια βοηθητική έννοια την οποία συμβουλεύεται ένα 

γνωστικό αντικείμενο όταν οι πληροφορίες του είναι ελλιπείς. Στις 

περιπτώσεις όπου υπάρχουν επαρκείς γνώσεις για μια κατάσταση, η 

πιθανότητα είναι περιττή. Οι γνώσεις σχετικά με την πραγματικότητα 

υπόκεινται σε αβεβαιότητες, άρα η έννοια της πιθανότητας είναι η πιο 

θεμελιώδης έννοια της επιστημονικής γνώσης. 

 

● Η έννοια της πιθανότητας έχει νόημα μόνο σε ειδικά πειράματα και δεν 

εφαρμόζεται σε κάθε περίπτωση. Αντίθετα, η πιθανότητα είναι μια 

καθημερινή έννοια και μπορεί να εφαρμοστεί σε όλες τις καταστάσεις. 

 

● Η πιθανότητα είναι μια θεωρητική έννοια, της οποίας το νόημα προκύπτει 

από στοχαστικά μοντέλα και τις εφαρμογές τους. Σε αντίθεση με αυτό, η 

πιθανότητα είναι μια εμπειρική έννοια που προκύπτει από τη διεξαγωγή και 

την αξιολόγηση ενός στατιστικού πειράματος. 

Η συνέπεια από τις πιο πάνω αμφιλεγόμενες απόψεις είναι ο διαχωρισμός της 

πιθανότητας σε διάφορους τύπους, όπως αξιωματική πιθανότητα, συγκριτική 

πιθανότητα, πιθανότητα ως υποκειμενικές αποδείξεις, προσεγγιστική πιθανότητα 
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και πιθανότητα στις θεωρίες πολυπλοκότητας. Λόγω αυτής της ποικιλίας είναι 

αδύνατη μια ομοιογενής ερμηνεία της έννοιας. 

Η ερμηνεία της έννοιας πιθανότητας γίνεται ένα ανεξάρτητο πρόβλημα που είναι 

επιπρόσθετο στα μαθηματικά. Σε αντίθεση με τις παραδοσιακές έννοιες του 

σχολικού προγράμματος σπουδών, η έννοια της πιθανότητας απαιτεί ρητά, εκτός 

από τον μαθηματικό της ορισμό, ένα πλαίσιο αναφοράς για ερμηνείες ως προς το 

περιεχόμενο και τις εφαρμογές της. Η έννοια της πιθανότητας δεν παρέχεται 

αυτόματα από τη λογική δομή του αντικειμένου, ούτε από την εφαρμογή. 

Η ποικιλία της έννοιας πιθανότητας στις επιστημονικές συζητήσεις μπορεί, επίσης, 

να βρεθεί στην τάξη. Έτσι, για παράδειγμα, οι νεότεροι μαθητές, που δεν έχουν 

ακόμη εξοικειωθεί με τα πρότυπα των ακαδημαϊκών επιχειρημάτων, θα αντλήσουν 

τους λόγους πιθανότητας από πολλαπλές πηγές του περιεχομένου, όταν τους 

ζητηθούν σε συγκεκριμένα πειράματα τύχης. 

 

1.1.1. Ιστορική αναδρομή της Θεωρίας Πιθανοτήτων  

Μέχρι το Μεσαίωνα, η τύχη κατείχε εξέχουσα θέση στη ζωή των ανθρώπων. Αν και 

οι άνθρωποι είχαν ασχοληθεί με την έννοια του τυχαίου δεν είχαν επεκταθεί στο να 

προσεγγίσουν επιστημονικά την τυχαιότητα. Το 384-322 π.Χ. ο Αριστοτέλης 

διατύπωσε την διάκριση μεταξύ των λέξεων «γνώση» και «γνώμη». Κατά τη δική 

του θεώρηση, η γνώση αφορά σε κάτι που είναι σωστό ή λάθος, ενώ η γνώμη σε 

κάτι που μπορεί να είναι σωστό ή λάθος. Όρισε την έννοια του τυχαίου ως τη δική 

μας αδυναμία να ερμηνεύσουμε τα φαινόμενα και όχι ως μια επιστημονική έννοια.  

Στην αρχαιότητα κανείς δεν όρισε την ποσοτική έννοια της πιθανότητας. Αλλά και ο 

Thomas Aquinas (1225-1274 μ.Χ), πολύ αργότερα, πίστευε ότι ορισμένα γεγονότα 

ονομάζονται τυχαία εφόσον δεν μπορούμε να συγκεντρώσουμε όλες τις 

απαιτούμενες πληροφορίες για την εξήγησή τους. Ο ίδιος έδωσε και το παράδειγμα 

ενός αφεντικού που δίνει, μυστικά στον καθένα υπηρέτη του, εντολή να βρίσκεται 

μια ορισμένη ώρα σε ένα συγκεκριμένο μέρος. Όταν οι υπηρέτες συναντιούνται το 

αποδίδουν στην τύχη, ενώ στην πραγματικότητα κάθε άλλο παρά τυχαίο ήταν. 

Αντίστοιχη άποψη είχε και ο Spinoza (1632-1677), καθώς πίστευε ότι η άγνοια της 

πραγματικότητας μας οδηγεί να αποδίδουμε στην τύχη ορισμένα γεγονότα. 

Η επικράτηση σύνθετων προβλημάτων μετατράπηκε ως αφορμή για την ανάπτυξη 

της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Παρά τα δεδομένα αυτά, η έναρξη των ποσοτικών 

υπολογισμών της πιθανότητας έγινε από πιο απλά προβλήματα, όπως αυτά 

προέκυπταν από τυχερά παιχνίδια.  
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Οι πρώτες προσπάθειες έγιναν το 1501-1576 από τον Gerolamo Cardano με τη 

καταγραφή του δειγματικού χώρου της ρίψης δύο ή τριών ζαριών, όπως αναφέρει ο 

Katz (2009). Χωρίς αυτές οι προσπάθειες να είναι αρκετές για την καλύτερη 

κατανόηση των πιθανοτήτων, το 1654 η αλληλογραφία των δύο μεγάλων 

επιστημόνων Pierre de Fermat (1601 – 1665) και Blaise Pascal (1623 - 1662) 

αποτέλεσε το επόμενο μεγάλο βήμα. Η αλληλογραφία περιείχε τον υπολογισμό 

πιθανότητας σε αρκετά παραδείγματα τυχερών παιχνιδιών. Η αναγωγή της Θεωρίας 

Πιθανοτήτων σε επιστήμη οφείλεται σε αυτή τη συνεργασία. 

Η νεότερη επιστημονική μελέτη γύρω από την έννοια της πιθανότητας δόθηκε το 

1657 από τον Christiaan Huygens εκδίδοντας το πρώτο βιβλίο με τίτλο «De 

Ratiociniis in Aleae Ludo». Δύο ακόμη βιβλία ακολούθησαν, λίγα χρόνια μετά, από 

τους Jakob Bernoulli (1713) και  Abraham de Moivre (1718), με τίτλους «Ars 

Conjectandi» και «Doctrine of Chances» αντίστοιχα, εντάσσοντας τη Θεωρία 

Πιθανοτήτων ως ένα νέο κλάδο τους. 

Η κλασική θεωρία πιθανοτήτων θεμελιώθηκε από τον Pierre-Simon Laplace με το 

βιβλίο «Theorie Analytique des Probabilites» (1795), αφού προηγουμένως συσχέτισε 

τα σφάλματα με την πιθανότητα και παρέστησε τη σχέση με μια συνάρτηση της 

οποίας τις ιδιότητες μελέτησε. 

Το 1900 o D. Hilbert παρουσίασε την ανάγκη για μια αξιωματική θεμελίωση της 

Θεωρίας Πιθανοτήτων με μαθηματική αυστηρότητα στον κατάλογο των σπουδαίων 

άλυτων προβλημάτων. Έγινε μια σημαντική προσπάθεια από τον von Mises (1919) 

προς αυτή τη θεμελίωση χωρίς ικανοποιητικά αποτελέσματα.  

Η σημερινή αξιωματική θεμελίωση οφείλεται στον Andrey Nikolaevich Kolmogorov 

που παρουσίασε τις πιθανότητες ως ειδική περίπτωση της θεωρίας μέτρου το 1933 

στο βιβλίο του «Foundations of the Theory of Probability». Η θεμελίωση του A.N. 

Kolmogorov θεωρεί ότι η πιθανότητα παίρνει τιμές στο διάστημα [0,1]. 

Ο κλασικός ορισμός της πιθανότητας έχει τις ρίζες του στα τυχερά παιχνίδια και 

είναι σαφώς απλούστερος από τον αξιωματικό ορισμό του A.N. Kolmogorov. 

Αποτελείται από δύο προϋποθέσεις, με την πρώτη να είναι το υπό μελέτη πείραμα 

να καταλήγει σε πεπερασμένο πλήθος αποτελεσμάτων, και η δεύτερη να είναι τα 

απλά γεγονότα ισοπίθανα (Γεωργίου Ρούσσα). 
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1.1.2. Πιθανότητα: κλασική, βασισμένη στη συχνότητα και 

υποκειμενική προσέγγιση 
 

Η πιθανότητα ορίζεται ως εργαλείο για τη διαχείριση της αβεβαιότητας. 

Αντιμετωπίζουμε μια αβέβαιη κατάσταση, στην οποία πρέπει να αποδώσουμε στο 

γεγονός μας μια πιθανότητα εμφάνισης. Κατά τους Borovcnik & Kapadia (2014), οι 

τρεις βασικές προσεγγίσεις της πιθανότητας, που σχετίζονται και με τα σχολικά 

μαθηματικά, είναι η Κλασική εκ των Προτέρων Θεωρία, η Θεωρία των Σχετικών 

Συχνοτήτων και η Υποκειμενική Θεωρία. 

 

Κλασική εκ των προτέρων Θεωρία: 

Η κλασική προσέγγιση οδηγεί στο πεδίο όπου η πιθανότητα χρησιμοποιήθηκε για 

πρώτη φορά κατά τον κλασικό ορισμό. Η ιδέα της κλασικής προσέγγισης είναι, 

δεδομένης της συλλογής στοιχείων k από n (όπου 0 ≤ k ≤ n), η πιθανότητα 

εμφάνισης του γεγονότος Α που αντιπροσωπεύεται από τη συλλογή αυτή ισούται 

με: 

𝑃(𝐴) =  
𝑘

𝑛
. 

Επισημαίνεται από τους Borovcnik και Kapadia (2014) ότι ο ορισμός αυτός 

προϋποθέτει ισοπίθανα ενδεχόμενα για όλο τον δειγματικό χώρο και, έτσι, μας 

επιτρέπει τον υπολογισμό της πιθανότητας ενός ενδεχομένου πριν την εκτέλεση 

ενός πειράματος.  

Από το συλλογισμό αυτό προκύπτουν δυσχερείς συνθήκες οι οποίες δεν 

καλύπτονται. Τα τυχερά παιχνίδια αποτελούν ένα παράδειγμα της κλασικής 

προσέγγισης, χωρίς να λαμβάνεται υπ΄ όψιν η περίπτωση ενός κάλπικου κέρματος, 

για παράδειγμα, ή ενός πειραγμένου ζαριού. Επομένως, η Κλασική εκ των προτέρων 

Θεωρία καλύπτει, πέραν των κλασικών τυχερών παιχνιδιών, ανθρώπινες 

καταστάσεις που δύσκολα προκύπτουν. Επιπλέον, αυτή η προσέγγιση υστερεί στην 

παροχή πληροφοριών ικανών να ανατρέψουν τη πιθανότητα ενός ενδεχομένου. 

 

Θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων: 

Η εισαγωγή της συγκεκριμένης προσέγγισης στον τομέα των φυσικών επιστημών, 

ενίσχυσε την υπόθεση της συμμετρικής θέσης. Η ιδέα πίσω από αυτή την Θεωρία 

των Σχετικών Συχνοτήτων είναι η επανεκτέλεση πολλών πειραμάτων υπό ορισμένες 
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συνθήκες που θεωρούνται ισοδύναμες με μια εκ των υστέρων πιθανότητα. Ως εκ 

τούτου, ορίζουμε την συχνότητα της "επιτυχίας":  

𝑃(𝐴) =  
𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑠𝑢𝑐𝑐𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛 𝑛 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠

𝑛
  

 

Δεν είναι πάντα δυνατό να επαναλαμβάνουμε πειράματα με τις ίδιες ακριβώς 

συνθήκες, συνεπώς αυτή η προσέγγιση υστερεί. Υπάρχουν γεγονότα που είναι 

αδύνατο να εκτελεστούν πολλές φορές και από την ιδιότητα σύγκλισης υπάρχει η 

περίπτωση να μην υπάρχει το όριο. 

 

Υποκειμενική Θεωρία: 

Κατά την προσέγγιση αυτή, η πιθανότητα ενός συμβάντος είναι οι εκτιμήσεις που 

γίνονται από κάθε άτομο χωριστά, είναι ο πιο διαισθητικός ορισμός της 

πιθανότητας. Σύμφωνα με τους Hawkins & Kapadia (1984) η πιθανότητα είναι μέσω 

έκφρασης της προσωπικής αντίληψης με βάση τις διαθέσιμες πληροφορίες. 

Διαφέρει από άτομο σε άτομο, αλλά υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις συνέπειας, 

αυτό δεν επηρεάζει σχεδόν καθόλου. Ο υπολογισμός της γίνεται με τον πιο κάτω 

τύπο (S: το αποτέλεσμα του ενδεχομένου Α):  

𝑃(𝐴) =  
𝜋(𝛢, 𝑆)

𝑆
 

Η τελευταία προσέγγιση δεν μετρά σοβαρά προβλήματα, καθώς επιλύει ορισμένες 

παγίδες των προηγούμενων προσεγγίσεων, όπως η αδυναμία επανάληψης 

πειραμάτων κάτω από ίδιες ακριβώς συνθήκες και δεν έρχεται σε αντίθεση με 

άλλες θεωρίες. Ο κανόνας που υπήρχε στις άλλες προσεγγίσεις είναι απλά μια 

επιλογή. 

Οι Chaput, Girard και Henry (2011) υποστηρίζουν ότι η προσέγγιση με σχετικές 

συχνότητες σε συνδυασμό με την κλασική θεωρία βοηθά τους μαθητές να 

κατανοήσουν καλύτερα την πιθανότητα και την εφαρμογή της πρακτικά. Το 

σκεπτικό πίσω από την άποψή τους είναι ότι η προσέγγιση σχετικών συχνοτήτων 

δημιουργεί διδακτικά προβλήματα, ενώ η κλασική προσέγγιση υποβαθμίζει την 

κατανόηση της πιθανότητας σε απλή καταμέτρηση των στοιχειωδών ενδεχομένων 

και ενθαρρύνει την χρήση της συνδυαστικής. 
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1.1.3. Βασικές έννοιες 
 

Πείραμα τύχης 

Η πρώτη βασική έννοια της διδακτέας ύλης της Θεωρίας των Πιθανοτήτων είναι το 

πείραμα τύχης, δηλαδή το πείραμα που, μολονότι πραγματοποιείται κάτω από τις 

ίδιες συνθήκες, δεν οδηγεί πάντα στο ίδιο αποτέλεσμα. 

Δειγματικός χώρος 

Όλα τα αποτελέσματα που μπορούν να εμφανιστούν σε ένα πείραμα τύχης 
λέγονται δυνατά αποτελέσματα. Ο δειγματικός χώρος είναι ο τεχνικός όρος για όλα 
τα αποτελέσματα που είναι δυνατά σε ένα συγκεκριμένο πείραμα τύχης.  
Συμβολίζεται, συνήθως, με το γράμμα Ω. Αν δηλαδή ω1, ω2, ..., ωi είναι τα δυνατά 
αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης, τότε ο δειγματικός χώρος του πειράματος θα 
είναι το σύνολο: 

Ω={ω1, ω2, ... , ωi} 

Ο δειγματικός χώρος δεν ορίζεται μονοσήμαντα, μπορεί, δηλαδή, να υπάρχουν 

πολλοί δειγματικοί χώροι που να πληρούν τα πιο πάνω χαρακτηριστικά, όμως κάθε 

φορά πρέπει να επιλέγεται ο καταλληλότερος για τα συγκεκριμένα ερωτήματα που 

μας ενδιαφέρουν. 

Πολλές έρευνες (π.χ. Ayres και Way 2000, Fischbein και Schnarch 1997, Fischbein et 

al. 1991, Shaughnessy και Ciancetta 2002) δείχνουν ότι οι μαθητές όλων των ηλικιών 

δεν λαμβάνουν απαραίτητα υπ’ όψιν το δειγματικό χώρο όταν προσδιορίζουν τις 

πιθανότητες των γεγονότων, ειδικά σε σύνθετα πειράματα τύχης. 

Εφόσον ο δειγματικός χώρος μιας δοκιμής περιέχει όλα τα δυνατά αποτελέσματά 

της, το άθροισμα των πιθανοτήτων των σημείων του δειγματικού χώρου είναι ίσο 

µε τη μονάδα. Ένα αποτέλεσμα που δεν περιέχεται στα δυνατά αποτέλεσμα μιας 

δοκιμής δεν έχει σημείο στο δειγματικό της χώρο. Τελικώς, η πιθανότητα ενός 

γεγονότος είναι ίση µε το άθροισμα των πιθανοτήτων των σημείων του δειγματικού 

χώρου τα οποία δημιουργούν το γεγονός (Αγγελίδης, 2006). 

Ενδεχόμενα 

Οποιοδήποτε υποσύνολο 𝐴 ⊂ 𝛺 του χώρου πιθανότητας Ω ονομάζεται ενδεχόμενο 

ή γεγονός. Τα ενδεχόμενα που αποτελούνται από ένα μόνο στοιχείο, δηλαδή τα 

υποσύνολα 𝐴 ⊂ 𝛺 της μορφής 𝐴 = {𝜔} για κάποιο 𝜔 ∈ 𝛺, λέγονται στοιχειώδη 

ενδεχόμενα. Αντίθετα, αν ένα ενδεχόμενο αποτελείται από περισσότερα από ένα 

στοιχεία ονομάζεται σύνθετο. Όταν το αποτέλεσμα ενός πειράματος σε μια 
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εκτέλεσή του είναι στοιχείο ενός ενδεχομένου, τότε λέμε ότι το ενδεχόμενο 

πραγματοποιείται. 

Βέβαιο ενδεχόμενο 

Ο ίδιος ο δειγματικός χώρος Ω ενός πειράματος θεωρείται ότι είναι ενδεχόμενο, το 

οποίο μάλιστα πραγματοποιείται πάντοτε, αφού όποιο και να είναι το αποτέλεσμα 

του πειράματος θα ανήκει στο Ω, άρα το Ω λέγεται βέβαιο ενδεχόμενο. Δεχόμαστε, 

ακόμα, ως ενδεχόμενο και το κενό σύνολο  που δεν πραγματοποιείται σε καμία 

εκτέλεση του πειράματος τύχης. Γι’ αυτό λέμε ότι το κενό σύνολο είναι το αδύνατο 

ενδεχόμενο. 

Αρχή της Απαρίθμησης 

Η βασική αρχή απαρίθμησης ή αλλιώς πολλαπλασιαστική αρχή περιγράφει μια 

διαδικασία που μπορεί να πραγματοποιηθεί σε ν διαδοχικές φάσεις φ1, φ2,…, φν. 

Αν, όμως, η πρώτη φάση (φ1) μπορεί να πραγματοποιηθεί με κ1 τρόπους και, για 

κάθε έναν από αυτούς, η δεύτερη φάση (φ2) μπορεί να πραγματοποιηθεί με κ2 

τρόπους και αν με ανάλογη διαδικασία φτάνουμε στην ν-οστή φάση (φν), η οποία 

μπορεί να πραγματοποιηθεί με κν τρόπους, τότε η διαδικασία αυτή μπορεί να 

πραγματοποιηθεί με  κ1 · κ2 ·...· κν τρόπους. 

 

1.2. Πιθανότητες στην Εκπαίδευση 
 

Η πιθανότητα αποτελεί μια ξεχωριστή προσέγγιση στη σκέψη και τη συλλογιστική 

σχετικά με τα φαινόμενα της πραγματικής ζωής. Η πιθανολογική συλλογιστική είναι 

ένας τρόπος σκέψης που αναφέρεται σε κρίσεις και αποφάσεις υπό αβεβαιότητα 

και έχει σχέση με τη ροή της καθημερινότητας, για παράδειγμα, κατά την 

αξιολόγηση κινδύνων (Falk and Konold 1992). 

Επί του παρόντος, υπάρχει ένα ευρύ χάσμα μεταξύ των ιδανικών προτύπων 

διδασκαλίας τους και του τι πραγματικά συμβαίνει στις αίθουσες διδασκαλίας. Οι 

Πιθανότητες, συχνά, περιλαμβάνονται στο πρόγραμμα σπουδών της 

δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης μόνο ως σύντομο  κεφάλαιο μέσα σε ένα μάθημα. Οι 

εκπαιδευτικοί συχνά το παραλείπουν λόγω έλλειψης διδακτικού χρόνου, με 

αποτέλεσμα πολλοί μαθητές να μην έχουν την ευκαιρία να μελετήσουν αυτά τα 

θέματα. 

Όπως περιγράφεται και από τον Gal (2005), η γνώση πιθανοτήτων και η 

συλλογιστική σκέψη είναι χρήσιμες για όλους στις καθημερινές αποφάσεις και 

επαγγελματικές ρυθμίσεις, καθώς και για να γίνει κατανοητή η δειγματοληψία και 
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το συμπέρασμά της ακόμα και σε άτυπες προσεγγίσεις. Επιπλέον, κατά την εξέταση 

της κατάρτισης επιστημόνων ή επαγγελματιών σε πανεπιστημιακό επίπεδο, 

απαιτείται μια πιο σύνθετη γνώση της πιθανότητας. Κατά συνέπεια, ο σχεδιασμός 

εκπαιδευτικών προγραμμάτων που συμβάλλουν στην ανάπτυξη γνώσης και 

συλλογισμού κρίνονται απαραίτητα από τη σχολική ηλικία. 

Θεμελιώδους σημασίας είναι οι πληροφορίες σχετικά με τις αντιλήψεις των 

μαθητών για τις πιθανότητες πριν από την εκπαίδευση. Έρευνες, τόσο στη 

μαθηματική εκπαίδευση όσο και στην ψυχολογία, έχουν δείξει ότι οι μαθητές δεν 

έρχονται χωρίς προϋπάρχουσες πιθανολογικές απόψεις από διάφορα καθημερινά 

ερεθίσματα στις τάξεις τους. Αντιθέτως, έχουν σταθερά εδραιωμένες πεποιθήσεις 

για την τύχη πριν διδαχθούν την πιθανότητα. Αυτές οι ιδέες έρχονται σε ρήξη με την 

διδακτική της μαθηματικής εκδοχής των Πιθανοτήτων.  

Έχει υπάρξει μια μακρά παράδοση της διδασκαλίας της πιθανότητας στα 

προγράμματα σπουδών του γυμνασίου και του λυκείου, όπου τα θέματα που 

διδάσκονται περιλαμβάνουν σύνθετα πειράματα και υπό όρους ικανότητα. Για 

παράδειγμα, το NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) δήλωσε, το 

2000, ότι οι μαθητές των τάξεων 6 έως και 8 (Στ’ Δημοτικού – Β’ Γυμνασίου)  θα 

πρέπει να: 

● κατανοούν αλλά και να χρησιμοποιούν τη κατάλληλη ορολογία για την 

περιγραφή γεγονότων 

 

● χρησιμοποιούν την αναλογικότητα και μια βασική κατανόηση του όρου της 

πιθανότητας έτσι ώστε να κάνουν και να δοκιμάζουν εικασίες σχετικά με τα 

αποτελέσματα πειραμάτων και προσομοιώσεων. 

 

● είναι σε θέση να υπολογίσουν τις πιθανότητες για απλά και σύνθετα 

συμβάντα, χρησιμοποιώντας διάφορες μεθόδους. 

Στις τάξεις 9 – 12 (Γ’ Γυμνασίου – Γ’ Λυκείου) οι μαθητές θα πρέπει να: 

● κατανοούν τις έννοιες του χώρου δείγματος και της κατανομής  πιθανοτήτων 

και να κατασκευάζουν χώρους δειγμάτων και κατανομές σε απλές 

περιπτώσεις. 

 

● χρησιμοποιούν προσομοιώσεις για να δημιουργούν εμπειρικά κατανομές 

πιθανοτήτων. 

 

● υπολογίζουν και να ερμηνεύουν την αναμενόμενη τιμή των τυχαίων 

μεταβλητών σε απλές περιπτώσεις. 
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● κατανοούν τις έννοιες της υπό όρους πιθανότητας και των ανεξάρτητων 

γεγονότων. 

 

● αντιλαμβάνονται πώς να υπολογίζουν την πιθανότητα ενός σύνθετου 

συμβάντος. 

 

 

1.2.1. Η αντίληψη της τυχαιότητας και της πιθανότητας από 

τους μαθητές 
 

Από την αρχαιότητα μέχρι τις αρχές του Μεσαίωνα, η τυχαιότητα θεωρήθηκε το 

αντίθετο από κάτι που είχε γνωστά αίτια, όπως αναφέρθηκε και στην ιστορική 

αναδρομή της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Η τυχαιότητα έχει ερμηνευθεί με διάφορους 

τρόπους κατά τη διάρκεια διαφορετικών περιόδων στην ιστορία (Batanero, Serrano, 

& Green, 1998; Bennett, 1993). 

Αντιλήψεις είναι τα μοντέλα που χρησιμοποιούνται για να εξηγήσουν τον κόσμο, 

καθώς και για την λήψη μέτρων ή την πραγματοποίηση προβλέψεων (Giordan, 

1998), κάνοντας, για παράδειγμα, πειράματα. Στην πραγματικότητα, η αντίληψη 

είναι η γνώση που παράγεται από την αλληλεπίδραση μεταξύ ενός ατόμου και του 

περιβάλλοντός του (Brosseau, 1998). 

Σύμφωνα με τους Piaget και Inhelder, η τύχη οφείλεται στην παρέμβαση μιας 

σειράς ανεξάρτητων αιτιών και την απουσία όλων των πιθανών αποτελεσμάτων 

όταν υπάρχουν μόνο λίγες επαναλήψεις ενός πειράματος. Κάθε μεμονωμένη 

περίπτωση είναι απροσδιόριστη ή απρόβλεπτη, αλλά το σύνολο των δυνατοτήτων 

μπορεί να βρεθεί χρησιμοποιώντας συνδυαστική συλλογιστική, καθιστώντας έτσι το 

αποτέλεσμα προβλέψιμο. Αυτή η έννοια της Πιθανότητας βασίζεται στην αναλογία 

μεταξύ του αριθμού των πιθανών τρόπων και τον αριθμό όλων των πιθανών 

αποτελεσμάτων. Αυτό υποδηλώνει ότι η τύχη και η πιθανότητα δεν μπορούν να 

γίνουν πλήρως κατανοητές μέχρι που να αναπτυχθεί η συνδυαστική και αναλογική 

συλλογιστική και, για τον Piaget, αυτό δεν συμβαίνει πριν την ηλικία των 12 – 14 

ετών. 

Η έρευνα για τις αντιλήψεις των παιδιών γύρω από την τυχαιότητα ξεκίνησε με τους 

Piaget και Inhelder (1951), οι οποίοι ερεύνησαν αν τα παιδιά κατανοούν τα μοτίβα 

σε δισδιάστατες τυχαίες κατανομές. Σχεδιάστηκε ένα κομμάτι συσκευής για να 

προσομοιώσει σταγόνες βροχής που πέφτουν σε πλάκες πεζοδρομίου. Η επιθυμία 

για κανονικότητα φάνηκε να κυριαρχεί στις προβλέψεις των μικρών παιδιών. Όταν 



21 
 

τα παιδιά του επιπέδου 1 (6 εώς 9 ετών) ρωτήθηκαν που θα πέσει η επόμενη 

σταγόνα βροχής, τοποθέτησαν ίσο αριθμό σταγόνων σε κάθε τετράγωνο 

πεζοδρομίου, συνεπώς δημιουργήθηκε μια ομοιόμορφη κατανομή. Στα μεγαλύτερα 

παιδιά, αρχίζει να αναπτύσσεται η αναλογική συλλογιστική και οι Piaget και 

Inhelder αναφέρουν ότι αυτά τα παιδιά ανέχονται καλύτερα την παρατυπία στην 

κατανομή. Κατά τη γνώμη τους, τα παιδιά καταλαβαίνουν το νόμο των μεγάλων 

αριθμών, γεγονός που εξηγεί τη συνολική κανονικότητα και την ιδιαίτερη 

μεταβλητότητα κάθε πειράματος ταυτόχρονα.  

Τα ευρήματα του Green (1983), έρχονται σε αντίθεση με εκείνα των Piaget και 

Inhelder. Αρχικά, εξέτασε τα συμπεράσματα των Piaget και Inhelder και στη 

δεύτερη μελέτη του αντιμετώπισε τα παιδιά στην τυχαία αλληλουχία που 

προκύπτει από τη ρίψη ενός δίκαιου νομίσματος. Η μελέτη έδειξε ότι τα παιδιά 

ήταν σε θέση να περιγράψουν τι σημαίνει ο όρος ισοπίθανα. Ωστόσο, δεν φάνηκε 

να κατανοούν την ανεξαρτησία ανάμεσα στις δοκιμές και έτειναν να παράγουν 

σειρές, οι οποίες δεν χαρακτηρίζονται από την τυχαία διαδικασία. Και στις δύο 

μελέτες, ο Green διαπίστωσε ότι η ηλικία των παιδιών είναι αντιστρόφως ανάλογη 

του ποσοστού των παιδιών που αναγνωρίζουν τυχαίες κατανομές. 

Άλλοι συγγραφείς, όπως οι Fischbein, Nello και  Marino (1951), oι Gazit και 

Fischbein (1984) και ο  Toohey (1995), έχουν επίσης καταγράψει δυσκολίες των 

παιδιών στη διαφοροποίηση τυχαίων και ντετερμινιστικών καταστάσεων, καθώς και 

τις πεποιθήσεις τους στη δυνατότητα χειρισμού τυχαίων πειραμάτων. Σε αντιθεση 

με την άποψη του Piaget, αυτοί οι συγγραφείς έχουν δηλώσει ότι και τα πολύ μικρά 

παιδιά εμφανίζουν σημαντικές διαισθητικές αντιλήψεις γύρω από την έννοια της 

τυχαιότητας και υποστηρίζουν πως δεν είναι διδακτικά σωστό να μην γίνεται 

αξιοποίηση των αντιλήψεων αυτών στα μικρότερα παιδια. 

Στη μάθηση των μαθηματικών και στην επίλυση ενός προβλήματος συναντώνται 

πέντε τύποι συστημάτων εξωτερικής αναπαράστασης: χειριστικά 

αντικείμενα/μοντέλα, κείμενα, εικόνες ή διαγράμματα, γραπτα σύμβολα και 

διαγράμματα (Γαγάτση, Μιχαηλίδου και Σιακαλλή 2001). Για να αντιληφθεί 

καλύτερα ο μαθητής τις κοινές ιδιότητες των διαφορετικών αναπαραστάσεων, την 

κοινή υποκειμενική μαθηματική δομή και να κατορθώσει να οικοδομήσει την 

έννοια, πράγμα που αποτελεί ένα κύριο στόχο της διδασκαλίας, προτείνεται η 

χρήση ποικιλίας αναπαραστάσεων. 

Αναδύεται μια συγκεκριμένη δομή στον τρόπο που οι μαθητές χρησιμοποιούν τις 

διαισθήσεις τους για να επεξεργαστούν τα προβλήματα που αφορούν τις 

πιθανότητες. Ο Konold (1991) έκανε την εξής προσέγγιση του αποτελέσματος: οι 

άνθρωποι ερμηνεύουν ερωτήσεις σχετικά με την πιθανότητα με έναν μη 
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πιθανολογικό τρόπο και στηρίζονται στη μη προβλεψιμότητα των τυχαίων 

γεγονότων για να απορρίψουν τη λήψη απόφασης.  

Κατά τους Fischbein και Schnarch (1997), η λύση διαμορφώνεται από την 

αλληλεπίδραση μεταξύ ενός νοητικού σχήματος, το οποίο δέχεται ο μαθητής 

διαισθητικά, και συγκεκριμένων συνιστωσών του προβλήματος. Με τη πάροδο του 

χρόνου θα πρέπει να γίνεται περαιτέρω διάλογος με θέμα τα προβλήματα 

πιθανοτήτων πέρα από τη λύση του προβλήματος μόνο, γιατί οι πιθανότητες δεν 

συνιστούν μόνο τεχνικές πληροφορίας και διαδικασίες που οδηγούν στην επίλυση 

ενός προβλήματος. Για την ανάπτυξη της πιθανολογικής σκέψης, θα πρέπει οι 

μαθητές να δημιουργήσουν καινούριες διαισθήσεις, με σκοπό να βιώσουν τις 

συγκρούσεις μεταξύ των πρωταρχικών διαισθητικών σχημάτων και των ειδικών που 

αφορούν στοχαστικές περιπτώσεις και την εξήγησή τους. Μέσα από την ανάλυση 

των συγκρούσεων αυτών αλλά και των αιτιών που τις προκαλούν, οι μαθητές θα 

καταστούν ικανοί να τις ξεπεράσουν και να πετύχουν το ζητούμενο, που δεν είναι 

άλλο από τον στοχαστικό τρόπο σκέψης. 

 

1.2.2. Διδακτική των Πιθανοτήτων 
 

Οι διδακτικές διαδικασίες έχουν ως στόχο να επιτρέψουν στους μαθητές να μάθουν 

και να κατανοούν μαθηματικές έννοιες, μεθόδους, τεχνικές υπολογισμού και 

τύπους. Το πρώτο βήμα στην διδασκαλία είναι να απλοποιηθούν περίπλοκα 

μαθηματικά προβλήματα, μετατρέποντάς τα σε πιο προσιτά για τους μαθητές. Μια 

καλή διαδρομή μάθησης είναι να δημιουργηθεί εξ αρχής μια συνεπής δομή γνώσης 

όσο το δυνατόν πιο κατανοητή. Αυτό σημαίνει ότι η διδασκαλία μαθηματικών 

ταυτίζεται με προσεκτικά επιλεγμένα παραδείγματα και ο εκπαιδευτικός προσπαθεί 

να δημιουργήσει νέες γνώσεις. Επιπλέον, γίνεται προσπάθεια να αποφευχθεί η 

ασάφεια των μαθηματικών εννοιών με σαφείς χαρακτηρισμούς.  

Η συζήτησή μας για την έρευνα στην στατιστική και τις πιθανότητες έχει επισημάνει 

μερικές από τις αντιλήψεις και πεποιθήσεις σχετικά με την τύχη, την τυχαιότητα και 

την πιθανότητα που φέρνουν οι μαθητές στις τάξεις μας. Όταν διδάσκουμε 

πιθανότητες και στατιστική, θεωρούμε ότι οι μαθητές διαθέτουν κάποιες 

αντιλήψεις, όχι απαραίτητα σωστές. Η διδακτική της πιθανότητας και της 

στατιστικής αποτελεί μεγάλη πρόκληση. 

Ένα βασικό σημείο της διδακτικής των πιθανοτήτων είναι να αναλογιστούμε το 

κύριο περιεχόμενο που θα πρέπει να περιλαμβάνουν τα διαφορετικά εκπαιδευτικά 

επίπεδα. Ο Heitele (1975) πρότεινε έναν κατάλογο με θεμελιώδεις ιδέες, οι οποίες 

συνολικά θα πρέπει να αποτελούν τις διάφορες διαστάσεις του συλλογισμού με 
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πιθανότητες. Ο κατάλογος αυτός απαριθμείται από τον Borovcink (2005)  και 

περιλαμβάνει τις έννοιες του τυχαίου πειράματος και του δειγματικού χώρου, τον 

προσθετικό νόμο, την ανεξαρτησία και την εξαρτημένη πιθανότητα, την 

ομοιόμορφη κατανομή και συμμετρία, τη συνδυαστική για τη μέτρηση ισοπίθανων 

περιπτώσεων, τη σύγκλιση, τη δειγματοληψία και την προσομοίωση. Παρακάτω, 

φαίνονται αναλυτικά οι ιδέες αυτές. 

● Τυχαιότητα: Αν και η τυχαιότητα είναι μια θεμελιώδης έννοια στην 

πιθανότητα, είναι μια "ασαφής" έννοια, που δεν ορίζεται πάντα στα σχολικά 

εγχειρίδια. Η έρευνα δείχνει την συνύπαρξη διαφορετικών προκαταλήψεων 

καθώς και παρερμηνείες των μαθητών και υποδηλώνει την ανάγκη για 

ενίσχυση της κατανόησης της τυχαιότητας από τους μαθητές  (Batanero 

2015). 

 

● Γεγονότα και δειγματικός χώρος: Μερικά παιδιά επικεντρώνονται μόνο σε 

ένα γεγονός δεδομένου ότι η σκέψη τους είναι κυρίως ντετερμινιστική 

(Langrall και Mooney 2005). Τα παιδιά είναι σημαντικό να μάθουν να 

λαμβάνουν υπ’ όψιν όλα τα πιθανά αποτελέσματα σε ένα πείραμα, για τον 

υπολογισμό της πιθανότητας. 

 

● Συνδυαστική: Η συνδυαστική χρησιμοποιείται στην απαρίθμηση όλων των 

πιθανών συμβάντων ενός δειγματοληπτικού χώρου ή μετρώντας, χωρίς να 

απαριθμεί, όλα τα στοιχεία του. Η συνδυαστική συλλογιστική είναι 

απαραίτητη, για παράδειγμα, για να κατανοήσουμε ποια είναι τα 

ενδεχόμενα σε ένα σύνθετο πείραμα ή για να αντιληφθούμε πως μπορούν 

να επιλεγούν διαφορετικά δείγματα του ίδιου μεγέθους σε έναν πληθυσμό. 

Η συνδυαστική θεωρείται δύσκολο κομμάτι, ωστόσο, εργαλεία όπως 

διαγράμματα δέντρων ενισχύουν το συγκεκριμένο τρόπο σκέψης.   

 

● Ανεξαρτησία και εξαρτημένη πιθανότητα: Η έννοια της ανεξαρτησίας είναι 

σημαντική για την κατανόηση προσομοιώσεων και εμπειρικών εκτιμήσεων 

πιθανότητας, καθώς κατά την επανάληψη πειραμάτων απαιτούμε 

ανεξαρτησία στις δοκιμές. Η ιδέα της είναι αναγκαία για την κατανόηση 

πολλών εννοιών στις πιθανότητες και την στατιστική. 

 

● Κατανομή πιθανοτήτων: Αν και υπάρχουν άφθονες έρευνες γύρω από την 

κατανομή, το μεγαλύτερο μέρος των ερευνών επικεντρώνεται στην 

κατανομή δειγμάτων ή δεδομένων.  Μερικές πολύ χρήσιμες κατανομές είναι 

η διωνυμική, η ομοιόμορφη και η κανονική κατανομή. 
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● Σύγκλιση και Νόμοι των Μεγάλων Αριθμών: Η σταδιακή παγίωση της 

σχετικής συχνότητας ενός δεδομένου αποτελέσματος ενός μεγάλου αριθμού 

δοκιμών μελετάται για αιώνες. Η συχνοτική προσέγγιση, στην οποία η 

πιθανότητα είναι μια εκτίμηση της σχετικής συχνότητας ενός αποτελέσματος 

μετά από μια σειρά δοκιμών, προωθείται στην διδασκαλία. Είναι πολύ 

σημαντικό οι μαθητές να αντιληφθούν ότι κάθε αποτέλεσμα είναι 

απρόβλεπτο και ότι η κανονικότητα είναι κάτι που επιτυγχάνεται 

μακροπρόθεσμα. Ταυτόχρονα, οι μεγαλύτεροι μαθητές πρέπει να είναι 

ικανοί να διαχωρίσουν μια εκτιμήτρια συχνότητας από την πιθανότητα 

(Chaput et al. 2011). 

 

● Δείγματα και δειγματική κατανομή: Δεδομένου ότι είναι δύσκολη η 

καταγραφή ολόκληρου του πληθυσμού, οι έρευνες μας βασίζονται σε 

δείγματά του. Για αυτό, είναι αναγκαίο οι μαθητές να είναι ικανοί να 

καταλάβουν την ιδέα του αντιπροσωπευτικού δείγματος. Οι δειγματικές 

κατανομές περιγράφουν την παρέκκλιση ενός συνοπτικού μέτρου ανάμεσα 

σε διαφορετικά δείγματα από τον ίδιο πληθυσμό. Η διδασκαλία προτιμά τη 

χρήση προσομοιώσεων για να βρει μια εμπειρική κατανομή δείγματος αντί 

τη χρήση της ακριβούς δειγματικής κατανομής. Αυτή είναι μια ιδανική 

διδακτική στρατηγική, αλλά οι διδάσκοντες πρέπει να γνωρίζουν ότι, όπως 

και κάθε εκτίμηση, η εμπειρική κατανομή δείγματος απλά προσεγγίζει τη 

θεωρητική δειγματική κατανομή. 

 

● Μοντελοποίηση και προσομοίωση: Στις μέρες μας παρατηρούμε 

αυξανόμενες συστάσεις στην προσέγγιση της διδασκαλίας των πιθανοτήτων 

μέσω της μοντελοποίησης (Chaput et al. 2011; Eichler and Vogel 2014; 

Prodromou 2014). Η προσομοίωση επιτρέπει την εξερεύνηση των εννοιών 

και ιδιοτήτων των πιθανοτήτων, χρησιμοποιείται σε ανεπίσημες 

προσεγγίσεις συμπερασμάτων και λειτουργεί ως μεταβατικό στάδιο 

ανάμεσα στην πραγματικότητα και το μαθηματικό μοντέλο. Ως διδακτικό 

εργαλείο, μπορεί να βελτιώσει την πιθανολογική διαίσθηση των μαθητών 

για να αποκομίσουν εμπειρία στον τομέα της μοντελοποίησης. 

 

Οι Burrill & Biehler (2011), αναφερόμενοι στον κατάλογο του Heitele, ισχυρίζονται 

ότι ο χαρακτηρισμός «θεμελιώδεις ιδέες» δόθηκε διότι, μεταξύ άλλων, είναι 

ισχυρές καθώς κάθε μία συνέβαλε στην ανάδειξη της πιθανότητας ως μαθηματική 

θεωρία, μπορούν να διδαχθούν σε διαφορετικά επίπεδα, από την πρωτοβάθμια 

εκπαίδευση εώς και την πανεπιστημιακή και εμφανίζονται στις περισσότερες 

τυχαίες καταστάσεις.  
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Μια περιγραφή του συλλογισμού με πιθανότητες έδωσε ο Borovcnik (2011, όπως 

αναφέρεται από τους Batanero & Borovcnik, 2016), επεξεργαζόμενος τα ακόλουθα 

στοιχεία: 

● την ικανότητα εξισορρόπησης μεταξύ τυπικών και ψυχολογικών στοιχείων 

της πιθανότητας κατά τη χρήση προσωπικής κλίμακας πιθανότητας 

 

● την ικανότητα διάκρισης μεταξύ τυχαιότητας και αιτιότητας  

 

● την αντίληψη ότι δεν υπάρχουν κριτήρια βέβαιης επιτυχίας σε τυχαίες 

καταστάσεις 

 

● την κατανόηση ανάμεσα στη μελέτη ενός προβλήματος και τη λήψη 

αποφάσεων. 

Οι Batanero & Borovcnik (2016) σχολιάζουν, σχετικά με τις μεθόδους διδασκαλίας, 

ότι, συχνά, οι εκπαιδευτικοί παρουσιάζουν πληροφορίες, όπως νέους ορισμούς 

εννοιών, παραδείγματα διαδικασιών για την επίλυση προβλημάτων και, στη 

συνέχεια, αναθέτουν εργασίες στους μαθητές με απώτερο σκοπό την εξάσκηση των 

όσων έχουν διδαχθεί. Με αυτή τη διδακτική ροή καταλήγουν σε μια μάθηση 

ρουτίνας, στην οποία γίνεται μηχανική χρήση τύπων χωρίς βαθύτερη κατανόηση 

από τους μαθητές. Το παραδοσιακό μοντέλο διδασκαλίας, βασισμένο σε θεωρητική 

προσέγγιση και απλές ασκήσεις, φαίνεται να αποτυγχάνει στην ανάπτυξη 

πιθανολογικού τρόπου σκέψης. Η μη χρήση δραστηριοτήτων με προβλήματα 

πραγματικού κόσμου και προσομοιωμένων δεδομένων δεν ενισχύουν την εμπλοκή 

των μαθητών στην εκμάθηση της επίλυσης προβλημάτων μέσα σε ένα 

συγκεκριμένο πλαίσιο, στην ανάπτυξη δεξιοτήτων στατιστικού συλλογισμού και 

πιθανολογικού τρόπου σκέψης. 

 

1.2.3. Οι δυσκολίες που αντιμετωπίζουν οι μαθητές στην 

κατανόηση των Πιθανοτήτων 
 

Στην επίλυση μαθηματικών προβλημάτων εμφανίζονται πολλά λάθη από τους 

μαθητές. Ορισμένες από τις δυσκολίες που κρύβονται πίσω από αυτά τα λάθη είναι 

η κατανόηση προβλημάτων, ο καθορισμός κατάλληλων στρατηγικών επίλυσης, η 

μετάφραση προβλημάτων σε μαθησιακές μορφές και η ορθή εκτέλεση διαδικασιών. 

Τα αίτια πίσω από αυτές τις δυσκολίες πιθανόν να είναι η έλλειψη γνώσης της 

γλώσσας των μαθηματικών, λάθος ερμηνεία ή εφαρμογή τύπων, λανθασμένοι 
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υπολογισμοί, βιασύνη στην επίλυση και η σύγχυση στην κατανόηση των βασικών 

εννοιών. 

Στο γυμνάσιο, οι μαθητές αναμένεται να καθορίσουν την πιθανότητα ενός 

γεγονότος κατασκευάζοντας κατανομές πιθανοτήτων για απλούς χώρους 

δειγμάτων, να υπολογίσουν και να ερμηνεύσουν την αναμενόμενη τιμή τυχαίων 

μεταβλητών σε απλές περιπτώσεις και να περιγράψουν χώρους δειγμάτων σε 

σύνθετα πειράματα. Συμπληρωματικά, αναμένεται να μάθουν να εντοπίζουν 

αποκλειστικά και κοινά γεγονότα, να κατανοούν τις πιθανότητες, ανεξάρτητες αλλά 

και εξαρτημένες, και να βασίζονται στις γνώσεις τους για τον υπολογισμό των 

διαφορετικών πιθανοτήτων. Μεχρι και το τέλος του γυμνασίου, οι μαθητές θα 

πρέπει να μάθουν πως να βγάζουν συμπεράσματα σχετικά με έναν πληθυσμό από 

τυχαία δείγματα. 

Οι Borovcnik και Peard (1996) παρατηρούν ότι η πιθανολογική συλλογιστική είναι 

διαφορετική από τη λογική ή αιτιώδη συλλογιστική και ότι τα αντιπαραγωγικά 

αποτελέσματα εντοπίζονται κατά πάσα πιθανότητα ακόμη και σε πολύ στοιχειώδη 

επίπεδα. Αυτό το χαρακτηριστικό γνώρισμα της πιθανότητας εξηγεί την ύπαρξη 

παρανοήσεων και μαθησιακών δυσκολιών που εξακολουθούν να παραμένουν σε 

επίπεδο γυμνασίου (Shaughnessy, 1983, 1992· Φισκμπέιν, Νέλο και Μαρίνο, 1991). 

Αρκετές ερευνητικές μελέτες από διαφορετικές θεωρητικές προοπτικές έδειξαν ότι 

οι μαθητές τείνουν να έχουν κοινές αντιλήψεις που εμποδίζουν στην εκμάθηση της 

πιθανότητας. Οι ευρετικές, σύμφωνα με τους Kahneman και Tversky (1972) είναι 

στρατηγικές τις οποίες χρησιμοποιούν τα παιδιά που δεν έχουν διδαχθεί 

πιθανότητες και στατιστική, προκειμένου να εκτιμήσουν τις πιθανότητες σε 

γεγονότα αβεβαιότητας – τυχαιότητας. Από τις ευρετικές αυτές, συχνά 

οδηγούμαστε σε μεροληπτικές κρίσεις και παρερμηνείες, οι οποίες είναι αντίθετες 

από τους νόμους της θεωρίας πιθανοτήτων. Μερικές από τις ευρετικές, που 

επηρεάζουν την συλλογιστική σκέψη των ατόμων χωρίς γνώσεις στις πιθανότητες, 

περιγράφονται πιο κάτω: 

● Αντιπροσωπευτικότητα: Οι Kahneman και Tversky (1973) δημοσίευσαν μια 

ερευνητική εργασία σχετικά με τις παρερμηνείες των ανθρώπων στις 

πιθανότητες. Στη μελέτη τους, η αντιπροσωπευτικότητα εκπροσωπούσε την 

τάση των μαθητών να πιστεύουν εσφαλμένα ότι τα δείγματα που 

αντιστοιχούν στην κατανομή του πληθυσμού είναι πιο πιθανά από τα 

υπόλοιπα. Για παράδειγμα, στη ρίψη ενός νομίσματος, οι μαθητές με αυτή 

την αντίληψη θα σκεφτούν ότι μια σειρά ρίψεων που έχει περίπου ίσο 

αριθμό κορωνών και γραμμάτων είναι πιο πιθανή από μια σειρά με πολύ 
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περισσότερες κορώνες από γράμματα. Εντούτοις, η πιθανότητα και για τις 

δύο σειρές είναι ίδια. 

 

● Διαθεσιμότητα: Χρησιμοποιείται από τα άτομα που τείνουν να κάνουν 

προβλέψεις σχετικά με την πιθανότητα ενός γεγονότος, με βάση την ευκολία 

με την οποία μπορεί να κατασκευαστεί ή να επανέλθει στη μνήμη τους αυτό 

το γεγονός (Kahneman και Τversky, 1973). Επίσης, η διαθεσιμότητα είναι μια 

ευρετική η οποία συχνά χρησιμοποιείται όταν δεν έχουμε έτοιμη για χρήση 

κάποια «κανονική» (normative) μέθοδο προκειμένου να απαντήσουμε, 

οπότε χρησιμοποιούμε τις προσωπικές μεροληψίες (biases) ή τα πιο εύκολα 

ανακαλούμενα στη μνήμη μας παραδείγματα (Shaugnessy, 1992). Οι 

Fischbein και Schnarch (1997) από την έρευνα τους που αφορούσε μαθητές 

της Ε’ τάξης Δημοτικού μέχρι και φοιτητές, κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι η 

χρήση της ευρετικής της διαθεσιμότητας αυξάνεται με την ηλικία. Ένα 

παράδειγμα της διαθεσιμότητας έδωσε ο Shaugnessy (1997), ο οποίος 

ζήτησε από τους μαθητές να εκτιμήσουν τι θεωρούν πιο πιθανό να φτιάξουν 

από μια ομάδα 10 ατόμων, περισσότερες ομάδες των 8 ατόμων ή 

περισσότερες των 2 ατόμων. Οι μαθητές απάντησαν πως είναι πιο πιθανό να 

φτιάξουν περισσότερες ομάδες των 2 ατόμων, παρόλο που οι δύο 

περιπτώσεις είναι ίδιες, διότι τους είναι πιο εύκολο να σκεφτούν ομάδες των 

2 παρά των 8. 

 

● Προκατάληψη της ίσης πιθανότητας: Μαθητές που ανήκουν στη κατηγορία 

με αυτή τη παρανόηση τείνουν να υποθέτουν ότι τα τυχαία συμβάντα είναι 

ισοπίθανα. Για παράδειγμα, στη ρίψη δύο ζαριών θα θεωρούσαν ισοπίθανα 

όλα τα αθροίσματα των ενδείξεων, χωρίς να αντιλαμβάνονται ότι το 

άθροισμα 6 ή 7 είναι πιο πιθανόν από το άθροισμα 2 ή 12. Αποτελεί μια από 

τις πιο κοινές ευρετικές και χρησιμοποιείται από άτομα διαφόρων ηλικιών. 

Πράγμα που αποδείχθηκε από πολλές έρευνες όπως των Green 1982, 

Williams και Amir 1995, Canizares και Batanero 1998, Fischbein, Nello και 

Marino 1991, Fischbein & Schnarch 1997, Pratt 2000. 

 

● Προσέγγιση επόμενου εξαγόμενου: Από τον Konold (1989) προήλθε η 

προσέγγιση της ευρετικής αυτής με τα χαρακτηριστικά της να είναι η 

πρόβλεψη των αποτελεσμάτων μεμονωμένων δοκιμών, ο χαρακτηρισμός 

των πιθανοτήτων ως σωστών ή λανθασμένων μετά από μια εκτέλεση ενός 

πειράματος και η στήριξη των πιθανοτήτων σε αιτιώδη χαρακτηριστικά. Στην 

έρευνα του 1993 που πραγματοποιήθηκε από τους Konold et al., οι μαθητές 

είχαν να επιλέξουν αν είναι πιο πιθανό να έρθει κορώνα ή γράμματα την 5η 

φορά ρίψης ενός δίκαιου νομίσματος, αφου τις προηγούμενες 4 ήρθε και τις 

4 κορώνα. Πολλοί μαθητές απάντησαν ότι είναι πιο πιθανό να έρθουν 
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γράμματα βασισμένοι στην αντιπροσωπευτικότητα, ενώ άλλοι απάντησαν 

ότι είναι εξίσου πιθανό, χρησιμοποιώντας την προσέγγιση του επόμενου 

εξαγόμενου θεωρώντας ότι το πρόβλημα ουσιαστικά αναφερόταν μόνο στην 

5η ρίψη. 

 

● Πεποιθήσεις: Ορισμένα παιδιά πιστεύουν ότι η ενδεχόμενη έκβαση ενός 

γεγονότος εξαρτάται από μια δύναμη που είναι πέρα από τον έλεγχό τους. 

Σε αρκετές περιπτώσεις αυτή η δύναμη είναι ο Θεός ή σε άλλες ο άνεμος, η 

τύχη, οι ευχές και άλλα. 

 

● Νόμος των Μικρών Αριθμών: Ο Νόμος των Μεγάλων Αριθμών εξασφαλίζει 

ότι πολύ μεγάλα δείγματα ενός πληθυσμού είναι αντιπροσωπευτικά για 

αυτόν. Σύμφωνα με τους Kahneman και Tversky (1971) στις αντιλήψεις των 

ανθρώπων επικρατεί ο Νόμος των Μικρών αριθμών με τον οποίο θεωρούν 

ότι δύο οποιουδήποτε μεγέθους δείγματα από τον ίδιο πληθυσμό πρέπει να 

είναι όμοια μεταξύ τους και να αντιπροσωπεύουν τον πληθυσμό που 

προέρχονται. 

 

● Ανθρώπινος έλεγχος: Σύμφωνα με τον Nicolson (2005), έρευνες έχουν 

σχεδιαστεί για να μελετήσουν την ικανότητα των παιδιών να γενικεύσουν τη 

συμπεριφορά των τυχαίων παιχνιδιών, όπως ζάρια, κέρματα και spinners. 

Ορισμένα παιδιά πιστεύουν ότι τα αποτελέσματα τους εξαρτώνται από τον 

τρόπο με τον οποίο κάποιος τα ρίχνει ή τα χειρίζεται. 

 

● Σύνθετη Προσέγγιση: Πολύ συχνά, όταν οι μαθητές έρχονται αντιμέτωποι με 

προβλήματα πολυδιάστατων πειραμάτων τύχης ή σύγκρισης, τα χειρίζονται 

σαν μονοδιάστατα θεωρώντας ότι η πιθανότητα ενός πολυδιάστατου 

πειράματος είναι απλός συνδυασμός πιθανοτήτων πολλων μονοδιάστατων 

πειραμάτων. Οι Fischbein et al. (1991) με ένα πρόβλημα ρίψης δύο ζαριών 

ζητούσαν από τους μαθητές να συγκρίνουν τις πιθανότητες «να φέρουν και 

τα δύο ζάρια έξι» και «να φέρουν το ένα ζάρι πέντε και το άλλο έξι», οι 

περισσότεροι απάντησαν ότι τα δύο ενδεχόμενα έχουν την ίδια πιθανότητα. 

 

● Ψευδαίσθηση της γραμμικότητας: Ουσιαστικά είναι η λανθασμένη χρήση 

της αναλογικότητας στα προβλήματα πιθανοτήτων. Παράδειγμα για αυτή τη 

παρερμήνευση έδωσαν οι Fischbein & Schnarch (1997), ζητώντας από 

μαθητές να εκτιμήσουν αν η πιθανότητα να έρθουν τουλάχιστον δύο 

κορώνες όταν ρίξουμε τρία νομίσματα είναι μικρότερη, μεγαλύτερη ή ίση με 

την πιθανότητα να έρθουν τουλάχιστον 200 κορώνες όταν ρίξουμε 300 

νομίσματα. Οι περισσότεροι μαθητές απάντησαν ότι είναι ίδιες οι δύο 

πιθανότητες με βάση τον αναλογικό συλλογισμό. 
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Οι Fischbein, Nello και Marino (1991) ρώτησαν μαθητές διαφορετικών ηλικιών για 

την πιθανότητα να πάρουν 5 τρεις φορές είτε ρίχνοντας ένα ζάρι τρεις φορές είτε 

ρίχνοντας τρία ζάρια ταυτόχρονα. Το 12% περίπου των μαθητών γυμνασίου 

θεωρούσαν τις πιθανότητες διαφορετικές στις δύο περιπτώσεις. Πενήντα τοις εκατό 

από αυτούς πρότειναν ότι η πιθανότητα να πάρει 5 τρεις φορές είναι υψηλότερη 

στη διαδοχική κατάσταση ρίψης, επειδή πίστευαν ότι το αποτέλεσμα μπορούσε να 

ελεγχθεί από το άτομο. 

Οι μαθητές φαίνεται να δυσκολεύονται να αναπτύξουν σωστή διαίσθηση σχετικά με 

θεμελιώδεις ιδέες πιθανότητας για τουλάχιστον τρεις λόγους. Πρώτον, πολλοί 

μαθητές έχουν μια υποκείμενη δυσκολία με τις έννοιες λογικού αριθμού και 

αναλογική συλλογιστική, οι οποίες αναφέρονται στον υπολογισμό, την αναφορά και 

την ερμηνεία των πιθανοτήτων (Behr, Lesh, Post & Silver, 1983). Σχετική έρευνα 

διεξήχθη από το NAEP (National Assessment of Educational Progress), τα 

αποτελέσματα της οποίας έδειξαν ότι οι μαθητές έχουν αδυναμίες στις έννοιες που 

περιλαμβάνουν κλάσματα, δεκαδικά και ποσοστά (Carpenter, Corbitt, & Kepner, 

1981; Carpenter, Lindsquit, Matthews, & Silver, 1983). Χαμηλά ποσοστά των 

μαθητών είχαν σωστές απαντήσεις στις ασκήσεις που περιλαμβάνουν πολύπλοκες 

έννοιες και ικανότητες που απαιτούν κατανόηση των υποκείμενων μαθηματικών 

αρχών. Δυσκολίες στη μετάφραση λεκτικών προβλημάτων μαστίζουν την 

στοχαστική όπως και όλα τα υπόλοιπα μαθηματικά που απαρτίζουν το πρόγραμμα 

σπουδών των σχολείων (Hansen, McCann, & Myers, 1985). Δεύτερον, οι ιδέες των 

πιθανοτήτων συχνά αντικρούονται με τις εμπειρίες των μαθητών και τον τρόπο που 

βλέπουν τον κόσμο (Kapadia, 1985). Τρίτον, πολλοί μαθητές έχουν ήδη αναπτύξει 

μια απέχθεια προς τις πιθανότητες μέσω της μελέτης τους.  

Η ελλιπής κατανόηση και ασαφής χρήση πιθανολογικών όρων και εκφράσεων όπως 

«πιθανό»/«απίθανο» και «σίγουρο» έχει διαπιστωθεί από πολλές έρευνες που 

σχετίζονται με την πιθανολογική σκέψη (Falketal.1980, Green 1982, Fischbein et al. 

1991). Σύμφωνα με τους Hawkins και Kapadia 1984, η λανθασμένη χρήση της 

ορολογίας δεν συνεπαγεται απαραιτήτως την αδυναμία πραγμάτωσης ορθών 

πιθανολογικών συλλογισμών. Τα σίγουρα και τα αδύνατα ενδεχόμενα δεν γίνονται 

εύκολα και συχνά αντιληπτά από τα παιδιά. Από την έρευνα του Fischbein (1991) 

εξάγεται το συμπέρασμα πως, από τη μια, πολλά παιδία έχουν την τάση να 

μπερδεύουν το «αδύνατο» με το «σπάνιο» και το «αβέβαιο» και, από την άλλη, το 

«σίγουρο» με το «πιθανό». Συνεπώς, υπάρχουν νοητικές συγχύσεις στην σημασία 

των μαθηματικών όρων και πιθανολογικών εκφράσεων. 
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1.2.4. ΤΠΕ και πιθανότητες 
 

Οι Τεχνολογίες της Πληροφορικής και των Επικοινωνιών θεωρούνται ως το πλέον 

ισχυρό εργαλείο για την διδακτική διαδικασία. Τόσο τα παιδιά όσο και οι 

εκπαιδευτικοί έχουν άμεση σχέση με την τεχνολογία και τον ηλεκτρονικό 

υπολογιστή σε καθημερινή βάση. Η αξιοποίηση των ΤΠΕ και των σύγχρονων 

χαρακτηριστικών τους στην εκπαίδευση ευκολύνει την εφαρμογή προσομοιώσεων, 

που πηγάζει από πραγματικά γεγονότα και προβλήματα.  Η εισαγωγή και η 

παιδαγωγική αξιοποίηση των ΤΠΕ στην εκπαίδευση έρχεται να λειτουργήσει ως 

καταλύτης για τη μεταμόρφωση του σχολείου σε τόπο δημιουργίας, επικοινωνίας 

και συνεργασίας, η οποία θα πρέπει να αποτελέσει και το στόχο κάθε 

εκπαιδευτικού συστήματος (Γλέζου, 2002: 373, Τζιμογιάννης, 2001:39). Η 

τεχνολογία είναι και θα είναι σημαντικό μέρος της καθημερινής μας ζωής και 

χρησιμοποιείται όλο και περισσότερο ως διδακτικός πόρος σε πολλές διαφορετικές 

μορφές. Η αύξηση της τεχνολογίας έχει εξελιχθεί με αντίκτυπο στη στατιστική 

πειθαρχία και την πιθανολογική σκέψη. Ο ρόλος της τεχνολογίας στην στοχαστική 

εκπαίδευση τονίστηκε στην έκθεση του 2004 από το IRM (Institute of Risk 

Management):  

"Τα θέματα των πιθανοτήτων και των στατιστικών ... έχουν επαναστατήσει από 

τεχνολογικές αλλαγές που έχουν οδηγήσει σε μια τεράστια αλλαγή στην κλίμακα 

των εμπειρικών δεδομένων και της υπολογιστικής ισχύος που είναι πλέον ευρέως 

διαθέσιμη. " 

Η αλληλεπίδραση ανάμεσα σε εννοιολογικές εξηγήσεις από τους εκπαιδευτικούς 

και στις αναπαραστάσεις μέσω του υπολογιστή καθιστά την διδακτική διαδικασία 

πιο ενδιαφέρουσα για τους μαθητές και σαφώς πιο αποτελεσματική.  Η έννοια της 

μοντελοποίησης της πιθανότητας, βασισμένη στο υπολογιστή για την προσομοίωση 

πραγματικών γεγονότων, στις μέρες μας, που τα παιχνίδια λαμβάνουν χώρα σε 

πραγματικό χρόνο στις οθόνες, διογκώνεται.  

Υπήρξε μια αυξητική τάση στην έρευνα κατά το παρελθόν σχετικά με την κατανόηση 

των πιθανοτήτων από τους μαθητές και το γενικό συμπέρασμα είναι ότι 

εξακολουθούσε να στερείται επαρκούς μελέτης για το πώς οι μαθητές κάνουν 

συνδέσεις μεταξύ εμπειρικών δεδομένων που δημιουργούνται από 

επαναλαμβανόμενα τυχαία πειράματα και ένα θεωρητικό μοντέλο πιθανότητας, και 

όπως σημείωσε και ο Biehler (1991):  

"Θα ήταν πολύτιμο να έχουμε περισσότερες εμπειρίες με λογισμικό όπου οι 

μαθητές μπορούν να σχεδιάσουν τυχαίες συσκευές στην οθόνη." 
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Από τότε και με την πάροδο του χρόνου, πολλοί ερευνητές έχουν σχεδιάσει 

λογισμικό πιθανότητας βάσει διαφορετικών προοπτικών. Οι μελέτες που 

περιγράφονται παρακάτω έχουν γίνει με εφαρμογές λογισμικού που έχουν 

αναπτυχθεί σε πανεπιστημιακές εργασίες. 

Ο Konold (1991) ανέπτυξε και χρησιμοποίησε το λογισμικό Probsim και διαπίστωσε 

ότι ήταν χρήσιμο για τους μαθητές για να δούν τα αποτελέσματα των 

προσομοιώσεων και να έχουν την ευκαιρία να αναλύσουν δεδομένα. Πιο πρόσφατα 

χρησιμοποιήθηκε από μαθητές γυμνασίου με πολύ θετικά αποτελέσματα. Οι 

οδηγίες που χρησιμοποιούνται στο λογισμικό του Konold για την αντιμετώπιση των 

παρανοήσεων της πιθανότητας είναι οι ακόλουθες : 

1. Οι μαθητές πρέπει να ελέγξουν εάν οι πεποιθήσεις τους συμπίπτουν με 

αυτές των άλλων. 

2. Οι μαθητές πρέπει να ελέγξουν εάν οι πεποιθήσεις τους είναι συνεπείς με 

τις δικές τους πεποιθήσεις γύρω από συσχετιζόμενα πράγματα 

3. Οι μαθητές πρέπει να δοκιμάσουν τις πεποιθήσεις έναντι εμπειρικών 

στοιχείων. 

 

Chance World 

Ο Jiang (1994) σχεδίασε και ανέπτυξε ένα λογισμικό που ονομάζεται Chance World 

και το χρησιμοποίησε σε μαθητές μέσης και δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. 

Συμπέρανε ότι οι μικρές ομαδικές συνεδρίες και η χρήση του υπολογιστή ήταν 

χρήσιμα για τους μαθητές, ώστε να ξεπεράσουν τις κλασικές παρανοήσεις της 

πιθανότητας. Ωστόσο, η σύντομη χρονική περίοδος και η δομή του, που μοιάζει με 

φροντιστήριο, δεν βοηθούν στην πρόβλεψη της αποτελεσματικότητας του 

λογισμικού σε μια τάξη με περισσότερους μαθητές και για παρατεταμένη χρονική 

περίοδο.  

 

Probability Inquiry Enviroment (PIE) 

Ο Vahey (1997) μελέτησε τη χρήση μιας άλλης εφαρμογής που λέγεται Probability 

Inquiry Enviroment (PIE), σε οδηγίες που βασίζονται στην έρευνα με μαθητές της 

έβδομης τάξης. Από την μελέτη του για τη χρήση του λογισμικού διαπίστωσε πως, 

με την βοήθεια αυτού, εντοπίζονται οι διαισθητικές αντιλήψεις των μαθητών χωρίς, 

όμως, να εξεταστεί η αντιμετώπισή τους από το ίδιο το λογισμικό. Τα αποτελέσματα 

της μελέτης δείχνουν ξεκάθαρα ότι οι προσομοιώσεις σε υπολογιστές παρέχουν την 

δυνατότητα διερεύνησης της κατανόησης των μαθητών σχετικά με τις πιθανότητες 

και την ανάπτυξη ορθότερων αντιλήψεων. 
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Το 1998, ο Vahey, στην διατριβή του, μελέτησε την αποτελεσματικότητα του 

λογισμικού για βελτίωση των πιθανών λανθασμένων αντιλήψεων των μαθητών. 

Χρησιμοποίησε ένα πειραματικό σχεδιασμό με δυο τάξεις μαθητών στο ίδιο 

επίπεδο. Όλα τα μαθήματα διδάσκονταν από τον κανονικό καθηγητή στην τάξη τους 

και το λογισμικό δόθηκε στη μια τάξη. Οι βαθμολογίες των μαθητών πριν την 

δοκιμή του λογισμικού δεν είχαν σημαντική διαφορά ανάμεσα στα δύο τμήματα, 

ενώ μετά τη χρήση του σημειώθηκαν αρκετές διαφορές. Οι μαθητές που 

χρησιμοποίησαν το πρόγραμμα PIE εξοικειώθηκαν με την σημασία του δειγματικού 

χώρου και με την τυχαιότητα. 

Αν και αναφερθήκαμε σε τρία διαφορετικά λογισμικά, εντούτοις, έχουν αρκετά 

κοινά χαρακτηριστικά. Τα ProbSim, Chance World και PIE αναπτύχθηκαν με βάση 

την έρευνα γνωστών πιθανών παρανοήσεων και μη τεχνολογικών πειραμάτων 

διδασκαλίας, που βελτίωσε σημαντικά τον πιθανολογικό συλλογισμό των μαθητών. 

Όλα τα προγράμματα έδωσαν την ευκαιρία στους μαθητές να δημιουργήσουν 

πειραματικά τυχαία δεδομένα και να τα αναλύσουν με αναπαραστάσεις. Η 

προσπάθεια βελτίωσης της διδασκαλίας πιθανοτήτων και της εκμάθησης των 

βασικών εννοιών τους ήταν επιτυχής μέσω των λογισμικών και δεν σταμάτησε μέχρι 

εδώ. 

 

Probability Explorer 

To 2000, o Drier, στη διατριβή του, σχεδίασε το Probability Explorer και, όπως 

δήλωσε, η ιδέα αυτή γεννήθηκε λόγω έλλειψης λογισμικού πιθανότητας, έλλειψης 

ενδιαφέροντος για έρευνα σχετικά με την πιθανότητα συλλογισμού των παιδιών και 

της δικής του εμπειρίας με την διδασκαλία της πιθανότητας και χρήση λογισμικού 

με παιδιά. Στο συγκεκριμένο λογισμικό, στόχος ήταν η προσομοίωση τυχαίων 

φαινομένων και η εξερεύνηση ενδιαφέρουσων καταστάσεων πιθανότητας. Οι 

πιθανότητες θα μπορούσαν να είναι το πλαίσιο ενός τυχερού παιχνιδιού ή της 

αβεβαιότητας του πραγματικού κόσμου. Τα παιδιά είχαν να επιλέξουν ανάμεσα στη 

ρίψη ενός ζαριού ή την αναστροφή ενός νομίσματος. Ωστόσο, οι μαθητές επιλέγουν 

μόνοι τους πόσα ζάρια ή νομίσματα θα χρησιμοποιήσουν στο πείραμα. Επιπλέον, 

μπορούν να σχεδιάσουν το δικό τους πείραμα κάνοντας μια επιλογή από 50 πιθανά 

αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης αλλά και αποφασίζοντας πόσες φορές θα 

επαναληφθεί το πείραμά τους. Οι συμμετέχοντες ήταν παιδία ηλικίας 8 με 10 ετών, 

οι οποίοι έδωσαν προσωπικές συνεντεύξεις με σκοπό να καταγραφούν οι γνώσεις 

τους γύρω από τις πιθανότητες και, ακολούθως, αφού πρώτα παρακολούθησαν 

μαθήματα στην χρήση λογισμικού, έκαναν διάφορα πειράματα τύχης μέσω αυτού.  

Basketball 
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Το λογισμικό αυτό δημιουργήθηκε το 2008 από την Θεοδώρα Προδρόμου. Στην 

εργασία αυτή δημιουργήθηκε μια προσομοίωση, βασισμένη στον υπολογιστή, ενός 

παίκτη που προσπαθεί να ρίξει την μπάλα στο καλάθι του μπάσκετ. Ο ερευνητικός 

άξονας ήταν η τροχιά της μπάλας, η οποία μπορούσε είτε να είναι αυτόματη από 

προκαθορισμένο σύστημα, συσχετισμένο με τους νόμους κίνησης του Νεύτωνα, 

είτε ένα στοχαστικό μοντέλο με επιλογή στις παραμέτρους που θα δεχτούν 

μεταβολή. Οι τέσσερις παραμέτροι που περιέχονται στο παιχνίδι είναι η γωνία 

βολής, η ταχύτητα βολής, το ύψος και η απόσταση από το καλάθι. Με την επιλογή 

τουλάχιστον μιας παραμέτρου, λαμβάνονται τυχαίες τροχιές. 

 

Tinkerplots 

Το συγκεκριμένο λογισμικό μοντελοποίησης της πιθανότητας δημιουργήθηκε από 

μια ομάδα με αρχηγό τον C. Konold και προσφέρει μια διεπαφή στα παιδιά για να 

διερευνήσουν τον τρόπο οργάνωσης και συμπίεσης δεδομένων μέσω γραφημάτων 

και αριθμητικών μέτρων. Έμφαση δίνεται στη περίπτωση που το σύνολο δεδομένων 

ή μια σειρά είναι καταχωρημένα σε ένα πίνακα σαν υπολογιστικό φύλλο.  

Πιο πρόσφατα, η ομάδα του Konold επικεντρώθηκε εκ νέο στην πιθανότητα 

προσφέροντας νέα εργαλεία που μπορούν να μοντελοποιήσουν την πιθανότητα. Το 

Tinkerplots 2 παρέχει τα λεγόμενα δειγματοληπτικά δείγματα. Το πείραμα 

πραγματοποιείται με ένα μίξερ στο οποίο τοποθετούν οι μαθητές όποιες μπάλες 

θέλουν και γίνεται, ακολούθως, μια τυχαία επιλογή. Οι μαθητές μπορούν να 

αναπαραστήσουν τα δεδομένα επιλέγοντας ανάμεσα στα εξής: πίτα, καθορίζοντας 

τα μεγέθη των τομέων, ιστόγραμμα, ορίζοντας τα ύψη των ραβδών ή μια 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, σχεδιάζοντας μια καμπύλη.  

Η παρουσίαση της πιθανότητας στο πρόγραμμα σπουδών ως εργαλείο 

μοντελοποίησης θα φέρει, αναπόφευκτα, ορισμένες νέες προκλήσεις στο πως 

μαθαίνουν τα παιδία, αλλά αυτές οι δυσκολίες μπορούν να συμπεριληφθούν ως 

ουσιαστικά βήματα στην ανάπτυξη των μαθητών που θα συμμετάσχουν στη 

σύγχρονη κοινωνία. Η αλλαγή στο πρόγραμμα σπουδών που θέλει την πιθανότητα 

να συνδέεται με στατιστικά στοιχεία και προσομοιωμένα πραγματικά φαινόμενα, 

αντικατοπτρίζει τη χρήση των μαθηματικών στη σύγχρονη κοινωνία και υπόσχεται 

μια παιδεία βασισμένη στην έρευνα, η οποία θα είναι πιο προσιτή για τους 

μαθητές. 

1.2.5. Προτάσεις για την αντιμετώπιση των δυσκολιών 
 

Έχουν γίνει αρκετές συστάσεις για την αντιμετώπιση των δυσκολιών που 
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αναπτύξαμε πιο πρίν. Πολλές από αυτές επαναλαμβάνονται σε διάφορες έρευνες 

που έχουν διεξαχθεί μέσα στα χρόνια και αφορούν στους εκπαιδευτικούς. Αν 

γενικευτούν οι συστάσεις αυτές και καταγραφούν θα είναι οι εξής: 

● Ανάπτυξη θεμάτων μέσω δραστηριοτήτων και προσομοιώσεων, όχι 

περιλήψεων. 

 

● Προσπάθεια να υιοθετήσουν οι μαθητές την αίσθηση ότι τα μαθηματικά 

σχετίζονται με την πραγματική ζωή και τα συμβάντα της και δεν είναι μόνο 

σύμβολα, κανόνες και οδηγίες. 

 

● Χρήση οπτικής απεικόνισης και έμφαση στις μεθόδους διερευνητικών 

δεδομένων. 

 

● Χρήση στρατηγικών για τη βελτίωση των εννοιών των ρητών αριθμών πριν 

την προσέγγιση της πιθανολογικής σκέψης. 

 

● Αναγνώριση και αντιμετώπιση κοινών λαθών στην πιθανολογική σκέψη των 

μαθητών. 

 

● Δημιουργία καταστάσεων που απαιτούν πιθανολογική συλλογιστική και 

αντιστοιχούν στις απόψεις των μαθητών για τον κόσμο. 

Εκτός από τα πιο πάνω σημεία, ορισμένες πρόσφατες έρευνες σχετικά με την 

επίλυση προβλημάτων έχουν δείξει ότι οι μαθητές που λαμβάνουν σκόπιμη 

διδασκαλία για το πως να λύνουν προβλήματα εξασκούν την αντίληψη τους, 

γίνονται καλύτεροι και είναι σε θέση να σκεφτούν μαθηματικά (Scoenfeld 1985). 

Ο Garfield (1995) εισηγήθηκε ότι η αποτελεσματική διδασκαλία βασίζεται στη 

γνώση των προκαταλήψεων των μαθητών, διότι όταν μαθαίνουν κάτι νέο, 

κατασκευάζουν το δικό τους νόημα, συνδέοντας τις νέες πληροφορίες με αυτό που 

ήδη πίστευαν ότι ισχύει. Εμπειρικά αυτό αποδείχθηκε από το πείραμα που έκανε ο 

Sáenz (1998), ο οποίος συνέκρινε την απόδοση δύο ομάδων μαθητών ηλικίας 14 και 

15 ετών σε μια δοκιμασία παρανοήσεων πιθανοτήτων. Η πειραματική ομάδα 

ανέλαβε μια σειρά διδακτικών δραστηριοτήτων που σχεδιάστηκαν για να παράγουν 

μια εννοιολογική αλλαγή, φέρνοντας αντιμέτωπους τους μαθητές με τις 

προηγούμενες πιθανολογικές παρανοήσεις τους, ενώ η ομάδα ελέγχου ακολούθησε 

ένα παραδοσιακό πρόγραμμα διδασκαλίας. Τα αποτελέσματα έδειξαν ότι οι 

επιδόσεις στη δοκιμασία παρανοήσεων ήταν υψηλότερες για τη πειραματική 

ομάδα. 
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 Άρα, η εστίαση στις προϋπάρχουσες αντιλήψεις των μαθητών και η προσπάθεια 

αλλαγής ή διόρθωσείς τους μαζί με την διδασκαλία των νέων εννοιών παράγουν 

καλύτερη γνώση παρά την συνέχιση της διδασκαλίας χωρίς καμία εικόνα για τις 

διαισθήσεις των μαθητών. Οι εκπαιδευτικοί μπορούν να χρησιμοποιήσουν διάφορα 

προβλήματα για να αξιολογήσουν το σκεπτικό των μαθητών τους ή να 

δημιουργήσουν διδακτικές καταστάσεις όπου οι μαθητές έχουν την ευκαιρία να 

εκφράσουν τις εικασίες και τη διαίσθησή τους. Εν συνεχεία, ο πειραματισμός και η 

προσομοίωση έχουν μια πολύ σημαντική λειτουργία στη διόρθωση αυτών των 

διαισθήσεων και στην υλοποίηση τυχαίων καταστάσεων.  

Συν τοις άλλοις, ένας ακόμη σημαντικός παράγοντας στην αποτελεσματικότερη 

διδασκαλία των πιθανοτήτων είναι η ενθάρρυνση από τους καθηγητές στους 

μαθητές. Πιο συγκεκριμένα, η ενθάρρυνση θα βοηθούσε τους μαθητές του 

γυμνασίου ώστε να αποδείξουν τις λύσεις τους σε προβλήματα πιθανοτήτων 

χρησιμοποιώντας ένα συνδυαστικό σχήμα και ένα πιθανολογικό λογισμό. Με αυτόν 

τον τρόπο, οι μαθητές θα είναι σε θέση να κατανοήσουν τη συμπληρωματική φύση 

των υποκειμενικών  και κλασικών απόψεων πιθανοτήτων. 

Μια εναλλακτική λύση που μπορεί να βοηθήσει τους εκπαιδευτικούς είναι η 

ανάλυση των απαντήσεων των μαθητών. Αναλύοντας αυτές τις απαντήσεις, θα 

καταγράφονται οι απαραίτητες πληροφορίες σχετικά με τα πιο συχνά και σημαντικά 

λάθη και σχετικά με τα πιο δύσκολα, κατά τους μαθητες, θέματα, με αποτέλεσμα να 

καταλήγουν στον πιο σωστό τρόπο αντιμετώπισης των μαθησιακών δυσκολιών. 

Αναμένεται, μέσω αυτής της ανάλυσης, και η βελτιστοποίηση των μαθησιακών 

δραστηριοτήτων, καθιστώντας τις πιο εξειδικευμένες με κριτήρια που πηγάζουν 

από τα λάθη των συγκεκριμένων μαθητών. 

Τελέσφορη στρατηγική θα μπορούσε να είναι και η ανάθεση ομαδικών εργασιών 

στους μαθητές, αναπτύσσοντας έτσι το αίσθημα της συνεργασίας. Αν ο 

εκπαιδευτικός χωρίσει τις ομάδες με κριτήριο της μαθηματικές ικανότητες 

αντιλήψεις και τις γνώσεις των μαθητών, θα δημιουργήσει ομάδες στις οποίες οι 

πιο προχωρημένοι μαθητές θα μπορούν να βοηθήσουν τους συμμαθητές τους.  

Περιγράφοντας τους διάφορους τρόπους που τα τεχνολογικά εργαλεία μπορούν να 

υποστηρίξουν την μάθηση των μαθητών στις πιθανότητες, οι Ben-Zvi, Chance, 

Garfield και Medina (2007) τονίζουν το ρόλο της τεχνολογίας στην ευκαιρία που 

έχουν οι μαθητές να μελετήσουν τις τυχαίες διαδικασίες και να παρατηρήσουν τι 

συμβαίνει όταν μια διαδικασία επαναλαμβάνεται πολλές φορές. Η εύκολη 

πρόσβαση σε ένα τεράστιο αριθμό, η ποικιλία πηγών πληροφοριών και η 

διαθεσιμότητα επαγγελματικού και εκπαιδευτικού λογισμικού έχουν ιδιαίτερο 

αντίκτυπο. Πρώτον, η εργασία με πραγματικά δεδομένα επιτρέπει στους μαθητές 
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να εκτιμήσουν τη διαφορά μεταξύ εμπειρικών φαινομένων και πιθανολογικών 

μοντέλων. Τους δείχνει τη χρησιμότητα αυτών των μοντέλων στην εξήγηση, την 

πρόβλεψη και τον έλεγχο μιας ποικιλίας πραγματικών φαινομένων πέρα από τα 

καθαρά τυχερά παιχνίδια. Αυτές οι εμπειρίες με πραγματικά δεδομένα 

χρησιμεύουν επίσης στο να τονιστεί η ανάγκη για μια ποικιλία κατανομών 

πιθανοτήτων, συμπεριλαμβανομένων, ενδεικτικά, ομοιόμορφων κατανομών. 

Επιπλέον, οι εμπειρίες επιτρέπουν στους μαθητές να κατανοήσουν τη συνάφεια 

μαθηματικών και πρακτικών υποθέσεων και περιορισμών κατά τη λήψη μιας 

απόφασης σχετικά με το ποιό συγκεκριμένο μοντέλο πιθανότητας είναι το 

καταλληλότερο για ένα συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων. Δεύτερον, το ισχυρό και 

φιλικό προς τη χρήση λογισμικό με γραφικές εγκαταστάσεις διευκολύνει την 

εξερεύνηση αυτών των πραγματικών συνόλων δεδομένων και, ως εκ τούτου, θα 

αναπτυχθούν οι ικανότητες επίλυσης προβλημάτων των μαθητών. Η τεράστια 

ποικιλία λογισμικών προσομοίωσης, συμπεριλαμβανομένων και αυτών που είναι 

δημοσιευμένα στο διαδίκτυο, επιτρέπουν στους εκπαιδευτικούς να δημιουργήσουν 

πειραματικά περιβάλλοντα μικρόκοσμου όπου οι μαθητές μπορούν να συγκρίνουν 

τα αποτελέσματα αυτών των προσομοιώσεων με τις προηγούμενες πεποιθήσεις 

τους και να αντιμετωπίσουν τις διαφορετικές παρανοήσεις που έχουν περιγραφεί 

πιο πριν. 

Όπως δήλωσαν οι Schwartz και Riedesel (1994): 

"Ένας σοφός δάσκαλος θα προκαλέσει προβλέψεις από τα παιδιά για το πώς περιμένουν 
μελλοντικά συμβάντα. Οι προβλέψεις των παιδιών θα βασίζονται στη διαίσθησή τους. Όταν 
ακολουθούν συμβάντα [από πειραματισμό] που δεν συμμορφώνονται στις προβλέψεις, ο 
δάσκαλος μπορεί να χρησιμοποιήσει αυτήν την ευκαιρία για να αμφισβητήσει τις 
διαισθητικές αντιλήψεις που οδήγησαν στην πρόβλεψη. Όταν ένα παιδί έρχεται αντιμέτωπο 
με τη σύγκρουση μεταξύ των ιδεών του και των παρατηρηθέντων γεγονότων, υπάρχει 
μεγαλύτερη πιθανότητα να είναι πρόθυμος να τροποποιήσει τις ιδέες του ώστε να ταιριάζει 
με τα παρατηρούμενα γεγονότα". 

 

 

 

1.3. Μορφές Εκφωνήσεων  
 
Ο τρόπος εξέτασης – αξιολόγησης των μαθητών στην εκπαίδευση είναι από πολύ 
παλιά μέχρι και σήμερα μια γραπτή ή μια προφορική εξέταση, ένα ερωτηματολόγιο 
ή και μια συνέντευξη/διάλογος. Όποιο τρόπο και να επιλέξει ο διδάσκων, 
ακολούθως συντάσσει, βρίσκει ή αναδιατυπώνει ερωτήσεις με τις οποίες 
πραγματοποιεί την εξέταση του.  Στη συνέχεια της διαδικασίας, οι λύτες, που στη 
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δική μας περίπτωση είναι οι μαθητές, καλούνται να διαβάσουν, να επεξεργαστούν, 
να σκεφτούν και, τέλος, να απαντήσουν στις δοθείσες ερωτήσεις. Ενώ, 
αποδεδειγμένα, οι μαθητές πολλές φορές κατέχουν το δηλωτικό μέρος της γνώσης, 
όταν καλούνται να λύσουν κάποια προβλήματα αδυνατούν να το χρησιμοποιήσουν. 
Αρκετές φορές συναντάμε λύτες που εγκαταλείπουν την προσπάθεια αν δεν 
σκεφτούν τη λύση στα πρώτα ένα - δύο λεπτά. Εξάλλου, είναι γνωστό πως η 
επίλυση ενός προβλήματος δεν σχετίζεται μόνο με τη γνώση αλλα και μια σειρά 
δεξιοτήτων, πολλές από τις οποίες είναι πολύπλοκες (DeCorte et al., 2000). 

Η διατύπωση ή αναδιατύπωση ενός προβλήματος, όπως έχει πει ο Bachman (1990), 
θα πρέπει να πληροί τα παρακάτω κριτήρια: 

● Εγκυρότητα: ο βαθμός στον οποία μια εξεταστική δοκιμασία μετρά αυτό 
για το οποίο σχεδιάστηκε 

● Πρακτικότητα: ο βαθμός στον οποίο οι διαθέσιμοι πόροι επαρκούν  

● Αξιοπιστία: ο βαθμός στον οποίο, όταν επαναληφθεί το τεστ, θα προκύψει 
το ίδιο αποτέλεσμα. 

● Λειτουργικότητα: ο βαθμός στον οποίο μια εξεταστική δοκιμασία μπορεί να 
κατασκευαστεί, να διεξαχθεί και να διορθωθεί χωρίς να απαιτείται 
υπερβολικός χρόνος ή κόπος. 

● Αυθεντικότητα: ο βαθμός στον οποίο μια δοκιμασία αξιολογεί τις 
ικανότητες των μαθητών σε πραγματικές περιστάσεις επικοινωνίας. 

● Αντικειμενικότητα: ο βαθμός στον οποίο η δοκιμασία είναι δίκαιη απέναντι 
σε όλους τους εξεταζόμενους ανεξαρτήτου ηλικίας, φύλου, θρησκείας, κτλ. 

Η νέα προσέγγιση στην επίλυση προβλημάτων θέλει τους λύτες να μπορούν να 
επεξεργάζονται μη τυπικά προβλήματα, όπως προβλήματα με περισσότερες από 
μια λύσεις ή προβλήματα χωρίς αριθμούς, να αποκωδικοποιούν καθως και να 
αξιολογούν – αξιοποιούν πληροφορίες που δίνονται από διαφορετικές πηγές 
(εικόνα, κείμενο κλπ) και να χρησιμοποιούν εναλλακτικές στρατηγικές 
υπολογισμού. 

Επιπλέον, τα μαθηματικά προβλήματα τίθενται σε πλαίσια καταστάσεων που είναι 
οικεία στα παιδιά και έχουν νόημα γι΄αυτά, επηρεασμένα από την καθημερινότητα.  

Βασισμένοι σε αυτά τα κριτήρια και ανάμεσα σε πολλά είδη ερωτήσεων, επιλέξαμε 
το συνδυασμό των ακόλουθων για τη μελέτη των βασικών εννοιών στο κεφάλαιο 
των πιθανοτήτων που μελετούμε: 

● Ερωτήσεις ορισμού: Κατατάσσονται στα «ανοιχτού τύπου» ερωτήματα που 
θεωρούνται προβλήματα, τα οποία, λόγω της δομής τους, έχουν 
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περισσότερες τεχνικές λύσεις χωρίς όμως να δίνουν περισσότερες 
πληροφορίες για το αντικείμενο που μελετούν.  

● Ερωτήσεις σύντομης απάντησης με και χωρίς εικόνα: Χαρακτηρίζονται ως 
«κλειστού τύπου» . Μπορούμε να καταλήξουμε με διάφορους τρόπους στη 
σωστή απάντηση αλλά είναι μονοσήμαντη.  

● Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής: Αποτελούνται από την «ερώτηση-
στέλεχος» και έναν αριθμό από επιλογές ή εναλλακτικές λύσεις, η μια εκ των 
οποίων είναι η σωστή και οι άλλες παραπλανητικές. Η κατασκευή καλών 
ερωτήσεων πολλαπλής επιλογής είναι ιδιαίτερα δύσκολη, επειδή απαιτεί 
την εύρεση καλού στελέχους σε συνδυασμό με καλούς παραπλανητές 
(Δημητρόπουλος 1983). Το σημαντικότερο, όμως, μειονέκτημά τους είναι, 
ίσως, ότι ο παράγοντας τύχη μπορεί να παίξει σημαντικό ρόλο στην εύρεση 
της σωστής απάντησης. 

● Ερωτήσεις με μορφή Σωστού-Λάθους: Ζητούν τον χαρακτηρισμό μιας 
πρότασης ως προς την ορθότητά της. Είναι γρήγορες και αντικειμενικές ως 
προς τη βαθμολόγηση, αλλά υπάρχει μεγάλη πιθανότητα εικασίας της 
σωστής απάντησης.  
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ΚΕΦΆΛΑΙΟ 2:  

ΕΠΙΣΚΌΠΗΣΗ ΠΑΛΑΙΌΤΕΡΩΝ ΕΡΕΥΝΏΝ 

2.1. Τυχαιότητα 
 

Το 2008, οι Konold, Cliff, Kazak και Sibel περιγράφουν ένα έργο που αναπτύσσει 

υλικό για να υποστηρίξει τους μαθητές του γυμνασίου να δουν τα δεδομένα σε 

τύχη. Ανέπτυξαν τρεις τύπους δραστηριοτήτων για τους μαθητές που επισημαίνουν 

το ρόλο της τύχης στην παραγωγή χαρακτηριστικών στις κατανομές δεδομένων από 

επαναλαμβανόμενα μέτρα, διαδικασίες παραγωγής και διαφορετικά άτομα. Και οι 

τρεις δραστηριότητες στοχεύουν στις τέσσερις κεντρικές, κατά τη γνώμη τους, ιδέες 

(προσαρμογή μοντέλου, διανομή, θόρυβος σήματος, νόμος των μεγάλων αριθμών). 

Μια σημαντική προϋπόθεση στην προσέγγιση τους είναι ότι η έρευνα της τύχης των 

μαθητών πρέπει να επικεντρώνεται στην εξήγηση και την πρόβλεψη των 

πραγματικών δεδομένων. Στόχος τους ήταν να προετοιμάσουν τους μαθητές να 

δουν κάτι νέο στα δεδομένα που συλλέγονται κατά τη διάρκεια ενός επόμενου 

σταδίου, δηλαδή να μάθουν μια νέα αντίληψη. Όπως αναφέρουν, οι μαθητές μόλις 

αποκτήσουν μια εικόνα του δειγματικού χώρου μπορούν να δουν νέα δεδομένα 

που συλλέγουν στην συνέχεια με πολύ διαφορετικό τρόπο. 

Στις έρευνες που έχουν γίνει παλαιότερα σχετικά με την έννοια της τυχαιότητας 

χρησιμοποιήθηκαν δύο τύποι διαδικασιών, οι διαδικασίες σύγκρισης πιθανοτήτων 

και οι διαδικασίες κατασκευής.  

 

Οι πρώτες είτε δίνουν στα άτομα ακολουθίες αποτελεσμάτων οι οποίες έχουν 

παραχθεί από κάποιο τυχαίο μηχανισμό με ζητούμενο να μπουν στην σειρά ως προς 

τη πιθανότητα εμφάνισης είτε ζητείται να δηλωθεί από τους συμμετέχοντες αν μια 

σειρά από αποτελέσματα που τους δίνεται έχει παραχθεί από κάποιο μηχανισμό 

τύχης.  

 

Ο Green (1991) ζήτησε από τους μαθητές να κατασκευάσουν μια τυχαία ακολουθία 

από κορώνες και γράμματα, η οποία θα ήταν η αναπαράσταση των αποτελεσμάτων 

50 ρίψεων ενός νομίσματος. Οι μαθητές κατασκεύασαν ακολουθίες στις οποίες 

προσπάθησαν τα ποσοστά των δύο επιλογών να είναι κοντά στη θεωρητική τιμή 

(50%) και, επίσης, οι ακολουθίες είχαν πολύ μικρό μήκος.  

 

Οι Batanero και Serrano (1999) ετοίμασαν  ένα ερωτηματολόγιο το οποίο περιείχε 

τέσσερις ακολουθίες αποτελεσμάτων αποτελούμενες από 40 ρίψεις κέρματος η 

καθεμία και ζητούσαν από τους μαθητές να εκτιμήσουν ποιες από τις τέσσερις 

σειρές ήταν τυχαίες και ποιες κατασκευασμένες, και, ακολούθως, να 
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δικαιολογήσουν την απάντησή τους. Οι συμμετέχοντες στην συγκεκριμένη έρευνα 

ήταν μαθητές 14 και 17 ετών. Τα κριτήρια των μαθητών, με βάση τα αποτελέσματα 

της έρευνας, ήταν όμοια με αυτά του Green (1991). Πιο αναλυτικά: 

α) η έλλειψη προβλεψιμότητας 

β) το μήκος των αλυσίδων όμοιων αποτελεσμάτων 

γ) η ύπαρξη ή όχι της κανονικότητας 

δ) η σύγκριση του ποσοστού των αποτελεσμάτων με το θεωρητικό ποσοστό (50%)  

 

Στις διαδικασίες κατασκευής ζητείται από τα άτομα να επινοήσουν ακολουθίες 

αποτελεσμάτων. Σε μια έρευνα που απευθυνόταν σε μαθητές ηλικίας 11 εώς 15 

ετών, οι Engel και Sedlemeier (2005), ζητούσαν να κατασκευαστεί μια ακολουθία 

από γράμματα και κορώνες, η οποία θα ήταν η αναπαράσταση των αποτελεσμάτων 

20 ρίψεων ενός νομίσματος. Τα χαρακτηριστικά των ακολουθιών ήταν τα εξής: 

α) το 80% των ακολουθιών άλλαζε από κορώνα σε γράμματα και αντίστροφα συχνά 

β) το 80% των ακολουθιών είχε πολλές αλυσίδες όμοιων αποτελεσμάτων 

γ) το ποσοστό των κορώνων και των γραμμάτων ήταν πάρα πολύ κοντά στη 

θεωρητική τιμή 

δ) οι ακολουθίες είχαν πολλές μικρού μήκους αλυσίδες όμοιων αποτελεσμάτων 

 

Στη μελέτη τους, οι J.S. Williams και G.S. Amir (1995) προσπάθησαν να 

προσδιορίσουν πως αντιλαμβάνονται την τυχαιότητα τα παιδιά όταν ξεκινούν τη 

δευτεροβάθμια εκπαίδευση και πόση επιρροή έχουν οι προκαταλήψεις στη σκέψη 

τους για τη πιθανότητα. Η προσπάθεια αυτή έγινε με σχετικές συνεντεύξεις 

μαθητών και την αναφορά σε ιστορίες γύρω από την τύχη και εστιάζοντας στη 

γλώσσα της τύχης συμπεριλαμβανομένων των αποδόσεων και της εμπειρίας. 

Ζητήθηκαν, δηλαδή, παιδικές ιστορίες για τυχαίες εκδηλώσεις, με ενθάρρυνση για 

περαιτέρω εξηγήσεις. Η χρήση της γλώσσας, οι πεποιθήσεις, η κατανόηση των 

διάφορων όρων πιθανοτήτων και η παρερμήνευση αποδείχθηκαν σημαντικοί 

παράγοντες στη σύγχυση των παιδιών. 

 

2.2. Πιθανολογική σκέψη 
 

Ο Ζήσιμος Μπραέσσας (2020) πραγματοποίησε μια έρευνα για να καταγράψει τα 

ακόλουθα: 

α) την αρχική πιθανοτική σκέψη των μαθητών ως σύνολο αλλά και του καθενός 

μαθητή ξεχωριστά 
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β) την αλλαγή στην πιθανοτική σκέψη των μαθητών που επήλθε μετά από 

διδασκαλία ως σύνολο αλλά και του καθενός μαθητή χωριστά 

γ) τις διαδικασίες διδασκαλίας μέσω των οποίων επήλθαν αλλαγές κατά και μετά 

τη διδασκαλία στην πιθανοτική σκέψη των μαθητών ως σύνολο αλλά και του 

καθενός χωριστά και 

δ) τις πηγές τροφοδοσίας της πιθανοτικής σκέψης των μαθητών 

 

Στις συνεντεύξεις που έγιναν πριν την διδασκαλία των πιθανοτήτων, οι μαθητές 

χρησιμοποιούσαν τα κριτήρια «ψυχολογικο-εμπειρικού» τύπου και «λογικο-

μαθηματικού» τύπου και δεν είχαν ενιαία στάση απέναντι στο τυχαίο στα 

διαφορετικά περιβάλλοντα. Μετά τις διδασκαλίες έγινε αντιληπτό πως αυτές 

επηρεάζουν τους περισσότερους μαθητές σε ατομικό επίπεδο, εμπλουτίζοντας, 

περιορίζοντας ή αλλάζοντας κριτήρια και οπτικές. 

Στη διπλωματική εργασία ενός μεταπτυχιακού προγράμματος σπουδών η Βασιλική 

Αμπλιανίτη (2016) με τίτλο «Τα στοχαστικά μαθηματικά σε χώρους άτυπης 

μάθησης: Ένα παράδειγμα από το μουσείο Ηρακλείδων» εστιάζει στη μελέτη 

διαισθητικών αντιλήψεων των μαθητών γύρω από την έννοια της τυχαιότητας και 

της πιθανότητας. Επίσης, εξετάζει με ποιο τρόπο υποστηρίζουν τη μετάβαση από 

την άτυπη διαισθητική στην τυπική γνώση. Αυτό το πραγματοποίησε με ένα 

ερωτηματολόγιο που απευθυνόταν σε μαθητές της Ε’ Δημοτικού και Α’ Λυκείου. Η 

έρευνα επιβεβαιώνει την άποψη των Fischbein (1975) και Piaget (1976) πως η 

αποσαφήνιση της τυχαιότητας σε σχέση με τον ντετερμινισμό κρίνεται απαραίτητη 

προκειμένου ο μαθητής να προχωρήσει στην κατανόηση της έννοιας του τυχαίου 

και της μαθηματικής του έκφρασης μέσω της έννοιας των πιθανοτήτων. Ένα 

συμπέρασμα πολύ σημαντικό που προέκυψε από την ποιοτική ανάλυση της 

συγκεκριμένης έρευνας είναι «η αδυναμία του σχολείου μέσω της στείρας 

εφαρμογής του αναλυτικού προγράμματος να συνδέσει την τυπική γνώση με τη 

διαίσθηση και τις ανάγκες της πραγματικής ζωής» (σελ. 120). Τα παιδιά μέσω της 

ενεργής συμμετοχής τους σε βιωματικές καταστάσεις αλλά και σε διαλόγους 

τείνουν να λύσουν μόνοι τους τα ερωτήματα που τα ίδια έχουν αναδείξει. 

Η έρευνα με τίτλο «Αξιολόγηση της Σκέψης των Μαθητών σε Προβλήματα 

Πιθανοτήτων με Διαφορετικό Συγκείμενο» έγινε από τους Θέκλα Αφαντίτη 

Λαμπριανού και Ιάσονα Λαμπριανού σαν πειραματική συνέχεια προηγούμενης 

τους εργασίας το 2002. Η χρήση ερωτήσεων τοποθετημένων σε συγκείμενο είναι 

ακόμη πιο σημαντική για την αξιολόγηση της πιθανολογικής σκέψης των μαθητών. 

Από τα αποτελέσματα διαφάνηκε ότι οι απαντήσεις των μαθητών στην ίδια 

πιθανολογική ερώτηση, που βασίζεται όμως σε διαφορετικό συγκείμενο, μπορεί να 

αλλάξουν σημαντικά.  
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Οι Fischbein και Schnarch (1997),  κατέληξαν στην έρευνα που έκαναν σχετικά με 

τον τρόπο με τον οποίο μπορεί να βελτιωθεί η κατανόηση των πιθανοτήτων από 

τους μαθητές με χρήση των αρχικών αντιλήψεών τους, ότι υπάρχει τρόπος επιρροής 

τους και μέσω λεκτικών εξηγήσεων αλλά και μέσα από πρακτικές δραστηριότητες. 

Σε ένα πρόβλημα, ένα άτομο μπορεί να αιτιολογεί σωστά αλλά σε ένα άλλο 

πρόβλημα, το ίδιο άτομο μπορεί να αιτιολογήσει με τρόπους που έρχονται σε 

αντίθεση με την πιθανότητα. Οι Nisbett, Krantz, Jepson και Kunda (1983) έχουν 

βρει υψηλά ποσοστά επιτυχίας σε προβλήματα που έχουν τα παρακάτω 

χαρακτηριστικά: 

α) περιλαμβάνουν επαναλαμβανόμενες διεργασίες με ένα πεπερασμένο σύνολο 

συμμετρικών αποτελεσμάτων 

β) περιλαμβάνουν αποτελέσματα που παράγονται με μια μέθοδο που σχετίζεται με 

την τύχη 

γ) αναγνωρίζονται ευρέως ως απρόβλεπτα και ιδιότροπα 

Καθώς τα χαρακτηριστικά ενός προβλήματος αρχίζουν να αποκλίνουν από αυτά, οι 

άνθρωποι επιστρέφουν σε ακατάλληλους τρόπους συλλογισμού. 

Οι Clifford Konold, Alexander Pollatsek, Arnold Well, Jill Lohmeier, Abigail Lipson 

(1993) σε συνεργασία έκαναν δύο μελέτες για να διερευνήσουν τη πιθανή 

συλλογιστική σκέψη των ατόμων. Στη πρώτη μελέτη, εξέτασαν το ενδεχόμενο οι 

σωστές απαντήσεις σε πιθανολογικές ερωτήσεις να βασίζονται σε μη 

φυσιολογικούς λόγους. Στη δεύτερη μελέτη, εξέτασαν τις ασυνέπειες στη 

συλλογιστική. Η εικόνα που προέκυψε από την έρευνα αυτή, είναι ότι δεν υπάρχει 

απλή ιστορία για το πώς σκέφτονται οι μαθητές την τύχη. Κατά τη γνώμη τους, ένας 

από τους κύριους λόγους που η πιθανότητα είναι εξαιρετικά δύσκολη στη 

διδασκαλία είναι η ποικιλία πεποιθήσεων για την τύχη που φέρνουν οι μαθητές 

στην τάξη.  

Οι Jones, Langrall, Thornton και Mogill (1999), προκειμένου να διερευνήσουν την 

επίδραση που μπορεί να έχει η διδασκαλία στην πιθανολογική σκέψη των 

μαθητών, πραγματοποίησαν μια διδακτική παρέμβαση σε 37 μαθητές ηλικίας 8 και 

9 ετών. Οι δραστηριότητες που αποτελούσαν την διδασκαλία αυτή αφορούσαν στα 

παρακάτω γνωστικά αντικείμενα, σε μονοδιάστατα και δισδιάστατα πειράματα 

τύχης: 

α) το δειγματικό χώρο ενός πειράματος τύχης 

β) την πιθανότητα ενός ενδεχομένου 

γ) τη σύγκριση πιθανοτήτων 
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δ) τη δεσμευμένη πιθανότητα 

Πριν τη διδακτική παρέμβαση, εκτιμήθηκε το επίπεδο του κάθε μαθητή ως προς την 

κατανόηση του στις βασικές έννοιες που αναφέρονται πιο πάνω. Ακολούθως, έγινε 

επανεξακρίβωση του επιπέδου μετά τη διδακτική διαδικασία με μια μικρή βελτίωση 

στα ποσοστά επιτυχίας. 

 

2.3. Δειγματικός χώρος 
 

Οι Jones et al. (1997), όπως και οι Polaki et al. (2000), δημιούργησαν μέσω μιας 

έρευνας, ένα πλαίσιο που περιγράφει τα επίπεδα συλλογιστικής των μαθητών στην 

καταγραφή του δειγματικού χώρου. Το πλαίσιο χωρίστηκε σε 4 επίπεδα, όπως 

αυτά φαίνονται πιο κάτω: 

1. Υποκειμενικό (subjective): Οι μαθητές κάνουν μια ελλιπή καταγραφή των 

πιθανών αποτελεσμάτων σε μονοδιάστατα πειράματα καταγράφοντας αυτά τα 

οποία θεωρούν ως πιο πιθανά να εμφανιστούν.  

2. Μεταβατικό (transitional): Οι μαθητές κάνουν πλήρη καταγραφή του 

δειγματικού χώρου σε μονοδιάστατα πειράματα, αλλά δεν είναι ακόμη ικανά 

να καταγράψουν όλα τα πιθανά εξαγόμενα σε δισδιάστατα πειράματα. 

3. Άτυπο ποσοτικό (informal quantitative): Οι μαθητές, χρησιμοποιώντας άτυπες 

στρατηγικές, μπορούν να καταγράψουν πλήρως το δειγματικό χώρο ενός 

δισδιάστατου πειράματος. 

4. Αριθμητικό (numerical): Οι μαθητές χρησιμοποιούν γενικές στρατηγικές 

εύρεσης του δειγματικού χώρου σε δισδιάστατα πειράματα. 

Το 2002, οι E. Paparistodemou και R. Noss επικεντρώθηκαν σε παιδιά ηλικίας 6 έως 

8 ετών με μια μελέτη, στην οποία έδωσαν στα παιδιά ένα παιχνίδι με χωρικές 

αναπαραστάσεις του δειγματικού χώρου. Το σύστημα αυτό σχεδιάστηκε έτσι ώστε 

οι κανόνες του να διέπουν τις σχέσεις μεταξύ των αποτελεσμάτων ενός παιχνιδιού 

και της επιλογής των στοιχείων του δειγματικού χώρου, επιτρέποντας στα παιδιά να 

επιθεωρήσουν ή να ανοικοδομήσουν τα στοιχεία αυτά. Η μελέτη τους φαίνεται να 

δείχνει ότι τα παιδιά δημιούργησαν την τυχαιότητα, όχι μόνο ως γνωστική πράξη ή 

σκέψη ενός πειράματος, αλλά με διαφορετικούς γνωστικούς πόρους πέραν εκείνων 

που θα μπορούσαν να αναμένονται από τα κλασικά πειράματα. Η άποψη τους είναι 

ότι «η παιδική κουλτούρα περιλαμβάνει πολλές εμπειρίες τυχαίας κίνησης και το 

πλαίσιο για τέτοιες εμπειρίες αλλάζει από τα επιτραπέζια παιχνίδια στην 

αναπαραγωγή βιντεοπαιχνιδιών» (σελ. 5). 

Στη διατριβή της η Χριστίνα Πανέλλα (2019), αναφέρεται στην θεωρητική 

καταγραφή των στοιχείων που συγκροτούν την έννοια της πιθανότητας, καθώς και 
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στις δυσκολίες κατά την διδασκαλία τους και την εκμάθησή τους από τους μαθητές 

της Πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης. Διεξήχθη έρευνα σε μαθητές της ΣΤ’ Δημοτικού, η 

οποία αποτελείτο από δραστηριότητες για την τυχαιότητα, για την έννοια του 

δειγματικού χώρου και για την ποσοτικοποίηση. Από την ανάλυση των 

αποτελεσμάτων εντοπίζεται να είναι έντονο το υποκειμενικό στοιχείο των μαθητών, 

το οποίο επηρεάζει τη πιθανολογική συλλογιστική και τους δημιουργεί 

λανθασμένες ιδέες.  Διαπιστώθηκε πως μετά από μια μικρή διδακτική παρέμβαση 

και ένα διάλογο με κατευθυντήριες γραμμές οι μαθητές οδηγούνταν στην σωστή 

απάντηση. 

 

2.4. Πιθανότητα 

Ο ποσοτικός προσδιορισμός της πιθανότητας ενός ενδεχομένου απασχόλησε 

αρκετούς ερευνητές, οι οποίοι ζητούσαν από τους μαθητές να προσδιορίσουν το 

εξαγόμενο με την μικρότερη και τη μεγαλύτερη πιθανότητα, καθώς και η 

αιτιολόγηση της απάντησής τους. Οι Acredolo et al. (1989) συνέταξαν μια έρευνα 

που αφορούσε μαθητές 6, 9 και 11 ετών για τον προσδιορισμό πιθανότητων 

διαφόρων ενδεχομένων. Οι στρατηγικές που καταγράφηκαν από τους ερευνητές, 

όπως αυτές χρησιμοποιήθηκαν από τους μαθητές, ήταν: 

 α) στρατηγική του αριθμητή: οι μαθητές εξέτασαν μόνο το τμήμα του συνόλου που     

αντιστοιχεί στο ενδεχόμενο που τους ενδιέφερε 

β) ελλιπής στρατηγική του παρονομαστή: εξέτασαν το συμπλήρωμα του 

ενδεχομένου που τους ενδιέφερε 

γ) στρατηγική ενσωμάτωσης: συσχέτισαν το πλήθος του ενδεχομένου που τους 

ενδιέφερε με το συνολικό πλήθος των στοιχείων. 

 

Η Falk (1983) προσδιόρισε τρεις στρατηγικές που χρησιμοποιούν οι μαθητές για τη 

σύγκριση των πιθανοτήτων σε δραστηριότητες δυαδικής επιλογής, στις οποίες 

παρουσιάζονται δύο συλλογές από αντικείμενα και ζητείται από τους μαθητές να 

επιλέξουν την κατάλληλη, στην οποία η επιλογή συγκεκριμένου αντικειμένου είναι 

πιο πιθανή. Οι στρατηγικές είναι οι εξής: 

 

α) η συλλογή πρέπει να περιέχει μεγαλύτερο πλήθος από το επιθυμητό ενδεχόμενο 

β) η συλλογή που περιέχει το μικρότερο πλήθος από τα μη επιθυμητά ενδεχόμενα 

γ) η συλλογή στην οποία η διαφορά του επιθυμητού ενδεχομένου είναι 

μεγαλύτερη  
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Παρατήρησε ότι οι μαθητές, καθώς αρχίζουν να καταλαβαίνουν τις αναλογίες, 

αρχίζουν να χρησιμοποιούν  στρατηγικές, με τις οποίες αναγνωρίζουν τις σχέσεις 

μεταξύ του πλήθους των επιθυμητών ενδεχομένων και των συνολικών 

ενδεχομένων. 

Το 1998 οι Falk και Wilkening, θέλοντας να ανιχνεύσουν τις στρατηγικές στη 

σύγκριση πιθανοτήτων των μαθητών ηλικίας 6 έως 13 ετών, τους παρουσίασαν δύο 

δοχεία με μπάλες (το ένα περιείχε μπάλες δύο χρωμάτων και το άλλο μπάλες μόνο 

με το ένα χρώμα εκ των δύο). Το ζητούμενο ήταν να προσδιοριστεί το πλήθος από 

μπάλες του άλλου χρώματος, με τις οποίες έπρεπε να συμπληρωθεί το δεύτερο 

δοχείο, έτσι ώστε να δίνουν ίδια πιθανότητα τα δύο δοχεία στην επιλογή χρώματος. 

Κάποιοι μαθητές δημιούργησαν αναλογίες στους λόγους των δύο χρωμάτων, άλλοι 

δημιούργησαν ίδιες διαφορές μετακινώντας μπάλες από το ένα δοχείο στο άλλο 

ενώ οι πιο μικροί εστίασαν μόνο στο ένα χρώμα του γεμάτου δοχείου.  

Σε απάντηση στον κρίσιμο ρόλο που διαδραματίζουν οι πληροφορίες και τα 

δεδομένα στη σύγχρονη κοινωνία, η Sana Saeed Al-Haddad (2010) έκανε μια 

προσπάθεια διερεύνησης της κατανόησης της στατιστικής και των πιθανοτήτων σε 

100 μαθητες. Έδωσε επτά στοιχεία σε μορφή επίλυσης προβλημάτων σχετικά με 

αρκετούς βασικούς τομείς στατιστικών και πιθανότητας. Τα αποτελέσματα έδειξαν 

ότι: 

α) απαιτείται η ικανότητα κατανόησης της σημασίας σχετικής ποσότητας και εδώ 

είναι που μπορούν να παρέμβουν οι συνθήκες και οι πολιτιστικοί παράγοντες 

β) η φύση των εμπειριών που αποκτήθηκαν από τους μαθητές έχουν κάποια 

σημασία για τον προσδιορισμό της στατικής κατανόησής τους 

γ) η σχέση μεταξύ της συχνότητας εμφάνισης φυσιολογικών και μη φυσιολογικών 

συμβάντων είναι επηρεασμένη από τις πολιτιστικές επιρροές. 

Σε μια εργασία τους, οι Ελίνα Βασιλειάδου, Μαρία Κυριάκου, Γεωργία 

Χαραλάμπους, Ιλιάδα Ηλία και Αθανάσιος Γαγάτσης (2021) έκαναν μια 

προσπάθεια ταυτόχρονης μελέτης τόσο των συναισθημάτων που αναπτύσσουν οι 

μαθητές της ΣΤ’ Δημοτικού και Α’ Γυμνασίου ως προς την επίλυση μαθηματικού 

προβλήματος και των αντιλήψεων τους σε σχέση με την έννοια της πιθανότητας. 

Συντάχθηκε σχετικό ερωτηματολόγιο και δόθηκε σε 115 μαθητές ΣΤ’ Δημοτικού και 

Α’ Γυμνασίου, με σκοπό να διερευνήσουν τις στάσεις και τις πεποιθήσεις των 

μαθητών στην επίλυση μαθηματικών προβλημάτων και ειδικότερα σε προβλήματα 

πιθανολογικών καταστάσεων. Όσον αφορά στα προβλήματα πιθανολογικών 

καταστάσεων, εστίασαν στην εξέταση της ικανότητας των παιδιών να επιλύουν 

προβλήματα καταστάσεων a-posteriori (προβλήματα με γνωστό το αποτέλεσμα 

ενός πειράματος και το ζητούμενο είναι να βρεθεί από που είναι πιο πιθανό να 
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προήλθαν) και a-priori (προβλήματα που επιχειρούνται η λήψη ή επανειλημμένες 

λήψεις και γίνεται προσπάθεια εντοπισμού του καταλληλότερου χώρου λήψης έτσι 

ώστε να έχει τη μεγαλύτερη δυνατή πιθανότητα). Από την ανάλυση των 

αποτελεσμάτων τους, συμπέραναν ότι η κατανόηση πιθανολογικών καταστάσεων 

και η ανάπτυξη συναισθημάτων από τους μαθητές είναι ασταθείς. Επιπλέον, 

επισημαίνουν πως οι μαθητές έχουν αναπτύξει το αίσθημα της ανασφάλειας για τα 

μαθηματικά προβλήματα, παρόλο που αντιλαμβάνονται τη χρησιμότητα τους στην 

καθημερινότητα. 

Οι Khneman και Tversky (1972) διαπίστωσαν ότι η πλειοψηφία, ακόμα και ενήλικων 

ανθρώπων, αγνοούν το μέγεθος του δείγματος κατά την εκτίμηση της πιθανότητας 

συμβάντων, για το οποία το μέγεθος του δείγματος επηρεάζει την πιθανότητα. 

Διαπίστωσαν ότι η πλειοψηφία των ανθρώπων πίστευε ότι ένα μεγάλο νοσοκομείο 

είναι τόσο πιθανό όσο ένα μικρό νοσοκομείο να παρατηρήσει ημέρες κατά τις 

οποίες το 60% ή περισσότερες από τις γεννήσεις είναι άνδρες. 

Με τη χρήση προσομοιώσεων μέσω υπολογιστή για την παραγωγή διαφόρων 

μεγεθών δειγμάτων, ο Pratt (1998, 2000) διαπίστωσε πως οι μαθητές μεταξύ 10 και 

12 ετών άρχισαν να αντιλαμβάνονται ότι τα γεγονότα με μικρές πιθανότητες ήταν 

πιο πιθανό να εμφανιστούν σε μικρά δείγματα και λιγότερο πιθανό στα πιο μεγάλα 

δείγματα. 
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Κεφάλαιο 3: Οι Πιθανότητες στα σχολικά 

εγχειρίδια της Κύπρου 

3.1. Αναλυτικό Πρόγραμμα Πιθανοτήτων της Κύπρου 
 

Η ανάγκη να κατανοήσουμε τυχαία φαινόμενα και να λάβουμε σωστές αποφάσεις 

σε αβέβαια γεγονότα είναι αναγνωρισμένη από πολλές εκπαιδευτικές αρχές σε 

πολλές χώρες. Ως εκ τούτου, οι πιθανότητες περιλαμβάνονται στη διδασκαλία των 

μαθηματικών κατά τη διάρκεια της πρωτοβάθμιας και της δευτεροβάθμιας 

εκπαίδευσης. Μια σημαντική αρχή της έρευνας στην εκπαίδευση πιθανοτήτων είναι 

η ανάλυση των κατευθυντήριων γραμμών και του υλικού των προγραμμάτων 

σπουδών, όπως τα εγχειρίδια και το Αναλυτικό Πρόγραμμα. 

Το Αναλυτικό Πρόγραμμα Μαθηματικών της Κύπρου στο κεφάλαιο Στατιστικής-

Πιθανοτήτων, θέτει τρεις στόχους προς τους καθηγητές για τους μαθητές. Ο πρώτος 

στόχος είναι να αναπτύξουν οι μαθητές την ικανότητα να συλλέγουν και να 

οργανώνουν δεδομένα, να παρουσιάζουν μικρές έρευνες και να συνοψίζουν 

αποτελέσματα. Δεύτερον, να αποκτήσουν οι μαθητές εμπειρία στην ερμηνεία 

δεδομένων που παρουσιάζονται σε πίνακες και γραφικές παραστάσεις και, τρίτον, 

να αναπτύξουν την ικανότητά τους να υπολογίζουν την πιθανότητα ενδεχομένων 

και να χρησιμοποιούν την έννοια της πιθανότητας για να κάνουν προβλέψεις. 

Κάθε κεφάλαιο αναπτύσσεται σε οκτώ κλίμακες. Οι κλίμακες αποτελούν την 

συνοπτική παρουσίαση των μαθηματικών ικανοτήτων που αναμένεται να 

αναπτύξουν οι μαθητές κατά τη διάρκεια της σχολικής τους ζωής. Η πλήρης κάλυψη 

μιας κλίμακας μπορεί να γίνει σε περισσότερες από μια τάξεις, προσφέροντας 

ευελιξία στον εκπαιδευτικό. Η ύπαρξη κλιμάκων δίνει έμφαση στην κατανόηση των 

μαθηματικών εννοιών με διαφορετικό τρόπο και ρυθμό, στη μάθηση και 

διδασκαλία των μαθηματικών σε καταστάσεις που έχουν νόημα για τους μαθητές, 

στην ευκαιρία που δίνεται στους μαθητές για να ανακαλύψουν τις μαθηματικές 

έννοιες ενσωματώνοντας νέες εμπειρίες, δεξιότητες και γνώσεις στις ήδη 

υφιστάμενες δομές τους, στην ικανότητα τους να αναπτύσσουν και να 

χρησιμοποιούν πολλές στρατηγικές σε διαφορετικό κάθε φορά πλαίσιο, ώστε να 

υπερβούν τις δυσκολίες που αντιμετωπίζουν και, τέλος, στον χρόνο που χρειάζονται 

οι μαθητές για να διερευνήσουν τις μαθηματικές έννοιες. 
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Παρακάτω παρουσιάζονται οι ικανότητες που αναμένεται να αποκτήσουν οι 

μαθητές στις πιθανότητες, σε όλες τις βαθμίδες της εκπαίδευσης μέχρι και την Γ’ 

Λυκείου, χωρισμένες στις 8 κλίμακες: 

Κλίμακα 1: Ταξινόμηση ενός γεγονότος ως βέβαιο, πιθανό, ή αδύνατο να συμβεί 

Κλίμακα 2:  

● Κατανόηση και σωστή χρήση των εννοιών «λιγότερο πιθανό» - «αδύνατο να 

συμβεί», «πολύ πιθανό» - «βέβαιο να συμβεί» 

 

● Πρόβλεψη και καταγραφή με συστηματικό τρόπο των δυνατών ενδεχόμενων 

ενός πειράματος τύχης που επαναλαμβάνεται πολλές φορές 

Κλίμακα 3: 

● Καταγραφή των αποτελεσμάτων από πειράματα τύχης με συστηματικό 

τρόπο 

 

● Πρόβλεψη και υπολογισμός της πιθανότητας ενός ενδεχομένου, 

χρησιμοποιώντας την έννοια του λόγου 

 

● Καταγραφή και καταμέτρηση του αριθμού των δυνατών συνδυασμών 

ενδεχομένων δύο ή περισσότερων συνόλων 

Κλίμακα 4:  

● Αναπαράσταση του δειγματικού χώρου πειραμάτων με πολλαπλούς 

τρόπους συμπεριλαμβανομένων δενδροδιαγραμμάτων 
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● Υπολογισμός της θεωρητικής πιθανότητας ενός ενδεχομένου, πρόβλεψη 

αποτελεσμάτων σε πειράματα τύχης με τη χρήση της θεωρητικής 

πιθανότητας και κατανόηση της διαφοράς μεταξύ ανεξάρτητων και 

εξαρτημένων ενδεχομένων 

Κλίμακα 5: 

● Κατανόηση μέσα από πειραματικές καταστάσεις και χρήση των εννοιών 

Πείραμα τύχης, Ενδεχόμενο, Δειγματικός χώρος 

 

● Υπολογισμός της πιθανότητας απλού ενδεχομένου (κλασικός ορισμός 

πιθανότητας, Laplace) δειγματικού χώρου ισοπίθανων στοιχειωδών 

ενδεχομένων ενός πειράματος τύχης 

 

● Διάκριση των ενδεχομένων σε Τυχαία, Απλά, Βέβαια, Αδύνατα 

 

● Εκτίμηση στις φορές που πραγματοποιείται ένα ενδεχόμενο σε ένα πείραμα 

τύχης, που επαναλαμβάνεται πολλές φορές, με δεδομένο τη θεωρητική 

πιθανότητα ενδεχομένου 

 

● Αντίληψη της έννοιας της Πιθανότητας ως σχετικής συχνότητας (Von Mises) 

και εφαρμογή στη λύση προβλημάτων 

 

Κλίμακα 6:  

● Έκφραση και απεικόνιση με διαγράμματα Venn, σύνθετα ενδεχόμενα ως 

αποτέλεσμα πράξεων απλών ενδεχομένων (συμπλήρωμα, ένωση, τομή, 

διαφορά) 

 

● Διατύπωση και εφαρμογή των αξιωμάτων Kolmogorov, με διαισθητική 

αιτιολόγηση με κατάλληλα παραδείγματα και διαγράμματα Venn. Διάκριση 

των ενδεχομένων σε Συμπληρωματικά και Ασυμβίβαστα και εφαρμογή των 

συνεπειών των αξιωμάτων του Kolmogorov (P(A)′, P(A∪B), P(A−B)) σε 

προβλήματα 
 

● Μελέτη πειραμάτων τύχης που εκτελούνται σε δύο ή περισσότερα στάδια 

και αποτυπώνουν το δειγματικό χώρο σε πίνακες και δενδροδιαγράμματα 

 

● Κατανόηση και εφαρμογή της Αρχής της Απαρίθμησης (Πολλαπλασιαστική 

Αρχή) σε πειράματα τύχης 
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● Μετατροπή δενδροδιαγραμμάτων σε διαγράμματα πιθανοτήτων και 

υπολογισμός των πιθανοτήτων συνδυασμένων ανεξάρτητων ενδεχομένων 

 

● Υπολογισμός Μεταθέσεων, Διατάξεων και Συνδυασμών και εφαρμογή τους 

στον υπολογισμό πιθανοτήτων 

 

Κλίμακα 7: 

● Διάκριση των συνδυασμένων ενδεχόμενων σε Δεσμευμένα (υπό συνθήκη) 

και Ανεξάρτητα και υπολογισμός της πιθανότητας σε κάθε περίπτωση 

 

● Κατανόηση και εφαρμογή του νόμου της Ολικής Πιθανότητας 

 

● Κατανόηση της έννοιας τυχαία μεταβλητή 

 

● Εύρεση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας και της συνάρτησης 

κατανομής τυχαίας διακριτής μεταβλητής 

 

● Υπολογισμός της Μέσης Τιμής και Διασποράς (διακύμανση) τυχαίας 

διακριτής μεταβλητής 

 

● Μελέτη της κατανομής Bernoulli και της Διωνυμικής κατανομής μέσω 

εφαρμογών σε πειράματα τύχης 

 

Κλίμακα 8: 

● Κατανόηση των εννοιών της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας και της 

συνάρτησης κατανομής συνεχούς τυχαίας μεταβλητής 

 

● Υπολογισμός της πιθανότητας σε συγκεκριμένα διαστήματα, της Μέσης 

τιμής και της Διασποράς (διακύμανσης) συνεχούς τυχαίας μεταβλητής 

 

● Μελέτη των ιδιοτήτων της Κανονικής κατανομής και εφαρμογή του πίνακα 

της Τυπικής κανονικής και του Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος σε 

προβλήματα 
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3.2. Α’ Γυμνασίου 
 

Στο τελευταίο κεφάλαιο του σχολικού βιβλίου της Α’ Γυμνασίου παρουσιάζονται η 

Στατιστική και οι Πιθανότητες.  Θα επικεντρωθούμε στο κομμάτι των πιθανοτήτων 

που μελετούμε, το οποίο σαν πρώτη επαφή δίνει στους μαθητές τον παρακάτω 

διάλογο για να σχολιάσουν. 

 

Εικόνα 1: Στατιστική – Πιθανότητες του βιβλίου Μαθηματικά Α’ Γυμνασίου, Κεφάλαιο 11, Β΄Τεύχος, Αναθεωρημένη Έκδοση 
(σελ. 190) 

Ουσιαστικά, στο διάλογο γίνεται «μετάφραση» του αριθμού 
1

5
 ως «από κάθε 

πεντάδα πελατών, ένας κερδίζει» το μεγάλο χρηματικό ποσό «σίγουρα» και όχι ως 

«κάθε πελάτης έχει πιθανότητα 1 στις 5» να κερδίσει το μεγάλο χρηματικό ποσό.  

Ακολούθως, και πριν την παράθεση ορισμών και την θεωρητική συζήτηση του 

κεφαλαίου, τα παιδιά καλούνται να σκεφτούν και να σχολιάσουν μαζί με τον 
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εκπαιδευτικό δύο διερευνήσεις. Απώτερος σκοπός των δύο διερευνήσεων, καθώς 

και του διαλόγου ήταν, ίσως, ο προβληματισμός εκ μέρους των παιδιών γύρω από 

την έννοια της πιθανότητας ή και η διαπίστωση από τον εκπαιδευτικό του επιπέδου 

κατανόησης των πιθανοτήτων και των αντιλήψεων που έχουν οι μαθητές, όπως 

αναφέρθηκε και στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας. Οι δύο διερευνήσεις 

φαίνονται πιο κάτω: 

 

Διερεύνηση 1 (σελ. 191): 

Δυο αδέλφια, ο Στέφανος και η Ναταλία, έχουν τελειώσει την 

κατ’ οίκον εργασία τους και θέλουν να χρησιμοποιήσουν και οι 

δύο τον υπολογιστή. Η Ναταλία πρότεινε να ρίξουν ένα ζάρι για 

να αποφασίσουν ποιος θα χρησιμοποιήσει πρώτος τον 

υπολογιστή. Αν η ένδειξη του ζαριού είναι το 5, θα τον 

χρησιμοποιήσει ο Στέφανος πρώτος, αλλιώς θα τον 

χρησιμοποιήσει πρώτη η Ναταλία. 

✔ Να σχολιάσετε τον τρόπο που πρότεινε η Ναταλία. 

 

✔ Μπορείτε να προτείνετε εσείς άλλους τρόπους για να αποφασίσουν ποιος 

θα χρησιμοποιήσει τον υπολογιστή πρώτος; 

Στην πρώτη διερεύνηση, οι μαθητές έχουν να σχολιάσουν ένα πείραμα τύχης με την 

εκτέλεση του οποίου θα καταλήξουν στην λύση του προβλήματος των δύο παιδιών. 

Επιπλέον, με δειγματικό χώρο τις έξι πιθανές ενδείξεις του ζαριού, οι μαθητές 

μπορούν να αντιληφθούν τη διαφορά ανάμεσα στην πιθανότητα να κερδίσει η 

Ναταλία με 
5

6
 , έναντι της πιθανότητας 

1

6
 , που αντιστοιχεί στην νίκη του Στέφανου. 

Ως απάντηση του δεύτερου ερωτήματος, θα ήταν αποδεκτή η πρόταση άλλων 

πειραμάτων τύχης, για παράδειγμα η ρίψη ενός κέρματος, καθώς και η αλλαγή στα 

κριτήρια νίκης, για παράδειγμα, με περιττή ένδειξη θα χρησιμοποιούσε τον 

υπολογιστή η Ναταλία, ενώ με άρτια ένδειξη ο Στέφανος. 

 

Διερεύνηση 2 (σελ. 191): 

Η Ιωάννα έχει ένα σακούλι με κύβους. Ζητά από τον Ανδρέα να 

βρεί τι χρώμα είναι οι κύβοι στο σακούλι και πόσους έχει από 

κάθε χρώμα.  

 

✔ Με βάση τις πιο κάτω δηλώσεις της Ιωάννας, ποια θα 

πρέπει να είναι η απάντηση του Ανδρέα; 

Εικόνα  SEQ Εικόνα \* 
ARABIC 2: Μαθηματικά 
Α’ Γυμνασίου, 
Κεφάλαιο 11, 
Β΄Τεύχος, 
Αναθεωρημένη 
Έκδοση (σελ. 191) 

Εικόνα  SEQ Εικόνα 
\* ARABIC 3: 
Μαθηματικά Α’ 
Γυμνασίου, 
Κεφάλαιο 11, 
Β΄Τεύχος, 
Αναθεωρημένη 
Έκδοση (σελ. 191) 
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Στη δεύτερη διερεύνηση, δίνεται στους μαθητές με έμμεσο τρόπο ο δειγματικός 

χώρος των κύβων, με στόχο να αναγνωριστεί από τα παιδιά ή, σε αντίθετη 

περίπτωση, να εντοπιστούν οι δυσκολίες που συναντούν από τον εκπαιδευτικό. Το 

κριτήριο στο διαχωρισμό των κύβων είναι το χρώμα τους.  

Με την ολοκλήρωση αυτών των δραστηριοτήτων, επιτυγχάνεται η εστίαση της 

σκέψης των παιδιών στις πιθανολογικές έννοιες και, με αφορμή αυτό, στο βιβλίο 

δίνονται οι βασικοί ορισμοί του κεφαλαίου. Οι βασικές έννοιες, όπως τις 

αναπτύξαμε και στο κεφάλαιο 1.1.3, είναι το πείραμα τύχης, ο δειγματικός χώρος 

(συμβολισμός: Ω), το δυνατό ενδεχόμενο και η πραγματοποίησή του, οι ευνοϊκές 

περιπτώσεις, τα ισοπίθανα ενδεχόμενα, η πιθανότητα να πραγματοποιηθεί ένα 

ενδεχόμενο Α (συμπεριλαμβανομένου και του τύπου 𝑃(𝐴) =
𝜋𝜆ή𝜃𝜊𝜍 𝜀𝜐𝜈𝜊ϊ𝜅ώ𝜈 𝛼𝜋𝜊𝜏𝜀𝜆𝜀𝜎𝜇ά𝜏𝜔𝜈

𝜋𝜆ή𝜃𝜊𝜍 𝛿𝜐𝜈𝛼𝜏ώ𝜈 𝛼𝜋𝜊𝜏𝜀𝜆𝜀𝜎𝜇ά𝜏𝜔𝜈
=  

𝜈(𝛢)

𝜈(𝛺)
 ), το βέβαιο/αδύνατο ενδεχόμενο και οι τιμές 

που παίρνει η πιθανότητα (0 ≤ P(A) ≤ 1). 

 

3.2.1. Δραστηριότητες Βιβλίου Α’ Γυμνασίου 
 

Στο κλασικό μοντέλο διδασκαλίας πιθανοτήτων, που ακολουθεί το κυπριακό 

εκπαιδευτικό σύστημα, μετά τους ορισμούς, δίνονται μερικά παραδείγματα προς 

εξήγηση.  

 

Παράδειγμα 1 (σελ. 194): 

Σε ένα σακούλι υπάρχουν δύο πράσινοι, τέσσερις μπλε και έξι κόκκινοι κύβοι. 

Επιλέγουμε έναν κύβο στην τύχη.  

(α) Τι χρώμα κύβου είναι πιο πιθανό να επιλεγεί; 

Εικόνα  SEQ Εικόνα \* ARABIC 4: Μαθηματικά Α’ Γυμνασίου, Κεφάλαιο 11, 
Β΄Τεύχος, Αναθεωρημένη Έκδοση (σελ. 191) 
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(β) Ποια είναι η πιθανότητα να επιλεγεί πράσινος κύβος; 

(γ) Ποια είναι η πιθανότητα να επιλέγει μπλε κύβος; 

(δ) Ποια είναι η πιθανότητα να μην επιλεγεί μπλε κύβος; 

(ε) Ποια είναι η πιθανότητα να επιλεγεί άσπρος κύβος; 

(στ) Πόσους μπλε κύβους πρέπει να προσθέσουμε στο σακούλι, ώστε η 

πιθανότητα να επιλεγεί μπλε κύβος να είναι 
1

2
; 

Λύση: 

Στο συγκεκριμένο πείραμα τύχης η επιλογή γίνεται από 12 κύβους, άρα τα δυνατά 

αποτελέσματα (απλά ενδεχόμενα) είναι: 

κ1 ή κ2 ή κ3 ή κ4 ή κ5 ή κ6 ή π1 ή π2 ή μ1 ή μ2 ή μ3 ή μ4 , 

όπου κ1, κ2, κ3, κ4, κ5, κ6 είναι οι 6 κόκκινες μπάλες και, αντίστοιχα, οι άλλες είναι οι 

2 πράσινες και οι 4 μπλε. 

Άρα, ο δειγματικός χώρος είναι:  

Ω = {κ1, κ2, κ3, κ4, κ5, κ6, π1, π2, μ1, μ2, μ3, μ4} 

(α) Είναι πιο πιθανό να επιλεγεί κόκκινος κύβος, επειδή οι κόκκινοι κύβοι είναι 

περισσότεροι από τους υπόλοιπους. 

 

(β) Να επιλέξω κόκκινο κύβο είναι η δυνατότητα επιλογής των: 

κ1 ή κ2 ή κ3 ή κ4 ή κ5 ή κ6 (ευνοϊκές περιπτώσεις) 

𝑃(𝜅ό𝜅𝜅𝜄𝜈𝜊𝜍 𝜅ύ𝛽𝜊𝜍) =
𝜋𝜆ή𝜃𝜊𝜍 𝜅ό𝜅𝜅𝜄𝜈𝜔𝜈 𝜅ύ𝛽𝜔𝜈

𝜋𝜆ή𝜃𝜊𝜍 ό𝜆𝜔𝜈 𝜏𝜔𝜈 𝜅ύ𝛽𝜔𝜈
=  

6

12
=  

1

2
 

 

(γ)   𝑃(𝜇𝜋𝜆𝜀 𝜅ύ𝛽𝜊𝜍) =
4

12
=  

1

3
 

 

(δ)  𝑃(𝜈𝛼 𝜇𝜂𝜈 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜇𝜋𝜆𝜀 𝜅ύ𝛽𝜊𝜍) = 𝑃(𝜅ό𝜅𝜅𝜄𝜈𝜊𝜍 ή 𝜋𝜌ά𝜎𝜄𝜈𝜊𝜍 𝜅ύ𝛽𝜊𝜍) =
8

12
=  

2

3
 

 

(ε)  𝑃(ά𝜎𝜋𝜌𝜊𝜍 𝜅ύ𝛽𝜊𝜍) = 0.  

Άρα, η πιθανότητα να επιλεγεί άσπρος κύβος είναι αδύνατο ενδεχόμενο. 
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(στ) Για να είναι η πιθανότητα να επιλεγεί μπλε κύβος 
1

2
, θα πρέπει οι μισοί από 

τους κύβους να είναι μπλε και οι υπόλοιποι διαφορετικών χρωμάτων. Οι πράσινοι 

και οι κόκκινοι κύβοι είναι συνολικά 8, άρα θα πρέπει και οι μπλε να γίνουν 8. Θα 

πρέπει να προσθέσουμε ακόμη 4 μπλε κύβους. 

𝑃(𝜇𝜋𝜆έ) =
8

16
=  

1

2
 

 

Στο πρώτο παράδειγμα, έχουμε ένα σακούλι με κύβους. Η εκφώνησή του 

αποτελείται από έξι διαφορετικά ζητούμενα. Η λύση του παραδείγματος ξεκινά με 

την καταγραφή του δειγματικού χώρου, εξηγώντας στους μαθητές τον τρόπο 

σκέψης, και μέσω αυτού του βήματος υπολογίζονται, στη συνέχεια, οι πιθανότητες 

των ενδεχόμενων. Το τελευταίο ερώτημα του παραδείγματος δίνει τη ζητούμενη 

πιθανότητα για το ενδεχόμενο να επιλεγεί μπλέ κύβος και καλεί τους μαθητές να 

σκεφτούν τι αλλαγή χρειάζεται να γίνει στο δειγματικό χώρο έτσι ώστε να 

επιτευχθεί η επιθυμητή πιθανότητα. 

 

Παράδειγμα 2 (σελ. 195): 

Ο μουσικός όμιλος διεξήγαγε μια έρευνα για το είδος των μουσικών οργάνων που 

παίζουν τα 30 μέλη της ορχήστρας του σχολείου. Τα αποτελέσματα 

παρουσιάστηκαν στο διπλανό κυκλικό διάγραμμα. Αν επιλέξω στην τύχη έναν 

μαθητή της ορχήστρας, ποια είναι η πιθανότητα: 

Α: ο μαθητής να παίζει πνευστό μουσικό όργανο;  

Β: ο μαθητής να μην παίζει έγχορδο μουσικό 

όργανο; 

 

 

 

Λύση:  

Από το κυκλικό διάγραμμα, υπολογίζουμε τον αριθμό των μαθητών που παίζουν 

κάθε είδος μουσικού οργάνου: 

Πνευστά: 
180

360
=  

1

2
 των 30 μαθητών της ορχήστρας. Άρα, 

1

2
 · 30 = 15 μαθητές. 

Έγχορδα: 
120

360
=  

1

3
 των 30 μαθητών της ορχήστρας. Άρα, 

1

3
 · 30 = 10 μαθητές. 

Εικόνα  SEQ Εικόνα \* ARABIC 5: 
Μαθηματικά Α’ Γυμνασίου, Κεφάλαιο 11, 
Β΄Τεύχος, Αναθεωρημένη Έκδοση (σελ. 
195) 
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Κρουστά: 30 − (15 + 10) = 30 − 25 = 5 μαθητές. 

Η πιθανότητα να επιλεγεί μαθητής: 

● που να παίζει πνευστό μουσικό όργανο είναι: 𝑃(𝐴) =
15

30
=  

1

2
 

 

● που να μην παίζει έγχορδο μουσικό όργανο είναι: 𝑃(𝐵) =
15+5

30
=  

20

30
=

2

3
 

 

Στο δεύτερο παράδειγμα, η εκφώνηση περιέχει μια γραφική αναπαράσταση των 

δεδομένων με πίτα. Ο υπολογισμός του ακριβούς αριθμού μαθητών που παίζει 

πνευστά, έγχορδα και κρουστά όργανα φαίνεται στη λύση του παραδείγματος. Αυτό 

αποτελεί την εξήγηση που χρειάζονται οι μαθητές για να εξάγουν δεδομένα από μια 

γραφική αναπαράσταση. Τέλος, μέσω του γνωστού πλέον τύπου, υπολογίζεται η 

πιθανότητα για το κάθε είδος μουσικού οργάνου χωριστά. 

Η διδακτική διαδικασία συνεχίζεται με τους μαθητές να λύνουν μερικές ή και όλες 

τις δραστηριότητες του κεφαλαίου για εξάσκηση και ενίσχυση της κατανόησής τους. 

Οι μορφές εκφωνήσεων που απαρτίζουν τις δραστηριότητες εμπλουτισμού είναι:  

α) Ανοιχτού τύπου με ή χωρίς εικόνα 

β) Σωστό/Λάθος 

γ) Συμπλήρωση πίνακα 

δ) Κλειστού τύπου 

 

3.3. Β’ Γυμνασίου 
 

Οι μαθητές της Β΄Γυμνασίου στην αρχή του κεφαλαίου των Πιθανοτήτων κάνουν 

μια επανάληψη των όσων διδάχτηκαν στο προηγούμενο σχολικό έτος. Πιο 

συγκεκριμένα,  με τη βοήθεια του σχολικού βιβλίου ο εκπαιδευτικός τους 

υπενθυμίζει τι ορίζουμε δειγματικό χώρο, πιθανότητα του ενδεχομένου Α, βέβαιο 

ενδεχόμενο και αδύνατο ενδεχόμενο. Εν συνεχεία, μέσω της παρακάτω 

διερεύνησης, οι μαθητές μπορούν να βρουν τον δειγματικό χώρο του πειράματος 

και, ακολούθως, τη ζητούμενη πιθανότητα, αλλά ο εκπαιδευτικός, με αφορμή την 

διερεύνηση, εισάγει τα δενδροδιαγράμματα και την Αρχή της Απαρίθμησης (όταν 

ένα πείραμα εκτελείται σε δύο ή περισσότερες φάσεις και κάθε φάση μπορεί να 

πραγματοποιηθεί με κ, λ, μ, ... τρόπους, αντίστοιχα, τότε το πείραμα έχει κ ∙ λ ∙ μ ∙ 

... δυνατά αποτελέσματα). 
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Διερεύνηση (σελ. 137): 

Ο Παύλος και η Μυρτώ παίζουν με τον διπλανό τροχό της τύχης. 

Γυρίζουν το δείκτη δύο φορές και καταγράφουν τα αποτελέσματά 

τους. Αν το άθροισμα των δύο αποτελεσμάτων είναι θετικός 

αριθμός, κερδίζει ο Παύλος. Αν είναι αρνητικός αριθμός, κερδίζει η 

Μυρτώ. 

✔ Ποιος έχει την μεγαλύτερη πιθανότητα να κερδίσει;  

 

 

3.3.1. Δραστηριότητες Βιβλίου Β’ Γυμνασίου: 
 

Αντίστοιχα με τη ροή της διδασκαλίας της Α’ Γυμνασίου, πραγματοποιείται και η 

διδασκαλία στη Β’ Γυμνασίου, δηλαδή μετά τη θεωρητική συζήτηση και εξήγηση 

των βασικών εννοιών πιθανοτήτων, ως επίσης του Θεωρήματος της Αρχής 

Απαρίθμησης λύνονται παραδείγματα.  

 

Παράδειγμα 1 (σελ. 138): 

Σε ένα παιχνίδι επιλέγουμε διαδοχικά, ένα ζευγάρι από δύο διαφορετικά ζεύγη 

παπουτσιών, ένα από τρία διαφορετικά ζεύγη καλτσών και ένα από τρία 

διαφορετικά χρώματα καπέλων. Να βρείτε με πόσους διαφορετικούς τρόπους 

μπορούμε να επιλέξουμε τα τρία αντικείμενα. 

Λύση: Δενδροδιάγραμμα όλων των δυνατών τρόπων 

 

 

 

 

 

Δειγματικός χώρος: 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 18 στοιχεία 

Αν εφαρμόσουμε την αρχή της απαρίθμησης, θα έχουμε 2 · 3 · 3 = 18 στοιχεία. 

Εικόνα  SEQ Εικόνα \* 
ARABIC 6: Εικόνα 2: 
Μαθηματικά Β’ 
Γυμνασίου, Κεφάλαιο 8, 
Β΄Τεύχος, 
Αναθεωρημένη Έκδοση 
(σελ. 137) 

Εικόνα  SEQ Εικόνα \* ARABIC 7: Μαθηματικά Β’ Γυμνασίου, Κεφάλαιο 
11, Β΄Τεύχος, Αναθεωρημένη Έκδοση (σελ. 138) 
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Στο παράδειγμα αυτό, δίνεται το δενδροδιάγραμμα του δειγματικού χώρου του 

προβλήματος και, στη συνέχεια, δύο διαφορετικοί τρόποι μέτρησης των στοιχείων 

του δειγματικού χώρου (καταμέτρηση των στοιχείων του δενδροδιαγράμματος, 

εφαρμογή της αρχής της απαρίθμησης). 

 

Παράδειγμα 2 (σελ. 139): 

Να καταγράψετε όλα τα πιθανά αποτελέσματα από τη ρίψη δύο ζαριών. 

Ακολούθως να υπολογίσετε την πιθανότητα: 

(α) τα δύο ζάρια να έχουν την ίδια ένδειξη 

(β) τουλάχιστον ένα από τα δύο ζάρια να φέρει την ένδειξη 6 

Λύση: 

Για να βρούμε τον δειγματικό χώρο του πειράματος χρησιμοποιούμε τον πιο κάτω 

πίνακα. Όπως φαίνεται στον πίνακα, υπάρχουν 36 δυνατά αποτελέσματα. 

 

Εικόνα 8: Μαθηματικά Β’ Γυμνασίου, Κεφάλαιο 11, Β΄Τεύχος, Αναθεωρημένη Έκδοση (σελ. 139) 

ν(Ω) = 36 ή 

ν(Ω) = 6 · 6 = 36 (Αρχή Απαρίθμησης, 6 δυνατοί τρόποι σε καθεμιά από τις 2 φάσεις) 

(α) Α: ίδια ένδειξη 

Παρατηρούμε ότι έχουμε έξι αποτελέσματα στα οποία τα δύο ζάρια έχουν την ίδια 

ένδειξη: 

(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6) 

Το πλήθος των ευνοϊκών αποτελεσμάτων είναι ν(Α) = 6. 

𝑃(𝐴) =  
𝜈(𝛢)

𝜈(𝛺)
=  

6

36
=  

1

6
 

 

(β) Β: τουλάχιστον μια ένδειξη 6 
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Παρατηρούμε ότι έχουμε 11 αποτελέσματα στα οποία τουλάχιστον το ένα ζάρι 

φέρει την ένδειξη 6: 

(1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5) 

Το πλήθος των ευνοϊκών αποτελεσμάτων είναι ν(Β) = 11 

𝑃(𝐴) =  
𝜈(𝛣)

𝜈(𝛺)
=  

11

36
 

 

Στη περίπτωση του δεύτερου παραδείγματος, τα στοιχεία του δειγματικού χώρου 

δίνονται σε πίνακα, άρα, αρκεί οι μαθητές να τα μετρήσουν για να επιβεβαιώσουν 

ότι είναι 36 ή με απλή χρήση της αρχής της απαρίθμησης. Όσον αφορά στον 

υπολογισμό της πιθανότητας τα δύο ζάρια να έχουν την ίδια ένδειξη και της 

πιθανότητας τουλάχιστον το ένα ζάρι να φέρει την ένδειξη 6, το πρώτο βήμα είναι 

να αναγνωριστούν οι ευνοϊκές περιπτώσεις και το δεύτερο βήμα είναι η εφαρμογή 

του κλασικού τύπου της πιθανότητας. 

 

Παράδειγμα 3 (σελ. 140): 

Ο Ανδρέας και ο Λεωνίδας, για να επιλέξουν ποιος θα παίξει πρώτος με ένα 

ηλεκτρονικό παιχνίδι, αποφάσισαν να ρίξουν ένα νόμισμα δύο φορές. Συμφώνησαν 

ότι θα παίξει πρώτος ο Ανδρέας, αν το νόμισμα φέρει την ίδια όψη. Διαφορετικά, 

θα παίξει πρώτος ο Λεωνίδας. Να εξετάσετε κατά πόσον ο τρόπος που επέλεξαν 

είναι δίκαιος. 

Λύση: 

Ονομάζουμε τη μια όψη του νομίσματος «Κορώνα» και τη συμβολίζουμε με «Κ» και 

την άλλη όψη «Γράμματα» και τη συμβολίζουμε με «Γ». 

Κατασκευάζουμε το πιο κάτω δενδροδιάγραμμα:  

 

Εικόνα 9: Μαθηματικά Β’ Γυμνασίου, Κεφάλαιο 11, Β΄Τεύχος, Αναθεωρημένη Έκδοση (σελ. 140) 

Δειγματικός χώρος: Ω = {ΚΚ,ΚΓ, ΓΚ, ΓΓ} 
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Η πιθανότητα να ξεκινήσει ο Ανδρέας το παιχνίδι είναι:  

𝑃(ί𝛿𝜄𝜀𝜍 𝜀𝜈𝛿𝜀ί𝜉𝜀𝜄𝜍) =  
2

4
=  

1

2
 

Η πιθανότητα να ξεκινήσει ο Λεωνίδας το παιχνίδι είναι: 

𝑃(𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌𝜀𝜏𝜄𝜅έ𝜍 𝜀𝜈𝛿𝜀ί𝜉𝜀𝜄𝜍) =  
2

4
=  

1

2
 

 

Τα δύο ενδεχόμενα είναι ισοπίθανα. Έτσι το πείραμα τύχης δίνει την ίδια 

πιθανότητα και στα δύο παιδιά. Άρα, είναι ένας δίκαιος τρόπος να αποφασίσουν. 

Γίνεται αναφορά, καθως και εξήγηση των ισοπίθανων ενδεχόμενων με τη βοήθεια 

του παραδείγματος 3, εκτός, βέβαια, και από την εύρεση του δειγματικού χώρου 

και του υπολογισμού της πιθανότητας δύο ενδεχομένων. 

Όμοια με προηγουμένως, οι μαθητές, αφού ολοκληρωθούν τα προαναφερθέντα, 

λύνουν μερικές ή και όλες τις δραστηριότητες εμπλουτισμού του κεφαλαίου για 

εξάσκηση και ενίσχυση της κατανόησής τους. Οι μορφές εκφωνήσεων στις 

δραστηριότητες εμπλουτισμού είναι: 

α) Ανοιχτού τύπου με ή χωρίς εικόνα 

β) Σωστό/Λάθος 

γ) Συμπλήρωση πίνακα 

δ) Κλειστού τύπου 
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ΚΕΦΆΛΑΙΟ 4: ΔΙΕΞΑΓΩΓΉ ΕΡΕΥΝΑΣ 
 

Τα Μαθηματικά ήταν και είναι ένα γνωστικό αντικείμενο, στο οποίο οι μαθητές 

αντιμετωπίζουν αρκετές δυσκολίες. Είναι γενικά αποδεκτό ότι στη μάθηση κάθε 

γνωστικού αντικειμένου συντελούν διάφοροι γνωστικοί, συναισθηματικοί και 

κοινωνικο-περιβαλλοντικοί παράγοντες. Επαναλαμβανόμενες αποτυχημένες 

προσπάθειες επίλυσης και κατανόησης των Μαθηματικών, απογοητεύουν τους 

μαθητές και δημιουργούν αρνητικές πεποιθήσεις και συναισθήματα για το 

αντικείμενο, γεγονός που παρεμποδίζει τη μάθηση και μπορεί σταδιακά να 

οδηγήσει ακόμα και στο μαθηματικό αναλφαβητισμό. 

Οι Πιθανότητες, ως μέρος της διδακτικής των Μαθηματικών, δεν αποτελούν 

εξαίρεση από τον άτυπο κανόνα που ορίζει τα Μαθηματικά ως, ίσως, το πιο 

δύσκολο γνωστικό αντικείμενο της εκπαίδευσης. Σύμφωνα  με τον Fischbein, οι 

αντιφάσεις που παρατηρούνται κατά την ανάπτυξη της πιθανοτικής  σκέψης 

οφείλονται στην ύπαρξη δύο αντιθετικών ερμηνειών των φαινομένων. «Οι 

διαισθήσεις του τυχαίου, της σχετικής συχνότητας και της πιθανότητας,  

αναπτύσσονται με την ηλικία ως συνάρτηση της νοητικής ανάπτυξης και της 

καθημερινής  εμπειρίας του παιδιού. Ταυτόχρονα, υπό την επίδραση της σχολικής 

διδασκαλίας,  αναπτύσσεται μια τάση προς την αιτιοκρατική μονοσήμαντη εξήγηση 

των φαινομένων.  Οτιδήποτε δεν ταιριάζει με το αιτιοκρατικό, οτιδήποτε σχετίζεται 

με το αβέβαιο, το  εκπληκτικό, το τυχαίο, μοιάζει να είναι έξω από τη δυνατότητα 

μιας συνεπούς, λογικής, επιστημονικής εξήγησης» (Fischbein, 1975, σελ. 124). 

Στην παρούσα ερευνητική εργασία, θέλουμε να μελετήσουμε την προσέγγιση της 

πιθανοτικής σκέψης του κάθε μαθητή, της Γ΄ Γυμνασίου, απέναντι σε ένα 

συγκεκριμένο σύνολο από έννοιες των πιθανοτήτων. Πιο συγκεκριμένα, θέσαμε τα 

ακόλουθα ερευνητικά ερωτήματα: 

 

● Παρατηρείται ότι η επίλυση των προβλημάτων και η μαθηματικοποίηση 

τους δεν είναι και τόσο προφανής για τους μαθητές. Σκοπός της έρευνας 

είναι, αρχικά, να εντοπιστούν οι δυσκολίες που αντιμετωπίζουν οι μαθητές 

στην επίλυση προβλημάτων πιθανοτήτων, καθώς και τα εμπόδια που 

συναντούν στα δεδομένα και τα ζητούμενα μιας εκφώνησης. 

 

● Μέσα από διάφορα προβλήματα που προτείνουμε σε μαθητές της Γ΄ 

Γυμνασίου, αναζητούμε ποιες από τις βασικές έννοιες Πιθανοτήτων τους 

δυσκολέυουν περισσότερο στην επίλυσή και στη κατανόησή τους. 
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● Πόσο επηρεάζει την επίλυση ενός προβλήματος Πιθανοτήτων ο τρόπος 

διατύπωσης της εκφώνησής του; 

 

Οι καταστάσεις και τα προβλήματα τα οποία διαπραγματεύεται η Θεωρία των 

Πιθανοτήτων άπτονται της καθημερινής ζωής και ελκύουν το ενδιαφέρον των 

μαθητών. Προφανώς, δεν είναι δυνατόν, στο πλαίσιο αυτής της διπλωματικής 

εργασίας, να διερευνήσουμε πλήρως την πιθανολογική σκέψη των μαθητών και τις 

επιδράσεις που μπορεί να έχει η καθημερινότητα στην διδασκαλία των 

πιθανοτήτων και τις αντιλήψεις τους. Μπορεί, όμως, να συμβάλει όσο το δυνατόν 

περισσότερο στην έρευνα του αντικειμένου και, ίσως, αποτελέσει το έναυσμα για 

περαιτέρω έρευνα. Η συγκεκριμένη έρευνα υλοποιήθηκε με  διαδικτυακό 

ερωτηματολόγιο και επιδιώκει να συνεισφέρει στη βελτίωση της ποιότητας της 

εκπαίδευσης. 

 

4.1. Συμμετέχοντες – ιδιαίτερα στοιχεία 
 

Στην έρευνα  συμμετείχαν 122 μαθητές της Γ’ Γυμνασίου από δύο διαφορετικά 

σχολεία στην Λεμεσό, Γυμνάσιο Αγίου Ιωάννη και Γυμνάσιο Ζακακίου. Το 

ερωτηματολόγιο έγινε σε διαδικτυακή μορφή λόγω των ιδιαίτερων συνθηκών της 

πανδημίας, επομένως δεν μπορούμε να δώσουμε ακριβή αριθμό δειγμάτων από 

κάθε σχολείο. Η επιλογή των σχολείων έγινε με βάση την προσβασιμότητα σε αυτά, 

έτσι ώστε να υπάρχει μια προσωπική επαφή με τις διευθύντριες των δύο σχολείων.  

Για λόγους τόσο ηθικής δεοντολογίας όσο και προστασίας των προσωπικών 

δεδομένων, δεν ζητήθηκε από τους μαθητές κανένα προσωπικό στοιχείο εκτός από 

την τάξη στην οποία φοιτούν. Συνεπεία αυτού, δεν έχουμε αριθμητικά στοιχεία για 

την επίδοση τους στα μαθηματικά ή γενικότερα στα μαθήματα, όπως επίσης και για 

το φύλο τους ή άλλα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά τους (μαθησιακές δυσκολίες, 

παρακολούθηση μαθημάτων σε φροντιστήρια, εξωσχολικές δραστηριότητες, 

προσωπικό ενδιαφέρον των ίδιων των μαθητών ή των ατόμων που αποτελούν τον 

στενό φιλικό και οικογενειακό τους κύκλο). 

Το ερωτηματολόγιο εγκρίθηκε μετά από σχετική αίτηση στο Υπουργείο Παιδείας και 

στο Κέντρο Εκπαιδευτικής Έρευνας και Αξιολόγησης της Κύπρου τον Φεβρουάριο 

του 2021. Για κάθε μαθητή που συμμετείχε στην έρευνα, υπόγραψε προηγουμένως 

εξουσιοδότηση ένας εκ των δύο γονέων/κηδεμόνων του. Για τυχόν απορίες ή 

διευκρινίσεις που αφορούσαν στην έρευνα και τα δεοντολογικά της χαρακτηριστικά 

υπήρχε η δυνατότητα επικοινωνίας μέσω e-mail με την ερευνήτρια, καθώς και την 

επιβλέπουσα καθηγήτρια. 
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Αρχικά, στόχος ήταν η συμπλήρωσή του σε διδακτική ώρα στον σχολικό χώρο. Αυτό 

δεν κατέστη δυνατόν, εφόσον η εκπαίδευση γινόταν εξ αποστάσεως σε όλα τα 

γυμνάσια της Κύπρου. Τελικά, στάλθηκε από τους καθηγητές στους μαθητές τον 

Μάρτιο και Απρίλιο του 2021. Οι απαντήσεις γίνονταν δεκτές μέχρι τα τέλη 

Απριλίου. 

Επισημαίνουμε ότι στην περίπτωση που μαθητής πήρε τον σύνδεσμο του 

ερωτηματολογίου αλλά επέλεξε να μην δώσει απάντηση σε κανένα ερώτημα 

θεωρήθηκε ότι δεν συμμετείχε στην ερεύνα και δεν ελήφθη καθόλου υπ΄ όψιν η 

υποβολή των απαντήσεων του. 

 

4.2. Ερωτηματολόγιο μαθητών 
 

Η έρευνα με μέσο το διαδίκτυο προσφέρει τη δυνατότητα για μεγάλα δείγματα, 

είναι χρήσιμη σε ειδικές περιπτώσεις, όταν μελετώνται, για παράδειγμα, δείγματα 

από πληθυσμούς που είναι δύσκολο να έρθουμε σε επαφή, μηδενίζει τις 

αποστάσεις και διευκολύνει την εφαρμογή μελετών σε άλλα πολιτισμικά πλαίσια, 

εξοικονομεί χρήματα και χρόνο, εξαλείφει τυχόν σφάλματα στην εισαγωγή των 

δεδομένων, δίνει τη δυνατότητα επιλογής χώρου και χρόνου συμπλήρωσης του 

ερωτηματολογίου από τους συμμετέχοντες και προστατεύει τα προσωπικά 

δεδομένα λόγω της ανωνυμίας του διαδικτύου (Tsouvelas, 2015).  

Προφανώς, όπως κάθε είδους έρευνα, έτσι και η διαδικτυακή, έχει αρκετά 

μειονεκτήματα. Μέθοδοι έρευνας που χρησιμοποιούν ως μέσο τους το διαδίκτυο 

συναντούν τεχνικά προβλήματα, έχουν υψηλούς δείκτες μη απαντητικότητας, έχουν 

περιορισμούς που σχετίζονται με ζητήματα ψηφιακού εγγραμματισμού, 

παρουσιάζουν δυσκολίες στην εξασφάλιση της αντιπροσωπευτικότητας του 

δείγματος και στερούν την προσωπική επαφή μεταξύ ερευνητή και συμμετέχοντος 

(Tsouvelas, 2015).  

Το διαδικτυακό ερωτηματολόγιο της παρούσας εργασίας περιελάμβανε 15 

ερωτήματα βασισμένα στις τρεις βασικές έννοιες των Πιθανοτήτων. Οι έννοιες 

αυτές είναι ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης, η πιθανότητα να 

πραγματοποιηθεί ένα ενδεχόμενο και το βέβαιο ενδεχόμενο. Πέντε ερωτήματα 

αφορούσαν τον δειγματικό χώρο, τέσσερα ερωτήματα είχαν ως ερευνητικό 

γνώμονα την πιθανότητα ενός ενδεχομένου και τα υπόλοιπα έξι αναφέρονταν στο 

βέβαιο/αδύνατο ενδεχόμενο. Οι διαφορετικές μορφές ερωτήσεων που περιείχε το 

ερωτηματολόγιο ήταν ορισμού, σύντομης απάντησης με και χωρίς εικόνα, 

πολλαπλής επιλογής και, τέλος, με επιλογή απάντησης Σωστό/Λάθος. 

Οι κατευθυντήριες γραμμές σχετικά με το χρόνο για την επεξεργασία, λύση και 

υποβολή του ερωτηματολογίου ήταν 25 λεπτά. Ωστόσο, δεν μπορούμε να κάνουμε 
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αναφορά στον χρόνο που διατέθηκε ή χρειάστηκε κάθε μαθητής, γεγονός που 

οφείλεται, και πάλι, στις συνθήκες της πανδημίας, εξαιτίας των οποίων δεν 

μπόρεσα να παρευρεθώ στα σχολεία και να έχω φυσική επαφή με τους μαθητές και 

τους εκπαιδευτικούς. 

Ακολούθως, καταγράφονται τα 15 ερωτήματα, που περιείχε το ερωτηματολόγιο, 

μαζί με τις πιθανές – ενδεικτικές λύσεις τους. 

 

Ερώτηση 1:  

Τι είναι ο δειγματικός χώρος; 

Απάντηση:  

Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσμάτων ενός πειράματος τύχης. 

 

Ερώτηση 2:  

Τι ορίζουμε πιθανότητα να συμβεί ένα ενδεχόμενο από ένα σύνολο ενδεχομένων; 

Απάντηση:  

Ο λόγος του πλήθους των περιπτώσεων να πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο Α προς 

το πλήθος όλων των δυνατών αποτελεσμάτων. 

 

Ερώτηση 3:  

Ποιο ενδεχόμενο ονομάζεται βέβαιο; 

Απάντηση:  

Βέβαιο είναι το ενδεχόμενο που περιλαμβάνει όλα τα δυνατά αποτελέσματα ενός 

πειράματος τύχης (Πιθανότητα ίση με 1). 

 

Ερώτηση 4:  

Ένα παιδί κρατάει ένα σακούλι το οποίο περιέχει πέντε φύλλα από μια τράπουλα, 

όπως φαίνεται παρακάτω. Να βρείτε το δειγματικό χώρο, αν τραβήξει τυχαία ένα 

φύλλο. 
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Απάντηση:  

Ω = {7Καρδιά, 7Ρόμβος, 9Τριφύλλι, 2Τριφύλλι, 8Ρόμβος} 

 

Ερώτηση 5:  

«Αν Ω={1,2,3,4,5,6,7,8,9} το ενδεχόμενο Α={xϵΩ, όπου x≥9} είναι αδύνατο.» 

● Σωστό 

● Λάθος 

 

Απάντηση:  

Λάθος 

 

Ερώτηση 6:  

Ένα τηλεοπτικό παιχνίδι χαρίζει στο νικητή, ένα αγόρι ή ένα κορίτσι ένα ταξίδι με 

τρένο ή αεροπλάνο, για να πάνε σε μια από τρεις διαφορετικές Ευρωπαϊκές πόλεις 

Ρώμη ή Λονδίνο ή Παρίσι. Ποια είναι η πιθανότητα ο νικητής να είναι αγόρι και να 

πάει Παρίσι; 

Απάντηση:  

Ω={ΑΤΠ, ΑΤΛ, ΑΤΡ, ΑΑΠ, ΑΑΛ, ΑΑΡ, ΚΤΠ, ΚΤΛ, ΚΤΡ, ΚΑΠ, ΚΑΛ, ΚΑΡ} 

Ενδεχόμενο Α: αγόρι να πάει Παρίσι. 

Πιθανότητα: 𝑃(𝐴) =
2

12
=

1

6
  ή 𝑃(𝐴) =

1

2
×

1

3
=

1

6
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Ερώτηση 7:  

Σε ένα κιβώτιο υπάρχουν εννέα κάρτες αριθμημένες με τους αριθμούς 1 έως 9. 

Παίρνω μια κάρτα στην τύχη και παρατηρώ τον αριθμό της. Ποια είναι η πιθανότητα 

ο αριθμός της κάρτας να είναι πολλαπλάσιος του 2; 

● 𝑃(𝐴) =  
1

9
 

● 𝑃(𝐴) = 0 

● 𝑃(𝐴) =  
1

2
 

● 𝑃(𝐴) =
4

9
 

● 𝑃(𝐴) =
5

9
 

Απάντηση:  

𝑃(𝐴)  =  
4

9
 

 

Ερώτηση 8:  

Λαχνοί αριθμημένοι από το 1 μέχρι το 20 κληρώνονται. Ποια είναι η πιθανότητα ο 

νικητήριος λαχνός να έχει αριθμό μεγαλύτερο από το 0 και μικρότερο του 21; 

Απάντηση:  

 𝑃(𝐴) =  1 

 

Ερώτηση 9:  

Γυρίζουμε τον τροχό τύχης Α και ακολούθως τον τροχό Β. Αφού καταγράψετε το 

δειγματικό χώρο, να υπολογίσετε την πιθανότητα στον πρώτο τροχό να εμφανιστεί 

ο αριθμός 3 και στον δεύτερο περιττός αριθμός. 
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Απάντηση: 

Ω={3-8, 3-1, 3-7, 3-15, 4-8, 4-1, 4-7, 4-15, 2-8, 2-1, 2-7, 2-15, 9-8, 9-1, 9-7,  9-15} 

Ενδεχόμενο Α: πρώτος τροχός 3 και δεύτερος περιττός. 

Πιθανότητα: 𝑃(𝐴) =
3

16
  ή 𝑃(𝐴) =

1

4
×

3

4
=

3

16
 

 

Ερώτηση 10:  

Δύο φίλοι κρατούν από ένα ζάρι ο καθένας και το ρίχνουν μια φορά συγχρόνως. 

Πριν τη ρίψη τους κάνουν μια κοινή πρόβλεψη “το άθροισμα των ρίψεων θα είναι 

14”. Ποια η πιθανότητα να έχουν προβλέψει σωστά; Αιτιολογείστε. 

Απάντηση:  

𝑃(𝐴) = 0 

Η μεγαλύτερη πιθανή ένδειξη ενός ζαριού είναι το 6. Άρα το μεγαλύτερο πιθανό 

άθροισμα είναι το 12. 

 

Ερώτηση 11:  

Σε έναν προκριματικό όμιλο των Πανευρωπαϊκών αγώνων ποδοσφαίρου 

κληρώθηκαν να παίξουν τέσσερις ομάδες Α, Β, Γ, Δ (δίνοντας μεταξύ τους από δύο 

αγώνες εντός και εκτός έδρας). Να βρείτε το δειγματικό χώρο των αγώνων.  

Απάντηση:  

Ω = {ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ΒΑ, ΒΓ, ΒΔ, ΓΑ, ΓΒ, ΓΔ, ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ} 

 

Ερώτηση 12 :  

Σε ένα επιτραπέζιο παιχνίδι ρίχνουμε δύο ζάρια με σκοπό να δούμε από το 

άθροισμα των ενδείξεών τους πόσα τετραγωνάκια θα προχωρήσουμε. Ποια είναι η 

πιθανότητα το άθροισμα των ενδείξεων να κάνει 1; Αιτιολογείστε. 
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Απάντηση:  

𝑃(𝐴)  =  0. 

Η μικρότερη ένδειξη είναι το 1. Έχω δύο ζάρια, οπότε είναι αδύνατο το άθροισμα 

των ενδείξεών τους να είναι μικρότερο του 2. 

 

Ερώτηση 13:  

Ρίχνουμε πρώτα ένα νόμισμα με ενδείξεις κορώνα (Κ) και γράμματα (Γ) και 

ακολούθως ένα ζάρι. Αν καταγράψουμε πρώτα την ένδειξη από τη ρίψη του 

νομίσματος και μετά του ζαριού, ποιος θα είναι ο δειγματικός χώρος του 

πειράματός μας; 

● Ω = {1Κ, 2Κ, 3Κ, 4Κ, 5Κ, 6Κ, 1Γ, 2Γ, 3Γ, 4Γ, 5Γ, 6Γ} 

● Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

● Ω = {Κ1, Κ2, Κ3, Κ4, Κ5, Κ6, Γ1, Γ2, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6} 

● Ω = {Κ, Γ, 1, 2, 3, 4, 5, 6} 

● Ω = {Κ, Γ} 

Απάντηση:  

Ω = {Κ1, Κ2, Κ3, Κ4, Κ5, Κ6, Γ1, Γ2, Γ3, Γ4, Γ5, Γ6} 

 

Ερώτηση 14:  

Επιλέγω στην τύχη μια ημέρα της εβδομάδας. Ποιο από τα παρακάτω είναι βέβαιο 

ενδεχόμενο; 

● Είναι Σάββατο 

● Η μέρα είναι βροχερή 

● Είναι καθημερινή 

● Η μέρα έχει 24 ώρες 

● Είναι η 31η μέρα του μήνα 
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Απάντηση:  

Η μέρα έχει 24 ώρες. 

 

Ερώτηση 15:  

Ένα συρτάρι έχει 25 λευκές (Λ) και 25 κόκκινες (Κ) κάλτσες, όλες μονές. Τραβάμε 

στην τύχη μέχρι να σχηματίσουμε ένα κανονικό ομόχρωμο ζευγάρι. Ποιο σύνολο 

είναι ο δειγματικός χώρος του πειράματος; 

● {ΚΚ, ΛΛ} 

● {ΚΚ, ΚΛ, ΛΚ, ΛΛ} 

● {Κ, Λ} 

● {ΚΚ, ΚΛΚ, ΚΛΛ, ΛΛ, ΛΚΚ, ΛΚΛ} 

● {Κ, Λ, ΚΚ, ΛΛ} 

Απάντηση:  

{ΚΚ, ΚΛΚ, ΚΛΛ, ΛΛ, ΛΚΚ, ΛΚΛ} 
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4.3. Ανάλυση Αποτελεσμάτων 

4.3.1. Ποσοτική Ανάλυση 
 

Στο σημείο αυτό θα παρουσιάσουμε τα ποσοστά που προέκυψαν από τα 

αποτελέσματα των δεκαπέντε ερωτήσεων. Η σειρά των ερωτήσεων, καθώς και των 

γραφημάτων τους, είναι ακριβώς αυτή με την οποία απάντησαν οι μαθητές το 

ερωτηματολόγιο. 

● Ερώτηση 1: 

Στα προβλήματα Πιθανοτήτων ο δειγματικός χώρος αποτελεί τη βάση για την 

επίλυσή τους. Έτσι, η πρώτη ερώτηση επελέγη να είναι ο ορισμός του δειγματικού 

χώρου. Οι ερωτήσεις ορισμού έχουν μεγάλο βαθμό δυσκολίας, μιας και δεν 

αφήνουν περιθώριο προσπάθειας με βοήθεια που πηγάζει από την εκφώνηση. 

Είναι μια αυστηρή μορφή ερώτησης βασισμένη στις γνώσεις του μαθητή ή στον 

πιθανολογικό τρόπο σκέψης του. Αν μπορεί, δηλαδή, να σκεφτεί τη διαδικασία που 

χρησιμοποιεί για να βρει το δειγματικό χώρο σε ένα πρόβλημα και να τη 

διατυπώσει. Το ποσοστό επιτυχίας αναμέναμε να είναι χαμηλό.  

 

 

Όπως φαίνεται στο γράφημα, το 53% δεν απάντησε την συγκεκριμένη ερώτηση, το 

31% απάντησε λάθος και το 16% των μαθητών έδωσε σωστή απάντηση. 
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● Ερώτηση 2: 

Στη δεύτερη ερώτηση ζητήθηκε ο ορισμός της πιθανότητας να συμβεί ένα 

ενδεχόμενο από ένα σύνολο ενδεχομένων. Ουσιαστικά, είναι η μεταφορά του 

τύπου 𝑃(𝐴) =  
𝛮(𝛢)

𝛮(𝛺)
 από τη συμβολική γραφή στη λεκτική, όπου Ν(Α) το πλήθος των 

ευνοϊκών αποτελεσμάτων του ενδεχομένου Α και Ν(Ω) το πλήθος όλων των 

δυνατών αποτελεσμάτων.   

 

Από την ανάλυση των αποτελεσμάτων προέκυψε ότι το 16% των μαθητών 

απάντησε σωστά, το 31% έδωσε λανθασμένη απάντηση και το υπόλοιπο 53% 

άφησε αναπάντητη την συγκεκριμένη ερώτηση. 

● Ερώτηση 3: 

Με το τρίτο ερώτημα, ολοκληρώνουμε τις ερωτήσεις ορισμού των τριών βασικών 

εννοιών που μελετούμε. Δεδομένου του ότι το θέμα της ερώτησης ήταν το βέβαιο 

ενδεχόμενο, αναμέναμε περισσότεροι μαθητές να απαντήσουν και κατά συνέπεια 

μεγαλύτερο ποσοστό επιτυχίας. 

Ακολουθεί το γράφημα της αντίστοιχης ερώτησης. 
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Από τη μελέτη του γραφήματος, διαπιστώνουμε ότι τα ποσοστά παραμένουν 

σχεδόν ίσα με τις προηγούμενες ερωτήσεις. Το ποσοστά που εμφανίζονται κατά 

σειρά είναι: 49% των μαθητών δεν απάντησαν,  34% απάντησαν λάθος και 17% 

απάντησαν σωστά. 

● Ερώτηση 4: 

Στο πρόβλημα 4 εστιάσαμε στην σωστή επιλογή του δειγματικού χώρου μέσω μιας 

εικόνας με πέντε τραπουλόχαρτα σε ένα σακούλι. Στην περίπτωση αυτή, 

προβλέψαμε δύο τουλάχιστον κατευθύνσεις απο τους μαθητές. Κάποιοι να 

επιλέξουν τα στοιχεία του δειγματικού χώρου με βάση μόνο τον αριθμό κάθε 

φύλλου, ενώ κάποιοι να καταγράψουν αριθμό και σύμβολο. Στην πρώτη επιλογή 

οδηγούμαστε σε ακατάλληλο δειγματικό χώρο, διότι θα έχει τέσσερα στοιχεία αντί 

πέντε, με αποτέλεσμα να καταλήγει σε λαθος απάντηση. Η κατασκευή του 

δειγματικού χώρου μέσα από την εικονική αναπαράστασή του αναμέναμε να μην 

δυσκολέψει ιδιαίτερα τους μαθητές. 

Παρακάτω ακολουθεί το γράφημα. 
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Τα ποσοστά που καταγράφηκαν στο παραπάνω ερώτημα ήταν: 48% δεν απάντησε, 

31% λάθος απάντηση και 21% σωστή απάντηση. 

● Ερώτηση 5: 

Στην πέμπτη ερώτηση μελετάμε το αδύνατο ενδεχόμενο με διαφορετική μορφή 

εκφώνησης. Οι μαθητές είχαν να επιλέξουν μια απάντηση από τις επιλογές Σωστό ή 

Λάθος.  Η διατύπωση της σύντομης αυτής ερώτησης περιέχει το δειγματικό χώρο 

και το ενδεχόμενο Α σε συμβολική γραφή. Σε αυτό το σημείο εισάγεται στο 

ερωτηματολόγιό μας, για πρώτη φορά, ο παράγοντας τύχη. Για το λόγο αυτό, 

προβλέπουμε ότι η πλειοψηφία των μαθητών απάντησε στο ερώτημα. Η ερώτηση 

είναι εμπνευσμένη από την εργασία του Δημήτρη Λιατήρη (2019), την οποία 

εκπόνησε στα πλαίσια του μαθήματος Διδακτική των Μαθηματικών. 

Για την αναπαράσταση των αποτελεσμάτων, βλέπουμε το πιο κάτω γράφημα. 

 

0

10

20

30

40

50

60

Χωρίς Απάντηση Λάθος Απάντηση Σωστή Απάντηση

Ερώτηση 4

5%

65%

30%

Ερώτηση 5

Χωρίς Απάντηση

Λάθος Απάντηση

Σωστή Απάντηση



74 
 

Μελετώντας τα αποτελέσματα, παρατηρήσαμε αύξηση στα ποσοστά συμμετοχής, 

καθώς και επιτυχίας, σε σχέση με τις προηγούμενες ερωτήσεις. Συγκεκριμένα, μόλις 

το 5% των μαθητών δεν επέλεξε μια από τις 2 επιλογές. Τη σωστή απάντηση 

επέλεξε το 30% των μαθητών και το 65% του δείγματος έκανε λάθος επιλογή. 

● Ερώτηση 6: 

Σε αυτό το σημείο ζητάμε την πιθανότητα να πραγματοποιηθεί ένα συγκεκριμένο 

γεγονός. Για την επίλυσή του προβλήματος, οι μαθητές θα πρέπει είτε να 

χρησιμοποιήσουν την αρχή της απαρίθμησης είτε να βρουν τον δειγματικό χώρο 

των ενδεχομένων και, ακολούθως, την πιθανότητα που τους ζητείται.  

Ακολουθεί το γράφημα. 

 
Διαπιστώνουμε ότι το ποσοστό των μαθητών που δεν απάντησαν ανέρχεται στο 

47%, στο 38% το ποσοστό των λανθασμένων απαντήσεων και στο υπόλοιπο 15% το 

ποσοστό των σωστών απαντήσεων.  

● Ερώτηση 7: 

Η έβδομη ερώτηση δόθηκε σε μορφή πολλαπλής επιλογής. Οι μαθητές είχαν να 

επιλέξουν τη σωστή απάντηση ανάμεσα σε πέντε επιλογές, για την πιθανότητα να 

επιλεγεί αριθμός πολλαπλάσιος του 2 από τους αριθμούς 1 έως 9. Δόθηκαν 

τέσσερις παραπλανητές, με σκοπό να μειώσουμε τον παράγοντα τύχης στο λιγότερο 

δυνατό. Αναλυτικά οι πέντε επιλογές: 

 

i. Αγνόησαν το «πολλαπλάσιο» του 2 

 

ii. Πιθανότητα βέβαιου ενδεχομένου. Έχει επιλεγεί διότι ένας από τους τρεις 

θεματικούς άξονες του ερωτηματολογίου είναι το βέβαιο ενδεχόμενο. Έτσι 

θα ελέγξουμε τη πιθανή σύγχυση από τους μαθητές. 
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iii. Πολλές φορές γίνεται η λανθασμένη σκέψη από τους μαθητές «αφού είναι 

ένας συνηθισμένος αριθμός, τότε θα είναι και σωστός». 

 

iv. Σωστή απάντηση. 

 

v. Τυχαία επιλογή. 

 

 

● Ερώτηση 8: 

Στην ερώτηση 8 έχουμε μια εκφώνηση σύντομη και απλή, η απάντησή της οποίας 

είναι η πιθανότητα του βέβαιου ενδεχόμενου με αιτιολόγηση. Συντάχθηκε ως 

αντίστοιχη της ερώτησης 5 με το ίδιο ζητούμενο, στην μια περίπτωση με φυσική 

γλώσσα και στην άλλη με συμβολική γραφή. 
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Τα αποτελέσματα απεικονίζονται στο πιο πάνω γράφημα. Το 44% των μαθητών της 

Γ’ Γυμνασίου δεν έδωσε απάντηση, το 30% απάντησε λάθος ενώ το 26% απάντησε 

σωστά. 

● Ερώτηση 9: 

Μέχρι στιγμής ενδιαφερθήκαμε μόνο για τον υπολογισμό της πιθανότητας να 

πραγματοποιηθεί ένα γεγονός ή για την καταγραφή του δειγματικού χώρου 

χωριστά. Στην προκειμένη περίπτωση ζητήθηκε ο δειγματικός χώρος του 

πειράματος και, ακολούθως, η πιθανότητα «να έρθει στον πρώτο τροχό ο αριθμός 3 

και στον δεύτερο περιττός αριθμός». Δημιουργήθηκε το γράφημα με την 

αναπαράσταση των αποτελεσμάτων.  

 

Η ερώτηση έμεινε αναπάντητη από το 47% των τελειόφοιτων μαθητών. Λάθος 

απάντηση μας έδωσε το 44%, και, τέλος, το 9% συμπλήρωσε σωστά την Ερώτηση 9. 

● Ερώτηση 10: 

Το δέκατο ερώτημα αφορά στο άθροισμα των ενδείξεων από τη ρίψη δύο ζαριών, 

πρόβλημα που πηγάζει μέσα από πολλά παιχνιδια στην καθημερινότητα των 

παιδιών, ενώ ζητήθηκε αιτιολόγηση μαζί με την απάντηση. Σωστές απαντήσεις 

χωρίς αιτιολόγηση καταγράφηκαν ως λανθασμένες. 

Πιο κάτω βλέπουμε το γράφημα με τα αποτελέσματα. 
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Τα αποτελέσματα των μαθητών χωρίζονται σε 49% που δεν απάντησαν, 25% που 

είτε απάντησαν λανθασμένα είτε δεν αιτιολόγησαν και 26% που απάντησαν σωστά 

με αιτιολόγηση. 

● Ερώτηση 11: 

Επανερχόμαστε στο δειγματικό χώρο με την Ερώτηση 11. Θεωρούμε τους αγώνες 

ποδοσφαίρου ένα γνωστό θεματικό άξονα στις ασχολίες των παιδιών. Ως εκ τούτου, 

ζητήσαμε τον δειγματικό χώρο των αγώνων ανάμεσα σε τέσσερις ομάδες. 

Με το γράφημα που ακολουθεί θα δώσουμε και τα ποσοστά επιτυχίας/αποτυχίας. 

 

 

Τα ποσοστα από την ανάλυση των αποτελεσμάτων είναι τα εξής: 

42% των μαθητών της τρίτης γυμνασίου δεν συμπλήρωσαν το δειγματικό χώρο, 

45% των μαθητών συμπλήρωσαν την ερώτηση με λάθος απάντηση και το 

13% που απομένει έγραψε τον δειγματικό χώρο σωστά. 
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● Ερώτηση 12: 

Οι μικρές τροποποιήσεις του ερωτήματος 10, ύπαρξη εικόνας και αιτιολόγηση, μας 

δίνουν το ερώτημα 12. Θέσαμε αυτό το ερώτημα με την προσδοκία να πάρουμε ως 

απάντηση το αδύνατο ενδεχόμενο δύο ζάρια να φέρουν άθροισμα ενδείξεων 1, 

διότι το μικρότερο δυνατό άθροισμα είναι το 2. Οι περιπτώσεις στις οποίες οι 

μαθητές απάντησαν την ερώτηση χωρίς να δικαιολογήσουν την επιλογή τους 

καταχωρήθηκαν ως ελλιπείς και συνεπώς λάθος απαντήσεις.   

 

 

Το μισό πλήθος των μαθητών άφησε κενή την ερώτηση 12. Από το υπόλοιπο 50%, 

26% απάντησε λανθασμένα και το 24% σωστά. 

● Ερώτηση 13: 

Για το τέλος, αφήσαμε στους μαθητές τρεις ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής. Στην 

ερώτηση 13 ψάχνουν τον δειγματικό χώρο. Καθοδηγήσαμε τους μαθητές σε μια 

προκαθορισμένη σειρά καταγραφής με τη ρίψη του κέρματος να προηγείται αυτής 

του ζαριού. Σκοπός μας ήταν να αποφύγουμε τη σύγχυση στη σειρά 

προτεραιότητας και να οδηγηθούμε σε ένα συμπέρασμα για τη συμπεριφορά των 

μαθητών με συγκεκριμένες οδηγίες. Προσθέσαμε και πάλι τέσσερις παραπλανητές 

για τη μείωση του παράγοντα τύχης. Τα συμπεράσματα μας ανάλογα με την κάθε 

επιλογή: 

 

i. Ο μαθητής αγνόησε τη καθοδήγηση της εκφώνησης για τη σειρά των 

ρίψεων και έδωσε το δειγματικό χώρο του ίδιου προβλήματος χωρίς τις 

πρόσθετες πληροφορίες.  
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ii. Ο μαθητής πιθανόν να αρκέστηκε στα μισά δεδομένα της εκφώνησης. 

Ένα συμπέρασμα που μπορούμε να πάρουμε, είναι η μη χρήση της αρχής 

απαρίθμησης. 

 

iii. Σωστή απάντηση. 

 

iv. Μια επιλογή που περιέχει όλα τα αποτελέσματα της ρίψης κέρματος και 

ζαριού ανεξάρτητα.  

 

v. Ο μαθητής πιθανόν να αρκέστηκε στα μισά δεδομένα της εκφώνησης. 

Ένα συμπέρασμα που μπορούμε να πάρουμε, είναι η μη χρήση της αρχής 

απαρίθμησης. 

 

 

Υψηλό ποσοστό επιτυχίας σημειώθηκε στην 13η ερώτηση (51%). 

● Ερώτηση 14: 

Οι μαθητές κλήθηκαν να επιλέξουν το βέβαιο ενδεχόμενο ανάμεσα στις 5 επιλογές 

που αναφέρονται και στο γράφημα (4 παραπλανητές και 1 σωστή απάντηση).  

(Η ερώτηση είναι εμπνευσμένη από την εργασία του Δημήτρη Λιατήρη). 

Ακολουθεί το γράφημα με τα ποσοστά των απαντήσεων. 
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Με την βοήθεια του γραφήματος, παρατηρούμε ότι 114 μαθητές επέλεξαν την 

σωστή απάντηση, ποσοστό που ανέρχεται στο 92%. Διαπιστώσαμε πως κανένας 

μαθητής δεν έβαλε την τελευταία επιλογή, ενώ οι υπόλοιποι 3 παραπλανητές 

αποτέλεσαν ο κάθε ένας χωριστά την επιλογή σε μόλις 2% των μαθητών.   

● Ερώτηση 15: 

Στην τελευταία ερώτηση με μορφή πολλαπλής επιλογής, έχουμε ένα ερώτημα που 

αναφέρεται στον δειγματικό χώρο. Μέσα από τις επιλογές συμπεραίνουμε:  

 

i. Ο μαθητής καταγράφει μόνο τα ομόχρωμα ζευγάρια. 

 

ii. Ο μαθητής αγνόησε στην εκφώνηση το ζευγάρι. 

 

iii. Εστίασε στα δύο χρώματα. 

 

iv. Σωστή επιλογή. 

 

v. Τυχαία επιλογή. 

 

(Η ερώτηση είναι εμπνευσμένη από την εργασία του Δημήτρη Λιατήρη). 

Στη συνέχεια φαίνεται το γράφημα με τα αντίστοιχα ποσοστά. 
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Από το συνοπτικό γράφημα των ερωτήσεων του ερωτηματολογίου, που δόθηκε 

στους μαθητές της τελευταίας τάξης του Γυμνασίου, φαίνεται να τους δυσκόλεψε 

αρκετά. Από τις πρώτες τρεις ερωτήσεις ορισμού είχαμε ποσοστό επιτυχίας 16-17%. 

Χαμηλό ποσοστό είχαν επίσης και οι ερωτήσεις 6, 9, 11 και 15 με ποσοστά 15%, 9%, 

13% και 12% αντίστοιχα. Στις περισσότερες ερωτήσεις με επιλογή απαντήσεων (5, 7, 

13, 14), σημειώθηκε υψηλό ποσοστό επιτυχίας. Μεταξύ 21% και 26% κυμαίνεται το 

ποσοστό επιτυχίας στις υπόλοιπες τέσσερις ερωτήσεις. Δεν μπορούμε να 

παραλείψουμε το γεγονός ότι μόνο 2 μαθητές απάντησαν σωστά και στις 15 

ερωτήσεις. 
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4.3.2. Ποιοτική Ανάλυση 

 
Μετά την ποσοτική ανάλυση των αποτελεσμάτων διαπιστώνουμε αρκετά χαμηλά 

ποσοστά επιτυχίας. Τα αποτελέσματα έδειξαν ότι υπάρχουν αρκετές δυσκολίες από 

πλευράς των μαθητών της τελευταίας τάξης του Γυμνασίου στο κεφάλαιο των 

Πιθανοτήτων. Επιχειρήσαμε να παρουσιάσουμε τα πιο συχνά λάθη για το κάθε 

ερευνητικό ερώτημα χωριστά. Από τη ποιοτική ανάλυση εξαιρούνται οι ερωτήσεις 

πολλαπλής επιλογής καθώς εξηγήθηκε προηγουμένως το σκεπτικό πίσω από τους 

παραπλανητές τους. 

● Ερώτηση 1 

 

Εκφώνηση 

 

 Τι είναι ο δειγματικός χώρος; 

Ενδεικτική 
Λύση 

Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσμάτων ενός πειράματος 
τύχης. 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
 16% 

 

Με αφετηρία την πρώτη ερώτηση, θα αναλύσουμε τα πιο συχνά λάθη που 

συναντήσαμε. Στην ερώτηση “Τι είναι ο δειγματικός χώρος;”, 11 από τους 122 

μαθητές απάντησαν «Ένας χώρος με δείγματα». Διατύπωσαν τον όρο που διάβασαν 

στην εκφώνηση αλλιώς.  

Οι απαντήσεις 13, 18, 24 και 32 περιείχαν μόνο τον πιο συνήθη συμβολισμό για τον 

δειγματικό χώρο, το «Ω». Υπήρχε δυσκολία στην διατύπωση του ορισμού, όπως 

άλλωστε είχαμε προβλέψει. 

Κρίθηκε σημαντικό να αναφέρουμε και την απάντηση με αριθμό 39, η οποία ήταν 

«το βέβαιο ενδεχόμενο». Αυτό δηλώνει μια σύγχυση στο μυαλό του μαθητή γύρω 

από τις τρεις κύριες έννοιες που μελετάμε, διότι, πράγματι, το βέβαιο ενδεχόμενο 

είναι αυτό που περιλαμβάνει όλο το δειγματικό χώρο, αλλά το αντίθετο δεν ισχύει. 
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● Ερώτηση 2 

 

Εκφώνηση 

 
Τι ορίζουμε πιθανότητα να συμβεί ένα ενδεχόμενο από ένα 

σύνολο ενδεχομένων; 

Ενδεικτική 
Λύση 

Ο λόγος του πλήθους των περιπτώσεων να πραγματοποιηθεί το 
ενδεχόμενο Α προς το πλήθος όλων των δυνατών 
αποτελεσμάτων. 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
16% 

 
31 μαθητές έδωσαν λάθος διατύπωση του ορισμού της πιθανότητας να συμβεί ένα 

ενδεχόμενο από ένα σύνολο ενδεχομένων. «Μια επιλογή του δειγματικού χώρου» 

απάντησαν 4 από τους 31. Αξιοσημείωτο είναι το γεγονός ότι 3 από τους 4 

συγκεκριμένους μαθητές όρισαν σωστά τον δειγματικό χώρο.  

Στη συνέχεια παραθέτουμε μερικές παρόμοιες λανθασμένες απαντήσεις: 

«Αν υπάρχει πιθανότητα να έχουμε κάποιο ενδεχόμενο», 

«Πόσο πιθανό είναι να συμβεί ένα ενδεχόμενο», 

«Αν είναι πιθανό να συμβεί κάτι». 

Παρατηρούμε ότι η αναδιατύπωση της εκφώνησης εμφανίζεται ως απάντηση και σε 

αυτό το ερώτημα από 5 μαθητές. Παρόλο που το συναντήσαμε και πιο πάνω, 

οφείλουμε να τονίσουμε πως μόνο ένας από αυτούς τους πέντε απάντησε με τον 

ίδιο λανθασμένο τρόπο και στις 2 ερωτήσεις που αναλύσαμε μέχρι τώρα. 

● Ερώτηση 3 

 

Εκφώνηση 

 

Ποιο ενδεχόμενο ονομάζεται βέβαιο; 

Ενδεικτική 
Λύση 

Βέβαιο είναι το ενδεχόμενο που περιλαμβάνει όλα τα δυνατά 
αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης (Πιθανότητα ίση με 1). 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
17% 

 
Στη τρίτη κατά σειρά ερώτηση, 8 από τους 41 μαθητές έδωσαν την απάντηση:           

«Το σίγουρο». 

Σε όσες απαντήσεις δεν έγινε αναφορά, τα λάθη που παρουσιάστηκαν δεν 

επαναλαμβάνονται και δε μας δίνουν στοιχεία για να γενικεύσουμε. 
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Μετά την επεξεργασία των δεδομένων στις πρώτες ερωτήσεις ίδιου τύπου, 

βλέπουμε πως οι μαθητές δεν αντιλαμβάνονται με την μαθηματική έννοια τους 

όρους δειγματικός χώρος, πιθανότητα να συμβεί ένα ενδεχόμενο και 

βέβαιο/αδύνατο ενδεχόμενο. 

● Ερώτηση 4 

 

Εκφώνηση 

 

Ένα παιδί κρατάει ένα σακούλι το οποίο περιέχει πέντε φύλλα 
από μια τράπουλα, όπως φαίνεται παρακάτω. Να βρείτε το 
δειγματικό χώρο, αν τραβήξει τυχαία ένα φύλλο. (Εικόνα) 

Ενδεικτική 
Λύση 

 
Ω={7Καρδιά, 7Ρόμβος, 9Τριφύλλι, 2Τριφύλλι, 8Ρόμβος} 

 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
 21% 

 

Η εκφώνηση του ερωτήματος 4 ζητάει τον δειγματικό χώρο. Η πιο συχνή 

λανθασμένη απάντηση ήταν « 
1

5
 ». Αριθμητικά, 14 από τους 38 τελειόφοιτους δεν 

διάβασαν προσεκτικά το ζητούμενο της εκφώνησης και αρκέστηκαν στο «αν 

τραβήξει τυχαία ένα φύλλο». Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να δώσουν την πιθανότητα 

που υπάρχει να πάρουμε οποιοδήποτε από τα 5 φύλλα αν τραβήξουμε τυχαία ένα.  

Παρατηρούμε επίσης, 10 μαθητές οι οποίοι έκαναν οι ίδιοι μια τυχαία επιλογή 

φύλλου από το σακούλι και έτσι καταγράφηκαν οι πιο κάτω απαντήσεις: 

«Το 7 κόκκινο», 

«7 ❤», 

«Το 9», 

«7». 

Η δυσκολία στην καταγραφή του δειγματικού χώρου ενός πειράματος τύχης 

επιβεβαιώνεται και εδώ. 
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● Ερώτηση 6 

 

Εκφώνηση 

 

Ένα τηλεοπτικό παιχνίδι χαρίζει στο νικητή, ένα αγόρι ή ένα 
κορίτσι ένα ταξίδι με τρένο ή αεροπλάνο, για να πάνε σε μια 

από τρεις διαφορετικές Ευρωπαϊκές πόλεις Ρώμη ή Λονδίνο ή 
Παρίσι. Ποια είναι η πιθανότητα ο νικητής να είναι αγόρι και 

να πάει Παρίσι; 

Ενδεικτική 
Λύση 

  

Πιθανότητα: 𝑃(𝐴) =
2

12
=

1

6
   ή   𝑃(𝐴) =

1

2
×

1

3
=

1

6
 

 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
 15% 

 

Το ζητούμενο στην πιο πάνω ερώτηση ήταν η πιθανότητα ο νικητής του παιχνιδιού 

να είναι αγόρι και να πάει στο Παρίσι. Η εκφώνηση περιείχε και μια επιπλέον 

πληροφορία, αυτή του μεταφορικού μέσου. Το ποσοστό των λανθασμένων 

απαντήσεων στο ερώτημα 6 ανέρχεται στο 38%. Πιο συγκεκριμένα, 46 απαντήσεις 

μαθητών από τις 122 ανήκουν στην κατηγορία με τις Λάθος Απαντήσεις. 

Θα αναφερθούμε στα δύο πιο συχνά και σημαντικά λάθη. Οι 6 από τους 46 μαθητές 

υποστηρίζουν πως η σωστή απάντηση είναι «50%» ή «
1

2
». Παρόλο που υπολόγισαν 

σωστά την πιθανότητα «ο νικητής να είναι αγόρι», αγνόησαν το ζητούμενο «να πάει 

στο Παρίσι». Αυτό αποτέλεσε το ένα από τα δύο λάθη που θεωρήσαμε σημαντικά. 

Ακολούθως, έχουμε 20 μαθητές οι οποίοι δεν έκαναν χρήση της Αρχης 

Απαρίθμησης. Σχεδόν οι μισές από τις λανθασμένες απαντήσεις οφείλονται στην 

παράλειψη αυτή. Οι απαντήσεις ήταν οι εξής: 

«50% να είναι αγόρι και 33,33% να πάει Παρίσι» 

«
1

2
, 

1

3
» 

«
1

2
 να είναι αγόρι και 

1

3
 να πάει παρίσι» 

«
1

2
 + 

1

3
 = 

5

6
» 
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● Ερώτηση 8 

 
Εκφώνηση 

 
Λαχνοί αριθμημένοι από το 1 μέχρι το 20 κληρώνονται. Ποια 

είναι η πιθανότητα ο νικητήριος λαχνός να έχει αριθμό 
μεγαλύτερο από το 0 και μικρότερο του 21; 

Ενδεικτική 
Λύση 

 
𝑃(𝐴) = 1 

 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
26% 

 
Το ερώτημα 8 αναφέρεται σε ένα βέβαιο ενδεχόμενο. Όπως αναφέραμε και στην 

ποσοτική ανάλυση, το ποσοστό αποτυχίας της είναι 30%. Από την ανάλυση των 

απαντήσεων, σημειώσαμε πέντε διαφορετικά λάθη, όπως αναφέρονται πιο κάτω: 

1) 12 μαθητές απάντησαν «20». Δεν έκαναν σωστή χρήση του τύπου της 

πιθανότητας που έχουν διδαχθεί ( 𝑃(𝐴) =  
𝛮(𝛢)

𝛮(𝛺)
 ), με αποτέλεσμα να 

δώσουν σαν απάντηση το πλήθος των λαχνών. 

2) 6 μαθητές απάντησαν «21». Πιθανόν να σκέφτηκαν το πλήθος των λαχνών 

από τα ζητούμενο της εκφώνησης και όχι από τα δεδομένα, χωρίς και πάλι 

την σωστή χρήση του τύπου.  

3) 4 μαθητές απάντησαν «0». 

4) 4 μαθητές απάντησαν «19». 

5) 3 μαθητές απάντησαν «
1

20
». Υποθέτουμε πως η σκέψη τους ήταν να βρουν 

την πιθανότητα να επιλεχθεί ένας λαχνός. Συνεπώς δεν έγινε κατανοητή η 

εκφώνηση. 
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● Ερώτηση 9  

 

Εκφώνηση 

 

Γυρίζουμε τον τροχό τύχης Α και ακολούθως τον τροχό Β. 
Αφού καταγράψετε το δειγματικό χώρο, να υπολογίσετε την 
πιθανότητα στον πρώτο τροχό να εμφανιστεί ο αριθμός 3 και 

στον δεύτερο περιττός αριθμός. (Εικόνα) 

Ενδεικτική 
Λύση 

  
Ω={3-8, 3-1, 3-7, 3-15, 4-8, 4-1, 4-7, 4-15, 2-8, 2-1, 2-7, 2-15, 9-8, 
9-1, 9-7, 9-15} 

Πιθανότητα: 𝑃(𝐴) =
3

16
  ή  𝑃(𝐴) =

1

4
×

3

4
=

3

16
 

 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
9% 

 
Στην ερώτηση 9 ζητήθηκε ο δειγματικός χώρος του πειράματος και η πιθανότητα να 

πραγματοποιηθεί ένα ενδεχόμενο. Οι μαθητές θα μπορούσαν να την λύσουν με δύο 

διαφορετικούς τρόπους, όπως φαίνεται και στον πιο πάνω πίνακα. Με την 

προϋπόθεση ότι κατέγραψαν σωστά τον δειγματικό χώρο, μπορούσαν είτε να 

κάνουν χρήση της Αρχης Απαρίθμησης είτε να κάνουν χρήση του γνωστού τύπου 

𝑃(𝐴) =  
𝛮(𝛢)

𝛮(𝛺)
.  

Ακολούθως, θα σημειώσουμε τα πιο συχνά λάθη. 

1) 12 μαθητές απάντησαν «
1

4
, 

3

4
». Επαναλαμβάνεται η παράλειψη των μαθητών 

να κάνουν χρήση της Αρχής Απαρίθμησης. Επίσης, δεν κατέγραψαν το 

δειγματικό χώρο. 

2) 2 μαθητές απάντησαν «
3

16
». Υπολόγισαν με σωστή μαθηματική στρατηγική 

την πιθανότητα του συγκεκριμένου ενδεχομένου, αλλά δεν συμπλήρωσαν 

τον ζητούμενο δειγματικό χώρο. 

3) 4 μαθητές απάντησαν «
1

8
». Στην περίπτωση αυτή υποθέτουμε πως, 

λανθασμένα, αρκέστηκαν στην επιλογή του 3 και από τους δύο τροχούς.  

4) 4 μαθητές απάντησαν «
2

8
». Αυτό πιθανόν να αποδίδεται στο γεγονός ότι όλες 

οι επιλογές είναι 8 και το ζητούμενο ήθελε δύο χαρακτηριστικά. 
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● Ερώτηση 10 

 
Εκφώνηση 

 

Δύο φίλοι κρατούν από ένα ζάρι ο καθένας και το ρίχνουν μια 
φορά συγχρόνως. Πριν τη ρίψη τους κάνουν μια κοινή 

πρόβλεψη "το άθροισμά των ρίψεων θα είναι 14". Ποια η 
πιθανότητα να έχουν προβλέψει σωστά; Αιτιολογείστε. 

Ενδεικτική 
Λύση 

  
𝑃(𝐴) = 0 

Η μεγαλύτερη πιθανή ένδειξη ενός ζαριού είναι το 6. Άρα το 
μεγαλύτερο πιθανό άθροισμα είναι το 12. 
 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
 26% 

 

Κατά την ανάλυση της άνωθεν ερώτησης, προέκυψε το ποσοστό του 25% στις 

λανθασμένες απαντήσεις, που αυτό αντιστοιχεί σε 31 μαθητές. Έως τώρα, όπως 

προαναφέρθηκε, καταγράφαμε μόνο τα πιο συχνά λάθη. Στην προκειμένη 

περίπτωση 28 απο τις 31 λανθασμένες απαντήσεις ανήκουν σε αυτού του είδους 

λάθη. «Καμία πιθανότητα» ή «0» απάντησαν 15 μαθητές. Παρόλο που ο 

συλλογισμός τους ήταν ορθός, καθώς και η πιθανότητα, δεν αιτιολόγησαν την 

απάντησή τους. Εντούτοις, οι απαντήσεις καταγράφηκαν ως ελλιπείς, άρα 

λανθασμένες. Στην αντίθετη περίπτωση, που η απάντηση ήταν «12 είναι το 

μεγαλύτερο άθροισμα», είχαμε σωστή αιτιολογία, αλλά δεν είχαμε πιθανότητα. 

Οπόταν, και πάλι οι απαντήσεις αυτές θεωρήθηκαν ελλιπείς και εν τέλει 

λανθασμένες. Ανάμεσα σε αυτές τις 31 λανθασμένες απαντήσεις υπήρχαν και 3, οι 

οποίες ήταν «1%».  

● Ερώτηση 11 

 
Εκφώνηση 

 

Σε έναν προκριματικό όμιλο των Πανευρωπαϊκών αγώνων 
ποδοσφαίρου κληρώθηκαν να παίξουν τέσσερις ομάδες Α, Β, 

Γ, Δ (δίνοντας μεταξύ τους από δύο αγώνες εντός και εκτός 
έδρας). Να βρείτε το δειγματικό χώρο των αγώνων. 

Ενδεικτική 
Λύση 

  
Ω = {ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ΒΑ, ΒΓ, ΒΔ, ΓΑ, ΓΒ, ΓΔ, ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ} 

 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
 13% 
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Το πιο σημαντικό και συχνό λάθος στην ερώτηση 11 ήταν η παρερμηνεία του 

προβλήματος, με διαφορετικές εκδοχές. 

Αρχικά, να επισημάνουμε τις 6 απαντήσεις μαθητών που έδωσαν ως δειγματικούς 

χώρους του προβλήματος τους εξής «Ω: {α, β, γ, δ}» και «Α, Β, Γ, Δ». Οι αγώνες  δεν 

συνυπολογίστηκαν στην λύση των μαθητών, καθώς εστίασαν μόνο στις ομάδες που 

θα αποτελούσαν τους αγώνες. 

Από 4 μαθητές, πήραμε την απάντηση «ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ΒΓ, ΒΔ, ΓΔ». Δημιούργησαν 

αγώνες χωρίζοντας ανα δύο τις ομάδες, χωρίς όμως να επαναλάβουν κανένα 

ζευγάρι. Η πληροφορία της εκφώνησης που άφησαν εκτός από το συλλογισμό τους 

ήταν το «δίνοντας μεταξύ τους από δύο αγώνες εντός και εκτός έδρας»   

Η συγκεκριμένη ερώτηση είχε τις περισσότερες διαφορετικές μεταξύ τους 

απαντήσεις, με αποτέλεσμα να μην μπορούμε να ομαδοποιήσουμε άλλα λάθη. 

● Ερώτηση 12 

 
Εκφώνηση 

 

Σε ένα επιτραπέζιο παιχνίδι ρίχνουμε δύο ζάρια με σκοπό να 
δούμε από το άθροισμα των ενδείξεών τους πόσα 

τετραγωνάκια θα προχωρήσουμε. Ποια είναι η πιθανότητα το 
άθροισμα των ενδείξεων να κάνει 1; Αιτιολογείστε. (Εικόνα) 

Ενδεικτική 
Λύση 

  
𝑃(𝐴)  =  0 

Η μικρότερη ένδειξη είναι το 1. Έχω δύο ζάρια οπότε είναι 
αδύνατο το άθροισμά των ενδείξεών τους να είναι μικρότερο 
του 2. 
 

Ποσοστό 
Επιτυχίας 

 
 24% 

 

Από το ερώτημα με αριθμό 12 και την ανάλυση των απαντήσεων πήραμε τα 

παρακάτω λάθη: 

1) 2 μαθητές απάντησαν: 

«𝑃(𝐴) =
1

6
 γιατί υπάρχει μόνο μια φορά ο αριθμός 1 στο ζάρι» 

παραλείποντας τις πληροφορίες «άθροισμα τον ενδείξεων» ή «ρίχνουμε 2 

ζάρια» 

  

2) 13 μαθητές απάντησαν:  

«0» ή «Καμία πιθανότητα», 
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γεγονός που μας ανάγκασε να τις θεωρήσουμε λανθασμένες, διότι η 

εκφώνηση ζητούσε και αιτιολογία 

 

3) 6 μαθητές χειρίστηκαν την ερώτηση με τον αντίθετο τρόπο από ότι οι 13 που 

αναφέραμε πιο πάνω. Δεν όρισαν την πιθανότητα το άθροισμα των 

ενδείξεων να κάνει 1, αλλά εξήγησαν γιατί αυτό το ενδεχόμενο είναι 

αδύνατο. Οι απαντήσεις τους ήταν οι παρακάτω:  

«2 ειναι το ελαχιστο» 

«2 ζάρια το πιο μικρό 1+1=2» 

«2 είναι το πιο λίγο» 

 

4.4. Σύγκριση εκφωνήσεων 
 

Μετα την ολοκλήρωση της ποσοτικής αλλά και της ποιοτικής ανάλυσης κάθε 

ερωτήματος, επικεντρωθήκαμε στη δημιουργία γραφημάτων για τις τρεις βασικές 

έννοιες που ερευνούμε. Σκοπό έχουμε, μέσω αυτών, να διαπιστώσουμε σε ποιες 

μορφές ερωτήσεων ανταποκρίθηκαν καλύτερα οι μαθητές. 

 

 

Υπενθυμίζουμε, προς διευκόλυνση του αναγνώστη, τις μορφές εκφωνήσεων: 

Ερώτηση 1: Ορισμός δειγματικού χώρου (16%) 

Ερώτηση 4: Σύντομης απάντησης με εικόνα. Εύρεση δειγματικού χώρου (21%) 

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

Ερώτηση 15

Ερώτηση 13

Ερώτηση 11

Ερώτηση 4

Ερώτηση 1

Δειγματικός Χώρος
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Ερώτηση 11:  Σύντομης απάντησης. Αναγνώριση δειγματικού χώρου (13%) 

Ερωτήσεις 13 & 15: Πολλαπλής επιλογής με 5 διαφορετικές επιλογές στην καθεμία 

(51% και 12% αντίστοιχα) 

Με τη βοήθεια του γραφήματος διαπιστώνουμε τη μεγάλη διαφορά ανάμεσα στα 

ποσοστά επιτυχίας των περισσότερων ερωτήσεων πολλαπλής επιλογής σε σύγκριση 

με τα άλλα τρία είδη. 

Αξίζει να σημειωθεί πως η ερώτηση 11 συγκέντρωσε το χαμηλότερο ποσοστό. 

Παρόλο που θεωρούσαμε την ερώτηση ορισμού ως αυτή με το μεγαλύτερο βαθμό 

δυσκολίας, εντούτοις, τα ποσοστά μας διέψευσαν.  

Φαίνεται ότι οι μαθητές κατάφεραν πιο εύκολα να διακρίνουν τον δειγματικό χώρο 

από την αναπαράσταση του μέσω μιας εικόνας και ανάμεσα σε άλλες τέσσερις 

λανθασμένες επιλογές, παρά να χρησιμοποιήσουν πιθανολογική σκέψη έτσι ώστε 

να μαθηματικοποιήσουν την λύση του ερωτήματος.  

 

Ερώτηση 2: Ορισμός πιθανότητας να πραγματοποιηθεί ένα ενδεχόμενο από ένα 

σύνολο ενδεχομένων (16%) 

Ερώτηση 6: Σύντομης απάντησης. Εύρεση δειγματικού χώρου (15%) 

Ερώτηση 7: Πολλαπλής επιλογής με 5 διαφορετικές επιλογές (43%) 

Ερώτηση 9: Σύντομης απάντησης με εικόνα. Εύρεση πιθανότητας ενός ενδεχομένου 

(9%) 

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50%

Ερώτηση 9

Ερώτηση 7

Ερώτηση 6

Ερώτηση 2

Πιθανότητα
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Άξιο αναφοράς είναι το ότι στις ερωτήσεις ορισμού πιθανότητας έχουμε ακριβώς το 

ίδιο ποσοστό. Κρίνοντας από το ότι είναι μόλις 16%, αντιλαμβανόμαστε πως οι 

μαθητές εμφανίζουν δυσκολίες στην κατανόηση των ορισμών. 

Η ερώτηση 9 συγκέντρωσε το χαμηλότερο ποσοστό επιτυχίας, ενώ στην αντίστοιχη 

ερώτηση (4) για το δειγματικό χώρο είχαμε υπερδιπλάσιο ποσοστό.  

Όσον αφορά στις ερωτήσεις σύντομης απάντησης, το ποσοστό επιτυχίας παρέμεινε 

το ίδιο παρόλο που είχαν διαφορετικό θεματικό άξονα. 

Στην ερώτηση 7 σημειώνεται το υψηλότερο ποσοστό, κάτι που φανερώνει ότι σε 

αντίθεση με τις περιπτώσεις που χρειάστηκε διαδικασία σκέψης για την εύρεση της 

λύσης, ήταν πιο εύκολο για τους μαθητές να εντοπίσουν την σωστή απάντηση 

ανάμεσα σε άλλες προτεινόμενες λύσεις. 

 

Ερώτηση 3: Ορισμός βέβαιου ενδεχομένου (17%) 

Ερώτηση 5: Σωστό/Λάθος (30%) 

Ερώτηση 8: Σύντομης απάντησης χωρίς εικόνα. Εύρεση πιθανότητας ενός 

ενδεχομένου (26%) 

Ερώτηση 10: Σύντομης απάντησης με αιτιολόγηση. Εύρεση πιθανότητας ενός 

ενδεχομένου (26%) 

Ερώτηση 12: Σύντομης απάντησης με εικόνα και αιτιολόγηση. Εύρεση πιθανότητας 

ενός ενδεχομένου (24%) 

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Ερώτηση 14

Ερώτηση 12

Ερώτηση 10

Ερώτηση 8

Ερώτηση 5

Ερώτηση 3

Βέβαιο/Αδύνατο Ενδεχόμενο
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Ερώτηση 14: Πολλαπλής επιλογής με 5 διαφορετικές επιλογές (92%) 

Έχοντας, πλέον, μια σφαιρική εικόνα για τους ορισμούς, παρατηρούμε ότι το 

ποσοστό επιτυχίας στις αντίστοιχες ερωτήσεις κυμαίνεται μεταξύ 16-17%. Είναι 

ξεκάθαρη η δυσκολία των μαθητών στην διατύπωση ορισμών. 

Στην έννοια που αναλύουμε τώρα, όλες οι ερωτήσεις σύντομης απάντησης, 

ανεξάρτητα από την ύπαρξη εικόνας ή/και αιτιολόγησης, έφεραν παρόμοια 

αποτελέσματα. Παρατηρούμε ότι διαφέρουν από τις δύο προηγούμενες έννοιες 

κατά ένα ποσοστό. 

Το μεγαλύτερο ποσοστό (92%) μακράν του δεύτερου εμφανίζεται στην ερώτηση 14, 

η οποία ήταν πολλαπλής επιλογής και ήταν χαμηλότερου βαθμού δυσκολίας από τις 

υπόλοιπες. 

Συγκριτικά με όλα τα ποσοστά του ερωτηματολογίου, στην ερώτηση 5 πήραμε ένα 

από τα μεγαλύτερα (30%). Νοουμένου ότι υπήρχαν μόνο 2 επιλογές στις 

απαντήσεις (Σωστό/Λάθος), το αποτέλεσμα επιτυχίας δεν είναι ιδιαίτερα 

ενθαρρυντικό. Έστω και αν η επιλογή απάντησης γινόταν τυχαία, το πόσοστο 

επιτυχίας θα ήταν μάλλον πιο κοντά στο 50%. 

 

4.4.1. Στατιστικός έλεγχος 
 

Στο συγκεκριμένο σημείο, πραγματοποιούμε στατιστικό έλεγχο με χρήση του SPSS 

για το συντελεστή συσχέτισης των διαφορετικών μορφών εκφωνήσεων, 

κατηγοριοποιώντας τις ερωτήσεις με βάση την έννοια που αφορούν, όπως 

προηγουμένως. Οι μεταβλητές της ανάλυσης είναι ποιοτικές, ως συνέπεια αυτού, 

έγινε ο έλεγχος του συντελεστή Spearman. Επιλέξαμε να εξαιρούνται από τον 

υπολογισμό του συντελεστή συσχέτισης οι περιπτώσεις με ελλειπούσες τιμές για 

ένα ή και για τα δύο ζεύγη μεταβλητών, και όχι για όλες τις περιπτώσεις που 

υπάρχει μια ελλείπουσα τιμή σε οποιαδήποτε από τις μεταβλητές. Στους πίνακες 

που ακολουθούν, όσοι συντελεστές συσχέτισης είναι στατιστικά σημαντικοί σε 

επίπεδο σημαντικότητας α=5% απεικονίζονται με έναν αστερίσκο, ενώ όσοι είναι 

στατιστικά σημαντικοί σε επίπεδο σημαντικότητας α=1% απεικονίζονται με δύο 

αστερίσκους. Ο συντελεστής συσχέτισης κυμαίνεται από -1 μέχρι 1, με τις τιμές 

που πλησιάζουν στο 1 να είναι οι στατιστικά σημαντικές και τις τιμές που 

πλησιάζουν στο -1 να δείχνουν πως η σχέση ανάμεσα στις δύο μεταβλητές είναι 

αντιστρόφως ανάλογη. Για τιμές που είναι ανάμεσα στο -0.2 και στο 0.2 θεωρούμε 

ότι ο συντελεστής συσχέτισης είναι μηδενικός. Όπως είναι αναμενόμενο, στην 

διαγώνιο έχουμε την τιμή 1.  
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Δειγματικός χώρος: 

 

1. Ανάμεσα στην Ερώτηση 1 (ορισμού) και στην Ερώτηση 4 (σύντομης 

απάντησης με εικόνα) ο συντελεστής συσχέτισης (r=0.413**) είναι χαμηλός 

θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο σημαντικότητας 0.01. 

 

2. Ανάμεσα στην Ερώτηση 1 και στην Ερώτηση 11 (σύντομης απάντησης) ο 

συντελεστής συσχέτισης (r=0.326*) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά 

σημαντικός σε επίπεδο σημαντικότητας 0.05. 

 

3. Ανάμεσα στην Ερώτηση 1 και στην Ερώτηση 13 (πολλαπλής επιλογής) ο 

συντελεστής συσχέτισης (r=-0.003) είναι μηδενικός και μη στατιστικά 

σημαντικός. 

 

4. Ανάμεσα στην Ερώτηση 1 και στην Ερώτηση 15 (πολλαπλής επιλογής) ο 

συντελεστής συσχέτισης (r=0.287*) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά 

σημαντικός σε επίπεδο σημαντικότητας 0.05. 

 

5. Ανάμεσα στην Ερώτηση 4 και στην Ερώτηση 11 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.469**) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.01. 

 

6. Ανάμεσα στην Ερώτηση 4 και στην Ερώτηση 13 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.170) είναι μηδενικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

7. Ανάμεσα στην Ερώτηση 4 και στην Ερώτηση 15 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=-0.227) είναι χαμηλός αρνητικός και στατιστικά μη σημαντικός. 
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8. Ανάμεσα στην Ερώτηση 11 και στην Ερώτηση 13 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.216) είναι χαμηλός θετικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

9. Ανάμεσα στην Ερώτηση 11 και στην Ερώτηση 15 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=-0.081) είναι μηδενικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

10. Ανάμεσα στην Ερώτηση 13 και στην Ερώτηση 15 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.005) είναι μηδενικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

Πιθανότητα: 

 

1. Ανάμεσα στην Ερώτηση 2 (ορισμού) και στην Ερώτηση 6 (σύντομης 

απάντησης) ο συντελεστής συσχέτισης (r=0.514**) είναι υψηλός θετικός και 

στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο σημαντικότητας 0.01. 

 

2. Ανάμεσα στην Ερώτηση 2 και στην Ερώτηση 7 (πολλαπλής επιλογής) ο 

συντελεστής συσχέτισης (r=0.255) είναι χαμηλός θετικός και μη στατιστικά 

σημαντικός. 

 

3. Ανάμεσα στην Ερώτηση 2 και στην Ερώτηση 9 (σύντομης απάντησης με 

εικόνα) ο συντελεστής συσχέτισης (r=0.558**) είναι υψηλός θετικός και 

στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο σημαντικότητας 0.01. 

 

4. Ανάμεσα στην Ερώτηση 6 και στην Ερώτηση 7 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.102) είναι μηδενικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 



96 
 

5. Ανάμεσα στην Ερώτηση 6 και στην Ερώτηση 9 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.457**) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.01. 

 

6. Ανάμεσα στην Ερώτηση 7 και στην Ερώτηση 9 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.393**) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.01. 

 

Βέβαιο/Αδύνατο ενδεχόμενο: 

 

1. Ανάμεσα στην Ερώτηση 3 (ορισμού) και στην Ερώτηση 5 (Σωστού/Λάθους) ο 

συντελεστής συσχέτισης (r=0.288*) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά 

σημαντικός σε επίπεδο σημαντικότητας 0.05. 

 

2. Ανάμεσα στην Ερώτηση 3 και στην Ερώτηση 8 (σύντομης απάντησης με 

εικόνα) ο συντελεστής συσχέτισης (r=0.452**) είναι χαμηλός θετικός και 

στατιστικά σημαντικό σε επίπεδο σημαντικότητας 0.01. 

 

3. Ανάμεσα στην Ερώτηση 3 και στην Ερώτηση 10 (σύντομης απάντησης με 

αιτιολόγηση) ο συντελεστής συσχέτισης (r=0.132) είναι μηδενικός και μη 

στατιστικά σημαντικός. 

 

4. Ανάμεσα στην Ερώτηση 3 και στην Ερώτηση 12 (σύντομης απάντησης με 

εικόνα και αιτιολόγηση) ο συντελεστής συσχέτισης (r=0.098) είναι μηδενικός 

και μη στατιστικά σημαντικός. 
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5. Ανάμεσα στην Ερώτηση 3 και στην Ερώτηση 14 (πολλαπλής επιλογής) ο 

συντελεστής συσχέτισης (r=0.188) είναι μηδενικός και μη στατιστικά 

σημαντικός. 

 

6. Ανάμεσα στην Ερώτηση 5 και στην Ερώτηση 8 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.254*) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.05. 

 

7. Ανάμεσα στην Ερώτηση 5 και στην Ερώτηση 10 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.079) είναι μηδενικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

8. Ανάμεσα στην Ερώτηση 5 και στην Ερώτηση 12 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.335**) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.01. 

 

9. Ανάμεσα στην Ερώτηση 5 και στην Ερώτηση 14 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.129) είναι μηδενικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

10. Ανάμεσα στην Ερώτηση 8 και στην Ερώτηση 10 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.301*) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.05. 

 

11. Ανάμεσα στην Ερώτηση 8 και στην Ερώτηση 12 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.243) είναι χαμηλός θετικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

12. Ανάμεσα στην Ερώτηση 8 και στην Ερώτηση 14 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.153) είναι μηδενικός και μη στατιστικά σημαντικός. 

 

13. Ανάμεσα στην Ερώτηση 10 και στην Ερώτηση 12 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.746**) είναι υψηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.01. 

 

14. Ανάμεσα στην Ερώτηση 10 και στην Ερώτηση 14 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.265*) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.05. 

 

15. Ανάμεσα στην Ερώτηση 12 και στην Ερώτηση 14 ο συντελεστής συσχέτισης 

(r=0.252*) είναι χαμηλός θετικός και στατιστικά σημαντικός σε επίπεδο 

σημαντικότητας 0.05. 
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ΚΕΦΆΛΑΙΟ 5: ΣΥΜΠΕΡΆΣΜΑΤΑ 
 

Η πρόκληση που προκαλεί η διδασκαλία των πιθανοτήτων στους μαθητές 

αποτέλεσε την αφορμή για να επιδιώξει η παρούσα διπλωματική εργασία να 

μεταφέρει τη σύγχρονη έρευνα για τις πιθανότητες στην κυπριακή σχολική 

πραγματικότητα. Όπως σχολιάστηκε σε προηγούμενα κεφάλαια, οι μαθητές δεν 

θεωρούν τις πιθανότητες άγνωστο θεματικό άξονα πριν τις διδακτούν. Αντιθέτως, 

κουβαλούν στις σχολικές αίθουσες  τις προσωπικές τους αντιλήψεις. Η έρευνα αυτή 

εστίασε στην πιθανολογική σκέψη που αναπτύσσουν οι μαθητές μέσα από το 

κυπριακό εκπαιδευτικό σύστημα, είτε αυτό έρχεται σε αντίθεση με τις πεποιθήσεις 

των μαθητών είτε σε ταύτιση. 

Από την προσπάθεια μελέτης της εξέλιξης του συλλογισμού με πιθανότητες που 

κυριαρχεί στη σκέψη των μαθητών, καθώς μεγαλώνουν ηλικιακά και ωριμάζουν 

μορφωτικά, μέσω της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης της Κύπρου, τα αποτελέσματα 

που προέκυψαν ανέδειξαν δυσκολίες στην κατανόηση των βασικών εννοιών. 

Αρχικά, ως προς τη συνολική εικόνα της ποσοτικής και της ποιοτικής ανάλυσης, τα 

ποσοστά επιτυχίας ήταν χαμηλά στις πλείστες ερωτήσεις και τα λάθη 

επαναλαμβανόμενα. Δεν μπορούμε να παραλείψουμε το γεγονός ότι υπήρχαν 

ερωτήσεις με αρκετά μεγάλο αριθμό ελλειπουσών τιμών και μόνο δύο ερωτήσεις 

με ποσοστά επιτυχίας μεγαλύτερα του 50%. 

Μεμονωμένα για κάθε έννοια, οι μαθητές αντιμετώπισαν καλύτερα τις ερωτήσεις 

για το βέβαιο/αδύνατο ενδεχόμενο, με τα ποσοστά να κυμαίνονται μεταξύ 17% και 

92%. Στις ερωτήσεις που αφορούσαν στον δειγματικό χώρο, τα ποσοστά των 

σωστών απαντήσεων ήταν μεταξύ 12% και 51% και, τέλος, τα χαμηλότερα ποσοστά 

αφορούσαν στην πιθανότητα με τιμές ανάμεσα στο 9% και 43%.  

Όσον αφορά στις μορφές εκφώνησης, το πρώτο συμπέρασμα είναι ο μεγάλος 

βαθμός δυσκολίας που φαίνεται να αντιμετωπίζουν οι μαθητές σε ερωτήσεις 

ορισμού. Πράγμα που αποδεικνύεται, πρώτον, από τα υψηλά ποσοστά των 

μαθητών που δεν απάντησαν (49% και 53%) και, δεύτερον, από τα χαμηλά ποσοστά 

επιτυχίας (16% και 17%). Εν συνεχεία, οι ερωτήσεις σύντομης απάντησης, με ή και 

χωρίς εικόνα, αποδείχθηκε πως είναι οι πιο αντιπροσωπευτικές για τα πορίσματα 

χωρίς να αφήνουν περιθώριο τυχαίας σωστής απάντησης. Είχαν σταθερά ποσοστά 

επιτυχίας, ανεξάρτητα από την έννοια που αναφέρονταν. Συνέβαλαν σημαντικά στα 

γενικά συμπεράσματα, καθώς από αυτές φάνηκε κάθε παρερμήνευση, σύγχυση ή 

δυσκολία των μαθητών. Τέλος, οι ερωτήσεις με επιλογή απάντησης (πολλαπλής 

επιλογής ή Σωστό/Λάθος) κινητοποίησαν περισσότερους μαθητές και από τη 

σύγκριση τους μπορεί να εξακριβωθεί πότε μια σωστή επιλογή ήταν τυχαία και πότε 

όχι. Συμπερασματικά, η μορφή της εκφώνησης επηρεάζει σημαντικά την 
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διερεύνηση της κατανόησης των βασικών εννοιών των πιθανοτήτων και ο 

συνδυασμός πολλών μορφών ερώτησης σε ένα δοκίμιο ενισχύει τη προσπάθεια του 

εκπαιδευτικού να εντοπίσει τις δυσκολίες στις πιθανολογικές γνώσεις των μαθητών.  

Αναλυτικότερα: 

Στην πρώτη ερώτηση, δόθηκε σωστή απάντηση από το 16% των μαθητών. Η αρχική 

υπόθεση ότι οι μαθητές μέσω της πιθανολογικής σκέψης και ενός παραδείγματος 

εύρεσης δειγματικού χώρου θα μπορούσαν να δώσουν τον ζητούμενο ορισμό 

επιβεβαιώθηκε σε ορισμένες σωστές απαντήσεις. Από τις λανθασμένες απαντήσεις 

επικράτησε η αναδιατύπωση του όρου δειγματικός χώρος, ως χώρος δείγματος.  

Στη δεύτερη ερώτηση, το ποσοστό επιτυχίας παρέμεινε το ίδιο, στο 16% των 

τελειόφοιτων μαθητών, όπως επίσης και οι ελλείπουσες τιμές. Παρατηρήθηκε το 

ίδιο λάθος με την αναδιατύπωση της εκφώνησης. Οι μαθητές απομόνωσαν από την 

εκφώνηση του ορισμού της πιθανότητας το «πιθανότητα να συμβεί ένα 

ενδεχόμενο» και το χρησιμοποίησαν ως απάντηση. 

Στην τρίτη ερώτηση, που αφορούσε στον ορισμό του βέβαιου ενδεχομένου, 

σημειώθηκε ως συχνότερο λάθος η απάντηση «το σίγουρο». Μόλις το 17% το 

μαθητών όρισε σωστά το βέβαιο ενδεχόμενο. 

Στο τέταρτο πρόβλημα, ζητήθηκε η αναγνώριση του δειγματικού χώρου από μια 

εικόνα και, ακολούθως, η καταγραφή του. Η μεταφορά από την αντίληψη της 

εικονικής αναπαράστασης σε μαθηματικό συμβολισμό επιτεύχθηκε από το 21% των 

μαθητών. Η εκφώνηση έλεγε «Να βρείτε το δειγματικό χώρο, αν τραβήξει τυχαία 

ένα φύλλο», οι περισσότεροι μαθητές εστίασαν στο «αν τραβήξει τυχαία ένα 

φύλλο» με αποτέλεσμα να δώσουν την πιθανότητα να πάρουμε στη τύχη ένα φύλλο 

ή να κάνουν μια δική τους επιλογή φύλλου. 

Στο πέμπτο ερώτημα, διατυπώθηκε μια έκφραση που αφορούσε στο αδύνατο 

ενδεχόμενο και καλούσε τους μαθητές να την χαρακτηρίσουν ως σωστή ή λάθος. Η 

πιο σημαντική παρατήρηση στη συγκεκριμένη ερώτηση είναι το πολύ μικρό 

ποσοστό του 5% που δεν απάντησε στο ερώτημα. Είναι κατανοητή η ευκολία της 

επιλογής μίας απάντησης αντί της σκέψης και διατύπωσής της, και αυτό 

αποδείχθηκε. Εξίσου σημαντικό είναι και το σχετικά χαμηλό ποσοστό επιτυχίας της 

ερώτησης (30%), ειδικά αν συμμεριστούμε τον παράγοντα τύχης και την αυξημένη 

πιθανότητα που είχε η τυχαία επιλογή κάποιου μαθητή να ήταν και η σωστή 

απάντηση. 

Στην έκτη ερώτηση, από ένα τηλεπαιχνίδι που χαρίζει στο νικητή ένα ταξίδι, οι 

μαθητές είχαν να υπολογίσουν την πιθανότητα να κερδίσει αγόρι, από τις επιλογές 

αγόρι ή κορίτσι, και να πάει Παρίσι, από τις επιλογές Ρώμη ή Λονδίνο ή Παρίσι, 

αγνοώντας το μέσο μεταφοράς, τρένο ή αεροπλάνο. Όπως επισημάνθηκε, τα παιδιά 
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διδάσκονται την Αρχή της Απαρίθμησης στην Α’ και Β’ Γυμνασίου, εντούτοις, δε 

φάνηκε να είναι εξοικειωμένα με την εφαρμογή της, με αποτέλεσμα να απαντήσει 

σωστά μόνο το 15% των παιδιών. Το σημαντικότερο και πιο συχνό λάθος ήταν η 

απουσία της Αρχης Απαρίθμησης από την πιθανολογική σκέψη των μαθητών και 

συνεπώς από τη λύση τους. 

Στην έβδομη ερώτηση, με μορφή πολλαπλής επιλογής, το πείραμα τύχης αφορούσε 

στην πιθανότητα να επιλεγεί αριθμός πολλαπλάσιος του δύο ανάμεσα στους 

αριθμούς 1 έως 9. Η συγκεκριμένη ερώτηση συγκέντρωσε ένα από τα μεγαλύτερα 

ποσοστά επιτυχίας, συγκεκριμένα, 43% των παιδιών επέλεξε τη σωστή απάντηση 

ανάμεσα στις πέντε επιλογές. Σημαντική παρατήρηση είναι το χαμηλό ποσοστό του 

6% των μαθητών που δεν έκαναν καμία επιλογή. 

Στο όγδοο ερώτημα, έγινε περιγραφή ενός βέβαιου ενδεχομένου και ζητήθηκε η 

πιθανότητα αυτού. Το ποσοστό επιτυχίας ανέβηκε στο 26% και αυτό ενίσχυσε το 

συμπέρασμα πως οι μαθητές, από τις τρεις βασικές έννοιες που μελετούμε, 

αντιλαμβάνονται καλύτερα το βέβαιο ενδεχόμενο. Η λανθασμένη χρήση του τύπου 

P(A) = 
𝛮(𝛢)

𝛮(𝛺)
 αποτέλεσε το πιο συχνό λάθος. 

Στην ένατη ερώτηση, ζητήθηκε ο δειγματικός χώρος από την περιστροφή δύο 

τροχών και η πιθανότητα του ενδεχομένου να έρθει ως ένδειξη στον πρώτο τροχό ο 

αριθμός 3 και στον δεύτερο περιττός αριθμός. Αντίστοιχα με την έκτη ερώτηση, δεν 

έγινε σωστή εφαρμογή της Αρχής Απαρίθμησης, αλλά, επιπρόσθετα, οι 

περισσότεροι μαθητές επέλεξαν να δώσουν είτε το δειγματικό χώρο είτε την 

πιθανότητα. Ως αποτέλεσμα αυτών, το ποσοστό επιτυχίας είναι μόλις 9%. 

Στο ερώτημα δέκα, υπήρχε η ρίψη δύο ζαριών και η πρόβλεψη «το άθροισμα των 

ρίψεων θα κάνει 14». Το 26% των μαθητών αντιλήφθηκε το αδύνατο ενδεχόμενο 

που περιέγραφε η πρόβλεψη και απάντησε σωστά, αιτιολογώντας την απάντηση 

όπως του ζητήθηκε. Από το 25% των λανθασμένων απαντήσεων, στο 23% έλειπε η 

αιτιολόγηση, αλλά κάθε σωστή απάντηση χωρίς αιτιολόγηση θεωρήθηκε 

λανθασμένη. 

Στην ερώτηση έντεκα, η εκφώνηση αφορούσε στο δειγματικό χώρο αγώνων 

ποδοσφαίρου ανάμεσα σε τέσσερις ομάδες. Ως ένας οικείος θεματικός άξονας 

αναμέναμε ψηλό ποσοστό επιτυχίας, παρ’ όλα αυτά μόνο το 13% των μαθητών 

απάντησε σωστά. Έγινε παρερμηνεία του προβλήματος, με διαφορετικές εκδοχές 

από τους περισσότερους μαθητές. 

Στην ερώτηση δώδεκα, η εκφώνηση ήταν αντίστοιχη της δέκα και αφορούσε στο 

αδύνατο ενδεχόμενο, το άθροισμα των ενδείξεων δύο ζαριών να κάνει 1. Η 

απάντηση έπρεπε να αιτιολογηθεί. Επίσης, υπήρχε μια εικόνα με τις έξι πιθανές 
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ενδείξεις του ζαριού. Το 24% των μαθητών απάντησε σωστά και αυτό δείχνει πως η 

υφιστάμενη εικόνα δεν ενίσχυσε θετικά το ποσοστό επιτυχίας.  

Στο ερώτημα δεκατρία, καταγράφεται το δεύτερο πιο ψηλό ποσοστό επιτυχίας 

(51%) και, λόγω της μορφής πολλαπλής επιλογής, χαμηλό ποσοστό των παιδιών 

(10%) δεν απάντησε. Η εκφώνηση αφορούσε στη ρίψη ενός κέρματος και 

ακολούθως ενός ζαριού, με συγκεκριμένη σειρά ρίψης. Οι μαθητές δεν έδειξαν να 

δυσκολεύονται στην κατανόηση της σειράς ρίψεων και αυτό επιβεβαιώνεται από το 

χαμηλό ποσοστό που συγκέντρωσε η επιλογή με λανθασμένη σειρά στις ρίψεις 

(11%).  

Στην ερώτηση δεκατέσσερα, σε μορφή πολλαπλής επιλογής, ζητήθηκε το βέβαιο 

ενδεχόμενο ανάμεσα σε πέντε επιλογές, για μια τυχαία επιλογή ημέρας της 

εβδομάδας. Το ποσοστό επιτυχίας της είναι, με διαφορά από τα υπόλοιπα, το 

υψηλότερο (92%) και το ποσοστό των μαθητών που δεν έκαναν καμια επιλογή 

απάντησης, και πάλι με διαφορά, το χαμηλότερο (2%). Με αυτά τα ποσοστά 

επιβεβαιώνεται το συμπέρασμα πως η μορφή πολλαπλής επιλογής είναι σαφώς η 

πιο εύκολη για τους μαθητές, χωρίς να βοηθάει ιδιαίτερα τον εκπαιδευτικό να 

εντοπίσει αδυναμίες και τυχόν ελλείψεις. 

Στην ερώτηση δεκαπέντε, ο θεματικός άξονας ήταν ο δειγματικός χώρος και το 

πείραμα τύχης ήταν η επιλογή ενός ομόχρωμου ζευγαριού καλτσών. Παρόλο που 

ήταν πολλαπλής επιλογής, είχε ποσοστό επιτυχίας 12% και 9% κενών απαντήσεων. 

Αυτό αποτέλεσε την αφορμή για το συμπέρασμα πώς πολλές ερωτήσεις πολλαπλής 

επιλογής με κοινό θεματικό άξονα, εμπλουτίζουν τα πορίσματα του εκπαιδευτικού 

για τις γνώσεις των μαθητών, αντ’ αυτού, ίσως ο συνδυασμός διάφορων μορφών 

εκφώνησης να αποτελεί μια καλύτερη επιλογή. 

Συμπερασματικά, και λαμβάνοντας υπ’ όψιν τα όσα αναγράφονται στο θεωρητικό 

μέρος σε συνδυασμό με τα αποτελέσματα της έρευνας, αποδεικνύεται ότι η 

διδασκαλία των στοχαστικών μαθηματικών είναι σε στάδια ανανέωσης. Ερευνάται 

ο συλλογιστικός τρόπος που αντιμετωπίζουν οι μαθητές τα πιθανολογικά 

προβλήματα, αλλά και ο τρόπος προσέγγισης των πιθανοτικών εννοιών από τους 

εκπαιδευτικούς. Με αφορμή τη σύσταση να μην αγνοούνται κατά τη διδασκαλία οι 

διαισθήσεις των μαθητών, που έγινε από τους Fischbein & Gazit (1984) και τα 

αποτελέσματα της παρούσας έρευνας, που δόθηκαν αναλυτικά πιο πάνω, η 

διεξαγωγή μιας αναγνωριστικής εξέτασης, πιθανόν σε μορφή γραπτού δοκιμίου με 

συνδυασμό δύο ή και περισσότερων μορφών εκφωνήσεων, πριν την έναρξη της 

διδακτικής των πιθανοτήτων, ίσως επιτύχει τον εντοπισμό των λανθασμένων 

πεποιθήσεων των μαθητών από τους εκπαιδευτικούς, αλλά και την επιλογή 

κατάλληλης ροής διδασκαλίας. Ύστερα από τα παραπάνω, σε επόμενο στάδιο 

θεωρείται χρήσιμο να πραγματοποιηθεί μια νέα έρευνα στα πλαίσια της οποίας, 

αφού δημιουργηθεί ή επιλεγεί ένα υφιστάμενο πρόγραμμα προσομοιώσεων, γίνει 
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χρήση του στις αίθουσες διδασκαλίας, ώστε να ερευνηθεί κατά πόσο μπορεί να 

βελτιωθεί η αποτελεσματικότητα της διδασκαλίας από αυτό το μοντέλο.  

Έχοντας ενστερνιστεί τις προηγούμενες έρευνες, η παρούσα έρευνα ευελπιστεί να 

συνεισφέρει στην υπάρχουσα βιβλιογραφία για τις πιθανότητες και να αποτελέσει 

αφορμή για περαιτέρω διερεύνηση με κύριο στόχο τη βελτίωση του εκπαιδευτικού 

συστήματος και της γνώσης που μεταλαμπαδεύει.  
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