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και

Αντ́ιστροφα Προβλήματα
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Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου κ. Αντώνιο Χαραλαμπό-
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Συναρτήσεις Φραγμένης Κύμανσης

και

Αντ́ιστροφα Προβλήματα

Περ́ιληψη

Στην πλειονότητά τους οι τεχνικές αντιστροφής που αφορούν στον προσδιορισμό των κατα-
νεμημένων παραμέτρων ενός φυσικού συστήματος ή στην αν́ιχνευση ατελειών (ρωγμές, κοι-
λότητες, εγκλεισμόι) που εμφαν́ιζονται εντός των φυσικών δομών διαχωρ́ιζουν τη φυσική
και γεωμετρική ανακατασκευή. Η υλοπόιησή τους απαιτέι την κατανόηση και ανάλυση του
φυσικού φαινομένου, τη δυνατότητα διεξαγωγής κατάλληλων μετρήσεων, τη διαμόρφωση
του μαθηματικού μοντέλου που περιγράφει το σύστημα και το σχεδιασμό της αντ́ιστοιχης

αριθμητικής μεθόδου ανακατασκευής. Όλα τα παραπάνω αποτελούν τα πλέον σημαντικά
βήματα για την επ́ιλυση του αντ́ιστροφου προβλήματος· δηλαδή, τον εντοπισμό της θέσης
και του σχήματος της ανομοιογένειας και τον προσδιορισμό των φυσικών ιδιοτήτων της.
Ωστόσο, η αναπτυχθέισα μεθοδολογ́ια και η αποτελεσματικότητα αυτής καθορ́ιζονται από
την a priori επιλογή του συναρτησιακού χώρου που αναμένεται να ανήκουν οι άγνωστοι
συντελεστές του συστήματος. Το παρόν έργο υιοθετέι μια νέα προσέγγιση με σκοπό να
άρει τον παραδοσιακό διαχωρισμό φυσικής και γεωμετρ́ιας. Ειδικά, προτέινει τον χώρο των
συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης (space of functions of bounded variation (BV )) ως το
καταλληλότερο συναρτησιακό πλάισιο για να φιλοξενέι τις λύσεις του αντ́ιστροφου προβλή-
ματος, αξιοποιώντας το κύριο εγγενές χαρακτηριστικό των BV− συναρτήσεων να φέρουν
στο πεδ́ιο ορισμού τους την ιδιότητα της πεπερασμένης ασυνέχειας. Με βάση αυτή τη
συνθήκη, ο προσδιορισμός τους σημάινει την εύρεση των φυσικών αλλά και γεωμετρικών
ιδιοτήτων του συστήματος, ορ́ιζοντας ένα ενιάιο πλάισιο αντιστροφής που ανταποκρ́ινε-
ται στην πραγματικότητα των εφαρμογών και μας επιτρέπει να εμβαθύνουμε στη φυσική

ερμηνέια των φαινομένων.
Η παρούσα πρόταση εστιάζει στην επ́ιλυση του αντ́ιστροφου προβλήματος ανακατα-

σκευής ανομοιογενειών που εμφαν́ιζονται ως διακριτά ομογενή σώματα εντός πεπερασμένου

χωρ́ιου, βάσει της παραδοχής ότι οι άγνωστες παράμετροι του μοντέλου, που περιγράφει το
πρόβλημα, ανήκουν στον χώρο BV . Η υλοπόιηση του θέματος ξεκινά με την επ́ιλυση του
αντ́ιστροφου προβλήματος προσδιορισμού της αγωγιμότητας, α(x), ενός αγώγιμου μέσου,
από επιφανειακές μετρήσεις στη μορφή του Calderón τελεστή, υπό τη θεώρηση ότι α ∈ BV
(Κεφ. 2). Η ακολουθούμενη μεθοδολογ́ια συν́ισταται στην κατασκευή ενός σχήματος ελα-
χιστοπόιησης που εμπλέκει τα χαρακτηριστικά του ευθέος και αντ́ιστροφου προβλήματος

με τη BV− δομή της άγνωστης συνάρτησης α, συνθέτοντας ένα αποδοτικό σχήμα α-
νακατασκευής. Η επικαιροπόιηση του συναρτησιακού ελαχιστοπόιησης συντελέιται με μια
επαναληψιμότητα υβριδικού τύπου, όπου τα υπεισερχόμενα φυσικά πεδ́ια αναζητούνται στον
χώρο Sobolev H1, αλλά ο συντελεστής α έχει χαρακτηριστικά συνάρτησης φραγμένης κύ-
μανσης. Κάτι τέτοιο πραγματοποιέιται με την εισαγωγή μιας βοηθητικής μεταβλητής, ω(x),
που συνοδεύει τις παραγώγους της α(x) και δρα ως ομαλοποιητής των ασυνεχειών της.
Υιοθετούμε τη δϋική προσέγγιση “Half-Quadratic Minimization Approach”, που βιβλιο-
γραφικά κατατάσσεται στις τεχνικές αποκατάστασης εικόνας, ενσωματώνοντας τη μετα-
βλητή ω στον όρο ομαλοπόιησης του προβλήματος. Αυτή η διαδικασ́ια ορ́ιζει ένα χρηστικό
τύπο κανονικοπόιησης για την αριθμητική υλοπόιηση του προβλήματος. Στα πλάισια εφαρ-
μογής της δϋικής τεχνικής, η βοηθητική μεταβλητή ω χειρ́ιζεται μ́ια υποψήφια συνάρτηση α
τη φορά και βάσει αυτού του κανόνα, το σχήμα ελαχιστοπόιησης βελτιστοποιέιται σε κάθε
επανάληψη ώστε να συγκλ́ινει σταδιακά στην αναζητούμενη διεπιφάνεια. Γενικά, σε αυτά τα
προβλήματα οι κλασικές μέθοδοι βελτιστοπόιησης εμφαν́ιζουν πολλά τοπικά ελάχιστα. Για
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την αντιμετώπιση τέτοιων δυσκολιών, αξιοποιούμε περαιτέρω τη δϋική μεταβλητή ω για να
εισάγουμε στο πρόβλημα ελαχιστοπόιησης a priori πληροφορ́ια σχετικά με την πιθανή θέση
των κρυμμένων διεπιφανειών. Το κατασκευασμένο συναρτησιακό ελαχιστοπόιησης μαζ́ι με
την προαναφερθέισα επιπρόσθετη ιδιότητα της μεταβλητής ω συνιστούν την προτεινόμενη
μέθοδο αντιστροφής. Τεκμηριώνουμε τη μέθοδο θεωρητικά και παρουσιάζουμε αριθμητικά
αποτελέσματα ανακατασκευής ενδεικτικών διδιάστατων αγώγιμων προφ́ιλ πιστοποιώντας

την καταλληλότητά της.
Η προηγούμενη έρευνα οδήγησε στην επινόηση ενός καινοτόμου σχήματος ανακατα-

σκευής, που αξιοποιέι τα χαρακτηριστικά της half-quadratic προσέγγισης και ταυτόχρονα
διατηρέι την BV− ταυτότητα των συντελεστών α καθ’ όλη τη διάρκεια της ελαχιστο-
πόιησης. Το Κεφάλαιο 3 περιγράφει την επ́ιλυση του αντ́ιστροφου προβλήματος της α-
γωγιμότητας με αυτό το εναλλακτικό σχήμα ανακατασκευής. Η επονομαζόμενη “Dual
Self-Monitored TV− inversion” τεχνική χειρ́ιζεται ισοδύναμα τα πεδ́ια α και ω, αναπτύσ-
σοντας ένα διπλό μηχανισμό ελέγχου· στη δϋική μεταβλητή ω και μέσω αυτής στο φορέα
των ασυνεχειών της α. Η αντ́ιστοιχη αριθμητική μέθοδος επιτρέπει την αντιμετώπιση με-
γαλύτερου εύρους ανομοιογενών προφ́ιλ, ενώ απαιτέι λιγότερη υπολογιστική ισχύ καθώς
συγκλ́ινει μετά από μ́ια κλήση του αλγορ́ιθμου σε ένα τοπικό ελάχιστο (α, ω). Η υπολο-
γιστική απόδοση της μεθόδου εξετάζεται στις πειραματικές πλατφόρμες αντιστροφής του

Κεφαλάιου 2, αλλά και σε μια ιδιόμορφη γεωμετρικά περ́ιπτωση ανομοιογένειας, με τις εξα-
γόμενες λύσεις να μαρτυρούν μια εντυπωσιακά ακριβή ανακατασκευή, ακόμη και παρουσ́ια
ενθόρυβων δεδομένων.
Στη συνέχεια, το έργο ασχολέιται με δύο τύπους αντ́ιστροφων προβλημάτων που διατυ-

πώνονται στα πλάισια της ελαστικότητας (Κεφ. 4). Αρχ́ιζουμε με τη μελέτη του αντ́ιστρο-
φου προβλήματος προσδιορισμού των ελαστικών σταθερών του Lamé σε ένα διδιάστατο
γραμμικό και ισότροπο ελαστικό μέσο. Υποθέτουμε ότι οι αναζητούμενοι συντελεστές
Lamé λ, µ έιναι μέλη του χώρου BV , α = (λ, µ) ∈

(
BV

)2, και αποσκοπούμε στον ταυ-
τόχρονο προσδιορισμό τους. Η υλοπόιηση αυτού του στόχου αντανακλά στην ιδέα του
διπλού μηχανισμού ελέγχου που εφαρμόζεται στο Κεφάλαιο 3 για τον προσδιορισμό μιας
BV− αγωγιμότητας. Η σχεδιασμένη τεχνική αντιστροφής επεκτέινεται στη διανυσματική
περ́ιπτωση της 2d− ελαστικότητας αποτελώντας τη γενικευμένη εκδοχή του σχήματος ανα-
κατασκευής της διανυσματικής μεταβλητής (α, ω). Εφαρμόζουμε τη μέθοδο για τον προσ-
διορισμό ενός σύνθετου υλικού επιλύοντας το αντ́ιστροφο πρόβλημα σε αντιπροσωπευτικές

ελαστικές δομές που περιγράφονται από τις Lamé σταθερές τους. Το καταληκτικό σχήμα
ελαχιστοπόιησης επιτυγχάνει εξ́ισου ακριβή αποτελέσματα ανακατασκευής με τη βαθμωτή

περ́ιπτωση της αγωγιμότητας.
Τέλος, επιθυμούμε να δημιουργήσουμε ένα ανάλογο μοτ́ιβο ελαχιστοπόιησης για το αντ́ι-
στροφο πρόβλημα αν́ιχνευσης μιας επ́ιπεδης ρωγμής σε συνεχές ισότροπο και ομογενές

ελαστικό μέσο, στηριζόμενοι στην υπόθεση ότι και το ίδιο το ελαστικό πεδ́ιο θα μπορούσε
να έχει τη δομή μιας BV− συνάρτησης. Αποδ́ιδουμε στη βοηθητική συνάρτηση r(x) το
ρόλο της δϋικής μεταβλητής ω(x) και αναπτύσσουμε ένα σχήμα κανονικοπόιησης βάσει της
αποδοτικής αλληλεπ́ιδρασης της r με την L1− νόρμα των ελαστικών μετατοπ́ισεων, με στό-
χο τον εντοπισμό μ́ιας ρωγμής σε άπειρο ελαστικό επ́ιπεδο. Επιχειρούμε την αντιστροφή για
διαφορετικές υλοποιήσεις του μήκους και της θέσης της ρωγμής με ένα ζεύγος επιφανεια-
κών δεδομένων σε κάθε περ́ιπτωση. Γ́ινεται σαφές πως μια τέτοια προσέγγιση αποτελέι ένα
πρώτο στάδιο υλοπόιησης, καθώς το γενικότερο πρόβλημα έιναι πολυπαραμετρικό. Στην
πράξη, πολλές εκδοχές αυτού του αντ́ιστροφου προβλήματος προκύπτουν σε διαφορετικά
φυσικά πλάισια και αντ́ιστοιχα λαμβάνουν υπόψιν διάφορους περιορισμούς ανάλογα με το

πρακτικό πεδ́ιο εφαρμογής και το ζητούμενο της μελέτης. Παρ’ όλα αυτά, τα αποτελέσμα-
τα των προσομοιώσεων παροτρύνουν τη χρήση του προτεινόμενου σχήματος αντιστροφής

στην εν λόγω περ́ιπτωση.
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Bounded Variation Functions
and

Inverse Problems

Abstract

The majority of inverse techniques aiming at the identification of distributed physical
parameters or the detection of buried objects of a geometrical nature (cracks, cavities,
inclusions) embedded in the physical structures distinguish the physical from the geome-
tric reconstruction. Their implementation entails the understanding and analysis of the
physical phenomenon, the possibility of measurements extraction, the formulation of the
mathematical model describing the system and the development of the corresponding
numerical reconstruction method. The requirements outlined above consist the most
important steps in solving an inverse problem, i.e., determining the position and the
shape of the inhomogeneity as well as identifying its physical characteristics. However,
the investigation method and its effectiveness depend strongly on the a priori choice of
the functional space in which the unknown system’s coefficients belong to. The present
work adopts a new approach in an effort to bridge the traditional gap between physics
and geometry. Namely, it designates the space of functions of bounded variation (BV )
as the most appropriate functional setting hosting the solutions of inverse problems, ex-
ploiting the main intrinsic characteristic of BV− functions to embed their discontinuity
surfaces in the formation of their domain of definition. Accordingly, their investigation
implies the identification of system’s physical and geometrical features, providing an
undivided inversion tool which complies with the real-world applications and allows us
to look further into the physical interpretation of the phenomena.

In the current work, emphasis is given to the problem of reconstructing inhomoge-
neities represented by discrete homogeneous bodies lying into finite domains, under the
assumption that the unknown parameters of the model describing the inverse problem
belong to the BV− space. Thesis’ context starts with solving the inverse problem of
determining the conductivity function, α(x), of a conductive medium, from boundary
measurements in the form of the Calderón operator, considering that α ∈ BV (Ch. 2).
The designed herein methodology deals with a constructed minimization scheme impli-
cating both the characteristics of the direct and inverse conductivity problem with the
unknown BV− conductivity function, constituting a competent reconstruction scheme.
Functional updating is implemented via a dual iterative scheme, where the related po-
tential fields are located in the Sobolev space H1, but the coefficient conductivity carries
the BV− structure. This is accomplished by introducing an auxiliary function, ω(x), for
accompanying α’s gradients acting as a mollifier of conductivity’s discontinuity surfaces.
We adopt the dual approach “Half-Quadratic Minimization Approach”, encountered in
bibliography as an image restoration technique, incorporating the variable ω into the
regularization of the problem. This process defines a useful regularization type for the
subsequent numerical implementation. In the realm of the half-quadratic technique, the
variable ω is handling one at a time candidate function α and on the basis of this rou-
tine the minimization scheme is being optimized at every iteration so as to converge
progressively to the sought interfaces. In general, the classical optimization techniques
for defect identification exhibit local minima. To circumvent such pitfalls, we have taken
further advantage of the dual variable ω by introducing into the minimization problem
prior information about the possible location of the hidden discontinuity surfaces. The
constructed minimization functional in conjunction with the aforementioned additio-
nal role of ω establish the presented inversion method. We validate and illustrate our
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theoretical results with numerical tests of some indicative two-dimensional conductivity
profiles showing the efficiency of the method.

The previous investigation led to the invention of a novel reconstruction scheme,
which involves the duality of the half-quadratic approach and concurrently maintains
the BV− structure of the coefficients α throughout the optimization process. Chapter 3
solves the inverse conductivity problem via this innovative reconstruction scheme. The
denominated “Dual Self-Monitored TV− inversion” technique treats equivalently the
fields α and ω activating a monitoring mechanism controlling the dual variable ω, which
simultaneously monitors the jump set of α. The developed numerical method permits
the identification of a wider range of inhomogeneity profiles and at the same time with
lower computational cost, as it converges in one algorithmic step to a local minimum
(α, ω). The method’s performance is demonstrated on the simulation phantoms of Cha-
pter 2 and additionally a more involved inclusion case has been investigated, with the
numerical results revealing an impressively accurate reconstruction, even in the presence
of noisy data.

Next, the work is devoted to two types of inverse problems arising in the context of
elasticity (Ch. 4). First, we study the inverse problem of identifying the Lamé moduli
in a two-dimensional linear and isotropic elastic medium. We focus on the simultaneous
recovery of both the Lamé coefficients λ, µ, considering them as bounded variation func-
tions, α = (λ, µ) ∈

(
BV

)2. The realization of this purpose invokes the concept of the
dual monitoring mechanism implemented in Chapter 3 for the identification of a BV−
conductivity. The suggested therein parameter identification approach has been exten-
ded to the vectorial case of the 2d− linearized elasticity, defining a generalization of the
reconstruction scheme on the vector variable (α, ω). We employ the framework of the
reconstruction of representantive elastic structures described by their Lamé parameters
for the identification of a bimaterial. The resulting minimization scheme yields exact
reconstruction solutions in accordance with the scalar conductivity case.
Finally, we would like to create an analogous minimization pattern for the inverse pro-
blem of identifying a planar crack in a continuous isotropic and homogeneous elastic
medium, derived from the hypothesis that the elastic field itself could support a BV−
structure. We recast the dual variable ω(x) with the auxiliary variable r(x) and schedule
a regularization term based on connecting efficiently the variable r along with the L1−
norm of the displacement fields, for the purpose of crack identification in an infinite ela-
stic plane. We recur the inversion for different implementations varying with the length
and the position of the crack generating a single boundary data pair each time. It turns
out obviously that such an approach constitutes only a first stage in the implementation
regime of this inverse problem, since the general problem is multiparametric. In prac-
tice, many variations of this problem type can be found in different physical contexts
and are accordingly subject to several limitations depending on the practice area and
the research objectives. Nevertheless, the simulation results promote the applicability
of the proposed inversion technique to this testing case.
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Περ́ιληψη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i
Abstract . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

1 Εισαγωγή 1
1.1 Τα αντ́ιστροφα προβλήματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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2.2.1 Κυρτότητα και κάτω ημισυνέχεια . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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3.4.3 Το πρόβλημα “Dolphin” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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4.1.2 Το δϋικό σχήμα κανονικοπόιησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Το 1862 ο Δαρβ́ινος προέβλεψε την ύπαρξη ενός άγνωστου έιδους σκόρου, στη Μαδαγα-
σκάρη, με έντεκα ίντσες προβοσκ́ιδα [1]. Η πρόβλεψή του αυτή βασ́ιστηκε στην παρατήρηση
της ορχιδέας Angraecum sesquipedale, η οπόια διαθέτει νεκταροφόρο πλήκτρο μήκους έως
30 εκ., και μόνο ένα έντομο με αντ́ιστοιχα μακριά γλώσσα θα μπορούσε να φτάσει στο
νέκταρ των άνθεών της. Πράγματι, σαράντα χρόνια μετά περιγράφηκε η νυχτοπεταλούδα
Xanthopan morganii praedicta με γλώσσα που φτάνει τα 30 εκ.
Γενικά, στις εντομολογικές έρευνες της δυναμικής πληθυσμών, όπως για παράδειγμα στη
μελέτη της ποικιλ́ιας των σκόρων, ένας από τους πρώτους συλλογισμούς στον οπόιο κανέις
«ευθέως» οδηγέιται έιναι η πηγή τροφής αυτού του πληθυσμού, και σ́ιγουρα όχι αυτός του
Δαρβ́ινου. Η ανατρεπτική πορέια σκέψης του αποτελέι αντιπροσωπευτικό παράδειγμα του
«αντ́ιστροφου συλλογισμού», που χαρακτηρ́ιζει τα αντ́ιστροφα προβλήματα και ορ́ιζεται ως
ακριβώς το αντ́ιστροφο της «ευθέιας» πορέιας σκέψης.
Στο επιστημονικό μαθηματικό πλάισιο, τα αντ́ιστροφα προβλήματα συν́ιστανται εν γέ-

νει στο να γνωρ́ιζει κανέις την απόκριση ενός συστήματος, στο οπόιο δεν έχει άμεση πρό-
σβαση, σε συγκεκριμένο τύπο διεγέρσεων (αποτέλεσμα) και μέσω αυτού του συνδυασμού
δεδομένων να αντλέι πληροφορ́ιες για τη σύστασή του (άιτιο). Ο όρος σύσταση αναφέρεται
σε εγγενή χαρακτηριστικά του συστήματος που περιγράφουν συνήθως τη γεωμετρ́ια ή τη

φυσική του δομή. Οι φυσικές και γεωμετρικές προσδιοριστέες παράμετροι του συστήμα-
τος έχουν a priori γνωστές ιδιότητες βάσει των οπόιων κατατάσσονται σε κατάλληλους
μαθηματικούς χώρους.
Τα αντ́ιστροφα προβλήματα έιναι πρακτικά μη-καλώς τοποθετημένα, αφού εκ κατασκευ-

ής μοντελοποιούν φυσικές καταστάσεις όπου οι παράμετροι του μοντέλου έιναι άγνωστες.
Από τις τρεις ιδιότητες Hadamard που διέπουν ένα καλώς ορισμένο πρόβλημα, η ευστά-
θεια έιναι συνήθως που παραβιάζεται. Ακόμα και η διερεύνηση της ύπαρξης μ́ιας λύσης
τους όμως αποτελέι ένα ιδιαιτέρως απαιτητικό, από θεωρητικής σκοπιάς, εγχέιρημα. Πέρα
από την ασταθή διαδικασ́ια της αντιστροφής σε σύγκριση με την ευθέια πορέια επ́ιλυσης,
μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει η άρρηκτη σύνδεση της επιλυσιμότητας με τον χώρο που

φιλοξενέι την επιδιωκόμενη λύση [2]. Ανάλογα με τον προεπιλεγμένο συναρτησιακό χώρο
αναπτύσσονται διαφορετικές τεχνικές ανακατασκευής των ιδιοτήτων του συστήματος.
Η ακολουθούμενη μέχρι τώρα πρακτική στην έρευνα των αντ́ιστροφων προβλημάτων

διαχωρ́ιζει την αναζήτηση των γεωμετρικών και φυσικών χαρακτηριστικών του υπό μελέτη

συστήματος. Στο πλάισιο των δυνατοτήτων που προσφέρει η μοντελοπόιηση των συναρ-
τήσεων φραγμένης κύμανσης (functions of bounded variation (BV )) υιοθετέιται μια νέα
προσέγγιση με στόχο τον συγκερασμό των δύο αυτών χαρακτηριστικών. Κάθε BV− συ-
νάρτηση έχει ενσωματωμένο στη δομή της το πεδ́ιο ορισμού της με έναν ενιάιο τρόπο (βλ.
Ενότητα 1.2). Συνεπώς, ο προσδιορισμός της σημάινει ταυτόχρονα τον καθορισμό της
φυσικής δομής αλλά και των γεωμετρικών ιδιαιτεροτήτων του πεδ́ιου ορισμού της, με πρω-
ταρχικής σημασ́ιας εντοπισμό τις διεπιφάνειες εντός του συστήματος. Ειδικότερα, ο χώρος
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των συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης επιτρέπει τις ασυνέχειες πρώτου έιδους, αλλά με
τέτοιο τρόπο ώστε, αν κανέις εισάγει τη διαδικασ́ια παραγώγισης, η παράγωγος μπορέι
και ξεφεύγει από την κλασική έννοια των ολοκληρωτέων κατά Sobolev συναρτήσεων και
καθ́ισταται μέτρο Dirac. Αυτό το μέτρο έχει ως φορέα του τις διεπιφάνειες, στις οπόιες
και συντελούνται οι φυσικές αλλαγές του συστήματος και οι οπόιες γενικότερα αποτελούν

τα πιο κρ́ισιμα σημειοσύνολα ανακατασκευής των εφαρμογών. Έτσι, η κλασική θεωρ́ια των
χώρων Sobolev συμπληρώνεται με αυτή του χώρου BV .

1.1 Τα αντ́ιστροφα προβλήματα

«Τα αντ́ιστροφα προβλήματα έιναι πολύ καινούργια και πολύ παλιά» [1]. Τα σύγχρονα υψη-
λής τεχνολογ́ιας μηχανήματα στην ιατρική επεξεργασ́ια εικόνας αποτελούν ουσιαστικούς

λύτες αντ́ιστροφων προβλημάτων· ανακατασκευάζουν δύο ή τριών διαστάσεων αντικέιμενα
από προβολές. Περισσότερο από δύο χιλιάδες χρόνια πριν, ο Πλάτωνας, στο έβδομο βιβλ́ιο
της Πολιτέιας, θέτει το ίδιο πρόβλημα στην αλληγορ́ια του σπηλάιου, όπου αναλογ́ιζεται
τις φιλοσοφικές επιπτώσεις μιας ανακατασκευασμένης πραγματικότητας. Πιο συγκεκρι-
μένα, περιγράφει ένα σύνολο ανθρώπων που ζουν όλη τους τη ζωή αλυσοδεμένοι σε μια
σπηλιά, με το κεφάλι τους στερεωμένο και ακ́ινητο, ώστε να κοιτάζουν μόνο μπροστά,
στον τόιχο της σπηλιάς. Οι δεσμώτες βλέπουν τις σκιές που σχηματ́ιζονται στον τόιχο
από αντικέιμενα που περνούν μπροστά από μια φωτιά στο π́ισω μέρος της σπηλιάς και τις

ονοματ́ιζουν. Έιναι οι σκιές των ομοιωμάτων που κρατούν οι άνθρωποι π́ισω τους, καθώς
περπατούν μπροστά από τη φωτιά. Οι σκιές συνιστούν την πραγματικότητα των φυλακι-
σμένων - μια πραγματικότητα δέσμια των εντυπώσεών τους και όχι «αληθινή» - μέχρι που
κάποια μέρα καταφέρνουν να ελευθερωθούν και ανακαλύπτουν ότι η πραγματικότητά τους

δεν έιναι αυτή που νόμιζαν.
Το αντ́ιστροφο πρόβλημα προκύπτει από τη διατύπωση του ευθέος προβλήματος «προς

τα π́ισω», δηλαδή με τον αντ́ιστροφο τρόπο, προϋποθέτοντας φυσικά την ύπαρξη του τελευ-
τάιου. Το σύνηθες ευθύ πρόβλημα περιγράφει το αποτέλεσμα y για ένα δεδομένο άιτιο x
μέσω μιας ντετερμινιστικής διαδικασ́ιας K: y = Kx. Σε αυτά τα προβλήματα υποθέτουμε
ότι ο τελεστής K έιναι καλώς ορισμένος και συνεχής, έτσι ώστε για κάθε άιτιο x υπάρχει
μοναδικό αποτέλεσμα y και μικρές αλλαγές στο x συνεπάγονται μικρές αλλαγές στο y.
Βάσει ενός τέτοιου τύπου προβλήματος, δύο έιδη αντ́ιστροφων προβλημάτων προκύπτουν
αμέσως: αυτό της αιτιότητας (δεδομένων των K, y, υπολόγισε το x) και αυτό του προσ-
διορισμού του μοντέλου (δεδομένων των x, y, υπολόγισε το K).

Εικόνα 1.1

Τ́ι προκαλέι όμως ένα δεδομένο αποτέλεσμα; Συχνά, αυτή η ερώτηση δεν έχει συ-
γκεκριμένη απάντηση. Ίσως, μερικές φορές μπορούμε να προτέινουμε έναν αριθμό από
διαφορετικά πιθανά άιτια και άλλες να μη μπορούμε να βρούμε ούτε ένα που να δικαιο-
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λογέι αυτό το αποτέλεσμα ή ακόμα, μπορέι να έρθουμε αντιμέτωποι με την κατάσταση
όπου τελέιως ανόμοια άιτια καταλήγουν σε πανομοιότυπα αποτελέσματα. Τα προς μελέτη
μοντέλα τέτοιων αντ́ιστροφων προβλημάτων θεωρούνται στη πλειοψηφ́ια τους γραμμικά,
ερμηνεύοντας έτσι μια απλοποιημένη ή εξιδανικευμένη κατάσταση της φυσικής πραγματι-
κότητας. Ένα πολύ απλό αντ́ιστροφο πρόβλημα που περιγράφει αυτήν τη σχέση αιτιότητας
(βλ. Εικόνα 1.1) προέρχεται από τη στατική: Έστω ένα καλώδιο μεταβλητής πυκνότητας
με τα άκρα του προσαρτημένα σε δύο οριζόντιες στηρ́ιξεις (βλ. Εικόνα 1.2). Υποθέτουμε
ότι η τάση του καλωδ́ιου έιναι σταθερή και ότι η κάθετη παραμόρφωση y σε κάθε σημέιο
του έιναι μικρή σχετικά με το μήκος του. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα διατυπώνεται ως εξής:
Ποια η κατανομή μάζας του καλωδ́ιου που προκαλέι την παρατηρούμενη παραμόρφωση y;
Αν x(s) η πυκνότητα βάρους του καλωδ́ιου, κατασκευάζουμε ένα μοντέλο K για τη σχέση
βάρους-παραμόρφωσης: y = Kx [1].

Εικόνα 1.2

Αντ́ιστοιχα, ένα απλό αντ́ιστροφο πρόβλημα προσδιορισμού του μοντέλου (βλ. Εικόνα
1.3) προέρχεται από το κλασικό μοντέλο δυναμικής των πληθυσμών σε ένα κλειστό σύστη-
μα ή αλλιώς μοντέλο του Malthus [3], σύμφωνα με το οπόιο η ταχύτητα μεταβολής ενός
πληθυσμού έιναι ανάλογη του πλήθους των ατόμων που έιναι παρόντα στο σύστημα σε μια

δεδομένη στιγμή:
du

dt
= ru, (1)

όπου u = u(t) ο πληθυσμός κατά τη χρονική στιγμή t και r ο σταθερός ρυθμός αύξησής
του. Εύκολα προκύπτει ότι το ευθύ πρόβλημα έχει λύση u(t) = u0e

rt, όπου u0 = u(0),
και η παράμετρος r μπορέι να προσδιοριστέι μέσω του υπολογισμού μιας μετέπειτα τιμής
του u, έστω u(1):

r = ln(u(1)/u0).

Τ́ι συμβάινει όμως όταν η παράμετρος r έιναι συνάρτηση του t (π.χ. ρυθμός αναπαραγω-
γικής ικανότητας); Το αντ́ιστροφο πρόβλημα προσδιορισμού της r(t) μπορέι να επιλυθέι
απευθέιας από τη διαφορική εξ́ισωση, δηλαδή

r(t) = du

dt
/u = d

dt
(ln u). (2)

Επομένως, για τον προσδιορισμό της κατανεμημένης παραμέτρου r(t), αρκέι να παρατηρή-
σουμε την ποσότητα u (θεωρέιται θετική) και να εφαρμόσουμε την (2). Η ποσότητα u(t)
όμως αποτελέι το υπολογιστικό δεδομένο και άρα υπόκειται σε υπολογιστικά σφάλματα.
Κάτι τέτοιο μπορέι να έχει δυσάρεστες συνέπειες στην πορέια επ́ιλυσης, όπως εξαιρετικά
ασταθή διαδικασ́ια παραγώγισης. Για παράδειγμα, έστω ότι εισάγουμε μια διαταραχή uε(t)
της u(t). Τότε, η ln u(t) μεταπ́ιπτει στην ln uε(t) και αν υποθέσουμε ότι

ln uε(t) = ln u(t) + ε sin(t/ε2),

όπου ε μικρός θετικός αριθμός, τότε η διαταραχή στην ln u(t) έιναι αρκετά μικρή, ενώ στην
d
dt ln u(t) πολύ μεγάλη [1]:

1
ε

cos(t/ε2).
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Εικόνα 1.3

Γενικότερα, σε αυτή τη κατηγορ́ια αντ́ιστροφων προβλημάτων η «έισοδος» θεωρέιται δε-
δομένο ακρ́ιβειας, ενώ η «έξοδος» υπολογ́ιζεται. Τα δεδομένα εισόδου μπορέι να έιναι
αρχικές ή συνοριακές συνθήκες, εξωτερικές δυνάμεις ή ακόμα και μια γεωμετρική διάταξη.
Η διαδικασ́ια προσδιορισμού ορισμένων παραμέτρων που χαρακτηρ́ιζουν το μοντέλο, με
βάση αυτόν το συνδυασμό δεδομένων εισόδου-εξόδου, έιναι ιδιαιτέρως απαιτητική, καθώς
αμέσως προκύπτουν τα ακόλουθα ζητήματα: Υπάρχει κάποιο μοντέλο που αντιστοιχέι στα
υπάρχοντα δεδομένα (ύπαρξη); Έιναι μόνο ένα ή περισσότερα (μοναδικότητα); Πόσο ευ-
άισθητο έιναι το μοντέλο στα υπολογιστικά σφάλματα των δεδομένων (ευστάθεια); Πώς
κανέις επιτυγχάνει σταθερές αξιόπιστες τιμές για τις παραμέτρους που προσδιορ́ιζουν το

μοντέλο (προσέγγιση);
Οι φυσικές θεωρ́ιες μας επιτρέπουν να κάνουμε προβλέψεις: βάσει μιας πλήρους πε-

ριγραφής ενός φυσικού συστήματος μπορούμε να προβλέψουμε το αποτέλεσμα ορισμένων

μετρήσεων. Η επιστημονική διαδικασ́ια που ακολουθέιται στη μελέτη ενός φυσικού συστή-
ματος διατυπώνεται στα επόμενα τρ́ια βήματα [4]:

(i) Παραμετρικοπόιηση του συστήματος (Parametrization): εύρεση του ελάχιστου συ-
νόλου παραμέτρων των οπόιων οι τιμές χαρακτηρ́ιζουν απόλυτα το σύστημα (σε μια
συγκεκριμένη κατάσταση).

(ii) Ευθέια μοντελοπόιηση (Forward modeling): εύρεση των φυσικών νόμων που επι-
τρέπουν, για δεδομένες τιμές των παραμέτρων του μοντέλου, την πρόβλεψη των
αποτελεσμάτων των μετρήσεων για κάποιες από τις παρατηρήσιμες παραμέτρους.

(iii) Αντ́ιστροφη μοντελοπόιηση (Inverse modeling): χρήση των πειραματικών αποτε-
λεσμάτων των παρατηρήσιμων παραμέτρων για τον προσδιορισμό των πραγματικών

τιμών των παραμέτρων του μοντέλου.

Τα πρώτα δύο βήματα έιναι κυρ́ιως επαγωγικά, ενώ το τρ́ιτο συμπερασματικό. Η διαδικασ́ια
πρόβλεψης των αποτελεσμάτων των μετρήσεων με δεδομένα τις τιμές των παραμέτρων, που
περιγράφουν το μοντέλο, αποτελέι το ευθύ πρόβλημα (forward problem), ενώ η ακριβώς
αντ́ιστροφη διαδικασ́ια, κατά την οπόια από τα αποτελέσματα ενός συνόλου μετρήσεων
των παρατηρήσιμων μεταβλητών υπολογ́ιζονται οι τιμές των παραμέτρων του συστήμα-
τος, ορ́ιζει το αντ́ιστροφο πρόβλημα (inverse problem). Στο ευθύ πρόβλημα, η ύπαρξη, η
μοναδικότητα και η ευστάθεια των λύσεων θεωρούνται ως ένα βαθμό δεδομένες, ενώ στο
αντ́ιστροφο καμ́ια από αυτές τις ποιότητες δεν έιναι προφανής.
Τα αντ́ιστροφα προβλήματα δεν έιναι κατ’ ανάγκη μοναδικά επιλύσιμα. Για παράδειγμα,

έστω ότι γνωρ́ιζουμε τις τιμές του βαρυτικού πεδ́ιου γύρω από έναν πλανήτη: Δεδομένης
της κατανομής της μάζας μέσα στον πλανήτη, μπορούμε μοναδικά να προβλέψουμε τις
τιμές του βαρυτικού πεδ́ιου γύρω από αυτόν (forward problem), αλλά υπάρχουν διαφορε-
τικές κατανομές μάζας που δ́ινουν ακριβώς το ίδιο βαρυτικό πεδ́ιο στον χώρο έξω από τον

πλανήτη. Επομένως, το αντ́ιστροφο πρόβλημα - προσδιορισμού της κατανομής της μάζας
από μετρήσεις του βαρυτικού πεδ́ιου - έχει πολλές λύσεις (στην πραγματικότητα, άπειρες)
[4].
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Όπως προαναφέρθηκε, κύριο χαρακτηριστικό των αντ́ιστροφων προβλημάτων έιναι η
αστάθεια. Η αριθμητική διαχέιριση της επ́ιλυσής τους απαιτέι κάποιου έιδους διακριτοπόι-
ηση με σκοπό την κατασκευή ενός προσεγγιστικού προβλήματος με πεπερασμένο πλήθος

αγνώστων. Προβλήματα πεπερασμένης, μικρής διάστασης έιναι γενικά ευσταθή, όμως όταν
η διακριτοπόιηση βελτιστοποιέιται, ώστε να προσομοιώνει όσο το δυνατόν καλύτερα το
αρχικό πρόβλημα, ο αριθμός των μεταβλητών αυξάνεται και η αστάθεια εμφαν́ιζεται στο
διακριτό μοντέλο.
Ο Hadamard, γύρω στο 1900, εδράιωσε την έννοια της «καλής τοποθέτησης» των

προβλημάτων (well-posed ή properly posed problems), με χαρακτηριστικά της την ύπαρ-
ξη, τη μοναδικότητα και την ευστάθεια των λύσεων, ενώ έιχε την άποψη πως οι φυσικές
καταστάσεις πάντα οδηγούν σε καλώς ορισμένα προβλήματα. Άποψη ευρέως αποδεκτή,
όπως διαβάζουμε στους Courant και Hilbert [1] “ ... a mathematical problem cannot be
considered as realistically corresponding to physical phenomena unless a variation of the
given data in a sufficiently small range leads to an arbitrarily small change in the so-
lution.” Ενδιαφέρον παρουσιάζει ότι μόλις τρεις σελ́ιδες παρακάτω βρ́ισκουμε “ ‘properly
posed’ problems are by far not the only ones which appropriately reflect real phenome-
na.” Σήμερα, γνωρ́ιζουμε ότι πολλά από τα αντ́ιστροφα προβλήματα που απασχολούν την
επιστήμη και την τεχνολογ́ια συνθέτουν μαθηματικά προβλήματα που δεν έιναι καλώς το-
ποθετημένα κατά Hadamard· και αυτός έιναι ο λόγος που αποτελούν πρόκληση για τη
σύγχρονη μαθηματική θεωρ́ια. Μεγαλύτερη όμως πρόκληση από τις επιστημονικές εφαρ-
μογές αποτελέι η προσπάθεια ερμηνέιας και υιοθέτησης του «αντ́ιστροφου συλλογισμού»
ως αυτούσιας διαδικασ́ιας, ανεξάρτητα από κάθε πεδ́ιο έρευνας ή γνώσης. Η μύηση ενός
τέτοιου συλλογισμού μπορέι να οδηγήσει σε νέες προοπτικές και παράτολμες ιδέες.
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1.2 Ο χώρος BV

Σε αυτή την ενότητα εισάγουμε τo βασικό συναρτησιακό πλάισιο του χώρου των συναρ-
τήσεων φραγμένης κύμανσης. Αρχ́ιζουμε με μερικές στοιχειώδεις γενικές ιδιότητες της
θεωρ́ιας μέτρου.
Έστω Ω ένας διαχωρ́ισιμος τοπικά συμπαγής τοπολογικός χώρος (για παράδειγμα, ο

RN ή ένα ανοιχτό υποσύνολο του RN ) και B(Ω) το Borel πεδ́ιο του (η σ− άλγεβρα των
συνόλων Borel του Ω). Συμβολ́ιζουμε με M(Ω,Rm) το σύνολο όλων των Rm− μέτρων
Borel. Υπενθυμ́ιζουμε ότι ο M(Ω,Rm) έιναι ο διανυσματικός χώρος όλων των συνο-
λοσυναρτήσεων µ : B(Ω) → Rm που ικανοποιούν τις ιδιότητες µ(∅) = 0 και την σ−
προσθετικότητα:

µ
( ⋃
n∈N

Bn
)

=
∑
n∈N

µ(Bn), αν {Bn} έιναι ακολουθ́ια ξένων ανά δύο στοιχέιων της B(Ω).

Στην περ́ιπτωση όπου m = 1, χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό M(Ω) και τα στοιχέια του
M(Ω) ονομάζονται προσημασμένα (ή πραγματικά) μέτρα Borel. Συμβολ́ιζουμε με M+(Ω)
το υποσύνολο των μη αρνητικών του στοιχέιων.
Αν A Borel υποσύνολο του Ω, ο περιορισμός του µ ∈M(Ω,Rm) στο A έιναι το μέτρο

Borel µbA ∈M(Ω,Rm) που ορ́ιζεται για κάθε E ∈ B(Ω) ως µbA(E) = µ(E ∩A).
Ο φορέας ενός μέτρου µ ∈ M(Ω,Rm) έιναι το μικρότερο κλειστό σύνολο E του Ω,

και σημειώνεται με spt(µ), έτσι ώστε |µ|(Ω\E) = 0. Τότε, άμεσα προκύπτει ότι

spt(µ) = {x ∈ Ω : ∀ρ > 0, |µ|(Bρ(x)) > 0},

όπου Bρ(x) η ανοιχτή μπάλα στο Ω με κέντρο x ∈ Ω και ακτ́ινα ρ.

Πρόταση 1.2.1 ([5]). Τα μέτρα Borel µ στονM+(Ω) έιναι κανονικά, δηλαδή, για κάθε
Borel σύνολο B του Ω, έχουμε

µ(B) = sup{µ(K) : K ⊂ B, K συμπαγές στο Ω},
= inf{µ(U) : B ⊂ U, U ανοιχτό στο Ω}.

Η ολική κύμανση (total variation) ενός μέτρου µ ∈ M(Ω,Rm) έιναι η πραγματική
συνολοσυνάρτηση |µ|, που ορ́ιζεται για κάθε Borel σύνολο B του Ω ως

|µ|(B) = sup
{ ∞∑
i=0
|µ(Bi)| :

∞⋃
i=0

Bi = B

}
, (3)

όπου το supremum λαμβάνεται πάνω σε όλες τις διαμερ́ισεις του B στην B(Ω) [5]. Επιση-
μάινουμε σε αυτό το σημέιο πως για κάθε µ ∈M(Ω,Rm) αυτομάτως έχουμε ότι |µ|(Ω) <
+∞ (το µ έιναι πεπερασμένο μέτρο) και |µ| σ− προσθετικό, έτσι ώστε |µ| ∈ M+(Ω).
Πράγματι, εύκολα επαληθεύεται ότι το |µ| έιναι το μικρότερο μη αρνητικό βαθμωτό μέτρο
Borel ν έτσι ώστε |µ(B)| 6 ν(B) για κάθε Borel σύνολο B, και επιπλέον η απεικόνιση
µ 7→ |µ|(Ω) έιναι νόρμα για την οπόια ο M(Ω,Rm) έιναι χώρος Banach.
Στη βαθμωτή περ́ιπτωση, ∀µ ∈ M(Ω), ορ́ιζουμε στον M+(Ω) το θετικό, µ+, και το

αρνητικό, µ−, μέρος του µ:

µ+ = |µ|+ µ

2 , µ− = |µ| − µ2 , (4)

έτσι ώστε µ = µ+ − µ− και |µ| = µ+ + µ−.
Ορισμός 1.2.1 ([5]). Μια συνολοσυνάρτηση µ : B(Ω) → [0,+∞] τέτοια ώστε για κάθε
Ω′ ⊂⊂ Ω (δηλ. Ω′ ⊂ Ω και Ω′ συμπαγές) οι περιορισμόι της στην B(Ω′) έιναι μέτρο Borel
στο Ω′, καλέιται μη αρνητικό μέτρο Radon.
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Σχόλιο 1.1. Τα μη αρνητικά μέτρα Radon έιναι κανονικά.

Έστω λ ∈ M+(Ω) και µ ∈ M(Ω,Rm). Συμβολ́ιζουμε με L1
λ(Ω,Rm) (ή L1

λ(Ω) όταν
m = 1) το σύνολο όλων των συναρτήσεων Borel f : Ω→ Rm έτσι ώστε∫

Ω
|f | dλ < +∞.

Λέμε ότι το µ έιναι απόλυτα συνεχές ως προς λ, και γράφουμε µ << λ, αν για κάθε
B ∈ B(Ω) με λ(B) = 0 ισχύει µ(B) = 0.
Λέμε ότι τα μέτρα µ και λ έιναι κάθετα (μεταξύ τους), και γράφουμε µ ⊥ λ, αν υπάρχει
B ∈ B(Ω) ώστε το µ έιναι συγκεντρωμένο στο B και το λ έιναι συγκεντρωμένο στο Ω\B,
δηλ. µ(C) = 0 για κάθε σύνολο Borel C τέτοιο ώστε B ∩ C = ∅.
Επιπλέον,

µ << λ⇐⇒ ∃f ∈ L1
λ(Ω,Rm) έτσι ώστε µ = fλ.

Το ακόλουθο θεώρημα επεκτέινει το παραπάνω αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.1 (Radon-Nikodym, [5]). Έστω µ και λ δύο μέτρα Borel στους M(Ω,Rm)
και M+(Ω) αντ́ιστοιχα. Τότε, υπάρχει συνάρτηση f στον L1

λ(Ω,Rm) και μέτρο µs στον
M(Ω,Rm) τέτοια ώστε

µ = fλ+ µs, µs ⊥ λ.

Επιπλέον,
f(x) = lim

ρ→0

µ(Bρ(x))
λ(Bρ(x)) µ− σχεδόν για κάθε x ∈ Ω.

Συμβολ́ιζουμε με C0(Ω,Rm) τον χώρο όλων των συνεχών συναρτήσεων ϕ που μηδε-
ν́ιζονται στο άπειρο, δηλ.,

∀ε > 0, ∃ συμπαγές σύνολο Kε ⊂ Ω έτσι ώστε sup
x∈Ω\Kε

|ϕ(x)| 6 ε.

Ο C0(Ω,Rm) εφοδιασμένος με τη νόρμα ‖ϕ‖∞ =
( m∑
i=1

sup
x∈Ω
|ϕi(x)|2

)1/2
έιναι χώρος Ba-

nach. Συμβολ́ιζουμε τον υπόχωρό του αποτελούμενο από όλες τις συνεχέις συναρτήσεις
με συμπαγή φορέα στο Ω με Cc(Ω,Rm), δηλ.,

Cc(Ω,Rm) := {ϕ ∈ C(Ω,Rm) : ϕ(x) = 0 ∀x ∈ Ω\K, όπου K ⊂ Ω συμπαγές}.

Για m = 1, γράφουμε C0(Ω) και Cc(Ω) αντ́ιστοιχα.

Θεώρημα 1.2 (Riesz-Alexandroff representation theorem, [5]). Ο τοπολογικός δϋικός
του C0(Ω) ταυτ́ιζεται ισομετρικά με τον χώρο των πεπερασμένων μέτρων Borel. Ανα-
λυτικότερα, για κάθε γραμμικό και φραγμένο συναρτησιακό Φ πάνω στον C0(Ω) υπάρχει
μοναδικό μέτρο Borel µ στο Ω έτσι ώστε, ∀f ∈ C0(Ω),

Φ(f) =
∫

Ω
f(x)dµ(x).

Επιπλέον, ‖Φ‖ = |µ|(Ω).

Σύμφωνα με τη διανυσματική εκδοχή του Θεωρήματος 1.2, ο δϋικός του C0(Ω,Rm) (και
κατ’ επέκταση του Cc(Ω,Rm)) ταυτ́ιζεται ισομετρικά με τον M(Ω,Rm). Σημειωτέον ότι

7



1.2. Ο χώρος BV

ο M(Ω,Rm) έιναι ισόμορφος με τον χώρο γινόμενο M(Ω)m και βάσει αυτού του ισομορ-
φισμού

µ ∈M(Ω,Rm) ⇐⇒ µ = (µ1, ..., µm) και µi ∈ C0(Ω)∗, i = 1, ...,m.

Στα επόμενα, θεωρούμε το Ω ανοιχτό υποσύνολο του RN .
Ορισμός 1.2.2 ([5]). Λέμε ότι μια συνάρτηση u : Ω→ R έιναι φραγμένης κύμανσης αν και
μόνο αν ανήκει στον L1(Ω) και η κλ́ιση της Du, με την έννοια των κατανομών, ανήκει
στον M(Ω,RN ). Συμβολ́ιζουμε το σύνολο όλων των συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης
με BV (Ω). Τότε, οι τέσσερις επόμενοι ισχυρισμόι έιναι ισοδύναμοι:

(i) u ∈ BV (Ω),

(ii) u ∈ L1(Ω) και ∀i = 1, ..., N, ∂u
∂xi
∈M(Ω),

(iii) u ∈ L1(Ω) και ‖Du‖ := sup{〈Du,ϕ〉 : ϕ ∈ Cc(Ω,RN ), ‖ϕ‖∞ 6 1} < +∞,

(iv) u ∈ L1(Ω) και ‖Du‖ = sup{
∫

Ω u divϕ dx : ϕ ∈ C1
c (Ω,RN ), ‖ϕ‖∞ 6 1} < +∞,

όπου η αγκύλη 〈, 〉 στο (iii) ορ́ιζεται ως

〈Du,ϕ〉 :=
N∑
i=1

∫
Ω
ϕi
∂u

∂xi
.

Η ισοδυναμ́ια μεταξύ των (ii) και (iii) έιναι άμεση συνέπεια της πυκνότητας του Cc(Ω,RN )
στον C0(Ω,RN ) εφοδιασμένο με την ομοιόμορφη νόρμα, ενώ αυτή μεταξύ των (iii) και (iv)
επάγεται από την πυκνότητα του C∞c (Ω,RN ) στους Cc(Ω,RN ) και C1

c (Ω,RN ).

Σχόλιο 1.2. Σύμφωνα με τo Θεώρημα αναπαράστασης Riesz-Alexandroff, η δϋική νόρ-
μα ‖Du‖ έιναι επ́ισης η ολική μάζα |Du|(Ω) =

∫
Ω |Du| της ολικής κύμανσης |Du| του

μέτρου Du. Επιπλέον, από τη θεωρ́ια της κλασικής ολοκλήρωσης, το ολοκλήρωμα
∫

Ω fDu
ορ́ιζεται για όλες τις Du− ολοκληρώσιμες συναρτήσεις f : Ω→ RN , όπως για παράδειγμα
τις συναρτήσεις στον Cb(Ω,RN ) (όπου Cb(Ω,RN ) ο χώρος όλων των συνεχών και φραγ-
μένων συναρτήσεων f : Ω → RN ). Για τους ίδιους λόγους, το ολοκλήρωμα

∫
Ω f |Du|

έιναι καλώς ορισμένο για όλες τις |Du|− ολοκληρώσιμες πραγματικές συναρτήσεις f ,
όπως για παράδειγμα τις συναρτήσεις στον Cb(Ω).

Στη συνέχεια, δέιχνουμε ότι το μέτρο Du μπορέι να αναλυθέι ως άθροισμα ενός κα-
νονικού και ενός κάθετου μέτρου. Πρώτα όμως χρειαζόμαστε τον ακόλουθο ορισμό
Ορισμός 1.2.3 (Hausdorff measure, [6]). Έστω k ∈ [0,+∞] και A ⊂ RN . Το k− μέτρο
Hausdorff του A δ́ινεται από τον τύπο

Hk(A) = lim
δ→0
Hkδ (A),

όπου για 0 < δ 6∞, το Hkδ (A) ορ́ιζεται ως

Hkδ (A) = wk
2k inf

{∑
i∈I
|diam(Ai)|k, diam(Ai) 6 δ, A ⊂

⋃
i∈I

Ai
}

για πεπερασμένα ή αριθμήσιμα καλύμματα (Ai)i∈I , όπου diam(Ai) η διάμετρος του συνόλου
Ai και wk = πk/2Γ(1+k/2) ένας παράγοντας κανονικοπόιησης με Γ(t) =

∫∞
0 st−1e−s ds τη

συνάρτηση γάμμα (για k ≥ 1 ακέραιο, ο wk ταυτ́ιζεται με το μέτρο Lebesgue της μοναδιάιας
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μπάλας του Rk).
Ορ́ιζουμε την διάσταση Hausdorff του A

dimH(A) = inf{k ≥ 0 : Hk(A) = 0}. (5)

Τότε, το Hk έιναι μέτρο στον RN , το HN συμπ́ιπτει με το μέτρο Lebesgue dx, και για
1 6 k 6 N, k ακέραιο, το Hk(A) έιναι το κλασικό k− διάστασης εμβαδόν του A αν A
C1 k− πολλαπλότητα ενσφηνωμένη στον RN . Επιπλέον, αν k > k′ ≥ 0, τότε Hk(A) >
0⇒ Hk′(A) = +∞.
Ας επιστρέψουμε στον BV (Ω). Έστω u ∈ BV (Ω). Σύμφωνα με το Θεώρημα 1.1, για
λ = dx, το N− Lebesgue μέτρο LNbΩ περιορισμένο στο Ω, και µ = Du, υπάρχει συνάρ-
τηση ∇u ∈ L1(Ω,RN ) και μέτρο Dsu, τέτοια ώστε

Du = ∇u LNbΩ +Dsu, (6)

όπου ∇u(x) = d(Du)
dx (x) και Dsu⊥dx. Η ∇u(x) επ́ισης καλέιται προσεγγιστική παράγω-

γος (“approximate derivative”) της u [8]. Από την (6) γ́ινεται φανερό πως ο W 1,1(Ω)
έιναι υπόχωρος του BV (Ω) και u ∈ W 1,1(Ω) αν και μόνο αν Du = ∇u LNbΩ. Για τις
συναρτήσεις στον W 1,1(Ω), πολλές φορές γράφουμε ∇u αντ́ι για Du.
Θέτουμε Dau = ∇uLNbΩ. Τότε, από την ανάλυση Lebesgue [6] του μέτρου Du ως προς
το μέτρο LNbΩ έχουμε ότι Du = Dau+Dsu, όπου Dau το απόλυτα συνεχές και Dsu το
κάθετο τμήμα του Du. Στο [8], ο Ambrosio έδειξε πως το κάθετο τμήμα Dsu αναλύεται πε-
ραιτέρω στο τμήμα ασυνέχειας Ju, “jump part”, και στο Cantor τμήμα Cu, “Cantor part”.
Προτού προσδιορ́ισουμε το Ju, διατυπώνουμε την έννοια του «προσεγγιστικού ορ́ιου».
Ορισμός 1.2.4 (approximate limit, [6]). Έστω B(x, ρ) η ανοιχτή μπάλα με κέντρο x και
ακτ́ινα ρ και u ∈ BV (Ω). Ορ́ιζουμε το άνω προσεγγιστικό όριο, “approximate upper
limit”, u+(x), και το κάτω προσεγγιστικό όριο, “approximate lower limit”, u−(x),

u+(x) = inf
{
t ∈ [−∞,+∞] : lim

ρ→0

dx({u > t} ∩B(x, ρ))
ρN

= 0
}
,

u−(x) = sup
{
t ∈ [−∞,+∞] : lim

ρ→0

dx({u < t} ∩B(x, ρ))
ρN

= 0
}
.

Αν u ∈ L1(Ω), τότε

lim
ρ→0

1
|B(x, ρ)|

∫
B(x,ρ)

|u(x)− u(y)| dy = 0 σχεδόν για κάθε x ∈ Ω. (7)

Ένα σημέιο x για το οπόιο ισχύει η (7) καλέιται Lebesgue σημέιο της u, με

u(x) = lim
ρ→0

1
|B(x, ρ)|

∫
B(x,ρ)

u(y)dy (8)

και u(x) = u+(x) = u−(x). Συμβολ́ιζουμε με Su το συμπλήρωμα, εκτός από ένα σύνολο
HN−1− μηδενικού μέτρου, του συνόλου των Lebesgue σημέιων

Su = {x ∈ Ω : u−(x) < u+(x)}. (9)

Το Su αποτελέι το “jump set” της u και για HN−1− σχεδόν κάθε x ∈ Su, το nu(x) έιναι
το κάθετο μοναδιάιο διάνυσμα στο x.
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1.2. Ο χώρος BV

Θεώρημα 1.3 ([5]). Θέτουμε Ju = DsubSu και Cu = DsubΩ\Su, αντ́ιστοιχα για το
“jump part” και το “Cantor part” του Du. Τότε, το μέτρο Ju έιναι απόλυτα συνεχές ως
προς τον περιορισμό του (N − 1)− Hausdorff μέτρου στο Su. Ειδικότερα,

Ju = (u+ − u−) nu HN−1bSu. (10)

Επιπλέον, τα Ju και Cu έιναι κάθετα μεταξύ τους: για κάθε Borel σύνολο E του Ω

HN−1(E) < +∞⇒ |Cu|(E) = 0.

Συνεπώς, η διάσταση Hausdorff του φορέα spt(Cu) του μέτρου Cu ικανοποιέι

N − 1 6 dimH(spt(Cu)) < N.

Ακολούθως, από το [8], συνεπάγεται ότι

Du = ∇u dx+ (u+ − u−)nu HN−1bSu + Cu, (11)

απ’ όπου και συμπεράινουμε ότι η ολική κύμανση του Du (ολική μάζα) έιναι

|Du|(Ω) =
∫

Ω
|Du|

=
∫

Ω
|∇u|(x)dx+

∫
Su
|u+ − u−|dHN−1 +

∫
Ω\Su

|Cu|. (12)

Ο χώρος BV (Ω) έιναι εφοδιασμένος με τη νόρμα

‖u‖BV (Ω) := |u|L1(Ω) + ‖Du‖, (13)

που επεκτέινει την κλασική νόρμα του W 1,1(Ω). Ωστόσο, δεν χρησιμοποιούμε αυτήν την
τοπολογ́ια, καθώς δεν παρέχει τις επιθυμητές ιδιότητες συμπάγειας. Ορ́ιζουμε δύο ασθενέις
τοπολογ́ιες στον BV (Ω):

(i) την w∗ (ή w) και

(ii) την intermediate.

Η πρώτη έιναι πολύ ασθενής για να εγγυηθέι τη συνέχεια του τελεστή ίχνους (βλ. Θεώρη-
μα 1.8 παρακάτω), αλλά ικανή να εξασφαλ́ισει τη συμπάγεια των φραγμένων ακολουθιών.
Η δεύτερη αποτελέι μια ενδιάμεση σύγκλιση μεταξύ της ασθενούς (i) και της ισχυρής (13).
Ορισμός 1.2.5 ([5]). Λέμε ότι μια ακολουθ́ια (un)n∈N στον BV (Ω) συγκλ́ινει ασθενώς∗ (ή
ασθενώς) σε κάποιο u στον BV (Ω) και γράφουμε un

∗
−⇀ u (ή un ⇀ u) αν και μόνο αν{

un → u ισχυρώς στον L1(Ω),
Dun ⇀ Du ασθενώς στονM(Ω,RN ).

Πρόταση 1.2.2 ([5]). Έστω (un)n∈N ακολουθ́ια στον BV (Ω) που συγκλ́ινει ισχυρώς
σε κάποιο u στον L1(Ω) και ικανοποιέι sup

n∈N

∫
Ω
|Dun| < +∞. Τότε

(i) u ∈ BV (Ω) και
∫

Ω |Du| 6 lim
n→+∞

∫
Ω |Dun|,

(ii) un
∗
−⇀ u στον BV (Ω).
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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή

Ως συνέπεια της ιδιότητας (i) (lower semicontinuity property), ο BV (Ω) έιναι πλήρης
μετρικός χώρος.

Θεώρημα 1.4 ([5]). O BV (Ω), εφοδιασμένος με τη νόρμα του (13), έιναι χώρος Banach.

Ορισμός 1.2.6 ([5]). Έστω (un)n∈N ακολουθ́ια στον BV (Ω) και u ∈ BV (Ω). Λέμε ότι η
un συγκλ́ινει στο u με την έννοια της intermediate σύγκλισης αν και μόνο αν{

un → u ισχυρώς στον L1(Ω),∫
Ω |Dun| →

∫
Ω |Du|.

Ο όρος “intermediate convergence” ή αλλιώς “strict convergence” αποδ́ιδεται στον Te-
mam [7] και αποτυπώνει την ισχύ αυτής της σύγκλισης. Σύμφωνα με την Πρόταση 1.2.2(i),
όταν un → u ισχυρώς στον L1(Ω) υπάρχει γενικά απώλεια της συνολικής μάζας στο όριο.
Η επόμενη πρόταση πιστοποιέι ότι η intermediate σύγκλιση έιναι ισχυρότερη της ασθενούς,
γεγονός που δικαιολογέι την ονομασ́ια της.

Πρόταση 1.2.3 ([5]). Οι δύο επόμενοι ισχυρισμόι έιναι ισοδύναμοι:

(i) un ⇀ u με την έννοια της intermediate σύγκλισης,

(ii)

un
∗
−⇀ u,∫

Ω |Dun| →
∫

Ω |Du|.

Ο χώρος C∞(Ω) δεν έιναι πυκνός στον BV (Ω) εφοδιασμένο με την ισχυρή τοπολογ́ια.
Ειδικά, C∞(Ω̄)

‖·‖BV = W 1,1(Ω). Ωστόσο, μπορούμε να προσεγγ́ισουμε κάθε στοιχέιο του
BV (Ω) με μια συνάρτηση του C∞(Ω) μέσω της intermediate σύγκλισης.

Θεώρημα 1.5 ([5]). Ο χώρος C∞(Ω) ∩BV (Ω) έιναι πυκνός στον BV (Ω) εφοδιασμένο
με την intermediate σύγκλιση. Συνεπώς, ο C∞(Ω) έιναι επ́ισης πυκνός στον BV (Ω) για
την intermediate σύγκλιση.

Θεώρημα 1.6 ([5]). Έστω Ω 1-κανονικό, ανοιχτό και φραγμένο υποσύνολο του RN .
Τότε ∀p, 1 6 p 6 N

N−1 , η ενσφήνωση

BV (Ω) ↪→ Lp(Ω)

έιναι συνεχής. Πιο συγκεκριμένα, υπάρχει σταθερά C, που εξαρτάται μόνο από τα Ω, p και N ,
τέτοια ώστε ∀u ∈ BV (Ω), ( ∫

Ω
|u|pdx

) 1
p
6 C|u|BV (Ω).

Θεώρημα 1.7 ([5]). Έστω Ω 1-κανονικό, ανοιχτό και φραγμένο υποσύνολο του RN .
Τότε ∀p, 1 6 p < N

N−1 , η ενσφήνωση

BV (Ω) ↪→ Lp(Ω)

έιναι συμπαγής. Επιπλέον, υπάρχει υπακολουθ́ια unk και u στον BV (Ω) τέτοια ώστε
unk

∗
−⇀ u στον BV (Ω).

Θεώρημα 1.8 ([5]). Έστω Ω Lipschitz χωρ́ιο με σύνορο Γ. Υπάρχει μια γραμμική και
συνεχής απεικόνιση γ από τον BV (Ω) στον L1

HN−1(Γ) που ικανοποιέι

(i) ∀u στον C(Ω) ∩BV (Ω), γ(u) = ubΓ,
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1.2. Ο χώρος BV

(ii) ο γενικευμένος τύπος Green ισχύει: ∀ϕ ∈ C1(Ω,RN ),∫
Ω
ϕDu = −

∫
Ω
u divϕ dx+

∫
Γ
γ(u) ϕ · n dHN−1,

όπου n(x) το κάθετο εξωτερικό μοναδιάιο διάνυσμα για HN−1− σχεδόν κάθε x στο
Γ.

Θεώρημα 1.9 ([5]). Έστω Ω Lipschitz χωρ́ιο του RN . Ο τελεστής ίχνους γ έιναι συνε-
χής από τον BV (Ω) εφοδιασμένο με την intermediate σύγκλιση στον L1(Γ) εφοδιασμένο
με την ισχυρή σύγκλιση.

Ολοκληρώνουμε τη μελέτη με ένα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσμα, που αποτελέι χρήσιμο
εργαλέιο στις εφαρμογές.
Σε πολλά προβλήματα (κατάτμηση εικόνας, εντοπισμός ανομοιογενειών, μελέτη ρωγμών),
το κάθετο τμήμα των πρώτων παραγώγων (με την έννοια των κατανομών) των εμπλεκό-
μενων συναρτήσεων δεν εμπεριέχει το τμήμα Cantor. Οι λύσεις αυτών των προβλημάτων
εντοπ́ιζονται σε έναν ειδικό υπόχωρο των συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης.
Ορισμός 1.2.7 ([5]). Η ειδική κλάση των συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης έιναι το υ-
ποσύνολο SBV (Ω) (special functions of bounded variation) του BV (Ω) που αποτελέιται
από όλες τις BV (Ω)− συναρτήσεις των οπόιων οι παράγωγοι-μέτρα έιναι απαλλαγμένες
από το τμήμα Cantor στην Lebesgue ανάλυσή τους, δηλαδή

u ∈ SBV (Ω)⇐⇒ u ∈ L1(Ω) και Du = ∇u LNbΩ + (u+ − u−)nu HN−1bSu. (14)

Σχόλιο 1.3 ([5]). Έστω Ω ανοιχτό και φραγμένο υποσύνολο του RN , K κλειστό υ-
ποσύνολο του Ω τέτοιο ώστε HN−1(K) < +∞ και u ∈ W 1,1(Ω\K) ∩ L∞(Ω). Τότε
u ∈ SBV (Ω) και Su ⊂ K.
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Κεφάλαιο 2

Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της

αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα

των BV− συναρτήσεων

2.1 Εισαγωγή

Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας - γνωστό στη βιβλιογραφ́ια και την ιατρι-
κή πρακτική ως Τομογραφ́ια Ηλεκτρικής Εμπέδησης (Electrical Impedance Tomography
(EIT)) - συν́ισταται στον προσδιορισμό της αγωγιμότητας, α, μιας ηλεκτρικά αγώγιμης
περιοχής, Ω, από επιπρόσθετες πληροφορ́ιες, στη μορφή μετρήσεων, στην επιφάνειά της.
Τα δεδομένα εισόδου αποτελούν το ηλεκτρικό δυναμικό, f , - που συνήθως ενσωματώνεται
στις φυσικές θεωρήσεις του προβλήματος - σε συνδυασμό με την πυκνότητα του ρεύματος,
g, (υπολογιστικό δεδομένο) στην ίδια επιφάνεια (ο ρόλος των δύο αυτών επιφανειακών
πεδ́ιων μπορέι να εναλλάσσεται). Η σχέση των f, g έιναι γραμμική και ορ́ιζει τον γνωστό
Dirichlet-to-Neumann τελεστή, ΛD.t.N (αντ́ιστοιχα Neumann-to-Dirichlet, ΛN .t.D) ή αλ-
λιώς την voltage to current απεικόνιση (αντ́ιστοιχα current to voltage), που συναντάται
στα ελλειπτικά προβλήματα συνοριακών τιμών δεύτερης τάξης.
Η μαθηματική σχεδ́ιαση του αντ́ιστροφου προβλήματος της αγωγιμότητας οφέιλεται

στον Alberto Calderón και στη βιβλιογραφ́ια αναφέρεται ως Calderón Problem. Το πρό-
βλημα Calderón πηγάζει κατά φυσικό τρόπο από τη γεωφυσική έρευνα, και συγκεκριμένα
την πετρελα̈ική αν́ιχνευση. Ο Calderón αντιμετώπισε το παραπάνω πρόβλημα στα μέσα
του 1950, ενώ εργαζόταν ως μηχανικός στην Αργεντινή. Έδειξε ότι το γραμμικοποιημένο
πρόβλημα για σταθερές αγωγιμότητες έχει μοναδική λύση. Δεκαετ́ιες αργότερα ο Alber-
to Grünbaum πέιθει τον Calderón να εκδώσει το αποτέλεσμά του, Alberto P. Calderón,
On an inverse boundary value problem (Brazilian Mathematical Society, Rio de Janeiro,
1980).
Το θεμελιώδες ερώτημα που τ́ιθεται στο πρόβλημα Calderón έιναι εάν ο συντελεστής α

στον τελεστή∇·(α∇) μπορέι να προσδιοριστέι από την ΛD.t.N απεικόνιση. Στην περ́ιπτωση
του ισότροπου προφ́ιλ α, προτάθηκε από τον Calderón το 1980, και αναπτύχθηκε αργότε-
ρα στις αντιπροσωπευτικές εργασ́ιες [10, 11], ότι κάθε φραγμένη αγωγιμότητα μπορέι να
προσδιοριστέι μοναδικά από τις συνοριακές εκτιμήσεις, δηλαδή τον Dirichlet-to-Neumann
τελεστή [9]. Στο [12] ο ισχυρισμός αυτός επιβεβαιώνεται για τη διδιάστατη περ́ιπτωση και
τη βέλτιστη L∞− ομαλότητα, ενώ το ίδιο συμπέρασμα επαληθεύεται στις d ≥ 2 διαστάσεις
όταν η ισότροπη αγωγιμότητα έιναι ομαλότερη από μια L1− συνάρτηση. Το πλεονέκτημα
της αναγωγής των υποθέσεων ομαλότητας σε L∞ δεν έγκειται μόνο στο γεγονός ότι πολ-
λές αγωγιμότητες παρουσιάζουν ασυνέχειες τύπου άλματος, αλλά επ́ισης στο ότι επιτρέπει
τη μελέτη πολυπλοκότερων δομών, όπως για παράδειγμα πορώδη μέσα.
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2.1. Εισαγωγή

Το πρώτο ολικό αποτέλεσμα μοναδικότητας κατοχυρώθηκε για C∞− αγωγιμότητες
στις d ≥ 3 διαστάσεις από τους Sylvester και Uhlman το 1987 [13]. Για τη διδιάστατη
περ́ιπτωση, ο Nachman δημοσ́ιευσε το 1996 ένα αποτέλεσμα μοναδικότητας για δυο φορές
παραγωγ́ισιμες αγωγιμότητες (W 2,p, p > 1) [14]. Ο αντ́ιστοιχος αλγόριθμος υλοποιήθηκε
επιτυχώς και αποδέιχθηκε ότι δουλεύει σωστά ακόμα και με πειραματικά δεδομένα [15, 16].
Στις δύο διαστάσεις επ́ισης, η μοναδικότητα για αγωγιμότητες που έιναι W 1,p

με p > 2
αποδεικνύεται στο [17]. Στις d > 3 διαστάσεις, οι Päivärinta κ.ά. [18] και Brown και Tor-
res [19] κατοχύρωσαν τη μοναδικότητα για W 3/2,p− αγωγιμότητες με p =∞ και p > 2d,
αντ́ιστοιχα. Επιπλέον έρευνες για τη μοναδικότητα του αντ́ιστροφου προβλήματος της
αγωγιμότητας στις d > 3 διαστάσεις συναντώνται στους Haberman και Tataru [20], Krup-
chyk και Uhlmann [21], Caro και Rogers [22] σε συνδυασμό με την εργασ́ια του Haberman
[23] για W 1,d − (d = 3, 4) αγωγιμότητες.
Η ευστάθεια της αντιστροφής, επ́ισης, αποτελέι ερευνητικό πεδ́ιο έντονου ενδιαφέρο-

ντος με τη βασική επιχειρηματολογ́ια να διατυπώνεται στις αντιπροσωπευτικότερες αναφο-
ρές [24–27]. Η πλειοψηφ́ια των θεωριών προσέγγισης προς την εδράιωση της ευστάθειας
προϋποθέτει κάποιο ομοιόμορφο έλεγχο στις ταλαντώσεις της συνάρτησης αγωγιμότητας

και έτσι έχει να κάνει με κάποιο έιδος ευστάθειας υπό συνθήκη (γεγονός αναμενόμενο, κα-
θώς οι ισχυρές ταλαντώσεις της ακολουθ́ιας των αγωγιμοτήτων προκαλούν την αστάθεια

του προβλήματος Calderón). Αυτού του έιδους η ασυμπτωτική συμπεριφορά περιγράφεται
πολύ καλά μέσω της θεωρ́ιας ομογενοπόιησης [28, 29] και την εμπλοκή της H− ή G−
σύγκλισης [30–32].
Οι υποθέσεις ομαλότητας για το αναζητούμενο αγώγιμο προφ́ιλ καθορ́ιζουν τη μέθοδο

επ́ιλυσης που επιλέγεται. Γενικά, η λύση του ευθέος προβλήματος Calderón έιναι μια κλασι-
κή Sobolev συνάρτηση, αλλά το προφ́ιλ της αγωγιμότητας όχι. Προφανώς, κρ́ινεται απαράι-
τητο να ληφθέι υπόψιν ο ενδεχομένως ασυνεχής χαρακτήρας της συνάρτησης α(x). Αυτή
η προτεραιότητα εισάγει τον χώρο των συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης BV ως το κα-
ταλληλότερο συναρτησιακό πλάισιο για να φιλοξενέι την αγωγιμότητα. Πράγματι, για την
ανακατασκευή ασυνεχών παραμέτρων, έιναι προτιμότερο κανέις να δουλεύει στον χώρο των
BV− συναρτήσεων, εκμεταλλευόμενος το κύριο εγγενές χαρακτηριστικό τους να ενσω-
ματώνουν τις ασυνεχέις επιφάνειές τους στο πεδ́ιο ορισμού τους και έτσι να υποστηρ́ιζουν

ένα πιθανώς πολλαπλά συνεκτικό jump set. Ειδικότερα, ο υπόχωρος των συναρτήσεων
φραγμένης κύμανσης SBV θεωρέιται ακόμα πιο ιδανικός για τους σκοπούς της παρούσας
ανάλυσης, καθώς σύμφωνα με το ενδιαφέρον Σχόλιο 1.3, η απάιτηση α(x) ∈ SBV (Ω)
αναγκάζει τις κλ́ισεις της α να συγκεντρώνονται στο jump set, οριοθετώντας έτσι τους
φορέις των διεπιφανειών στο χωρ́ιο Ω.
Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι συντελεστές αγωγιμότητας έιναι απλά L∞− συναρτή-

σεις και η BV− δομή εισάγεται μέσω ενός κατάλληλου όρου κανονικοπόιησης (regulariza-
tion term), του οπόιου η επ́ιδραση καθορ́ιζεται από την αντ́ιστοιχη παράμετρο κανονικοπόι-
ησης (regularization parameter). Η εμπλοκή των συναρτήσεων φραγμένης κύμανσης στην
ομαλοπόιηση των μη-καλώς τοποθετημένων προβλημάτων έχει ήδη επιχειρηθέι και δύο από
τις πρωτεύουσες προσεγγ́ισεις έιναι οι [33, 34]. Μεταγενέστερες έρευνες στην EIT με κα-
νονικοπόιηση ολικής κύμανσης (total variation regularization) συναντώνται στις [35–42].
Στο παρόν κεφάλαιο περιγράφεται η πρώτη απόπειρα επ́ιλυσης του αντ́ιστροφου προβλή-

ματος της αγωγιμότητας υπό τη θεώρηση ότι α(x) ∈ BV (Ω), μέσω ενός ειδικού σχήματος
ελαχιστοπόιησης που αξιοποιέι τα πλεονεκτήματα του BV− λογισμού. Κατασκευάζεται
ένα σύνθετο συναρτησιακό ελαχιστοπόιησης, που ενσωματώνει τα χαρακτηριστικά του ευ-
θέος και του αντ́ιστροφου προβλήματος της αγωγιμότητας, με σκοπό την εναλλακτική
παράκαμψης της επ́ιλυσης του ευθέος προβλήματος σε κάθε βήμα της ελαχιστοποιητικής

διαδικασ́ιας και επομένως, την ταυτόχρονη ελαχιστοπόιηση ως προς την αγωγιμότητα και
τα H1(Ω)− πεδ́ια που συμμετέχουν στα ευθέα Dirichlet και Neumann προβλήματα. Η
κεντρική ιδέα βασ́ιζεται στις εργασ́ιες [43, 44] και στην απλή θεώρηση πως οι Dirichlet
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

και Neumann λύσεις, που αντιστοιχούν στα επιφανειακά δεδομένα, έιναι ως ένα βαθμό
συμβατές (θεωρητικά, για ακριβή και χωρ́ις θόρυβο δεδομένα ταυτ́ιζονται). Ωστόσο, η
παραπάνω μεθοδολογ́ια δεν έιναι περιοριστική, υπό την έννοια ότι έιναι δυνατή η επ́ιλυση
των ενδιάμεσων, διαδοχικών ευθέων προβλημάτων και κατά συνέπεια η μετατροπή του αρ-
χικού συναρτησιακού σε ένα νέο· με μοναδικό άγνωστο το συντελεστή α. Σε αυτήν την
περ́ιπτωση, το συναρτησιακό ταυτ́ιζεται (δεδομένου ότι υπάρχει μια εσωτερική παράμετρος
βάρους που αυξάνεται επαρκώς) με το κλασικό συναρτησιακό βελτιστοπόιησης των εφαρ-
μογών, που αναγκάζει τα Dirichlet και Neumann δεδομένα να «συμβαδ́ιζουν» κατά μήκος
του συνόρου ∂Ω.
Στην Ενότητα 2.3 ορ́ιζεται το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας. Γ́ινεται σαφές

πως η παρούσα έρευνα εστιάζει στο αντ́ιστροφο πρόβλημα ανακατασκευής ανομοιογενών

προφ́ιλ στο εσωτερικό του χωρ́ιου Ω (inclusion problem), μέσω του προσδιορισμού του
συντελεστή α, αν και η προτεινόμενη μεθοδολογ́ια έχει χαρακτηριστικά που έιναι πιθανώς
εφαρμόσιμα σε γενικότερες περιπτώσεις, όπου η BV− συμπεριφορά λαμβάνει μέρος απο-
κλειστικά στα πλάισια της κανονικοπόιησης. Η Ενότητα 2.4 περιγράφει την κατασκευή
και τις ιδιότητες του συναρτησιακού ελαχιστοπόιησης. Στην Ενότητα 2.5 εδραιώνεται το
κατάλληλο αριθμητικό υπόβαθρο για την επικέιμενη εφαρμογή του σχήματος ελαχιστοπόι-
ησης. Η Ενότητα 2.6 υλοποιέι τη μέθοδο ανακατασκευής σε διδιάστατα χαρακτηριστικά
προφ́ιλ αγωγιμότητας, όπου στο απαιτητικότερο πρόβλημα του διπλού εγκλεισμού επιχει-
ρέιται η σύγκριση της τρέχουσας μεθοδολογ́ιας με παλαιότερες, παραδοσιακές μεθόδους
βελτιστοπόιησης. Τέλος, η Ενότητα 2.2 αποτελέι μια συνοπτική εισαγωγή στις βασικές
έννοιες που εμπλέκονται στη θεωρητική δραστηριότητα της διενεργούμενης έρευνας και

προς διευκόλυνση του αναγνώστη τοποθετέιται στην αρχή του κεφαλάιου.
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2.2 Βασικές έννοιες και χρήσιμοι ορισμόι

2.2.1 Κυρτότητα και κάτω ημισυνέχεια

Το πεδ́ιο ορισμού (effective domain) μιας συνάρτησης F : X → R∪{+∞} έιναι το σύνολο

domF = {x ∈ X : F (x) < +∞}. (15)

Η συνάρτηση F καλέιται γνήσια (proper) αν domF 6= ∅.
Ορισμός 2.2.1 ([5]). Έστω X γραμμικός χώρος με νόρμα. Μια συνάρτηση F : X →
R ∪ {+∞} καλέιται πιεστική αν lim

‖x‖→+∞
F (x) = +∞.

Ορισμός 2.2.2 (lower semicontinuity, [6]). Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και F : X →
R ∪ {+∞}. Λέμε ότι η F έιναι κάτω ημισυνεχής για την τ− τοπολογ́ια (τ− lsc) αν
∀xn −→

τ
x,

F (x) 6 lim
xn→

τ
x
F (xn), (16)

όπου τ η ασθενής ή η ισχυρή τοπολογ́ια στον X. (Δηλαδή η F έιναι ασθενώς κάτω
ημισυνεχής (w− lsc) αν ∀xn ⇀ x,

F (x) 6 lim
xn⇀x

F (xn)

και ισχυρώς κάτω ημισυνεχής (s− lsc) αν ∀xn → x,

F (x) 6 lim
xn→x

F (xn). )

Η απόδειξη της ασθενούς κάτω ημισυνέχειας αποτελέι γενικά ένα δύσκολο εγχέιρημα. Μια
ικανή συνθήκη έιναι η κυρτότητα

Ορισμός 2.2.3 (convexity, [5]). Έστω X γραμμικός χώρος και F : X → R ∪ {+∞}. Λέμε
ότι η F έιναι κυρτή αν ∀x, y ∈ X και λ ∈ [0, 1] έχουμε

F (λx+ (1− λ)y) 6 λF (x) + (1− λ)F (y).

Θεώρημα 2.1 (lsc strong and weak, [6]). Έστω F : X → R ∪ {+∞} κυρτή. Τότε η F
έιναι w− lsc αν και μόνο αν η F έιναι s− lsc.

Στην περ́ιπτωση όπου η F έιναι ένα ολοκληρωτικό συναρτησιακό μπορούμε να πούμε πε-
ρισσότερα για τη συσχέτιση της κάτω ημισυνέχειας με την κυρτότητα. Στη συνέχεια,
μελετάμε την (ακολουθιακή) κάτω ημισυνέχεια για ορισμένους τύπους συναρτησιακών που
συναντώνται σε πολλά μεταβολικά προβλήματα.

Κάτω ημισυνέχεια στη βαθμωτή περ́ιπτωση.

Για u ∈W 1,p(Ω), θεωρούμε το συναρτησιακό

F (u) =
∫

Ω
f(x, u,Du) dx. (17)

Περιοριζόμαστε στην περ́ιπτωση όπου u : Ω ⊂ RN → R.
Προκειμένου να εξετάσουμε τις ικανές συνθήκες για την κάτω ημισυνέχεια των συναρτη-

σιακών (17), έιναι βολικότερο να μελετήσουμε πρώτα τα συναρτησιακά της μορφής

F (u, υ) =
∫

Ω
f
(
x, u(x), υ(x)

)
dµ(x), (18)
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όπου (Ω,A, µ) χώρος μέτρου με µ ∈M+(Ω), f : Ω×Rm×RN → [0,+∞] μιαA⊗Bm⊗BN−
μετρήσιμη συνάρτηση (Bm και BN , αντ́ιστοιχα, οι σ− άλγεβρες των υποσυνόλων Borel των
Rm και RN ) και u, υ, αντ́ιστοιχα, μεταβάλλονται στους χώρους L1

µ(Ω,Rm), L1
µ(Ω,RN ) των

µ− ολοκληρώσιμων Rm,RN− συναρτήσεων.

Θεώρημα 2.2 ([5]). Έστω ότι η συνάρτηση f ικανοποιέι τις συνθήκες:

(i) για µ− σχεδόν κάθε x ∈ Ω η συνάρτηση f(x, ·, ·) έιναι κάτω ημισυνεχής στον Rm×
RN ,

(ii) για µ− σχεδόν κάθε x ∈ Ω και ∀s ∈ Rm η συνάρτηση f(x, s, ·) έιναι κυρτή στον RN .

Τότε το συναρτησιακό F στην (18) έιναι (ακολουθιακά) κάτω ημισυνεχές στον χώρο
L1
µ(Ω,Rm) × L1

µ(Ω,RN ), για την ισχυρή τοπολογ́ια στον L1
µ(Ω,Rm) και την ασθενή το-

πολογ́ια στον L1
µ(Ω,RN ).

Το Θεώρημα 2.2 εξασφαλ́ιζει τις ικανές συνθήκες για την κάτω ημισυνέχεια των
συναρτησιακών (17) στον χώρο Sobolev W 1,1(Ω). Ειδικά, ισχύει

Θεώρημα 2.3 ([5]). Έστω Ω Lipschitz χωρ́ιο του RN και f : Ω×Rm×RmN → [0,+∞]
συνάρτηση που ικανοποιέι τις υποθέσεις του Θεωρήματος 2.2. Τότε το συναρτησιακό F
στην (17) έιναι (ακολουθιακά) ασθενώς κάτω ημισυνεχές στον W 1,1(Ω,Rm).

Στη βαθμωτή περ́ιπτωση (m = 1 ή N = 1), η κυρτότητα της ολοκληρωτέας f ως
προς την κλ́ιση αποτελέι, επ́ισης, ικανή συνθήκη για την κάτω ημισυνέχεια. Στη διανυ-
σματική περ́ιπτωση (m > 1 και N > 1) κάτι τέτοιο δεν ισχύει. Σε αυτές τις περιπτώσεις
χρησιμοποιέιται ένας ασθενέστερος ορισμός της κυρτότητας (quasiconvexity) που αποδ́ιδει
παρόμοια αποτελέσματα [5].

Θεώρημα 2.4 (lsc and convexity, [6]). Το F (u) έιναι (ακολουθιακά) ασθενώς κάτω η-
μισυνεχές στον W 1,p(Ω), 1 6 p <∞ (ασθενώς∗ κάτω ημισυνεχές αν p =∞), αν και μόνο
αν η f έιναι κυρτή ως προς υ.

Θεωρούμε τα συναρτησιακά (17) στην απλούστερη μορφή

F (u) =
∫

Ω
f(Du) dx. (19)

Θεώρημα 2.5 ([5]). Έστω m = 1 ή N = 1. Υποθέτουμε ότι το συναρτησιακό F στην
(19) έιναι ακολουθιακά ασθενώς∗ κάτω ημισυνεχές στον W 1,∞(Ω), με την έννοια ότι

F (u) 6 lim
n→+∞

F (un) (20)

για κάθε ακολουθ́ια un που συγκλ́ινει ομοιόμορφα στο u στο Ω και με Dun ομοιόμορφα
φραγμένη στο Ω. Τότε η συνάρτηση f έιναι κυρτή και κάτω ημισυνεχής.

Κάτω ημισυνέχεια σε χώρους μέτρου.

Έστω (V, σ) ένας πραγματικός τοπικά κυρτός Hausdorff τοπολογικός διανυσματικός χώ-
ρος και F : V → (−∞,+∞] μια γνήσια κυρτή και (ακολουθιακά) σ− κάτω ημισυνεχής
συνάρτηση.
Ορισμός 2.2.4 (recession functional, [5]). Η συνάρτηση F∞ (recession function) της F
ορ́ιζεται, ∀υ ∈ V , ως

F∞(υ) = lim
t→+∞

F (υ0 + tυ)
t

, (21)

όπου υ0 ένα οποιοδήποτε στοιχέιο του domF = {υ ∈ V : F (υ) < +∞}.
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Πρόταση 2.2.1 (properties of the recession function, [5]). Ισχύουν τα επόμενα:

(i) Το όριο στην (21) υπάρχει και έιναι ανεξάρτητο του υ0.

(ii) Το συναρτησιακό F∞ επιδέχεται την ισοδύναμη μορφή

F∞(υ) = sup{F (u+ υ)− F (u) : u ∈ domF}

= sup
{F (υ0 + tv)− F (υ0)

t
: t > 0

}
∀υ0 ∈ domF .

(iii) H F∞ έιναι γνήσια, κυρτή, (ακολουθιακά) σ− κάτω ημισυνεχής και θετικά 1−
ομογενής, δηλαδή

F∞(tυ) = tF∞(υ) ∀t ≥ 0, ∀υ ∈ V.

(iv) ∀F1, ..., Fn γνήσιες, κυρτές, (ακολουθιακά) σ− κάτω ημισυνεχέις απεικον́ισεις, με
(domF1) ∩ ... ∩ (domFn) 6= ∅, ισχύει(

n∑
i=1

Fi

)∞
=

n∑
i=1

F∞i .

(v) F∞(υ) + F∞(−υ) ≥ 0, ∀υ ∈ V .

(Στα επόμενα, Ω ⊂ RN .)

Θεώρημα 2.6 ([5]). Έστω f : Rm → [0,+∞] μια κάτω ημισυνεχής και κυρτή συνάρτηση
και µ ένα μέτρο Borel στονM+(Ω). Τότε το ολοκληρωτικό συναρτησιακό F που ορ́ιζεται
στον M(Ω,Rm) ως

F (λ) =
∫

Ω
f

(
dλ

dµ

)
dµ+

∫
Ω
f∞
(
dλs

d|λs|

)
d|λs|, (22)

με λ = dλ/dµ · µ + dλs τη Radon-Nikodym ανάλυση του λ ως προς το µ, έιναι ασθενώς
κάτω ημισυνεχές στον M(Ω,Rm).

Θεώρημα 2.7 ([45]). Έστω F : M(Ω,Rm) → [0,+∞] ένα κυρτό και ασθενώς κάτω
ημισυνεχές συναρτησιακό στον M(Ω,Rm), που ικανοποιέι την ιδιότητα (local property):

λ1⊥λ2 ⇒ F (λ1 + λ2) = F (λ1) + F (λ2).

Τότε το συναρτησιακό F έιναι της μορφής

F (λ) =
∫

Ω
f

(
x,
dλ

dµ

)
dµ+

∫
Ω
f∞
(
x,

dλs

d|λs|

)
d|λs|, (23)

όπου f : Ω×Rm → R συνάρτηση Borel τέτοια ώστε η f(x, ·) έιναι κυρτή στον Rm µ−σχε-
δόν για κάθε x ∈ Ω.
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2.2.2 Η διαδικασ́ια χαλάρωσης (Relaxation)

Σε αυτήν την παράγραφο εξετάζουμε την περ́ιπτωση όπου το συναρτησιακό F δεν έιναι w−
lsc. Κάτι τέτοιο καθιστά αδύνατη την ύπαρξη ελαχ́ιστου. Μπορούμε ωστόσο να συσχετ́ι-
σουμε το F με ένα άλλο συναρτησιακό, του οπόιου τα ελάχιστα αποτελούν ασθενή σημέια
συσσωρεύσεως των ακολουθιών ελαχιστοπόιησης του F . Η ιδέα αυτή αντικατοπτρ́ιζει τη
λεγόμενη μέθοδο χαλάρωσης, που αποδ́ιδεται στη βιβλιογραφ́ια με τον όρο “relaxation” [5]
και ακριβώς υλοποιέι την παραπάνω διαδικασ́ια, δηλαδή, ξεκινώντας από ένα πρόβλημα βελ-
τιστοπόιησης χωρ́ις λύση μπορέι κανέις να ορ́ισει το αντ́ιστοιχο «πρόβλημα χαλάρωσης»
και να καταλήξει σε μια γενικευμένη λύση του αρχικού.
Έστω (X, τ) τοπολογικός χώρος και F : X → R ∪ {+∞}. Με τ συμβολ́ιζουμε την

ισχυρή ή ασθενή τοπολογ́ια στον X.
Ορισμός 2.2.5 (relaxed functional, [6]). Η τ− κάτω ημισυνεχής περιβάλλουσα (relaxed
functional) RτF του F ορ́ιζεται ∀x ∈ X ως η μεγαλύτερη τ− κάτω ημισυνεχής συνάρτη-
ση που έιναι μικρότερη του F , δηλαδή

RτF = sup{G : X → R : G τ − lsc, G 6 F}. (24)

Θεώρημα 2.8 ([6]). Το συναρτησιακό RτF χαρακτηρ́ιζεται για κάθε x ∈ X από τις
επόμενες δύο ιδιότητες:

(i) ∀(xn)n∈N τέτοια ώστε xn −→
τ
x, RτF (x) 6 lim

n→+∞
F (xn),

(ii) υπάρχει ακολουθ́ια (yn)n∈N στονX τέτοια ώστε yn −→
τ
x καιRτF (x) > lim

n→+∞
F (yn).

Σχόλιο 2.1 ([5]). Το σύστημα των ισχυρισμών (i) και (ii) τετριμμένα ισοδυναμέι με
αυτό των (i) και (ii)´:

(i) ∀(xn)n∈N τέτοια ώστε xn −→
τ
x, RτF (x) 6 lim

n→+∞
F (xn),

(ii)´ υπάρχει ακολουθ́ια (yn)n∈N στον X τέτοια ώστε yn −→
τ
x και RτF (x) = lim

n→+∞
F (yn)

και κάθε συνάρτηση RτF που ικανοποιέι τις (i) και (ii)´ αυτομάτως ικανοποιέι

RτF (x) := inf{ lim
n→+∞

F (xn) : (xn)n∈N, x = lim
n→+∞

xn}.

Η σχέση μεταξύ του αρχικού προβλήματος ελαχιστοπόιησης inf{F (x), x ∈ X} και του
προβλήματος χαλάρωσης inf{RτF (x), x ∈ X}, περιγράφεται στο ακόλουθο θεώρημα

Θεώρημα 2.9 (Relaxation theorem, [5]). Έστω F : X → R ∪ {+∞} γνήσια επεκτετα-
μένη πραγματική συνάρτηση σε έναν μετρικοποιήσιμο χώρο (X, %) ή γενικότερα σε έναν
πρώτο αριθμήσιμο τοπολογικό χώρο. Υποθέτουμε ότι υπάρχει μια ακολουθ́ια ελαχιστο-
πόιησης (xn)n∈N (δηλ. lim

n→+∞
F (xn) = inf

X
F ) τέτοια ώστε το σύνολο S = {xn : n ∈ N}

έιναι σχετικά συμπαγές στον X. Τότε

(i) inf
X
F = min

X
RτF ,

(ii) κάθε σημέιο συσσωρεύσεως x̄ του S έιναι σημέιο ελαχ́ιστου για το RτF , δηλαδή
RτF (x̄) = min

X
RτF .

Στην ορολογ́ια της θεωρ́ιας χαλάρωσης, το πρόβλημα

(P) : min
X

RτF (25)
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καλέιται «πρόβλημα χαλάρωσης» (“relaxed problem”) του προβλήματος βελτιστοπόιησης

(P) : inf
X
F. (26)

Μια λύση του (P) συχνά καλέιται «γενικευμένη λύση» του αρχικού προβλήματος (P). Η
διαδικασ́ια χαλάρωσης συν́ισταται στην αναλυτική κατασκευή της κάτω ημισυνεχής περι-
βάλλουσας του F για μια κατάλληλη τοπολογ́ια στον χώρο X, ώστε να έχουμε ένα καλώς
ορισμένο πρόβλημα (P) με την έννοια που υποδηλώνει το Θεώρημα 2.9 (δηλ., την ύπαρξη
μιας βέλτιστης λύσης για το (P)).
Για τα ολοκληρωτικά συναρτησιακά, ένας τρόπος υπολογισμού του συναρτησιακού

χαλάρωσης έιναι μέσω της χρήσης πολικών και διπολικών συναρτήσεων. Έστω f : RN →
R. Ορ́ιζουμε την πολική συνάρτηση της f (Legendre-Fenchel transform, [6]), f∗ : RN →
R, ως

f∗(η) = sup
ξ∈RN

{η · ξ − f(ξ)}, (27)

και τη διπολική της f ως
f∗∗(ξ) = sup

η∈RN
{η · ξ − f∗(η)}. (28)

Εφόσον οι f∗, f∗∗ ορ́ιζονται ως τα supremum αφινικών συναρτήσεων, συνεπάγεται ότι οι
f∗ και f∗∗ έιναι κυρτές. Πιο συγκεκριμένα, η f∗∗ έιναι η κυρτή περιβάλλουσα της f (δηλ.,
η μεγαλύτερη κυρτή συνάρτηση που έιναι μικρότερη της f). Επιπλέον, ο ορισμός (27)
συνεπάγεται ότι

f(ξ) ≥ η · ξ − f∗(η) ∀ξ ∈ RN , (29)

δηλαδή η αφινική συνάρτηση h(ξ) = η · ξ − f∗(η) βρ́ισκεται παντού κάτω από το γράφημα
της f και η −f∗(η) δ́ινει την τομή της με τον άξονα των τεταγμένων.

Relaxation στον BV .

Σύμφωνα με την προηγούμενη παράγραφο, όταν ένα ολοκληρωτικό συναρτησιακό F στον
W 1,p(Ω,Rm) δεν έιναι κάτω ημισυνεχές, η κλασική διαδικασ́ια που ακολουθέιται έιναι
η αντικατάστασή του με το relaxed, RF , ως προς την ασθενή τοπολογ́ια του χώρου
W 1,p(Ω,Rm). Μελετάμε την περ́ιπτωση p = 1, όπου το πεδ́ιο ορισμού W 1,1(Ω,Rm) του
F περιέχεται γνήσια στο πεδ́ιο ορισμού του RF . Κάτι τέτοιο οφέιλεται στη μη ανακλα-
στικότητα του χώρου W 1,1(Ω,Rm) [5]. Ειδικά, domRF ≡ BV (Ω,Rm), ενώ για p > 1,
domRF ≡W 1,p(Ω,Rm). Στη συνέχεια, δέιχνουμε πώς ο χώρος BV (Ω,Rm) και η έννοια
του ίχνους γ (βλ. Θεώρημα 1.8) συμμετέχουν στη θεωρ́ια χαλάρωσης. Περιοριζόμαστε
στην περ́ιπτωση m = 1 και f = |.|.
Έστω Ω Lipschitz ανοιχτό και φραγμένο υποσύνολο του RN . Ορ́ιζουμε τα συναρτησιακά
F,G, στον L1(Ω) εφοδιασμένο με την ισχυρή τοπολογ́ια,

F (u) =
{∫

Ω |∇u| dx αν u ∈W 1,1(Ω),
+∞ διαφορετικά,

G(u) =
{∫

Ω |∇u| dx αν u ∈W 1,1
0 (Ω),

+∞ διαφορετικά.

(30)

Πρόταση 2.2.2 ([5]). Το πεδ́ιο ορισμού των συναρτησιακών RF και RG περίεχεται
στον BV (Ω).

Πρόταση 2.2.3 ([5]). Έστω Ω Lipschitz ανοιχτό και φραγμένο υποσύνολο του RN με
Γ σύνορο. Τα relaxed συναρτησιακά RF, RG των F,G, (30), για την ισχυρή τοπολογ́ια
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του L1(Ω), έιναι της μορφής

RF (u) =
{∫

Ω |Du| αν u ∈ BV (Ω),
+∞ διαφορετικά,

RG(u) =
{∫

Ω |Du|+
∫

Γ |γ(u)| dHN−1
αν u ∈ BV (Ω),

+∞ διαφορετικά,

όπου γ : BV (Ω)→ L1(Γ) ο τελεστής ίχνους.

Έστω F,G ολοκληρωτικά συναρτησιακά της μορφής

F (u) =
{∫

Ω f(∇u) dx αν u ∈W 1,1(Ω),
+∞ διαφορετικά,

G(u) =
{∫

Ω f(∇u) dx αν u ∈W 1,1
0 (Ω),

+∞ διαφορετικά,

(31)
όπου f κυρτή συνάρτηση που ικανοποιέι κατάλληλες γραμμικές αυξητικές συνθήκες. Πρώ-
τα, διατυπώνουμε την ακόλουθη πρόταση, η οπόια δεν προϋποθέτει καμ́ια αυξητική συνθήκη
για την f .

Πρόταση 2.2.4 (Πόρισμα του Θεωρήματος 2.6, [5]). Έστω Du = ∇u LNbΩ + Dsu η
Lebesgue-Nykodym ανάλυση του μέτρου Du και f : RN → [0,+∞] κάτω ημισυνεχής και
κυρτή συνάρτηση. Τότε, το ολοκληρωτικό συναρτησιακό F που ορ́ιζεται στον BV (Ω) ως

F (u) =
∫

Ω
f(∇u)dx+

∫
Ω
f∞
(
Dsu

|Dsu|

)
|Dsu|, (32)

έιναι κάτω ημισυνεχές για την BV − w∗ τοπολογ́ια.

Στα επόμενα, συμβολ́ιζουμε το ολοκλήρωμα
∫

Ω f
∞
(
Dsu
|Dsu|

)
|Dsu| με

∫
Ω f
∞(Dsu) και

θέτουμε

F (u) :=
∫

Ω
f(Du).

Θεωρούμε την κυρτή συνάρτηση f : RN → R+
που ικανοποιέι ∀α ∈ RN την αυξητική

συνθήκη

0 6 f(α) 6 β(1 + |α|) (33)
για κάποια θετική σταθερά β. Ο Fenchel μετασχηματισμός της f (βλ., π.χ., (27)) έιναι η
συνάρτηση f∗ : RN → R που ορ́ιζεται ∀b ∈ RN

f∗(b) = sup
α∈RN

{b · α− f(α)}.

Η f∗ έιναι μια R∪{+∞}− κυρτή, γνήσια και κάτω ημισυνεχής συνάρτηση. Από τη συνθή-
κη (33) συνεπάγεται ότι το πεδ́ιο ορισμού της, K, περιέχεται στην κλειστή μπάλα B(0, β)
του RN και ότι f∗(b) ≥ −β, ∀b ∈ K. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι η f∗ έιναι άνω φραγμένη:

∃C > 0 έτσι ώστε ∀b ∈ K, f∗(b) 6 C. (34)

Θεώρημα 2.10 ([5]). Έστω f μη αρνητική κυρτή συνάρτηση που ικανοποιέι τις (33)
και (34). Τότε ο χώρος C∞(Ω) ∩ BV (Ω) έιναι πυκνός στον BV (Ω) με την interme-
diate σύγκλιση σε σχέση με την f . Ειδικότερα, για κάθε u ∈ BV (Ω), υπάρχει un ∈
C∞(Ω) ∩BV (Ω) τέτοια ώστε

un → u ισχυρώς στον L1(Ω),∫
Ω
|Dun| dx→

∫
Ω
|Du| dx,∫

Ω
f(Dun) dx→

∫
Ω
f(Du) dx.
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Για μια πλήρη περιγραφή των relaxed συναρτησιακών των F,G, (31), θεωρούμε επιπλέον
ότι η f ικανοποιέι τη συνθήκη πιεστικότητας

∃a > 0, ∀α ∈ RN , a(|α| − 1) 6 f(α). (35)

Θεώρημα 2.11 ([5]). Έστω Ω Lipschitz ανοιχτό και φραγμένο υποσύνολο του RN με
σύνορο Γ και f μη αρνητική και κυρτή συνάρτηση που ικανοποιέι τις (33), (34) και (35).
Τότε, τα relaxed συναρτησιακά των F και G, στον L1(Ω) εφοδιασμένο με την ισχυρή
τοπολογ́ια, ορ́ιζονται ως

RF (u) =
{∫

Ω f(∇u) dx+
∫

Ω f
∞(Dsu) αν u ∈ BV (Ω),

+∞ διαφορετικά,

RG(u) =
{∫

Ω f(∇u) dx+
∫

Ω f
∞(Dsu) +

∫
Γ f
∞(γ(u)n) dHN−1

αν u ∈ BV (Ω),
+∞ διαφορετικά.

2.2.3 Η μέθοδος της ομογενοπόιησης

Η μέθοδος της ομογενοπόιησης (homogenization method) [28] αναπτύχθηκε με σκοπό να
παρακάμψει την αναγκαστική ομαλότητα και τους τοπολογικούς περιορισμούς που ενυπάρ-
χουν στην κλασική θεωρ́ια της βελτιστοπόιησης σχήματος. Το ευρύτερο μαθηματικό πλάι-
σιο της θεωρ́ιας ομογενοπόιησης περιγράφεται μέσω της θεωρ́ιας της H− σύγκλισης, που
εισήχθη από τον Spagnolo [46, 47] φέροντας την ονομασ́ια “G− convergence” και αργότερα
γενικεύτηκε από τους Tartar [48] και Murat (και Tartar) [49] ως “H− convergence”.
Οι έννοιες της H− και G− σύγκλισης κρ́ινονται αναγκάιες, όταν προκύπτουν οριακές

διαδικασ́ιες στις οπόιες ερευνάται η σύγκλιση προβλημάτων συνοριακών τιμών, καθώς ορι-
σμένες φυσικές παράμετροι μεταβάλλονται. Αναλυτικότερα, έστω η ακόλουθη οικογένεια
προβλημάτων

−divAε(x)∇uε(x) = f(x) στο Ω, (36)
uε(x) = 0 στο ∂Ω, (37)

όπου Ω ανοιχτό και φραγμένο υποσύνολο του RN , ε > 0 μια ακολουθ́ια θετικών πραγ-
ματικών αριθμών που τέινει στο μηδέν (ε→ 0) και L∞(Ω,Mb,c) ο χώρος των αποδεκτών
συντελεστών Aε(x) στο Ω. Για κάθε δύο θετικές σταθερές b > 0 και c > 0, ορ́ιζουμε τον
υπόχωροMb,c του γραμμικού χώρουMN των τετραγωνικών πραγματικών πινάκων τάξης

N , που μαζ́ι με τους αντ́ιστροφούς τους έιναι πιεστικόι [28]:

Mb,c =
{
M ∈MN έτσι ώστε

Mξ · ξ ≥ b|ξ|2

M−1ξ · ξ ≥ c|ξ|2
∀ξ ∈ RN

}
. (38)

Σχόλιο 2.2 ([28]). Μια αναγκάια συνθήκη έτσι ώστε M ∈Mb,c έιναι b|ξ|2 6Mξ · ξ 6
c−1|ξ|2 για κάθε διάνυσμα ξ. Επομένως, το σύνολο Mb,c 6= ∅ αν και μόνο αν οι θετικές
σταθερές b και c ικανοποιούν bc 6 1. Στη συνέχεια, υποθέτουμε πως μια τέτοια συνθήκη
ικανοποιέιται.

Ορισμός 2.2.6 (H− convergence, [28]). Λέμε ότι μια ακολουθ́ια πινάκων Aε(x) στον
L∞(Ω,Mb,c) συγκλ́ινει με την έννοια της ομογενοπόιησης, ή απλά H− συγκλ́ινει, σε ένα
ομογενοποιημένο όριο-π́ινακα ή H− όριο, A∗(x) ∈ L∞(Ω,Mb,c), και γράφουμε Aε(x) −→

H

A∗(x), αν για κάθε δεξιό μέλος f ∈ H−1(Ω), η ακολουθ́ια uε των λύσεων της εξ́ισωσης

−divAε(x)∇uε(x) = f(x) στο Ω, (39)
uε(x) = 0 στο ∂Ω, (40)
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ικανοποιέι

uε ⇀ u ασθενώς στον H1
0 (Ω), (41)

Aε(x)∇uε(x) ⇀ A∗(x)∇u(x) ασθενώς στον (L2(Ω))N , (42)

όπου u η λύση της ομογενοποιημένης εξ́ισωσης

−divA∗(x)∇u(x) = f(x) στο Ω, (43)
u(x) = 0 στο ∂Ω. (44)

Ο παραπάνω ορισμός έχει νόημα χάρη στο ακόλουθο θεώρημα

Θεώρημα 2.12 ([28]). Για κάθε ακολουθ́ια πινάκων Aε(x) στον L∞(Ω,Mb,c), υπάρχει
υπακολουθ́ια Aε, που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, και π́ινακας A∗(x) ∈ L∞(Ω,Mb,c) τέτοια ώστε
Aε −→

H
A∗.

Σχόλιο 2.3. Η H− σύγκλιση ορ́ιζεται έμμεσα από τη σύγκλιση των λύσεων των προ-
βλημάτων και των ροών τους. Επομένως, δεν συνδέεται a priori με κάποια από τις
συνήθεις έννοιες σύγκλισης (ασθενής ή ισχυρή) των συντελεστών. Παρ’ όλα αυτά, μια
τέτοια συσχέτιση υπάρχει, όπως διατυπώνεται στο Λήμμα 2.2.1 παρακάτω.

Η H− σύγκλιση έιναι «τοπική»:

Πρόταση 2.2.5 ([28]). Έστω δύο ακολουθ́ιες πινάκων Aε(x), Bε(x) στον L∞(Ω,Mb,c)
που H− συγκλ́ινουν στα A∗(x) και B∗(x) αντ́ιστοιχα. Έστω ω ανοιχτό υποσύνολο του
Ω με ω ⊂⊂ Ω (δηλ., το ω περίεχεται ισχυρώς στο Ω). Αν Aε(x) = Bε(x) στο ω, τότε
A∗(x) = B∗(x) στο ω.

H Πρόταση 2.2.5 έχει δύο σημαντικές συνέπειες. Πρώτον, το H− όριο μιας ακολουθ́ιας
έιναι μοναδικό, δηλαδή μια ακολουθ́ια δεν μπορέι να συγκλ́ινει σε δύο διαφορετικά όρια.
Δεύτερον, η τιμή του ομογενοποιημένου π́ινακα A∗ σε μια περιοχή ω δεν εξαρτάται από
τις τιμές της ακολουθ́ιας Aε έξω από αυτήν την περιοχή· γεγονός που αποδ́ιδει την έννοια
της τοπικότητας.

Η H− σύγκλιση έιναι «αδιάφορη» ως προς την επιλογή των συνοριακών συνθηκών:

Πρόταση 2.2.6 ([28]). Έστω Aε(x) μια ακολουθ́ια πινάκων στον L∞(Ω,Mb,c) που H−
συγκλ́ινει στον A∗(x). Για κάθε ακολουθ́ια zε τέτοια ώστε{

−divAε∇zε = fε → f ισχυρώς στον H−1
loc (Ω)

zε ⇀ z ασθενώς στον H1
loc(Ω),

(45)

η Aε(x) ικανοποιέι

Aε∇zε ⇀ A∗∇z ασθενώς στον (L2
loc(Ω))N .

Η Πρόταση 2.2.6 συνεπάγεται την ισχύ των συγκλ́ισεων (41)-(42) για ακολουθ́ιες όπως
η zε. Η διαφορά μεταξύ των uε και zε έιναι πως η τελευτάια δεν ικανοποιέι κάποια προ-
καθορισμένη συνοριακή συνθήκη στο ∂Ω και επιπλέον αποτελέι λύση μιας εξ́ισωσης με
μεταβλητό δεξιό μέλος fε. Συνεπώς, η H− σύγκλιση μπορέι να εφαρμοστέι ανεξαρτήτως
συνοριακών συνθηκών (και όχι απαράιτητα μόνο για Dirichlet συνοριακές συνθήκες, όπως
στον Ορισμό 2.2.6).
Στην περ́ιπτωση των συμμετρικών τελεστών (δηλ., όταν ο π́ινακας Aε έιναι συμμε-

τρικός) χρησιμοποιέιται μια άλλη έννοια τελεστικής σύγκλισης, η λεγόμενη G− σύγκλιση
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[46]. Συχνά στη βιβλιογραφ́ια, οι έννοιες των H− και G− συγκλ́ισεων συγχεόνται, αν και
στο αυστηρό θεωρητικό πλάισιο η H− σύγκλιση θεωρέιται μια γεν́ικευση της G− για την
περ́ιπτωση των μη συμμετρικών τελεστών.
ΈστωMs

N ο γραμμικός χώρος των συμμετρικών πραγματικών πινάκων τάξης N . Ό-
μοια με την (38), ορ́ιζουμε για κάθε δύο θετικές σταθερές b > 0 και c > 0 τον υπόχωρο
Ms

b,c τουMs
N ,

Ms
b,c =

{
M ∈Ms

N έτσι ώστε
Mξ · ξ ≥ b|ξ|2

M−1ξ · ξ ≥ c|ξ|2
∀ξ ∈ RN

}
. (46)

Ορισμός 2.2.7 (G− convergence, [28]). Λέμε ότι μια ακολουθ́ια συμμετρικών πινάκων
Aε(x) στον L∞(Ω,Ms

b,c) G− συγκλ́ινει σε ένα ομογενοποιημένο όριο-π́ινακα ή G− ό-
ριο, A∗(x) ∈ L∞(Ω,Ms

b,c), και γράφουμε Aε(x) −→
G

A∗(x), αν για κάθε δεξιό μέλος

f ∈ H−1(Ω), η ακολουθ́ια uε των λύσεων της εξ́ισωσης

−divAε(x)∇uε(x) = f(x) στο Ω, (47)
uε(x) = 0 στο ∂Ω, (48)

συγκλ́ινει ασθενώς στον H1
0 (Ω) στη λύση u της ομογενοποιημένης εξ́ισωσης

−divA∗(x)∇u(x) = f(x) στο Ω, (49)
u(x) = 0 στο ∂Ω. (50)

Θεώρημα 2.13 ([28]). Για κάθε ακολουθ́ια Aε(x) ∈ L∞(Ω,Mb,c) συμμετρικών πινάκων,
υπάρχει υπακολουθ́ια Aε, που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, και συμμετρικός π́ινακας A∗(x) ∈
L∞(Ω,Ms

b,c) τέτοια ώστε Aε −→
G

A∗.

Η βασική διαφορά μεταξύ της H− και G− σύγκλισης έιναι ότι η δεύτερη δεν απαιτέι τη
σύγκλιση των ροών Aε∇uε. Επομένως, η G− σύγκλιση έιναι ασθενέστερη της H− σύ-
γκλισης, υπό την έννοια ότι αν μια ακολουθ́ια συμμετρικών πινάκων Aε H− συγκλ́ινει σε
έναν συμμετρικό π́ινακα A∗, τότε αυτομάτως G− συγκλ́ινει στο ίδιο όριο. Το αντ́ιστροφο
δεν έιναι προφανές, αλλά αποδεικνύεται ότι ισχύει [28].

Πρόταση 2.2.7 ([28]). Μια ακολουθ́ια Aε συμμετρικών πινάκων στον L∞(Ω,Ms
b,c) G−

συγκλ́ινει σε ένα όριο A∗ ∈ L∞(Ω,Ms
b,c) αν και μόνο αν H− συγκλ́ινει στο A∗.

Τέλος, αναφέρουμε δύο αποτελέσματα με καθοριστικό ρόλο στις εφαρμογές (βλ., π.χ.,
Παράγραφο 2.3.1).

Λήμμα 2.2.1 ([28]). Έστω Aε(x) μια ακολουθ́ια πινάκων στον L∞(Ω,Mb,c) που έι-
τε συγκλ́ινει ισχυρώς στο όριο-π́ινακα A∗(x) στον L1(Ω,MN ) έιτε συγκλ́ινει στο A∗(x)
σχεδόν παντού στο Ω. Τότε, επιπλέον Aε(x) −→

H
A∗(x).

Λήμμα 2.2.2 (Div-curl lemma, [50, 51]). Έστω uε, υε δύο ακολουθ́ιες στον (L2(Ω))N
τέτοιες ώστε {

uε ⇀ u ασθενώς στον (L2(Ω))N

υε ⇀ υ ασθενώς στον (L2(Ω))N .

Ορ́ιζουμε τον τελεστή στροβιλισμού curl υ =
(
∂υi

∂xj
− ∂υj

∂xi

)
16i,j6N

. Επιπλέον, υποθέτουμε
ότι {

div uε → div u ισχυρώς στον H−1(Ω)
curl υε → curl υ ισχυρώς στον H−1(Ω,MN ).

Τότε

uε · υε ⇀ u · υ με την έννοια των κατανομών. (51)
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2.2.4 Γ− Σύγκλιση

Δεδομένου ενός μετρικοποιήσιμου χώρου ή γενικότερα ενός πρώτου αριθμήσιμου τοπολο-
γικού χώρου, επιθυμούμε να ορ́ισουμε μια έννοια σύγκλισης στον χώρο των επεκτεταμένων
πραγματικών συναρτήσεων F : X → R ∪ {+∞} έτσι ώστε οι απεικον́ισεις

F 7→ inf
X
F, F 7→ arg min

X
F

να έιναι ακολουθιακά συνεχέις. Πιο συγκεκριμένα, για Fn, F : X → R ∪ {+∞}, υπό
κάποιες υποθέσεις συμπάγειας, θέλουμε να ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές (καθώς
n→ +∞):

Fn → F ⇒ inf
X
Fn → min

X
F,

Fn → F, un ∈ arg min
X

Fn ⇒ un → u ∈ arg min
X

F τουλάχιστον για μια υπακολουθ́ια.

Αξ́ιζει να παρατηρήσουμε ότι μια τέτοια θεωρ́ια σύγκλισης περιέχει κατά μ́ια έννοια στοιχέια

της θεωρ́ιας χαλάρωσης. Πράγματι, σύμφωνα με το Θεώρημα 2.9, έχουμε ότι

Fn ≡ F → RF ⇒ inf
X
F = min

X
RF (52)

και κάθε σχετικά συμπαγής ακολουθ́ια ελαχιστοπόιησης έχει μια υπακολουθ́ια που συγκλ́ι-
νει στο u ∈ arg min

X
F .

Τέτοια ζητήματα προκύπτουν συχνά στο λογισμό των μεταβολών. Πράγματι, πολλά
προβλήματα στη φυσική, τη μηχανική και την προσεγγιστική θεωρ́ια της αριθμητικής ανά-
λυσης μοντελοποιούνται μέσω της ελαχιστοπόιησης συναρτησιακών που εξαρτώνται από

κάποια παράμετρο, έστω n. Για παράδειγμα, γράφουμε Fn αντ́ι για Fε, όπου ε μια μικρή
παράμετρος που συνδέεται με την πυκνότητα, τη δυσκαμψ́ια (στη μηχανική) ή γενικότερα με
ένα μέγεθος μικρής μεταβολής. Τότε, αν το μοντέλο που αντιστοιχ́ιζεται στο Fn επιδέχε-
ται μεταβολική μορφή, το πρόβλημα εύρεσης ενός συναρτησιακού F που έιναι ασυμπτωτικά
ισοδύναμο με το Fn, και σημειώνεται με F ∼ Fn, διατυπώνεται σε όρους του λογισμού
των μεταβολών ως εξής:
F ∼ Fn σημάινει ότι καθώς n→∞ (ή ε→ 0),

inf
X
F ∼ min

X
Fn,

x̄ ∈ arg min
X

F ∼ xn ∈ εn − arg min
X

Fn, εn → 0, (53)

για κάποια κατάλληλη τοπολογ́ια στον X.
Η έννοια της Γ− σύγκλισης ανταποκρ́ινεται σε αυτόν το σκοπό [52].
Ορισμός 2.2.8 ([5]). Έστω (X, %) μετρικοποιήσιμος χώρος ή γενικότερα ένας πρώτος α-
ριθμήσιμος τοπολογικός χώρος, (Fn)n∈N ακολουθ́ια επεκτεταμένων πραγματικών συναρ-
τήσεων Fn : X → R ∪ {+∞} και F : X → R ∪ {+∞}. Λέμε ότι η ακολουθ́ια (Fn)n∈N
(ακολουθιακά) Γ− συγκλ́ινει στο F στο x ∈ X αν και μόνο αν αληθεύουν οι ακόλουθοι
δύο ισχυρισμόι:

(i) για κάθε ακολουθ́ια (xn)n∈N που συγκλ́ινει στο x ∈ X,

F (x) 6 lim
n→+∞

Fn(xn),

(ii) υπάρχει ακολουθ́ια (yn)n∈N που συγκλ́ινει στο x ∈ X τέτοια ώστε

F (x) ≥ lim
n→+∞

Fn(yn).
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2.2. Βασικές έννοιες και χρήσιμοι ορισμόι

Όταν οι (i)-(ii) ισχύουν ∀x ∈ X, λέμε ότι η (Fn)n∈N Γ− συγκλ́ινει στο F στον (X, %) και
γράφουμε F = Γ− lim

n→+∞
Fn.

Σχόλιο 2.4 ([5]). Το σύστημα των ισχυρισμών (i) και (ii) τετριμμένα ισοδυναμέι με
αυτό των (i) και (ii)´:

(i) για κάθε ακολουθ́ια (xn)n∈N που συγκλ́ινει στο x ∈ X,

F (x) 6 lim
n→+∞

Fn(xn), (54)

(ii)´ υπάρχει ακολουθ́ια (yn)n∈N που συγκλ́ινει στο x ∈ X τέτοια ώστε

F (x) = lim
n→+∞

Fn(yn). (55)

Ορισμός 2.2.9 (equicoercivity, [6]). Λέμε ότι η ακολουθ́ια των συναρτησιακών Fn έιναι
ισοπιεστική αν για κάθε t ≥ 0 υπάρχει Kt συμπαγές υποσύνολο του X έτσι ώστε {x ∈ X :
Fn(x) 6 t} ⊂ Kt για κάθε n.
Το βασικό εννοιολογικό ενδιαφέρον της Γ− σύγκλισης έγκειται στη μεταβολική της

φύση, όπως γ́ινεται φανερό στον ισχυρισμό (i) παρακάτω

Θεώρημα 2.14 ([5]). Έστω (Fn)n∈N ακολουθ́ια συναρτήσεων Fn : X → R∪{+∞} που
Γ− συγκλ́ινει σε κάποια συνάρτηση F : X → R ∪ {+∞}. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) Έστω xn ∈ X τέτοια ώστε Fn(xn) 6 inf{Fn(x) : x ∈ X}+εn, όπου εn > 0, εn → 0
όταν n → +∞. Υποθέτουμε ότι το {xn : n ∈ N} έιναι σχετικά συμπαγές. Τότε
κάθε σημέιο συσσωρεύσεως x̄ του {xn : n ∈ N} έιναι σημέιο ελαχ́ιστου για την F
και

lim
n→+∞

inf{Fn(x) : x ∈ X} = F (x̄). (56)

(ii) Αν G : X → R συνεχής, τότε F +G = Γ− lim
n→+∞

(Fn +G).

Έστω (Fn)n∈N ακολουθ́ια συναρτήσεων Fn : X → R∪{+∞}. Αν υπάρχει συνάρτηση
F : X → R ∪ {+∞} τέτοια ώστε κάθε υπακολουθ́ια της (Fn)n∈N έχει μια υπακολουθ́ια
που Γ− συγκλ́ινει στην F , τότε ολόκληρη η ακολουθ́ια Γ− συγκλ́ινει στην F .

Γενικά, δεν υπάρχει κάποια σύνδεση μεταξύ της Γ− και της σημειακής σύγκλισης, εκτός
από την ακόλουθη συσχέτιση

Θεώρημα 2.15 (Γ− convergence and pointwise convergence, [6]).

(i) Αν η Fn συγκλ́ινει ομοιόμορφα στην F , τότε F = Γ− lim
n→+∞

Fn.

(ii) Αν η Fn έιναι φθ́ινουσα ακολουθ́ια που συγκλ́ινει σημειακά στην F , τότε RF =
Γ− lim

n→+∞
Fn.
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2.3 Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας

Έστω Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, Lipschitz χωρ́ιο που αναπαριστά ένα αγώγιμο μέσο με αγωγιμότη-
τα α(x), x ∈ Ω. Συνήθως, υπάρχει μια (ενδεχομένως) μη συνεκτική περιοχή D, ανοιχτό
υποσύνολο του Ω, που αποτελέι το αντικέιμενο προς εντοπισμό και διαφοροποιέιται από το
υπόλοιπο αγώγιμο υλικό μέσω της πιθανώς ασυνεχούς μεταβολής της αγωγιμότητας στη

διεπιφάνεια ∂D.
Το δυναμικό u στο εσωτερικό της δομής Ω ικανοποιέι το ευθύ πρόβλημα συνοριακών τιμών

∇ · (α(x)∇u(x)) = 0 x ∈ Ω, (57)
α(x)∇u(x) · ~n = g(x) x ∈ ∂Ω, (58)

με ~n το κάθετο εξωτερικό μοναδιάιο διάνυσμα στο ∂Ω και συντελεστή αγωγιμότητας στη
μορφή

α(x) = b̃(x)χΩ\D(x) + c̃(x)χD(x), (59)

όπου συναντάται η χαρακτηριστική συνάρτηση χA ενός συνόλου A. Οι συναρτήσεις
b̃(x), c̃(x) χαρακτηρ́ιζουν τον background π́ινακα και τον εγκλεισμό D, αντ́ιστοιχα. Στις
περισσότερες εφαρμογές, αυτές οι συναρτήσεις έιναι σταθερές και αποτελούν αναπαραστά-
σεις διφασικών υλικών. Εδώ, τις θεωρούμε συναρτήσεις μεταβλητών με ασυνεχή συμπερι-
φορά στις διεπιφάνειες των εγκλεισμών, με το μοναδικό ποσοτικό περιορισμό οι τιμές τους
να μεταβάλλονται στο διάστημα [b, c], όπου b, c πραγματικές σταθερές με 0 < b < c <∞.
Επομένως, έχουμε ότι α(x) ∈ L∞(Ω, [b, c]). Επιπλέον, θεωρούμε ότι α(x) ∈ BV (Ω).
Έτσι, στην πιλοτική περ́ιπτωση ενός δ́ιτιμου αγώγιμου προφ́ιλ, το αντ́ιστροφο πρόβλη-
μα της αγωγιμότητας συν́ισταται στον προσδιορισμό της μετρήσιμης συνάρτησης α(x) ∈
BV (Ω) ∩ L∞(Ω, {b, c}). Η συνοριακή συνθήκη του προβλήματος επιβάλλει συγκεκριμέ-
νο ρεύμα g ∈ H−

1
2 (∂Ω) κατά μήκος ολόκληρου του συνόρου ∂Ω. Έιναι γνωστό ότι ένα

τέτοιο πρόβλημα συνοριακών τιμών έχει λύση μόνο όταν τα επιφανειακά δεδομένα ικα-
νοποιούν τη συνθήκη συμβιβαστότητας 〈g, 1〉

H−
1
2 (∂Ω)×H

1
2 (∂Ω)

= 0, και τότε ορ́ιζεται μια
κλάση ισοδυναμ́ιας των λύσεων u ∈ H1(Ω), της οπόιας τα μέλη διαφέρουν μεταξύ τους
κατά μ́ια πραγματική σταθερά. Προκειμένου να συγκεντρώσουμε αυτά τα μέλη, εισάγουμε
τον χώρο πηλ́ικο H1(Ω)/R - αποτελούμενο από όλα τα σύμπλοκα u+R = {u+λ, λ ∈ R}
καθώς η u διατρέχει τον H1(Ω) - με την κατάλληλη νόρμα ‖u‖H1(Ω)/R = inf

λ∈R
‖u+λ‖H1(Ω).

Σημειωτέον ότι κάθε λύση u, μαζ́ι με την ηλεκτρική ροή α ∂u∂n , έιναι συνεχής κατά μήκος
της διεπιφάνειας ∂D.
Η ανάκτηση της αγωγιμότητας α(x) από επιφανειακές μετρήσεις (π.χ. το δυναμι-

κό u|∂Ω στο σύνορο του σώματος) ισοδυναμέι με τη γνώση του Neumann-to-Dirichlet
τελεστή, ΛN .t.D : H−

1
2 (∂Ω)→ H

1
2 (∂Ω), ή ισοδύναμα του αντιστρόφου του, Dirichlet-to-

Neumann, ΛD.t.N : H
1
2 (∂Ω)→ H−

1
2 (∂Ω), γεγονός που αντιστοιχέι στην κατάσταση όπου

γνωρ́ιζουμε τις Dirichlet τιμές του πεδ́ιου u και αποκτάμε a posteriori επιπλέον πληροφορ́ια
για το Neumann πεδ́ιο στην επιφάνεια ∂Ω. Στα επόμενα, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό
Λα = ΛD.t.N για να τον́ισουμε την εξάρτηση αυτού του επιφανειακού τελεστή από τη συ-
νάρτηση της αγωγιμότητας α(x), και τότε αυτομάτως έχουμε ότι Λ−1

α = ΛN .t.D.
Συνοψ́ιζοντας, ορ́ιζουμε το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας

∇ · (α(x)∇u(x)) = 0 x ∈ Ω, (60)
u(x) = f(x) x ∈ ∂Ω, (61)

α(x)∇u(x) · ~n = g(x) x ∈ ∂Ω, (62)
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2.3. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας

Ω

D

∂Ω

α(x) = b̃(x)χΩ\D(x) + c̃(x)χD(x)

Εικόνα 2.1: Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας συν́ισταται στον προσδιορισμό
του συντελεστή α(x).

με γνωστά επιφανειακά δεδομένα f ∈ H
1
2 (∂Ω) και g = Λα(f) ∈ H−

1
2 (∂Ω).

Μια επιμελέστερη ανάλυση του προβλήματος - ενσωματώνοντας και την αναγκάια συνθήκη
συμβιβαστότητας των Neumann δεδομένων - οδηγέι στην υιοθέτηση του καταλληλότερου
συναρτησιακού πλαισ́ιου Λα : B

(
:= H

1
2 (∂Ω)/R

)
(i) → B∗, ισοδύναμα Λ−1

α : B∗ → B,

όπου ένας ισομετρικός ισομορφισμός του δϋικού χώρου B∗ =
(
H

1
2 (∂Ω)/R

)∗
αποτελέι ο

χώρος των κατανομών A :=
{
g ∈ H−

1
2 (∂Ω) : 〈g, 1〉

H−
1
2 (∂Ω)×H

1
2 (∂Ω)

= 0
}
, στον οπόιο τα

δεδομένα g «οφέιλουν» να ανήκουν.

2.3.1 Διερεύνηση των οριακών διαδικασιών του αντ́ιστροφου προ-
βλήματος της αγωγιμότητας μέσω της H− και G− σύγκλισης

Στη συνέχεια, διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε τα αποτελέσματα βασικών οριακών διαδι-
κασιών που εμπλέκονται στην επ́ιλυση του αντ́ιστροφου προβλήματος της αγωγιμότητας

εφαρμόζοντας τη γενική 2d− θεωρ́ια ομογενοπόιησης (βλ. Παράγραφο 2.2.3).
Έστω μια αριθμήσιμη οικογένεια προβλημάτων συνοριακών τιμών, σε κάθε ένα από τα

οπόια αντιστοιχ́ιζουμε το φυσικό αριθμό n ∈ N. Έτσι, στη φυσική παράμετρο ε (βλ., για
παράδειγμα, (36)) αποδ́ιδουμε τη διακριτοπόιηση εn = 1

n και θεωρούμε τη σύγκλιση για

εn → 0 ή ανεξάρτητα για n → ∞. Σε κάθε πρόβλημα αυτής της ακολουθ́ιας, οι συντελε-
στές Aε(x) αντιστοιχούν στο βαθμωτό αγώγιμο προφ́ιλ Aεn(x) = αn(x)I2×2. Θεωρούμε
ότι οι συντελεστές της αγωγιμότητας ικανοποιούν τις συγκλ́ισεις: αn ⇀ α ασθενώς∗

στον L∞(Ω) και αn → α ισχυρώς στον L1(Ω) (που αναδεικνύονται στην Ενότητα 2.4)
σε συνδυασμό με την επιπρόσθετη H− σύγκλιση αn(x)I2×2 −→

H
α(x)I2×2 (ή ισοδύναμα

την G− σύγκλιση δεδομένου του ισότροπου προφ́ιλ Aεn(x)). Επομένως, ∀h ∈ H−1(Ω), η
ακολουθ́ια ûαnn (x) των λύσεων της εξ́ισωσης

−∇ · (αn(x)∇ûαnn (x)) = h(x) στο Ω, (63)
ûαnn (x) = 0 στο ∂Ω, (64)

ικανοποιέι

ûαnn ⇀uα ασθενώς στον H1
0 (Ω), (65)

αn(x)∇ûαnn (x)⇀α(x)∇uα(x) ασθενώς στον (L2(Ω))2 (66)

(i)
Ο χώρος H

1
2 (∂Ω)/R ορ́ιζεται όπως ακριβώς ο χώρος πηλ́ικο H1(Ω)/R.
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καθώς n→∞, όπου uα η μοναδική λύση του προβλήματος

−∇ · (α(x)∇uα(x)) = h(x) στο Ω, (67)
uα(x) = 0 στο ∂Ω. (68)

Τα δύο ακόλουθα προβλήματα συμμετέχουν στη διαδικασ́ια προσδιορισμού της αγωγι-
μότητας (βλ. Ενότητα 2.4)
Πρόβλημα I:

−∇ · (αn(x)∇uαnn (x)) = hn(x) στο Ω, (69)
uαnn (x) = 0 στο ∂Ω. (70)

Πρόβλημα II:

−∇ · (αn(x)∇vαnn (x)) = 0 στο Ω, (71)
αn(x)∇vαnn (x) · ~n = g(x) στο ∂Ω, (72)

όπου hn ∈ H−1(Ω) και g ∈ H−
1
2 (∂Ω).

Η ανάλυση σύγκλισης θα ήταν αρκετά απλή αν η πηγή διέγερσης στην (69) ήταν μια σταθε-
ρή συνάρτηση ανεξάρτητη του δέικτη n. Δεδομένου αυτού του μεταβλητού δεξιού σκέλους,
βασιζόμαστε στην επιχειρηματολογ́ια της απόδειξης της Πρότασης 2.2.6 [28] προκειμένου
να κατοχυρώσουμε την εγκυρότητα των ακόλουθων δύο λημμάτων

Λήμμα 2.3.1. Στην περ́ιπτωση όπου η λύση του Προβλήματος Ι ικανοποιέι τη σύγκλιση
uαnn −⇀

n→∞
ν (ασθενώς στον H1

0 (Ω)) και η ακολουθ́ια hn συγκλ́ινει ισχυρώς στον H−1(Ω),

τότε αn(x)∇uαnn −⇀
n→∞

α∇ν (ασθενώς στον (L2(Ω))2).

Απόδειξη. Δεδομένου ότι uαnn −⇀
n→∞

ν στον H1
0 (Ω), υπάρχει διανυσματική συνάρτηση σ

τέτοια ώστε για μια υπακολουθ́ια της uαnn , που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, αn(x)∇uαnn −⇀
n→∞

σ

(ασθενώς στον (L2(Ω))2). Για λ ∈ R2, θέτουμε w(x) = λ · xφ(x), όπου φ ∈ C∞0 (Ω) και
z(x) = −∇ · (α∇w(x)). Τότε η wn ορ́ιζεται να έιναι η μοναδική λύση του προβλήματος

−∇ · (αn(x)∇wn(x)) = z(x) στο Ω, (73)
wn(x) = 0 στο ∂Ω. (74)

Επειδή αn(x)I2×2 −→
H

α(x)I2×2, ισχύει ότι wn −⇀
H1

0 (Ω)
w και αn∇wn −⇀

(L2(Ω))2
α∇w (η w

ικανοποιέι το οριακό πρόβλημα −∇ · (α∇w) = z, γw = 0 με τετριμμένο τρόπο). Α-
πό την πιεστικότητα των συντελεστών αn έχουμε ότι (αn(x)∇uαnn (x) − αn(x)∇wn(x)) ·
(∇uαnn (x) − ∇wn(x)) ≥ 0 σ.π. (σχεδόν παντού) στο Ω. Επιλέγουμε ένα τυχάιο ανοιχτό
σύνολο ω̃, γνήσιο υποσύνολο του Ω και περιοριζόμαστε στην περ́ιπτωση όπου φ ∈ C∞0 (Ω),
με φ|ω̃ = 1. Τότε ∇w(x) = λ, x ∈ ω̃. Εκ κατασκευής των εμπλεκόμενων πεδ́ιων, οι
υποθέσεις του Λήμματος 2.2.2 ικανοποιούνται και έτσι περνάμε στο όριο της τελευτάιας
ανισότητας (σ − αλ) · (∇ν − λ) ≥ 0 σ.π. στο ω̃. Επιλέγουμε ένα σημέιο x0 ∈ ω̃ στο
οπόιο ισχύει η γνήσια ανισότητα και θέτουμε λ = ∇ν(x0) + tµ, όπου t > 0 και µ ∈ R2.
Διαιρώντας με t, πάιρνοντας το όριο t → 0 και εκμεταλλευόμενοι το αυθάιρετο της μετα-
βλητής µ καταλήγουμε στην ισότητα σ(x0) = α(x0)∇ν(x0) σ.π. στο ω̃ (To ω̃ θεωρέιται
τυχάιο υποσύνολο του Ω έτσι ώστε να αποφεύγεται τυχόν εγγύτητα με το σύνορο ∂Ω).
Εφόσον το όριο σ ορ́ιζεται μοναδικά και ανεξάρτητα της επιλογής της αρχικής υπακολου-
θ́ιας, συμπεράινουμε ότι ολόκληρη η ακολουθ́ια αn(x)∇uαnn ⇀ σ στον (L2(ω̃))2. Επειδή
το ω̃ έιναι τυχάιο υποσύνολο του Ω, συνεπάγεται ότι αn(x)∇uαnn −⇀

n→∞
α∇ν (ασθενώς

στον (L2
loc(Ω))2). �
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Λήμμα 2.3.2. Στην περ́ιπτωση όπου για την ακολουθ́ια διεγέρσεων hn του Προβλήμα-
τος I ισχύει hn −→

n→∞
h (ισχυρώς στον H−1(Ω)), τότε η ακολουθ́ια uαnn ικανοποιέι την

ενεργειακή σύγκλιση ∫
Ω
αn|∇uαnn |2 →

∫
Ω
α|∇uα|2. (75)

Απόδειξη. Από τις μεταβολικές μορφές των προβλημάτων Ι και (63)-(64) οδηγούμαστε στη
σχέση ∫

Ω
αn∇(uαnn − ûαnn ) · ∇z = 〈hn − h, z〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) , ∀z ∈ H
1
0 (Ω). (76)

Θέτουμε z = uαnn − ûαnn . Από την πιεστικότητα του συντελεστή αn πάιρνουμε

b‖uαnn − ûαnn ‖H1
0 (Ω) ≤ ‖hn − h‖H−1(Ω). (77)

Λόγω της H− σύγκλισης, η ακολουθ́ια ûαnn έχει ασθενές όριο (στον H1
0 (Ω)) τη συνάρτηση

uα. Επιπλέον, επειδή hn → h, συμπεράινουμε ότι οι ακολουθ́ιες uαnn και ûαnn στην (77)
συγκλ́ινουν στο ίδιο ασθενές όριο στον H1

0 (Ω). Πάλι από την ισχυρή σύγκλιση hn → h
(στον H−1(Ω)) καταλήγουμε στη σχέση [53]

〈hn, uαnn 〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) −→n→∞ 〈h, u

α〉H−1(Ω)×H1
0 (Ω) . (78)

Εκμεταλλευόμενοι τη μεταβολική μορφή των εμπλεκόμενων προβλημάτων, η (78) δεν έιναι
παρά μια άλλη έκφραση της σχέσης∫

Ω
αn|∇uαnn |2 −→

n→∞

∫
Ω
α|∇uα|2. (79)

�

Σε αυτό το σημέιο εισάγουμε τον τελεστή ίχνους γ : H1(Ω) → H
1
2 (∂Ω) (ii)

και τον δεξιό

του αντ́ιστροφο, τον τελεστή επεκτάσεως η : H
1
2 (∂Ω) → H1(Ω), για να ορ́ισουμε την

ιδιάιτερη κλάση διεγέρσεων hn,

hn(x) = ∇ · (αn(x)∇(ηf)(x)) ∈ H−1(Ω) (80)

με f ∈ H
1
2 (∂Ω).

Στη συνέχεια, θεωρούμε το Πρόβλημα I με δεξιό σκέλος τον μη ομογενή όρο (80). Σε
αυτό το πλάισιο, διατυπώνουμε τις επόμενες δύο προτάσεις

Πρόταση 2.3.1. Η ακολουθ́ια uαnn , n ∈ N συγκλ́ινει στο uα ασθενώς στον H1
0 (Ω)

καθώς n → ∞ και επιπλέον αn(x)∇uαnn (x) ⇀ α(x)∇uα(x) ασθενώς στον (L2(Ω))2,
όπου uα η μοναδική λύση του προβλήματος (67)-(68). Επιπλέον, ισχύει ότι∫

Ω
αn|∇(uαnn + ηf)|2 →

∫
Ω
α|∇(uα + ηf)|2. (81)

Απόδειξη. Όπως ήδη αναφέρθηκε, όταν f ∈ H
1
2 (∂Ω), και βάσει των ομοιόμορφων φραγμά-

των των συντελεστών αn, εύκολα αποδεικνύεται ότι hn = ∇·(αn(x)∇(ηf)(x)) ∈ H−1(Ω).
Επιπλέον, σχεδόν άμεσα επαληθεύεται ότι hn → h = ∇ · (α(x)∇(ηf)(x)) ισχυρώς στον

(ii)
Όταν γράφουμε uαn

n (x) = 0 στο ∂Ω εννοούμε γuαn
n = 0.
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H−1(Ω), λόγω κυρ́ιως της L1(Ω)− σύγκλισης των αn.
Γράφουμε την (69) στη μεταβολική μορφή∫

Ω
αn∇uαnn · ∇z = 〈hn, z〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) , ∀z ∈ H
1
0 (Ω). (82)

Θέτουμε z = uαnn . Χρησιμοποιώντας το κάτω φράγμα των αn και το ομοιόμορφο φράγμα
της ‖hn‖H−1 , δέιχνουμε ότι ‖uαnn ‖H1

0
≤ C. Τότε, μπορούμε να εξάγουμε μια υπακολουθ́ια

της uαnn , που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, τέτοια ώστε uαnn ⇀ ν, ασθενώς στον H1
0 (Ω), για κά-

ποιο στοιχέιο ν ∈ H1
0 (Ω). Σύμφωνα με το Λήμμα 2.3.1, ισχύει επ́ισης ότι αn(x)∇uαnn (x) ⇀

α(x)∇ν(x) ασθενώς στον (L2(Ω))2. Πάιρνοντας το όριο (n→∞) στην (82) καταλήγουμε
στη σχέση ∫

Ω
α∇ν · ∇z = 〈h, z〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) , ∀z ∈ H
1
0 (Ω). (83)

Από τη μεταβολική μορφή του οριακού προβλήματος (67)-(68) πάιρνουμε∫
Ω
α∇uα · ∇z = 〈h, z〉H−1(Ω)×H1

0 (Ω) , ∀z ∈ H
1
0 (Ω). (84)

Αφαιρώντας τις (83) και (84), θέτοντας z = ν−uα και δεδομένου ότι α > 0, προκύπτει το
επιθυμητό αποτέλεσμα ν = uα. Κάθε ασθενώς συγκλ́ινουσα υπακολουθ́ια της οικογένειας
uαnn συγκλ́ινει αναγκαστικά στο uα, και άρα ολόκληρη η ακολουθ́ια συγκλ́ινει στο ίδιο
όριο. Μέχρι στιγμής έχουμε ήδη δέιξει ότι

uαnn (x) ⇀ uα(x) ασθενώς στον H1
0 (Ω), (85)

αn(x)∇uαnn (x) ⇀ α(x)∇uα(x) ασθενώς στον (L2(Ω))2
. (86)

Από το Λήμμα 2.3.2 έχουμε την εγκυρότητα της (79)∫
Ω
αn|∇uαnn |2 −→

n→∞

∫
Ω
α|∇uα|2.

Για τα επιφανειακά δεδομένα f ∈ H
1
2 (∂Ω), έχουμε ότι ηf ∈ H1(Ω) και άρα ∇(ηf) ∈

(L2(Ω))2. Επομένως, από την (86) συνεπάγεται ότι∫
Ω
αn∇uαnn · ∇(ηf)→

∫
Ω
α∇uα · ∇(ηf). (87)

Επιπλέον, από τη σύγκλιση αn −⇀
L∞−w∗

α και τη σχέση |∇(ηf)|2 ∈ L1(Ω) έχουμε ότι

∫
Ω
αn|∇(ηf)|2 →

∫
Ω
α|∇(ηf)|2. (88)

Τέλος, βάσει των (79), (87) και (88), βρ́ισκουμε ότι∫
Ω
αn|∇(uαnn + ηf)|2 =

∫
Ω
αn|∇uαnn |2 +

∫
Ω
αn|∇(ηf)|2 + 2

∫
Ω
αn∇uαnn · ∇(ηf)

−→
n→∞

∫
Ω
α|∇uα|2 +

∫
Ω
α|∇(ηf)|2 + 2

∫
Ω
α∇uα · ∇(ηf) (89)

=
∫

Ω
α|∇(uα + ηf)|2.

�
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Πρόταση 2.3.2. Η ακολουθ́ια των λύσεων του Προβλήματος II συγκλ́ινει στο vα α-
σθενώς στον H1

0 (Ω) καθώς n→∞, όπου vα η λύση του προβλήματος

−∇ · (α(x)∇vα(x)) = 0 στο Ω, (90)
α(x)∇vα(x) · ~n = g(x) στο ∂Ω. (91)

Επιπλέον ∫
Ω
αn|∇vαnn |2 →

∫
Ω
α|∇vα|2. (92)

Απόδειξη. Θεωρούμε την ανάλυση

vαnn = ναnn + ηΛ−1
αng. (93)

Οι Neumann-to-Dirichlet τελεστές Λ−1
αn έιναι καλώς ορισμένοι και ομοιόμορφα φραγμέ-

νοι, καθώς τα μέλη της ακολουθ́ιας αn έιναι ομοιόμορφα κάτω φραγμένα, δεδομένου ότι
αn, α ∈ L∞(Ω, [b, c]). Άμεσα κανέις μπορέι να δέιξει ότι το πεδ́ιο ναnn ικανοποιέι το πρό-
βλημα συνοριακών τιμών

−∇ · (αn(x)∇ναnn (x)) = h̃n(x) στο Ω, (94)
ναnn (x) = 0 στο ∂Ω, (95)

όπου h̃n = ∇ · (αn∇(ηΛ−1
αng)) ∈ H−1(Ω).

Σε αυτό το σημέιο αξιοποιούμε το θεμελιώδες αποτέλεσμα του [31], σύμφωνα με το οπόι-
ο όταν αποδ́ιδεται ένας πολύ ασθενής ισχυρισμός στους συντελεστές της αγωγιμότητας

αn, τότε η ισχυρή τελεστική σύγκλιση ‖Λαn − Λα‖B −→n→∞ 0 ισχύει. (Αναλυτικότερα, ο
προαναφερθέις ασθενής ισχυρισμός προϋποθέτει μια ειδική σύγκλιση των προφ́ιλ αn στο
α σε μια πολύ μικρή περιοχή στη γειτονιά του συνόρου ∂Ω. Στην παρούσα μελέτη, αυτή
η προϋπόθεση ικανοποιέιται κατά μέιζονα λόγο τετριμμένα, βάσει της συνθήκης αn, α ∈
L∞δ (Ω, [b, c]) (βλ. Ενότητα 2.4) που αναγκάζει όλα τα προφ́ιλ αn να συμφωνούν σε μια
πολύ λεπτή ζώνη Ωδ = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ}, με δ << 1.) Επιπλέον, από τη σχέση
Λ−1
αn−Λ−1

α = Λ−1
αn (Λα−Λαn)Λ−1

α εύκολα συνεπάγεται - λόγω του ομοιόμορφου φράγματος
των Λ−1

αn , Λ−1
α - ότι η ισχυρή σύγκλιση ‖Λ−1

αn − Λ−1
α ‖B∗ −→n→∞ 0 επ́ισης ισχύει.

Το τελευτάιο αποτέλεσμα μας επιτρέπει να περάσουμε στο όριο της h̃n και να δέιξουμε
ότι h̃n −→

n→∞
h̃ := ∇ · (α∇(ηΛ−1

α g)) ∈ H−1(Ω) ισχυρώς στον H−1(Ω).
Πράγματι, εφόσον Λ−1

αng −→n→∞ Λ−1
α g (ισχυρώς στον B∗), συμπεράινουμε ότι ∇(ηΛ−1

αng) ·∇z
−→
L1(Ω)

∇(ηΛ−1
α g) · ∇z, για κάθε z ∈ H1

0 (Ω).

Ήδη γνωρ́ιζουμε ότι αn −→
L∞−w∗

α και άρα

〈
h̃n, z

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
=
∫

Ω
αn∇(ηΛ−1

αng) · ∇z −→
n→∞

∫
Ω
α∇(ηΛ−1

α g) · ∇z =
〈
h̃, z

〉
H−1(Ω)×H1

0 (Ω)
.

(96)

Σύμφωνα με το Λήμμα 2.3.2 και την Πρόταση 2.3.1, έχουμε ότι

ναnn −⇀
n→∞

να ασθενώς στον H1
0 (Ω), (97)

αn∇ναnn −⇀
n→∞

α∇να ασθενώς στον (L2(Ω))2, (98)∫
Ω
αn|∇ναnn |

2 −→
n→∞

∫
Ω
α|∇να|2, (99)
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όπου να η λύση του οριακού προβλήματος

−∇ · (α(x)∇να(x)) = h̃(x) στο Ω, (100)
να(x) = 0 στο ∂Ω. (101)

Επιπλέον ∫
Ω
αn|∇(ηΛ−1

αng)|2 −→
n→∞

∫
Ω
α|∇(ηΛ−1

α g)|2, (102)

λόγω πάλι των συγκλ́ισεων αn −→
L∞−w∗

α και |∇(ηΛ−1
αng)|2 −→

L1(Ω)
|∇(ηΛ−1

α g)|2.

Τέλος, ∫
Ω
αn∇ναnn · ∇(ηΛ−1

αng) −→
n→∞

∫
Ω
α∇να · ∇(ηΛ−1

α g), (103)

αφού αn∇ναnn −⇀
n→∞

α∇να ασθενώς στον (L2(Ω))2
και∇(ηΛ−1

αng) −→
n→∞

∇(ηΛ−1
α g) ισχυρώς

στον (L2(Ω))2.
Συνεπώς, η ακολουθ́ια vαnn συγκλ́ινει (ασθενώς στον H1

0 (Ω)) στο vα = να + ηΛ−1
α g, που

λύνει το πρόβλημα (90)-(91) και επιπλέον, βάσει των οριακών διαδικασιών (99), (102) και
(103), προκύπτει ότι∫

Ω
αn|∇vαnn |

2 =
∫

Ω
αn|∇(ηΛ−1

αng)|2 + 2
∫

Ω
αn∇ναnn · ∇(ηΛ−1

αng) +
∫

Ω
αn|∇ναnn |

2

−→
n→∞

∫
Ω
α|∇(ηΛ−1

α g)|2 + 2
∫

Ω
α∇να · ∇(ηΛ−1

α g) +
∫

Ω
α|∇να|2 =

∫
Ω
α|∇vα|2.

(104)

�

2.4 Το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης

Η κατασκευή του κατάλληλου συναρτησιακού ελαχιστοπόιησης βασ́ιζεται στην αποδοτική

σύνδεση της συνάρτησης α(x) με τις λύσεις των Dirichlet και Neumann προβλημάτων.
Πιο συγκεκριμένα, ως πρώτο όρο του συναρτησιακού θέτουμε

J1(α, v) = 1
2

∫
Ω
α(x)|∇v(x)|2dx− 〈g, γv〉A×B (105)

όπου γ : H1(Ω)→ H1/2(∂Ω) ο τελεστής ίχνους. Η ελαχιστοπόιηση αυτού του όρου - ακό-
μα και υπό τη θεώρηση μιας συγκεκριμένης αγωγιμότητας α - ως προς όλα τα πιθανά πεδ́ια
v ∈ H1(Ω)/R, θα οδηγούσε στη λύση vα του Neumann προβλήματος, για την περ́ιπτωση
όπου ο συντελεστής αγωγιμότητας ταυτ́ιζεται με τον α. Κάτι τέτοιο όμως από μόνο του
δεν αρκέι, αφού η συνάρτηση α(x) έιναι η άγνωστη παράμετρος του προβλήματος, και άρα
έιναι αναγκάια η ενσωμάτωση επιπλέον δεδομένων. Προσθέτουμε τον όρο

J2(α, u) = 1
2

∫
Ω
α(x)|∇(u(x) + (ηf)(x))|2dx, (106)

όπου η ο συνεχής αντ́ιστροφος από δεξιά του τελεστή ίχνους γ [54]. Ο όρος (106) θα ελα-
χιστοποιούνταν ανεξάρτητα - ως προς όλες τις συναρτήσεις u ∈ H1

0 (Ω) - από τη μοναδική
λύση uα(x) + (ηf)(x) του Dirichlet προβλήματος, στην περ́ιπτωση όπου η συνάρτηση της
αγωγιμότητας θεωρούνταν συγκεκριμένη.
Ο τρ́ιτος όρος του συναρτησιακού, J3, διαμορφώνεται βάσει της υπόθεσης ότι τα δεδομένα
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σέβονται απόλυτα τη σχέση g = Λαf - χωρ́ις υπολογιστικά σφάλματα - και η συνάρτη-
ση α έιναι η «πραγματική» αγωγιμότητα, επιβάλλοντας έτσι τη θεωρητική εξάλειψη της
διαφοράς των λύσεων uα + ηf και vα στο χωρ́ιο Ω. Ο όρος αυτός λοιπόν περιλαμβάνει
το ολοκλήρωμα

1
2
∫
Ω α|∇(u + ηf − v)|2dx που αναγκάζει τις κλ́ισεις των πεδ́ιων να συμ-

φωνούν [44]. Αποφεύγουμε να προσθέσουμε έναν όρο που θα επέφερε την εξάλειψη της
L2− νόρμας (με συνάρτηση βάρους την α(x)) της διαφοράς u + ηf − v, καθώς η L2−
μετρική δεν αξιοποιέι τις «καλές» ιδιότητες της H− σύγκλισης που ανακύπτουν στη δια-
δικασ́ια ελαχιστοπόιησης. Επιπλέον, προκειμένου να κατευθύνουμε την καθοδική πορέια
ώστε να συγκλ́ινει στα ζητούμενα προφ́ιλ και πεδ́ια, ενσωματώνουμε τον όρο

∫
Ω α∇(u +

ηf − v) · ∇v dx + 〈g, γv − f〉A×B. Ο τρόπος με τον οπόιο αυτός ο όρος καθοδηγέι την
ελαχιστοποιητική διαδικασ́ια διευκριν́ιζεται στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.16 παρακάτω.
Επιλέγοντας μια παράμετρο κανονικοπόιησης κ, συνθέτουμε τον όρο J3 ως εξής

J3(α, u, v) = κ

2

∫
Ω
α|∇(u+ ηf − v)|2dx+κ

∫
Ω
α∇(u+ ηf − v) · ∇vdx (107)

+ κ 〈g, γv − f〉A×B .

Έιναι προφανές ότι όλοι οι όροι στην (107) έιναι ταυτοτικά μηδέν στην περ́ιπτωση όπου η
αγωγιμότητα και τα συνοριακά δεδομένα έιναι ακριβή.
Ο τέταρτος όρος του συναρτησιακού αποτελέι τον όρο ομαλοπόιησης του προβλήματος

και αφορά στην επιλογή εκέινων των προφ́ιλ αγωγιμότητας που ικανοποιούν ορισμένους

περιορισμούς ως προς τις ολικές κυμάνσεις τους και κάποια τιμή αναφοράς. Ο τελευτάιος
αυτός όρος περιλαμβάνει τις δύο παραμέτρους κανονικοπόιησης λ, µ και έχει τη μορφή

J4 = λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω
φ(|Dα|), (108)

όπου R : L2(Ω) → L2(Ω) φραγμένος τελεστής και α0 μια τιμή αναφοράς για τον συντε-
λεστή αγωγιμότητας. Η συνάρτηση φ έιναι μια γνησ́ιως κυρτή και μη φθ́ινουσα συνάρτηση
φ : R+ → R+, με φ(0) = 0 και lim

s→∞
φ(s) = ∞ (Η ειδική δομή της συνάρτησης φ, που

εγγυάται όλες τις απαράιτητες ιδιότητες των επαγόμενων μέτρων, εξετάζεται στην Ενότη-
τα 2.5). Προσθέτοντας τους όρους (105)-(108), κατασκευάζουμε το πλήρες συναρτησιακό
ελαχιστοπόιησης

E(u, v, α) = Ẽ(u, v, α) + λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω
φ(|Dα|), (109)

όπου

Ẽ(u, v, α) = κ+ 1
2

∫
Ω
α|∇(u+ ηf)|2dx+ (1− κ)

[1
2

∫
Ω
α|∇v|2dx− 〈g, γv〉A×B

]
− κ 〈g, f〉A×B . (110)

Η τελευτάια έκφραση μπορέι να θεωρηθέι ως μια παραμετρικοποιημένη οικογένεια τελεστών

σε σχέση με την παράμετρο κ, το εύρος τιμών της οπόιας περιορ́ιζεται στο διάστημα (−1, 1)
έτσι ώστε να διατηρέιται η πιεστικότητα των δύο πρώτων όρων της (110), ενώ η επιλογή
της φανερά καθορ́ιζει την αναλογ́ια εμπλοκής των Dirichlet και Neumann δεδομένων στο
συναρτησιακό.
Στη συνέχεια, ορ́ιζουμε το αποδεκτό σύνολο των αναζητούμενων λύσεων α και κατό-

πιν διευκριν́ιζεται ο ρόλος του τελεστή R.
Όπως προαναφέρθηκε, οι αιφν́ιδιες μεταβολές στις φυσικές ιδιότητες του χωρ́ιου Ω αναπα-
ρ́ιστανται πολύ καλά μέσω των BV− συναρτήσεων. Μια επιπρόσθετη, αναγκάια ιδιότητα
του συντελεστή α πηγάζει από την απάιτηση της ύπαρξης μιας πολύ λεπτής ζώνης στη
γειτονιά του συνόρου ∂Ω, στην οπόια η αγωγιμότητα έχει σταθερή τιμή. Ορ́ιζουμε την
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περιοχή Ωδ := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ} και απαιτούμε α ∈ BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, {b, c}) με
L∞δ (Ω, {b, c}) =

{
q ∈ L∞(Ω, {b, c}) : ‖q − b‖L∞(Ωδ) = 0

}
. Ομόιως, στην περ́ιπτωση του

μεταβλητού προφ́ιλ θεωρούμε ότι α ∈ BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]), όπου τώρα οι τιμές της α-
γωγιμότητας μεταβάλλονται στο διάστημα [b, c]. Η αναγκαιότητα ύπαρξης της παραμέτρου
δ και της ζώνης Ωδ οφέιλεται στη δυνατότητα ισχύος της ισχυρής τελεστικής σύγκλισης

για τον Λα, όταν ο α ακολουθέι συγκεκριμένες οριακές διαδικασ́ιες [31].
Όσον αφορά τον τελεστή αναφοράς R, μπορούμε να επιλέξουμε την υλοπόιηση ό-

που Rα ≡ α |Ωδ , και κατά συνέπεια η ποσότητα ‖Rα − α0‖L2(Ω) ορ́ιζεται ως η νόρμα
‖α− b‖L2(Ωδ) της L

2(Ωδ)− διαφοράς του συντελεστή αγωγιμότητας από την background
τιμή b. Αυτός έιναι ένας ποσοτικός τρόπος να αναγκάζουμε την αγωγιμότητα να έιναι
κοντά στην τιμή b στη γειτονιά του συνόρου, σε όλα τα στάδια της διαδικασ́ιας ελαχιστο-
πόιησης. Εναλλακτικά, ο περιορισμός α |Ωδ= b μπορέι να επιβληθέι εξαρχής σε όλα τα
μέλη του σχήματος ελαχιστοπόιησης. Σε κάθε περ́ιπτωση υπάρχουν διάφορες υλοποιήσεις
της ποσότητας ‖Rα− α0‖L2(Ω), αξιοποιώντας την α0 ως τη συνάρτηση εκκ́ινησης για την
άγνωστη αγωγιμότητα σε ολόκληρο ή μερικό τμήμα του Ω.
Το επόμενο θεώρημα αποτελέι το θεμελιώδες αποτέλεσμα αυτής της ενότητας

Θεώρημα 2.16. Το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης inf
(u,v,α′)

E(u, v, α′) ως προς τα στοιχέια

(u, v, α′) στον H1
0 (Ω) × H1(Ω)/R ×

(
BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, {b, c})

)
επιδέχεται μ́ια λύση που

ανήκει στον χώρο H1
0 (Ω)×H1(Ω)/R×

(
BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c])

)
.

Απόδειξη. (Η απόδειξη διεξάγεται σε επιμέρους βήματα.) Έστω μια ακολουθ́ια ελαχιστο-
πόιησης (un, vn, αn), n ∈ N, δηλ. lim

n→∞
E(un, vn, αn) = inf

(u,v,α′)
E(u, v, α′), τέτοια ώστε

το όριο inf
(u,v,α′)

E(u, v, α′) έιναι ένας πραγματικός αριθμός. Προφανώς, υπάρχει μια θετική

σταθερά C τέτοια ώστε

E(un, vn, αn) ≤ C για κάθε n ∈ N. (111)

Δεδομένου ότι αn ∈ L∞δ (Ω, {b, c}), συνεπάγεται ότι ‖αn‖L∞(Ω) ≤ c και άρα υπάρχει υπα-
κολουθ́ια αn, που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, και στοιχέιο α ∈ L∞(Ω) τέτοια ώστε

αn ⇀ α ασθενώς∗ στον L∞(Ω) (καθώς n→∞). (112)

Χάρη σε ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα του [51], η ασθενής∗ κλειστότητα του L∞(Ω,K),
όπου K υπόχωρος του Rd, έιναι ο χώρος L∞(Ω,K), όπου K η κλειστή κυρτή θήκη του
K. Στην περ́ιπτωσή μας ισχύει ότι α ∈ L∞(Ω, [b, c]). Επιπλέον, έιναι προφανές ότι∫

Ωδ αnϕ →
∫

Ωδ αϕ για κάθε ϕ ∈ C
∞
0 (Ωδ) ⊂ L1(Ω) και επομένως

∫
Ωδ(b − α(x))ϕ(x)dx =

0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ωδ). Συνεπώς, α(x) = b σ.π. στην Ωδ [53] και τελικά α ∈ L∞δ (Ω, [b, c]).
Επιστρέφοντας στην (111), ισχυριζόμαστε ότι υπάρχει ένα ομοιόμορφο φράγμα M

(ανεξάρτητο του n) έτσι ώστε

Cn := 〈g, γvn〉A×B −
1
2

∫
Ω
αn|∇vn|2dx ≤M. (113)

Πράγματι, επειδή η συνάρτηση g και ο τελεστής ίχνους γ έιναι φραγμένοι, έχουμε ότι

〈g, γvn〉A×B −
1
2

∫
Ω
αn|∇vn|2dx ≤ C ′‖g‖‖vn‖H1(Ω)/R −

b

2‖∇vn‖
2
L2(Ω)

= C ′‖g‖ inf
λ∈R
‖vn + λ‖H1(Ω) −

b

2‖∇vn‖
2
L2(Ω)

≤ C ′‖g‖‖vn −
1
|Ω|

∫
Ω
vn(x)dx‖H1(Ω) −

b

2‖∇vn‖
2
L2(Ω)

≤ C ′′‖g‖‖∇vn‖L2(Ω) −
b

2‖∇vn‖
2
L2(Ω), (114)
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όπου εφαρμόζουμε την ανισότητα Poincaré-Wirtinger για το πεδ́ιο vn− 1
|Ω|
∫

Ω vn(x)dx, με
μηδενική μέση τιμή στην πεπερασμένη περιοχή Ω. Ο τελευτάιος δεξιός όρος της ανισότητας
(114) έιναι αναγκαστικά φραγμένος ως ο αρνητικός μιας πιεστικής συνάρτησης. Επομέ-
νως, η (113) ισχύει και μαζ́ι με την ειδική μορφή του E(un, vn, αn) οδηγέι στο ομοιόμορφο
φράγμα των ολοκληρωμάτων

∫
Ω αn|∇(un + ηf)|2dx. Από την προαναφερθέισα πιεστικό-

τητα των όρων (−Cn), τα ολοκληρώματα
∫

Ω αn|∇vn|2dx έιναι αναγκαστικά ομοιόμορφα
φραγμένα. Από αυτά τα αποτελέσματα και το γεγονός ότι η αn έιναι κάτω φραγμένη από
την τιμή b, συμπεράινουμε ότι οι νόρμες ‖∇(un+ηf)‖L2(Ω) και ‖∇vn‖L2(Ω) έιναι με τη σει-
ρά τους ομοιόμορφα φραγμένες, και κατά συνέπεια και οι ‖∇un‖L2(Ω). Χρησιμοποιώντας
την ανισότητα Poincaré για τις συναρτήσεις un ∈ H1

0 (Ω), προκύπτει ότι

‖un‖H1
0 (Ω) ≤ C, n ∈ N. (115)

Ξανά από την ανισότητα Poincaré-Wirtinger, βρ́ισκουμε ότι

inf
λ∈R
‖vn + λ‖H1(Ω) ≤ ‖vn −

1
|Ω|

∫
Ω
vn(x)dx‖H1(Ω) ≤ ‖∇vn‖L2(Ω) ≤ C, n ∈ N. (116)

Τα δύο τελευτάια φράγματα συνεπάγονται την ύπαρξη u ∈ H1
0 (Ω) και v ∈ H1(Ω)/R έτσι

ώστε

un −⇀
n→∞

u ∈ H1
0 (Ω), (117)

∇vn −⇀
n→∞

∇v ∈ (L2(Ω))2
. (118)

Μέχρι τώρα, το μόνο έγκυρο αποτέλεσμα σύγκλισης για την ακολουθ́ια ελαχιστοπόιησης
αn ∈ L∞δ (Ω, {b, c}) δ́ινεται από την (112). Αυτό όμως από μόνο του δεν έιναι αρκετό
για να εγγυηθέι τη σύγκλιση των ροών που συμμετέχουν στο συναρτησιακό. Στο πλάι-
σιο της θεωρ́ιας ομογενοπόιησης και βάσει της ιδιότητας αn ∈ L∞δ (Ω, {b, c}), υπάρχει η
δυνατότητα επιλογής μιας νέας υπακολουθ́ιας αnId×d που G− συγκλ́ινει στο συμμετρικό
π́ινακα A∗(x) ∈ L∞(Ω,Ms

b,c) (Ορισμός 2.2.7), γεγονός που δημιουργέι τις προϋποθέσεις
για ενεργειακή σύγκλιση. Ωστόσο, ο όρος ομαλοπόιησης J4 έιναι εκέινος που προσδιορ́ι-
ζει τον τελικό χαρακτήρα αυτής της σύγκλισης παρέχοντας επιπλέον ομαλότητα στα μέλη

της ακολουθ́ιας αn. Αναλυτικότερα, από την ανισότητα (113) και την ειδική μορφή του
E(un, vn, αn) συμπεράινουμε ότι οι υπόλοιποι όροι του συναρτησιακού έιναι επ́ισης φραγ-
μένοι ∫

Ω
φ(|Dαn|) και ‖Rαn − α0‖L2(Ω) < ∞.

Χρησιμοποιώντας την κυρτότητα της φ αποδεικνύεται περαιτέρω ότι |Dαn|(Ω) ≤ C. Ε-
πιπλέον, αn ∈ L∞δ (Ω, {b, c}) και άρα αn ∈ L1(Ω) με ‖αn‖L1(Ω) ≤ c|Ω|. Επομένως, η
ακολουθ́ια αn έιναι ομοιόμορφα φραγμένη στον BV (Ω) και βάσει του Θεωρήματος συ-
μπάγειας 1.7, μπορούμε να εξάγουμε μια υπακολουθ́ια, με τον ίδιο συμβολισμό, και ένα
στοιχέιο α̃ ∈ BV (Ω) τέτοια ώστε

αn −⇀
BV−w∗

α̃ (δηλ. αn −→
L1(Ω)

α̃ και

∫
Ω
ϕDαn →

∫
Ω
ϕDα̃ ∀ϕ ∈ (C1

0 (Ω))d). (119)

Κατά συνέπεια, ισχύει ότι
∫
Ω αnϕ →

∫
Ω α̃ϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω). Από την άλλη, η (112) συ-

νεπάγεται ότι
∫

Ω αnϕ →
∫

Ω αϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) ⊂ L1(Ω). Από τις δύο αυτές συγκλ́ισεις
καταλήγουμε ότι

∫
Ω(α̃ − α)ϕ = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) και τελικά α̃ = α σ.π. στο Ω [53].

Συνοψ́ιζοντας, η ακολουθ́ια αn ικανοποιέι τις συγκλ́ισεις

αn −→
L1(Ω)

α ∈ BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]), (120)
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και αn −→
G

α. Ακόμη, δεδομένου ότι η αn ∈ L∞δ (Ω, {b, c}) ικανοποιέι ‖αn‖L2(Ω) ≤ c2|Ω|,
η ακολουθ́ια αn - μια υπακολουθ́ια αυτής που συμβολ́ιζουμε το ίδιο - συγκλ́ινει ασθενώς
στον L2(Ω) και άρα

Rαn −⇀
L2(Ω)

Rα. (121)

Απώτερο στόχο του Θεώρηματος 2.16 αποτελέι η απόδειξη κάποιου έιδους κάτω ημισυ-
νέχειας για το συναρτησιακό, έτσι ώστε να καταλήξουμε στην ανισότητα (111) αλλά για
την οριακή τριάδα (u, v, α). Πρώτα, επισημάινουμε ότι λόγω της κυρτότητας της φ και της
κάτω ημισυνέχειας της BV − w∗ σύγκλισης (Πρόταση 1.2.2), ισχύει ότι

µ

∫
Ω
φ(|Dα|) ≤ µ lim

n→∞

∫
Ω
φ(|Dαn|). (122)

Επιπλέον, από την κάτω ημισυνέχεια της L2− νόρμας στην ασθενή τοπολογ́ια έχουμε ότι

λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) ≤
λ

2 lim
n→∞

‖Rαn − α0‖2L2(Ω). (123)

Στη συνέχεια, θεωρούμε τους τετραγωνικούς και γραμμικούς όρους του Ẽ(un, vn, αn)
και τους επαναδιατυπώνουμε συναρτήσει των πεδ́ιων uαnn και vαnn , που λύνουν αντ́ιστοι-
χα τα ευθέα Dirichlet και Neumann προβλήματα με συντελεστή αγωγιμότητας τον αn(x)
(Πρόβλημα I-II, Παράγραφος 2.3.1). Για τον σκοπό αυτό, θεωρούμε την ανάλυση
κ+ 1

2

∫
Ω
αn|∇(un + ηf)|2 = κ+ 1

2

∫
Ω
αn|∇(uαnn + ηf)|2 + κ+ 1

2

∫
Ω
αn|∇(un − uαnn )|2

+ (κ+ 1)
∫

Ω
αn∇(uαnn + ηf) · ∇(un − uαnn )

= κ+ 1
2

∫
Ω
αn|∇(uαnn + ηf)|2 + κ+ 1

2

∫
Ω
αn|∇(un − uαnn )|2,

(124)

όπου χρησιμοποιούμε ότι un − uαnn ∈ H1
0 (Ω) και τον γενικευμένο τύπο Green για να

αποδέιξουμε ότι

(κ+ 1)
∫

Ω
αn∇(uαnn + ηf) · ∇(un − uαnn ) = 0.

Επιπλέον

1− κ
2

∫
Ω
αn|∇vn|2 = 1− κ

2

∫
Ω
αn|∇vαnn |2 + 1− κ

2

∫
Ω
αn|∇(vn − vαnn )|2

+ (1− κ)
∫

Ω
αn∇vαnn · ∇(vn − vαnn )

= 1− κ
2

∫
Ω
αn|∇vαnn |2 + 1− κ

2

∫
Ω
αn|∇(vn − vαnn )|2

+ (1− κ)
〈
g, γvn − Λ−1

αng
〉
A×B

, (125)

όπου κάνουμε ξανά χρήση της φόρμουλας Green και του Calderón τελεστή για την ισοδύ-
ναμη έκφραση του επιφανειακού όρου. Τέλος, ο γραμμικός όρος του Ẽ γ́ινεται

−(1− κ) 〈g, γvn〉A×B = −(1− κ) 〈g, γvαnn 〉A×B − (1− κ)
〈
g, γvn − Λ−1

αng
〉
A×B

. (126)

Η ανάλυση (124)-(126) μας επιτρέπει να γράψουμε

Ẽ(un, vn, αn) = Ẽ(uαnn , vαnn , αn) + κ+ 1
2

∫
Ω
αn|∇(un − uαnn )|2

+1− κ
2

∫
Ω
αn|∇(vn − vαnn )|2. (127)
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Η έκφραση (127) έιναι εξαιρετικά βοηθητική στην εποπτέια της ελαχιστοποιητικής πορέιας.
Ο όρος J3 έιναι υπεύθυνος για τις ενδιάμεσες εξαλέιψεις των γραμμικών όρων και γι’ αυτό
το λόγο κατασκευάζεται στην ειδική μορφή (107). Το αποτέλεσμα αυτών των αλληλοαναι-
ρέσεων συν́ισταται στην έκφραση της ποσότητας Ẽ(un, vn, αn) − Ẽ(uαnn , vαnn , αn) σε μια
θετικής ροής διαφορά, ανάμεσα στα μέλη ολόκληρης της ακολουθ́ιας ελαχιστοπόιησης και
σε αυτά της ακολουθ́ιας των λύσεων των ενδιάμεσων ευθέων προβλημάτων.
Λαμβάνοντας υπόψιν τα αποτελέσματα σύγκλισης των Προτάσεων 2.3.1 και 2.3.2 (βλ.
Παράγραφο 2.3.1) καταλήγουμε στη σχέση

lim
n→∞

Ẽ(uαnn , vαnn , αn) = Ẽ(uα, vα, α). (128)

Πάιρνοντας το όριο n → ∞ στην (127) και αξιοποιώντας τις (122), (123) και (128), βρ́ι-
σκουμε ότι

inf
(u,v,α′)

E(u, v, α′) = lim
n→∞

E(un, vn, αn) ≥ lim
n→∞

Ẽ(uαnn , vαnn , αn) + λ

2 lim
n→∞

‖Rαn − α0‖2L2(Ω)

+µ lim
n→∞

∫
Ω
φ(|Dαn|) + κ+ 1

2 lim
n→∞

∫
Ω
αn|∇(un − uαnn )|2

+ 1− κ
2 lim

n→∞

∫
Ω
αn|∇(vn − vαnn )|2

≥ Ẽ(uα, vα, α) + λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω
φ(|Dα|) + κ+ 1

2 lim
n→∞

∫
Ω
αn|∇(un − uαnn )|2

+ 1− κ
2 lim

n→∞

∫
Ω
αn|∇(vn − vαnn )|2

⇒ inf
(u,v,α′)

E(u, v, α′) ≥ E(uα, vα, α) + κ+ 1
2 lim

n→∞

∫
Ω
αn|∇(un − uαnn )|2

+ 1− κ
2 lim

n→∞

∫
Ω
αn|∇(vn − vαnn )|2. (129)

Οι συγκλ́ισεις (117)-(118), οι οριακές διαδικασ́ιες των Προτάσεων 2.3.1, 2.3.2 και η κάτω
ημισυνέχεια της L2(Ω)− νόρμας στην ασθενή τοπολογ́ια συνεπάγονται ότι

lim
n→∞

∫
Ω
αn|∇(un − uαnn )|2 ≥ b lim

n→∞

∫
Ω
|∇(un − uαnn )|2 ≥ b

∫
Ω
|∇(u− uα)|2, (130)

lim
n→∞

∫
Ω
αn|∇(vn − vαnn )|2 ≥ b lim

n→∞

∫
Ω
|∇(vn − vαnn )|2 ≥ b

∫
Ω
|∇(v − vα)|2. (131)

Ακολούθως, η σχέση (129) γ́ινεται

inf
(u,v,α′)

E(u, v, α′) ≥ E(uα, vα, α) + b
κ+ 1

2

∫
Ω
|∇(u− uα)|2 + b

1− κ
2

∫
Ω
|∇(v − vα)|2.

(132)

Η τελευτάια ανισότητα ικανοποιέιται μόνο αν ∇u = ∇uα, ∇v = ∇vα, σ.π. στο Ω ή
ισοδύναμα

u = uα στον H1
0 (Ω), (133)

v = vα στον H1(Ω)/R. (134)

Αναγκαστικά, η ανισότητα (132) μεταπ́ιπτει στην εξ́ισωση inf
(u,v,α′)

E(u, v, α′) = E(u, v, α),

με την ακόλουθη ενδιαφέρουσα ερμηνέια

inf
(u,v,α′)

E(u, v, α′) = lim
n→∞

E(un, vn, αn) = E( lim
n→∞

un, lim
n→∞

vn, lim
n→∞

αn) = E(uα, vα, α).

(135)

Συνεπώς, το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης έχει σ́ιγουρα μ́ια λύση, που έιναι το όριο της
ακολουθ́ιας ελαχιστοπόιησης. �
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Σχόλιο 2.5. Μ́ια από τις βασικότερες συνέπειες του Θεωρήματος 2.16 έιναι το ότι μας
αποδεσμεύει από την επ́ιλυση του ευθέος προβλήματος σε κάθε βήμα της διαδικασ́ιας ε-
λαχιστοπόιησης (για ένα συγκεκριμένο προφ́ιλ αγωγιμότητας). Κάτι τέτοιο προφανώς
θα επιτάχυνε τη σύγκλιση του σχήματος, αλλά η ελαχιστοπόιηση μπορέι να υλοποιηθέι
ανεξάρτητα για κάθε μ́ια από τις τρεις μεταβλητές u, v, α του προβλήματος.

Σχόλιο 2.6. Χωρ́ις βλάβη της γενικότητας, τα αποτελέσματα του Θεωρήματος 2.16
ισχύουν ακόμα και όταν τα ίδια τα μέλη της ελαχιστοποιητικής ακολουθ́ιας ανήκουν

στον χώρο BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]) (Αυτός ο χώρος έιναι κλειστός ως προς το έιδος της
σύγκλισης που ικανοποιούν τα στοιχέια της ακολουθ́ιας). Το θεώρημα διατυπώνεται στη
συγκεκριμένη μορφή εφόσον έιθισται να χρησιμοποιούνται τμηματικά σταθερές συναρτή-
σεις ως προσεγγιστικά προφ́ιλ, αναδεικνύοντας έτσι ότι ακόμα και με σταθερά προφ́ιλ ως
εναρκτήρια η διαδικασ́ια ελαχιστοπόιησης διεκπεραιώνεται επιτυχώς (γεγονός που προ-
σθέτει βαθμούς ελευθερ́ιας στην αριθμητική διαχέιριση τέτοιων προβλημάτων).

Το Θεώρημα 2.16 παραθέτει τα ελάχιστα του συναρτησιακού σε τριπλέτες (uα, vα, α),
όπου οι συναρτήσεις uα, vα λύνουν τα Dirichlet και Neumann προβλήματα συνοριακών
τιμών που αντιστοιχούν στο προφ́ιλ αγωγιμότητας α και στα δεδομένα (f, g). Στην πραγ-
ματικότητα, κάτι τέτοιο θα προέκυπτε φυσιολογικά αν λύναμε επαναλαμβανόμενα το ευθύ
πρόβλημα για κάθε μέλος αn της συγκλ́ινουσας ακολουθ́ιας αγωγιμοτήτων, όπως διατυπώ-
νεται στο Σχόλιο 2.5. Αν ήταν αυτός ο σκοπός, τότε το συναρτησιακό μέλος Ẽ(un, vn, αn)
θα μετατρεπόταν στον όρο Ẽ(uαnn , vαnn , αn) και το προς εξέταση συναρτησιακό (109) θα
εξαρτώταν μόνο από τη συνάρτηση της αγωγιμότητας α, δηλαδή

E1(α) = Ẽ(uα, vα, α) + λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω
φ(|Dα|)

= κ+ 1
2 〈Λαf, f〉A×B −

(1− κ)
2

〈
g,Λ−1

α g
〉
A×B

− κ 〈g, f〉A×B

+ λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω
φ(|Dα|)

=
〈
g, f − Λ−1

α g
〉
A×B

+ κ+ 1
2

〈
g − Λαf,Λ−1

α g − f
〉
A×B

+ λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω)

+ µ

∫
Ω
φ(|Dα|). (136)

Στο Θεώρημα 2.16, η παράμετρος κ επιλέγεται να μεταβάλλεται αυστηρώς στο διάστημα
(−1, 1), έτσι ώστε η ταυτόχρονη ελαχιστοπόιηση ως προς τα πεδ́ια και τα προφ́ιλ να διατη-
ρέι την πιεστικότητα. Παρ’ όλα αυτά, στο σχήμα (136), όπου ο μοναδικός άγνωστος έιναι η
συνάρτηση της αγωγιμότητας, η παράμετρος κ μπορέι και ξεφεύγει από αυτόν τον περιορι-
σμό ξεπερνώντας την κρ́ισιμη τιμή 1. Έιναι φανερό ότι η επιλογή μιας επαρκώς μεγάλης τι-
μής για την κ καθιστά τον όρο

〈
g − Λαf,Λ−1

α g − f
〉
A×B =

〈
g − Λαf,Λ−1

α (g − Λαf)
〉
A×B

πρωταγωνιστικό. Αξ́ιζει εδώ να επισημανθέι ότι, αν επιπλέον γνωρ́ιζαμε ότι g,Λαf ∈
L2(∂Ω) (κάποια επιπρόσθετη ήπια υπόθεση ομαλότητας), τότε ο δεύτερος όρος του E1
θα ευθυνόταν για την εξάλειψη της διαφοράς ‖g−Λαf‖2L2(∂Ω) των δεδομένων κατά μήκος
της μετρήσιμης επιφάνειας ∂Ω. Αυτό έιναι το κλασικό συναρτησιακό ελαχιστοπόιησης των
εφαρμογών, που αναγκάζει τα επιφανειακά δεδομένα να «συμβαδ́ιζουν». Αλλά ακόμα και
χωρ́ις αυτήν την υπόθεση ομαλότητας, ο όρος

〈
g − Λαf,Λ−1

α g − f
〉
A×B δεν έιναι παρά το

χωρικό ολοκλήρωμα
∫
Ω α|∇ (vα − (uα + ηf))|2, που ταυτ́ιζεται με το συναρτησιακό ελα-

χιστοπόιησης των Kohn και Vogelius [55] και αναλύεται στο [56] για την περ́ιπτωση της
ανακατασκευής με ένα ζεύγος επιφανειακών δεδομένων.
Το Θεώρημα 2.16 κατοχυρώνει την ύπαρξη ελαχ́ιστου, αλλά όχι τη μοναδικότητα. Στην

πραγματικότητα, όταν κανέις εργάζεται με ένα μόνο ζεύγος επιφανειακών δεδομένων (f, g)
δεν μπορέι να προσδοκά μοναδική λύση. Αναφορικά με την κυρτότητα, μια ενδελεχέστερη
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εξέταση των όρων του E1(α) οδηγέι στο συμπέρασμα της ύπαρξης «ανταγωνιστικών» ό-
ρων. Πιο συγκεκριμένα, οι δύο τελευτάιοι όροι του (136), που ελέγχουν τη συναρτησιακή
δομή των προφ́ιλ αγωγιμότητας, έιναι κυρτόι [6]. Οι δύο πρώτοι όροι, που προκύπτουν από
την εμπλοκή των ευθέων προβλημάτων, περιέχουν σ́ιγουρα έναν κόιλο όρο. Δουλεύοντας
με την έκφραση

Ẽ(uα, vα, α) = κ+ 1
2 〈Λαf, f〉A×B −

(1− κ)
2

〈
g,Λ−1

α g
〉
A×B

− κ 〈g, f〉A×B , (137)

παρατηρούμε ότι ο πρώτος όρος έιναι κόιλος. Αυτό μπορέι να δειχθέι θεωρώντας δύο
διακριτά αγώγιμα προφ́ιλ αi, i = 1, 2, συνοδευόμενα από τα πεδ́ια ui, vi, i = 1, 2, που
λύνουν τα αντ́ιστοιχα ευθέα προβλήματα όπως περιγράφεται στο Θεώρημα 2.16. Έστω ότι
διαλέγουμε έναν αυθάιρετο κυρτό συνδυασμό αs = sα1 +(1−s)α2 (0 < s < 1) των προφ́ιλ
αi, i = 1, 2 (με αντ́ιστοιχα πεδ́ια us, vs). Προφανώς, αυτή η συνάρτηση έιναι μια αποδεκτή
συνάρτηση αγωγιμότητας. Τότε

〈Λαsf, f〉A×B =
∫

Ω
αs|∇(us + ηf)|2 ≥ s

∫
Ω
α1|∇(u1 + ηf)|2 + (1− s)

∫
Ω
α2|∇(u2 + ηf)|2

= s 〈Λα1f, f〉A×B + (1− s) 〈Λα2f, f〉A×B , (138)

απ’ όπου και διαπιστώνουμε ότι (όταν προφανώς κ+ 1 > 0) ο όρος κ+1
2 〈Λαf, f〉A×B έιναι

κόιλος. Επιπλέον,

−
〈
g,Λ−1

αs g
〉
A×B

=
∫

Ω
αs|∇vs|2 − 2 〈g, γvs〉A×B

= s

∫
Ω
α1|∇vs|2 + (1− s)

∫
Ω
α2|∇vs|2 − 2 〈g, γvs〉A×B

≥ s
[∫

Ω
α1|∇v1|2 − 2 〈g, γv1〉A×B

]
+ (1− s)

[∫
Ω
α2|∇v2|2 − 2 〈g, γv2〉A×B

]
= s

[
−
〈
g,Λ−1

α1 g
〉
A×B

]
+ (1− s)

[
−
〈
g,Λ−1

α2 g
〉
A×B

]
. (139)

Επομένως, για κ < 1, ο δεύτερος όρος − (1−κ)
2

〈
g,Λ−1

α g
〉
A×B του Ẽ(uα, vα, α) έιναι κόιλος.

Στην περ́ιπτωση όπου κ > 1, ο όρος αυτός γ́ινεται κυρτός και δρα σε συμφων́ια με τον
όρο ομαλοπόιησης

λ
2‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω φ(|Dα|). Πράγματι, όταν εφαρμόζουμε τριπλή

ελαχιστοπόιηση (ως προς τα u, v, α), και άρα τηρούμε τη συνθήκη πιεστικότητας κ < 1,
έχουμε περισσότερα τοπικά ελάχιστα απ’ ότι στην περ́ιπτωση της απλής ελαχιστοπόιησης
(μόνο ως προς α), όπου επιλέγεται η χαλαρότερη συνθήκη κ > 1. Παρ’ όλα αυτά, ακόμα
και το σύνηθες χρησιμοποιούμενο συναρτησιακό των εφαρμογών

〈
g − Λαf,Λ−1

α g − f
〉
A×B

γραμμένο στη μορφή
〈
g,Λ−1

α g
〉
A×B+〈Λαf, f〉A×B−2 〈g, f〉A×B παραθέτει έναν κυρτό και

έναν κόιλο όρο.

2.5 Αριθμητική υλοπόιηση

2.5.1 Διαμόρφωση του κατάλληλου αριθμητικού σχήματος για την

επ́ιλυση του αντ́ιστροφου προβλήματος της αγωγιμότητας

Το επόμενο θεώρημα αποτελέι το πρώτο βήμα προς την εδράιωση του κατάλληλου αριθμη-
τικού σχήματος για το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης (135).

Θεώρημα 2.17. Το συναρτησιακό E(u, v, α), (109), έιναι κάτω ημισυνεχές για την
L1(Ω)− ισχυρή τοπολογ́ια στο α και την L1(Ω)×L1(Ω)− ασθενή τοπολογ́ια στο (∇u,∇v)
(Αυτή η συνδυαστική σύγκλιση ορ́ιζει μια τοπολογ́ια, που στα επόμενα θα αναφέρεται ως
τ− τοπολογ́ια).
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Απόδειξη. Επικαλούμαστε τα Θεωρήματα 13.1.1 (βλ. Θεώρημα 2.2) και 16.4.1 του [5] για
να δέιξουμε τη ζητούμενη τ− κάτω ημισυνέχεια. Ειδικά, ορ́ιζουμε τη συνάρτηση h(α, ν),
όπου ν = (ν1, ν2) ∈ Rd × Rd,

h(α, ν) = κ+ 1
2 α|(ν1 +∇(ηf))|2 + (κ− 1)

2 α|ν2|2. (140)

Εφόσον η συνάρτηση h(α, ν) έιναι κυρτή ως προς ν και κάτω ημισυνεχής ως προς α,
συμπεράινουμε, βάσει των προαναφερθέντων θεωρημάτων, ότι το συναρτησιακό

H(α, ν) =
∫

Ω
h(α(x), ν(x))dx (141)

έιναι κάτω ημισυνεχές για την L1− ισχυρή τοπολογ́ια στο α και την L1− ασθενή τοπολο-
γ́ια στο ν. Θέτουμε ν = (ν1, ν2) = (∇u,∇v) και θεωρούμε τις ακολουθ́ιες (un, vn) με τις
ιδιότητες που επάγονται από το Θεώρημα 2.16, σύμφωνα με τις οπόιες ∇un −⇀

L2(Ω)
∇u και

∇vn −⇀
L2(Ω)

∇v. Τότε, το ζεύγος (∇un,∇vn) συγκλ́ινει L1− ασθενώς στο (∇u,∇v), ενώ

αn → α ισχυρώς. Ενσωματώνοντας τον όρο −κ 〈g, f〉A×B, κατασκευάζουμε το συναρτη-
σιακό Ẽ(u, v, α), (110), για το οπόιο ισχύει

Ẽ(u, v, α) ≤ lim
n→∞

Ẽ(un, vn, αn). (142)

Λαμβάνοντας υπόψιν τις (122) και (123), τελικά αποδεικνύεται ότι το πλήρες συναρτησιακό
ικανοποιέι

E(u, v, α) ≤ lim
n→∞

E(un, vn, αn). (143)

�

Σύμφωνα με την ανάλυση Lebesgue του μέτρου Dα (βλ. Ενότητα 1.2), το συναρτη-
σιακό (109) γράφεται στην ισοδύναμη εκτενή μορφή

E(u, v, α) = Ẽ(u, v, α) + λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω)

+ µ

∫
Ω
φ(|∇α|)dx+ µt

∫
Sα
|α+ − α−|dHd−1 + µt

∫
Ω\Sα

|Cα|, (144)

όπου αναγνωρ́ιζουμε το απόλυτα συνεχές τμήμα (ως προς το μέτρο Lebesgue), το jump

part και το Cantor part του μέτρου Dα. Η παράμετρος t αναπαριστά το όριο lim
s→∞

φ(s)
s

.
Κάτι τέτοιο έχει νόημα, καθώς η γνησ́ιως κυρτή συνάρτηση φ, όπως σημειώνεται κάτω από
την (108), επιλέγεται να έιναι μη φθ́ινουσα από το R+

στο R+, με φ(0) = 0, ενώ επιπλέον
θεωρούμε ότι η γραμμική αυξητική συνθήκη ts − t ≤ φ(s) ≤ ts + t , με συγκεκριμένες
σταθερές t > 0 και t ≥ 0, ικανοποιέιται ∀s ≥ 0.
Το συναρτησιακό (109) αποτελέι ακριβώς τον στόχο της ελαχιστοπόιησης. Ωστόσο, έιναι
ξεκάθαρο πως ο όρος που φέρει την ολική κύμανση |Dα|, σε συνδυασμό με την (144),
χρήζει ειδικής μεταχέιρισης προκειμένου να υλοποιηθέι αριθμητικά. Για τον σκοπό αυτό,
ακολουθούμε ένα (σχεδόν) τετραγωνικό σχήμα προσέγγισης με την ονομασ́ια “Half-Qua-
dratic Minimization Approach”, εμπνευσμένο από τις μεθόδους βελτιστοπόιησης στην
επεξεργασ́ια εικόνας [6]. Σύμφωνα με την half-quadratic technique του Aubert (σ. 79-
86, [6]), προτέινεται η κατασκευή μιας ακολουθ́ιας ενεργειών Eε, ε > 0, που αποτελούν
τετραγωνικές προσεγγ́ισεις του (144). Τότε, ∀ε > 0, το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης που
αντιστοιχέι σε κάθε συναρτησιακό Eε επιδέχεται μ́ια λύση (uε, vε, αε), που ανήκει στον
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χώρο H1
0 (Ω)×H1(Ω)/R×

(
H1(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c])

)
.

Αρχ́ιζουμε με την κατασκευή της ακολουθ́ιας φε των βοηθητικών συναρτήσεων

φε(s) =


φ′(ε)

2ε s
2 + φ(ε)− εφ′(ε)

2 αν 0 ≤ s ≤ ε,
φ(s) αν ε ≤ s ≤ 1

ε ,
εφ′( 1

ε
)

2 s2 + φ(1
ε )−

φ′( 1
ε
)

2ε αν s ≥ 1
ε ,

(145)

που προσεγγ́ιζει κατάλληλα την κυρτή συνάρτηση φ. Πράγματι, για κάθε ε, ισχύει ότι
φε(s) ≥ 0, ∀s και lim

ε→0
φε(s) = φ(s). Θέτουμε E = H1

0 (Ω) × H1(Ω)/R και ορ́ιζουμε το
συναρτησιακό Eε ως

Eε(u, v, α) =


Ẽ(u, v, α) + λ

2‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ
∫

Ω φε(|∇α|)dx αν (u, v) ∈ E και
α ∈ H1(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]),

∞ αν (u, v) ∈ E και α ∈
(
BV (Ω) \H1(Ω)

)
∩ L∞δ (Ω, [b, c]).

(146)

Χρησιμοποιώντας κλασικά επιχειρήματα, παρόμοια με αυτά της απόδειξης του Θεωρήματος
2.16, διατυπώνουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα
Πρόταση 2.5.1. Για κάθε ε > 0, το συναρτησιακό Eε επιδέχεται μ́ια λύση (uε, vε, αε)
που ανήκει στον χώρο E ×

(
H1(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c])

)
.

Στη συνέχεια δέιχνουμε πως αυτή η ακολουθ́ια ελαχ́ιστων συγκλ́ινει κατάλληλα - μέσω
της εμπλοκή της Γ− σύγκλισης - στο ελάχιστο του αρχικού συναρτησιακού. Ειδικότερα,
ορ́ιζουμε

E(u, v, α) =

 E(u, v, α) αν (u, v) ∈ E και α ∈ H1(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]),
∞ αν (u, v) ∈ E και α ∈

(
BV (Ω) \H1(Ω)

)
∩ L∞δ (Ω, [b, c]).

(147)

Πρόταση 2.5.2. Η κάτω ημισυνεχής περιβάλλουσα RτE του E, για την L1(Ω)−
ισχυρή τοπολογ́ια στο α και την L1(Ω) × L1(Ω)− ασθενή τοπολογ́ια στο (∇u,∇v),
ταυτ́ιζεται με το E.
Απόδειξη. Από το Θεώρημα 2.17 έχουμε ότι το συναρτησιακό E έιναι τ− κάτω ημισυνε-
χές. Δεδομένου αυτού, ισχύει ότι E ≥ E. Για να αποδέιξουμε ότι RτE = E, αρκέι να
δέιξουμε ότι υπάρχει μια ακολουθ́ια (uh, vh, αh) στον E ×

(
H1(Ω)∩L∞δ (Ω, [b, c])

)
που τ−

συγκλ́ινει στο (u, v, α) και E(u, v, α) = lim
h→0

E(uh, vh, αh). Μια τέτοια ακολουθ́ια μπορέι

να κατασκευαστέι μέσω κλασικών θεωρημάτων προσέγγισης [57, 58]. �

Πρόταση 2.5.3. Κάθε σημέιο συσσωρεύσεως (u, v, α) - για την L1(Ω)− ισχυρή τοπο-
λογ́ια στο α και την L1(Ω)× L1(Ω)− ασθενή τοπολογ́ια στο (∇u,∇v) - της ακολουθ́ιας
{(uε, vε, αε) : ε > 0} αποτελέι ελάχιστο για το E και η ακολουθ́ια Eε(uε, vε, αε) συγκλ́ινει
στο E(u, v, α).
Απόδειξη. Εκ κατασκευής, η Eε(u, v, α) έιναι μια φθ́ινουσα ακολουθ́ια που συγκλ́ινει ση-
μειακά στο E(u, v, α). Από το Θεώρημα 2.15 συνεπάγεται ότι η Eε Γ− συγκλ́ινει στην
κάτω ημισυνεχή περιβάλλουσα RτE του E, που σύμφωνα με την Πρόταση 2.5.2 ταυ-
τ́ιζεται με το E. Επιπλέον, λόγω των ομοιόμορφων φραγμάτων b, c των συντελεστών
αγωγιμότητας, τα συναρτησιακά Eε έιναι ισοπιεστικά (Ορισμός 2.2.9) και άρα το σύνολο
{(uε, vε, αε) : ε > 0} έιναι τ− σχετικά συμπαγές. Τότε, σύμφωνα με το Θεώρημα 2.14,
κάθε σημέιο συσσωρεύσεως (u, v, α) του {(uε, vε, αε) : ε > 0} αποτελέι ελάχιστο για το E
και η ακολουθ́ια Eε(uε, vε, αε) συγκλ́ινει στο E(u, v, α) καθώς ε→ 0. �
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Δουλεύοντας με τις τετραγωνικές προσεγγ́ισεις Eε, αντ́ι του αρχικού συναρτησιακού E,
διατηρούμε την ελαχιστοποιητική διαδικασ́ια, όσον αφορά τα προφ́ιλ της αγωγιμότητας,
εντός του H1(Ω). Ως εκ τούτου, στο όριο ε → 0, οι απότομες κλ́ισεις του συντελεστή α
προσομοιώνονται με ομαλοποιητικό τρόπο. Για να έχουμε έναν αποδοτικό αλγόριθμο, που
δεν θα καταστέλλει αλλά θα αναδεικνύει το σύνολο των ασυνεχειών της αγωγιμότητας,
εισάγουμε στην ανάλυσή μας μια βοηθητική συνάρτηση, ω(x), που δρα ως εξομαλυτής του
jump set και ολοκληρώνει την ιδέα της half-quadratic μεθοδολογ́ιας [6]. Στη συνέχεια,
προσαρμόζουμε αυτήν την τεχνική στο τρέχον αριθμητικό πλάισιο, επεκτέινοντάς την για
την ανακατασκευή του εγκλεισμού D στο εσωτερικό του χωρ́ιου Ω.

2.5.2 BV Regularized Inversion algorithm

Ακολουθώντας τα επιχειρήματα της Ενότητας 3.2.4 του [6], κατασκευάζουμε έναν σχεδόν
τετραγωνικό αλγόριθμο που υλοποιέι αριθμητικά το σχήμα ελαχιστοπόιησης της προηγού-
μενης παραγράφου. Περιοριζόμαστε στην περ́ιπτωση όπου η συνάρτηση φ επιλέγεται έτσι
ώστε να ικανοποιέι τις ιδιότητες που περιγράφηκαν ως τώρα, συν τη βασική συνθήκη της
Πρότασης 3.2.4 του [6] κατά την οπόια η συνάρτηση φ(

√
s) έιναι κόιλη στο (0,∞). Συνε-

πώς, οι μη αρνητικές παράμετροι L = lim
s→∞

φ′(s)
2s και M = lim

s→0

φ′(s)
2s έιναι καλώς ορισμένες

και τηρούν τη διάταξη L < M . Τότε, σύμφωνα με την Πρόταση 3.2.4, υπάρχει κυρτή και
φθ́ινουσα συνάρτηση ψ : (L,M ]→ [β1, β2] τέτοια ώστε

φ(s) = inf
L≤ω≤M

(ωs2 + ψ(ω)), (148)

όπου β1 = lim
s→0+

φ(s) και β2 = lim
s→∞

(φ(s) − sφ′(s)
2 ). Επιπλέον, για κάθε s ≥ 0, η τιμή ω

στην οπόια επιτυγχάνεται το ελάχιστο έιναι ακριβώς ω = φ′(s)
2s . Αυτή η προσέγγιση έχει

τα χαρακτηριστικά μιας δϋικής προσέγγισης και γι’ αυτό η μεταβλητή ω καλέιται «δϋική
μεταβλητή» (dual variable) [6].
Εφαρμόζοντας αυτήν τη δϋική προσέγγιση στη βοηθητική συνάρτηση φε (145), έχουμε τη
δυνατότητα να εκφράσουμε το inf

(u,v,α)
Eε(u, v, α) στη μορφή

inf
(u,v,α)

Eε(u, v, α) = inf
ω

inf
(u,v,α)

Jε(u, v, α, ω), (149)

όπου

Jε(u, v, α, ω) = Ẽ(u, v, α) + λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω

(ω|∇α|2 + ψε(ω))dx (150)

με (u, v) ∈ E και α ∈ H1(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]). Η σημαντικότητα του νέου τύπου ελαχι-
στοπόιησης (149) έγκειται στο γεγονός πως ο όρος ομαλοπόιησης του Jε (δηλ., το τμήμα
λ
2‖Rα − α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω(ω|∇α|2 + ψε(ω))dx) έιναι κυρτός ως προς α, και για σταθερό

α ∈ H1(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]) έιναι κυρτός ως προς ω [6]. Κάτι τέτοιο ενισχύει τη διαδικασ́ια
ελαχιστοπόιησης, ενώ επιπλέον καθιστά τη βοηθητική μεταβλητή ω καθοριστική για τον
προσδιορισμό του jump set των εγκλεισμών, όπως αναδεικνύεται στη συνέχεια.
Βασικό χαρακτηριστικό του σχεδιασμένου αλγορ́ιθμου αποτελέι η σταδιακή αν́ιχνευση

των ασυνεχειών της α(x). Η υπολογιστική διαδικασ́ια ξεκινάει με μια αρχική εκτ́ιμηση των
(u, v, α, ω). Τότε, ο αλγόριθμος ανακατασκευής “BV Regularized Inversion” περιγράφεται
στα ακόλουθα βήματα: επιλέγοντας το χαρακτηριστικό βήμα h ∈ (0, 1), την αρχική προ-
σέγγιση (u0, v0, α0, ω0), την παράμετρο ομαλοπόιησης ε, το μέγιστο αριθμό επαναλήψεων
(max_iters = 10) και θέτοντας την παράμετρο κανονικοπόιησης λ = 0:
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Algorithm BV Regularized Inversion
Require: (u0, v0, α0) . initial guess for (u0, v0, α0, ω0)
Ensure: umin, vmin, αmin, ωmin

1 function BVReconstruction(u0, v0, α0, ω0)
2 for n← 0 : max_iters do
3 (un+1

ε , vn+1
ε , αn+1

ε )← argmin
(u,v,α)

Jε(u, v, α, ωn)

4 ωn+1 ← φ′ε(|∇α
n+1
ε |)

2|∇αn+1
ε |

5 end for
6 return umin, vmin, αmin, ωmin

7 end function

Όπως προαναφέρθηκε, οι συναρτήσεις ωn δρουν ως ομαλοποιημένες χαρακτηριστικές συ-

ναρτήσεις των ασυνεχών επιφανειών. Στην πραγματικότητα, όταν τα όρια L = lim
s→∞

φ′ε(s)
2s

και M = lim
s→0+

φ′ε(s)
2s επιλέγονται κοντά στο 0 και 1 αντ́ιστοιχα· τότε ικανοποιούνται οι

παρακάτω ιδιότητες [6]

Σχόλιο 2.7. Η ακολουθ́ια των συναρτήσεων ωn(x) αποτελέι «δέικτρια» του συνόλου
των ασυνεχειών.
1. Αν ωn(x) ≈ 0, τότε το x ανήκει σε μια ασυνεχή επιφάνεια.
2. Αν ωn(x) ≈ 1, τότε το x ανήκει σε μια ομογενή περιοχή (δηλ., το x αποτελέι εσωτε-
ρικό σημέιο του εγκλεισμού).

Σύμφωνα με το παραπάνω σχόλιο, στη γειτονιά των αναζητούμενων διεπιφανειών των ε-
γκλεισμών, η συνάρτηση ω, που συμμετέχει στον τελευτάιο όρο ομαλοπόιησης του (150),
πάιρνει πολύ μικρές τιμές επιτρέποντας έτσι μεγάλες τιμές για τις κλ́ισεις των συντελε-
στών α. Αντ́ιθετα, στο εσωτερικό των εγκλεισμών, η συνάρτηση ω έιναι σχεδόν ίση με τη
μονάδα επιβάλλοντας (τοπικά) την H1− δομή των φυσικών συντελεστών. Επιπλέον, εκμε-
ταλλευόμαστε περαιτέρω αυτή την ιδιότητα της δϋικής μεταβλητής αποδ́ιδοντάς της και ένα

δεύτερο ρόλο. Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιούμε την αρχική δομή ω0
για να μεταφέρουμε

a priori πληροφορ́ια σχετικά με την πιθανή θέση των διεπιφανειών. Ο τρόπος εισαγωγής
αυτής της πληροφορ́ιας στο πρόβλημα ελαχιστοπόιησης (149) περιγράφεται στην Ενότητα
2.6.
Στη νιοστή (n) επανάληψη του αλγορ́ιθμου, οι μεταβλητές u, v, α υπολογ́ιζονται για συ-
γκεκριμένο ω ως το argmin

(u,v,α)
Jε(u, v, α, ωn) (Βήμα 3). Εφαρμόζουμε τη μέθοδο εσωτερικού

σημέιου υλοποιούμενη από το πακέτο λογισμικού μη γραμμικής βελτιστοπόιησης IPOPT
[59, 60], ενσωματώνοντας τα κριτήρια φράγματος όλων των παραμέτρων ελέγχου. Λογι-
σμικά βελτιστοπόιησης με βάση την κλ́ιση (gradient-based optimizers), όπως το IPOPT,
τυπικά τερματ́ιζονται μόλις ικανοποιηθούν οι συνθήκες βελτιστότητας (συνθήκες Kuhn–
Tucker) [61]. Τότε, το ωn+1

υπολογ́ιζεται ως ωn+1 = φ′ε(|∇α
n+1
ε |)

2|∇αn+1
ε | = argmin

ω
Jε(un+1

ε , vn+1
ε ,

αn+1
ε , ω) (Βήμα 4).

2.6 Εφαρμογές

Επαληθεύουμε τα θεωρητικά αποτελέσματα των προηγούμενων ενοτήτων με αριθμητικά

πειράματα, θεωρώντας ως επ́ι το πλέιστον απλές, διδιάστατες γεωμετρικές δομές. Γι’ αυτό

44
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το σκοπό, ορ́ιζουμε το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας

∇ · (α(x)∇u(x)) = 0 x ∈ Ω,
u(x) = f(x) x ∈ ∂Ω,

α(x)∇u(x) · ~n = g(x) x ∈ ∂Ω,

με γνωστά επιφανειακά δεδομένα (f, g) κατά μήκος ολόκληρης της επιφάνειας ∂Ω. Αρ-
χ́ιζουμε με την απλούστερη περ́ιπτωση, όπου η αγώγιμη περιοχή Ω ορ́ιζεται να έιναι ο
δ́ισκος

Ω1 :=
{

(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 < ρΩ1

}
. (151)

Εξετάζουμε την αποδοτικότητα της προτεινόμενης μεθόδου, αποκλειστικά με ένα ζεύγος δε-
δομένων, για την ανακατασκευή ενός ομόκεντρου (“concentric problem”, Πρόβλημα 2.6.1)
και δύο έκκεντρων (“strong eccentricity problem”, Πρόβλημα 2.6.2.1, “mild eccentricity
problem”, Πρόβλημα 2.6.2.2) εγκλεισμών D, κάθε ένας από τους οπόιους αναπαρ́ισταται
από το δ́ισκο

D1 :=
{

(x, y) ∈ R2 :
√

(x− xD1)2 + (y − yD1)2 < ρD1

}
, (152)

όπου (xD1 , yD1) οι συντεταγμένες κέντρου του και ρD1 = 1. Υποθέτουμε ότι το αναζη-
τούμενο - a priori γνωστό - αγώγιμο προφ́ιλ έιναι της μορφής

α̂ := α(x, y) =
{

2, (x, y) ∈ D1,

1, (x, y) ∈ Ω1\D1.
(153)

Χωρ́ις βλάβη της γενικότητας, η τιμή κατωφλ́ιου b επιλέγεται ίση με τη μονάδα, ώστε να
συμφωνέι εύκολα με τις απαιτήσεις στην προστατευτική ζώνη Ω1δ .
Διακριτοποιούμε το υπολογιστικό πλέγμα, που ορ́ιζεται από τον εξωτερικό κύκλο (ρΩ1 =
2), σε πολικές συντεταγμένες (ρ, ϕ) χρησιμοποιώντας το Triangle [62, 63] με χαρακτη-
ριστικό βήμα (h), όπως αναγράφεται στον Π́ινακα 2.1 παρακάτω μαζ́ι με τον αριθμό των
στοιχέιων (elements) και των κόμβων (nodes) κάθε γεωμετρ́ιας. Για τη διακριτοπόιηση
των τελεστών Jε(u, v, α, ω) εφαρμόζουμε τη μέθοδο των συνεχών πεπερασμένων στοιχέι-
ων (P1).
Επισημάινουμε σε αυτό το σημέιο την ευαισθησ́ια των λύσεων ως προς τις δύο θεμε-

λιώδεις παραμέτρους του αλγορ́ιθμου, ω και µ. Αναφορικά με την πρώτη, στο ίδιο πνεύμα
με την ιδιότητα της Ωδ ζώνης, εισάγουμε μια φόρμουλα διαμόρφωσης της αρχικής δομής ω
που καθορ́ιζει την περιοχή αναζήτησης του jump set βάσει μιας μεταβλητής `(> 0). Ειδικά,
το αρχικό προφ́ιλ για την ω επιλέγεται βάσει του τύπου

ω0 =
{

0, αν |ri − ρD| ≤ `
2 ,

1, διαφορετικά,
(154)

όπου |ri − ρD| η Ευκλέιδεια απόσταση του i− κόμβου από το ∂D και ` το μέσο πάχος
της ζώνης που σχηματ́ιζει η προσεγγιστική δομή ω0. Στο πλάισιο αυτής της προσθή-
κης, ο σκοπός της παρούσας έρευνας συν́ισταται στην εξέταση της λειτουργικότητας της
μεθοδολογ́ιας ως προς την επιλογή του ω0. Κατασκευάζουμε τρεις διαφορετικούς ω0−
σχηματισμούς θέτοντας ` = {0.2, 0.3, 0.4}. Μεγαλύτερες τιμές της μεταβλητής ` αποδ́ι-
δουν μεγαλύτερη αβεβαιότητα ως προς τη θέση του ∂D. Η ζώνη χρώματος μπλε ορ́ιζει την
περιοχή στην οπόια ω0(x) = 0, αναπαριστώντας έτσι μια ασυνεχή επιφάνεια (Σχόλιο 2.7)
(βλ., για παράδειγμα, την πρώτη στήλη των Εικόνων 2.3, 2.4, 2.5). Επιπλέον, μελετάμε
την περ́ιπτωση όπου το αρχικό ω έιναι σταθερή συνάρτηση, δηλαδή ω0 ≡ 1.
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Π́ινακας 2.1: Delaunay Triangulations.

Mesh case h Elements Nodes

concentric 0.270 1850 956
strong eccentric 0.244 1834 948
mild eccentric 0.260 1854 958

concentric 0.150 3926 2024
strong eccentric 0.145 3950 2036
mild eccentric 0.151 3950 2036

Η παράμετρος κανονικοπόιησης µ αντανακλά την επ́ιδραση της BV− δομής στο πρόβλημα
(αν και ελαφρώς ομαλοποιημένης από την παράμετρο ε). Από το σχήμα ελαχιστοπόιησης
γ́ινεται φανερό πως όταν η παράμετρος µ αυξάνεται, η BV− νόρμα, µ

∫
Ω ω|∇α|2dx, κυριαρ-

χέι, αναδεικνύοντας έτσι τις ασυνέχειες της συνάρτησης α(x). Ενδιαφέρον παρουσιάζει η
περ́ιπτωση ω0 ≡ 1, με τον αντ́ιστοιχο όρο του συναρτησιακού να μετατρέπεται στη γνω-
στή Tikhonov κανονικοπόιηση (Tikhonov regularization), µ

∫
Ω |∇α|2dx, που αναγκάζει τα

προφ́ιλ της αγωγιμότητας να έιναιH1− συναρτήσεις, εμποδ́ιζοντας τον εντοπισμό του jump
set. Η εξομάλυνση των διεπιφανειών, όπως για παράδειγμα παρατηρέιται στην τελευτάια
γραμμή (p) της Εικόνας 2.3, έιναι ενδεικτική της αστοχ́ιας της Tikhonov κανονικοπόιησης,
αφού οδηγέι τη σύγκλιση σε λάθος τοπικά ελάχιστα.
Συνεχ́ιζουμε με την εφαρμογή του αλγορ́ιθμου, θέτοντας ε = 0.1 και κ = 10. Ως

αρχικό προφ́ιλ για τη συνάρτηση της αγωγιμότητας επιλέγουμε τη σταθερή συνάρτηση

α0 = 2.5. Συγκεκριμένα, στα προβλήματα του ομόκεντρου (Παράγραφος 2.6.1) και ήπια
έκκεντρου εγκλεισμού (Παράγραφος 2.6.2.2) θέτουμε

α0 =
{

1, ri > ρD1 + `
2 ,

2.5, διαφορετικά,
(155)

(βλ. δεύτερη στήλη των Εικόνων 2.3 και 2.5), ενώ στο πρόβλημα του ισχυρά έκκεντρου
εγκλεισμού (Παράγραφος 2.6.2.1) θεωρούμε α0 = 2.5 σε ολόκληρο το χωρ́ιο Ω1\Ω1δ (βλ.
δεύτερη στήλη της Εικόνας 2.4). Η αντιστροφή επιχειρέιται για τις τιμές ` = {0.2, 0.3, 0.4}
και την περ́ιπτωση ω0 ≡ 1 για n = 10 επαναλήψεις (max_iters). Οι υπολογιστικές λύσεις
αn απεικον́ιζονται για τη βέλτιστη - κάθε περ́ιπτωσης - τιμή της παραμέτρου µ από το
διακριτό σύνολο τιμών µ = {0.1, 0.5, 1, 5}. Διευκριν́ιζουμε εδώ πως η βέλτιστη επιλογή
της BV− κανονικοπόιησης συν́ισταται σε εκέινη την τιμή µ που οδηγέι στην καλύτερη
διττή

(iii)
εκδοχή της λύσης αn.

Σε κάθε πρόβλημα απεικον́ιζουμε την υπολογιστική λύση (α, ω) στην τελευτάια επανάληψη
(n = 10), ενώ επιλέγουμε μ́ια μόνο τιμή ` για να παρουσιάσουμε την ακολουθ́ια (αn, ωn)
των λύσεων στη νιοστή επανάληψη (n) του αλγορ́ιθμου (βλ. Εικόνα 2.6, Εικόνα 2.7, Ει-
κόνα 2.8). Στην τελευτάια αυτή απεικόνιση εκθέτουμε επιπλέον το διάγραμμα ισοϋψών
καμπύλων της αn (μαύρες γραμμές), προκειμένου να αναδέιξουμε την ομοιομορφ́ια της φυ-
σικής ανακατασκευής. Σε κάθε εικόνα, η χρωματική μπάρα αναφέρεται στο εύρος τιμών
της αγωγιμότητας (α ∈ [1, 2]). Τέλος, επισημάινουμε πως η Tikhonov κανονικοπόιηση
αντιστοιχέι στην περ́ιπτωση ω0 ≡ 1 (και κατ’ επέκταση ω ≡ 1). Από τώρα και στο εξής,
με ω ≡ 1 θα συμβολ́ιζουμε το ω0− σταθερό προφ́ιλ της Tikhonov ανακατασκευής.

(iii)
φυσική και γεωμετρική
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2.6.1 Ομόκεντρο πρόβλημα

Μελετάμε την πιλοτική περ́ιπτωση, όπου ο εγκλεισμός D1 βρ́ισκεται στο κέντρο του δ́ισκου
Ω1, (xD1 , yD1) = (0, 0). Θεωρούμε τα αναλυτικά δεδομένα

f̂ = 1 + 11
4 cos(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π),

ĝ = 13
8 cos(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π),

(156)

που παράγονται από την αναλυτική λύση

u(ρ, ϕ) =
{

1 + ρ cos(ϕ), 0 ≤ ρ ≤ 1,
1 + (3

2ρ−
1
2ρ) cos(ϕ), 1 < ρ ≤ 2.

(157)

Στην Εικόνα 2.3, από αριστερά προς τα δεξιά, απεικον́ιζονται το αρχικό ζεύγος (ω0, α0)
και η αντ́ιστοιχη βέλτιστη λύση (ω, α) για τα ω0− προφ́ιλ: ` = {0.2, 0.3, 0.4} και ω ≡ 1
(τελευτάια γραμμή). Η αντιστροφή πραγματοποιέιται για τις τιμές κανονικοπόιησης µ =
{1, 0.1, 0.1, 1}, αντ́ιστοιχα για κάθε ω0− προφ́ιλ, και h = 0.270. Στην Εικόνα 2.6 παρου-
σιάζουμε την ακολουθ́ια αn των λύσεων (1η γραμμή) και των αντ́ιστοιχων ωn− προφ́ιλ
(2η γραμμή) για το επ́ιπεδο διαμόρφωσης ` = 0.2. Τα αριθμητικά αποτελέσματα για όλες
τις επαναλήψεις συγκεντρώνονται στον Π́ινακα 2.3.
Σε όλους τους π́ινακες αποτελεσμάτων (βλ. Παράγραφο 2.6.7) αναγράφονται το ω0−
επ́ιπεδο αβεβαιότητας (`) μαζ́ι με τη βέλτιστη τιμή κανονικοπόιησης (µ) και οι τιμές της
αγωγιμότητας στον εγκλεισμό D1, (αin), και στο εξωτερικό χωρ́ιο Ω1\D1, (αout), σε κάθε
επανάληψη n. Οι μεταβλητές α{in, out} αναπαριστούν τις ομοιόμορφες τιμές της λύσης α.

2.6.2 Έκκεντρο πρόβλημα

2.6.2.1 Ισχυρά έκκεντρο πρόβλημα

Το κέντρο ενός ενδεικτικά ισχυρά έκκεντρου εγκλεισμού επιλέγεται να έιναι (xD1 , yD1) =
(
√

5−
√

17
2 , 0). Θεωρούμε αναλυτικά δεδομένα στη μορφή

f̂ = sf (α2, τ1, τ2) sinϕ√
17 + 4 cosϕ

, ϕ ∈ [0, 2π),

ĝ = sg(α2, τ1, τ2)1
2

sinϕ
(
√

17 + 4 cosϕ)2 , ϕ ∈ [0, 2π),
(158)

όπου

sf (α2, τ1, τ2) = 1
2(1 + α2)e−τ1 + 1

2(1− α2)e−2τ2eτ1 ,

sg(α2, τ1, τ2) = 1
2(1 + α2)e−τ1 − 1

2(1− α2)e−2τ2eτ1 ,
(159)

που αντιστοιχούν στη λύση (κατασκευασμένη αναλυτικά σε διπολικό σύστημα συντεταγ-
μένων)

uexact =
{

(ρ4 + c1(ϕ)ρ3 + ρ2c2(ϕ) + c3(ϕ)ρ+ 16)−
1
2 e−τρ sinϕ αν τ > τ2,

(ρ4 + c1(ϕ)ρ3 + c2(ϕ)ρ2 + c3(ϕ)ρ+ 16)−
1
2 c̃ρ sinϕ αν τ1 < τ < τ2,

(160)
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με

a = 1
2 , α2 = 2, τ1 = ln[(

√
17 + 1)1

4], τ2 = ln[(
√

5 + 1)1
2],

c1(ϕ) = 2
√

17 cosϕ, c2(ϕ) = 17 + 8 cos(2ϕ), c3(ϕ) = 8
√

17 cosϕ,

c̃ = 1
2(1 + α2)e−τ + 1

2(1− α2)e−2τ2eτ ,

τ = 1
2 ln

[
ρ2 + 4a2

(1−e−2τ1 )2 + 4aρ cosϕ
1−e−2τ1

ρ2 + 4a2e−4τ1
(1−e−2τ1 )2 + 4aρ cosϕe−2τ1

1−e−2τ1

]
. (161)

Στις αριθμητικές δοκιμές διαπιστώθηκε πως οι τιμές µ = {0.1, 0.5, 0.5, 0.1}, αντ́ιστοιχα
για κάθε ω0− προφ́ιλ: ` = {0.2, 0.3, 0.4}, ω ≡ 1, αναδεικνύουν βέλτιστα τα γεωμετρικά
χαρακτηριστικά της λύσης. Παρουσιάζουμε τα αριθμητικά αποτελέσματα γι’ αυτές τις τιμές
κανονικοπόιησης και h = 0.244.
Η Εικόνα 2.4, από αριστερά προς τα δεξιά, απεικον́ιζει το αρχικό προφ́ιλ (ω0, α0) μαζ́ι με
τη λύση (ω, α) στην τελευτάια επανάληψη. Κατόπιν, η Εικόνα 2.7 περιγράφει την ακολου-
θ́ια (αn, ωn) των λύσεων για το ω0− επ́ιπεδο αβεβαιότητας ` = 0.4. Οι παράμετροι της
ανακατασκευής δ́ινονται στον Π́ινακα 2.4.

2.6.2.2 Ήπια έκκεντρο πρόβλημα

Θέτουμε (xD1 , yD1) = (−1
3 , 0). Θεωρούμε το ζεύγος αναλυτικών δεδομένων

f̂ = mf (α2, τ1, τ2)
8
3
√

10 sinϕ
28
3 + 4 cosϕ

, ϕ ∈ [0, 2π),

ĝ = mg(α2, τ1, τ2)320
9

sinϕ
(28

3 + 4 cosϕ)2 , ϕ ∈ [0, 2π),
(162)

όπου

mf (α2, τ1, τ2) = 1
2(1 + α2)e−τ1 + 1

2(1− α2)e−2τ2eτ1 ,

mg(α2, τ1, τ2) = 1
2(1 + α2)e−τ1 − 1

2(1− α2)e−2τ2eτ1 , (163)

που προκύπτει από τη λύση

uexact =

e
−τ sinϕ sinh τ

cosh τ+cosϕ αν τ > τ2,[
1
2(1 + α2)e−τ + 1

2(1− α2)e−2τ2eτ
]

sinϕ sinh τ
cosh τ+cosϕ αν τ1 < τ < τ2,

(164)

με

a = 4
3
√

10, α2 = 2, τ1 = ln[(2
√

10 + 7)
3 ], τ2 = ln[(4

√
10 + 13)

3 ],

τ = 1
2 ln

[
ρ2 + 4a2

(1−e−2τ1 )2 + 4aρ cosϕ
1−e−2τ1

ρ2 + 4a2e−4τ1
(1−e−2τ1 )2 + 4aρ cosϕe−2τ1

1−e−2τ1

]
. (165)

Στην Εικόνα 2.5, από αριστερά προς τα δεξιά, παρουσιάζουμε το αρχικό ζεύγος (ω0, α0)
και τη λύση (ω, α) στην 10η επανάληψη για τα ω0− προφ́ιλ: ` = {0.2, 0.3, 0.4}, ω ≡ 1
και τις βέλτιστες τιμές κανονικοπόιησης - όπως παρατηρήθηκε στους υπολογισμούς - µ =
{0.1, 1, 0.1, 0.1} αντ́ιστοιχα, ως προς h = 0.260. Η Εικόνα 2.8 περιγράφει την ακολου-
θ́ια (αn, ωn) των ανακατασκευών για το ενδιάμεσο επ́ιπεδο αβεβαιότητας ` = 0.3 και το
πυκνότερο πλάτος h = 0.151. Συνοψ́ιζουμε τα αριθμητικά αποτελέσματα στον Π́ινακα 2.5.
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2.6.3 BV Φυσική ανακατασκευή

Στην παρούσα παράγραφο ερευνούμε την περ́ιπτωση όπου γνωρ́ιζουμε εκ των προτέρων

τη σωστή γεωμετρ́ια και στόχο της ανακατασκευής αποτελέι μόνο η φυσική, δηλαδή οι
τιμές της συνάρτησης της αγωγιμότητας στα διάφορα στοιχέια της δομής Ω. Οι λόγοι πα-
ρουσ́ιασης αυτής της μελέτης έιναι δύο: Γενικά, μια τέτοια προσέγγιση συνιστά το πρώτο
στάδιο αξιολόγησης μιας μεθόδου για την επ́ιλυση του αντ́ιστροφου προβλήματος, δηλαδή
την εκτ́ιμηση των κατανεμημένων παραμέτρων σε εντοπισμένα ανομοιογενή προφ́ιλ. Δεύ-
τερον, έιναι αξιοσημέιωτο ότι η σύγκλιση του αριθμητικού σχήματος επιτυγχάνεται με
μεγάλη ακρ́ιβεια μετά από μ́ια μόνο κλήση του αλγορ́ιθμου. Η a priori πληροφορ́ια της σω-
στής γεωμετρ́ιας του εγκλεισμού εισάγεται στην τεχνική ανακατασκευής μέσω της ειδικής

μορφής του πεδ́ιου ω και αυτή η εμπλοκή αλληλεπιδρά σημαντικά με την αποδοτικότητα της
προτεινόμενης μεθόδου, βάσει της κρυμμένης BV− δομής που φέρει η δϋική μεταβλητή.
Στα ακόλουθα, υποθέτουμε ότι το ω έχει την προσδοκώμενη συμπεριφορά στη γειτονιά

του ∂D1, όπως απεικον́ιζεται στη δεύτερη στήλη της Εικόνας 2.9. Ειδικά, η θέση και το
μέγεθος του εγκλεισμού ταυτοποιούνται για την επιλογή ` = 0.02 στη φόρμουλα (154).
Θέτουμε ε = 0.1, κ = 10 και µ = 1, ενώ ως αρχική προσέγγιση για την αγωγιμότητα
θεωρούμε τη συνάρτηση

α0 =


5, (x, y) ∈ D1,

0.5, (x, y) ∈ Ω1\(Ω1δ ∪D1),
1, (x, y) ∈ Ω1δ ,

(166)

(βλ. Εικόνα 2.9, 1η στήλη). Εδώ, επιλέγουμε μια πολύ μικρή, b = 0.5, και μια πολύ μεγάλη,
c = 5, τιμή κατωφλ́ιου, προκειμένου να αναδέιξουμε την επιτυχ́ια της ανακατασκευής ακόμα
και με ένα τέτοιο εύρος αρχικών τιμών.
Υλοποιούμε μ́ια επανάληψη (n = 1) του αλγορ́ιθμου για τα χαρακτηριστικά πλάτη (h)
του Π́ινακα 2.2. Ομόιως με τα προηγούμενα πειράματα, μελετάμε και την περ́ιπτωση της
Tikhonov ανακατασκευής (ω ≡ 1).
Η Εικόνα 2.9, από αριστερά προς τα δεξιά, περιγράφει το αρχικό προφ́ιλ της αγωγιμότητας
(α0), το «σωστό» ω και τη βέλτιστη λύση (α) για κάθε γεωμετρ́ια. Δ́ιπλα ακριβώς (δια-
κεκομμένη γραμμή), απεικον́ιζεται η αντ́ιστοιχη λύση (α) της Tikhonov ανακατασκευής.
Παραθέτουμε τα αριθμητικά αποτελέσματα στον Π́ινακα 2.6.

Π́ινακας 2.2: Delaunay Triangulations.

Mesh case h Elements Nodes

concentric 0.215 2698 1450
strong eccentric 0.216 2738 1470
mild eccentric 0.206 2746 1474

2.6.4 Ομόκεντρο πρόβλημα: Ανακατασκευή με N− ζεύγη δεδομέ-
νων

2.6.4.1 Αναλυτικά δεδομένα

Σε αυτήν την παράγραφο μελετάμε την πιλοτική περ́ιπτωση ανακατασκευής 2.6.1 με N > 1
επιφανειακές μετρήσεις. Αναλυτικότερα, θεωρούμε έναν επαρκή αριθμό m (m ∈ N) από
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ζεύγη δεδομένων της μορφής

(f̂m, ĝm) =
(
1 + 13

8
(3 · 22m+1 − 2)
m(3 · 22m + 1) cos(mϕ), 13

8 cos(mϕ)
)
, ϕ ∈ [0, 2π), m = 1, 2, ..., N,

(167)
κάθε ένα από τα οπόια επαληθεύει την αναλυτική λύση

u(m)(ρ, ϕ) = 1 + 13
8


2m+2

m(3·22m+1)ρ
m cos(mϕ), 0 6 ρ 6 1,

2m+1

m(3·22m+1)(3ρm − ρ−m) cos(mϕ), 1 < ρ 6 2.
(168)

Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο της Ενότητας 2.5 (θέτοντας λ = 0) για το πρόβλημα (149),
όπου τώρα το συναρτησιακό (150) επαναδιατυπώνεται στη μορφή

Jε(u, v, α, ω,N) =
N∑
m=1
|Ẽm(u, v, α)|+ λ

2 ‖Rα− α0‖2L2(Ω) + µ

∫
Ω

(ω|∇α|2 + ψε(ω))dx,

(169)

με

Ẽm(u, v, α) = κ+ 1
2

∫
Ω
α|∇(u+ ηf̂m)|2dx+ (1− κ)

[1
2

∫
Ω
α|∇v|2dx− 〈ĝm, γv〉A×B

]
− κ

〈
ĝm, f̂m

〉
A×B

. (170)

Οι παράμετροι ε, κ και το χαρακτηριστικό βήμα h επιλέγονται όπως στο Πρόβλημα 2.6.1,
ενώ θέτουμε α0 = 2.5 κατά μήκος ολόκληρου του χωρ́ιου Ω1\Ω1δ . Επαναλαμβάνουμε
την αντιστροφή με N = {2, 5} ζεύγη δεδομένων της μορφής (167) για τα ω0− προφ́ιλ:
` = {0.2, 0.4, 0.6}, ω ≡ 1 και τις τιμές κανονικοπόιησης µ = {1, 0.1, 1, 1} αντ́ιστοιχα. Συ-
γκρ́ινουμε τα αποτελέσματα με την περ́ιπτωση της (N = 1)− ανακατασκευής. Σημειωτέον
ότι για N = 1 τα επιφανειακά δεδομένα στην (167) ταυτ́ιζονται με αυτά στην (156).
Οι Εικόνες 2.10a-2.10b, από αριστερά προς τα δεξιά, απεικον́ιζουν το αρχικό ζεύγος
(α0, ω0) και την τελική ανακατασκευή (α, ω) με N = {1, 2, 5} ζεύγη δεδομένων, για κάθε
μ́ια από τις προαναφερθέισες τιμές `. Τα αριθμητικά αποτελέσματα παρουσιάζονται στον
Π́ινακα 2.7.
Από τα τρέχοντα πειράματα συμπεράινουμε ότι η χρήση N > 1 επιφανειακών δεδομένων ε-
πιταχύνει την υπολογιστική διαδικασ́ια ώστε να συγκλ́ινει σε μια ικανοποιητική, φυσική και
γεωμετρική, λύση. Επιπλέον, έχει ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε ότι για τη συγκεκριμένη
γεωμετρ́ια, η ανακατασκευή με μόλις N = 2 ζεύγη δεδομένων έιναι ακριβής και ισοδυναμέι
με αυτή των N > 2 δεδομένων.

2.6.4.2 Ενθόρυβα δεδομένα

Σε αυτό το παράδειγμα επιχειρούμε την ανακατασκευή του ομόκεντρου προβλήματος 2.6.1
με N− ζεύγη ενθόρυβων δεδομένων. Ειδικότερα, θεωρούμε πως ο τελεστής ΛN .t.D υπό-
κειται σε προσθήκες θορύβου της ακόλουθης μορφής

(f̃m, g̃m) =
(
f̂m + |f̂m| · Rf̂m · θ, ĝm

)
, (171)

όπου (f̂m, ĝm) όπως στην (167), Rf̂m έιναι ∂Ωh × 1− π́ινακες τυχάιων αριθμών στο διά-
στημα (−1, 1) που παράγονται από την MATLAB συνάρτηση “rand” με ∂Ωh

τον αριθμό

των συνοριακών κόμβων της Delaunay τριγωνοπόιησης, και θ το ποσοστό θορύβου.
Η ελαχιστοπόιηση του (169) ξεκινά θέτοντας λ = 0, ε = 0.1, κ = 10 και α0 = 2.5
(στο Ω1\Ω1δ). Υλοποιούμε n = 10 επαναλήψεις του αλγορ́ιθμου για τα ω0− προφ́ιλ:
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` = {0.2, 0.4, 0.6} ως προς h = 0.270. Σε κάθε ω0− επ́ιπεδο αβεβαιότητας (`) επαναλαμ-
βάνουμε την αντιστροφή για κάθε ποσοστό θορύβου θ = {0.5%, 1%, 5%} και κάθε επιλογή
του αριθμού των επιφανειακών δεδομένων N = {1, 2, 5}.
Οι Εικόνες 2.11a-2.11c, από αριστερά προς τα δεξιά, απεικον́ιζουν την υπολογιστική λύση
(α, ω) στην τελική επανάληψη για κάθε αριθμό επιφανειακών δεδομένων (N), καθώς το
ποσοστό θορύβου θ αυξάνεται. Σε κάθε `− περ́ιπτωση, η αρχική προσέγγιση (α0, ω0)
απεικον́ιζεται δεξιά της χρωματικής μπάρας. Ξεκινάμε από το λιγότερα διαταραγμένο ω0−
επ́ιπεδο αβεβαιότητας ` = 0.2. Τα αριθμητικά αποτελέσματα συγκεντρώνονται στους Π́ι-
νακες 2.8a -2.8c.
Στο πλάισιο των ενθόρυβων δεδομένων, η προσέγγιση Tikhonov αποτυγχάνει πλήρως και
κατά συνέπεια παραλέιπεται.
Τέλος, γ́ινεται αδιαμφισβήτητα φανερό το μέγεθος της συμβολής των N > 1 δεδομένων
στη γεωμετρική και φυσική απόδοση της ανακατασκευής, ακόμα και υπό την παρουσ́ια
σχετικά υψηλών επιπέδων θορύβου και παράλληλα μεγαλύτερης αβεβαιότητας ως προς την

πιθανή θέση της διεπιφάνειας.

2.6.5 Το πρόβλημα του διπλού εγκλεισμού: Ανακατασκευή με N−
ζεύγη δεδομένων

Ακολουθώντας την υπολογιστική διαδικασ́ια της Ενότητας 2.5, επιχειρούμε την αντιστρο-
φή στην απαιτητικότερη περ́ιπτωση των δύο μη συνεκτικών εγκλεισμών. Αναλυτικότερα,
θεωρούμε την αγώγιμη ορθογώνια περιοχή Ω2 := [−3, 3]2 (μήκος πλευράς L = 6) και δύο
διαφορετικούς ομοαξονικούς εγκλεισμούς, που αναπαρ́ιστανται από τους δ́ισκους

D2 :=
{

(x, y) ∈ R2 :
√

(x− xD2)2 + (y − yD2)2 < ρD2

}
(172)

με συντεταγμένες κέντρου (xD2 , yD2) = (−1.34, 0) και ακτ́ινα ρD2 = 0.9,

D3 :=
{

(x, y) ∈ R2 :
√

(x− xD3)2 + (y − yD3)2 < ρD3

}
(173)

με (xD3 , yD3) = (1.41, 0) και ρD3 = 1.
Η γεωμετρ́ια των εγκλεισμών D{2,3} επιλέγεται σύμφωνα με τις επιφανειακές συντεταγ-
μένες ενός ειδικού δισφαιρικού συστήματος συντεταγμένων [64, 65]. Υποθέτουμε ότι το
αναζητούμενο προφ́ιλ αγωγιμότητας έιναι της μορφής (βλ. Εικόνα 2.2)

α̂ := α(x, y) =


1.5, (x, y) ∈ D2,

2, (x, y) ∈ D3,

1, (x, y) ∈ Ω2\(D2 ∪D3).
(174)

Το υπολογιστικό πλέγμα, που ορ́ιζεται από το εξωτερικό ορθογώνιο με συντεταγμένες
κορυφών {(−3, 3), (3, 3), (3,−3), (−3,−3)}, διακριτοποιέιται μέσω του Triangle [62, 63]
και αποτελέιται από 3266 στοιχέια και 1694 κόμβους ως προς το χαρακτηριστικό βήμα
h = 0.280. Για τη διακριτοπόιηση των τελεστών (169) χρησιμοποιούμε τη μέθοδο των
P1 πεπερασμένων στοιχέιων για N = {1, 2} ζεύγη δεδομένων. Τα συγκεκριμένα ζεύγη
έχουν διττή προέλευση. Τα προαναφερθέντα αναλυτικά εργαλέια [64, 65] σε συνδυασμό
με τις τεχνικές των πεπερασμένων στοιχέιων (FEM) παράγουν ένα μέιγμα δεδομένων με
διαφορετικά χαρακτηριστικά. Κατασκευάζουμε αναλυτικά, αλλά και συνθετικά δεδομένα σε
ένα πυκνότερο πλέγμα χρησιμοποιώντας P1 διακριτοπόιηση. Τα αναλυτικά δεδομένα απο-
τελούν άπειρες σειρές ιδιοσυναρτήσεων εκφρασμένων σε δισφαιρικές συντεταγμένες, που
εγγενώς συνοδεύονται από σφάλματα αποκοπής τα οπόια έιναι συγκρ́ισιμα με εκέινα που

απορρέουν από την εναλλακτική κατασκευή των δεδομένων μέσω των FEM τεχνικών. Η
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παρουσ́ιαση των αναλυτικών τύπων, που περιγράφουν τη λύση σε κλειστή μορφή, καθώς και
η επαγόμενη ανάλυση σύγκλισης και σφάλματος έιναι αρκετά εκτενέις και χάριν συντομ́ιας

παραλέιπονται.

Εικόνα 2.2: Στόχος ανακατασκευής α̂.

Θέτουμε λ = 0, ε = 0.1, κ = 0.5 και α0 = 2.5 κατά μήκος ολόκληρου του χωρ́ιου Ω2\Ω2δ .
Επιπλέον, επεκτέινουμε την Ω2δ ζώνη ελαφρώς προς το κέντρο κατά δ = 0.5 και δ = 1,
αντ́ιστοιχα κατά μήκος των κάθετων και οριζόντιων πλευρών του πλέγματος. Εξετάζουμε
την ανακατασκευή για τα ω0− προφ́ιλ: ` = {0.3, 0.4, 0.5}.
Η επιπλέον πολυπλοκότητα της δισφαιρικής γεωμετρ́ιας εξυπηρετέι την ανάδειξη του ρόλου

της παραμέτρου κ στη διαδικασ́ια ελαχιστοπόιησης. Πράγματι, αποδεικνύεται ότι το πρό-
βλημα του μη συνεκτικού εγκλεισμού έιναι πιο «ευάισθητο» στις μεταβολές της κ απ’ ότι
οι συνεκτικές περιπτώσεις που παρουσιάστηκαν ως τώρα. Γι’ αυτό το σκοπό, παραθέτουμε
μια λεπτομερή μελέτη της ευαισθησ́ιας της ανακατασκευής ως προς τις τιμές της παραμέ-
τρου κ = {0.5, 2, 5, 11}.
Αναλυτικότερα, επιλέγουμε τις ακράιες τιμές της μεταβλητής ` για να περιγράψουμε την
ακολουθ́ια (αn, ωn) των ανακατασκευών με N = {1, 2} ζεύγη δεδομένων, ενώ στο ενδιά-
μεσο ω0− επ́ιπεδο αβεβαιότητας ` = 0.4 επιχειρούμε την κ− σύγκριση των μεθόδων (απλή
και τριπλή ελαχιστοπόιηση) με ένα ζεύγος δεδομένων.
Στις Εικόνες 2.12 και 2.13, από αριστερά προς τα δεξιά, απεικον́ιζονται, για ` = 0.3 και
` = 0.5 αντ́ιστοιχα, τα αρχικά προφ́ιλ (α0, ω0) (δεξιά της χρωματικής μπάρας) μαζ́ι με τις
λύσεις (αn, ωn) στην πρώτη και τελευτάια επανάληψη. Συγκεντρώνουμε τα αριθμητικά
αποτελέσματα στον Π́ινακα 2.9a.
Οι Εικόνες 2.14a-2.14b περιγράφουν την κ− σύγκριση των μεθόδων ανακατασκευής για
` = 0.4 και N = 1. Από αριστερά προς τα δεξιά, παρουσιάζουμε το αρχικό προφ́ιλ (α0, ω0)
και τη βέλτιστη λύση (αn, ωn) στην πρώτη και τελευτάια επανάληψη, καθώς η τιμή της
παραμέτρου κ αυξάνεται. Τα αριθμητικά αποτελέσματα συνοψ́ιζονται στον Π́ινακα 2.9b.
Βάσει της κ− ανάλυσης του σχήματος ελαχιστοπόιησης, συμπεράινουμε πως στην περ́ιπτω-
ση της τριπλής ελαχιστοπόιησης, κ ∈ (−1, 1), οι τιμές των συντελεστών της αγωγιμότητας
ανακατασκευάζονται - σχεδόν όμοια με τις πραγματικές τιμές - σε δύο μόλις υπολογιστικά
βήματα, ενώ η γεωμετρική ανακατασκευή έιναι ακριβής παρά τη συνεκτική ω0− δομή. Αντ́ι-
θετα, η επιλογή κ = 11, που προσομοιώνει όπως περιγράφεται στην Ενότητα 2.4 το κλασικό
συναρτησιακό ελαχιστοπόιησης των εφαρμογών, απαιτέι περισσότερες επαναλήψεις για να
συγκλ́ινει σε ικανοποιητικές, αλλά όχι τόσο ακριβέις, φυσικές τιμές.
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2.6.6 Εικόνες

` = 0.2

` = 0.3

` = 0.4

ω ≡ 1

(a) ω0 (b) α0 (c) ω (d) α

(e) ω0 (f) α0 (g) ω (h) α

(i) ω0 (j) α0 (k) ω (l) α

(m) ω0 (n) α0 (o) ω (p) α

Εικόνα 2.3: BV Regularized Inversion (ω, α)− λύση στην τελική επανάληψη για τα ω0−
προφ́ιλ: ` = {0.2, 0.3, 0.4}, ω ≡ 1 του ομόκεντρου προβλήματος και µ = {1, 0.1, 0.1, 1}
αντ́ιστοιχα.
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` = 0.2

` = 0.3

` = 0.4

ω ≡ 1

(a) ω0 (b) α0 (c) ω (d) α

(e) ω0 (f) α0 (g) ω (h) α

(i) ω0 (j) α0 (k) ω (l) α

(m) ω0 (n) α0 (o) ω (p) α

Εικόνα 2.4: BV Regularized Inversion (ω, α)− λύση στην τελική επανάληψη για τα
ω0− προφ́ιλ: ` = {0.2, 0.3, 0.4}, ω ≡ 1 του ισχυρά έκκεντρου προβλήματος και µ =
{0.1, 0.5, 0.5, 0.1} αντ́ιστοιχα.
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

` = 0.2

` = 0.3

` = 0.4

ω ≡ 1

(a) ω0 (b) α0 (c) ω (d) α

(e) ω0 (f) α0 (g) ω (h) α

(i) ω0 (j) α0 (k) ω (l) α

(m) ω0 (n) α0 (o) ω (p) α

Εικόνα 2.5: BV Regularized Inversion (ω, α)− λύση στην τελική επανάληψη για τα
ω0− προφ́ιλ: ` = {0.2, 0.3, 0.4}, ω ≡ 1 του ήπια έκκεντρου προβλήματος και µ =
{0.1, 1, 0.1, 0.1} αντ́ιστοιχα.

αn

ωn

(a) (b) (c) (d) (e)

(f) n = 0 (g) n = 1 (h) n = 2 (i) n = 3 (j) n = 6

Εικόνα 2.6: BV Regularized Inversion αn− λύσεις και ωn− προφ́ιλ για την
τιμή ` = 0.2 του ομόκεντρου προβλήματος.
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αn

ωn

(a) (b) (c) (d) (e)

(f) n = 0 (g) n = 1 (h) n = 2 (i) n = 4 (j) n = 8

Εικόνα 2.7: BV Regularized Inversion αn− λύσεις και ωn− προφ́ιλ για την
τιμή ` = 0.4 του ισχυρά έκκεντρου προβλήματος.

αn

ωn

(a) (b) (c) (d) (e)

(f) n = 0 (g) n = 1 (h) n = 3 (i) n = 5 (j) n = 10

Εικόνα 2.8: BV Regularized Inversion αn− λύσεις και ωn− προφ́ιλ για την
τιμή ` = 0.3 του ήπια έκκεντρου προβλήματος.
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

(a) α0 (b) ω (c) α (d) ω (e) α

(f) α0 (g) ω (h) α (i) ω (j) α

(k) α0 (l) ω (m) α (n) ω (o) α

Εικόνα 2.9: BV Regularized Inversion α− λύση για τα ω0− προφ́ιλ: ` = 0.02, ω ≡ 1
κάθε προβλήματος και µ = 1.
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` = 0.2

` = 0.4

(a) α0
N={1,2,5} (b) α(N=1) (c) α(N=2) (d) α(N=5)

(e) ω0
N={1,2,5} (f) ω(N=1) (g) ω(N=2) (h) ω(N=5)

(i) α0
N={1,2,5} (j) α(N=1) (k) α(N=2) (l) α(N=5)

(m) ω0
N={1,2,5} (n) ω(N=1) (o) ω(N=2) (p) ω(N=5)

Εικόνα 2.10a : BV Regularized Inversion (α, ω)N− λύσεις στην τελική επανάληψη για τις
τιμές ` = {0.2, 0.4} του ομόκεντρου προβλήματος και µ = {1, 0.1} αντ́ιστοιχα.
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` = 0.6

ω ≡ 1

(a) α0
N={1,2,5} (b) α(N=1) (c) α(N=2) (d) α(N=5)

(e) ω0
N={1,2,5} (f) ω(N=1) (g) ω(N=2) (h) ω(N=5)

(i) α0
N={1,2,5} (j) α(N=1) (k) α(N=2) (l) α(N=5)

(m) ω0
N={1,2,5} (n) ω(N=1) (o) ω(N=2) (p) ω(N=5)

Εικόνα 2.10b : BV Regularized Inversion (α, ω)N− λύσεις στην τελική επανάληψη για τις
τιμές ` = 0.6, ω ≡ 1 του ομόκεντρου προβλήματος και µ = {1, 1} αντ́ιστοιχα.
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2.6. Εφαρμογές

(a) α0
N={1,2,5}

(b) ω0
N={1,2,5}

θ = 0.005

θ = 0.01

θ = 0.05

(c) α(N=1) (d) α(N=2) (e) α(N=5)

(f) ω(N=1) (g) ω(N=2) (h) ω(N=5)

(i) α(N=1) (j) α(N=2) (k) α(N=5)

(l) ω(N=1) (m) ω(N=2) (n) ω(N=5)

(o) α(N=1) (p) α(N=2) (q) α(N=5)

(r) ω(N=1) (s) ω(N=2) (t) ω(N=5)

Εικόνα 2.11a : BV Regularized Inversion (α, ω)N− λύσεις στην τελική επανάληψη για
την τιμή ` = 0.2 του ομόκεντρου προβλήματος με θ = {0.5%, 1%, 5%} και µ = 1.
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

(a) α0
N={1,2,5}

(b) ω0
N={1,2,5}

θ = 0.005

θ = 0.01

θ = 0.05

(c) α(N=1) (d) α(N=2) (e) α(N=5)

(f) ω(N=1) (g) ω(N=2) (h) ω(N=5)

(i) α(N=1) (j) α(N=2) (k) α(N=5)

(l) ω(N=1) (m) ω(N=2) (n) ω(N=5)

(o) α(N=1) (p) α(N=2) (q) α(N=5)

(r) ω(N=1) (s) ω(N=2) (t) ω(N=5)

Εικόνα 2.11b : BV Regularized Inversion (α, ω)N− λύσεις στην τελική επανάληψη για
την τιμή ` = 0.4 του ομόκεντρου προβλήματος με θ = {0.5%, 1%, 5%} και µ = 1.
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(a) α0
N={1,2,5}

(b) ω0
N={1,2,5}

θ = 0.005

θ = 0.01

θ = 0.05

(c) α(N=1) (d) α(N=2) (e) α(N=5)

(f) ω(N=1) (g) ω(N=2) (h) ω(N=5)

(i) α(N=1) (j) α(N=2) (k) α(N=5)

(l) ω(N=1) (m) ω(N=2) (n) ω(N=5)

(o) α(N=1) (p) α(N=2) (q) α(N=5)

(r) ω(N=1) (s) ω(N=2) (t) ω(N=5)

Εικόνα 2.11c : BV Regularized Inversion (α, ω)N− λύσεις στην τελική επανάληψη για την
τιμή ` = 0.6 του ομόκεντρου προβλήματος με θ = {0.5%, 1%, 5%} και µ = 1.
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

(a) α0
N={1,2}

(b) ω0
N={1,2}

αn
(N=1)

ωn
(N=1)

αn
(N=2)

ωn
(N=2)

(c) (d)

(e) n = 1 (f) n = 4

(g) (h)

(i) n = 1 (j) n = 3

Εικόνα 2.12 : BV Regularized Inversion αnN− λύσεις και ωnN− προφ́ιλ στην πρώτη και
τελευτάια επαναληψη για την τιμή ` = 0.3 της δισφαιρικής γεωμετρ́ιας και µ = 0.06.
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2.6. Εφαρμογές

(a) α0
N={1,2}

(b) ω0
N={1,2}

αn
(N=1)

ωn
(N=1)

αn
(N=2)

ωn
(N=2)

(c) (d)

(e) n = 1 (f) n = 8

(g) (h)

(i) n = 1 (j) n = 6

Εικόνα 2.13 : BV Regularized Inversion αnN− λύσεις και ωnN− προφ́ιλ στην πρώτη και
τελευτάια επανάληψη για την τιμή ` = 0.5 της δισφαιρικής γεωμετρ́ιας και µ = 0.06.
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

(a) α0
(N=1)

(b) ω0
(N=1)

κ = 0.5

κ = 2

(c) α(n=1) (d) α(n=3)

(e) ω(n=1) (f) ω(n=3)

(g) α(n=1) (h) α(n=5)

(i) ω(n=1) (j) ω(n=5)

Εικόνα 2.14a : BV Regularized Inversion αn− λύσεις και ωn− προφ́ιλ στην πρώτη και
τελευτάια επανάληψη για την τιμή ` = 0.4 της δισφαιρικής γεωμετρ́ιας με κ = {0.5, 2} και
µ = 0.06.
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2.6. Εφαρμογές

(a) α0
(N=1)

(b) ω0
(N=1)

κ = 5

κ = 11

(c) α(n=1) (d) α(n=4)

(e) ω(n=1) (f) ω(n=4)

(g) α(n=1) (h) α(n=5)

(i) ω(n=1) (j) ω(n=5)

Εικόνα 2.14b : BV Regularized Inversion αn− λύσεις και ωn− προφ́ιλ στην πρώτη και
τελευτάια επανάληψη για την τιμή ` = 0.4 της δισφαιρικής γεωμετρ́ιας με κ = {5, 11} και
µ = 0.06.
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

2.6.7 Πίνακες αποτελεσμάτων

Π́ινακας 2.3: Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− ανακατασκευής για το ομόκεντρο
πρόβλημα.

max_iters= 10

` = 0.2
n 1 2 3 ≥ 4

µ = 1
αin 1.92 1.94 1.93 1.94
αout 1 1 1 1

` = 0.3
n 1 2− 3 4− 5 6 ≥ 7

µ = 0.1
αin 1.84 1.86 1.87 1.86 1.83
αout 1 1 1 1 1

` = 0.4
n 1 2 3− 4 5 6− 7 8− 9 10

µ = 0.1
αin 1.75 1.76 1.74 1.76 1.78 1.79 1.8
αout 1 1 1 1 1 1 1

ω ≡ 1
n 1 ≥ 2

µ = 1
αin 1.12 1.17
αout 1 1
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2.6. Εφαρμογές

Π́ινακας 2.4: Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− ανακατασκευής για το ισχυρά έκκεντρο
πρόβλημα.

max_iters= 10

` = 0.2
n ≥ 1

µ = 0.1
αin 1.99
αout 1

` = 0.3
n 1 2− 5 6 7 8− 9 10

µ = 0.5
αin 2 1.99 2 1.99 2 1.99
αout 1 1 1 1 1 1

` = 0.4
n 1− 3 4 5− 6 7− 8 ≥ 9

µ = 0.5
αin 2 1.99 2 1.99 2
αout 1 1 1 1 1

ω ≡ 1
n 1 2 ≥ 3

µ = 0.1
αin 1.46 1.45 1.46
αout 1 1 1

Π́ινακας 2.5: Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− ανακατασκευής για το ήπια έκκεντρο
πρόβλημα.

max_iters= 10

` = 0.2
n 1 ≥ 2

µ = 0.1
αin 1.92 1.91
αout 1 1

` = 0.3
n 1 2 3− 4 5 6− 9 10

µ = 1
αin 1.84 1.83 1.82 1.81 1.8 1.81
αout 1 1 1 1 1 1

` = 0.4
n 1 2− 3 4 5 ≥ 6

µ = 0.1
αin 1.79 1.78 1.77 1.76 1.77
αout 1 1 1 1 1

ω ≡ 1
n 1 ≥ 2

µ = 0.1
αin 1.02 1.04
αout 1 1
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Κεφάλαιο 2. Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας υπό το πρ́ισμα των BV− συναρτήσεων

Π́ινακας 2.6: Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− φυσικής ανακατασκευής για το πρό-
βλημα του μονού εγκλεισμού.

max_iters= 1

concentric ` = 0.02 ω ≡ 1

µ = 1
αin 1.98 1.17
αout 1 1

strong eccentric ` = 0.02 ω ≡ 1

µ = 1
αin 1.93 1.1
αout 1 1

mild eccentric ` = 0.02 ω ≡ 1

µ = 1
αin 1.98 1
αout 1 1

Π́ινακας 2.7: Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− ανακατασκευής για το ομόκεντρο
πρόβλημα με N− ζεύγη δεδομένων.

max_iters= 10

` = 0.2

n 1 2 3 ≥ 4

µ = 1

N = 1 1.92 1.94 1.93 1.94
αin N = 2 2 2 2 2

N = 5 2 2 1.99 1.99
αout N = 1, 2, 5 1 1 1 1

` = 0.4

n 1 2− 4 ≥ 5

µ = 0.1

N = 1 1.75 1.76 1.79
αin N = 2 1.99 2 2

N = 5 1.99 1.99 2
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

` = 0.6

n 1− 2 3− 5 ≥ 6

µ = 1

N = 1 1.6 1.62 1.6
αin N = 2 2 2 2

N = 5 2 2 1.99
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

ω ≡ 1

n 1 ≥ 2

µ = 1

N = 1 1.12 1.17
αin N = 2 1.09 1.12

N = 5 1.04 1.06
αout N = 1, 2, 5 1 1
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Π́ινακας 2.8a : Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− ανακατασκευής για την τιμή ` = 0.2
του ομόκεντρου προβλήματος με N− ζεύγη ενθόρυβων δεδομένων.

` = 0.2 max_iters= 10

θ = 0.005

n 1 2 ≥ 3

µ = 1

N = 1 1.91 1.92 1.92
αin N = 2 1.98 1.99 2

N = 5 1.98 2 2
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

θ = 0.01

n 1 2 ≥ 3

µ = 1

N = 1 1.88 1.9 1.94
αin N = 2 1.94 1.96 1.99

N = 5 1.96 1.99 2
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

θ = 0.05

n 1− 2 3 ≥ 4

µ = 1

N = 1 1.87 1.88 1.9
αin N = 2 2 1.98 1.99

N = 5 2 1.99 2
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

Π́ινακας 2.8b : Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− ανακατασκευής για την τιμή ` = 0.4
του ομόκεντρου προβλήματος με N− ζεύγη ενθόρυβων δεδομένων.

` = 0.4 max_iters= 10

θ = 0.005

n 1− 2 3 ≥ 4

µ = 1

N = 1 1.6 1.62 1.67
αin N = 2 1.99 1.99 1.99

N = 5 1.99 1.99 2
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

θ = 0.01

n 1 2− 3 ≥ 4

µ = 1

N = 1 1.6 1.65 1.7
αin N = 2 1.99 1.98 1.98

N = 5 1.99 2 1.99
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

θ = 0.05

n 1 2 3 ≥ 4

µ = 1

N = 1 1.56 1.71 1.76 1.78
αin N = 2 1.98 1.99 2 1.99

N = 5 1.99 2 1.99 2
αout N = 1, 2, 5 1 1 1 1
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Π́ινακας 2.8c : Ομοιόμορφες τιμές (αin, αout) της α̂− ανακατασκευής για την τιμή ` = 0.6
του ομόκεντρου προβλήματος με N− ζεύγη ενθόρυβων δεδομένων.

` = 0.6 max_iters= 10

θ = 0.005

n 1− 6 7− 8 9− 10

µ = 1

N = 1 1.67 1.9 1.99
αin N = 2 1.97 1.99 2

N = 5 1.99 2 1.99
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

θ = 0.01

n 1− 3 4− 5 6− 7 8− 10

µ = 1

N = 1 1.67 1.94 1.96 2
αin N = 2 1.99 1.98 1.99 1.98

N = 5 1.99 2 2 2
αout N = 1, 2, 5 1 1 1 1

θ = 0.05

n 1 2− 3 ≥ 4

µ = 1

N = 1 1.71 1.9 1.96
αin N = 2 1.97 1.98 1.99

N = 5 1.98 2 1.99
αout N = 1, 2, 5 1 1 1

Π́ινακας 2.9a : Ομοιόμορφες τιμές (αD2 , αD3 , αout) της α̂− ανακατασκευής για τις τιμές
` = {0.3, 0.5} της δισφαιρικής γεωμετρ́ιας με N− ζεύγη δεδομένων.

max_iters= 10

` = 0.3

n 1 2 3 ≥ 4

µ = 0.06

N = 1
αD2 1.64 1.53 1.51 1.5
αD3 1.94 1.95 1.96 1.97
n 1 2 ≥ 3

N = 2
αD2 1.75 1.58 1.5
αD3 1.91 1.95 1.98

N = 1, 2 αout 1 1 1

` = 0.5

n 1 2 3− 7 8

µ = 0.06

N = 1
αD2 1.53 1.58 1.6 1.61
αD3 1.95 1.95 1.95 1.96
n 1 2 3− 4 5 6

N = 2
αD2 1.45 1.72 1.76 1.58 1.5
αD3 1.96 1.93 1.95 1.95 1.97

N = 1, 2 αout 1 1 1 1 1
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Π́ινακας 2.9b : Ομοιόμορφες τιμές (αD2 , αD3 , αout) της α̂− ανακατασκευής για την τιμή
` = 0.4 της δισφαιρικής γεωμετρ́ιας και διαφορετικές τιμές της παραμέτρου κ.

` = 0.4 max_iters= 10

κ = 0.5
n 1 2 ≥ 3

µ = 0.06
N = 1

αD2 1.63 1.5 1.5
αD3 1.95 1.96 1.96
αout 1 1 1

κ = 2
n 1 2− 3 4 ≥ 5

µ = 0.06
N = 1

αD2 1.58 1.63 1.62 1.6
αD3 1.95 1.96 1.96 1.97
αout 1 1 1 1

κ = 5
n 1 2 3 ≥ 4

µ = 0.06
N = 1

αD2 1.53 1.58 1.6 1.61
αD3 1.95 1.96 1.95 1.95
αout 1 1 1 1

κ = 11
n 1 2 3− 4 ≥ 5

µ = 0.06
N = 1

αD2 1.5 1.53 1.51 1.53
αD3 1.97 1.9 1.89 1.88
αout 1 1 1 1
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Κεφάλαιο 3

Ένα εναλλακτικό σχήμα

ανακατασκευής για το

αντ́ιστροφο πρόβλημα της

αγωγιμότητας

Η ερευνητική δραστηριότητα του προηγούμενου κεφαλάιου στάθηκε αφορμή για τη σύλληψη

ενός καινοτόμου σχήματος ανακατασκευής, που υιοθετέι τη δϋικότητα της half-quadratic
προσέγγισης [6] και ταυτόχρονα διατηρέι την BV− ταυτότητα των συντελεστών α καθ’
όλη τη διάρκεια της ελαχιστοπόιησης.
Η κεντρική ιδεά της “Half-Quadratic Minimization Approach”, που προτέινεται στο

[6] ως τεχνική αποκατάστασης εικόνας (image restoration) και υλοποιέιται στο Κεφάλαιο
2 για τον προσδιορισμό μιας BV− αγωγιμότητας [66], συν́ισταται στην εισαγωγή μιας βοη-
θητικής συνάρτησης, ω(x), ώστε να «εποπτεύει» τις μεταβολές της αγωγιμότητας α(x).
Αν και το προφ́ιλ α(x) θεωρέιται συνάρτηση φραγμένης κύμανσης, το αριθμητικό σχήμα
ελαχιστοπόιησης βασ́ιζεται σε μια ακολουθ́ια τετραγωνικών προσεγγ́ισεων του αρχικού

συναρτησιακού που συγκλ́ινει στη BV− δομή. Αυτό το σχήμα έιναι αποτελεσματικό, ειδι-
κά στα πλάισια της half-quadratic τεχνικής, λόγω κυρ́ιως του γεγονότος ότι η μεταβλητή
ω(x) ενημερώνεται σε κάθε επανάληψη του αλγορ́ιθμου (βλ. Παράγραφο 2.5.2), προσεγ-
γ́ιζοντας σταδιακά το αναζητούμενο jump set. Ωστόσο, η προαναφερθέισα ομαλοποιητική
προσέγγιση και ο διαχωρισμός της διαδικασ́ιας ελαχιστοπόιησης ως προς την αγωγιμότητα

και τη βοηθητική μεταβλητή ω(x) αποτελούν αδιαμφισβήτητα δύο εγγενέις περιορισμούς
της μεθόδου.
Στην παρούσα έρευνα, τα στοιχέια του ζεύγους (α, ω) αποκτούν - σε αντιδιαστολή με

το [66] - ισοδύναμο ρόλο. Πιο συγκεκριμένα, η επικαιροπόιηση των δύο αυτών πεδ́ιων δεν
υλοποιέιται μέσω διαφορετικών τεχνικών, αλλά συμβάινει ταυτόχρονα, στο ίδιο υπολογι-
στικό βήμα. Η πρώτη βασική διαφορά έιναι ότι το προφ́ιλ της αγωγιμότητας παραμένει σε
όλη τη θεωρητική και αριθμητική δραστηριότητα υπό το πλάισιο των BV− συναρτήσεων.
Με άλλα λόγια, ο κρ́ισιμος όρος του συναρτησιακού που φέρει την ολική μάζα του |Dα|
διατηρέι τη φραγμένης κύμανσης (TV ) δομή του. Η δεύτερη διαφορά έιναι ότι ο «επόπτης»
ω(x) δεν ενημερώνεται εξωτερικά, μέσω της half-quadratic τεχνικής για συγκεκριμένο α,
αλλά αντιθέτως συμμετέχει ισοδύναμα με την α(x) στην ελαχιστοποιητική διαδικασ́ια. Κάτι
τέτοιο επιτυγχάνεται μέσω ενός επιπρόσθετου όρου, που επιβάλλει την επιθυμητή ομαλό-
τητα και μεταβολική συμπεριφορά στο ω(x) μετατρέποντάς το σε έναν δυναμικό οδηγό
του φορέα των BV− jumps. Πράγματι, αυτός ο επιπλέον (τύπου Tikhonov) όρος του
συναρτησιακού θέτει τον κατάλληλο έλεγχο στον επόπτη ω(x) με τέτοιο τρόπο ώστε η
μάζα του να συγκεντρώνεται στο Sα.
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Η παραπάνω ιδέα, που εν συντομ́ια μπορέι να παρομοιαστέι με ένα σχήμα διπλού μηχανισμού
ελέγχου, στον επόπτη ω(x) και συγχρόνως μέσω αυτού στο jump set της αγωγιμότητας,
ορ́ιζει ένα νέο τύπο κανονικοπόιησης που αναφέρεται ως “Dual Self-Monitored TV− in-
version” [75].
Το παρόν κεφάλαιο περιγράφει την επ́ιλυση του αντ́ιστροφου προβλήματος (60)-(62) με
αυτό το εναλλακτικό σχήμα ανακατασκευής. Υιοθετούμε το συναρτησιακό πλάισιο της
Ενότητας 2.3 ενσωματώνοντας τις απαιτήσεις ως προς την προστατευτική ζώνη Ωδ (βλ.
Ενότητα 2.4) και ορ́ιζουμε τον χώρο των αποδεκτών λύσεων α στο χωρ́ιο Ω

Xα,δ := BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, [b, c]) (175)

όπου

L∞δ (Ω, [b, c]) =
{
q ∈ L∞(Ω, [b, c]) : ‖q − b‖L∞(Ωδ) = 0

}
.

(Η πιλοτική περ́ιπτωση των δ́ιτιμων αγώγιμων προφ́ιλ α(x) ∈ L∞δ (Ω, {b, c}) εμπεριέχε-
ται στο παραπάνω πλάισιο.) Τότε, το υπό μελέτη αντ́ιστροφο πρόβλημα διατυπώνεται ως
ακολούθως.

Δεδομένου ενός Dirichlet-Neumann ζεύγους μετρήσεων (f, g), με Λα(f) = g, βρες
α(x) ∈ Xα,δ.

Στην Ενότητα 3.1 εισάγεται ο νέος τύπος κανονικοπόιησης. Η Ενότητα 3.2 περι-
λαμβάνει το θεμελιώδες αποτέλεσμα αυτού του κεφαλάιου, εδραιώνοντας το κατάλληλο
θεωρητικό υπόβαθρο για την επικέιμενη αριθμητική εφαρμογή του σχήματος ανακατασκευ-
ής. Στην Ενότητα 3.3 περιγράφεται η αριθμητική μέθοδος αντιστροφής και στην Ενότητα
3.4 υλοποιέιται για τα αγώγιμα προφ́ιλ του Κεφαλάιου 2. Επιπλέον, εξετάζεται η ανακατα-
σκευή μιας πολυπλοκότερης γεωμετρ́ιας. Επισημάινουμε πως χάριν απλότητας, καθώς και
για να αναδέιξουμε την αποδοτικότητα της προτεινόμενης τεχνικής, στο μεγαλύτερο μέ-
ρος των εφαρμογών περιοριζόμαστε στην περ́ιπτωση του ενός Dirichlet-Neumann ζεύγους
δεδομένων (N = 1), ενώ η προσέγγιση ισχύει για N > 1.

3.1 Το δϋικό σχήμα κανονικοπόιησης

Το ενδιαφέρον της τρέχουσας έρευνας εστιάζεται στη χρήση κανονικοπόιησης φραγμέ-
νης κύμανσης με σκοπό την ανάδειξη των μεταβολών της αγωγιμότητας α(x). Ωστόσο,
το αιφν́ιδιο του χαρακτήρα αυτών των μεταβολών επιτρέπει την ανάπτυξη υπολογιστικών

σφαλμάτων και ανακριβειών, που υπαγορεύουν την εφαρμογή ειδικών τεχνικών κανονικο-
πόιησης. Προκειμένου να περιορ́ισουμε αυτήν την ευαισθησ́ια, εισάγουμε μια βοηθητική
μεταβλητή, υπεύθυνη για τον έλεγχο της BV− συμπεριφοράς, που εξομαλύνει, χωρ́ις ό-
μως να εξαφαν́ιζει, τις έντονες μεταβολές (μεγάλες κλ́ισεις) της συνάρτησης α(x).
Ειδικά, χρησιμοποιούμε τη γνωστή ως «δϋική μεταβλητή» ω(x) της half-quadratic τεχνικής
[6] και αναπτύσσουμε έναν ισοδύναμο μηχανισμό ελέγχου στην ολική κύμανση του μέτρου
Dα και στην ίδια τη βοηθητική μεταβλητή ω(x). Υπενθυμ́ιζουμε πως σύμφωνα με την αριθ-
μητική προσέγγιση του προηγούμενου κεφαλάιου, η συνάρτηση ω(x) ενημερώνεται σε κάθε
αλγοριθμικό βήμα n (n ∈ N) δρώντας σαν (ομαλοποιημένη) χαρακτηριστική συνάρτηση του
jump set της α(x) (Σχόλιο 2.7).
Όπως προαναφέρθηκε, εδώ, οι συναρτήσεις α(x) και ω(x) αποκτούν παράλληλη δράση.

Αναδιατυπώνουμε το συναρτησιακό πλάισιο της ω(x), θεωρώντας ω(x) ∈ L∞δ (Ω, [β, 1]),
0 < β � 1, όπου

L∞δ (Ω, [β, 1]) = {ω′ ∈ L∞(Ω, [β, 1]) : ‖ω′ − 1‖L∞(Ωδ) = 0}. (176)
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Ο καινοτόμος όρος κανονικοπόιησης, που διατηρέι την BV− δομή της α(x) και αποδ́ιδει
στην ω(x) την ιδιότητα αν́ιχνευσης των ασυνεχειών της α(x), έχει τη μορφή

TV(d ) := µ

∫
Ω
ω|Dα|, (177)

όπου με d (x) συμβολ́ιζουμε τη διανυσματική δϋική μεταβλητή (α(x), ω(x)). H μικρή πα-
ράμετρος β εξυπηρετέι την αποφυγή απώλειας μέρους της ολικής μάζας του Dα.
Δουλεύοντας απλώς με L∞− συναρτήσεις ως επόπτες ω(x) δεν αρκέι ώστε να διασφα-
λιστέι η ελεγχόμενη συμπεριφορά του όρου (177) κατά την ελαχιστοποιητική διαδικασ́ια.
Απαιτέιται επιπλέον ομαλότητα, χωρ́ις όμως να ακυρώνει το ρόλο της BV− δομής της
α(x). Έτσι, προσθέτουμε τον όρο

R(ω) := µω

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx (178)

με 0 < ε� 1. Χωρ́ις την παράμετρο ε, ο παραπάνω όρος θα αντιστοιχούσε στην κλασική
Tikhonov κανονικοπόιηση, όμως η θετικότητά της έιναι εκέινη που προσδ́ιδει την απα-
ράιτητη ομαλότητα στο ω, έτσι ώστε ο όρος (177) να συμπεριφέρεται ομαλά στα πλάισια
της TV− κανονικοπόιησης. Αυτή έιναι μια εξ ολοκλήρου θεωρητική απάιτηση, καθώς α-
ριθμητικά, η διαδικασ́ια βελτιστοπόιησης δεν έιναι ιδιάιτερα ευάισθητη σε ό,τι αφορά την
ομαλοποιητική σταθερά ε.
Τέλος, υπογραμμ́ιζουμε την ισχυρή συνδυαστική δράση των παραμέτρων κανονικοπόι-

ησης µ, µω (> 0) στο σχήμα ανακατασκευής (177)-(178), καθώς μια κατάλληλη a priori
επιλογή τους οδηγέι - μαζ́ι με το συναρτησιακό ελαχιστοπόιησης - στην επιθυμητή σύ-
γκλιση. Αναλυτικότερα, δεδομένου ότι ο συναρτησιακός όρος (178) έιναι ομαλότερος απ’
ό,τι επάγει η H1− τοπολογ́ια, η παράμετρος ομαλοπόιησης µω επιλέγεται από το γνωστό
κριτήριο ασυμφων́ιας Tikhonov-Morozov (Tikhonov-Morozov discrepancy criterion) [67].
Ο προσδιορισμός της παραμέτρου µ αποτελέι το απαιτητικότερο μέρος της παραμετρικής
ανάλυσης. Η ακολουθούμενη προσέγγιση διαμορφώνεται ιεραρχικά: Η μεθοδολογ́ια του
[68] έιναι, κατά τη γνώμη μας, η πιο αποδοτική δεδομένου ότι ενσωματώνει την παράγω-
γο Fréchet του πλήρους συναρτησιακού οδηγώντας συναπτά σε αξιόπιστες ενημερώσεις
των παραμέτρων, αλλά η επαναληπτική ανανέωση της παραγώγου Fréchet κατά τη διάρκεια
της ελαχιστοπόιησης αποδεικνύεται χρονοβόρα και δύσκολη. Πράγματι, η εκτ́ιμηση αυ-
τού του τελεστή στα αντ́ιστροφα προβλήματα [69] έιναι ιδιαιτέρως απαιτητική, και κυρ́ιως
στα προβλήματα της αγωγιμότητας [70] το καλώς τοποθετημένο αυτού του τελεστή απαι-
τέι επιπλέον ομαλότητα από τα μέλη της ελαχιστοποιητικής ακολουθ́ιας αγωγιμοτήτων.
Αυτό το πρόβλημα μπορέι να ξεπεραστέι μέσω μιας απλούστευσης της μεθόδου του [68],
όπως παρουσιάζεται στο [71], κατά την οπόια η παράγωγος Fréchet υπολογ́ιζεται μόνο
στο πρώτο βήμα της βελτιστοπόιησης, γεγονός που εξασφαλ́ιζει τις θεωρητικές απαιτήσεις
και ταυτόχρονα μειώνει το υπολογιστικό κόστος. Παρ’ όλα αυτά, το καταληκτικό σχήμα
κανονικοπόιησης δεν επιτυγχάνει καλύτερα αποτελέσματα ανακατασκευής από αυτά που

εξάγονται με την εφαρμογή της απλούστερης ανάλυσης των [72, 73], όπου αναπτύσσεται
μια γεν́ικευση του Tikhonov-Morozov κριτηρ́ιου.

3.2 Το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης

Για τον προσδιορισμό της αγωγιμότητας α από τις επιφανειακές μετρήσεις (f, g), θεωρούμε
ταυτόχρονα το Dirichlet και το Neumann πρόβλημα, αντ́ιστοιχα,

∇ · (α∇uα) = 0 στο Ω και uα = f στο ∂Ω, (179)

∇ · (α∇vα) = 0 στο Ω και α∇vα · ~n = g στο ∂Ω, (180)
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με f ∈ H
1
2 (∂Ω) και g ∈ H−

1
2 (∂Ω). Υιοθετούμε τη μεταβολική προσέγγιση των Kohn και

Vogelius [55, 56] και ορ́ιζουμε το συναρτησιακό

J(α) = 1
2 < Λαf − g, f − Λ−1

α g >A×B= 1
2

∫
Ω
α|∇(uα − vα)|2 dx, (181)

όπου για την τελευτάια ισότητα κάνουμε χρήση της ταυτότητας Green. Τα πεδ́ια (uα, vα) ∈
H1(Ω) × H1(Ω)/R έιναι οι ασθενέις λύσεις των ευθέων προβλημάτων (179)-(180) στην
περ́ιπτωση όπου ο συντελεστής της αγωγιμότητας ταυτ́ιζεται με τον α(x). Προσθέτοντας
τους όρους κανονικοπόιησης (177)-(178), συνθέτουμε το πλήρες συναρτησιακό ελαχιστο-
πόιησης

J (α, ω) = J(α) + 1
2 µ

∫
Ω
ω|Dα|+ 1

2 µω

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx. (182)

Στη συνέχεια διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε το θεμελιώδες αποτέλεσμα αυτού του

κεφαλάιου

Θεώρημα 3.1. Το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης inf
(α′,ω′)

J (α′, ω′) ως προς τα στοιχέια (α′, ω′)

στον Xα,δ ×L∞δ (Ω, [β, 1]) επιδέχεται μ́ια λύση που ανήκει στον χώρο Xα,δ ×L∞δ (Ω, [β, 1]).

Απόδειξη. Έστω μια ακολουθ́ια ελαχιστοπόιησης (αn, ωn), n ∈ N, δηλ. lim
n→∞

J (αn, ωn) =
inf

(α′,ω′)
J (α′, ω′), τέτοια ώστε το όριο inf

(α′,ω′)
J (α′, ω′) έιναι ένας πραγματικός αριθμός. Προ-

φανώς, υπάρχει μια θετική σταθερά C τέτοια ώστε

J (αn, ωn) ≤ C για κάθε n ∈ N. (183)

Δεδομένου ότι αn ∈ L∞δ (Ω, [b, c]), συμπεράινουμε ότι ‖αn‖L∞(Ω) ≤ c και επομένως, υπάρ-
χει υπακολουθ́ια αn, που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, και στοιχέιο α ∈ L∞(Ω) τέτοια ώστε

αn ⇀ α ασθενώς∗ στον L∞(Ω) (καθώς n→∞). (184)

Επειδή L∞(Ω,K)‖·‖w? = L∞(Ω,K), με K ⊂ Rd και K τη κλειστή κυρτή θήκη του K [51],
ισχύει ότι α ∈ L∞(Ω, [b, c]). Επιπλέον,

∫
Ωδ αnϕ→

∫
Ωδ αϕ για κάθε ϕ ∈ C

∞
0 (Ωδ) ⊂ L1(Ω)

και τότε
∫

Ωδ(b− α(x))ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ωδ). Συνεπώς, α(x) = b σ.π. στην Ωδ [53]
και τελικά α ∈ L∞δ (Ω, [b, c]).
Στη συνέχεια, γράφουμε το συναρτησιακό (181) στην ισοδύναμη μορφή (χρησιμοποιώντας
ξανά την ταυτότητα Green)

J(αn) = 1
2

∫
Ω
αn|∇(uαn − vαn)|2 dx

= 1
2

∫
Ω
αn|∇uαn |2 dx+ 1

2

∫
Ω
αn|∇vαn |2 dx− < g, f >A×B . (185)

Βάσει της (183) και του κάτω φράγματος b των συντελεστών αn, ισχύει ότι

b

2

∫
Ω
|∇uαn |2 dx 6 C+ < g, f >A×B (186)

και ομόιως

b

2

∫
Ω
|∇vαn |2 dx 6 C+ < g, f >A×B, (187)

απ’ όπου και συμπεράινουμε ότι οι νόρμες ‖∇uαn‖L2(Ω) και ‖∇vαn‖L2(Ω) έιναι ομοιόμορφα

φραγμένες. Όπως ακριβώς στο Θεώρημα 2.16, εύκολα αποδεικνύεται ότι η uαn συγκλ́ινει
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ασθενώς στον H1(Ω), ενώ η ∇vαn συγκλ́ινει ασθενώς στον (L2(Ω))d. Αργότερα, μέσω
της εμπλοκής της θεωρ́ιας ομογενοπόιησης, επαληθεύεται (όπως αναμένεται) ότι αυτά τα
ασθενή όρια σχετ́ιζονται με τα uα και ∇vα, αντ́ιστοιχα.
Αναφορικά με τον TV− όρο κανονικοπόιησης, έχουμε ότι

1
2 TV(dn) = 1

2 µ

∫
Ω
ωn|Dαn| 6 C ⇒

β

2 µ

∫
Ω
|Dαn| 6 C ⇒ |Dαn|(Ω) 6 C̃. (188)

Επιπλέον, αn ∈ L∞δ (Ω, [b, c]) και άρα αn ∈ L1(Ω) με ‖αn‖L1(Ω) ≤ c|Ω|. Συνεπώς,
‖αn‖BV (Ω) 6 C̃. Χάρη στο Θεώρημα συμπάγειας 1.7 για μια ομοιόμορφα φραγμένη ακολου-
θ́ια στον BV (Ω), υπάρχει υπακολουθ́ια, με τον ίδιο συμβολισμό, και στοιχέιο α̃ ∈ BV (Ω)
τέτοια ώστε

αn −⇀
BV−w∗

α̃. (189)

Από τις (184) και (189) βρ́ισκουμε ότι
∫

Ω(α − α̃)φ = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) και άρα α = α̃
σ.π. στο Ω [53]. Επομένως, η ακολουθ́ια αn ικανοποιέι τη σύγκλιση

αn −→
L1(Ω)

α ∈ Xα,δ. (190)

Στο πλάισιο της 2d− θεωρ́ιας ομογενοπόιησης και βάσει της συνθήκης αn ∈ L∞δ (Ω, [b, c]),
η συμπληρωματική αυτή σύγκλιση συνεπάγεται τη G− σύγκλιση (Λήμμα 2.2.1), δηλ.
αn(x)I2×2 −→

G
α(x)I2×2 ∈ L∞(Ω,Ms

b,c). Έτσι, καταλήγουμε στην ισχύ της σύγκλισης
(190) συν της φυσικά επαγόμενης αn −→

G
α.

Για τον όρο ομαλοπόιησης (178) ισχύει ότι

1
2R(ωn) = 1

2 µω

∫
Ω
|∇ωn|2+2ε dx 6 C. (191)

Εφόσον
∫

Ω |ωn|2+2ε dx ≤ |Ω|, και άρα ωn ∈ L2+2ε(Ω), συμπεράινουμε ότι ωn ∈W 1,2+2ε(Ω)
με ‖ωn‖W 1,2+2ε 6 C̄.
Λόγω του τελευτάιου φράγματος και του γεγονότος ότι το χωρ́ιο Ω έιναι φραγμένο,
μπορούμε να εξάγουμε μια υπακολουθ́ια ωn, που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, και ένα στοιχέιο
ω ∈W 1,2+2ε(Ω) τέτοια ώστε

ωn −⇀
n→∞

ω στον W 1,2+2ε(Ω), και κατά συνέπεια (192)

ωn −→
n→∞

ω στον L2+2ε(Ω). (193)

Βάσει της ισχυρής σύγκλισης (193), ισχύει ότι (σ. 17, [28]) υπάρχει υπακολουθ́ια, με τον
ίδιο συμβολισμό, και συνάρτηση h(x) ∈ L2+2ε(Ω) τέτοια ώστε γι’ αυτήν την υπακολουθ́ια

ωn(x) → ω(x) σ.π. στο Ω (194)
|ωn(x)| 6 h(x) σ.π. στο Ω. (195)

Από την άλλη, επειδή ωn ∈ L∞δ (Ω, [β, 1])⇒ ‖ωn‖L∞(Ω) ≤ 1 και άρα

ωn ⇀ ω ασθενώς∗ στον L∞(Ω) (καθώς n→∞), (196)

όπου πάλι από το [51] βρ́ισκουμε ότι ω ∈ L∞δ (Ω, [β, 1]).
Παράλληλα, δεδομένου ότι p = 2 + 2ε > d, έχουμε μια συνεχή ενσφήνωση W 1,p(Ω) ↪→
C0,γ(Ω) με γ = 1− d

p (βλ. Ενότητα 5.7, [5]), απ’ όπου και προκύπτει ότι ωn, ω ∈ C0,γ(Ω)
με γ = ε

1+ε .
Το επόμενο βήμα προς την εδράιωση της ύπαρξης ελαχ́ιστου αποτελέι η απόδειξη κάποιου
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έιδους κάτω ημισυνέχειας για το J . Αρχ́ιζουμε μελετώντας ξεχωριστά κάθε ένα από τα
μέλη του J(αn), TV(dn) και R(ωn).
Γράφουμε τον όρο J(αn) στη μορφή

J(αn) = 1
2

∫
Ω
αn|∇(uαn − vαn)|2 dx

= 1
2

∫
Ω
αn|∇uαn |2 dx+ 1

2

∫
Ω
αn|∇vαn |2 dx−

∫
Ω
αn∇uαn · ∇vαn dx. (197)

Όπως προαναφέρθηκε, η L1− σύγκλιση του συντελεστή αn ενεργοποιέι την εγκυρότητα
των βασικών οριακών διαδικασιών της θεωρ́ιας ομογενοπόιησης. Για μια πληρέστερη πα-
ρουσ́ιαση της ανάλυσης σύγκλισης βλ. Παράγραφο 2.3.1, αλλά προφανώς οι ακόλουθες
ενεργειακές συγκλ́ισεις ισχύουν∫

Ω
αn|∇uαn |2 dx −→

n→∞

∫
Ω
α|∇uα|2 dx (198)∫

Ω
αn|∇vαn |2 dx −→

n→∞

∫
Ω
α|∇vα|2 dx. (199)

Πάιρνοντας το όριο στην (197) και αξιοποιώντας τις (198), (199), βρ́ισκουμε ότι

lim
n→∞

J(αn) = lim
n→∞

1
2

∫
Ω
αn|∇uαn |2 dx+ lim

n→∞
1
2

∫
Ω
αn|∇vαn |2 dx − < g, f >A×B

= 1
2

∫
Ω
α|∇uα|2 dx+ 1

2

∫
Ω
α|∇vα|2 dx−

∫
Ω
α∇uα · ∇vα dx

= 1
2

∫
Ω
α|∇(uα − vα)|2 dx = J(α), (200)

όπου κάνουμε ξανά χρήση της ταυτότητας Green για την ισοδύναμη έκφραση του επιφα-
νειακού όρου.
Στη συνέχεια, θεωρούμε την ανάλυση∫

Ω
ωn|Dαn| =

∫
Ω

(ωn − ω)|Dαn|+
∫

Ω
ω|Dαn|. (201)

Θέτουμε Q := Ω \Ωδ. Τότε, η σύγκλιση (194) συνεπάγεται τη σημειακή σύγκλιση της ωn
(στο ω) στο Q. Οι συναρτήσεις ωn, ω έιναι ομοιόμορφα συνεχέις στο συμπαγές σύνολο
Q. Εκτός αυτού, δεδομένου ότι οι νόρμες

∫
Ω |∇ωn|2+2ε dx έιναι ομοιόμορφα φραγμένες,

(191), από το Θεώρημα Morrey [5] συμπεράινουμε ότι η ακολουθ́ια ωn αποτελέι οικογένεια
ισοσυνεχών συναρτήσεων. Αυτές οι ιδιότητες εύκολα επαληθεύουν ότι ωn −→

ομοιόμορφα

ω

στο Q.
Από την ομοιόμορφη σύγκλιση της ωn πάιρνουμε∣∣∣ ∫

Ω
(ωn − ω)|Dαn|

∣∣∣ ≤ ∫
Q
|ωn − ω||Dαn| 6

n≥N(ε)
ε

∫
Q
|Dαn| 6 εC̃ (∀ε > 0 και N(ε) ∈ N).

(202)

Επιπλέον, η σύγκλιση Dαn ⇀ Dα έιναι τουλάχιστον έγκυρη για την BV −w? τοπολογ́ια,
η οπόια και διασφαλ́ιζει την κάτω ημισυνέχεια της ολικής μάζας

∫
Ω |Dα| 6 lim

n→∞

∫
Ω |Dαn|.

Βάσει των ω(x) ∈ C0,γ(Ω) ⊂ Cb(Ω) [5] και 0 < β 6 ω(x) 6 1, συμπεράινουμε ότι∫
Ω
ω|Dα| 6 lim

n→∞

∫
Ω
ω|Dαn|. (203)

Σημειωτέον ότι στην ευνο̈ικότερη περ́ιπτωση όπου το Dαn συγκλ́ινει στο Dα με την έννοια
της intermediate σύγκλισης [5], ισχύει η ισότητα

∫
Ω ω|Dα| = lim

n→∞

∫
Ω ω|Dαn|.
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Τέλος, από την κάτω ημισυνέχεια της L2+2ε(Ω)− νόρμας στην ασθενή τοπολογ́ια έχουμε
ότι

µω
2

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx 6

µω
2 lim
n→∞

∫
Ω
|∇ωn|2+2ε dx. (204)

Λαμβάνοντας υπόψιν τα αποτελέσματα σύγκλισης (200), (202) και κάτω ημισυνέχειας
(203), (204) καταλήγουμε στην έκφραση

inf
(α′,ω′)

J (α′, ω′) = lim
n→∞

J (αn, ωn) (205)

≥ lim
n→∞

J(αn) + µ

2 lim
n→∞

∫
Ω
ωn|Dαn|+

µω
2 lim
n→∞

∫
Ω
|∇ωn|2+2ε dx

≥ J(α) + µ

2 lim
n→∞

( ∫
Ω

(ωn − ω)|Dαn|+
∫

Ω
ω|Dαn|

)
+ µω

2

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx

≥ J(α) + µ

2

∫
Ω
ω|Dα|+ µω

2

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx = J (α, ω). (206)

Επομένως, το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης inf
(α′,ω′)

J (α′, ω′) επιδέχεται ως λύση το όριο της

ακολουθ́ιας ελαχιστοπόιησης

inf
(α′,ω′)

J (α′, ω′) = lim
n→∞

J (αn, ωn) = J ( lim
n→∞

αn, lim
n→∞

ωn) = J (α, ω). (207)

�

Επισημάινουμε εδώ πως η ίδια κατάσταση συναντάται στην περ́ιπτωση των τμηματικά στα-
θερών αγώγιμων προφ́ιλ. Αναλυτικότερα, χωρ́ις βλάβη της γενικότητας, τα αποτελέσματα
του Θεωρήματος 3.1 ισχύουν ακόμα και όταν τα μέλη της ελαχιστοποιητικής ακολουθ́ιας
αn ανήκουν στον χώρο BV (Ω) ∩ L∞δ (Ω, {b, c}).

3.3 Η δϋική μέθοδος αντιστροφής SGTV

Έιναι γνωστό [8] ότι όταν α ∈ BV (Ω), το μέτρο Dα μπορέι να εκφραστέι σε άθροισμα
ενός κανονικού και ενός κάθετου μέτρου, δηλ.,

Dα = ∇α dx+Dsα, (208)

όπου dx το d− Lebesgue μέτρο, ∇α dx το απόλυτα συνεχές (∇α(x) = d(Dα)
dx (x) ∈ L1(Ω))

και Dsα το κάθετο τμήμα του με Dsα ⊥ dx (βλ. Ενότητα 1.2).
Κεντρικό άξονα στην αριθμητική διαχέιριση της προτεινόμενης διαδικασ́ιας αντιστροφής

αποτελέι η επιβολή της (σχεδόν) εξάλειψης της βοηθητικής συνάρτησης ω(x) στο φορέα
των ασυνεχειών Sα (Σχόλιο 2.7). Τότε, ο TV− όρος (177) επιδέχεται την αριθμητική
εκδοχή

TV h
(d ) = µ

∫
Ω
ω
√
|∇α|2 + εh dx (209)

με εh θετική συνάρτηση του χαρακτηριστικού πλάτους h που ικανοποιέι lim
h→0

εh = 0,

δρώντας ως ομαλοποιητής για τη φραγμένη κύμανση [42]. Έτσι, ορ́ιζουμε το διακριτο-
ποιημένο ανάλογο του προβλήματος ελαχιστοπόιησης (207)

inf
(α,ω)
Jh(α, ω) = inf

(α,ω)

[
J(α) + 1

2 µ

∫
Ω
ω
√
|∇α|2 + εh dx+ 1

2 µω

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx

]
(210)
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με (α, ω) ∈ Xα,δ ×
(
W 1,2+2ε(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [β, 1])

)
. Το συναρτησιακό στην (210) αποτελέι

τον στόχο της ελαχιστοπόιησης. Παρά τον πρωταρχικό κύριο σκοπό μας να χρησιμοποι-
ήσουμε κανονικοπόιηση φραγμένης κύμανσης, θεωρούμε επιπλέον, για λόγους σύγκρισης,
την κλασική επιλογή της H1(Ω)− ημινόρμας στη θέση του TV− όρου (177), δηλ., την
Tikhonov κανονικοπόιηση

R(d ) := µ

∫
Ω
ω|∇α|2 dx, (211)

που αντιστοιχέι στο συναρτησιακό ελαχιστοπόιησης (τύπου) Tikhonov

Jh(α, ω) = J(α) + 1
2 µ

∫
Ω
ω|∇α|2 dx+ 1

2 µω

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx (212)

με (α, ω) ∈
(
H1(Ω) ∩

(
L∞δ (Ω, [b, c])

)
×
(
W 1,2+2ε(Ω) ∩ L∞δ (Ω, [β, 1])

)
.

Στην πραγματικότητα, ενδιαφερόμαστε να διεξάγουμε μια παράλληλη μελέτη της ποιότη-
τας των ανακατασκευών και με τις δύο παραπάνω επιλογές, με στόχο την ανάδειξη του
πλεονεκτήματος της χρήσης TV− κανονικοπόιησης κυρ́ιως όσον αφορά τα αναζητούμενα
γεωμετρικά χαρακτηριστικά των λύσεων. Γι’ αυτό το σκοπό, η αντιστροφή επιχειρέιται
και για τα δύο συναρτησιακά, στην (210) και (212), αλλά επιλέγουμε να παρουσιάσουμε
απλώς τα αποτελέσματα ανακατασκευής που αποδ́ιδουν εντονότερα την απόκλιση μεταξύ

των δύο αυτών σχημάτων (βλ. Παράγραφο 3.4.1). Στα επόμενα, χρησιμοποιούμε τους
συμβολισμούς R(d ) και TV

h
(d ), αντ́ιστοιχα, για τη μέθοδο της Tikhonov, (211), και της

TV , (209), ομαλοπόιησης που λαμβάνει μέρος στην αντιστροφή.
Συνεχ́ιζουμε με την εφαρμογή του δϋικού σχήματος κανονικοπόιησης για την επ́ιλυση

του αντ́ιστροφου προβλήματος της αγωγιμότητας σε πειράματα διαφορετικής πολυπλοκό-
τητας. Αναπτύσσουμε την αντ́ιστοιχη αριθμητική μέθοδο αντιστροφής “Self-Guided TV−
inversion”, και αναφέρεται ως SGTV [75], η οπόια ενεργοποιέι επακριβώς το διπλό μηχα-
νισμό ελέγχου - που εκφράζεται από τους όρους (178) και (209) - στο ζεύγος (α, ω).
Η υπολογιστική διαδικασ́ια ξεκινά με μια αρχική εκτ́ιμηση (u0, v0, α0, ω0). Σημειωτέον
ότι, στο τρέχον αριθμητικό πλάισιο, η SGTV αποδεικνύεται σχεδόν αδιάφορη και εξ́ισου
αποδοτική όσον αφορά την αρχική επιλογή (u0, v0). Έτσι, ως αρχική προσέγγιση για
τα πεδ́ια (u, v) μπορούμε να επιλέξουμε έιτε την τετριμμένη περ́ιπτωση (u0, v0) = (0, 0)
έιτε την περ́ιπτωση όπου οι (u0, v0) έιναι οι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων (179)-
(180) για α = α0. Για συγκεκριμένο βήμα h ∈ (0, 1), ομαλοποιητικές παραμέτρους εh, ε
και κατάλληλες παραμέτρους κανονικοπόιησης µ, µω, η SGTV υλοποιέι τη μέθοδο εσω-
τερικού σημέιου primal-dual barrier από το πακέτο λογισμικού βελτιστοπόιησης IPOPT
[59, 60], για να διασφαλ́ισει τα άνω και κάτω φράγματα της δϋικής διανυσματικής μετα-
βλητής d (x) = (α(x), ω(x)), ενώ χρησιμοποιέι ακριβέις Εσσιανές προκειμένου να επιτύχει
ταχύτερη σύγκλιση, σε μ́ια μόλις επανάληψη.

3.4 Εφαρμογές

Ερευνούμε την αποδοτικότητα της προτεινόμενης μεθόδου αντιστροφής με ένα ζεύγος

επιφανειακών δεδομένων (κατά μήκος ολόκληρου του συνόρου) στα προβλήματα του μονού
και διπλού εγκλεισμού της Ενότητας 2.6. Στη συνέχεια, εξετάζουμε μια πολυπλοκότερη
περ́ιπτωση ανακατασκευής υπό το πλάισιο των N > 1 δεδομένων.
Θεωρούμε τις πειραματικές πλατφόρμες αντιστροφής {Ω1, D1}, {Ω2, D{2,3}}, όπως α-

κριβώς ορ́ιζονται στις (151)-(152) και (172)-(173), με τα αντ́ιστοιχα α̂− προφ́ιλ (153),
(174).
Για τη διακριτοπόιηση των υπολογιστικών πλεγμάτων Ω1,Ω2 χρησιμοποιούμε το Triangle
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[62, 63] και για τη διακριτοπόιηση των τελεστών Jh υλοποιούμε τη μέθοδο των P1 πεπε-
ρασμένων στοιχέιων. Στον Π́ινακα 3.1 παρακάτω παραθέτονται το χαρακτηριστικό πλάτος
(h) της διακριτοπόιησης μαζ́ι με τον αριθμό των στοιχέιων (elements) και των κόμβων (no-
des) κάθε γεωμετρ́ιας (“Single inclusion problem”, Παράγραφος 3.4.1, “Double inclusion
problem”, Παράγραφος 3.4.2).
Ακολουθώντας την προσέγγιση που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 2.6, δ́ινουμε εδώ τη

φόρμουλα επιλογής του ω0− προφ́ιλ:

ω0 =
{
β, αν |ri − ρD| ≤ `

2 ,

1, διαφορετικά.
(213)

Υπενθυμ́ιζουμε ότι η αρχική δομή ω0
αποτελέι τον ρυθμιστή της ζώνης αβεβαιότητας, δη-

λαδή της περιοχής όπου πιθανώς εντοπ́ιζεται το jump set της α(x) [66]. Κατ’ αντιστοιχ́ια
με την (154), η περιοχή όπου ω0(x) = 1 αναπαριστά μια ομογενή επιφάνεια, ενώ η περιοχή
ω0(x) = β ορ́ιζει τη ζώνη στην οπόια πιθανώς βρ́ισκεται η κρυμμένη διεπιφάνεια.

Π́ινακας 3.1 : Delaunay Triangulations.

Mesh case
Single Inclusion

Double Inclusion
strong eccentric mild eccentric concentric

h 0.220 0.215 0.210 0.541 0.266 0.132
Elements 1818 1798 1756 956 3712 14346
Nodes 950 940 919 509 1917 7294

Θέτουμε τις σταθερές ομαλοπόιησης στην (178) και (209) ε = εh = 10−4. Για τον ω0−
δέικτη ασυνέχειας επιλέγουμε την τιμή β = 10−6, ενώ ως αρχική προσέγγιση για την αγω-
γιμότητα ορ́ιζουμε τη σταθερή συνάρτηση α0 = 2.5 σε ολόκληρο το χωρ́ιο Ω{1,2} \Ω{1,2}δ .
Σε κάθε αριθμητικό παράδειγμα, η αντιστροφή επιχειρέιται για ενδεικτικώς μεγάλες τιμές
της μεταβλητής `.
Επισημάινουμε σε αυτό το σημέιο πως στην τρέχουσα έρευνα παραλέιπουμε την εκτενή

παρουσ́ιαση της μελέτης ευαισθησ́ιας των λύσεων ως προς το επ́ιπεδο διαμόρφωσης `, κα-
θώς στις αριθμητικές δοκιμές παρατηρήθηκε ότι για σχετικά μικρή αβεβαιότητα (` < 0.4) τα
αποτελέσματα ανακατασκευής έιναι εξαιρετικά ακριβή και σε πλήρη ταύτιση με την πραγμα-
τική λύση (α̂). Επομένως, στις αριθμητικές εφαρμογές 3.4.1-3.4.2, η SGTV- ανακατασκευή
περιγράφεται μόνο για τα υψηλότερα - κάθε γεωμετρ́ιας - επ́ιπεδα αβεβαιότητας (` ≥ 0.4).

3.4.1 Το πρόβλημα του μονού εγκλεισμού

Σε αυτήν την κατηγορ́ια πειραμάτων επιχειρούμε την SGTV- ανακατασκευή του εγκλει-
σμού D1 για τρεις διαφορετικές υλοποιήσεις των συντεταγμένων κέντρου του (xD1 , yD1)
(“strong eccentricity problem”, Πρόβλημα 3.4.1.1, “mild eccentricity problem”, Πρόβλη-
μα 3.4.1.2, “concentric problem”, Πρόβλημα 3.4.1.3). Διακριτοποιούμε το υπολογιστικό
χωρ́ιο Ω1 (ρΩ1 = 2, ρD1 = 1) σε πολικές συντεταγμένες (ρ, ϕ) χρησιμοποιώντας P1 πεπε-
ρασμένα στοιχέια. Οι παράμετροι της ανακατασκευής δ́ινονται στον Π́ινακα 3.2.
Όλοι οι π́ινακες αποτελεσμάτων (βλ. Παράγραφο 3.4.5) αναγράφουν το ω0− επ́ιπεδο αβε-
βαιότητας (`) μαζ́ι με τις βέλτιστες παραμέτρους κανονικοπόιησης (µ) και (µω), τις τιμές της
λύσης (α?, ω?) με κανονικοπόιηση φραγμένης κύμανσης (TV h

(d )) και - όπου εφαρμόζεται η
σύγκριση - με Tikhonov κανονικοπόιηση (R(d )). Οι μεταβλητές (α?D1

, α?out) αναπαριστούν
τις ομοιόμορφες τιμές της λύσης α? στον εγκλεισμό D1 και στο εξωτερικό χωρ́ιο Ω1 \D1
αντ́ιστοιχα, ενώ με (ω?min, ω

?
max) δηλώνονται οι ακράιες τιμές της δϋικής μεταβλητής ω?

(ως προς το εύρος τιμών ω ∈ [β, 1]).
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Σημειώνουμε, τέλος, ότι οι αναγραφόμενες τιμές κανονικοπόιησης συν́ιστανται σε εκέι-
νες τις τιμές µ, µω που αποδ́ιδουν τη βέλτιστη λύση ανακατασκευής. Η επιλογή αυτών
των τιμών καθορ́ιζεται βάσει της τροποποιημένης αρχής ασυμφων́ιας του Morozov (modi-
fied Morozov principle) [72, 73], «ζυγ́ιζοντας» τη συνεισφορά των όρων (209) και (178).
Υιοθετούμε την παραπάνω προσέγγιση για να αποκτήσουμε κατάλληλους εκτιμητές ομα-
λοπόιησης και έπειτα η τελική επιλογή βελτιστοποιέιται από ένα δοκιμαστικό εύρος τιμών

πολύ κοντά στις σταθερές Morozov.

3.4.1.1 Iσχυρά έκκεντρο πρόβλημα

Επιλέγουμε (xD1 , yD1) = (
√

5−
√

17
2 , 0) και το ζεύγος αναλυτικών δεδομένων (158).

Η Εικόνα 3.2a απεικον́ιζει το αρχικό ζεύγος (α0, ω0) και τις αντ́ιστοιχες βέλτιστες λύ-
σεις (α?, ω?)TV h(d )

και (α?, ω?)R(d ) για την υψηλότερη τιμή αβεβαιότητας ` = 0.6 ως προς
h = 0.220.

3.4.1.2 Ήπια έκκεντρο πρόβλημα

Θέτουμε (xD1 , yD1) = (−1
3 , 0) και (f̂ , ĝ) όπως στην (162).

Η Εικόνα 3.2b περιγράφει τις υπολογιστικές λύσεις (α?, ω?)TV h(d )
και (α?, ω?)R(d ) για το

ω0− προφ́ιλ: ` = 0.6 και το χαρακτηριστικό πλάτος h = 0.215.

3.4.1.3 Oμόκεντρο πρόβλημα

Εξετάζουμε την πιλοτική περ́ιπτωση (xD1 , yD1) = (0, 0) με τα επιφανειακά δεδομένα (156).
Η Εικόνα 3.2c παρουσιάζει τη βέλτιστη λύση (α?, ω?)TV h(d )

για το ω0− προφ́ιλ: ` = 0.6 ως
προς h = 0.210.

3.4.2 Το πρόβλημα του διπλού εγκλεισμού

Συνεχ́ιζουμε με την SGTV- ανακατασκευή των δύο μη συνεκτικών εγκλεισμών D2, D3
((xD2 , yD2) = (−1.34, 0), ρD2 = 0.9 και (xD3 , yD3) = (1.41, 0), ρD3 = 1) στο ορθογώνιο
χωρ́ιο Ω2 = [−3, 3]2. Κατασκευάζουμε ένα ζεύγος δεδομένων (f̂ , ĝ), όπως ακριβώς περι-
γράφεται στην Παράγραφο 2.6.5.
Διευρύνουμε ελαφρώς προς το κέντρο την Ω2δ ζώνη, κατά δ = 0.4 και δ = 0.8 αντ́ιστοιχα
κατά μήκος των κάθετων και οριζόντιων πλευρών του Ω2. Επιλέγουμε μια «μέτρια» τιμή
πολυπλοκότητας, ` = 0.41, και μια «μεγάλη», ` = 0.48, που σχηματ́ιζουν αντ́ιστοιχα μια
συνεκτική ζώνη αβεβαιότητας.
Για το σχηματισμό ` = 0.41 παρουσιάζουμε τη βέλτιστη λύση σε τρ́ια πλέγματα διαδοχικής
πυκνότητας. Τα χαρακτηριστικά πλάτη h και ο αριθμός των στοιχέιων και κόμβων κάθε
διαμερισμού αναγράφονται στον Π́ινακα 3.1.
Για το μέγιστα διαταραγμένο ω0− προφ́ιλ: ` = 0.48, θεωρούμε, επιπλέον, ενθόρυβα δεδο-
μένα της μορφής

(f̃ , g̃) =
(
f̂ + |f̂ | · Rf̂ · θ, ĝ

)
,

όπου Rf̂ όπως στην (171) και θ το ποσοστό θορύβου. Επαναλαμβάνουμε την αντιστροφή
για τα ποσοστά θ = {0%, 5%, 8%}.
Στην Εικόνα 3.3a παρουσιάζουμε την υπολογιστική λύση (α?, ω?)TV h(d )

σε κάθε διακρι-
τοπόιηση {h, h/2, h/4} για το μέτριο επ́ιπεδο αβεβαιότητας ` = 0.41. Κατόπιν, η Εικόνα
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3.3b περιγράφει τη λύση ανακατασκευής (α?, ω?)TV h(d )
καθώς το επ́ιπεδο θορύβου θ αυ-

ξάνεται, για την υψηλότερη τιμή ` = 0.48 και h = 0.266. Συνοψ́ιζουμε τα αριθμητικά
αποτελέσματα στον Π́ινακα 3.3.

3.4.3 Το πρόβλημα “Dolphin”

Προχωρούμε στην ιδιόμορφη περ́ιπτωση όπου ο εγκλεισμός απεικον́ιζει ένα δελφ́ινι. Η υπο-
λογιστική σχεδ́ιαση της γεωμετρ́ιας «δελφ́ινι», που αναπαρ́ισταται από τον εγκλεισμό D4,
πραγματοποιέιται μέσω της πλατφόρμας λογισμικού ανοιχτού κώδικα FEniCS [74]. Θεω-
ρούμε την αγώγιμη ορθογώνια περιοχή Ω3 με μήκος πλευράς L = 0.8 και κέντρο (0.6, 0.53)
και τοποθετούμε το κέντρο του εγκλεισμού D4 στο σημέιο (xD4 , yD4) = (0.48, 0.49).
Υποθέτουμε ότι το αναζητούμενο προφ́ιλ αγωγιμότητας έχει τη μορφή (βλ. Εικόνα 3.1)

α̂ := α(x, y) =
{

2, (x, y) ∈ D4,

1, (x, y) ∈ Ω3\D4.
(214)

Το υπολογιστικό πλέγμα, που ορ́ιζεται από το εξωτερικό ορθογώνιο με συντεταγμένες
κορυφών {(0.2, 0.93), (1, 0.93), (1, 0.13), (0.2, 0.13)}, διακριτοποιέιται μέσω του Triangle
[62, 63] και αποτελέιται από 7684 στοιχέια και 4083 κόμβους με χαρακτηριστικό πλάτος
h = 0.027. Για τη διακριτοπόιηση των τελεστών Jh, υλοποιούμε τη μέθοδο των P1 πεπε-
ρασμένων στοιχέιων κατασκευάζοντας N = {1, 2} ζεύγη συνθετικών δεδομένων (f̂ , ĝ) σε
ένα πυκνότερο πλέγμα.

Εικόνα 3.1 : Στόχος ανακατασκευής α̂.

Διευρύνουμε προς το κέντρο την Ω3δ ζώνη θέτοντας δ = {0.05, 0.11, 0.15, 0.07} κατά
μήκος της αριστερής, πάνω, δεξιάς και κάτω αντ́ιστοιχα πλευράς του Ω3. Ως αρχική προ-
σέγγιση για την αγωγιμότητα ορ́ιζουμε τη σταθερή συνάρτηση α0 = 2.5 σε ολόκληρο το
χωρ́ιο Ω3\Ω3δ , ενώ επιλέγουμε ε = εh = 10−4

και β = 10−6. Έιναι σαφές ότι η πολυ-
πλοκότητα της εν λόγω διάταξης - που προκύπτει εξαιτ́ιας του σχήματος του εγκλεισμού
- διαφοροποιέι το πρόβλημα ανακατασκευής από τις προηγούμενες περιπτώσεις που μελε-
τήθηκαν. Συνεπώς, η αντιστροφή επιχειρέιται σταδιακά, από το λιγότερα ως το μέγιστα
διαταραγμένο ω0− επ́ιπεδο αβεβαιότητας (`).
Οι Εικόνες 3.4a-3.4c περιγράφουν τη λύση ανακατασκευής (α?, ω?)TV h(d )

με N = {1, 2}
ζεύγη δεδομένων σε κάθε επ́ιπεδο ` = {0.02, 0.05, 0.1} ως προς h = 0.027. Σημειωτέoν ότι
στην περ́ιπτωση της ελάχιστης δυνατής γεωμετρικής αβεβαιότητας (φυσική ανακατασκευή,
βλ. Εικόνα 3.4a) απαιτέιται ένα ζεύγος δεδομένων (N = 1). Τα αριθμητικά αποτελέσματα
συγκεντρώνονται στον Π́ινακα 3.4.
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3.4.4 Εικόνες

(a) α̂

(b) α0 (c) ω0

(d) α?
T V h

(d )
(e) ω?

T V h
(d )

(f) α?R(d )
(g) ω?R(d )

Εικόνα 3.2a : Πρόβλημα 3.4.1.1. Ανακατασκευή ενός ισχυρά έκκεντρου εγκλεισμού. (a)
Στόχος ανακατασκευής. (b) Αρχική προσέγγιση για την α. (c) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας
ω0
για ` = 0.6. (d)-(e) Βέλτιστη λύση (α?, ω?) με κανονικοπόιηση φραγμένης κύμανσης.

(f)-(g) Βέλτιστη λύση (α?, ω?) με Tikhonov κανονικοπόιηση.
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(a) α̂

(b) α0 (c) ω0

(d) α?
T V h

(d )
(e) ω?

T V h
(d )

(f) α?R(d )
(g) ω?R(d )

Εικόνα 3.2b : Πρόβλημα 3.4.1.2. Ανακατασκευή ενός ήπια έκκεντρου εγκλεισμού. (a)
Στόχος ανακατασκευής. (b) Αρχική προσέγγιση για την α. (c) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας
ω0
για ` = 0.6. (d)-(e) Βέλτιστη λύση (α?, ω?) με κανονικοπόιηση φραγμένης κύμανσης.

(f)-(g) Βέλτιστη λύση (α?, ω?) με Tikhonov κανονικοπόιηση.
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(a) α̂

(b) α0 (c) ω0

(d) α?
T V h

(d )
(e) ω?

T V h
(d )

Εικόνα 3.2c : Πρόβλημα 3.4.1.3. Ανακατασκευή ενός ομόκεντρου εγκλεισμού. (a) Στό-
χος ανακατασκευής. (b) Αρχική προσέγγιση για την α. (c) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για

` = 0.6. (d)-(e) Βέλτιστη λύση (α?, ω?) με κανονικοπόιηση φραγμένης κύμανσης.
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(a) α0 (b) ω0

(c) α̂ (d) α?
T V h

(d )
(e) ω?

T V h
(d )

(f) α̂ (g) α?
T V

h/2
(d )

(h) ω?
T V

h/2
(d )

(i) α̂ (j) α?
T V

h/4
(d )

(k) ω?
T V

h/4
(d )

Εικόνα 3.3a : Πρόβλημα 3.4.2 για μέτρια αβεβαιότητα. Ανακατασκευή δύο εγκλεισμών
σε επαναληπτική πύκνωση πλέγματος. (a) Αρχική προσέγγιση για την α. (b) Επ́ιπεδο
αβεβαιότητας ω0

για ` = 0.41. Στόχος ανακατασκευής (α̂) και βέλτιστη λύση (α?, ω?) ως
προς (c)-(e) h, (f)-(h) h/2, (i)-(k) h/4.
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(a) α̂

(b) α0 (c) ω0

(d) α?
T V h

(d )
(e) ω?

T V h
(d )

(f) α?
T V h

(d )
, θ = 5% (g) ω?

T V h
(d )

, θ = 5%

(h) α?
T V h

(d )
, θ = 8% (i) ω?

T V h
(d )

, θ = 8%

Εικόνα 3.3b : Πρόβλημα 3.4.2 για μεγάλη αβεβαιότητα. Ανακατασκευή δύο εγκλεισμών με
ένα ζεύγος ενθόρυβων δεδομένων. (a) Στόχος ανακατασκευής. (b) Αρχική προσέγγιση
για την α. (c) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για ` = 0.48. Βέλτιστη λύση (α?, ω?) για (d)-(e)
θ = 0%, (f)-(g) θ = 5%, (h)-(i) θ = 8%.
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(a) α̂

(b) α0 (c) ω0

(d) α?
T V h

(d )
(e) ω?

T V h
(d )

Εικόνα 3.4a : Πρόβλημα 3.4.3 για την ελάχιστη δυνατή γεωμετρική αβεβαιότητα. (a) Στό-
χος ανακατασκευής. (b) Αρχική προσέγγιση για την α. (c) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για

` = 0.02. (d)-(e) Βέλτιστη λύση (α?, ω?).
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(a) α̂

(b) α0 (c) ω0

(d) α?
T V h

(d )
, N = 1 (e) ω?

T V h
(d )

, N = 1

(f) α?
T V h

(d )
, N = 2 (g) ω?

T V h
(d )

, N = 2

Εικόνα 3.4b : Πρόβλημα 3.4.3 για μέτρια αβεβαιότητα. (a) Στόχος ανακατασκευής. (b)
Αρχική προσέγγιση για την α. (c) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για ` = 0.05. Βέλτιστη λύση
(α?, ω?) με (d)-(e) N = 1, (f)-(g) N = 2 ζεύγη δεδομένων.
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(a) α̂

(b) α0 (c) ω0

(d) α?
T V h

(d )
, N = 1 (e) ω?

T V h
(d )

, N = 1

(f) α?
T V h

(d )
, N = 2 (g) ω?

T V h
(d )

, N = 2

Εικόνα 3.4c : Πρόβλημα 3.4.3 για μεγάλη αβεβαιότητα. (a) Στόχος ανακατασκευής. (b)
Αρχική προσέγγιση για την α. (c) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για ` = 0.1. Βέλτιστη λύση
(α?, ω?) με (d)-(e) N = 1, (f)-(g) N = 2 ζεύγη δεδομένων.
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3.4.5 Πίνακες αποτελεσμάτων

Π́ινακας 3.2 : d ? τιμές της α̂− ανακατασκευής για το πρόβλημα του μονού εγκλεισμού.

SGTV convergence parameters

Single Inclusion ` µω µ
α? ω?

example α?
D1

α?out ω?min ω?max

strong eccentric
TV h

(d ) 0.6 10−3 0.1 2 1 9.15× 10−6 1

R(d ) 0.6 10−3 0.02 1.99 1 3.31× 10−6 1

mild eccentric
TV h

(d ) 0.6 10−3 0.05 1.86 1 7.95× 10−6 1

R(d ) 0.6 10−4 0.03 1.88 1 1.23× 10−5 1

concentric TV h
(d ) 0.6 10−4 0.01 1.83 1 2.47× 10−6 1

Π́ινακας 3.3 : d ? τιμές της α̂− ανακατασκευής για το πρόβλημα του διπλού εγκλεισμού.

SGTV convergence parameters

Double Inclusion ` µω µ h
α? ω?

example α?
D2

α?
D3

α?out ω?min ω?max

TV h
(d ) 0.41 0.01 1.6

0.541 1.46 1.88 1 7.82× 10−5 1

0.266 1.5 1.95 1 6.62× 10−5 1

0.132 1.5 1.97 1 6.52× 10−6 1

TV h
(d )

θ = 0% 0.48 0.01 1.5 0.266 1.47 1.96 1 1.33× 10−6 1

θ = 5% 0.48 0.01 2 0.266 1.48 1.91 1 1.57× 10−5 1

θ = 8% 0.48 0.01 1.6 0.266 1.48 1.85 1 2.19× 10−4 1
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Π́ινακας 3.4 : d ? τιμές της α̂− ανακατασκευής για το πρόβλημα “Dolphin”.

SGTV convergence parameters

Dolphin Inclusion ` N µω µ
α? ω?

example α?
D4

α?out ω?min ω?max

TV h
(d )

0.02 1 10−6 0.06 2 1 5.43× 10−3 1

0.05
1 10−4 0.04 1.75 1 3.74× 10−4 1

2 10−4 0.05 1.98 1 8.32× 10−6 1

0.1
1 10−5 0.04 1.78 1 1.12× 10−6 1

2 10−4 0.04 1.99 1 8.25× 10−6 1
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Κεφάλαιο 4

Αντ́ιστροφα προβλήματα στη

διδιάστατη ελαστικότητα -
Εφαρμογές

Η θεωρ́ια της ελαστικότητας περιγράφει την αντιστρεπτή παραμόρφωση των στερεών σωμά-
των που υπόκεινται σε διαφόρων τύπων διεγέρσεις: μηχανική, θερμική, ηλεκτρομαγνητική
κτλ. Τέτοιες φορτ́ισεις, κατανεμημένες σε όλο τον όγκο του σώματος (βαρύτητα, δυνάμεις
Lorentz, θερμική διαστολή) ή στην επιφάνεια αυτού (π́ιεση, επιφανειακές δυνάμεις), ανα-
πτύσσουν εσωτερικές δυνάμεις (τοπικές παραμορφώσεις και τάσεις) μέσα στο υλικό. Οι
παραμορφώσεις ορ́ιζονται από την ανηγμένη παραμόρφωση (τροπή). Η ελαστικότητα αποτε-
λέι βασική μηχανική ιδιότητα των υλικών κατά την οπόια (i) η σχέση μεταξύ των ανηγμένων
παραμορφώσεων και τάσεων σε οποιοδήποτε σημέιο της παραμορφώσιμης διάταξης θεωρέι-
ται αμφιμονοσήμαντη και (ii) το υλικό επανέρχεται στην αρχική του κατάσταση μετά τη
λήξη της δράσης του αιτ́ιου παραμόρφωσής του [76].
Σχεδόν κάθε φυσικό ή κατασκευασμένο στερεό υλικό έχει ένα εύρος παραμόρφωσης

εντός του οπόιου η μηχανική του συμπεριφορά μοντελοποιέιται μέσω της θεωρ́ιας της ελα-
στικότητας. Για απειροστές παραμορφώσεις, η ελαστική συμπεριφορά θεωρέιται γραμμική,
δηλ., οι τάσεις και οι τροπές έιναι ανάλογες μεταξύ τους. Η πλειοψηφ́ια των μηχανι-
κών εφαρμογών υποδεικνύει τη θεωρ́ια της γραμμικής ελαστικότητας ως ένα απαράιτητο

εργαλέιο ανάλυσης και σχεδ́ιασης, καθώς επιτρέπει την ακριβή μοντελοπόιηση πολλών φυ-
σικών ή βιομηχανικών αντικειμένων (γήινος μανδύας, έργα πολιτικών μηχανικών, οχήματα
μεταφοράς, μηχανές). Εκτός από την κλασική τριδιάστατη θεωρ́ια των στερεών μέσων,
εξειδικευμένες προσεγγ́ισεις έχουν αναπτυχθέι για περιπτώσεις που παρουσιάζουν δύο ή

περισσότερες ανόμοιες κλ́ιμακες μεγεθών: σύνθετα μέσα, λεπτές δομές (δοκόι, κελύφη,
δ́ισκοι).
Οι βασικόι τύποι των αντ́ιστροφων προβλημάτων στη γραμμική ελαστικότητα, και γε-

νικότερα στη μηχανική του παραμορφώσιμου στερεού, έιναι παρόμοιοι με εκέινους που
συναντώνται σε άλλες φυσικές περιοχές, στα πλάισια της μελέτης των συνεχών μέσων και
των κατανεμημένων φυσικών ποσοτήτων, όπως την ακουστική, την ηλεκτροστατική, τον
ηλεκτρομαγνητισμό. Κοινό τους άξονα συνήθως αποτελέι η ανάγκη απόκτησης (επιπλέ-
ον) πληροφορ́ιας σχετικά με τις ιδιότητες του υπό μελέτη συστήματος (παραμορφώσιμο
στερεό ή δομή). Μαθηματικές και αριθμητικές τεχνικές για την ανακατασκευή θαμμένων
αντικειμένων και την αν́ιχνευση ατελειών (ρωγμές, κοιλότητες, εγκλεισμόι) συνθέτουν το
κύριο πεδ́ιο δράσης πολλών ερευνών [77–81, 83, 84, 155]. Ο προσδιορισμός των κατανε-
μημένων παραμέτρων [85–89] (ελαστικές σταθερές, πυκνότητα μάζας, ταχύτητα κύματος)
προκύπτει στην ιατρική απεικόνιση των ιστών [90] ή τη σεισμική έρευνα [91–93]. Η ανακα-
τασκευή των παραμενουσών τάσεων [94–96] έιναι μια σχετική θεματολογ́ια με σημαντικές
μηχανικές εφαρμογές. Τα μοντέλα των σύνθετων κατασκευών μηχανικού συχνά εμφαν́ι-
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ζουν τοπικές παραμέτρους που δεν έιναι γνωστές με ικανοποιητική ακρ́ιβεια και επομένως

χρειάζεται να επαναπροσδιοριστούν βάσει των πειραματικών πληροφοριών στη μηχανική

απόκριση των κατασκευαστικών μελών. Η επικαιροπόιηση της μοντελοπόιησης, επιπλέον,
αντιμετωπ́ιζεται ως ένα αντ́ιστροφο πρόβλημα [97–99], κυρ́ιως γιατ́ι επηρεάζει τις κατα-
νεμημένες παραμέτρους σε περιορισμένα, a priori άγνωστα, χωρικά τμήματα, ανακλώντας
σοβαρά μειονεκτήματα στην καθολική συμπεριφορά της κατασκευής. Ο προσδιορισμός α-
πρόσιτων συνοριακών τιμών (προβλήματα Cauchy στην ελαστικότητα) ή πηγών διέγερσης,
επ́ισης, συναντάται στις εργασ́ιες [100–102]. Τέλος, η αν́ιχνευση στοιχειωδών ομοιογενών
ιδιοτήτων σε κατασκευαστικά υλικά και στελέχη ολοένα και συχνότερα υλοποιέιται βά-
σει των μετρήσεων στα δέιγματα, για τα οπόια όμως απλοποιημένες θεωρήσεις του τύπου
σταθερή κατάσταση της τροπής ή τάσης έιναι ανεπαρκέις, και γι’ αυτό το σκοπό καταστρώ-
νονται ειδικευμένες τεχνικές αντιστροφής [103–105].
Το παρόν κεφάλαιο περιγράφει δύο από τα προαναφερθέντα αντ́ιστροφα προβλήματα

στη διδιάστατη περ́ιπτωση· το αντ́ιστροφο πρόβλημα προσδιορισμού των ελαστικών σταθε-
ρών (Ενότητα 4.1) και το αντ́ιστροφο πρόβλημα αν́ιχνευσης μ́ιας ρωγμής που εντοπ́ιζεται
στο εσωτερικό ενός ισότροπου και ομογενούς ελαστικού μέσου (Ενότητα 4.2). Σκοπός
της διενεργούμενης έρευνας έιναι η επέκταση και εφαρμογή της μεθόδου ομαλοπόιησης

του Κεφαλάιου 3 στην απαιτητικότερη περ́ιπτωση της γραμμικής ελαστικότητας για την
ανακατασκευή ισότροπων ελαστικών δομών και μετέπειτα η επ́ιλυση του προβλήματος της

ρωγμής ως μια πρώτη προσπάθεια εύρεσης μιας νέας τεχνικής ανακατασκευής.

4.1 Προσδιορισμός των παραμέτρων Lamé μέσω του γε-
νικευμένου σχήματος ανακατασκευής της SGTV

Ένα παρόμοιο πρόβλημα με το πρόβλημα Calderón [9] διατυπώνεται στα πλάισια της ε-
λαστικότητας και συγκεκριμένα στη μελέτη των ελαστικών ιδιοτήτων των υλικών. Αυτή
η επιστημονική περιοχή αποτελέι ερευνητικό πεδ́ιο μεγάλης σημαντικότητας και ευρειών

εφαρμογών. Για παράδειγμα, διάφορες μηχανές ελέγχου αντοχής υλικών έχουν αναπτυ-
χθέι, όπως οι μηχανές σκληρομέτρησης Brinell και Vickers [106], προκειμένου να μετρούν
τη σκληρότητα του υλικού ή με άλλα λόγια την ενεργειακή τάση που απαιτέιται ώστε να

παραμορφώσει το δεδομένο υλικό στο προβλεπόμενο σχήμα.
Το μαθηματικό μοντέλο που προκύπτει από τις δοκιμές σκληρότητας ορ́ιζει το αντ́ι-

στροφο πρόβλημα όπου το άγνωστο ζεύγος α = (λ, µ) των παραμέτρων Lamé, σε ένα
ελαστικό μέσο Ω, προσδιορ́ιζεται από την ενεργειακή τάση, δηλαδή από την απεικόνιση
«παραμόρφωσης-τάσης» Λα (deformation to stress map ή displacement to traction map)
στο σύνορο ∂Ω.
Η ενασχόληση με το αντ́ιστροφο πρόβλημα των ελαστικών σταθερών ξεκινά από το

1990 και αποδεικνύεται αρκετά πολυπλοκότερη του προβλήματος Calderón· το ζήτημα της
μοναδικότητας με πλήρη δεδομένα ακόμα παραμένει ανοιχτό. Μια γραμμικοποιημένη εκ-
δοχή του προβλήματος μελετήθηκε στην καινοτόμα εργασ́ια του Ikehata [106], ο οπόιος
έδειξε ότι η παράγωγος Fréchet dΦ, για λ, µ σταθερές, της απεικόνισης Φ : (λ, µ)→ Λ(λ,µ)
έιναι ένα-προς-ένα στις d ≥ 2 διαστάσεις. Για τη διδιάστατη περ́ιπτωση, ο Akamatsu [107]
διατύπωσε μια φόρμουλα αντιστροφής για C∞− συντελεστές Lamé και τις κάθετες παρα-
γώγους τους αυθάιρετης τάξης στο σύνορο. Οι Nakamura και Uhlmann [108] επέκτειναν
το παραπάνω συνοριακό αποτέλεσμα προσδιορισμού στις d ≥ 3 διαστάσεις. Στο [109]
κατοχυρώθηκε ένα αποτέλεσμα μοναδικότητας για Lamé συντελεστές που έιναι επαρκώς
κοντά σε θετικές σταθερές. Πιο πρόσφατα, οι Imanuvilov και Yamamoto [110] απέδειξαν
ότι στην περ́ιπτωση των μερικών δεδομένων Cauchy, ο προσδιορισμός του συντελεστή La-
mé λ μπορέι να επιτευχθέι υπό την προϋπόθεση ότι η παράμετρος µ έιναι θετική σταθερά.
Στη συνέχεια, στο [111] δημοσ́ιευσαν ένα ολικό αποτέλεσμα μοναδικότητας, δηλαδή μονα-

95
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δικότητα χωρ́ις καμ́ια υπόθεση μικρότητας των άγνωστων συντελεστών, για το ισότροπο
σύστημα στις δύο διαστάσεις.
Αποτελέσματα μοναδικότητας για την τριδιάστατη περ́ιπτωση διατυπώνονται στις ερ-

γασ́ιες [112–114] υπό τη θεώρηση ότι η παράμετρος µ έιναι κοντά σε μια θετική σταθερά και
αποδεικνύονται μέσω της κατασκευής μιγαδικών γεωμετρικών λύσεων οπτικής [115, 116].
Αργότερα, στο [117] η μοναδικότητα κατοχυρώνεται για τμηματικά σταθερές παραμέτρους
Lamé σε ένα τριδιάστατο ελαστικό σώμα. Επιπλέον έρευνες για τη μοναδικότητα στις τρεις
διαστάσεις, στην περ́ιπτωση των μερικών δεδομένων Cauchy, συναντώνται στις [118] και
[119].
Όσον αφορά την ευστάθεια της αντιστροφής λ́ιγα αποτελέσματα έιναι γνωστά. Ο

Mandache στο [120] απέδειξε τη βελτιστότητα της λογαριθμικής εκτ́ιμησης ευστάθειας του
[121] για το αντ́ιστροφο πρόβλημα της ελαστικότητας με ομαλές παραμέτρους Lamé. Η
πλειοψηφ́ια των επερχόμενων προσεγγ́ισεων ευστάθειας αναπτύσσουν διαφορετικές a prio-
ri υποθέσεις για τους άγνωστους συντελεστές λαμβάνοντας υπόψιν το φυσικό πρακτικό
πλάισιο προέλευσης του προβλήματος [122–126]. Προσπάθειες προς αυτή την κατεύθυνση,
συμπεριλαμβανομένων ποσοτικών εκτιμήσεων συνέχειας που παράγουν καλύτερα αποτε-
λέσματα ευστάθειας, περιγράφονται στις αναφορές [117, 127, 128], όπου αποδεικνύεται η
Lipschitz ευστάθεια των ελαστικών συντελεστών.
Από την αριθμητική σκοπιά, τα βασικά κ́ινητρα μελέτης του αντ́ιστροφου προβλήμα-

τος της ελαστικότητας αποτελούν ο εντοπισμός των ανομοιογενειών εντός των υλικών

στον μη-καταστροφικό έλεγχο για ελαστικά σώματα [129], καθώς και η ανακατασκευή των
ελαστικών ιδιοτήτων σε βιολογικούς ιστούς μέσω της ελαστογραφ́ιας [130, 131]. Ενδιαφέ-
ρουσες εφαρμογές, όπως η ελαστική απεικόνιση, αναπτύσσουν τεχνικές ελαχιστοπόιησης
συζευγνύοντας επαναληπτικά σχήματα ανακατασκευής με αλγόριθμους κατάβασης κλ́ισης

[132–134]. Οι προσεγγ́ισεις των [135, 136] ενσωματώνουν τις συναρτήσεις φραγμένης κύ-
μανσης στην ομαλοπόιηση του αντ́ιστροφου προβλήματος, προωθώντας την αν́ιχνευση των
ατελειών και καταστέλλοντας τα φαινόμενα εξομάλυνσης.
Η παρούσα έρευνα εστιάζει στον ταυτόχρονο προσδιορισμό των παραμέτρων Lamé

θεωρώντας τες συναρτήσεις φραγμένης κύμανσης, (λ, µ) ∈
(
BV (Ω)

)2, και συγχρόνως
χρησιμοποιώντας κανονικοπόιηση φραγμένης κύμανσης. Στην πραγματικότητα, ισχύει ότι
(λ, µ) ∈

(
SBV (Ω)

)2, αλλά χάρη στο ενδιαφέρον αποτέλεσμα του [5], Σχόλιο 1.3, στην
περ́ιπτωσή μας, αυτή η απάιτηση ισοδυναμέι με τη BV− δομή των Lamé συντελεστών.
Η μέθοδος αντιστροφής βασ́ιζεται στο δϋικό σχήμα ανακατασκευής Dual Self-Monito-
red TV− inversion [75] που προτέινεται στο Κεφάλαιο 3 για την επ́ιλυση του αντ́ιστροφου
προβλήματος της αγωγιμότητας. Η ακολουθούμενη προσέγγιση προσαρμόζεται στο τρέχον
φυσικό πλάισιο συνθέτοντας ένα αποδοτικό σχήμα ελαχιστοπόιησης για τον προσδιορισμό

των ελαστικών σταθερών.
Στην Παράγραφο 4.1.1 ορ́ιζεται το αντ́ιστροφο πρόβλημα της ελαστικότητας. Η Παρά-

γραφος 4.1.2 επεκτέινει την τεχνική κανονικοπόιησης του [75] στη διανυσματική περ́ιπτωση
της 2d− γραμμικής ελαστικότητας και η Παράγραφος 4.1.3 τεκμηριώνει το σχήμα ελαχι-
στοπόιησης θεωρητικά. Η Παράγραφος 4.1.4 υλοποιέι τη γενικευμένη μέθοδο αντιστροφής
Self-Guided TV− inversion (SGTV) σε αντιπροσωπευτικά ελαστικά προφ́ιλ. Τα αριθμητι-
κά πειράματα ολοκληρώνονται με την επ́ιλυση του προβλήματος “Dolphin”, πιστοποιώντας
την καταλληλότητα της προτεινόμενης προσέγγισης. Τέλος, επισημάινουμε πως σε όλες
τις αριθμητικές εφαρμογές περιοριζόμαστε στην περ́ιπτωση του ενός ζεύγους επιφανειακών

δεδομένων (N = 1).

4.1.1 Διατύπωση του προβλήματος

Έστω Ω ⊂ Rd, d = 2, Lipschitz χωρ́ιο που αναπαριστά ένα γραμμικό ισότροπο ελαστικό
μέσο και χαρακτηρ́ιζεται από τις θετικές πραγματικές Lamé σταθερές λ, µ. Υποθέτουμε
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ότι υπάρχει μια περιοχή D, ανοιχτό υποσύνολο του Ω, που διαφοροποιέιται από το υπόλοι-
πο ελαστικό υλικό μέσω της ασυνεχούς συμπεριφοράς των παραμέτρων Lamé. Οι μικρές
ελαστικές παραμορφώσεις του ισότροπου μέσου Ω εξαιτ́ιας των μετατοπ́ισεων ή τάσεων,
που ασκούνται σε ένα τμήμα του συνόρου του ή σε ολόκληρο το σύνορο, περιγράφονται
από το υπερκαθορισμένο σύστημα

−∇ · σ = 0 στο Ω, (215)
σ = λ tr(e(u))I + 2µe(u), (216)
u = f στο ∂Ω, (217)
σ · n = t στο ∂Ω, (218)

με u = (ux, uy) το διανυσματικό πεδ́ιο μετατοπ́ισεων και n το εξερχόμενο από το Ω κάθετο
μοναδιάιο διάνυσμα. Συσχετιζόμενοι με το πεδ́ιο u έιναι ο τανυστής ανηγμένης παραμόρ-
φωσης (συμμετρική κλ́ιση)

e(u) := 1
2(∇u+ (∇u)T ) (219)

και ο τανυστής τάσης σ, που συνδέονται μέσω της θεμελιώδους εξ́ισωσης (216) όπου I ο
ταυτοτικός τανυστής δεύτερης τάξης. Οι συντελεστές λ, µ αποτελούν τις ελαστικές σταθε-
ρές του Lamé και εξαρτώνται από το υλικό του σώματος και τις θερμοδυναμικές συνθήκες.
Γενικά, οι δύο αυτές σταθερές αρκούν για την περιγραφή της ελαστικής παραμόρφωσης ε-
λαστικού και ισότροπου μέσου.
Η κατάσταση ισορροπ́ιας του ελαστικού σώματος Ω για δοσμένο πεδ́ιο μετατοπ́ισεων f

στο σύνορο εκφράζεται από το πρόβλημα Dirichlet (215)-(217). Με βάση αυτή τη συνθή-
κη, για κάθε f ∈

(
H1/2(∂Ω)

)2, υπάρχει μοναδική λύση u ∈ (H1(Ω)
)2
τέτοια ώστε u = f

στο ∂Ω. Τότε, μπορούμε να ορ́ισουμε την Dirichlet-to-Neumann απεικόνιση

Λα(f) = σ(u) · n |∂Ω, (220)

όπου u η λύση του προβλήματος (215)-(217). Η απεικόνιση (220) έιναι το ανάλογο του
Dirichlet-to-Neumann τελεστή στο αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας (βλ. Ενότητα
2.3). Όπως προβλέπεται στην ελαστικότητα [137], η μεταβολική διαδικασ́ια του προβλή-
ματος προϋποθέτει την απομόνωση των μη ελαστικών μετατοπ́ισεων (δηλαδή των μετα-
τοπ́ισεων του μη παραμορφώσιμου στερεού σώματος). Έτσι, θεωρούμε ότι το ελαστικό
πεδ́ιο u περιορ́ιζεται στον χώρο

(
H1(Ω)

)2 ∩W , όπου W = {A+B × x}⊥ το ορθογώνιο
συμπλήρωμα των μη ελαστικών μετατοπ́ισεων και A,B τυχάια διανύσματα του R2.
Το διγραμμικό συναρτησιακό της ενέργειας, που αντιστοιχ́ιζει τη λύση u του (215)-(217)
στη διανυσματική συνάρτηση δοκιμής z ∈

(
H1(Ω)

)2 ∩W με ψ = z |∂Ω, δ́ινεται από τη
σχέση

Qα(u, z) =
∫

Ω
{λ tr(e(u))I + 2µe(u)} : e(z) dx

=
∫

Ω
{λ(∇ · u)(∇ · z) + 2µ e(u) : e(z)} dx. (221)

Επικαλούμενοι το θεώρημα Betti [138], ως απόρροια του θεωρήματος Green, έχουμε ότι

Qα(u, z) =
∫
∂Ω

(σ(u) · n) · z ds =
∫
∂Ω

Λα(f) · ψ ds, ∀z ∈
(
H1(Ω)

)2 ∩W. (222)

Το αντ́ιστροφο πρόβλημα της ελαστικότητας συν́ισταται στον προσδιορισμό του άγνω-
στου ζεύγους σταθερών α = (λ, µ) από τη γνώση του τελεστή Λα. Υιοθετούμε το συναρ-
τησιακό πλάισιο Λα : B → B?, ή ισοδύναμα το αντ́ιστροφό του, την Neumann-to-Dirichlet
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απεικόνιση, Λ−1
α : B? → B όπου B :=

(
H

1
2 (∂Ω)

)2 ∩W και B? ⊂
(
H−

1
2 (∂Ω)

)2
ο αντ́ι-

στοιχος δϋικός χώρος. Σημειωτέον ότι τα στοιχέια του B? έιναι όλα τα στοιχέια του(
H−

1
2 (∂Ω)

)2
που εκμηδεν́ιζουν τις μη ελαστικές μετατοπ́ισεις.

Υποθέτουμε ότι οι αναζητούμενοι συντελεστές λ, µ έιναι ασυνεχέις L∞(Ω)− συναρτή-
σεις με πεδ́ιο τιμών το διάστημα [bi, ci], i = 1, 2, έκαστος, δηλ. λ ∈ L∞(Ω, [b1, c1]) και
µ ∈ L∞(Ω, [b2, c2]). Επιπλέον, ενσωματώνουμε την αναγκάια ιδιότητα των παραμέτρων
Lamé [66] να μη μεταβάλλουν τις τιμές τους σε μια πολύ μικρή περιοχή στη γειτονιά του
συνόρου. Ειδικά, εισάγουμε τον χώρο Ωδ := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) < δ} και θεωρούμε

(λ, µ) ∈ L∞δ (Ω, [b1, c1])× L∞δ (Ω, [b2, c2]), (223)

όπου

L∞δ (Ω, [b1, c1]) =
{
λ′ ∈ L∞(Ω, [b1, c1]) : ‖λ′ − b1‖L∞(Ωδ) = 0

}
(224)

(όμοια για τον χώρο L∞δ (Ω, [b2, c2])).
Για να αποφύγουμε εκτενέις συμβολισμούς, ορ́ιζουμε σε συμπτυγμένη μορφή

Aδ :=
{

(λ, µ) ∈
(
L∞δ (Ω)

)2 : 0 < b1 6 λ(x) 6 c1 <∞, 0 < b2 6 µ(x) 6 c2 <∞, ∀x ∈ Ω
}

(225)

και απαιτούμε

α(x) = (λ(x), µ(x)) ∈ Xα,δ := Aδ ∩
(
BV (Ω)

)2
. (226)

Τότε, το υπό μελέτη αντ́ιστροφο πρόβλημα διατυπώνεται ως ακολούθως.

Δεδομένου ενός Dirichlet-Neumann ζεύγους μετρήσεων (f, t), με Λα(f) = t, βρες
α(x) ∈ Xα,δ.

Από εδώ και στο εξής, υιοθετούμε το βαθμωτό συμβολισμό για όλα τα διανυσματικά
στοιχέια, όπως επ́ισης και τους διανυσματικούς χώρους, δηλ., θα γράφουμε f ∈ H1/2(∂Ω)
αντ́ι για f = (fx, fy) ∈

(
H1/2(∂Ω)

)2.
4.1.2 Το δϋικό σχήμα κανονικοπόιησης

Με αναφορά στο δϋικό σχήμα κανονικοπόιησης (177)-(178), αναπτύσσουμε τη γενικευμένη
εκδοχή της Dual Self-Monitored TV− inversion [75] για τον ταυτόχρονο προσδιορισμό
του ζεύγους α = (λ, µ). Προς αυτόν το σκοπό, υλοποιούμε τον TV− όρο κανονικοπόιησης
(177) ξεχωριστά για κάθε συντελεστή Lamé. Ειδικά, ορ́ιζουμε

TV(λ) := aλ

∫
Ω
ω|Dλ| (227)

και

TV(µ) := aµ

∫
Ω
ω|Dµ| (228)

με aλ, aµ > 0 τις σταθερές κανονικοπόιησης. Προκειμένου να συμβαδ́ιζουμε με την ι-
διότητα αν́ιχνευσης των ασυνεχειών της συνάρτησης ω (Σχόλιο 2.7), επιλέγουμε ω(x) ∈
L∞δ (Ω, [β, 1]), 0 < β � 1, όπου

L∞δ (Ω, [β, 1]) = {ω′ ∈ L∞(Ω, [β, 1]) : ‖ω′ − 1‖L∞(Ωδ) = 0}. (229)
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Προσθέτοντας τους όρους (227)-(228), συνθέτουμε τον TV− όρο κανονικοπόιησης του
προβλήματος

TV(d ) := TV(λ) + TV(µ), (230)

όπου d (x) η διανυσματική δϋική μεταβλητή (α(x), ω(x)) (με α(x) = (λ(x), µ(x))).
Όσον αφορά τον όρο (178), υπεύθυνο για τη διατήρηση της κανονικότητας της TV− δομής
(230) καθ’ όλη τη διάρκεια της ελαχιστοπόιησης εξασφαλ́ιζοντας την απαράιτητα ομαλότητα
στον οδηγό ω(x), θέτουμε

R(ω) := aω

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx (231)

με 0 < ε� 1 και aω > 0 την αντ́ιστοιχη παράμετρο κανονικοπόιησης.
Σε αυτό το σημέιο αξ́ιζει να σημειωθέι πως η υλοπόιηση του όρου φραγμένης κύμαν-

σης (230) θα μπορούσε να έχει πραγματοποιηθέι ορ́ιζοντας μ́ια μόνο παράμετρο κανονι-
κοπόιησης και για τους δύο συντελεστές Lamé (δηλ. a(λ,µ)

∫
Ω ω
(
|Dλ| + |Dµ|

)
). Αντ́ι

αυτού, επιλέγεται η διπλή μορφοπόιηση ώστε κατά τη διαδικασ́ια αντιστροφής να μπορέι
να εξεταστέι η επ́ιδραση του κάθε TV− όρου χωριστά. Επιπλέον, γ́ινεται φανερό ότι ο
συγκεκριμένος τύπος δ́ινει τη δυνατότητα επιλογής διαφορετικών τιμών aλ και aµ, που μαζ́ι
με μια κατάλληλη επιλογή της aω καθορ́ιζουν την πορέια της ελαχιστοπόιησης. Η βέλτι-
στη επιλογή των παραμέτρων κανονικοπόιησης (aλ, aµ, aω) βασ́ιζεται στην προσέγγιση των
[72, 73] (βλ. Ενότητα 3.1).

4.1.3 Το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης

Για τον προσδιορισμό των ελαστικών σταθερών Lamé α = (λ, µ) από τις επιφανειακές
μετρήσεις (f, t), θεωρούμε ταυτόχρονα τα προβλήματα Dirichlet και Neumann που αντι-
στοιχούν στις εξισώσεις (215)-(216):

−∇ · σ = 0 στο Ω και uα = f στο ∂Ω, (232)

−∇ · σ = 0 στο Ω και σ(vα) · n = t στο ∂Ω, (233)

με (f, t) ∈ H1/2(∂Ω)×H−1/2(∂Ω). Συμβολ́ιζουμε με uα
(
∈ H1(Ω)∩W

)
και vα

(
∈ H1(Ω)∩

W
)
τις διανυσματικές λύσεις των ευθέων προβλημάτων (232)-(233) στην περ́ιπτωση όπου

οι συντελεστές Lamé συμφωνούν με την α(x).
Βάσει της μεταβολικής μορφής (221)-(222), ορ́ιζουμε το συναρτησιακό J : Xα,δ → R ως

J(α) = 1
2〈Λαf − t, f − Λ−1

α t〉B?×B

= 1
2

∫
Ω
{λ|∇ · (uα − vα)|2 + 2µ e(uα − vα) : e(uα − vα)} dx

= 1
2

∫
Ω

{
λ
∣∣∣∑
i

∂(uαi − vαi )
∂xi

∣∣∣2 + µ

2
∑
i,j

∣∣∣∂(uαi − vαi )
∂xj

+
∂(uαj − vαj )

∂xi

∣∣∣2} dx. (234)

Η συναρτησιακή μορφή (234) αποτελέι μέτρο της ασυμφων́ιας μεταξύ των δεδομένων και
των πεδ́ιων που προκύπτουν από τις προκαθορισμένες συνοριακές συνθήκες του προβλή-
ματος. Σε απουσ́ια υπολογιστικών σφαλμάτων και για ακριβέις παραμέτρους α αυτός ο
όρος μηδεν́ιζεται.
Συγκεντρώνοντας τους όρους κανονικοπόιησης (230)-(231), συνθέτουμε το πλήρες συναρ-
τησιακό ελαχιστοπόιησης

J (α, ω) = J(α) + 1
2 aλ

∫
Ω
ω|Dλ|+ 1

2 aµ

∫
Ω
ω|Dµ|+ 1

2 aω

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx. (235)

Στη συνέχεια διατυπώνουμε το θεμελιώδες αποτέλεσμα αυτής της ενότητας
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4.1. Προσδιορισμός των παραμέτρων Lamé μέσω του γενικευμένου σχήματος ανακατασκευής της SGTV

Θεώρημα 4.1. Το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης inf
(α′,ω′)

J (α′, ω′) ως προς τα στοιχέια (α′, ω′)

στον Xα,δ ×L∞δ (Ω, [β, 1]) επιδέχεται μ́ια λύση που ανήκει στον χώρο Xα,δ ×L∞δ (Ω, [β, 1]).

Απόδειξη. (Έμφαση στην απόδειξη δ́ινεται αποκλειστικά στα σημέια διαφοροπόιησης με το
αντ́ιστροφο πρόβλημα της αγωγιμότητας (βλ. Θεώρημα 3.1, Ενότητα 3.2).)
Έστω μια ακολουθ́ια ελαχιστοπόιησης (αn, ωn), n ∈ N, τέτοια ώστε η ακολουθ́ια J (αn, ωn)
συγκλ́ινει στον πραγματικό αριθμό inf

(α′,ω′)
J (α′, ω′). Προφανώς, υπάρχει μια θετική σταθερά

C τέτοια ώστε

J (αn, ωn) ≤ C για κάθε n ∈ N. (236)

Δεδομένου ότι αn ∈ Aδ, έχουμε ότι ‖λn‖L∞(Ω) 6 c1 και ‖µn‖L∞(Ω) 6 c2, και κατά
συνέπεια

αn = (λn, µn) ⇀ α = (λ, µ) ασθενώς∗ στον
(
L∞(Ω)

)2 (καθώς n→∞). (237)

Επιπλέον, έιναι φανερό ότι
∫

Ωδ αnϕ→
∫

Ωδ αϕ για κάθε ϕ ∈ C
∞
0 (Ωδ) ⊂ L1(Ω) ⇒ 〈(b1 −

λ), φ〉 = 0 και 〈(b2 − µ), φ〉 = 0 στην Ωδ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ωδ) και τελικά α ∈ Aδ.
Αφετέρου, αn ∈ Aδ και άρα αn ∈ L1(Ω) με ‖λn‖L1(Ω) ≤ c1|Ω| και ‖µn‖L1(Ω) ≤ c2|Ω|.
Περαιτέρω, για τον TV− όρο κανονικοπόιησης (230) ισχύει ότι

1
2 TV(dn) = aλ

2

∫
Ω
ωn|Dλn|+

aµ
2

∫
Ω
ωn|Dµn| 6 C

⇒ β

2
(
aλ

∫
Ω
|Dλn|+ aµ

∫
Ω
|Dµn|

)
6 C

⇒ |Dλn|(Ω) + |Dµn|(Ω) 6 C̃. (238)

Συνεπώς, οι ακολουθ́ιες λn, µn έιναι ομοιόμορφα φραγμένες στον BV (Ω), ‖λn‖BV (Ω) 6 C̃
και ‖µn‖BV (Ω) 6 C̃, και άρα υπάρχουν υπακολουθ́ιες λn, µn, που συμβολ́ιζουμε το ίδιο,
και στοιχέια λ̃, µ̃ ∈ BV (Ω) τέτοια ώστε

λn −⇀
BV−w∗

λ̃ και µn −⇀
BV−w∗

µ̃. (239)

Οι συγκλ́ισεις (239) επαληθεύουν ότι αn −⇀
BV−w∗

α̃. Από τον ορισμό της BV − w∗

σύγκλισης [5] και την (237) καταλήγουμε στη σχέση α = α̃ σ.π. στο Ω, που συνεπά-
γεται τη σύγκλιση

αn −→
L1(Ω)

α ∈ Xα,δ. (240)

Στη συνέχεια, γράφουμε τον όρο (234) στη μορφή

J(αn) = 1
2〈Λαnf − t, f − Λ−1

αn t〉B?×B

= 1
2〈Λαnf, f〉B

?×B + 1
2〈t,Λ

−1
αn t〉B?×B −

1
2〈Λαnf,Λ

−1
αn t〉B?×B −

1
2 < t, f >B?×B

= 1
2〈Λαnf, f〉B

?×B + 1
2〈t,Λ

−1
αn t〉B?×B− < t, f >B?×B, (241)

όπου κάνοντας χρήση της ταυτότητας Betti ισοδύναμα πάιρνουμε

J(αn) = 1
2

∫
Ω

{
λn
∣∣∣∑
i

∂uαni
∂xi

∣∣∣2 + µn
2
∑
i,j

∣∣∣∂uαni
∂xj

+
∂uαnj
∂xi

∣∣∣2} dx
+ 1

2

∫
Ω

{
λn
∣∣∣∑
i

∂vαni
∂xi

∣∣∣2 + µn
2
∑
i,j

∣∣∣∂vαni
∂xj

+
∂vαnj
∂xi

∣∣∣2} dx − < t, f >B?×B . (242)
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Βάσει της (236) και των κάτω φραγμάτων b1, b2 των συντελεστών Lamé, έχουμε ότι

1
2

∫
Ω

{
b1
∣∣∣∑
i

∂uαni
∂xi

∣∣∣2 + b2
2
∑
i,j

∣∣∣∂uαni
∂xj

+
∂uαnj
∂xi

∣∣∣2} dx 6 C+ < t, f >B?×B (243)

και ομόιως

1
2

∫
Ω

{
b1
∣∣∣∑
i

∂vαni
∂xi

∣∣∣2 + b2
2
∑
i,j

∣∣∣∂vαni
∂xj

+
∂vαnj
∂xi

∣∣∣2} dx 6 C+ < t, f >B?×B . (244)

Τα τελευτάια φράγματα συνεπάγονται ότι η ακολουθ́ια των τανυστών τάσης σn έιναι
φραγμένη στον L2(Ω,Ms

d), όπου Ms
d ο χώρος των συμμετρικών τανυστών δεύτερης τά-

ξης [28]. Από τη σχετική συμπάγεια των φραγμένων συνόλων στην ασθενή τοπολογ́ια του
L2(Ω,Ms

d) υπάρχει υπακολουθ́ια σn, που συμβολ́ιζουμε το ίδιο, και οριακή τάση σ, έτσι
ώστε η σn συγκλ́ινει ασθενώς στο σ στον L

2(Ω,Ms
d). Επιπλέον, η σύγκλιση (240) ενερ-

γοποιέι την ισχύ της H− σύγκλισης, η οπόια στο πλάισιο της ελαστικότητας ισοδυναμέι
με την G− σύγκλιση. Η επιπρόσθετη αυτή σύγκλιση αn −→

G
α πιστοποιέι τις ακόλουθες

ενεργειακές συγκλ́ισεις (σ. 81, [28])∫
Ω
σ(uαn) : e(uαn) dx −→

n→∞

∫
Ω
σ(uα) : e(uα) dx, (245)∫

Ω
σ(vαn) : e(vαn) dx −→

n→∞

∫
Ω
σ(vα) : e(vα) dx, (246)

όπου (uα, vα) τα ομογενοποιημένα όρια που συμπ́ιπτουν με τις ασθενέις λύσεις των προ-
βλημάτων (232)-(233).
Πάιρνοντας το όριο στην (242), αξιοποιώντας τις (245)-(246) και χρησιμοποιώντας ξανά
τη φόρμουλα Betti, βρ́ισκουμε ότι

lim
n→∞

J(αn) = lim
n→∞

1
2

∫
Ω

{
λn
∣∣∣∑
i

∂uαni
∂xi

∣∣∣2 + µn
2
∑
i,j

∣∣∣∂uαni
∂xj

+
∂uαnj
∂xi

∣∣∣2} dx
+ lim
n→∞

1
2

∫
Ω

{
λn
∣∣∣∑
i

∂vαni
∂xi

∣∣∣2 + µn
2
∑
i,j

∣∣∣∂vαni
∂xj

+
∂vαnj
∂xi

∣∣∣2} dx− < t, f >B?×B

= 1
2

∫
Ω

{
λ
∣∣∣∑
i

∂uαi
∂xi

∣∣∣2 + µ

2
∑
i,j

∣∣∣∂uαi
∂xj

+
∂uαj
∂xi

∣∣∣2} dx
+ 1

2

∫
Ω

{
λ
∣∣∣∑
i

∂vαi
∂xi

∣∣∣2 + µ

2
∑
i,j

∣∣∣∂vαi
∂xj

+
∂vαj
∂xi

∣∣∣2} dx − < t, f >B?×B

= 1
2〈Λαf, f〉B

?×B + 1
2〈t,Λ

−1
α t〉B?×B− < t, f >B?×B= J(α). (247)

Αναφορικά με τον όρο κανονικοπόισης (231), ισχύει ότι
1
2R(ωn) = 1

2 aω

∫
Ω
|∇ωn|2+2ε dx 6 C, (248)

απ’ όπου και συνεπάγεται ότι ωn ∈ W 1,2+2ε(Ω) με ‖ωn‖W 1,2+2ε 6 C̄. Για τη λεπτομερή
έκθεση της ανάλυσης σύγκλισης βλ. Απόδειξη Θεωρήματος 3.1, αλλά σε ό,τι ακολουθέι
οι παρακάτω οριακές διαδικασ́ιες θεωρούνται ισχύουσες

ωn −→
n→∞

ω στον L2+2ε(Ω), (249)

ωn, ω ∈ C0,γ(Ω) ⊂ Cb(Ω) με γ = ε

1 + ε
, (250)

ωn −→
ομοιόμορφα

ω στο Ω \ Ωδ. (251)
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Κατόπιν, θεωρούμε τις αναλύσεις∫
Ω
ωn|Dλn| =

∫
Ω

(ωn − ω)|Dλn|+
∫

Ω
ω|Dλn|, (252)∫

Ω
ωn|Dµn| =

∫
Ω

(ωn − ω)|Dµn|+
∫

Ω
ω|Dµn|. (253)

Λαμβάνοντας υπόψιν τις (251), (250) και το γεγονός ότι 0 < β 6 ω(x) 6 1, καθώς επ́ισης
και την κάτω ημισυνέχεια της ολικής μάζας στην BV − w∗ τοπολογ́ια, προκύπτει ότι

1
2 lim
n→∞

TV(dn) ≥
aλ
2 lim
n→∞

∫
Ω
ωn|Dλn|+

aµ
2 lim
n→∞

∫
Ω
ωn|Dµn|

= aλ
2 lim
n→∞

( ∫
Ω

(ωn − ω)|Dλn|+
∫

Ω
ω|Dλn|

)
+ aµ

2 lim
n→∞

( ∫
Ω

(ωn − ω)|Dµn|+
∫

Ω
ω|Dµn|

)
≥ aλ

2

∫
Ω
ω|Dλ|+ aµ

2

∫
Ω
ω|Dµ| = 1

2TV(d ). (254)

Η σύγκλιση (249) και η κάτω ημισυνέχεια της L2+2ε(Ω)− νόρμας στην ασθενή τοπολογ́ια
συνεπάγονται ότι

1
2 lim
n→∞

R(ωn) = lim
n→∞

aω
2

∫
Ω
|∇ωn|2+2ε dx ≥ aω

2

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx = 1

2R(ω). (255)

Τέλος, από τις (247), (254) και (255) καταλήγουμε στη σχέση

inf
(α′,ω′)

J (α′, ω′) = lim
n→∞

J (αn, ωn) ≥ lim
n→∞

J(αn) + 1
2 lim
n→∞

TV(dn) + 1
2 lim
n→∞

R(ωn)

≥ J(α) + 1
2TV(d ) + 1

2R(ω) = J (α, ω) (256)

όπου και ολοκληρώνει την απόδειξη. Επομένως, το πρόβλημα ελαχιστοπόιησης επιδέχεται
ως λύση το όριο της ακολουθ́ιας ελαχιστοπόιησης dn. �

4.1.4 Εφαρμογές

Προχωρούμε στην υλοπόιηση της αριθμητικής μεθόδου SGTV, που προσομοιώνει το σχή-
μα κανονικοπόιησης (230)-(231), για τον προσδιορισμό ενός σύνθετου υλικού. Γι’ αυτό
το σκοπό, θεωρούμε το πρόβλημα συνοριακών τιμών (215)-(218) με γνωστά επιφανειακά
δεδομένα (f, t) κατά μήκος ολόκληρου του συνόρου.
Πρώτα, ορ́ιζουμε το διακριτοποιημένο ανάλογο του προβλήματος ελαχιστοπόιησης (256)

inf
(α,ω)
Jh(α, ω) = inf

(α,ω)

[
J(α) + 1

2 aλ

∫
Ω
ω
√
|∇λ|2 + εh dx

+ 1
2 aµ

∫
Ω
ω
√
|∇µ|2 + εh dx+ 1

2 aω

∫
Ω
|∇ω|2+2ε dx

]
(257)

όπου (α, ω) ∈ Xα,δ×
(
W 1,2+2ε(Ω)∩L∞δ (Ω, [β, 1])

)
και εh θετική συνάρτηση του χαρακτη-

ριστικού πλάτους h με lim
h→0

εh = 0. Στα επόμενα, υιοθετούμε τον συμβολισμό RTV h
(d ) για

τη μέθοδο ομαλοπόιησης της SGTV- ανακατασκευής.
Σχεδιάζουμε το ακόλουθο δι-υλικό ως το αναζητούμενο ανομοιογενές ελαστικό προφ́ιλ

α̂ = (λ̂, µ̂) :=
{

(0.0245, 5× 10−4), (x, y) ∈ D,
(4.1428, 1.0357), (x, y) ∈ Ω \D.

(258)
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Το υπό θεώρηση σύνθετο υλικό αποτελέιται από δύο επιμέρους υλικά, που έχουν διαφο-
ρετικές ελαστικές ιδιότητες και συνδέονται μεταξύ τους με την επ́ιπεδη διεπιφάνεια ∂D.
Συγκεκριμένα, επιλέγουμε τα υλικά πλεξιγκλάς και καουτσούκ για το εξωτερικό χωρ́ιο
Ω \D και τον εγκλεισμό D, αντ́ιστοιχα. Ο υπολογισμός των σταθερών λ̂, µ̂ εξάγεται από
τις σχέσεις

λ = Eν

(1 + ν)(1− 2ν) , µ = E

2(1 + ν) ,

για τις τιμές του μέτρου του Young, E (GPa), και του λόγου του Poisson, ν, όπως
παραθέτονται στο [139]: E = 14.9× 10−4, ν = 0.49 για το καουτσούκ, E = 2.9, ν = 0.4
για το πλεξιγκλάς.
Ενδεικτικά, αναπαράγουμε τα αριθμητικά πειράματα 3.4.1 (Το πρόβλημα του μονού

εγκλεισμού) και 3.4.3 (Το πρόβλημα “Dolphin”) του προηγούμενου κεφαλάιου (βλ. Ενό-
τητα 3.4).
Στο πρόβλημα του μονού εγκλεισμού 4.1.4.1, ο π́ινακας και ο εγκλεισμός, αντ́ιστοιχα,
περιγράφονται από τους δ́ισκους

Ω1 :=
{

(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 < ρΩ1

}
,

D1 :=
{

(x, y) ∈ R2 :
√

(x− xD1)2 + (y − yD1)2 < ρD1

}
,

ακτ́ινας ρΩ1 = 2 και ρD1 = 1. Στη συνέχεια, στο πρόβλημα “Dolphin” 4.1.4.2 θεωρούμε το
ελαστικό ορθογώνιο Ω3 με μήκος πλευράς L = 0.8 και κέντρο (0.6, 0.53), με τον εγκλεισμό
D4 να αναπαριστά τη γεωμετρ́ια «δελφ́ινι» ((xD4 , yD4) = (0.48, 0.49)).
Για τη σχεδ́ιαση των υπολογιστικών χωρ́ιων Ω{1,3} χρησιμοποιούμε το Triangle [62, 63] με
χαρακτηριστικό βήμα (h), όπως αναγράφεται στον Π́ινακα 4.1 παρακάτω μαζ́ι με τον αριθμό
των στοιχέιων (elements) και των κόμβων (nodes) κάθε γεωμετρ́ιας. Για τη διακριτοπόι-
ηση των τελεστών Jh, (257), εφαρμόζουμε τη μέθοδο των P1 πεπερασμένων στοιχέιων
[140], κατασκευάζοντας ένα ζεύγος συνθετικών δεδομένων (f̂ , t̂) (σε κάθε περ́ιπτωση) σε
ένα πυκνότερο πλέγμα μέσω των FEM τεχνικών.

Π́ινακας 4.1: Delaunay Triangulations.

Mesh case h Elements Nodes

Single
strong eccentric 0.121 6380 3351

Inclusion mild eccentric 0.122 6388 3355

concentric 0.121 6392 3357

Dolphin Inclusion 0.027 7684 4083

Η υπολογιστική διαδικασ́ια ξεκινά θέτοντας τις ομαλοποιητικές σταθερές ε = εh =
10−4

και επιλέγοντας μια αρχική εκτ́ιμηση των πεδ́ιων (u, v, α, ω). Ως αρχική προσέγγιση
για το άγνωστο ζεύγος α = (λ, µ) ορ́ιζουμε τη σταθερή συνάρτηση

α0 = (λ0, µ0) =
{

(4× 10−3, 10−5), (x, y) ∈ Ω \ Ωδ,

(4.1428, 1.0357), (x, y) ∈ Ωδ,
(259)

όπου χωρ́ις βλάβη της γενικότητας, στην Ωδ ζώνη, οι τιμές κατωφλ́ιου c1, c2, που εμ-
φαν́ιζονται στο πεδ́ιο ορισμού των παραμέτρων Lamé (225), συμπ́ιπτουν με τις τιμές
α̂ |Ω\D, δηλ. λ ∈ L∞δ (Ω, [b1, c1]) =

{
λ′ ∈ L∞(Ω, [b1, c1]) : ‖λ′ − c1‖L∞(Ωδ) = 0

}
και
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µ ∈ L∞δ (Ω, [b2, c2]) =
{
µ′ ∈ L∞(Ω, [b2, c2]) : ‖µ′ − c2‖L∞(Ωδ) = 0

}
.

Για τις αρχικές τιμές (u0, v0) των διανυσματικών πεδ́ιων u, v επιλέγουμε τις λύσεις των
διαφορικών εξισώσεων (232)-(233) για α = α0. Τέλος, για τη δομή εκκ́ινησης της δϋικής
μεταβλητής ω ακολουθέιται η ανάλυση του [75] σύμφωνα με την οπόια το ω0− προφ́ιλ
διαμορφώνεται βάσει του τύπου (213) για β = 10−6.
Η τρέχουσα απαιτητικότερη - συγκριτικά με τη βαθμωτή περ́ιπτωση της αγωγιμότητας -

περ́ιπτωση της διδιάστατης ελαστικότητας επιβάλλει τη σταδιακή εξέταση της λειτουργικό-
τητας της μεθόδου ως προς την επιλογή του ω0. Συνεπώς, στις εφαρμογές 4.1.4.1-4.1.4.2,
η αντιστροφή επιχειρέιται από το ελάχιστα ως το μέγιστα διαταραγμένο - κάθε γεωμετρ́ιας
- επ́ιπεδο αβεβαιότητας (`). Οι παράμετροι της ανακατασκευής συγκεντρώνονται στους
Π́ινακες 4.2-4.3, όπου παραθέτονται το ω0− επ́ιπεδο αβεβαιότητας (`), οι βέλτιστες παρά-
μετροι κανονικοπόιησης (aω), (aλ) και (aµ) και οι τιμές της διανυσματικής λύσης α? στους
εγκλεισμούς D{1,4}, (λ?D{1,4} , µ

?
D{1,4}

), και στα εξωτερικά χωρ́ια Ω{1,3}\D{1,4}, (λ?out, µ?out),
μαζ́ι με τις αντ́ιστοιχες τιμές (ω?min, ω

?
max) της δϋικής μεταβλητής ω?.

4.1.4.1 Το πρόβλημα του μονού εγκλεισμού.

Σε αυτό το πέιραμα επαναλαμβάνουμε την SGTV- ανακατασκευή για τρεις διαφορετι-
κές υλοποιήσεις των συντεταγμένων κέντρου του D1. Ειδικά, θέτουμε (xD1 , yD1) =
(−0.85, 0), (xD1 , yD1) = (−1

3 , 0) και (xD1 , yD1) = (0, 0) ορ́ιζοντας αντ́ιστοιχα το ισχυ-
ρά έκκεντρο πρόβλημα (“strong eccentricity problem”), το ήπια έκκεντρο πρόβλημα (“mild
eccentricity problem”) και το ομόκεντρο πρόβλημα (“concentric problem”).
Οι Εικόνες 4.1a-4.1c, από αριστερά προς τα δεξιά, παρουσιάζουν τα αρχικά προφ́ιλ (α0, ω0)
και την αντ́ιστοιχη υπολογιστική λύση (α?, ω?)RTV h(d )

από το χαμηλότερο, ` = 0.2, ως το
υψηλότερο, ` = 0.6, επ́ιπεδο διαμόρφωσης ` για το χαρακτηριστικό βήμα h, όπως αναγρά-
φεται στον Π́ινακα 4.1. Συνοψ́ιζουμε τα αριθμητικά αποτελέσματα στον Π́ινακα 4.2.

4.1.4.2 Το πρόβλημα “Dolphin”

Γι’ αυτήν την περ́ιπτωση ανακατασκευής, διευρύνουμε την Ω3δ ζώνη ελαφρώς προς το
κέντρο θέτοντας δ = {0.05, 0.11, 0.15, 0.07} κατά μήκος της αριστερής, πάνω, δεξιάς και
κάτω αντ́ιστοιχα πλευράς του Ω3.
Στις Εικόνες 4.2a-4.2c, από αριστερά προς τα δεξιά, απεικον́ιζονται ο στόχος της ανακα-
τασκευής α̂, τα αρχικά προφ́ιλ (α0, ω0) (1η στήλη) και οι αντ́ιστοιχες βέλτιστες λύσεις
(α?, ω?)RTV h(d )

(2η στήλη) για τα ω0− προφ́ιλ: ` = {0.02, 0.05, 0.1} ως προς h = 0.027. Οι
παράμετροι της ανακατασκευής δ́ινονται στον Π́ινακα 4.3.
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4.1.5 Εικόνες

(a) λ0 (b) µ0 (c) λ̂ (d) µ̂

(e) ω0, ` = 0.2 (f) λ?
RT V h

(d )
(g) µ?

RT V h
(d )

(h) ω?
RT V h

(d )

(i) ω0, ` = 0.4 (j) λ?
RT V h

(d )
(k) µ?

RT V h
(d )

(l) ω?
RT V h

(d )

(m) ω0, ` = 0.6 (n) λ?
RT V h

(d )
(o) µ?

RT V h
(d )

(p) ω?
RT V h

(d )

Εικόνα 4.1a : Πρόβλημα 4.1.4.1. Ανακατασκευή ενός ισχυρά έκκεντρου εγκλεισμού με
αD1 = (0.0245, 5×10−4) και αΩ1\D1 = (4.143, 1.036). (a)-(b) Αρχική προσέγγιση για την
α. (c)-(d) Στόχος ανακατασκευής. Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

και βέλτιστη λύση (α?, ω?)
για (e)-(h) ` = 0.2, (i)-(l) ` = 0.4, (m)-(p) ` = 0.6.
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(a) λ0 (b) µ0 (c) λ̂ (d) µ̂

(e) ω0, ` = 0.2 (f) λ?
RT V h

(d )
(g) µ?

RT V h
(d )

(h) ω?
RT V h

(d )

(i) ω0, ` = 0.4 (j) λ?
RT V h

(d )
(k) µ?

RT V h
(d )

(l) ω?
RT V h

(d )

(m) ω0, ` = 0.6 (n) λ?
RT V h

(d )
(o) µ?

RT V h
(d )

(p) ω?
RT V h

(d )

Εικόνα 4.1b : Πρόβλημα 4.1.4.1. Ανακατασκευή ενός ήπια έκκεντρου εγκλεισμού με αD1 =
(0.0245, 5 × 10−4) και αΩ1\D1 = (4.143, 1.036). (a)-(b) Αρχική προσέγγιση για την α.
(c)-(d) Στόχος ανακατασκευής. Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

και βέλτιστη λύση (α?, ω?) για
(e)-(h) ` = 0.2, (i)-(l) ` = 0.4, (m)-(p) ` = 0.6.
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(a) λ0 (b) µ0 (c) λ̂ (d) µ̂

(e) ω0, ` = 0.2 (f) λ?
RT V h

(d )
(g) µ?

RT V h
(d )

(h) ω?
RT V h

(d )

(i) ω0, ` = 0.4 (j) λ?
RT V h

(d )
(k) µ?

RT V h
(d )

(l) ω?
RT V h

(d )

(m) ω0, ` = 0.6 (n) λ?
RT V h

(d )
(o) µ?

RT V h
(d )

(p) ω?
RT V h

(d )

Εικόνα 4.1c : Πρόβλημα 4.1.4.1. Ανακατασκευή ενός ομόκεντρου εγκλεισμού με αD1 =
(0.0245, 5 × 10−4) και αΩ1\D1 = (4.143, 1.036). (a)-(b) Αρχική προσέγγιση για την α.
(c)-(d) Στόχος ανακατασκευής. Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

και βέλτιστη λύση (α?, ω?) για
(e)-(h) ` = 0.2, (i)-(l) ` = 0.4, (m)-(p) ` = 0.6.
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(a) λ̂

(b) µ̂

(c) λ0 (d) λ?
RT V h

(d )

(e) µ0 (f) µ?
RT V h

(d )

(g) ω0 (h) ω?
RT V h

(d )

Εικόνα 4.2a : Πρόβλημα 4.1.4.2 για την ελάχιστη δυνατή γεωμετρική αβεβαιότητα.
Ανακατασκευή της γεωμετρ́ιας «δελφ́ινι» με αD4 = (0.0245, 5 × 10−4) και αΩ3\D4 =
(4.143, 1.036). (a)-(b) Στόχος ανακατασκευής. (c)-(e) Αρχική προσέγγιση για την α.
(g) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για ` = 0.02. (d)-(f)-(h) Βέλτιστη λύση (α?, ω?).
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(a) λ̂

(b) µ̂

(c) λ0 (d) λ?
RT V h

(d )

(e) µ0 (f) µ?
RT V h

(d )

(g) ω0 (h) ω?
RT V h

(d )

Εικόνα 4.2b : Πρόβλημα 4.1.4.2 για μέτρια αβεβαιότητα. Ανακατασκευή της γεωμετρ́ιας
«δελφ́ινι» με αD4 = (0.0245, 5 × 10−4) και αΩ3\D4 = (4.143, 1.036). (a)-(b) Στόχος α-
νακατασκευής. (c)-(e) Αρχική προσέγγιση για την α. (g) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για

` = 0.05. (d)-(f)-(h) Βέλτιστη λύση (α?, ω?).

109
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(a) λ̂

(b) µ̂

(c) λ0 (d) λ?
RT V h

(d )

(e) µ0 (f) µ?
RT V h

(d )

(g) ω0 (h) ω?
RT V h

(d )

Εικόνα 4.2c : Πρόβλημα 4.1.4.2 για μεγάλη αβεβαιότητα. Ανακατασκευή της γεωμετρ́ιας
«δελφ́ινι» με αD4 = (0.0245, 5 × 10−4) και αΩ3\D4 = (4.143, 1.036). (a)-(b) Στόχος α-
νακατασκευής. (c)-(e) Αρχική προσέγγιση για την α. (g) Επ́ιπεδο αβεβαιότητας ω0

για

` = 0.1. (d)-(f)-(h) Βέλτιστη λύση (α?, ω?).
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4.1.6 Πίνακες αποτελεσμάτων

Π́ινακας 4.2: d ? τιμές της α̂− ανακατασκευής για το πρόβλημα του μονού εγκλεισμού.

SGTV convergence parameters

Single Inclusion ` aω aλ aµ
α? ω?

example λ?
D1

µ?
D1

(×10−4) λ?out µ?out ω?min ω?max

strong eccentric

0.2 0.3 9 9 0.02479 5 4.143 1.036 2.47× 10−6 1

0.4 0.5 8 9 0.02450 5 4.143 1.036 1.19× 10−5 1

0.6 0.5 8.7 8 0.02450 5 4.143 1.036 5.49× 10−6 1

mild eccentric

0.2 0.3 5 5 0.02499 5 4.143 1.036 1.16× 10−6 1

0.4 0.5 2 4 0.02450 5 4.143 1.036 4.84× 10−5 1

0.6 0.5 2 3 0.02450 5 4.143 1.036 1.37× 10−6 1

concentric

0.2 0.1 0.8 2 0.02450 5 4.143 1.036 4.19× 10−6 1

0.4 0.4 2 2.7 0.02450 5 4.143 1.036 3.09× 10−6 1

0.6 0.4 1.85 1.85 0.02450 5 4.143 1.036 2.05× 10−6 1

Π́ινακας 4.3: d ? τιμές της α̂− ανακατασκευής για το πρόβλημα “Dolphin”.

SGTV convergence parameters

Dolphin Inclusion ` aω aλ aµ
α? ω?

example λ?
D4

µ?
D4

(×10−4) λ?out µ?out ω?min ω?max

RTV h
(d )

0.02 2× 10−3 0.7 0.8 0.02450 5 4.143 1.036 1.08× 10−6 1

0.05 1.37× 10−3 0.05 0.05 0.02495 5 4.143 1.036 1.82× 10−6 1

0.1 5× 10−3 4.8 5 0.02492 5 4.143 1.036 1.3× 10−5 1
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4.2 Εντοπισμός μιας επ́ιπεδης ρωγμής - Προσομόιωση
και Ανακατασκευή

Τα προβλήματα αν́ιχνευσης ρωγμών συν́ιστανται στον εντοπισμό μ́ιας ρωγμής (ή περισσό-
τερων) από ένα υπερκαθορισμένο σύνολο επιφανειακών δεδομένων στη μορφή δύναμη-με-
τατόπιση. Τέτοιου έιδους προβλήματα μπορέι να προκύψουν σε διαφορετικά φυσικά πλάισια,
όπως την ελαστοστατική, τον ηλεκτρομαγνητισμό, την ακουστική ή την ελαστοδυναμική,
και έιναι εξαιρετικής σπουδαιότητας σε επιστημονικά πεδ́ια, όπως fracture mechanics, μη-
καταστροφικό έλεγχο υλικών, συντήρηση και εν́ισχυση κατασκευών, γεωφυσική έρευνα,
εδαφομηχανική κτλ., καθώς έιναι πολύ σημαντικό κανέις να αποκτά πληροφορ́ια για τη θέ-
ση, το σχήμα και το μέγεθος μιας ρωγμής χωρ́ις να τροποποιέιται η υπάρχουσα κατάσταση
του υπό εξέταση αντικειμένου.
Οι κλασικές έρευνες που συναντώνται στη βιβλιογραφ́ια και αφορούν στην ύπαρξη

ρωγμών σε συνεχή μέσα (βλ., π.χ., [77]) λαμβάνουν υπόψιν ποικ́ιλους περιορισμούς: μη
φραγμένα χωρ́ια, χωρ́ια με γνωστή συνάρτηση Green, πηγή στο εσωτερικό του σώματος,
πηγή μακριά από τη ρωγμή κτλ. Τα περισσότερα θεωρητικά αποτελέσματα σχετ́ιζονται με
την εξ́ισωση Laplace (θερμική εξ́ισωση σταθερής κατάστασης ή ηλεκτρική αγωγή), ενώ πιο
πρόσφατα αναπτύχθηκαν μια σειρά από στρατηγικές επ́ιλυσης του δυναμικού προβλήματος

ή παρόμοιων χρονοεξαρτώμενων προβλημάτων που χρησιμοποιούν τεχνικές του βέλτιστου

ελέγχου [141] ή κατασκευάζουν κατάλληλο συζυγές πεδ́ιο και εφαρμόζουν την αρχή της
αντιστροφής χάσματος (reciprocity gap) [81]. Το πρώτο αποτέλεσμα μοναδικότητας και με-
ρικής ευστάθειας για μια εσωτερική ρωγμή στη διδιάστατη ηλεκτροστατική κατοχυρώθηκε

από τους Friedman και Vogelius στο [142], όπου απέδειξαν ότι δύο ηλεκτρικές ροές, μαζ́ι
με τα αντ́ιστοιχα δυναμικά, αρκούν για να προσδιορ́ισουν μοναδικά τη ρωγμή, ενώ για
το ίδιο πρόβλημα οι Allesandrini, Beretta και Vessella [143] διατύπωσαν ένα αποτέλεσμα
ευστάθειας Lipschitz.
Οι Bryan και Vogelius [144], και αργότερα οι Allesandrini και Diaz Valenzuela [145],

εξέτασαν το πρόβλημα των πολλαπλών ρωγμών στη διδιάστατη περ́ιπτωση. Στο [146] οι
Andrieux, Ben Abda και Jaoua απέδειξαν ότι το αντ́ιστροφο επιφανειακό πρόβλημα (για
μ́ια ρωγμή) έιναι καλώς ορισμένο κατά Hadamard (μοναδικότητα και ευστάθεια Lipschitz).
Επιπλέον έρευνες στη μοναδικότητα και την ευστάθεια με πεπερασμένα συνοριακά δεδομένα

συναντώνται στους Elcrat, Isakov, Neculoiu [147] και Eller [148], όπου και αποδεικνύεται
ο μοναδικός προσδιορισμός μ́ιας ρωγμής με γενικό σχήμα από τη γνώση του Dirichlet-to-
Neumann τελεστή. Λ́ιγο αργότερα, οι Allesandrini και Di Benedetto [149] μελέτησαν τη
γενική τριδιάστατη περ́ιπτωση του προβλήματος.
Όσον αφορά την ελαστικότητα, όταν έιναι a priori γνωστό ότι η ρωγμή έιναι επ́ιπεδη

και δεδομένης μιας πλήρους γνώσης των επιφανειακών δεδομένων, οι Andrieux, Ben Abda
και Bui [78, 79] κατοχύρωσαν ένα ολικό αποτέλεσμα προσδιορισμού βασισμένο στην αρχή
της αντιστροφής χάσματος.
Για το ζήτημα της ανακατασκευής του αντ́ιστροφου προβλήματος διατυπώνονται ανα-

λυτικά αποτελέσματα. Στο [150] δ́ινεται μια φόρμουλα ανακατασκευής για μια άγνωστη
επ́ιπεδη ρωγμή από ένα ζεύγος επιφανειακών δεδομένων υπό την προϋπόθεση ότι το ολο-
κλήρωμα άλματος του δυναμικού κατά μήκος της δεν εξαφαν́ιζεται. Στο [151] εξάγεται ο
τύπος της κυρτής θήκης μιας άγνωστης ρωγμής σε ένα διδιάστατο μέσο, ως εφαρμογή της
μεθόδου εγκλεισμού (enclosure method) [152], δεδομένου ότι μια κατάλληλη τοπική πυκνό-
τητα ρεύματος στην επιφάνεια του μέσου έιναι γνωστή. Παρόμοια μελέτη ανακατασκευής με
ένα ζεύγος δεδομένων συναντάται στο [153]. Περαιτέρω στρατηγικές ανακατασκευής που
βασ́ιζονται στη μέθοδο αντιστροφής χάσματος περιγράφονται στις εργασ́ιες [80, 154, 155].
Στη παρούσα μελέτη προτέινεται ένα σχήμα ανακατασκευής για την αν́ιχνευση μ́ιας

ρωγμής σε ένα γραμμικό ισότροπο και ομογενές ελαστικό μέσο. Στην Παράγραφο 4.2.1
εισάγεται ο τύπος κανονικοπόιησης. Η Παράγραφος 4.2.2.1 επιλύει αριθμητικά το ευθύ
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πρόβλημα για μια συγκεκριμένη γεωμετρική διάταξη και η Παράγραφος 4.2.2.2 υλοποιέι τη
σχεδιασμένη τεχνική αντιστροφής με ένα ζεύγος δεδομένων προσομόιωσης.

4.2.1 Το σχήμα ελαχιστοπόιησης

(Χάριν απλότητας, ακολουθούμε το συμβολισμό της Ενότητας 4.1.)

Έστω Ω ⊂ Rd, d = 2, ένα γραμμικό ισότροπο ελαστικό μέσο που περιέχει μ́ια ρωγμή
Γ στο εσωτερικό του. Θεωρούμε το σύστημα (215)-(218) με γνωστές Lamé παραμέτρους
α = (λ, µ). Ορ́ιζουμε τη συνάρτηση-οδηγό r(x) ∈ L∞(Ω, [β, 1]), 0 < β � 1, κατ’ αντι-
στοιχ́ια με τη δϋική μεταβλητή ω (βλ. Παράγραφο 4.1.2), υπεύθυνη για τον εντοπισμό του
jump set των μετατοπ́ισεων u. Η προσδοκώμενη συμπεριφορά της μεταβλητής r(x) έιναι
να πάιρνει πολύ μικρές τιμές (β) στην περιοχή της ρωγμής και να παραμένει σταθερή, ίση
με τη μονάδα, παντού αλλού. Θεωρούμε το συναρτησιακό

J(uα, vα, r) = 1
2 r 〈Λαf − t, f − Λ−1

α t〉B?×B

= 1
2

∫
Ω
r
{
λ
∣∣∣∑
i

∂(uαi − vαi )
∂xi

∣∣∣2 + µ

2
∑
i,j

∣∣∣∂(uαi − vαi )
∂xj

+
∂(uαj − vαj )

∂xi

∣∣∣2} dx
(260)

με (uα, vα) ∈ H1(Ω)×
(
H1(Ω) ∩W

)
τις διανυσματικές λύσεις των ευθέων Dirichlet και

Neumann προβλημάτων (βλ., για παράδειγμα, (232)-(233)) που αντιστοιχούν στις παραμέ-
τρους α. Η συγκεκριμένη ενσωμάτωση του οδηγού r στην ενέργεια (260) ανταποκρ́ινεται
στον προαναφερθέντα ρόλο του. Πράγματι, όταν η μεταβλητή r έιναι πολύ μικρή, η πυ-
κνότητα της ελαστικής ενέργειας δικαιούται να πάιρνει πολύ μεγάλες τιμές (αναμενόμενη
συμπεριφορά στη γειτονιά της ρωγμής), ενώ όταν r = 1 εξάγεται η κλασική μεταβολική
μορφή της ισότροπης ελαστικότητας.
Παράλληλα, ορ́ιζουμε τους όρους

R(f ) := cf

∫
Ω

(1− r)(|uα|+ |vα|) dx (261)

και

R(r) := cr

∫
Ω
r2 dx, (262)

όπου με f συμβολ́ιζουμε τη διανυσματική μεταβλητή f (x) := (u(x), v(x), r(x)). Οι όροι
(261)-(262) αποτελούν την ομαλοπόιηση του προβλήματος με cf , cr(> 0) τις αντ́ιστοιχες
παραμέτρους ομαλοπόιησης. Το προτεινόμενο σχήμα βασ́ιζεται στην αποδοτική αλληλε-
π́ιδραση της δϋικής μεταβλητής r με τα πεδ́ια u, v, που συμμετέχουν στα Dirichlet και
Neumann προβλήματα. Η μορφή του R(f ) δεν επιβάλλει κάποιο ουσιαστικό περιορισμό

στη μήτρα του ελαστικού υλικού, αλλά εξασφαλ́ιζει την ελεγχόμενη L1− συμπεριφορά του
ελαστικού πεδ́ιου στην περιοχή της ρωγμής.
Στα επόμενα, γράφουμε u και v αντ́ι για uα και vα προκειμένου να δηλώσουμε τη μη εξάρ-
τηση της ελαχιστοποιητικής διαδικασ́ιας από τις παραμέτρους α.
Προσθέτοντας τους όρους (260)-(262) συνθέτουμε το πλήρες συναρτησιακό ελαχιστοπόι-
ησης

J (u, v, r) = J(u, v, r) + 1
2cf

∫
Ω

(1− r)(|u|+ |v|) dx+ 1
2cr

∫
Ω
r2 dx. (263)
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4.2.2 Αριθμητική υλοπόιηση

Ένα από τα τυπικότερα προβλήματα ρωγμών στη μηχανική θραύσης αποτελέι το άπειρο

επ́ιπεδο που εμπεριέχει μ́ια ρωγμή (ευθύγραμμο τμήμα) μήκους 2a και υπόκειται σε ομοιό-
μορφη διαξονική τάση σ0 στο άπειρο, όπως απεικον́ιζεται στην Εικόνα 4.3. Στην πρακτική
εφαρμογή, αν το μήκος της ρωγμής έιναι πολύ μικρότερο συγκριτικά με κάθε άλλο μέ-
γεθος της επιπέδου του εξεταζόμενου ελαστικού σώματος, η περιοχή μαθηματικά μπορέι
να θεωρηθέι ως ένα άπειρο επ́ιπεδο με μ́ια πεπερασμένη ρωγμή. Το παραπάνω πρόβλημα
αντιστοιχ́ιζεται με το πρώτο από τα τρ́ια βασικά μοντέλα χαρακτηρισμού της θραύσης ε-
νός σώματος (Opening, Sliding and Tearing Mode, [157]), σύμφωνα με το οπόιο οι δύο
επιφάνειες της ρωγμής «ανόιγουν» μόνο κατά τη συνιστώσα uy, δηλαδή απομακρύνονται
συμμετρικά ως προς το απαραμόρφωτο xz− επ́ιπεδο.

Εικόνα 4.3 : Ρωγμή σε άπειρο ελαστικό επ́ιπεδο που υπόκειται σε διαξονική τάση [156].

Ο υπολογισμός των αντ́ιστοιχων τάσεων και μετατοπ́ισεων σε κάθε κατηγορ́ια βασ́ιζεται

στη μέθοδο Westergaard [158, 159]. Στην περ́ιπτωση που τα εξωτερικά φορτ́ια έιναι συμ-
μετρικά ως προς τον άξονα της ρωγμής, τότε σxy = 0 κατά μήκος της y = 0 και ισχύουν
οι εξισώσεις [156]

σxx = Re{ZI})− y Im{Z ′I}+ 2A
σyy = Re{ZI}+ y Im{Z ′I}
σxy = −yRe{Z ′I}

2µux = (κ− 1)
2 Re{ẐI} − y Im{ZI}+ 1

2(κ+ 1)Ax

2µuy = (κ+ 1)
2 Im{ẐI} − yRe{ZI}+ 1

2(κ− 3)Ay,

(264)

όπου ZI η επονομαζόμενη Westergaard συνάρτηση (για τα προβλήματα τύπου “Opening
Mode”) με Ẑ ′I ≡ ZI , κ = λ+3µ

λ+µ και A ∈ R.
Θεωρούμε τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες

σxy = σyy = 0 στο |x| 6 a και y = 0 (επιφάνειες ρωγμής)
σxx = σyy = σ0, σxy = 0 στο x2 + y2 →∞.

(265)
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Η λύση για το πρόβλημα συνοριακών τιμών (265) δόθηκε από τον Westergaard [158] με

ZI(z) = σ0z√
z2 − a2

, A = 0. (266)

Εικόνα 4.4 : Πολικό σύστημα συντεταγμένων [156].

Για την εξαγωγή των αναλυτικών εκφράσεων των (264), έιναι βολικότερο να χρησιμο-
ποιήσουμε τις πολικές συντεταγμένες, όπως εκθέτονται στην Εικόνα 4.4:

z = reiθ

z − a = r1e
iθ1

z + a = r2e
iθ2 .

(267)

Τότε η συνάρτηση ZI γ́ινεται

ZI = σ0z√
z + a

√
z − a

= σ0r
√r1 r2

exp i
(
θ − 1

2θ1 −
1
2θ2

)
, (268)

με παράγωγο

Z ′I = σ0√
z2 − a2

− σ0z
2

(z2 − a2)3/2 = − σ0a2

(z2 − a2)3/2

= − σ0a2

(r1 r2)3/2 exp
(
− i32(θ1 + θ2)

)
. (269)

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις στις (264), πάιρνουμε [156]

σxx = σ0r
√r1 r2

[
cos

(
θ − 1

2θ1 −
1
2θ2

)
− a2

r1 r2
sin θ sin

(3
2(θ1 + θ2)

)]
(270)

σyy = σ0r
√r1 r2

[
cos

(
θ − 1

2θ1 −
1
2θ2

)
+ a2

r1 r2
sin θ sin

(3
2(θ1 + θ2)

)]
(271)

σxy = σ0r
√r1 r2

[ a2

r1 r2
sin θ cos

(3
2(θ1 + θ2)

)]
(272)

ux = 1
4µ(κ− 1)σ0

√
r1 r2 cos

(θ1 + θ2
2

)
− 1

2µ rσ0 sin θ r
√r1 r2

sin
(
θ − θ1 + θ2

2
)

(273)

uy = 1
4µ(κ+ 1)σ0

√
r1 r2 sin

(θ1 + θ2
2

)
− 1

2µ rσ0 sin θ r
√r1 r2

cos
(
θ − θ1 + θ2

2
)
. (274)
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Οι εξισώσεις (270)-(274) περιγράφουν την πλήρη λύση των πεδ́ιων τάσης (σ) και μετατοπ́ι-
σεων (u) σε ολόκληρο το ελαστικό επ́ιπεδο. Αξιοποιούμε αυτή την αναλυτική πλατφόρμα
επ́ιλυσης για την ανακατασκευή της ρωγμής Γ στο άπειρο ελαστικό επ́ιπεδο Ω, που συνιστά
το υπό θεώρηση αντ́ιστροφο πρόβλημα. Πρώτα, επιλύουμε το ευθύ πρόβλημα.

4.2.2.1 Το ευθύ πρόβλημα

Το υπολογιστικό χωρ́ιο Ω αποτελέιται από δύο ομόκεντρους δ́ισκους με κέντρο την αρχή
των αξόνων και ακτ́ινα Rext = 7.5×R και R αντ́ιστοιχα. Ο εξωτερικός δ́ισκος προσομοιώ-
νει το άπειρο ελαστικό επ́ιπεδο, ενώ ο εσωτερικός δ́ισκος υλοποιέι το σχήμα των πολικών
συντεταγμένων (267) για r = R (βλ. Εικόνα 4.4).

(a) Delaunay τριγωνοπόιηση (περιοχή ρωγμής).

(b) Προσομόιωση άπειρου ελαστικού επιπέδου Ω.

Εικόνα 4.5 : Υπολογιστικό χωρ́ιο Ω για (xΓ, yΓ) = (0, 0), a= 0.6, R = 3 και h = 0.559.

Το πλέγμα στη γειτονιά της ρωγμής οριοθετέιται από την κενή έλλειψη Γ,

Γ :=
{

(x, y) ∈ R2 : (x− xΓ)2

a2 + (y − yΓ)2

b2
= 1

}
με a =a, b = 0.01 και (xΓ, yΓ) τις συντεταγμένες κέντρου της. Για τη διακριτοπόιηση του
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υπολογιστικού πλέγματος Ω χρησιμοποιούμε το Triangle [62, 63] εφαρμόζοντας τη μέθοδο
των P1 πεπερασμένων στοιχέιων (βλ., για παράδειγμα, Εικόνα 4.5(a)).
Προκειμένου να ελεγχθέι το κατασκευασμένο μητρώο πινάκων της αριθμητικής υλο-

πόιησης, καθώς επ́ισης να εξεταστέι η ορθότητα των αναλυτικών δεδομένων (270)-(274)
για την επερχόμενη αντιστροφή, επιλύουμε το πρόβλημα (215)-(216) θεωρώντας τις συ-
νοριακές συνθήκες (265) για σ0 = 1(MPa). Πιο συγκεκριμένα, επιβάλλουμε την τάση
t̂ = σ · n |∂Ω, [σij ] =

[
σ0 0
0 σ0

]
, στο «άπειρο» και ενημερώνουμε δύο μόνο κόμβους του ε-

σωτερικού κυκλικού συνόρου (συμβολ́ιζουμε με ∂R) με τη συνθήκη Dirichlet (273)-(274),
f̂ = (ux, uy) (βλ. Εικόνα 4.5(b) κόκκινους κόμβους). Για τις σταθερές Lamé επιλέγουμε
α = (λ, µ) = (0.0245, 5 × 10−4) κατά μήκος ολόκληρου του χωρ́ιου Ω. Επιλύουμε το
ευθύ πρόβλημα με τη χρήση των υπολογιστικών πακέτων MATLAB και FEniCS [74] και
συγκρ́ινουμε τη λύση των πεπερασμένων στοιχέιων (vh) με την αναλυτική λύση (f̂) στο
εσωτερικό σύνορο ∂R.
Στην Εικόνα 4.6 απεικον́ιζονται η υπολογιστική διανυσματική λύση vh = (vhx, vhy) και
τα αντ́ιστοιχα εξαγόμενα πεδ́ια ανηγμένης παραμόρφωσης e(vh) και τάσης σ(vh) για την
περ́ιπτωση μιας έκκεντρης ρωγμής με (xΓ, yΓ) = (−0.4, 0), a= 0.5 και R = 3 ως προς το
χαρακτηριστικό βήμα h = 0.471. Στη συνέχεια, η Εικόνα 4.7 περιγράφει την υπολογιστική
λύση vh στους κόμβους Iint του εσωτερικού συνόρου, καθώς το βήμα h του διαμερισμού
τέινει στο μηδέν. Στον Π́ινακα 4.4 δ́ινονται για κάθε διακριτοπόιηση τα χαρακτηριστικά
πλάτη (h) και τα αντ́ιστοιχα L∞− σχετικά σφάλματα

Lx∞ := ‖fx − γ(vhx)‖∞
‖fx‖∞

, Ly∞ := ‖fy − γ(vhy)‖∞
‖fy‖∞

, (275)

όπου fx = ux (273), fy = uy (274) και γ ο τελεστής ίχνους (το maximum υπολογ́ιζεται
πάνω σε όλους τους κόμβους Iint).
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(a) vhx (b) vhy

(c) e(vh)

(d) σ(vh)

Εικόνα 4.6 : Επ́ιλυση του ευθέος προβλήματος της έκκεντρης ρωγμής. (a)-(b) Διανυσμα-
τική λύση vh. (c) Πεδ́ιο ανηγμένων παραμορφώσεων e(vh). (d) Πεδ́ιο τάσεων σ(vh).
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Εικόνα 4.7 : Συγκριτικό διάγραμμα υπολογιστικής (vh) και αναλυτικής λύσης (f̂) στο
εσωτερικό σύνορο, καθώς h→ 0.

Π́ινακας 4.4: Εξέλιξη του σφάλματος ‖f̂−γ(vh)‖∞
‖f̂‖∞

συναρτήσει του βήματος h.

h Lx∞ Ly∞

0.4715 0.1997 0.2065

0.2353 0.1343 0.1383

0.1187 7.9693e− 02 6.8726e− 02

6.0866e− 02 4.0163e− 02 2.7793e− 02

3.0284e− 02 2.6768e− 02 9.3338e− 03
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4.2.2.2 Το αντ́ιστροφο πρόβλημα

Συνεχ́ιζουμε με την αριθμητική εφαρμογή του σχήματος ελαχιστοπόιησης (263) για τον
εντοπισμό της ρωγμής Γ στο άπειρο ελαστικό χωρ́ιο Ω. Γι’ αυτό το σκοπό, θεωρούμε το
υπολογιστικό χωρ́ιο Ω αποτελούμενο μόνο από τους δύο ομόκεντρους δ́ισκους (βλ., για
παράδειγμα, Εικόνα 4.8(a)) και ορ́ιζουμε το αντ́ιστροφο πρόβλημα

−∇ · σ = 0 στο Ω, (276)
σ = λ tr(e(u))I + 2µe(u), (277)
u = f̂ στο ∂R, (278)
σ · n = t̂ στο ∂Ω, (279)

όπου f̂ = (ux, uy) τα επιφανειακά δεδομένα (273)-(274) και σ όπως στην (265) με σ0 =
1(MPa). Σημειωτέον ότι το αντ́ιστροφο πρόβλημα (276)-(279) στο άπειρο χωρ́ιο Ω έιναι

(a) Delaunay τριγωνοπόιηση (περιοχή ρωγμής).

(b) r0

Εικόνα 4.8 : Υπολογιστικό χωρ́ιο αντιστροφής Ω και αρχικό προφ́ιλ r0.
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ισοδύναμο με το αντ́ιστροφο πρόβλημα

−∇ · σ = 0 στο Ω, (280)
σ = λ tr(e(u))I + 2µe(u), (281)
u = f̂ στο ∂Ω, (282)
σ · n = t̂ στο ∂Ω, (283)

όπου Ω ο δ́ισκος ακτ́ινας R και (f̂ , t̂) τα αναλυτικά δεδομένα (270)-(274).
Η αντιστροφή επιχειρέιται για πέντε διαφορετικές υλοποιήσεις των συντεταγμένων

κέντρου της ρωγμής (xΓ, yΓ). Ως αρχική προσέγγιση για τα διανυσματικά πεδ́ια (u, v)
επιλέγουμε τις λύσεις των διαφορικών εξισώσεων

−∇ · σ = 0 στο Ω και u = f̂ στο ∂R, (284)

−∇ · σ = 0 στο Ω και σ(v) · n = t̂ στο ∂Ω, (285)

για α = (λ, µ) = (0.0245, 5×10−4), ενώ ως αρχική προσέγγιση για τον οδηγό r θεωρούμε
τη σταθερή συνάρτηση r0 = 1 κατά μήκος ολόκληρου του χωρ́ιου Ω με β = 10−6 (βλ.
Εικόνα 4.8(b)).
Η επιλογή των βέλτιστων τιμών για τις σταθερές κανονικοπόιησης cf , cr βασ́ιζεται στο
γενικευμένο κριτήριο Tikhonov-Morozov [72, 73]. Επιπρόσθετα, για την παράμετρο cr δο-
κιμάζουμε εμπειρικά τιμές μεγαλύτερες του ενδεδειγμένου εύρους, καθώς στα πειράματα
προσομόιωσης παρατηρήθηκε πως για μεγαλύτερες τιμές της cr αποφεύγονται περισσότερα
τοπικά ελάχιστα, και επομένως η σύγκλιση στην επιθυμητή λύση επιταχύνεται.
Οι Εικόνες 4.9-4.13 απεικον́ιζουν τον στόχο της ανακατασκευής και την υπολογιστι-

κή λύση (u?, r?) μαζ́ι με τις αντ́ιστοιχες τιμές της ενέργειας J?, (260), σε λογαριθμική
κλ́ιμακα. Η διακριτοπόιηση της συνάρτησης r και των τελεστών J υλοποιέιται βάσει των
στοιχέιων του πλέγματος, ενώ εκέινη των Dirichlet και Neumann διανυσματικών πεδ́ιων
u, v βάσει των κόμβων. Τέλος, σημειώνουμε ότι η γραφική απεικόνιση των Neumann λύ-
σεων (v?) έιναι παρόμοια με εκέινη της λύσης vh του ευθέος προβλήματος (βλ. Εικόνα
4.6(a)-(b)) και χάριν συντομ́ιας παραλέιπεται. Τα αριθμητικά αποτελέσματα για κάθε πε-
ρ́ιπτωση ανακατασκευής παραθέτονται στον Π́ινακα 4.5 μαζ́ι με το χαρακτηριστικό πλάτος
(h) (max edge length) και τον αριθμό των στοιχέιων (elements) και των κόμβων (nodes)
της αντ́ιστοιχης γεωμετρ́ιας.
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(a) target mesh

(b) r?

(c) u?x (d) u?y (e) J(u?, v?, r?)

Εικόνα 4.9 : Ανακατασκευή μ́ιας ρωγμής με (xΓ, yΓ) = (0, 0), a= 0.8 και R = 2. (a)
Στόχος ανακατασκευής. (b) Βέλτιστη λύση r?. (c)-(d) Dirichlet διανυσματικό πεδ́ιο u?
και (e) J?.
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(a) target mesh

(b) r?

(c) u?x (d) u?y (e) J(u?, v?, r?)

Εικόνα 4.10 : Ανακατασκευή μ́ιας ρωγμής με (xΓ, yΓ) = (−0.4, 0), a= 0.5 και R = 2.5.
(a) Στόχος ανακατασκευής. (b) Βέλτιστη λύση r?. (c)-(d) Dirichlet διανυσματικό πεδ́ιο
u? και (e) J?.
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(a) target mesh

(b) r?

(c) u?x (d) u?y (e) J(u?, v?, r?)

Εικόνα 4.11 : Ανακατασκευή μ́ιας ρωγμής με (xΓ, yΓ) = (0.6, 0), a= 0.6 και R = 3. (a)
Στόχος ανακατασκευής. (b) Βέλτιστη λύση r?. (c)-(d) Dirichlet διανυσματικό πεδ́ιο u?
και (e) J?.
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(a) target mesh

(b) r?

(c) u?x (d) u?y (e) J(u?, v?, r?)

Εικόνα 4.12 : Ανακατασκευή μ́ιας ρωγμής με (xΓ, yΓ) = (0, 0.5), a= 0.6 και R = 3. (a)
Στόχος ανακατασκευής. (b) Βέλτιστη λύση r?. (c)-(d) Dirichlet διανυσματικό πεδ́ιο u?
και (e) J?.
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(a) target mesh

(b) r?

(c) u?x (d) u?y (e) J(u?, v?, r?)

Εικόνα 4.13 : Ανακατασκευή μ́ιας ρωγμής με (xΓ, yΓ) = (0.8,−0.6), a= 0.5 και R = 3.
(a) Στόχος ανακατασκευής. (b) Βέλτιστη λύση r?. (c)-(d) Dirichlet διανυσματικό πεδ́ιο
u? και (e) J?.
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Π́ινακας 4.5: Παράμετροι ανακατασκευής για το αντ́ιστροφο πρόβλημα της ρωγμής.

Convergence parameters

crack center a R h Elements Nodes cf cr
r?

r?min(×10−6) r?max

(0, 0) 0.8 2 1.300 4306 2301 0.65 1 6.71 1

(−0.4, 0) 0.5 2.5 0.556 30060 15325 0.21 60 9.25 1

(0.6, 0) 0.6 3 0.670 26824 13707 0.09 70 1.59 1

(0, 0.5) 0.6 3 0.979 15846 8218 0.09 40 7.18 1

(0.8,−0.6) 0.5 3 0.849 19400 10054 0.017 1 5.47 1
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