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Πξφινγνο 

 

Σθνπφο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο απνηειεί ε κειέηε εηζαγσγηθψλ ζεκάησλ ηεο 

αξηζκεηηθήο αλάιπζεο, ζε έλλνηεο νη νπνίεο βαζίδνληαη ζηα λεπξσληθά δίθηπα, 

ζχκθσλα κε ηελ επηζηεκνληθή δεκνζίεπζε ηνπ S.W.Ellacott κε ηίηιν “Aspects of the 

numerical analysis of neural networks”. Πην ζπγθεθξηκέλα, ν αλαγλψζηεο κέζα απφ 

ηα πξψηα θεθάιαηα ηεο εξγαζίαο, εηζάγεηαη νκαιά ζηελ έλλνηα ησλ  λεπξσληθψλ 

δηθηχσλ θαη ζηηο καζεκαηηθέο πξνζεγγίζεηο πνπ ζα αθνινπζήζνπλ ζηα επφκελα 

θεθάιαηα. Η παξαθάησ εξγαζία ρσξίδεηαη ζε 4 θεθάιαηα, ηα νπνία επηθεληξψλνληαη 

θαη εκβαζχλνπλ ζηηο  έλλνηεο ησλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ, ηελ ππθλφηεηα θαη ηε ζεσξία 

πξνζέγγηζεο, ηνπο αιγφξηζκνπο κάζεζεο θαζψο θαη ζε νξηζκέλεο εθαξκνγέο ηεο 

αξηζκεηηθήο αλάιπζεο ζηα ζπγθεθξηκέλα δίθηπα, αθνινπζψληαο ηε ζπιινγηθή 

πνξεία ηνπ ζπγγξαθέα.  

Μνινλφηη νη έξεπλεο ησλ ηερλεηψλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ μεθίλεζαλ κε ζθνπφ ηελ 

θαηαζθεπή ελφο κνληέινπ πνπ πξνζνκνηψλεη ην βηνινγηθφ δίθηπν λεπξψλσλ, ζην 

παξφλ νη κειέηεο απηέο δελ πεξηνξίδνληαη ζηα βηνινγηθά δίθηπα θαζψο βξίζθνπλ 

εθαξκνγή ζε πνηθίιεο πεξηνρέο, φπσο γηα παξάδεηγκα ζε κεζφδνπο επεμεξγαζίαο 

δεδνκέλσλ, θαηεγνξηνπνίεζεο δεδνκέλσλ, αλαγλψξηζε κνηίβσλ θαη άιια.  

 

Δςσαπιζηίερ 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ζεξκά θαη θχξην Φξπζαθίλν Κσλζηαληίλν γηα ηελ 

πνιχηηκε βνήζεηα ηνπ ζηελ πινπνίεζε ηεο δηπισκαηηθήο ηνπ εξγαζίαο. Η 

θαζνδήγεζε πνπ κνπ παξείρε κε βνήζεζε λα αλαπηχμσ ηηο γλψζεηο κνπ θαη λα 

θαηαλνήζσ ζχλζεηεο καζεκαηηθέο έλλνηεο βαζηζκέλνη ζηελ αξηζκεηηθή αλάιπζε ζηα 

λεπξσληθά δίθηπα. 

Δπίζεο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηα κέιε ηεο εμεηαζηηθήο επηηξνπήο, ηνλ θχξην 

Γεσξγνχιε Δκκαλνπήι θαη ηνλ θχξην Κνιέηζν Ισάλλε, νη νπνίνη δηάβαζαλ θαη 

αζρνιήζεθαλ κε ηελ δηπισκαηηθή κνπ εξγαζία. 
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1. Διζαγωγή ζηα νεςπωνικά δίκηςα 
 

1.1 Ιζηοπική αναδπομή 

 

Η πεξηνρή ησλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ, απνηειεί έλα καζεκαηηθφ εξγαιείν δίρσο 

ηδηαίηεξα κεγάιε πξντζηνξία ηεο νπνίαο ε αξρή ρξνλνινγείηαη ζηα κέζα ηνπ 20
νπ

 

αηψλα κε κία θχξηα ψζεζε ηελ δεθαεηία ηνπ 1980.  

 

Τν πξψην κνληέιν λεπξσληθνχ δηθηχνπ, παξνπζηάδεηαη απφ ηνπο McCulloch θαη 

Pits ην 1943, νη νπνίνη παξνπζίαζαλ, γηα πξψηε θνξά, ηα ζηνηρεία  ελφο 

λεπξσληθνχ δηθηχνπ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ππνζηήξημαλ πσο έλα λεπξσληθφ δίθηπν 

απνηειείηαη απφ κηα ζπιινγή ελφο κεγάινπ αξηζκνχ λεπξψλσλ θαη έδεημαλ φηη νη 

λεπξψλεο κπνξνχλ λα ιεηηνπξγήζνπλ άκεζα κε ηηο δηαζπλδέζεηο ηνπο. Αξγφηεξα, 

νη ίδηνη πξνρψξεζαλ ζε έλα πην εμειηγκέλν πξφηππν θαη πνιχπινθν δίθηπν κε 

άκεζε εθαξκνγή ζηελ αλαγλψξηζε ζρεκάησλ. Σε απηφ ην ζεκείν είλαη ηδηαίηεξα 

ζεκαληηθφ λα ηνληζηεί, πσο ε ζεκειηψδεο ηδέα ησλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ 

πξνέξρεηαη απφ ηελ κειέηε ιεηηνπξγίαο ηνπ εγθεθάινπ ησλ ζειαζηηθψλ θαζψο 

θαη ζηελ πξνζπάζεηα θαηαλφεζεο ηεο αθνινπζίαο ησλ βεκάησλ πνπ αθνινπζνχλ 

ηα βηνινγηθά ζπζηήκαηα, κε ζθνπφ ηελ εμαγσγή/ πξφβιεςε 

ζπκπεξηθνξάο/απνηειεζκάησλ. Δπηπξνζζέησο, αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη νη 

εξγαζίεο ησλ McCulloch–Pitts  πηζαλφηαηα λα κελ είραλ ιάβεη ηελ αξκφδνπζα 

πξνζνρή εάλ δελ ηηο ρξεζηκνπνηνχζε ν J. Von Neumann σο παξάδεηγκα γηα ηηο 

ππνινγηζηηθέο κεραλέο. Αξγφηεξα θαη ζπγθεθξηκέλα ην 1957, παξνπζηάζηεθε γηα 

πξψηε θνξά απφ ηνλ Rosenblatt, ην κνληέιν ηνπ αηζζεηήξα (perceptron) ην νπνίν 

πξφθεηηαη γηα έλα κνληέιν κε δχν κφλν επίπεδα ηεο εηζφδνπ θαη εμφδνπ. 

Δηδηθφηεξα, ην κνληέιν απηφ ζηελ αξρή ελζνπζίαζε ηελ επηζηεκνληθή θνηλφηεηα 

θαζψο θαίλεηαη πσο παξνπζίαδε κεγάιε αθξίβεηα ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. Η 

ηδέα ησλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ, ραξαθηεξίζηεθε σο ε απνηειεζκαηηθφηεξε ηερληθή 

γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ ηα νπνία έσο ηφηε παξέκελαλ άιπηα, γξήγνξα 

φκσο αλαγλψξηζαλ φηη ηα κνληέια απηά έρνπλ αξθεηνχο πεξηνξηζκνχο.  

 

Πνιινί επηζηήκνλεο απνθάζηζαλ λα αζρνιεζνχλ απνθιεηζηηθά κε ηελ ηδέα ησλ 

λεπξσληθψλ δηθηχσλ, παξνπζηάδνληαο πνιιέο αλαθνξέο, εξγαζίεο θαη πξαθηηθέο 

εθαξκνγέο, νλφκαηα φπσο νη Widrow θαη Hoff (1959) ησλ νπνίσλ ηα κνληέια 

ηνπο ρξεζηκνπνηήζεθαλ σο θίιηξα πξνθεηκέλνπ λα εμαιεηθζεί ε ερψ ζηηο 

ηειεθσληθέο γξακκέο. Ο J. Hopfield (1982) κε ηελ εξγαζία ηνπ απέδεημε πσο ηα 

λεπξσληθά δίθηπα κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ θαη σο απνζεθεπηηθφο ρψξνο κε 

ηελ δπλαηφηεηα αλάθηεζεο πιεξνθνξίαο. Δπηπξνζζέησο, εξγαζίεο φπσο ησλ 

McClelland θαη Rumelhart (1986) παξαζέηνπλ κηα δηαθνξεηηθή εθδνρή ησλ 

perceptron, ελζσκαηψλνληαο ζην ππάξρνλ κνληέιν θαη άιια επίπεδα λεπξψλσλ 

(εθηφο απφ ηελ είζνδν θαη ηελ έμνδν) θαη πξνηείλνληαο ηελ κέζνδν 

νπηζζνδηάδνζεο (back-propagation) ε νπνία παξακέλεη έσο ζήκεξα ε 
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απνηειεζκαηηθφηεξε ηερληθή εθπαίδεπζεο δηθηχσλ. Τέινο, επηζεκαίλεηαη ε 

εξγαζία ηνπ S.W. Ellacot (1994) πνπ απνηειεί κηα απφπεηξα ζχλδεζεο ησλ 

λεπξσληθψλ δηθηχσλ κε ηνλ απζηεξφ καζεκαηηθφ θνξκαιηζκφ θαη ηδηαίηεξα κε 

ηελ εξεπλεηηθή πεξηνρή ηεο αξηζκεηηθήο αλάιπζεο. (βλ. [1, Κεθάλαιο2, ζελ. 1-

6]) 
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1.2 Τι είναι νεςπωνικό δίκηςο 

 

Η πξφνδνο ζηα ηερλεηά λεπξσληθά δίθηπα, πνπ ζπρλά αλαθέξνληαη απιψο θαη σο 

λεπξσληθά δίθηπα, βαζίδεηαη ζηελ ζεκειηψδε αλαγλψξηζε, φηη ν εγθέθαινο 

επεμεξγάδεηαη πιεξνθνξίεο κε έλα ηειείσο δηαθνξεηηθφ ηξφπν απφ ηνλ 

ζπκβαηηθφ, κε ηνλ νπνίν επεμεξγάδνληαη πιεξνθνξίεο νη ζχγρξνλνη ςεθηαθνί 

ππνινγηζηέο.  

Ο εγθέθαινο είλαη έλα εμαηξεηηθά πεξίπινθν, κε γξακκηθφ θαη παξάιιειν 

ζχζηεκα δηαδηθαζηψλ. Γηαζέηεη ηελ ηθαλφηεηα ηεο νξγάλσζεο ησλ λεπξψλσλ 

θαζψο θαη ηελ πξαγκαηνπνίεζε ζπγθεθξηκέλσλ ππνινγηζκψλ, φπσο ηελ 

αλαγλψξηζε πξνζψπσλ, αληίιεςε θαη ηνλ έιεγρν κεραλψλ πνιχ πην γξήγνξα απφ 

ηνπο ζχγρξνλνπο ππνινγηζηέο. Γηα παξάδεηγκα, ε αλζξψπηλε φξαζε, ε νπνία 

πξφθεηηαη γηα κηα δηεξγαζία επεμεξγαζίαο δεδνκέλσλ, κηα ζπλάξηεζε δειαδή ηνπ 

νπηηθνχ καο ζπζηήκαηνο κε ζθνπφ ηελ παξνπζίαζε θαη ηελ παξνρή πιεξνθνξηψλ 

ηνπ πεξηβάιινληνο γχξσ ηνπ ππνθεηκέλνπ, ψζηε λα πεηχρεη ηελ αιιειεπίδξαζε 

ηνπ κε απηφ. Τν παξαπάλσ ιεηηνπξγηθφ ζχζηεκα γηα λα πεηχρεη ηελ αλαγλψξηζε 

ελφο γλψξηκνπ πξνζψπνπ ζε έλα αζπλήζηζην ηνπίν ρξεηάδεηαη πεξίπνπ 100 – 200 

ms (0,1 – 0,2 s), πνιχ πην γξήγνξα απφ ηνπο ζπκβαηηθνχο ππνινγηζηέο. 

(Churchland, 1986) 

Αλαγλσξίδνληαο ηνλ εμαηξεηηθφ ηξφπν ιεηηνπξγίαο ηνπ εγθεθάινπ, ζα ιέγακε φηη 

έλα λεπξσληθφ δίθηπν είλαη κηα κεραλή ζρεδηαζκέλε έηζη ψζηε λα κνληεινπνηεί 

δηεξγαζίεο κε ηνλ ηξφπν ηνπ εγθεθάινπ. Γηα λα επηηεπρζεί θαιή απφδνζε, ην 

λεπξσληθφ δίθηπν ρξεζηκνπνηεί κηα ελδνζχλδεζε απφ απιά ππνινγηζηηθά θειηά 

πνπ θαινχληαη λεπξψλεο ή κνλάδεο επεμεξγαζίαο.  

Σχκθσλα κε ηα παξαπάλσ, θαηά ηνπο (Alexander θαη Morton (1990)) ζα 

κπνξνχζακε λα νξίζνπκε ην λεπξσληθφ δίθηπν σο: 

Έλα λεπξσληθφ δίθηπν είλαη έλαο ηεξάζηηνο, παξάιιεια θαηαλεκεκέλνο 

επεμεξγαζηήο πνπ έρεη κηα θπζηθή θιίζε ζηελ απνζήθεπζε βησκαηηθψλ γλψζεσλ, 

θάλνληάο ηηο δηαζέζηκεο, γηα ρξήζε αξγφηεξα. Τν λεπξσληθφ δίθηπν νκνηάδεη κε 

ηνλ αλζξψπηλν εγθέθαιν ζε δχν ηξφπνπο: 

1. Η γλψζε ηνπ λεπξσληθνχ δηθηχνπ επηηπγράλεηαη κε κηα δηαδηθαζία 

κάζεζεο.  

2. Οη ζπλδέζεηο ησλ ελδνλεπξψλσλ, γλσζηέο θαη σο βάξε ζπλάςεσλ 

ρξεζηκνπνηνχληαη κε ζθνπφ ηελ απνζήθεπζε ηεο πιεξνθνξίαο. 

 

Η ελέξγεηα πνπ εθηειείηαη γηα ηε δηαδηθαζία κάζεζεο, θαιείηαη αιγφξηζκνο 

κάζεζεο. Πξφθεηηαη δειαδή γηα κηα ζπλάξηεζε πνπ ηξνπνπνηεί ηα βάξε ησλ 
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ζπλάςεσλ ηνπ δηθηχνπ κε κεζνδηθφ ηξφπν, ψζηε λα επηηεπρζεί ην επηζπκεηφ 

απνηέιεζκα.  

Γιαηί όμωρ να επιλέξοςμε ηα νεςπωνικά δίκηςα ώζηε να πποζεγγίζοςμε ηο 

ππόβλημα μαρ;  

Η απάληεζε ζην παξαπάλσ εξψηεκα, έπεηαη ζην θαηλφκελν φηη έλα λεπξσληθφ 

δίθηπν εθκεηαιιεχεηαη ηελ ηζρχ ελφο ειεθηξνληθνχ ζπζηήκαηνο γηα ηε ρξήζε ηεο 

ηεξάζηηαο παξάιιειεο θαηαλεκεκέλεο δνκήο ηνπ, θαζψο θαη ηελ ηθαλφηεηα ηεο 

κάζεζεο θαη θαη‟ επέθηαζε ηεο γελίθεπζεο ησλ απνηειεζκάησλ. Απηέο νη δχν 

ηδηφηεηεο ηνπ δηθηχνπ ην θαζηζηνχλ ηθαλφ γηα ηελ επίιπζε πνιχπινθσλ  

πξνβιεκάησλ. Παξφια απηά, ζηελ πξάμε ηα παξαπάλσ πξαγκαηνπνηνχληαη ζε 

ζπλεξγαζία κε ηνλ κειεηεηή θαη ηνπ δηθηχνπ πνπ έρεη νξηζηεί.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, έλα λεπξσληθφ δίθηπν θαηέρεη ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο θαη 

ηθαλφηεηεο:  

1) Μη γπαμμικόηηηα (Nonlinearity ): 

 

Ο λεπξψλαο πξφθεηηαη γηα έλα κε γξακκηθφ κεραληζκφ θαη θαη‟ επέθηαζε, 

ην λεπξσληθφ δίθηπν πνπ απνηειείηαη απφ έλα ζχλνιν ελδνζπλδεδεκέλσλ 

λεπξψλσλ κνξθνπνηείηαη σο έλα κε γξακκηθφ ζχζηεκα. Η κε 

γξακκηθφηεηα ηνπ δηθηχνπ πξφθεηηαη γηα κηα ζεκαληηθή ηδηφηεηα αθνχ 

πνιιά απφ ηα   θπζηθά πξνβιήκαηα πνπ πξέπεη λα αληηκεησπηζηνχλ είλαη 

εθ θχζεσο κε γξακκηθά, φπσο γηα παξάδεηγκα ε γελίθεπζε ελφο ζήκαηνο 

(νκηιεηηθφ ζήκα, θ.α.). 

 

2) σεδιαζμόρ ηων ειζαγόμενων – εξαγόμενων, δεδομένων: 

Έλα ζπλεζηζκέλν κνληέιν κάζεζεο, νλνκάδεηαη supervised learning θαη 

πεξηιακβάλεη ηξνπνπνηήζεηο ησλ βαξψλ ηνπ δηθηχνπ, εθαξκφδνληαο κηα 

ζπιινγή απφ θαηαγεγξακκέλα δείγκαηα θαη παξαδείγκαηα. Κάζε 

παξάδεηγκα εκπεξηέρεη έλα κνλαδηθφ εηζαγφκελν ζήκα θαη ηελ θαηάιιειε 

επηζπκεηή έμνδν. Τν δίθηπν επηιέγεη έλα ηπραίν παξάδεηγκα απφ ην δείγκα 

θαη ηα βάξε ησλ ζπλάςεσλ κεηαζρεκαηίδνπλ θαηάιιεια ην δίθηπν κε 

ζθνπφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο απφθιηζεο αλάκεζα ζηελ επηζπκεηή έμνδν 

θαη ηελ πξαγκαηηθή αληίδξαζε ηνπ δηθηχνπ πνπ έρεη παξαρζεί απφ ην 

εηζαγφκελν δεδνκέλν ζε ζπκθσλία κε έλα θαηάιιειν ζηαηηζηηθφ, ή άιιν 

θξηηήξην. Η δηαδηθαζία εθκάζεζεο επαλαιακβάλεηαη γηα πνιιά νξίζκαηα 

ηνπ δείγκαηνο, νχησο ψζηε λα θηάζεη ζε κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε, φπνπ δε 

ζα ζεκεηψλνληαη δξακαηηθέο αιιαγέο ζηα βάξε ησλ ζπλάςεσλ. Έηζη ην 

δίθηπν καο καζαίλεη απφ νξίζκαηα κε βάζε ην ζρεδηαζκφ ησλ 

εηζαγφκελσλ – εμαγφκελσλ δεδνκέλσλ. 

3) Πποζαπμοζηικόηηηα: 
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Τα λεπξσληθά δίθηπα έρνπλ ηελ ηθαλφηεηα ηνπ λα πξνζαξκφδνπλ ηα βάξε 

ησλ ζπλάςεσλ ζε αιιαγέο ηνπ πεξηβάιινληνο. Δηδηθφηεξα, έλα δίθηπν πνπ 

είλαη ζρεδηαζκέλν λα ιεηηνπξγεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν πεξηβάιινλ, κπνξεί 

εχθνια λα επαλεθπαηδεπηεί έηζη ψζηε λα ελεξγεί ζε έλα άιιν κε κηθξέο 

αιιαγέο ζπγθξηηηθά κε ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο.  

 

4) Αποδεικηική απόκπιζη:  

 

Σην πιαίζην ηεο ηαμηλφκεζεο ησλ κνηίβσλ, έλα λεπξσληθφ δίθηπν κπνξεί 

λα ζρεδηαζηεί έηζη ψζηε λα παξέρεη πιεξνθνξίεο φρη κφλν γηα ηελ επηινγή 

ηνπ θαηάιιεινπ κνηίβνπ αιιά επίζεο θαη γηα ηελ βεβαηφηεηα ηεο 

επηινγήο. Απηή ε πιεξνθνξία κπνξεί λα βνεζήζεη ζηελ θαηαζθεπή 

κνηίβσλ κε ζθνπφ ηε βειηίσζε ηεο απφδνζεο θαη ηεο ηαμηλφκεζεο απφ ην 

δίθηπν.  

 

5) ςνάθεια ηος ζςζηήμαηορ:  

 

Η πιεξνθνξία, παξνπζηάδεηαη απφ ηελ θαηαζθεπή θαη ηελ θαηάζηαζε 

ελεξγνπνίεζεο ηνπ λεπξσληθνχ δηθηχνπ, νπφηε θάζε λεπξψλαο 

ελδερνκέλσο λα είλαη επεξεαζκέλνο απφ ηε ζπλνιηθή δξαζηεξηφηεηα φινπ 

ηνπ δηθηχνπ. Σπλεπψο, ε ζπλάθεηα αληηκεησπίδεηαη κε θπζηθφηεηα απφ 

έλα λεπξσληθφ δίθηπν.  

 

6) Ανοσή λάθοςρ: 

 

Έλα λεπξσληθφ δίθηπν, έρεη ηελ δπλαηφηεηα λα είλαη εγγελψο αλεθηηθφ ζε 

ζθάικαηα, κε ηελ έλλνηα φηη ε απφδνζε ηνπ κπνξεί λα ππνβηβαζηεί θάησ 

απφ νξηζκέλεο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο. Γειαδή, εάλ έλαο λεπξψλαο ή νη 

ελψζεηο ηνπ έρνπλ ππνζηεί δεκηά, κπνξεί λα θαηαξγεζεί ή λα αλαθαιεζηεί 

έλα απνζεθεπκέλν κνηίβν.  

 

7) Ομοιομοπθία ηηρ ανάλςζηρ και ζσεδιαζμόρ: 

 

Τν λεπξσληθφ δίθηπν εμ‟ νξηζκνχ, είλαη έλα ζχζηεκα επεμεξγαζίαο 

δεδνκέλσλ κε ζθνπφ ηελ θαζνιηθφηεηα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζα 

κπνξνχζακε λα πνχκε φηη νη λεπξψλεο είλαη θχξην ζπζηαηηθφ γηα φια ηα 

λεπξσληθά δίθηπα. Η ηαχηηζε απηή, επηηξέπεη ζηα δίθηπα λα κνηξάδνληαη 

ζεσξίεο θαη αιγνξίζκνπο κάζεζεο ζε δηαθνξεηηθνχο θιάδνπο ηεο 

επηζηήκεο. Τέινο, δίθηπα πνπ ζέινπκε λα θαηαζθεπάζνπκε κπνξνχλ λα 

επηηεπρζνχλ απφ ηελ επεμεξγαζία ήδε ππαξρφλησλ. (βλ. [11, Κεθάλαιο1, 

ζελ. 1-5]) 
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Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη έλα απιφ παξάδεηγκα φπνπ ην δίθηπν είλαη κε ηέηνην ηξφπν 

ζρεδηαζκέλν, ψζηε λα ππνινγίδεη ηελ “exclusive-or” (XOR) ζπλάξηεζε. Οπζηαζηηθά, 

πξφθεηηαη γηα έλα θιαζηθφ πξφβιεκα ζηα ηερλεηά λεπξσληθά δίθηπα κε ζθνπφ ηελ 

εμαγσγή ηεο ηηκήο 0 αλ ηα εηζαγφκελα δεδνκέλα είλαη ίδηα θαη ηελ ηηκή 1, αιιηψο. 

Παράδειγμα1: Υπολογιζμός “XOR” 

Έζησ ην ζεη δηαλπζκάησλ X  πνπ πεξηιακβάλεη ηνπο ζπλδπαζκνχο κεηαμχ ησλ ηηκψλ  

0 θαη 1, θαζψο θαη ηα βάξε ζπλάςεσλ ijw , φπνπ ν δείθηεο i  εθθξάδεη ηε ζέζε ηνπ 

εηζαγφκελνπ δεδνκέλνπ θαη j ηε ζέζε ηνπ ζηξψκαηνο πνπ θαηαιήγεη, φπσο θαίλεηαη 

παξαθάησ .   

)}.1,1(),0,1(),1,0(),0,0{(X  

Τν δίθηπν πξέπεη λα εμάγεη ηελ ηηκή “0”, εάλ ηα εηζαγφκελα δεδνκέλα είλαη ίδηα θαη  

“1” αιιηψο. 

Έζησ εηζαγφκελν δηάλπζκα ην (1,0)  θαη ηα βάξε ζπλάςεσλ 111 w , 121 w ,  

112 w , 122 w , 223 w  .  

Τν δηάλπζκα κε ην νπνίν αζρνινχκαζηε ζα πνιιαπιαζηαζηεί κε ηα αληίζηνηρα βάξε 

ησλ ζπλάςεσλ θαη ζα ζπγθξηζεί κε ηελ νξηαθή ηηκή 1,5 (threshold value). Τα ζηνηρεία 

απηά θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

Σσήμα 1 

 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε πνζφηεηα                    θαη άξα ην δίθηπν ζα 

εμάγεη ηε ηηκή 0. Γηαθνξεηηθά αλ είρακε σο input ην δηάλπζκα ηηκψλ (1,1) ε πξάμε 

(             1,5 ηφηε ην output πνπ ζα παίξλακε ζα ήηαλ ε ηηκή 1. 
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Δλ ζπλερεία θαη αθνχ έρνπκε πξνρσξήζεη ζην επφκελν θξπθφ ζηξψκα, ηα input θαη ε 

πνζφηεηα ηνπ πξψηνπ θξπθνχ ζηξψκαηνο πνιιαπιαζηαδφκελα εθ λένπ κε ηα λέα 

βάξε πξέπεη λα ζπγθξηζνχλ κε ηελ ηειηθή νξηαθή ηηκή 0,5 (φπσο θαίλεηαη ζην 

Σρήκα1). Πην ζπγθεθξηκέλα, (1 1) + (0 1)+ (0 (-2)) =1 > 0,5 θαη έηζη ην output ηνπ 

δηθηχνπ είλαη ε ηηκή 1, νδεγψληαο καο ζην επηζπκεηφ απνηέιεζκα. Να ζεκεησζεί φηη 

ε εμαγφκελε ηηκή ηεο ζχλαςεο ηνπ εηζαγφκελνπ δεδνκέλνπ ζε κνξθή ζπλάξηεζεο, 

νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε ελεξγνπνίεζεο ηεο ζχλαςεο . 

Σηνλ παξαπάλσ γξάθν, ηα ζχκβνια πνπ αλαγλσξίδνληαη σο θχθινη, θαινχληαη 

λεπξψλεο θαη νη επζείεο γξακκέο πνπ ελψλνπλ ηε ζηήιε ησλ εηζαγφκελσλ δεδνκέλσλ 

θαζψο θαη ηα θξπθά ζηξψκαηα ιέγνληαη ελψζεηο ή ζπλάςεηο. Οπζηαζηηθά, ν γξάθνο 

ρξεζηκνπνηεί ηα inputs πνιιαπιαζηάδνληαο ηα κε ηα αλάινγα βάξε ησλ ελψζεσλ, 

θαηαιήγνληαο ηα ζηα θξπθά ζηξψκαηα. Έπεηηα, ζπγθξίλνληαο ηηο ηηκέο κε ηηο 

threshold values θαηαιήγνπκε ζην ζηξψκα εμφδνπ κε ην πξνβιεπφκελν output. 

Οπιζμόρ 1.2.1: Έζησ ζπλάξηεζε :f      θαη 21, xx  πνπ αλήθνπλ ζην πεδίν 

νξηζκνχ. Τφηε, ε ζπλάξηεζε καο θαιείηαη γλεζίσο αχμνπζα αλ 21, xx  κε 21 xx   

ηζρχεη φηη   )()( 21 xfxf  .  

Οπιζμόρ 1.2.2: Έζησ ζπλάξηεζε :f      . Η ζπλάξηεζε ζα θαιείηαη θξαγκέλε 

αλ ππάξρνπλ αξηζκνί BA,    ηέηνηνη ψζηε BxfA  )( .  

Οπιζμόρ 1.2.3: Οη ζηγκνεηδείο πξφθεηηαη γηα ζπλαξηήζεηο φπνπ ηα φξηα ηνπο ζην   

είλαη 1 θαη 0 αληηζηνίρσο. Η δεκνθηιέζηεξε επηινγή είλαη απηή ηεο ινγηζηηθήο 

ζπλάξηεζεο κε ηνλ ηχπν:  

 

 

Πέξα φκσο απφ ηε ινγηζηηθή ζπλάξηεζε, παξαδείγκαηα ζηγκνεηδψλ ζπλαξηήζεσλ 

είλαη ε ππεξβνιηθή εθαπηνκέλε, ε ηφμν εθαπηνκέλε θ.α.  

 

 

Αμίδεη λα επηζεκαλζεί ζε απηφ ην ζεκείν, φηη ην παξαπάλσ δίθηπν ρξεζηκνπνηείηαη 

σο έλα κνηίβν ηαμηλφκεζεο. Δηδηθφηεξα, ηα εηζαγφκελα δεδνκέλα ρσξίδνληαη ζε 

θιάζεηο (ζηελ πεξίπησζε καο είρακε ηνλ δηαρσξηζκφ ζε δχν θιάζεηο, ζχκθσλα κε ην 

XOR φπνπ ηα inputs ήηαλ ηα 0,1) θαη έηζη κηα απιή binary (0,1) έμνδνο ζα ήηαλ 

επαξθήο. Βέβαηα ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο, νη πξνγξακκαηηζηέο κπνξεί λα απαηηήζνπλ 

πεξηζζφηεξεο απφ δχν θιάζεηο, ην νπνίν κπνξεί λα επηηεπρζεί επηηξέπνληαο ην 

ζηξψκα εμφδνπ λα πάξεη ηηκέο πέξα απφ binary ή αθφκα λα ππάξρεη  ε επηινγή λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ πεξηζζφηεξα απφ έλα output. 

  

.
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1.3 Perceptrons και πολύ-επίπεδα perceptrons 

 

Η ζπγθεθξηκέλε ελφηεηα ζα επηθεληξσζεί ζην απινχζηεξν θαη έλα απφ ηα πην 

αλαγλσξίζηκα ζπζηήκαηα κάζεζεο ην perceptron (αηζζεηήξα) θαη κηα επέθηαζε 

απηνχ, ηα πνιχ- επίπεδα perceptrons (multi-layer perceptrons, MLP), (ή θαη εκη-

γξακκηθφ δίθηπν κε πξφζζηα ηξνθνδφηεζε) πνπ αλαπηχρζεθαλ απφ ην Rosenblatt 

ην1957. 

1.3.1 Νευρωνικά δίκτυα ενόσ επιπέδου με προσ τα εμπρόσ τροφοδότηςη 

ςήματοσ (perceptrons) 

 

Τν perceptron πξφθεηηαη γηα ηελ απινχζηεξε κνξθή ελφο λεπξσληθνχ δηθηχνπ θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη θπξίσο γηα ηελ θαηεγνξηνπνίεζε κνηίβσλ πνπ είλαη γξακκηθά 

δηαρσξηζκέλα. Σπγθεθξηκέλα, απνηειείηαη απφ έλαλ απιφ λεπξψλα κε θαηάιιεια 

βάξε ζπλάςεσλ θαη κηα νξηαθή ηηκή. Ο αιγφξηζκνο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηε 

ξχζκηζε ησλ εηζαγφκελσλ δεδνκέλσλ ηνπ δηθηχνπ, πξσηνεκθαλίζηεθε ζε κηα 

δηαδηθαζία κάζεζεο θαηά ηνλ Rosenblatt (1958-1962). Ο Rosenblatt, απέδεημε φηη αλ 

ην κνηίβν (δηαλχζκαηα) πνπ ρξεζηκνπνηνχληαλ θαηά ηελ εθπαίδεπζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

είλαη ζρεδηαζκέλα ζε δχν γξακκηθά δηαρσξίζηκεο θιάζεηο, ηφηε ν αιγφξηζκνο 

perceptron ζπγθιίλεη ζε πεπεξαζκέλν αξηζκφ βεκάησλ ζρεκαηίδνληαο έλα γξακκηθφ 

δηαρσξίζηκν ζεη δεδνκέλσλ. Η απφδεημε ηεο ζχγθιηζεο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη γλσζηή 

θαη σο ζεψξεκα ζχγθιηζεο ηνπ perceptron (perceptron convergence theorem). 

Σην παξαθάησ ζρήκα παξνπζηάδεηαη έλα απιφ perceptron κε κία έμνδν (Σρήκα 2).  

 

Σσήμα 2 
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Σην (Σρήκα 2) νη κνλάδεο πεξηγξάθνληαη αθξηβψο φπσο ην (ζρήκα 1) κε παξφκνηα 

ραξαθηεξηζηηθά (ηα inputs έρνπλ κηα ζπλάξηεζε ελεξγνπνίεζεο θαη ην output πεξλάεη 

απφ κία νξηαθή ηηκή). 

Έηζη, ζπκπεξαίλεη θαλείο ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ: Έζησ x ην δηάλπζκα εηζφδνπ, w 

ην δηάλπζκα ησλ βαξψλ wx,(   ) θαη c ε νξηαθή ηηκή. Τφηε αλ ην εζσηεξηθφ 

γηλφκελν cxwT  , ε έμνδνο y πνπ ζα πάξνπκε ζα είλαη 1 θαζψο θαη αλ ε πξάμε 

cxwT   ηφηε ην output y ζα είλαη 0. 

Παπαηήπηζη 1.3.1: Σπκπεξαζκαηηθά ζα κπνξνχζε λα παξαηεξεζεί πσο γηα έλα 

δεδνκέλν δηάλπζκα βαξψλ θαη κηα νξηαθή ηηκή πνπ δελ αιιάδεη ην δίθηπν δηαηξεί κε 

έλα ππεξεπίπεδν ηνλ    ζε δχν ρψξνπο. Σπλεπψο, ν αιγφξηζκνο απηφο έρεη ηελ 

ηδηφηεηα ηεο δπαδηθήο (binary )  γξακκηθήο ηαμηλφκεζεο ηνπ ρψξνπ.  

Παπαηήπηζη 1.3.2 (βλ. [5,ζελ. 149 , ζελ. 148]): Γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηνπ      

( 2n ) θαη ηελ XOR ζπλάξηεζε δηαπηζηψλνπκε φηη ηα inputs γηα λα παξάγνπλ ηηο 

ηηκέο 0,1 πξέπεη λα βξίζθνληαη ζε δηαγψληεο αληίζεηεο γσλίεο ελφο ηεηξαγψλνπ. Απηφ 

ζα ζήκαηλε φηη έλα perceptron δελ κπνξεί λα ρσξίζεη γξακκηθά ην ρψξν κεηαμχ ηνπο 

θαη πξέπεη λα αληηκεησπηζηεί κε κε- γξακκηθά δίθηπα. Παξαθάησ έπεηαη γξαθηθή 

απεηθφληζε ελφο ζεη δηαλπζκάησλ )},(),,(),.(),,{( bbabbaaaX   κε ba,   

 

 

 

Σχκθσλα κε ην παξαπάλσ ζρήκα, θαηαιαβαίλνπκε πσο δελ έρεη ηελ δπλαηφηεηα 

“γξακκηθνχ δηαρσξηζκνχ” ηνπ ρψξνπ. 
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1.3.2. Πολύ-επίπεδα perceptron 

 

Μηα γελίθεπζε ησλ perceptrons, είλαη ε θιάζε λεπξσληθψλ δηθηχσλ πνπ νλνκάδεηαη 

πνιχ- επίπεδα perceptron (multilayer perceptron) (MLP). Τα ζπγθεθξηκέλα δίθηπα 

απνηεινχληαη απφ έλα ζεη θφκβσλ πνπ απαξηίδνπλ ηα εηζαγφκελα δεδνκέλα, έλα ή 

πεξηζζφηεξα θξπθά ζηξψκαηα απφ ππνινγηζηηθνχο θφκβνπο θαη ην επίπεδν εμφδνπ. 

Τν εηζαγφκελν ζήκα δηαδίδεηαη κέζσ ηνπ δηθηχνπ κε εκπξφζζηα ηξνθνδφηεζε απφ 

ζηξψκα ζε ζηξψκα. Τα MLP έρνπλ εθαξκνζηεί επηηπρψο ψζηε λα επηιπζνχλ δηάθνξα 

δχζθνια πξνβιήκαηα, εθπαηδεχνληαο ην δίθηπν κε έλαλ αιγφξηζκν κάζεζεο πνπ 

θαιείηαη νπηζζνδξφκεζε ζθάικαηνο (Ο αιγφξηζκνο απηφο βαζίδεηαη ζηνλ θαλφλα 

κάζεζεο πνπ βειηηψλεη ηε ζχγθιηζε ηνπ.  Παξαθάησ ππάξρεη ε γξαθηθή απεηθφληζε 

δχν multilayer perceptron (Σρήκα 3, Σρήκα 4) εθ ησλ νπνίσλ ην πξψην πξφθεηηαη γηα 

έλα δίθηπν κε n εηζαγφκελα δεδνκέλα, έλα θξπθφ ζηξψκα θαη ηξεηο εμφδνπο, ελψ ην 

δεχηεξν γηα έλα δίθηπν κε δχν inputs έλα θξπθφ ζηξψκα θαη δχν outputs. 

 

 

 

 

 

 

 

Σσήμα 3 Σσήμα 4 
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Οπιζμόρ 1.3.1: Λνγηθέο ζπλαξηήζεηο (Boolean) νλνκάδνληαη εθείλεο νη ζπλαξηήζεηο 

βάζε ησλ νπνίσλ κπνξεί θαλείο λα ζπκπεξάλεη αλ κηα πξφηαζε είλαη αιεζείο ή 

ςεπδήο. Η ινγηθή ζπλάξηεζε  AND επηζηξέθεη TRUE φηαλ φια ηα επηρεηξήκαηα ηεο 

πξφηαζεο ηζρχνπλ θαη FALSE δηαθνξεηηθά. Η ινγηθή ζπλάξηεζε OR επηζηξέθεη 

TRUE φηαλ ηνπιάρηζηνλ έλα απφ ηα επηρεηξήκαηα ηεο πξφηαζεο ηζρχεη θαη FALSE 

δηαθνξεηηθά. 

Παπαηήπηζη 1.3.1: Οη ινγηθέο ζπλαξηήζεηο AND θαη OR έρνπλ ηελ ηδηφηεηα ηνπ 

γξακκηθνχ δηαρσξηζκνχ ηνπ ρψξνπ (linear separator), ζε αληίζεζε κε ηε ζπλάξηεζε 

XOR πνπ φπσο δείμακε πξηλ δελ έρεη ηελ ηδηφηεηα απηή.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε καζεκαηηθή επέθηαζε ησλ δχν ινγηθψλ ζπλαξηήζεσλ δίλεηαη 

απφ ηα παξαθάησ ηακπιφ. 

X Y X AND Y 

0 0 0 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 

 

X Y X OR Y 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 

 

Όπνπ, ηα κεδεληθά (0) εθθξάδνπλ ηα FALSE επηρεηξήκαηα θαη νη κνλάδεο (1) ηα  

TRUE επηρεηξήκαηα ησλ πξνηάζεσλ. Έηζη ε αλαπαξάζηαζε ησλ παξαπάλσ ζην 

θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ είλαη: 
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Πνπ πξάγκαηη θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο επηηπγράλεηαη ε γξακκηθή δηαρψξηζε ηνπ 

ρψξνπ, ζε δχν επίπεδα. Τν επίπεδν Π1 πεξηέρεη ηηο κνλάδεο (1), ελψ ην επίπεδν Π2 

πεξηέρεη ηα κεδεληθά (0).  

Οπιζμόρ 1.3.2: Γηακέξηζε ελφο κε θελνχ ζπλφινπ Α, είλαη έλα ζχλνιν  iUU   

ππνζχλνιν ηνπ Α, ηα νπνία είλαη αλά δχν μέλα κεηαμχ ηνπο θαη ηζρχεη φηη ji   

 ji UU   θαη ε AU
i

i  .  

Παπαηήπηζη: Γηα λα θαηεγνξηνπνηεζεί έλα ζχλνιν πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, 

ρξεηαδφκαζηε κε θελά πεπεξαζκέλα ππνζχλνια ηνπ ρψξνπ. 

Με βάζε ηα παξαπάλσ,  παξαηεξείηαη πσο γηα λα θαηεγνξηνπνηεζεί θάπνην ζεη 

ζεκείσλ ζε δχν ζεη, κπνξνχκε λα ην θαηαθέξνπκε κε κηα αιιεινπρία ηξηψλ 

perceptron. Πην ζπγθεθξηκέλα, ην πξψην perceptron ρσξίδεη ην ρψξν ζε δχν επίπεδα, 

ε ινγηθή ζπλάξηεζε AND δεκηνπξγεί πνιχγσλα θαη ηέινο ε ινγηθή ζπλάξηεζε OR 

αλαζέηεη απηά ηα πνιχγσλα ζε θιάζεηο. Δπνκέλσο, κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε  

νπνηαδήπνηε δηακέξηζε ηνπ    ζε πνιχγσλα θαη λα ηα θαηαηάζζνπκε ηηο πεξηνρέο 

απηέο ζε θιάζεηο. Τα παξαπάλσ ζα παξνπζηαζηνχλ ζην (Σρήκα 5) ζηνλ ρψξν ηνπ   .  

 

Σσήμα 5 

 

Βιέπνληαο φηη έλα πνιχ-επίπεδν perceptron κπνξεί λα δηαρσξίζεη νπνηνδήπνηε 

πεπεξαζκέλν ζεη ζεκείσλ ζηνλ    κέζσ ησλ ζπλαξηήζεσλ AND θαη OR 

θαηαιαβαίλνπκε  φηη εθαξκφδεηαη κφλν γηα δηαθξηηέο ινγηθέο ζπλαξηήζεηο. 

Παξφια απηά, εκείο ζα ζέιακε ηα δίθηπα καο λα εθαξκφδνληαη θαη ζε ζπλερή 

πξνβιήκαηα. Πην ζπγθεθξηκέλα, σο ζπλήζσο ηα εηζαγφκελα δεδνκέλα είλαη 

δηαλχζκαηα ζηνλ    θαη ην output y ηνπ δηθηχνπ είλαη δηάλπζκα ηνπ    ζπλήζσο    

m    n ( φπνπ ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο 1m ). Έηζη ην δίθηπν καο ππνινγίδεη κηα 

ζπλάξηεζε :g       , πνπ ηε ζεσξνχκε πξνζέγγηζε κηαο ζπλάξηεζεο             
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:f       . Να ζεκεησζεί φηη ε ζπλάξηεζε g  πνπ θαηαζθεπάδεηαη απφ ην δίθηπν, 

πξφθεηηαη γηα κηα ζπλερή ζπλάξηεζε κε ζθνπφ ηελ πξνζέγγηζε νπνηαζδήπνηε 

ζπλάξηεζεο f . Έζησ ηψξα BA,  δχν πεπεξαζκέλα ζεη ζηνλ   , φπνπ ην ζχλνιν Α 

πεξηέρεη “1” θαη ην ζχλνιν Β “0” φπσο θαίλεηαη ζην ( Σρήκα5 ) θαη εκείο ζέινπκε λα 

παξάγνπκε ην output 1 γηα ηα ζεκεία ζην ζχλνιν Α θαη 0 γηα ην ζχλνιν Β. 

Καηαζθεπάδνληαο έηζη έλα πεπεξαζκέλν ζεη πνιπγψλσλ ( 
j

jPQA  : ) θαη

 jPB  , επηιέγνληαο 1m  θαη ζέηνληαο γηα ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε f  σο 

1)( xf  εάλ ην Qx  θαη 0 αιιηψο, ην δίθηπν καο κπνξεί πεηχρεη ηελ ηαμηλφκεζε 

ηνπ ζπλφινπ. 

Σπλεπψο, αλαγλσξίδεηε φηη ηα λεπξσληθά δίθηπα κπνξνχλ λα εμεηαζηνχλ θαη κε 

κεζφδνπο ηεο ζεσξίαο πξνζέγγηζεο, γεγνλφο κε ην νπνίν ζα αζρνιεζνχκε αλαιπηηθά 

ζην θεθάιαην 2. 

Παπαηήπηζη 1.3.2: Γηα ηα παξαπάλσ ρξεζηκνπνηήζεθε κηα κε-ζπλερήο 

ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε, παξφια απηά αθνχ ηα ζχλνια BA, είλαη πεπεξαζκέλα 

κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί απηφ κε δηαδηθαζίεο εμνκάιπλζεο (smooth process).  

2. Πςκνόηηηα και πποζέγγιζη νεςπωνικών δικηύων 
  

Σε απηφ ην θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε ην απνηέιεζκα πνπ εμάγεη έλα λεπξσληθφ 

δίθηπν απφ ηε ζθνπηά ηεο ζεσξίαο πξνζέγγηζεο. Πην ζπγθεθξηκέλα ζα ζέιακε λα 

μέξνπκε εάλ ην ζχλνιν ησλ πηζαλψλ ζπλαξηήζεσλ g πνπ ζα έρνπκε σο output, είλαη 

ππθλφ ζε έλαλ θαηάιιειν ζπλαξηεζηαθφ ρψξν φπνπ ζα πεξηέρεη ηελ ζπλάξηεζε f πνπ 

ζέινπκε λα πξνζεγγίζνπκε. Φσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο θαη επεηδή ζρεδφλ φια ηα 

απνηειέζκαηα εμεηάδνπλ ηελ ππφζεζε ελφο απινχ output ( 1m ), ζα θάλνπκε θαη 

εκείο απηή ηελ απινπνίεζε.  

Οπιζμόρ 2.0.1 (βλ. [2, Οπιζμόρ 4.1, ζελ. 45]): Μεηξηθφο ρψξνο είλαη έλα δεχγνο 

),( X  φπνπ X  είλαη έλα κε θελφ ζχλνιν XX:   κηα απεηθφληζε πνπ 

ηθαλνπνηεί ηηο ηδηφηεηεο :  

 ),( yx    0  γηα θάζε Xyx ,  θαη 0),( yx  αλ θαη κφλν αλ .yx   

 ),(),( xyyx    γηα θάζε Xyx ,  (ζπκκεηξηθή ηδηφηεηα). 

 ),(),(),( zyyxzx    γηα θάζε Xzyx ,,  (ηξηγσληθή ηδηφηεηα). 

Η απεηθφληζε  , νλνκάδεηαη κεηξηθή, ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ X  νλνκάδνληαη 

ζεκεία θαη ν αξηζκφο ),( yx  νλνκάδεηαη απφζηαζε ηνπ x  απφ ην y . 
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Παξαδείγκαηα κεηξηθψλ ρψξσλ είλαη:  

 Η ζπλήζεο κεηξηθή, ζην ζχλνιν   ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ πνπ νξίδεηαη σο 

yxyx ),( γηα θάζε yx,  . 

 Η επθιείδεηα κεηξηθή 2  ζην ζχλνιν  
ησλ δηαηεηαγκέλσλ θ-άδσλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ φπνπ νξίδεηαη σο εμήο: Γηα δχν ζηνηρεία

),...,,( 21 kxxxx 


, ),...,,( 21 kyyyy 


 
ηνπ  

 είλαη 





k

i

ii yxyx
1

2/12

2 ))((),( . 

 

Οπιζμόρ 2.0.2 (βλ. [2, Οπιζμόρ 5.1, ζελ. 56]):  Έζησ ),( X  κεηξηθφο ρψξνο θαη 

Xx 0 . Τφηε γηα θάζε 0  νξίδνπκε ηελ αλνηρηή ζθαίξα θέληξνπ 0x  θαη αθηίλαο 

 , σο ην ζχλνιν  .),(:),( 00   xxXxxS  

Οπιζμόρ 2.0.3 (βλ. [2, Οπιζμόρ 9.2, ζελ. 103]): Έζησ ),(   κεηξηθφο ρψξνο θαη 

Α  . Μηα νηθνγέλεηα  
IiiG



 

ππνζπλφισλ ηνπ X  ιέγεηαη θάιπκκα ηνπ Α αλ  


Ii

iGA


 . Αλ επηπιένλ γηα θάζε Ii ην iG  είλαη αλνηρηφ, ην  
IiiG


ιέγεηαη αλνηρηφ 

θάιπκκα, ελψ ζηελ πεξίπησζε πνπ ην I είλαη πεπεξαζκέλν ην  
IiiG


πεπεξαζκέλν 

θάιπκκα. Αλ IJ  θαη 
Ji

iGA


 ην  
JiiG


ιέγεηαη ππνθάιπκκα ηνπ  

IiiG


 

(γηα ην Α). 

 Οπιζμόρ 2.0.4 (βλ. [2, Οπιζμόρ 9.2, ζελ. 103]): Έζησ ),(   κεηξηθφο ρψξνο θαη  

XK  . Τν K  ζα θαιείηαη ζπκπαγέο αλ θάζε αλνηρηφ θάιπκκα ηνπ K  έρεη 

πεπεξαζκέλν ππνθάιπκκα, δειαδή αλ γηα θάζε νηθνγέλεηα  
IiiG


αλνηρηψλ 

ππνζπλφισλ ηνπ Φ κε K 
i

iG ππάξρνπλ n    θαη Iiii n ,...,, 21 ψζηε 
n

k

ikG
1



Δηδηθφηεξα αλ XK   ηφηε ν X  ζα θαιείηαη ζπκπαγήο κεηξηθφο ρψξνο.  

 

Οπιζμόρ 2.0.5 (βλ. [2, Οπιζμόρ 6.1, ζελ. 65]): Έζησ ),(   κεηξηθφο ρψξνο θαη  

XD  . Έλα ζεκείν Xx  θαιείηαη νξηαθφ ηνπ ζπλφινπ D  αλ 0  ηζρχεη  

DxS ),(   .  

Οπιζμόρ 2.0.6 (βλ. [2, Οπιζμόρ 6.2 ζελ. 65]):  Έζησ ),(   κεηξηθφο ρψξνο θαη  

XD  . Η θιεηζηφηεηα ηνπ D  νξίδεηαη σο     = { xXx :  είλαη νξηαθφ ζεκείν ηνπ 

D}.  
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Οπιζμόρ 2.0.7 (βλ. [2, Οπιζμόρ 7.9, ζελ. 85]): Έζησ ),(   κεηξηθφο ρψξνο θαη  

XD  . Τν D  ιέγεηαη ππθλφ ππνζχλνιν ηνπ X  αλ ε θιεηζηφηεηα ηνπ D  ηζνχηαη κε 

ην ρψξν X )( XD  . 

Δναλλακηικόρ οπιζμόρ ηος πςκνού ζςνόλος (βλ. [7, Οπιζμόρ 2.6, ζελ. 361]):  Έλα 

ππνζχλνιν S ελφο κεηξηθνχ ρψξνπ ),(  , είλαη ππθλφ ζε έλα ππνζχλνιν Α, εάλ 

0  θαη γηα θάζε   , ππάξρεη έλα Ss  ηέηνην ψζηε  ),( as . 

Με άιια ιφγηα, έλα ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ S  κπνξεί λα πξνζεγγίζεη έλα ζηνηρείν ηνπ 

ζπλφινπ A , ζε νπνηνδήπνηε επηζπκεηφ βαζκφ. 

Οπιζμόρ 2.0.8 (βλ. [7, Οπιζμόρ 2.7, ζελ. 361]): Έλα ππνζχλνιν B  θαιείηαη 

νκνηφκνξθα ππθλφ ζηνλ ζπκπαγή ρψξν )(KC , εάλ γηα θάζε ζπκπαγέο ππνζχλνιν 

ηνπ B   , ην S είλαη  -ππθλφ ζηνλ )(KC , φπνπ ε κεηξηθή 

)()(sup),( ygxfgf   γηα φια ηα Bx  θαη )(, KCgf  .  

 

Μία αθνινπζία ζπλαξηήζεσλ  nf  ζπγθιίλεη νκνηφκνξθα, εάλ γηα φινπο ηνπο 

ζπκπαγήο ρψξνπο B    ε κεηξηθή 0),( ffn  φηαλ ην n .  

Δλφςεη ηεο δπζθνιίαο πνπ ζα πξνθχςεη ρξεζηκνπνηψληαο κε- δηαθνξίζηκεο θαη 

αζπλερείο ζπλαξηήζεηο, ζπλεζίδεηαη λα δνπιεχνπκε κε ιείεο ζπλαξηήζεηο 

ελεξγνπνίεζεο ))(( x . Σπλαξηήζεηο ελεξγνπνίεζεο φπσο ήδε έρνπκε εμεγήζεη ζην 

πξψην θεθάιαην είλαη ζηγκνεηδείο ζπλαξηήζεηο πνπ δέρνληαη  σο φξηζκα ην άζξνηζκα 

ησλ inputs πνιιαπιαζηαδφκελα κε ηα αληίζηνηρα βάξε, κε θαηεχζπλζε ηελ έμνδν. 

Τν απνηέιεζκα ην νπνίν ζα ζπδεηεζεί αξγφηεξα αλαθέξεηαη ζε έλα multilayer 

perceptron κε έλα θξπθφ ζηξψκα k κνλάδσλ (Σρήκα 6). Δηδηθφηεξα νξίδνπκε σο jw  

ην δηάλπζκα βάξνπο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηα inputs ηνπ “ j  ” θξπθνχ λεπξψλα. Έηζη γηα 

έλα δνζκέλν δηάλπζκα x , ππνζέηνληαο φηη θάζε θξπθφο λεπξψλαο έρεη ηελ ίδηα 

ζπλάξηεζε ελεξγνπνίεζεο θαη επηηξέςνπκε θάπνηα πξαγκαηηθή κεηαηφπηζε ηεο 

νξηαθήο ηηκήο ζηε ζέζε “ j  ” ( jc ) ην φξηζκα ηεο ζπλάξηεζεο ελεξγνπνίεζεο ζα 

είλαη xwT

j  , ζπλεπψο ε ηηκή πνπ ζα έρνπκε ζαλ έμνδν απφ ηνλ “ j  ” λεπξψλα ζα 

είλαη ε )( j

T

j cxw  .  

Σπλαξηήζεηο απηήο ηεο κνξθήο θαινχληαη ridge functions, ζπλαξηήζεηο δειαδή πνπ 

είλαη ζηαζεξέο ζην ππεξεπίπεδν xwT

j  = constant. Δίλαη θαλεξφ φηη γηα ηελ εηδηθή 

πεξίπησζε ησλ δχν δηαζηάζεσλ ην πεξίγξακκα ηεο ζπλάξηεζεο ζρεκαηίδεη επζείεο 

θνξπθνγξακκέο (ridges). 
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Σπλνςίδνληαο ηα παξαπάλσ ε output ζπλάξηεζε g ηνπ δηθηχνπ (Σρήκα 6) παίξλεη ηελ 

παξαθάησ κνξθή.  

)()( j

T

j

k

j

j cxwaxg     

 

 

Σσήμα 6 

 

Οπιζμόρ 2.0.9 (βλ. [3, ζελ. 25]): Οξίδνπκε pL  ρψξν, έλαλ ζπλαξηεζηαθφ ρψξν 

κεηξήζηκσλ ζπλαξηήζεσλ, φπνπ ε "" p  δχλακε ηεο απφιπηεο ηηκήο ηεο ζπλάξηεζεο 

είλαη Lebesque νινθιεξψζηκε. Πην ζπγθεθξηκέλα, γηα  p1  θαη έλαλ κεηξήζηκν 

ρψξν S  ε p λφξκα 

pf  .)( /1 
p

s

p df 

  

 

 

Η ζπζρέηηζε ησλ ρψξσλ pL  κε ηε κεηξηθή ρψξνπ νξίδεηαη σο .
pp gf   
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2.1 Άμεζη πποζέγγιζη ηηρ πςκνόηηηαρ 

 

Σθνπφο ηεο ππνελφηεηαο απηήο είλαη ε πξνζέγγηζε ηεο απφδεημεο ηεο ππθλφηεηαο ζηε 

κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε. Μηα άκεζε πξνζέγγηζε γηα απηήλ έρεη ζρεδηαζηεί απφ ηνπο 

Chen θαη Liu (1991), φπνπ είλαη γλσζηή σο quasi interpolant θαη πξαθηηθά ζεκαίλεη 

φηη ε απφδεημε ηνπο είλαη βαζηζκέλε ζε γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ζπλαξηεζηαθψλ ηηκψλ. 

Η βαζηθή ηδέα είλαη ε πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο f  απφ ηκεκαηηθέο ζηαζεξέο, φπνπ 

νη ζπλαξηήζεηο ελεξγνπνίεζεο αληηκεησπίδνληαη σο νκαιέο ζηαζεξέο. 

Έπεηαη γξαθηθή αλαπαξάζηαζε: 

 

 

Οπιζμόρ 2.1.1 (βλ. [5, ζελ. 154]): Έζησ K  ζπκπαγήο ρψξνο ζηνλ   κε )(KCf   

θαη 0 . Οξίδεηαη σο κέηξν ζπλέρεηαο ε πνζφηεηα )()(sup),( yfxff  , γηα 

ηα φια Kyx ,  κε  yx . Σην παξαπάλσ κέηξν αθνχ ε ζπλάξηεζε f  είλαη 

ζπλερήο, ε πνζφηεηα σ είλαη πεπεξαζκέλε θαη ηείλεη κνλνηνληθά ζην 0 φπσο ηείλεη ην 

δ ζην 0. 

Οπιζμόρ 2.1.2: Έζησ K  αλνηρηφ ππνζχλνιν ηνπ   . Μηα ζπλάξηεζε f  θαιείηαη  

Lipschitz αλ  γηα θάζε Kyx ,  θαη 0L  ηζρχεη φηη yxLyfxf  )()( . 

Έηζη ζπλδπάδνληαο ηνπο νξηζκνχο ησλ ζπλερψλ θαη ησλ Lipschitz ζπλαξηήζεσλ 

άκεζα πξνθχπηεη φηη  Lf ),( . Οκνίσο ε ζπλέπεηα απηή εθαξκφδεηαη θαη γηα  

k Lipschitz θαη δηαθνξίζηκεο ζπλαξηήζεηο.  

Οπιζμόρ 2.1.3: Έζησ ρψξνο   θαη  . Οξίδνπκε δείθηξηα ηελ ζπλάξηεζε ηεο 

κνξθήο:  

 A(x) = {
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Οπιζμόρ 2.1.4: Έζησ K  έλα ππνζχλνιν ηνπ   . Οξίδνπκε σο θιηκαθσηή ζπλάξηεζε 

(step function, Heaviside Function) κηα ζπλάξηεζε πνπ κπνξεί λα γξαθηεί σο 

πεπεξαζκέλνο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο δείθηξησλ ζπλαξηήζεσλ ζην ππνζχλνιν απηφ. 

Τν κέηξν ηεο ζπλέρεηαο καο δίλεη κηα εθηίκεζε γηα ην πφζν θαιά κπνξεί λα 

πξνζεγγηζηεί ε ζπλάξηεζε καο απφ ηκεκαηηθέο ζηαζεξέο. Έηζη ρσξίο βιάβε ηεο 

γεληθφηεηαο, επηιέγνπκε σο K  έλα ππνζχλνιν ηνπ ]1,0[  θαη n  .  

Θεσξνχκε θιηκαθσηή ζπλάξηεζε )()(
n

r
fxhn  , ]

1
,[

n

r

n

r
x


 , 1,,0  nr  . 

Πξνθαλψο απφ ηα παξαπάλσ πξνθχπηεη φηη ε άπεηξε λφξκα ).
1

,(
n

fhf n 


   

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ηκεκαηηθά ζηαζεξή ζπλάξηεζε: 


 






 




1

)
1

()()0(:)(
r

n
n

r
f

n

r
ffxh , φπνπ κ είλαη ν κεγαιχηεξνο αθέξαηνο πνπ δελ 

ππεξβαίλεη ην nx .  

Σηε ζπλέρεηα ζεσξνχκε ηε ζπλερή, ζηγκνεηδή ζπλάξηεζε 
xe

x



1

1
)( θαη ηελ 

παξακεηξνπνίεζε ηνπ x  κε ηελ ηηκή ax  φπνπ 1a , ψζηε λα δεκηνπξγήζνπκε κηα 

ζεκεηαθή ζχγθιηζε ζε κηα νξηαθή ζπλάξηεζε κε ηελ ηηκή )0(  ζην 0. Έηζη φηαλ ε 

ηηκή a  ε πνζφηεηα 0)( ax  ή 1, αλαιφγσο κε ην αλ ην 0x  ή 0x .Οπφηε 

ε πνζφηεηα ))1(()(  xaax   ζα πξνζεγγίζεη ηελ δείθηξηα ζπλάξηεζε κε ηελ ηηκή 

1 ζην ππνζχλνιν (0,1), θαη 0 αιινχ. Γηα ηηο πεξηπηψζεηο αζπλέρεηαο ζηα ζεκεία 0,1 ε 

ζχγθιηζε δελ κπνξεί λα είλαη νκνηφκνξθε. 

Οπιζμόρ 2.1.5 (βλ. [2, Οπιζμόρ 8.20, ζελ. 98]): Μηα ζπλάξηεζε Af :   είλαη 

νκνηφκνξθα ζπλερήο, αλ 0,0    ηέηνηα ψζηε Axx  ,0 ,  0xx  ηφηε 

 )()( 0xfxf .  

Παξφια απηά, παξαηεξήζεθε απφ ηνπο Chen et.al. φηη γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο αζπλέρεηαο, ζπλδπάδνληαο ηελ θαηαζθεπή ηεο )(xhn  κε ηε 

ζηγκνεηδή, κπνξνχζακε λα πεηχρνπκε κηα νκνηφκνξθε πξνζέγγηζε αθνχ νη 

αζπλέρεηεο κεδελίδνληαη φηαλ ην n  .  

Πην ζπγθεθξηκέλα ζεσξνχκε κηα ζηγκνεηδή ζπλάξηεζε ζπλερή ζηνλ   θαη νξίδνπκε 

nA  ηέηνην ψζηε λα πεηχρνπκε ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρψξνπ ηεο f .  

Γηακεξίδνπκε ην ρψξνπ ζε κέγεζνο 1 nn AxA  κε ζθνπφ ε ζπλάξηεζε f  λα 

παίξλεη ηελ ηηκή )( nAf  ζην εθάζηνηε δηάζηεκα ],( 1nn AA . 



` 

25 
 

Μηα απιντθή ηέηνηα δηακέξηζε ηνπ ρψξνπ ζα κπνξνχζε λα είλαη ε  
n

r
x

n

r 1
 . 

Σηελ πεξίπησζε καο νξίδνπκε ηα δηαζηήκαηα 
nA  ηέηνηα ψζηε 

n
x

n

1
1)(

1
1   , 

nAx   θαη 
n

x
1

)(  , 
nAx  . 

Οπφηε νξίδνπκε ηελ ςεπδνζπλάξηεζε παξεκβνιήο )(xg n  πνπ είλαη ηκεκαηηθά 

ζηαζεξή, παίξλνληαο κηα ηηκή παξεκβνιήο ηεο f  ζην παξαπάλσ δηάζηεκα,  

))(()}
1

()({)0()(
1

rnxA
n

r
f

n

r
ffxg n

n

r

n 


 


   γηα  1,0x .  

Θεώπημα 2.1.1 (βλ. [5, ζελ. 155]): Υπάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα ψζηε γηα  1,0Cf   

ηζρχεη φηη: 

)
1

,(
n

fcgf n 


. 

Απόδειξη.  Ξεθηλψληαο απφ ην αξηζηεξφ κέινο ηεο αληζφηεηαο έρνπκε  


 nnnn ghhfgf , απφ ηξηγσληθή αληζφηεηα έρνπκε 


 nnnnnn ghhfghhf   

Όπσο έρνπκε ήδε πξναλαθέξεη ε πνζφηεηα  


 nhf είλαη θξαγκέλε απφ ηελ 

πνζφηεηα )
1

,(
n

f . Σπλεπψο πξέπεη λα απνδεηρηεί φηη θξάδεηαη ε πνζφηεηα 


 nn gh . 

Γηα θάζε ]1,0[x  θαη γηα   φπσο  έρεη νξηζηεί πξνεγνπκέλσο έρνπκε: 

)}
1

()({)0()()(
1 n

r
f

n

r
ffxgxh

r

nn


 





 

                         ))(()}
1

()({)0(
1

rnxA
n

r
f

n

r
ff n

r




 





 

                          ))(()}
1

()({
1

rnxA
n

r
f

n

r
f n

n

r




 





 

)).(()}
1

()({))}((1)}{
1

()({
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rnxA
n

r
f

n

r
frnxA

n

r
f

n

r
f n

n
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Όηαλ 1 r  θαη αθνχ ην   είλαη επηιεγκέλν θαηάιιεια έηζη ψζηε  

xn   1xnr 1 rxn ,)( nn ArnxA   

πνπ ζεκαίλεη 
n

rnxAn

1
))((1   απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ .nA  

Όηαλ 2 r  έρνπκε .
1

))((
n

rnxAn   

Τειηθά, αληηθαζηζηψληαο ηηο δχν παξαπάλσ ζρέζεηο: 

 ))1(()}
1

({)}
1

()({)
1

,()()( 





 


 nxA
n

f
n

f
n

f
n

fxgxh nnn . 

φπνπ ην δεχηεξν κέινο ηεο αληζφηεηαο θξάδεηαη απφ ηελ πνζφηεηα  )
1

,()1(2
n

fS   

 Σπλεπψο ε αξρηθή καο πνζφηεηα : 

)
1

,()
1

,()1(2)
1

,(
n

fc
n

fS
n

fgf n  


.      

Γηα λα πεξάζνπκε απφ ηελ κνλνδηάζηαηε ζηελ πνιπδηάζηαηε πεξίπησζε ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ κέζνδν ηνπ ηαλπζηηθνχ γηλνκέλνπ πξνηχπσλ ζηε δηζδηάζηαηε 

πεξίπησζε.  

Οπιζμόρ 2.1.6 (βλ. [2, ζελ. 123]): Σπλαξηήζεηο βάζεο νλνκάδνπκε ηα ζηνηρεία πνπ 

απνηεινχλ κηα βάζε ελφο ζπλαξηεζηαθνχ ρψξνπ.  

Έζησ δχν ζχλνια κε ζπλαξηήζεηο βάζεο, },...,,{},,...,,{ 2121   , φπνπ  

 :, ji      . 

Τν ηαλπζηηθφ γηλφκελν ησλ βάζεσλ ( δηαλπζκαηηθψλ γηλφκελν ) είλαη ην ζχλνιν  

  ησλ ζπλαξηήζεσλ φπσο νξίδεηαη παξαθάησ :  

)()(),(, yxyx jiji  . 

Σε απηφ ην ζεκείν λα ζεκεησζεί φηη ηα ζχλνια },...,,{},,...,,{ 2121    

κπνξνχλ λα πεξηέρνπλ ζπλαξηήζεηο απφ δηαθνξεηηθέο θιάζεηο, ζπλήζσο φκσο ζηελ 

πξάμε ηα δχν ζχλνια έρνπλ ηηο ίδηεο θιάζεηο ζπλαξηήζεσλ (εθζεηηθέο, 

ηξηγσλνκεηξηθέο, θιπ).  

Σηελ πεξίπησζε καο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ θαηαζθεπή απηή ζε ridge functions 

φπνπ γηα ιφγνπο απιφηεηαο ζεσξνχκε φηη εθαξκφδεηαη ε ίδηα ζηγκνεηδή ζπλάξηεζε 

θαη γηα ην x  θαη γηα ην y . 



` 

27 
 

Έηζη ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ κηα ηππηθή κνλνδηάζηαηε ridge function γηα ηηο δχν  

δηαζηάζεηο ζα έπαηξλε ηε κνξθή : 

      )( ii cxa   θαη )( jj dyb  . 

Τν ηαλπζηηθφ γηλφκελν βάζεο ζπλαξηήζεσλ ζα πάξεη ηε κνξθή: 

    )()( jjii dybcxa   . 

Γεληθά ην παξαπάλσ γηλφκελν δελ καο παξέρεη κηα δηζδηάζηαηε ridge function.  

Παξφια απηά γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο σο  ridge function 

))(( xex   πεηπραίλεηαη ην επηζπκεηφ απνηέιεζκα αθνχ : 

)()(
)()( jjii

dybcxa

jjii eedybcxa


   

                                                
)( jjii dybcxa

e


  

                                                           )( jjii dybcxa   . 

Παπαηήπηζη 2.1.1: Η παξαπάλσ ηνπνζέηεζε έρεη νδεγήζεη πνιινχο εξεπλεηέο ζηελ 

παξαγσγή n-δηάζηαησλ πξνζεγγίζεσλ ησλ ridge functions. Η βαζηθή ηδέα είλαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο απνδεηθλχνληαο 

ηελ ππθλφηεηα ηνπο θαη έπεηηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε 

φπσο ην ζεψξεκα (2.1.1) ψζηε λα πξνζεγγίζνπκε ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε απφ 

γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ηεο επηζπκεηήο  .  

Οπιζμόρ 2.1.7: Έλα ζχλνιν ζπλαξηήζεσλ νλνκάδεηαη ζεκειηψδεο ζε έλα ρψξν, εάλ 

ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ηνπο είλαη ππθλφο ζε απηφ ηνλ ρψξν.  

Θεώπημα 2.1.2 (βλ. [2,Θεώπημα 11.8, ζελ. 126]): Έζησ   έλα ζπκπαγή ζχλνιν 

ζηνλ   . Τφηε ην ζχλνιν Δ ζπλαξηήζεσλ ηεο κνξθήο )exp()( xax T  , a   , 

είλαη ζεκειηψδεο ζην )(KC .  

Όπνπ )(KC  o ζπλαξηεζηαθφο ρψξνο ηνπ ζπλφινπ  κε ζπλερήο ζπλαξηήζεηο,  

εκπινπηηζκέλεο κε νκνηφκνξθα ζπλερήο λφξκεο. 

Γηα ηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζεψξεκα πξνζέγγηζεο 

ησλ Stone- Weierstrass.  

Θεώπημα 2.1.3 (βλ. [9, Stone- Weierstrass theorem, ζελ. 364]):  

Κάζε ζπλερήο ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα θιεηζηφ ππνζχλνιν ],[  , κπνξεί λα 

πξνζεγγηζηεί νκνηφκνξθα απφ κηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε.  

(Θεψξεκα  Stone- Weierstrass) 

Μηα δηαθνξεηηθή εθδνρή ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο είλαη ε παξαθάησ :  
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Έζησ )(KC  ρψξνο ζπλαξηήζεσλ, εάλ ν ρψξνο   είλαη άιγεβξα θαη έρεη ηελ 

ηδηφηεηα ησλ δηαρσξηζκέλσλ ζεκείσλ, ηφηε ην )(KC είλαη ππθλφ.  

Οπιζμόρ 2.1.8 (βλ. [9, ζελ. 364]) : Έλα ζχλνιν, ελφο ρψξνπ ιέκε φηη έρεη ηελ 

ηδηφηεηα ησλ δηαρσξηζκέλσλ ζεκείσλ, εάλ αλά δχν δηαθνξεηηθά ζεκεία yx,  ηνπ 

ρψξνπ ππάξρεη ζπλάξηεζε p  ηέηνηα ψζηε  

)()( ypxp    

Σπλδπάδνληαο φια ηα παξαπάλσ νδεγνχκαζηε ζην ζεψξεκα (2.1.4) φπνπ ζα καο 

δψζεη ην επηζπκεηφ απνηέιεζκα γηα ηελ δηζδηάζηαηε πεξίπησζε.  

Πην ζπγθεθξηκέλα : 

Θεώπημα 2.1.4 (βλ. [5, ζελ. 157]) : Έζησ   ζπκπαγήο ζχλνιν ζηνλ   . Τφηε ην 

ζχλνιν F  ζπλαξηήζεσλ ηεο κνξθήο  
k

j

j

T

jj cxwaxg )()(   φπνπ   κηα 

ζπλερήο ζηγκνεηδήο ζπλάξηεζε είλαη ππθλφ ζηνλ )(KC . 

Απόδειξη :  Έζησ ζπλάξηεζε )(KCf  . Τφηε απφ Θεψξεκα (2.1.2), γηα θάζε 0  

ππάξρεη έλαο πεπεξαζκέλνο αξηζκφο m  απφ δηαλχζκαηα ia , ηέηνηα ψζηε :  

21









m

i

xaT
ief . 

 

Αθνχ ππάξρνπλ m  βαζκσηά κεγέζε ηεο κνξθήο  xaT

i   κπνξνχκε λα βξνχκε έλα 

δηάζηεκα πνπ λα ηα πεξηέρεη φια.  

Άξα ππάξρεη αξηζκφο   ηέηνηνο ψζηε : 
yxa

ee
T
i 

 , φπνπ 





xa
y

T

i  ]1,0[ . 

Οπφηε απφ ην ζεψξεκα (2.1.1) θαηαιαβαίλνπκε φηη ε ζπλάξηεζε ye   πξνζεγγίδεηαη 

απφ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ζπλαξηήζεσλ ηεο κνξθήο )( j

T

j cxw  , κε νκνηφκνξθν 

ζθάικα κηθξφηεξν ηνπ 
m2


, δίλνληαο καο ην επηζπκεηφ απνηέιεζκα.  ■ 

 

2.2 k-Σιγμοειδήρ ζςνάπηηζη 

 

Τν 1992 ν Mhaskar κε ηνλ Miccheli παξνπζίαζαλ ηελ ηδέα ηεο k- ζηγκνεηδνχο 

ζπλάξηεζεο. Μηα k- ζηγκνεηδήο ζπλάξηεζε νξίδεηαη φπσο παξαθάησ : 
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{
              

              
 
 
 

Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 0k  πξφθεηηαη γηα ηελ θιαζηθή πεξίπησζε ηεο ζηγκνεηδνχο 

ζπλάξηεζεο.  

Η ηδέα ηνπο ήηαλ λα αληηθαηαζηήζνπλ ηελ ηκεκαηηθά ζηαζεξή ζπλάξηεζε, απφ κηα 

ζπλάξηεζε ηχπνπ spline (δειαδή κηα ζπλάξηεζε ε νπνία νξίδεηαη απφ ηκεκαηηθά 

πνιπψλπκα), κεγαιχηεξνπ βαζκνχ, ψζηε λα πεηχρνπλ πξνζεγγίζεηο θαιχηεξνπ 

βαζκνχ γηα νκαιέο ζπλαξηήζεηο. Πξνθαλψο κηα ζηγκνεηδή απηήο ηεο κνξθήο δελ 

πξφθεηηαη γηα ηε ζπκβαηηθή ηεο κνξθή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηα λεπξσληθά δίθηπα, 

ζπλεπψο πξέπεη παξνπζηαζηνχλ λένη ηξφπνη πξνζέγγηζεο. Αξρηθά, αζρνιήζεθαλ κε 

ηελ πνιππαξαγνληηθή πεξίπησζε πξνζεγγίδνληαο ηελ ζπλάξηεζε f   κε ηαλπζηηθφ 

γηλφκελν ζπλαξηήζεσλ ηχπνπ spline. 

Έπεηηα αζρνιήζεθαλ κε ην πξφβιεκα πξνζέγγηζεο ηεο f  απφ έλα λεπξσληθφ δίθηπν, 

κε ζηαζεξφ αξηζκφ λεπξψλσλ δηεπζεηεκέλα ζε παξαπάλσ απφ έλα ζηξψκα. Αθφκα ν 

Mhaskar απέδεημε φηη νη πνιπσλπκηθνί φξνη ζε έλα spline κπνξνχλ λα απνζπληεζνχλ 

σο ζχλζεζε γξακκηθψλ ζπλαξηήζεσλ πνπ πξνζεγγίδνληαη απφ ζηγκνεηδήο 

ζπλαξηήζεηο.  

Απφ ηα παξαπάλσ θαηαιαβαίλνπκε φηη αξθεηά ελδηαθέξνληα απνηειέζκαηα 

εθπέκπνπλ νη k ζηγκνεηδήο ζπλαξηήζεηο (γηα ηελ πεξίπησζε 0k  ), παξφια απηά 

νη   k ζηγκνεηδήο ζπλαξηήζεηο δελ είλαη απηέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηα λεπξσληθά 

δίθηπα.  

2.3 Γςϊκόρ σώπορ και ζςνέλιξη μεθόδων ηηρ πποζέγγιζηρ 

 

Σηελ ελφηεηα απηή ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ πξνζέγγηζε ηεο ππθλφηεηαο ηνπ ρψξνπ κε 

κεζφδνπο απφ ηνλ νινθιεξσηηθφ ινγηζκφ, βαζηζκέλνη ζε δπτθνχο ρψξνπο θαη 

ζπλειίμεηο ησλ κεζφδσλ.  

Οπιζμόρ 2.3.1 (βλ. [3, ζελ. 33]):  Ωο γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο νξίδνπκε ηηο 

γξακκηθέο απεηθνλίζεηο Xf :   , φπνπ X είλαη δηαλπζκαηηθφο ρψξνο.  

Οπιζμόρ 2.3.2 (βλ. [5, ζελ. 160]): Έζησ δηαλπζκαηηθφο ρψξνο κε λφξκα ),(X  

ζηνλ   ηφηε ν δπτθφο ηνπ X  πνπ νξίδεηαη σο *X , είλαη ν ρψξνο πνπ εκπεξηέρεη φια 

ηα θξαγκέλα γξακκηθά ζπλαξηεζνεηδή ηνπ X εθνδηαζκέλνο κε ηε θπζηθή λφξκα

1,

)(sup



xXx

xll  

Οπιζμόρ 2.3.3 (βλ. [2, ζελ. 91]): Μηα αθνινπζία }{ nx  ζηνηρείσλ κεηξηθνχ ρψξνπ 

),( X ιέγεηαη Cauchy αλ γηα θάζε 0 ππάξρεη 0n   ψζηε γηα θάζε mn,    κε 

0, nmn  ηζρχεη  ),( mn xx .  



` 

30 
 

Οπιζμόρ 2.3.4 (βλ. [2, ζελ. 91]):  Έλαο κεηξηθφο ρψξνο ),( X  ιέγεηαη πιήξεο αλ 

θάζε Cauchy αθνινπζία ζπγθιίλεη. 

Παπαηήπηζη 2.3.1: Οη ρψξνη Banach πξφθεηηαη γηα δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο πάλσ 

ζηνλ    εθνδηαζκέλνη κε λφξκα νη νπνίνη είλαη πιήξεο. 

Σην παξαθάησ ζεψξεκα ζα ζπζρεηίζνπκε ηε ππθλφηεηα ελφο ππφρσξνπ XV  ζηνλ

X κε ηνλ δπτθφ ηνπ. 

Πόπιζμα 2.3.1 (βλ. [3, ζελ. 57]) : Έζησ ρψξνο X  κε λφξκα θαη Y  ππφρσξνο ηνπ .X  

Αλ :f Y   είλαη θξαγκέλν γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο θαη 0M   ψζηε 

( )f y M y  γηα φια ηα y Y , ηφηε ππάξρεη :f X   γξακκηθή επέθηαζε ηεο f , 

ψζηε ( )f x M x  γηα φια ηα x X . (Βαζηθή εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Hahn- 

Banach)  

Θεώπημα 2.3.1 (βλ. [5, ζελ.160]): Έζησ ρψξνο X  θαη V  ππφρσξνο ηνπ. Τφηε ν V

είλαη ππθλφο ζηνλ X αλ θαη κφλν αλ, ην γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο ηνπ *Xl γηα ην 

νπνίν ηζρχεη 0)( vl , Vv είλαη ε ηεηξηκκέλε ζπλάξηεζε 0)( xl . 

Απόδειξη :   

Έζησ ν ρψξνο V ππθλφο ζηνλ X  θαη l  έλα γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο κε 0)( vl , 

Vv . 

 

Έζησ Xx  αθνχ ν V είλαη ππθλφο ζηνλ X  γηα θάζε 0  ππάξρεη Vv  ηέηνην 

ψζηε  vx . 

Οπφηε )()()( vlxlxl   

        )( vxl   (αθνχ ην l  πξφθεηηαη γηα έλα γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο) 

        vxl   (απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ ζπλερνχο γξακκηθνχ ζπλαξηεζνεηδνχο) 

        .l   (ιφγσ ππθλφηεηαο) 

Άξα θαηαιήμακε φηη lxl )( , γηα θάζε 0 , ζπλεπψο πξφθεηηαη γηα ηεηξηκκέλε 

ζπλάξηεζε .0)( xl  

 

 

Έζησ φηη ν ρψξνο V  δελ είλαη ππθλφο ζηνλ X . 
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Τφηε ππάξρνπλ Xx  θαη 0  ηέηνηα ψζηε  vx  γηα θάζε Vv . 

Έζησ ρψξνο   νξηζκέλνο σο έλα { , }span x V . 

Δπεηδή ν αξηζκφο a  είλαη κνλαδηθά νξηζκέλνο εάλ 2211 vxavxa  , έρνπκε 

2121 )( vvxaa   , νπφηε αλαγθαζηηθά ζα έπξεπε λα έρνπκε 21 aa   αθνχ Vx . 

Οξίδνπκε ηφηε, έλα γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο ηνπ ρψξνπ   σο εμήο: 

avaxl  )( . Τφηε έρνπκε φηη 1)( xl  θαη 0)( vl , γηα θάζε Vv . 

Παξαηεξνχκε φηη: 

 Γηα 0a  

 

vaxavax 1
 

 

Αθνχ   vax 1
 
 

(γηαηί   )( 1vax , επεηδή Vva  1
)   

)(wl 
  

 
w

wl )(
 

 Γηα 0a  

 

0)( wl θαη άξα ε παξαπάλσ αληζφηεηα ηζρχεη.  

Η παξαπάλσ αληζφηεηα καο δείρλεη φηη ην l  πξφθεηηαη γηα έλα κε- ηεηξηκκέλν 

θξαγκέλν ζπλαξηεζνεηδέο ηνπ W . 

Οπφηε απφ ηε βαζηθή εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Hahn- Banach ην l  κπνξεί λα 

επεθηαζεί σο έλα θξαγκέλν γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο ζε φιν ην ρψξν X . 

Άηνπν.             

 

Σχκθσλα κε ηηο παξαπάλσ πξνζεγγίζεηο γηα ηελ ππθλφηεηα ελφο ππφρσξνπ V  ελφο 

ρψξνπ X , αξθνχζε λα δείμνπκε φηη θάζε γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο ηνπ V ήηαλ ην 

ηεηξηκκέλν. Γεδνκέλνπ ηεο δπζθνιίαο αληηκεηψπηζεο ηνπ παξαπάλσ δεηήκαηνο γηα 

νπνηνλδήπνηε ρψξν X , ζα δνπιέςνπκε γηα ηνπο ζπλήζεηο δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο 
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πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη θαη ζηελ πξάμε γηα ηνπο νπνίνπο κπνξνχκε λα βξνχκε κηα 

δηαθξηηή παξνπζίαζε ηνπ δπτθνχ ηνπ ρψξνπ *X  θαη ηεο λφξκαο ηνπ. 

Πην ζπγθεθξηκέλα κπνξεί λα δεηρζεί (Kreyszig, 1978, ζει.227) φηη γηα ηελ εηδηθή 

πεξίπησζε ηνπ ρψξνπ ],[ baCX  , θάζε γξακκηθφ ζπλαξηεζνεηδέο κπνξεί λα 

γξαθηεί σο : 


b

a

wdxffl )()()(  

Όπνπ w είλαη κηα ζπλάξηεζε θξαγκέλεο απφθιηζεο. 

Σπλεπψο γηα λα απνδείμνπκε ηελ ππθλφηεηα θαη ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ησλ 

κνλνδηάζηαησλ ζηγκνεηδψλ ζπλαξηήζεσλ αξθεί λα δείμνπκε φηη αλ ην παξαπάλσ 

νινθιήξσκα εθκεδελίδεηαη φπνηε ε f  πξφθεηηαη γηα ζηγκνεηδή ζπλάξηεζε ηφηε 

αλαγθαζηηθά ε ζπλάξηεζε w είλαη ζηαζεξή. 

Θεώπημα 2.3.2 ( Θεώπημα κςπιαπσημένηρ ζύγκλιζηρ):  

Έζησ Xfn :   αθνινπζία κεηξήζηκσλ ζπλαξηήζεσλ. Υπνζέηνπκε φηη ffn   

ζρεδφλ παληνχ θαη φηη ππάξρεη ),0[: Xg  νινθιεξψζηκε, ψζηε γηα θάζε n  , 

gfn   ζρεδφλ παληνχ. Τφηε νη nf  θαη ε f  είλαη νινθιεξψζηκεο θαζψο θαη 

lim n
n

f d f d 


   . 

Ξεθηλψληαο, ζεσξνχκε ηελ πνζφηεηα  

b

a

xdwlkx 0)()(  γηα φια ηα lk.   θαη 

πηνζεηνχκε ηελ ηδέα ησλ θιηκαθσηψλ ζπλαξηήζεσλ θάλνληαο ην k αξθεηά κεγάιν.  

 

Σηελ ζπλέρεηα γηα θάζε qp,    κε ],[ ba
q

p
 , νξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε : 

{
 
 

 
 

 

    
 

 ⁄

       
 

 ⁄

  
 

 ⁄       

 

 

Μειεηψληαο ηελ έθθξαζε ))((
q

p
tnq  , φηαλ ην n , ε ζρέζε ζπγθιίλεη 

ζεκεηαθά ζην ],[, barr  . 

Έηζη απφ ην ζεψξεκα θπξηαξρεκέλεο ζχγθιηζεο ηνπ Lebesque έρνπκε φηη : 
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0 ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )).

b b

a p
q

p p
r x dw x dw x l w w

q q




 

      

Ο ηειεπηαίνο φξνο ραξαθηεξίδεη ην „άικα‟ ηεο ζπλάξηεζεο wζην ζεκείν 
q

p
. 

Σηε ζπλέρεηα παξαηεξνχκε φηη ν φξνο ηνπ νινθιεξψκαηνο δελ εμαξηάηαη απφ ην l , 

έηζη ζηέιλνληαο ην l , εμ‟ νξηζκνχ ηεο ζηγκνεηδνχο ζπλάξηεζεο έρνπκε φηη 

0)( l .  

Δπνκέλσο έρνπκε φηη : 

 

s

t

xdw 0)( , φπνπ ts,  πξφθεηηαη γηα ξεηνχο αξηζκνχο.  

Σπλεπψο κε βάζε ην ζεψξεκα θπξηαξρεκέλεο ζχγθιηζεο ηνπ Lebesque 

ρξεζηκνπνηψληαο αθνινπζίεο ξεηψλ αξηζκψλ γηα λα ζπγθιίλεη κνλνηνληθά ζηα 

απαηηνχκελα ηειηθά ζεκεία θαηαιήγνπκε φηη ε ζρέζε ηζρχεη γηα φια ηα ],[, bast  . 

Οπφηε ην νινθιήξσκα ηζνχηαη κε )()( twsw   δείρλνληαο δειαδή φηη πξφθεηηαη γηα 

ζηαζεξά. (βλ. [5, ζελ.162])          

 

Μνινλφηη ε παξαπάλσ πξνζέγγηζε θαηαιήγεη ζην ζπκπέξαζκα ηνπ Θεσξήκαηνο 

(2.1.1), καο πεξηνξίδεη θαζψο δελ παξάγεη ηελ εθηίκεζε ηνπ φξνπ )1,(
n

f , ζπλεπψο 

δελ είλαη μεθάζαξν πσο ηέηνηεο εθηηκήζεηο κπνξνχλ λα εμαζθαιηζηνχλ απφ ηελ 

παξαπάλσ δηαδηθαζία.  

Σηε ζπλέρεηα ζα εξγαζηνχκε κε ηελ ηδέα ηεο ζπλέιημεο (convolution). Πην 

ζπγθεθξηκέλα ε βαζηθή ηδέα ηεο ζπλέιημεο είλαη ε θαηαζθεπή ελφο ππξήλα 

βαζηζκέλε ζηηο ζηγκνεηδήο ζπλαξηήζεηο κε ζθνπφ ηελ πξνζέγγηζε ηεο ηδηφηεηαο 

αλαπαξαγσγήο ηεο γεληθεπκέλεο ζπλάξηεζεο Dirac, φπνπ ηειηθά αθνχ πιεζηαζηνχλ 

κε ηνλ ηχπν ηεηξαγσληζκνχ (πξφθεηηαη γηα κηα θφξκνπια πξνζέγγηζεο κε ζθνπφ ηνλ 

ππνινγηζκφ νξηζκέλσλ νινθιεξσκάησλ)  ζα παξαρζεί ε αλαγθαία πξνζέγγηζε.  

Παπαηήπηζη 2.3.2: Η γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε Dirac (ζπλάξηεζε δέιηα) νξίδεηαη κε 

βάζε ηηο ηδηφηεηεο: 

i. )(x  {
      
      

 

ii. ( ) 1.x dx
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Ξεθηλάκε κε ηε βαζηθή ηδέα αλαπαξαγσγήο ζπλαξηήζεσλ, φπνπ ζα αλαιπζεί ζην 

παξαθάησ ζεψξεκα. Όπσο παξαηεξήζεθε απφ ηνπο Xu θ.α. (Stein θαη Weiss, 1971, 

ζει. 10) ε ζπλάξηεζε f  πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί πξέπεη λα είλαη νκνηφκνξθα ζπλερήο 

ζηνλ   . Δπίζεο θαζηζηάηε πην θπζηθφ ζηε ζεσξία πξνζέγγηζεο λα ζπδεηάκε γηα έλα 

ζπκπαγή ππνζχλνιν K  έηζη πξέπεη λα επεθηείλνπκε ηελ ζπλάξηεζε f  απφ ην K  

ζηνλ    κε έλαλ θαηάιιειν ηξφπν. Τέινο ζα ζπκβνιίζνπκε ην δηαθνξηθφ )(xdV  γηα 

λα δειψζνπκε ηα ζηνηρεία ndxdxdx 21 , θαζψο θαη ην ζπκβνιηζκφ   γηα ηελ θνηλή 

επθιείδεηα λφξκα ζηνλ   . 

Δπεθηείλνληαο ηνλ ζπληειεζηή ζπλέρεηαο ζηνλ    νξίδνπκε παξαθάησ σο: 

,

( , ) sup ( ) ( )  .
x y K
x y

f f x f y



 

 

   

Σηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ην ζχλνιν K    δελ ρξεηάδεηαη λα είλαη ζπκπαγέο, φκσο 

αλαγθαία ε f  πξέπεη λα είλαη νκνηφκνξθα ζπλερήο K . 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ηα αλαγθαία ζεσξήκαηα ηεο ζπλέιημεο θαζψο θαη κεξηθά 

απνηειέζκαηα απηψλ πνπ ζα καο θαλνχλ ρξήζηκα ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο. 

Θεώπημα 2.3.3 (βλ.[5, ζελ. 163]): Έζησ ζπλάξηεζε f  θξαγκέλε θαη νκνηφκνξθα 

ζπλερήο ζηνλ    θαη ζπλάξηεζε 1Lg (  ) κε ηελ ηδηφηεηα: 

∫         

  

    

Οξίδνπκε )()( mxgmxg n

m  . Τφηε: 

i. )(xgf m ζπγθιίλεη νκνηφκνξθα ζηελ f  φηαλ m  

 

ii. Γηα θάζε 0R  







Rs

m sdVsgfg
m

R
ffgf )()(2)

2
,(

1
 ,  φπνπ ε 


 είλαη πάλσ ζηνλ 

  . 

iii. Ωο κηα ελαιιαθηηθή ζπλζήθε ηνπ εξσηήκαηνο (ii), ππνζέηνπκε φηη ε f  είλαη 

Lipschitz κε ζηαζεξά   θαη ( ) ( )
n

M x g x dV x    

ηφηε: 

mf g f
m


  

 
. 
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Απόδειξη:  

i. Ξεθηλψληαο απφ ηε ζρέζε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

n

mg x dV x m g mx dV x g mx dV mx      

(Αθνχ ην δηαθνξηθφ )(xdV  εθθξάδεη ηνλ φγθν ησλ ζηνηρείσλ 1 2 ndx dx dx  ζηνλ   , 

έρνπκε )()()( xdVmxdVmmmmxdV n  ) 

Θέηνληαο mxy  , έρνπκε: 

( ) ( ) 1
n

g y dV y  . 

Σηε ζπλέρεηα παξαηεξνχκε φηη ιφγσ ηεο ζπλέιημεο ησλ ζπλαξηήζεσλ mgf ,  θαη ηνπ 

νινθιεξσηηθνχ κεηαζρεκαηηζκνχ φηη ( ( )( ) ( ) ( )
D

f g x f x t g t dt


   ) φηη: 

( )( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ).
n

m mf g x f x f x t f x g t dV t      

Άξα: 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

m mf g x f x f x t f x g t dV t       

  ( ) ( ) ( ) ( )
n

nf x t f x g mt m dV t    

tms 

 ( ) ( ) ( ) ( )
n

s
f x f x g s dV s

m
        (2.1) 

   ( , ) ( ) ( )
n

s
f g s dV s

m
   

Παξαηεξνχκε ζε απηφ ην ζεκείν φηη ε πνζφηεηα ),(
m

s
f  είλαη κηα νινθιεξψζηκε 

ζπλάξηεζε, ζπλαξηήζεη ηεο f  θαη ζπγθιίλεη κνλνηνληθά ζην 0 φηαλ ην m , 

ζπλεπψο απφ ην ζεψξεκα κνλνηνληθήο ζχγθιηζεο ην νινθιήξσκα ηείλεη ζην 0 . 

Οπφηε ε ζπλάξηεζε ( )( )mf g x ζπγθιίλεη ζηελ f  φηαλ ην m . 

ii. Γηα λα νδεγεζνχκε ζην απνηέιεζκα ηνπ δεχηεξνπ εξσηήκαηνο ζχκθσλα κε 

ηε ζρέζε (2.1) ρσξίδνπκε ην νινθιήξσκα ζηηο πεξηνρέο Rs   θαη Rs  , 

φπνπ θξάδνπκε θάζε φξν. 
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iii. Αθνχ ε f  είλαη Lipschitz κε ζηαζεξά  , ζα ηζρχεη φηη: 

 

( ) ( )f x f y x y    , άξα απφ ηε ζρέζε (2.1) 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

s s
f x f x g s dV s x x g s dV s

m m
        

( ) ( ) .
n

s g s dV s
m m

 
          

 

Παπαηήπηζη 2.3.3: Με βάζε ην δεχηεξν ζθέινο ηνπ ζεσξήκαηνο, παξαηεξνχκε φηη 

ην θξάγκα δελ ηείλεη ζην 0  φηαλ ην m . Γηα λα επηηεπρζεί θάηη ηέηνην ζα έπξεπε 

ε ζπλάξηεζε g λα έρεη έλα ζπκπαγέο ζηήξηγκα θαη λα επηιέγακε ηνλ φξν R  

θαηάιιεια ψζηε ν δεχηεξνο φξνο λα κεδεληζηεί.  

Δθνδηαζκέλνη πιένλ κε ηα βαζηθά εξγαιεία ηεο νκνηφκνξθεο ζχγθιηζεο ησλ 

ζπλειίμεσλ ησλ Xu θαη άιισλ, αξρηθά θαηαζθεπάδνπκε έλαλ ππξήλα ζπλέιημεο (κε 

ηνλ φξν ππξήλα ζπλέιημεο ελλννχκε ηελ επεμεξγαζία κηαο ζπλάξηεζεο/πίλαθα κέζσ 

κηαο άιιεο πνπ ιέγεηαη ππξήλαο) g  ηεο κνξθήο: 

1

1

1

1
( ) ( ) ( ).

n

T n

n S

g x x u dS u
a








        ( 2.2) 

φπνπ 
1nS 
 ε κνλαδηαία κπάια ζηνλ    (Σθαίξα πνιιαπιφηεηαο 1n )(Τν ζχλνιν 

u{   | }1u
 
θαη 1na  ην εκβαδφλ ηεο επηθάλεηαο πνπ ιακβάλεη απφ ηελ ηηκή ηνπ 

νινθιεξψκαηνο κε 1 . 

Πάλσ ζε έλαλ θαηάιιειν ζπκπαγή ζχλνιν K  ηνπ   , κε K  ην  δηάζηαην 

ππφρσξν 
naaK ],[   γηα θάπνηα πξαγκαηηθά a . 

Σηε ζπλέρεηα ζεσξνχκε φηη ε )(KCf   θαη επεθηείλνπκε ηελ f  ζηνλ    κε ηέηνην 

ηξφπν ψζηε λα ηζρχεη 0)( xf  φηαλ Kx 2 , φπνπ γηα θάζε  0t  έρνπκε: 

 xtK {   | }K
t

x
 . 

Αθνχ ε f  είλαη ζπλερήο ζην θξαγκέλν ζχλνιν K2 ζπκπεξαίλνπκε φηη είλαη 

νκνηφκνξθα ζπλερήο θαη θξαγκέλε ζηνλ   . 

Με βάζε ηα παξαπάλσ έρνπκε ην ζεκειηψδε ζεψξεκα. 
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Θεώπημα 2.3.4 (βλ. [5, ζελ. 164]): Έζησ 
naaK ],[  γηα θάπνηα a   θαη έζησ 

C ( ) νκνηφκνξθα ζπλερήο. Θεσξνχκε επίζεο ηε ζπλάξηεζε g  νξηζκέλε φπσο 

ηε ζρέζε (2.2). Τφηε: 

Αλ, ε 1Lg (  ) θαη ( ) ( ) 0
n

g x dV x   ηφηε ην ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ ηεο 

κνξθήο )( caxT  , na , c  είλαη ζεκειηψδεο ζηνλ )(KC . 

Απόδειξη: Έζησ )(KCf  , επεθηείλνπκε ηελ f  σο κηα θξαγκέλε, νκνηφκνξθα 

ζπλερή ζπλάξηεζε ηνπ    θαη ζεσξνχκε φηη ην νινθιήξσκα ηεο g  είλαη 1. 

Έζησ 0  θαη κε βάζε ην ζεψξεκα (2.3.3), επηιέγνπκε έλα m ηέηνην ψζηε 

3
f g f 


   , φπνπ πεξηνξίζακε ηελ 


  ζην ζχλνιν K . 

Σηε ζπλέρεηα κε βάζε ηνλ ηχπν ηεηξαγσληζκνχ πξνζεγγίδνπκε ηε ζπλέιημε, φπσο 

παξαθάησ: 

2 2

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m

K mK

zf g x g x y f y dV y g mx z f dV z
m

      .          (2.3) 

Έηζη αθνχ ε πξνο νινθιήξσζε ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο θαη ην ζχλνιν mK2 είλαη 

ζπκπαγέο, κπνξνχκε λα ηελ πξνζεγγίζνπκε ρξεζηκνπνηψληαο αξηζκεηηθή 

νινθιήξσζε  γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ x   

Γηα λα βξνχκε έλα νκνηφκνξθν θξάγκα ζα εθαξκφζνπκε έλα απιφ άζξνηζκα 

Riemann γηα ηελ πξνζέγγηζε. 

Οπφηε γηα θάζε 0  ζεσξνχκε P  κηα δηακέξηζε ηνπ ζπλφινπ mK2  απφ 

πεπεξαζκέλα, μέλα κεηαμχ ηνπο ζχλνια Borel, κε δηάκεηξν ην πνιχ  . 

(βλ. [5, ζελ. 165]) 

Γηα θάζε PA  επηιέγνπκε ζηνηρείν AzA   θαη νξίδνπκε σο: ( ) ( ).A

A

zb f dV z
m

 

Έηζη: 

 



mK PA

A AmxgbzdV
m

zfzmxg
2

)()()()(  

)()()()( zdV
m

zfzmxgzmxg
PA A

A


  

    )()(),( zdV
m

zfg
PA A
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2

( , ) ( ) ( ).n

K

g m f y dV y    

Δπνκέλσο κπνξνχκε λα επηιέμνπκε   θαη P  ψζηε ην θξάγκα λα είλαη κηθξφηεξν ηνπ 

3
 . 

Σηε ζπλέρεηα εθαξκφδνπκε φκνηα επηρεηξήκαηα ζηε ζρέζε (2.2).  

Γηα θάζε 0  ζεσξνχκε Q  κηα δηακέξηζε ηνπ 1nS  σο κηα πεπεξαζκέλε, μέλε 

ζπιινγή απφ ζχλνια Borel κέγηζηεο δηακέηξνπ  . 

Γηα θάζε QB , ζέηνπκε: 

1

1

1
( )n

B

n B

c dS u
a





   θαη επηιέγνληαο Bub  , θαηαιήγνπκε ζηε ζρέζε: 

( ) (( ) ) ( , )T

A B A B A

B Q

g mx z c mx z u mx z   


      

Όκσο mKzA 2  νπφηε K
m

zA 2 , άξα γηα θάζε Kx : 

R
m

z
xmzmx A

A 3 , φπνπ R  ε δηάκεηξνο ηνπ K . 

Σπλεπψο κπνξνχκε λα επηιέμνπκε B,  θαηάιιεια ψζηε ην δεμί κέξνο ηεο παξαπάλσ 

αληζφηεηαο λα είλαη κηθξφηεξν ηνπ 
3

 , δειαδή: 

( ( ) (( ) ))
3

T

A A B A B

A P B Q

b g mx z c mx z u 
 

     . 

Τειηθά ζπλδπάδνληαο ηηο ηξεηο πξνζεγγίζεηο γηα θάζε Kx  έρνπκε: 

( ) ( )T T

A B B A B

A P B Q

f x b c mx u z u 
 

   . 

Δπνκέλσο γηα λα απνδείμνπκε φηη νη ζπλαξηήζεηο ( )Tx a c    είλαη ζεκειηψδεηο 

πξέπεη λα δείμνπκε φηη ε ζπλάξηεζε g νξηζκέλε απφ ηε ζρέζε (2.2), αλήθεη ζην ρψξν 

1( )nL  θαη δεχηεξνλ πξφθεηηαη γηα κε-κεδεληθφ νινθιήξσκα. 
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Γηα ηελ πεξάησζε ηνπ πξψηνπ ειέγρνπ, πξέπεη λα θξάμνπκε ηελ )(xg , απφ κηα 

θαηάιιειε δχλακε ηνπ xr  , φπνπ ην r  είλαη κεγάιν, ιακβάλνληαο ππ‟φςηλ ην 

πφζν γξήγνξα ηείλεη ε g  ζην 0 . 

Τν επφκελν ιήκκα καο δείρλεη πνηα δχλακε ηνπ r  απαηηείηαη. 

Λήμμα 2.3.1 (βλ. [5, ζελ. 166]):  Γηα xr  , x    θαη Rq,    , κε 0R  

έρνπκε: 

( )q

x R

r dV x



  , αλ θαη κφλν αλ nq  . 

Απόδειξη: Σπκβνιίδνληαο κε 1n

rS   ηελ ζθαίξα αθηίλαο r , ηνπ      γηα R  

έρνπκε: 

1

1( )   .
n
r

R

q q n

r

x R S

r dV x r dS dr
  

  

 

    

Αθνχ ε ζθαίξα 1n

rS  πξφθεηηαη γηα  )1(n δηάζηαηε πνιιαπιφηεηα έρνπκε φηη: 

1

1 1

1    , 
n
r

n n

r n

S

dS dr a r


 

  

φπνπ 1na  ν φγθνο ζθαίξαο αθηίλαο 1. 

Σπλεπψο:  

1 1

1 1 1( ) ,
n q

q n q n q

n n n

x R R R R

r
r dV x a r r dr a r dr a q n

n q

  
    

  



 
    

 
   . 

Οπφηε ην φξην γηα   ππάξρεη φηαλ nq  . Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ nq   ζα 

είρακε 
1

1 1 ln( )n n

R

a r dr a
R

  


   .         

Γηα λα δείμνπκε φηη ε 1Lg (  ) αξθεί λα δείμνπκε φηη )()(
n

xxg


   φηαλ 

x , ζπγθιίλεη δειαδή πνιπσλπκηθά γξήγνξα ζην 0 . 

Σηε ζπλέρεηα νξίδνπκε έλαλ ππξήλα επεμεξγαζίαο ηεο g  αθηηληθήο κνξθήο. 
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Λήμμα 2.3.2 (βλ.[5, ζελ. 167]):   Έζησ g  νξηζκέλε σο : 

1

1

1

1
( ) ( ) ( ).

n

T n

n S

g x x u dS u
a








   

Τφηε: 
0( ) ( , )g x g r  φπνπ  θαη r x

 
 

1 3

22 2

1 1

( , ) ( )(1 )
n

n
o

n

a
g r rs s ds

a
 





 

        (2.4) 

3

2 2 22 2

1

( )( ) ,  0.

r n

nn

n r

a
r t r t dt r

a






 

         (2.5) 

Απόδειξη: Γηα ηελ απφδεημε ηνπ ιήκκαηνο ιεηηνπξγνχκε κε 0x , αθνχ νη ζρέζεηο 

(2.2), (2.4) πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ εμαξηψληαη απφ ην x . 

Θεσξνχκε έλα ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κε πφιν ηελ θαηεχζπλζε ηνπ x . 

Έζησ w  έλα κνλαδηαίν δηάλπζκα ζηελ θαηεχζπλζε x , φπνπ 
r

x
w  . Τφηε θάζε 

ζεκείν 1 nSu  κπνξεί λα εθθξαζηεί σο cosu w v  , φπνπ cos
Tu x

r



  θαη v  

έλα κνλαδηαίν δηάλπζκα θάζεην ζην x  κε sinv . 

Σπλεπψο κπνξνχκε λα θαιχςνπκε φιε ηε ζθαίξα 1nS  φηαλ ην   θπκαίλεηαη απφ 0

έσο   θαη ην v  ηξέρεη ζε φιεο ηηο θαηεπζχλζεηο νξζνγψληα ηνπ x . 

Άξα: 

1

1

1

1
( ) ( ) ( )

n

T n

n S

g x x u dS u
a








   

          
2

sin

2

sin

1 0

1
( cos ) ( )   .

n

n

n S

r dS v d
a





  






    

Ο φξνο 
2

sin

nS   εθθξάδεη ηε  )2(n δηάζηαηε ζθαίξα κε αθηίλα sin , έηζη: 

2
sin

2 2

sin 2( ) sin ( )
n

n n

n

S

dS v d a



  


 


 

. 

Οπφηε κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηε ),( rgo  , αθνχ ε g  πξφθεηηαη γηα κηα αθηηληθή 

ζπλάξηεζε, σο εμήο: 
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2

2

1 0

1
( , ) ( cos ) sin ( )n

o n

n

g r r a d
a



    





   

              
32

1 0

( cos )sin ( )sin( ) .nn

n

a
r d

a



    



   

Θέηνληαο coss ,  dds )sin(  θαη 2

3

23 )1()(sin



 

n

n s  

Τέινο κε ηελ αληηθαηάζηαζε rst   ε og  ζα πάξεη ηε κνξθή: 

32

2 2
2

1

1
( , ) ( )(1 ) ( 1)

r n

n
o

n r

a t
g r t dt

a r r
 

 





    

   
3

2 2 2 2( ) ( )  , 0.

r n

n

r

t r r t dt r






         
  

 

Σηε ζπλέρεηα πξέπεη λα επηιέμνπκε θαηάιιεια ζηε ζπλάξηεζε   ψζηε ε g  λα 

αλήθεη ζην ρψξν 1L (  ). 

Η νπζηψδεο πξνυπφζεζε είλαη φηη ε ζπλάξηεζε   πξέπεη λα ηείλεη γξήγνξα ζην 0 , 

γηα  .  

Αξρηθά, δεδνκέλνπ φηη ε ζηγκνεηδήο ζπλαξηήζεηο ηείλνπλ ζην 1 ζην   νξίδνπκε ηε 

ζπλάξηεζε )(t  φπσο παξαθάησ: 

( ) : ( ) (1 ) (1 ) 1 .t t t t          

Λήμμα 2.3.3:  Έζησ 
xe

x



1

1
)(  ζηγκνεηδήο ζπλάξηεζε. Τφηε ε ζπλάξηεζε 

1)1()1()(:)(  tttt   ηείλεη ζην 0 ζην   θαη πξφθεηηαη γηα άξηηα 

ζπλάξηεζε. 

Απόδειξη: 
(1 ) (1 )

1 1
( ) 1 .

1 1t t
t

e e


   
  

 
 

Γηα t  ν πξψηνο φξνο ηείλεη ζην 1, ελψ ν δεχηεξνο φξνο ηείλεη ζην 0. Σπλεπψο, 

lim ( ) 1 0 1 0 .
t

t


     Οκνίσο γηα t lim ( ) 0 1 1 0 .
t

t


     

Η ζπλάξηεζε είλαη άξηηα, αθνχ γηα θάζε t  , ηζρχεη φηη  

)()( tt  .  
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Δπηπξνζζέησο πεξηκέλνπκε φηη ε ζπλάξηεζε )(t  ηείλεη γξήγνξα ζην 0, αθνχ 

αλακέλνπκε φηη ε ζπλάξηεζε   πξνζεγγίδεη ηελ θιηκαθσηή ζπλάξηεζε. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ζεσξνχκε φηη ε ζπλάξηεζε   είλαη ζπλερήο θαη ηζρχεη: 

q
tKt


)( , 2 nq γηα θάπνηα K      (2.6) 

Παξαηεξνχκε φηη γηα ηελ 
xe

x



1

1
)(  ε παξαπάλσ ζπλζήθε ηζρχεη γηα θάζε 0q  

θαη ε )(t  ηείλεη ζην 0 εθζεηηθά. 

Τν επφκελν βήκα είλαη λα επεθηείλνπκε ηνλ ππξήλα ηεο ζρέζεο (2.5). Σπκβνιίδνπκε 

2

3


n
  θαη γηα 2n  έρνπκε: 

Σε πξψηε θάζε ζα εξγαζηνχκε γηα n  πεξηηηφ, άξα ην   πξφθεηηαη γηα κε- αξλεηηθφ 

αξηζκφ. 

Ο φξνο ηνπ ππξήλα 
)( 22 tr   είλαη έλα πνιπψλπκν κεηαμχ ηνπ r  θαη ηνπ t  άξα ην 

νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (2.5) παίξλεη ηε κνξθή: 

2 2 2

0

( , ) ( ) .n j

o j

j

g r r r r


  



        (2.7) 

22

1

φπνπ, ( ) ( ) .

r

jn
j j

n r

a
r C t t dt

a

 

 

         (2.8)  

θαη jC  ν  ζπλεζηζκέλνο δησλπκηθφο ζπληειεζηήο: κε jC ( 
 
) 

)!(!

!

jj  


 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο   θαη ηελ (2.6) έρνπκε φηη φια ηα j  ζπγθιίλνπλ φηαλ ην 

r . 

Λήμμα 2.3.4 (βλ. [5, ζελ. 168]): Έζησ n  πεξηηηφο θαη )(t  ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 

(2.6) θαζψο θαη g  νξηζκέλε φπσο ε ζρέζε (2.2) κε   . Τφηε κηα αλαγθαία θαη 

ηθαλή ζπλζήθε ηεο g  γηα λα αλήθεη  1L (  ) είλαη: 

2

0

( ) 0,jt t dt


  
3

0, ,  .
2

n
j


      (2.9) 

Απόδειξη: Γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ θάπνηα j  δελ ηθαλνπνηείηαη ε παξαπάλσ ζρέζε, 

βιέπνπκε απφ ηελ (2.7), φηη φζν ην r  ε ),( rgo   ζα ζπκπεξηθέξεηαη ζαλ ηελ 

pr 
, φπνπ nnjnp  2222  . 



` 

43 
 

Σπλδπάδνληαο ηηο ζρέζεηο (2.7) θαη (2.9) έρνπκε: 

2 2 2

0

( , ) ( )n j

o j

j

g r r r r


  



    ,     (2.10) 

22

1

( ) ( ) .jn
j j

n t R

a
r C t t dt

a

 

 

 
 

Σηελ παξαπάλσ ζρέζε έρνπκε επηπιένλ,  

22

1

( )
q jn

j j

n t R

a
r C K t t dt

a




 

   

22

1

2 j qn
j

n r

a
K C t dt

a









   

2 12

1

2 j qn
j

n

a
K C r

a

  



   αθνχ απφ ππφζεζε jnq 22  . 

Αληηθαζηζηψληαο ην παξαπάλσ θξάγκα ζηε ζρέζε (2.10) βξίζθνπκε φηη ην og  ηείλεη 

ζην 0 ηνπιάρηζηνλ ηφζν γξήγνξα φζν ην r  ζηε δχλακε 12222  qjjn   

qqnn  132  nq , . 

Άξα ε )( xg  ηείλεη ζην 0 ηθαλά γξήγνξα. (βλ. [5, ζελ. 169])     

Τέινο απνκέλεη λα απνδείμνπκε φηη ε g  δελ κπνξεί κα έρεη κεδεληθφ νινθιήξσκα. Ο 

Xu θ.α. έδεημαλ ην παξαθάησ απνηέιεζκα. 

Λήμμα 2.3.5 (βλ. [5, ζελ. 169]): Έζησ n  πεξηηηφο θαη ε )(t  ηθαλνπνηεί ηηο 

ζπλζήθεο ηνπ ιήκκαηνο (2.3.3) θαη ηελ ζρέζε (2.9). Θεσξνχκε φηη ε )(t  είλαη 

άξηηα, ηφηε: 

1

2

0

( ) ( ) 2 ( ) n

n ng x dV x a r t t dt








   , φπνπ 

3

2

1

2

0

(1 ) 0.

n

nr r r dr



    

Απόδειξη:  

1

1

0

( ) ( ) ( )n

n og x dV x a r g r dr









       (Δουλεφοντασ όπωσ ςτο λήμμα 2.3.1) 

                      

3

2 2 2
2

0

( )( )

r n

n

r

a r t r t dtdr
 





     (Απφ ηε ζρέζε 2.5)  
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3

2 2 2
2

0 0

2 ( )( )

r n

na r t r t dtdr
 

       (Αθνχ ε )(t  είλαη άξηηα) 

3

2 2 2
2

0

2 ( )( ) .
n

n

r

a r t r t dtdr
  

      

Η παξαπάλσ ηζφηεηα πξνθχπηεη απφ ηε ζρέζε (2.9) ηνπ Λήκκαηνο (2.3.3) ζχκθσλα 

κε ηελ αληηθαηάζηαζε: 

2 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) 0

r

j j j

r

t t dt t t dt t t dt  
 

      

3

2 2 2
2

0

2 ( ) ( ) .
n

n

r

a t r r t drdt
  

        (Απφ ην ζεψξεκα Fubini) 

Παξαηεξνχκε φηη ην εζσηεξηθφ νινθιήξσκα είλαη κηα ζηαζεξά πνιιαπιαζηαδφκελε 

κε κηα δχλακε 1nt , έηζη ζέηνληαο 1t  βιέπνπκε φηη ε ηηκή ηνπ εζσηεξηθνχ 

νινθιεξψκαηνο ηαπηίδεηαη κε ηε ζηαζεξά nr ηεο ππφζεζεο, φπνπ είλαη απζηεξά 

ζεηηθή, φπσο θαη ην εζσηεξηθφ ηνπ νινθιεξψκαηνο εθηφο απφ ηηο ηηκέο πνπ παίξλεη 

γηα ηα 1,0 .            

Σπκπιεξψλνληαο, ν πεξηνξηζκφο ηεο )(t  ψζηε λα πξφθεηηαη γηα άξηηα ζπλάξηεζε 

κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί αληηθαζηζηψληαο απφ ηε ζρέζε 1)1()1()(  ttt   

Σπλδπάδνληαο φια ηα παξαπάλσ θαηαιήγνπκε ζην παξαθάησ ζεψξεκα. 

Θεώπημα 2.3.5 (βλ. [5, ζελ. 170]): Έζησ C ( ) θαη ( ) (1 ) (1 ) 1,t t t      

ζεσξνχκε n  πεξηηηφ θαη ην ζχλνιν  ],[ rrK    . Δπίζεο ε )(t  ηθαλνπνηεί ηε 

ζρέζε ( )
q

t K t


  , 2 nq  γηα θάπνηα K  , θαη  

1

0

( ) 0 .nt t dt


   

Τφηε ην ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ ( )Tx a c   , a   , c   είλαη ζεκειηψδεο ζην 

)(KC , φπνπ 
1

( )  .
1 x

x
e







 

Μηα ζχληνκε πεξηγξαθή ζα παξνπζηαζηεί γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ν αξηζκφο n  είλαη 

άξηηνο. Παξαηεξνχκε φηη ην ιήκκα (2.3.3) ηθαλνπνηείηαη γηα 
2

2
,,1,0




n
j  . Σηε 

ζπλέρεηα ηα επηρεηξήκαηα ηεο πξνζέγγηζεο είλαη νπζηαζηηθά ηα ίδηα κε κεξηθέο 

πξνζαξκνγέο ησλ κεζφδσλ.  
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Αξρηθά, βιέπνπκε φηη ε επέθηαζε ηνπ ππξήλα πνπ νξίζακε ζρέζε (2.7), δελ είλαη 

πιένλ πεπεξαζκέλε ζπλεπψο ην άλσ άθξν ηνπ αζξνίζκαηνο πξέπεη λα γίλεη άπεηξν. 

Έπεηηα παξαηεξνχκε φηη ε απμαλφκελε δχλακε ηνπ t  πνπ πξέπεη λα εθκεδεληζηεί 

πξνθαιεί πξφβιεκα. Η πξψηε δχλακε ηνπ t  πνπ δελ κεδελίδεηαη είλαη γηα nt  , έηζη 

ε πξψηε δχλακε ηνπ r  πνπ δελ ηείλεη ζη κεδέλ είλαη ε 

)1()3()2(  nnnn .  

3. Απιθμηηική ανάλςζη ζε αλγοπίθμοςρ μάθηζηρ 
 

Σην θεθάιαην απηφ, ζα ζηξέςνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηελ αιγνξηζκηθή ζθνπηά ησλ 

λεπξσληθψλ δηθηχσλ, βαζηζκέλνη ζε ηερληθέο ηεο αξηζκεηηθήο αλάιπζεο θαη ηεο 

γξακκηθήο άιγεβξαο. Δηδηθφηεξα ζα αζρνιεζνχκε κε ηνλ delta rule algorithm, έλαο 

απφ ηνπο πην θιαζηθνχο αιγνξίζκνπο κάζεζεο πνπ ππάγεηαη ζηελ νηθνγέλεηα 

νπηζζνδηάδνζεο θαζψο θαη ηελ αηηηνιφγεζε ηεο γξακκηθφηεηαο σο κηα πξνζέγγηζε ζε 

κε- γξακκηθνχο αιγνξίζκνπο νπηζζνδηάδνζεο. Πην ζπγθεθξηκέλα ν παξαπάλσ 

αιγφξηζκνο ηθαλνπνηεί ην νπζηψδεο ραξαθηεξηζηηθφ φηη επηηξέπνπκε ζηα δεπγάξηα 

ησλ εηζαγφκελσλ δεδνκέλσλ ( , )j jx y  λα παξνπζηάδνληαη δηαδνρηθά ζην ζχζηεκα καο 

(αθνχ, δελ ζα καο δίλνληαη φια ηα δεδνκέλα εμ΄αξρήο). Ο παξαπάλσ πεξηνξηζκφο 

έπεηαη απφ δχν ιφγνπο, έλαλ θηινζνθηθφ θαη έλαλ πξαθηηθφ.  

Ο πξψηνο ιφγνο πξνέξρεηαη απφ ηε δηαδηθαζία κάζεζεο ησλ ζειαζηηθψλ ηελ 

έκπλεπζε δειαδή ησλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ, ηα νπνία ¨καζαίλνπλ¨  απφ παξαδείγκαηα 

φπνπ παξνπζηάδνληαη δηαδνρηθά, αθνχ δελ δηαηίζεηαη νιφθιεξν ην ζεη ησλ 

πιεξνθνξηψλ απφ ηελ αξρή.  

Ο δεχηεξνο θαη ζεκαληηθφηεξνο ιφγνο, είλαη φηη ν φγθνο ησλ δεδνκέλσλ πνιιέο 

θνξέο είλαη πνιχ κεγάινο, πξάγκα πνπ κπνξεί λα δεκηνπξγήζεη πξνβιήκαηα ζην 

πιηθνινγηζκηθφ (hardware) ηνπ ζπζηήκαηνο.  

Πεξηγξαθηθά ζηα κνληέια πνπ ζα αζρνιεζνχκε ζα καο δίλεηαη έλα ζχλνιν ζεκείσλ 

},,{ 21 txxx   ζηνλ   , φπνπ γηα θάζε ζεκείν jx , ππάξρεη έλα επηζπκεηφ output 

jy  . (Σηελ πεξίπησζε καο, ζεσξψληαο φηη ην δίθηπν καο παξάγεη έλα απιφ output, 

κπνξεί λα ζεσξεζεί θαη σο κνλφκεηξν). Οπζηαζηηθά ην output jy  πξφθεηηαη γηα ηηκέο 

κηαο ζπλάξηεζεο f , φπνπ ζέινπκε ην δίθηπν καο λα ¨κάζεη¨, αλαγλσξίδνληαο κεξηθά 

γεληθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ηνπνινγίαο ησλ ζεκείσλ, νχησο ψζηε φηαλ έρνπκε κηα 

άγλσζηε ηηκή x  λα πξνζεγγίδεη ηελ ηηκή y . Αξρηθά ζα ρξεηαζηνχκε κηα κνλάδα 

κέηξεζεο ζθάικαηνο γηα λα θαηαιάβνπκε ηελ απνδνηηθφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ. Γηα 

ηελ κνληεινπνίεζε ησλ πξνβιεκάησλ κάζεζεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ησλ 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, δηαδηθαζία πνπ απνηειεί ηελ πην ζπλεζηζκέλε επηινγή, γηα 

ηελ αθέξαηε απνηειεζκαηηθφηεηα θαη πιεξφηεηα ηεο. 

Με βάζε φια ηα παξαπάλσ ζθνπφο καο, είλαη ε παξαθάησ κνληεινπνίεζε: 
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Έζησ, ε πξαγκαηηθή ηηκή εμφδνπ πνπ ζέινπκε γηα έλα δεδνκέλν ζεη παξακέηξσλ, 

είλαη ε )(xg . Γνπιεχνληαο ζην νξηζκέλν κνληέιν perceptron ελφο θξπθνχ 

ζηξψκαηνο κε παξακέηξνπο ja   

 
, jw    θαη jc   , kj ,,1  ε ζπλάξηεζε 

νξίδεηαη σο: 

1

( ) ( )
k

T

j j j

j

g x a w x c


   , x    

Σθνπφο καο ζα ήηαλ λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ πνζφηεηα 



t

j

jj xgy
1

2))(( , 

tj ,,1  (αθνχ έρνπκε t  inputs), φπνπ ζηελ πξάμε ζεκαίλεη ζα επηδεηήζνπκε κηα 

θνληηλή εθηίκεζε ηνπ ειαρίζηνπ θαη φρη απαξαίηεηα ηελ πξαγκαηηθή ηεο ηηκή.  

 

3.1 Αλγόπιθμορ Delta rule 

 

Η αλάιπζε ηνπ αιγνξίζκνπ Delta rule, ζα εμεηαζηεί ζηελ πεξίπησζε ηνπ multilayer 

perceptron, φπνπ αληί γηα έλα output ζα έρνπκε έλα δηάλπζκα εμαγφκελσλ δεδνκέλσλ 

θαη ηα βάξε ησλ ζπλάςεσλ ζα ζρεκαηίδνπλ έλαλ πίλαθα. Γηα ιφγνπο νηθνλνκίαο, ζα 

ζπκβνιίδνπκε πιένλ ηα εηζαγφκελα δεδνκέλα κε ζθνπφ ηε κάζεζε σο x  θαη ηα 

output σο y , θαζψο θαη ζα παξαβιέςνπκε ηελ νξηαθή ηηκή (threshold), αθνχ ζα 

ρεηξηζηνχκε ην πξφβιεκα σο έλα πξφβιεκα πξνζέγγηζεο.  

Ο βαζηθφο καο ζηφρνο είλαη λα βξνχκε έλαλ πίλαθα (έζησ πίλαθα W ) ηέηνηνλ ψζηε 

Wxy   γηα θάζε δεχγνο δηαλπζκάησλ ),( yx . Να βξνχκε δειαδή έλαλ πίλαθα ν 

νπνίνο ζα κεηαζρεκαηίδεη θαηάιιεια ηα inputs κε ζθνπφ ηελ πξνζέγγηζεο ζηα 

επηζπκεηά outputs.  

Η βαζηθή ηδέα ησλ αιγνξίζκσλ κάζεζεο, πεγάδεη απφ ηελ παξαθάησ δηαδηθαζία 

(δηαδηθαζία εθκάζεζεο αιγνξίζκνπ): 

Έζησ έλα ζχλνιν εηζαγφκελσλ δεδνκέλσλ },,{ 21 txxx   ζηνλ   , φπνπ γηα θάζε ix  

αληηζηνηρεί έλα output iy . Τν ζχζηεκα ρξεζηκνπνηεί απηά ηα δεπγάξηα κε ζθνπφ ηελ 

αλαλέσζε ηεο εθηίκεζεο ηνπ επηζπκεηνχ πίλαθα W  nn , έηζη φηαλ νινθιεξσζεί 

ε εθκάζεζε ην ζχζηεκα ζα ρξεζηκνπνηήζεη θαηλνχξγηα δεδνκέλα x  ψζηε λα 

πξνβιέςεη ηα θαηάιιεια y . 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ζεσξνχκε φηη ν πίλαθαο W  αλαλεψλεηαη κεηά απφ θάζε κνηίβν 

εθκάζεζεο, έηζη ε αιιαγή ηνπ πίλαθα νξίδεηαη σο: 

ijjij xWxyW ))(()(   

Όπνπ   είλαη ν βαζκφο εθκάζεζεο θαη jWx)(  εθθξάδεη ην j ζηνηρείν ηνπ Wx . 
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Σεκείσζε: Ο βαζκφο εθκάζεζεο, πξφθεηηαη γηα κηα παξάκεηξν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

ζηελ εθκάζεζε ηνπ δηθηχνπ, έρνληαο κηα κηθξή ζεηηθή ζπλεηζθνξά (ζπλήζσο κεηαμχ 

ηνπ 0 θαη ηνπ 1), πνπ ειέγρεη ην πφζν γξήγνξα ην κνληέιν καο ζα πξνζαξκνζηεί ζην 

πξφβιεκα. 

Οπζηαζηηθά θαηαιαβαίλνπκε φηη, φηαλ ν φξνο ζθάικαηνο ηεο παξέλζεζεο είλαη 

ζεηηθφο, ζα πξέπεη λα πξνζηεζεί κηα ζπληζηψζα ηνπ x  ζε θάζε ζεηξά ηνπ W , ψζηε λα 

απμεζεί ε εμαγφκελε ηηκή ηνπ δηθηχνπ γηα ην ζπγθεθξηκέλν κνηίβν. Αληίζηνηρα, φηαλ  

ε ηηκή είλαη αξλεηηθή ζα αθαηξέζνπκε κηα ζπληζηψζα ηνπ x  ψζηε λα κεηψζνπκε ην  

output γηα ηα δεδνκέλα x . Γηα ιφγνπο απινχζηεπζεο παξαηεξνχκε φηη δελ ππάξρεη 

ζχδεπμε αλάκεζα ζηηο γξακκέο ηνπ W , δειαδή ε θαηλνχξγηα γξακκή j  εμαξηάηαη 

απνθιεηζηηθά απφ ηελ παιηά γξακκή j , ζπλεπψο κπνξνχκε λα αθαηξέζνπκε ην 

δείθηε απφ ηνπο φξνπο. Έηζη ην output jy  γίλεηαη y θαη ε j  γξακκή ηνπ πίλαθα W  

γίλεηαη Tw . Οπφηε ρσξίο βιάβε ηεο γεληθφηεηαο θαη επηζηξέθνληαο ζην perceptron κε 

έλα output, έρνπκε: 

( )  .T

i iw y w x x    

Σπλεπψο κεηά απφ κηα ελαιιαγή απφ ηα δηαλχζκαηα βαξψλ kw  δεκηνπξγνχκε ηελ 

επαλάιεςε: 

kkk www 1  

        xxwyw T

kk )(    

        ( )  .T

kI xx w yx          (3.1) 

Σεκείσζε: Ο δείθηεο k  ηεο εμίζσζεο αλαθέξεηαη ζηελ k  επαλάιεςε θαη φρη ζην k  

ζηνηρείν. 

Παπαηήπηζη 3.1.1: Απφ ηε δεχηεξε ηζφηεηα ησλ παξαπάλσ, παξαηεξνχκε ηε ρξήζε 

ηνπ delta rule algorithm, ηελ πξνζζήθε δειαδή κηαο θαηάιιειεο ζπληζηψζαο ζην 

κνηίβν ησλ x  ζην ζηάδην επαλάιεςεο πνπ βξίζθεηαη ν δηαλπζκαηηθφο πίλαθαο 

βαξψλ. 

Παξαθάησ ζα παξνπζηαζηνχλ θάπνηα απνηειέζκαηα ησλ επαλαιήςεσλ. 

Έζησ  TxxIB   nn . 

Λήμμα 3.1.1: O πίλαθαο B  έρεη κφλν δχν ηδηνηηκέο, 
2

1 x  πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ηδηνδηάλπζκα x  θαη ην 1 πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ ππφρσξν δηαλπζκάησλ νξζνγψλην ηνπ 

x . (Όπνπ  ε επθιείδεηα λφξκα ( 



n

i

ixx
1

22

2
)) . 
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Λήμμα 3.1.2: Έζησ 
2

2
0 .

x
    

Τφηε έρνπκε πσο: 1)(
2

 BB  , φπνπ )(B  ε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ B  θαη ε 

θπζηθή λφξκα πνπ επάγεη ε δηαλπζκαηηθή 
2  

Λήμμα 3.1.3: Έζησ φηη έρνπκε t  πξφηππα δηαλχζκαηα 
txxx ,, 21
. Θεσξνχκε φηη ην 

αλάπηπγκα ηνπ ρψξνπ ησλ εηζαγφκελσλ δεδνκέλσλ, πεξηέρεη n  γξακκηθά 

αλεμάξηεηα inputs.  

Γηα θάζε κνληέιν δηαλπζκάησλ px , ζα έρνπκε έλα δηαθνξεηηθφ πίλαθα pB , κε 

T

ppp xxIB  .  

Έζησ 11 BBB tt  , ηφηε αλ 
2

2
0

px
  γηα θάζε κνληέιν px  θαη ην px  

αλαπηχζζεηαη, ηφηε 1 . 

Απόδειξη: Δμ‟ νξηζκνχ ππάξρεη δηάλπζκα v , ηέηνην ψζηε v  θαη 1v . 

Έηζη vBBBvBBB tttt 1111    . Θεσξνχκε ηηο πεξηπηψζεηο: 

 Αλ 01 xvT , έρνπκε 11 vB , αθνχ ε ζπληζηψζα ηνπ v  ζηελ θαηεχζπλζε 

ηνπ x  κεηψλεηαη. (ζχκθσλα κε ην Λήκκα 3.1.1) θαη έηζη έρνπκε 

1 1 1 2 1.t t t tB B B v B B B      

 

 Αλ 01 xvT
, έρνπκε vvB 1

 (Με βάζε ην Λήκκα 3.1.1) 

Έηζη vBBB tt 21 , φπνπ κπνξνχκε λα ζπλερίζνπκε ηε δηαδηθαζία 

απηή κέρξη κα εθαξκνζηεί ε πξψηε πεξίπησζε. 

 

Τέινο παξαηεξνχκε φηη ην v  δελ κπνξεί λα είλαη νξζνγψλην ζε φια ηα px , 

αθνχ απφ ππφζεζε αλαπηχζζνληαη. 

   

Έλαο θνηλφο ηξφπνο εθαξκνγήο ηνπ delta rule, είλαη λα εθαξκφζνπκε ηα δηαλχζκαηα 

txxx ,, 21  κε ηε ζεηξά θαη λα μαλά μεθηλήζνπκε ηε δηαδηθαζία θπθιηθά απφ ην 
1x . Η 

αλαπαξάζηαζε ελφο πιήξε θχθινπ ησλ κνληέισλ (δηαλπζκάησλ txxx ,, 21  ) 

νλνκάδεηαη epoch.  

Λακβάλνληαο ππ‟φςηλ απηή ηε ζηξαηεγηθή, ε επαλάιεςε ηεο ζρέζεο (3.1), παξάγεη 

ην απνηέιεζκα: 
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hww ktk   .     (3.2.α) 

φπνπ 1 1t tB B B    , ελψ 

1 1 2 1 1 -1( )t t t t t t th y B B B x y B x y x      .    (3.2.b) 

Σηα παξαπάλσ νη ηηκέο ησλ py  εθθξάδνπλ ηνλ ζηφρν y  γηα ην p κνληέιν 

δηαλπζκάησλ )( px  θαη φρη γηα ην p ζεκείν ηνπ δηαλχζκαηνο, θαζψο θαη 

παξαηεξνχκε φηη ηα 
sB  θαη ηα sh  εμαξηψληαη απφ ηα sx  θαη ην   θαη φρη απφ ηε 

δεδνκέλε θαηάζηαζε ηνπ πίλαθα W . 

Αθνχ ε πνζφηεηα w  ζην delta rule αλαθέξεηαη ζην ζθάικα ησλ outputs, παίξλνπκε 

έλα ζηαζεξφ ζεκείν ηεο επαλάιεςεο (3.1), κφλν φηαλ ηα ζθάικαηα είλαη κεδέλ, 

πξαθηηθά φκσο θάηη ηέηνην δελ ζπκβαίλεη. Έηζη θαηαιαβαίλνπκε φηη ε επαλάιεςε 

ζηελ πξαγκαηηθφηεηα δε ζπγθιίλεη κε ηε ζπλήζε έλλνηα. Απφ ηελ άιιε, έρνπκε δείμεη 

ζην Λήκκα (3.1.2) φηη ηα px  αλαπηχζζνπλ ην ρψξν ησλ εηζαγφκελσλ δεδνκέλσλ, 

έηζη γηα θαηάιιεια κηθξφ  , έπεηαη 1 . 

Σηε ζπλέρεηα δίλνπκε ηνλ νξηζκφ ηεο ζπζηνιηθήο απεηθφληζεο  

Οπιζμόρ 3.1.1: Έζησ ),( dX  κεηξηθφο ρψξνο. Μηα απεηθφληζε XXF :  είλαη 

ζπζηνιηθή απεηθφληζε ή ζπζηνιή αλ ππάξρεη ζηαζεξά  , κε 10   έηζη ψζηε: 

),())(),(( yxdyFxFd  , γηα θάζε Xyx , . 

Θεώπημα 3.1.1: Έζησ ),( dX  κεηξηθφο ρψξνο θαη κηα απεηθφληζε XXF :  λα 

είλαη ζπζηνιή. Τφηε ην ζεψξεκα ζπζηνιηθήο απεηθφληζεο καο ιέεη φηη ε F  έρεη 

κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν ζηνλ X . 

Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε ηελ απεηθφληζε hwwF )( , φπνπ ηθαλνπνηεί ηε 

ζρέζε: 

( ) ( ) ( ) .F w F v w v w v        

Πξφθεηηαη δειαδή γηα κηα ζπζηνιή, κε παξάκεηξν ζπζηνιήο  . 

Δπαθφινπζν είλαη κε βάζε ην ζεψξεκα ζπζηνιηθήο απεηθφληζεο φηη ε επαλάιεςε ηεο 

ζρέζεο (3.2.α) έρεη κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν. Έηζη αλ ππάξρεη πίλαθαο W  πνπ 

κεδελίδεη φια ηα ζθάικαηα, ζα κπνξνχζε λα ζεσξεζεί σο έλα ζηαζεξφ ζεκείν ηεο 

ζρέζεο (3.1), νπφηε θαη ηεο ζρέζεο (3.2.α). Απφ ηελ άιιε ε ζρέζε (3.1) δελ έρεη 

ζηαζεξά ζεκεία θαη ην ζηαζεξφ ζεκείν ηεο (3.2.α) εμαξηάηαη απφ ην  , ζπλεπψο ν 

πίλαθαο νξίδεηαη σο )(w . 
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Σηελ νξηαθή θαηάζηαζε, φζν ε επαλάιεςε (3.1) ηξέρεη ην κνληέιν ησλ inputs, ζα 

παξαρζεί έλαο θχθινο νξίσλ απφ δηαλχζκαηα kw , πνπ ζα επηζηξέςεη ζην )(w  φηαλ 

νινθιεξσζεί ν θχθινο κεηά απφ t  πξφηππα. 

Σηε ζπλέρεηα αθνχ ην )(w  πξφθεηηαη γηα έλα ζηαζεξφ ζεκείν ηεο (3.2.α) γηα λα 

δείμνπκε ηελ εμάξηεζε ηεο ζρέζεο απφ ην  , έρνπκε: 

)()()()(  hww        (3.3) 

Μηα πην ιεπηνκεξήο πξνζέγγηζε γηα ην )(w  δίλεηαη παξαθάησ: 

Αξρηθά ζεσξνχκε w  ην δηάλπζκα βαξψλ πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ έθθξαζε ηνπ 

ζθάικαηνο 2 2

1

( ) .
t

T

p p

p

y w x


        (3.4) 

(Τν w  είλαη κνλαδηθφ αθνχ ην px αλαπηχζζεηαη, πεξηέρεη δειαδή  txxx ,, 21  

γξακκηθά αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα). 

Έζησ ν πίλαθαο X  φπνπ νη ζηήιεο ηνπ είλαη ηα ζηνηρεία txxx ,,, 21   θαη 

1

.
t

T T

p p

p

L XX x x


         (3.5) 

Τφηε ην ειάρηζην w  ηθαλνπνηεί ηηο θαλνληθέο εμηζψζεηο, δειαδή: 

1

t

p p

p

Lw y x


*
 

        (0)h , (πξνθχπηεη απφ ηε ζρέζε 3.2.b),  

φπνπ 
*,  ,  (0)pw x h , δηαλχζκαηα. 

Παξαηεξνχκε φηη φινη νη πίλαθεο sB , ηείλνπλ ζηνλ ηαπηνηηθφ I  φηαλ 0  

Απφ ηελ άιιε ζχκθσλα κε ηε ζρέζε (3.3), έρνπκε  

)()()(  hwH  , φπνπ 






I

H )( . 

Αθφκα απφ ηε ζηηγκή πνπ ηα κνληέια ησλ αλαπηχζζνληαη ν πίλαθαο 1L  ππάξρεη. 

Οξίδνπκε ηνλ αξηζκφ LLL 1:)(  , φπνπ απφ ηε ζηηγκή πνπ ν πίλαθαο L  είλαη 

ζπκκεηξηθφο θαη ζεηηθφο, εμ‟ νξηζκνχ ν αξηζκφο )(L  ηζνχηαη κε ην ιφγν ηεο 

κεγαιχηεξεο σο πξνο ηε κηθξφηεξε ηδηνηηκή. 
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Σπλδπάδνληαο ηα παξαπάλσ έλα απνηέιεζκα επζηάζεηαο ησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ 

δεδνκέλνπ 
1

1
)(




L
HL   είλαη: 

1

2

( ) ( ) (0) ( )( )
 .

(0)1 ( )

w w h h L HL

h Lw L L H

  





 

   
      

 

 

Όκσο,  

1

( ) ( )
t

T

p p

p

I x x 


    

          2

1

( )
t

T

p p

p

I x x o 


    

         2( )I L o    . 

Έηζη )()(  oLH   θαη βάζε ηελ (ζρέζε 3.2.b), έρνπκε: 

 )()0()(  ohh  . 

Σπγθεληξψλνληαο φια ηα παξαπάλσ έρνπκε ην παξαθάησ ζεψξεκα: 

Θεώπημα 3.1.2 (βλ. [5,ζελ.180]): Έζησ ηα δηαλχζκαηα px
 

ψζηε 

1 2{ , , }n

pspan x x x  θαη w  ν πίλαθαο βαξψλ πνπ ειαρηζηνπνηεί φια ηα 

ζθάικαηα ησλ εμφδσλ κε ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. Αλ ν αιγφξηζκνο 

delta rule εθαξκνζηεί κε έλα ζηαζεξφ   πνπ ηθαλνπνηεί ην Λήκκα (3.1.3) ηφηε ηα 

βάξε ζα ζπγθιίλνπλ ζε έλα φξην θπθιηθά. 

Έζησ )(w  νπνηαδήπνηε επαλάιεςε ηνπ θχθινπ, ηφηε φζν 0 : 

 ( ) ( ).w w o    

 Αλ )(  είλαη ε ξίδα ηεο κέζεο ηεηξαγσληθήο απφθιηζεο ηνπ )(w  θαη   

αληηζηνηρεί ζην ζθάικα ηνπ w  ηφηε: 
2( ) ( ).       
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3.2 Η μέθοδορ epoch 

 

Γεδνκέλνπ φηη έρνπκε έλα ζηαζεξφ θαη πεπεξαζκέλν ζχλνιν πξνηχπσλ px  φπνπ 

tp ,1  κηα ελαιιαθηηθή ζηξαηεγηθή είλαη ε αλαλέσζε ησλ βαξψλ φηαλ φινο ν 

θχθινο ησλ επαλαιήςεσλ ησλ πξνηχπσλ (epoch), έρεη παξνπζηαζηεί θαη φρη κεηά απφ 

θάζε δηάλπζκα. Η ζηξαηεγηθή απηή, παξάγεη κηα πην αθξηβή θαηεχζπλζε γηα ηα 

ζθάικαηα ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη θαιείηαη κέζνδνο epoch. 

Τα παξαπάλσ καο νδεγνχλ ζηελ επαλάιεςε: 

Έζησ 
1 2[ ]tX x x x  

1

1 1

( ) ( )
t t

T

k k p p k p p

p p

w w x x w y x 

 

     

        
1

( ).
t

k p p

p

w y x


           (3.6) 

Όπνπ .TI XX I L      

Η παξαπάλσ ζρέζε είλαη ηζνδχλακε ηεο ζρέζεο (3.2.α) αιιά φρη κε ηελ (3.1), αθνχ 

πξφθεηηαη γηα έλαλ πιήξε θχθιν επαλαιήςεσλ ησλ πξνηχπσλ. Παξαηεξνχκε φηη δελ 

ππάξρεη πξφβιεκα ζην θπθιηθφ φξην θαη πξάγκαηη έλα ζηαζεξφ ζεκείν w  ζα ήηαλ 

έλα πξαγκαηηθφ ειάρηζην, ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 

Τα παξαπάλσ γίλνληαη μεθάζαξα, ζέηνληαο 
*

1k kw w w    ζηελ ζρέζε (3.6) θαη 

βιέπνπκε φηη παίξλνπκε ηελ θαλνληθή εμίζσζε (ζρέζε 3.5) γηα ην πξφβιεκα 

ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 

Ωζηφζν ππάξρεη έλα πξφβιεκα ζηε κέζνδν. 

Αξρηθά πξέπεη λα βξνχκε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα  . (Ο πίλαθαο TXXL   είλαη 

ζπκκεηξηθφο θαη ζεηηθά νξηζκέλνο αθνχ ηα px  αλαπηχζζνπλ ην ρψξν (ηα 

},,{ 21 txxx   πεξηέρνπλ δειαδή n  γξακκηθά αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα), νπφηε ζα 

έρνπκε πξαγκαηηθέο κε- αξλεηηθέο ηδηνηηκέο) 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ   είλαη νη  )1(  (ηηο ηδηνηηκέο ηνπ )L , φπνπ γηα έλαλ απζηεξά 

ζεηηθφ νξηζκέλν πίλαθα φιεο νη ηδηνηηκέο πξέπεη λα είλαη απζηεξά ζεηηθέο. Έηζη γηα   

θαηάιιεια κηθξφ, 1)(  . 

Σπλεπψο γηα έλα εηζαγφκελν πξφηππν δηαλπζκάησλ πνπ αλαπηχζζνληαη ζην ρψξν θαη 

γηα θαηάιιεια κηθξφ  , ε επαλάιεςε (3.6) ζπγθιίλεη. Μνιαηαχηα ε επηινγή ηνπ 

πφζν κηθξφ πξέπεη λα είλαη ην   πνπ πξέπεη λα ζέζνπκε, εμαξηάηαη απφ πην αθξηβείο 
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πξνζεγγίζεηο γηα ην θάζκα ηνπ L  θαη ηεο λφξκαο ηνπ  . Με βάζε ηα παξαπάλσ ζα 

δνχκε γηαηί ε κέζνδνο epoch ζηελ πξαγκαηηθφηεηα δελ δνπιεχεη πνιχ θαιά. 

Έζησ ν πίλαθαο TXXL  , ][ 21 txxxX   έρεη ηδηνηηκέο j , nj ,,1  κε 

2

1 10 ( ) .T T T

n n XX XX X           

Παξαηεξνχκε φηη γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ n  ν πίλαθαο   είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο. 

Οη ηδηνηηκέο ηνπ   είλαη: 

)1()1()1( 21 n    θαη 1( ) max{1 , 1 } .n       

Δπεηδή 

2
2

1
1 1

1

v v .max v max
t

T T T

p
v p

v

T
X XX xX

 


      (3.7) 

Απφ ηελ άιιε κπνξνχκε λα βξνχκε έλα θάησ θξάγκα, αληηθαζηζηψληαο έλα 

ζπγθεθξηκέλν v  ζηελ έθθξαζε (3.7).  

Γηα παξάδεηγκα, έρνπκε γηα θάζε tk ,,1  

2

1

1

1
( )  .

t
T

k p k

pk

x x x
x




         (3.8) 

 

3.3 Γενίκεςζη ζε μη- γπαμμικά ζςζηήμαηα 

 

Όπσο έρνπκε ήδε ζρνιηάζεη ζην θεθάιαην 1, ε ρξήζε ησλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ 

πεξηνξίδεηαη θαζψο πνιιά πξφηππα δηαλχζκαηα δελ είλαη γξακκηθά δηαρσξίζηκα. 

Σπλεπψο πξέπεη λα γεληθεχζνπκε ηα ζπζηήκαηα καο ζε κε- γξακκηθά γηα ηελ 

αληηκεηψπηζε ησλ πξνβιεκάησλ απηψλ. Παξαθάησ ζα νξίζνπκε ηε κνξθή ηνπ κε- 

γξακκηθνχ delta rule algorithm, φπνπ απφ απηφλ πεγάδεη θαη ε εηδηθή πεξίπησζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ νπηζζνδηάδνζεο (backpropagation algorithm). 

Παπαηήπηζη 3.3.1: Δίλαη μεθάζαξν, φηη γηα πεξηπηψζεηο κε- γξακκηθψλ αλαιχζεσλ, 

πξέπεη λα πεξηνξηζηνχκε ζε ηνπηθά απνηειέζκαηα ηνπ ρψξνπ, αθνχ κηα γεληθή 

ζπκπεξηθνξά ζα ηαίξηαδε πεξηζζφηεξν ζε πξνζεγγίζεηο δπλακηθψλ ζπζηεκάησλ θαη 

ζεσξία ειέγρνπ.  

Πην ζπγθεθξηκέλα φπσο έρνπκε δεη γηα ηε γξακκηθή πεξίπησζε, ε δηάζηαζε ησλ 

inputs θαη ν αξηζκφο ησ βαξψλ είλαη ε ίδηα. ( n  φπσο έρνπκε ήδε νξίζεη) 

Σηε κε- γξακκηθή πεξίπησζε ζεσξνχκε M  ην ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ βαξψλ θαη n  ηε 

δηάζηαζε ησλ inputs. Γειαδή, ηα εηζαγφκελα πξφηππα x  ηνπ δηθηχνπ αλήθνπλ ζηνλ 

   θαη ην δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ w  ζηνλ   . Σπλεπψο γηα έλα perceptron ελφο 
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ζηξψκαηνο κε m  εμφδνπο, ν πίλαθαο w  ζα είλαη nm  δηαζηάζεσλ θαη άξα ην 

nmM  . Καηαιαβαίλνπκε δειαδή γηα ην πνιχ- ζηξσκαηηθφ (multilayer)  

perceptron, ε δηάζηαζε ηνπ πίλαθα w  είλαη ην θαξηεζηαλφ γηλφκελν, ησλ πηλάθσλ κε 

ηα βάξε ηνπ θάζε ζηξψκαηνο.  

Έηζη γηα έλα ζχζηεκα κε m  outputs ην δίθηπν ζα ππνινγίδεη κηα ζπλάξηεζε  

:g       . 

Οξίδνπκε σο ),( xwgv  , φπνπ v    

Αξρηθά εθνδηάδνπκε ηνλ   ,    θαη    κε ηελ επθιείδεηα λφξκα θαη ζεσξνχκε ηα 

εηζαγφκελα πξφηππα σο px , πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα outputs pv . Γειαδή: 

( , ).p pv g w x  

Θεσξνχκε φηη ε g  είλαη Frechêt δηαθνξίζηκε σο πξνο ην w  θαη ζπκβνιίδνπκε 

),( xwDD   ηνλ Mm  πίλαθα ησλ παξαγψγσλ σο πξνο ηε θαλνληθή καο βάζε.  

Οπφηε γηα έλα ζηαζεξφ δηάλπζκα x  θαη κηα κηθξή αιιαγή w  έρνπκε απφ ηνλ νξηζκφ 

ηεο παξαγψγνπ: 

( , ) ( , ) ( , ) ( ) .g w w x g w x D w x w o w         (3.9) 

Απφ ηελ άιιε, γηα δνζκέλν w , πνπ αληηζηνηρεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν πξφηππν 

δηαλπζκάησλ px  έρνπκε ην επηζπκεηφ output py  θαη άξα ην ζθάικα p ησλ 

πξνηχπσλ px πνπ δίλεηαη σο: 
2 ( ) ( ) .T T

p p p p p p py v y v q q       (3.10) 

Δπνκέλσο ην ζπλνιηθφ ζθάικα δίλεηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ ζθαικάησλ φισλ ησλ 

πξνηχπσλ: 



t

p

p

1

22  . 

Ο βέιηηζηνο αιγφξηζκνο ζα επηδίσθε, ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζθάικαηνο 2 , 

παξφια απηά ν αιγφξηζκνο πνπ εμεηάδεηαη δελ θαηαζθεπάδεη “θαηεχζπλζε γηα ην 2 ” 

αιιά κηα “θαηεχζπλζε γηα ην 
2

p ”. Έηζη, γηα κηα κηθξή αιιαγή ζην pq  ζα είρακε: 

p

T

ppp

T

ppp qqqqqq  )()(
2

  

         2  .T T

p p p pq q q q     

Αθνχ ην py  είλαη ζηαζεξφ θαη ppp vyq   έπεηαη φηη 

( , ) ( ).p p pq v D w x w o w             (απφ ηε ζρέζε 3.9) 
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Άξα, ζπλδπάδνληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο έρνπκε: 

)()),(()),((22 woxwgywxwD pp

T

pp    

2 ( ( , )) ( ( , )) ( ).T T

p p pw D w x y g w x o w      

Σπλεπψο, αγλνψληαο ηνπο φξνπο ηάμεο )( wo   θαη γηα κηα ζηαζεξή κηθξή αιιαγή 

w  ε κεγαιχηεξε κείσζε ηνπ 
2

p  επηηπγράλεηαη ζέηνληαο: 

( ( , )) ( ( , )).T

p p pw D w x y g w x    

Σπγθξίλνληαο ηψξα ηα παξαπάλσ κε ηελ απιή πεξίπησζε ηνπ γξακκηθνχ perceptron 

κε έλα output, φπνπ ν δεχηεξνο φξνο ηεο έθθξαζεο είλαη βαζκσηφο κε 

p

T

p xwxwg ),(  θαη ε παξάγσγνο είλαη ην δηάλπζκα θιίζεο, πνπ αλαπηχζζεηαη σο 

πξνο w , θαηαιήγνπκε φηη ε κέζνδνο πξφθεηηαη γηα κηα γελίθεπζε ηνπ delta rule 

algorithm θαη άξα δεδνκέλνπ ηνπ k νζηνχ δηαλχζκαηνο βάξνπο έρνπκε ηελ 

επαλαιεπηηθή κέζνδν: 

kkk www 1  

          ( ( , )) ( ( , )) .T

k k p p k pw D w x y g w x       (3.11) 

Σηε ζπλέρεηα ζηξέθνπκε ηελ πξνζνρή καο ζε κηα πεξηνρή ελφο ηνπηθνχ ειαρίζηνπ 
w  ηεο κεζφδνπ ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. (Γελ κπνξνχκε λα πεξηκέλνπκε έλα 

νιηθφ ειάρηζην αθνχ ην ζθάικα έρεη πνιιά ηνπηθά ειάρηζηα, φπσο είλαη γλσζηφ απφ 

ηελ πεξίπησζε νπηζζνδηάδνζεο) 

Έηζη απφ ηηο ζρέζεηο (3.10) θαη (3.11) έρνπκε γηα κηα πεξηνρή ηνπ w : 

1 ( ( , )) ( ( , ) ( , )( ))

       ( )

T

k k k p p p p k

k

w w D w x y g w x D w x w w

o w w

   





    

 
 

          T

pkkp

T

pk xwDwxwDxwDI )),(()),()),(((   

 ( ( , ) ( , ) ) ( ).p p p ky g w x D w x w o w w           (3.12) 

 

Παξαηεξνχκε φηη ν πίλαθαο επαλάιεςεο δελ είλαη ζπκκεηξηθφο παξφια απηά ζα 

έηεηλε λα γίλεη γηα kw  θνληά ζην w . Πην ζπγθεθξηκέλα ζεσξνχκε ν ),( xwD  είλαη 

Lipschitz ζπλερήο ζην w , νκνηφκνξθνο πάλσ ζην ρψξν ησλ εηζαγφκελσλ πξνηχπσλ 

x . 
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Οπφηε απφ ηελ ζρέζε (3.12) έρνπκε: 

 



T

pkp

T

pk xwDwxwDxwDIw )),(()),()),(((1   

( ( , ) ( , ) ) ( ).p p p ky g w x D w x w o w w               

Έζησ ηψξα φηη εθαξκφδνπκε ηα πξφηππα txx ,,1   θπθιηθά, φπσο ηε γξακκηθή 

πεξίπησζε. Αλ θαηαθέξνπκε θαη απνδείμνπκε φηη ην γξακκηθφ θνκκάηη ηεο 

απεηθφληζεο tkk ww   είλαη ζπζηνιή, ιφγσ ηεο ζπλέρεηαο φηη ππάξρεη κηα πεξηνρή 

ηνπ w  φπνπ φιε ε απεηθφληζε είλαη ζπζηνιή. (Αθνχ έρνπκε πεπεξαζκέλα πξφηππα) 

Αξρηθά παξαηεξνχκε φηη ),(),( p

T

p xwDxwD   είλαη ζεηηθφο ή κεδέλ. Έηζη γηα 

θαηάιιεια κηθξφ  : 

( , ) ( , ) 1 .T

p pI D w x D w x     

Έηζη αλαιχνληαο ην ρψξν ησλ δηαλπζκάησλ βαξψλ ζην αλάπηπγκα ησλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο κεδεληθέο θαη κε- κεδεληθέο ηδηνηηκέο 

αληίζηνηρα, παξαηεξνχκε φηη νη ρψξνη απηνί είλαη νξζνγψληα ζπκπιεξψκαηα κεηαμχ 

ηνπο αθνχ ν πίλαθαο είλαη ζπκκεηξηθφο. Σπλεπψο θαηαθέξλνπκε ζην δεδνκέλν ρψξν 

λα παξάγνπκε ηε ζπζηνιή γηα 

   *

1
.

( ( , ) ( , ))T

p pD w x D w x


 
  

Άξα κε παξφκνην ηξφπν ηνπ ιήκκαηνο (3.1.3) θαηαθέξλνπκε ηε ζπζηνιή ησλ 

ππνρψξσλ αλάκεζα ζε θάζε πξφηππν δηαλπζκάησλ λα αλαπηχζζεη φιν ην ρψξν ησλ 

βαξψλ. 

4 Απιθμηηικέρ εθαπμογέρ ηων νεςπωνικών δικηύων 
 

Οη παξαπάλσ ηδηφηεηεο πξνζέγγηζεο ησλ λεπξσληθψλ δηθηχσλ δίλνπλ, ηε δπλαηφηεηα 

θαηαζθεπήο κνληέισλ, κε ζθνπφ ηελ εθαξκνγή ηνπο ζε πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα. 

Δθαξκνγέο φπσο, ε θαηεγνξηνπνίεζε δεδνκέλσλ (έρνληαο έλα ζεη δεδνκέλσλ κε 

θσηνγξαθίεο απφ γάηεο θαη ζθχινπο, ην δίθηπν πξνβιέπεη αλ ην input είλαη γάηα ή 

ζθχινο), εχξεζε αλσκαιηψλ (κε βάζε ηηο ζπλαιιαγέο ελφο αηφκνπ, ην δίθηπν 

εληνπίδεη αλ ε ζπλαιιαγή είλαη απάηε ή φρη), αλαγλψξηζε πξνηχπσλ (εθπαηδεχνπκε 

ηνλ αιγφξηζκν ψζηε λα αλαγλσξίδεη εηθφλεο, ήρνπο θ.α., π.ρ. Face id, Siri, Google 

assistant θ.α.), κε- γξακκηθφ έιεγρν (πξνβιέπεη ηε ζπκπεξηθνξά ησλ δπλακηθψλ 

ζπζηεκάησλ πνπ έρνπκε νξίζεη) θ.α.  



` 

57 
 

Σην θεθάιαην απηφ, ζα νξίζνπκε ηα δίθηπα Hopfield θαη κέζσ απηψλ ζα πεξάζνπκε 

ζην πξφβιεκα ηνπ πιαλφδηνπ πσιεηή (Travelling salesman problem- TSP). 

 

4.1  Γίκηςα Hopfield και βεληιζηοποίηζη γπάθων 

 

Τν δίθηπν (net) Hopfield, πξφθεηηαη γηα ην πξψην εθαξκνζκέλν κε- γξακκηθφ 

δπλακηθφ λεπξσληθφ δίθηπν κε εθαξκνγή ζηε βειηηζηνπνίεζε γξαθεκάησλ. Σε 

αληίζεζε κε ην multilayer perceptron, ην Hopfield net δελ είλαη ζηξσκαηηθφ, πξάγκα 

πνπ ζεκαίλεη φηη θάζε λεπξψλαο κεηαρεηξίδνληαη ηζάμηα. Κάζε κνλάδα είλαη 

ζπλδεδεκέλε κε φιεο ηηο άιιεο, κε ακθίδξνκεο ζπλδέζεηο πνπ ζεκαίλεη φηη ην βάξνο 

ηεο ζχλδεζεο απφ κηα κνλάδα i  ζε κηα κνλάδα j  είλαη jiij ww  , θαζψο θαη δελ 

επηηξέπνληαη ζπλδέζεηο απφ κηα κνλάδα ζηνλ εαπηφ ηεο, δειαδή 0iiw . 

Καηαιαβαίλνπκε δειαδή φηη ε ηνπνινγία ησλ δηθηχσλ Hopfield πξφθεηηαη γηα έλα 

δηάγξακκα κε n  θνξπθέο. 

 

Σσήμα 7 

 

Με βάζε ηε ζπλδεζκνινγία ησλ δηθηχσλ θάζε θφκβνο κπνξεί λα δεζκεπηεί θαη απφ 

κεκνλσκέλα inputs θαζψο θαη ε έμνδνο απφ θάζε κνλάδα ζρεκαηίδεηαη ζε κηα 

θαηάζηαζε ελφο δηαλχζκαηνο x  φπνπ ην ζηνηρείν i  ηνπ x  αληηζηνηρεί ζηελ έμνδν i  

ηεο κνλάδαο. Σπλήζσο, θαζψο θαη γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηνπ TSP ην x  πξφθεηηαη 

γηα binary δηάλπζκα (ηα ζηνηρεία ηνπ είλαη 0 ή 1) θαη αθνχ νη ζπλδέζεηο ηνπ δηθηχνπ 

καο είλαη αλαδξνκηθέο ζα εμειίζζνληαη ρξνληθά. Τέινο ζην βαζηθφ Hopfield net θάζε 

λεπξψλαο αλαβαζκίδεηαη ζε κηα κνλάδα ρξφλνπ ζε ηπραία ζεηξά ή θπθιηθά. 

Παξαθάησ ζα νξίζνπκε ηελ αλαδξνκή. 

Σρεκαηίδνπκε ην ζπκκεηξηθφ πίλαθα βαξψλ W  θαη ζεσξνχκε q  ην δηάλπζκα ησλ 

inputs. Μεηά απφ k  ρξνληθέο πεξηφδνπο έρνπκε ηελ θαηάζηαζε ηνπ δηαλχζκαηνο kx , 

έηζη κεηά απφ 1k  ρξνληθέο πεξηφδνπο, ην input ηεο κνλάδνο j  είλαη ην j ζηνηρείν 
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ηνπ πίλαθα qWxk  . Η ελεξγνπνίεζε ηεο κνλάδνο ζπκβαίλεη θαηά ηελ θνξπθή ηεο, 

ζεσξνχκε δειαδή σο jp  ηελ αθξαία ηηκή ηεο j  κνλάδνο θαη ζρεκαηίδνπκε ην 

δηάλπζκα p . Έηζη ζπκβνιίδνληαο ην j ζηνηρείν ελφο δηαλχζκαηνο y  σο jy  

αλαπηχζζνπκε ηνλ j  λεπξψλα, αλαβαζκίδνληαο ην jkx )( 1 : 

 

 jkx )( 1

{
 
 

 
   0)(  jk pqWx

  0)(  jk pqWx

jkx )(  0)(  jk pqWx

 

     (4.1) 

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ζέινπκε λα αλαβαζκίζνπκε κηα απιή κνλάδα, εθαξκφδνπκε ηελ 

παξαπάλσ δηαδηθαζία γηα ην ζπγθεθξηκέλν j , αθήλνληαο ηα ππφινηπα ζηνηρεία 

ακεηάβιεηα, θαζψο θαη αλ ζέινπκε λα θάλνπκε θαζνιηθή αλαβάζκηζε ηνπ λεπξψλα 

ην εθαξκφδνπκε γηα φια ηα j . 

Παξαηεξνχκε φηη ε θαηάζηαζε ηνπ δηαλχζκαηνο x  ηνπ δηθηχνπ είλαη έλα ελεξγεηαθφ 

ζπλαξηεζνεηδέο: 

1
( ) .

2

T T TE x x Wx q x p x          (4.2) 

Βιέπνπκε, φηη παξφιν ηε ζπζρέηηζε ηνπ δηθηχνπ σο έλα ελεξγεηαθφ ζπλαξηεζνεηδέο, 

ν πίλαθαο W  δελ είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο. Δπίζεο, ε ζπλζήθε 0iiw  καο δίλεη φηη ην 

0)( Wtrace , έηζη ν W  πξέπεη λα έρεη αξλεηηθέο ηδηνηηκέο. Σπλεπψο ην ειάρηζην ηεο 

E  δελ ππάξρεη σο έλα κε- ζηάζηκν (ζηαζεξφ) ζεκείν, αιιά ζε θάπνηα θνξπθή ηνπ 

ππεξθχβνπ πνπ νξίδεηαη απφ ηε ζπλζήθε 1)(0  jx , nj ,,1 , πξάγκα πνπ 

ζεκαίλεη φηη πξέπεη λα πεξηνξηζηνχκε ζε έλα ηνπηθφ ειάρηζην.  

Η δηαθνξά ηεο ελέξγεηαο καο δίλεη: 

)()( 1 kk xExEE    

1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ).

2

T T

k k k k k k kWx q p x x x x W x x             (4.3) 

Θεσξνχκε ην εζσηεξηθφ γηλφκελν )()( 1 kk

T

k xxpqWx   , φπνπ ίζσο γηα κεξηθά j  

ε πνζφηεηα 0)( 1  jkk xx , ζπλεπψο δελ ζα ππάξρεη ζπκκεηνρή ηνπ j  φξνπ ζην 

εζσηεξηθφ γηλφκελν. Αθφκα γηα ηελ επαλάιεςε πξέπεη λα ππάξρεη έλα ή πεξηζζφηεξα 

sj  ηέηνηα ψζηε 0)( 1  jkk xx . Έηζη έρνπκε δχν θιάζεηο απνηειεζκάησλ.  
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Αξρηθά αλ, 0)(  pqWxk
 απφ ηελ (4.1) έρνπκε 1)( 1  jkx , έηζη αλαγθαζηηθά 

0)( jkx  θαη 1)( 1  jkk xx  θαηαιαβαίλνπκε δειαδή φηη ν j  φξνο ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε δίλεη κηα ζεηηθή ηηκή ζην εζσηεξηθφ γηλφκελν. Αληίζηνηρα αλ 

0)(  pqWxk
 ηφηε 0)( 1  jkx  θαη 1)( jkx  νπφηε 1)( 1  jkk xx  θαη άξα 

αζθείηαη πάιη κηα ζεηηθή ζπκκεηνρή. Σπλεπψο ν πξψηνο φξνο ηεο (4.3) παξέρεη κηα 

κείσζε ζηελ ελέξγεηα εθηφο αλ 0)( 1  jkk xx . Σηελ πεξίπησζε απηή δελ 

πξαγκαηνπνηνχκε αιιαγέο ζηελ ζπλάξηεζε ηεο ελέξγεηαο αιιά πξνρσξάκε ζηνλ 

επφκελν λεπξψλα. Δπίζεο αθνχ ν πίλαθαο W  δελ είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο δελ 

εγγπφκαζηε φηη ν δεχηεξνο φξνο ηεο (4.3) είλαη αξλεηηθφο.  

 

4.2 Το ππόβλημα ηος πλανόδιος πωληηή (TSP) 

 

Σηηο εθαξκνγέο βειηηζηνπνίεζεο ηα Hopfield nets δελ είλαη εθπαηδεπκέλα, ζπλεπψο 

πξέπεη λα νξίζνπκε έλα ελεξγεηαθφ ζπλαξηεζνεηδέο πνπ ζα αληηζηνηρεί ζηε 

ζπλάξηεζε πνπ πξέπεη λα βειηηζηνπνηήζνπκε, θαζψο θαη ζπλαξηήζεηο πνηλψλ γηα 

θάζε πεξηνξηζκφ θαη έλαλ πίλαθα βαξψλ πνπ ζα νξίδεη ηε ζπλάξηεζε ζαλ απηή ηεο 

ζρέζεο (4.2). Οξίδνληαο ηε δηαδηθαζία θαηά απηφλ ηνλ ηξφπν, μεθηλάκε ην δίθηπν 

πεξηκέλνληαο λα νδεγεζνχκε ζην ειάρηζην.  

Θα αλαπηχμνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία ζην πξφβιεκα ηνπ πιαλφδηνπ πσιεηή 

(TSP), πνπ πξσηνπαξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Hopfield θαη Tank. 

Έζησ φηη έρνπκε m  πφιεηο, ζθνπφο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη λα επηζθεθηνχκε θάζε 

πφιε αθξηβψο κηα θνξά, επηζηξέθνληαο ζηελ αξρηθή καο ζέζε θαιχπηνληαο ηελ 

ειάρηζηε απφζηαζε. 

Έζησ ijd  ε απφζηαζε κεηαμχ ηεο i  θαη j  πφιεο, κε jiij dd   θαη δεκηνπξγνχκε έλα 

Hopfield net θαηαλέκνληαο m  λεπξψλεο θαη θάζε πφιε. (Τν δίθηπν ζα έρεη 2mn   

λεπξψλεο). 

Ταμηλνκνχκε, ηνπο λεπξψλεο ζε έλα ηακπιφ κε m γξακκέο θαη m κνλάδεο, φπνπ θάζε 

γξακκή αληηζηνηρεί ζε κία πφιε. Έηζη γηα κηα επηηπρεκέλε δηαδξνκή πξέπεη λα 

ππάξρεη αθξηβψο κηα κνλάδα (1) ζε θάζε γξακκή θαη αθνχ δελ γίλεηαη λα 

βξηζθφκαζηε ζε δχν πφιεηο ηαπηφρξνλα πξέπεη λα ππάξρεη αθξηβψο κηα κνλάδα (1) 

θαη ζε θάζε ζηήιε. Οπφηε πξέπεη λα ππάξρνπλ m κνλάδεο ζην ηακπιφ γηα κηα 

επηηπρεκέλε δηαδξνκή.  

Γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ην ελεξγεηαθφ ζπλαξηεζνεηδέο, νξίδνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο 

ζθαικάησλ γηα θάζε έλα απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξνβιήκαηνο. Έζησ ην 

δηάλπζκα θαηάζηαζεο ηνπ δηθηχνπ x , δηαλεκεκέλν απφ ηηο γξακκέο ηνπ πίλαθα, έηζη 

ψζηε ηα πξψηα m  ζηνηρεία αλαθέξνληαη ζηελ 1
ε
 πφιε, ηα επφκελα m  ζηνηρεία ζηελ 
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2
ε
 πφιε θ.ν.θ. Απφ ηα παξαπάλσ βιέπνπκε φηη ην δηάλπζκα x , πεξηιακβάλεη κφλν 1 

θαη 0 θαη ελ‟ ζπλερεία νξίδνπκε ην δηάλπζκα e  πνπ έρεη κφλν 1.  

Αξρηθά εηζάγνπκε ηνλ φξν: 

2 2( ) ( ) 2  .T T Te x m x ee x mx m     

Καη παξαηεξνχκε φηη ν φξνο κεδελίδεηαη αλ θαη κφλν αλ, έρεη αθξηβψο m κνλάδεο. Ο 

ηεηξαγσληθφο φξνο 2m  κπνξεί λα αγλνεζεί αθνχ πξφθεηηαη γηα ζηαζεξά θαη βιέπνπκε 

φηη ν πίλαθαο Tee  δελ έρεη κεδεληθή δηαγψλην.  

Έηζη ζεσξνχκε ηνλ πίλαθα: .TA ee I    

θαη άξα ε πνζφηεηα ( )  .T T T Tx ee x x Ax x x   

Δπίζεο αθνχ ην δηάλπζκα x  πεξηέρεη κφλν (0) θαη (1), βιέπνπκε φηη xexx TT  , άξα 

ε ζρέζε καο γξάθεηαη σο: 

2( ) (1 2 )  .T T Te x m x Ax m e x          (4.4) 

Οη ππφινηπνη πεξηνξηζκνί είλαη πεξίπινθνη θαζψο πξέπεη λα βξεζεί ν ηξφπνο κε ηνλ 

νπνίν ζα γίλεη ε αληηζηνίρηζε κέξνπο ηνπο δηαλχζκαηνο θαηάζηαζεο, κε 

ζπγθεθξηκέλεο πφιεηο. 

Έζησ πίλαθαο B  πνπ νξίδεηαη σο εμήο: 

 0iib , ni ,,1  

 0ijb , αλ ix)(  θαη jx)(  εθπξνζσπνχλ δηαθνξεηηθέο πφιεηο. Μαζεκαηηθά 

κνληεινπνηείηαη σο:  

 

















m

j

m

i
, φπνπ  r  (αθέξαην κέξνο ηνπ r ) εθθξάδεη ηνλ κεγαιχηεξν 

αθέξαην, απζηεξά κηθξφηεξν απφ ην r .  

 

 1ijb , αλ ix)(  θαη jx)(  εθπξνζσπνχλ ηελ ίδηα πφιε, δειαδή 

















m

j

m

i
, γηα 

ji  . 

Απφ ηελ θαηαζθεπή ηνπ B  βιέπνπκε, φηη είλαη ζπκκεηξηθφο, δηαγψληνο θαη θάζε 

ζηνηρείν ηεο δηαγσλίνπ αληηζηνηρεί ζε κηα ζπγθεθξηκέλε πφιε. 

Η ηεηξαγσληθή κνξθή είλαη: .Tx Bx       (4.5) 

Με ηελ παξαθάησ ηδηφηεηα: 
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Κάζε block ή ππνπίλαθαο ηνπ B , πνιιαπιαζηάδεηε κεηαμχ ηνπο αζξνίδνληαο ηηο 

δηαθεθξηκέλεο ζέζεηο ηνπ x  πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ ίδηα πφιε θαη θαηά ζπλέπεηα ε 

ηηκή πνπ ζα πάξνπκε ζα είλαη κεγαιχηεξε ηνπ 0 αλ δχν ζηνηρεία αληηζηνηρνχλ ζηελ 

ίδηα πφιε. Τέινο κε απηή ηε δηαδηθαζία αζξνίδνπκε γηα φιεο ηηο πφιεηο θαη 

παξαηεξνχκε φηη ε ζρέζε (4.4) ζα πάξεη ηελ ειάρηζηε ηηκή (0), αλ θάζε γξακκή ηνπ 

πίλαθα ησλ κνλάδσλ έρεη ην πνιχ έλα 1 (θάζε πφιε ζα επηζθέπηεηαη ην πνιχ κηα 

θνξά). 

Σηελ ζπλέρεηα πξέπεη λα βεβαησζνχκε φηη δελ ζα επηζθεθηνχκε δχν πφιεηο ζε έλα 

βήκα, δειαδή νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα ησλ κνλάδσλ καο ζα έρεη έλα (1). 

Τν παξαπάλσ πεξηγξάθεηαη σο: .Tx Cx      (4.6) 

Όπνπ,  

0iiC , 1ijC  αλ mjmi modmod  γηα ji    

θαη 0ijC αιιηψο. 

Αθφκα ρξεηαδφκαζηε γηα ηνλ αιγφξηζκν έλαλ φξν πνπ ζα κεηψλεη ηελ απφζηαζε ησλ 

δηαδξνκψλ. Οπζηαζηηθά, πξέπεη λα ειέγμνπκε ηελ ζεηξά ησλ δηαδξνκψλ πνπ 

αθνινπζνχληαη απφ ηνλ πίλαθα καο θαη λα αζξνίζνπκε ηηο απνζηάζεηο, νξίδνληαο ηε 

δηαδηθαζία απηή ζε ηεηξαγσληθή κνξθή. Γηα θάζε πφιε έρνπκε κηα κνλάδα ζηνλ 

πίλαθα πνπ καο ιέεη πφηε επηζθεθηήθακε ηελ πφιε απηή, θαζψο θαη ε κνλάδα ηεο 

πξνεγνχκελεο ζηήιεο καο δείρλεη απφ πνχ ήξζακε. Απφ ηε ζηηγκή πνπ κπνξεί λα 

ππάξρεη ην πνιχ κηα κνλάδα ζηελ πξνεγνχκελε ζηήιε, κπνξνχκε λα 

πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ αληίζηνηρε απφζηαζε κε ην ζηνηρείν ηνπ x  πνπ αληηζηνηρεί 

ζε απηή ηελ είζνδν. Έπεηηα πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ φξν πνπ πξνθχπηεη κε ην ζηνηρείν 

ηνπ x  πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πφιε πνπ βξηζθφκαζηε θαη αζξνίδνπκε. Γηα λα 

εμαζθαιίζνπκε ηελ ζπκκεηξία, πξέπεη λα θνηηάκε ηαπηφρξνλα ηελ πξνεγνχκελε θαη 

ηελ επφκελε ζηήιε. Με ηνλ ηξφπν απηφ, θάζε ζθέινο ηεο δηαδξνκήο ζα έρεη 

ζπκπεξηιεθζεί δχν θνξέο, παξφια απηά δελ καο επεξεάδεη αθνχ δελ ζα 

ππνινγίζνπκε ηελ παξαπάλσ πνζφηεηα αιιά ηε ρξεζηκνπνηνχκε γηα λα βξνχκε ηα 

βάξε ηνπ δηθηχνπ.  

Τέινο, πξέπεη λα ζπκπεξηιάβνπκε ηελ επηζηξνθή ζηελ αξρηθή καο πφιε. 

Η ηεηξαγσληθή κνξθή ζα είλαη: .Tx Fx      (4.7) 

O πίλαθαο F  έρεη 2m  blocks ( mm  blocks) θαη αληηζηνηρνχκε ηνπο δείθηεο qp,  

ηνπ ππνπίλαθα pqF  σο ηε δηαδξνκή απφ ηελ πφιε p  ζηελ πφιε q . 

Τφηε, 0.ppF   
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Γηα qp   θάζε ζηνηρείν ηνπ πίλαθα pqF  ζα ηζνχηαη κε pqd  ή 0, φπνπ ηα κε- 

αξλεηηθά ζηνηρεία ππάξρνπλ, αλ φλησο έρεη γίλεη ε δηαδξνκή απφ ηελ πφιε p  ζηελ 

πφιε q . Έηζη πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπκε ηηο απνζηάζεηο pqd  ζηελ ππφ θαη ππέξ 

δηαγψλην ηνπ pqF . (Υπφ- δηαγψληνο είλαη ε πξψηε δηαγψληνο θάησ απφ ηελ θχξηα 

δηαγψλην ηνπ πίλαθα θαη Υπέξ- δηαγψληνο είλαη ε πξψηε δηαγψληνο πάλσ απφ ηελ 

θχξηα δηαγψλην) 

Δπίζεο, λα πξνζζέζνπκε ηελ πηζαλφηεηα φηη ε πφιε p  ζα πξφθεηηαη γηα ηελ πξψηε 

πφιε θαη ε πφιε q  λα είλαη ε ηειεπηαία θαη αλάπνδα. 

Άξα ζεσξνχκε pqmpqmpq dFF  11 )()(  θαη αθνχ ηνπνζεηήζνπκε ηα ζηνηρεία ζηνλ 

πίλαθα pqF  κε ηηο παξαπάλσ δηαδηθαζίεο ηα ππφινηπα ζηνηρεία είλαη φια κεδεληθά. 

Τέινο, επηιέγνπκε παξακέηξνπο   ,    θαη έηζη ζπγθξίλνληαο ηε ζρέζε 

(4.2) κε ηηο ζρέζεηο (4.4-4.7), ζέηνπκε: 

FCBAW    θαη Temq )21(  . 

Τν δίθηπν ζα βξεη κηα δηαδξνκή κε n  κνλάδεο, πξνθαιψληαο ηνλ φξν ηεο (4.4) λα 

εμαθαληζηεί. Έπεηηα, ζα βξεη κηα κνλάδα ζε θάζε γξακκή θαη ζηήιε εμαιείθνληαο 

ηνπο φξνπο ησλ (4.5) θαη (4.6). Σηε ζπλέρεηα ζα πξνζπαζήζεη λα κεηψζεη ηελ 

απφζηαζε ηεο δηαδξνκήο θαη ηέινο ζα νξίζνπκε έλα φξην (threshold) ζηνλ αιγφξηζκν 

(π.ρ. 
2

1
). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 



` 

63 
 

 

 

  



` 

64 
 

 

 

 

Πίνακαρ εικόνων 
 

Δηθφλα εμσθχιινπ: Σπγθξφηεκα λεπξσληθψλ ζπλδέζεσλ απφ ηνλ: Max krasnov 
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Σρήκα 2 : Έλα απιφ perceptron  
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