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Περίληψη
Η απορακεµοποίηση παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον στην ϕαρµακοβιοµηχανία δεδο-
µένου ότι πολλές ϕαρµακευτικές ουσίες ϐρίσκονται υπό την µορφή ϱακεµικών µιγµάτων,
όµως µόνο ένα από τα εναντιοµερή του µίγµατος διαθέτει ϑεραπευτική δράση ενώ συχνά
το δεύτερο είναι τοξικό ή αδρανές για τον οργανισµό. Καθώς τα δύο εναντιοµερή έχουν
ίδιες ϕυσικοχηµικές ιδιότητες, ο διαχωρισµός τους είναι συχνά µια απαιτητική διεργασία.
Η κρυστάλλωση µπορεί να αποτελέσει µια οικονοµική και αξιόπιστη µέθοδο διαχωρισµού
των δύο διεργασιών. Συγκεκριµένα, η µετατροπή του ανεπιθύµητου εναντιοµερούς στο
επιθυµητό (αντίδραση απορακεµοποίησης, η οποία µάλιστα υποβοηθάται παρουσία κα-
ταλύτη), αποτελεί επιµέρους διεργασία της κρυστάλλωσης και µαζί µε άλλες διεργασίες
όπως η ανάπτυξη/διαλυτοποίηση, η διάσπαση και η συσσωµάτωση κρυστάλλων µελετάται
προκειµένου να ϐρεθούν οι ϐέλτιστες συνθήκες για την επίτευξη εναντιοκαθαρότητας.
Μάλιστα για την περίπτωση της συσσωµάτωσης δίνεται έµφαση σε δύο µηχανισµούς : τη
συσσωµάτωση σταθερού πυρήνα και τη συσσωµάτωση τύπου Brown. Ο διαχωρισµός των
εναντιοµερών µε κρυστάλλωση είναι µια χρονοβόρα διεργασία, γι΄ αυτό και εφαρµόζεται η
µέθοδος της µη ισοθερµοκρασιακής κρυστάλλωσης. Εφαρµόζοντας µη ισοθερµοκρασια-
κούς κύκλους επιταχύνεται η λήψη εναντιοκαθαρού προϊόντος.

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία αναπτύσσεται ένα µοντέλο στο υπολογιστικό περι-
ϐάλλον COMSOL Multiphysics το οποίο επιλύει ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων που
προσοµοιώνουν το παραπάνω πρόβληµα. Οι τελικές εξισώσεις προκύπτουν από εφαρµογή
των ισοζυγίων πληθυσµών (PBEs) και µάζας αλλά και την χρήση αδιάστατων µεταβλη-
τών, ενώ η επίλυση ϐασίζεται στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων και τα υπόλοιπα
Galerkin.

Τα αποτελέσµατα παρουσιάζουν ικανοποιητική ακρίβεια και σκιαγραφούν την πορεία της
απορακεµοποίησης. Συνοπτικά, τα συµπεράσµατα που συνάγονται δείχνουν ότι η ήπια
ϕθορά των κρυστάλλων δεν επηρεάζει το εξεταζόµενο σύστηµα σε αντίθετη µε την ισχυρή
διάσπαση η οποία καθυστερεί την απορακεµοποίηση και µειώνει το ϐαθµό εναντιοµέρειας.
Η συσσωµάτωση όταν µελετάται αποµονωµένα δεν επιδρά έντονα στο σύστηµα, ενώ όταν
συνυπάρχουν όλες οι διεργασίες, αύξηση του ϱυθµού συσσωµάτωσης οδηγεί σε µείωση
της επιδιωκόµενης απόδοσης. Τέλος, το ϱεαλιστικότερο µοντέλο αποτελεί εκείνο το οποίο
λαµβάνει υπόψιν το συνδυασµό της ανάπτυξης/διαλυτοποίησης, της διάσπασης και της
συσσωµάτωσης και παρουσιάζει την µικρότερη απόδοση εναντιοκαθαρότητας στον υπό
µελέτη χρόνο.
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Abstract
Deracemization is of great interest for the pharmaceutical industry given that many
drugs are found in the form of racemic mixtures, but only one of the enantiomers of
the mixture has a therapeutic effect while often the latter is toxic or inert to the human
body. The conversion of the unwanted enantiomer into the desired one (deracemiza-
tion), is a separate process of crystallization and along with other processes such as
growth/dissolution, breakage and agglomeration of crystals is studied in order to find
the optimal conditions for achieving enantiopurity. In fact, in the case of agglomeration
emphasis is given to two types of crystal kernels: constant and Brownian kernel. Since
deracemization is a complex mechanism, the method of temperature cycles is chosen
to describe it. In particular, a non-isothermal profile is followed as it has been proven
to contribute to faster enantiopurity.

In the present thesis a model is created in the computing environment ’COMSOL Mul-
tiphysics’ which solves a system of partial integro-differential equations that simulate
the above problem. The final equations come as a result of the application of the pop-
ulation balance equations (PBEs) as well as the mass balance equations and are based
on the use of dimensionless variables. The solution is numerically obtained by utilizing
the finite element and weighted Galerkin method.

The results are satisfactorily accurate and outline the course of deracemization. In
summary, results show that mild attrition of crystals does not affect the system under
consideration in contrast to strong breakage which delays deracemization and reduces
the degree of enantiomerism. When studied in isolation, agglomeration does not have
a strong effect on the system, while when all processes examined coexist, an increase
in the agglomeration rate leads to a reduction in the desired performance. Finally,
the most realistic model is the one that takes into account growth, dissolution, ag-
glomeration and breakage and presents the lowest enantiopurity yield in the studied
time.

4



Περιεχόµενα

1 Εισαγωγή 9
1.1 Κρυστάλλωση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 ∆ιαλυτότητα και Υπερκορεσµός . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.2 Μηχανισµοί κρυστάλλωσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Ισοµέρεια - Ρακεµοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.1 Εναντιοµερή και χειροµορφία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.2 Ρακεµοποίηση - Απορακεµοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 Θερµοκρασιακοί κύκλοι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.4 Εφαρµογές στην ϐιοµηχανία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 Μαθηµατική Μοντελοποίηση 20
2.1 Ισοζύγια πληθυσµών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.1 Προέλευση της εξίσωσης ισοζυγίων πληθυσµών . . . . . . . . . . . . 21
2.1.2 Προέλευση των όρων γέννησης/θανάτου σωµατιδίων . . . . . . . . . 22
2.1.3 ∆ιάνυσµα συνεχούς ϕάσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2 Μαθηµατική µοντελοποίηση των επιµέρους διεργασιών . . . . . . . . . . . 25
2.2.1 Ανάπτυξη και ∆ιαλυτοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.2 Ρακεµοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.3 ∆ιάσπαση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.4 Συσσωµάτωση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.3 Θερµοκρασιακό προφίλ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.4 Τελική µορφή εξισώσεων - Αδιαστατοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 Αριθµητική µέθοδος επίλυσης και υπολογιστικό περιβάλλον Comsol 31
3.1 Μέθοδος πεπερασµένων στοιχείων και υπόλοιπα Galerkin . . . . . . . . . . 31

3.1.1 Συνοριακές συνθήκες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2 Επίλυση στο υπολογιστικό περιβάλλον Comsol . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2.1 Εξισώσεις στο χωρίο µιας διάστασης (1D) . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2.2 Εξισώσεις στο χωρίο δύο διαστάσεων (2D) . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.3 Γεωµετρία, διακριτοποίηση, επιλυτές και επεξεργασία αποτελεσµάτων 40

4 Αποτελέσµατα 43
4.1 Ανάπτυξη/∆ιαλυτοποίηση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2 ∆ιάσπαση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.3 Συσσωµάτωση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.4 Συνδυασµός ∆ιεργασιών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.5 Πειραµατικές εκτιµήσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5 Συµπεράσµατα και προτάσεις για µελλοντική έρευνα 63
5.1 Συµπεράσµατα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5



5.2 Προτάσεις για µελλοντική έρευνα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Βιβλιογραφία 65

Αʹ Παράµετροι µοντέλου 68

Βʹ Υπολογισµός των ολοκληρωµάτων 70



Κατάλογος σχηµάτων

1.1 ∆ιάγραµµα ϕάσεων καθαρού συστατικού. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2 ∆ιαλυτότητα ισορροπίας, υπερκορεσµός και µεταστατικό όριο. . . . . . . . . 11
1.3 Παραδείγµατα εναντιοµερών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.4 Αναπαράσταση της απορακεµοποίησης µέσω ϑερµοκρασιακών κύκλων. . . . 16
1.5 ∆ιαλυτότητα του NMPA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.6 Σύγκριση ϐαθµού εναντιοµέρειας ισοθερµοκρασιακής κρυστάλλωσης και

µη-ισοθερµοκρασιακών κύκλων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.7 Σύγκριση ϑερµοκρασιακών προφίλ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1 Γέννηση και ϑάνατος σωµατιδίων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Πρότυπος ϑερµοκρασιακός κύκλος. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1 Σύγκριση κατανοµών µε χρήση του χωρίου 2D και του τελεστή dest. . . . . 37
3.2 Μορφή των εξισώσεων ισοζυγίου µάζας στην υγρή ϕάση για κάθε εναντιοµε-

ϱές στο πεδίο Global Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3 Τελική µορφή των εξισώσεων στο πεδίο Weak Form PDE . . . . . . . . . . . 39
3.4 Πλέγµα για τον όρο γέννησης της συσσωµάτωσης σταθερού πυρήνα. . . . . 41
3.5 Πλέγµα για τον όρο ϑανάτου της συσσωµάτωσης σταθερού πυρήνα. . . . . . 41

4.1 Ολοκλήρωµα διάσπασης στον αρχικό χρόνο - Σύγκριση µε MATLAB. . . . . 44
4.2 Ανάπτυξη: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς τη τελευταία χρονική

στιγµή για διάφορες τιµές λmax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.3 Ανάπτυξη: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς σε διάφορους χρόνους

για λmax=6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4 Ανάπτυξη: Αδιάστατη κατανοµή του εναντιοµερούς l στον τελικό χρόνο. . . . 46
4.5 Ανάπτυξη: Βαθµός εναντιοµέρειας. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.6 Ανάπτυξη: Τρίτη ϱοπή των πληθυσµών. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.7 ∆ιάσπαση: Αδιάστατη κατανοµή του εναντιοµερούς d στον τελικό χρόνο για

kb = 10−2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.8 ∆ιάσπαση:Τρίτη ϱοπή πληθυσµών για kb = 10−2. . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.9 ∆ιάσπαση:Υπερκορεσµός συναρτήσει του χρόνου (kb = 10−2). . . . . . . . . 49
4.10∆ιάσπαση:Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για kb = 10−2. . . 49
4.11∆ιάσπαση:Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για διάφορες τιµές

kb. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.12Συσσωµάτωση:Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς τη τελευταία χρο-

νική στιγµή (για ee = 0.99) για διάφορες τιµές λmax . . . . . . . . . . . . . . 51
4.13Συσσωµάτωση:Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς τη τελευταία χρο-

νική στιγµή για b0 = 9.8179 · 10−10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.14Συσσωµάτωση: Αδιάστατη κατανοµή του l εναντιοµερούς τη τελευταία χρο-

νική στιγµή για b0 = 9.8179 · 10−10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.15Συσσωµάτωση: Πρώτη ϱοπή πληθυσµών. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

7



4.16Συσσωµάτωση: Τρίτη ϱοπή πληθυσµών. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.17Συσσωµάτωση: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου. . . . . . . . 54
4.18Συσσωµάτωση Brown: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς την αδι-

άστατη χρονική στιγµή 40 για b0 = 1.4137 · 10−9. . . . . . . . . . . . . . . 55
4.19Συσσωµάτωση Brown: Τρίτη ϱοπή εναντιοµερών. . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.20Συσσωµάτωση Brown: Βαθµός εναντιοµέρειας για διαφορετικές τιµές b0. . . 56
4.21Σύγκριση του ϐαθµού εναντιοµέρειας για τους δύο µηχανισµούς συσσω-

µάτωσης. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.22Συνδυασµός διεργασιών : Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς την αδι-

άστατη χρονική στιγµή 35. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.23Συνδυασµός διεργασιών : Τρίτη ϱοπή εναντιοµερών. . . . . . . . . . . . . . 58
4.24Συνδυασµός διεργασιών : Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για

διάφορες τιµές b0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.25Σύγκριση του ϐαθµού εναντιοµέρειας της διάσπασης, της συσσωµάτωσης και

του συνδυασµού αυτών. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.26Βαθµός εναντιοµέρειας των ενώσεων CPG και tLEU. . . . . . . . . . . . . . 60
4.27Βαθµός εναντιοµέρειας για την απορακεµοποίηση γλουταµινικού οξέος µε

µικροκύµατα. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.28Βαθµός εναντιοµέρειας για την απορακεµοποίηση ϕαινυλαλανίνης µέσω ϑερ-

µοκρασιακών κύκλων. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Αʹ.1 Μεταβλητές µοντέλου - Αναπαράσταση από COMSOL. . . . . . . . . . . . . 68

Βʹ.1 Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή της συνάρτησης fi(x) από
το χωρίο 1D στο 2D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Βʹ.2 Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή της σύνθετης συνάρτησης
από το χωρίο 1D στο 2D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Βʹ.3 Μορφή του όρου γέννησης σωµατιδίων της συσσωµάτωσης σταθερού πυρήνα. 72
Βʹ.4 Μορφή του όρου ϑανάτου σωµατιδίων της συσσωµάτωσης σταθερού πυρήνα. 72
Βʹ.5 Μορφή του όρου γέννησης σωµατιδίων της συσσωµάτωσης πυρήνα Brown. . 73
Βʹ.6 Μορφή του όρου ϑανάτου σωµατιδίων της συσσωµάτωσης πυρήνα Brown. . 73
Βʹ.7 Μορφή του όρου της διάσπασης. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Βʹ.8 Συνθήκη Dirichlet για στο αριστερό άκρο (λ = 0). . . . . . . . . . . . . . . 74
Βʹ.9 Συνθήκη Flux/Source που εφαρµόζεται για τον όρο γέννησης στη συσσω-

µάτωση. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Βʹ.10Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή από το χωρίο 2D στο 1D

(x = λmax). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Βʹ.11Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή από το χωρίο 2D στο 1D

(x = x). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Βʹ.12Μεταβλητές που χρησιµοποιούνται για προβολή από το χωρίο 2D στο 1D. . . 76



Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο αναλύονται οι ϐασικές αρχές που αφορούν την κρυστάλλωση και
τις διεργασίες που την διέπουν, µε έµφαση στην (απο)ρακεµοποίηση. Επίσης δίνονται οι
ϐασικές εφαρµογές που ϐρίσκει η (απο)ρακεµοποίηση στη ϕαρµακοβιοµηχανία.

1.1 Κρυστάλλωση

Η κρυστάλλωση αποτελεί µέθοδο διαχωρισµού και καθαρισµού ενός διαλύµατος και χρη-
σιµοποιείται ευρέως για την παραγωγή πληθώρας χρήσιµων υλικών. Ο όρος διάλυµα
αναφέρεται σε ένα µίγµα δύο ή περισσότερων συστατικών που σχηµατίζουν µια οµογενή
ϕάση. Το προϊόν της κρυστάλλωσης λαµβάνεται σε κρυσταλλική µορφή κατά την οποία
τα άτοµα ή µόρια κατανέµονται σε ένα καλά καθορισµένο, άκαµπτο κρυσταλλικό πλέγµα
ούτως ώστε να ελαχιστοποιήσουν την ενέργειά τους.

Η διαδικασία της πήξης περιλαµβάνει δυο ϐασικά στάδια : την πυρηνογένεση (nucleation)
(δηµιουργία κόκκων κρυστάλλων) και την ανάπτυξη των κρυστάλλων. [1] Ο κρύσταλλος α-
ναπτύσσεται και προς τις τρεις διευθύνσεις µε την απόθεση ιόντων ή µορίων γύρω από µια
µοναδιαία (στοιχειώδη) κυψελίδα. Ορισµένα στερεά παρουσιάζουν συγκεκριµένη διάταξη
ατόµων µε κάθε κρυσταλλικό τους πλέγµα να χαρακτηρίζεται από τους κρυσταλλικούς
άξονες, τις γωνίες και το γεωµετρικό σχήµα της στοιχειώδους κυψελίδας. Υπάρχουν συ-
νολικά επτά (7) κρυσταλλικά συστήµατα (κυβικό, τετραγωνικό, ορθοροµβικό, τριγωνικό ή
ϱοµβοεδρικό, µονοκλινές, τρικλινές και εξαγωνικό) και δεκατέσσερα (14) είδη κρυσταλ-
λικών πλεγµάτων τα οποία ϐασίζονται στη συµµετρία των κρυστάλλων (χωροκεντρωµένο,
εδροκεντρωµένο, µονοεδρικά κεντρωµένο και µέγιστης πυκνότητας). Επίσης, τα κρυσταλ-
λικά στερεά διακρίνονται σε τέσσερις (4) ϐασικές κατηγορίες µε ϐάση τον τύπο του δεσµού
που δηµιουργούν τα άτοµα µεταξύ τους (ιοντικοί, µοριακοί, µεταλλικοί και ηµιαγώγιµοι
κρύσταλλοι), ενώ για τον υπολογισµό των κρυσταλλογραφικών επιπέδων χρησιµοποιούνται
οι δείκτες Miller. [2]

1.1.1 ∆ιαλυτότητα και Υπερκορεσµός

Η διεργασία της κρυστάλλωσης ϐασίζεται στη µεταβολή της διαλυτότητας µιας ουσίας,
όπως περιγράφεται από το διάγραµµα ϕάσεών της (Σχήµα 1.1). Με τον όρο διαλυτότητα
εννοείται η µέγιστη ποσότητα µιας ουσίας που µπορεί να διαλυθεί σε ορισµένη ποσότητα
διαλύτη και σε ορισµένη ϑερµοκρασία. Προκειµένου να σχηµατιστούν κρύσταλλοι είναι
απαραίτητο να µειωθεί η διαλυτότητα και το διάλυµα να καταστεί υπέρκορο.
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Σχήµα 1.1: ∆ιάγραµµα ϕάσεων καθαρού συστατικού. [3]

Ο υπερκορεσµός µπορεί να εκφραστεί ως η διαφορά µεταξύ της συγκέντρωσης ενός κο-
ϱεσµένου διαλύµατος css και της συγκέντρωσης ενός διαλύµατος σε ισορροπία ceq∗ ή ως ο
λόγος αυτών των δύο [1]:

∆c = css − ceq∗ (1.1)

ή

S =
css
ceq∗

. (1.2)

Παρότι οποιοσδήποτε µη µηδενικός υπερκορεσµός ϑεωρητικά µπορεί να προκαλέσει κρυ-
στάλλωση, η τελευταία συνήθως δεν συµβαίνει αν ο υπερκορεσµός δεν υπερβεί ένα συγκε-
κριµένο µετασταθές όριο. Το διάγραµµα που περιγράφει αυτό το ϕαινόµενο παρουσιάζεται
στο Σχήµα 1.2. Η συνεχής γραµµή λέγεται καµπύλη διαλυτότητας και αντιστοιχεί στη συ-
γκέντρωση ισορροπίας του διαλύτη ως συνάρτηση της ϑερµοκρασίας. Κάτω από τη γραµµή
αυτή ϐρίσκεται η ευσταθής Ϲώνη, περιοχή στην οποία το διάλυµα είναι ακόρεστο (unsatu-
rated) και η κρυστάλλωση είναι ϑερµοδυναµικά αδύνατη, ενώ πάνω από τη διακεκοµµένη
γραµµή ϐρίσκεται η ασταθής Ϲώνη (unstable), περιοχή όπου συµβαίνει υπερκορεσµός
(supersaturation). Με την διακεκοµµένη γραµµή υποδεικνύεται το µετασταθές όριο και
η περιοχή µεταξύ των δύο γραµµών ονοµάζεται µετασταθής Ϲώνη. ΄Ενα υπέρκορο διάλυ-
µα στο οποίο δεν περιέχονται κρύσταλλοι µπορεί να παραµείνει στη µετασταθή Ϲώνη επ΄
αόριστον. Το µέγεθος αυτής της Ϲώνης εξαρτάται από τη ϕύση του διαλύτη καθώς και τις
συνθήκες τις κρυστάλλωσης (πίεση, ϑερµοκρασία, ακαθαρσίες κλπ). [1]
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Σχήµα 1.2: ∆ιαλυτότητα ισορροπίας, υπερκορεσµός και µεταστατικό όριο. [1]

Υπάρχουν τέσσερα (4) είδη κρυστάλλωσης τα οποία διαχωρίζονται µε ϐάση τον τρόπο
που επιτυγχάνεται ο υπερκορεσµός. Η κρυστάλλωση µέσω της ψύξης αποτελεί ελκυστική
µέθοδο όταν η διαλυτότητα του προϊόντος αυξάνεται µε την αύξηση της ϑερµοκρασίας, ενώ
η κρυστάλλωση µέσω εξάτµισης του διαλύτη προτιµάται όταν η διαλυτότητα της ουσίας
δεν εξαρτάται σε µεγάλο ϐαθµό από τη ϑερµοκρασία. Στην καθίζηση (precipitation) ο
υπερκορεσµός δηµιουργείται µέσω της ανάµειξης δύο ϱευµάτων: είτε µέσω αντίδρασης
αυτών είτε µε αλλαγή του pH είτε µε την προσθήκη µιας ουσίας που να δεσµεύει µόνο
τον διαλύτη. Το τελευταίο είδος είναι η κλασµατική κρυστάλλωση κατά την οποία η
δηµιουργία υπερκορεσµένου διαλύµατος επαναλαµβάνεται πολλές ϕορές µε σκοπό την
παραλαβή ενός καθαρότερου κρυστάλλου.

Μέσω της κρυστάλλωσης µπορούν να παραχθούν κρύσταλλοι διαφορετικού µεγέθους. Ο
έλεγχος της κατανοµής µεγέθους των σωµατιδίων ϐασίζεται στον έλεγχο των επιµέρους
διεργασιών της κρυστάλλωσης. Ενδεικτικά, οι κρύσταλλοι που παραµένουν σε επαφή µε
το υπέρκορο διάλυµα ενδέχεται να υποστούν ωρίµανση κατά την οποία οι κρύσταλλοι µι-
κρού µεγέθους διαλύονται για να αναπτυχθούν µεγαλύτεροι. Το µέγεθος των κρυστάλλων
εξαρτάται και από τη διαλυτότητα µέσω της σχέσης :

ln[
c(r)
c∗

] =
2Mγ
νRTρr

, (1.3)

όπου c(r) είναι η διαλυτότητα σωµατιδίων µε ακτίνα r, c* είναι η διαλυτότητα της ουσίας
σε ισορροπία, R είναι η παγκόσµια σταθερά των αερίων, Τ είναι η απόλυτη ϑερµοκρασία,
ρ είναι η πυκνότητα του στερεού, Μ είναι το µοριακό ϐάρος του στερεού στο διάλυµα και
γ είναι η διεπιφανειακή τάση του στερεού σε επαφή µε το διάλυµα. Η σχέση αυτή είναι
γνωστή ως Gibbs-Thomson. [2]

Ο τρόπος µε τον οποίο εξελίσσεται στο χρόνο η κατανοµή µεγέθους των κρυστάλλων πε-
ϱιγράφεται αποτελεσµατικά µέσω των ισοζυγίων πληθυσµών (Population Balance Equa-
tions), που ϑα αναλυθούν σε επόµενο κεφάλαιο. (ϐλ. Κεφ. 2.1) [4]

1.1.2 Μηχανισµοί κρυστάλλωσης

΄Οπως έχει αναφερθεί παραπάνω, η κρυστάλλωση ξεκινά µέσω της πυρηνογένεσης (ή πυ-
ϱήνωσης) και συνεχίζει µε την ανάπτυξη των κρυστάλλων. Παρόλα αυτά καθώς είναι µια
σύνθετη διεργασία απαρτίζεται από πολλούς επιµέρους µηχανισµούς όπως η διάσπαση, η
συσσωµάτωση και άλλα.
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Πυρήνωση (Nucleation)

Ο µηχανισµός της πυρήνωσης αφορά την ῾῾γέννηση᾿᾿ ενός νέου κρυστάλλου και σηµατοδοτεί
την έναρξη του διαχωρισµού ϕάσεων. Υπάρχουν δύο διαφορετικοί µηχανισµοί πυρήνω-
σης : η πρωτογενής και η δευτερογενής, µε την πρώτη να σχετίζεται µε την δηµιουργία
µιας νέας ϕάσης από ένα καθαρό υγρό ή διάλυµα. Η πρωτογενής πυρήνωση µπορε-
ί να διαχωριστεί σε δύο υποκατηγορίες : την οµογενή και την ετερογενή. Στην δεύτερη
περίπτωση ένα ξένο υπόστρωµα, που απαρτίζεται από µικροσκοπικά αόρατα σωµατίδια
όπως για παράδειγµα σωµατίδια σκόνης, ϐρίσκεται στο διάλυµα όταν ξεκινά η πυρήνωση.
Στην οµογενή πυρήνωση, ένα τέτοιο υπόστρωµα απουσιάζει και οι πυρήνες σχηµατίζο-
νται λόγω αυθόρµητων διακυµάνσεων πυκνότητας, οι οποίες µπορούν µε τον ίδιο τρόπο
να καταστρέψουν τον πυρήνα των κρυστάλλων. Η δευτερογενής πυρήνωση έγκειται στην
ανάπτυξη του πυρήνα από κρυστάλλους που ϐρίσκονται ήδη µέσα στο διάλυµα. Οι πυ-
ϱήνες αυτοί είναι συνήθως ϑραύσµατα τριβής και προέρχονται από συγκρούσεις µεταξύ
µεγαλύτερων κρυστάλλων.

Κατά την εκκίνηση της κρυστάλλωσης λαµβάνει χώρα η πρωτογενής πυρήνωση, ενώ µετά
την ανάπτυξη µεγαλύτερων κρυστάλλων ενισχύεται η δευτερογενής, η οποία γίνεται η πιο
σηµαντική πηγή πυρήνων σε χαµηλές τιµές υπερκορεσµού. Για την καθίζηση ελαφρώς
διαλυτών ουσιών, η διαδικασία γενικά καθορίζεται από την πρωτογενή πυρήνωση καθώς
ο υπερκορεσµός παραµένει σε αρκετά υψηλά επίπεδα ώστε να σχηµατιστούν πυρήνες
κρυστάλλων και οι κρύσταλλοι που έχουν υποστεί συσσωµάτωση παραµένουν πολύ µικροί
για να υποστούν ϕθορά. [4]

Ανάπτυξη (Growth) - ∆ιαλυτοποίηση (Dissolution)

Η ανάπτυξη είναι µια διεργασία κατά την οποία αυξάνεται το µέγεθος του ήδη υπάρχοντος
κρυστάλλου, αφού µόρια διαλύτη προσελκύονται και προσκολλούνται σε αυτόν ταξινο-
µηµένα εξαιτίας του υπερκορεσµού. Χωρίζεται σε δύο ϐήµατα: τη διάχυση των µονάδων
ανάπτυξης προς τη διεπιφάνεια του διαλύµατος - κρυστάλλου και τη µεταγενέστερη εν-
σωµάτωση αυτών των µονάδων στην κρυσταλλική επιφάνεια. Οι συνθήκες και ο ϐαθµός
της κρυσταλλικής ανάπτυξης παίζουν σηµαντικό ϱόλο στην καθαρότητα του προϊόντος και
στο τελικό σχήµα του κρυστάλλου. Για τη µοντελοποίηση του ϱυθµού ανάπτυξης εφαρ-
µόζονται διάφορες σχέσεις µε πολύ συχνά εφαρµοζόµενη αυτή της γραµµικής ανάπτυξης
(linear growth). [4]

∆ιαλυτοποίηση είναι η αντίστροφη διεργασία της ανάπτυξης, αφορά δηλαδή στην εκ νέου
διάλυση του στερεού κρυστάλλου µέσα στο υγρό διάλυµα. ΄Οπως η ανάπτυξη έτσι και
η διαλυτοποίηση εξαρτάται από το ϐαθµό υπερκορεσµού του διαλύµατος και επηρεάζε-
ται από τη ϑερµοκρασία, όµως µόνο σε περιοχές κάτω από την καµπύλη διαλυτότητας
(Σχήµα 1.2) ή για πολύ αδιάλυτες ουσίες, η διαλυτοποίηση οδηγεί στην εξαφάνιση στρω-
µάτων του κρυστάλλου και στη διατήρηση µιας λείας επιφάνειας. Συνήθως η επιφανειακή
αποσύνθεση συµβαίνει στις κρυσταλλικές άκρες και η επιφάνεια µετατρέπεται εύκολα σε
τραχιά.

∆ιάσπαση (Breakage)

Η διάσπαση αναφέρεται και ως ϕθορά εξαιτίας της τριβής (attrition) και συµβαίνει ε-
ξαιτίας συγκρούσεων µεταξύ των κρυστάλλων µε άλλους κρυστάλλους, µε τα τοιχώµατα
του δοχείου µέσα στο οποίο ϐρίσκονται ή µε τον αναδευτήρα του δοχείου. Επίσης, δι-
άσπαση µπορεί να επιτευχθεί µε τη χρήση υπερήχων. [5] Οι συγκρούσεις αυτές έχουν ως
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αποτέλεσµα την παραγωγή ϑραυσµάτων διαφορετικού µεγέθους, τα οποία πολλές ϕορές
λειτουργούν ως πυρήνες για την δευτερογενή πυρήνωση. [6]

Συσσωµάτωση (Agglomeration)

Η διαδικασία της συσσωµάτωσης αποτελείται από τη διάσπαση, µεταφορά και εκ νέου
σύνδεση των κρυσταλλικών σωµατιδίων προς σχηµατισµό ενός µεγαλύτερου κρυστάλλου.
Στην περίπτωση που ο υπερκορεσµός είναι µηδενικός δεν συµβαίνει συσσωµάτωση και
όλοι οι ελαφρώς συνδεδεµένοι µεταξύ τους κρύσταλλοι διαλύονται. Οι κύριοι µηχανι-
σµοί µεταφοράς µε τους οποίους συγκρούονται τα σωµατίδια είναι η κίνηση Brown και
η στρωτή ή τυρβώδης ϱοή. Με ϐάση το µέγεθος του σωµατιδίου και τον µηχανισµό µε-
ταφοράς, διακρίνονται διαφορετικοί µηχανισµοί σύγκρουσης (perikinetic, orthokinetic,
inertial). [4] Σηµειώνεται ότι στην ξένη ϐιβλιογραφία, οι όροι agglomeration και aggrega-
tion αναφέρονται και οι δύο στη συσσωµάτωση κρυστάλλων.

Ωρίµανση Ostwald (Ostwald Ripening)

΄Ενα ετερογενές σύστηµα µε µία στερεή ϕάση στη διεσπαρµένη κατάσταση είναι ασταθές
ϑερµοδυναµικά, µέχρι η ελεύθερη ενέργειά του να ϕτάσει ένα ελάχιστο όριο. Αυτό συµβα-
ίνει επειδή η µεγάλη περιοχή που καταλαµβάνει η διεπιφάνεια στερεού-διαλύµατος συνει-
σφέρει στην ελεύθερη ενέργεια, η οποία ϑα µειωνόταν υπό άλλες συνθήκες. Η παραπάνω
διαδικασία περιγράφηκε πρώτα από τον Ostwald και έκτοτε λέγεται ωρίµανση Ostwald.
Βασίζεται στη διαφορά διαλυτότητας µεταξύ των σωµατιδίων της στερεής ϕάσης, όπως δίνε-
ται και από την εξίσωση Gibbs-Thomson (εξ. 1.3). [7] Αυτή η διαφορά στη διαλυτότητα
δηµιουργεί µια ϐαθµίδα συγκέντρωσης που ευνοεί την µεταφορά της διαλυµένης ουσίας
(που ϐρίσκεται στο διάλυµα) από µικρούς κρυστάλλους προς µεγαλύτερους. Ο ϱυθµός
της διεργασίας ωρίµανσης καθορίζεται από τη κατανοµή µεγέθους των κρυστάλλων, την
κινητική της ανάπτυξης/διαλυτοποίησης και τις ιδιότητες του διαλύµατος. Γενικά, η ω-
ϱίµανση Ostwald µειώνει τον αριθµό των κρυστάλλων που ϐρίσκονται στο διάλυµα ενώ
αυξάνει το µέγεθός τους και το πλάτος της κατανοµής µεγέθους.

(Απο)Ρακεµοποίηση - (De)Racemization

Ρακεµοποίηση ονοµάζεται η διεργασία κατά την οποία δηµιουργείται ϱακεµικό µίγµα -
µίγµα που αποτελείται από ίση ποσότητα δύο εναντιοµερών, ενώ απορακεµοποίηση ε-
ίναι η αντίθετη διεργασία παραγωγής ενός εναντιοµερούς από ένα ϱακεµικό µίγµα. Η
(απο)ρακεµοποίηση αποτελεί µια ϐασική διεργασία της κρυστάλλωσης και αναλύεται πε-
ϱισσότερο σε επόµενη ενότητα (ϐλ. Κεφ. 1.2).

1.2 Ισοµέρεια - Ρακεµοποίηση

Το ϕαινόµενο κατά το οποίο δύο διαφορετικές χηµικές ουσίες έχουν τον ίδιο µοριακό τύπο
ονοµάζεται ισοµέρεια και η πρώτη αναφορά σε αυτό έγινε από τον Σουηδό επιστήµονα Ja-
cob Berzelius το 1830. [8] Η ισοµέρεια οφείλεται στο γεγονός ότι τα άτοµα των χηµικών
ενώσεων µε τον ίδιο µοριακό τύπο µπορούν να πάρουν ϑέση στο χώρο µε διαφορετικούς
τρόπους έτσι ώστε να παραχθούν ενώσεις που διαφέρουν σε ϕυσικές και χηµικές ιδιότητες
και ονοµάζονται ισοµερή. Υπάρχουν δύο είδη ισοµερών, τα συντακτικά ισοµερή που δια-
ϕέρουν εξαιτίας της διαφορετικής διάταξης των ατόµων στο επίπεδο, όπως για παράδειγµα
η αιθανόλη (CH3CH2OH) και ο διµεθυλαιθέρας (CH3OCH3) και τα στερεοϊσοµερή, τα οποία
διαιρούνται σε επιµέρους υποκατηγορίες.
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1.2.1 Εναντιοµερή και χειροµορφία

Στερεοϊσοµερή ονοµάζονται τα µόρια εκείνα που έχουν τον ίδιο µοριακό τύπο και την ίδια
σύνδεση µεταξύ των ατόµων, όµως διαφέρουν στην τριδιάστατη διαµόρφωση αυτών στο
χώρο (διαφορετικός στερεοχηµικός τύπος). Η µετατροπή των µορίων σε στερεοϊσοµερή
δεν οφείλεται στις περιστροφές γύρω από απλούς δεσµούς όπως συµβαίνει στη συντακτική
ισοµέρεια αλλά περιλαµβάνει ϑραύση των παλιών δεσµών και δηµιουργία καινούργιων.
Γίνεται λοιπόν αντιληπτό ότι η µεταβολή µιας στερεοδοµής σε άλλη απαιτεί υψηλά πο-
σά ενέργειας, συνεπώς δεν πραγµατοποιείται αυθόρµητα σε ϑερµοκρασία περιβάλλοντος.
Υπάρχουν δύο είδη στερεοϊσοµερών, τα διαστερεοµερή (γεωµετρικά ισοµερή) και τα ενα-
ντιοµερή (οπτικά ισοµερή). [8]

Τα εναντιοµερή αποτελούν Ϲευγάρια στερεοϊσοµερών που είναι χειρόµορφα, δηλαδή τα
µόριά τους δεν ταυτίζονται µε τα κατοπτρικά τους είδωλα και απαιτούν δύο εναντιοµερείς
µορφές. Η εναντιοµέρεια πραγµατοποιείται σε µόρια που έχουν ένα ή περισσότερα στε-
ϱεογονικά ή ασύµµετρα κέντρα (τετραεδρικά άτοµα που ϕέρουν τέσσερις (4) διαφορετικές
ϑέσεις πρόσδεσης), ενώ αυτά µπορεί να είναι άτοµα άνθρακα, ϕωσφόρου, ϑείου ή αζώτου.
΄Ετσι, κάθε Ϲεύγος εναντιοµερών έχει τις ίδιες ϕυσικές και χηµικές ιδιότητες, µε εξαίρεση
την επίδρασή τους στο επίπεδο του πολωµένου ϕωτός και την αντίδρασή τους µε άλλα
χειρόµορφα µόρια και κατ’ επέκταση ϐιολογικές ιδιότητες, γεύση, οσµή κλπ. Αναφορι-
κά µε το επίπεδο του πολωµένου ϕωτός, αν περιστρέφεται κατά τη ϕορά των δεικτών του
ϱολογιού, δηλαδή δεξιόστροφα (dextrorotatory), το εναντιοµερές που προκαλεί την περι-
στροφή ϕέρει την ένδειξη (+), ενώ για αριστερόστροφη (laevorotatory) περιστροφή ϕέρει
την ένδειξη (-). Τα δυο εναντιοµερή στρέφουν το επίπεδο του πολωµένου ϕωτός µε την ίδια
τιµή, αλλά σε διαφορετικές διευθύνσεις. [2]

Καθώς τα εναντιοµερή αποτελούν διαφορετικές ενώσεις, γίνεται χρήση των προθεµάτων
R και S τα οποία προτάθηκαν πρώτη ϕορά από τους Cahn-Ingold-Prelog και αφορούν
τα στερεογονικά κέντρα. [9] Το R υποδεικνύει τη δεξιόστροφη ϕορά κίνησης από τον
µεγαλύτερης ισχύος υποκαταστάτη στον µικρότερο, ενώ το S αφορά στην αριστερόστροφη
ϕορά. Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι δεν υπάρχει σχέση µεταξύ των προθεµάτων R και
S, που υποδεικνύουν την κατεύθυνση των υποκαταστατών και των προσήµων (+) και (- )
που υποδεικνύουν την κατεύθυνση της στροφής του πολωµένου ϕωτός. [2] Τα προθέµατα
R και S είναι πλέον ταυτόσηµα µε τα D και L, τα οποία παλαιότερα χρησιµοποιούνταν
για να περιγράψουν την (+)- γλυκεριναλδεΰδη που είχε την ίδια σχετική διαµόρφωση µε
τα σάκχαρα και την (-)-γλυκεριναλδεΰδη που είχε την ίδια σχετική διαµόρφωση µε τα
αµινοξέα. [2] Στο Σχήµα 1.3 δίνονται δύο παραδείγµατα εναντιοµερών ενώσεων.

Γεωµετρική ισοµέρεια ή αλλιώς ισοµέρεια cis-trans συµβαίνει όταν τα άτοµα δεν µπορούν
να περιστραφούν ελεύθερα λόγω άκαµπτης δοµής. Συναντάται σε ενώσεις µε διπλούς
δεσµούς άνθρακα-άνθρακα, άνθρακα-αζώτου ή αζώτου-αζώτου και σε κυκλικές ενώσεις,
όπου η ακαµψία οφείλεται στη δοµή του δακτυλίου. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί
η ένωση stilbene µε µοριακό τύπο C14H12, στην οποία η γεωµετρική ισοµέρεια οφείλεται
στο διπλό δεσµό άνθρακα-άνθρακα. Το ισοµερές του οποίου οι ίδιες οµάδες είναι από
την ίδια πλευρά του διπλού δεσµού παίρνει το πρόθεµα cis, ενώ όταν οι ίδιες οµάδες
ϐρίσκονται σε αντίθετη µεριά χρησιµοποιείται το πρόθεµα trans. [8]
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(αʹ) Μεθειονίνη

(ϐʹ) Μανδελικό οξύ

Σχήµα 1.3: Παραδείγµατα εναντιοµερών. Στο πάνω Σχήµα απεικονίζονται τα εναντιοµερή της
µεθειονίνης : D-(R)-(+)-Μεθειονίνη στα αριστερά και L-(S)-(-)-Μεθειονίνη στα δεξιά. Στο κάτω Σχήµα
απεικονίζονται τα εναντιοµερή του µανδελικού οξέος (mandelic acid): (S)-(+)-Μανδελικό οξύ στα
αριστερά και (R)-(-)-Μανδελικό οξύ στα δεξιά. [10]

Σηµαντικά µεγέθη της στερεοϊσοµέρειας αποτελούν η ειδική γωνία στροφής [α] και ο
ϐαθµός εναντιοµέρειας ή οπτική καθαρότητα [ee]. Η ειδική γωνία στροφής είναι µια ϕυ-
σική σταθερά µιας χειρόµορφης ένωσης (ορισµένης συγκέντρωσης) που δείχνει τη στροφή
του πολωµένου ϕωτός στους 25 oC και µήκος κύµατος 589 nm. ∆ίνεται από τον τύπο
[a] = α/(lxc) και εξαρτάται από µήκος κύµατος του ϕωτός, το µήκος της κυψελίδας, τη
ϑερµοκρασία και τη συγκέντρωση της ουσίας. Με α συµβολίζεται η παρατηρούµενη στρο-
ϕή σε µοίρες, l είναι το µήκος του κρυστάλλου σε dm και c είναι η συγκέντρωση σε g/ml.
Ως ϐαθµός εναντιοµέρειας ορίζεται το µέγεθος που ποσοτικοποιεί την περίσσεια ενός ενα-
ντιοµερούς έναντι του άλλου στο µίγµα. ΄Οταν ο ϐαθµός εναντιοµέρειας ενός συστήµατος
είναι ένα (1), τότε έχει επιτευχθεί εναντιοκαθαρότητα και πλήρης διαχωρισµός των δύο
εναντιοµερών.

1.2.2 Ρακεµοποίηση - Απορακεµοποίηση

Ρακεµοποίηση ονοµάζεται η διεργασία κατά την οποία µία οπτικά ενεργή ουσία που απο-
τελείται µόνο από ένα εναντιοµερές µετατρέπεται σε ένα ισοµοριακό µίγµα εναντιοµερών
το οποίο είναι οπτικά ανενεργό (καθώς περιέχει ίσο αριθµό µορίων µε αντίθετες οπτικές
περιστροφές) και ονοµάζεται ϱακεµικό µίγµα. Κατά την κρυστάλλωση, από ένα ϱακεµικό
µίγµα µπορεί να παραχθεί είτε ένα ισοµοριακό µίγµα καθαρών εναντιοµερών σε µορφή
κρυστάλλων (conglomerates) είτε ένα ισοµοριακό µίγµα δύο εναντιοµερών που κατανέµο-
νται οµοιογενώς σε ένα κρυσταλλικό πλέγµα (racemic compound). Η αντίθετη διεργασία
ονοµάζεται απορακεµοποίηση και έγκειται στο µετασχηµατισµό δύο εναντιοµερών ενός
ϱακεµικού µίγµατος σε ένα στερεοϊσοµερές ή σε δύο εναντιοµερή όπου το ένα από τα δύο
ϐρίσκεται σε µεγάλη περίσσεια. [2]

Η απορακεµοποίηση µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσω διαφόρων τεχνικών, όπως είναι η
άλεση (grinding), η χρήση υπερήχων (ultrasound), η οµογενοποίηση (homogenization),
η µέθοδος των ϑερµοκρασιακών κύκλων (temperature cycling) και των µικροκυµάτων
(microwaves). Η µέθοδος που µοντελοποιείται στην παρούσα εργασία είναι εκείνη των
ϑερµοκρασιακών κύκλων καθώς ϑεωρείται πιο απλή και εφαρµόσιµη σε µεγάλο εύρος
ουσιών.
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1.3 Θερµοκρασιακοί κύκλοι

Η ωρίµανση Viedma οδηγεί σε εναντιοκαθαρότητα αλλά απαιτεί πολύ µεγάλους χρόνους.
Για να ΄θεραπευτεί΄ αυτή η αδυναµία εφαρµόζεται η µέθοδος των ϑερµοκρασιακών κύκλων.
Αρχικά, το σύστηµα πρέπει να έχει µια µετασταθή (metastable) ή ακόµα καλύτερα µία
ευσταθή (stable) ϕάση. Η διαφορά µεταξύ της ευσταθούς από τη µετασταθή ϕάση έγκειται
στο ότι η πρώτη δεν παρουσιάζει µεταβολές και το διάλυµα είναι σταθερά ακόρεστο, ενώ
στη δεύτερη πραγµατοποιείται σταδιακή µεταβολή στον κορεσµό του διαλύµατος. Επίσης,
πρέπει το σύστηµα να µπορεί να υποστεί ϱακεµοποίηση, µε το ϱυθµό ϱακεµοποίησης να
είναι µεγαλύτερος από τον αντίστοιχο που δίνεται από την κινητική της κρυστάλλωσης.
Τέλος, αποτελεί προϋπόθεση η διαλυτότητα του ϱακεµικού µίγµατος να εξαρτάται από τη
ϑερµοκρασία, ώστε µε µικρές µεταβολές της να αλλάζει ϕάση ικανοποιητικό ποσοστό του
µίγµατος µε ϐάση τους µηχανισµούς της κρυστάλλωσης. Οι πιο γνωστοί παράγοντες που
επηρεάζουν την κινητική των ϑερµοκρασιακών κύκλων είναι ο ϱυθµός ϱακεµοποίησης,
το εύρος της µεταβολής της ϑερµοκρασίας, η ταχύτητα ενός ϑερµοκρασιακού κύκλου, ο
αρχικός ϐαθµός εναντιοµέρειας, η µεταβολή της διαλυτότητας ως προς τη ϑερµοκρασία, η
κρυσταλλική διάσπαση και η κατανοµή του αρχικού µεγέθους των κρυστάλλων. [11]

΄Ενας ϑερµοκρασιακός κύκλος αποτελείται από τέσσερα (4) στάδια στα οποία η ϑερµοκρα-
σία κυµαίνεται µεταξύ µίας ελάχιστης Tmin και µίας µέγιστης τιµής Tmax. Τα στάδια µε
την σειρά είναι τα εξής : στάδιο ϑέρµανσης, ισόθερµο στάδιο στην υψηλή ϑερµοκρασία,
στάδιο ψύξης και ισόθερµο στάδιο στην χαµηλή ϑερµοκρασία. Το Σχήµα 1.4 αναπαρι-
στά τους µηχανισµούς που ϑεωρείται ότι λαµβάνουν χώρα σε κάθε στάδιο, στο πλαίσιο
ενός ϑερµοκρασιακού κύκλου. Σύµφωνα µε αυτό, ένα διάλυµα εµπλουτισµένο µε το ε-
ναντιοµερές S κατά το στάδιο της ϑέρµανσης υφίσταται διαλυτοποίηση ίδιου αριθµού R
και S κρυστάλλων (που οφείλεται στη διαλυτότητα ϐάσει του µεγέθους των κρυστάλλων),
µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός ϱακεµικού µίγµατος. Κατά το στάδιο της ψύξης, ο
υπερκορεσµός του εναντιοµερούς S καταναλώνεται γρηγορότερα από ότι του R οδηγώντας
στην ανάπτυξη και συσσωµάτωση περισσότερων S κρυστάλλων. Σε αυτό το στάδιο µη-
χανισµοί της κρυστάλλωσης όπως η συσσωµάτωση και η διάσπαση καθιστούν εφικτή την
απορακεµοποίηση και την µετατροπή του εναντιοµερούς R στο S. Στο τέλος κάθε κύκλου,
το ποσοστό του επιθυµητού εναντιοµερούς στη στερεή ϕάση αυξάνεται και ένας νέος ϑερ-
µοκρασιακός κύκλος ξεκινά. [12]

Σχήµα 1.4: Αναπαράσταση της απορακεµοποίησης µέσω ϑερµοκρασιακών κύκλων. Τα πορτοκαλί
τετράγωνα αναπαριστούν τους κρυστάλλους R ενώ τα µπλε τους κρυστάλλους S. [12]
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Το ϑερµοκρασιακό εύρος ∆T = Tmax − Tmin σχετίζεται µε την αλλαγή της συγκέντρωσης
∆c που καθορίζεται από τη διαλυτότητα c∗ (ϐλ. Εξ. 1.3).

Σχήµα 1.5: ∆ιαλυτότητα του NMPA. Η κόκκινη περιοχή σηµατοδοτεί την ϑέρµανση, ενώ η µπλε
την ψύξη. [12]

Σύµφωνα µε το Σχήµα 1.5, ένας τυπικός ϑερµοκρασιακός κύκλος ξεκινά από το σηµείο Α
και οδηγείται προς τη µέγιστη ϑερµοκρασία Tmax µέσω του σταδίου της ϑέρµανσης, όπου
η διαλυτότητα αυξάνεται. Εφόσον η µαύρη γραµµή αποτελεί την καµπύλη διαλυτότητας,
στο τέλος αυτού του σταδίου το τελικό σηµείο ϑα ϐρίσκεται πάνω στη γραµµή BC, ενώ
στο στάδιο της ψύξης το τελικό σηµείο ϑα ϐρίσκεται αριστερά της καµπύλης διαλυτότητας,
πάνω στη γραµµή DA. ΄Οσο πιο αργός είναι ο ϱυθµός της ϑέρµανσης και της ψύξης τόσο
πιο κοντά στη καµπύλη διαλυτότητας ϑα κινείται το σύστηµα. Αντίθετα, αν τα στάδια
ϑέρµανσης και ψύξης πραγµατοποιούνται µε ταχύ ϱυθµό, οι γραµµές λειτουργίας του
συστήµατος ϑα ταυτίζονται µε τις πλευρές του τετραγώνου. [12]

Είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι προτιµάται η χρήση ενός µη ισοθερµοκρασιακού µο-
ντέλου κατά το οποίο υπάρχουν αυξοµειώσεις στη ϑερµοκρασία του συστήµατος, από το α-
ντίστοιχο ισοθερµοκρασιακό καθώς ο χρόνος που απαιτείται για το διαχωρισµό των εναντο-
µερών είναι αισθητά µικρότερος, όπως ϕαίνεται και στο παρακάτω Σχήµα 1.6. [13]
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Σχήµα 1.6: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για ισοθερµοκρασιακή κρυστάλλωση
και µη-ισοθερµοκρασιακούς κύκλους. [13]

Εξετάζοντας δύο διαφορετικά ϑερµοκρασιακά προφίλ (ϐλ. Σχήµα 1.7), προέκυψε ότι
η εναντιοκαθαρότητα επιτυγχάνεται γρηγορότερα όταν το στάδιο ψύξης έχει µεγαλύτερη
διάρκεια (50% του κύκλου), γεγονός που σχετίζεται µε την ανάπτυξη κρυστάλλων κατά το
στάδιο της ψύξης.

Σχήµα 1.7: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου. 2a ονοµάζεται το ϑερµοκρασιακό
προφίλ µε την µεγαλύτερη διάρκεια ψύξης (50%) και 2b ονοµάζεται εκείνο µε την µικρότερη
διάρκεια ψύξης (25%). [13]
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1.4 Εφαρµογές στην ϐιοµηχανία

Οι διεργασίες απορακεµοποίησης παρουσιάζουν µεγάλο ενδιαφέρον στην ϕαρµακευτική
ϐιοµηχανία δεδοµένου ότι το 56% των ϕαρµάκων αποτελούν χειρόµορφα προϊόντα και το
88% αυτών είναι ενώσεις που ϐρίσκονται σε ϱακεµικό µίγµα. Μάλιστα τα ϕαρµακευτικά
προϊόντα πρέπει συχνά να ϐρίσκονται υπό την µορφή ενός καθαρού εναντιοµερούς καθώς
η πλειοψηφία των ϱακεµικών ϕαρµακευτικών προϊόντων έχει ένα κύριο ϐιο-δραστικό ενα-
ντιοµερές (eutomer), το οποίο έχει ϑεραπευτική δράση και ένα άλλο (distomer) το οποίο τις
περισσότερες ϕορές είναι είτε λιγότερο δραστικό ή ανενεργό είτε τοξικό για τον ανθρώπινο
οργανισµό. [14] Σπανιότερα είναι τα ϕάρµακα των οποίων και τα δύο εναντιοµερή είναι
εξίσου δραστικά και έχουν τις ίδιες ιδιότητες. Η απορακεµοποίηση είναι η ελκυστικότερη
διεργασία για το διαχωρισµό των εναντιοµερών αφού η ϑεωρητική της απόδοση είναι 100%
σε αντίθεση µε άλλες µεθόδους (όπως η χρήση υπερήχων, µικροκυµάτων κ.ά.) των οποίων
η απόδοση δεν υπερβαίνει το 50%. [15]

Η ιβουπροφαίνη είναι ένα αναλγητικό (παυσίπονο) µε αντιφλεγµονώδεις ιδιότητες. Το ενα-
ντιοµερές S είναι ο δραστικός παράγοντας, ενώ το εναντιοµερές R είναι ανενεργό. Παρόλα
αυτά η ιβουπροφαίνη, όπως πολλά άλλα ϕάρµακα, πωλείται ως µείγµα των δύο εναντιο-
µερών (υπό τις εµπορικές ονοµασίες Brufen και Nurofen), λόγω του υψηλού κόστους
και των δυσκολιών που συνδέονται µε το διαχωρισµό των εναντιοµερών. ΄Αλλο παράδειγ-
µα αποτελεί η τιµολόλη (timolol). Το εναντιοµερές S αντιµετωπίζει τη στηθάγχη και την
υψηλή αρτηριακή πίεση, ενώ το εναντιοµερές R είναι χρήσιµο στην αντιµετώπιση του
γλαυκώµατος. Στην περίπτωση αυτή και τα δύο εναντιοµερή προκαλούν επιθυµητά, αν
και διαφορετικά, αποτελέσµατα. Αντίθετα όσον αφορά την πενικιλαµίνη, το εναντιοµερές
S χρησιµοποιήθηκε για τη ϑεραπεία της χρόνιας αρθρίτιδας, ενώ το R είναι πολύ τοξικό.
Στην ίδια κατηγορία ϕαρµάκων ανήκει και η ναπροξένη (naproxen), όπου το εναντιοµερές
S αποτελεί αντιφλεγµονώδη παράγοντα, ενώ το R είναι τοξικό για το συκώτι. [16]

Αντίστοιχα, η απορακεµοποίηση ϐρίσκει εφαρµογή και στην αγροτική ϐιοµηχανία στην
περίπτωση που ένα χειρόµορφο προϊόν είναι πιο δραστικό στη µία από τις δύο εναντιοµε-
ϱείς µορφές, αφού µπορεί να µειώσει την ποσότητα ϕυτοφαρµάκου που χρησιµοποιείται
για την προστασία των καλλιεργειών.

Γίνεται αντιληπτό ότι η απορακεµοποίηση ϐρίσκει εφαρµογές σε πολλές πτυχές της αν-
ϑρώπινης Ϲωής συµβάλλοντας στην ϐελτίωση της ποιότητάς της. ΄Ετσι, καθίσταται αναγκαία
η ανάπτυξη ενός µοντέλου το οποίο να µπορεί αφενός να προσοµοιώνει την διεργασία της
κρυστάλλωσης µε αξιοπιστία και αφετέρου να διερευνά τις συνθήκες υπό τις οποίες ε-
ίναι εφικτή η επίτευξη εναντιοκαθαρότητας ταχύτερα και οικονοµικότερα. Επίσης είναι
σηµαντικό να προβλεφθούν οι κατανοµές µεγέθους των κρυστάλλων των εναντιοµερών,
καθώς παίζουν ϱόλο στη χρηστικότητα των ϕαρµάκων. Χαρακτηριστικό παράδειγµα απο-
τελεί η χορήγηση ϕαρµάκου από τον πνεύµονα, όπου είναι σηµαντικό οι κατανοµές να
είναι όσον το δυνατόν πιο ΄στενές΄ (µικρή διασπορά των κρυστάλλων) ώστε οι κρύσταλλοι
να τοποθετηθούν πιο αποτελεσµατικά πάνω στον πνεύµονα. [17]
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Κεφάλαιο 2

Μαθηµατική Μοντελοποίηση

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται το µαθηµατικό υπόβαθρο του τελικού µοντέλου, η ϑε-
ωρία πίσω από τα ισοζύγια πληθυσµών, η µαθηµατική προσέγγιση των επιµέρους µηχα-
νισµών της κρυστάλλωσης και η µέθοδος ϑερµοκρασιακών κύκλων που χρησιµοποιήθη-
κε.

2.1 Ισοζύγια πληθυσµών

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, κατά τη διεργασία της κρυστάλλωσης ο διαχωρισµός των ε-
πιµέρους σωµατιδίων από το µητρικό υγρό είναι υψίστης σηµασίας και η αποτελεσµα-
τικότητα αυτού σχετίζεται άµεσα µε την κατανοµή του µεγέθους των δηµιουργούµενων
κρυστάλλων. Η απαιτούµενη ανάλυση του πληθυσµού των σωµατιδίων και του περιβάλλο-
ντος µέσα στο οποίο αναπτύσσονται οι κρύσταλλοι περιγράφεται αποτελεσµατικά από τη
ϑεωρία των ισοζυγίων πληθυσµών, η οποία έχει χρησιµοποιηθεί πολλάκις για την επίλυ-
ση παρόµοιων προβληµάτων. [7] [12] Πιο συγκεκριµένα, η εξίσωση ισοζυγίων πληθυσµών
(Population Balance Equation, PBE) έχει χρησιµοποιηθεί σε πολλούς τοµείς της µηχα-
νικής και της επιστήµης, ενώ χαρακτηριστικά παραδείγµατα αποτελούν ο πολυµερισµός,
η κρυστάλλωση, η γαλακτωµατοποίηση, ο ϐρασµός, ο διαχωρισµός και πολλά άλλα. Οι
διεργασίες που µοντελοποιούνται µε την µέθοδο αυτή χαρακτηρίζονται από την ύπαρξη
µιας συνεχούς και µιας διακριτής ϕάσης που αποτελούνται από οντότητες -στο εξεταζόµε-
νο σύστηµα κρυσταλλικά σωµατίδια- οι ιδιότητες των οποίων είναι κατανεµηµένες. Τέτοιες
ιδιότητες µπορεί να είναι το µέγεθος (των κρυστάλλων), η σύσταση, η ενθαλπία, το πορώδες
κ.ά. [18] όµως στην συγκεκριµένη περίπτωση εξετάζεται µόνο το µέγεθος. Παρότι η ϑερ-
µοκρασία ϑα µπορούσε να εξετάζεται ως κατανεµηµένη ιδιότητα, µε την παραδοχή ότι όλα
τα ϕαινόµενα µεταφοράς συµβαίνουν ακαριαία ϑεωρείται ότι οποιοδήποτε ϑερµοκρασιακό
προφίλ επιβάλλεται στο σύστηµα τη χρονική στιγµή t ϑα συµπίπτει µε τη ϑερµοκρασία Τ
του κρυστάλλου και αντίστροφα. Συνεπώς η µοναδική εσωτερική µεταβλητή του συστήµα-
τος είναι το µέγεθος του κρυστάλλου L. [13]

Η εξίσωση ισοζυγίων πληθυσµών περιγράφει την εξέλιξη µιας συνάρτησης πυκνότητας σω-
µατιδίων (Number Density Function). Τα σωµατίδια έχουν συγκεκριµένες συντεταγµένες
(coordinates) οι οποίες αποτελούν τις µεταβλητές του συστήµατος και διακρίνονται σε εσω-
τερικές (internal) και εξωτερικές (external), µε τις εσωτερικές να καθορίζουν τις ιδιότητες
των σωµατιδίων και τις εξωτερικές να υποδηλώνουν τη ϑέση αυτών των σωµατιδίων στο
ϕυσικό χώρο. Ο κοινός χώρος των δύο συντεταγµένων αναφέρεται ως χώρος κατάστασης
σωµατιδίων (particle state space), ενώ οι συντεταγµένες µπορεί να είτε διακριτές είτε συ-
νεχείς. [19] Χαρακτηριστικό παράδειγµα εσωτερικής συντεταγµένης αποτελεί το µέγεθος
των σωµατιδίων.
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Στην κανονική της µορφή, µια εξίσωση ισοζυγίων πληθυσµών αποτελείται από έναν όρο
συσσώρευσης, όρους συναγωγής και διάχυσης για κάθε κατεύθυνση του χώρου ϕάσεων
(phase space) και όρους που αντιστοιχούν στη δηµιουργία (γέννηση) και την καταστροφή
(ϑάνατο) των σωµατιδίων. Οι διεργασίες γέννησης και ϑανάτου των σωµατιδίων σχετίζο-
νται µε ϕαινόµενα συσσωµάτωσης (agglomeration/coalescence) και διάσπασης (break-
age).

Η παρακάτω εξίσωση 2.1 είναι γνωστή ως εξίσωση ισοζυγίων πληθυσµών σε όρους συνάρ-
τησης πυκνότητας σωµατιδίων f [1]

i (r, X, t):

∂f [1]
i (r, X, t)
∂t

+ ∇r · [f [1]
i (r, X, t) vr(r, X, t)] + ∇X · [f [1]

i (r, X, t) vX (r, X, t)] = J(r, X, Y, t), (2.1)

όπου το f [1]
i (r, X, t)dr dX dt αναπαριστά τον αριθµό των σωµατιδίων που κατά το χρο-

νικό διάστηµα [t, t + dt] έχουν εσωτερικές συντεταγµένες που ϐρίσκονται στο διάστηµα
[X, X + dX ] και χωρική ϑέση στο διάστηµα [r, r + dr]. Με vr συµβολίζεται η ταχύτητα στο
ϕυσικό χώρο, για σωµατίδια µε εσωτερική συντεταγµένη X και χωρική ϑέση r στο χρόνο
t, ενώ µε vX αναπαριστάται η ταχύτητα του σωµατιδίου στην εσωτερική συντεταγµένη. Ο
γενικός όρος J(r,X,Y,t) αναφέρεται στην γέννηση και το ϑάνατο των σωµατιδίων και α-
ναλύεται στη συνέχεια. Σηµειώνεται ότι στο εξεταζόµενο σύστηµα δεν υπάρχει χωρική
εξάρτηση καθώς οποιαδήποτε επίδραση της γεωµετρίας σε αυτό δεν λαµβάνεται υπόψιν,
µε αποτέλεσµα το διάνυσµα r να µην υπολογίζεται. [13] Το µοντέλο που δηµιουργήθηκε
µε ϐάση την παρούσα εργασία αφορά δύο εναντιοµερή, εποµένως γίνεται αναφορά σε δύο
πληθυσµούς κρυστάλλων. Σε συµφωνία µε το παλαιότερο µοντέλο [13] από εδώ και στο
εξής τα εναντιοµερή ϑα συµβολίζονται µε τους δείκτες d και l, ενώ όλες οι σχέσεις ϑα
αναγράφονται µε τον δείκτη i, όπου i = d, l.

2.1.1 Προέλευση της εξίσωσης ισοζυγίων πληθυσµών

Τα ισοζύγια πληθυσµών ϐασίζονται σε µηχανικές αρχές του συνεχούς (Continuum Me-
chanical Principles), µε πρώτη την αρχή διατήρησης της µάζας σε ένα υλικό όγκο ελέγ-
χου σύµφωνα µε την προσέγγιση Lagrange. Η αρχή διατήρησης της µάζας µε τη µέθοδο
Lagrange δίνεται ως εξής :

D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)dv = 0, (2.2)

όπου D/Dt είναι η υλική παράγωγος και V (t) είναι ο υλικός όγκος ελέγχου που κινείται
στο ϕυσικό χώρο και οριοθετείται από µια κλειστή επιφάνεια A(t).

Στη συνέχεια, γίνεται χρήση του ϑεωρήµατος µεταφοράς Reynolds προκειµένου να ε-
δραιωθεί µια σχέση µεταξύ του υλικού όγκου ελέγχου και της προσέγγισης Euler:

D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)dv =

∫
V

∂ρ(r, t)
∂t

dv +

∫
A
ρ(r, t)[v(r, t) · n]dA. (2.3)

Το επιφανειακό ολοκλήρωµα αναπαριστά τη ϱοή µάζας διαµέσου των συνόρων του όγκου
ελέγχου V , ενώ το ολοκλήρωµα όγκου αντιστοιχεί στο ϱυθµό συσσώρευσης µάζας στον
όγκο ελέγχου V . Ο όρος n που ϐρίσκεται στο επιφανειακό ολοκλήρωµα της εξίσωσης
2.3, αποτελεί µοναδιαίο διάνυσµα που ϐρίσκεται κάθετα πάνω στην επιφάνεια A(t) τη
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χρονική στιγµή t και έχει ϕορά προς τα έξω και ο όρος v είναι η υλική ταχύτητα της επι-
ϕάνειας. Το ϑεώρηµα Gauss επιτρέπει τη µετατροπή ενός επιφανειακού ολοκληρώµατος
σε ολοκλήρωµα όγκου σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση:∫

A
ρ(r, t)[v(r, t) · n]dα =

∫
V
∇ · [ρ(r, t) v(r, t)]dv. (2.4)

Ακολουθώντας τα παραπάνω ϐήµατα και συνδυάζοντας το ϑεώρηµα µεταφοράς Reynolds
(εξ. 2.3) µε το ϑεώρηµα Gauss (εξ. 2.4), επιτυγχάνεται η µετατροπή της προσέγγισης
Lagrange της εξ. 2.2 σε προσέγγιση Euler:

D

Dt

∫
V (t)

ρ(r, t)dv =

∫
V

[∂ρ(r, t)
∂t

+ ∇ · [ρ(r, t) v(r, t)]
]
dv = 0. (2.5)

Το ισοζύγιο του αριθµού (number balance) των σωµατιδίων δίνεται µε προσέγγιση La-
grange ως εξής :

D

Dt

∫
Ω1(t)

f [1]
i (r, X, t)dΩ =

∫
Ω1(t)

J(r, X, Y, t)dΩ, (2.6)

όπου Ω1 µια υποπεριοχή του χώρου ϕάσεων (phase space) Ω. Το αριστερό µέλος της
εξίσωσης 2.6 µπορεί µέσω των ϑεωρηµάτων Reynolds και Gauss να γραφτεί :

D

Dt

∫
Ω1(t)

f [1]
i (r, X, t)dΩ =

∫
Ω1

[∂f [1]
i (r, X, t)
∂t

+ ∇ · (f [1]
i (r, X, t))v(r, X, t))

]
dΩ. (2.7)

Οπότε η εξίσωση 2.6 γράφεται τελικά:

∫
Ω1

[∂f [1]
i (r, X, t)
∂t

+ ∇ · (f [1]
i (r, X, t) v(r, X, t)) − J

]
dΩ = 0, (2.8)

όπου v = {vr , vX } και ∇ = {∇r ,∇X }. Η τελευταία έκφραση οφείλει να ικανοποιείται για
κάθε µακροσκοπικό χώρο ϕάσης Ω και έτσι η έκφραση µέσα στο ολοκλήρωµα χώρου
ϕάσης πρέπει να είναι ίση µε µηδέν (0). Το αποτέλεσµα είναι η εξίσωση ισοζυγίων πληθυ-
σµών:

∂f [1]
i (r, X, t)
∂t

+ ∇ · [f [1]
i (r, X, t) v(r, X, t)] = J(r, X, Y, t), (2.9)

η οποία σε εκτεταµένη µορφή δίνεται από την εξ. 2.1.

2.1.2 Προέλευση των όρων γέννησης/θανάτου σωµατιδίων

Ο όρος J(r, X, Y, t) στο δεξί µέρος της εξίσωσης 2.9 περιλαµβάνει τις διεργασίες δηµιουρ-
γίας/καταστροφής των σωµατιδίων µέσω των διαφόρων µηχανισµών µε έµφαση στη δι-
άσπαση/συσσωµάτωση. Ισχύει δηλαδή η εξής ισότητα:

J = JB + JC. (2.10)
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Τα παραπάνω µπορούν να εκφραστούν και ως διαφορές των όρων γέννησης και ϑα-
νάτου:

JB = JBB − J
D
B , (2.11)

JC = JBC − J
D
C . (2.12)

Εξαιτίας των ϕαινοµένων γέννησης και ϑανάτου προκύπτουν σωµατίδια διαφορετικών µε-
γεθών, οπότε οι περισσότεροι όροι περιλαµβάνουν το ολοκλήρωµα της συνάρτησης πυ-
κνότητας. Γενικά, η εξίσωση ισοζυγίων πληθυσµών κατατάσσεται στις µερικές ολοκληρωτικές-
διαφορικές εξισώσεις (partial integro-differential equations) γεγονός που καθιστά δύσκο-
λη την επίλυσή της. Στο Σχήµα 2.1 παρουσιάζεται µια αναπαράσταση της γέννησης και
του ϑανάτου των σωµατιδίων κατά τη διαδικασία της συσσωµάτωσης και της διάσπασης.
Ως σωµατίδιο-παιδί (child particle) αναφέρεται το σωµατίδιο που δηµιουργείται µετά το
πέρας του ϕαινοµένου, ενώ µε τον όρο σωµατίδιο-γονέας (parent particle) εννοούνται τα
αρχικά σωµατίδια. Είναι αντιληπτό ότι µεγαλύτερα σε µέγεθος είναι τα σωµατίδια-παιδιά
που προκύπτουν από την διαδικασία της συσσωµάτωσης.

Σχήµα 2.1: ∆ιαγραµµατική απεικόνιση των ϕαινοµένων γέννησης και ϑανάτου των σωµατιδίων
εξαιτίας της συσσωµάτωσης (αριστερά) και της διάσπασης (δεξιά). [18]

΄Οσον αφορά τη διάσπαση, ο µέσος αριθµός σωµατιδίων κατάστασης (r, X ) που εξαφανίζεται
σε µονάδες χρόνου και όγκου ορίζεται :

JDB (r, X, Y, t) = b(r, X, Y, t) f [1]
i (r, X, t), (2.13)

µε b(r, X, Y, t) να είναι το κλάσµα των σωµατιδίων κατάστασης (r, X ) που καταστρέφονται
στο χρόνο t. Συχνά αναφέρεται και ως συχνότητα διάσπασης (breakage frequency).

Η γέννηση των σωµατιδίων κατάστασης (r, X ) στο χρόνο t µοντελοποιείται ως εξής :

JBB (r, X, Y, t) =

∫ ∞

X
v(r ′, X ′, Y, t) b(r ′, X ′, Y, t) P(r, X, r ′, X ′, Y, t) f [1]

i (r ′, X ′, t)dX ′, (2.14)

όπου v(r ′, X ′, Y, t) είναι ο µέσος αριθµός σωµατιδίων που δηµιουργούνται από τη διάσπαση
ενός σωµατιδίου κατάστασης (r ′, X ′) σε περιβάλλον Y -που αντιστοιχεί στη συνεχή ϕάση-
και χρόνο t και P(r, X, r ′, X ′, Y, t) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των σωµατι-
δίων αρχικής κατάστασης (r ′, X ′) να ϐρίσκονται σε κατάσταση (r, X ) µετά τη διάσπαση του
σωµατιδίου (r ′, X ′) (σε περιβάλλον Y και σε χρόνο t).
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Αντίστοιχα για τη συσσωµάτωση, στον όρο γέννησης οι καταστάσεις των δύο αρχικών σω-
µατιδίων συµβολίζονται µε (r ′, X ′) και (r̃ , X̃ ) ενώ η κατάσταση του τελικού σωµατιδίου είναι
(r, X ). Ο όρος γέννησης µπορεί να γραφτεί ως εξής :

JBC (r, X, Y, t) =
1
γ

∫ ∞

0
C(r ′, X ′, r̃, X̃ , Y, t) f [2]

i (r ′, X ′, r̃, X̃ , t)
∂(r̃ , X̃ )
∂(r, X )

dX ′, (2.15)

όπου C(r ′, X ′, r̃, X̃ , Y, t) είναι το ολοκλήρωµα όγκου της συχνότητας συσσωµάτωσης (κλάσµα

σωµατιδίων κατάστασης που συσσωµατώνονται στο χρόνο t),
∂(r̃ , X̃ )
∂(r, X )

είναι ο ιακωβιανός

πίνακας που µετατρέπει την αρχική κατάσταση στην τελική (r, X ) και γ είναι ο αριθµός
των αρχικών σωµατιδίων που εξαφανίζονται σε κάθε ϕαινόµενο συσσωµάτωσης προς τη
δηµιουργία ταυτόσηµων Ϲευγαριών (κατάστασης). Η συνάρτηση f [2]

i (r̃ , X̃ , r ′, X ′, t) αντι-
προσωπεύει τον µέσο αριθµό ξεχωριστών Ϲευγαριών σωµατιδίων, σε χρόνο t ανά µονάδα
όγκου του σωµατιδιακού χώρου κατάστασης, που ϐρίσκονται σε καταστάσεις (r̃ , X̃ ) και
(r ′, X ′).

Ο όρος ϑανάτου της συσσωµάτωσης έχει τη µορφή:

JDC (r, X, Y, t) =

∫ ∞

0
C(r ′, X ′, r, X, Y, t) f [2]

i (r ′, X ′, r, X, t)dX ′. (2.16)

Η προσέγγιση που χρησιµοποιείται για τη συνάρτηση πυκνότητας των Ϲευγαριών-σωµατιδίων
f [2]
i είναι :

f [2]
i (r ′, X ′, r, X, t) ≈ f [1]

i (r ′, X ′, t) f [1]
i (r, X, t). (2.17)

Η παραπάνω προσέγγιση υπονοεί ότι δεν υπάρχει στατιστική συσχέτιση µεταξύ των σωµα-
τιδίων µε καταστάσεις (r ′, X ′) και (r, X ).

2.1.3 ∆ιάνυσµα συνεχούς ϕάσης

Οι µεταβλητές συνεχούς ϕάσης, που επηρεάζουν τη συµπεριφορά κάθε σωµατιδίου, µπο-
ϱούν να κατανεµηθούν σε ένα διάνυσµα c-διαστάσεων. ΄Ετσι, το διάνυσµα συνεχούς ϕάσης
ορίζεται ως Y (r, t) = [Y1(r, t), Y2(r, t), ..., Yc(r, t)] και εξαρτάται µόνο από το διάνυσµα r και
τον χρόνο t. [19]

Στο ισοζύγιο για το Y (r, t) εµφανίζονται οι παρακάτω όροι :

• η ολική µαζική ϱοή vY (r, t) + Jy στη συνεχή ϕάση, µε τον πρώτο όρο να αντιπροσω-
πεύει τη ϱοή λόγω µεταγωγής και τον δεύτερο να είναι η µαζική ϱοή λόγω διάχυσης
που σχετίζεται µε τη µέση ταχύτητα v(r, t).

• οι ϱυθµοί µεταφοράς των σωµατιδίων συνεχούς ϕάσης προς κάθε σωµατίδιο που
ϐρίσκεται σε κατάσταση (r, X ), που συµβολίζονται µε jy(r, X, Y, t).

• ένας ογκοµετρικός όρος σ εξαιτίας της πιθανής χηµικής αντίδρασης στη συνεχή
ϕάση.

Τελικά, η εξίσωση µεταφοράς για το Y (r, t) είναι :

∂

∂t
Y (r, t) + ∇r · [vY + Jy] +

∫ ∞

0
fi(r, X, t) jy = σ. (2.18)
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Είναι σηµαντικό η παραπάνω εξίσωση να λαµβάνεται υπόψιν πάντα µαζί µε την εξίσωση
ισοζυγίων πληθυσµών, οπότε οι εξισώσεις προς επίλυση συνοψίζονται στις εξής :

∂f [1]
i (r, X, t)
∂t

+ ∇r ·[f [1]
i (r, X, t) vr(r, X, t)] +

∇X · [f [1]
i (r, X, t) vX (r, X, t)] = JBB − J

D
B + JBC − J

D
C , i = d, l

(2.19)

∂

∂t
Y (r, t) + ∇r · [vY + Jy] +

∫ ∞

0
fi(r, X, t) jy = σ, i = d, l (2.20)

Οι συνοριακές και οι αρχικές συνθήκες διατυπώνονται στη συνέχεια µε ϐάση τη διεργασία
της κρυστάλλωσης.

2.2 Μαθηµατική µοντελοποίηση των επιµέρους διεργασιών

Σηµαντικό µέγεθος είναι η µακροσκοπική διαλυτότητα, η οποία προκύπτει από την εξίσω-
ση της συγκέντρωσης του εναντιοµερούς στην υγρή ϕάση [20]:

c∞,i(T ) = q0,iexp
(−q1,i

T

)
. (2.21)

Φαίνεται ότι διαλυτότητα εξαρτάται από τη ϑερµοκρασία και ελέγχεται από δύο παρα-
µέτρους της συγκέντρωσης στην υγρή ϕάση, q0,i και q1,i.

Σηµαντικό ϱόλο στην κρυστάλλωση παίζει επίσης και ο υπερκορεσµός, που ορίζεται ως
η συγκέντρωση του εναντιοµερούς στη στερεά προς την συγκέντρωση του εναντιοµερούς
στην υγρή ϕάση:

S∞,i =
ci
c∞,i

. (2.22)

2.2.1 Ανάπτυξη και ∆ιαλυτοποίηση

Η συνάρτηση που κυριαρχεί για την αναπαράσταση του ϱυθµού της εξαρτώµενης από το
µέγεθος ανάπτυξης και της διαλυτοποίησης είναι η παρακάτω:

Gi(S∞,i , T, L) =


kg,i exp

(
−

Eg,i
RT

)
σi(S∞,i , T, L), σi > 0

kd,i exp
(
−

Ed,i
RT

)
σi(S∞,i , T, L), σi ≤ 0

(2.23)

Στην εξίσωση αυτή τα µεγέθη kg και kd είναι σταθερές, ενώ µε Eg και Ed συµβολίζονται οι
ενέργειες ενεργοποίησης για την ανάπτυξη και τη διαλυτοποίηση αντίστοιχα. Επίσης, µε
T συµβολίζεται η ϑερµοκρασία, µε L το µήκος του κρυστάλλου και R είναι η παγκόσµια
σταθερά των αερίων. Το µέγεθος σi αφορά στην κινητήρια δύναµη της κρυστάλλωσης και
είναι ίσο µε :

σi(S∞,i , T, L) =

(
S∞,i − 1 −

α0,i

LT

)
. (2.24)
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Ο όρος
α0,i

LT
είναι το τριχοειδές µήκος (capillary length).

Εποµένως, ο όρος που αντιστοιχεί στην ανάπτυξη/διαλυτοποίηση στην εξίσωση ισοζυγίων
πληθυσµών (ϐλ. εξ. 2.1) ισούται µε :

∇X · [f [1]
i (r, X, t) vX (r, X, t)] =

∂

∂L
(Gifi). (2.25)

2.2.2 Ρακεµοποίηση

Ο ϱυθµός της ϱακεµοποίησης, η οποία λαµβάνει χώρα στην υγρή ϕάση είναι :

Ri(ci , cj, T ) = kr0exp
(
−
Er
RT

)
(cj − ci), (2.26)

όπου ci , cj είναι οι συγκεντρώσεις των εναντιοµερών στην υγρή ϕάση, kr0 είναι µια προεκ-
ϑετική σταθερά και Er είναι η ενέργεια ενεργοποίησης που αντιστοιχεί στη ϱακεµοποίη-
ση.

2.2.3 ∆ιάσπαση

Στο παρόν σύστηµα γίνεται η παραδοχή ότι η διεργασία της διάσπασης οφείλεται µόνο
στη µηχανική ϕθορά λόγω τριβής (attrition). Ο ϱυθµός διάσπασης παρουσιάζεται στην
παρακάτω σχέση:

b(L) = kb
( L
Lr

)
, (2.27)

όπου kb είναι µια σταθερά µε την οποία ορίζεται ο ϱυθµός µηχανικής διάσπασης και Lr
είναι η σταθερά αδιαστατοποίησης που αντιστοιχεί στο µέγεθος του κρυστάλλου. Σηµει-
ώνεται ότι µέσω του kb υπολογίζεται η σταθερά Kbg = kb tr , η οποία υπεισέρχεται στην
τελική εξίσωση 2.38. Η συνάρτηση κατανοµής (daughter distribution), η οποία αντιστοι-
χεί στη µεταβλητή P της εξίσωσης 2.14 δίνεται ως εξής [20]:

g(L, η) = 3L2(2q + 1)
( 2
η3

)2q+1(
L3 −

η3

2

)2q
. (2.28)

Με η συµβολίζεται το µέγεθος του αρχικού σωµατιδίου, µε L το µέγεθος ενός σωµατιδίου
που έχει δηµιουργηθεί µετά τη διάσπαση, ενώ q είναι µια σταθερά που εκφράζει την
αναλογία µεγέθους των νέων δηµιουργούµενων σωµατιδίων (υψηλή τιµή της σταθεράς
εκφράζει µεγάλη διαφορά στο µέγεθος των σωµατιδίων).

Τελικά, οι όροι γέννησης και ϑανάτου που αντιστοιχούν στη διάσπαση µπορούν να γρα-
ϕτούν ως εξής (λαµβάνοντας υπόψιν τις εξισώσεις 2.13 και 2.14):

JDB = kb
L

Lr
fi , (2.29)

JBB = kb

∫ ∞

L

L′

Lr
g(L, L′) fi(L′)dL′. (2.30)
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Και συνολικά για τη διάσπαση ισχύει :

Jbrk = kb
( ∫ ∞

L

L′

Lr
g(L, L′) fi(L′)dL′ −

L

Lr
fi
)
. (2.31)

2.2.4 Συσσωµάτωση

Για τη διεργασία της συσσωµάτωσης λαµβάνονται υπόψιν δύο πιθανοί µηχανισµοί που
διαµορφώνουν τις εκφράσεις των Ai (που αντιστοιχούν στη µεταβλητή C των εξισώσεων
2.15 και 2.16) και εξαρτώνται από τα µεγέθη των δύο συγκρουόµενων σωµατιδίων, La και
Lb [21]:

Συσσωµάτωση σταθερής συχνότητας/ρυθµού (Constant aggregation)

Ai(La , Lb) = b0, (2.32)

όπου b0 ο σταθερός πυρήνας συσσωµάτωσης (aggregation kernel).

Συσσωµάτωση Brown (Brownian aggregation)

Ai(La , Lb) = b0
(La + Lb)2

LaLb
. (2.33)

Αν τελικά τα συγκρουόµενα σωµατίδια έχουν µεγέθη που συµβολίζονται µε La = y και
Lb =

3
√
L3 − y3, τότε οι όροι γέννησης και ϑανάτου που αφορούν τη συσσωµάτωση παίρνουν

την παρακάτω µορφή (ϐλ. εξ. 2.15, 2.16) [21]:

JBC =
L2

2

∫ L

0

Ai(y,
3
√
L3 − y3)

(L3 − y3)
2
3

fi(y, t) fi(
3
√
L3 − y3, t)dy, (2.34)

JDC = −fi(L, t)
∫ ∞

0
Ai(L, y) fi(y, t)dy. (2.35)

Και συνολικά για τη συσσωµάτωση ισχύει :

Jagg =
L2

2

∫ L

0

Ai(y,
3
√
L3 − y3)

(L3 − y3)
2
3

fi(y, t) fi(
3
√
L3 − y3, t)dy − fi(L, t)

∫ ∞

0
Ai(L, y) fi(y, t)dy.

(2.36)

2.3 Θερµοκρασιακό προφίλ

Η ϑερµοκρασία παίζει πολύ σηµαντικό ϱόλο στην εξέλιξη της απορακεµοποίησης καθώς
επηρεάζει άµεσα τη διαλυτότητα και κατά συνέπεια τον υπερκορεσµό του διαλύµατος.
Επίσης, υπενθυµίζεται ότι η ϑερµοκρασία υπεισέρχεται στις σχέσεις που µοντελοποιούν
τις διεργασίες της ανάπτυξης/διαλυτοποίησης αλλά και της ϱακεµοποίησης, γεγονός που
υποδηλώνει τη σηµασία της στο σύστηµα. Για τη δηµιουργία του µοντέλου, χρησιµοποι-
ήθηκε η µέθοδος των µη ισοθερµοκρασιακών κύκλων µε έναν κύκλο να αποτελείται από
τέσσερα (4) στάδια : ένα στάδιο ϑέρµανσης µέχρι τη µέγιστη ϑερµοκρασία (Tmax ) η οποία
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ορίζεται στους 308Κ, ένα ισοθερµοκρασιακό στάδιο στην µέγιστη ϑερµοκρασία, ένα στάδιο
ψύξης µέχρι την ελάχιστη ϑερµοκρασία (Tmin) που ορίζεται στους 298Κ και τέλος ένα α-
κόµα ισοθερµοκρασιακό στάδιο στην ελάχιστη ϑερµοκρασία. Αναφέρεται ότι ένας πλήρης
κύκλος αντιστοιχεί σε µία πραγµατική ώρα (1hr) [20], ενώ το ϑερµοκρασιακό προφίλ όπως
περιγράφηκε παραπάνω παρουσιάζεται στην Εικόνα 2.2.

Σχήµα 2.2: ∆ιάγραµµα ϑερµοκρασίας συναρτήσει του χρόνου σε έναν ϑερµοκρασιακό κύκλο. [13]

2.4 Τελική µορφή εξισώσεων - Αδιαστατοποίηση

Για τη λήψη των τελικών εξισώσεων χρησιµοποιούνται αδιάστατες µεταβλητές και παρόλο
που η ϑερµοκρασία δεν είναι µια ανεξάρτητη µεταβλητή του µοντέλου, είναι χρήσιµο να
εφαρµοσθεί αδιαστατοποίηση και σε αυτήν την περίπτωση. ΄Ετσι ορίζονται τα παρακάτω
µεγέθη:

λ =
L

Lr
, τ =

t

tr
, θ =

T

Tr
, (2.37)

όπου τα Lr , tr και Tr αναπαριστούν το χαρακτηριστικό µέγεθος του κρυστάλλου, το χαρα-
κτηριστικό χρόνο και τη χαρακτηριστική ϑερµοκρασία αντίστοιχα.

Οι τελικές εξισώσεις που προκύπτουν µετά από εφαρµογή των παραπάνω ισοζυγίων και
της αδιαστατοποίησης παρουσιάζονται ως εξής [20]:

∂f̃ i
∂τ

+
∂(G̃i f̃ i)
∂λ

=
λ2

2

∫ λ

0

Ãi(y,
3
√
λ3 − y3)

(λ3 − y3)2/3
f̃ i(y, τ) f̃ i(

3
√
λ3 − y3, τ)dy − f̃ i(λ, τ)∫ ∞

0
Ãi(λ, y)f̃ i(y, τ)dy + Kbg

( ∫ ∞

λ
f̃ i(ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ − λf̃ i(λ, τ)

)
, i = d, l

(2.38)

dS∞,i
dτ

= −
1

γi(θ)
d̃φ3,i

dτ
+ κr,i(θ)(S∞,j − S∞,i) −

S∞,i
γi(θ)

dγi(θ)
dθ

dθ

dτ
, i, j ∈ {d, l}, i , j (2.39)

Η δεύτερη εξίσωση αποτελεί το ισοζύγιο µάζας για κάθε εναντιοµερές και πρέπει να λαµ-
ϐάνεται υπόψιν µαζί µε τα ισοζύγια πληθυσµών. Παρακάτω επεξηγούνται ορισµένα µεγέθη
του ισοζυγίου µάζας :
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γi(θ) =
c∞,i(θ)
L3
r kvρc

, i = d, l (2.40)

κr,i = trkr,i , (2.41)

φ̃3,i =
φ3,i

L3
r

. (2.42)

Με ρc συµβολίζεται η πυκνότητα του κρυστάλλου, kv είναι µια σταθερά που αφορά τον
όγκο (volume shape factor) και φ3,i είναι η ϱοπή τρίτης τάξης που αναλύεται στη συνέχεια.
Αναφορικά µε τον παράγοντα όγκου kv σηµειώνεται ότι είναι ένα µέγεθος που σχετίζεται
µε το σχήµα του αντικειµένου που µελετάται - στην προκειµένη περίπτωση σφαιρικά
σωµατίδια.

Γενικά, η ϱοπή n-τάξης (nth moment) ορίζεται ως φn,i(t) =
∫ xmax

0 fi(x, t)xndx και αποτελεί
πολύ χρήσιµο µέγεθος για την κατανόηση του προβλήµατος και τη ϕυσική ερµηνεία του.
Για λόγους συνέπειας εφεξής οι ϱοπές ϑα συµβολίζονται µε το γράµµα µ, έτσι η ϱοπή
n-τάξης ϑα αναφέρεται ως µn,i. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η ϱοπή τρίτης τάξης :
µ3,i =

∫ xmax

0 fi(x, t)x3dx, καθώς είναι ανάλογη της µάζας των κρυστάλλων στη στερεά ϕάση
(η µάζα ενός κρυστάλλου είναι ανάλογη της διαµέτρου του υψωµένη στην τρίτη δύναµη).
Επίσης χρησιµοποιείται για τον ορισµό του ϐαθµού εναντιοµέρειας (ϐλ. Κεφ. 1.2.1)
[22]:

ee =
µ3,d − µ3,l

µ3,d + µ3,l
. (2.43)

Εκτός από την ϱοπή τρίτης τάξης, σηµαντική είναι και η πρώτης τάξης ϱοπή µ1,i =∫ xmax

0 fi(x, t)xdx. Πιο συγκεκριµένα, είναι ανάλογη µε το µέσο µέγεθος του κρυστάλλου,

ενώ µε αδιαστατοποίησή της λαµβάνεται το µέγεθος λ1,i =
µ1,i

µ0,i
, το οποίο δίνει το µέσο

µέγεθος των σωµατιδίων του πληθυσµού i σε κάθε χρονική στιγµή.

Τελικά το ισοζύγιο µάζας στην υγρή ϕάση για το κάθε εναντιοµερές διαµορφώνεται ως
εξής :

dS∞,i
dτ

= −
L3
r kvρc
c∞,i

∫ ∞

0

∂λ3f̃ i
∂τ

dλ + trkr0(S∞,j − S∞,i) −
S∞,i
c∞,i

dc∞,i
dτ

, i, j ∈ {d, l}, i , j (2.44)

Σηµειώνεται ότι ο δεύτερος όρος του δεξιού µέλους αντιστοιχεί στον όρο ϱακεµοποίη-
σης.

Οι αρχικές και συνοριακές συνθήκες για την κρυστάλλωση συνοψίζονται παρακάτω:

f̃ i(λ, τ = 0) = f̃ i,0(λ), (2.45)
f̃ i(0, τ) = 0, (2.46)
f̃ i(∞, τ) = 0, (2.47)
S∞,i(τ = 0) = 1, (2.48)

Η αρχική κατανοµή που χρησιµοποιήθηκε είναι η κανονική κατανοµή που δίνεται ως :
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f̃ i,0(λ) =
µ0
i,3λ

0
i

[
(λ0

i )2 + 3(σ0
i )2]

L3
r

√
2πσ0

i

exp
(
−(λ − λ0

i )2

2(σ0
i )2

)
, (2.49)

όπου µ0
i,3 είναι µια σταθερά η οποία εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες του συστήµατος,

λ0
i είναι το αρχικό µέσο µέγεθος του πληθυσµού και σ0

i είναι η αρχική τυπική απόκλιση
του πληθυσµού i. [7]
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Κεφάλαιο 3

Αριθµητική µέθοδος επίλυσης και υπολογιστικό
περιβάλλον Comsol

Στο προηγούµενο κεφάλαιο ορίσθηκε το προς επίλυση πρόβληµα ως ένα µη γραµµικό
σύστηµα δύο (2) εξισώσεων για κάθε εναντιοµερές (ϐλ. εξ. 2.38, 2.44), συνολικά τέσ-
σερις (4) εξισώσεις και συγκεκριµένα δύο µερικές ολοκληρωτικές-διαφορικές εξισώσεις
ισοζυγίων πληθυσµών και δύο ισοζύγια µάζας µε τις αντίστοιχες αρχικές και συνοριακές
συνθήκες (ϐλ. εξ. 2.45 - 2.47). Οι µεταβλητές του κάθε συστήµατος είναι το αδιάστατο
χαρακτηριστικό µήκος του κρυστάλλου λ και ο αδιάστατος χρόνος τ, ενώ υπενθυµίζεται
ότι παρόλο που η ϑερµοκρασία µεταβάλλεται στο χρόνο παραµένει ίδια σε όλο το σύστηµα
(η ϑερµότητα µεταφέρεται ϱαγδαία). Για την επίλυση των συστηµάτων και την εύρεση των
δύο κατανοµών fd και fl καθώς επίσης και των υπερκορεσµών S∞,d και S∞,l, επιλέγεται η
µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων και το εµπορικό πακέτο Comsol Multiphysics 5.5
και αναλύονται παρακάτω.

Παρά το γεγονός ότι οι διαφορικές εξισώσεις έχουν χρησιµοποιηθεί εκτεταµένα για να προ-
σοµοιώσουν πληθώρα προβληµάτων, πολύ λίγες έχουν λυθεί αναλυτικά. Στην περίπτωση
που η αναλυτική λύση δεν είναι διαθέσιµη ή είναι πολύ δύσκολο να ληφθεί, τότε η ε-
πιθυµητή λύση ϐρίσκεται κατά προσέγγιση. Οι δύο ϐασικότερες προσεγγίσεις είναι οι
ηµι-αναλυτικές µέθοδοι (semi-analytic methods) και οι αριθµητικές λύσεις (numerical
solutions), κατά τις οποίες διακριτές αριθµητικές τιµές αναπαριστούν την λύση µε µία
καθορισµένη ακρίβεια. Οι αριθµητικές λύσεις λαµβάνονται εύκολα µε τη ϐοήθεια υπολο-
γιστή µέσω των µεθόδων πεπερασµένων διαφορών (finite difference, FD), πεπερασµένων
στοιχείων (finite elements, FE) και άλλων µεθόδων.

3.1 Μέθοδος πεπερασµένων στοιχείων και υπόλοιπα Galerkin

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων διακριτοποιεί το πραγµατικό χωρίο µε στοιχε-
ία (elements) τα οποία συνδέονται µεταξύ τους µε έναν πεπερασµένο αριθµό κόµβων
(nodes). Τα στοιχεία αυτά ονοµάζονται πεπερασµένα (finite) και αποτελούν µικρότερα
κοµµάτια/υποχωρία (subdomains) του εξεταζόµενου χωρίου. Η µέθοδος αυτή συχνά
εισάγεται και ως µια ειδική περίπτωση της µεθόδου Galerkin. Σύµφωνα µε αυτήν, δια-
τυπώνεται ένα ολοκλήρωµα του εσωτερικού γινοµένου µεταξύ των υπολοίπων (residuals)
και των συναρτήσεων ϐάσης (basis/test functions), και το ολοκλήρωµα αυτό Ϲητείται να
είναι ίσο µε το µηδέν. Με άλλα λόγια είναι µια διαδικασία η οποία ελαχιστοποιεί το
σφάλµα της προσέγγισης µέσω προσαρµογής δοκιµαστικών συναρτήσεων στο σύστηµα
των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Το υπόλοιπο είναι το σφάλµα που προκύπτει από
τη χρήση των δοκιµαστικών συναρτήσεων, ενώ οι συναρτήσεις ϐάσης είναι πολυωνυµι-
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κές συναρτήσεις προσέγγισης οι οποίες προβάλλουν το υπόλοιπο. Μέσω της διαδικασίας
αυτής, οι χωρικές παράγωγοι προσεγγίζονται από αριθµητικές εκφράσεις και τελικά η
λύση λαµβάνεται επιλύοντας ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων για προβλήµατα που δεν
εξαρτώνται από τον χρόνο ή ένα σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων για δυναµικά
προβλήµατα. [23]

Μελετάται η γενική περίπτωση που απαιτείται η εύρεση της λύσης (ή των λύσεων) u των
διαφορικών εξισώσεων:

Lu = f στο D, (3.1)

Bu = g στο ∂D, (3.2)

όπου D είναι το χωρίο στο οποίο ϐρίσκεται η πιθανή λύση, ∂D είναι το σύνορο αυτού του
χωρίου, L είναι ένας διαφορικός τελεστής που δρα στη συνάρτηση u, B είναι ένας συνορια-
κός τελεστής όρισµένος΄ στο σύνορο ∂D και f, g είναι οι γνωστές συναρτήσεις χώρου.

Η προσέγγιση της λύσης δίνεται µε την παρακάτω µορφή:

u(x) =

N∑
j=1

uj φ
j(x), (3.3)

όπου µε N συµβολίζεται το πλήθος των κόµβων, µε uj οι άγνωστες ποσότητες που πρέπει να
υπολογιστούν και µε φj η συνάρτηση ϐάσης. Σηµειώνεται ότι η λύση πρέπει να ικανοποιεί
τις συνοριακές συνθήκες.

Κάθε συνάρτηση ϐάσης είναι µη µηδενική µόνο σε µια περιορισµένη περιοχή του χωρίου
D. Συγκεκριµένα, η συνάρτηση αυτή είναι ίση µε τη µονάδα στον κόµβο k και ίση µε το
µηδέν σε όλους τους υπόλοιπους κόµβους :

φj(xk) = 1 εάν j = k, (3.4)
φj(xk) = 0 εάν j , k. (3.5)

Σύµφωνα µε τη µέθοδο Galerkin το υπόλοιπο της διαφορικής εξίσωσης 3.1 είναι η δια-
ϕορά: Lu − f . ∆ιαµορφώνεται λοιπόν ένα ολοκλήρωµα στο χωρίο D του γινοµένου της
συνάρτησης ϐάσης και του υπολοίπου της διαφορικής εξίσωσης ούτως ώστε να είναι ίσο
µε µηδέν :

Ri ≡

∫
D

(Lu − f )φidS = 0, i = 1,2, ..., N (3.6)

όπου µε Ri συµβολίζονται τα σταθµισµένα υπόλοιπα.

Σηµειώνεται ότι το πλήθος των υπολοίπων είναι ίσο µε το πλήθος των συναρτήσεων ϐάσης
και κατά συνέπεια ίσο µε το πλήθος των κόµβων του πλέγµατος.

Με αντικατάσταση της προσεγγιστικής λύσης 3.3 στην παραπάνω εξίσωση, το σταθµισµένο
υπόλοιπο Galerkin κάθε κόµβου γίνεται :
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Ri ≡

∫
D
φiL(

N∑
j=1

uj φ
j)dS −

∫
D
f φidS, i = 1,2, ..., N (3.7)

Τα ολοκληρώµατα στην εξίσωση 3.7 είναι συναρτήσεις µόνο των κοµβικών αγνώστων uj,
άρα οι εξισώσεις 3.6 γράφονται και ως εξής :

Ri(u1, u2, ..., uN ) = 0, i = 1,2, ..., N (3.8)

ή σε συνεπτυγµένη µορφή,
R(u) = 0, (3.9)

όπου R είναι το διάνυσµα των υπολοίπων R ≡ (R1, R2, ..., RN ), u είναι το διάνυσµα των
αγνώστων u ≡ (u1, u2, ..., uN ) και 0 είναι το µηδενικό διάνυσµα.

Συµπεραίνεται ότι ο µηδενισµός των υπολοίπων Galerkin είναι ισοδύναµος µε ένα σύστηµα
N αλγεβρικών εξισώσεων µε N αγνώστους (οι κοµβικές τιµές uj της λύσης).

Οι εξισώσεις 3.8 και 3.9 αποτελούν τη διακριτοποιηµένη µορφή της διαφορικής εξίσωσης
3.1, που ισχύει στο συνεχές (χωρίο D), σε ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων που πρέπει
να επιλυθούν για τις τιµές της προσεγγιστικής λύσης σε διακριτά (πεπερασµένου πλήθους)
σηµεία. Οι εξισώσεις 3.8 και 3.9 ονοµάζονται εξισώσεις διακριτοποίησης (discretization
equations).

Εάν η εξίσωση 3.1 είναι γραµµική (δηλαδή ο τελεστής L είναι γραµµικός), το οποίο
ισχύει στην περίπτωση που δεν συµβαίνει διάσπαση ή συσσωµάτωση, τότε µπορεί να γίνει
εναλλαγή µεταξύ των τελεστών L και

∑
:

L(
N∑
j=1

uj φ
j) =

N∑
j=1

uj Lφ
j. (3.10)

΄Ετσι η εξίσωση 3.7 γράφεται ως εξής :

Ri ≡

∫
D
φi(

N∑
j=1

uj Lφ
j)dS −

∫
D
f φidS =

N∑
j=1

uj

∫
D
φiLφjdS −

∫
D
f φidS. (3.11)

΄Αρα τα υπόλοιπα Galerkin µπορούν να γραφτούν µε την παρακάτω µορφή:

Ri ≡
N∑
j=1

aij uj − bi = 0, i = 1,2, ..., N (3.12)

µε

aij ≡

∫
D
φiLφjdS (3.13)

και

bi ≡

∫
D
fφidS (3.14)
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Είναι προφανές ότι οι συντελεστές aij είναι ανεξάρτητοι των αγνώστων uj, ενώ το σύστηµα
3.12 µπορεί να γραφτεί και ως εξής :

Au = b, (3.15)

όπου A είναι ο NxN πίνακας (µήτρα) των συντελεστών aij άρα A = [aij] και b είναι το
δίανυσµα b ≡ (b1, b2, ..., bN ). [24]

Στην περίπτωση που ο τελεστής L δεν είναι γραµµικός, το µη γραµµικό σύστηµα αλγεβρι-
κών εξισώσεων (ϐλ. εξ. 3.11) γραµµικοποιείται σύµφωνα µε τη µέθοδο Newton-Raphson
καταλήγοντας και πάλι στην επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος. Για την επίλυση των
γραµµικών συστηµάτων το COMSOL χρησιµοποιεί γραµµικούς επιλυτές όπως ο PAR-
DISO, ο UMFPACK και άλλοι.

Ως τώρα δόθηκε µια σύντοµη περιγραφή της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων υπο-
λογίζοντας µόνο την χωρική µεταβλητή x. Παρόλα αυτά το εξεταζόµενο σύστηµα σχετίζεται
µε δύο µεταβλητές, την χωρική x και την χρονική t. Προκειµένου να εισαχθεί η χρονική
µεταβλητή στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, η προσεγγιστική λύση 3.3 παίρνει
την παρακάτω µορφή:

u(x, t) =

N∑
j=1

uj(t)φj(x). (3.16)

΄Ετσι τα υπόλοιπα Galerkin είναι τώρα:

Ri ≡

∫
D
φiL(

N∑
j=1

uj(t)φj)dS −
∫
D
f φidS, i = 1,2, ..., N (3.17)

Τελικά, για την επίλυση των σχέσεων 2.38 διαµορφώνονται τα υπόλοιπα Galerkin σύµ-
ϕωνα µε την παραπάνω εξίσωση, για κάθε έναν από τους όρους της συσσώρευσης, α-
νάπτυξης/διαλυτοποίησης, διάσπασης και συσσωµάτωσης. Σηµειώνεται ότι οι εξισώσεις
2.44 αντιµετωπίζονται µε διαφορετικό τρόπο, ο οποίος αναλύεται στη συνέχεια, καθώς
δεν περιέχουν χωρικές µεταβλητές και έτσι δεν µπορούν να επιλυθούν µέσω της µεθόδου
των πεπερασµένων στοιχείων. Για τη σύνδεση της µεθόδου µε το εξεταζόµενο πρόβληµα
είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι η συνάρτηση u αντιστοιχεί στη συνάρτηση κατανοµής
f , η χωρική µεταβλητή x στην αδιάστατη µεταβλητή λ και η χρονική µεταβλητή t στην
αδιάστατη µεταβλητή τ. Το χωρίο D αφορά στο αδιάστατο χαρακτηριστικό µήκος λ µε
την ελάχιστη τιµή του να είναι 0 και την µέγιστη να συµβολίζεται µε λmax . Η τελευταία
αποτελεί ϐαθµό ελευθερίας του συστήµατος και η τιµή του λαµβάνεται µέσω δοκιµών.
Στη συνέχεια αναπτύσσονται τα υπόλοιπα Galerkin για κάθε µία από τις διεργασίες που
διέπουν την κρυστάλλωση [13]:

Συσσώρευση
(∂f̃ i
∂τ

)
:

RAcc =

∫ λmax

0

∂f (λ, τ)
∂τ

φi(λ)dλ (3.18)
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Ανάπτυξη/∆ιαλυτοποίηση
(∂(G̃i f̃ i)

∂λ

)
:

RG/D =

∫ λmax

0

∂λ(x, τ)f (λ, τ)
∂λ

φi(λ)dλ =

∫ λmax

0
G(λ, τ)

∂f (λ, τ)
∂λ

φi(λ)dλ +∫ λmax

0
f (λ, τ)

∂G(λ, τ)
∂λ

φi(λ)dλ = f (λ, τ)G(λ, τ)φi(λ)|λmax0 −∫ λmax

0
f (λ, τ)

[∂G(λ, τ)
∂λ

φi(λ) + G(λ, τ)
∂φi(λ)
∂λ

]
dλ +

∫ λmax

0
f (λ, τ)

∂G(λ, τ)
∂λ

φidλ

⇒ RG/D =

∫ λmax

0
f (λ, τ)G(λ, τ)φi(λ)|λmax0 −

∫ λmax

0
f (λ, τ)G(λ, τ)

∂φi(λ)
∂λ

dλ

(3.19)

∆ιάσπαση
(
Kbg

( ∫ ∞
λ
f̃ i(ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ − λf̃ i(λ, τ)

))
:

RBrk =

∫ λmax

0

(
Kbg

( ∫ ∞

λ
f (ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ − λf (λ, τ)

))
φi(λ)dλ

⇒ RBrk = Kbg

∫ λmax

0

( ∫ ∞

λ
f (ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ

)
φi(λ)dλ − Kbg

∫ λmax

0
(λf (λ, τ))φi(λ)dλ

(3.20)

Συσσωµάτωση
(λ2

2

∫ λ

0

Ãi(y,
3
√
λ3 − y3)

(λ3 − y3)2/3
f̃ i(y, τ) f̃ i(

3
√
λ3 − y3,τ)dy

− f̃ i(λ, τ)
∫ ∞

0
Ãi(λ, y)f̃ i(y, τ)dy

)
:

RAgg =

∫ λmax

0

(λ2

2

∫ λ

0

Ãi(y,
3
√
λ3 − y3)

(λ3 − y3)2/3
f (y, τ) f ( 3

√
λ3 − y3, τ)dy

)
φi(λ)dλ

−

∫ λmax

0

(
f (λ, τ)

∫ ∞

0
Ãi(λ, y)f (y, τ)dy

)
φi(λ)dλ

(3.21)

Τελικά, για το σύνολο των υπολοίπων Galerkin του εξεταζόµενου προβλήµατος ισχύει το
εξής :

Ri = RAcc + RG/D − RAgg − RBrk. (3.22)

3.1.1 Συνοριακές συνθήκες

Εκτός από τις συνοριακές συνθήκες 2.46 και 2.47 υπάρχει και ο συνοριακός όρος της
ανάπτυξης/διαλυτοποίησης RG/D, f (λ, τ)G(λ, τ)φi(λ)|λmax0 , ο οποίος λόγω των συνθηκών
Dirichlet στα άκρα είναι ίσος µε µηδέν. ΄Αρα για τους κόµβους i = 1 και i = N ισχύει
[13]:

R1 = 0, i = 1, (3.23)
RN = 0, i = N. (3.24)
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3.2 Επίλυση στο υπολογιστικό περιβάλλον Comsol

Για την επίλυση του προβλήµατος όπως περιγράφηκε παραπάνω χρησιµοποείται το ε-
µπορικό πακέτο COMSOL Multiphysics 5.5. Το COMSOL Multiphysics αποτελεί µια
πλατφόρµα προσοµοίωσης η οποία περιλαµβάνει όλα τα ϐήµατα στη ϱοή µοντελοποίη-
σης, από τον καθορισµό γεωµετριών, ιδιοτήτων υλικών και της ϕυσικής που περιγράφει
συγκεκριµένα ϕαινόµενα µέχρι τις λύσεις και την µετέπειτα επεξεργασία των µοντέλων για
την παραγωγή ακριβών και αξιόπιστων αποτελεσµάτων. Για την συγκεκριµένη εργασία
επιλέχθηκε η έκδοση 5.5 αυτής της πλατφόρµας, καθώς διαθέτει περισσότερες επιλογές
ϕυσικής προσέγγισης (Stabilized convection - diffusion physics) µε αποτέλεσµα να δίνει
περισσότερο ακριβή αποτελέσµατα.

Η ϱοή εργασίας κατά την ανάπτυξη ενός µοντέλου προσοµοίωσης στο COMSOL ξεκι-
νάει µε την επιλογή και τη ϱύθµιση του περιβάλλοντος και της ϕυσικής του µοντέλου
- στο δεδοµένο πρόβληµα χρησιµοποιήθηκε το πλαίσιο Model Wizard και η µαθηµατι-
κή µοντελοποίηση µέσω µερικών διαφορικών εξισώσεων (Partial Differential Equations,
PBEs) και συνδυασµένων εξισώσεων διάχυσης-συναγωγής (Stabilized convection - diffu-
sion physics). Ακολουθεί η επιλογή της διάστασης του χωρίου καθώς και η ανάπτυξή του -
επιλέχθηκαν οι χώροι µίας και δύο διαστάσεων (1D και 2D) και η κατασκευή µονοδιάστα-
του ευθύγραµµου τµήµατος και διδιάστατων τετραγώνων. Στη συνέχεια καθορίζονται οι
ιδιότητες των υλικών - δεν περιλαµβάνονται στην παρούσα εργασία - και οι συνοριακές συν-
ϑήκες της ϕυσικής που επιλέγεται κάθε ϕορά. Μετά την διακριτοποίηση των χωρίων µέσω
της δηµιουργίας πλέγµατος (mesh) και την επιλογή των κατάλληλων επιλυτών (solvers)
- εδώ PARDISO - δηµιουργούνται τα κατάλληλα διαγράµµατα για την διαγραµµατική
απεικόνιση των αποτελεσµάτων. Στα παραπάνω γενικά ϐήµατα πρέπει να προστεθεί η
εισαγωγή των παραµέτρων, των αναλυτικών εκφράσεων και των µεταβλητών του µοντέλου
αλλά και η κατάλληλη επιλογή συναρτήσεων ϐάσης.

Στην περίπτωση που δεν λαµβάνονται υπόψιν οι διεργασίες της διάσπασης και της συσ-
σωµάτωσης, τότε το µοντέλο µπορεί να προσοµοιωθεί µόνο µε τη χρήση µονοδιάστατου
χωρίου. Τα ολοκληρώµατα που περιέχονται στους όρους των παραπάνω διεργασιών, υ-
ποχρεώνουν την εισαγωγή διδιάστατων χωρίων καθώς ο τελεστής dest του COMSOL που
µπορεί να επιλύσει το συγκεκριµένο πρόβληµα, δεν επιτυγχάνει πάντα τη ϐέλτιστη α-
κρίβεια. Ο τελεστής αυτός χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό ενός όρου προορισµού
(destination term), όπως του όρου λ στην έκφραση

∫ ∞
λ
f (ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ. Μάλιστα ϐρέθηκε

ότι ο τελεστής dest µπορεί να δώσει αποτέλεσµα ακρίβειας που να αντιστοιχεί στη µέθοδο
διδιάστατου χωρίου (στην περίπτωση της διάσπασης), µε τη διαφορά ότι απαιτεί πολύ πυ-
κνότερο υπολογιστικό χωρίο (µε ανεπιθύµητη αύξηση του απαιτούµενου υπολογιστικού
χρόνου). Στο παρακάτω Σχήµα 4.1 δίνονται τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την
επίλυση σε διδιάστατο χωρίο και µε τη χρήση του τελεστή dest για τον αδιάστατο χρόνο
30.
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Σχήµα 3.1: Κατανοµές του εναντιοµερούς d για τη διεργασία της διάσπασης που προέκυψαν µέσω
χρήσης του χωρίου 2D και του τελεστή dest για αδιάστατο χρόνο 30.

Η παραπάνω ϱοή εργασίας αναλύεται και επεξηγείται περισσότερο στη συνέχεια του κεφα-
λαίου και στα Παραρτήµατα Α΄ και Β΄, όπου δίνονται πίνακες µε τις τιµές των παραµέτρων
που χρησιµοποιήθηκαν και µια αναλυτική περιγραφή του χειρισµού των όρων της δι-
άσπασης και της συσσωµάτωσης.

3.2.1 Εξισώσεις στο χωρίο µιας διάστασης (1D)

Στην ειδική περίπτωση που δεν λαµβάνονται υπόψη οι διεργασίες της διάσπασης και της
συσσωµάτωσης, για την λύση των εξισώσεων 2.38 και 2.44 επιλέγεται η ταυτόχρονη χρήση
δύο ϕυσικών προσεγγίσεων (physics) από το πεδίο ΄Mathematics΄: η συνδυασµένη εξίσωση
διάχυσης-συναγωγής για κάθε εναντιοµερές (συνολικά δύο εξισώσεις) και η εξίσωση Global
του COMSOL, η οποία επιλύει τόσο συνήθεις διαφορικές εξισώσεις (Ordinary Differential
Equations, ODEs) όσο και διαφορικές αλγεβρικές εξισώσεις (Differential Algebraic Equa-
tions, DAEs).

• Stabilized Convection-Diffusion Equation
Η προς επίλυση εξίσωση ακολουθεί την παρακάτω µορφή:

da
∂fi
∂t

+ ∇ · (−c∇fi + α
¯
fi) + � · ∇fi + afi = f, i = d, l (3.25)

όπου µε da συµβολίζεται ο συντελεστής µάζας (damping/mass coefficient), µε c ο
συντελεστής διάχυσης (diffusion coefficient), µε α

¯
ο συντελεστής συντηρητικής ϱοής

συναγωγής (conservative flux convection coefficient), µε � ο συντελεστής συναγωγής
(convection coefficient), µε α ο συντελεστής απορρόφησης (absorpsion coefficient),
ενώ µε f συµβολίζεται ο ΄όρος πηγής΄ ή source term που αντιστοιχεί στο δεξί µέλος
της εξίσωσης 2.38. Είναι προφανές ότι fi είναι οι κατανοµές των εναντιοµερών.

΄Οπως αναφέρθηκε και παραπάνω, χρησιµοποιήθηκαν δύο εξισώσεις, µία για κάθε
εναντιοµερές. ΄Ολοι οι συντελεστές είναι ίσοι µε µηδέν, µε εξαίρεση τον συντελεστή
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µάζας, da = 1, τον συντελεστή συντηρητικής ϱοής συναγωγής που ισούται µε τον
όρο που αντιστοιχεί στην ανάπτυξη/διαλυτοποίηση και τον όρο πηγής µέσω του
οποίου παρουσιάζεται η προβολή των όρων της διάσπασης και της συσσωµάτωσης
στο µονοδιάστατο χωρίο, f = Kbg(b1d − b2d − x fi) + (x2/2a1d − fi a2d) και ο οποίος

αναλύεται στη συνέχεια. Είναι προφανές ότι ο όρος
∂fi
∂t

αντιστοιχεί στην συσσώρευση
και ο όρος α

¯
fi στην ανάπτυξη/διαλυτοποίηση.

Ως αρχικές τιµές της εξίσωσης τοποθετήθηκαν οι αναλυτικές εκφράσεις 2.49, ε-
νώ οι συνοριακές συνθήκες εκφράστηκαν µέσω των συνθηκών Dirichlet. Στο πεδίο
΄Flux/Source’ ϐεβαιώθηκε ότι περιλαµβάνονται η ϱοή διάχυσης (diffusive flux) και η
µη συντηρητική ϱοή συναγωγής (nonconservative convective flux).

Παρατηρείται ότι η χρήση της παρούσας ϕυσικής προσέγγισης δεν απαιτεί την ει-
σαγωγή συναρτήσεων ϐάσης (όπως ϑα ήταν απαραίτητο σύµφωνα µε τη µέθοδο
Galerkin). Αντιθέτως η επιθυµητή εξίσωση εισάγεται αυτούσια µε αντιστοίχηση των
συντελεστών της µε εκείνους της εξίσωσης 2.38.

• Global Equations
Ως ΄Global Equations΄ εισάγονται οι εξισώσεις 2.44 οι οποίες δεν περιέχουν χωρικές
παραγώγους, άρα δεν απαιτείται η χρήση άλλων περίπλοκων εξισώσεων για την ε-
πίλυσή τους. Στην παρακάτω εικόνα παρουσιάζεται η µορφή που λαµβάνουν αυτές
οι εξισώσεις στο περιβάλλον του COMSOL:

Σχήµα 3.2: Μορφή των εξισώσεων 2.44 στο πεδίο Global Equations
.

Η µοναδική περίπτωση στην οποία χρησιµοποιείται το physics: Weak Form PDE, είναι
όταν είναι επιθυµητή η προσοµοίωση της διάσπασης ή της συσσωµάτωσης ξεχωριστά.
Τότε, ϕαίνεται ότι το physics: Stabilized Convection-Diffusion Equation δεν δίνει περισ-
σότερο ακριβή αποτελέσµατα, αντιθέτως αυξάνει κατά πολύ τον υπολογιστικό χρόνο και
επιβραδύνει τη διαδικασία εύρεσης λύσης. Παρότι το να µελετηθούν αυτές οι επιµέρους
διεργασίες αποµονωµένα δεν είναι συµβατό µε την ϕύση της κρυστάλλωσης, καθώς όπως
αναφέρθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο η ανάπτυξη των κρυστάλλων αποτελεί το πρώτο
στάδιο και άρα ϑεωρείται ϐασική και αναπόσπαστη διεργασία, κρίνεται ϑεµιτή αυτή η
µελέτη στην προσπάθεια να προσεγγιστούν τα αποτελέσµατα που αφορούν αυτές τις διερ-
γασίες µε ακριβέστερο τρόπο.

• Weak Form PDE
Η προς επίλυση εξίσωση ακολουθεί την παρακάτω µορφή:

0 =

∫
Ω

weak ∂L.

Στην παρακάτω εικόνα παρουσιάζεται η µορφή που λαµβάνει η εξίσωση weak για
κάθε εναντιοµερές :

38



Σχήµα 3.3: Μορφή των εξισώσεων 2.38 στο πεδίο Weak Form PDE
.

Ο πρώτος όρος αφορά στην συσσώρευση (ϐλ. εξ. 3.18), ο δεύτερος στην ανάπτυ-
ξη/διαλυτοποίηση (ϐλ. εξ. 3.19), ο τρίτος στην διάσπαση (ϐλ. εξ. 3.20) και ο
τέταρτος στη συσσωµάτωση (ϐλ. εξ. 3.21). Με τον τελεστή test εκφράζεται η συνάρ-
τηση ϐάσης, ενώ οι αρχικές και συνοριακές συνθήκες αντιµετωπίζονται µε τον ίδιο
τρόπο όπως στο physics: Stabilized Convection-Diffusion Equation.

3.2.2 Εξισώσεις στο χωρίο δύο διαστάσεων (2D)

Η ύπαρξη των ολοκληρωµάτων στους όρους της διάσπασης και της συσσωµάτωσης καθιστά
δύσκολη την επίλυσή τους στο χωρίο 1D. ΄Ετσι επιλέγεται η επίλυσή τους σε χώρο δύο
διαστάσεων και η µετέπειτα προβολή της λύσης στο µονοδιάστατο χωρίο. Η µέθοδος που
ακολουθείται στο 2D είναι η παραγώγιση της εκάστοτε σχέσης ως προς τη διεύθυνση
ολοκλήρωσης και η αντικατάσταση του ολοκληρώµατος µε την αντίστοιχη παράγωγο. Τα
όρια ολοκλήρωσης µε τη σειρά τους αντικαθιστώνται από τις συνοριακές συνθήκες.

Συσσωµάτωση
Η διεργασία της συσσωµάτωσης σύµφωνα µε την εξίσωση 2.38 διαθέτει δύο όρους που
εµπεριέχουν ολοκληρώµατα: έναν όρο γέννησης και έναν όρο ϑανάτου σωµατιδίων. Ση-
µειώνεται ότι οι όροι γέννησης και ϑανάτου έχουν εισαχθεί στο µοντέλο ως δύο διαφορετι-
κά συστατικά (components) προκειµένου να επιτευχθεί µεγαλύτερη ακρίβεια εξαιτίας της
διαφορετικής αντιµετώπισής τους.

΄Ορος γέννησης : aggbii =

∫ λ

0

Ãi(y,
3
√
λ3 − y3)

(λ3 − y3)2/3
f̃ i(y, τ) f̃ i(

3
√
λ3 − y3, τ)dy, (3.26)

΄Ορος ϑανάτου: aggdei =

∫ λmax

0
Ãi(λ, y)f̃ i(y, τ)dy. (3.27)

Παραγωγίζοντας τις παραπάνω σχέσεις ως προς τη διεύθυνση y λαµβάνονται οι εξής εξι-
σώσεις :

∂aggbii
∂y

=
A(y, 3

√
λ3 − y3)

(λ3 − y3)2/3
f (y, τ) f ( 3

√
λ3 − y3, τ), (3.28)

∂aggdei
∂y

= A(λ, y)f (y, τ). (3.29)
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Οι όροι της συσσωµάτωσης λοιπόν υπολογίζονται µε χρήση του κατάλληλου physics και
αντικατάσταση των µεταβλητών λ και y µε τα y και x αντίστοιχα.

∆ιάσπαση
Από την εξίσωση 2.38 ϕαίνεται ότι ο όρος της διάσπασης που δηµιουργεί πρόβληµα είναι
ο εξής :

bki = Kbg
( ∫ ∞

λ
f̃ i(ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ

)
(3.30)

ή ισοδύναµα

bki = Kbg
( ∫ λmax

0
f̃ i(ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ −

∫ λ

0
f̃ i(ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ

)
. (3.31)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε τη συσσωµάτωση και παραγωγίζοντας την 3.30 ως
προς τη διεύθυνση ϸ λαµβάνεται :

∂bki
∂ϸ

= f (ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ). (3.32)

Ο όρος της διάσπασης υπολογίζεται µε τη χρήση του κατάλληλου physics και αντικα-
τάσταση των µεταβλητών λ και ϸ µε y και x αντίστοιχα.

Και για τις δύο διεργασίες ως µέθοδος επίλυσης χρησιµοποιήθηκε το physics: ’Math-
ematics, Classical PDEs, Stabilized Convection-Diffusion Equation’, όπως και στο 1D
χωρίο. Πλέον, στην εξίσωση 3.25 οι κατανοµές fi αντικαθίστανται από τις µεταβλητές των
νέων εξισώσεων προς επίλυση (aggbii , aggdei και bki ), ενώ το da είναι ίσο µε µηδέν και ο
συντελεστής συναγωγής ισούται µε ένα στη διεύθυνση x (� = 1). Εναλλακτικά, αντί για
τον συντελεστή συναγωγής µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο συντελεστής συντηρητικής ϱοής
συναγωγής στη διεύθυνση x (α

¯
= 1), αν συµπεριληφθεί στο πεδίο ΄Source/Flux’ η µη

συντηρητική ϱοή συναγωγής. Αναλυτικά ο όρος πηγής για κάθε µία από τις διεργασίες
παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Β΄.

3.2.3 Γεωµετρία, διακριτοποίηση, επιλυτές και επεξεργασία αποτελεσµάτων

Στο 1D χωρίο η γεωµετρία περιλαµβάνει ένα ευθύγραµµο τµήµα µήκους λmax , ενώ το
πλέγµα αποτελείται από ισαπέχοντες κόµβους. Η παράµετρος λmax εισάγεται από το
χρήστη και είναι διαφορετική σε κάθε µελέτη, ανάλογα µε την διεργασία που εξετάζεται.
Επί παραδείγµατι, το µέγιστο χαρακτηριστικό µήκος λmax λαµβάνει µεγαλύτερη τιµή κατά
την συσσωµάτωση (αφού αυξάνεται η διάµετρος του κρυστάλλου) και µικρότερη κατά τη
διάσπαση. Στο 2D χωρίο χρησιµοποιείται άλλοτε τετράγωνο και άλλοτε τρίγωνο πλευράς
λmax . Η χρήση του τριγώνου χρησιµεύει στην ελαχιστοποίηση του χρόνου προσοµοίωσης
αλλά επιτρέπει και την στοχευµένη πύκνωση του πλέγµατος σε περιοχές όπου αναµένεται
η λύση. Ειδικότερα, κατά την επίλυση του όρου γέννησης της συσσωµάτωσης, η λύση
ϐρίσκεται πάνω στη διαγώνιο γραµµή y = x αφού τα άκρα ολοκλήρωσης παίρνουν τις
τιµές 0 και λ (όπου λ εννοείται y, ϐλέπε Κεφ.3.2.2) µε αποτέλεσµα η ολοκλήρωση να
λαµβάνει χώρα σε ένα σύνορο που τελικά είναι η διαγώνιος y = x. ΄Ετσι δεδοµένου ότι η
συσσωµάτωση επιλύεται ευκολότερα µε την αντιµετώπιση των όρων γέννησης και ϑανάτου
µε ανεξάρτητο τρόπο (ϐλ. Κεφ.3.2.2), ϑεωρείται σκόπιµο να χρησιµοποιηθεί τριγωνικό
σχήµα στη γεωµετρία του όρου γέννησης και παράλληλα κρίνεται αναγκαίο το πλέγµα να
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είναι πιο πυκνό µόνο στην περιοχή που ϐρίσκεται η λύση και όχι σε ολόκληρη τη γεω-
µετρία. Στις παρακάτω Εικόνες 3.4 και 3.5 απεικονίζονται τα αριθµητικά πλέγµατα που
χρησιµοποιούνται στην περίπτωση της συσσωµάτωσης σταθερού πυρήνα για τους όρους
γέννησης και ϑανάτου σωµατιδίων. Η διακριτοποίηση για την περίπτωση της γέννησης σω-
µατιδίων έχει δηµιουργηθεί µέσω του πλέγµατος ’Free Triangular’, δηλαδή µέσω ενός µη
δοµηµένου τριγωνικού πλέγµατος, ενώ για τον ϑάνατο σωµατιδίων προτιµάται το πλέγµα
’Free Quad’ (τετράπλευρο πλέγµα).

Σχήµα 3.4: Αναπαράσταση του πλέγµατος
για τον όρο γέννησης της συσσωµάτωσης
σταθερού πυρήνα (constant kernel).

Σχήµα 3.5: Αναπαράσταση του πλέγµα-
τος για τον όρο ϑανάτου της συσσωµάτω-
σης σταθερού πυρήνα (constant kernel).

Η διακριτοποίηση (Discretization) που επιλέγεται είναι τετραγωνική (’Quadratic’), δηλαδή
η συνάρτηση προσοµοιώνεται ως πολυώνυµο 2ου ϐαθµού (element order = 2). Η διακρι-
τοποίηση επηρεάζει άµεσα τον αριθµό των ϐαθµών ελευθερίας του προβλήµατος αλλά και
την ακρίβεια των αποτελεσµάτων, µε την αύξηση της τάξης (element order) να αντιστοιχεί
συνήθως σε µεγαλύτερη ακρίβεια.

Στο πεδίο ’Studies’ (Μελέτες) διατίθενται ϱυθµίσεις που αφορούν τον τρόπο µε τον οποίο
ϑα ληφθεί η λύση του προβλήµατος. Για το κοµµάτι των επιλυτών, όλες οι προσοµοιώσεις
έχουν ως επιλυτή (solver) τον PARDISO. Ο PARDISO είναι ένας ενσωµατωµένος επιλυτής
του COMSOL, ο οποίος δίνει λύση σε συστήµατα που έχουν τη γενική µορφή Ax = b και
παρέχει αποτελέσµατα στο µικρότερο δυνατό χρόνο.

Στο πεδίο ΄Time-Dependent Solver’ επιλέγεται η χρήση της µεθόδου: ΄Segregated’, δηλαδή
η επίλυση οµάδων εξισώσεων και όχι ταυτόχρονα όλων µαζί. Η µέθοδος ΄Segregated’ δίνει
ελαφρώς καλύτερα αποτελέσµατα συγκριτικά µε την ’Fully Coupled’, δηλαδή τη προσέγ-
γιση κατά την οποία λύνεται ένα ενιαίο σύστηµα εξισώσεων σε µία επανάληψη και γι΄ αυτό
προτιµάται. Με αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται η εύρεση ακριβούς λύσης στο µικρότερο
δυνατό υπολογιστικό χρόνο.

Στο πεδίο ’Time Stepping’ ορίσθηκε ως µέθοδος η λεγόµενη BDF (Backward Differen-
tiation Formula), ενώ στο πρόγραµµα εισήχθησαν και δύο συνθήκες τερµατισµού (Stop
Conditions). Εφόσον το επιθυµητό αποτέλεσµα είναι η επίτευξη της εναντιοκαθαρότη-
τας, δεν έχει νόηµα η περαιτέρω επίλυση του συστήµατος. ΄Ετσι, στην περίπτωση που ο
συντελεστής εναντιοκαθαρότητας πάρει τις τιµές 0 ή 1, αν δηλαδή επικρατεί το l ή το d
εναντιοµερές αντίστοιχα, τότε µέσω της συνθήκης if η προσοµοίωση διακόπτεται.

Τα αποτελέσµατα λαµβάνονται είτε µέσω αριθµητικών πράξεων, από το πεδίο ’Derived
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Values’, είτε µέσω διαγραµµάτων που δηµιουργούνται στο πεδίο ’Plot Groups’, ενώ για
τη διαγραµµατική απεικόνιση επιλέγονται οι γραφικές παραστάσεις ’Line Graphs’ και
’Globals’.
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Κεφάλαιο 4

Αποτελέσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται και αναλύονται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από
τις προσοµοιώσεις του µοντέλου. Αυτά δίνονται υπό τη µορφή γραφικών παραστάσεων
που αφορούν τις κατανοµές των εναντιοµερών στο χρόνο. Παράλληλα παρουσιάζονται και
άλλα χρήσιµα µεγέθη, όπως η τρίτη ϱοπή (που είναι ανάλογη της µάζας), ο υπερκορεσµός
και ο ϐαθµός εναντιοµέρειας. Σηµειώνεται ότι όλα τα παραπάνω µεγέθη είναι αδιάστατα,
συνεπώς οι γραφικές παραστάσεις έχουν σχεδιαστεί για αδιάστατο χρόνο.

Επισηµαίνεται ότι όλες οι προσοµοιώσεις ακολούθησαν το ίδιο ϑερµοκρασιακό προφίλ
(ϐλ. Κεφ.2.3) καθώς το στάδιο ψύξης (κατά το οποίο λαµβάνει χώρα η κρυστάλλωση) είναι
µεγαλύτερο, οδηγώντας στην γρηγορότερη επίτευξη εναντιοκαθαρότητας.

Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι στο µοντέλο που αναπτύχθηκε, οι πραγµατικοί χρόνοι
των προσοµοιώσεων είναι αρκετά υψηλοί, καθιστώντας δύσκολη την ανάλυση ευαισθη-
σίας σε πολλές περιπτώσεις. ΄Ετσι, για την επιβεβαίωση της σωστής προσέγγισης των
αποτελεσµάτων χρησιµοποιήθηκαν οι κατανοµές των ολοκληρωµάτων στον αρχικό χρόνο,
δεδοµένης της αρχικής κατανοµής των εναντιοµερών. Για παράδειγµα, κατά τη διεργασία
της διάσπασης ϐρέθηκε µέσω του προγράµµατος MATLAB η πραγµατική κατανοµή του
ολοκληρώµατος

∫ ∞
λ
fi(ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ στο χρόνο µηδέν, αφού είναι γνωστή η αρχική κατα-

νοµή f 0
i (ϐλ. Εξ.2.49) και στη συνέχεια έγινε σύγκριση µε το αποτέλεσµα του µοντέλου.

Το ολοκλήρωµα που υπολογίστηκε είναι το εξής :∫ λmax

λ

µ0
i,3λ

0
i

[
(λ0

i )2 + 3(σ0
i )2]

L3
r

√
2πσ0

i

exp
(
−(ϸ − λ0

i )2

2(σ0
i )2

)
ϸ 3λ2(2q + 1)

( 2
ϸ3

)2q+1(
λ3 −

ϸ3

2

)2q
dϸ (4.1)

και αντιστοιχεί στο χρόνο τ = 0.

Ενδεικτικά στο παρακάτω Σχήµα 4.1 δίνεται η µορφή του ολοκληρώµατος που προέρχε-
ται από το COMSOL στα αριστερά και από το MATLAB στα δεξιά για τη διεργασία της
διάσπασης, προς απόδειξη της αξιοπιστίας των αποτελεσµάτων.
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COMSOL MATLAB

Σχήµα 4.1: Ολοκλήρωµα διάσπασης στον αρχικό χρόνο.

΄Οπως αναφέρθηκε ήδη, οι προσοµοιώσεις που πραγµατοποιήθηκαν ήταν χρονοβόρες εξαι-
τίας της πολυπλοκότητάς τους αλλά και της ανάγκης για υψηλή ακρίβεια. Στον παρακάτω
Πίνακα Αʹ.1 αναγράφονται οι χρόνοι για την κάθε διεργασία, ενώ σηµειώνεται ότι οι προσο-
µοιώσεις πραγµατοποιήθηκαν σε υπολογιστή µε επεξεργαστή Intel(R) Core(TM) i7-8565U
CPU @ 1.80GHz και µνήµη RAM 8.00 GB. Στον ίδιο Πίνακα παρουσιάζονται οι σηµα-
ντικότερες παράµετροι που χρησιµοποιήθηκαν στις προσοµοιώσεις, ενώ το σύνολο αυτών
ϐρίσκεται στο Παράρτηµα Α΄. Με ne συµβολίζεται ο αριθµός των κόµβων στο µονοδιάστατο
χωρίο, kb είναι µια σταθερή παράµετρος µε την οποία πολλαπλασιάζεται ο ϱυθµός της δι-
άσπασης και λmax είναι το µέγιστο χαρακτηριστικό µήκος για κάθε διεργασία (το ϐέλτιστο
προέκυψε µέσω ανάλυσης ευαισθησίας).

Πίνακας 4.1: Σηµαντικές παράµετροι και πραγµατικοί χρόνοι προσοµοιώσεων

∆ιεργασία b0 λmax kb ne Πραγµατικός χρόνος

Ανάπτυξη/∆ιαλυτοποίηση - 5-9 - 200 ∼ 12 λεπτά
∆ιάσπαση - 5-7 10−9 − 10−2 200 ∼ 2:30 ώρες
Συσσωµάτωση σταθερού πυρήνα 9.8179 · 1010 10 - 400 ∼ 30 λεπτά
Συσσωµάτωση πυρήνα Brown 1.4137 · 109 12 - 400 ∼ 7 ώρες
Συνδυασµός διεργασιών 9.8179 · 1010 12 10−7 400 ∼ 1 µέρα

Σηµειώνεται ότι σε όλες τις προσοµοιώσεις, µε εξαίρεση εκείνες που αφορούν τη συσσω-
µάτωση, το χρονικό ϐήµα στο οποίο λαµβάνεται η λύση είναι 0.05. Σε περίπτωση που
δεν απαιτούνται τόσο πολλές τιµές εξόδου, το ϐήµα µπορεί να µειωθεί κατάλληλα προκει-
µένου να µειωθεί και ο πραγµατικός χρόνος της προσοµοίωσης στο επιθυµητό χωρίς να
επηρεαστεί η ακρίβεια της λύσης.

΄Οπως ϕαίνεται στο Κεφάλαιο 4.3, ο ϐαθµός εναντιοµέρειας της συσσωµάτωσης δεν ϕτάνει
την τιµή 0.99 στο χρόνο που διαρκεί η προσοµοίωση (τ = 100). Παρόλα αυτά ϕτάνει σε
τιµές πολύ κοντά στο 1 και σταθεροποιείται σε αδιάστατους χρόνους περί το 50. Προκει-
µένου να µειωθεί ο πραγµατικός χρόνος της προσοµοίωσης και να αποφευχθεί η περαιτέρω
επιβάρυνση του µοντέλου επιλέγεται διάρκεια προσοµοίωσης µικρότερη του 100, οπότε ο
χρόνος υπολογίζεται ανάλογα.
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4.1 Ανάπτυξη/∆ιαλυτοποίηση

Στην παρούσα προσοµοίωση µελετήθηκε η διεργασία της ανάπτυξης/διαλυτοποίησης µε
την υπόθεση ότι δεν πραγµατοποιείται διάσπαση ή συσσωµάτωση. Παρουσιάζεται επίσης
η ανάλυση ευαισθησίας που συνίσταται στην αλλαγή του µέγιστου χαρακτηριστικού µε-
γέθους (λmax ) προκειµένου να ϐρεθεί η ϐέλτιστη τιµή.

Στο Σχήµα 4.2 απεικονίζεται η κατανοµή του εναντιοµερούς d στον τελικό χρόνο (όταν
έχει επέλθει εναντιοκαθαρότητα) για διάφορες τιµές λmax , ενώ στα Σχήµατα 4.3 και 4.4
δίνεται η κατανοµή του εναντιοµερούς d για διάφορους χρόνους αλλά και η κατανοµή
του εναντιοµερούς l στον τελικό χρόνο για το επιλεγµένο λmax = 6. Παρατηρείται ότι ο
µικρότερος χρόνος επίτευξης εναντιοκαθαρότητας αντιστοιχεί σε λmax = 5, όµως η τιµή δεν
επιλέγεται διότι η κατανοµή δεν έχει ακόµα σταθεροποιηθεί στο µηδέν. ΄Ετσι επιλέγεται
ως ϐέλτιστη η αµέσως επόµενη τιµή (6).

Σχήµα 4.2: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς τη τελευταία χρονική στιγµή (για ee = 0.99)
για διάφορες τιµές λmax .
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Σχήµα 4.3: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς σε διάφορους χρόνους για λmax=6.

Σχήµα 4.4: Αδιάστατη κατανοµή του εναντιοµερούς l στον τελικό χρόνο.

Από το Σχήµα 4.4 ϕαίνεται ότι για την αδιάστατη κατανοµή του εναντιοµερούς l η κλίµακα
στον y άξονα είναι της τάξης του 10−3, δηλαδή πρακτικά έχουν εξαφανιστεί οι κρύσταλλοι
l σε σχέση µε τους d.

΄Οσον αφορά το ϐαθµό εναντιοµέρειας, παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.5 και όπως είναι ϕανε-
ϱό αυξάνεται από την αρχική τιµή ee0 = 0.2 µέχρι την τιµή 0.99, όπως ήταν αναµενόµενο.
Αυτή η συνεχής αύξηση υποδηλώνει την υπεροχή του d εναντιοµερούς έναντι του l, ενώ
οι ταλαντώσεις που υπάρχουν αποτελούν χαρακτηριστικό της µεθόδου ϑερµοκρασιακών
κύκλων, µε κάθε πλήρη ταλάντωση να αντιστοιχεί σε ένα ϑερµοκρασιακό κύκλο τ = 1 ή
t = 1 ώρα.
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Σχήµα 4.5: Βαθµός εναντιοµέρειας για την ανάπτυξη/διαλυτοποίηση.

Σηµαντική είναι και η µεταβολή της µάζας των εναντιοµερών. Η µάζα είναι ανάλογη
της τρίτης ϱοπής (ϐλ. Κεφ. 2.4) και όπως είναι ϕυσικό όταν αυξάνεται η µάζα του d
εναντιοµερούς µειώνεται εκείνη του l προκειµένου να µην παραβιαστεί η αρχή διατήρησης
της µάζας. Το ϕαινόµενο που περιγράφηκε παραπάνω απεικονίζεται στο Σχήµα 4.6 όπου
µε µπλε συµβολίζεται η τρίτη ϱοπή του d εναντιοµερούς, µε πράσινο εκείνη του l, ενώ το
άθροισµά τους υποδηλώνεται µε την κόκκινη γραµµή.

Σχήµα 4.6: Τρίτη ϱοπή των πληθυσµών.

4.2 ∆ιάσπαση

Το κεφάλαιο αυτό περιλαµβάνει µια σειρά προσοµοιώσεων στις οποίες µεταβάλλεται η
παράµετρος kb της διάσπασης από την αδιάστατη τιµή 10−9 µέχρι την 10−2. Η ϐασική
ανάλυση περιλαµβάνει τα διαγράµµατα που αφορούν στην µεγαλύτερη τιµή kb και πα-
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ϱουσιάζεται η µορφή που παίρνει η κατανοµή του επικρατέστερου εναντιοµερούς d στον
τελευταίο χρόνο, ο υπερκορεσµός και η τρίτη ϱοπή. Επίσης, στο πλαίσιο της ανάλυσης
ευαισθησίας, παρουσιάζεται ο ϐαθµός εναντιοµέρειας για κάθε τιµή της παραµέτρου kb.
Σηµειώνεται ότι µέχρι την τιµή 10−4 ϑεωρείται ότι η διάσπαση συµβαίνει µε µικρό ϱυθµό
(ήπια ϕθορά), ενώ για µεγαλύτερες τιµές συµβαίνει ισχυρή διάσπαση.

Σχήµα 4.7: Αδιάστατη κατανοµή του εναντιοµερούς d στον τελικό χρόνο για kb = 10−2.

Στο Σχήµα 4.7 απεικονίζεται η κατανοµή του εναντιοµερούς d υπό την επίδραση ισχυ-
ϱής διάσπασης. Η κατανοµή που προκύπτει αφορά µια καµπύλη στενού εύρους, που
περιορίζεται σε χαρακτηριστικά µήκη µικρότερα του ένα, σε αντίθεση µε την αντίστοιχη
καµπύλη που εµφανίζεται κατά τη διάρκεια της ανάπτυξης, γεγονός που επιβεβαιώνει
τον ισχυρό ϱυθµό διάσπασης. Στα παρακάτω σχήµατα παρουσιάζεται η τρίτη ϱοπή των
πληθυσµών (Σχήµα 4.8) και ο υπερκορεσµός (Σχήµα 4.9).

Σχήµα 4.8: Τρίτη ϱοπή πληθυσµών για kb = 10−2.
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Σχήµα 4.9: Υπερκορεσµός συναρτήσει του χρόνου (kb = 10−2).

Το πλάτος της ταλάντωσης του υπερκορεσµού ϕαίνεται να αυξάνεται µε πολύ µικρό ϱυθµό
αρχικά µέχρι τον αδιάστατο χρόνο 25, ενώ στην συνέχεια παρουσιάζει απότοµη αύξηση.
Στο παρακάτω Σχήµα 4.10 δίνεται ο ϐαθµός εναντιοµέρειας σε συνάρτηση µε τον αδιάστατο
χρόνο.

Σχήµα 4.10: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για kb = 10−2.

Προκειµένου να εξετασθεί η επίδραση του ϱυθµού διάσπασης στον χρόνο που απαιτείται
για την επίτευξη εναντιοκαθαρότητας, παρουσιάζεται το παρακάτω διάγραµµα (Σχήµα
4.11) ως αποτέλεσµα της ανάλυσης ευαισθησίας για τη σταθερά kb. Είναι σηµαντικό
να αναφερθεί ότι µε αλλαγή της σταθεράς kb, δηλαδή αλλαγή του ϱυθµού διάσπασης,
µεταβάλλεται και η επίδραση στο εξεταζόµενο σύστηµα. Αύξηση του ϱυθµού διάσπασης
συνεπάγεται δηµιουργία µικρότερων κρυστάλλων, εποµένως απαιτείται µείωση και στην
µεταβλητή λmax . Εξαιτίας της υψηλής ευαισθησίας του προγράµµατος στην επιλογή αυτής
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της µεταβλητής και καθώς η ϐέλτιστη τιµή διαφέρει µεταξύ ήπιου και ισχυρού ϱυθµού
διάσπασης, στο Σχήµα 4.11 όλες οι καµπύλες είναι σχεδιασµένες για χαρακτηριστικό
µήκος 7 µε εξαίρεση εκείνες που αφορούν την υψηλή διάσπαση όπου το χαρακτηριστικό
µήκος ισούται µε 5. Παρότι αυτή η τακτική επιφέρει ορισµένα σφάλµατα, όπως στην
περίπτωση της kb = 10−3, συνολικά λαµβάνεται µια πιο ακριβής προσέγγιση του ϐαθµού
εναντιοµέρειας.

Σχήµα 4.11: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για διάφορες τιµές kb.

Προκύπτει ότι στην ήπια διάσπαση µικρή µεταβολή της σταθεράς kb δεν επιφέρει σηµαντι-
κές αλλαγές στο ϐαθµό εναντιοµέρειας και ότι η επίδρασή της στον χρόνο που απαιτείται
για την εναντιοκαθαρότητα είναι αµελητέα. Αντιθέτως µεγάλοι ϱυθµοί διάσπασης οδηγο-
ύν σε µεγαλύτερους χρόνους. Μάλιστα στην περίπτωση που kb = 10−2 η καθυστέρηση
συνοδεύεται από αλλαγή στη µορφή της καµπύλης η οποία γίνεται κυρτή. Αξιοσηµείω-
το είναι το γεγονός ότι για πιο υψηλές τιµές kb από αυτές που παρουσιάζονται εδώ, η
επίδραση της διάσπασης είναι τόσο µεγάλη που µπορεί να αντιστρέψει την καµπύλη του
ϐαθµού εναντιοµέρειας ευνοώντας την επικράτηση του l εναντιοµερούς έναντι του d. Η
προαναφερθείσα συµπεριφορά παρότι µελετήθηκε δεν παρατίθεται στην εργασία καθώς
το µοντέλο δεν είχε την επιθυµητή ακρίβεια. Επίσης στη σύγκριση που γίνεται στο Σχήµα
4.11 δεν περιλαµβάνεται ο ϐαθµός εναντιοµέρειας για kb = 10−4, καθώς η ακρίβεια του
συγκεκριµένου µοντέλου είναι υπό αµφισβήτηση.

4.3 Συσσωµάτωση

Το κοµµάτι της συσσωµάτωσης χωρίζεται σε δύο επιµέρους σειρές προσοµοιώσεων: εκε-
ίνες που αφορούν τη συσσωµάτωση σταθερού πυρήνα και εκείνες που αναφέρονται στην
συσσωµάτωση πυρήνα Brown. Ο αριθµός των προσοµοιώσεων που διεξήχθησαν αναφο-
ϱικά µε τη συσσωµάτωση Brown είναι µικρότερος εξαιτίας του µεγάλου υπολογιστικού
χρόνου που απαιτείται.

Σταθερός πυρήνας (Constant Kernel)
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Η επιλογή της ϐέλτιστης τιµής λmax ϐασίζεται στο Σχήµα 4.12 σύµφωνα µε το οποίο ο
µικρότερος χρόνος αντιστοιχεί σε λmax = 10. Η ϐασική ανάλυση έγκειται σε τιµή σταθερού
πυρήνα b0 = 9.8179 · 10−10, όπως προέκυψε από τους υπολογισµούς για λmax = 10
(ϐλ.Παράρτηµα Α΄).

Σχήµα 4.12: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς τη τελευταία χρονική στιγµή (για ee = 0.99)
για διάφορες τιµές λmax .

Παρακάτω παρουσιάζεται η κατανοµή των εναντιοµερών d και l στον τελευταίο χρόνο για
b0 = 9.8179·10−10. Παρατηρείται ότι η καµπύλη των κατανοµών είναι ευρεία (σε σύγκριση
µε την αντίστοιχη της διάσπασης), γεγονός που υποδηλώνει την δηµιουργία κρυστάλλων
µεγαλύτερου µεγέθους εξαιτίας της διεργασίας της συσσωµάτωσης.
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Σχήµα 4.13: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς τη τελευταία χρονική στιγµή για b0 =

9.8179 · 10−10.

Σχήµα 4.14: Αδιάστατη κατανοµή του l εναντιοµερούς τη τελευταία χρονική στιγµή για b0 =

9.8179 · 10−10.

Και πάλι από το Σχήµα 4.14 είναι προφανές ότι οι κρύσταλλοι του εναντιοµερούς l έχουν
σχεδόν εξαφανιστεί καθώς η κλίµακα του άξονα y είναι της τάξης του 10−5, δηλαδή κατά
πολύ µικρότερης από το d εναντιοµερές.

Στη συνέχεια, δίνεται το διάγραµµα της πρώτης ϱοπής των εναντιοµερών (Σχήµα 4.15).
Υπενθυµίζεται ότι η πρώτη ϱοπή είναι ανάλογη της διαµέτρου των ενώσεων, έτσι είναι
επόµενο µε το πέρασµα του χρόνου να αυξάνεται η διάµετρος των δύο εναντιοµερών µε
εκείνη του d, να παρουσιάζει τη µεγαλύτερη άνοδο. Τελικά, το εναντιοµερές d καταλήγει
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να έχει µεγαλύτερη διάµετρο κρυστάλλων, δεδοµένου ότι το εναντιοµερές που ϐρίσκεται
σε περίσσεια αναµένεται να αποτελείται κατά κύριο λόγο από µεγαλύτερους κρυστάλλους.
Η τρίτη ϱοπή για την συσσωµάτωση σταθερού πυρήνα παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.16
µέσω του οποίου επιβεβαιώνεται η διατήρηση της µάζας στο εξεταζόµενο σύστηµα. Η
µικρή µείωση της µάζας που παρατηρείται στους αρχικούς χρόνους πιθανόν οφείλεται σε
σφάλµα στην κατανοµή του d εναντιοµερούς στην συγκεκριµένη περιοχή.

Σχήµα 4.15: Πρώτη ϱοπή πληθυσµών.

Σχήµα 4.16: Τρίτη ϱοπή πληθυσµών.

Ακολουθεί ανάλυση ευαισθησίας του ϱυθµού συσσωµάτωσης µε µεταβολή της τιµής του
σταθερού πυρήνα b0. Συγκεκριµένα εκτός από την συσσωµάτωση µε b0 = 9.8179 · 10−10,
εξετάζεται η µείωση και η αύξηση του σταθερού πυρήνα κατά 10% και 50%. Ο ϐαθ-
µός εναντιοµέρειας σχεδόν ταυτίζεται σε όλο το εύρος των εξεταζόµενων τιµών σταθερού
πυρήνα.
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Στο Σχήµα 4.17 παρατηρείται ότι η καµπύλη του ϐαθµού εναντιοµέρειας παρουσιάζει
ένα σηµείο καµπής, σε αντίθεση µε το µηχανισµό της διάσπασης. Συµπεραίνεται α-
κόµα ότι η συσσωµάτωση µε σταθερό πυρήνα δεν αποτελεί κρίσιµο µηχανισµό για την
επίτευξη εναντιοκαθαρότητας, αφού οι ασυµµετρίες στο µέγεθος των δύο κρυσταλλικών
πληθυσµών, που είναι απαραίτητες για την απορακεµοποίηση, εξασφαλίζονται από την
επιβολή των ϑερµοκρασιακών κύκλων. Το παραπάνω συµπέρασµα δείχνει ότι η µέθοδος
των ϑερµοκρασιακών κύκλων είναι πιο εύχρηστη και χρήσιµη από άλλες µεθόδους καθώς
οι διεργασίες ελέγχονται εύκολα µέσω της µεταβολής της ϑερµοκρασίας. [22]

Η απόκλιση που παρατηρείται για αύξηση του ϱυθµού κατά 10% οφείλεται πιθανόν σε
σφάλµα που αφορά την τιµή που λαµβάνει η µεταβλητή λmax . Με την αύξηση του ϱυθµού
συσσωµάτωσης παράγονται ολοένα και µεγαλύτεροι κρύσταλλοι και καθώς η ακρίβεια του
προγράµµατος εξαρτάται σε µεγάλο ϐαθµό από την τιµή της µεταβλητής λmax , δηµιουρ-
γούνται σφάλµατα όσο µεγαλύτερη η απόκλιση των µεταβλητών b0 και λmax .

Σχήµα 4.17: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου.

Πυρήνας Brown (Brownian Kernel)

Για την παρούσα προσοµοίωση η παράµετρος λmax λαµβάνει την τιµή 12 και κατά συνέπεια
µεταβάλλεται η τιµή της σταθεράς b0 σε 1.4137 · 10−9 (ϐλ. Παράρτηµα Α΄ για λmax = 12).
Οι προσοµοιώσεις ϱυθµίστηκαν για χρόνο µέχρι 40 µε ϐήµα 0.5 εξαιτίας του µεγάλου
υπολογιστικού χρόνου, ενώ δεν εκπληρώθηκε η συνθήκη ee = 1, δηλαδή το σύστηµα δεν
έφτασε στην εναντιοκαθαρότητα στο δοσµένο χρονικό διάστηµα. Παρόλα αυτά όπως ϕα-
ίνεται στο Σχήµα 4.20 η απόδοση έχει ϕτάσει σε ποσοστό πάνω από 95% και παρουσιάζει
µεγαλύτερη καµπή σε σύγκριση µε την συσσωµάτωση σταθερού πυρήνα.
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Σχήµα 4.18: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς την αδιάστατη χρονική στιγµή 40 για
b0 = 1.4137 · 10−9.

Η διατήρηση της µάζας παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.19. Οι οξείες κορυφές των ταλαντώσε-
ων οφείλονται στο µικρότερο ϐήµα που εφαρµόστηκε (0.5 αντί 0.05) για την αποθήκευση
των λύσεων.

Σχήµα 4.19: Τρίτη ϱοπή εναντιοµερών.

Πέραν της τιµής b0 που ϐρέθηκε υπολογιστικά, εφαρµόζεται ανάλυση ευαισθησίας για
διαφορετική τιµή σταθερού πυρήνα και συγκεκριµένα µελετάται η µείωσή της κατά 10%.
Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν διαφέρουν από τα αντίστοιχα της συσσωµάτωσης στα-
ϑερού πυρήνα και υποδηλώνουν την επίδραση του ϱυθµού συσσωµάτωσης στο σύστηµα.
Μάλιστα ϕαίνεται ότι ενώ σε αρχικούς χρόνους η µεταβολή του ϱυθµού συσσωµάτωσης δεν
επηρεάζει το ϐαθµό εναντιοµέρειας, σε µεταγενέστερους χρόνους οι µεγαλύτεροι ϱυθµοί
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οδηγούν σε ταχύτερο διαχωρισµό των εναντιοµερών.

Σχήµα 4.20: Βαθµός εναντιοµέρειας για διαφορετικές τιµές b0 και Brownian µηχανισµό συσσω-
µάτωσης.

Συνοψίζοντας, η συσσωµάτωση µπορεί να προσοµοιωθεί είτε µέσω σταθερού πυρήνα είτε
µέσω πυρήνα Brown. Ο ϱυθµός συσσωµάτωσης που εκφράζεται µέσω της σταθεράς b0 δεν
επηρεάζει το ϐαθµό εναντιοµέρειας και συνεπώς την απορακεµοποίηση για την περίπτωση
του σταθερού πυρήνα. Αντιθέτως κατά την Brownian συσσωµάτωση ϕαίνεται να υπάρχει
άµεση συσχέτιση µεταξύ του ϱυθµού και του ϐαθµού εναντιοµέρειας, όπου µείωση του
ϱυθµού συνεπάγεται αποµάκρυνση από την εναντιοκαθαρότητα. Επίσης σύµφωνα µε το
Σχήµα 4.21, για τις τυπικές τιµές b0 οι δύο καµπύλες της συσσωµάτωσης σχεδόν ταυτίζο-
νται. Η ϐασικότερη διαφορά τους έγκειται στην αδυναµία της Brownian συσσωµάτωσης
να ϕτάσει το 100% της εναντιοκαθαρότητας σε σύντοµο χρονικό διάστηµα.
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Σχήµα 4.21: Σύγκριση του ϐαθµού εναντιοµέρειας για τους δύο µηχανισµούς συσσωµάτωσης.
Υπενθυµίζεται ότι η τιµή b0 για τη συσσωµάτωση σταθερού πυρήνα είναι 9.8179 · 10−10, ενώ για
τη συσσωµάτωση τύπου Brown είναι 1.4137 · 10−9.

4.4 Συνδυασµός ∆ιεργασιών

Στο παρόν υποκεφάλαιο µελετήθηκε το σενάριο συνύπαρξης όλων των επιµέρους διεργα-
σιών της κρυστάλλωσης ταυτόχρονα. ∆ίνεται έµφαση στον ϐαθµό εναντιοµέρειας εξαιτίας
της πρακτικής σηµασίας του και διαπιστώνεται αν το σύστηµα επιταχύνεται ή καθυστερεί
να ϕτάσει στην εναντιοκαθαρότητα. Επιπλέον παρουσιάζεται η κατανοµή του επικρα-
τέστερου εναντιοµερούς στον τελικό χρόνο αλλά και η τρίτη ϱοπή. Οι προσοµοιώσεις που
αφορούν το συνδυασµό των διεργασιών λαµβάνουν υπόψη µόνο την περίπτωση σταθερού
πυρήνα στην συσσωµάτωση και µελετώνται µόλις µέχρι το χρόνο 35 εξαιτίας της µεγάλης
υπολογιστικής επιβάρυνσης. Είναι αναµενόµενο ότι µέχρι αυτή τη χρονική στιγµή δεν
έχει επιτευχθεί πλήρης απορακεµοποίηση. Παρόλα αυτά ο συνδυασµός διεργασιών πα-
ϱουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον αφού αποτελεί το ϱεαλιστικότερο µοντέλο προσοµοίωσης της
κρυστάλλωσης.

57



Σχήµα 4.22: Αδιάστατη κατανοµή του d εναντιοµερούς την αδιάστατη χρονική στιγµή 35.

Σχήµα 4.23: Τρίτη ϱοπή εναντιοµερών.

Αναφορικά µε την καµπύλη κατανοµής (Σχήµα 4.22), παρουσιάζει ορισµένες αστάθειες
στους µεγαλύτερους χρόνους, οι οποίες αποτελούν προϊόν σφάλµατος. Οι αστάθειες συσ-
σωρεύονται στην κατανοµή όταν η τιµή που ορίζει ο χρήστης για το χαρακτηριστικό µήκος
είναι µικρή. Το γεγονός αυτό εξηγείται ως εξής : µε το πέρασµα του χρόνου υπάρχει
συνεχής παραγωγή κρυστάλλων µεγάλου µεγέθους εφόσον ευνοείται η διεργασία της συσ-
σωµάτωσης. Η συσσωµάτωση υποβοηθάται από την διάσπαση, γιατί ο ΄θάνατος΄ ενός κρυ-
στάλλου οδηγεί στην ΄γέννηση΄ ενός άλλου µεγαλύτερου (ϐλ. Κεφ. 2.1.2), µε αποτέλεσµα
να υπάρχουν µεγάλες αποκλίσεις στην τιµή του χαρακτηριστικού µήκους λmax σε µικρό
χρονικό διάστηµα. Για το λόγο αυτό απαιτείται η εξέταση του µηχανισµού της κρυστάλλω-
σης υπό συνθήκες µικρότερου ϱυθµού συσσωµάτωσης, οπότε πραγµατοποιείται ανάλυση
ευαισθησίας µε µεταβολή της µεταβλητής b0. Σύµφωνα µε το Σχήµα 4.24 µείωση στο
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ϱυθµό συσσωµάτωσης οδηγεί ταχύτερα στην εναντιοκαθαρότητα.

Σχήµα 4.24: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για διαφορετικές τιµές b0.

Στο Σχήµα 4.25 παρουσιάζεται ο ϐαθµός εναντιοµέρειας των διεργασιών της διάσπασης,
της συσσωµάτωσης και του συνδυασµού αυτών. ΄Οπως είναι ϕανερό η εναντιοκαθαρότητα
επιτυγχάνεται ταχύτερα στην περίπτωση που υφίσταται µόνο διάσπαση στο εξεταζόµενο
σύστηµα. Η ύπαρξη συσσωµάτωσης (οποιουδήποτε είδους) καθυστερεί την απορακεµοπο-
ίηση ενώ στην περίπτωση συνύπαρξης των διεργασιών δεν επιτυγχάνεται πλήρης απορα-
κεµοποίηση στον χρόνο που εξετάζεται και η απόδοση ϕτάνει οριακά το 90% (ϐλ. Σχήµα
4.24). Το παραπάνω είναι λογικό εφόσον η διάσπαση υποβοηθά την συσσωµάτωση και τη
δηµιουργία µεγαλύτερων κρυστάλλων οδηγώντας σε µεγάλες καθυστερήσεις του χρόνου.
΄Οσον αφορά το συνδυασµό των διεργασιών και σύµφωνα µε το Σχήµα 4.24, ο χρόνος που
απαιτείται προκειµένου η απόδοση να µεγιστοποιηθεί, µπορεί να µειωθεί µε περιορισµό
της συσσωµάτωσης.
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Σχήµα 4.25: Σύγκριση του ϐαθµού εναντιοµέρειας της διάσπασης, της συσσωµάτωσης και του
συνδυασµού αυτών.

4.5 Πειραµατικές εκτιµήσεις

Το παρόν υποκεφάλαιο εξετάζει τη συµβατότητα του µοντέλου µε τα υπάρχοντα πειραµατι-
κά δεδοµένα. Χαρακτηριστικό παράδειγµα πειραµατικής µελέτης της απορακεµοποίησης
µέσω ϑερµοκρασιακών κύκλων αποτελεί η πρόσφατη έρευνα για τις χειρόµορφες ενώσεις
CPG και tLEU. [25] Στο κάτωθι Σχήµα 4.26 παρουσιάζεται η εξέλιξη του ϐαθµού ενα-
ντιοµέρειας συναρτήσει του αριθµού των ϑερµοκρασιακών κύκλων για το CPG (αριστερά)
και το tLEU (δεξιά) για διαφορετικές τιµές ελάχιστης ϑερµοκρασίας. Τα διαφορετικά
χρώµατα υποδεικνύουν τις διαφορές στις ελάχιστες ϑερµοκρασίες, ενώ τα διαφορετικά
σχήµατα ίδιου χρώµατος αντιστοιχούν σε επαναλήψεις του πειράµατος κάτω από τις ίδιες
συνθήκες.

Σχήµα 4.26: Βαθµός εναντιοµέρειας των ενώσεων CPG (αριστερά) και tLEU (δεξιά) για διάφορες
ϑερµοκρασίες σε συνάρτηση µε τον αριθµό των ϑερµοκρασιακών κύκλων nc. [25]
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Επίσης έχει µελετηθεί η επιβολή ϑερµοκρασιακών κύκλων µέσω συµβατικής ϑέρµανσης
και µικροκυµάτων για την απορακεµοποίηση του γλουταµινικού οξέος και τα αποτελέσµα-
τα παρουσιάζονται παρακάτω. Το Σχήµα 4.27 απεικονίζει την µεταβολή στον ϐαθµό ενα-
ντιοµέρειας για δύο διαφορετικούς αρχικούς ϐαθµούς εναντιοµέρειας (ee0) και µε κόκκινη
γραµµή απεικονίζεται η ϑέρµανση µε µικροκύµατα, ενώ µε µαύρη γραµµή η συµβατική
ϑέρµανση . [26] Φαίνεται ότι ο µηχανισµός µε τον οποίο µεταφέρεται ϑερµότητα επη-
ϱεάζει σηµαντικά τη χρονική εξέλιξη του ϕαινοµένου ειδικά για χαµηλές τιµές ee0 και
ενδεχοµένως να πρέπει να ενσωµατωθεί στο µοντέλο.

Σχήµα 4.27: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου (σε ώρες) για την απορακεµοποίηση
γλουταµινικού οξέος µε µικροκύµατα. [26]

Τέλος παρατίθενται τα αποτελέσµατα της µελέτης για την απορακεµοποίηση της ϕαινυλα-
λανίνης (PHE) µέσω επιβολής ϑερµοκρασιακών κύκλων. Συγκεκριµένα, η απορακεµοπο-
ίηση πραγµατοποιείται µε διαχωρισµό του σχηµατιζόµενου αλατιού ϕαινυλαλανίνης - 2,5-
ξυλενοσουλφονικό οξύ (2,5-xylenesulfonic acid, XSA). Το Σχήµα 4.28 δείχνει την εξέλιξη
του ϐαθµού εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου για διαφορετικές αρχικές συστάσεις
του µίγµατος ϕαινυλαλανίνη:οξύ (που επηρεάζουν τον αρχικό ϐαθµό εναντιοµέρειας ee0).
Η αρχική ποσότητα της ϕαινυλαλανίνης στο µίγµα είναι µικρότερη στο πείραµα που απει-
κονίζεται µε κόκκινη γραµµή (PHE:XSA=1.31:1), µεγαλύτερη σε εκείνο που αντιστοιχεί
στη µπλε γραµµή (PHE:XSA=1.44:1) και µέγιστη στο πείραµα που απεικονίζεται µε µαύρη
γραµµή (PHE:XSA=1.45:1). [27] Παρατηρείται ότι όσο µικρότερη είναι η αρχική ποσότητα
του επικρατέστερου εναντιοµερούς, τόσο περισσότερος χρόνος απαιτείται για την επίτευξη
εναντιοκαθαρότητας.
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Σχήµα 4.28: Βαθµός εναντιοµέρειας συναρτήσει του χρόνου (σε ώρες) για την απορακεµοποίηση
ϕαινυλαλανίνης µέσω ϑερµοκρασιακών κύκλων. Με κόκκινο υποδεικνύεται το πείραµα 1 κατά
το οποίο ισχύει PHE:XSA=1.31:1, µε µπλε το πείραµα 2 όπου PHE:XSA=1.44:1 και µε µαύρο το
πείραµα 3 όπου PHE:XSA=1.45:1. [27]

Σηµειώνεται ότι οι διαφορές που παρουσιάζει το µοντέλο σε σχέση µε τα πειραµατικά
δεδοµένα οφείλονται κατά κύριο λόγο στις τιµές των παραµέτρων που χρησιµοποιούνται. Η
πλειοψηφία των παραµέτρων έχουν ληφθεί από τη σχετική ϐιβλιογραφία (ϐλ. Παράρτηµα
Α΄), όµως απαιτείται περαιτέρω έρευνα για την εύρεση των ϐέλτιστων τιµών.
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Κεφάλαιο 5

Συµπεράσµατα και προτάσεις για µελλοντική έρευνα

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία εξετάστηκε η επίδραση διαφόρων διεργασιών της
κρυστάλλωσης κατά την απορακεµοποίηση µίγµατος εναντιοµερών µε σκοπό την ταχύτε-
ϱη επίτευξη εναντιοκαθαρότητας. Χρησιµοποιήθηκε το υπολογιστικό περιβάλλον COM-
SOL Multiphysics για την επίλυση συστήµατος διαφορικών εξισώσεων που προσοµοιώνουν
την συµπεριφορά των µηχανισµών της ανάπτυξης/διαλυτοποίησης, διάσπασης και συσ-
σωµάτωσης καθώς επίσης αναπτύχθηκε µοντέλο για το συνδυασµό των παραπάνω. Τα
αποτελέσµατα που παρατίθενται στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζουν ικανοποιητική ακρίβεια
µε ϐάση τις υπάρχουσες ϑεωρητικές και πειραµατικές έρευνες και τα συµπεράσµατα που
εξάγονται συνοψίζονται παρακάτω.

5.1 Συµπεράσµατα

Μελετώντας αποµονωµένα τη διεργασία της διάσπασης προέκυψε ότι η απορακεµοποίηση
επηρεάζεται σε µεγάλο ϐαθµό από το ϱυθµό διάσπασης, που εκφράζεται µέσω της στα-
ϑεράς kb. Ειδικότερα η ήπια διάσπαση, η οποία χαρακτηρίζεται από µικρές τιµές kb,
συµβάλλει στη µείωση του χρόνου που απαιτείται για την επίτευξη εναντιοκαθαρότητας.
Παράλληλα οι διαφορετικοί ϱυθµοί διάσπασης για ήπια ϕθορά δεν παρουσιάζουν απο-
κλίσεις στον ϐαθµό εναντιοµέρειας. Η ισχυρή διάσπαση ϕαίνεται να δηµιουργεί µεγάλες
καθυστερήσεις στην εναντιοκαθαρότητα. Επίσης αντίθετα µε ό,τι ισχύει στην ήπια δι-
άσπαση, κάθε µικρή αύξηση στο ϱυθµό επιφέρει σηµαντικές αλλαγές στην καµπύλη του
ϐαθµού εναντιοµέρειας. Μάλιστα για πολύ υψηλούς ϱυθµούς διάσπασης έχει παρατη-
ϱηθεί ότι αντιστρέφεται η πορεία της απορακεµοποίησης ευνοώντας το εναντιοµερές που
αρχικά καταστρεφόταν.

΄Οσον αφορά τη συσσωµάτωση, ϕαίνεται ότι δεν υπάρχουν σηµαντικές διαφορές µετα-
ξύ των δύο περιπτώσεων που εξετάζονται (συσσωµάτωση σταθερού πυρήνα και πυρήνα
Brown) καθώς επιτυγχάνεται υψηλή απόδοση καθαρότητας σε παρεµφερείς χρόνους. Η
πιο αξιοσηµείωτη διαφορά είναι ότι η συσσωµάτωση πυρήνα Brown, δεν µπορεί να ϕτάσει
απόδοση 100% στον υπό µελέτη χρόνο. Ειδικότερα, ο ϱυθµός της συσσωµάτωσης στα-
ϑερού πυρήνα δεν επηρεάζει την εξέλιξη της απορακεµοποίησης αφού µε αλλαγή της
σταθεράς b0 δεν µεταβάλλεται ο ϐαθµός εναντιοµέρειας. Στην υπόθεση συσσωµάτωσης
πυρήνα Brown ϕαίνεται ότι µείωση του ϱυθµού επιφέρει µείωση και στην απόδοση του
συστήµατος.

Το πιο ϱεαλιστικό αλλά και πιο απαιτητικό µοντέλο είναι εκείνο που συµπεριλαµβάνει
όλες τις υπό εξέταση διεργασίες. Η προσοµοίωση εκτός από χρονοβόρα (µε υπολογιστικό
χρόνο περίπου µία µέρα), ήταν και η λιγότερο αποδοτική καθώς ο ϐαθµός εναντιοµέρειας
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έφτασε µόλις το 90% στο χρόνο που υποβλήθηκε. Με την υπόθεση ότι για το χαµηλό
ποσοστό εναντιοκαθαρότητας ευθύνεται η διεργασία της συσσωµάτωσης, αφού παράγει
συνεχώς καινούργιους κρυστάλλους µε χρήση εκείνων που προέρχονται από τη διάσπα-
ση, µελετήθηκε η µείωση του ϱυθµού της. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι πράγµατι µε
µείωση της επίδρασης της συσσωµάτωσης στο σύστηµα, επιτυγχάνεται ταχύτερη εναντιο-
καθαρότητα.

Η ακρίβεια των αποτελεσµάτων ϑεωρείται ικανοποιητική και συµβαδίζει µε τα διαθέσι-
µα ϑεωρητικά και πειραµατικά δεδοµένα. Αναφορικά µε την απόδοση, παρότι σε ορι-
σµένες περιπτώσεις το σύστηµα δεν ϕτάνει στην πλήρη απορακεµοποίηση (συσσωµάτωση
τύπου Brown), σε όλες τις διεργασίες παρατηρείται ϐαθµός εναντιοµέρειας µεγαλύτερος
του 90%.

Τέλος η παράµετρος λmax , η οποία αποτελεί το χαρακτηριστικό µέγεθος των κρυστάλλων,
επηρεάζει σε µεγάλο ϐαθµό το µοντέλο, ειδικά όταν εξετάζονται ταυτόχρονα όλες οι διερ-
γασίες. Αυτό συµβαίνει γιατί µε το πέρασµα του χρόνου υπάρχει ολοένα και µεγαλύτερη
παραγωγή κρυστάλλων µεγάλου µεγέθους άρα αύξηση της µέγιστης διαµέτρου. Είναι
λοιπόν απαραίτητη η εύρεση της ϐέλτιστης τιµής λmax για κάθε σύστηµα.

5.2 Προτάσεις για µελλοντική έρευνα

Προκειµένου το µοντέλο να καταστεί χρηστικό απαιτείται η περαιτέρω µείωση του υπο-
λογιστικού χρόνου. Η διάσπαση, η συσσωµάτωση πυρήνα Brown αλλά και ο συνδυα-
σµός διεργασιών αποτελούν τις πιο χρονοβόρες διεργασίες, ενώ ιδανικά ο χρόνος κάθε
προσοµοίωσης ϑα πρέπει να κυµαίνεται από µισή µέχρι µία ώρα. Πέρα από το χρόνο,
απαιτείται και ϐελτίωση της απόδοσης σε ορισµένες προσοµοιώσεις. Υπενθυµίζεται ότι για
τη συσσωµάτωση πυρήνα Brown και το συνδυασµό διεργασιών δεν επιτυγχάνεται πλήρης
απορακεµοποίηση. Στο πλαίσιο αυτό είναι σκόπιµη η χρήση πειραµατικών δεδοµένων και
η προσαρµογή τους στο υπάρχον µοντέλο αλλά και η εύρεση των ϐέλτιστων παραµέτρων,
ώστε το µοντέλο να καταστεί ακόµα ϱεαλιστικότερο.

Οι δυσκολίες που συναντήθηκαν στην πορεία της εργασίας δεν επέτρεψαν την εκτενή
µελέτη του συνδυασµού των διεργασιών της κρυστάλλωσης. Σηµαντική είναι η εύρεση
των υπόλοιπων παραµέτρων που µπορούν να επηρεάσουν τη συγκεκριµένη προσοµοίωση
αλλά και η διερεύνηση της συµπεριφοράς του συστήµατος στην περίπτωση που αντί για
σταθερό πυρήνα συσσωµάτωσης ϑεωρηθεί µηχανισµός συσσωµάτωσης πυρήνα Brown.
Επίσης, πρέπει να διερευνηθεί ο τρόπος µε τον οποίο επιδρά η διάσπαση (πέραν της
συσσωµάτωσης) στο σύστηµα αυτό µε ανάλυση ευαισθησίας στη σταθερά kb.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η επίδραση του ϱυθµού διάσπασης για ακόµη µεγαλύτερες
τιµές kb. Παρότι είναι γνωστό µέχρι τώρα ότι πολύ υψηλοί ϱυθµοί διάσπασης µπορε-
ί να προκαλέσουν ακόµα και αντιστροφή της πορείας του ϐαθµού εναντιοκαθαρότητας
µε ενίσχυση του l εναντιοµερούς, αναµένεται η απόδειξη αυτού σε προσοµοίωση υψη-
λής ακρίβειας. Τέλος, το µοντέλο µπορεί να εµπλουτισθεί από την εισαγωγή επιπλέον
διεργασιών όπως είναι η δευτερογενής πυρήνωση, για µια πιο ολοκληρωµένη προσοµοίω-
ση.
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Παράρτηµα Αʹ

Παράµετροι µοντέλου

Η πλειοψηφία των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν και οι οποίες παρουσιάζονται
στον επόµενο Πίνακα, έχουν ληφθεί από τη σχετική ϐιβλιογραφία (ϐλ. [22], [20], [13]). Η
σταθερά b0 η οποία αποτελεί παράµετρο της συσσωµάτωσης, αφορά το σταθερό πυρήνα
(constant kernel) και η τιµή της αντιστοιχεί στο εµβαδόν της καµπύλης που σχηµατίζει
ο πυρήνας συσσωµάτωσης Ai. Σύµφωνα µε τους Bodak, Maggioni και Mazzotti [20], ο
πυρήνας συσσωµάτωσης Ai παίρνει την µορφή: Ai(La , Lb) = �(La , Lb)

a0,i

1 + a1,iL2
m(La , Lb)

,

όπου �(La , Lb) =
(La + Lb

2

)3
και L2

m(La , Lb) =
(La + Lb)2

L2
a + L2

b − La Lb
και το εµβαδόν του ϐρίσκε-

ται µε ολοκλήρωση της σχέσης στο µέγιστο χαρακτηριστικό µήκος λmax . ΄Ετσι, τιµή του
σταθερού πυρήνα (που χρησιµοποιείται και στη συσσωµάτωση Brown) εξαρτάται από την
παράµετρο λmax , που αποτελεί ϐαθµό ελευθερίας του συστήµατος. Οι τιµές των kb, λmax
και b0 που αναφέρονται παρακάτω είναι ενδεικτικές και µεταβάλλονται ανάλογα την προ-
σοµοίωση.

Στην Εικόνα Αʹ.1 παρουσιάζονται οι µεταβλητές όπως ακριβώς εισήχθησαν στο µοντέλο.

Σχήµα Αʹ.1: Μεταβλητές µοντέλου - Αναπαράσταση από COMSOL.
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Πίνακας Αʹ.1: Τιµές των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν στο µοντέλο και σύντοµη περιγραφή
τους.

΄Ονοµα Τιµή/΄Εκφραση Περιγραφή Μονάδες µέτρησης

a0 3.5e − 05 Τριχοειδές µήκος K m
b0 1.4137e − 09 Παράµετρος σταθερού πυρήνα m3 s−1

(constant kernel)
dens 1300 Πυκνότητα κρυστάλλου kgm−3

ee0 0.20 Αρχικός ϐαθµός εναντιοµέρειας -
Ed 12000 Ενέργεια ενεργοποίησης διαλυτοποίησης kJ kmol−1

Eg 12000 Ενέργεια ενεργοποίησης ανάπτυξης kJ kmol−1

Er 75000 Ενέργεια ενεργοποίησης ϱακεµοποίησης kJ kmol−1

kb 0.01 Παράµετρος ϱυθµού διάσπασης s−1

kbg kb · tr Παράµετρος ϱυθµού διάσπασης -
kd 200e − 06 Προεκθετική σταθερά διαλυτοποίησης m s−1

kg 100e − 06 Προεκθετική σταθερά ανάπτυξης m s−1

kr0 1e11 Προεκθετική σταθερά ϱακεµοποίησης s−1

kv π/6 Σταθερά όγκου (volume shape factor) -
λ0
d 0.5 Αρχικό µέσο µέγεθος του πληθυσµού d -
λ0
l 0.5 Αρχικό µέσο µέγεθος του πληθυσµού l -
λmax 10 Μέγιστο αδιάστατο χαρακτηριστικό µήκος -
Lr 100e − 06 Χαρακτηριστικό µέγεθος κρυστάλλου m
µ0
d,3 0.062806 Παράµετρος αρχικής κατανοµής του πληθυσµού d -
µ0
l,3 µ0

d,3/ratio Παράµετρος αρχικής κατανοµής του πληθυσµού l -
q 2 Παράµετρος αναλογίας µεγέθους σωµατιδίων -

(daughter ditribution)
q0 400 Παράµετρος συγκέντρωσης στην υγρή ϕάση g g−1

q1 2500 Παράµετρος συγκέντρωσης στην υγρή ϕάση K
R 8.314 Παγκόσµια σταθερά των αερίων kJK−1kmol−1

ratio 1.5 Λόγος των µ0
d,3/µ

0
l,3 -

scale 1e4 Βοηθητική παράµετρος αρχικής κατανοµής -
σ0
d 0.025 Αρχική τυπική απόκλιση του πληθυσµού d -
σ0
l 0.025 Αρχική τυπική απόκλιση του πληθυσµού l -
t1 600 Χρόνος λήξης πρώτου σταδίου του s

ϑερµοκρασιακού κύκλου
t2 t1+ 600 Χρόνος λήξης δεύτερου σταδίου του s

ϑερµοκρασιακού κύκλου
t3 t2 + 1800 Χρόνος λήξης τρίτου σταδίου του s

ϑερµοκρασιακού κύκλου
t4 t3 + 600 Χρόνος λήξης τέταρτου σταδίου του s

ϑερµοκρασιακού κύκλου
Tmax 308 Μέγιστη ϑερµοκρασία K
Tmin 298 Ελάχιστη ϑερµοκρασία K
tr 3600 ∆ιάρκεια ενός ϑερµοκρασιακού κύκλου s
Tr 273 Θερµοκρασία αναφοράς K
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Παράρτηµα Βʹ

Υπολογισµός των ολοκληρωµάτων

Προκειµένου να υπολογιστούν οι όροι της διάσπασης και της συσσωµάτωσης που περι-
έχουν ολοκληρώµατα, πραγµατοποιείται η επίλυση τους σε χωρίο 2D και προβολή της
λύσης σε χωρίο 1D, όπως αναφέρεται και στο Κεφάλαιο 3. Οι όροι προς επίλυση είναι οι
εξής :

∆ιάσπαση: bki = Kbg
( ∫ ∞

λ
f̃ i(ϸ, τ)ϸg(λ, ϸ)dϸ

)
και

Συσσωµάτωση:

΄Ορος γέννησης : aggbii =
∫ λ

0
Ãi (y,

3
√
λ3−y3)

(λ3−y3)2/3 f̃ i(y, τ) f̃ i(
3
√
λ3 − y3, τ)dy,

΄Ορος ϑανάτου: aggdei =
∫ ∞

0 Ãi(λ, y)f̃ i(y, τ)dy.

Η συνάρτηση fi (κατανοµή των εναντιοµερών) εξαρτάται µόνο από µία µεταβλητή, οπότε
ορίζεται στο χωρίο 1D. Για τη µεταφορά της στο 2D χωρίο γίνεται χρήση του τελεστή
’General Extrusion’ µε τον οποίο η fi(x) µετατρέπεται σε fi(x, y). Συγκεκριµένα, για την
διάσπαση το διδιάστατο χωρίο είναι ένα τετράγωνο πλευράς λmax , ενώ οι µεταβλητές λ και
ϸ αντιστοιχούν στις µεταβλητές y και x του 2D χωρίου. Για την συσσωµάτωση, οι όροι
γέννησης και ϑανάτου αντιµετωπίζονται διαφορετικά χάριν εξοικονόµησης υπολογιστικού
χρόνου. ΄Ετσι για την γέννηση και το ϑάνατο σωµατιδίων στο χωρίο 2D χρησιµοποιείται
τρίγωνο και τετράγωνο αντίστοιχα. Η µεταβλητή λ αντιστοιχεί στην y, ενώ η y του µοντέλου
αντιστοιχεί στην x του περιβάλλοντος COMSOL. ΄Οπως ϕαίνεται και παρακάτω (Σχήµα
Βʹ.1) η µεταβλητή x του 2D χωρίου λαµβάνει τις τιµές x του 1D χωρίου ενώ η µεταβλητή
y λαµβάνει την τιµή 0.
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Σχήµα Βʹ.1: Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή της συνάρτησης fi(x) από το χωρίο
1D στο 2D.

Στην συσσωµάτωση εκτός από τη fi(x) πρέπει να µεταφερθεί στο χωρίο 2D και η συνάρτηση
fi(

3
√
λ3 − y3). Τότε η µεταβλητή x του 2D χωρίου λαµβάνει τις τιµές abs(y3 − x3)1/3 ·

step1(y−x) του 1D χωρίου, όπου µε step1 ορίζεται η ϐηµατική συνάρτηση και η µεταβλητή
y λαµβάνει την τιµή 0, όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα Βʹ.2.
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Σχήµα Βʹ.2: Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή της συνάρτησης fi(
3
√
λ3 − y3) από

το χωρίο 1D στο 2D.

Οι εξισώσεις προς επίλυση και συγκεκριµένα ο όρος πηγής για κάθε διεργασία παρουσι-
άζεται αναλυτικά παρακάτω:
Συσσωµάτωση - Σταθερός πυρήνας (Constant Kernel)

΄Ορος γέννησης :
b0

|y3 − x3|2/3
comp1.genext1(fi) comp1.genext4(fi)

Σχήµα Βʹ.3: Μορφή του όρου γέννησης σωµατιδίων της συσσωµάτωσης σταθερού πυρήνα για το
εναντιοµερές d.

΄Ορος ϑανάτου: b0 comp1.genext1(fi)

Σχήµα Βʹ.4: Μορφή του όρου ϑανάτου σωµατιδίων της συσσωµάτωσης σταθερού πυρήνα για το
εναντιοµερές d

.
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Συσσωµάτωση - Πυρήνας Brown (Brownian Kernel)

΄Ορος γέννησης : b0
b(|y3 − x3|1/3, x)
|y3 − x3|2/3

comp1.genext1(fi) comp1.genext4(fi)

Σχήµα Βʹ.5: Μορφή του όρου γέννησης σωµατιδίων της συσσωµάτωσης πυρήνα Brown για το
εναντιοµερές d.

΄Ορος ϑανάτου: b0 b(y, x) comp1.genext1(fi)

Σχήµα Βʹ.6: Μορφή του όρου ϑανάτου σωµατιδίων της συσσωµάτωσης πυρήνα Brown για το
εναντιοµερές d.

∆ιάσπαση: comp1.genext1(fi) x g(y, x)

Σχήµα Βʹ.7: Μορφή του όρου της διάσπασης για το εναντιοµερές d.

΄Οσον αφορά τις συνοριακές συνθήκες, η συνθήκη Dirichlet εφαρµόζεται στο αριστερό
άκρο των τετραγώνων και του τριγώνου και ϕαίνεται στο παρακάτω Σχήµα Βʹ.8. Στο
δεξί άκρο εφαρµόζεται η ειδική συνθήκη του ’COMSOL’: Flux/Source (Σχήµα Βʹ.9), ενώ
στα υπόλοιπα άκρα εφαρµόζεται η συνθήκη Neumann. Η αρχική συνθήκη επιλέγεται
αυτόµατα από το λογισµικό και είναι ίση µε µηδέν.
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Σχήµα Βʹ.8: Συνθήκη Dirichlet για στο αριστερό άκρο (λ = 0).

Σχήµα Βʹ.9: Συνθήκη Flux/Source που εφαρµόζεται για τον όρο γέννησης στη συσσωµάτωση.

Η προβολή των λύσεων στο χωρίο 1D γίνεται και πάλι µε χρήση του τελεστή ’General
Extrusion’. Παρότι η διάσπαση στο χωρίο 2D δεν χωρίζεται σε δύο όρους (όπως η συσσω-
µάτωση), απαιτεί την δηµιουργία δύο προβολών στο 1D (σύµφωνα µε την εξίσωση 3.31).
΄Ετσι ο πρώτος όρος της διάσπασης και ο όρος ϑανάτου της συσσωµάτωσης έχουν τα ίδια
άκρα ολοκλήρωσης και για την προβολή τους στο 1D το y λαµβάνει την τιµή x (αφού η
λύση ϐρίσκεται στη διαγώνιο y = x), ενώ το x λαµβάνει την τιµή λmax η οποία αντιστοιχεί
στο άνω άκρο του ολοκληρώµατος.
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Σχήµα Βʹ.10: Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή από το χωρίο 2D στο 1D (x =

λmax ).

Σε συµφωνία µε τα παραπάνω, ο δεύτερος όρος της διάσπασης και ο όρος γέννησης της
συσσωµάτωσης έχουν τα ίδια άκρα ολοκλήρωσης και για την προβολή τους στο 1D το y
λαµβάνει την τιµή x, ενώ το x λαµβάνει επίσης την τιµή x που αντιστοιχεί στο άνω άκρο
του ολοκληρώµατος.
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Σχήµα Βʹ.11: Χρήση του τελεστή General Extrusion για προβολή από το χωρίο 2D στο 1D (x = x).

Τέλος, οι µεταβλητές που υπολογίζονται ϕαίνονται στο παρακάτω Σχήµα Βʹ.12, ενώ οι
εκφράσεις όπως έχουν εισαχθεί στο πρόγραµµα ϐρίσκονται στο Σχήµα 3.3.

Σχήµα Βʹ.12: Μεταβλητές που χρησιµοποιούνται για προβολή από το χωρίο 2D στο 1D.
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