
Εϑνικό Μετσόϐιο Πολυτεχνείο
Σχολή Εϕαϱµοσµένων Μαϑηµατικών & Φυσικών Επιστηµών

Τοµέας Μαϑηµατικών

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ

Κωνσταντίνα Τιµολέων

ΜπεϋϹιανά Κανονικά Γϱαµµικά Μοντέλα Παλινδϱόµησης

Τϱιµελής Επιτϱοπή:
∆ηµήτϱης Φουσκάκης, Καϑηγητής (Επιϐλέπων)

Σχολή Εϕαϱµοσµένων Μαϑηµατικών & Φυσικών Επιστηµών

Φίλια Βόντα, Καϑηγήτϱια
Σχολή Εϕαϱµοσµένων Μαϑηµατικών & Φυσικών Επιστηµών

Μιχάλης Λουλάκης, Αναπλ. Καϑηγητής
Σχολή Εϕαϱµοσµένων Μαϑηµατικών & Φυσικών Επιστηµών

Αϑήνα, Σεπτέµϐϱιος 2021



Ευχαϱιστίες
Θα ήϑελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα και καθηγητή µου κ. ∆ηµήτϱη Φουσκάκη για την
παραγωγική συνεργασία και την καθοριστική συµβολή του στην ολοκλήρωση της παϱούσας
διπλωµατικής. Ακόµα, τα µέλη της εξεταστικής επιτϱοπής, κ. Φίλια Βόντα και κ. Μιχάλη
Λουλάκη. Καθώς η εργασία αυτή σηµατοδοτεί το τέλος των προπτυχιακών σπουδών µου
στη Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών & Φυσικών Επιστηµών, ϑα ήϑελα επίσης να ευ-
χαριστήσω την οικογένειά µου για τη διαρκή στήϱιξή τους και τέλος τους ϕίλους και συναδέλ-
ϕους που ποϱευτήκαµε και εξελιχθήκαµε µαϹί.

Κωνσταντίνα Τιµολέων

©(2021) Εϑνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο. All rights Reserved. Απαγορεύεται η αντιγραφή,
αποθήκευση και διανοµή της παϱούσας εργασίας, εξ ολοκλήρου ή τµήµατος αυτής, για
εµπορικό σκοπό. Επιτϱέπεται η ανατύπωση, αποθήκευση και διανοµή για σκοπό µη κερ-
δοσκοπικό, εκπαιδευτικής ή ερευνητικής ϕύσης, υπό την προϋπόθεση να αναφέρεται η πηγή
πϱοέλευσης και να διατηρείται το παϱόν µήνυµα. Ερωτήµατα που αϕοϱούν τη χϱήση της
εργασίας για κερδοσκοπικό σκοπό πϱέπει να απευθύνονται πϱος το συγγραφέα. Οι απόψεις
και τα συµπεράσµατα που περιέχονται σε αυτό το έγγραφο εκφράζουν το συγγραφέα και
δεν πϱέπει να ερµηνευτεί ότι αντιπροσωπεύουν τις επίσηµες ϑέσεις του Εϑνικού Μετσόβιου
Πολυτεχνείου.

1



Πεϱίληψη

Η ΜπεϋϹιανή παλινδρόµηση αποσκοπεί στην αποκρυπτογράφηση της γραµµικής σχέσης
των παρατηρούµενων δεδοµένων, µέσω του προσδιορισµού των λεγόµενων εκ των υστέϱων
κατανοµών, ώστε να προβλέψει την τιµή της µεταβλητής απόκρισης νέων δεδοµένων. Σε αντί-
ϑεση µε την κλασική παλινδρόµηση των ελαχίστων τετϱαγώνων, δεν εστιάζει στην κατασκευή
του µοντέλου που ταιριάζει καλύτεϱα στα δεδοµένα· αντ’ αυτού, επιχειϱεί την ποσοτικοποίηση
της αβεβαιότητας γύϱω από το εκτιµώµενο µοντέλο. Ωστόσο, παϱά την αποδεδειγµένη αποτε-
λεσµατικότητά της, σε ορισµένες περιπτώσεις εµφανίζει Ϲητήµατα υπολογισιµότητας. Στην
παϱούσα εργασία στόχος µας είναι να αναδείξουµε τις αναλυτικές και υπολογιστικές µεθό-
δους που υπερπηδούν αυτά τα προβλήµατα αλλά και να τις εφαρµόσουµε εµπράκτως. Οι
στόχοι αυτοί εκπληρώνονται µέσα από την παϱουσίαση των MCMC µεϑόδων που συνοδεύουν
τα ΜπεϋϹιανά µοντέλα, της συζυγούς ανάλυσης για την εξαγωγή της ύστεϱης πληροφορίας
από την πϱότεϱη, καθώς και των τϱόπων µε τους οποίους οι τεχνικές αυτές επιλύουν ϑέµατα
εφαρµογής της ΜπεϋϹιανής παλινδρόµησης. Το αποτέλεσµα, είναι ένα πλήϱες εγχειρίδιο
για την κατασκευή ΜπεϋϹιανών µοντέλων παλινδρόµησης το οποίο περιλαµβάνει όλους τους
απαραίτητους τύπους για τη συµπερασµατολογία και την πρόβλεψη στην ανάλυση παλιν-
δρόµησης, εµπλουτίζοντας έτσι την περιορισµένη επί του ϑέµατος ελληνική ϐιβλιογραφία. Η
µελέτη ολοκληρώνεται µε την παράθεση πρακτικών αποτελεσµάτων εφαρµογής των παρα-
πάνω σε προσοµοιωµένα δεδοµένα αλλά και σε πραγµατικά δεδοµένα µοντέλου πρόβλεψης
της ποιότητας του κρασιού vinho verde, ϕανερώνοντας την επιδεξιότητα της ΜπεϋϹιανής
προσέγγισης στην γραµµική παλινδρόµηση.

Λέξεις-κλειδιά
ΜπεϋϹιανά µοντέλα παλινδϱόµησης, ΜπεϋϹιανή στατιστική, Markov Chain Monte Carlo,
ανάλυση παλινδϱόµησης.
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Abstract

Bayesian regression aims to decipher the linear relation in the observed data, by spec-
ifying the so-called posterior distributions, in order to predict the value of the dependent
variable for new data. Unlike the ordinary least squares regression, it does not focus on
constructing a best-fit model for the data; instead, Bayesian regression attempts to quan-
tify the uncertainty surrounding the estimated model. However, inspite of its confirmed
effectiveness, in some cases, it suffers from computability issues. In our present work,
our goal is to introduce and apply the analytical and computational methods that surpass
these issues. We fullfill these goals by presenting the MCMC algorithms that accompany
Bayesian models, the conjugate analysis techniques for extracting posterior information
from prior knowledge, as well as the manner in which these methods curate applicability
concerns. The resulting outcome is a thorough manual for constructing Bayesian re-
gression models which includes all the formulas for inference and prediction required in
regression analysis, enriching the limited, on the matter, greek literature. Our study is
concluded with the employment of the aforementioned in simulated and real data for the
prediction of vinho verde wine quality, showcasing the dexterity of the Bayesian approach
in linear regression.

Keywords
Bayesian regression models, Bayesian statistics, Markov Chain Monte Carlo, regression
analysis.
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Εισαγωγή

Τα µοντέλα παλινδρόµησης συνιστούν ένα χϱήσιµο στατιστικό εργαλείο, εφοδιασµένο
µε την ισχύ που του παϱέχει η αυστηϱά µαθηµατική του ϑεµελίωση, µε ποικίλες εφαρµογές
στον κόσµο της τεχνολογίας, της οικονοµίας και όχι µόνο. Η παϱούσα διπλωµατική ερ-
γασία µελετά τα κανονικά πολλαπλά µοντέλα παλινδρόµησης από τη σκοπιά της ΜπεϋϹιανής
στατιστικής, εξερευνώντας την έννοια της πϱότεϱης πληροφορίας -έννοια µείζονος σηµασίας
για τη σχολή αυτή της στατιστικής- καθώς και τϱόπους ενσωµάτωσης αυτής στο µοντέλο.
Η µελέτη περιλαµβάνει επίσης την ανάπτυξη και ανάλυση σχετικής µεϑοδολογίας για την
προσαρµογή ΜπεϋϹιανών µοντέλων παλινδρόµησης για τα διάφορα είδη πϱότεϱης πληρο-
ϕορίας καθώς και την έµπρακτη εφαρµογή των παραπάνω σε προσοµοιωµένα και πραγµατικά
δεδοµένα.

Η ΜπεϋϹιανή ϑεωϱία, αν και άϱγησε χϱονικά να γίνει αποδεκτή από την επιστηµονική
κοινότητα, τα τελευταία χϱόνια έχει κεϱδίσει έδαϕος λόγω της ανάµειξής της στις µεϑόδους
µηχανικής µάϑησης και γενικότεϱα στο πλέον δηµοϕιλές πεδίο της τεχνητής νοηµοσύνης.
Εποµένως, η µελέτη της κλασικής παλινδϱόµησης µέσω αυτής της καίϱιας πϱοσέγγισης
παϱουσιάϹει ιδιαίτεϱο ενδιαϕέϱον. Παϱάλληλα, σχηµατίϹει ισχυϱότατο υπολογιστικό δίδυµο
µε τις Markov Chain Monte Carlo µεϑόδους µε αποτέλεσµα το ξετύλιγµα της πεϱίτεχνης
λειτουϱγίας του Ϲεύγους να ϑεωϱείται άξιο µελέτης.

΄Οσον αϕοϱά τη διεϑνή ϐιϐλιογϱαϕία, µια σύντοµη έϱευνα αποκαλύπτει πως η Μπεϋ-
Ϲιανή παλινδϱόµηση έχει ισχυϱή παϱουσία, κυϱίως σε πιο πϱοχωϱηµένα κείµενα και ϐιϐλία.
Ωστόσο, ακόµα και τότε, είναι πεϱιοϱισµένες οι πεϱιπτώσεις όπου δίνεται αναλυτικά, µε
αποδείξεις, ο τϱόπος εξαγωγής των µαϑηµατικών τύπων και λειτουϱγίας των µοντέλων.

Η κεντρική επιδίωξη της παϱούσας εργασίας είναι µια ολοκληϱωµένη και ενδελεχής
παϱουσίαση της λειτουργίας της ΜπεϋϹιανής παλινδρόµησης αλλά και των απαιτούµενων
γνώσεων και τεχνικών που επιστρατεύει. Το ερευνητικό κοµµάτι, που πραγµατώνεται µέσα
από την προσαρµογή διαφορετικών ΜπεϋϹιανών µοντέλων σε επιλεγµένα σύνολα δεδοµένων,
εστιάζει στη συγκριτική µελέτη της αποτελεσµατικότητας της παλινδρόµησης για τους διά-
ϕορους τϱόπους εισαγωγής πϱότεϱης πληροφορίας. Για τον σκοπό αυτό υιοθετούµε µεθόδους
συζυγούς ανάλυσης οι οποίες διευκολύνουν και απλουστεύουν τον σχηµατισµό των µοντέλων.

Συµπληϱωµατικά, η έρευνά µας αποσκοπεί στη δηµιουϱγία ενός χϱηστικού και λε-
πτοµεϱούς εγχειϱιδίου που αποσαφηνίζει και τεκµηϱιώνει µε µαθηµατικό τϱόπο τη διαδικασία
προσαρµογής ΜπεϋϹιανών µοντέλων παλινδρόµησης. Ελλείψει αντίστοιχου υλικού στην ελ-
ληνική γλώσσα, η απόπειϱα αυτή ϑα είναι µια χϱήσιµη πϱοσϑήκη στην ελληνική ϐιβλι-
ογραφία.

Συνοπτικά, η εργασία δοµείται ως εξής: αρχικά γίνεται αναϕοϱά στα ϐασικότεϱα
στοιχεία της ΜπεϋϹιανής στατιστικής, εστιάζοντας στον κανόνα του Bayes ο οποίος τη ϑεµελί-
ωσε, και εισάγοντας τις απαϱαίτητες έννοιες της πϱότεϱης και ύστεϱης πληροφορίας. Στη
συνέχεια ασχολούµαστε εν συντοµία µε τις Markov Chain Monte Carlo µεθόδους και πώς
αυτές υπεισέρχονται, µε καταλυτικό τϱόπο, στη ΜπεϋϹιανή συµπερασµατολογία. Ακολούϑως,
αναλύεται η δοµή των πολλαπλών κανονικών ΜπεϋϹιανών µοντέλων παλινδρόµησης και
παρατίθενται τϱεις διαφορετικές επιλογές για την εισαγωγή πϱότεϱης πληροφορίας. Για
κάϑε επιλογή αναπτύσσονται αναλυτικοί τύποι για τον υπολογισµό διαφόρων ποσοτήτων εν-
διαφέροντος στα πλαίσια της παλινδρόµησης. Τέλος, η ϑεωρία που αναπτύχθηκε τίθεται σε
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εφαρµογή, πϱώτα πάνω σε δεδοµένα που έχουν προσοµοιωθεί µε τη ϐοήθεια υπολογιστή και
κατόπιν σε πραγµατικά δεδοµένα που αϕοϱούν την εκτίµηση ποιότητας κρασιού.
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1 Εισαγωγή στη ΜπεϋϹιανή Στατιστική

Η ΜπεϋϹιανή Στατιστική (Bayesian statistics) παϱέχει ένα άϱτια ϑεµελιωµένο πλαίσιο
εϱγασίας και µεϑοδολογίας για την επαγωγική στατιστική συµπεϱασµατολογία. Το χαϱα-
κτηϱιστικό της ΜπεϋϹιανής πϱοσέγγισης (Bayesian approach) είναι η χϱήση πιϑανοτήτων και
κατανοµών για τη µοντελοποίηση της αϐεϐαιότητας και την ενσωµάτωση νέας πληϱοϕοϱίας.
Ο κλάδος αυτός της στατιστικής, που έχει διαδϱαµατίσει καϑοϱιστικό ϱόλο στην εξέλιξη
της στατιστικής συµπεϱασµατολογίας (Kokolakis 2010), οϕείλει το όνοµά του στον Thomas
Bayes.

1.1 Ιστοϱικά στοιχεία

O Thomas Bayes γεννήθηκε το 1701 (Bellhouse 2004) ή το 1702 (O’Connor &
Robertson 2004) στο Λονδίνο και πέθανε στις 17 Απϱιλίου του 1761 στο Κεντ της Αγγλίας.
Σπούδασε Λογική και Θεολογία στο Πανεπιστήµιο του Εδινβούργου και πεϱίπου στα τϱιάντα
του χρόνια χειροτονήθηκε ως Αιϱετικός ιεϱέας (O’Connor & Robertson 2004), συνεχίζοντας
την κληϱονοµιά του πατέϱα του, Joshua Bayes.

Στη διάϱκεια της Ϲωής του ασχολήϑηκε εκτενώς µε την επιστήµη, ή “ϕυσική ϕιλοσοϕία"
όπως ονοµάζονταν τον 18ο αιώνα στο σύνολό τους οι ϕυσικές επιστήµες (Bellhouse 2004),
αλλά και συγκεκριµένα µε ϑέµατα των µαθηµατικών. Από τα ελάχιστα δείγµατα της δουλειάς
του που διασώθηκαν, ϕαίνεται ότι ο Bayes ασχολήϑηκε αρχικά µε τις άπειϱες σειϱές προτού
αναπτύξει την πιθανοθεωρία του (Bellhouse 2004) η οποία έµελλε να επηρεάσει σηµαντικά
την επιστήµη της στατιστικής.

΄Οπως έχει συµϐεί µε πολλούς σπουδαίους επιστήµονες, η αναγνώϱιση του έϱγου του
ήϱϑε µετά τον ϑάνατό του, όταν ο ϕίλος του, Richard Price, ύστεϱα από έκκληση συγγενών
του ϑανόντος, εξέτασε τα γϱαπτά που ο Bayes είχε αϕήσει πίσω του (Bellhouse 2004). Ετσι, ο
Price πϱοώϑησε στην Βασιλική Εταιϱεία (Royal Society) το άϱϑϱο του Bayes µε τίτλο “Essay
towards solving a problem in the doctrine of chances" (Bayes & Price 1763) το οποίο και
εκδόϑηκε το 1764 στο πεϱιοδικό Philosophical Transactions of the Royal Society of London
(O’Connor & Robertson 2004).

1.2 Ο Κανόνας του Bayes και η ΜπεϋϹιανή Θεωϱία

Παϱόλο που η συνεισϕοϱά του Bayes στην επιστήµη είναι ιδιαίτεϱα σηµαντική στο
σύνολό της, η υστεϱοϕηµία του οϕείλεται κυϱίως στον γνωστό “κανόνα" ή “ϑεώϱηµα του
Bayes", που αποτελεί το απαύγασµα του “Essay towards solving a problem in the doctrine
of chances". Η απλούστεϱη διατύπωση του κανόνα έχει ως εξής: αν H µία υπόϑεση και D
τα διαϑέσιµα δεδοµένα υπέϱ ή κατά της υπόϑεσης, ισχύει το εξής:

P (H|D) =
P (D | H)P (H)

P (D)
, (1)

όπου P (H) η πιϑανότητα που αποδίδουµε στην υπόϑεση H πϱιν δούµε τα δεδοµένα ενώ
P (H|D) η πιϑανότητα που αποδίδουµε στην υπόϑεση H αϕού λάϐουµε τα δεδοµένα D.
Αντίστοιχα, P (D) η πιϑανότητα να παϱατηϱήσουµε τα συγκεκϱιµένα δεδοµένα ενώ P (D|H)
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η πιϑανότητα να παϱατηϱήσουµε τα συγκεκϱιµένα δεδοµένα δεδοµένου ότι η υπόϑεσή µας
αληϑεύει.

Λαµϐάνοντας στοιχεία για τα P (D), P (D|H), η αρχική µας πεποίθηση P (H) ανανεώ-
νεται στην P (H|D) η οποία πλέον περιλαµβάνει την επικαιροποιηµένη, µέσω των δεδοµένων,
γνώση για την εµφάνιση του H. Για τον λόγο αυτό, η P (H) αναφέρεται ως πϱότεϱη (prior)
και η P (H|D) ως ύστεϱη (posterior) πιθανότητα, όπου οι έννοιες prior και posterior ορί-
Ϲονται δεδοµένης µιας αρχικής κατάστασης πληροφορίας και σε σχέση µε όποιες επιπλέον
πληροφορίες (Bernando & Smith 2000). Γίνεται λοιπόν αντιληπτό ότι το ϑεώϱηµα δεν είναι
απλώς ένας τϱόπος υπολογισµού δεσµευµένων πιθανοτήτων, όπως συνήϑως εκλαµβάνεται,
αλλά ένας µηχανισµός που µας επιτϱέπει να µαθαίνουµε από τα δεδοµένα (Bernando &
Smith 2000).

Με σκοπό να οριστεί αναλυτικά το πλαίσιο εφαρµογής της ΜπεϋϹιανής ϑεωρίας,
υπογραµµίζεται πως για την υλοποίησή της υιοθετείται η υποκειµενική ερµηνεία της πι-
ϑανότητας (subjective interpretation) (Κοκολάκης & Φουσκάκης 2009). Αυτή η εναλλα-
κτική προσέγγιση στην έννοια της πιθανότητας συνιστά και µία από τις διαφορές µεταξύ της
ΜπεϋϹιανής και της κλασικής στατιστικής, αϕού η δεύτεϱη στηρίζεται στην αντικειµενική
και καθολική ερµηνεία των πιθανοτήτων. Υπό το πϱίσµα της ΜπεϋϹιανής αντίληψης, η
πιθανότητα αποτελεί προσωπική πεποίθηση, εκφράζει δηλαδή τον ϐαθµό αβεβαιότητας ή
σιγουϱιάς ενός κατάλληλου συντελεστή (agent) για το πϱος µελέτη ενδεχόµενο (Hájek 2019).
Η αϐεϐαιότητα, όπως αυτή µοντελοποιείται µέσω των προσωπικών πεποιθήσεων, είναι συµ-
ϐατή µε τον αυστηϱό ϕορµαλισµό της πιθανότητας, επιτρέποντας τη χϱήση των συνήϑων
πιθανοθεωρητικών µεϑόδων. Παραπέµπουµε στους Bernando & Smith 2000 για µία ανα-
λυτική τεκµηϱίωση σχετικά µε το επιχείϱηµα αυτό.

Μία ακόµη ειδοποιός διαφορά µεταξύ των δύο “σχολών" της στατιστικής, εντοπίζε-
ται στην εκτιµητική. Ενώ στην µεϑοδολογία της κλασικής στατιστικής η πϱος εκτίµηση
παϱάµετϱος, ή διάνυσµα παϱαµέτϱων, έστω θ, ϑεωρείται άγνωστη αλλά σταϑεϱή, στη Μπεϋ-
Ϲιανή προσέγγιση το θ ϑεωρείται τυχαία µεταϐλητή. Στη δεύτεϱη πεϱίπτωση, σκοπός µας
είναι η προσέγγιση της κατανοµής του θ, µοντελοποιώντας µε τη χϱήση πιθανοτήτων την
αϐεϐαιότητα γύϱω από αυτή.

Επιστϱέϕουµε στο σηµαντικότατο αποτέλεσµα που παϱουσιάστηκε στη σχέση (1), ώστε
να αναπτύξουµε µε µεγαλύτεϱη σαϕήνεια τη λειτουϱγία του. Ο κανόνας του Bayes µποϱεί
να διατυπωϑεί για οποιαδήποτε ενδεχόµενα A,B, δίνοντας την πιϑανότητα εµϕάνισης του
ενδεχοµένου A δοϑείσης της εµϕάνισης του ενδεχοµένου B:

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
. (2)

ΕϕαϱµόϹοντας τον τύπο ολικής πιϑανότητας, για διαµέϱιση A1, A2, ...An του δειγµατικού
χώϱου, η σχέση (2) γίνεται:

P (A|B) =
P (B|A)P (A)∑n
i=1 P (B|Ai)P (Ai)

. (3)

Η χϱησιµότητα αυτού του αποτελέσµατος ϑα δειχθεί µε ένα απλό παϱάδειγµα: συ-
γκεκϱιµένα, έστω ότι ενδιαφερόµαστε να µελετήσουµε την εµφάνιση ενός γονιδίου στο γο-
νιδίωµα, δηλαδή κατά πόσο ένα χαρακτηριστικό ϕέρεται στο γενετικό υλικό. ΄Εχουµε στη
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διάθεσή µας κατάλληλο ιατρικό τεστ που ανιχνεύει αν ένα άτοµο ϕέϱει ή όχι το γονίδιο, µε
ένδειξη ϑετικό/+ (positive) ή αϱνητικό/− (negative) αντίστοιχα. Γνωρίζουµε ότι η ικανότητα
του τεστ να εντοπίσει το γονίδιο σε άτοµα που πράγµατι το έχουν (true positive), ή αλλιώς ευ-
αισθησία (sensitivity) του τεστ, είναι 90%. Ξέϱουµε επίσης ότι το τεστ ϑα έχει όντως αρνητικό
αποτέλεσµα στο 93% των ατόµων που δεν ϕέϱουν το γονίδιο (true negative), ποσοστό γνωστό
και ως ειδικότητα (specificity) του τεστ.

Αν συµϐολίσουµε µεG την εµϕάνιση του γονιδίου καιGC την απουσία αυτού, έχουµε,
από πϱοηγούµενες µελέτες ότι:

P (G) = 28%

και άϱα:
P (GC) = 72%.

Με ϐάση αυτόν τον συµϐολισµό, το sensitivity και το specificity του τεστ δίνονται µε τη µοϱϕή
πιϑανοτήτων ως:

P (+|G) = 90%

και:
P (−|GC) = 93%

αντίστοιχα.
΄Εχοντας υποϐάλει ένα υποκείµενο στο εν λόγω τεστ και έχοντας λάϐει ϑετικό αποτέλε-

σµα από αυτό, καλούµαστε να απαντήσουµε στο εξής εϱώτηµα: ποια είναι η πιϑανότητα το
υποκείµενο να είναι πϱάγµατι ϕοϱέας του γονιδίου; Μία πϱώτη, διαισϑητική, απάντηση ϑα
ήταν 90% · ϕυσικά αυτή είναι µία λανϑασµένη απάντηση καϑώς πεϱιοϱίϹει την πϱόϐλεψη
στα στοιχεία που έχουµε για τη διαγνωστική ικανότητα του τεστ, χωϱίς να συµπεϱιλαµϐάνει
την πιϑανότητα εµϕάνισης του γονιδίου στο άτοµο, η οποία είναι ανεξάϱτητη του αν έχει υπο-
ϐληϑεί σε διαγνωστικό έλεγχο ή όχι. Με ανάλογο τϱόπο, εσϕαλµένη ϑα ήταν και η απάντηση
28% αϕού ϐασίϹεται αποκλειστικά στην πιϑανότητα εµϕάνισης του γονιδίου στον πληϑυσµό
αγνοώντας το γεγονός ότι έχουµε διενεϱγήσει κάποιον έλεγχο µε ϑετικό αποτέλεσµα.

Για να απαντηϑεί ικανοποιητικά το εϱώτηµα, αναϹητούµε έναν τϱόπο να συνδυαστούν
οι παϱαπάνω πληϱοϕοϱίες. Επιϑυµούµε η αϱχική γνώση να τϱοποποιηϑεί κατάλληλα σε µία
ανανεωµένη πεποίϑηση σχετικά µε την εµϕάνιση του γονιδίου, ενόψει του αποτελέσµατος
του τεστ. Αυτή ακϱιϐώς τη λειτουϱγία αναλαµϐάνει να εκτελέσει ο κανόνας του Bayes:
εϕαϱµόϹοντας το ϑεώϱηµα µποϱούµε να υπολογίσουµε την πιϑανότητα P (G|+) κάποιο άτοµο
να είναι ϕοϱέας του γονιδίου έχοντας λάϐει ϑετική απάντηση στο διαγνωστικό τεστ ως εξής:

P (G|+) =
P (+|G)P (G)

P (+)
.

Με χϱήση του ϑεωρήµατος ολικής πιθανότητας για τον παρονοµαστή, η παραπάνω εξίσωση
µετασχηµατίζεται ισοδύναµα:

P (G|+) =
P (+|G)P (G)

P (+|G)P (G) + P (+|GC)P (GC)

⇔ P (G|+) =
P (+|G)P (G)

P (+|G)P (G) + [1− P (−|GC)]P (GC)
.
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Κατόπιν, µε αντικατάσταση των διαϑέσιµων δεδοµένων πϱοκύπτει:

P (G|+) =
0, 90× 0, 28

0, 90× 0, 28 + (1− 0, 93)× 0, 72

⇔ P (G|+) ≈ 0, 833.

Εποµένως, ακόµα και αν ο έλεγχος διαγνώσει την ύπαϱξη του γονιδίου στο γενετικό
υλικό, η πιθανότητα το υποκείµενο να είναι πράγµατι ϕοϱέας είναι λιγότεϱη από 85%.
∆ηλαδή, παϱά τη σχετικά µεγάλη ευαισθησία του τεστ, υπάρχει αρκετό περιθώριο για false
positives λόγω του µικϱού ποσοστού εµφάνισης του γονιδίου.

ΣυνοψίϹοντας, η διαδικασία που ακολουϑήϑηκε έχει ως εξής:

1. ΕντοπίϹουµε την αϱχική/πϱότεϱη (prior) πεποίϑηση που έχουµε γύϱω από την υπόϑεση
[εδώ P (G)].

2. Συλλέγουµε σχετικά δεδοµένα ή αποδείξεις π.χ. µέσω µελέτης, διαγνωστικών τεστ κλπ.
[εδώ P (+|G)].

3. Με χϱήση του κανόνα του Bayes καταλήγουµε στην ύστεϱη πιθανότητα (posterior prob-
ability), την ενηµερωµένη πεποίθηση σχετικά µε την υπόθεση [εδώ P (G|+)].

∆ιασαϕηνίϹεται πως η αϱίϑµηση στα ϐήµατα 1 και 2 δεν υπονοεί κάποια αυστηϱή
χϱονική αλληλουχία µεταξύ τους· υπάϱχει η δυνατότητα ανανέωσης της prior σε νέα posterior
κάϑε ϕοϱά που εµϕανίϹονται νέα δεδοµένα ή εναλλακτικά η συλλογή όλων των δεδοµένων
και ύστεϱα ο υπολογισµός της posterior.

Μέσα από αυτή την πϱώτη παϱουσίαση του κανόνα του Bayes πεϱιγϱάϕεται το πώς
µποϱεί να χϱησιµοποιηϑεί σαν ένα σύστηµα που µεταµοϱϕώνει αϱχικές και συλλεχϑείσες
πληϱοϕοϱίες σε ύστεϱη γνώση (Zellner 1988), µια διαδικασία που καλείται και Bayesian
updating. Η δϱάση του συστήµατος αυτού δεν πεϱιοϱίϹεται στον υπολογισµό πιϑανοτήτων
αλλά επεκτείνεται και στην αναϑεώϱηση της πληϱοϕοϱίας σχετικά µε κατανοµές και τις
παϱαµέτϱους αυτών, όπως ϑα δούµε στην γενίκευση του κανόνα του Bayes που ακολουϑεί.

1.3 Γενίκευση του Θεωϱήµατος Bayes

Η παραπάνω διατύπωση και το αντίστοιχο παϱάδειγµα, αϕοϱούν υπολογισµούς
µε χϱήση πιθανοτήτων, γεγονός που ενέχει δυσκολίες στη διαδικασία της στατιστικής συµπε-
ϱασµατολογίας. Αν και δεν υπάρχει αµφιβολία ως πϱος την ορθότητα των υπολογισµών
αυτών, στην πϱάξη οι περιπτώσεις που έχουµε απόλυτη γνώση της πιθανότητας εµφάνισης
ενός ενδεχοµένου είναι σπάνιες, αν όχι ανύπαρκτες. Επίσης, ακόµα και αν έχουµε επαϱκή
στοιχεία για τις τιµές των πιθανοτήτων, ενδέχεται διαφορετικοί ερευνητές να οδηγηϑούν σε
διαφορετικές εκτιµήσεις κατά τον υπολογισµό της πϱότεϱης πιθανότητας η οποία δεν εί-
ναι κάποια σταθερή πληθυσµιακή ποσότητα αλλά ϐασίζεται στο διαθέσιµο δείγµα. Αυτές
οι δυσκολίες προκύπτουν εξ’ ορισµού των ϑέσεων της ΜπεϋϹιανής ϑεωρίας: η πιθανότητα
αποτελεί µέτϱο της αβεβαιότητας και είναι υποκειµενική.

Στην ΜπεϋϹιανή στατιστική λοιπόν πϱοτιµάται η χϱήση συναϱτήσεων πιϑανότητας αντί
για τις ίδιες τις πιϑανότητες αϕού οι πϱώτες µποϱούν και συσσωϱεύουν όλη την αϐεϐαιότητα
γύϱω από τις τιµές των δεύτεϱων. Εδώ η αϐεϐαιότητα σχετικά µε την κατανοµή οϕείλεται στις
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άγνωστες παϱαµέτϱους αυτής, οι οποίες µάλιστα ϑεωϱούνται τυχαίες µεταϐλητές. Πλέον η
ανάλυση συνίσταται στην αναπαϱάσταση της αϱχικής αϐεϐαιότητας σχετικά µε τις άγνωστες
παϱαµέτϱους και στη χϱήση δεδοµένων που ϑα πϱοσϕέϱουν µια ανανεωµένη ϑεώϱηση µε
µικϱότεϱη αϐεϐαιότητα (Lynch 2007). Σε αυτό το πλαίσιο, το ϑεώϱηµα του Bayes γενικεύεται
ώστε να ισχύει και για συναϱτήσεις πιϑανότητας τυχαίων µεταϐλητών.

Η γενίκευση αυτή αϕοϱά συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας συνεχών τυχαίων
µεταβλητών αλλά και συναρτήσεις µάϹας πιθανότητας διακριτών µεταβλητών όπου τα ολοκλη-
ϱώµατα αντικαθίστανται από αθροίσµατα. Ωστόσο, χάϱιν απλότητας, στην παϱούσα διπλω-
µατική ϑα χρησιµοποιούµε συµβολισµό που παραπέµπει στη µελέτη της συνεχούς πεϱίπτω-
σης. Για τη διατύπωση λοιπόν του γενικευµένου ϑεωρήµατος ορίζουµε πϱώτα απ’ όλα την
πϱότεϱη και την ύστεϱη συνάϱτηση πυκνότητας πιθανότητας, όπως πϱιν οϱίσαµε την πϱότεϱη
και την ύστεϱη πιθανότητα, ως:

p(θ) και p(θ|x)

αντίστοιχα, όπου θ το διάνυσµα των άγνωστων παϱαµέτϱων κάποιας κατανοµής και x το
σύνολο των διαϑέσιµων δεδοµένων. Στη ϑέση του θ ϑα µποϱούσε να ϐϱίσκεται οποιαδήποτε
τυχαία µεταϐλητή, µονοδιάσταστη ή πολυδιάστατη.

Σύµϕωνα µε τις παϱαπάνω παϱαδοχές, ο νόµος του Bayes διαµοϱϕώνεται ως εξής:

p(θ|x) =
p(x|θ)p(θ)

p(x)
. (4)

Η πϱότεϱη κατανοµή (prior distribution) p(θ) πεϱιγϱάϕει τη γνώση που έχουµε σχετικά µε
την παϱάµετϱο χωϱίς να λάϐουµε υπόψη τα δεδοµένα x. H ύστεϱη κατανοµή (posterior
distribution) p(θ|x) εµπεϱιέχει την πληϱοϕοϱία που µας παϱέχουν τα δεδοµένα και αποτελεί
µια ανανεωµένη ϑεώϱηση, όπως αυτή πϱοέκυψε αϕού “είδαµε" τα x. Επισηµαίνεται ότι η
χϱήση της λέξης “κατανοµή" (distribution) δεν υποδηλώνει πως εϱγαϹόµαστε µε τη συνάϱτηση
κατανοµής, αλλά αναϕέϱεται στις πληϱοϕοϱίες που έχουµε για την κατανοµή µέσω των
παϱαµέτϱων των συναϱτήσεων πιϑανότητας. Η ποσότητα p(x) στον παϱανοµαστή ονοµάϹεται
πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια (marginal likelihood) του δείγµατος ενώ ο όϱος p(x|θ) συνιστά την
πιϑανοϕάνεια του δείγµατος (likelihood), αϕού αποτελεί συνάϱτηση της παϱαµέτϱου για τις
παϱατηϱηϑείσες τιµές του x, και συµϐολίϹεται εναλλακτικά ως L(θ).

Αν αναλογιστούµε πως η πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια είναι σταϑεϱός αϱιϑµός, για τα
δεδοµένα x που έχουν ήδη παϱατηϱηϑεί, η Εξίσωση (4) µποϱεί να γϱαϕεί µε τη µοϱϕή
αναλογίας:

p(θ|x) ∝ p(x|θ)× p(θ) (5)

απ’ όπου ϕτάνουµε στην ακόλουϑη διατύπωση η οποία ουσιαστικά ενσαϱκώνει την κεντϱική
ιδέα της ΜπεϋϹιανής ανάλυσης:

ύστεϱη κατανοµή ∝ πιϑανοϕάνεια× πϱότεϱη κατανοµή. (6)

Το αποτέλεσµα της Σχέσης (6), όσο απλό και να ϕαίνεται εκ πϱώτης όψεως, είναι ένα
πολύτιµο εργαλείο: η αναλογία µεταξύ της ύστεϱης και του γινοµένου της πϱότεϱης µε την
πιθανοφάνεια ϕανερώνει το σχήµα της κατανοµής της ύστεϱης (Bolstad 2010). Ωστόσο, για
να έχουµε µια πλήϱη περιγραφή της κατανοµής οϕείλουµε να προσδιορίσουµε τον παρά-
γοντα κανονικοποίησης µέσω του παρονοµαστή.
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Για τον πϱοσδιοϱισµό του παϱονοµαστή, η παϱουσία του οποίου καϑιστά το πηλίκο
της Εξίσωσης (4) συνάϱτηση πιϑανότητας, ϑα χϱησιµοποιήσουµε την ακόλουϑη µοϱϕή:

p(x) =

∫
Θ

p(x|θ)p(θ)dθ,

όπου Θ ο παϱαµετϱικός χώϱος. Στη γενική πεϱίπτωση, η παϱαπάνω συνάϱτηση-ολοκλήϱωµα
γϱάϕεται ως:

p(data) =

∫
Θ

p(data|θ)p(θ)dθ (7)

και ονοµάϹεται πϱότεϱη πϱοϐλεπτική κατανοµή (prior predictive distribution). Ο υπολογι-
σµός της πϱότεϱης πϱοϐλεπτικής κατανοµής πάνω σε ένα σετ δεδοµένων (data) µας δίνει την
ποσότητα στην οποία έχουµε ήδη αναϕεϱϑεί ως πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια για τα συγκεκϱιµένα
δεδοµένα.

Η διαδικασία υπολογισµού του ολοκληρώµατος της Εξίσωσης (7) που µας οδηγεί στην
τιµή της περιθώριας πιθανοφάνειας δηµιουϱγεί τις µεγαλύτεϱες δυσκολίες σε αυτό το κοµµάτι
της ΜπεϋϹιανής ϑεωρίας. Μάλιστα, αποτελεί τον κύϱιο λόγο για τον οποίο οι επιστήµονες για
πολλά χρόνια απέφευγαν την πρακτική εφαρµογή της. Σε πολλές περιπτώσεις, απαιτείται να
καταφύγουµε σε αριθµητικές µεθόδους οι οποίες στο παρελθόν ήταν εξαιρετικά χϱονοϐόϱες,
ελλείψει απαϱαίτητης υπολογιστικής δύναµης, ενώ δεν σπανίζουν οι περιπτώσεις που ούτε
αυτές οι αριθµητικές µέϑοδοι είναι εφαρµόσιµες. Μετά το 1990, η ϱαγδαία τεχνολογική
ανάπτυξη, καθώς και η ανάπτυξη των Markov Chain Monte Carlo (MCMC) µεϑόδων, συνέβαλ-
λαν στην εδϱαίωση της ΜπεϋϹιανής στατιστικής (Ntzoufras 2009), αφήνοντας πίσω τα όποια
προβλήµατα υπολογισιµότητας. Ο τϱόπος µε τον οποίο οι MCMC µέϑοδοι αναβίωσαν τη
σηµαντικότητα της ΜπεϋϹιανής ϑεωρίας ϑα µελετηθεί στην Ενότητα 2.

Στον αντίποδα, υπάρχουν προβλήµατα ορισµένα µε τέτοιο τϱόπο ώστε η ανεύϱεση της
ύστεϱης κατανοµής να γίνεται σχετικά εύκολα µε αναλυτικό τϱόπο. Η αντίστοιχη µεϑοδολογία,
όπου µε τη χϱήση ειδικών πϱότεϱων κατανοµών και της σχέσης αναλογίας (5) είµαστε σε ϑέση
να εξάγουµε κλειστό τύπο για την εκ των υστέϱων κατανοµή, αποτελεί το αντικείµενο µελέτης
της Υποενότητας που ακολουθεί.

1.4 Πϱότεϱες κατανοµές (Prior distributions)

Για την εφαρµογή του κανόνα του Bayes καλούµαστε να κάνουµε κάποιες αρχικές
υποθέσεις σχετικά µε την πϱος εξέταση κατανοµή, που στη συνέχεια ϑα ανανεωϑούν υπό
το ϕως των διαθέσιµων δεδοµένων. Η πϱότεϱη κατανοµή που ϑα υιοθετηθεί ενσαρκώνει τις
υποθέσεις αυτές και παϱέχει µια πϱώτη, υποκειµενική εκτίµηση της κατανοµής. Η υπο-
κειµενικότητα της εκτίµησης έγκειται στο γεγονός ότι η επιλογή της πϱότεϱης είναι στην ευ-
χέρεια του ερευνητή επιτρέποντάς του να εκφράσει τις πληροφορίες που ήδη διαθέτει για το θ,
να αποδώσει δηλαδή το τϱέχον επίπεδο αβεβαιότητας. Αντιλαµβανόµαστε ότι η επιλογή αυτή
πϱέπει να γίνει προσεκτικά: ϑέλουµε η συναρτησιακή µοϱϕή της πϱότεϱης να αντικατοπ-
τρίζει την αϐεϐαιότητα σχετικά µε το θ και οι επιλεχθείσες τιµές τυχόν υπερπαραµέτρων να
αντικατοπτρίζουν τις πεποιθήσεις µας.
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1.4.1 ΣυϹυγείς πϱότεϱες κατανοµές (Conjugate prior distributions)

΄Οπως επισηµάνϑηκε παϱαπάνω, µια ισοδύναµη διατύπωση της Εξίσωσης (4) είναι η
ακόλουϑη:

p(θ|x) =
p(x|θ)p(θ)∫
p(x|θ)p(θ)dθ

. (8)

Είναι ϕανερό από την Εξίσωση (8) πως η εξαγωγή της ύστεϱης περιλαµβάνει τον υπολο-
γισµό ολοκληϱωµάτων που ωστόσο ενδέχεται να µην είναι εφικτός. Στην πραγµατικότητα
όµως υπάρχουν συγκεκριµένες επιλογές πϱότεϱων που µποϱούν να µας απαλλάξουν από τα
αναλυτικά µη-διαχειϱίσιµα ολοκληρώµατα.

΄Ενα εργαλείο για την αποϕυγή των ολοκληϱωµάτων και τη διευκόλυνση της εκ-
τίµησης της ύστεϱης κατανοµής είναι οι συϹυγείς πϱότεϱες κατανοµές (conjugate prior dis-
tributions): µία συϹυγής πϱότεϱη είναι µία πϱότεϱη συνάϱτηση πιθανότητας που ανήκει
στην ίδια οικογένεια κατανοµών µε αυτή της ύστεϱης κατανοµής. Εποµένως, διαλέγοντας
µια συϹυγή πϱότεϱη κατανοµή που αντιπροσωπεύει ικανοποιητικά τις αρχικές µας πεποι-
ϑήσεις, είµαστε σε ϑέση να γνωρίζουµε πλήϱως την ύστεϱη στην οποία ϑα οδηγηϑούµε, όχι
µόνο το σχήµα της, χωϱίς τον υπολογισµό ολοκληϱωµάτων. Η τεχνική που περιγράφηκε
ονοµάζεται Conjugate Analysis και είναι απόρροια της σχέσης αναλογίας µεταξύ ύστεϱης
και πϱότεϱης που είδαµε στην εναλλακτική διατύπωση του ϑεωρήµατος Bayes στην Εξίσωση
(5). Στο σηµεία αυτό πϱέπει να επισηµανθεί ότι η αποτελεσµατική λειτουργία αυτής της
µεϑοδολογίας προϋποθέτει και κατάλληλο, κατά πεϱίπτωση, συνδυασµό της κατανοµής των
δεδοµένων, και κατά συνέπεια της πιθανοφάνειας, µε την κατανοµή της πϱότεϱης.

Αποδεικνύεται λοιπόν ότι υπάϱχουν Ϲεύγη πϱότεϱων κατανοµών και συναϱτήσεων
πιϑανοϕάνειας για τα οποία γνωϱίϹουµε ότι η πϱοκύπτουσα ύστεϱη κατανοµή ϑα ανήκει στην
ίδια οικογένεια µε την πϱότεϱη. Σε αυτή την πεϱίπτωση ϑα λέµε ότι η πϱότεϱη κατανοµή
είναι συϹυγής της συνάϱτησης πιϑανοϕάνειας. Στο παϱάδειγµα που ακολουϑεί ϑα δείξουµε
ότι η κανονική πϱότεϱη κατανοµή είναι συϹυγής της κανονικής συνάϱτησης πιϑανοϕάνειας,
µε γνωστή διασποϱά, δηλαδή η κανονική κατανοµή είναι συϹυγής πϱότεϱη του εαυτού της.

Υποϑέτουµε ότι διαϑέτουµε n παϱατηϱήσεις από µία τυχαία µεταϐλητή (τ.µ.) που
παίϱνει πϱαγµατικές τιµές, εποµένως µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε ότι ακολουϑεί την κανονική
κατανοµή. ΣυµϐολίϹοντας τις παϱατηϱήσεις µε xi, το διάνυσµα αυτών µε x, την άγνωστη µέση
τιµή και τη γνωστή διασποϱά τους µε µ και σ2 αντίστοιχα, η πιϑανοϕάνεια των δεδοµένων ϑα
είναι:

p(x|µ, σ2) =
n∏
i=1

{
1√

2πσ2
exp

(
−(xi − µ)2

2σ2

)}

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

}

∝ exp

{
− 1

2σ2

(
n∑
i=1

x2
i + nµ2 − 2nµx̄

)}
.

ΑναϹητούµε την κατανοµή της µέσης τιµής µ δοϑείσης της διασποϱάς σ2 και εποµένως
καλούµαστε να διαλέξουµε µια πϱότεϱη κατανοµή p(µ|σ2) την οποία ϑα πολλαπλασιάσουµε
µε την παϱαπάνω πιϑανοϕάνεια ώστε να καταλήξουµε στην ύστεϱη. ΄Εστω ότι η πϱότεϱη

15



γνώση µας για την κατανοµή του µ|σ2 αποτυπώνεται στην κανονική κατανοµή µε µέση τιµή
µ2

0 και διασποϱά σ2
0, δηλαδή:

µ|σ2 ∼ N (µ2
0, σ

2
0)⇔

p(µ|σ2) =
1√

2πσ2
0

exp

(
−(µ− µ0)2

2σ2
0

)
∝ exp

(
−(µ− µ0)2

2σ2
0

)
.

΄Εχοντας πϱοσδιοϱίσει τις δύο ποσότητες που, σύµϕωνα µε την Εξίσωση (5), απαιτού-
νται για τον υπολογισµό της ύστεϱης, µποϱούµε να πϱοχωϱήσουµε στην αντικατάστασή τους
στην παϱαπάνω έκϕϱαση:

p(µ|x, σ2) ∝ p(x|µ, σ2)× p(µ|σ2)

∝ exp

{
− 1

2σ2

(
n∑
i=1

x2
i + nµ2 − 2nµx̄

)}
(9)

× exp

{
−(µ− µ0)2

2σ2
0

}
∝ exp

{
− 1

2σ2

(
n∑
i=1

x2
i + nµ2 − 2nµx̄

)
− 1

2σ2
0

(
µ2 + µ2

0 − 2µ0µ
)}

∝ exp

{
−µ

2

2

(
1

σ2
0

+
n

σ2

)
+ 2µ

(
µ0

σ2
0

+
nx̄

σ2

)
−
(
µ2

0

2σ2
0

+

∑
i x

2
i

2σ2

)}
∝ exp

{
−
[
µ2

2

(
1

σ2
0

+
n

σ2

)
− 2µ

(
µ0

σ2
0

+
nx̄

σ2

)
+

1

2

(
µ2

0

σ2
0

+

∑
i x

2
i

σ2

)]}
. (10)

Για την πεϱαιτέϱω επεξεϱγασία της ύστεϱης ϑα οϱίσουµε τις ακόλουϑες ποσότητες:

σ̃2 =
σ2σ2

0

nσ2
0 + σ2

=
1

n
σ2 + 1

σ2
0

µ̃ = σ̃2

(
µ0

σ2
0

+
nx̄

σ2

)
οπότε η Εξίσωση (9) διαµοϱϕώνεται ως εξής:

p(µ|x, σ2) ∝ exp

[
− 1

2σ̃2

(
µ2 − 2µµ̃+ µ̃2

)]
∝ exp

[
− 1

2σ̃2
(µ− µ̃)2

]
.

Από τη µοϱϕή της τελευταίας σχέσης πϱοκύπτει ότι, όπως πϱοϐλέψαµε, η ύστεϱη
συνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας ϑα ανήκει στην κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ̃ και
διασποϱά σ̃2, δηλαδή:

p(µ|x, σ2) =
1√

2πσ̃2
exp

(
−(µ− µ̃)2

2σ̃2

)
.
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Ανακεϕαλαιώνοντας, είδαµε ότι για κανονικά δεδοµένα, άϱα και κανονική πιϑανοϕά-
νεια, η χϱήση κανονικής κατανοµής ως πϱότεϱη, µας οδήγησε σε κανονική ύστεϱη κατανοµή.
Πϱάγµατι λοιπόν η κανονική πϱότεϱη κατανοµή είναι συϹυγής της κανονικής πιϑανοϕάνειας.

1.4.2 Μη-πληϱοϕοϱιακές πϱότεϱες και η πϱότεϱη του Jeffreys

Η χϱήση συϹυγών πϱότεϱων επιλύει πολλά προβλήµατα µη-υπολογισιµότητας. Ταυτό-
χϱονα όµως επηϱεάϹει έντονα την προκύπτουσα εκ των υστέϱων κατανοµή αϕού στην πραγ-
µατικότητα η επιλογή µιας πϱότεϱης συνάϱτησης πιθανότητας καθορίζει την οικογένεια
κατανοµών στην οποία ϑα ανήκει η ύστεϱη. Ωστόσο, υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες
είτε δεν έχουµε επαϱκή πϱότεϱη γνώση για το θ είτε προτιµάµε να υιοθετήσουµε µια πιο
αντικειµενική προσέγγιση. Για τον σκοπό αυτό, καταφεύγουµε στη χϱήση µη-πληϱοϕοϱιακών
πϱότεϱων (non-informative ή uninformative priors) δηλαδή κατανοµών που δεν κατευθύνουν
το αποτέλεσµα του Bayesian updating αλλά αφήνουν τα δεδοµένα να µας οδηγήσουν στο
κατάλληλο συµπέϱασµα.

Μια συνήϑης επιλογή µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης είναι η επίπεδη πϱότεϱη (flat
prior), η οποία ϑεωρεί όλες τις τιµές του παϱαµετϱικού χώϱου ισοπίθανες, δηλαδή:

p(θ) ∝ c, c = σταϑεϱό.

Από τη σχέση (5) αντιλαµβανόµαστε πως η ύστεϱη κατανοµή ϑα είναι ανάλογη της πι-
ϑανοφάνειας και µόνο, µε αποτέλεσµα τα δεδοµένα να έχουν τον πϱώτο λόγο στη διαµόρφωση
της ύστεϱης. Η υιοθέτηση τέτοιων κατανοµών, όπως για παϱάδειγµα η οµοιόµορφη, ϕαίνεται
να είναι η προφανής λύση όταν επιδιώκεται να διατηρήσουµε συγκρατηµένη στάση απέναντι
στις εκ τω προτέρων πληροφορίες σχετικά µε το θ. Παϱ’ όλα αυτά, ανακύπτουν δύο σηµαντικά
προβλήµατα κατά την εφαρµογή τους.

Το πϱώτο Ϲήτηµα αϕοϱά στο γεγονός ότι σε µη-συµπαγείς παϱαµετϱικούς χώϱους,
όπως στην πεϱίπτωση θ ∈ (−∞,+∞), οι επίπεδες πϱότεϱες δεν συνιστούν έγκυϱες συναρτή-
σεις πυκνότητας πιθανότητας αϕού το

∫ +∞
−∞ p(θ) απειρίζεται. Αυτού του είδους οι πϱότεϱες

ονοµάζονται improper και µεϱικές ϕοϱές αναϕέϱονται και ως “ακατάλληλες" στην ελληνική
ϐιβλιογραφία. Ο χαρακτηρισµός αυτών των πϱότεϱων ως improper δεν αποτελεί εµπόδιο στη
χϱήση τους, αϱκεί η προκύπτουσα ύστεϱη να είναι µία καλά ορισµένη κατανοµή.

Το δεύτεϱο και σηµαντικότερο Ϲήτηµα είναι πως οι επίπεδες πϱότεϱες δεν παραµένουν
αναλλοίωτες σε µετασχηµατισµούς των παϱαµέτϱων, µε αποτέλεσµα σε αυτό το σενάϱιο να
χάνουν τον µη-πληϱοϕοϱιακό χαρακτήρα τους. Για παϱάδειγµα, έστω µία τυχαία µετα-
ϐλητή που ακολουθεί την κατανοµή Bernoulli µε παϱάµετϱο θ ∈ (0, 1) για την οποία
παϱάµετϱο χρησιµοποιούµε την επίπεδη πϱότεϱη p(θ) = 1. Η επιλογή της πϱότεϱης
αντιπροσωπεύει την έλλειψη πληροφοριών σχετικά µε το θ πϱιν τη συλλογή δεδοµένων από
τη διεξαγωγή τυχόν πειράµατος. ΄Ενας έγκυϱος µετασχηµατισµός του θ πϱοκύπτει από τη
σχέση:

ψ = log(θ/(1− θ))

και εύκολα υπολογίϹεται ότι η κατανοµή του ψ ϑα είναι η παϱακάτω:

p(ψ) =
eψ

(1 + eψ)2
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η οποία πϱοϕανώς δεν είναι επίπεδη. Συµϐαίνει λοιπόν το εξής παϱάδοξο: ενώ ισχυϱιϹόµαστε
ότι δεν έχουµε πϱότεϱη πληϱοϕοϱία για το θ, δεν ϕαίνεται να συµϐαίνει το ίδιο και για το
log(θ/(1− θ)) (Liu & Wasserman 2014).

Τη λύση στο πϱόϐληµα του µη-αναλλοίωτου των επίπεδων πϱότεϱων σε µετασχηµα-
τισµούς των παϱαµέτϱων έρχεται να δώσει ο Sir Harold Jeffreys (Jeffreys 1961). O Jeffreys
ισχυϱίστηκε πως η κατασκευή µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης, που είναι ταυτόχϱονα αναλ-
λοίωτη από µετασχηµατισµούς, µποϱεί να επιτευχθεί µέσω του υπολογισµού της πληρο-
ϕορίας κατά Fisher (Fisher information). Η πληροφορία κατά Fisher συµβολίζεται ως I(θ)
και είναι ένας δείκτης που συνοψίϹει την ποσότητα της πληροφορίας σχετικά µε το άγνωστο
διάνυσµα παϱαµέτϱων θ που εµπεριέχεται σε µια παϱατηϱήσιµη τυχαία µεταβλητή.

ΕστιάϹοντας στην πεϱίπτωση µονοδιάστατης παϱαµέτϱου θ, η πληϱοϕοϱία κατά Fisher
δίνεται από τον ακόλουϑο τύπο:

I(θ) = EX|θ

[(
∂

∂θ
log p(X | θ)

)2
]

= −EX|θ
[
∂2

∂θ2
log p(X | θ)

]
. (11)

Αντίστοιχα στην πολυδιάστατη πεϱίπτωση θ = (θ1, θ2, ..., θd) ορίζεται ο d× d πίνακας πληρο-
ϕορίας κατά Fisher του οποίου τα στοιχεία δίνονται ως εξής:

[I (θ)]ij = EX|θ

[(
∂

∂θi
log p (X | θ)

)(
∂

∂θj
log p (X | θ)

)]
= −EX|θ

[(
∂

∂2θi∂θj
log p (X | θ)

)]
, όπου i, j = 1, ...d. (12)

Συγκεκϱιµένα, ο Jeffreys πϱοτείνει την ακόλουϑη µοϱϕή πϱότεϱης για την µονοδιά-
στατη πεϱίπτωση:

p(θ) ∝ [I(θ)]
1
2 (13)

και κατά συνέπεια την εξής πϱότεϱη στην πεϱίπτωση πολυδιάστατης παϱαµέτϱου θ:

p(θ) ∝ [det I(θ)]
1
2 . (14)

Επιστϱατεύοντας τις παραπάνω προτάσεις, καταϕέϱνουµε να κατασκευάσουµε µη-πληϱο-
ϕοϱιακές πϱότεϱες που δεν επηρεάζονται από αλλαγές στη µοϱϕή των παϱαµέτϱων της
κατανοµής.

Επιστϱέϕοντας στο παϱάδειγµα της κατανοµής Bernoulli(θ), αποδεικνύεται (Zhu &
Lu 2004) σύµϕωνα µε τα παϱαπάνω, ότι µια κατάλληλη πϱότεϱη ϑα είναι η:

p(θ) ∝ 1√
p(1− p)

,

καϑώς ικανοποιεί την απαίτηση πεϱί αναλλοίωτου.

1.5 Πϱοϐλεπτικές κατανοµές

΄Ηδη, από την Εξίσωση (7), είδαµε µία µοϱϕή προβλεπτικής κατανοµής, την πϱότεϱη
πϱοϐλεπτική κατανοµή. Συνοπτικά, πϱόκειται για τη συνάϱτηση πυκνότητας πιθανότη-
τας των πιθανών συνόλων δεδοµένων που µποϱεί να προκύψουν, δοθέντων των αρχικών
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υποθέσεων σχετικά µε την κατανοµή των παϱαµέτϱων, όπως αυτές εκφράζονται µέσω της
πϱότεϱης κατανοµής, αλλά και µε ϐάση την πιθανοφάνεια που έχουµε ορίσει. Η κατανοµή
ορίζεται πϱιν δούµε τα δεδοµένα και, όπως ήδη αναϕέϱαµε, η απόκτηση των δεδοµένων x
µας οδηγεί σε µία τιµή που αποτελεί την περιθώρια πιθανοφάνεια:

p(x) =

∫
Θ

p(x|θ)p(θ)dθ.

Εν ολίγοις, η περιθώρια πιθανοφάνεια είναι η πιθανοφάνεια του µοντέλου που έχει ως
κατανοµή δείγµατος την πϱότεϱη προβλεπτική κατανοµή.

΄Εχοντας συλλέξει τις παρατηρήσεις µας, προβαίνουµε στην εφαρµογή του κανόνα
του Bayes ο οποίος κατά τα γνωστά ϑα µας οδηγήσει στην ύστεϱη κατανοµή. Η ύστεϱη
κατανοµή, µας επιτϱέπει να ϐγάλουµε συµπεράσµατα για µελλοντικές παρατηρήσεις, έστω
x∗, δεδοµένων των αρχικών παϱατηϱήσεων και υποθέσεων οι οποίες εισήχθησαν στο ϑεώϱηµα
Bayes. Ακολουθώντας παρόµοια συλλογιστική ποϱεία µε αυτή για την κατασκευή της
πϱότεϱης προβλεπτικής κατανοµής, µποϱούµε να κατασκευάσουµε την ύστεϱη προβλεπτική
κατανοµή (posterior predictive distribution), χρησιµοποιώντας τώϱα, όπως είναι ϕυσικό, την
ύστεϱη κατανοµή p(θ|x). Εποµένως καταλήγουµε στην ακόλουϑη κατανοµή για τις µελλο-
ντικές παρατηρήσεις:

p(x∗|x) =

∫
Θ

p(x∗|θ)p(θ|x)dθ. (15)

Η Εξίσωση (15) περιγράφει πώς περιµένουµε να συµπεριφέρονται τα καινούρια δε-
δοµένα, ϐάσει των πρόσφατων υποθέσεων και ευρηµάτων µας. Μάλιστα, µποϱεί να χρησι-
µοποιηθεί τόσο για σηµειακές εκτιµήσεις όσο και για εκτίµηση διαστηµάτων εµπιστοσύνης
αλλά και ελέγχους υποθέσεων.
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2 Εισαγωγή στα Markov Chain Monte Carlo

Η συλλογή αλγορίθµων που αποκαλούµε Markov Chain Monte Carlo (MCMC) δι-
ακρίνεται από ένα τεράστιο εύϱος επιστηµονικών -και µη- πεδίων εφαρµογής, ίσως το µεγαλύ-
τεϱο µεταξύ παρόµοιων αλγορίθµων. Ως πολύτιµο και ϐασικό υπολογιστικό εργαλείο της
ΜπεϋϹιανής Στατιστικής, αποτελεί αναπόσπαστο κοµµάτι της.

Οι απαϱχές των MCMC µεϑόδων εντοπίζονται στα µέσα του 20ου αιώνα, και συ-
γκεκϱιµένα το 1949 στο Los Alamos των Η.Π.Α., όταν οι Metropolis και Ulam, στα πλαίσια
της πυρετώδους έρευνας για την κατασκευή πυϱηνικών όπλων (Richey 2010), οδηγήϑηκαν
στην έκδοση του άρθρου στο οποίο εισήχϑη η Μέϑοδος Monte Carlo (Metropolis & Ulam
1949). Ενώ αρχικά τα MCMC χρησιµοποιήθηκαν στα πλαίσια επίλυσης προβληµάτων της
ϕυσικής, πολλές αναϕοϱές και µελέτες αυτών εκδόϑηκαν τα ακόλουϑα χρόνια και στη στατι-
στική ϐιβλιογραφία, χωϱίς όµως να αντιµετωπίζονται ϑεϱµά από τη στατιστική κοινότητα.
΄Ηταν η ανάπτυξη του λογισµικού BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampling) το
1991, που συνέϐαλε σηµαντικά, µεταξύ άλλων, στην µαϹική υιοθέτηση των MCMC αλγο-
ϱίθµων (Robert & Casella 2011), αϕού πϱοσέϕεϱε τα κατάλληλα υπολογιστικά µέσα για την
υλοποίηση των µεϑόδων.

Η πεϱαιτέϱω εξέλιξη της τεχνολογίας γενικότεϱα επισϕϱάγισε την επιτυχία των MCMC
και εξασϕάλισε την εδϱαίωσή τους. Χϱησιµοποιώντας την τυχαιότητα και την πϱοσοµοίωση,
τα MCMC καταϕέϱνουν να υπεϱπηδήσουν τα υπολογιστικά εµπόδια που αντιµετωπίϹουν
αναλυτικές και αϱιϑµητικές µέϑοδοι σε αντίστοιχες πεϱιπτώσεις.

2.1 Μαϱκοϐιανές αλυσίδες και Μέϑοδος Monte Carlo:
Τα δοµικά στοιχεία των MCMC

Η ονοµασία των MCMC πεϱιέχει τις δύο ιδέες που έχουν συνδυαστεί για τη δηµιουϱγία
τους: Μαϱκοϐιανές Αλυσίδες (Markov Chains) και Μέϑοδος Monte Carlo. Κάϑε µία παϱου-
σιάϹεται συνοπτικά στη συνέχεια.

Η ϐασική σύλληψη πάνω στην οποία στηϱίχϑηκε η Monte Carlo µεϑοδολογία εί-
ναι πως µποϱούµε να λάϐουµε οποιαδήποτε πληροφορία για µια κατανοµή (π.χ. µέση
τιµή, τυπική απόκλιση, τεταρτηµόρια) προσοµοιώνοντας τιµές από αυτή. ΄Οπως έχουµε ήδη
διαπιστώσει, δεν σπανίζουν οι περιπτώσεις όπου υπολογισµοί µε χϱήση αναλυτικού τύπου
δεν είναι εφικτοί ή δηµιουργούν δυσκολίες. Ωστόσο, σύµφωνα µε τους Metropolis και Ulam
(Metropolis & Ulam 1949), µποϱούµε να παρακάµψουµε τέτοιους χϱονοϐόϱους, ή/και αδύ-
νατους, υπολογισµούς γεννώντας απλώς τυχαίο δείγµα από την πϱος µελέτη κατανοµή.

Πϱάγµατι, ο Νόµος των Μεγάλων Αϱιϑµών (Law of Large Numbers) µας εξασϕαλίϹει
τη σύγκλιση του µέσου όϱου ανεξάϱτητων δειγµάτων µιας κατανοµής στη µέση τιµή της
κατανοµής αυτής, όταν διαϑέτουµε µεγάλο µέγεϑος δείγµατος. Συγκεκϱιµένα, αν X1, X2, ...
ανεξάϱτητες και ισόνοµες διακϱιτές τυχαίες µεταϐλητές από την κατανοµή π, ο Ισχυϱός Νόµος
των Μεγάλων Αϱιϑµών έχει ως εξής:

P
[

lim
n→∞

‖f(X1) + f(X2) + ...+ f(Xn)

n
− Eπ[f ]‖ = 0

]
= 1. (16)

Η παϱαπάνω Εξίσωση δηλώνει τη σχεδόν σίγουϱη σύγκλιση (almost sure convergence) του
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αϱιϑµητικού µέσου στη µέση τιµή της κατανοµής, πϱάγµα που σηµαίνει ότι όταν το n είναι
µεγάλο οι δύο ποσότητες είναι κοντά µε πιϑανότητα 1.

Με παϱόµοιο τϱόπο διατυπώνεται και ο Ασϑενής Νόµος των Μεγάλων Αϱιϑµών που
εξασϕαλίϹει την κατά πιϑανότητα σύγκλιση:

lim
n→∞

P
[
|| f(X1) + f(X2) + ...+ f(Xn)

n
− Eπ[f ] ||> ε

]
= 0. (17)

Σε αυτή την πεϱίπτωση, το συµπέϱασµα είναι πως η πιϑανότητα ο αϱιϑµητικός µέσος να
απέχει πεϱισσότεϱο από ε από τη µέση τιµή της κατανοµής τείνει στο µηδέν.

Παϱαπάνω αναϕεϱϑήκαµε, χάϱιν ευκολίας, σε διακϱιτές τυχαίες µεταϐλητές. Φυσικά
και τα δύο Θεωϱήµατα έχουν ισχύ και στην πεϱίπτωση συνεχών τυχαίων µεταϐλητών, µε τις
απαϱαίτητες αλλαγές στη διατύπωση.

Εποµένως, αϱκεί να έχουµε πϱόσϐαση σε µεγάλο δείγµα από την κατανοµή που µας
ενδιαϕέϱει και ο νόµος των µεγάλων αϱιϑµών µας εγγυάται την ικανοποιητική πϱοσέγγιση
της µέσης τιµής. Το ανεξάϱτητο δείγµα συνήϑως λαµϐάνεται µέσω κάποιου αλγοϱίϑµου
πϱοσοµοίωσης, όπως η µέϑοδος απόϱϱιψης ή αλλιώς rejection sampling (Casella, Robert, &
Wells 2004).

Φυσικά, δεν είναι πάντα εύκολο να πάϱουµε δείγµατα από την κατανοµή π και
µάλιστα υπάρχουν πολλές ενδιαφέρουσες εφαρµογές όπου η διαδικασία είναι εξαιρετικά
δύσκολη όπως όταν εργαζόµαστε µε πολυδιάστατες κατανοµές. Ακόµα, µποϱεί να µην
έχουµε πλήϱη εικόνα σχετικά µε τον τύπο της κατανοµής π αλλά να τη γνωρίζουµε µόνο
µέσω κάποιας σχέσης αναλογίας. Το τελευταίο αυτό Ϲήτηµα δεν µας είναι άγνωστο καθώς
αποτελεί σύνηθες πϱόϐληµα κατά την εκτίµηση της ύστεϱης κατανοµής στα πλαίσια της
ΜπεϋϹιανής συµπερασµατολογίας.

΄Οταν ανακύπτουν τέτοιου είδους προβλήµατα, δεν είναι υπολογιστικά ϐιώσιµη η
παραγωγή ανεξάρτητου δείγµατος µε κανέναν σχετικό αλγόριθµο. Ωστόσο, οι Metropolis
και Ulam ουδέποτε εξέϕϱασαν κάποια απαίτηση ανεξαρτησίας των τυχαίων µεταβλητών στο
άρθρο τους, οπότε ϑεωρητικά ϑα µποϱούσαµε να υλοποιήσουµε την ιδέα τους ακόµα και
στην πεϱίπτωση που διαθέτουµε εξαρτηµένο δείγµα. Πϱοκύπτει λοιπόν ένα νέο εϱώτηµα:
πώς µποϱούµε να δηµιουργήσουµε εξαρτηµένο δείγµα από µία κατανοµή που δεν γνωρί-
Ϲουµε απαϱαίτητα;

Σε αυτό το σηµείο υπεισέρχεται η έννοια των Μαρκοβιανών Αλυσίδων: µια Μαρκοβιανή
Αλυσίδα (µ.α.) είναι µια στοχαστική διαδικασία µε την ιδιότητα η πιθανότητα µετάϐασης στην
επόµενη κατάσταση να εξαρτάται αποκλειστικά από την τϱέχουσα κατάσταση του συστήµατος
(Λουλάκης 2015). Η ιδιότητα αυτή, που ονοµάζεται Μαρκοβιανή, πρακτικά σηµαίνει πως η
µόνη κατάσταση που επηϱεάϹει το µέλλον της αλυσίδας είναι η τϱέχουσα, καθώς το παρελθόν
δεν µας προσφέρει πεϱαιτέϱω πληροφορίες για την εξέλιξή της.

Σε µια τέτοια ανέλιξη η τυχαία µεταβλητή του κάϑε ϐήµατος ϑα έχει δεσµευµένη
εξάϱτηση από την τυχαία µεταβλητή του αµέσως προηγούµενου ϐήµατος. Συµπεραίνουµε
λοιπόν πως οι τυχαίες µεταβλητές που περιγράφουν τις καταστάσεις του συστήµατος εµφανί-
Ϲουν ανά δύο δεσµευµένη εξάϱτηση και σαν συλλογή ϑα αποτελούν ένα εξαρτηµένο σύνολο
δεδοµένων. Συνεπώς, οι τυχαίες µεταβλητές που απαρτίζουν την µ.α. µποϱούν να χρησι-
µοποιηθούν σαν δείγµα και η ίδια η µ.α. σαν γεννήτρια τυχαίου, αλλά όχι ανεξάρτητου,
δείγµατος.
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Βέϐαια, για να µας είναι χϱήσιµο το εν λόγω δείγµα, ϑα πϱέπει η κατανοµή των
τυχαίων µεταϐλητών να είναι η Ϲητούµενη κατανοµή π. Για τον σκοπό αυτό, αϱκεί η αλυσίδα
να έχει ως στάσιµη ή αναλλοίωτη κατανοµή (stationary ή invariant distribution) την π. Η
ύπαϱξη και η µοναδικότητα της στάσιµης κατανοµής δεν είναι εν γένει δεδοµένες αλλά στην
πεϱίπτωση που εξασϕαλίϹονται γνωϱίϹουµε ότι µόλις η αλυσίδα ϕτάσει να χαϱακτηϱίϹεται από
τη στάσιµη κατανοµή της σε κάποιο ϐήµα, ϑα τη διατηϱήσει σε όλα τα ακόλουϑα ϐήµατα
(Gamerman D. 2006). Αυτή η συµπεϱιϕοϱά είναι πολύτιµη όταν επιχειϱούµε την παϱα-
γωγή δείγµατος από συγκεκϱιµένη κατανοµή: αν καταϕέϱουµε να κατασκευάσουµε µ.α. η
οποία εγγυηµένα ϑα έχει στάσιµη κατανοµή µένει µονάχα να την τϱοϕοδοτήσουµε µε την
κατάλληλη αϱχική κατανοµή ώστε µετά από µία σειϱά ϐηµάτων να καταλήξει στην π. Σε κάϑε
επόµενο ϐήµα, οι τυχαίες µεταϐλητές ϑα κατανέµονται σύµϕωνα µε την π και ϑα σχηµατίϹουν
σιγά-σιγά το τυχαίο δείγµα που ϑα αξιοποιηϑεί στη Monte Carlo εκτίµηση.

Για να διατυπώσουµε τις συνθήκες που εξασφαλίζουν την ύπαϱξη µοναδικής αναλ-
λοίωτης κατανοµής ϑα χρειαστούµε τους παϱακάτω χαρακτηρισµούς των Μαρκοβιανών αλυ-
σίδων:

Οϱισµός 1 Μία µ.α. ονοµάϹεται µη υποϐιϐάσιµη (irreducible) αν από την τϱέχουσα κατά-
σταση, όποια και να είναι αυτή, µποϱούµε να ϕτάσουµε σε οποιαδήποτε άλλη κατάσταση σε
πεπεϱασµένο χϱόνο.

Οϱισµός 2 Λέµε ότι µία κατάσταση είναι γνησίως επαναληπτική (positive recurrent) όταν η
αναµενόµενη τιµή του χρόνου πϱώτης επιστϱοϕής στην κατάσταση είναι πεπερασµένη. Εν’ ολί-
γοις, για µια γνωσίως επαναληπτική κατάσταση γνωρίζουµε µε πιθανότητα 1 ότι αν ξεκινήσουµε
από αυτή ϑα την επισκεϕτούµε ξανά σε πεπερασµένο χϱόνο. Αντίστοιχα, µία αλυσίδα ϑα είναι
γνησίως επαναληπτική αν κάϑε κατάστασή της είναι γνησίως επαναληπτική.

Οϱισµός 3 Αν ο µέγιστος κοινός διαιϱέτης των δυνατών χϱόνων επιστϱοϕής σε µία κατάσταση
είναι το 1, η κατάσταση ονοµάϹεται απεϱιοδική (aperiodic). Για να χαϱακτηϱίσουµε µια αλυσίδα
ως απεϱιοδική, πϱέπει όλες οι καταστάσεις αυτής να είναι απεϱιοδικές.

Αποδεικνύεται ότι κάϑε µη υποβιβάσιµη και γνησίως επαναληπτική Μαρκοβιανή
αλυσίδα ϑα έχει µοναδική αναλλοίωτη κατανοµή (Λουλάκης 2015). Αν επιπλέον η αλυσίδα
είναι και απεριοδική, ϑα έχει ως ασυµπτωτική κατανοµή (limiting distribution) την αναλλοίωτη
κατανοµή της. Αυτό σηµαίνει ότι σε ϐάϑος χρόνου και όσο αφήνουµε την αλυσίδα να τϱέχει,
αυτή ϑα υιοθετήσει, και ϑα διατηρήσει, τη στάσιµη κατανοµή της. Η επιπλέον απαίτηση
της απεριοδικότητας, παϱόλο που δεν επηϱεάϹει την ύπαϱξη αναλλοίωτης κατανοµής, είναι
καθοριστική όσον αϕοϱά τη σύγκλιση των πιθανοτήτων µετάϐασης (Gamerman D. 2006).

Το αποτέλεσµα που έρχεται να συµπληρώσει την απόπειϱά µας για την κατασκευή
Monte Carlo εκτιµητών χωϱίς την απαίτηση της ανεξάρτησίας του δείγµατος είναι το Ερ-
γοδικό Θεώϱηµα (Ergodic Theorem). Το εν λόγω ϑεώϱηµα αϕοϱά την ασυµπτωτική συµπερι-
ϕορά χϱονικών µέσων όϱων διαφόρων συναρτησιακών της αλυσίδας (Λουλάκης 2015), όπως
ακϱιϐώς και ο Νόµος των Μεγάλων Αριθµών στην πεϱίπτωση ανεξάϱτητων τ.µ. Αναλυτικότερα,
το Εργοδικό Θεώϱηµα για γνησίως επαναληπτικές αλυσίδες σε διακριτό χώϱο, το οποίο ορίζε-
ται µε ανάλογο τϱόπο και για µ.α. σε συνεχείς χώϱους, διατυπώνεται ως εξής:
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Θεώϱηµα 1 ΄Εστω {Xn}n≥0 µη υποβιβάσιµη, γνησίως επαναληπτική αλυσίδα στον χώϱο
καταστάσεων X και f : X→ R ϕραγµένη συνάϱτηση µε Eπ [f ] <∞. Ισχύει:

P

[
1

n

n∑
k=1

f(Xk)→ Eπ [f ]

]
= 1,

όπου Eπ [f ] =
∑

x∈X f(x)π(x) η µέση τιµή της f(X) όταν η X ακολουϑεί την αναλλοίωτη
κατανοµή π της αλυσίδας.

Επί της ουσίας, µέσω του Εργοδικού Θεωρήµατος έχουµε εγγυηµένη προσέγγιση της
αναµενόµενης τιµής της συνάϱτησης από τον αριθµητικό της µέσο, για κατάλληλα επιλεγ-
µένη αλυσίδα. Μόλις επιτευχθεί η στασιµότητα, λαµβάνουµε εκτιµήσεις για συναρτήσεις της
αλυσίδας, δηλαδή του δείγµατος, όπως για παϱάδειγµα η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση.

Μετά από αυτή την παϱατήϱηση, ϑα πϱέπει πλέον να είναι αντιληπτός ο καταλυτικός
ϱόλος των MCMC στη ΜπεϋϹιανή µεϑοδολογία. ΄Οταν ϑέλουµε να πάϱουµε πληροφορίες
σχετικά µε την εκ των υστέϱων κατανοµή p(θ|x) µποϱούµε να υπερπηδήσουµε τις δυσκολίες
που αναϕέϱαµε στη λήψη δείγµατος από αυτή και αντ’ αυτού να κατασκευάσουµε µία µη
υποβιβάσιµη, γνησίως επαναληπτική και απεριοδική αλυσίδα µε στάσιµη κατανοµή την
p(θ|x). Μόλις η αλυσίδα ϕτάσει στην κατανοµή ισορροπίας της, είµαστε σε ϑέση να συλ-
λέξουµε το δείγµα και να υπολογίσουµε όποια ποσότητα µας ενδιαφέρει σχετικά µε αυτό.

Οι MCMC µέϑοδοι συνέϐαλαν στην άϱση υπολογιστικών περιορισµών σε πολλούς
επιστηµονικούς τοµείς, όπως η µηχανική στατιστική και η σωµατιδιακή ϕυσική, και έστ-
ϱωσαν το έδαϕος για την ανάπτυξη της ΜπεϋϹιανής στατιστικής. Στη συνέχεια ϑα µελετή-
σουµε τον αλγόριθµο Metropolis-Hastings και τη µέϑοδο δειγµατοληψίας του Gibbs (Gibbs
sampling) που αποτελούν τα κύϱια εργαλεία στοχαστικής προσοµοιώσης για την ΜπεϋϹιανή
συµπερασµατολογία.

2.2 Ο Αλγόϱιϑµος Metropolis-Hastings

Ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings (M-H) ϕέϱει τα ονόµατα των συντακτών των δύο
ϐασικών έϱγων που συνετέλεσαν στην ανάπτυξη και τον εµπλουτισµό της µεθόδου (Metropo-
lis, A. Rosenbluth, M. Rosenbluth, H. Teller, & E. Teller 1953 και Hastings 1970). Πϱόκειται
για µια σειϱά ϐηµάτων και οδηγιών που πραγµατώνει όσα περιγραφήκαν ϑεωρητικά στην
προηγούµενη ενότητα: µας επιτϱέπει να πάϱουµε δείγµα από µία συνάϱτηση πιθανότη-
τας, της οποίας γνωρίζουµε τη γενική µοϱϕή αλλά όχι τον παράγοντα κανονικοποίησης,
κατασκευάζοντας µια Μαρκοβιανή αλυσίδα που έχει σαν στάσιµη κατανοµή τη Ϲητούµενη.

Στο εξής ϑα ϑεωρούµε ως κατανοµή-στόχο, την οποία µέχϱι τώϱα γράφαµε ως π,
την εκ των υστέϱων κατανοµή p(θ|x) και ϑα τη συµβολίζουµε αναλόγως, ώστε να γίνει εµ-
ϕανής η σύνδεση και η συνδροµή των MCMC µε το κοµµάτι αυτό της ΜπεϋϹιανής στατι-
στικής. Εποµένως, η µ.α. του αλγορίθµου ϑα αποτελείται από τιµές του διανύσµατος των
παϱαµέτϱων, θ, και ϑέλουµε να έχει ως στάσιµη κατανοµή την ύστεϱη. Για απλότητα στο
συµβολισµό και χωϱίς ϐλάϐη της γενικότητας, στην παϱούσα ενότητα ϑα ϑεωρούµε επίσης
µονοδιάστατη την παϱάµετϱο θ.

∆ιαισϑητικά, µποϱούµε να πούµε ότι σχηµατίζουµε την µ.α. εξερευνώντας τον παϱα-
µετϱικό χώϱο, λαµβάνοντας προτάσεις για τον πϱοοϱισµό κάϑε ϐήµατος από µία κατανοµή,
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έστω q. Η κατανοµή αυτή ονοµάζεται κατανοµή εισήγησης (proposal distribution) και παϱάγει
τις υποψήφιες καταστάσεις για τη µετάϐαση της αλυσίδας, λαµβάνοντας υπόψιν µόνο την
τϱέχουσα κατάστασή της, γεγονός που δικαιολογεί τον χαρακτηρισµό της ως Μαρκοβιανή.
Τα ϐήµατα γίνονται αποδεκτά ή απορρίπτονται σύµφωνα µε την πιθανότητα αποδοχής (acce-
ptance probability) που συµβολίζεται ως α. Οι δύο αυτές ποσότητες ορίζουν έναν πυϱήνα
µετάϐασης (transition kernel), που συµβολίζουµε µε P , που κυβερνά τις κινήσεις της αλυσί-
δας, καθορίζει δηλαδή το πού και αν ϑα µετακινηθεί.

Η αλυσίδα συνεχίϹει το ταξίδι της στον παϱαµετϱικό χώϱο µέχϱις ότου πϱοταϑεί, και
γίνει αποδεκτή, τιµή για το θ που έχει παϱαχϑεί από τη στάσιµη κατανοµή, δηλαδή την
ύστεϱη. Η πεϱίοδος που ο αλγόϱιϑµος τϱέχει χώϱις να έχει επιτύχει στασιµότητα, ονοµάϹεται
πεϱίοδος burn-in (burn-in period). Κατόπιν, σε κάϑε ϐήµα ϑα παϱάγεται δείγµα από την
ύστεϱη και ο αλγόϱιϑµος ϑα έχει εκπληϱώσει το σκοπό του.

Μποϱούµε να συνοψίσουµε απλά και µε πϱακτικό τϱόπο τον αλγόϱιϑµο Metropolis-
Hastings ως εξής:

1. Θέσε αϱιϑµό επανάληψης t = 0 και επίλεξε µια αϱχική τιµή θ(0).

2. Πϱοσοµοίωσε θ∗ από την κατανοµή q(θ|θ(t)).

3. Αποδέξου το πϱοτεινόµενο θ∗ µε πιϑανότητα α(θ∗|θ(t)). Σε πεϱίπτωση αποδοχής ϑέσε
θ(t+1) = θ∗ ενώ σε πεϱίπτωση απόϱϱιψης θ(t+1) = θ(t) (δηλαδή η αλυσίδα δεν κινείται).

4. Αύξησε τον αϱιϑµό επανάληψης από t σε t + 1 και επίστϱεψε στο ϐήµα 2 µέχϱι να
επιτευχϑεί σύγκλιση.

Επισηµαίνεται πως για την εκτέλεση του ϐήµατος 3, απαιτείται αϱχικά η δηµιουϱγία
µίας ανεξάϱτητης οµοιόµοϱϕης στο [0, 1] ποσότητας u. Αν u ≤ α η µετάϐαση γίνεται αποδεκτή
ενώ αν u > α η κίνηση δεν επιτϱέπεται.

Με σκοπό να ξετυλίξουµε τη λειτουϱγία του αλγοϱίϑµου, ϑα µελετήσουµε πιο δι-
εξοδικά την έννοια και τα συστατικά του πυϱήνα µετάϐασης. Ειδικότεϱα, ο πυϱήνας µετάϐα-
σης οϱίϹει µια µεικτή κατανοµή για τη νέα ϑέση θ(t+1) της αλυσίδας (Gamerman D. 2006):

P (θ(t+1)|θ(t)) = q(θ(t+1)|θ(t))α(θ∗|θ(t)) + Iθ(t+1)=θ(t) [1−
∫
q(θ∗|θ(t))α(θ(t+1)|θ(t))dθ∗]. (18)

Η γενική αυτή έκϕϱαση, όπως δόϑηκε στην Εξίσωση (18), είναι στην πϱαγµατικότητα το
άϑϱοισµα της πυκνότητας πιϑανότητας που πϱοκύπτει από την αποδοχή του υποψήϕιου θ∗ :

P (θ(t+1)|θ(t)) = q(θ(t+1)|θ(t))α(θ(t+1)|θ(t)), για θ(t+1) 6= θ(t) (19)

και της πιϑανότητας η αλυσίδα να παϱαµείνει στο ίδιο σηµείο, να έχουµε δηλαδή αποϱϱίψει
κάϑε πιϑανή τιµή υποψήϕιου θ∗ :

P (θ(t+1)|θ(t)) = 1−
∫
q(θ∗|θ(t))α(θ∗|θ(t))dθ∗, για θ(t+1) = θ(t). (20)

Πεϱνώντας στην πιϑανότητα αποδοχής, στην οποία οϕείλεται και η δεξιοτεχνία της
µεϑόδου, αποδείχϑηκε από τον Hastings ότι η σύγκλιση εξασϕαλίϹεται όταν η πϱώτη είναι
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ίση µε:

α(θ∗|θ(t)) = min

1,

p(θ∗)

q(θ∗|θ(t))
p(θ(t))

q(θ(t)|θ∗)

 , (21)

ανεξάϱτητα από την επιλογή κατανοµής εισήγησης. Αυτό σηµαίνει πως µποϱούµε να ξεκινή-
σουµε µε µια αυθαίρετη επιλογή για τη µοϱϕή της q και να εµπιστευτούµε τον αλγόριθµο
να ϐϱει τον δϱόµο του για τη στάσιµη κατανοµή µέσα στον παϱαµετϱικό χώϱο. Φυσικά, η
ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθµου καθορίζεται σε πολύ µεγάλο ϐαθµό από τη συναρτησι-
ακή µοϱϕή της κατανοµής µε την οποία τον τροφοδοτούµε, εποµένως αν µας ενδιαφέρει να
αυξήσουµε την αποδοτικότητα χρειάζεται να µιµηϑούµε τη συναρτησιακή µοϱϕή της p, τις
κορυφές, τις ουϱές της κ.ο.κ. Σηµειώνεται πως το Ϲήτηµα επιλογής αρχικής τιµής θ(0) για
την παϱάµετϱο ποσώς επηϱεάϹει την λειτουργία και την ταχύτητα του Metropolis-Hastings.

Το ποσοστό αποδοχής (acceptance rate) των προτεινόµενων για την παϱάµετϱο τιµών,
όπως αυτές γεννιούνται από την q, αποτελεί µια σηµαντική τιµή για την ταχύτητα σύγκλισης
του αλγορίθµου. ΄Ενα µεγάλο ποσοστό σηµαίνει ότι η αλυσίδα κάνει µικϱά ϐήµατα και έτσι
αυξάνεται σηµαντικά ο απαιτούµενος χϱόνος για την επαϱκή εξερεύνηση του χώϱου. Αντί-
ϑετα, µικϱό ποσοστό αποδοχής συνεπάγεται µεγάλα ϐήµατα οπότε η αλυσίδα δεν καλύπτει
όλο τον χώϱο αϕού πολλές από τις υποψήφιες τιµές ϑα έχουν µικϱή πιθανότητα να προτα-
ϑούν.

Επίσης, άµεση είναι και η σύνδεση µεταξύ του ποσοστού αποδοχής του αλγοϱίϑµου
και της διασποϱάς της κατανοµής εισήγησης: πολύ µικϱή διασποϱά έχει ως αποτέλεσµα την
αϱγή ανάµειξη της αλυσίδας που οδηγεί σε µεγάλα ποσοστά αποδοχής ενώ από την άλλη,
µεγάλη διασποϱά οδηγεί σε χαµηλό ποσοστό αποδοχής. Η εξάϱτηση αυτή του ποσοστού από
τη διασποϱά της κατανοµής εισήγησης αξιοποιείται για την πϱοσαϱµογή της (tuning) κατά
το διάστηµα του burn-in, τϱοποποιώντας τη διασποϱά ώστε να καϑοδηγήσει τον αλγόϱιϑµο
στο επιϑυµητό ποσοστό αποδοχής.

2.2.1 Συµµετϱικές κατανοµές εισήγησης

΄Ηδη αναϕεϱϑήκαµε στην ελευϑεϱία που παϱέχεται σχετικά µε την επιλογή της q.
Μία πιϑανή κατηγοϱία κατανοµών εισήγησης είναι οι συµµετϱικές κατανοµές που οϱίϹουν
και συµµετϱικές αλυσίδες για τον αλγόϱιϑµο.

Οϱισµός 4 Μία αλυσίδα είναι συµµετϱική (symmetric) αν ο πυϱήνας µετάϐασής της είναι
συµµετϱικός για κάϑε Ϲευγάϱι καταστάσεων θ, φ, δηλαδή P (θ, φ) = P (φ, θ).

Λόγω της δοµής του πυϱήνα µετάϐασης στον αλγόριθµο M-H, η συµµετρικότητα
του πυϱήνα ισοδυναµεί µε συµµετρικότητα της κατανοµής εισήγησης. Θα ισχύει λοιπόν
η σχέση q(θ|φ) = q(φ|θ) για κάϑε Ϲεύγος καταστάσεων θ, φ. Η πιθανότητα αποδοχής δεν
µένει ανεπηϱέαστη από τη συµµετρικότητα της κατανοµής εισήγησης και έτσι αποκτά µία
απλούστεϱη µοϱϕή, σύµφωνα µε την παϱακάτω Εξίσωση:

α(θ∗|θ(t)) = min

{
1,
p(θ∗)

p(θ(t))

}
. (22)

Παϱατηϱώντας τον λόγο που εµφανίζεται στη συνάϱτηση ελαχίστου της Εξίσωσης (21),
ο οποίος καλείται και Hastings’ ratio, διαπιστώνουµε ότι ο αλγόριθµος δέχεται πάντα κινήσεις
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που µας οδηγούν σε ϑέσεις µε µεγαλύτεϱη πυκνότητα πιθανότητας. Αυτό συµβαίνει επειδή
σε µια τέτοια πεϱίπτωση το πηλικό ϑα είναι µεγαλύτεϱο του 1 και, λόγω της συνάϱτησης
ελαχίστου, η πιθανότητα αποδοχής ϑα γίνεται ακϱιϐώς 1. Κινήσεις που µας αποµακρύνουν
από τιµές υψηλής συχνότητας γίνονται επίσης αποδεκτές µε πιθανότητα ίση µε το πηλίκο της
Εξίσωσης (21) αλλά είναι η απόρριψη τέτοιων κινήσεων που κϱατά τον αλγόριθµο, στα περισ-
σότερα ϐήµατα, σε περιοχές µεγάλης πυκνότητας της ύστεϱης (Sherlock, Fearnhead, & G.
Roberts 2010). ΄Ετσι, η αλυσίδα σταδιακά µεταϐαίνει σε περιοχές µε υψηλότερη πυκνότητα,
χωϱίς αυτό να σηµαίνει ότι δεν ϑα υπάρχουν ϐήµατα στα οποία ϑα πέϕτουµε σε ϑέσεις
µικϱότεϱης πυκνότητας.

Καϑ’ αυτόν τον τϱόπο, είναι πιο πιϑανό να επισκεϕϑούµε τα σηµεία που ϐϱίσκονται
πιο κοντά στο θ(t), καϑιστώντας το πϱοκύπτον δείγµα αποτέλεσµα ενός τυχαίου πεϱιπάτου
(random walk) στον παϱαµετϱικό χώϱο. Η ιδιότητα που µόλις πεϱιγϱάϕηκε οϕείλεται για
την ονοµασία αυτής της παϱαλλαγής του αλγοϱίϑµου Metropolis-Hastings ως Random Walk
Metropolis-Hastings και αποτελεί µάλιστα την αϱχική µοϱϕή του αλγοϱίϑµου Metropolis
(ϐλ. Metropolis, A. Rosenbluth, M. Rosenbluth, H. Teller, & E. Teller 1953). Αναϕέϱεται
ενδεικτικά ότι µία συνήϑης επιλογή για την µοϱϕή της q είναι αυτή της κανονικής κατανοµής.

΄Οσον αϕοϱά το ποσοστό αποδοχής, έχει αποδειχϑεί πως η ϐέλτιστη τιµή για την
µονοδιάστατη πεϱίπτωση Random Walk M-H είναι πεϱίπου 44% ενώ για την πολυδιάστατη
είναι κοντά στο 23% (Gelman, G.O. Roberts, & Gilks 1996).

2.3 Η Μέϑοδος δειγµατοληψίας Gibbs

Η δειγµατοληψία Gibbs (Gibbs sampling) αποτελεί έναν ακόµα αλγόϱιϑµο της οικο-
γένειας των MCMC που µποϱεί να δώσει λύση στο πϱόϐληµα υπολογισµού της εκ των υστέϱων
κατανοµής. Αναπτύχϑηκε από τους αδελϕούς Geman (S. Geman & D. Geman 1984) ως
εϱγαλείο για την επεξεϱγασία εικόνων (image processing) όπου η κατανοµή από την οποία
ϑέλουµε να λάϐουµε δείγµα είναι η κατανοµή Gibbs. Λίγα χϱόνια αϱγότεϱα, πϱοτάϑηκε η
χϱήση του αλγοϱίϑµου και για άλλες µοϱϕές ύστεϱων κατανοµών, πέϱα από την Gibbs η
οποία είχε ήδη χαϱίσει το όνοµά της στη µέϑοδο.

Αναϕοϱικά µε τη λειτουϱγία της µεϑόδου, δεν διαϕέϱει πολύ από όσα πεϱιγϱάϕηκαν
παϱαπάνω για τον αλγόϱιϑµο Metropolis-Hastings και µάλιστα ϑεωϱείται υποπεϱίπτωση
αυτού. Η ϐασική ιδέα παϱαµένει ίδια: σχηµατίϹουµε µια Μαϱκοϐιανή αλυσίδα µε στάσιµη
κατανοµή την Ϲητούµενη, αϕήνουµε την αλυσίδα να τϱέξει µέχϱι να επέλϑει στασιµότητα και
από αυτό το σηµείο και µετά µποϱούµε να αϱχίσουµε να συλλέγουµε τις µεταϐλητές των
καταστάσεων της µ.α. ως δείγµα.

Η ειδοποιός διαφορά µεταξύ των υλοποιήσεων των δύο αλγορίθµων αϕοϱά την κατανο-
µή εισήγησης καθώς στην πεϱίπτωση του Gibbs επιλέγουµε να λαµβάνουµε τις υποψήφιες
νέες ϑέσεις της αλυσίδας από την πλήϱους δέσµευσης εκ των υστέϱων κατανοµή (full condi-
tional probability distribution), την οποία ϑα αποσαφηνίσουµε ακολούϑως. Τείνουµε λοιπόν
να επιστρατεύουµε τη δειγµατοληψία Gibbs όταν η πλήϱους δέσµευσης ύστεϱη είναι ευ-
κολότερα υπολογίσιµη, όπως συµβαίνει σε αρκετές περιστάσεις. Ακόµα, σε αυτόν τον αλ-
γόριθµο η πιθανότητα αποδοχής είναι ίση µε 1 που σηµαίνει ότι αποδεχόµαστε όποια κίνηση
µας “κληρώσει" η κατανοµή εισήγησης.

Γενικά, για ένα διάνυσµα θ = (θ1, θ2, ..., θd)
′ οϱίϹουµε ως κατανοµή πλήϱους δέ-

σµευσης την δεσµευµένη κατανοµή του θi δεδοµένων όλων των υπόλοιπων τιµών θj, j 6= i και
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γϱάϕουµε:
gi(θi) = g(θi|θ1, ..., θi−1, θi+1, ..., θd) = g(θi|θ−i). (23)

Εποµένως, η χϱήση της πλήϱους δέσµευσης εκ των υστέϱων κατανοµής ως κατανοµή εισήγη-
σης q, συνεπάγεται την ακόλουϑη Εξίσωση:

qi(θ
∗
i |θ

(t)
i ,θ

(t)
−i) = p(θ∗i |θ

(t)
−i) (24)

όπου συµϐολίϹουµε µε θ(t)
i την τιµή της i-οστής συνιστώσας του διανύσµατος παϱαµέτϱων τη

χϱονική στιγµή t και µε θ(t)
−i τις τιµές του διανύσµατος των παϱαµέτϱων χωϱίς το θi τη χϱονική

στιγµή t ενώ p όπως πάντα η κατανοµή-στόχος και θ∗i το υποψήϕιο σηµείο.
΄Οταν µποϱούµε να αποµονώσουµε τις κατανοµές πλήϱους δέσµευσης, υπό την έννοια

ότι είναι απολύτως γνωστές και έχουµε τη δυνατότητα να λάϐουµε δείγµα από αυτές, η
δειγµατοληψία Gibbs πϱοσϕέϱει µία υπολογιστικά οικονοµική εναλλακτική για την παϱα-
γωγή των τιµών της παϱαµέτϱου. Ειδικότεϱα, το κάϑε ϐήµα της µεϑόδου πεϱιλαµϐάνει την
ανανέωση της τιµής κάϑε συνιστώσας του θ χϱησιµοποιώντας ως γεννήτοϱα την πλήϱους δέ-
σµευσης εκ των υστέϱων κατανοµή για τη διαδοχική δηµιουϱγία τιµών. Επειδή η πιϑανότητα
µετάϐασης είναι ίση µε 1, ο πυϱήνας µετάϐασης είναι πιο απλοϊκός σε σχέση µε αυτόν του
M-H και αποτελείται αποκλειστικά από την κατανοµή εισήγησης q. Η δέσµευση της qi
γίνεται ως πϱος τις τιµές θi που έχουν πϱολάϐει να ανανεωϑούν στο τϱέχον ϐήµα και ως
πϱος εκείνες τις συνιστώσες που ϑα ανανεωϑούν ακολούϑως. Βάσει αυτής της τακτικής, η
τελευταία συνιστώσα που ανανεώνεται στο εκάστοτε ϐήµα ϑα λάϐει την τιµή της από την
πλήϱους δέσµευσης ύστεϱη, µε δεδοµένη την πϱοηγούµενη τιµή της ίδιας της συνιστώσας
και τις ανανεωµένες τιµές όλων των υπολοίπων.

Συνοπτικά, και κατ’ αναλογία µε τον Metropolis-Hastings, ο αλγόριθµος της δειγµα-
τοληψίας Gibbs έχει ως εξής:

1. Θέσε αϱιϑµό επανάληψης t = 0 και επίλεξε µια αϱχική τιµή θ(0) = (θ
(0)
1 , ..., θ

(0)
d ).

2. Χτίσε το νέο διάνυσµα θ(t+1) = (θ
(t+1)
1 , ..., θ

(t+1)
d ) λαµϐάνοντας διαδοχικά τις τιµές

θ
(t+1)
1 ∼ p(θ1|θ(t)

2 , ..., θ
(t)
d )

θ
(t+1)
2 ∼ p(θ2|θ(t+1)

1 , θ
(t)
3 , ..., θ

(t)
d )

...

θ
(t+1)
d ∼ p(θd|θ(t+1)

1 , ..., θ
(t+1)
d−1 )

3. Αύξησε τον αϱιϑµό επανάληψης από t σε t + 1 και επίστϱεψε στο ϐήµα 2 µέχϱι να
επιτευχϑεί σύγκλιση.
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3 Πολλαπλά Κανονικά Μοντέλα Γϱαµµικής Παλινδϱόµη-
σης στη ΜπεϋϹιανή στατιστική

΄Οταν υπάϱχουν ενδείξεις ή υποψίες ότι η τιµή µίας µεταϐλητής επηϱεάϹεται γϱαµµικά
από τις τιµές άλλων µεταϐλητών, καταϕεύγουµε στην πϱοσαϱµογή πολλαπλών µοντέλων
γϱαµµικής παλινδϱόµησης (Καϱώνη & Οικονόµου 2017). Η πϱος µελέτη µεταϐλητή καλείται
µεταϐλητή απόκϱισης ενώ οι µεταϐλητές που υποψιαϹόµαστε ότι την επηϱεάϹουν καλούνται
επεξηγηµατικές. Η γενική µοϱϕή ενός τέτοιου µοντέλου έχει ως εξής:

y = Xβ + ε. (25)

Στην παϱαπάνω σχέση, ο X ονοµάϹεται πίνακας σχεδιασµού και είναι ένας n × p πίνακας
του οποίου η πϱώτη στήλη αποτελείται από µονάδες ενώ οι υπόλοιπες k = p − 1 στήλες του
αντιστοιχούν στις n παϱατηϱήσεις κάϑε επεξηγηµατικής µεταϐλητής. Με β = (β0, ..., βk)

′

συµϐολίϹουµε το p × 1 διάνυσµα των παϱαµέτϱων και µε ε = (ε1, ..., εn)′ το n × 1 διάνυσµα
των τυχαίων σϕαλµάτων.

Ο χαϱακτηϱισµός ενός πολλαπλού γϱαµµικού µοντέλου παλινδϱόµησης ως κανονικό
απαιτεί την υπόϑεση κανονικότητας του διανύσµατος ε των τυχαίων σϕαλµάτων. Για την
ακϱίϐεια, υποϑέτουµε ότι η κατανοµή του ε είναι η n−διάστατη κανονική µε µέση τιµή
µηδέν, δηλαδή:

ε ∼ Nn(0, σ2In). (26)

Στα πλαίσια της ανάλυσης παλινδρόµησης, ο προσδιορισµός του διανύσµατος β ϑεω-
ϱείται µείζονος σηµασίας καθώς αποκαλύπτει την ακϱιϐή γραµµική σχέση µεταξύ του y και
των xi, i = 1, ..., k, δηλαδή της µεταβλητής απόκρισης και των τιµών των επεξηγηµατικών
µεταβλητών. Στην κλασική στατιστική, η εκτίµηση των παϱαµέτϱων γίνεται συνήϑως µε την
µέϑοδο ελαχίστων τετϱαγώνων, η οποία παϱέχει τύπο για τις εκτιµήτριες σε κλειστή µοϱϕή.

Εϕόσον το διάνυσµα β συνίσταται από τις παϱαµέτϱους του µοντέλου, µποϱεί κάλ-
λιστα να εκτιµηθεί µε τη χϱήση ΜπεϋϹιανής µεϑοδολογίας, αν ϑεωρήσουµε ότι οι συνιστώσες
βi, καθώς και η διασπορά σ2, είναι τυχαίες µεταβλητές (Fahrmeir, Kneib, Lang, & Marx
2013). ΄Οπως ακϱιϐώς γίνεται και στην πεϱίπτωση εκτίµησης παϱαµέτϱων κατανοµών, πϱώτα
υιοθετούµε µία, από κοινού, κατανοµή για τα β, σ2, αντιπροσωπευτική της πϱότεϱης γνώσης
που διαθέτουµε. Κατόπιν, σύµφωνα µε τον γενικευµένο νόµο του Bayes, πολλαπλασιάζοντας
µε την πιθανοφάνεια των δεδοµένων, εν πϱοκειµένω των τιµών της µεταβλητής απόκρισης,
καταλήγουµε στη µοϱϕή της ύστεϱης κατανοµής των παϱαµέτϱων. Τέλος, διαιρώντας µε την
περιθώρια κατανοµή των δεδοµένων, εφόσον αυτό είναι εϕικτό, αποκτούµε τον αναλυτικό
τύπο της από κοινού εκ των υστέϱων κατανοµής των παϱαµέτϱων.

Ο γενικευµένος νόµος του Bayes για τη διαδικασία ανανέωσης της πϱότεϱης γνώσης
στα πολλαπλά κανονικά γϱαµµικά µοντέλα διαµοϱϕώνεται ως εξής:

p(β, σ2|y) =
p(β, σ2)p(y|β, σ2)

p(y)
. (27)

Λαµϐάνοντας υπόψη τη µοϱϕή του µοντέλου στην Εξίσωση (25), την υπόϑεση της
κανονικότητας των σϕαλµάτων όπως οϱίϹεται στην Εξίσωση (26) καταλήγουµε στην ακόλουϑη
κατανοµή για τις τιµές y της µεταϐλητής απόκϱισης:

y|β, σ2 ∼ Nn(Xβ, σ2In). (28)

28



Θεωϱούµε λοιπόν n−διάστατη κανονική κατανοµή για την απόκριση, δεσµευµένη ως πϱος τις
παϱαµέτϱους β και σ2, δηλαδή κανονική πιθανοφάνεια για τα δεδοµένα. Το αποτέλεσµα αυτό
είναι ιδιαίτερα χϱήσιµο καθώς η κανονική πιθανοφάνεια υποβοηθά τη δηµιουϱγία συϹυγών
Ϲευγών πϱότεϱων και ύστεϱων κατανοµών. ΄Οπως είδαµε και στο Κεφάλαιο 1, οι συϹυγείς
πϱότεϱες διευκολύνουν την εξαγωγή της ύστεϱης κατανοµής, αποφεύγοντας πολύπλοκους,
και ενίοτε αδύνατους, υπολογισµούς.

Στη συνέχεια ϑα δούµε αναλυτικά διάϕοϱες δηµοϕιλείς επιλογές πϱότεϱων για τα β
και σ2 στα πολλαπλά κανονικά γϱαµµικά µοντέλα παλινδϱόµησης.

3.1 Κανονική-Αντίστϱοϕη Γάµµα από κοινού πϱότεϱη

Η συνήϑης επιλογή για την πϱότεϱη κατανοµή των συντελεστών β της παλινδϱόµησης,
δοϑέντος του σ2, είναι αυτή της πολυµεταϐλητής κανονικής µε µέση τιµή m και πίνακα
συνδιασποϱάς σ2V , δηλαδή:

β|σ2 ∼ Np(m, σ2V )⇔

p
(
β | σ2

)
=

1

(2π)
p
2 (σ2)

p
2 |V | 12

exp

{
− 1

2σ2
(β −m)′V −1(β −m)

}
. (29)

Μια τέτοια επιλογή µποϱεί να χαρακτηριστεί ϕυσική καθώς στο κλασικά µοντέλα παλιν-
δρόµησης η κατανοµή των συντελεστών ϑεωρείται προσεγγιστικά πολυδιάστατη κανονική
(Fahrmeir, Kneib, Lang, & Marx 2013).

΄Οσον αϕοϱά την κατανοµή του σ2, επιλέγουµε την αντίστροφη γάµµα κατανοµή [in-
verse gamma (IG) distribution] µε παϱάµετϱο σχήµατος (shape parameter) a και παϱάµετϱο
κλίµακας (scale parameter) b της οποίας η συνάϱτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται
ακολούϑως:

σ2 ∼ IG(a, b)⇔

p
(
σ2
)

=
ba

Γ(a)

1

(σ2)a+1 exp

{
− b

σ2

}
. (30)

Τα a, b ονοµάϹονται υπεϱπαϱάµετϱοι (hyperparameters) καϑώς αποτελούν παϱαµέτϱους της
πϱότεϱης κατανοµής του σ2 και όχι του ίδιου του µοντέλου.

∆οϑέντων των παϱαπάνω κατανοµών, εξάγουµε την από κοινού κατανοµή:

p
(
β, σ2

)
= p

(
β | σ2

)
× p

(
σ2
)

=
1

(2π)
p
2 (σ2)

p
2 |V | 12

exp

{
− 1

2σ2
(β −m)′V −1(β −m)

}
× ba

Γ(a)

1

(σ2)a+1 exp

{
− b

σ2

}
=

ba

Γ(a)

1

(2π)
p
2 (σ2)a+1+ p

2 |V | 12
exp

{
−2b+ (β −m)′V −1(β −m)

2σ2

}
.

Από την τελευταία ισότητα καταλήγουµε ότι η από κοινού κατανοµή είναι η κανονική-
αντίστϱοϕη γάµµα [normal-inverse gamma (NIG)] µε παϱαµέτϱους αυτές των περιθώριων
κατανοµών, δηλαδή:

β, σ2 ∼ NIG(m, V, a, b). (31)
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Εκ των υστέϱων κατανοµή

Η Εξίσωση (31) διευκολύνει την ανάλυση καϑώς η κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα κατα-
νοµή είναι συϹυγής της κανονικής πιϑανοϕάνειας, από την οποία χαϱακτηϱίϹεται το µο-
ντέλο. Λόγω του συϹυγούς χαϱακτήϱα της πϱότεϱης, απευϑείας συµπεϱαίνουµε ότι η ύστεϱη
κατανοµή ϑα είναι επίσης κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα. Με χϱήση του ϑεωϱήµατος του
Bayes, υπολογίϹεται η µοϱϕή της ύστεϱης, ενόψει των δεδοµένων y, ως ποσότητα ανάλογη
του γινοµένου της πιϑανοϕάνειας µε την από κοινού κατανοµή των β, σ2:

p
(
β, σ2 | y

)
∝L

(
β, σ2

)
× p

(
β | σ2

)
× p

(
σ2
)

∝ 1

(σ2)
n
2

exp

{
− 1

2σ2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

}
× 1

(σ2)
p
2

exp

{
− 1

2σ2
(β −m)′V −1(β −m)

}
× 1

(σ2)a+1 exp

{
− b

σ2

}
.

Με σκοπό να µετασχηµατίσουµε την έκϕϱαση για την ύστεϱη κατανοµή σε µια πιο
εύχϱηστη µοϱϕή, συγκεντϱώνουµε τους εκϑετικούς όϱους σε έναν όπως ϕαίνεται ακολούϑως:

exp

{
− 1

2σ2

[
2b+ (y −Xβ)′(y −Xβ) + (β −m)′V −1(β −m)

]}
.

Κατόπιν, οϱίϹοντας τις ποσότητες:

Ṽ =
(
X ′X + V −1

)−1 (32)

m̃ = Ṽ
(
V −1m+X ′y

)
(33)

επεξεϱγαϹόµαστε το εσωτεϱικό του εκϑετικού ως εξής:

(y −Xβ)′(y −Xβ) + (β −m)′V −1(β −m)

=y′y − 2β′X ′y + β′X ′Xβ + β′V −1β − 2β′V −1m+m′V −1m

=y′y + β′
(
X ′X + V −1

)
β − 2β′

(
X ′y + V −1m

)
+m′V −1m

=y′y + β′Ṽ −1β − 2β′Ṽ −1Ṽ
(
X ′y + V −1m

)
+m′V −1m

=y′y + β′Ṽ −1β − 2β′Ṽ −1m̃+m′V −1m

=y′y + (β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)− m̃′Ṽ −1m̃+m′V −1m.

Πϱοκύπτει συνεπώς η παϱακάτω µοϱϕή της ύστεϱης:

p
(
β, σ2 | y

)
∝ 1

(σ2)
n+p
2

+a+1

× exp

{
− 1

2σ2

[
2b+ y′y − m̃′Ṽ −1m̃+m′V −1m+ (β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

]}
.
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Μένει τώϱα να ϑέσουµε τα παϱακάτω:

ã = a+
n

2
(34)

b̃ = b+
1

2

(
y′y − m̃′Ṽ −1m̃+m′V −1m

)
(35)

και λαµϐάνουµε τελικά την µοϱϕή της ύστεϱης, η οποία αντιστοιχεί σε κανονική-αντίστϱοϕη
γάµµα κατανοµή µε παϱαµέτϱους m̃, Ṽ , ã, b̃, όπως αυτές οϱίστηκαν στις σχέσεις (32)-(35):

p
(
β, σ2 | y

)
∝ 1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

{
− 1

σ2

[
b̃+

1

2
(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

]}
⇔

β, σ2 | y ∼ NIG
(
m̃, Ṽ , ã, b̃

)
. (36)

Θα κατασκευάσουµε τώϱα µία ισοδύναµη έκϕϱαση για το b̃ της οποίας η χϱησιµότητα
ϑα ϕανεί στους υπολογισµούς που ϑα ακολουϑήσουν. Ξεκινάµε λοιπόν από την Εξίσωση
(35), αντικαϑιστούµε την έκϕϱαση για το m̃ από την Εξίσωση (33) και εκτελούµε απλές
αλγεϐϱικές πϱάξεις:

b̃ = b+
1

2

(
y′y − m̃′Ṽ −1m̃+m′V −1m

)
= b+

1

2

[
y′y −

(
V −1m+X ′y

)′
Ṽ Ṽ −1Ṽ

(
V −1m+X ′y

)
+m′V −1m

)
]

= b+
1

2

[
y′y −

(
V −1m+X ′y

)′
Ṽ
(
V −1m+X ′y

)
+m′V −1m

]
= b+

1

2

{
y′y −

[(
V −1m

)′
Ṽ V −1m+ 2 (X ′y)

′
Ṽ V −1m+ (X ′y)

′
Ṽ (X ′y)

]
+m′V −1m

}
= b+

1

2

[
y′y −m′V −1Ṽ V −1m− 2y′XṼ V −1m− y′XṼ X ′y +m′V −1m

]
= b+

1

2

[
y′
(
In −XṼ X ′

)
y − 2y′XṼ V −1m+m′

(
V −1 − V −1Ṽ V −1

)
m
]

(37)

ΕπεξεϱγαϹόµαστε ξεχωριστά τους δύο τελευταίους όϱους της αγκύλης ώστε να εµ-
ϕανίσουµε και σε αυτούς την ποσότητα

(
In −XṼ X ′

)
. Συγκεκριµένα, για τον δεύτεϱο όϱο,

παϱατηϱούµε το εξής:

Ṽ Ṽ −1 = Ip

⇔Ṽ
(
V −1 +X ′X

)
= Ip

⇔ Ṽ V −1 + Ṽ X ′X = Ip

⇔ Ṽ V −1 = Ip − Ṽ X ′X
⇔ XṼ V −1 = X −XṼ X ′X

⇔ XṼ V −1 =
(
In −XṼ X ′

)
X. (38)

Για τον µετασχηµατισµό του τρίτου όϱου ϑα χρειαστούµε την ταυτότητα πινάκων
Sherman-Woodbury-Morrison για τετραγωνικούς αντιστρέψιµους πίνακες A,D και οϱϑογώ-
νιους πίνακες B,C:

(A+BDC)−1 = A−1 − A−1B
(
D−1 + CA−1B

)−1
CA−1.
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Αϕού αντικαταστήσουµε την αναλυτική έκϕϱαση για το Ṽ στον δεύτεϱο όϱο, εϕαϱµόϹουµε
την ταυτότητα για A = V,D = (X ′X)−1 και B = C = Ip και πϱοκύπτει:

m′
(
V −1 − V −1Ṽ V −1

)
m = m′

(
V −1 − V −1

(
V −1 +X ′X

)
V −1

)
m

= m′
[
V + (X ′X)

−1
]−1

m.

ΕϕαϱµόϹουµε για δεύτεϱη ϕοϱά την ταυτότητα, επιλέγοντας τώϱα A = (X ′X)−1 , D = V και
B,C όπως πϱιν, οπότε έχουµε:

m′
[
V + (X ′X)

−1
]−1

m = m′
[
X ′X −X ′X

(
X ′X + V −1

)−1
X ′X

]
m

= m′
[
X ′
(
In −XṼ X ′

)
X
]
m. (39)

Χϱησιµοποιούµε άλλη µία ϕοϱά την ταυτότητα πινάκων που παϱουσιάσαµε παϱαπάνω µε
A = In, B = C = Ip και D = XVX ′ και έχουµε:

(In +XVX ′)
−1

= In −X
(
V −1 +X ′X

)−1
X ′ = In −XṼ X ′ (40)

Αντικαϑιστώντας τις Εξισώσεις (38), (39) και (40) στην (37), λαµϐάνουµε:

b̃ = b+
1

2

[
y′ (In −XVX ′)−1

y − 2y′ (In −XVX ′)−1
Xm+m′X ′ (In −XVX ′)−1

Xm
]
.

Αποµονώνοντας τον κοινό παϱάγοντα καταλήγουµε στην ακόλουϑη µοϱϕή η οποία όπως
πϱοαναϕέϱϑηκε ϑα χϱησιµοποιηϑεί σε υπολογισµούς µετέπειτα:

b̃ = b+
1

2

[
(y −Xm)′ (In −XVX ′)−1

(y −Xm)
]
. (41)

Πεϱιϑώϱιες ύστεϱες κατανοµές

Είναι σύνηθες σε πολλά προβλήµατα να εµπλέκονται περισσότερες από µία παϱά-
µετϱοι οι οποίες είτε είναι άγνωστες, είτε δεν µποϱούν να παϱατηϱηϑούν, είτε δεν αποτελούν
σηµείο ενδιαφέροντος στην εκάστοτε ανάλυση. ΄Οταν συµβαίνει αυτό, είναι χϱήσιµο να
µποϱούν να αποµονωθούν οι ποσότητες που πραγµατικά µας απασχολούν και να εξατοµικευ-
τεί αναλόγως η µελέτη.

Στη ΜπεϋϹιανή στατιστική η δυνατότητα αυτή δίνεται µέσω των περιθώριων κατανοµών
που προκύπτουν από απλή, συνήϑως, ολοκλήρωση της από κοινού κατανοµής. Για να εξά-
γουµε τις περιθώριες ύστεϱες κατανοµές των παϱαµέτϱων β και σ2, αϱκεί να ολοκληρώσουµε
την Εξίσωση (36)) ως πϱος την άλλη παϱάµετϱο.

Αναλυτικότεϱα, η πεϱιϑώϱια ύστεϱη κατανοµή του διανύσµατος β των συντελεστών
µποϱεί να υπολογιστεί από το εξής ολοκλήϱωµα:

p (β | y) =

∫
p
(
β, σ2 | y

)
dσ2
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∝
∫

1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

{
− 1

σ2

[
b̃+

1

2
(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

]}
dσ2

∝
∫
IG

(
ã+

p

2
, b̃+

1

2
(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

)
dσ2

∝
[
b̃+

1

2
(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

]−(ã+p/2)

∝

[
1 +

(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

2b̃

]−(ã+p/2)

∝

[
1 +

ã

ã

(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

2b̃

]−(2ã+p)/2

∝

[
1 +

(β − m̃)′ãṼ −1(β − m̃)

2ãb̃

]−(2ã+p)/2

.

ΟϱίϹοντας τώϱα τις ποσότητες:

Σ =
b̃

ã
Ṽ

ν = 2ã,

η πεϱιϑώϱια ύστεϱη σ.π.π. γίνεται:

p (β | y) ∝
[
1 +

(β − m̃)′Σ−1(β − m̃)

ν

]−(ν+p)/2

.

Η τελευταία έκϕϱαση µας παϱαπέµπει στην συνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας της
πολυδιάστατης κατανοµής Student, µε παϱάµετϱο ϑέσης m̃, παϱάµετϱο κλίµακας Σ = b̃

ã
Ṽ

και ν = 2ã ϐαϑµούς ελευϑεϱίας. Κατά συνέπεια, η πλήϱης έκϕϱαση της σ.π.π. της ύστεϱης
κατανοµής του διανύσµατος των συντελεστών ϑα είναι η ακόλουϑη:

β | y ∼MV Stν (m̃,Σ)⇔

p (β | y) =
Γ
(
ν+p

2

)
Γ
(
ν
2

)
π
p
2 |νΣ| 12

(
1 +

(β − m̃)′Σ−1(β − m̃)

ν

)− ν+p
2

. (42)

Αντίστοιχα, για την πεϱιϑώϱια ύστεϱη κατανοµή του σ2, ολοκληϱώνουµε την από
κοινού ύστεϱη ως πϱος β:

p
(
σ2 | y

)
=

∫
p
(
β, σ2 | y

)
dβ

=

∫
1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

{
− 1

σ2

[
b̃+ (β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

]}
dβ

∝ 1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

(
− b̃

σ2

)
.
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΄Οπως έχουµε ήδη δει, η παϱαπάνω σ.π.π. αντιστοιχεί στην αντίστϱοϕη γάµµα κατανοµή µε
παϱαµέτϱους ã, b̃. ΄Αϱα, για την σ.π.π. της εκ των υστέϱων κατανοµής της διασποϱάς σ2, ϑα
ισχύει:

σ2 | y ∼ IG
(
ã, b̃
)
⇔

p
(
σ2 | y

)
=

ãb̃

Γ(ã)

1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

(
− b̃

σ2

)
. (43)

Πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια

Μία αναδϱοµή στα εισαγωγικά στοιχεία της ΜπεϋϹιανής στατιστικής, όπως αυτά περι-
γράφηκαν στην παϱούσα εργασία, ϕανερώνει την εκτενή αναϕοϱά στα προβλήµατα µη
υπολογισιµότητας που ουκ ολίγες ϕοϱές δηµιουϱγεί η παϱουσία του παρονοµαστή p(y).
Η ποσότητα αυτή ονοµάσαµε περιθώρια πιθανοφάνεια και, στα πλαίσια εκφράσεων όπως η
(27), αποτελεί τον παράγοντα κανονικοποίησης που ολοκληϱώνει την εικόνα µας για την εκ
των υστέϱων κατανοµή.

Παϱόλα αυτά, χάϱη στην ανάλυση που πραγµατοποιήθηκε, δίνεται πλέον η δυνατότητα
υπολογισµού και της περιθώριας πιθανοφάνειας, τον οποίο είχαµε αρχικά παϱακάµψει. Πιο
αναλυτικά, παϱατηϱούµε ότι:

p(y) =

∫ ∫
p
(
y | β, σ2

)
p
(
β, σ2

)
dβdσ2

=

∫
p
(
y | σ2

)
p
(
σ2
)
dσ2. (44)

Εποµένως αϱκεί να πϱοσδιοϱίσουµε µε κάποιο τϱόπο την πεϱιϑώϱια κατανοµή p (y | σ2)
ώστε να υπολογιστεί η πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια. Αυτό µποϱεί να επιτευχϑεί ολοκληϱώνοντας
το γινόµενο της πιϑανοϕάνειας µε την πεϱιϑώϱια κατανοµή του β|σ2 ως πϱος β, όπως και
γίνεται ακολούϑως:

p
(
y | σ2

)
=

∫
L(β, σ2)p

(
β | σ2

)
dβ

=

∫
p
(
y | β, σ2

)
p
(
β | σ2

)
dβ

=

∫
Nn

(
Xβ, σ2In

)
×N

(
m, σ2V

)
dβ

=
1

(2πσ2)
n+p
2 |V |1/2

×
∫

exp

[
− 1

2σ2

{
(y −Xβ)′(y −Xβ) + (β −m)′ V −1 (β −m)

}]
dβ.

Για να πϱοχωϱήσουµε, χϱειάϹεται να µετασχηµατίσουµε το εσωτεϱικό του εκϑετικού
όπως κάναµε και κατά τον σχηµατισµό της από κοινού ύστεϱης κατανοµής. Αντικαϑιστώ-
ντας ταυτόχϱονα την ισοδύναµη έκϕϱαση για το b̃ από την Εξίσωση (41), χωϱίς τον όϱο b,
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λαµϐάνουµε:

p
(
y | σ2

)
=

1

(2πσ2)
n+p
2 |V |1/2

×
∫

exp

[
− 1

2σ2

{
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

}]
dβ

×
∫

exp

[
− 1

2σ2
+
{

(β − m̃)′ Ṽ −1 (β − m̃)
}]

dβ

=
1

(2πσ2)
n+p
2 |V |1/2

exp

{
− 1

2σ2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

}
×
∫

exp

[
− 1

2σ2

{
(β − m̃)′ Ṽ −1 (β − m̃)

}]
dβ

=
(2πσ2)

p
2 |Ṽ |1/2

(2πσ2)
n+p
2 |V |1/2

exp

{
− 1

2σ2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

}

=
1

(2πσ2)
n
2


∣∣∣Ṽ ∣∣∣
|V |

1/2

exp

{
− 1

2σ2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

}

=
1

(2πσ2)
n
2 |In +XVX ′|1/2

exp

{
− 1

2σ2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

}
.

(45)

Η τελευταία ισότητα πϱοκύπτει από την ταυτότητα πινάκων:

|A+BDC| = |A||D|
∣∣D−1 + CA−1B

∣∣ ,
για A = In, B = X,D = V,C = X ′, δηλαδή, πιο συγκεκϱιµένα:

|In +XVX ′| = |V ||V −1 +X ′X| =
(
|V |
|Ṽ |

)
.

Παϱατηϱώντας τη µοϱϕή της (45), διαπιστώνουµε ότι πϱόκειται για τη συνάϱτηση
πυκνότητας πιϑανότητας n−διάστατης κανονικής κατανοµής, ως εξής:

p
(
y | σ2

)
= Nn

(
Xm, σ2 (In +XVX ′)

)
. (46)

Αϕού καταλήξαµε στο παϱαπάνω αποτέλεσµα, αποµένει να ολοκληϱωϑεί ως πϱος τη
διασποϱά το γινόµενο της νεοευϱεϑείσας δεσµευµένης κατανοµής µε την πϱότεϱη κατανοµή
της διασποϱάς. Εϕόσον η πϱώτη είναι κανονική κατανοµή και η δεύτεϱη αντίστϱοϕη γάµµα,
πϱοϕανώς το γινόµενό τους ϑα αντιστοιχεί σε κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα κατανοµή. Συ-
γκεκϱιµένα:

p(y) =

∫
p
(
y | σ2

)
p
(
σ2
)
dσ2
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=

∫
Nn

(
Xm, σ2 (In +XVX ′)

)
IG(a, b)dσ2

=

∫
NIG (Xm, (In +XVX ′) , a, b) dσ2

∝
∫

1

(σ2)a+1+n
2

exp

{
− 1

σ2

[
b+

1

2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

]}
dσ2

∝
∫
IG

(
a+

n

2
, b+

1

2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

)
dσ2

∝
[
b+

1

2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

]−(a+n/2)

∝

[
1 +

(y −Xm)′ (In +XVX ′)−1 (y −Xm)

2b

]−(a+n/2)

∝

[
1 +

a

a

(y −Xm)′ (In +XVX ′)−1 (y −Xm)

2b

]−(2a+n)/2

∝

[
1 +

(y −Xm)′a (In +XVX ′)−1 (y −Xm)

2ab

]−(2a+n)/2

.

ΟϱίϹοντας τώϱα τις ποσότητες:

Σ =
b

a
(In +XVX ′)

ν = 2a,

η πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια γίνεται:

p (y) ∝
[
1 +

(y −Xm)′Σ−1(y −Xm)

ν

]−(ν+n)/2

. (47)

Μελετώντας τη µοϱϕή της Εξίσωσης (47) και αναλογιζόµενοι το γεγονός ότι η δι-
αδικασία που προηγήθηκε είναι ανάλογη µε αυτή που ακολουθήθηκε για την εξαγωγή της
ύστεϱης περιθώριας κατανοµής p(β|y), συµπεραίνουµε πως το αποτέλεσµα είναι και πάλι η
πολυδιάστατη Student κατανοµή. Αυτή τη ϕοϱά, έχουµε παϱάµετϱο ϑέσης Xm, παϱάµετϱο
κλίµακας b

a
(I + XVX ′) και ν = 2a ϐαθµούς ελευθερίας, όπου a η παϱάµετϱος σχήµατος

της πϱότεϱης αντίστροφης γάµµα κατανοµής του σ2, δηλαδή:

p(y) = MV St2a

(
Xm,

b

a
(In +XVX ′)

)
,

και πιο αναλυτικά:

p(y) =
Γ
(
ν+p

2

)
Γ
(
ν
2

)
π
p
2 |ν(I +XVX ′)| 12

(
1 +

(y −Xβ)′(I +XVX ′)−1(y −Xβ)

ν

)− ν+n
2

. (48)
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Ολοκληϱώνοντας τη µελέτη για τον πϱοσδιοϱισµό της πεϱιϑώϱιας πιϑανοϕάνειας για
κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱη, ϑα δείξουµε µια χϱήσιµη ιδιότητα της NIG πϱότεϱης.
Συγκεκϱιµένα, γϱάϕουµε την πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια σύµϕωνα µε την αϱχική της µοϱϕή:

p(y) =

∫ ∫
p
(
y | β, σ2

)
p
(
β, σ2

)
dβdσ2 ⇔

p(y) =

∫ ∫
Nn

(
Xβ, σ2In

)
×NIG (m, V, a, b) dβdσ2 = MV St2a

(
Xm,

b

a
(In +XVX ′)

)
.

(49)

Η τελευταία ισότητα πϱοκύπτει επειδή ήδη δείξαµε ότι το αριστερό µέλος αντιστοιχεί στην
πολυδιάστατη Student κατανοµή που οϱίστηκε παραπάνω. Πρακτικά αυτό σηµαίνει πως
ολοκληρώνοντας το γινόµενο κανονικής-αντίστϱοϕης γάµµα κατανοµής µε µία κανονική
κατανοµή, πϱοκύπτει πολυδιάστατη Student κατανοµή, αποτέλεσµα που ϑα αξιοποιήσουµε
στη συνέχεια.

Πϱοϐλεπτικές κατανοµές

Εκτιµώντας ΜπεϋϹιανά τους συντελεστές της παλινδϱόµησης, επιχειϱούµε να αποκϱυ-
πτογϱαϕήσουµε τη γϱαµµική σχέση µεταξύ των επεξηγηµατικών µεταϐλητών και της µετα-
ϐλητής απόκϱισης. Κατόπιν, µποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε την νεοαποκτηϑείσα γνώση
για την πϱόϐλεψη της απόκϱισης, δοϑέντος ενός νέου m × p πίνακα παϱατηϱήσεων από τις
k επεξηγηµατικές µεταϐλητές, επαυξηµένο όπως πάντα µε µία στήλη από µονάδες ώστε να
ενσωµατώσουµε στο διάνυσµα β και τον σταϑεϱό όϱο.

Αν συµϐολίσουµε µε X∗ τον νέο m × p πίνακα σχεδιασµού, η µεταϐλητή απόκϱισης
y∗ ϑα κατανέµεται κανονικά, και συγκεκϱιµένα ϑα είναι:

y∗|β, σ2 ∼ Nm(X∗β, σ2Im)

όπου τα β, σ2 εξακολουϑούν να είναι άγνωστα· ό,τι πληϱοϕοϱία έχουµε για αυτά εµπεϱιέχεται
στις ύστεϱες κατανοµές. Εποµένως, η ύστεϱη πϱοϐλεπτική κατανοµή, µε ϐάση την ύστεϱη
κατανοµή των παϱαµέτϱων όπως αυτή πϱοέκυψε από τα δεδοµένα y, εκτιµάται µέσω του
παϱακάτω ολοκληϱώµατος:

p(y∗|y) =

∫ ∫
p(y∗|β, σ2)p(β, σ2|y)dβdσ2

=

∫ ∫
Nm(X∗β, σ2Im)NIG(m̃, Ṽ , ã, b̃)dβdσ2.

Το ολοκλήϱωµα αυτού του γινοµένου έχουµε παϱατηϱήσει ήδη από την Εξίσωση (49) ότι
οδηγεί σε πολυδιάστατη Student κατανοµή κι έτσι πϱοκύπτει:

p(y∗|y) = MV St2ã

(
X∗m̃,

b̃

ã

(
Im +X∗Ṽ X∗′

))
. (50)

∆ηλαδή η κατανοµή κάϑε νέας πϱόϐλεψης, δοϑέντος του δείγµατος y ϑα είναι πολυδιά-
στατη Student µε 2ã ϐαϑµούς ελευϑεϱίας, παϱάµετϱο ϑέσης X∗m̃ και παϱάµετϱο κλίµακας

b̃

ã

(
Im +X∗Ṽ X∗′

)
.
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Σαν τελικό σχόλιο, αναϕέϱουµε πως υπάρχουν δύο παράγοντες που πϱοκαλούν αϐε-
ϐαιότητα στην πρόβλεψη του ỹ και η ύπαϱξή τους αποτυπώνεται στην παϱάµετϱο κλίµακας
της προκύπτουσας κατανοµής. Η πϱώτη και κύϱια πηγή µεταβλητότητας είναι αυτή που
περιέχεται στο µοντέλο λόγω του σ2. Η δεύτεϱη πηγή εντοπίζεται στην εκ των υστέϱων
αϐεϐαιότητα για τις παϱαµέτϱους β, σ2, αϕού έχουν εκτιµηθεί µέσω πεπερασµένου δεί-
γµατος (Banerjee 2008).

3.1.1 Η πϱότεϱη του Zellner

Η παϱαπάνω ανάλυση κϱύϐει ένα πολύ λεπτό σηµείο: αυτό του πϱοσδιοϱισµού του
πίνακα συνδιασποϱάς V που εµϕανίϹεται στην κατανοµή του β. Ακόµα και αν διαϑέτουµε
επαϱκή πϱότεϱη πληϱοϕοϱία για τις παϱαµέτϱους του µοντέλου, η κατάλληλη επιλογή τιµών
για τις υπεϱπαϱαµέτϱους εξακολουϑεί να είναι σύνϑετη ενώ παϱάλληλα επηϱεάϹει σε πολύ
µεγάλο ϐαϑµό τη διασποϱά στο ύστεϱο µοντέλο (Marin & Robert 2014).

Για τον πϱοσδιοϱισµό λοιπόν των υπεϱπαϱαµέτϱων πϱοτάϑηκε µία πιο αντικειµενική
τακτική που κατά µία έννοια παϱακάµπτει το πϱόϐληµα: πϱόκειται για την πϱότεϱη του
Zellner, ή αλλιώς Zellner’s g-prior (Zellner 1986). Τα κύϱια χαϱακτηϱιστικά αυτής της
πϱοσέγγισης είναι πως µας επιτϱέπει να εισάγουµε πϱότεϱη πληϱοϕοϱία για το διάνυσµα
β ενώ ταυτόχϱονα µας απαλλάσσει από την ανάγκη να καϑοϱίσουµε τη συνδιακύµανση των
συµµεταϐλητών, ϑέτοντας τον πίνακα συνδιασποϱάς σταϑεϱά ίσο µε g(X ′X)−1.

΄Οσον αϕοϱά τους συντελεστές της παλινδρόµησης, έχουµε την ελευθερία να ενσωµατώ-
σουµε έστω και ασθενή εκ των προτέρων πληροφορία σχετικά µε την κατανοµή τους. Εν-
τούτοις, η µελέτη απλουστεύεται ακόµα περισσότερο αν ϑεωρήσουµε την επίδραση των
συµµεταβλητών στο µοντέλο κεντραρισµένη στο µηδέν. Ειδικότερα, στην πεϱίπτωση αυτή,
παίϱνουµε:

β|σ2 ∼ Nn(0, gσ2(X ′X)−1). (51)

Η υπερπαράµετρος g είναι µια χαρακτηριστική ϑετική ποσότητα της µεθόδου, εξ’ ου
και το όνοµα g-prior, και για την επιλογή της τιµής της υπάρχουν ποικίλες πϱοτάσεις· παρα-
πέµπουµε στο Fernandez, Ley, & Steel 2001 σχετικά. Στην παϱούσα εργασία ϑα εργαστούµε
µε το g = n που ερµηνεύεται ως η πϱοσϑήκη πϱότεϱης πληροφορίας η οποία ισοδυναµεί µε
µία και µόνο παϱατήϱηση (Ntzoufras 2009) και προτιµάται ελλείψει πϱότεϱης πληροφορίας.

΄Ολες οι κατανοµές που προκύπτουν από την πϱότεϱη του Zellner µποϱούν εύκολα
να ευρεθούν από τις αντίστοιχες Εξισώσεις της Υποενότητας 3, αντικαθιστώντας τις τιµές των
παϱαµέτϱων που επιϐάλλει η επιλογή της πϱότεϱης αυτής. Ακολουθούν οι αναλυτικές εκ-
ϕράσεις αυτών:

Από κοινού πϱότεϱη κατανοµή

Χϱησιµοποιούµε την Εξίσωση (31), αντικαθιστώντας τις εξής τιµές για τις παϱαµέτϱους:

m = 0

V = g (X ′X)
−1
,

και πϱοκύπτει η από κοινού πϱότεϱη κατανοµή των β, σ2 η οποία ϑα είναι και πάλι κανονική-
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αντίστϱοϕη γάµµα:

p
(
β, σ2

)
∝ 1

(gσ2)a+1+ p
2

exp

{
− 1

gσ2

[
2b+ β′(X ′X)β

2

]}
⇔

β, σ2 ∼ NIG(0, gσ2(X ′X)−1, a, b). (52)

Εκ των υστέϱων κατανοµή

ΓνωϱίϹουµε ήδη από την ανάλυση που πϱηγήϑηκε πως η κατανοµή των β, σ2, αϕού
έχουµε δει τα δεδοµένα y, ϑα είναι επίσης κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα, µε ανανεωµένες
τις τιµές των παϱαµέτϱων. Πϱιν δώσουµε την έκϕϱαση για την ύστεϱη, υπολογίϹουµε τις
παϱαµέτϱους της, σύµϕωνα µε τις Εξισώσεις (32) - (35):

Ṽ =
(
X ′X + V −1

)−1
=

(
X ′X +

1

g
X ′X

)−1

=

(
g

g
X ′X +

1

g
X ′X

)−1

=

(
g + 1

g
X ′X

)−1

=
g

g + 1
(X ′X)

−1 (53)

m̃ = Ṽ
(
V −1m+X ′y

)
= Ṽ (X ′y) =

g

g + 1
(X ′X)

−1
X ′y (54)

ã = a+
n

2
(55)

b̃ = b+
1

2

(
y′y − m̃′Ṽ −1m̃+m′V −1m

)
= b+

1

2

[
y′y − g

g + 1
y′X (X ′X)

−1 g + 1

g
(X ′X)

g

g + 1
(X ′X)

−1
X ′y

]
= b+

1

2

[
y′y − g

g + 1
y′X (X ′X)

−1
X ′y

]
= b+

1

2
(y′y − m̃′X ′y) . (56)

Καταλήγουµε συνεπώς στην ακόλουϑη κατανοµή:

p
(
β, σ2 | y

)
∝ 1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

{
− 1

gσ2

[
b̃+

1

2
(β − m̃)′

g + 1

g
(X ′X) (β − m̃)

]}
⇔

β, σ2 | y ∼ NIG(m̃,
g

g + 1
(X ′X)

−1
, ã, b̃). (57)

Πεϱιϑώϱιες ύστεϱες κατανοµές

Ακολουϑούν οι πεϱιϑώϱιες εκ των υστέϱων κατανοµές των β και σ2, όπως δόϑηκαν
και στις Εξισώσεις (42) (43), µε κατάλληλη πϱοσαϱµογή των παϱαµέτϱων σύµϕωνα µε τις
Εξισώσεις (53)-(56).

Ξεκινάµε από την εκ των υστέϱων κατανοµή του β που ϑα είναι πολυδιάστατη Stu-
dent:

p(β | y) ∝
[
1 +

(β − m̃)′Σ−1(β − m̃)

ν

]−(ν+p)/2

⇔

β | y ∼MV St2ã (m̃,Σ) ,
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όπου απαιτείται ο εκ νέου πϱοσδιοϱισµός της παϱαµέτϱου κλίµακας Σ ως εξής:

Σ =
b̃

ã
Ṽ =

b̃

ã

g

g + 1
(X ′X)

−1
. (58)

Ακολουϑεί η ύστεϱη κατανοµή του σ2, που όπως αναµένεται είναι η αντίστϱοϕη γάµµα:

p
(
σ2 | y

)
∝ 1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

(
− b̃

σ2

)
⇔

σ2 | y ∼ IG
(
ã, b̃
)
.

Πεϱιϑώϱια πιθανοφάνεια

Η κατανοµή της περιθώριας πιθανοφάνειας µε χϱήση της πϱότεϱης του Zellner, δίνε-
ται απευθείας από την Εξίσωση (48) για τις νέες τιµές τωνm και V :

p(y) = MV St2a

(
0,
b

a
(In +XVX ′)

)
.

Πϱοϐλεπτικες κατανοµές

Τέλος, για την προβλεπτική κατανοµή της απόκρισης y∗ που αντιστοιχεί σε νέα δε-
δοµένα µε πίνακα σχεδιασµού X∗ διαστάσεων m× p, ανατρέχουµε στην Εξίσωση (15):

p (y∗ | y) = MV St2a∗

(
Xm̃,

b̃

ã

(
I +X∗Ṽ X∗′

))
.

3.2 Improper πϱότεϱη για τη διασποϱά

Ο προσδιορισµός της εκ των προτέρων κατανοµής της διασποράς είναι µια διαδικασία
που κϱύϐει δυσκολίες καθώς συχνά περιλαµβάνει και τον προσδιορισµό των τιµών των
υπερπαραµέτρων, καθιστώντας τη µελέτη ακόµα πιο σύνθετη. Ειδικότερα, όταν δεν υπ-
άρχουν προηγούµενες µελέτες ή δεδοµένα στα οποία µποϱούµε να ϐασιστούµε, είναι συνετό
να µην τροφοδοτείται το µοντέλο µε πϱότεϱες κατανοµές παραπλανητικές ως πϱος το πραγ-
µατικό επίπεδο γνώσης που έχουµε για τις παϱαµέτϱους.

Αποσκοπώντας στην απλοποίηση αυτής της διαδικασίας, επιλέγουµε µία πϱότεϱη
κατανοµή που δεν πεϱιέχει παϱά ελάχιστη πληϱοϕοϱία, όπως η ακόλουϑη, improper, κατα-
νοµή:

p(σ2) ∝ 1

σ2
. (59)

Η παϱαπάνω έκϕϱαση µας εξυπηϱετεί αϱκετά καϑώς µποϱεί να ϑεωϱηϑεί ως οϱιακή πεϱίπτω-
ση σ.π.π. της αντίστϱοϕης γάµµα κατανοµής IG(a, b) µε a → 0, b → 0. Μάλιστα, µε έναν
απλό µετασχηµατισµό, διαπιστώνουµε ότι η υιοϑέτηση της πϱότεϱης p(σ2) ∝ 1/σ2 είναι
ισοδύναµη µε την οµοιόµοϱϕη πϱότεϱη για το ln(σ2). Η παϱατήϱηση αυτή, σε συνδυασµό
µε την υιοϑέτηση κανονικής πϱότεϱης για το β, επιτϱέπει τη χϱήση της µεϑοδολογίας της
πϱοηγούµενης ενότητας, αξιοποιώντας για άλλη µια ϕοϱά τις ιδιότητες των συϹυγών πϱότεϱων.
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∆ιατηϱώντας την πϱότεϱη της πϱοηγούµενης Υποενότητας για την κατανοµή του β|σ2,
όπως δόϑηκε από την Εξίσωση (29), και συνδυάϹοντάς τη µε την πϱότεϱη της Εξίσωσης (59),
εξάγουµε την από κοινού πϱότεϱη κατανοµή των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης και την
παϱαϑέτουµε ακολούϑως:

p
(
β, σ2

)
∝ p

(
β | σ2

)
× p

(
σ2
)

∝ 1

(σ2)
p
2

exp

{
− 1

2σ2
(β −m)′V −1(β −m)

}
× 1

σ2

∝ 1

(σ2)1+ p
2

exp

{
−(β −m)′V −1(β −m)

2σ2

}
⇔ .

Το αποτέλεσµα, όπως αναµενόταν, είναι η κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱη,

β, σ2 ∼ NIG(m, V, a, b) (60)

όπου a→ 0, b→ 0.

Εκ των υστέϱων κατανοµή

Λόγω του συζυγούς χαρακτήρα της κανονικής-αντίστϱοϕης γάµµα πϱότεϱης ενόψει
κανονικής πιθανοφάνειας, γνωρίζουµε πως και η ύστεϱη ϑα περιγράφεται από την ίδια
κατανοµή, µε ανανεωµένες τιµές παϱαµέτϱων:

p
(
β, σ2 | y

)
∝L

(
β, σ2

)
× p

(
β, σ2

)
∝ 1

(σ2)
n
2

exp

{
− 1

2σ2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

}
× 1

(σ2)1+ p
2

exp

{
−(β −m)′V −1(β −m)

2σ2

}
.

Τα ϐήµατα που ακολουϑούνται για τον αναλυτικό πϱοσδιοϱισµό των νέων παϱαµέτϱων
δεν διαϕέϱουν από αυτά που ακολουϑήϑηκαν στην Υποενότητα 3.1 που πϱοηγήϑηκε. Εν
πϱοκειµένω, πϱέπει και πάλι να συγκεντϱώσουµε τους εκϑετικούς όϱους σε έναν ως εξής:

exp

{
− 1

2σ2

[
(y −Xβ)′(y −Xβ) + (β −m)′V −1(β −m)

]}
.

Κατόπιν, επεξεργαζόµαστε και µετασχηµατίζουµε το εσωτεϱικό του εκθετικού µε τϱόπο
εντελώς ανάλογο µε την προηγούµενη Υποενότητα, µε τη ϐοήθεια των νέων παϱαµέτϱων
Ṽ και m̃, ακϱιϐώς όπως αυτές οϱίστηκαν στις Εξισώσεις (32) και (33), δηλαδή:

Ṽ =
(
X ′X + V −1

)−1

m̃ = Ṽ
(
V −1m+X ′y

)
.

Αποµένει λοιπόν να δοθούν οι νέες τιµές για τις παϱαµέτϱους σχήµατος και κλί-
µακας, ã και b̃, που αντιστοιχούν στο inverse gamma κοµµάτι της ύστεϱης, όπου και έχουµε
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διαφοροποίηση από τις αντίστοιχες Εξισώσεις (34) και (35) που πϱοέκυψαν από την κανονική-
αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱης:

ã =
n

2
(61)

b̃ =
1

2

(
y′y − m̃′Ṽ −1m̃+m′V −1m

)
. (62)

Τελικά, λαµϐάνουµε την ακόλουϑη κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα εκ των υστέϱων κατανοµή
για τις παϱαµέτϱους της παλινδϱόµησης:

p
(
β, σ2 | y

)
∝ 1

(σ2)
n
2

+1+ p
2

exp

{
− 1

σ2

[
b̃+

1

2
(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

]}
⇔

β, σ2 | y ∼ NIG
(
m̃, Ṽ , ã, b̃

)
. (63)

Πεϱιϑώϱιες ύστεϱες κατανοµές

Για την εύϱεση των εκ των υστέϱων κατανοµών των β και σ2, δεν έχουµε παϱά να
αντικαταστήσουµε τις Εξισώσεις (61) και (62), που µας δίνουν τις διαϕοϱοποιηµένες από την
πϱοηγούµενη Υποενότητα ύστεϱες τιµές των παϱαµέτϱων, στις Εξισώσεις (42) και (43). ΄Οσον
αϕοϱά τις παϱαµέτϱους m̃, Ṽ παϱαµένουν όπως έχουν οϱιστεί στην Υποενότητα 3.1.

Αµέσως ϕανεϱώνεται πως για άλλη µια ϕοϱά η πεϱιϑώϱια ύστεϱη κατανοµή του β ϑα
είναι πολυδιάστατη Student ενώ του σ2 αντίστϱοϕη-γάµµα. Επίσης, ειδικά για την κατανοµή
του β, ϑα χϱειαστεί να οϱίσουµε την ακόλουϑη ποσότητα:

Σ =
2b̃

ã
Ṽ ,

η οποία αποτελεί την παϱάµετϱο κλίµακας της Student κατανοµής. Συνεπώς, οι εν λόγω
κατανοµές διαµοϱϕώνονται ως εξής:

p (β | y) =
Γ
(
n+ p

2

)
Γ (n)π

p
2 |nΣ| 12

(
1 +

(β − m̃)′Σ−1(β − m̃)

2n

)−(n+ p
2)
⇔

β | y ∼MV Stn (m̃,Σ) , (64)

p
(
σ2 | y

)
=

ãb̃

Γ(ã)

1

(σ2)
n
2

+1+ p
2

exp

(
− b̃

σ2

)
⇔

σ2 | y ∼ IG
(
ã, b̃
)
. (65)

Πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια

Σύµϕωνα µε την Εξίσωση (44), µποϱούµε να προσδιορίσουµε την περιθώρια πι-
ϑανοφάνεια p (y)

p
(
y | σ2

)
= Nn

(
Xm, σ2 (In +XVX ′)

)
. (66)
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p(y) =

∫
p
(
y | σ2

)
p
(
σ2
)
dσ2

=

∫
Nn

(
Xm, σ2 (In +XVX ′)

)
IG(a, b)dσ2

=

∫
NIG (Xm, (In +XVX ′) , a, b) dσ2

∝
∫

1

(2π)
n
2 (σ2)1+n

2 |In +XVX ′| 12

× exp

{
− 1

σ2

[
1

2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

]}
dσ2

∝ 1

(2π)
n
2 |In +XVX ′| 12

×
∫

1

(σ2)1+n
2

exp

{
− 1

σ2

[
1

2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)

]}
dσ2

Παϱατηϱούµε ότι το ολοκλήϱωµα της τελευταίας σχέσης είναι ανάλογο της συνάϱτησης
πυκνότητας πιϑανότητας της αντίστϱοϕης γάµµα κατανοµής µε παϱαµέτϱους:

a =
n

2

b =
1

2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm) .

Εποµένως, πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας µε τις σταθερές της συγκεκριµένης αντίστροφης
γάµµα σ.π.π., το ολοκλήρωµα ϑα γίνει ίσο µε τη µονάδα και η έκφραση για την περιθώρια
πιθανοφάνεια διαµορφώνεται ως εξής:

p(y) ∝
Γ
(
n
2

)
(2π)

n
2 |In +XVX ′| 12

[
1

1
2
(y −Xm)′ (In +XVX ′)−1 (y −Xm)

]n/2
⇔

∝
Γ
(
n
2

)
(π)

n
2 |In +XVX ′| 12

[
(y −Xm)′ (In +XVX ′)

−1
(y −Xm)]

]−n
2
. (67)

Η Εξίσωση (67) δεν αντιστοιχεί σε συνάϱτηση πυκνότητας πιϑανότητας κάποιας γνωστής
κατανοµής, ωστόσο παϱατηϱούµε ότι πεϱιέχει τον πυϱήνα p−διάστατης Student.

Πϱοϐλεπτικές κατανοµές

Η πϱόϐλεψη της κατανοµής του διανύσµατος y∗ που αϕοϱά νέα δεδοµένα µε πίνακα
σχεδιασµού X∗, διαστάσεων m × p, γίνεται άµεσα µε την αντικατάσταση των ανανεωµένων
τιµών (61) και (62) στην Εξίσωση (50). Οι παϱάµετϱοι m̃, Ṽ παϱαµένουν και πάλι όπως
έχουν οϱιστεί στην Υποενότητα 3.1. ΄Ετσι πϱοκύπτει η πολυδιάστατη Student κατανοµή µε
n ϐαϑµούς ελευϑεϱίας:

p(y∗|y) = MV Stn

(
X∗m̃,

2b̃

ñ

(
Im +X∗Ṽ X∗′

))
. (68)
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3.3 Μη-πληϱοϕοϱιακή από κοινού πϱότεϱη

Στην ενότητα που προηγήθηκε, παϱουσιάστηκε ένας ευρέως διαδεδοµένος τϱόπος για
να εµπλουτίσουµε µόνο µεϱικώς το µοντέλο µε πϱότεϱη πληροφορία. Στην παϱούσα ενότητα,
το ενδιαφέρον στρέφεται στις περιπτώσεις όπου επιλέγουµε να µην χρησιµοποιήσουµε κα-
ϑόλου πϱότεϱη γνώση, είτε επειδή απλώς δεν υπάρχει, είτε επειδή δεν ϑέλουµε να επηρεά-
σουµε την ύστεϱη κατανοµή, αφήνοντας τα δεδοµένα να “µιλήσουν" από µόνα τους. Αυτή η
προσέγγιση πραγµατώνεται µέσω της κατασκευής µη-πληϱοϕοϱιακών πϱότεϱων ή vague ή
noniformative ή uninformative priors όπως αναϕέϱονται στην αγγλική ϐιβλιογραφία.

Η δηµοϕιλέστεϱη επιλογή µη-πληϱοϕοϱιακής από κοινού πϱότεϱης είναι η εξής:

p
(
β, σ2

)
∝ 1

σ2
. (69)

Η παϱαπάνω µοϱϕή µποϱεί να πϱοκύψει αν ϑεωϱήσουµε ξανά την improper αντίστϱοϕη
γάµµα πϱότεϱη της Εξίσωσης (59) για τη διασποϱά σ2, αυτή τη ϕοϱά µε παϱαµέτϱους:

a = −p/2, b→ 0,

σε συνδυασµό µε την κανονική εκ των προτέρων κατανοµή της Εξίσωσης (29) για το διάνυσµα
β των παϱαµέτϱων της παλινδρόµησης, ϑέτοντας όµως V −1 → 0 για τον πίνακα συνδιακύ-
µανσης (O’Hagan & Forster 2004). Η Εξίσωση (69) µποϱεί να ϑεωρηθεί οριακή πεϱίπτωση
κανονικής-αντίστϱοϕης γάµµα πϱότεϱης, οπότε και αξιοποιούµε τις συϹυγείς της ιδιότητες
για την εξαγωγή συµπερασµάτων σχετικά µε την ύστεϱη κατανοµή. Από την µοϱϕή της (69),
είναι ϕανερό πως η συγκεκριµένη πϱότεϱη είναι και improper.

΄Ενα ακόµη σηµαντικό χαρακτηριστικό αυτής της πϱότεϱης, όπως ϑα δούµε στη
συνέχεια, είναι ότι οδηγεί σε εκτιµήτρια m̃ για τους συντελεστές του µοντέλου που συµπίπτει
µε τη γνωστή µοϱϕή της εκτιµήτριας ελαχίστων τετϱαγώνων. Συνεπώς, στο πλαίσιο απλής σύ-
γκϱισης των εκτιµητριών της ΜπεϋϹιανής και της κλασικής παλινδρόµησης µποϱούµε να
σχολιάσουµε ότι η πϱώτη, στην απλούστεϱη µοϱϕή της, δηλαδή χωϱίς την ενσωµάτωση
πϱότεϱης πληροφορίας, εκτιµά το β τόσο καλά όσο και η δεύτεϱη.

Σηµειώνεται πως η πεϱιϑώϱια πιϑανοϕάνεια p(y) δεν µποϱεί να οϱιστεί στην παϱούσα
πεϱίπτωση.

Εκ των υστέϱων κατανοµή

Εϕόσον η από κοινού πϱότεϱη υπάγεται στην γενικότεϱη πεϱίπτωση κανονικής-αντί-
στϱοϕης γάµµα πϱότεϱης της Υποενότητας 3.1, ακολουϑούµε την ίδια διαδικασία για την
εξαγωγή της εκ των υστέϱων από κοινού κατανοµής, η οποία ϑα είναι επίσης κανονική-
αντίστϱοϕη γάµµα, όπως συνεπάγεται από τη σχέση συϹυγίας.

Κατά τα γνωστά, επιστϱατεύουµε τον κανόνα του Bayes για να λάϐουµε τη µοϱϕή της
ύστεϱης:

p
(
β, σ2|y

)
∝ L(β, σ2)× p

(
β, σ2

)
∝ 1

(σ2)
n
2

exp

{
− 1

2σ2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

}
× 1

σ2

=
1

(σ2)
n
2

+1
exp

{
− 1

2σ2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

}
.
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Κατόπιν, ϑέτουµε τις παϱακάτω ποσότητες:

Ṽ = (X ′X)
−1 (70)

m̃ = Ṽ X ′y (71)

και µε τη ϐοήϑεια αυτών επεξεϱγαϹόµαστε το εσωτεϱικό του εκϑετικού:

(y −Xβ)′(y −Xβ)

=y′y − 2β′X ′y + β′X ′Xβ

=y′y − 2β(X ′X)−1(X ′X)X ′y + β′X ′Xβ

=y′y − 2βṼ −1m̃+ β′Ṽ −1β

=y′y + (β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)− m̃′Ṽ −1m̃.

Ενσωµατώνοντας την νέα έκϕϱαση για τον εκϑετικό όϱο, πϱοκύπτει η παϱακάτω µοϱϕή της
ύστεϱης:

p
(
β, σ2 | y

)
∝ 1

(σ2)
n
2
− p

2
+ p

2
+1

exp

{
− 1

2σ2

[
y′y + (β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)− m̃′Ṽ −1m̃

]}
.

Τέλος, ϑέτοντας τις ακόλουϑες ποσότητες:

ã =
n− p

2
= a+

n

2
(72)

b̃ =
1

2

(
y′y − m̃′Ṽ −1m̃

)
(73)

λαµϐάνουµε την τελική µοϱϕή της ύστεϱης, η οποία αντιστοιχεί σε κανονική-αντίστϱοϕη
γάµµα κατανοµή µε παϱαµέτϱους m̃, Ṽ , ã, b̃, όπως αυτές οϱίστηκαν στις σχέσεις (70)-(73):

p
(
β, σ2 | y

)
∝ 1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

{
− 1

σ2

[
b̃+

1

2
(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

]}
⇔

β, σ2 | y ∼ NIG
(
m̃, Ṽ , ã, b̃

)
. (74)

Αν παρατηρήσουµε την έκφραση (71) που, εκτός από την παϱάµετϱο ϑέσης της
ύστεϱης κατανοµής, αποτελεί την ΜπεϋϹιανή εκτιµήτρια του διανύσµατος β των συντε-
λεστών του µοντέλου, διαπιστώνουµε ότι αυτή ταυτίζεται µε την γνωστή εκτιµήτρια ελαχίστων
τετϱαγώνων (ordinary least squares) β̂OLS:

m̃ = Ṽ X ′y = (X ′X)
−1
X ′y = β̂OLS.

Εποµένως, µποϱούµε κατά µία έννοια να ϑεωρήσουµε την ΜπεϋϹιανή παλινδρόµηση µε υιο-
ϑέτηση µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης ισοδύναµη µε την κλασική παλινδρόµηση των
εκτιµητριών ελαχίστων τετϱαγώνων.

Τέλος, παρουσιάζουµε µια ακόµα χϱήσιµη έκφραση για το b̃, συναρτήσει της ποσότη-
τας:

s2 =
1

n− p
(y −Xβ)′(y −Xβ).

45



Για τον σκοπό αυτό, µετασχηµατίϹουµε αναλόγως την Εξίσωση (73) παϱακάτω:

b̃ =
1

2

(
y′y − m̃′Ṽ −1m̃

)
=

1

2

(
y′y − y′XṼ ′Ṽ −1Ṽ X ′y

)
=

1

2

(
y′y − y′XṼ ′X ′y

)
=

1

2
(y′y − m̃′X ′y)

=
1

2
(y′y − 2m̃′X ′y + m̃′X ′y)

=
1

2

(
y′y − 2m̃′X ′y + m̃′X ′Ṽ −1Ṽ X ′y

)
=

1

2
(y′y − 2m̃′X ′y + m̃′X ′Xm̃)

=
1

2
(y −Xm̃)′ (y −Xm̃)

⇔ b̃ =
n− p

2
s2. (75)

Πεϱιϑώϱιες ύστεϱες κατανοµές

Η συνήϑης διαδικασία ολοκλήρωσης για την εξαγωγή των περιθώριων ύστεϱων κατα-
νοµών που ακολουθήθηκε στις ενότητες που προηγήθηκαν, δύναται να εφαρµοστεί απαράλ-
λακτη και σε αυτό το εδάφιο.

Συνεπώς, άµεσα συµπεϱαίνουµε πως η εκ των υστέϱων πεϱιϑώϱια κατανοµή p (β | y)
του β ϑα είναι και πάλι πολυδιάστατη Student. Ειδικότεϱα:

p (β | y) =

∫
p
(
β, σ2 | y

)
dσ2

∝

(
1 +

(β − m̃)′Ṽ −1(β − m̃)

2b̃

)−(ã+ p
2

)

.

Αντικαϑιστώντας τις αναλυτικές εκϕϱάσεις των παϱαµέτϱων Ṽ , ã και χϱησιµοποιώντας την
εναλλακτική έκϕϱαση για το b̃ της Εξίσωσης (75), έχουµε:

p (β | y) ∝
(

1 +
(β − m̃)′ (X ′X) (β − m̃)

(n− p)s2

)−(n−p
2

+ p
2

)

=

(
1 +

(β − m̃)′Σ−1(β − m̃)

(n− p)

)−[ (n−p)+p2 ]

=

(
1 +

(β − m̃)′Σ−1(β − m̃)

ν

)−( ν+p2 )
.
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Καταλήγουµε στην ακόλουϑη κατανοµή η οποία εκ πϱώτης όψεως µας ϑυµίϹει αυτή
της σχέσης (42):

p (β | y) =
Γ
(
ν+p

2

)
Γ
(
ν
2

)
π
p
2 |νΣ| 12

(
1 +

(β − m̃)′Σ−1(β − m̃)

ν

)− ν+p
2

⇔

β | y ∼MV Stn−p (m̃,Σ) . (76)

Στην πϱαγµατικότητα διαϕέϱουν ως πϱος τις τιµές των παϱαµέτϱων αϕού στην πϱοκειµένη
έχουµε ν = n− p ϐαϑµούς ελευϑεϱίας, η παϱάµετϱος ϑέσης m̃ είναι ίση µε την εκτιµήτϱια
ελαχίστων τετϱαγώνων και η παϱάµετϱος κλίµακας δίνεται ως Σ = b̃

ã
Ṽ = s2(X ′X)−1.

΄Οσον αϕοϱά την εκ των υστέϱων κατανοµή του σ2, αξιοποιώντας τη σχέση (43),
διαπιστώνουµε ότι ϑα ακολουθεί αντίστροφη γάµµα κατανοµή µε παϱαµέτϱους ã = (n−p)

2

και b̃ = (n−p)
2
s2:

p
(
σ2 | y

)
=

ãb̃

Γ(ã)

1

(σ2)ã+1+ p
2

exp

(
− b̃

σ2

)
⇔

σ2 | y ∼ IG
(
ã, b̃
)
. (77)

Πϱοϐλεπτικές κατανοµές

Κατά τα γνωστά, έστω X∗ ένας m× p πίνακας µε νέες παϱατηϱήσεις. Μας ενδιαϕέϱει
η κατανοµή της απόκϱισης y∗ των καινούϱιων παϱατηϱήσεων, δοϑέντος του διανύσµατος y,
η οποία γϱάϕεται ως εξής:

p(y∗|y) =

∫ ∫
p(y∗|β, σ2)p(β, σ2|y)dβdσ2.

=

∫ ∫
Nm(X∗β, σ2Im)NIG(β̂OLS, s

2(X ′X),
n− p

2
,
n− p

2
s2)dβdσ2.

Στο σηµείο αυτό παϱατηϱούµε ότι µποϱούµε και πάλι να αξιοποιήσουµε την παϱατή-
ϱηση που διατυπώϑηκε µέσω της Eξίσωσης (49) και άµεσα να εξάγουµε τη Ϲητούµενη κατα-
νοµή, που όπως όλες οι πϱοϐλεπτικές κατανοµές που έχουµε καταλήξει µέχϱι τώϱα είναι
πολυδιάστατη Student. Πιο συγκεκϱιµένα, έχουµε:

p(y∗|y) = MV Stn−p

(
X∗β̂OLS, s

2
(
Im +X∗(X ′X)−1X∗′

))
. (78)

Εποµένως η πϱοϐλεπτική κατανοµή είναι πολυδιάστατη Student µε ϐαϑµούς ελευϑεϱίας:

ν = 2a = 2
n− p

2
= n− p,

παϱάµετϱο ϑέσης:
X∗β̂OLS,

και παϱάµετϱο κλίµακας:

b̃

ã

(
Im +X∗(X ′X)−1X∗′

)
=

n−p
2
s2

n−p
2

= s2
(
Im +X∗(X ′X)−1X∗′

)
.
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4 Εϕαϱµογές σε προσοµοιωµένα και πραγµατικά δεδοµένα

Το τελευταίο κοµµάτι της εϱγασίας αϕοϱά την πϱακτική εϕαϱµογή των τεχνικών που
πεϱιγϱάϕηκαν ϑεωϱητικά ως τώϱα. Θα χϱησιµοποιήσουµε πϱώτα πϱοσοµοιωµένα, µε τη
ϐοήϑεια γεννητϱιών τυχαίων αϱιϑµών, δεδοµένα και στη συνέχεια πϱαγµατικά δεδοµένα,
διαϑέσιµα στο UCI Machine Learning Repository.

Σε αµϕότεϱα τα πϱοσοµοιωµένα και πϱαγµατικά δεδοµένα, ϑα επικεντϱωϑούµε στη
ΜπεϋϹιανή παλινδϱόµηση µε χϱήση των πϱότεϱων που έχουν παϱουσιαστεί στην Ενότητα
3. Το πϱογϱαµµατιστικό εϱγαλείο που ϑα επιστϱατευτεί εδώ είναι η στατιστική γλώσσα
πϱογϱαµµατισµού R®, στο πεϱιϐάλλον ανάπτυξης του RStudio®.

4.1 Εϕαϱµογή σε πϱοσοµοιωµένα δεδοµένα

Για την εξοικείωσή µας µε την εφαρµογή της ΜπεϋϹιανής παλινδρόµησης, προσοµοιώ-
νουµε αρχικά τέσσεϱα σετ δεδοµένων, ώστε να γνωρίζουµε εξ αρχής τη δοµή τους. Σε αυτά,
δοκιµάζουµε τα τϱία συϹυγών πϱότεϱων που µελετήϑηκαν και συγκρίνουµε τις προκύπτουσες
ύστεϱες µε τις πραγµατικές τιµές.

4.1.1 Παϱαγωγή και παϱουσίαση δεδοµένων

Πϱώτο σύνολο δεδοµένων

Θα δηµιουϱγήσουµε 50 παϱατηϱήσεις από 15 µεταϐλητές της τυποποιηµένης κανο-
νικής κατανοµής:

xi ∼ N(0, 1), i = 1, ..., 15,

οι οποίες ϑα έχουν τον ϱόλο των επεξηγηµατικών µεταϐλητών για τη µεταϐλητή απόκϱισης
y. Συγκεκϱιµένα, το µοντέλο ϑα δίνεται ως εξής:

y ∼ N(Xβ, σ2),

Xβ = 6 + 8x1 + 3x4 + 10x7 − 12x12 + 4x15,

σ2 = 1.52,

όπου X ο πίνακας σχεδιασµού, διαστάσεων n× p µε n = 50 (ο αϱιϑµός των παϱατηϱήσεων)
και p = 16 (15 συµµεταϐλητές και ο σταϑεϱός όϱος). Από το γινόµενο Xβ διαπιστώνουµε
πως το διάνυσµα β των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης, το οποίο ϑα επιχειϱήσουµε να
εκτιµήσουµε ΜπεϋϹιανά, ϑα είναι:

β = (6, 8, 0, 0, 3, 0, 0, 10, 0, 0, 0, 0,−12, 0, 0, 4). (79)

Η υλοποίηση των παϱαπάνω ϑα γίνει µε τη χϱήση της εντολής rnorm(k,a,b) της
R, η οποία παϱάγει k το πλήϑος τυχαίους αϱιϑµούς από την κανονική κατανοµή µε µέση
τιµή a και τυπική απόκλιση b. Για τον πλήϱη κώδικα που αναπτύχϑηκε παϱαπέµπουµε στο
A.1.
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∆εύτεϱο σύνολο δεδοµένων

Για το δεύτεϱο σετ δεδοµένων, ϑα χρησιµοποιήσουµε την ίδια µέϑοδο µε αυτή που
ακολουθήθηκε για το πϱώτο, µε τη διαφορά ότι τώϱα η διασπορά ϑα είναι σ2 = 2.52.
Εποµένως το µοντέλο διαµορφώνεται ως εξής:

xi ∼ N(0, 1), i = 1, ..., 15,

y ∼ N(Xβ, σ2),

Xβ = 6 + 8x1 + 3x4 + 10x7 − 12x12 + 4x15,

σ2 = 2.52.

Τϱίτο σύνολο δεδοµένων

Στο τϱίτο σετ που πϱοσοµοιώνουµε, η µεϑοδολογία παϱαµένει ίδια για τις 10 πϱώτες
συµµεταϐλητές, η οποίες εξακολουϑούν να κατανέµονται σύµϕωνα µε την τυποποιηµένη
κανονική κατανοµή:

xi ∼ N(0, 1), i = 1, ..., 10.

Ωστόσο, έχουµε διαφοροποίηση στην παραγωγή των τελευταίων 5 συµµεταβλητών οι οποίες
αντί να προέρχονται από την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, κατανέµονται κανονικά µε
διασπορά ίση µε 1 και µέση τιµή που πϱοκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός των επεξηγη-
µατικών µεταβλητών x1 έως x5, δηλαδή:

xi′ ∼ N(µ′, 1), i′ = 11, ..., 15,

µ′ = 0.3x1 + 0.5x2 + 0.7x3 + 0.9x4 + 1.1x5.

Η δοµή αυτή, δηµιουϱγεί γραµµική εξάϱτηση µεταξύ των πϱώτων και των τελευταίων 5 επε-
ξηγηµατικών µεταβλητών και µας πϱοϊδεάϹει για τις πιθανές επιδράσεις της στην προσαρ-
µογή και ερµηνεία του µοντέλου παλινδρόµησης. Ακολουθεί ο Πίνακας 1 µε τις τιµές του
συντελεστή συσχέτισης για τα Ϲεύγη µεταβλητών (xk, xl), k = 1, 2, 3, 4, l = 11, 12, 13, 14, 15:

Τϱίτο σύνολο πϱοσοµοιωµένων δεδοµένων

x11 x12 x13 x14 x15

x1 0.44 0.44 0.36 0.37 0.33
x2 0.13 0.28 0.27 0.33 0.18
x3 0.27 0.22 0.22 0.28 0.13
x4 0.61 0.59 0.62 0.57 0.59
x5 0.66 0.58 0.58 0.53 0.69

Πίνακας 1: Συντελεστές συσχέτισης για τα Ϲεύγη (xk, xl), k = 1, ..., 4, l = 11, ..., 15 στο τϱίτο
πϱοσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων.

΄Οπως αναµενόταν, οι τιµές του συντελεστή ϕανερώνουν ϑετική γραµµική συσχέτιση
στα παραπάνω Ϲεύγη µε την εντονότερη να παρατηρείται στα Ϲεύγη (x4, xl) και (x5, xl). Αυτή
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η παϱατήϱηση εξηγείται από το γεγονός ότι οι µεταβλητές x4 και x5 έχουν τη µεγαλύτεϱη
συνεισφορά στο γραµµικό συνδυασµό που παϱάγει τα xl, l = 11, 12, 13, 14, 15 αϕού πολ-
λαπλασιάζονται µε συντελεστή 0.9 και 1.1 αντίστοιχα.

΄Οσον αϕοϱά τη µεταϐλητή απόκϱισης, γεννάται µε πανοµοιότυπο τϱόπο µε αυτόν
που χϱησιµοποιήϑηκε στο πϱώτο σύνολο δεδοµένων:

y ∼ N(Xβ, σ2),

Xβ = 6 + 8x1 + 3x4 + 10x7 − 12x12 + 4x15,

σ2 = 1.52.

Τέταϱτο σύνολο δεδοµένων

΄Οπως το δεύτεϱο σετ πϱοέκυψε από µια τϱοποποίηση του πϱώτου, έτσι και το τέταϱτο
σύνολο ϑα ταυτίϹεται σχεδόν µε το τϱίτο, µε µόνη διαϕοϱά πως επιλέγουµε τυπική απόκλιση
ίση µε 2.5 αντί του 1.5. ΄Ετσι έχουµε τη µοϱϕή του τελευταίου µοντέλου πϱοσοµοιωµένων
δεδοµένων:

xi ∼ N(0, 1), i = 1, ..., 10,

xi′ ∼ N(µ′, 1), i′ = 11, ..., 15,

µ′ = 0.3x1 + 0.5x2 + 0.7x3 + 0.9x4 + 1.1x5,

y ∼ N(Xβ, σ2),

Xβ = 6 + 8x1 + 3x4 + 10x7 − 12x12 + 4x15,

σ2 = 2.52.

Φυσικά, και σε αυτή την πεϱίπτωση, είµαστε προετοιµασµένοι για το ϕαινόµενο της πολυσυγ-
γραµικότητας που ϑα προκαλέσει η ύπαϱξη των εξαρτηµένων από τα xi, i = 1, .., 5 µεταβλητών
κατά την προσαρµογή του µοντέλου. Παϱακάτω, ο Πίνακας 2 δίνει τις τιµές του συντελεστή
συσχέτισης για τα Ϲεύγη των γραµµικά εξαρτηµένων µεταβλητών. Τα αποτελέσµατα προσο-
µοιάζουν αυτά που σχολιάστηκαν και παραπάνω, στον Πίνακα 1 για το τϱίτο δείγµα, µε τις
υψηλότερες τιµές του συντελεστή να εµφανίζονται στα Ϲεύγη που αϕοϱούν τις µεταβλητές x4

και x5.

Τέταϱτο σύνολο πϱοσοµοιωµένων δεδοµένων

x11 x12 x13 x14 x15

x1 0.08 -0.06 0.12 0.11 0.22
x2 0.06 0.16 -0.05 0.08 0.02
x3 0.23 0.36 0.36 0.42 0.31
x4 0.48 0.46 0.47 0.56 0.52
x5 0.70 0.60 0.64 0.53 0.64

Πίνακας 2: Συντελεστές συσχέτισης για τα Ϲεύγη (xk, xl), k = 1, ..., 4, l = 11, ..., 15 στο τέταϱτο
πϱοσοµοιωµένο σύνολο δεδοµένων.
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4.1.2 Πϱοσαϱµογή ΜπεϋϹιανών µοντέλων παλινδϱόµησης

Τα τέσσεϱα σύνολα δεδοµένων που πϱοσοµοιώϑηκαν ϑα µελετηϑούν στα πλαίσια της
ΜπεϋϹιανής παλινδϱόµησης. Με τη ϐοήϑεια της ΜπεϋϹιανής µεϑοδολογίας ϑα επιχειϱήσουµε
να εκτιµήσουµε το γϱαµµικό µοντέλο που δηµιούϱγησε τα δεδοµένα, δηλαδή το διάνυσµα β.
Εϕόσον γνωϱίϹουµε την πϱαγµατική τιµή του β, µποϱούµε πολύ εύκολα να αξιολογήσουµε
την απόδοση και να υπολογίσουµε την απόκλιση της εκτίµησης.

Στο κάϑε σετ δεδοµένων ϑα εφαρµοστούν τϱία είδη πϱότεϱων κατανοµών: κανονική-
αντίστϱοϕη γάµµα από κοινού πϱότεϱη, improper πϱότεϱη για τη διασπορά και µη-πληϱοϕο-
ϱιακή πϱότεϱη, σύµφωνα µε τα ευρήµατα της Ενότητας 3. Κάϑε επιλογή πϱότεϱης συν-
οδεύεται από πίνακες µε τα αποτελέσµατα των εκτιµητών σε κάϑε σύνολο. Η ανάλυση
συµπληρώνεται µε πίνακες που αναγράφουν το σχετικό επί τοις εκατό σϕάλµα εκτίµησης
των (µη-µηδενικών) συντελεστών για κάϑε σύνολο και κάϑε επιλογή πϱότεϱης.

Αϕού το κεντϱικό σηµείο ενδιαϕέϱοντος της µελέτης είναι ο πϱοσδιοϱισµός της µέσης
τιµής του β ύστεϱα από το Bayesian updating, αϱκεί να υπολογίσουµε σε κάϑε πεϱίπτωση
το διάνυσµα m̃, όπως πϱοκύπτει από τον συµϐολισµό της πϱοαναϕεϱϑείσας Ενότητας. Η
διαδικασία αυτή απλουστεύεται µέσω των αναλυτικών τύπων που έχουν δοϑεί για τον άµεσο
υπολογισµό του m̃.

ΥπενϑυµίϹουµε πως, παϱά τις διαϕοϱές τους, και τα τέσσεϱα σύνολα χαϱακτηϱίϹονται
από το ίδιο διάνυσµα παϱαµέτϱων β. Εποµένως, ο στόχος κάϑε εκτίµησης είναι η καλύτεϱη
δυνατή πϱοσέγγιση των τιµών:

β = (6, 8, 0, 0, 3, 0, 0, 10, 0, 0, 0, 0,−12, 0, 0, 4).

Κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα από κοινού πϱότεϱη

Αϱχικά, χϱησιµοποιούµε τη NIG πϱότεϱη που παϱουσιάστηκε στην Υποενότητα 3.1
και αξιοποιούµε τις πϱοτάσεις του Zellner για την επιλογή των m και V σύµϕωνα µε την
Εξίσωση (51). Θέτοντας σε εϕαϱµογή όσα έχουν ήδη δειχϑεί για αυτή την πεϱίπτωση πϱότεϱης
κατανοµής, λαµϐάνουµε άµεσα από την Εξίσωση (33) την εκ των υστέϱων τιµή του διανύ-
σµατος της παϱαµέτϱου ϑέσης, m̃. Για τις παϱαµέτϱους a, b του IG µέϱους της πϱότεϱης
επιλέγουµε µικϱές τιµές, και συγκεκϱιµένα a = 0.001 = b, αϕού δεν γνωϱίϹουµε εκ των
πϱοτέϱων την κατανοµή του σ2 και η επιλογή τέτοιων τιµών συµϐολίϹει αυτή µας την άγνοια.

Στον Πίνακα 3 που ακολουθεί ϕαίνονται οι τιµές των συνιστωσών του m̃, δηλαδή των
m̃i, όπως πϱοέκυψαν από την προσαρµογή µοντέλου παλινδρόµησης µε την συγκεκριµένη
πϱότεϱη, στο εκάστοτε δείγµα. Η τελευταία στήλη του πίνακα αποτελείται από τις πραγ-
µατικές τιµές των παϱαµέτϱων της παλινδρόµησης που παρήγαγαν τα δεδοµένα.

Εκ πϱώτης όψεως, η NIG πϱότεϱη ϕαίνεται να δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα.
Οι µη-µηδενικές συνιστώσες του β προσεγγίζονται µε ακϱίϐεια σε µεγάλο ϐαθµό. Ακόµα,
παϱόλο που οι εκτιµήσεις των µηδενικών συνιστωσών δεν είναι ακϱιϐώς ίσες µε µηδέν, λαµ-
ϐάνουν γενικά µικϱές τιµές, µακϱιά από τη µονάδα. Εξαίρεση αποτελούν οι εκτιµήσεις m̃5

στο τϱίτο και τέταρτο σετ δεδοµένων µε τιµές 0.97 και 0.88 αντίστοιχα, όµως ακόµα και σε
αυτή την πεϱίπτωση τα νούµεϱα δεν είναι ανησυχητικά.

Συµϐουλευόµενοι τους Πίνακες 6 και 7 παϱακάτω, διαπιστώνουµε πως συνολικά,
για τη NIG πϱότεϱη, οι µεγαλύτεϱες αποκλίσεις από τις πραγµατικές τιµές των συντελεστών
παλινδρόµησης παρατηρούνται στο δείγµα 4 ενώ αντίστοιχα, η µικϱότεϱη συνολική απόκλιση
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NIG prior

1ο Σετ 2ο Σετ 3ο Σετ 4ο Σετ
m̃i (σ2 = 1.52) (σ2 = 2.52) (σ2 = 1.52) (σ2 = 2.52) βi

m̃0 5.71 6.19 6.02 5.22 6
m̃1 8.19 8.33 8.12 7.45 8
m̃2 −0.22 −0.57 0.29 −0.63 0
m̃3 0.29 0 0.63 −0.58 0
m̃4 2.86 2.78 3.81 2.55 3
m̃5 0.05 −0.06 0.97 −0.88 0
m̃6 −0.11 0.26 0.20 −0.32 0
m̃7 9.80 9.64 9.93 10.58 10
m̃8 −0.53 0.41 −0.15 −0.39 0
m̃9 −0.28 0.12 0.12 0.10 0
m̃10 0.29 0.28 −0.12 −0.33 0
m̃11 −0.50 0.11 −0.42 0.19 0
m̃12 −12.21 −11.87 −12.40 −11.12 −12
m̃13 −0.15 −0.25 −0.06 −0.46 0
m̃14 −0.07 0.70 0.12 −0.21 0
m̃15 3.50 3.51 3.83 4.50 4

Πίνακας 3: Οι εκτιµώµενες τιµές των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης µε τη χϱήση της
κανονικής-αντίστϱοϕης γάµµα πϱότεϱης στα πϱοσοµοιωµένα δεδοµένα.

παρατηρείται για τα δεδοµένα του δείγµατος 2.

Improper πϱότεϱη για τη διασπορά

ΣυνεχίϹουµε τη µελέτη των πϱοσοµοιωµένων δεδοµένων εϕαϱµόϹοντας τη µεϑοδολογία
της Υποενότητας 3.2, δηλαδή εισάγοντας improper πϱότεϱη για τη διασποϱά σ2 και συ-
γκεκϱιµένα:

p(σ2) ∝ 1

σ2

όπως δείξαµε και στην Εξίσωση (59). ΄Οσον αϕοϱά την πϱότεϱη επιλογή της παϱαµέτϱου
ϑέσης m και του πίνακα συνδιασποράς V της από κοινού κατανοµής p(β, σ2) ϑα χρησι-
µοποιήσουµε και πάλι την προσέγγιση του Zellner.

Η improper πϱότεϱη οδηγεί συνολικά σε διαφορετική ύστεϱη από αυτή που οδηγού-
µαστε µέσω της NIG πϱότεϱης. Εντούτοις, ο τύπος υπολογισµού του m̃ είναι πανοµοιότυπος
και στις δύο περιπτώσεις πϱότεϱων και εξαρτάται από την επιλογή των m, V , σύµφωνα µε
την εξίσωση (33):

m̃ = Ṽ
(
V −1m+X ′y

)
.

Συνεπώς, αϕού έχουµε επιλέξει ίδιες τιµές για ταm, V τόσο στην NIG πϱότεϱη όσο και στην
improper, αναµένεται να οδηγηϑούµε στην ίδια ύστεϱη τιµή της παϱαµέτϱου ϑέσης, δηλαδή
στις ίδιες εκτιµώµενες τιµές των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης.
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Ο Πίνακας 4 που ακολουϑεί επιϐεϐαιώνει αυτή την πϱόϐλεψη καϑώς ταυτίϹεται απο-
λύτως µε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 3 σε όλα τα σετ δεδοµένων. Αντίστοιχα, ο σχολιασµός
των πϱοκυπτουσών τιµών m̃i δεν διαϕέϱει από όσα ήδη επισηµάνϑηκαν για τις εκτιµήσεις
που έδωσε η πϱοηγούµενη πϱότεϱη.

Improper prior for σ2

1ο Σετ 2ο Σετ 3ο Σετ 4ο Σετ
m̃i (σ2 = 1.52) (σ2 = 2.52) (σ2 = 1.52) (σ2 = 2.52) βi

m̃0 5.71 6.19 6.02 5.22 6
m̃1 8.19 8.33 8.12 7.45 8
m̃2 −0.22 −0.57 0.29 −0.63 0
m̃3 0.29 0 0.63 −0.58 0
m̃4 2.86 2.78 3.81 2.55 3
m̃5 −0.05 −0.06 0.97 −0.88 0
m̃6 −0.11 0.26 0.20 −0.32 0
m̃7 9.80 9.64 9.93 10.58 10
m̃8 −0.53 0.41 −0.15 −0.39 0
m̃9 −0.28 0.12 0.12 0.10 0
m̃10 0.29 0.28 −0.12 −0.33 0
m̃11 −0.50 0.12 −0.42 0.19 0
m̃12 −12.21 −11.87 −12.40 −11.12 −12
m̃13 −0.15 −0.25 −0.06 −0.46 0
m̃14 −0.07 0.70 0.12 −0.21 0
m̃15 3.50 3.51 3.83 4.50 4

Πίνακας 4: Οι εκτιµώµενες τιµές των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης µε τη χϱήση improper
πϱότεϱης για τη διασποϱά στα πϱοσοµοιωµένα δεδοµένα.

Μη πληροφοριακή πϱότεϱη

Οι δοκιµές µε τα πϱοσοµοιωµένα δεδοµένα κλείνουν µε την πϱοσαϱµογή µοντέλου
παλινδϱόµησης όπου χϱησιµοποιείται µη-πληϱοϕοϱιακή από κοινού πϱότεϱη για τις παϱα-
µέτϱους (β, σ2). Αυτή η επιλογή πϱότεϱης αποτέλεσε το αντικείµενο µελέτης της Ενότητας
3.3 και συνεπώς έχουµε και πάλι στη διάϑεσή µας αναλυτικούς τύπους για τον υπολογισµό
των εκ των υστέϱων τιµών των παϱαµέτϱων.

Από τις Εξισώσεις (70)-(73) πϱοκύπτουν απευϑείας οι τιµές των παϱαµέτϱων και των
υπεϱπαϱαµέτϱων ύστεϱα από το Bayesian updating. Ειδικότεϱα, η Εξίσωση (71) δίνει την
εκ των υστέϱων εκτίµηση των συντελεστών της παλινδϱόµησης m̃ που σε αυτή την πεϱίπτωση
ταυτίϹεται µε την εκτιµήτϱια των ελαχίστων τετϱαγώνων. Συνεπώς, τα αποτελέσµατα του
µοντέλου σε κάϑε δείγµα ϑα ταυτίϹονται µε αυτά της γνωστής παλινδϱόµησης ελαχίστων
τετϱαγώνων της κλασικής στατιστικής.

΄Οπως έγινε και για τις δύο πϱότεϱες που πϱοηγήϑηκαν, ακολουϑεί ο Πίνακας 5 µε
τις εκτιµήσεις των βi σε κάϑε σύνολο που εϕαϱµόστηκε το εν λόγω µοντέλο.

΄Οσον αϕοϱά τις µηδενικές παϱαµέτϱους, και σύµϕωνα µε τον Πίνακα 5, οι τιµές των
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Non-informative prior

1ο Σετ 2ο Σετ 3ο Σετ 4ο Σετ
m̃i (σ2 = 1.52) (σ2 = 2.52) (σ2 = 1.52) (σ2 = 2.52) βi

m̃0 5.83 6.31 6.14 5.32 6
m̃1 8.35 8.50 8.28 7.60 8
m̃2 −0.22 −0.58 0.29 −0.64 0
m̃3 0.29 0 0.64 −0.59 0
m̃4 2.92 2.83 3.88 2.60 3
m̃5 −0.05 −0.06 0.99 −0.90 0
m̃6 −0.11 0.26 0.21 −0.33 0
m̃7 10.00 9.84 10.13 10.79 10
m̃8 −0.54 0.42 −0.15 −0.39 0
m̃9 −0.29 0.12 0.13 0.10 0
m̃10 0.29 0.29 −0.13 −0.33 0
m̃11 −0.51 0.12 −0.43 0.20 0
m̃12 −12.46 −12.10 −12.65 −11.34 −12
m̃13 −0.16 −0.25 −0.06 −0.47 0
m̃14 −0.07 0.71 0.12 −0.22 0
m̃15 3.57 3.58 3.90 4.59 4

Πίνακας 5: Οι εκτιµώµενες τιµές των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης µε τη χϱήση µη-
πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης στα πϱοσοµοιωµένα δεδοµένα.

εκτιµητών τους είναι αϱκετά κοντά στο µηδέν χωϱίς να πλησιάϹουν σηµαντικά τη µονάδα.
Για άλλη µια ϕοϱά, εξαίϱεση αποτελεί το m̃5 στο τϱίτο και τέταϱτο σύνολο δεδοµένων που
λαµϐάνει τιµές 0, 99 και −0, 90 αντίστοιχα.

Ανατϱέχοντας στους Πίνακες 6 και 7, διαπιστώνουµε πως οι εκτιµητές των µη-µηδενι-
κών παϱαµέτϱων είναι ικανοποιητικοί µε τη µεγαλύτεϱη απόκλιση να παϱατηϱείται στην
εκτίµηση του β4 στο τϱίτο σετ, όπου το m̃4 λαµϐάνει τιµή κατά 29, 60% µεγαλύτεϱη. Η
χαµηλότεϱη απόκλιση εντοπίϹεται στην εκτίµηση του β7 του πϱώτου σετ όπου το m̃7 απέχει
µόλις 0, 02% από την επιϑυµητή τιµή.

Ακόµα, η µη-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη ϕαίνεται να σηµειώνει µεγαλύτεϱες αποκλίσεις
στα δύο τελευταία δείγµατα, στα όποια έχουµε επισηµάνει την ύπαϱξη πολυσυγγραµµικότη-
τας. Ωστόσο, οι εκτιµήσεις που προκύπτουν επιλέγοντας να µην εισάγουµε πϱότεϱη πληρο-
ϕορία στο µοντέλο ώστε να µην το επηρεάσουµε, κρίνονται στο σύνολό τους αποτελεσµατικές
ενώ δεν καταγράφονται αποκλίσεις που ϑα µποϱούσαν να ϑεωρηθούν επιβλαβείς για τη δοµή
του µοντέλου.

4.1.3 Σύγκϱιση µεταξύ εκ των πϱοτέϱων κατανοµών και συµπεϱάσµατα

Οι Πίνακες 6 και 7 πεϱιέχουν τα επί τοις εκατό σχετικά σϕάλµατα εκτίµησης των
µη-µηδενικών συντελεστών για κάϑε επιλογή πϱότεϱης στο εκάστοτε πϱοσοµοιωµένο σύνολο
δεδοµένων, διευκολύνοντας έτσι τη συγκϱιτική αξιολόγηση των πϱότεϱων. Επειδή, όπως
πϱοαναϕέϱϑηκε, τα αποτελέσµατα µέσω της NIG πϱότεϱης ταυτίϹονται µε όσα πϱοκύπτουν
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από την improper πϱότεϱη για τη διασποϱά, στο εξής όποιο σχόλιο γίνεται σχετικά µε την
NIG πϱότεϱη ϑα αναϕέϱεται επίσης και στην improper.

Ξεκινώντας από τα αποτελέσµατα που αϕοϱούν το πϱώτο σετ προσοµοιωµένων δε-
δοµένων όπως ϕαίνονται στον Πίνακα 6, ϕαίνεται πως οι εκτιµήσεις από τη NIG πϱότεϱη εµ-
ϕανίζουν συνολικά ελαϕϱώς µεγαλύτεϱες αποκλίσεις από τις εκτιµήσεις της µη-πληϱοϕοϱια-
κής πϱότεϱης. Γενικότεϱα όµως οι τιµές των αποκλίσεων είναι µικϱές και µόνο η εκτίµηση
του β15, η οποία παϱουσιάϹει και τη µικϱότεϱη ακϱίϐεια στο συγκεκριµένο σετ και για τις
δύο πϱότεϱες, εµφανίζει σϕάλµα µεγαλύτεϱο του 10%. Η ακϱιϐέστεϱη εκτίµηση για την
NIG πϱότεϱη συναντάται στον συντελεστή της επεξηγηµατικής µεταβλητής x12 ενώ για τη
µη-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη στον συντελεστή του x7.

NIG prior Improper variance Non-informative

βi 1ο Σετ 2ο Σετ 1ο Σετ 2ο Σετ 1ο Σετ 2ο Σετ

β0 4.76 % −3.19 % 4.76 % −3.19 % 2.86 % −5.26 %
β1 −2.36 % −4.11 % −2.36 % −4.11 % −4.41 % −6.19 %
β4 4.61 % 7.43 % 4.61 % 7.43 % 2.70 % 5.58 %
β7 1.98 % 3.58 % 1.98 % 3.58 % 0.02 % 1.65 %
β12 −1.78 % 1.12 % −1.78 % 1.12 % −3.81 % −0.86 %
β15 12.56 % −2.15 % 12.56 % −2.15 % 10.81 % 10.39 %

Πίνακας 6: Επί τοις εκατό σχετικό σϕάλµα εκτίµησης των µη-µηδενικών συντελεστών για
κάϑε µία από τις τϱεις επιλογές πϱότεϱων, στο πϱώτο και δεύτεϱο πϱοσοµοιωµένο σύνολο
δεδοµένων.

Παϱόµοια συµπεϱιϕοϱά απαντάται και στο δεύτεϱο σετ πϱοσοµοιωµένων δεδοµένων,
όπου οι συνολικές αποκλίσεις των εκτιµήσεων είναι αυξηµένες σε σχέση µε το πϱώτο, γεγονός
που πιϑανότατα οϕείλεται στην αυξηµένη διασποϱά των τυχαίων µεταϐλητών του δεύτεϱου
σετ. Απόκλιση άνω του 10% ϐλέπουµε και πάλι στην εκτίµηση του β15, αυτή τη ϕοϱά µόνο
από τη µη-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη η οποία παϱ’ όλα αυτά έχει συνολικά ελαϕϱώς µικϱότεϱες
κατ’ απόλυτη τιµή σϕάλµατα. Η εκτίµηση µε την µικϱότεϱη ακϱίϐεια είναι αυτή του β4 για
τη NIG πϱότεϱη και του β15 για τη µη-πληϱοϕοϱιακή ενώ και οι δύο πϱότεϱες εµϕανίϹουν τη
µεγαλύτεϱη ακϱίϐεια εκτίµησης στον συντελεστή του x12.

Το τϱίτο σύνολο προσοµοιωµένων δεδοµένων είναι το µοναδικό από τα τέσσεϱα σύνολα
στο οποίο η µη-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη έχει χειϱότεϱη απόδοση από την κανονική-αντίστϱοϕη
γάµµα ενώ µάλιστα ϕαίνεται να “ϕουσκώνει" τις τιµές των εκτιµητών. Σε αυτό το σύνολο
παρατηρείται επίσης το µεγαλύτεϱο σϕάλµα εκτίµησης, και για τις δύο επιλογές πϱότεϱων.
Συγκεκριµένα, η εκτίµηση του β4 είναι κατά 27% µεγαλύτεϱη από την πραγµατική τιµή για
τη NIG πϱότεϱη και σχεδόν 30% για τη µη-πληϱοϕοϱιακή, καθιστώντας το σϕάλµα αξιοση-
µείωτο. Στον αντίποδα, η κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱη εµφανίζει µεγάλη ακϱίϐεια
στην προσέγγιση του σταθερού όϱου ενώ η µη-πληϱοϕοϱιακή επιτυγχάνει την καλύτεϱη
προσέγγιση στον συντελεστή της επεξηγηµατικής µεταβλητής x7.

Στο τέταρτο σύνολο συναντάµε αυξηµένες συνολικές αποκλίσεις σε σχέση µε το τϱίτο,
όπως αντίστοιχα είδαµε αύξηση των σϕαλµάτων από το πϱώτο στο δεύτεϱο σύνολο. Στην πραγ-
µατικότητα, πϱόκειται για το σετ µε τις µεγαλύτεϱες παϱατηϱούµενες συνολικές αποκλίσεις,
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µε µικϱό πϱοϐάδισµα της µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης σε σχέση µε την NIG ως πϱος την
ακϱιϐεία. Τα σφάλµατα στην εκτίµηση των συντελεστών των µεταβλητών x4, x15 και του στα-
ϑερού όϱου ξεπερνούν το 10% για όλες τις πϱότεϱες ενώ η ακϱιϐέστεϱη εκτίµηση είναι αυτή
του συντελεστή του x7 και του x1 για τη NIG και τη µη-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη αντίστοιχα.

NIG prior Improper variance Non-informative

βi 3ο Σετ 4ο Σετ 3ο Σετ 4ο Σετ 3ο Σετ 4ο Σετ

β0 −0.37 % 13.01 % −0.37 % 13.01 % −2.38 % 11.28 %
β1 −1.48 % 6.85 % −1.48 % 6.85 % −3.51 % 4.99 %
β4 −27.06 % 15.00 % −27.06 % 15.00 % −29.60 % 13.30 %
β7 0.66 % −5.77 % 0.66 % −5.77 % −1.33 % −7.89 %
β12 −3.37 % 7.36 % −3.37 % 7.36 % −5.44 % 5.51 %
β15 4.35 % −12.44 % 4.35 % −12.44 % 2.43 % −14.69 %

Πίνακας 7: Επί τοις εκατό σχετικό σϕάλµα εκτίµησης των µη-µηδενικών συντελεστών για
κάϑε µία από τις τϱεις επιλογές πϱότεϱων, στο τϱίτο και τέταϱτο πϱοσοµοιωµένο σύνολο
δεδοµένων.

Επιστϱέϕοντας στους Πίνακες 1 και 2, είναι εµϕανές πως η επεξηγηµατική µεταϐλητή
x4, που συµµετέχει ενεϱγά στο µοντέλο καϑώς έχει µη-µηδενικό συντελεστή παλινδϱόµησης,
εµϕανίϹει υψηλή συσχέτιση µε τις συµµεταϐλητές x11 έως x15 στο τϱίτο και τέταϱτο σύνολο
δεδοµένων. Σε συνδυασµό µε τα σχόλια που πϱοηγήϑηκαν αναϕοϱικά µε τις αποκλίσεις στις
εκτιµήσεις των αντίστοιχων συντελεστών στα σύνολα αυτά, έχουµε ϐάσιµες υποψίες πως η
γϱαµµική εξάϱτηση των συµµεταϐλητών επηϱεάϹει την ποιότητα της εκτίµησης.

Ακόµα, παϱατηϱήσαµε το µοτίϐο της αύξησης των σϕαλµάτων εκτίµησης από το πϱώτο
στο δεύτεϱο και από το τϱίτο στο τέταρτο σύνολο δεδοµένων, τα οποία έχουν κατασκευαστεί
µε τϱόπο ώστε το δεύτεϱο µέλος κάϑε Ϲεύγους να παϱουσιάϹει µεγαλύτεϱη διασπορά από
το πϱώτο. Θα µποϱούσαµε λοιπόν να υποθέσουµε πως η αυξηµένη διασπορά των τυχαίων
µεταβλητών που απαρτίζουν το σύνολο δεδοµένων είναι ένας ακόµη παράγοντας που υποβα-
ϑµίζει την ποιότητα της εκτίµησης των συντελεστών παλινδρόµησης.

Πέϱα από τις επί µέϱους παρατηρήσεις, η συνολική απόδοση των πϱότεϱων στη
δηµιουϱγία εκτιµητών κρίνεται ικανοποιητική. Σε κάϑε πεϱίπτωση, η µεϑοδολογία κατάϕεϱε
να εντοπίσει την υποβόσκουσα δοµή των προσοµοιωµένων δεδοµένων µέσα από έναν µικϱό
αριθµό παϱατηϱήσεων. Συνεπώς, ολοκληρώνοντας την επεξεργασία και την ανάλυση του
πιλοτικού αυτού παραδείγµατος εφαρµογής της ΜπεϋϹιανής παλινδρόµησης, τα συµπεϱά-
σµατα είναι ϑετικά. Οι όποιες επιπλοκές και αποκλίσεις µποϱούν να ϑεωρηθούν δικαιολογη-
µένες και αναµενόµενες όταν εργαζόµαστε µε ποσότητες που χαρακτηρίζονται από στοχαστική
συµπεριφορά. Εν ολίγοις, διαπιστώσαµε ιδίοις όµµασι πως η ΜπεϋϹιανή στατιστική παϱέχει
έναν αποτελεσµατικό και αξιόπιστο µηχανισµό για την ανάλυση παλινδρόµησης, ακόµα και
για δεδοµένα µε ιδιάζουσα συµπεριφορά.
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4.2 Εϕαϱµογή σε πραγµατικά δεδοµένα: Εκτίµηση ποιότητας κρα-
σιού

Η εϕαϱµογή της ανάλυσης στα πϱοσοµοιωµένα δεδοµένα ήταν ένα σκαλοπάτι για
τη µετάϐαση από τη ϑεωϱητική πεϱιγϱαϕή στην πϱακτική εϕαϱµογή των µοντέλων. Οι
µέϑοδοι τώϱα ϑα εϕαϱµοστούν σε πιο ϱεαλιστικό πλαίσιο δηλαδή σε πϱαγµατικά δεδοµένα
που έχουν συλλεχϑεί χωϱίς να είναι εξ αϱχής γνωστή η αιτιακή σχέση µεταξύ συµµεταϐλητών
και απόκϱισης.

Αντικείµενο µελέτης σε αυτή την ενότητα ϑα αποτελέσει η εκτίµηση της ποιότητας
του κϱασιού, σε κλίµακα από 0 έως 10, ως συνάϱτηση 11 ϕυσικοχηµικών ιδιοτήτων τους.
Πϱόκειται για κϱασιά Ποϱτογαλικής πϱοέλευσης που πϱοέϱχονται από την τοπική ποικιλία
vinho verde η οποία µάλιστα αποτελεί Πϱοστατευόµενη Ονοµασία Πϱοέλευσης (Π.Ο.Π.) της
επαϱχίας Mihno στη ϐοϱειοδυτική Ποϱτογαλία. Τα δεδοµένα συλλέχϑηκαν χϱησιµοποιώντας

Ελάχιστη τιµή Μέση τιµή Μέγιστη τιµή

AA Χαϱακτηϱιστικό [µονάδα] Λ Κ Λ Κ Λ Κ

1 Μη-πτητική οξύτητα (fixed acid-
ity) [g/dm3]

3.8 4.6 6.855 8.32 14.2 15.9

2 Πτητική οξύτητα (volatile acid-
ity) [g/dm3]

0.08 0.12 0.2782 0.5278 1.1 1.58

3 Κιτϱικό οξύ (citric acid) [g/dm3] 0 0 0.3342 0.271 1.66 1

4 Υπολείµµατα Ϲάχαϱης (residual
sugar) [g/dm3]

0.6 0.9 6.391 2.539 65.8 15.5

5 Χλωϱιούχα (chlorides) [g/dm3] 0.009 0.012 0.04577 0.08747 0.346 0.611

6 Ελεύϑεϱο διοξείδιο του ϑείου
(free sulfur dioxide) [mg/dm3]

2 1 35.31 15.87 289 72

7 Συνολικό διοξείδιο του ϑείου (to-
tal sulfur dioxide)[mg/dm3]

9 6 138.4 46.47 440 289

8 Πυκνότητα (density) [g/cm3] 0.9871 0.9901 0.994 0.9967 1.039 1.0037

9 pH 2.72 2.74 3.188 3.311 3.82 4.01

10 Θειϊκά άλατα (sulphates)
[g/dm3]

0.22 0.33 0.4898 0.6581 1.08 2

11 Αλκοόλ (alcohol) [vol.%] 8 8.4 10.51 10.42 14.2 14.9

- Ποιότητα (quality) 3 3 5.878 5.636 9 8

Πίνακας 8: Τα χαϱακτηϱιστικά του συνόλου δεδοµένων, για τα λευκά (Λ) και κόκκινα (Κ)
κϱασιά, συνοδευόµενα από πεϱιγϱαϕικά µέτϱα για τις παϱατηϱήσεις.

ειδικό αυτοµατοποιηµένο σύστηµα από τον Comissão de Viticultura da Região dos Vinhos
Verdes (CVRVV), οϱγανισµός αϱµόδιος για τη διασϕάλιση ποιότητας του vinho verde, και
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ανακτήϑηκαν για τους σκοπούς της παϱούσας εϱγασίας µέσω του UCI Machine Learning
Repository (Cortez, Cerdeira, Almeida, Matos, & Reis 2009), όπου και είναι δηµοσίως
διαϑέσιµα.

4.2.1 Παϱουσίαση δεδοµένων

Το σύνολο δεδοµένων περιέχει 4.898 καταγραφές ϐαθµολογίας λευκού και 1.599 κατα-
γραφές ϐαθµολογίας κόκκινου κρασιού σε κλίµακα 0− 10, κάϑε µία συνοδευόµενη από 11
µετρήσεις ϕυσικοχηµικών ιδιοτήτων του εκάστοτε κρασιού. Σηµειώνεται πως ϑα προσαρµό-
σουµε ξεχωριστά µοντέλα για τα λευκά και κόκκινα κϱασιά της ποικιλίας vinho verde.

Στον Πίνακα 8 παρουσιάζονται τα χαρακτηριστικά που περιέχονται στο σύνολο δε-
δοµένων µαϹί µε περιγραφικά µέτρα για τις διαθέσιµες παρατηρήσεις αυτών, για λευκά και
κόκκινα κϱασιά ξεχωριστά. Στον πίνακα έχουµε συµπεριλάβει και την µεταβλητή απόκρισης
που αϕοϱά στην ποιότητα (quality) του κρασιού. Η αϱίϑµηση του κάϑε χαρακτηριστικού ϑα
διατηϱηϑεί και ως δείκτης της εκάστοτε επεξηγηµατικής µεταβλητής στην οποία ϑα µετα-
τραπεί. Στη συνέχεια δίνεται ένας σύντοµος ορισµός κάϑε χαρακτηριστικού του συνόλου
δεδοµένων, ενώ παρεµβάλλονται και ϑηκογράµµατα για κάϑε µεταβλητή, (ϐλ. ∆ιαγράµµατα
1-4).

∆ιάγϱαµµα 1: Θηκόγϱαµµα για τις τέσσεϱις πϱώτες επεξηγηµατικές µεταϐλητές για λευκά
(White) και κόκκινα (Red) κϱασιά.

58



Ο σχολιασµός αυτός αποσκοπεί στην ευκολότεϱη, και µε ϐάση τη λογική, αξιολόγηση των
αποτελεσµάτων αϕού ϑα έχουµε πάϱει µια πϱώτη γεύση από τις αιτιακές σχέσεις που κϱύϐουν
τα δεδοµένα. Ειδικότεϱα:

1. Μη-πτητική οξύτητα (fixed acidity)
Η µη-πτητική οξύτητα οϕείλεται στην παϱουσία οξέων που δεν εξατµίϹονται εύκολα.
Γενικότεϱα ϑέλουµε να υπάϱχουν σε µεγάλη ποσότητα στο κϱασί, ειδάλλως ϑα είναι
άγευστο. Ωστόσο, υπεϱϐολικά µεγάλες τιµές πϱοκαλούν ξινή γεύση. Στα δεδοµένα
που µελετάµε, η µέτϱηση αϕοϱά συγκεκϱιµένα το τϱυγικό οξύ (tartaric acid), ένα από
τα είδη οξέων που συµϐάλλουν στην αυξηµένη τιµή µη-πτητικής οξύτητας.

2. Πτητική οξύτητα (volatile acidity)
Η πτητική οξύτητα αϕοϱά τα οξέα του κϱασιού που ϐϱίσκονται σε αέϱια, όχι υγϱή κατά-
σταση, µε αποτέλεσµα να είναι ευκολότεϱα ανιχνεύσιµα στη µυϱωδιά παϱά στη γεύση.
Ο κύϱιος παϱάγοντας της πτητικής οξύτητας είναι το οξικό οξύ (acetic acid), το γνωστό
ξύδι και εποµένως δεν είναι επιϑυµητή η παϱουσία του σε µεγάλη ποσότητα. Μάλιστα,
η υψηλή πτητική οξύτητα αποτελεί ένδειξη πως το κϱασί είναι χαλασµένο.

∆ιάγϱαµµα 2: Θηκόγϱαµµα για τις επεξηγηµατικές µεταϐλητές 5 έως 8, για λευκά (White)
και κόκκινα (Red) κϱασιά.
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3. Κιτϱικό οξύ (citric acid)
Το κιτϱικό οξύ χαϱίϹει γεύση και ϕϱεσκάδα στο κϱασί.

4. Υπολείµµατα Ϲάχαϱης (residual sugar)
Πϱόκειται για τα ϕυσικά σάκχαϱα του σταϕυλιού που παϱαµένουν αυτούσια στο κϱασί
όταν ολοκληϱώνεται η Ϲύµωση του αλκοόλ.

5. Χλωϱιούχα (chlorides)
Η ποσότητα αλάτων στο κϱασί.

6. Ελεύϑεϱο διοξείδιο του ϑείου (free sulfur dioxide)
Το ελεύϑεϱο διοξείδιο του ϑείου συµϐάλλει στην πϱόληψη της οξείδωσης και της ανά-
πτυξης µικϱοϐίων. Είναι καλό να υπάϱχει, αλλά όχι σε υπεϱϐολική ποσότητα.

7. Συνολικό διοξείδιο του ϑείου (total sulfur dioxide)
Πϱόκειται για το σύνολο των διοξειδίων του ϑείου, σε ελεύθερη αλλά και δεσµευµένη
µοϱϕή. Η παϱουσία του σε ποσότητες άνω των 50 ppm γίνεται αισϑητή, και όχι ευ-
χάριστα, στη γεύση.

∆ιάγϱαµµα 3: Θηκόγραµµα για τις επεξηγηµατικές µεταβλητές chlorides και density, ξε-
χωριστά, για λευκά (White) και κόκκινα (Red) κϱασιά.
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8. Πυκνότητα (density)
Η πυκνότητα του κϱασιού είναι σχετικά κοντά σε αυτή του νεϱού, δηλαδή πέϱιξ του 1
g/cm3, αλλά εξαϱτάται από τα επίπεδα Ϲάχαϱης και αλκοόλ.

9. Θειϊκά άλατα (sulphates)
Τα ϑειϊκά άλατα αποτελούν πρόσθετα του κρασιού µε αντιµικροβιακή και αντιοξει-
δωτική λειτουργία.

10. Αλκοόλ (alcohol)
Τα συνηϑέστεϱα επίπεδα αλκοόλ στο κϱασί είναι µεταξύ 11 και 13%, ενώ το ϕάσµα του
εκτείνεται από 5.5 µέχϱι και 20%.

∆ιάγϱαµµα 4: Θηκόγϱαµµα για τις επεξηγηµατικές µεταϐλητές 9 έως 11 για λευκά (White)
και κόκκινα (Red) κϱασιά.

11. pH
Το κϱασί είναι γενικά όξινο διάλυµα οπότε το pH του παίϱνει τιµές κάτω από το 7,
συνήϑως µεταξύ 3 και 4.

12. Ποιότητα (quality)
Πϱόκειται για τη µεταβλητή της οποίας τη συµπεριφορά ϑέλουµε να εξερευνήσουµε, δο-
ϑέντων των τιµών των παραπάνω χαρακτηριστικών. Το κϱασί ϐαθµολογείται σε κλίµακα
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0 − 10 µε το 10 να ϑεωρείται το καλύτεϱο. Επισηµαίνεται ότι στο σύνολο δεδοµένων
παρατηρούνται µόνο ακέϱαιες τιµές εντός του διαστήµατος, χωϱίς αυτό να σηµαίνει ότι
ένα κϱασί δεν µποϱεί να λάϐει και δεκαδικό αριθµό ως ϐαθµολογία.

Η παϱουσίαση των δεδοµένων ολοκληϱώνεται µε τα γϱαϕήµατα που παϱάγονται µέσω
της εντολής ggpairs() της ϐιϐλιοϑήκης ggplot2 και απεικονίϹουν τη συσχέτιση κάϑε
Ϲεύγους µεταϐλητών του συνόλου δεδοµένων, τόσο στα λευκά όσο και στα κόκκινα κϱασιά. Στα
δεδοµένα του διαγϱάµµατος ϕϱοντίσαµε να συµπεϱιλάϐουµε και τη µεταϐλητή απόκϱισης
ώστε να έχουµε µια εικόνα για τη συσχέτισή της µε το κάϑε xi ξεχωϱιστά. Τα πϱοκύπτοντα
γϱαϕήµατα ϕαίνονται στα ∆ιαγϱάµµατα 5 και 6 παϱακάτω.

∆ιάγϱαµµα 5: ∆ιάγϱαµµα που απεικονίϹει την κατανοµή των επεξηγηµατικών µεταϐλητών
και τις µεταξύ τους ανά δύο συσχετίσεις για τα λευκά κϱασιά.

Ξεκινάµε από το ∆ιάγραµµα 5 που αϕοϱά τα λευκά κϱασιά. Στη διαγώνιό του ϕαίνεται
η κατανοµή της εκάστοτε επεξηγηµατικής µεταβλητής όπου κατά κύϱιο λόγο ϐλέπουµε κα-
µπανοειδείς ασύµµετρες κατανοµές. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παϱουσιάϹει η µεταβλητή
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residual.sugar που ϑυµίϹει περισσότερο εκθετική κατανοµή αλλά και το pH του οποίου
η κατανοµή µποϱεί να ϑεωρηθεί κανονική. Ακόµα, η µεταβλητή alcohol που µοιάϹει να
έχει τϱεις κορυφές.

Στϱέϕουµε τώϱα την πϱοσοχή µας στην τελευταία δεξιά στήλη του ∆ιαγϱάµµατος 5,
όπου αναγϱάϕεται η τιµή του συντελεστή συσχέτισης µεταξύ της ποιότητας του κϱασιού
και όλων των καταγεγϱαµµένων ιδιοτήτων του. Η µεγαλύτεϱη ϑετική συσχέτιση εµϕανίϹεται
µεταξύ της ποιότητας και της πεϱιεκτικότητας σε αλκοόλ, µε τιµή 0.436 ενώ η µεγαλύτεϱη
αϱνητική συσχέτιση εντοπίϹεται µεταξύ ποιότητας και πυκνότητας, µε τιµή −0.307. Παϱατηϱ
ούµε ακόµα πως η ποιότητα του κϱασιού δεν παϱουσιάϹει αξιοσηµείωτη συσχέτιση µε την
ποσότητα κιτϱικού οξέως, ούτε µε αυτή των ελεύϑεϱων διοξειδίων του ϑείου.

∆ιάγϱαµµα 6: ∆ιάγϱαµµα που απεικονίϹει την κατανοµή των επεξηγηµατικών µεταϐλητών
και τις µεταξύ τους ανά δύο συσχετίσεις για τα κόκκινα κϱασιά.

ΣυνεχίϹουµε µε τον σχολιασµό του ∆ιαγϱάµµατος 6 που αϕοϱά τα δεδοµένα για το
κόκκινο κϱασί και δεν διαϕοϱοποιείται σηµαντικά σε σχέση µε το ∆ιάγϱαµµα των δεδοµένων
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του λευκού κϱασιού. Στη διαγώνιο κυϱιαϱχούν οι ασύµµετϱες καµπανοειδείς κατανοµές.
Η κατανοµή του volatile.acidity ϕαίνεται να έχει δύο κοϱυϕές ενώ η κατανοµή του
citric.acid τϱεις.

΄Οσον αϕοϱά τους συντελεστές συσχέτισης, έχουµε ενδείξεις ότι η γραµµική συσχέτιση
µεταξύ της µεταβλητής απόκρισης και των επεξηγηµατικών µεταβλητών residual.sugar,
free.sulfur.dioxide και pH είναι αδύναµη. Η ισχυϱότεϱη ϑετική συσχέτιση εµφανίζε-
ται µεταξύ quality και alcohol, όπως και στα δεδοµένα λευκού κρασιού, µε τιµή συντε-
λεστή συσχέτισης 0.476. Η ισχυϱότεϱη αρνητική συσχέτιση της ποιότητας εντοπίζεται µε την
µεταβλητή volatile.acidity, µε τιµή συντελεστή συσχέτισης −0.391.

Κϱίνεται σκόπιµο να υπογϱαµµιστεί σε αυτό το σηµείο πως οι τιµές του συντελεστή
συσχέτισης αποκαλύπτουν µόνο κατά πόσο µία µεταϐλητή µποϱεί να εξηγηϑεί γϱαµµικά
από κάποια άλλη. Οι τιµές του συντελεστή δεν πϱοϐλέπουν ούτε αποκλείουν την ύπαϱξη
σχέσης αιτίου-αιτιατού µεταξύ των µεταϐλητών· ϑα αϕήσουµε τους ΜπεϋϹιανούς εκτιµητές
να αποκϱυπτογϱαϕήσουν τις αιτιακές σχέσεις του µοντέλου στη συνέχεια της µελέτης.

4.2.2 ΄Ελεγχος πϱοϋποϑέσεων πολλαπλού γϱαµµικού µοντέλου

Στην κλασική στατιστική, η εκτίµηση των παϱαµέτϱων της παλινδρόµησης µε τη
µέϑοδο των ελαχίστων τετϱαγώνων απαιτεί την ικανοποίηση κάποιων ϐασικών προϋποθέσεων
όσον αϕοϱά τα δεδοµένα (Φουσκάκης 2013). Αυτές είναι:

1. Γϱαµµική σχέση µεταξύ της δεσµευµένης µέσης τιµής της µεταϐλητής απόκϱισης και
των επεξηγηµατικών µεταϐλητών

2. Κανονική κατανοµή των σϕαλµάτων

3. Οµοσκεδαστικότητα

4. Ανεξαϱτησία των σϕαλµάτων

Η απαίτηση αυτή δεν παύει να ισχύει στην πεϱίπτωση της ΜπεϋϹιανής παλινδϱόµησης αϕού η
δοµή του µοντέλου παϱαµένει η ίδια, µε µόνη διαϕοϱά πως πλέον οι παϱάµετϱοι ϑεωϱούνται
τυχαίες µεταϐλητές και όχι σταϑεϱές ποσότητες, πϱοσέγγιση που συνιστά και τη ϑεµελιώδη
διαϕοϱοποίηση των δύο σχολών της στατιστικής.

Ο έλεγχος των τεσσάϱων αυτών προϋποθέσεων πραγµατοποιείται ακολούϑως, ξεχωριστά
για τα δεδοµένα λευκού και κόκκινου κρασιού, µε τη ϐοήθεια της εκτιµήτριας ελαχίστων
τετϱαγώνων, η οποία έχουµε αποδείξει ότι ταυτίζεται µε την πεϱίπτωση χϱήσης µη-πληϱοϕο-
ϱιακής πϱότεϱης. Επιλέγουµε η παϱουσίαση των ελέγχων να προηγηθεί της εφαρµογής της
ΜπεϋϹιανής παλινδρόµησης ώστε να γίνει ϕανερό στον αναγνώστη πως τα δεδοµένα είναι
κατάλληλα για µια τέτοια ανάλυση.

Γϱαµµικότητα

Στη σχέση (27) ϑεωϱήσαµε πως η δεσµευµένη µέση τιµή της µεταϐλητής απόκϱισης
συνδέεται γϱαµµικά µε τις µεταϐλητές που συνιστούν τον πίνακα σχεδιασµού. Στην πολλαπλή
παλινδϱόµηση, η διάσταση του µοντέλου δεν µας επιτϱέπει να ελέγξουµε τον ισχυϱισµό µας
µε διάγϱαµµα διασποϱάς όπως ϑα κάναµε στην απλή παλινδϱόµηση.
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Η διαδικασία που ακολουθείται εδώ, γίνεται για κάϑε µία µεταβλητή ξεχωριστά και,
υποθέτοντας ότι οι υπόλοιπες επεξηγηµατικές µεταβλητές συνδέονται γραµµικά µε τη δεσµευ-
µένη µέση τιµή της ανεξάϱτητης µεταβλητής, ελέγχεται αν και η τιµή της πϱος εξέταση
µεταβλητής παϱουσιάϹει επίσης γραµµική σύνδεση µε τη δεσµευµένη µέση τιµή της y.

∆ιάγϱαµµα 7: ΄Ελεγχος γραµµικότητας µε χϱήση των µεϱικών υπολοίπων για τις επεξηγη-
µατικές µεταβλητές 1 έως 6 στα δεδοµένα λευκού κρασιού.

Για παϱάδειγµα, έστω ότι εξετάζουµε τη γραµµική σχέση ανάµεσα στην µετα-
ϐλητή απόκρισης και την επεξηγηµατική µεταβλητή Xj, ϑεωρώντας τη δεδοµένη για όλες τις
υπόλοιπες επεξηγηµατικές µεταβλητές. Τότε για την i−οστή παϱατήϱηση yi ϑα ισχύει:

yi ≈ β̂1xi1 + ...+ β̂j−1xi(j−1) + pj(xij) + β̂j+1xi(j+1) + ...β̂pxip, i = 1, ..., n, (80)

όπου β̂i κάποιος εκτιµητής των συντελεστών της παλινδϱόµησης (για παϱάδειγµα εκτιµήτϱιες
ελαχίστων τετϱαγώνων). Από την παϱαπάνω έκϕϱαση, αϱκεί να δείξουµε ότι η συνάϱτηση
pj(xij) είναι γϱαµµική. Αν αναλογιστούµε και την ακόλουϑη εξίσωση που µας δίνει το
i−οστό υπόλοιπο ε̂i :

ε̂i = yi −
(
β̂0 + β̂1xi1 + ...+ β̂pxip

)
, i = 1, ..., n, (81)
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τότε από τις (80), (81) καταλήγουµε στην Εξίσωση:

pj(xij) ≈ β̂jxij + ε̂i, i = 1, ..., n. (82)

Το δεξί µέλος της Εξίσωσης (81) αποτελεί τον οϱισµό των µεϱικών υπολοίπων (partial residu-
als) Pij και συνεπώς η γραµµικότητα της συνάϱτησης pj(xij), και κατ’ επέκταση της σχέσης
µεταξύ της µεταβλητής Xj και της απόκρισης, ελέγχεται µέσω διαγράµµατος δια-
σποϱάς των σηµείων (xij, Pij).

Χϱησιµοποιώντας τις τυποποιηµένες τιµές των παϱατηϱήσεων κάϑε µεταβλητής, σχη-
µατίζουµε αυτά ακϱιϐώς τα γραφήµατα, τα οποία ϕαίνονται στα ∆ιαγράµµατα 7, 8, 9 και
10.

ΕξετάϹοντας το ∆ιάγϱαµµα 7, διαπιστώνουµε ότι οι επεξηγηµατικές µεταϐλητές 1 έως 6
δεν εµϕανίϹουν τέλεια γϱαµµική σχέση µε την µεταϐλητή απόκϱισης. Ωστόσο, µποϱούµε να
δεχϑούµε πως η υπόϑεση της γϱαµµικότητας ευσταϑεί µεϱικώς, µε εντονότεϱες αποκλίσεις
από τη γϱαµµικότητα στο volatile.acidity (x2) και το chlorides (x5).

∆ιάγϱαµµα 8: ΄Ελεγχος γραµµικότητας µε χϱήση των µεϱικών υπολοίπων για τις επεξηγη-
µατικές µεταβλητές 7 έως 11 στα δεδοµένα λευκού κρασιού.

Από το ∆ιάγϱαµµα 8, ϕαίνεται να υπάϱχουν κάποια Ϲητήµατα γϱαµµικότητας για
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τις µεταϐλητές pH, sulphates, alcohol (x9, x10, x11 αντίστοιχα), ενώ για τις υπόλοιπες
µεταϐλητές ϑεωϱούµε ότι δεν παϱαϐιάϹεται έντονα η υπόϑεση της γϱαµµικότητας.

∆ιάγϱαµµα 9: ΄Ελεγχος γραµµικότητας µε χϱήση των µεϱικών υπολοίπων για τις επεξηγη-
µατικές µεταβλητές 1 έως 6 στα δεδοµένα κόκκινου κρασιού.

Μελετώντας το ∆ιάγραµµα 9, εντοπίζουµε Ϲητήµατα γραµµικότητας όσον αϕοϱά τις
µεταβλητές fixed acidity (x1), citric acid (x3) και free.sulfur.dioxide (x6).
Αντιθέτως, η σχέση των µεταβλητών residual.sugar (x4) και chlorides (x5) µε την
µεταβλητή απόκρισης κρίνεται ικανοποιητικά γραµµική, γεγονός που µάλλον οφείλεται
στο ότι αµφότερες οι επεξηγηµατικές µεταβλητές λαµβάνουν µικϱές τιµές. Από την άλλη
ϐλέπουµε ότι υπάρχει ένας πεπερασµένος αριθµός παϱατηϱήσεων µε αρκετά µεγαλύτεϱες
τιµές που δεν µποϱεί να εξηγηθεί από τη γραµµικότητα. Τέλος, προσεγγιστικά γραµµική
ϕαίνεται και η σχέση µε τη µεταβλητή volatile.acidity (x2).

Στο ∆ιάγραµµα 10 δεν εµφανίζεται ανησυχητική παϱαϐίαση της γραµµικότητας από
κάποια µεταβλητή ενώ µικϱότεϱες αποκλίσεις από αυτή παρουσιάζουν οι µεταβλητές
total.sulfur.dioxide (x7) και sulphates (x10). ΄Οπως παϱατηϱήσαµε και στο ∆ιά-
γραµµα 9 που προηγήθηκε, υπάρχει ένα σύνολο τιµών των µεταβλητών x7 και x10 του οποίου
η ύπαϱξη δεν δικαιολογείται από τη γραµµική σχέση επεξηγηµατικής µεταβλητής και από-
κϱισης.
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∆ιάγϱαµµα 10: ΄Ελεγχος γραµµικότητας µε χϱήση των µεϱικών υπολοίπων για τις επεξηγη-
µατικές µεταβλητές 7 έως 11 στα δεδοµένα κόκκινου κρασιού.

Κανονικότητα σϕαλµάτων

Η ϐασική υπόθεση που έγινε για την κατασκευή του µοντέλου, ήταν πως τα τυχαία
σφάλµατα εi, i = 1, ..., n ακολουθούν την κανονική κατανοµή. Εφόσον τα τυχαία σφάλµατα
είναι άγνωστες ποσότητες, ϑα ϑεωρήσουµε τα υπόλοιπα εi, i = 1, ..., n, που αποτελούν εκτιµή-
σεις των τυχαίων σϕαλµάτων και ϑα ελέγξουµε την κανονικότητα αυτών, όπως συνηθίζεται.

Χϱησιµοποιούµε το κανονικό διάγραµµα Q-Q (normal Q-Q plot), που συγκρίνει τα
ποσοστιαία σηµεία της εµπειρικής κατανοµής των δεδοµένων µε τα ποσοστιαία σηµεία της
τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής, και προσθέτουµε σε αυτό την ευθεία που διέρχεται
από το πϱώτο και το τϱίτο τεταρτηµόριο. Για να δεχθούµε την υπόθεση της κανονικότητας,
πϱέπει τα σηµεία του γραφήµατος να σχηµατίζουν πεϱίπου µια ευθεία, χωϱίς να παρουσιάζε-
ται καµπυλότητα ή µεγάλες αποκλίσεις στις ουϱές της κατανοµής.

Ακολουϑώντας τη διαδικασία που περιγράφηκε για τα δεδοµένα λευκού κρασιού,
πϱοκύπτει το ∆ιάγραµµα 11 και τα αποτελέσµατα είναι σχετικά ικανοποιητικά. Στην πλειοψη-
ϕία τους τα δεδοµένα είναι σε ευθεία µε αποκλίσεις στις άκϱες που δεν ξεπερνούν τα αποδεκτά
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∆ιάγϱαµµα 11: ΄Ελεγχος της κανονικότητας των υπολοίπων για τα δεδοµένα λευκού κϱασιού.

∆ιάγϱαµµα 12: ΄Ελεγχος της κανονικότητας των υπολοίπων για τα δεδοµένα κόκκινου κρα-
σιού.
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όϱια ώστε να παϱαπέµπουν σε κάποια κατανοµή µε πιο παχιές ουϱές. Συµπεϱασµατικά, η
πϱοϋπόϑεση της κανονικότητας των σϕαλµάτων ικανοποιείται για τα δεδοµένα.

Εκτελούµε τον αντίστοιχο έλεγχο στα δεδοµένα κόκκινου κρασιού και λαµβάνουµε
το ∆ιάγραµµα 12. Παρατηρώντας τα σηµεία, συµπεραίνουµε πως συµµορφώνονται σχετικά
ικανοποιητικά στην υπόθεση της κανονικότητας.

Οµοσκεδαστικότητα

Η τϱίτη πϱοϋπόϑεση της οποίας πϱέπει να ελέγξουµε την ισχύ είναι αυτή της οµοσκε-
δαστικότητας των δεδοµένων. Τα δεδοµένα χαϱακτηϱίϹονται από οµοσκεδαστικότητα όταν η
διασποϱά της δεσµευµένης κατανοµής της µεταϐλητής απόκϱισης δοϑέντων των τιµών X των
επεξηγηµατικών µεταϐλητών παϱαµένει σταϑεϱή για τις διάϕοϱες τιµές του X ή, ισοδύναµα,
όταν η διασποϱά των τυχαίων σϕαλµάτων εi παϱαµένει σταϑεϱή για τις διάϕοϱες τιµές του
X. Η παϱαϐίαση της υπόϑεσης της οµοσκεδαστικότητας ονοµάϹεται ετεϱοσκεδαστικότητα
και απαιτεί µετασχηµατισµό του y για την αντιµετώπισή της.

∆ιάγϱαµµα 13: ΄Ελεγχος της υπόϑεσης της οµοσκεδαστικότητας για τα δεδοµένα λευκού
κϱασιού.

Στη ϑέση των άγνωστων τυχαίων σϕαλµάτων ϑα χρησιµοποιήσουµε και πάλι τα
υπόλοιπα και συγκεκριµένα τα τυποποιηµένα κατά Student υπόλοιπα (studentized residu-
als) που ορίζονται ως εξής:

ri =
ε̂i

sy|x
√

1− hii
, i = 1, ..., n (83)
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όπου hii τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα πϱοϐολής (ή hat matrix) H = X̃
(
X̃ ′X̃

)−1

X̃ ′.
΄Οταν ισχύει η υπόθεση της οµοσκεδαστικότητας, τα τυποποιηµένα κατά Student υπόλοιπα
έχουν διασπορά σταθερά ίση µε 1 και µας επιτρέπουν την ευκολότερη ανίχνευση ασυνήϑιστης
συµπεριφοράς στο διάγραµµα διασποράς τους µε τις προβλεπόµενες παϱατηϱούµενες τιµές
ŷi. Ως ασυνήϑιστη συµπεριφορά ϑεωρούµε την εµφάνιση κωνικού σχήµατος (ή σχήµατος
ϐεντάλιας) στο γϱάϕηµα (ri, ŷi) ή γενικότεϱα µοτίϐων που ϕανερώνουν αύξηση της δια-
σποϱάς των σϕαλµάτων καθώς αυξάνονται οι τιµές των ŷi και κατά συνέπεια αποτελούν έν-
δειξη ετεροσκεδαστικότητας. Στο ∆ιάγραµµα 13 που ακολουθεί, εκτελούµε αυτόν ακϱιϐώς
τον έλεγχο που περιγράφηκε.

Πϱοχωϱώντας στον σχολιασµό του ∆ιαγράµµατος 13 που αϕοϱά τα δεδοµένα λευκού
κρασιού, διαπιστώνουµε πως δεν έχουµε ενδείξεις ότι τα δεδοµένα χαρακτηρίζονται από
ετεϱοσκεδαστικότητα. Παϱατηϱούµε ότι, καθώς οι τιµές των ŷi αυξάνονται, οι πλάγιες
ισαπέχουσες γραµµές διατηϱούν σχεδόν ίδια µήκη. Εποµένως, η διασπορά των τυποποιη-
µένων κατά Student υπολοίπων, και κατ’ επέκταση των τυχαίων σϕαλµάτων, κινείται σε
παρόµοια επίπεδα για τις διάφορες τιµές του X. Τελικά, αϕού δεν ϕαίνεται τα υπόλοιπα να
διασπείρονται µε άτακτο τϱόπο, µποϱούµε να δεχθούµε την εγκυϱότητα της υπόθεσης της
οµοσκεδαστικότητας.

∆ιάγϱαµµα 14: ΄Ελεγχος της υπόϑεσης της οµοσκεδαστικότητας για τα δεδοµένα κόκκινου
κϱασιού.

Τα αποτελέσµατα του ελέγχου της οµοσκεδαστικότητας των υπολοίπων στις παρατηρή-
σεις για το κόκκινο κϱασί είναι αντίστοιχα µε αυτά που παϱουσιάστηκαν για το λευκό
(ϐλ. ∆ιάγραµµα 13). Πιο συγκεκριµένα, δεν έχουµε ισχυϱές ενδείξεις για την ύπαϱξη
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ετεροσκεδαστικότητας αϕού οι παράλληλες γραµµές δεν διαφέρουν ιδιαίτερα σε µήκος.

Ανεξαϱτησία των σϕαλµάτων

Τέλος, ϑα ασχοληϑούµε µε µία ακόµα ϐασική υπόϑεση που έγινε κατά την κατασκευή
του µοντέλου: την υπόϑεση ότι τα σϕάλµατα είναι ανεξάϱτητες τυχαίες µεταϐλητές. Κατά τα
γνωστά, τα υπόλοιπα ϑα µας ϐοηϑήσουν να ϐεϐαιώσουµε ότι η υπόϑεση δεν παϱαϐιάϹεται και
έτσι ϑα δηµιουϱγήσουµε το διάγϱαµµα διασποϱάς τους σε σχέση µε τη σειϱά των δεδοµένων.
Αν η υπόϑεση της ανεξαϱτησίας ευσταϑεί, το διάγϱαµµα δεν πϱέπει να εµϕανίϹει κάποια
συστηµατική συµπεϱιϕοϱά των υπολοίπων, αντιϑέτως πϱέπει να συµπεϱιϕέϱονται τυχαία,
ειδάλλως αντιµετωπίϹουµε πϱόϐληµα αυτοσυσχέτισης (autocorrelation) και οϕείλουµε να
πϱοσαϱµόσουµε το µοντέλο.

∆ιάγϱαµµα 15: ΄Ελεγχος της υπόϑεσης της ανεξαϱτησίας των σϕαλµάτων για τα δεδοµένα
λευκού κϱασιού.

Ο εν λόγω έλεγχος είναι χϱήσιµος όταν γνωϱίϹουµε τη σειϱά µε την οποία έχουν
συλλεχϑεί τα δεδοµένα, όπου και έχει νόηµα να παϱαστήσουµε ακολουϑιακά τα υπόλοιπα.
Ωστόσο, για λόγους πληϱότητας, συµπεϱιλαµϐάνουµε το γϱάϕηµα (i, ε̂i) στην ανάλυσή µας
και, όπως ϕαίνεται στα ∆ιαγϱάµµατα 15 και 16, δεν πϱοκύπτει πϱόϐληµα αυτοσυσχέτισης
σε κανένα από τα δύο δείγµατα κϱασιού.

72



∆ιάγϱαµµα 16: ΄Ελεγχος της υπόϑεσης της ανεξαϱτησίας των σϕαλµάτων για τα δεδοµένα
κόκκινου κϱασιού.

4.2.3 Πϱοσαϱµογή ΜπεϋϹιανών µοντέλων παλινδϱόµησης

Σε αντιστοιχία µε τη µελέτη που διεξήχϑη για τα προσοµοιωµένα δεδοµένα, ϑα εφαρ-
µόσουµε τις τϱεις επιλογές πϱότεϱων σε µοντέλα που αϕοϱούν τα πραγµατικά δεδοµένα και
ϑα τις συγκρίνουµε ως πϱος την ακϱίϐειά τους. ΄Ετσι, στην παϱούσα ενότητα, κατασκευά-
Ϲουµε τϱία πολλαπλά κανονικά ΜπεϋϹιανά µοντέλα παλινδρόµησης για τα δεδοµένα λευκού
κρασιού και άλλα τϱία για τα δεδοµένα κόκκινου κρασιού.

Επισηµαίνεται ξανά πως, χάϱη στην ανάλυση της Ενότητας 3, διαθέτουµε έτοιµους
αναλυτικούς τύπους για τον υπολογισµό των ύστεϱων τιµών των παϱαµέτϱων και για τις τϱεις
επιλογές πϱότεϱων κατανοµών. Το ενδιαφέρον µας εστιάζεται στην εκ των υστέϱων µέση τιµή
της παϱαµέτϱου ϑέσης του β, δηλαδή στο m̃, που αποτελεί εκτίµηση του διανύσµατος των
παϱαµέτϱων της παλινδρόµησης.

Κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱη

Αϱχικά ϑα εφαρµοστεί στα δεδοµένα η κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱη σε συν-
δυασµό µε την πϱότεϱη του Zellner. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή πλέον µεϑοδολογία και
ορίζοντας, κατά τα γνωστά, τις ακόλουθες τιµές για τις παϱαµέτϱους των κατανοµών:

m = 0,

V = g(X ′X)−1,
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g = n,

a = 0.001,

b = 0.001,

για τους λόγους που εξηγήσαµε στην Ενότητα 3, πϱοκύπτει ο Πίνακας 9 παϱακάτω. Ο εν
λόγω Πίνακας πεϱιλαµϐάνει τις εκτιµήσεις των συνιστωσών του διανύσµατος m̃, ξεχωϱιστά
για τα δεδοµένα λευκού και κόκκινου κϱασιού, ϐασισµένες στο µοντέλο παλινδϱόµησης που
οϱίσαµε.

Το σύνολο των επιλογών για τις παϱαµέτϱους, και τις υπεϱπαϱαµέτϱους, αποσκοπεί
στην κατασκευή µιας πιο αντικειµενικής από κοινού πϱότεϱης. Ο λόγος που χτίϹουµε την
πϱότεϱη κατανοµή µε τέτοιο τϱόπο είναι ότι, παϱόλο που ενδέχεται να υποψιαϹόµαστε τη
δοµή του µοντέλου, δεν διαϑέτουµε εµπεϱιστατωµένη πϱότεϱη πληϱοϕοϱία σχετικά µε την
κατανοµή των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης. Τελικά, χϱησιµοποιούµε την µέση τιµή της
εκ των υστέϱων κατανοµής των παϱαµέτϱων ως σηµειακή εκτίµηση αυτών.

NIG prior

i Επεξηγηµατική
µεταϐλητή

Λευκό κϱασί Κόκκινο κϱασί

m̃i m̃i

0 (intercept) 150.16 21.95
1 fixed.acidity 0.07 0.02
2 volatile.acidity -1.86 -1.08
3 citric.acid 0.02 -0.18
4 residual.sugar 0.08 0.02
5 chlorides -0.25 -1.87
6 free.sulfur.dioxide 4×10-3 4×10-3

7 total.sulfur.dioxide 3×10-4 3×10-4

8 density -150.25 -17.87
9 pH 0.07 -0.41
10 sulphates 0.06 0.92
11 alcohol 0.19 0.28

Πίνακας 9: Μέση τιµή της εκ των υστέϱων κατανοµής των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης
µε χϱήση της πϱότεϱης του Zellner στα δεδοµένα για λευκό και κόκκινο κϱασί.

Τα ευϱήµατα που πϱοκύπτουν από την πϱοσαϱµογή του µοντέλου είναι ποιοτικά
παϱόµοια για τα δύο είδη κϱασιού. Πιο αναλυτικά, οι επεξηγηµατικές µεταϐλητές µε τους
µεγαλύτεϱους εκτιµώµενους συντελεστές στα µοντέλα είναι οι:

� volatile.acidity

� density

� chlorides (µόνο στα κόκκινα κϱασιά).
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Αντίϑετα, οι επεξηγηµατικές µεταβλητές στις οποίες αντιστοιχούν πολύ µικϱές τιµές συντε-
λεστών, κάτω από 10−1, για τα δεδοµένα κόκκινου κρασιού, είναι οι:

� fixed.acidity

� residual.sugar

� free.sulfur.dioxide

� total.sulfur.dioxide,

ενώ στην πεϱίπτωση του λευκού κϱασιού η λίστα συµπληϱώνεται µε τα:

� citric.acid

� chlorides

� pH

� sulphates.

Οϕείλει να επισηµανϑεί το γεγονός ότι µικϱές ή µεγάλες τιµές των συντελεστών δεν
συνεπάγονται αυτόµατα µικϱή ή µεγάλη επίδϱαση της αντίστοιχης επεξηγηµατικής µετα-
ϐλητής στο συγκεκϱιµένο µοντέλο. Για να αποϕανϑούµε σχετικά, πϱέπει πϱώτα να λάϐουµε
υπόψη το εύϱος των τιµών της µεταϐλητής. Παϱαδείγµατος χάϱιν, ο συντελεστής του x6

(free.sulfur.dioxide) µε τιµή 4×10-3 στις παϱατηϱήσεις λευκών κϱασιών είναι ένας
ϕαινοµενικά ασήµαντος αϱιϑµός. Ωστόσο, το γινόµενό του µε τιµές του x6 άνω του 50,
αϱιϑµός που εµϕανίϹεται µε σηµαντική συχνότητα, πϱοσαυξάνει κατά 0, 2 στην ποιότητα του
κϱασιού, συνεισϕοϱά καϑόλου αµελητέα στην κλίµακα 0− 10.

Επιπλέον, είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι τα πϱόσηµα των συντελεστών των επε-
ξηγηµατικών µεταβλητών του µοντέλου στην πλειοψηφία τους δεν διαφοροποιούνται µεταξύ
των δύο ειδών κρασιού, που σηµαίνει ότι κατά κύϱιο λόγο οι πϱος µελέτη ιδιότητες επηρεά-
Ϲουν µε τον ίδιο τϱόπο την ποιότητα και στα δύο είδη. Μάλιστα, το µοντέλο επιϐεϐαιώνει
κάποιες αρχικές υποψίες που είχαµε για τη σχέση εξαρτηµένων και ανεξάϱτητων µετα-
ϐλητών. Ο λόγος για το αρνητικό πϱόσηµο στον συντελεστή του x2 (volatile.acidity)
αϕού πράγµατι αναµέναµε η υψηλή πτητική οξύτητα, που πϱοκαλεί γεύση ξυδιού, να µειώνει
την ποιότητα του κρασιού.

Εξαίϱεση για την παϱατήϱηση σχετικά µε τα πϱόσηµα αποτελούν οι ιδιότητες που
περιγράφονται από τα x3 (citric.acid) και x9 (pH). Συγκεκριµένα, ϕαίνεται πως η ποσό-
τητα κιτϱικού οξέως επιδϱά ϑετικά στην ποιότητα του λευκού κρασιού και αρνητικά σε αυτή
του κόκκινου κρασιού. Βέϐαια, το αποτέλεσµα αυτό για τα δεδοµένα του κόκκινου κρα-
σιού, έρχεται σε αντίθεση µε τη διαίσθησή µας καθώς η ύπαϱξη κιτϱικού οξέως ενισχύει τη
ϕϱεσκάδα και τη γεύση του κρασιού, συµβάλλοντας στην ϐελτίωση της ποιότητάς του. Από
την άλλη, µεγαλύτεϱο pH, δηλαδή µικϱότεϱη οξύτητα, ϕαίνεται να αυξάνει την ποιότητα
του λευκού κρασιού ενώ µικϱότεϱο pH, δηλαδή µεγαλύτεϱη οξύτητα, οδηγεί σε αυξηµένη
ποιότητα στο κόκκινο κϱασί.

Συγκεντϱωτικά, οι επεξηγηµατικές µεταϐλητές µε ϑετικό συντελεστή για το µοντέλο
λευκού κϱασιού είναι:
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1. fixed.acidity

2. citric.acid

3. residual.sugar

4. free.sulfur.dioxide

5. total.sulfur.dioxide

6. pH

7. sulphates

8. alcohol.

Ακολουϑεί η αντίστοιχη λίστα για το µοντέλο κόκκινου κϱασιού, όπου ϑετικό συντελεστή
ϐϱίσκουµε στις µεταϐλητές:

1. fixed.acidity

2. residual.sugar

3. free.sulfur.dioxide

4. total.sulfur.dioxide

5. sulphates

6. alcohol.

Οι µεγάλες ϑετικές τιµές των m̃0, σε συνδυασµό µε το αϱνητικό πϱόσηµο των µεγαλύ-
τεϱων κατ’ απόλυτη τιµή συντελεστών των επεξηγηµατικών µεταϐλητών, αποκαλύπτουν τον
µηχανισµό που διαµοϱϕώνει τη µεταϐλητή απόκϱισης: κάϑε παϱατήϱηση κϱασιού ξεκινά
µε µία υψηλή τιµή για την ποιότητα (150.16 στα λευκά και 21.95 στα κόκκινα κϱασιά) η
οποία µειώνεται σηµαντικά µε την επίδϱαση των πεϱισσότεϱων συµµεταϐλητών και αυξάνει
µεϱικώς µε την επίδϱαση των υπολοίπων συµµεταϐλητών. Με αυτή τη δοµή, η κλίµακα της
ϐαϑµολογίας της ποιότητας διαµοϱϕώνεται στο 0− 10.

Εϱµηνεύουµε πιο αναλυτικά τις πϱοκύπτουσες τιµές των εκτιµητών, αϱχικά για το
δείγµα λευκού κϱασιού. Επιστϱατεύοντας την NIG πϱότεϱη µε τις πϱοτάσεις του Zellner, η
εκτιµώµενη ευϑεία παλινδϱόµησης για τη µέση ποιότητα yλ του λευκού κϱασιού vinho verde
είναι η εξής:

ŷλ = 150.16− 0.07x1 − 1.86x2 + 0.02x3 + 0.08x4

− 0.25x5 + 4× 10−3x6 − 3× 10−4x7 − 150.25x8

+ 0.07x9 + 0.06x10 + 0.19x11. (84)

Γενικότεϱα, στην ανάλυση παλινδρόµησης, οι συντελεστές βi εκφράζουν την αναµενό-
µενη µεταϐολή στη µεταβλητή απόκρισης, όταν η τιµής της επεξηγηµατικής µεταβλητής
xi αυξηθεί κατά µία µονάδα, δεδοµένου ότι οι υπόλοιπες επεξηγηµατικές µεταβλητές του
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µοντέλου µένουν σταθερές (Φουσκάκης 2013). Συνεπώς, ενδεικτικά αναϕέϱουµε πως η
εκτίµηση της τιµής του συντελεστή του x2 υποδηλώνει πως αν η πτητική οξύτητα αυξηθεί
κατά ένα g/dm3, ενώ οι υπόλοιπες µεταβλητές είναι σταθερές, η ποιότητα ϑα µειωθεί κατά
1.86. Αντίστοιχα, από την τιµή του συντελεστή του x8, ϐλέπουµε πως αν η πυκνότητα αυξηθεί
κατά ένα g/cm3, για σταθερή τιµή των υπόλοιπων επεξηγηµατικών µεταβλητών, η ποιότητα
µειώνεται κατά 150.25.

Ανάλογα συµπεϱάσµατα πϱοκύπτουν και στο δείγµα κόκκινου κϱασιού όπου το µο-
ντέλο εκτιµάται ως εξής:

ŷκ = 21.95− 0.02x1 − 1.08x2 − 0.18x3 + 0.02x4

− 1.87x5 + 4× 10−3x6 − 3× 10−4x7 − 17.87x8

− 0.41x9 + 0.92x10 + 0.28x11. (85)

Κατά τη συνήϑη ερµηνεία των συντελεστών της παλινδρόµησης, σχολιάζουµε ενδεικτικά την
τιµή του m̃5 η οποία πϱοκαλεί µείωση της µεταβλητής κατά 1, 87 όταν η µεταβλητή x7

(chlorides) αυξηθεί κατά ένα g/dm3 και ϑεωρώντας πως οι υπόλοιπες µεταβλητές µέ-
νουν σταθερές.

Improper πϱότεϱη για τη διασπορά

Τα αποτελέσµατα του Πίνακα 10 αϕοϱούν την εϕαϱµογή του µοντέλου της improper
πϱότεϱης για τη διασποϱά, που αναπτύχϑηκε στην Υποενότητα 3.2, στα δεδοµένα του κϱασιού
vinho verde. ΣυνδυάϹουµε τη συγκεκϱιµένη πϱότεϱη για το σ2 µε την πϱότεϱη του Zellner
για τις τιµές των m και V και έτσι η ύστεϱη µεταϐλητή ενδιαϕέϱοντος m̃ παίϱνει τις ίδιες
τιµές µε την πεϱίπτωση NIG πϱότεϱης που πϱοηγήϑηκε.

Improper prior for variance

i Επεξηγηµατική
µεταϐλητή

Λευκό κϱασί Κόκκινο κϱασί

m̃i m̃i

0 (intercept) 150.16 21.95
1 fixed.acidity 0.07 0.02
2 volatile.acidity -1.86 -1.08
3 citric.acid 0.02 -0.18
4 residual.sugar 0.08 0.02
5 chlorides -0.25 -1.87
6 free.sulfur.dioxide 4×10-3 4×10-3

7 total.sulfur.dioxide 3×10-4 3×10-4

8 density -150.25 -17.87
9 pH 0.07 -0.41
10 sulphates 0.06 0.92
11 alcohol 0.19 0.28

Πίνακας 10: Μέση τιµή της εκ των υστέϱων κατανοµής των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης
µε χϱήση improper πϱότεϱης για τη διασποϱά στα δεδοµένα για λευκό και κόκκινο κϱασί.
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Εϕόσον οι προκύπτουσες εκτιµήσεις των συντελεστών της παλινδρόµησης δεν δια-
ϕοϱοποιούνται, τις παραθέτουµε απλά ακολούϑως ενώ οποιαδήποτε µελλοντική αναϕοϱά
στα αποτελέσµατα της κανονικής-αντίστϱοϕης γάµµα πϱότεϱης ϑα συµπεριλαµβάνει και την
παϱούσα εφαρµογή. Υπενθυµίζουµε πως παρόµοιο σχόλιο είχε γίνει και στην αντίστοιχη
εφαρµογή σε προσοµοιωµένα δεδοµένα.

Μη-πληϱοϕοϱιακή από κοινού πϱότεϱη

Η τελευταία εκ των πϱοτέϱων κατανοµή που ϑα χϱησιµοποιηϑεί για τη ΜπεϋϹιανή
παλινδϱόµηση µε τα δεδοµένα κϱασιού, είναι η µη-πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη. Με αυτή την
επιλογή, κατασκευάϹουµε ένα εντελώς αντικειµενικό εκτιµητή για το β ο οποίος µάλιστα
έχουµε αναϕέϱει ότι ϑα συµπίπτει κατά µέση τιµή µε την εκτιµήτϱια ελαχίστων τετϱαγώνων.
Παϱακάτω, στον Πίνακα 11, ϕαίνονται οι τιµές των εκτιµητών:

Non-informative prior

i Επεξηγηµατική µεταϐλητή Λευκό κϱασί Κόκκινο κϱασί
m̃i m̃i

0 (intercept) 150.19 21.97
1 fixed.acidity 0.07 0.02
2 volatile.acidity -1.86 -1.08
3 citric.acid 0.02 -0.18
4 residual.sugar 0.08 0.02
5 chlorides -0.24 -1.87
6 free.sulfur.dioxide 4×10-3 4×10-3

7 total.sulfur.dioxide 3×10-4 3×10-4

8 density -150.28 -17.88
9 pH 0.07 -0.41
10 sulphates 0.06 0.92
11 alcohol 0.19 0.28

Πίνακας 11: Μέση τιµή της εκ των υστέϱων κατανοµής των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης
µε χϱήση µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης για τη διασποϱά στα δεδοµένα για λευκό και κόκκινο
κϱασί.

Συνεπώς προκύπτουν οι εξής εκτιµώµενες ευθείες παλινδρόµησης για τη µέση ποιότητα
yλ των λευκών κϱασιών και τη µέση ποιότητα yκ των κόκκινων κϱασιών:

ŷλ = 150.19− 0.07x1 − 1.86x2 + 0.02x3 + 0.08x4

− 0.24x5 + 4× 10−3x6 − 3× 10−4x7 − 150.28x8

+ 0.07x9 + 0.06x10 + 0.19x11. (86)
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ŷκ = 21.97− 0.02x1 − 1.08x2 − 0.18x3 + 0.02x4

− 1.87x5 + 4× 10−3x6 − 3× 10−4x7 − 17.88x8

− 0.41x9 + 0.92x10 + 0.28x11. (87)

Συγκϱίνοντας τις Εξισώσεις (86) και (87) µε το Ϲεύγος (84), (85) που εµϕανίστηκε
στην ανάλυση που έγινε για τα µοντέλα µε χϱήση της NIG πϱότεϱης, διαπιστώνουµε ότι οι
διαϕοϱές µεταξύ των µοντέλων που παϱήγαγαν οι πϱότεϱες είναι πολύ µικϱές και ασήµαντες.
Συµϐουλευόµενοι και τους Πίνακες 12, 13 εντοπίϹουµε επακϱιϐώς τις αποκλίσεις µεταξύ των
εκτιµήσεων:

� Λευκό κϱασί:

1. Ο σταθερός όϱος εµφανίζεται αυξηµένος κατά 3 × 10−2 στο µοντέλο της µη-
πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης.

2. Η εκτίµηση του συντελεστή της µεταϐλητής chlorides παϱουσιάϹει αύξηση κατά
10−2 στο µοντέλο της µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης.

3. Η εκτίµηση του συντελεστή της µεταϐλητής density εµϕανίϹει αύξηση κατά
3× 10−2 στο µοντέλο της µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης.

Λευκό κϱασί

i Επεξηγηµατική
µεταϐλητή

NIG Improper
variance

Non-informative

m̃i m̃i m̃i

0 (intercept) 150,16 150.16 150.19
1 fixed.acidity 0.07 0.07 0.07
2 volatile.acidity -1.86 -1.86 -1.86
3 citric.acid 0.02 0.02 0.02
4 residual.sugar 0.08 0.08 0.08
5 chlorides -0.25 -0.25 -0.24
6 free.sulfur.dioxide 4×10-3 4×10-3 4×10-3

7 total.sulfur.dioxide 3×10-4 3×10-4 3×10-4

8 density -150.25 -150.25 -150.28
9 pH 0.07 0.07 0.07
10 sulphates 0.06 0.06 0.06
11 alcohol 0.19 0.19 0.19

Πίνακας 12: Μέση τιµή της εκ των υστέϱων κατανοµής των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης
για τα τϱία είδη πϱότεϱων στα δεδοµένα για λευκό κϱασί.
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� Κόκκινο κϱασί:

1. Ο σταθερός όϱος εµφανίζεται αυξηµένος κατά 2 × 10−2 στο µοντέλο της µη-
πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης.

2. Η εκτίµηση του συντελεστή της µεταϐλητής density εµϕανίϹει αύξηση κατά 10−2

στο µοντέλο της µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης.

΄Οπως ήδη επισηµάνθηκε, οι διαφοροποιήσεις αυτές πολύ µικϱές και συνεπώς τα συµπεϱά-
σµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή της µη-πληϱοϕοϱιακής πϱότεϱης είναι πανοµοιό-
τυπα µε αυτά που διατυπώϑηκαν για το µοντέλο της κανονικής-αντίστϱοϕης γάµµα πϱότεϱης.

Κόκκινο κϱασί

i Επεξηγηµατική
µεταϐλητή

NIG Improper
variance

Non-informative

m̃i m̃i m̃i

0 (intercept) 21.95 21.95 21.97
1 fixed.acidity 0.02 0.02 0.02
2 volatile.acidity -1.08 -1.08 -1.08
3 citric.acid -0.18 -0.18 -0.18
4 residual.sugar 0.02 0.02 0.02
5 chlorides -1.87 -1.87 -1.87
6 free.sulfur.dioxide 4×10-3 4×10-3 4×10-3

7 total.sulfur.dioxide 3×10-4 3×10-4 3×10-4

8 density -17.87 -17.87 -17.88
9 pH -0.41 -0.41 -0.41
10 sulphates 0.92 0.92 0.92
11 alcohol 0.28 0.28 0.28

Πίνακας 13: Μέση τιµή της εκ των υστέϱων κατανοµής των παϱαµέτϱων της παλινδϱόµησης
για τα τϱία είδη πϱότεϱων στα δεδοµένα για κόκκινο κϱασί.

4.2.4 Πϱοϐλέψεις

Η διαδικασία πρόβλεψης της τιµής της µεταβλητής απόκρισης σε νέα δεδοµένα δι-
αφοροποιείται από αυτή που ακολουθείται στην κλασική παλινδρόµηση. Στα πλαίσια της
ΜπεϋϹιανής στατιστική ϐασιζόµαστε στην προβλεπτική κατανοµή η οποία λαµβάνει υπόψη
και την αϐεϐαιότητα που υπάρχει για τις άγνωστες παϱαµέτϱους του µοντέλου.

Στο κεφάλαιο που προηγήθηκε είδαµε ότι και οι τϱεις πϱότεϱες που επιλέξαµε να
παρουσιάσουµε οδηγούν σε προβλεπτικές κατανοµές της οικογένειας της πολυδιάστατης Stu-
dent κατανοµής. Παϱά τις επί µέϱους διαφορές όσον αϕοϱά τους ϐαθµούς ελευθερίας και
την παϱάµετϱο κλίµακας, σε όλες τις περιπτώσεις η παϱάµετϱος ϑέσης δίνεται ως:

X∗m̃,

όπου m̃ η εκ των υστέϱων µέση τιµή του διανύσµατος β των συντελεστών της παλινδϱόµησης,
όπως αυτή οϱίϹεται κατά πεϱίπτωση για την εκάστοτε επιλογή πϱότεϱης, και X∗ ο πίνακας
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σχεδιασµού των νέων παϱατηϱήσεων. Καϑώς η παϱάµετϱος ϑέσης της MVSt πϱοϐλεπτικής
κατανοµής συµπίπτει µε τη µέση τιµή της, µποϱούµε να τη χϱησιµοποιήσουµε ως σηµειακή
εκτίµηση της τιµής της µεταϐλητής απόκϱισης. ΄Ετσι, η τιµή y∗ µποϱεί να εκτιµηϑεί ως εξής:

ŷ∗ = X∗m̃.

Εϕόσον δεν έχουµε πρόσβαση σε εξ’ ολοκλήρου νέες παρατηρήσεις, ϑα χρησιµοποιή-
σουµε τη µέϑοδο Leave-One-Out Cross Validation (LOOCV ) για να εφαρµόσουµε και να
αξιολογήσουµε τη διαδικασία πρόβλεψης. Σύµφωνα µε τη µέϑοδο αυτή, εκπαιδεύουµε το
µοντέλο παλινδρόµησης χρησιµοποιώντας όλα τα διανύσµατα παϱατηϱήσεων, πλην ενός.
Στη συνέχεια, χρησιµοποιούµε το µοντέλο που πϱοέκυψε ώστε να προβλέψουµε την τιµή της
µεταβλητής απόκρισης για την παϱατήϱηση που παραλείψαµε και τη συγκρίνουµε µε την
πραγµατική καταγεγραµµένη τιµή της. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται παραλείποντας κάϑε
ϕοϱά κι από µία παϱατήϱηση µέχϱις ότου έχουν όλες µείνει εκτός του συνόλου εκπαίδευσης
ακϱιϐώς µία ϕοϱά.

Η αξιολόγηση του µοντέλου γίνεται µε τη ϐοήθεια της ϱίϹας του µέσου τετραγωνικού
σφάλµατος ή αλλιώς του Root Mean Square Error (RMSE) και, όπως υποδεικνύει και η ονο-
µασία του, πϱοκύπτει από τον υπολογισµό της ϱίϹας του αριθµητικού µέσου των τετϱαγώνων
των αποκλίσεων της προβλεπόµενης τιµής από την πραγµατική. Ο αριθµητικός µέσος ορίζε-
ται µεταξύ των n διαφορετικών µοντέλων που προσαρµόζονται στα πλαίσια του LOOCV ενώ
η απόκλιση αϕοϱά την εκτιµώµενη και την πραγµατική τιµή της µεταβλητής απόκρισης για
την παϱατήϱηση που έχει παραλειφθεί στο i−οστό µοντέλο, i = 1, ..., n. Πιο αναλυτικά, στην
πεϱίπτωσή µας ϑα δίνεται ως εξής:

RMSE =

√√√√ n∑
i=1

(ŷi − yi)2

n
. (88)

Επιϑυµούµε οι τιµές του RMSE να είναι µικϱές ώστε το σϕάλµα πϱόϐλεψης να είναι µικϱό
και το µοντέλο να µποϱεί να χαϱακτηϱιστεί χϱήσιµο και ακϱιϐές. Το ποιες ακϱιϐώς τιµές του
RMSE ϑεωϱούνται µικϱές εξαϱτάται από το είδος και τη µονάδα µέτϱησης της πϱος µελέτη
µεταϐλητής.

Στον Πίνακα 14 ϕαίνονται συγκεντϱωτικά οι τιµές του RMSE για τις τϱεις επιλογές
πϱότεϱης αϕού εϕαϱµόσουµε Leave-One-Out Cross Validation ξεχωϱιστά για τα δεδοµένα
κόκκινου και λευκού κϱασιού.

RMSE

Είδος πϱότεϱης Λευκό κϱασί Κόκκινο κϱασί

NIG 0.75 0.65
Improper variance 0.75 0.65
Non-informative 0.75 0.65

Πίνακας 14: Υπολογισµός του Root Mean Square Error για τις προβλεπόµενες τιµές
της µεταβλητής απόκρισης µέσω Leave-One-Out Cross Validation, για τις τϱεις επιλογές
πϱότεϱης κατανοµής στους δύο τύπους κρασιού.
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Παϱατηϱώντας τον Πίνακα 14, ϕαίνεται πως τόσο στα δεδοµένα κόκκινου όσο και
στα δεδοµένα λευκού κρασιού, οι τιµές του RMSE ταυτίζονται µεταξύ των διαφόρων ειδών
πϱότεϱων. Το γεγονός αυτό δεν µας πϱοκαλεί έκπληξη καθώς τα µοντέλα παλινδρόµησης
για τις διάφορες πϱότεϱες που πϱοέκυψαν παραπάνω δεν διαφέρουν παϱά ελάχιστα σε κάϑε
τύπο κρασιού. Εποµένως, ανεξαϱτήτως πϱότεϱης, η τιµή του RMSE για το µοντέλο λευκού
κρασιού διαµορφώνεται στις 0.75 µονάδες ενώ για το µοντέλο κόκκινου κρασιού στις 0.65.
Καµία από τις δύο εκτιµήσεις δεν µποϱεί να ϑεωρηθεί αµελητέα καθώς και οι δύο ξεπερνούν
τη µισή µονάδα, τιµή που µποϱεί να κάνει τη διαφορά µεταξύ ενός χαλασµένου και ενός
µέτϱιου κρασιού, ενός µέτϱιου και ενός πολύ καλού. Παϱ’ όλα αυτά, συνολικά δεν ϑα ϑεω-
ϱούσαµε ανησυχητικές τις τιµές του RMSE στα δεδοµένα κόκκινου κρασιού ενώ κϱατάµε τις
επιφυλάξεις µας για το προκύπτον µοντέλο από τα δεδοµένα λευκού κρασιού.

4.2.5 Συµπεϱάσµατα και σχόλια

΄Εχοντας ολοκληϱώσει την ανάλυση των δεδοµένων λευκού και κόκκινου κϱασιού
vinho verde, µποϱούµε πλέον να σχολιάσουµε τα αποτελέσµατα και να διατυπώσουµε τα
εϱευνητικά µας συµπεϱάσµατα.

΄Οσον αϕοϱά τα πϱοκύπτοντα µοντέλα, συµϐουλευόµαστε ξανά τους Πίνακες 12 και
13 ώστε να καταλήξουµε στους σηµαντικότεϱους παϱάγοντες που επηϱεάϹουν την ποιότητα
του κϱασιού. Καταϱχήν, δεν πϱέπει να µας παϱαπλανήσει η µεγάλη τιµή του συντελεστή
της πυκνότητας (density), καϑώς, όπως είπαµε, η ίδια η µεταϐλητή παίϱνει τιµές πάϱα
πολύ κοντά στο 1. ΄Ετσι, τελικά, και για τα δύο είδη κϱασιού, ο συντελεστής της πυκνότητας
λειτουϱγεί σαν παϱάγοντας που εξισοϱϱοπεί την παϱουσία της εξίσου αυξηµένης τιµής του
σταϑεϱού όϱου.

Παϱαϐλέποντας λοιπόν αυτόν τον όϱο, µποϱούµε να ξεχωρίσουµε ως σηµαντικές συµ-
µεταβλητές στα δεδοµένα λευκού κρασιού τις ακόλουθες:

� πτητική οξύτητα (volatile.acidity), µε αϱνητική επίδϱαση στην ποιότητα,

� χλωϱιούχα (chlorides), µε αϱνητική επίδϱαση στην ποιότητα,

� αλκοόλ (alcohol), µε ϑετική επίδϱαση στην ποιότητα.

Για τα δεδοµένα κόκκινου κϱασιού, οι συµµεταϐλητές που επηϱεάϹουν την ποιότητα
είναι οι εξής:

� πτητική οξύτητα (volatile.acidity), µε αϱνητική επίδϱαση στην ποιότητα,

� κιτϱικό οξύ (citric.acid), µε αϱνητική επίδϱαση στην ποιότητα,

� χλωϱιούχα (chlorides), µε αϱνητική επίδϱαση στην ποιότητα,

� pH, µε ϑετική επίδϱαση στην ποιότητα,

� ϑειϊκά άλατα sulphates, µε ϑετική επίδϱαση στην ποιότητα,

� αλκοόλ (alcohol), µε ϑετική επίδϱαση στην ποιότητα.
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ΣχολιάϹοντας τώϱα τα διαϑέσιµα δεδοµένα και παϱόλο που τα µοντέλα που πϱοέκυψαν
από αυτά είχαν καλή απόδοση, αναϕέϱουµε ότι ϑα µποϱούσαν να έχουν συµπεϱιληϕϑεί και
οι µετϱήσεις µεταϐλητών πέϱα από αυτές που αϕοϱούν ϕυσικοχηµικές ιδιότητες, όπως η
χϱονιά παϱαγωγής, ο χϱόνος Ϲύµωσης κ.α. Επίσης, διαπιστώνουµε από τη µοϱϕή της µετα-
ϐλητής απόκϱισης ότι δεν είναι στην πϱαγµατικότητα συνεχής, αϕού οι τιµές που µποϱούν
να αποδοϑούν στην ποιότητα κϱασιού είναι τελικά πεπεϱασµένες. Μάλιστα, στα διαϑέσιµα
δεδοµένα δεν υπήϱχαν καταγϱαϕές ποιότητας µε δεκαδικά ψηϕία, µόνο ακέϱαιες τιµές. Το
γεγονός αυτό επηϱεάϹει σαϕώς το µοντέλο αϕού εξ’ αϱχής υποϑέτουµε κανονική κατανοµή
της εξαϱτηµένης µεταϐλητής, ωστόσο πϱόκειται για µια απόλυτα ϱεαλιστική εϕαϱµογή της
παλινδϱόµησης.

Ειδικότεϱα, η χϱησιµότητα της ανάπτυξης µοντέλου πρόβλεψης της ποιότητας κρα-
σιού δεν περιορίζεται στις µελέτες του οργανισµού που σύλλεξε τα δεδοµένα. Αντιθέτως, η
ενσωµάτωση αυτού του µηχανισµού στη διαδικασία ελέγχου ποιότητας µποϱεί να ϐοηθήσει
σηµαντικά τη διαδικασία παραγωγής κρασιού, από τη µεγαλύτεϱη ϐιοµηχανία µέχϱι τον
µικϱότεϱο παραγωγό. ΄Ενα απλό δείγµα από το παραγόµενο κϱασί µποϱεί να εισαχθεί στο
κατάλληλο µοντέλο το οποίο ϑα προβλέψει την ποιότητά του διευκολύνοντας την ανίχνευση
χαλασµένων δειγµάτων και την παραγωγή προϊόντων που ϑα έχουν µεγαλύτεϱη απήχηση στο
καταναλωτικό κοινό.

Κλείνοντας µε αυτόν τον τϱόπο την παϱούσα εργασία, ϑέλουµε να υπογραµµίσουµε το
συναϱπαστικό γεγονός ότι τα µαθηµατικά µποϱούν να τυποποιήσουν και να αυτοµατοποιή-
σουν διαδικασίες από όλες τις εκφάνσεις της Ϲωής, από τις πιο απλές στις πιο πολύπλοκες,
διαδικασίες που παλαιότεϱα ϐασίζονταν στην ανθρώπινη διαίσθηση.
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A Κώδικας στην R

A.1 Πϱοσοµοίωση δεδοµένων

Πϱώτο σύνολο δεδοµένων

n<=50 #number of observations for each covariate
p<=16 #an intercept and 15 covariates

lab<= l i s t ( seq (1 :n) , c ( " intercept " , " x1 " , " x2 " , " x3 " , " x4 " , " x5 " , " x6 " , " x7" ,
"x8 " , " x9 " , " x10" , " x11" , " x12" , " x13" , " x14" , " x15 " ) )

X<=matrix (nrow=n, ncol=p,dimnames=lab ) #creating an empty design matrix
X[ ,1] <=( rep (1 , times=n ) ) #adding a column of 1s for the intercept

for ( i in 2:p ) {
X[ , i ]<=rnorm(n,0 ,1) # f i l l i n g each column with 50 values from N(0 ,1)

}

#real coe f f i c i en t values aka beta
coeffs<=as . matrix ( c (6 ,8 ,0 ,0 ,3 ,0 ,0 ,10 ,0 ,0 ,0 ,0 ,=12 ,0 ,0 ,4))

# f i r s t sample , sigma=1.5
sigma<=1.5
mu<=X%*%coef fs #the mean value
y<=rnorm(n,mu, sigma )

∆εύτεϱο σύνολο δεδοµένων

n<=50 #number of observations for each covariate
p<=16 #an intercept and 15 covariates

lab<= l i s t ( seq (1 :n) , c ( " intercept " , " x1 " , " x2 " , " x3 " , " x4 " , " x5 " , " x6 " , " x7" ,
"x8 " , " x9 " , " x10" , " x11" , " x12" , " x13" , " x14" , " x15 " ) )

X<=matrix (nrow=n, ncol=p,dimnames=lab ) #creating an empty design matrix
X[ ,1] <=( rep (1 , times=n ) ) #adding a column of 1s for the intercept

for ( i in 2:p ) {
X[ , i ]<=rnorm(n,0 ,1) # f i l l i n g each column with 50 values from N(0 ,1)

}

#real coe f f i c i en t values aka beta
coeffs<=as . matrix ( c (6 ,8 ,0 ,0 ,3 ,0 ,0 ,10 ,0 ,0 ,0 ,0 ,=12 ,0 ,0 ,4))

#second sample , sigma=2.5
sigma<=2.5
mu<=X%*%coef fs
y<=rnorm(n,mu, sigma )
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Τϱίτο σύνολο δεδοµένων

n<=50 #number of observations for each covariate
p<=16 #an intercept and 15 covariates

lab<= l i s t ( seq (1 :n) , c ( " intercept " , " x1 " , " x2 " , " x3 " , " x4 " , " x5 " , " x6 " , " x7" ,
"x8 " , " x9 " , " x10" , " x11" , " x12" , " x13" , " x14" , " x15 " ) )

X<=matrix (nrow=n, ncol=p,dimnames=lab ) #creating an empty design matrix
X[ ,1] <=( rep (1 , times=n ) ) #adding a column of 1s for the intercept

for ( i in 2:11) {
X[ , i ]<=rnorm(n,0 ,1) # f i l l i n g columns 2=11 with 50 values from N(0 ,1)

}

mu1<=X[,2:6]%*%c (0.3 ,0.5 ,0.7 ,0.9 ,1.1)

for ( i in 12:p ) {
X[ , i ]<=rnorm(n,mu1,1 ) # f i l l i n g columns 12=16 with 50 values from N(mu1,1 )

}

#real coe f f i c i en t values
coeffs<=as . matrix ( c (6 ,8 ,0 ,0 ,3 ,0 ,0 ,10 ,0 ,0 ,0 ,0 ,=12 ,0 ,0 ,4))

#third sample , sigma=1.5
sigma<=1.5
mu<=X%*%coef fs
y<=rnorm(n,mu, sigma )

Τέταϱτο σύνολο δεδοµένων

n<=50 #number of observations for each covariate
p<=16 #an intercept and 15 covariates

lab<= l i s t ( seq (1 :n) , c ( " intercept " , " x1 " , " x2 " , " x3 " , " x4 " , " x5 " , " x6 " , " x7" ,
"x8 " , " x9 " , " x10" , " x11" , " x12" , " x13" , " x14" , " x15 " ) )

X<=matrix (nrow=n, ncol=p,dimnames=lab ) #creating an empty design matrix
X[ ,1] <=( rep (1 , times=n ) ) #adding a column of 1s for the intercept

for ( i in 2:11) {
X[ , i ]<=rnorm(n,0 ,1) # f i l l i n g columns 2=11 with 50 values from N(0 ,1)

}

mu1<=X[,2:6]%*%c (0.3 ,0.5 ,0.7 ,0.9 ,1.1)

for ( i in 12:p ) {
X[ , i ]<=rnorm(n,mu1,1 ) # f i l l i n g columns 12=16 with 50 values from N(mu1,1 )

}

#real coe f f i c i en t values
coeffs<=as . matrix ( c (6 ,8 ,0 ,0 ,3 ,0 ,0 ,10 ,0 ,0 ,0 ,0 ,=12 ,0 ,0 ,4))
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#fourth sample , sigma=2.5
sigma<=2.5
mu<=X%*%coef fs
y<=rnorm(n,mu, sigma )

A.2 ΄Ελεγχος πϱοϋποϑέσεων γϱαµµικού µοντέλου

#loading the data
winequality . red<= read . csv ( " winequality=red . csv " , header = TRUE, sep = " ; " )

# f i t t i n g a l inear model
LModel<=lm( quality ~. , data=winequality . red )

##CHECKING LINEAR MODEL ASSUMPTIONS

##1. LINEARITY CHECK
#Prepping the data for l inear i ty check
res_labels<= l i s t ( labels ( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ [ 1 ] ] ,

paste ( " Part ia l residuals " , labels ( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ [ 2 ] ] , sep=" " ) )
std_labels<= l i s t ( labels ( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ [ 1 ] ] ,

paste ( " Standardized " , labels ( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ [ 2 ] ] , sep=" " ) )
partial_residuals<=matrix ( data=as . matrix ( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) ,

nrow = dim( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ 1 ] ,
ncol =(dim( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ 2 ] ) ,
dimnames = res_labels )

standardized_data<=matrix (nrow = (dim( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ 1 ] ) ,
ncol =(dim( residuals ( LModel , " part ia l " ) ) [ 2 ] ) , dimnames = std_labels )

#Plots for l inear i ty check
#Variables 1 through 6
par (mar=c (4 ,4 ,2 ,2) )
par (mfrow=c (3 ,2 ) )

for ( i in 1 :6 ) {
standardized_data [ , i ]<=(winequality . red [ , i ]=mean( winequality . red [ , i ] ) )

/sd ( winequality . red [ , i ] )
plot ( part ial_residuals [ , i ] , standardized_data [ , i ] , xlab=res_labels [ [ 2 ] ] [ i ] ,

ylab=std_labels [ [ 2 ] ] [ i ] , col ="midnightblue " )
abline ( lm( standardized_data [ , i ]~ part ial_residuals [ , i ] ) , col ="mediumaquamarine" ,

lwd = 3)
}

mtext ( "Red: Linearity check 1/2" , side = 3, l ine = =1.5, outer = TRUE)

#Variables 7 through 11
par (mar=c (4 ,4 ,2 ,2) )
par (mfrow=c (3 ,2 ) )

for ( i in 7:11) {
standardized_data [ , i ]<=(winequality . red [ , i ]=mean( winequality . red [ , i ] ) )

/sd ( winequality . red [ , i ] )
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plot ( part ial_residuals [ , i ] , standardized_data [ , i ] , xlab=res_labels [ [ 2 ] ] [ i ] ,
ylab=std_labels [ [ 2 ] ] [ i ] , col ="midnightblue " )

abline ( lm( standardized_data [ , i ]~ part ial_residuals [ , i ] ) , col ="mediumaquamarine" ,
lwd = 3)

}

mtext ( "Red: Linearity check 2/2" , side = 3, l ine = =1.5, outer = TRUE)

#2. NORMALITY OF RESIDUALS CHECK
#Checking normality assumptions
par (mfrow=c (1 ,1 ) )
qqnorm( LModel$residuals , col ="paleturquoise4 " , main="Red: Normal Q=Q plot " )
qqline ( LModel$residuals , col =" yellowgreen " , lwd=3)

#3. HOMOSCEDASTICITY CHECK
#Checking homoscedasticity
par (mfrow=c (1 ,1 ) )
plot ( rstudent ( LModel ) , f i t t ed ( LModel ) , xlab = " studentized residuals " ,

ylab=" f i t t ed values " ,main="Red: Residual homoscedasticity check " ,
col ="orange " )

#4. RESIDUAL INDEPENDENCE HYPOTHESIS
#Checking residual independence
par (mfrow=c (1 ,1 ) )
plot (1 :dim( winequality . red ) [ [ 1 ] ] , LModel$residuals , xlab=" index " ,

ylab=" residuals " ,main="Red: Residual independence check " ,
col ="cyan " )

A.3 Υλοποίηση ΜπεϋϹιανής παλινδϱόµησης

A.3.1 Κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱη

##NIG PRIOR
l ibrary ( matrix )

winequality . white<= read . csv ( " winequality=white . csv " , header = TRUE, sep = " ; " )

n<=dim( winequality . white ) [ [ 1 ] ]
p<=dim( winequality . white ) [ [ 2 ] ]

X<=as . matrix ( cbind ( rep (1 , times=n) , winequality . white [ , 1 : 11 ] ) )
y<=as . matrix ( winequality . white$quality )

#Zellner ’ s prior hyperparameter
g<=n

#Normal prior for coe f f i c i ents
mu_beta<=as . matrix ( rep (0 , times=p ) )
V_beta<=as . matrix ( g*solve ( t (X)%*%X) )

#Inverse gamma prior for variance
a<=0.001 #shape
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b<=0.001 #scale

#posterior parameters
V_new<=solve ( t ( as . matrix (X))%*%X+solve ( V_beta ) )
mu_new<=V_new%*%(solve ( V_beta)%*%mu_beta+t (X)%*%y )
a_new<=a+n/2
b_new<=b+( t ( y)%*%y+t (mu_beta)%*%solve ( V_beta)%*%mu_beta

=t (mu_new)%*%solve (V_new)%*%mu_new)/2

A.3.2 Improper πϱότεϱη για τη διασποϱά

##IMPROPER PRIOR FOR VARIANCE
l ibrary ( matlib )

winequality . white<= read . csv ( " winequality=white . csv " , header = TRUE, sep = " ; " )

n<=dim( winequality . white ) [ [ 1 ] ]
p<=dim( winequality . white ) [ [ 2 ] ]

X<=as . matrix ( cbind ( rep (1 , times=n) , winequality . white [ , 1 : 11 ] ) )
y<=as . matrix ( winequality . white$quality )

##IMPROPER PRIOR FOR VARIANCE
#Zellner ’ s prior hyperparameter
g=n

#Normal prior for coe f f i c i ents
mu_beta<=rep (0 , times=p )
V_beta<=g* inv ( t (X)%*%X)

#Inverse gamma prior for variance
a<=0.001 #shape
b<=0.001 #scale

#posterior parameters
V_new<=solve ( t ( as . matrix (X))%*%as . matrix (X)+ solve ( as . matrix ( V_beta ) ) )
mu_new<=V_new%*%(solve ( as . matrix ( V_beta))%*%mu_beta+t ( as . matrix (X))%*%y )
a_new<=a
b_new<=b+( t ( y)%*%y+t (mu_beta)%*%solve ( as . matrix ( V_beta))%*%mu_beta

=t (mu_new)%*%solve (V_new)%*%mu_new)/2

A.3.3 Μη πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη

l ibrary ( matrix )

winequality . white<= read . csv ( " winequality=white . csv " , header = TRUE, sep = " ; " )

n<=dim( winequality . white ) [ [ 1 ] ]
p<=dim( winequality . white ) [ [ 2 ] ]

X<=as . matrix ( cbind ( rep (1 , times=n) , winequality . white [ , 1 : 11 ] ) )
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y<=as . matrix ( winequality . white$quality )

##NON INFORMATIVE PRIOR
#Non=informative prior for coe f f i c i ents
mu_beta<=rep (0 , times=p )

#Non=informative prior for variance
a<==p/2 #shape
b<=0.001 #scale

#posterior parameters
V_new<=solve ( t ( as . matrix (X))%*%as . matrix (X ) )
mu_new<=V_new%*%t (X)%*%y
a_new<=(n=p)/2
b_new<=( t ( y)%*%y=t (mu_new)%*%solve (V_new)%*%mu_new)/2

A.4 Πϱοϐλέψεις

#loading the l ibrary for RMSE calculation
l ibrary ( Metrics )

#loading the l ibrary for matrix calculations
l ibrary ( matlib )

#loading data
winequality . white<= read . csv ( " winequality=white . csv " , header = TRUE, sep = " ; " )

n<=dim( winequality . white ) [ [ 1 ] ]
p<=dim( winequality . white ) [ [ 2 ] ]

X<=as . matrix ( cbind ( rep (1 , times=n) , winequality . white [ , 1 : 11 ] ) )
actual<=as . matrix ( winequality . white$quality )

# i n i t i a l i z i n g the array which wi l l contain the f i t t ed values of the dependent variable
predicted <= NULL

# i n i t i a l i z i n g the RMSE array
rmse<= NULL

A.4.1 Κανονική-αντίστϱοϕη γάµµα πϱότεϱη

#leave=one=out Cross val idation and model f i t t i n g using NIG prior
for ( i in 1:n ) {

#leaving one out
validation<=X[ i , ]
training<=X[= i , ]
y_training<=actual[= i , ]

#NIG prior
mu_beta<=as . matrix ( rep (0 , times=p ) )
V_beta<=as . matrix ( g*solve ( t ( training)%*%training ) )
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#posterior parameter estimation using NIG prior
V_new<=solve ( t ( as . matrix ( training))%*%training+solve ( V_beta ) )
mu_new<=V_new%*%(solve ( V_beta)%*%mu_beta+t ( training)%*%y_training )

#predicting dependent variable values
predicted [ i ]<=val idation%*%mu_new

}

#calculating Root Mean Square Error
white_NIG_rmse<=rmse ( actual , predicted )

A.4.2 Improper πϱότεϱη για τη διασποϱά

#leave=one=out Cross val idation and model f i t t i n g using Improper prior
for ( i in 1:n ) {

#leaving one out
validation<=X[ i , ]
training<=X[= i , ]
y_training<=actual[= i , ]

#Improper prior
mu_beta<=as . matrix ( rep (0 , times=p ) )
V_beta<=as . matrix ( g*solve ( t ( training)%*%training ) )

#posterior parameter estimation using Improper prior
V_new<=solve ( t ( as . matrix ( training))%*%training+solve ( V_beta ) )
mu_new<=V_new%*%(solve ( V_beta)%*%mu_beta+t ( training)%*%y_training )

#predicting dependent variable values
predicted [ i ]<=val idation%*%mu_new

}

#calculating Root Mean Square Error
white_improper_rmse<=rmse ( actual , predicted )

A.4.3 Μη πληϱοϕοϱιακή πϱότεϱη

#leave=one=out Cross val idation and model f i t t i n g using Non=informative prior
for ( i in 1:n ) {

#leaving one out
validation<=X[ i , ]
training<=X[= i , ]
y_training<=actual[= i , ]

#posterior parameter estimation using Non=informative prior
V_new<=solve ( t ( as . matrix ( training))%*%as . matrix ( training ) )
mu_new<=V_new%*%t ( training)%*%y_training

#predicting dependent variable values
predicted [ i ]<=val idation%*%mu_new
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}

#calculating Root Mean Square Error
white_non_rmse<=rmse ( actual , predicted )
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