
Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών
και Μηχανικών Υπολογιστών
Τομέας Τεχνολογίας Πληροφορικής και Υπολογιστών

Επιθέσεις και Άμυνες σε Βαθιά Νευρωνικά Δίκτυα

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ

ΕΛΕΥΘΕΡΙΑ ΑΝΝΑ ΒΑΛΗ

Επιβλέπων : Ανδρέας­Γεώργιος Σταφυλοπάτης

Καθηγητής Ε.Μ.Π.

Συνεπιβλέπων : Γεώργιος Αλεξανδρίδης

Εργαστηριακό και Διδακτικό Προσωπικό Ε.Μ.Π.

Αθήνα, Οκτώβριος 2021





Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών
και Μηχανικών Υπολογιστών
Τομέας Τεχνολογίας Πληροφορικής και Υπολογιστών

Επιθέσεις και Άμυνες σε Βαθιά Νευρωνικά Δίκτυα

ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ

ΕΛΕΥΘΕΡΙΑ ΑΝΝΑ ΒΑΛΗ

Επιβλέπων : Ανδρέας­Γεώργιος Σταφυλοπάτης

Καθηγητής Ε.Μ.Π.

Συνεπιβλέπων : Γεώργιος Αλεξανδρίδης

Εργαστηριακό και Διδακτικό Προσωπικό Ε.Μ.Π.

Εγκρίθηκε από την τριμελή εξεταστική επιτροπή την 12η Οκτωβρίου 2021.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ανδρέας Γεώργιος Σταφυλοπάτης
Καθηγητής Ε.Μ.Π.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Στέφανος Κόλλιας
Καθηγητής Ε.Μ.Π.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Γεώργιος Στάμου
Αναπληρωτής Καθηγητής Ε.Μ.Π.

Αθήνα, Οκτώβριος 2021



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ελευθερία Άννα Βαλή
Διπλωματούχος Ηλεκτρολόγος Μηχανικός και Μηχανικός Υπολογιστών Ε.Μ.Π.

Copyright © Ελευθερία Άννα Βαλή, 2021.
Με επιφύλαξη παντός δικαιώματος. All rights reserved.

Απαγορεύεται η αντιγραφή, αποθήκευση και διανομή της παρούσας εργασίας, εξ ολοκλήρου ή τμή­
ματος αυτής, για εμπορικό σκοπό. Επιτρέπεται η ανατύπωση, αποθήκευση και διανομή για σκοπό
μη κερδοσκοπικό, εκπαιδευτικής ή ερευνητικής φύσης, υπό την προϋπόθεση να αναφέρεται η πηγή
προέλευσης και να διατηρείται το παρόν μήνυμα. Ερωτήματα που αφορούν τη χρήση της εργασίας
για κερδοσκοπικό σκοπό πρέπει να απευθύνονται προς τον συγγραφέα.

Οι απόψεις και τα συμπεράσματα που περιέχονται σε αυτό το έγγραφο εκφράζουν τον συγγραφέα και
δεν πρέπει να ερμηνευθεί ότι αντιπροσωπεύουν τις επίσημες θέσεις του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτε­
χνείου.



Περίληψη

Η πληθώρα δεδομένων που παρατηρείται στις μέρες μας καθώς και η εξέλιξη που έχει σημειωθεί τα
τελευταία χρόνια στις κάρτες γραφικών δίνουν τη δυνατότητα ανάπτυξης ισχυρών δικτύων βαθιάς
μηχανικής μάθησης. Τα βαθιά νευρωνικά δίκτυα, ως δίκτυα πολλαπλών κρυφών επιπέδων, αποτε­
λούν υλοποιήσεις αλγορίθμων βαθιάς μηχανικής μάθησης που εφαρμόζονται σε διάφορους τομείς
με κυριότερους την αναγνώριση εικόνας, κειμένου και ήχου. Συχνά, βαθιά νευρωνικά δίκτυα χρη­
σιμοποιούνται και σε εφαρμογές υψηλού κινδύνου σε περίπτωση σφάλματος όπως στα συστήματα
ανίχνευσης οικονομικών απατών ή στα αυτόνομα οχήματα.

Παρά την αποτελεσματικότητα και την ευρεία χρήση αυτών των δικτύων, έχει αποδειχθεί ότι
τα βαθιά νευρωνικά δίκτυα είναι ευάλωτα σε κακόβουλες επιθέσεις. Τα κίνητρα καθώς και οι γνώ­
σεις γύρω από το μοντέλο που μπορεί να διαθέτει ένας εισβολέας έχουν απασχολήσει σε βάθος την
επιστημονική κοινότητα. Συγχρόνως έχουν αναπτυχθεί διάφορες στρατηγικές άμυνας χωρίς όμως να
υπάρχει κάποια καθολική λύση για την αντιμετώπιση των επιθέσεων. Οι έρευνες εστιάζουν στην εν­
δελεχή μελέτη πιθανών επιθέσεων καθώς και στις τεχνικές αντιμετώπισης τους με απώτερο σκοπό τη
δημιουργία εύρωστων πολυεπίπεδων νευρωνικών δικτύων που θα είναι σε θέση να αναγνωρίζουν και
να διαχειρίζονται τυχόν επιθέσεις.

Στην παρούσα διπλωματική εργασία ­ εστιάζοντας στον τομέα της αναγνώρισης εικόνας ­ σε
πρώτη φάση μελετήσαμε την one­pixel επίθεση σε συνδυασμό με την τεχνική ανίχνευσης αντιφα­
τικών παραδειγμάτων PCA­whitening. Πιο συγκεκριμένα, εφαρμόζοντας την one­pixel επίθεση στα
σύνολα δεδομένωνMNIST και CIFAR10, δημιουργήσαμε αντιφατικά παραδείγματα με στόχο την πα­
ραπλάνηση του προεκπαιδευμένου VGG16 δικτύου. Στη συνέχεια, εφαρμόσαμε τον PCA­whitening
ανιχνευτή στο σύνολο των καλοηθών και αντιφατικών παραδειγμάτων των δύο συνόλων δεδομένων,
διεξάγοντας συμπεράσματα τόσο ως προς την ισχύ της one­pixel επίθεσης όσο και ως προς την απο­
τελεσματικότητα του δεδομένου ανιχνευτή.

Σε δεύτερη φάση, επεκτείνοντας την παραπάνω έρευνα, εφαρμόσαμε την FGSM επίθεση συν­
δυαστικά με την one­pixel δημιουργώντας νέα αντιφατικά παραδείγματα. Εισάγοντας στη συνέχεια
τα κακόβουλα αυτά παραδείγματα στον PCA­whitening ανιχνευτή, μελετήσαμε τη δική του απόδοση
στη συνδυαστική αυτή επίθεση. Τέλος, πειραματιστήκαμε με μια δεύτερη τεχνική ανίχνευσης, την
squeezing color bits, και με τον συνδυασμό της με την PCA­whitening, εφαρμόζοντάς τες στις παρα­
πάνω επιθέσεις.

Λέξεις κλειδιά

Βαθιά νευρωνικά δίκτυα, Επιθέσεις και Άμυνες, One­pixel επίθεση, PCA­whitening ανιχνευτής, Τε­
χνική μείωσης του βάθους του χρώματος των εικόνων
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Abstract

Nowadays, powerful networks based on deep learning techniques are increasingly developed due to
the abundance of data and the evolution of graphics cards. Deep neural networks, which contain mul­
tiple hidden layers, can be identified as deep learning algorithms with many applications in different
scientific fields, including image, text and voice recognition. Deep neural networks are often applied
to tasks critical to security, such as autonomous vehicles or financial fraud detection systems.

Despite the widespread use of these networks and their proven effectiveness, deep neural net­
works have been shown to be vulnerable to malicious attacks. Scientists are trying to figure out what
motivates an attack and what kind of information is available to the attacker. Although different de­
fense strategies have been developed in recent years, there has not yet been a universal solution to
the problem of attacks. Therefore, the scientific research focuses on the thorough study of possible
attacks as well as on their defense techniques, with the ultimate goal of creating robust multilayer
neural networks that will be able to recognize and manage any attacks.

In this diploma dissertation we initially focused on the field of image recognition and studied the
one­pixel attack in combination with the PCA­whitening detector of adversarial examples. In partic­
ular, by applying the one­pixel attack to the MNIST and CIFAR10 datasets, we created adversarial
examples aimed at misleading the pre­trained VGG16 network. We then applied the PCA­whitening
detector to all the benign and adversarial examples of the two datasets and we drew conclusions about
the power of the one­pixel attack and the effectiveness of the given detector.

In addition to the above research, we applied the FGSM attack in combination with the one­pixel
and created new adversarial examples. Moreover, we used these new examples as input to the PCA­
whitening algorithm in order to study the performance of the detector in the double attack. Finally,
we experimented with a second detection technique, the squeezing color bits, combining it with PCA­
whitening and applying this double­defense to the aforementioned attacks.

Key words

Deep neural networks, Adversarial Attacks and Defenses, One­pixel attack, PCA­whitening tech­
nique, Squeezing color bits
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Στη σύγχρονη εποχή η πρόοδος που έχει σημειώσει ο άνθρωπος στον τομέα της βαθιάς μηχανικής
μάθησης έχει οδηγήσει στην επίλυση πολύπλοκων προβλημάτων μέσω πλήρως αυτοματοποιημένων
συστημάτων χωρίς καμία παρέμβαση ανθρώπινου παράγοντα. Χαρακτηριστικό παράδειγμα της εξέ­
λιξης αυτής αποτελούν τα ɓŬɗɘɎ ɜŮɡɟɤɜɘəɎ ŭɑəŰɡŬ (ΒΝΔ), τα οποία έχουν σημειώσει πρωτοφανή
επιτυχία σε πολλά προβλήματα μηχανικής μάθησης σε διάφορους τομείς.

Ωστόσο, η ύπαρξη αντιφατικών παραδειγμάτων που έχουν προκύψει ως αποτέλεσμα διαφόρων
επιθέσεων έχει προκαλέσει ανησυχίες σχετικά με την εφαρμογή της βαθιάς μάθησης σε εφαρμογές
κρίσιμες για την ασφάλεια της ζωής ενός ανθρώπου ή της επιβίωσης μιας επιχείρησης. Ως εκ τούτου,
παρατηρείται μια συνεχής αύξηση του ενδιαφέροντος της επιστημονικής κοινότητας γύρω από τη
μελέτη μεθόδων επίθεσης και άμυνας για μοντέλα ΒΝΔ σε διαφορετικούς τύπους δεδομένων, όπως
εικόνες, γραφήματα και κείμενο.

1.1 Κίνητρο

Ένα από τα σπουδαιότερα επιτεύγματα που έχουν σημειωθεί στον επιστημονικό χώρο της τεχνη­
τής νοημοσύνης αποτελεί η ανάπτυξη δικτύων μηχανικής μάθησης. Τα βαθιά νευρωνικά δίκτυα, που
αποτελούν χαρακτηριστικό παράδειγμα μηχανικής μάθησης, σταδιακά γίνονται όλο και πιο δημοφιλή
καθώς αναπτύσσονται επιτυχώς όλο και περισσότερο σε διαφορετικά προβλήματα αναγνώρισης που
απαντώνται κυρίως στους τομείς εικόνας, γραφημάτων, κειμένου και ομιλίας. Μάλιστα, στον τομέα
της αναγνώρισης εικόνας τα ΒΝΔ είναι πλέον σε θέση να αναγνωρίζουν αντικείμενα με ακρίβεια
σχεδόν ανθρώπινου επιπέδου [Kriz12b, He16].

Λόγω αυτών των επιτευγμάτων τους, τεχνικές που βασίζονται στα ΒΝΔ εφαρμόζονται συχνά σε
εργασίες όπου η ασφάλεια του δικτύου κρίνεται ιδιαίτερα σημαντική, καθώς τα αποτελέσματα του
καθορίζουν κρίσιμες αποφάσεις. Για παράδειγμα, στα πλαίσια ανάπτυξης αυτόνομων οχημάτων, η
διαδικασία αναγνώρισης των οδικών πινακίδων [Cire12] πραγματοποιείται μέσω ορισμένων βαθιών
ůɡɜŮɚɘəŰɘəɩɜ ɜŮɡɟɤɜɘəɩɜ ŭɘəŰɨɤɜ (convolutional neural networks ­ CNN) κατάλληλα εκπαιδευμέ­
νων στον τομέα της οδικής σήμανσης. Η τεχνική μηχανικής μάθησης που εφαρμόζεται σε μια τέτοια
περίπτωση απαιτείται να είναι εξαιρετικά ακριβής, σταθερή και αξιόπιστη. Σε αυτό το σημείο ένα
από τα πρώτα ερωτήματα που μας δημιουργείται είναι τι θα συμβεί στην περίπτωση που το μοντέλο
του CNN δεν αναγνωρίσει την πινακίδα «STOP» στην άκρη του δρόμου και το όχημα συνεχίσει κα­
νονικά την πορεία του χωρίς περαιτέρω έλεγχο. Ένα άλλο παράδειγμα εφαρμογής ΒΝΔ σε χώρους
ύψιστης ασφάλειας αποτελεί το συστήματα ανίχνευσης της οικονομικής απάτης. Συχνά οι ενδιαφε­
ρόμενες εταιρείες χρησιμοποιούν ůɡɜŮɚɘəŰɘəɎ ŭɑəŰɡŬ ɔɟɎűɤɜ (graph convolutional networks ­ GCN)
[Kipf17] προκειμένου να αποφασίσουν εάν οι πελάτες τους είναι αξιόπιστοι ή όχι. Εάν υπάρχουν
απατεώνες που συγκαλύπτουν τα προσωπικά στοιχεία της ταυτότητας τους προκειμένου να αποφύ­
γουν τον εντοπισμό τους από το σχετικό σύστημα ανίχνευσης, θα προκαλέσουν τεράστια απώλεια
στην εταιρεία. Συνεπώς, η επικινδυνότητα τέτοιων καταστάσεων εγείρει πολλαπλά ερωτήματα γύρω
από ζητήματα ασφαλείας των ΒΝΔ και ως εκ τούτου η δημιουργία ασφαλών ΒΝΔ αποτελεί μείζον
μέλημα της επιστημονικής κοινότητας.

Την τελευταία δεκαετία, πολλές εργασίες [Szeg14, Good15, He16] έχουν δείξει ότι τα μοντέλα

17



ΒΝΔ είναι ευάλωτα σε αντιφατικά παραδείγματα, τα οποία μπορούν να οριστούν ως τροποποιημένα
δείγματα εισόδου σε μοντέλα μηχανικής μάθησης, όπου ο εισβολέας σχεδίασε σκόπιμα προκειμένου
να οδηγήσει το μοντέλο σε λανθασμένα αποτελέσματα. Ιδιαίτερα στον ευρύτατο τομέα της ταξινόμη­
σης εικόνων, τα αντιφατικά παραδείγματα προκύπτουν από την εσκεμμένη σύνθεση τροποποιημένων
εικόνων που μοιάζουν σχεδόν ολόιδιες με τις αρχικές εικόνες, όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.1, αλλά
δύνανται να παραπλανήσουν τον ταξινομητή οδηγώντας τον στο να παράγει λανθασμένα αποτελέ­
σματα πρόβλεψης. Στο σύνολο δεδομένων MNIST [LeCu], σχεδόν όλα τα ψηφία­δείγματα μπορούν
να δεχθούν επίθεση από μια ανεπαίσθητη διαταραχή που προστίθεται στην αρχική εικόνα και να πα­
ραπλανήσουν ένα καλά εκπαιδευμένο ΒΝΔ πάνω στο συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων. Συγχρόνως,
παρόμοια σχήματα επιθέσεων για τη σύγχυση των μοντέλων βαθιάς μάθησης υπάρχουν και σε άλλους
τομείς εφαρμογών συμπεριλαμβανομένων γραφημάτων, κειμένου και ήχου. Η ευρεία αυτή εφαρμογή
των αντιφατικών παραδειγμάτων σε όλους τους τομείς εφαρμογών αποτρέπει τους ερευνητές από το
να χρησιμοποιήσουν άμεσα ΒΝΔ σε εφαρμογές με ζητήματα κρίσιμης ασφάλειας. Για την αντιμε­
τώπιση της απειλής των αντιφατικών παραδειγμάτων, έχουν δημοσιευθεί διάφορες μελέτες με στόχο
την εξεύρεση αντιμέτρων για την προστασία των βαθιών νευρωνικών δικτύων, οι οποίες αφορούν σε
πρώτη φάση τεχνικές ανίχνευσης τέτοιων κακόβουλων δειγμάτων.

Σχήμα 1.1: Δείγματα αντιφατικών παραδειγμάτων (Πηγή:[Szeg14]).

Η μελέτη των επιθέσεων ενάντια σε ΒΝΔ και των αντιμέτρων τους αποτελεί βασική προϋπό­
θεση για την δημιουργία ασφαλών και αξιόπιστων μοντέλων βαθιάς μάθησης. Επιπλέον, πρόκειται
για μια διαδικασία ιδιαίτερα ωφέλιμη για τη βαθύτερη κατανόηση της φύσης των ΒΝΔ και κατά συ­
νέπεια της βελτίωσής τους. Για παράδειγμα, το γεγονός ότι στον τομέα της αναγνώρισης εικόνας ­
που συναντάται κατεξοχήν σε πολλές εφαρμογές­ υπάρχουν διαταραχές οι οποίες είναι ανεπαίσθητες
στα ανθρώπινα μάτια αλλά μπορούν να μπερδέψουν ένα ΒΝΔ, υποδηλώνει ότι η προσέγγιση που
ακολουθεί ένα ΒΝΔ για να καταλήξει σε μια πρόβλεψη δεν συμβαδίζει απόλυτα με τον ανθρώπινο
συλλογισμό.

Όλοι οι παραπάνω προβληματισμοί σε συνδυασμό με την κρισιμότητα του ζητήματος δημιουρ­
γίας εύρωστων βαθιών νευρωνικών δικτύων αποτέλεσαν το κίνητρο για την ερευνητική μας ενασχό­
ληση με τη μελέτη επιθέσεων εναντίων των ΒΝΔ και τεχνικών αντιμετώπισης τους στα πλαίσια της
αναγνώρισης εικόνας∙ τομέας ο οποίος απαντάται συχνότερα στις σύγχρονες εφαρμογές.
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1.2 Δομή εργασίας

Η παρούσα διπλωματική εργασία δομείται σε 6 Κεφάλαια. Η Εισαγωγή (Κεφάλαιο 1) στοχεύει να
δώσει στον αναγνώστη να κατανοήσει τη σπουδαιότητα του προβλήματος και τα αίτια που μας οδή­
γησαν σε περαιτέρω διερεύνησή του. Στο Κεφάλαιο 2 καλύπτεται το θεωρητικό υπόβαθρο γύρω από
τα νευρωνικά δίκτυα προκειμένου να είναι δυνατή η κατανόηση της αρχιτεκτονικής των συστημάτων
που θα παρουσιαστούν σε επόμενες ενότητες και γίνεται σαφής ο διαχωρισμός μεταξύ νευρωνικών
δικτύων και βαθιάς μηχανικής μάθησης με περαιτέρω ανάλυση της δεύτερης. Στο Κεφάλαιο 3, πα­
ρουσιάζονται αναλυτικά οι διάφορες κατηγοριοποιήσεις των γνωστών μέχρι σήμερα επιθέσεων σε
ΒΝΔ και συγχρόνως δίνονται εν συντομία περιγραφές των αλγορίθμων τους καθώς και σχολιασμός
των αποτελεσμάτων τους. Στο Κεφάλαιο 4, παρουσιάζονται οι βασικές τεχνικές άμυνας απέναντι στις
επιθέσεις του προηγούμενου Κεφαλαίου. Στο Κεφάλαιο 5, αναλύονται σε βάθος τα πειράματα που
πραγματοποιήθηκαν, τα σύνολα δεδομένων και οι αρχιτεκτονικές που χρησιμοποιήθηκαν, οι λεπτο­
μέρειες υλοποίησης του συστήματος καθώς και τα αποτελέσματα που προέκυψαν. Τέλος, στο Κε­
φάλαιο 6 ολοκληρώνεται η διπλωματική εργασία, παρουσιάζοντας συγκεντρωτικά τα συμπεράσματα
που διεξήχθησαν από το σύνολο της διαδικασίας και γίνεται αναφορά σε σκέψεις για μελλοντικές
ερευνητικές κατευθύνσεις.

Στο Παράρτημα A παρουσιάζονται ορισμένα συμπληρωματικά αποτελέσματα της πειραματικής
διαδικασίας που κρίνονται απαραίτητα για την ολοκληρωμένη παρουσίαση της παρούσας εργασίας,
συμβάλλοντας στη βαθύτερη κατανόηση ορισμένων πρακτικών αποφάσεων αλλά και συμπερασμά­
των.

19





Κεφάλαιο 2

Νευρωνικά Δίκτυα

Η δομή και η λειτουργία των νευρωνικών δικτύων των ζωντανών οργανισμών αποτέλεσαν πηγή
έμπνευσης και κυρίως τη βάση για την κατασκευή υπολογιστικών νευρωνικών δικτύων που μπορούν
να επιτελούν ένα πλήθος από διεργασίες και να λύνουν ικανοποιητικά πολλά προβλήματα.

Το 1943, οι McCulloch και Pitts προσπάθησαν να καταλάβουν πώς ο ανθρώπινος εγκέφαλος θα
μπορούσε να παράγει πολύπλοκα μοτίβα μέσω συνδεδεμένων εγκεφαλικών κυττάρων ή νευρώνων
[MCCU43]. Μία από τις κύριες ιδέες που προέκυψαν από την έρευνα τους ήταν η σύγκριση των
νευρώνων με την Boolean λογική. Την επόμενη δεκαετία ο Rosenblatt επεκτείνοντας το έργο των
προαναφερθέντων, δημοσιεύει την έρευνα του πάνω στο perceptron [ROSE58]. Πρόκειται για ένα
πιθανοτικό μοντέλο με βάση το οποίο ένας υπολογιστής δύναται να μάθει να διακρίνει τις κάρτες που
έχουν σημειωθεί στην αριστερή πλευρά έναντι των καρτών που έχουν σημειωθεί στη δεξιά πλευρά.
Το 1974, ο Werbos υπήρξε από τους πρώτους που εφάρμοσε την τεχνική της προς τα πίσω διάδοσης
του σφάλματος (backpropagation) σε νευρωνικά δίκτυα [Werb74]. Μερικά χρόνια αργότερα, το 1989,
ο LeCun ανέλυσε τον τρόπο με τον οποίο η χρήση περιορισμών στην προς τα πίσω διάδοση του σφάλ­
ματος και η ενσωμάτωσή της τεχνικής αυτής στην αρχιτεκτονική του νευρωνικού δικτύου μπορούν να
χρησιμοποιηθούν για την εκπαίδευση αλγορίθμων [YLeC89]. Μέσω αυτής της έρευνας υλοποιήθηκε
επιτυχώς ένα νευρωνικό δίκτυο αναγνώρισης χειρόγραφων ψηφίων ταχυδρομικού κώδικα.

2.1 Βιολογικά νευρωνικά δίκτυα

Ο ανθρώπινος εγκέφαλος αποτελείται από δισεκατομμύρια διασυνδεδεμένους νευρώνες. Όπως
χαρακτηριστικά αναφέρεται στην έρευνά του [Bail01], πρόκειται για κύτταρα που έχουν εξειδικευμέ­
νες μεμβράνες που επιτρέπουν τη μετάδοση σημάτων σε γειτονικούς νευρώνες. Ένας μεμονωμένος
άξονας εκτείνεται από το βασικό κυτταρικό σώμα του νευρώνα, ο οποίος συνήθως διακλαδίζεται
έντονα σε πολλαπλές απολήξεις, πριν σχηματίσει μια σύναψη με δενδρίτη άλλου νευρώνα. Οι ηλε­
κτρικοί παλμοί διαδίδονται κατά μήκος του άξονα καταλήγοντας στις συνάψεις, όπως φαίνεται στο
Σχήμα 2.1. Η επικοινωνία των νευρώνων επιτυγχάνεται με χημικό τρόπο μέσω της ταχύτατης έκκρι­
σης μορίων νευροδιαβιβαστών. Κατά την άφιξη ενός ηλεκτρικού παλμού στην απόληξη του νευρά­
ξονα, διεγείρεται η απελευθέρωση χημικών νευροδιαβιβαστών στο συναπτικό κενό. Μέσω αυτής της
διαδικασίας, το προ­συναπτικό νευρωνικό κύτταρο ­ το οποίο απελευθερώνει το νευροδιαβιβαστή ­
μπορεί να επάγει στο μετα­συναπτικό κύτταρο ­ το οποίο αποτελεί μέρος λήψης του επόμενου νευ­
ρώνα ­ μια ηλεκτρική διέγερση που θα διαβιβαστεί μέσω του δενδρίτη στο κύριο μέρος του σώματος
του επόμενου νευρώνα. Στη συνέχεια, οι είσοδοι από τους διαφορετικούς δενδρίτες συνδυάζονται για
να παράγουν ένα σήμα εξόδου το οποίο περνά κατά μήκος του άξονα και έτσι η διαδικασία επανα­
λαμβάνεται. Ωστόσο, ένα σήμα παράγεται στον άξονα μόνο εάν υπάρχουν αρκετές είσοδοι επαρκούς
αντοχής ώστε να ξεπεραστεί η τιμή κατωφλίου και η έξοδος είναι μη γραμμική συνάρτηση των ερε­
θισμάτων εισόδου.

Ο ανθρώπινος εγκέφαλος αποτελείται από περίπου 1011 νευρώνες οι οποίοι συνδέονται μεταξύ
τους 10:000 συνάψεις κατά μέσο όρο. Ο ισχυρός δεσμός της συναπτικής σύνδεσης μεταξύ των νευρώ­
νων μπορεί να αλλάξει χημικά από τον εγκέφαλο σε απάντηση ευνοϊκών και δυσμενών ερεθισμάτων,
με τέτοιο τρόπο ώστε να προσαρμόζει τον οργανισμό να λειτουργεί βέλτιστα στο περιβάλλον του. Για
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Σχήμα 2.1: Δομή ενός εγκεφαλικού νευρώνα (Πηγή: [Bail01])

τον λόγο αυτό άλλωστε είναι κοινώς παραδεκτό από διάφορους επιστημονικούς χώρους ότι οι συνά­
ψεις αποτελούν το κλειδί για τη μάθηση σε βιολογικά συστήματα. Ένα τεχνητό νευρωνικό δίκτυο
αποτελεί μίμηση του φυσικού νευρικού δικτύου, όπου οι τεχνητοί νευρώνες συνδέονται με παρόμοιο
τρόπο όπως το εγκεφαλικό δίκτυο [Shir16].

2.2 Τεχνητά Νευρωνικά Δίκτυα

2.2.1 Γενική περιγραφή

Τα ŰŮɢɜɖŰɎ ɜŮɡɟɤɜɘəɎ ŭɑəŰɡŬ (artificial neural networks), γνωστά και ως απλώς νευρωνικά δίκτυα,
αποτελούν υποσύνολο της μηχανικής μάθησης και βασικό παράγοντα στην δημιουργία αλγορίθμων
βαθιάς μάθησης. Ο ανθρώπινος εγκέφαλος αποτέλεσε προϊόν έμπνευσης τόσο για την ονομασία όσο
και για τη δομή των νευρωνικών δικτύων. Σε εννοιολογικό επίπεδο, το μοντέλο ενός νευρωνικού
δικτύου αποτελείται από νευρώνες, που ονομάζονται επίσης μονάδες ή κόμβοι. Οι τελευταίοι μπορούν
να συλλέξουν πληροφορίες είτε από κάποιον εξωτερικό παράγοντα είτε από άλλους νευρώνες και στη
συνέχεια μπορούν να τις μεταδώσουν κατ’ αντιστοιχία είτε σε άλλους νευρώνες είτε να τις βγάλουν
ως τελικό αποτέλεσμα.

Μια βασική διάκριση γίνεται μεταξύ των νευρώνων εισόδου, των κρυφών νευρώνων και των
νευρώνων εξόδου. Η πρώτη κατηγορία νευρώνων λαμβάνει πληροφορίες με τη μορφή μοτίβων ή
σημάτων από το εξωτερικό περιβάλλον του κλειστού νευρωνικού δικτύου. Στη δεύτερη κατηγορία
βρίσκονται οι κρυμμένοι νευρώνες, οι οποίοι τοποθετούνται αρχιτεκτονικά μεταξύ των νευρώνων ει­
σόδου και εξόδου, όπως χαρακτηριστικά μπορούμε να διακρίνουμε στο Σχήμα 2.2. Οι νευρώνες της
συγκεκριμένης κλάσης αποτελούν τον πυρήνα της λειτουργίας του νευρωνικού δικτύου, χαρτογρα­
φώντας εσωτερικά μοτίβα πληροφοριών. Το ερώτημα σχετικά με το ποιο είναι το βέλτιστο πλήθος
κρυφών νευρώνων ενός δικτύου παραμένει ανοιχτό. Παρόλα αυτά, ερευνητές έχουν αποδείξει ότι ένα
ΤΝΔ με ένα απλό κρυφό επίπεδο μπορεί να προσεγγίσει οποιαδήποτε συνάρτηση, αρκεί να έχει αρ­
κετούς νευρώνες. Τέλος, οι νευρώνες εξόδου αποτελούν το δίαυλο επικοινωνίας με τον έξω κόσμο
γνωστοποιώντας και μεταδίδοντας το αποτέλεσμα υπό τη μορφή πληροφοριών και σημάτων.

Οι διάφοροι νευρώνες συνδέονται μεταξύ τους μέσω των λεγόμενων ακμών. Συνεπώς, η έξοδος
ενός νευρώνα μπορεί να γίνει η είσοδος του επόμενου νευρώνα. Σε κάθε ακμή αντιστοιχίζεται ένα
συγκεκριμένο βάρος το οποίο αντιπροσωπεύει το πόσο ισχυρός είναι ο δεσμός μεταξύ των νευρώνων
και καθορίζεται από το ρόλο του δεσμού αυτού στην επίλυση του ευρύτερου στόχου του δικτύου.
Όσο μεγαλύτερο είναι το βάρος της ακμής τόσο μεγαλύτερη είναι η επίδραση που μπορεί να ασκήσει
ένας νευρώνας στη σύνδεση με τον άλλο νευρώνα. Τα βάρη δύναται να πάρουν θετικές, αρνητικές
ή μηδενικές τιμές επιδρώντας αντίστοιχα ενθαρρυντικά, ανασταλτικά ή ουδέτερα στο νευρωνικό δί­
κτυο. Ένα μηδενικό βάρος συνεπάγεται ότι ο ένας νευρώνας δεν ασκεί καμία επίδραση στη σύνδεση
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Σχήμα 2.2: Βασική δομή Νευρωνικού δικτύου (Πηγή: [Niel15])

με τον άλλο νευρώνα. Η γνώση και κατ’ επέκταση η τεχνητή νοημοσύνη ενός νευρωνικού δικτύου
αποθηκεύονται τελικά στις συνδέσεις μεταξύ των νευρώνων και στα βάρη των ακμών τους. Ανάλογα
με τον τρόπο με τον οποίο συνδέονται οι νευρώνες μεταξύ τους ορίζουν διαφορετικά νευρωνικά επί­
πεδα, έτσι ώστε οι νευρώνες που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο να μην συνδέονται μεταξύ τους, αλλά
να συνδέονται με όλους τους νευρώνες του επόμενου επιπέδου.

2.2.2 Μάθηση

Προτού χρησιμοποιηθεί ένα νευρωνικό δίκτυο για την επίλυση του επικείμενου προβλήματος θα
πρέπει πρώτα να εκπαιδευτεί. Δεδομένων δειγμάτων εισόδου και δοσμένων κανόνων εκμάθησης, το
νευρωνικό δίκτυο προσπαθεί να αναπτύξει συγκεκριμένη «νοημοσύνη». Οι κανόνες μάθησης υπα­
γορεύουν τον τρόπο με τον οποίο το εκπαιδευτικό υλικό, που εισάγεται ως είσοδος στο μοντέλο,
μεταβάλλει το νευρωνικό δίκτυο.

Καταρχήν, η μηχανική μάθηση κατηγοριοποιείται στην ŮˊɘɓɚŮˊɧɛŮɜɖ και στη ɛɖ-ŮˊɘɓɚŮˊɧɛŮɜɖ
μάθηση. Στην πρώτη περίπτωση, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 2.3, ζεύγη δειγμάτων και ετικετών τους
δίνονται ως είσοδοι στο νευρωνικό δίκτυο. Με βάση τη συνεχή σύγκριση μεταξύ των ετικετών και
του αποτελέσματος που υπολογίζει το νευρωνικό, το δίκτυο μαθαίνει να ρυθμίζει κατάλληλα τα βάρη
που συνδέουν τους νευρώνες. Συνεπώς, στην επιβλεπόμενη μάθηση θα πρέπει κατά την εκπαίδευση
να υπάρχει πάντα ένας εξωτερικός εκπαιδευτής. Συνηθέστερη μέθοδος είναι η μάθηση με διόρθωση
σφάλματος.

Αντίθετα, στη μη­επιβλεπόμενη μάθηση, η μαθησιακή διαδικασία βασίζεται αποκλειστικά στις
πληροφορίες των πολλών διαφορετικών προτύπων που έχουν εισαχθεί στο δίκτυο. Πιο συγκεκριμένα,
παρατηρώντας το Σχήμα 2.4 βλέπουμε ότι το νευρωνικό δίκτυο πραγματοποιεί τις αλλαγές μόνο με
βάση τα μοτίβα εισόδου, καθώς πλέον δεν δίνονται ως είσοδοι ζεύγη δειγμάτων και ετικετών. Το
σύστημα προσπαθεί να ανακαλύψει στατιστικά εμφανή χαρακτηριστικά του πληθυσμού εισόδου. Σε
αντίθεση με την επιβλεπόμενη μάθηση, δεν υπάρχει εκ των προτέρων κάποιο σύνολο κατηγοριών
στις οποίες ταξινομούνται τα πρότυπα. Συνεπώς, το σύστημα πρέπει να αναπτύξει τη δική του ανα­
παράσταση των ερεθισμάτων εισόδου. Για τον σκοπό αυτό υπάρχουν διάφοροι κανόνες μάθησης,
όπως η θεωρία προσαρμοστικού συντονισμού ή ο κανόνας μάθησης του Hebb. Πλέον, η διαδικασία
ανανέωσης των βαρών δεν απαιτεί τον υπολογισμό του σφάλματος. Στην εκπαίδευση με διόρθωση
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Σχήμα 2.3: Επιβλεπόμενη μάθηση (Πηγή: [onlia]).

σφάλματος τα βάρη ανανεώνονται με τρόπο ώστε η ολική έξοδος του δικτύου να πλησιάζει όσο το
δυνατόν περισσότερο την επιθυμητή, ενώ αντίθετα στην μάθηση Hebb η ενεργοποίηση ενός νευρώνα
συνεπάγεται την ενεργοποίηση ενός άλλου και κατ’ επέκταση η σύναψη μεταξύ των δυο νευρώνων
ενισχύεται. Με άλλα λόγια το βάρος μεταξύ δύο νευρώνων αυξάνεται αναλογικά με το πόσο ισχυρή
είναι η συσχέτιση μεταξύ τους.

Σχήμα 2.4: Μη­επιβλεπόμενη μάθηση (Πηγή: [Soft19]).

Ο αριθμός των νευρώνων και των νευρωνικών επιπέδων καθώς και η διασύνδεση των νευρώνων
μεταξύ των διαφορετικών επιπέδων καθορίζει την πολυπλοκότητα ή αλλιώς το βάθος του νευρωνι­
κού δικτύου και την ικανότητά του να επιλύει προβλήματα. Κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης του
νευρωνικού δικτύου τα βάρη μεταξύ των συνδέσεων αλλάζουν, ανάλογα με τους κανόνες μάθησης
που έχουν τεθεί και τα ληφθέντα αποτελέσματα. Σε θεωρητικό επίπεδο, ο αριθμός των νευρώνων σε
ένα τεχνητό νευρωνικό δίκτυο δύναται να είναι απεριόριστος. Στην πράξη ωστόσο, ο αριθμός των
νευρώνων, των νευρωνικών επιπέδων και των συνδέσεων αυξάνουν την απαιτούμενη υπολογιστική
ισχύ για την εκπαίδευση και λειτουργία του δικτύου.

2.2.3 Συναρτήσεις ενεργοποίησης

Τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα έχουν τη δυνατότητα γενίκευσης και λήψης αποφάσεων από με­
γάλα και κάπως ασαφή δεδομένα εισόδου. Συγχρόνως, μπορούν να μοντελοποιούν μηχανισμούς κα­
τάλληλα εξειδικευμένους στην επίλυση μη γραμμικών προβλημάτων.

24



Βηματική συνάρτηση (Step function)

Η απλούστερη συνάρτηση που χρησιμοποιεί ένα νευρωνικό προκειμένου να προσομοιάσει τη
λειτουργία του εγκεφάλου κατά την οποία οι νευρώνες πυροδοτούνται μόνο πάνω από ένα ορισμένο
κατώφλι, είναι η βηματική όπως ορίζεται στην Εξίσωση 2.1.

’(~w � ~x + b) =

(
1 ; if ~w � ~x + b � 0

0 ; if ~w � ~x + b < 0
(2.1)

όπου ~w το διάνυσμα βαρών των δεσμών μεταξύ του δεδομένου νευρώνα και όσων συνδέονται ως
είσοδοι μαζί του, ~x οι είσοδοι του νευρώνα και b η τιμή κατωφλίου.

Η δεδομένη συνάρτηση ενεργοποίησης στην ουσία αποτελεί έναν γραμμικό ταξινομητή, ο οποίος
στις δύο διαστάσεις μπορεί να ερμηνευθεί ως μια ευθεία με κλίση ~w και μετατόπιση b ως προς τον y0y
άξονα. Ρυθμίζοντας κατάλληλα τις τιμές των ~w και b, η βηματική συνάρτηση μπορεί να προσαρμόσει
το γραμμικό της όριο και να μάθει να χωρίζει τις εισόδους της σε κλάσεις 0 και 1. Ως επακόλουθο,
διαφορετικές τιμές των ~w και b για πολλαπλές μονάδες βηματικής συνάρτησης θα παράγουν πολλα­
πλούς διαφορετικούς γραμμικούς ταξινομητές. Ένα από τα σημαντικότερα πλεονεκτήματα των ΤΝΔ
είναι η ικανότητά τους να προσαρμόζουν τα ~w και b για πολλές μονάδες ταυτόχρονα, μαθαίνοντας
έτσι αποτελεσματικά πολλούς γραμμικούς ταξινομητές.

Ωστόσο, η διαδικασία σταδιακής εκμάθησης του δικτύου προϋποθέτει τη σταδιακή αλλαγή των
βαρών ή/και των πολώσεων. Το πρόβλημα έγκειται στο γεγονός ότι όταν το δίκτυο χρησιμοποιεί τη
βηματική συνάρτηση ενεργοποίησης μια μικρή μεταβολή στο διάνυσμα των βαρών ή στην πόλωση
μπορεί να προκαλέσει πλήρη αναστροφή της εξόδου. Συνεπώς, είναι δύσκολο να προβλέψουμε πώς
να τροποποιούμε σταδιακά τα βάρη και τις πολώσεις, έτσι ώστε το δίκτυο να πλησιάζει περισσότερο
στην επιθυμητή συμπεριφορά.

Σιγμοειδής ή λογιστική συνάρτηση ενεργοποίησης (Sigmoid function)

Μια συνεχής συνάρτηση η οποία είναι παρόμοια με την βηματική αλλά μπορεί να προσεγγίσει
καθολικά στο σύνολο τους γραμμικά και μη γραμμικά προβλήματα είναι η σιγμοειδής. Η έξοδος αυτής
της συνάρτησης κυμαίνεται σε όλες τις τιμές μεταξύ 0 και 1 και ορίζεται σύμφωνα με την Εξίσωση
2.2. Πρόκειται επί της ουσίας για μία εξομαλυμένη μορφή της βηματικής συνάρτησης. Επομένως, σε
μια υπολογιστική μονάδα που χρησιμοποιεί τη σιγμοειδή συνάρτηση, αντί να ενεργοποιεί το 0 ή το
1 όπως στην περίπτωση της βηματικής, η έξοδος της θα είναι μεταξύ 0 και 1 χωρίς να λαμβάνει ποτέ
τις τιμές 0,1 αυτές καθ’ αυτές. Το γεγονός αυτό αλλάζει ελαφρώς την ερμηνεία του μοντέλου του
νευρώνα, καθώς αποκλίνει πλέον από τη συμπεριφορά «όλα­ή­τίποτα» του βιολογικού νευρώνα που
εφαρμόζεται μέσω μιας τιμής κατωφλίου. Ωστόσο, η σιγμοειδής συνάρτηση είναι πολύ κοντά στο 0
για ~x < 0 και πολύ κοντά στο 1 για ~x > 0, οπότε μπορεί να ερμηνευθεί όπως η βηματική συνάρτηση
καθώς στην πράξη εμφανίζει την επιθυμητή συμπεριφορά σε όλες τις μη μηδενικές εισόδους. Στην
ουσία, η σιγμοειδής ή αλλιώς λογιστική συνάρτηση μπορεί να προσομοιαστεί μέσω ενός γραμμικού
ταξινομητή με όριο στο ~w �~x+b = 0. Αυτό σημαίνει ότι μικρές αλλαγές στα βάρη και στη πόλωση θα
μας δώσουν μικρές αλλαγές και στην τιμή εξόδου του δικτύου. Η τιμή της συνάρτησης στο γραμμικό
όριο είναι �(0) = 0:5. Οι είσοδοι ~x που βρίσκονται κοντά στο όριο πλησιάζουν την τιμή 0.5, ενώ οι
είσοδοι που είναι πιο απομακρυσμένοι λαμβάνουν τιμές πολύ κοντά στο 0 ή στο 1.

�(~w � ~x + b) =
1

1 + exp(�(~w � ~x + b))
(2.2)

όπου ~w το διάνυσμα βαρών των δεσμών μεταξύ του δεδομένου νευρώνα και όσων συνδέονται ως
είσοδοι μαζί του, ~x οι είσοδοι του νευρώνα και b η τιμή κατωφλίου.

Στην πράξη, τα περισσότερα σύγχρονα ΤΝΔ χρησιμοποιούν μία από τις τρεις συναρτήσεις ενερ­
γοποίησης που παρατίθενται εν συντομία στη συνέχεια.
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Συνάρτηση ενεργοποίησης υπερβολικής εφαπτομένης

Μια συνήθης συνάρτηση ενεργοποίησης, εναλλακτική της σιγμοειδούς, είναι η υπερβολική εφα­
πτομένη. Παρόλο που σχηματικά είναι παρόμοια με την εκθετική σιγμοειδή συνάρτηση, όπως φαίνε­
ται στο Σχήμα 2.5, το μεγαλύτερο εύρος του πεδίου τιμών της καθώς και το γεγονός ότι επιστρέφει
και αρνητικές τιμές αποτελεί σημαντικό πλεονέκτημα. Από την Εξίσωση 2.3 είναι φανερό ότι η υπερ­
βολική εφαπτομένη επιστρέφει ως έξοδο έναν πραγματικό αριθμό στο [�1; 1].Το γεγονός ότι οι τιμές
εξόδου είναι κεντραρισμένες στο μηδέν, την κάνει συχνά προτιμότερη της σιγμοειδούς συνάρτησης.

’tanh(~w � ~x + b) =
sin(~w � ~x + b)

cos(~w � ~x + b)
=

exp(~w � ~x + b)� exp(�(~w � ~x + b))

exp(~w � ~x + b) + exp(�(~w � ~x + b))
(2.3)

όπου ~w το διάνυσμα βαρών των δεσμών μεταξύ του δεδομένου νευρώνα και όσων συνδέονται ως
είσοδοι μαζί του, ~x οι είσοδοι του νευρώνα και b η τιμή κατωφλίου.

Ανορθωμένη γραμμική συνάρτηση ράμπας

Η Ŭɜɞɟɗɤɛɏɜɖ ɔɟŬɛɛɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ ɟɎɛˊŬɠ (rectified linear unit ­ ReLU) ορίζεται στην Εξίσωση
2.4 και χρησιμοποιείται κατά κόρων στα κρυφά στρώματα των νευρωνικών δικτύων. Έχει την δυ­
νατότητα να εκπαιδεύει ένα δίκτυο αρκετά γρήγορα, δίνοντας συγχρόνως ακριβή αποτελέσματα. Η
αυξημένη απόδοση της οφείλεται στο γεγονός ότι η ReLU είναι μια μη­κορεσμένη γραμμική συνάρ­
τηση. Πιο συγκεκριμένα, αντιστοιχίζει την τιμή εισόδου με έναν θετικό πραγματικό αριθμό ή μηδέν.
Για αρνητικές τιμές εισόδου η έξοδος είναι 0 ενώ για θετικές εισόδους η έξοδος είναι ίδια με την
είσοδο.

’(~w � ~x + b) =

(
~w � ~x + b ; αν ~w � ~x + b > 0

0 ; αν ~w � ~x + b � 0
(2.4)

όπου ~w το διάνυσμα βαρών των δεσμών μεταξύ του δεδομένου νευρώνα και όσων συνδέονται ως
είσοδοι μαζί του, ~x οι είσοδοι του νευρώνα και b η τιμή κατωφλίου.

Το γεγονός ότι η ReLU δεν διαθέτει κάποιο σημείο κορεσμού για τις θετικές εισόδους ­ σε αντί­
θεση με τις τρεις προηγούμενες συναρτήσεις ενεργοποίησης ­ αποτελεί σημαντικό πλεονέκτημα και
έναν από τους βασικότερους λόγους που αιτιολογεί την εκτεταμένη χρήση της. Ωστόσο, ο κίνδυνος
ότι ορισμένοι νευρώνες του δικτύου μπορεί να «νεκρώσουν» κατά τη διαδικασία της εκπαίδευσης εί­
ναι υπαρκτός, καθώς κάποιες φορές η συνάρτηση ράμπας μπορεί να οδηγήσει ορισμένους νευρώνες
σε τιμές βαρών, οι οποίες τους αποτρέπουν από το να ενεργοποιηθούν. Η παραμετροποιημένη συ­
νάρτηση ράμπας είναι μια τροποποιημένη εκδοχή της ReLU, η οποία δίνει τη λύση στον παραπάνω
προβληματισμό. Η συνάρτηση αυτή, στην περίπτωση που η τιμή εισόδου είναι αρνητική, πολλαπλα­
σιάζει την τιμή εξόδου με μία μικρή θετική σταθερά η οποία διαφέρει από δίκτυο σε δίκτυο.

Συνάρτηση softmax

Σε προβλήματα κατηγοριοποίησης χρησιμοποιείται συχνά μια γενίκευση της σιγμοειδούς συνάρ­
τησης, η softmax. Η συνάρτηση αυτή, όπως ορίζεται στην Εξίσωση 2.5, συναντάται συνήθως στο
τελευταίο επίπεδο του νευρωνικού δικτύου και αντιστοιχίζει κάθε τιμή εισόδου με μία τιμή εξόδου
στο [0; 1]. Η διαφορά με τη σιγμοειδή συνάρτηση έγκειται στο γεγονός ότι η softmax εξαναγκάζει το
άθροισμα των τιμών εξόδου να ισούται πάντα με τη μονάδα, έτσι ώστε κάθε τιμή εξόδου να περιέχει
την πιθανότητα η είσοδος που δόθηκε στο δίκτυο να ανήκει στην αντίστοιχη κλάση. Χωρίς τη χρήση
της softmax στο επίπεδο εξόδου του δικτύου, οι έξοδοι των νευρώνων είναι απλά αριθμητικές τιμές,
με την υψηλότερη ένδειξη να αντιστοιχεί στην επικρατούσα κλάση.

�(~z)i =
eziP

j
ezj

; (2.5)
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όπου i = 1; :::; και ~z διάνυσμα με ~z = (z1;:::;zK ) 2 RK .

Σχήμα 2.5: Συναρτήσεις ενεργοποίησης (από αριστερά προς τα δεξιά και από πάνω προς τα κάτω):
(i) βηματική συνάρτηση, (ii) σιγμοειδής συνάρτηση, (iii) συνάρτηση υπερβολικής εφαπτομένης,
(iv) ανορθωμένη γραμμική συνάρτηση ράμπας και (v) συνάρτηση softmax (Πηγή: [Refa]).

2.2.4 Βασικά σημεία εκπαίδευσης δικτύων

Προς τα εμπρός διάδοση

Με τον όρο ˊɟɞɠ ŰŬ Ůɛˊɟɧɠ ŭɘɎŭɞůɖ (forward propagation) καθορίζουμε ότι η ροή διάδοσης της
πληροφορίας εντός του νευρωνικού δικτύου είναι προς μια κατεύθυνση και συγκεκριμένα από το
επίπεδο εισόδου προς το επίπεδο εξόδου. Τα δεδομένα εισόδου εισέρχονται στο νευρωνικό δίκτυο
μέσω του επιπέδου εισόδου, επεξεργάζονται και μέσω των κρυφών επιπέδων καταλήγουν στο επί­
πεδο εξόδου, ακολουθώντας αποκλειστικά αυτή τη μονόδρομη πορεία. Όπως έχει ήδη αναφερθεί σε
προηγούμενη ενότητα, σε κάθε νευρώνα, λαμβάνοντας υπόψη τα δεδομένα εισόδου του, τις τιμές των
βαρών του, τη συνολική του πόλωση και κάνοντας χρήση μιας συνάρτησης ενεργοποίησης μπορούμε
να παράγουμε την έξοδο του δεδομένου νευρώνα που θα αποτελέσει είσοδο για νευρώνες επόμενου
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επιπέδου. Η παραπάνω διαδικασία, ξεκινώντας από το πρώτο επίπεδο με είσοδο την αρχική πληρο­
φορία, επαναλαμβάνεται για κάθε νευρώνα του δικτύου μέχρις ότου παραχθεί στο τελευταίο επίπεδο
το τελικό αποτέλεσμα.

Συνάρτηση κόστους

Ένα νευρωνικό δίκτυο βαθιάς μάθησης εκπαιδεύεται να αντιστοιχεί ένα σύνολο δεδομένων εισό­
δων σε ένα σύνολο δεδομένων εξόδων (ετικέτες) κάνοντας χρήση του συνόλου δεδομένων εκπαίδευ­
σης. Η εύρεση των κατάλληλων βαρών και της αντίστοιχης πόλωσης για κάθε νευρώνα του δικτύου
θα μας επιστρέψει ένα μοντέλο που θα εκτελεί ορθά τη διαδικασία της επιθυμητής αντιστοίχισης.
Ωστόσο στην πράξη, ο υπολογισμός των ιδανικών βαρών ενός δικτύου είναι αδύνατος καθώς υπάρ­
χουν πολλοί άγνωστοι παράμετροι.

Αντ’ αυτού, το πρόβλημα της μάθησης μετατρέπεται σε πρόβλημα βελτιστοποίησης και για την
επίλυσή του απαιτείται ένας αλγόριθμος πλοήγησης στο χώρο των πιθανών συνόλων βαρών που μπο­
ρεί να χρησιμοποιήσει το μοντέλο για να κάνει καλές ή αρκετά καλές προβλέψεις. Στο πλαίσιο του
αλγορίθμου βελτιστοποίησης, η συνάρτηση που χρησιμοποιείται για την αξιολόγηση μιας υποψήφιας
λύσης ­ δηλαδή ενός συνόλου βαρών ­ αναφέρεται ως η ŬɜŰɘəŮɘɛŮɜɘəɐ ůɡɜɎɟŰɖůɖ (objective function).
Μπορεί να επιδιώξουμε να μεγιστοποιήσουμε ή να ελαχιστοποιήσουμε την αντικειμενική συνάρτηση,
που σημαίνει ότι αναζητούμε μια υποψήφια λύση που έχει την υψηλότερη ή τη χαμηλότερη τιμή,
αντίστοιχα. Συνήθως, στα νευρωνικά δίκτυα, επιδιώκουμε να ελαχιστοποιήσουμε το σφάλμα. Ως εκ
τούτου, η αντικειμενική συνάρτηση αναφέρεται συχνά ως ůɡɜɎɟŰɖůɖ əɧůŰɞɡɠ (cost function) ή ůɡ-
ɜɎɟŰɖůɖ ůűɎɚɛŬŰɞɠ (loss function) και η τιμή που υπολογίζεται από αυτή τη συνάρτηση αποτελεί το
σφάλμα του δικτύου.

Στην ουσία, μέσω της συνάρτησης κόστους προσπαθούμε να προσομοιώσουμε την επιβολή κά­
ποιας «διόρθωσης» στο δίκτυο, στην περίπτωση πιθανών λαθών, έχοντας πάντα υπόψιν ότι στη γε­
νική περίπτωση η αρχικοποίηση των παραμέτρων βαρών και πόλωσης ενός δικτύου γίνεται με τυχαίο
τρόπο. Κύριος στόχος μας είναι η αύξηση της ακρίβειας πρόβλεψης και η μείωση του σφάλματος,
ελαχιστοποιώντας τη συνάρτηση κόστους. Η επίτευξη αυτού του στόχου πραγματοποιείται αναπρο­
σαρμόζοντας τις παραμέτρους του δικτύου με τέτοιο τρόπο ώστε οι προβλέψεις του να προσεγγίζουν
όσο το δυνατόν περισσότερο τις τιμές των δεδομένων. Χαρακτηριστικά παραδείγματα συναρτήσεων
κόστους αποτελούν το ɛɏůɞ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɧ ůűɎɚɛŬ (mean squared error), το ɛɏůɞ ŬˊɧɚɡŰɞ ůűɎɚɛŬ (mean
absolute error) και η ŭɘŬůŰŬɡɟɞɨɛŮɜɖ ŮɜŰɟɞˊɑŬ (cross entropy).

Αλγόριθμος κατάβασης κλίσης

Ένας συνήθης επαναληπτικός αλγόριθμος βελτιστοποίησης που συναντάται συχνά στα ΒΝΔ είναι
ο αλγόριθμος əŬŰɎɓŬůɖɠ əɚɑůɖɠ (gradient descent). Ο αλγόριθμος αυτός χρησιμοποιείται για την εύ­
ρεση του τοπικού ελαχίστου μια συνάρτησης, μετακινώντας το αρχικό σημείο επαναληπτικά προς την
αντίθετη κατεύθυνση της κλίσης. Στη μηχανική μάθηση, χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο κατάβασης
κλίσης για να ενημερώσουμε τις παραμέτρους του μοντέλου μας, δηλαδή τα βάρη και τις πολώσεις
όταν πρόκειται για νευρωνικό δίκτυο. Δεδομένης μιας συνάρτησης μιας μεταβλητής, θα αναλύσουμε
στη συνέχεια τα βήματα του αλγορίθμου για την εύρεση ενός τοπικού ελαχίστου της.

Ξεκινώντας από ένα τυχαίο σημείο της συνάρτησης, υπολογίζουμε πρώτα την κλίση της συνάρ­
τησης στο σημείο αυτό μέσα από την εύρεση της παραγώγου της. Ανάλογα με το πρόσημο της κλίσης
και χρησιμοποιώντας το κατάλληλο βήμα επιλέγουμε ένα σημείο αριστερά του αρχικού, αν η κλίση
είναι θετική, ή ένα σημείο δεξιά του αρχικού, αν η κλίση είναι αρνητική αντίστοιχα. Εάν η κλίση
είναι μηδενική τότε η διαδικασία λήγει με επιτυχία καθώς το συγκεκριμένο σημείο αποτελεί τοπικό
ελάχιστο της συνάρτησης μας. Σε αντίθετη περίπτωση, επιλέγοντας ένα κατάλληλο βήμα ­ δηλαδή
μια κατάλληλη απόσταση μεταξύ των επιλεγμένων διαδοχικών σημείων ­ θα καταλήξουμε μετά από
διαδοχικές επαναλήψεις της παραπάνω διαδικασίας σε τοπικό ελάχιστο. Εάν το πρόσημο της κλίσης
σε ένα σημείο είναι αντίθετο από αυτό που είχε η κλίση στο προηγούμενο σημείο, αυτό σημαίνει ότι
το βήμα που χρησιμοποιούμε είναι μεγάλο και για αυτό ξεπεράσαμε το επιθυμητό σημείο. Οπότε σε
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αυτή την περίπτωση θα πρέπει να αναπροσαρμόσουμε το βήμα μικραίνοντάς το και να επιλέξουμε
ένα σημείο προς τα πίσω. Βελτιώνοντας την παραπάνω σκέψη μας, μπορούμε να μικραίνουμε την
τιμή του βήματος αναλογικά με την τιμή της κλίσης ώστε να μην ξεπερνάμε κατά πολύ το σημείο
τοπικού ελαχίστου.

Σχήμα 2.6: Αναπαράσταση της πορείας του αλγορίθμου κατάβασης κλίσης για συνάρτηση δύο μετα­
βλητών (Πηγή: [onlic]).

Όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.6, η διαδικασία αυτή μπορεί εύκολα να γενικευτεί και για συναρτή­
σεις περισσοτέρων μεταβλητών, με τη διαφορά ότι ο υπολογισμός της κλίσης περιλαμβάνει πλέον
τον υπολογισμό του διανύσματος μερικών παραγώγων και η κατεύθυνση κατά την οποία πρέπει να
εκτελέσουμε το επόμενο βήμα μας καθορίζεται από το αρνητικό διάνυσμα μερικών παραγώγων.

Προς τα πίσω διάδοση

Η μέθοδος της προς τα πίσω διάδοσης στοχεύει στην εκμάθηση των παραμέτρων του δικτύου
(βάρη και πολώσεις) μέσω της διαδικασίας της βελτιστοποίησης της συνάρτησης κόστους. Η μέθο­
δος αυτή χρησιμοποιεί τον αλγόριθμο κατάβασης κλίσης για τον υπολογισμό της ελαχιστοποίησης
της συνάρτησης κόστους πάνω στο σύνολο δεδομένων εκπαίδευσης, από τον οποίο θα προκύψουν
τελικά οι κατάλληλες τιμές των παραμέτρων του δικτύου. Η τροποποίηση των βαρών και των πολώ­
σεων ενός νευρωνικού δικτύου ξεκινά από το τελευταίο επίπεδο του δικτύου και ολοκληρώνεται στο
επίπεδο εισόδου, διατρέχοντας όλα τα ενδιάμεσα κρυφά επίπεδα και επιλέγοντας σε κάθε επανάληψη
ένα νέο γειτονικό ως προς το προηγούμενο επίπεδο. Η μεταβολή που θα υποστούν οι παράμετροι
κάθε νευρώνα καθορίζεται από την αντίστοιχη τιμή του διανύσματος κλίσεων. Πιο συγκεκριμένα, η
μεταβολή των βαρών ενός δικτύου δίνεται από την Εξίσωση 2.6:

Wi(t + 1) = Wi(t) + �Wi(t) (2.6)

όπουwi(t+1) είναι η νέα τιμή του βάρους i,wi(t) η παλιά τιμή του βάρους i και ο όροςwi(t) εκφράζει
το πόσο πρέπει να μεταβληθεί το βάρος ώστε να ελαχιστοποιηθεί το σφάλμα της συνάρτησης κόστους.

2.2.5 Βαθιά μηχανική μάθηση

Η ɓŬɗɘɎ ɛɎɗɖůɖ (deep learning) και τα νευρωνικά δίκτυα τείνουν να χρησιμοποιούνται συχνά ως
συνώνυμοι όροι, πράγμα το οποίο μπορεί να προκαλέσει σύγχυση στη βαθύτερη κατανόηση των δύο
εννοιών. Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί ότι ο όρος «βαθιά» στη βαθιά μηχανική μάθηση ανα­
φέρεται στο πλήθος των κρυφών επιπέδων ενός νευρωνικού δικτύου [onlie]. Ένα νευρωνικό δίκτυο
που έχει δύο ή περισσότερα κρυφά επίπεδα μπορεί να θεωρηθεί βαθύ. Η ύπαρξη των κρυφών επιπέδων
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συμβάλλει καθοριστικά στην αύξηση της αποδοτικότητας και της αποτελεσματικότητάς τους. Πρα­
κτικά, η διαφορά μεταξύ των νευρωνικών δικτύων και της βαθιάς μηχανικής μάθησης έγκειται στο
γεγονός ότι στην περίπτωση της βαθιάς μηχανικής μάθησης η διαδικασία εξαγωγής χαρακτηριστικών
από τα δεδομένα εισόδου ­ σύμφωνα με τα οποία θα σχηματιστεί στη συνέχεια το μοντέλο ­ γίνεται
αυτοματοποιημένα μέσα στο δίκτυο, ενώ στα απλά νευρωνικά δίκτυα η παρέμβαση του ανθρώπινου
παράγοντα κρίνεται απαραίτητη.

Τα τελευταία χρόνια χρησιμοποιούνται όλο και περισσότερο βαθιά δίκτυα μηχανικής μάθησης
ενώ τα «ρηχά» δίκτυα περιορίζονται στην επίλυση πιο απλών προβλημάτων. Η ραγδαία πρόοδος που
έχει σημειωθεί στις κάρτες γραφικών τους δίνει τη δυνατότητα να επεξεργάζονται παράλληλα και
σε πολύ υψηλές ταχύτητες μεγάλο όγκο δεδομένων. Έτσι, με τη χρήση καρτών γραφικών τελευταίας
γενιάς η μεγάλη υπολογιστική πολυπλοκότητα που συνεπάγονται τα δίκτυα με χιλιάδες νευρώνες εί­
ναι πλέον διαχειρίσιμη. Επιπλέον, η πληθώρα δεδομένων που παρατηρείται στις μέρες μας καθώς
και η εύκολη πρόσβαση σε μεγάλες βάσεις δεδομένων με συχνά κατηγοριοποιημένα σύνολα αποτε­
λούν καθοριστικό παράγοντα στην ανάπτυξη και την ισχυροποίηση των δικτύων βαθιάς μηχανικής
μάθησης.

Μια συνήθης πρακτική που ακολουθείται συχνά στο χώρο της μηχανικής μάθησης και στοχεύει
κυρίως στη σημαντική μείωση του χρόνου εκπαίδευσης των μοντέλων είναι η χρήση προεκπαιδευμέ­
νων μοντέλων. Όπως έχει αποδειχθεί και στην πράξη, ένα μοντέλο που έχει εκπαιδευτεί επιτυχώς σε
μεγάλα σύνολα δεδομένων και συνεπώς διαθέτει αυτή τη γνώση θα συγκλίνει πολύ πιο γρήγορα κατά
τη διαδικασία της εκπαίδευσής του σε ένα εξειδικευμένο σύνολο δεδομένων από ότι ένα μοντέλο
που έχει αρχικοποιηθεί με τυχαίες τιμές βαρών. Η τεχνική αυτή ανήκει στην ευρύτερη κατηγορία της
μεταφοράς γνώσης μεταξύ των δικτύων, μέθοδος η οποία χρησιμοποιείται όλο και περισσότερο στη
μηχανική μάθηση.

Συνελικτικά δίκτυα

Τα ůɡɜŮɚɘəŰɘəɎ ŭɑəŰɡŬ (convolutional networks) αποτελούν μια υποκατηγορία βαθιών νευρωνικών
δικτύων και χρησιμοποιούνται ευρέως στην αναγνώριση εικόνων και βίντεο. Σε αφαιρετικό επίπεδο,
προσπαθούν να προσομοιάσουν τη βιολογική λειτουργία κατά την οποία μεμονωμένοι φλοιώδεις νευ­
ρώνες ανταποκρίνονται σε ερεθίσματα μόνο σε μια περιορισμένη περιοχή του οπτικού πεδίου που εί­
ναι γνωστή ως το δεκτικό πεδίο. Τα δεκτικά πεδία διαφορετικών νευρώνων επικαλύπτονται εν μέρει
έτσι ώστε να καλύπτουν ολόκληρο το οπτικό πεδίο. Έτσι τα δίκτυα αυτά επιχειρούν να διαχωρίσουν
τα χαρακτηριστικά της εικόνας ώστε η επιμέρους επεξεργασία τους από τους νευρώνες να οδηγήσει
στην αναγνώριση της εικόνας εισόδου. Από την Εξίσωση 2.7 γίνεται φανερό ότι, στην πράξη, τα συ­
νελικτικά επίπεδα εφαρμόζουν στην είσοδο την πράξη της συνέλιξης και προωθούν το αποτέλεσμα
στο επόμενο επίπεδο. Σε αντίθεση με τα καθιερωμένα πλήρως συνδεδεμένα στρώματα, κάθε νευρώ­
νας ενός συνελικτικού επιπέδου δεν συνδέεται με όλους τους νευρώνες του προηγούμενου επιπέδου,
πράγμα το οποίο θα απαιτούσε την εκπαίδευση πολλαπλών παραμέτρων δικτύου, αφού το μέγεθος
των δεδομένων εισόδου είναι εκτεταμένο εφόσον πρόκειται για εικόνες. Στα συνελικτικά επίπεδα,
κάθε νευρώνας συνδέεται μόνο με ένα μέρος του συνόλου των νευρώνων του προηγούμενου επιπέ­
δου και όλοι οι νευρώνες του ίδιου επιπέδου μοιράζονται τα ίδια βάρη. Επιπλέον, σημειώνεται ότι
κάθε συνελικτικό επίπεδο είναι οργανωμένο σε τρεις διαστάσεις, το ύψος, το πλάτος και το βάθος·
η τελευταία διάσταση καθορίζεται από των αριθμό των συνελικτικών φίλτρων που θα εφαρμοστούν.
Όπως και στην παραδοσιακή επεξεργασία εικόνας με χρήση φίλτρων, έτσι και στα συνελικτικά δίκτυα
τα φίλτρα μπορούν να αποθηκεύουν πληροφορία για κάποια χρήσιμη έννοια, ανάλογα με το εκάστοτε
πρόβλημα.

~y = ~w � ~x +~b (2.7)
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Κεφάλαιο 3

Επιθέσεις σε βαθιά νευρωνικά δίκτυα

3.1 Βασικοί παράγοντες επιθέσεων

Όπως αναφέρθηκε σε προηγούμενο κεφάλαιο, τα βαθιά νευρωνικά δίκτυα, παρ’ ότι αποτελούν
ισχυρό εργαλείο επίλυσης πολλών προβλημάτων και μοντέλα τους εφαρμόζονται σε πλήθος καθημε­
ρινών συσκευών που χρησιμοποιεί ο σύγχρονος άνθρωπος, είναι ευάλωτα σε επιθέσεις. Η αδυναμία
αυτή των ΒΝΔ αποτελεί ένα από τα σημαντικότερα προβλήματα τα οποία η επιστημονική κοινότητα
καλείται να αντιμετωπίσει. Η δημιουργία εύρωστων πολυεπίπεδων νευρωνικών δικτύων που θα είναι
σε θέση αρχικά να αναγνωρίζουν πιθανές επιθέσεις και σε δεύτερη φάση να τις διαχειρίζονται απο­
τελεί φλέγον ζήτημα στον τομέα των ΒΝΔ. Μια τέτοια υλοποίηση που θα ξεπερνάει τον κίνδυνο των
επιθέσεων μπορεί να επιφέρει ραγδαία πρόοδο ακόμα και σε εν εξελίξει προγράμματα που αντιμετω­
πίζουν το αδιέξοδο αυτό, όπως η κατασκευή αυτόνομων οχημάτων για ευρεία χρήση. Η σπουδαιότητα
και η κρισιμότητα του δεδομένου προβλήματος είναι αδιαμφισβήτητη και συνεπώς η βαθύτερη κα­
τανόηση και μελέτη των υπαρχόντων επιθέσεων κρίνεται απαραίτητη.

Μια επίθεση που δέχεται ένα νευρωνικό δίκτυο είναι πολυπαραγοντική και οφείλει να μελετηθεί
υπό αυτό το πρίσμα. Ερωτήματα όπως που αποσκοπεί η επίθεση, ποιες πληροφορίες είναι διαθέσιμες
στον εισβολέα σχετικά με τη δομή και την αρχιτεκτονική του μοντέλου και τι είδους μοντέλα βαθιάς
μηχανικής μάθησης συνήθως γίνονται στόχοι επιθέσεων, αποδεικνύουν την πολύπλευρη φύση των
επιθέσεων και θα απαντηθούν στη συνέχεια.

3.1.1 Στόχος αντιπάλου

Πολλές φορές, κύριος στόχος του εισβολέα είναι να παραπλανήσει τον ταξινομητή για κάποιο
συγκεκριμένο δείγμα ή μια ορισμένη κατηγορία δειγμάτων ώστε ο ταξινομητής να αποφανθεί εσφαλ­
μένα, ενώ άλλες φορές ο εισβολέας προσπαθεί να επηρεάσει συνολικά τη γενική απόδοση του ταξινο­
μητή. Ανάλογα λοιπόν με τις προθέσεις και τον απώτερο σκοπό του επιτιθέμενου, οι κακόβουλες επι­
θέσεις μπορούν να διακριθούν σε δύο βασικές κατηγορίες: (i) στις ŮˊɘɗɏůŮɘɠ ŭɖɚɖŰɖɟɑŬůɖɠ (poisoning
attacks) και (ii) στις ŮˊɘɗɏůŮɘɠ ŭɘŬűɡɔɐɠ (evasion attacks).

Επιθέσεις δηλητηρίασης

Οι επιθέσεις δηλητηρίασης αναφέρονται στους αλγόριθμους επίθεσης που επιτρέπουν σε έναν
εισβολέα να εισάγει πλαστά δείγματα στο σύνολο εκπαίδευσης ενός αλγορίθμου ΒΝΔ. Τα τεχνητά
αυτά δείγματα μπορούν να προκαλέσουν αστοχίες στον εκπαιδευμένο ταξινομητή και να οδηγηθεί
σε εσφαλμένες αποφάσεις. Συγκεκριμένα, μπορούν να οδηγήσουν σε χαμηλά ποσοστά ακρίβειας του
μοντέλου [Bigg13b], ή σε λανθασμένη πρόβλεψη ορισμένων δεδομένων ελέγχου [Züg18]. Συχνά, σε
τέτοιου είδους επιθέσεις υπάρχει μεγάλη πιθανότητα ο εισβολέας να έχει πρόσβαση στη διαδικασία
εκπαίδευσης του μοντέλου ή στη βάση με τα δεδομένα που προορίζονται για την εκπαίδευση του
δικτύου. Για παράδειγμα, τα αποθετήρια που υπάρχουν στο διαδίκτυο συχνά συλλέγουν δείγματα κα­
κόβουλου λογισμικού για τη διαδικασία της εκπαίδευσης, γεγονός που παρέχει την ευκαιρία στους
εν δυνάμει εισβολείς να δηλητηριάσουν τα δεδομένα. Στην πραγματικότητα, η διαδικασία εκμάθη­
σης ενός μοντέλου με δεδομένα που περικλείουν θόρυβο δεν αποτελεί καινούργιο πρόβλημα για την
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επιστημονική κοινότητα, καθώς η πρώτη τοποθέτηση γύρω από τον συγκεκριμένο προβληματισμό
πραγματοποιήθηκε το 1993 [Kear93]. Ωστόσο, οι περιπτώσεις που είχαν μελετηθεί αφορούσαν μια
μικρή ποσότητα θορύβου που είχε προστεθεί στα δεδομένα χωρίς απαραίτητα την επέμβαση κάποιου
κακόβουλου αντιπάλου, σε αντίθεση με την επίθεση δηλητηρίασης που αφορά τη διαδικασία όπου
κάποιος εισβολέας προσπαθεί σκόπιμα να εκμεταλλευτεί το μοντέλο.

Η ιστορία των επιθέσεων δηλητηρίασης στη μηχανική μάθηση ξεκινά το 2008 με τη δημοσί­
ευση ενός επιστημονικού άρθρου που ανέπτυσσε ένα παράδειγμα επίθεσης σε φίλτρα ανεπιθύμητων
μηνυμάτων [Nels08]. Οι συγγραφείς του [Bigg13b] ήταν οι πρώτοι που πρότειναν μια επίθεση δηλη­
τηρίασης εναντίον ɛɖɢŬɜɩɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ɡˊɞůŰɐɟɘɝɖɠ (support vector machines ­ SVM) εισάγοντας
κακόβουλα δεδομένα στη βάση των δεδομένων εκπαίδευσης του μοντέλου, προκειμένου να πετύχουν
σημαντική μείωση της ακρίβειας του. Η μέθοδος αυτή στοχεύει στον υπολογισμό της κατάβασης κλί­
σης με βάση τα χαρακτηριστικά του SVM για τη δημιουργία ορισμένων σημείων που μπορούν να
απορριφθούν, μεγιστοποιώντας την ακρίβεια του SVM. Το 2017, στην έρευνα [Yang17] οι συγγρα­
φείς προτείνουν μια μέθοδο επίθεσης δηλητηρίασης κατά των νευρωνικών δικτύων. Η μέθοδος αυτή
χρησιμοποιεί για τη δημιουργία δεδομένων ενός ŬɡŰɞəɤŭɘəɞˊɞɘɖŰɐ (autoencoder) βασισμένο στα ˊŬ-
ɟŬɔɤɔɘəɎ ŭɑəŰɡŬ ɛɎɗɖůɖɠ ɛŮ ŬɜŰɘˊŬɚɧŰɖŰŬ (Generative Adversarial Networks ­ GAN) [Good14]. Πα­
ρόμοιες συστηματικές επιθέσεις δηλητηρίασης έχουν προταθεί και στον τομέα της υγειονομικής περί­
θαλψης. Χαρακτηριστικά, στην έρευνα [Moza15] αναλύεται η επίθεση δηλητηρίασης σε ένα σύνολο
δεδομένων υγειονομικής περίθαλψης, γεγονός το οποίο υποδηλώνει τη γενικότερη επέκταση των συ­
γκεκριμένων επιθέσεων και στον κλάδο της ιατρικής.

Επιθέσεις διαφυγής

Οι επιθέσεις διαφυγής αποτελούν τις συνηθέστερες επιθέσεις στον τομέα της μηχανικής μάθησης,
που πραγματοποιούνται εναντίον του μοντέλου κατά τη διαδικασία ελέγχου της αποτελεσματικότη­
τας του. Στις επιθέσεις διαφυγής, οι ταξινομητές είναι σταθεροί και συνήθως έχουν καλή απόδοση
σε çəŬɚɞɐɗɖè (benign) δείγματα ελέγχου. Οι εισβολείς δεν έχουν τη δυνατότητα να αλλάξουν τον
ταξινομητή ή τις παραμέτρους του, αλλά μπορούν να κατασκευάσουν ψεύτικα δείγματα τα οποία ο
ταξινομητής δεν μπορεί να αναγνωρίσει. Πιο συγκεκριμένα, οι αντίπαλοι δημιουργούν μερικά πλα­
στά δείγματα για να αποφύγουν τον εντοπισμό από τον ταξινομητή. Μια επίθεση πραγματοποιείται
όταν ο επιτιθέμενος προσθέτει θόρυβο σε μια κατά τ’ άλλα κανονική είσοδο, έτσι ώστε να οδηγήσει
τον ταξινομητή στην πρόβλεψη λανθασμένου αποτελέσματος για τη συγκεκριμένη είσοδο. Η προ­
σθήκη θορύβου πραγματοποιείται από τον εισβολέα με τέτοιο τρόπο έτσι ώστε να μην είναι αντιληπτή
από τον άνθρωπο και η τροποποιημένη αυτή είσοδος ονομάζεται ŬɜŰɘűŬŰɘəɧ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ (adversarial
example). Η επίθεση διαφυγής πραγματοποιείται λοιπόν όταν στο μοντέλο εισάγονται αντιφατικά πα­
ραδείγματα. Για παράδειγμα, στην περίπτωση των αυτόνομων οχημάτων οδήγησης, το να κολλήσει
κάποιος μερικά κομμάτια ταινιών στις πινακίδες σημάτων οδικής κυκλοφορίας μπορεί να προκαλέσει
σύγχυση στο μηχανισμό αναγνώρισης της οδικής σήμανσης που διαθέτει το όχημα [Eykh18].

Υπάρχουν τέσσερις διαφορετικοί τρόποι με τους οποίους ο αντίπαλος μπορεί να παραποιήσει
τα δείγματα εισόδου προκειμένου να αποφύγει την ανίχνευση τους από τον ταξινομητή, οι οποίοι
αναλύονται στη συνέχεια [Ayub20]. Ένας τρόπος με τον οποίο ο εισβολέας μπορεί να οδηγήσει το
μοντέλο σε εσφαλμένη ταξινόμηση είναι μειώνοντας τον ɓŬɗɛɧ ŮɛˊɘůŰɞůɨɜɖɠ (confidence reduction)
που επιδεικνύει το δίκτυο στην πρόβλεψη του σωστού αποτελέσματος για μια δεδομένη είσοδο. Ένας
δεύτερος τρόπος με τον οποίο ο αντίπαλος επιδιώκει να αποπροσανατολίσει τον ταξινομητή είναι
προσπαθώντας να ŬɚɚɎɝŮɘ Űɞ ŬˊɞŰɏɚŮůɛŬ Űɖɠ əŬŰɖɔɞɟɘɞˊɞɑɖůɖɠ (misclassification), θεωρώντας ότι η
είσοδος ανήκει σε κλάση διαφορετική από την αντικειμενική της. Εναλλακτικά, ο αντίπαλος προ­
σπαθεί να παράξει ένα δείγμα που ξεγελά το μοντέλο για να το ταξινομήσει σε μια συγκεκριμένη
επιθυμητή κλάση, που φυσικά διαφέρει από την πραγματική. Τέλος, ο εισβολέας μπορεί να επιδιώ­
κει κάθε είσοδος μιας κλάσης να κατηγοριοποιείται εσφαλμένα από τον ταξινομητή σε əɎˊɞɘŬ Ɏɚɚɖ
στοχευμένη κλάση (source/target misclassification).
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Στοχευμένες και μη επιθέσεις

Συγχρόνως, με βάση τους στόχους και τις προθέσεις του επιτιθέμενου, μπορεί να υπάρξει και μια
δεύτερη, άλλου τύπου διάκριση ανάμεσα στις κακόβουλες επιθέσεις, η οποία περιλαμβάνει τις στο­
χευμένες και τις μη στοχευμένες επιθέσεις. Στην στοχευμένη επίθεση, για κάθε δείγμα (x; y) ­ όπου το
x είναι διάνυσμα χαρακτηριστικών και το y 2 Y είναι η πραγματική ετικέτα­κλάση του x ­ το οποίο
αποτελεί εν δυνάμει στόχο του εισβολέα, ο αντίπαλος επιδιώκει να επηρεάσει τον ταξινομητή δίνο­
ντας μια συγκεκριμένη ετικέτα t 2 Y στο τροποποιημένο δείγμα x0. Για παράδειγμα, ένας απατεώνας
είναι πιθανό να επιτεθεί στο μοντέλο αξιολόγησης της πιστοληπτικής ικανότητας μιας χρηματοοικο­
νομικής εταιρείας προκειμένου να αξιολογηθεί από το μοντέλο ως ένας εξαιρετικά αξιόπιστος και
φερέγγυος πελάτης αυτής της εταιρείας. Εάν δεν υπάρχει καθορισμένη ετικέτα στόχος t για το δείγμα
x το οποίο πρόκειται να τροποποιήσει ο εισβολέας, η επίθεση ονομάζεται μη στοχευμένη. Ο αντίπα­
λος στοχεύει απλά στο να καταφέρει να κάνει τον ταξινομητή να προβλέψει εσφαλμένα το δείγμα x0,
χωρίς να τον ενδιαφέρει να προκαθορίσει την ετικέτα t.

3.1.2 Γνώση αντιπάλου

Η αυστηρά περιορισμένη ή η πλήρης γνώση που μπορεί να διαθέτει ο εισβολέας σχετικά με την
αρχιτεκτονική του μοντέλου, τις τιμές των παραμέτρων και τη γενικότερη δομή του δικτύου επηρε­
άζουν καθοριστικά την επιλογή και την εκτέλεση μιας επίθεσης. Αν, για παράδειγμα, ο αντίπαλος
γνωρίζει τη δομή του ταξινομητή, τις παραμέτρους του ή το σύνολο δεδομένων που χρησιμοποιείται
για την εκπαίδευση του, τότε έχει μεγαλύτερη ευελιξία κινήσεων και μπορεί να εκτελέσει με σχε­
τική ευκολία μια αποτελεσματική επίθεση, σε αντίθεση με την περίπτωση όπου καμία από αυτές τις
πληροφορίες δεν είναι διαθέσιμες. Σε συνθήκες όπου ο αντίπαλος δεν γνωρίζει καμία πληροφορία
σχετικά με τη δομή του μοντέλου, εξακολουθεί να είναι εφικτή μια επιτυχημένη επίθεση από πλευράς
του, αλλά συνήθως απαιτούνται περισσότερος χρόνος και υπολογιστικοί πόροι για την υλοποίηση της
επίθεσης. Συνεπώς, όσο περισσότεροι φραγμοί τεθούν από την πλευρά του αμυνόμενου, τόσο περισ­
σότερο θα αυξηθεί η πολυπλοκότητα στη διαδικασία πραγματοποίησης μιας επίθεσης, χωρίς ωστόσο
να αίρεται ο κίνδυνος μιας κακόβουλης επίθεσης με ό,τι συνέπειες αυτό συνεπάγεται. Με βάση λοιπόν
τις γνώσεις που διαθέτει ή όχι ο αντίπαλος, οι επιθέσεις χωρίζονται σε τρεις βασικές κατηγορίες, όπως
φαίνεται και στο Σχήμα 3.1: στις (i) white box, στις (ii) black box και στις (iii) gray box επιθέσεις.

Σχήμα 3.1: Αναπαράσταση του επιπέδου των γνώσεων που διαθέτει ένας αντίπαλος σε κάθε μία από
τις κατηγορίες επιθέσεων από αριστερά προς τα δεξιά: (i) white box, στις (ii) black box και στις
(iii) gray box επιθέσεις. (Πηγή: [onli18])

Επίθεση white box

Σε μια επίθεση white box, ο αντίπαλος έχει πρόσβαση σε όλες τις πληροφορίες του νευρωνικού
δικτύου­στόχου, συμπεριλαμβανομένης της αρχιτεκτονικής του, των παραμέτρων και των βαρών. Ο
αντίπαλος μπορεί να κάνει πλήρη χρήση των πληροφοριών του δικτύου για να επεξεργαστεί και να
κατασκευάσει προσεκτικά αντιφατικά δείγματα. Οι επιθέσεις αυτής της κατηγορίας έχουν μελετηθεί
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εκτενώς, παρέχοντας μας πλούσια βιβλιογραφία, αφού η παράθεση της αρχιτεκτονικής του μοντέλου
και των παραμέτρων του συνέβαλε καθοριστικά στο να γίνει πλήρως αντιληπτή και κατανοητή από
την επιστημονική κοινότητα η αδυναμία των μοντέλων ΒΝΔ, καθώς και να μπορεί να αναλυθεί με
μαθηματικά μοντέλα και εργαλεία. Η ασφάλεια των δικτύων εναντίον των επιθέσεων white box είναι
η ιδανική που επιθυμούμε να έχουν τα όλα τα μοντέλα μηχανικής μάθησης [Tram20], καθώς αποτελεί
τη μεγαλύτερη πρόκληση σε θέματα προστασίας των βαθιών νευρωνικών δικτύων.

Επίθεση black box

Σε μια επίθεση black box, η εσωτερική δομή και η διαμόρφωση του μοντέλου ενός ΒΝΔ υποψή­
φιου στόχου δεν είναι διαθέσιμη σε κανέναν εξωτερικό παράγοντα. Οι αντίπαλοι δεν διαθέτουν καμία
γνώση σχετική με το μοντέλο­στόχο τους∙ μπορούν να τροφοδοτήσουν μόνο τα δεδομένα εισόδου και
να υποβάλουν ερώτημα για τις εξόδους του δικτύου. Σε αυτή την κατηγορία επιθέσεων, οι εισβολείς
συνήθως προτού επιτεθούν στα μοντέλα χρειάζεται να εκτελέσουν μια προεργασία προκειμένου να
ανακαλύψουν την αδυναμία του εκάστοτε μοντέλου. Η διαδικασία ξεκινά με την εισαγωγή επεξερ­
γασμένων δειγμάτων στο μοντέλο και συνεχίζεται μέσω παρατήρησης της εξόδου. Οι εισβολείς προ­
σπαθούν να εκμεταλλευτούν τη σχέση εισόδου­εξόδου του μοντέλου εισάγοντας διαρκώς αντιφατικά
δείγματα μέχρις ότου ανακαλύψουν ένα μοτίβο σύμφωνα με το οποίο μπορούν να παραπλανήσουν
τον ταξινομητή του μοντέλου. Σε σύγκριση με τις επιθέσεις white box, οι επιθέσεις black box είναι πιο
πρακτικές και για αυτό απαντώνται και περισσότερο σε εφαρμογές, καθώς οι σχεδιαστές των μοντέ­
λων συνήθως δεν δημοσιοποιούν τις παραμέτρους και άλλες λεπτομέρειες του μοντέλου τους, κυρίως
για λόγους πνευματικής ιδιοκτησίας.

Επίθεση gray (semi­white) box

Η επίθεση gray box, ή αλλιώς semi­white box, αποτελεί μια υβριδική μέθοδο επίθεσης, καθώς
συνδυάζει τεχνικές που εφαρμόζονται και στις δύο προηγούμενες κατηγορίες. Οι αντίπαλοι γνωρί­
ζουν την αρχιτεκτονική του ταξινομητή του ΒΝΔ, συχνά και άλλες λεπτομέρειες, όπως τον τύπο και
τον αριθμό των επιπέδων του δικτύου ή το σύνολο δεδομένων που χρησιμοποιήθηκαν κατά τη διαδι­
κασία της εκπαίδευσης, αλλά δεν γνωρίζουν τις παραμέτρους του. Οι επιτιθέμενοι εκπαιδεύουν ένα
μοντέλο για την κατασκευή αντιφατικών δειγμάτων, χρησιμοποιώντας την αρχιτεκτονική του αρχι­
κού μοντέλου, όπως θα έκαναν αντίστοιχα και σε μια επίθεση white box. Μόλις εκπαιδευτεί το νέο
μοντέλο, ο εισβολέας δεν χρειάζεται πια το αρχικό μοντέλο, αφού είναι σε θέση πλέον να δημιουργεί
αντιφατικά δείγματα και να τα διαχειρίζεται όπως σε μια επίθεση black box.

3.1.3 Μοντέλο θύμα

Πέρα από τα κίνητρα του εισβολέα και τις γνώσεις που διαθέτει γύρω από το μοντέλο­στόχο είναι
σημαντικό να διερευνήσουμε και το ρόλο των ίδιων των μοντέλων που πέφτουν θύματα επιθέσεων,
έτσι ώστε να αποκτήσουμε μια ολοκληρωμένη εικόνα για τις επιθέσεις στα ΒΝΔ. Σε αυτή την ενό­
τητα θα συνοψίσουμε εν συντομία τα μοντέλα μηχανικής μάθησης που παρουσιάζουν μια σχετική
ευαισθησία σε αντιφατικά δείγματα και είναι επιρρεπή στο να δέχονται επιθέσεις, μελετώντας μερι­
κές δημοφιλείς αρχιτεκτονικές βαθιάς μάθησης που χρησιμοποιούνται σε τομείς δεδομένων εικόνας,
γράφων και κειμένου.

Συμβατικά μοντέλα μηχανικής μάθησης

Για τα συμβατικά εργαλεία της μηχανικής μάθησης, υπάρχει μακρά ιστορία μελέτης ζητημάτων
ασφάλειας και προστασίας. Πιο συγκεκριμένα, στην εργασία [Bigg13a] οι συγγραφείς μελετούν την
επίθεση σε SVM καθώς και σε πλήρως συνδεδεμένα νευρωνικά δίκτυα, με μικρό βάθος χρησιμοποιώ­
ντας το σύνολο δεδομένων MNIST [LeCu]. Παράλληλα, σε μια άλλη έρευνα [Barr10] εξετάζεται η
ασφάλεια του SpamBayes, ενός λογισμικού ανίχνευσης ανεπιθύμητων μηνυμάτων βασισμένο στη
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������� �2� �����.�� �2�. �ú���û �0�����.�� �.�����)�!������� �� ���������1���"�©�.�Œ�) �����!� �1�0 �����!� �ª���H�Q�G���W�R���H�Q�G���� �	�. �ú���û �$�!���1����
��� �Œ� ��� �*�� �2�. �/�0�/� �������. �.�Œ�0�#���0���.�" �&�" �0���1� �/� �1�2� ��� ���2����� �� �$�&�!���" ���. ���$� �#�� �0���2�0�����1�0�� �����Œ� ��� �# �0���/� �#�"
�Œ�!� �0�!���.�1���. �Œ�!������ ���.�� ���.���.����� �#�� �2���" �/� �����" ���.�� �2�. �$�.�!�.���2���!���1�2������ �2�&�� �.���2�����0���������&�� �Œ� �# �0�Œ�0���0�!������� ��
���2�.�� �.�#�2�)���.�2�. ���.�2�� �2�� �/���.�/�����.�1���. �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �
�1�2�)�1� �� �2� �1�����.���2�����) �.�#�2�) �Œ���0� �������2�����. �Œ� �#
�.�Œ� ���2� �*�� �2�. �ú���û �����1�& �2���" �©�.�Œ�) �����!� �1�0 �����!� �ª �.�!�$���2�0���2� ���������" �2� �#�" �.�Œ� �2�0���0�� �1� ���.�!�) ���0��� �������2�����.
�1�0 �)�2�� �.�3� �!�� �2���� �.�1�3�����0���. �2� �#�"�� �þ �©�.�Œ�) �����!� �1�0 �����!� �ª �.�!�$���2�0���2� �������� �2�&�� �ú���û �/���0�#��� ���*���0�� �2� �#�"
�.���2���Œ����� �#�" ���. �0�����0�2�.�����0�#�2� �*�� �2���" �Œ�����.�����" �.�/�#���.�����0�" �2� �#�" ���.�� ���. �/������� �#�!�����1� �#�� �.���2���3�.�2������ �/�0������
���.�2�.�� �ü�Œ���Œ����� ���� ���)���& �2�&�� �.�Œ�0�!���)�!���1�2�&�� �/�#���.�2� �2���2�&�� �Œ� �# �/���.�����2� �#�� �2�. �ú���û�� � �!���1�������0�" �.�Œ�) �2���"
���/���)�2���2���" �2� �#�" �/�0�� ���$� �#�� �������0�� �.���)���. �Œ�����!�&�" ���.�2�.��� ���2���" �.�Œ�) �2���� �0�Œ���1�2����� �������� ��� �����)�2���2�. ���.�� �&�"
��� �������) �0�Œ�.���)��� �#��� �/�0�� �#�Œ���!�$� �#�� ���.���+�" � �!���1�������0�" �0�!�������0���0�" �2� �#�"�� �ü�Œ� �������&�"�� ���!�����0�2�.�� �.�Œ�.�!�.���2���2��
�� ���0�����2�� �2�&�� ���0�����2�&�� �.�1�3�.���0���.�" �2�&�� ��� ���2�����&�� �2�&�� �ú���û �$�&�!���1�2�� �.�Œ�) �2�. �#�Œ�)��� ���Œ�. ��� ���2�����. ������
�$�.���������" ���������1���"�� ���2�� �1�#�����$�0���.�� ���. �Œ�.�!� �#�1�����1� �#���0 �0�� �1�#���2� �����. ���0�!������ �/����� �3������ ��� ���2�����.�����*���.�2�.
���.�������" �����$�.���������" ���������1���" �2�. � �Œ� ���. �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �&�" ��� ���2�����. �.���.�3� �!���" �1�0 ���0�����2�0�" �Œ� �# �.�3� ��
�!� �*�� �0�Œ�������1�0���" ���.�� �����#���0�" �1�0 �ú���û��

�������!�&�" �1�#���/�0�/�0�������. ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�.

�	�. �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0�������. ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�.���I�X�O�O�\���F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �Q�H�X�U�D�O �Q�H�W�Z�R�U�N�V�� �.�Œ� �2�0��� �*���2�.�� �.�Œ�)
�0�Œ���Œ�0�/�. �2�0�$�����2�+�� ���0�#�!�+���&���� ���0 �������0 �0�Œ���Œ�0�/� �� � �� ���0�#�!�+���0�" ���.��������� �#�� �2���� �0���1� �/� �.�Œ�) �Œ�!� ����� �*���0���.
�0�Œ���Œ�0�/�.�� �2���� �0�Œ�0���0�!������� ���2�.�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �����. �1�#�����!�2���1�� �0���0�!��� �Œ� �����1���" ���.�� �2���� �1�2������� �#�� �1�2� 
�0�Œ�)���0��� �0�Œ���Œ�0�/� �� �þ �0���1� �/� �" �2� �# �Œ�!�+�2� �# �0�Œ���Œ���/� �# �0�����.�� �2� �/�0�������.x ���.�� �� ����� �/� �" �2� �# �2�0���0�#�2�.��� �#
�0�Œ���Œ���/� �# �0�����.�� �2� �.�Œ� �2�����0�1���. �2���"F (x)�� �ò���. �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0������� ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� m���0�Œ���Œ���/�&��
���Œ� �!�0�� ���. �1�$�����.�2���1�2�0�� ���0 �����1�� �2���� �ü�����1�&�1����������

z(0) = x; z(l+1) = �
�

W l zl + bl
�

����������

�)�Œ� �#� �� �1�#�����!�2���1�� �0���0�!��� �Œ� �����1���"��W �2� �/�������#�1���. ���.�!�+�� ���.��b �� �Œ�)���&�1����

���#���0�������2������ ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�.

���2� �� �2� �����. �2���" �)�!�.�1���" �#�Œ� ��� �����1�2�+���� �2�. �1�#���0�������2������ ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�. �0�����.�� �.�Œ�) �2�. �Œ��� �0�#�!���&�"
�$�!���1����� �Œ� ��� �*���0���. ��� ���2�����. �>�.�U�L�]�����E�@�� �	�. �&�1�1 �1�#�����0���2�!�+��� �#�� �2�. �2� �Œ������ �$�.�!�.���2���!���1�2������ �.�Œ�) �2����
�0�����1�2� �2�0 �0�����)���. �����. ���. ������� �#�� �2���" �.���.�Œ�.�!�.�1�2���1�0���" �2�&�� �.���2�����0���������&�� �2���"�� �	�. ��� ���2�����. �.�#�2�� ���Œ� �!� �*��
���. ���0�&�!����� �*�� �&�" �����. �������)�2�0�!� �©�Œ�#�������ª �����/� �1�� �2�&�� �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0�������&�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&��
���.���+�" �2�. �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�. �����!�� ���0�2�.���* �2�&�� �0�Œ���Œ���/�&�� �0�����.�� �����/�0���������� �ü�Œ���1���"�� � �.�����)�!������� �" �0���Œ�.���/�0�#�1���"
�2�&�� �&�1�1 ���.�� � �#�Œ� ��� �����1���)�" �2���" �������1���" �2� �#�" �1�#�������&�" �0�����.�� ��� �����)�" ���0 �2� �� �.���2���1�2� ���$� �2�&�� �Œ�����!�&�"
�1�#���/�0�/�0�������&�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&����

���#���0�������2������ �/�����2�#�. ���!���3�&��

�þ �0�!���.�1���. �>�.�L�S�I�����@ �0���1�����0�� �2�. �1�#���0�������2������ �/�����2�#�. ���!���3�&���� �2�. � �Œ� ���. �.�!���)�2�0�!�. ���������.�� �/����� �3������
��� ���2�����. �2�.�������)�����1���" ���)�����&�� �����. �/�0�/� �������. ���!���3�&���� �þ ���/���. �.�#�2�+�� �2�&�� �/�����2�*�&�� �0�����.�� �Œ�.�!�)��� ���. ���0
�.�#�2�� �2�&�� �&�1�1�Â �2� ��� ���2����� �1�#�����0���2�!�+���0�� �2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" �.�Œ�) �2� �#�" ���0���2� ������� �*�" ���)����� �#�" �����. ���. ������
���0�� �2���" �.���.�Œ�.�!�.�1�2���1�0���" �����. �������0 ���)����� v ���.�� �0�������0�� �2� �.�Œ� �2�����0�1���. �2���"F (v; X ) �&�" �Œ�!�)�����0�%���� �þ
���.�������.�2������ �1�$���1�� �2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& �/���.�2�*�Œ�&�1���" �/�����0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

����



H (0) = X ; H (l+1) = �
�
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�)�Œ� �#X � �Œ�����.���.�" �$�.�!�.���2���!���1�2�����+�� �2� �# ���!���3� �# �0���1�)�/� �#��W �2� �/�������#�1���. ���.�!�+����� �� �1�#�����!�2���1��
�0���0�!��� �Œ� �����1���" ���.�� � Â �0���.�!�2���2�.�� �.�Œ�) �2� �� ���.�����) �2� �# �Œ�����.���. �2� �# ���!���3� �# ���.�� �2� �� �Œ�����.���. ���0���2�����.�1���"��

�ü�Œ�.���.�����Œ�2������ ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�.

�	�. �0�Œ�.���.�����Œ�2������ ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�.���U�H�F�X�U�U�H�Q�W �Q�H�X�U�D�O �Q�H�W�Z�R�U�N�V �� �5�1�1�� �0�����.�� �Œ� ���* �$�!���1�����. �����. �2����
�.���2�����0�2�+�Œ���1�� �/���.�/� �$�����+�� �/�0�/� �������&�� �0���1�)�/� �# ���.�� �����. �.�#�2�)�� �2� ���)��� �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �0�#�!���&�" �1�2����
�0�Œ�0���0�!���.�1���. �2���" �3�#�1�������" �����+�1�1�.�"�� �	�. ��� ���2�����. �2�&�� �5�1�1�� �0���/�����)�2�0�!�. �2�. ��� ���2�����.���.���!���" ���!�.�$�#�Œ�!�)��
���0�1�����" �����������"�>�+�R�F�K�����@�� �0�����.�� �1�0 �����1�� ���. �.�Œ� �������0�*� �#�� �2���" �$�!� �������� �Œ�!� ���0�����1�2�0�!�0�" �Œ�����!� �3� �!���0�" �1�2��
���������� ���.�� ���. �0�����0�2�.�����0�*� ���2�.�� �$�!���1�����0�" �Œ�����!� �3� �!���0�" �.�Œ�) �Œ�!� ����� �*���0���� �.��� ��� �#�����. �/�0�/� �������&�� �����.
�2���� �Œ�!�)�����0�%�� �2� �# �0�Œ�)���0��� �# �������.�2� �"��

������ �û������� �#�!�����. �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&��

���0 �.�#�2���� �2���� �0���)�2���2�.�� ���. �Œ�.�!� �#�1�����1� �#���0 �2���" ���*�!���0�" ���0���)�/� �#�" �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �1�2� �� �2� �����.
�2�.�������)�����1���" �0�����)���&�� �����. �2�� �/������� �#�!�����. �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �þ ���0�����2�� �2���2� ���&�� �/�0���������2�&��
�1�2� �� �2� �����. �2���" �0�����)���.�" ���0�&�!�0���2�.�� �.�Œ�.�!�.���2���2�� �/���)�2�������L�� �� � ��� ���)�2���2�. ���0�2�.���* �%�0�*�2�����&�� ���.�� ���.��� ������
���+�� �0�����)���&�� �������0�2�.�� �.���2�������Œ�2�� �.�Œ�) �2� �#�" �Œ�.�!�.�2���!���2���" �/���.���1�����2�������� �����1�& �2���" �.�����!�+�Œ�������" �.���1�����1���"
�2���" �)�!�.�1���" ���.�����L�L�� �2�. �/�0�/� �������. ���.�� � �� �2�.������� �����2���" �2�&�� �0�����)���&�� ���$� �#�� �.�Œ��� �*�1�2�0�!�� �/� ���� �.�Œ�) �2�.
�.���2���1�2� ���$�. �1�0 ������� �#�" �2� ���0���"�� �)�Œ�&�" �����. �Œ�.�!���/�0�������. �1�2� �� ���$� �� �ò�2�1���� �Œ� �������" ���0�����2�0�" �0�Œ�����0���2�!�+��� ���2�.��
�0���¶ � ��� �������!� �# �1�2���" �0�Œ�������1�0���" �0���.���2��� �� �2�.������� �����2�+�� �1�2� �� �2� �����. �2���" �0�����)���.�" �&�" �2�#�Œ������ �Œ�0�!���Œ�2�&�1��
�0�Œ�������1�0�&���� ���0 �)���0�" �2���" �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �Œ� �# ���. �.���.���#��� �*�� �1�2���� �Œ� �!�0���.�� �#�Œ� �����2� �#���0 �)�2�� � �� �2�.������� �����2���"
�0�����)���.�" �.���.�3���!� ���2�.�� �1�0 �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0�������. ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�. ���.�� �1�0 �1�#���0�������2������ ���0�#�!�&�������� �/����
���2�#�.�� ���.���+�" �.�#�2�� �.�Œ� �2�0��� �*�� ���.�� �2� �.���2�����0�����0��� ���0�����2���" �2���" �/���.�2�!�������"�� �	�. �Œ��� �1�#���������1�������. �1�*��� ���.
�/�0�/� �������&�� �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �1�2���" �Œ�.�!�.�����2�& ���0�����2�0�" �Œ�0�!�����.��������� �#�� �2� �1�*��� ��� �$�0���!�)���!�.�3�&�� �0����
���)���&�� �0�1�,�6�7 �>�/�H�&�X�@ ���.�� �2�. �1�*��� ���. �0�����)���&�� �&�,�)�$�5���� �>�R�Q�O�L�E�@ ���.�� �,�P�D�J�H�1�H�W �>�R�Q�O�L�G�@�� ���2�� �1�#�����$�0���.��
���. �0���0�2���1� �#���0 � �!���1�������0�" ���.�1�������" ���0���)�/� �#�" �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �����. �2�� �/������� �#�!�����. �.���2���3�.�2�����+��
�Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �0�����)���&���� ���.���*�Œ�2� ���2�.�" �2���" �0�Œ�������1�0���" �/�������2���!���.�1���"�� �2���" �2�!�0���" ���.�2����� �!���0�" �0�Œ�������1�0�&��
�/���.�3�#�����" �Œ� �# �.���.���*�1�.���0 �1�0 �Œ�!� ����� �*���0���� �0���)�2���2�. ���Z�K�L�W�H �E�R�[�� �E�O�D�F�N �E�R�[ ���.�� �J�U�D�\ �E�R�[�� ���.���+�" ���.��
�����. �2���2�.�!�2�� ���.�2����� �!���.�� �2���" �0�Œ�������1�0���" �1�2� �3�#�1�����) ���)�1��� �� �Œ� �# �.�������0�� ���.�� �.�#�2�� �1�2� �� �0�#�!�*�2�0�!� �2� �����.
�2�&�� �0�Œ�������1�0�&�� �/���.�3�#�����"��

���������� �ü�Œ�������1�0���" �Z�K�L�W�H �E�R�[

�+�0���������� �1�0 �����. �0�Œ�����0�1�� �Z�K�L�W�H �E�R�[�� �)�2�.�� � �2�.������� �����2���"C �0���)�" ��� ���2����� �#���1�2�)�$� �#F ���.�� �2� �/�0�������.
�Œ�!� �" �2�!� �Œ� �Œ� �����1��(x; y) �/� ��� �*�� �1�2� �� �0���1��� �����.�� � �1�2�)�$� �" �2� �# �0�����.�� ���. �1�#�������1�0�� �����. �%�0�*�2������ �0�����)���.x0

�Œ�.�!�)��� ���. �� �#�Œ�) �2� �Œ�!���1���. �2���" �.�����!�+�Œ�������" �.���2�������%���" �� ���0 �2���� �.�!�$������ �0�����)���.x �Œ� �# ���. ���Œ� �!�0�� �)���&�" ���.
�Œ�.�!�.�Œ���.�����1�0�� �2� �� �2�.������� �����2��C �����. ���. �/�+�1�0�� ������� �" �.�Œ� �2�0�����1���.�2�. �Œ�!�)�����0�%���"�� �þ �Œ�.�!�.�Œ�����& �1�����%��
���Œ� �!�0�� ���. �/���.�2�#�Œ�&���0�� ���.�������.�2������ �����1�& �2���" �ü�����1�&�1���"��������

9x0 ) jj x0 �í xjj � "

s:t: C(x0) = t0 6= y
����������

�)�Œ� �# �2� jj �Âjj ���0�2�!�� �2���� �.��� ��� ���)�2���2�. ���0�2�.���*x0���.��x ���.�� �1�#�������&�" �0�����.�� �����Œ� ���.lp ���)�!���.�� ���2�� �1�#�����$�0���.��
���. �.���.���*�1� �#���0 ���0�!�������" �.�Œ�) �2���" ���*�!���0�" ���0���)�/� �#�" �.�#�2���" �2���" ���.�2����� �!���.�" �����. ���. �1�#���0���/���2� �Œ� �����1� �#���0
���.���*�2�0�!�. �2���� �Œ�.�!�.�Œ�����& ���.�������.�2������ �/���.�2�*�Œ�&�1����

����



�ü�Œ�����0�1�� �%�L�J�J�L�R

���2���� �0�!���.�1���. �>�%�L�J�J�����D�@�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �/������� �#�!��� �*�� �.���2���3�.�2������ �/�0�������.�2�. �0���1�)�/� �# �$�!���1����� �Œ� ���+��
���2�.�" �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7 �>�/�H�&�X�@ ���0 �1�2�)�$� �1�#�����.�2����� �*�" �2�.������� �����2���" �����$�.���������" ���������1���"��
�)�Œ�&�" �6�9�0 ���.�� �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0�������. ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�. �����0�Œ���Œ���/�&�� �� �þ �0�Œ�����0�1���� �)�Œ�&�" �Œ�0�!�����!���3�0�2�.����
�0�1�2�������0�� �1�2�� ���0���2���1�2� �Œ� �����1�� �2���" �1�#�����!�2���1���" �/���.�$�&�!���1��� �* �2�&�� �/�0���������2�&�� �1�2���� �0�����1�2� �2�0 ���.�2����� �!���.��
�+���. �2���� ���.���*�2�0�!�� ���.�2�.���)���1�� �2� �# �)�!� �# �©�1�#�����!�2���1�� �/���.�$�&�!���1��� �*�ª �.������ ���.�� �2���" ���0�������)�2�0�!���" ���0���2� �#�!��
�����.�" �2� �# ��� ���2����� �#�����*���.�2� �" �2���" �1�#�����0���!�����������" �0�Œ�����0�1���" ���. �/�+�1� �#���0 �����. �Œ�!�.���2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �����.
�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �0���)�" ���!�.��������� �* �2�.������� �����2�� �6�9�0�� �þ �1�#�����!�2���1�� �/���.�$�&�!���1��� �* �1�0 �����. �2���2� ���. �Œ�0�!���Œ�2�&�1��
���. �0�����.�� �2���" ��� �!�3���"g(x) = < w; x > + b�� �ò�1�2�& �)�2�� ������� �#���0 ���. �0���0�2���1� �#���0 �.�� �����. �/�0�������.x �.�Œ�) �2� 
�1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �0�1�,�6�7 �.�������0�� �1�2���� ���.�2����� �!���. �©���ª �� �)�$���� �2�)�2�0 �.������� ���. ���0 �2� �Œ�!�)�1����� �2���"
�1�#�����!�2���1���" �/���.�$�&�!���1��� �*�� � ���!�.���������)�" �2�.������� �����2���" �6�9�0 ���. ���Œ� �!���1�0�� ���. �.�Œ� �3�.�����0�� ���.�2�.���������&�"�Â
�1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �Œ� �# �� �1�#�����!�2���1��g ���$�0�� ���0�2������ �2������ �.�#�2�) �1�#���0�Œ�����0�2�.�� �)�2�� �2� �/�0�������.x �.�������0�� �1�2����
�������1�� �©���ª�� �0���+ �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �Œ� �# ��g ���$�0�� �.�!�����2������ �2������ �� �����/���� �.�#�2�) �/�����+���0�� �)�2�� �2� �/�0�������.x
�.�������0�� �1�2���� �������1�� �©�)�$�� ���ª��

���$�����. �������� �ü�Œ�����0�1�� �%�L�J�J�L�R �1�0 �2�.������� �����2�� �6�9�0 �1�2� �� �2� �����. �2���" �.���.�����+�!���1���" �%���3���&��
���������� ���>�%�L�J�J�����D�@����

�
�Œ� �����2� ���2�.�" �2�+�!�. �)�2�� �����. �/�0�������.x ���$�0�� ���.�2����� �!��� �Œ� �������0�� �1�&�1�2�� �.�Œ�) �2� �� �2�.������� �����2�� �1�2���� �������1��
�©���ª ���. ���0���0�2���1� �#���0 �2�� �/���.�/�����.�1���. �/���0���.���&�����" �2���" �0�Œ�����0�1���"�� ���*���3�&���. ��� ���Œ�)�� ���0 �2���� �0�Œ�����0�1�� �%�L�J�J�L�R��
���. �Œ�!���Œ�0�� ���. �/������� �#�!�����1� �#���0 �����. ����� �/�0�������.x0 �����. ���. �0���.�$���1�2� �Œ� �����1� �#���0 �2���� �2������ �2���" �1�#�����!�2���1���"
�/���.�$�&�!���1��� �*g(x0)�� �0���+ �1�#���$�!�)���&�" ���. �Œ�!���Œ�0�� ���. ���!�.�2���1� �#���0 �2�� �/���.�3� �!��jj x0�íxjj1 �)�1� �������!�)�2�0�!��
�������0�2�.���� �ü���� ��g(x0) �0�����.�� �.�!�����2������ �2�)�2�0 �2� �/�0�������.x0�2�.������� ���0���2�.�� �1�2���� �������1�� �©�)�$�� ���ª�� �.������ �2� x0�0�����.��
�.���)���. ��� ���2�� �1�2� x � �Œ�)�2�0 �2�0�������� � �2�.������� �����2���" �Œ�.�!�.�Œ���.���0���2�.�� ���.�� �� �0�Œ�����0�1�� �0�����.�� �0�Œ���2�#�$������������ �ò���.
� �Œ�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �2���" �0�Œ�����0�1���" �Œ� �# ���)�����" �Œ�0�!�����!���%�.���0 �/�����0�2�.�� �1�2� ���$�����.�������� ���� ���0�����2�0�" �1�$�0�2������ ���0
�.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �����. �1�#�����.�2������ ��� ���2�����. �����$�.���������" ���������1���" �>�%�L�J�J�����E���%�L�J�J�����D���'�D�O�Y�����@
���$� �#�� �.�Œ� �2�0�����1�0�� �Œ������ �����Œ���0�#�1���" ���.�� ���������2�!� �����. �2���� �Œ�!�.�����.�2� �Œ� �����1�� �0�!�0�#���+�� �Œ�����& �1�0 �������.�2�.
�.�1�3�����0���.�" �2�&�� ��� ���2�����&�� ���.�������" �����$�.���������" ���������1���"��

�ü�Œ�����0�1�� �6�]�H�J�H�G�\ �/���%�)�*�6

�þ �0�!���.�1���. �>�6�]�H�J�����@ �1�#���Œ�0�!�����.���������0�2�.�� ���0�2�.���* �2�&�� �Œ�!�+�2�&�� �Œ� �# �#��� �Œ� ��� �*�� �0�Œ�����0�1�� �1�0 �2�.������� ��
�����2���" �0�����)���.�" ���.�����+�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&���� ���*���3�&���. ���0 �.�#�2���� �2� �Œ�!�)���������. ���0���2���1�2� �Œ� �����1���" �/���.�2�#��
�Œ�+���0�2�.�� �&�" �����. �.���.�����2���1�� �����. �2���� �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�� �2� �# �.����� ���&������� �# �/�0�������.�2� �"x0 �1�*���3�&���. ���0 �2����
�ü�����1�&�1��������

�P�L�Qjjx �í x0jj2
2

s:t:C(x0) = t

x0 2 [0; 1]m
����������

����



�	� �Œ�!�)���������. �0�Œ�����*�0�2�.�� �1�$�0�/�)�� �0���¶ � ��� �������!� �# ���0 �2���� �0���1�.���&���� �2���" �1�#�����!�2���1���" �1�3�������.�2� �" �)�Œ�&�"
�0�Œ���1�����.�����0�2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1����������

�P�L�Qcjjx �í x0jj2
2 + L(�; x 0; t)

s:t:x 0 2 [0; 1]m
����������

���2���� �Œ�.�!�.�Œ�����& �1�$���1���� � �Œ�!�+�2� �" �)�!� �" �0�Œ�����������0�� �2���� � ��� ���)�2���2�. ���0�2�.���*x0 ���.��x�� �� �/�0�*�2�0�!� �" �)�!� �"
�0�����.�!�!�*���0�� �2� �� �.�����)�!������� ���. ���!�0��x0�� �2� � �Œ� ��� ���$�0�� �������!�� �2������ �1�3�������.�2� �" �����. �2���� �������1��t �� � �Œ�)�2�0 � 
�2�.������� �����2���"C �0�����.�� �Œ� ���* �Œ�����.���) ���. �Œ�!� �������%�0�� �)�2�� �2� x0 �.�������0�� �1�2����t �� �ù��������� ���2�.�" �1�#���0�$�+�" �2����
�2������ �2���" �1�2�.���0�!���"c�� ���Œ� �!� �*���0 ���. ���!� �*���0 �����.x0 �Œ� �# ���. ���$�0�� �0�����$���1�2�� �.�Œ�)�1�2�.�1�� �.�Œ�) �2� x�� ���.��
�1�#���$�!�)���&�" ���. ���0���0���� �2� �� �2�.������� �����2��C�� �+���. �2���� �0�Œ�����#�1�� �2� �# �2�0���0�#�2�.��� �# �Œ�!� ���������.�2� �"�� � �� �1�#�����!�.�3�0���"
�$�!���1����� �Œ� �����1�.�� �2� �� �.�����)�!������� �/���%�)�*�6 �>�/�L�X�����@��

�ü�Œ�����0�1�� ���0 �)�D�V�W �*�U�D�G�L�H�Q�W �6�L�J�Q �0�H�W�K�R�G

���2���� �0�!���.�1���. �>�*�R�R�G�����@ �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �����. ������� �/� �" �����1�& �2���" � �Œ� ���.�" �/������� �#�!��� �*���2�.�� ���!����� �!�.
�2�. �.���2���3�.�2������ �/�0�������.�2�. �����1�. �1�0 �����. �������.�� �þ ������� �/� �" �.�#�2�� �/�����0�2�.�� �.���.���#�2������ �.�Œ�) �2�� ���.�������.�2������
�ü�����1�&�1���������� ���2���� � �#�1���.�� �����1�& �2���" �I�D�V�W �J�U�D�G�L�H�Q�W �V�L�J�Q �P�H�W�K�R�G ���)�*�6�0���� � �0���1��� �����.�" �Œ�!� �1�Œ�.���0�� ���.
�Œ�!� �1�����1�0�� ���)�!�#��� �1�2� �/�0�������.x�� �2� �# � �Œ� ��� �# �� ���.�2�0�*���#���1�� �0�����.�� ���/���. ���0 �2���� ���.�2�0�*���#���1�� �2���" �������1���"
�2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�"�� ���2�� �1�#�����$�0���. � ���)�!�#��� �" ���.��� ������� �Œ� ���0���2�.�� �.�Œ�) �2� � �� �2� � �Œ� ��� �0���¶ � �!���1��� �*
�0�����.�� �����.�" �Œ� ���* �������!�)�" �.�!�������)�"�� �	� �������0�2�.�� �)�2���� �� �2������ �2���" �������1���" �2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�" �/�0�� ���$�0��
���.�����. �1�����.�1���. �1�2���� �ü�����1�&�1���������� �Œ�.�!�� ���)��� �2� �Œ�!�)�1�����) �2���"�� �Œ� �# � �!�����0�� �2���� ���.�2�0�*���#���1�� �2���"��

x0 = x + �sign (r xL (�; x; y )) �Q�R�Q �W�D�U�J�H�W

x0 = x �í �sign (r xL (�; x; t )) �W�D�U�J�H�W �R�Qt
����������

���2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2���" �1�2� �$�0�#���������" �0�Œ�����0�1���"�� �� ������� �/� �" �.�#�2�� ���Œ� �!�0�� ���. ���0�&�!�����0�� �&�" �����. �������. �2� �#
�.����� �!������� �# ���.�2�����.�1���" �������1���" �Œ� �# �0�Œ�����*�0�� �2� �Œ�!�)���������. �Œ� �# �/���.�2�#�Œ�+���0�2�.�� �1�2�� ���$���1����������

�P�L�QL(�; x 0; t)

s:t: jj x0 �í xjj1 � �

x0 2 [0; 1]m
����������

�þ �1�#�����!�2���1�� ���)�1�2� �#�" �Œ� �# �Œ�0�!�����!���3�0�2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1���������%���$���0�� �2� �1�����0��� �0���0����� �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1�������0��
�2���� �0�����$���1�2�� �2������ �1�3�������.�2� �" �����. �2���� �������1��t �1�2�. �Œ���.���1���. �2���" ���0���2� �������" �2� �#x �� �/�����.�/�� �1�2�. �Œ���.���1���.
�����.�" �1�3�.���!�.�" �.���2�����.�"� ���.�� �������2�!� �#x �� �����. �2� � �Œ� ��� �2� ��� ���2����� F ���$�0�� �2�� ���0���.���*�2�0�!�� �Œ�����.���)�2���2�.
���. �2� ���.�2����� �!��� �Œ� �����1�0�� �1�2���� �������1��t �� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� �2� ���.�2�.�1���0�#�.�1������� �/�0�������.x0�� �Œ� �# �/����
����� �#�!�����������0 ���0 �����. ���)��� �������.�� �0�����.�� �0�Œ���1���" �Œ�����.���) ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�����1�0�� �2� ��� ���2����� ��

�þ �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0 �0�����.�� �.�Œ������ �#�Œ� ��� �����1�2������ �.�Œ� �2�0���0�1���.�2������ �1�#�����!���2������ ���0 �������0�" ���0���)�/� �#�" ���.��
�/�*���.�2�.�� ���. �/������� �#�!���0�� ���!����� �!�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �.�3� �* �Œ�0�!�����.���������0�� ���)��� �2� �� �#�Œ� ��� �����1���)
�0���)�" �������.�2� �" �Œ�!� �" �2�. �Œ���1�& �/�����/� �1���"�� �	� �1�����.���2�����) �.�#�2�) �Œ���0� �������2�����. �2���� ���.�����1�2�� �2���� �Œ����� �� ���.��
�2������������ �1�0 �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �)�Œ� �# �.�Œ�.���2�0���2�.�� �� �/������� �#�!�����. �.�!���������2������ �Œ� �����+�� �.���2���3�.�2�����+�� �/�0���������2�&����
���.�!�.���2���!���1�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �����.�" �2���2� ���.�" �Œ�0�!���Œ�2�&�1���" �.�Œ� �2�0���0�� �� �2�0�$�������� �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���" ���0 �.���2����
�Œ�.���)�2���2�.�� �)�Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.�� �� �)�*�6�0 �����. �2���� �Œ�.�!�.���&���� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �����. �������0
�����. �.�Œ�) �2�. �/�0�������.�2�. �0���1�)�/� �# �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �>�.�X�U�D�����E�@�� ���2� ���$�����.�������Œ�.�!� �#��
�1�������0�2�.�� �����. �Œ�.�!���/�0�������. �0�3�.�!��� �����" �2���" �0�Œ�����0�1���" �)�*�6�0 �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �,�P�D�J�H�1�H�W��

�ü�Œ�����0�1�� �'�H�H�S�)�R�R�O

���2���� �0�!���.�1���. �>�0�R�R�V�����@ � �� �1�#�����!�.�3�0���" ���0���0�2� �*�� �����.�� �2�.������� �����2�� ���0Fk �1�#���.�!�2���1�0���"k � �!���&��
�.�Œ�)�3�.�1���" ���*�!�& �.�Œ�) �2� �1�����0��� x�� �)�Œ� �#x �0�����.�� �����. �/�0�������. �Œ� �# ���$�0�� �0�Œ�����0�$���0�� �.�Œ�) �2�. �/�0�/� �������. �0���1�)��
�/� �# �2� �# ��� ���2����� �#�� ���!� �1�Œ�.��� �*�� ���. ���!� �#�� �����. �2�!�)�Œ� ���2�1�� �+�1�2�0 �2� x ���. ���Œ� �!�0�� ���. ���0�Œ�0�!���1�0�� �2� �)�!��� 

����



���$�����. �������� �ü�3�.�!���)��� ���2�.�" �2���� �)�*�6�0 �0�Œ�����0�1�� � �2�.������� �����2���" �Œ����� �� ���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� �2� �©�Œ�����2�.�ª �&�"
�©���������&���.�ª ���������� �� �>�*�R�R�G�����@����

�.�Œ�)�3�.�1���"�� �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� �1�2� ���$�����.�������� ���2�1�� �+�1�2�0 � �2�.������� �����2���" ���. �/�+�1�0�� �����. �/���.�3� �!�0�2������ �Œ�!�)��
�����0�%�� �����. �2� x �.�Œ�) �2���� �Œ�!�.�����.�2�������� �+���. �Œ�.�!���/�0�������.�� ���1�2�& �)�2�� �0�Œ��������� �#���0 �����. �/�0�������.���1�2�)�$� x0 �.�Œ�)
�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �0�1�,�6�7 �2� � �Œ� ��� �.�������0�� �1�2���� �������1�� �©���ª ���.�� � �2�.������� �����2���" �2� �# ��� ���2����� �#
�2� ���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� �1�&�1�2�� �1�2���� ���/���. �������1���� �ü���� �#�Œ� �����1� �#���0 �)�2�� � �1�2�)�$� �" ���.�" �0�����.�� ���. �Œ�.�!�.�Œ���.������
�1� �#���0 �2� �� �2�.������� �����2�� �+�1�2�0 ���. ���.�2����� �!��� �Œ� �����1�0�� �2� x0 �1�2���� �������1��t ���0t 6= 4 �� �2�)�2�0 �2� �)�!��� �.�Œ�)��
�3�.�1���" �2� �# �2�.������� �����2�� �Œ�0�!�����!���3�0�2�.�� �&�"F t = z : F (x)4 � F (x)t = 0 �� ���0 �������0 �������. �2���" �0�Œ�����0�1���"��
�$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2� �.�����Œ�2�#�����. �7�D�\�O�R�U�� �2� �#�Œ�0�!�0�Œ���Œ�0�/� �2� �# � �!��� �# �.�Œ�)�3�.�1���" �0�#���#���!�.���������0�2�.�� �Œ�.���!��
��� ���2�.�" �2�� ��� �!�3��F 0

t = x : f (x) �§f (x0)+ < r x f (x0)�Â(x�íx0) > = 0 �� �)�Œ� �# �$���!���� �1�#���2� �����.�" � �!�����0�2�.��
f (x) = F (x)4�íF (x)t �� ���2�� �1�#�����$�0���.�� �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �2� �������0�2� �1�2� �0�Œ���Œ�0�/� F 0

t �/�������#�1���.! �� �2� � �Œ� ��� 
���$�0�� �.�!�$�� �2� x0 ���.�� �2����� �" �1�����0��� �2� �#F 0

t �� �	� �/�������#�1���. �.�#�2�) ���Œ� �!�0�� ���. ���0�&�!�����0�� �&�" �� �/���.�2�.�!�.�$�� �Œ� �#
���. �Œ�!� ���.�����1�0�� �2� x0 ���. �#�Œ�0�!���0�� �2� �)�!��� �.�Œ�)�3�.�1���"�� �ò�Œ�0���2�. �.�Œ�) �0�Œ�.�!���� �.�!�������) ���������2�&���� ���0�2�.�2� �Œ����
��� ���2�.�" �2� x0

0 ���.�2�� ������� �" �2� �#! �� � �.�����)�!������� �" �'�H�H�S�)�R�R�O ���Œ� �!�0�� ���. ���!�0�� �2� �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������.x0
0

�2� � �Œ� ��� ���. � �/�������1�0�� �2� �� �2�.������� �����2�� ���. �2� ���.�2����� �!��� �Œ� �����1�0�� �1�2���� �������1��t �.���2�� �2���" �©���ª��

���$�����. �������� �	�. �#�Œ�0�!�0�Œ���Œ�0�/�.F1; F2; F3 �/���.�$�&�!����� �#�� �2�. �1�����0���.���/�0�������.�2�. �Œ� �# �.������� �#�� �1�2���� �������1�� �©���ª
�.�Œ�) �2���" �������1�0���" �©���ª���©���ª ���.�� �©���ª �.���2���1�2� ���$�.�� �	� �/�0�������.x0 �/���.�1�$�����0�� �2� �)�!��� �.�Œ�)�3�.�1���"F3 ���.�� ���2�1�� �2� 
�2�!� �Œ� �Œ� ����������� �Œ����� �� �/�0�������.x0

0 �2�.������� ���0���2�.�� �1�2���� �������1�� �©���ª�� �	� �0�#���#���!�.�������1������� �)�!��� �.�Œ�)�3�.�1���"
�0���3�.�������0�2�.�� ���0 �/���.���0��� ���������0�" ���!�.�������" ���������� �� �>�0�R�R�V�����@����

�	�. �Œ�0���!�����.�2�. �2���" �0�Œ�����0�1���" �'�H�H�S�)�R�R�O �>�0�R�R�V�����@ �/�0���$��� �#�� �)�2�� �����. �2� �#�" ��� ����� �*�" �2�.������� �����2���" �ú���û
�1�2� �� �2� �����. �2���" �0�����)���.�"�� �1�$�0�/�)�� �)���. �2�. �/�0�������.�2�. �0�������$� �# �0�����.�� �Œ� ���* ��� ���2�� �1�2� �)�!��� �.�Œ�)�3�.�1���" �2� �#�"��
�+���. �����.�� ���.���� �0���Œ�.���/�0�#������� �2�.������� �����2�� �/�H�1�H�W �>�/�H�&�X�����@ �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7�� �Œ�����& �.�Œ�)
�2� 90�� �2�&�� �/�0���������2�&�� �0�������$� �# ���Œ� �!�0�� ���. �Œ�!� �1���������0�� �.�Œ�) �������!���" �/���.�2�.�!�.�$���" �2�&�� � �Œ� ���&�� ��l1 ���)�!���.
�0�����.�� �����2�& �.�Œ�)0; 1 ���.��� ������� �Œ� ������������ �1�2� [0; 1]�� �ù�#�2�) �#�Œ� �/�����+���0�� �)�2�� � �� �2�.������� �����2���" �2�&�� �ú���û �/�0��
�0�����.�� ���1�$�#�!� �� �1�0 �������!���" �/���.�2�.�!�.�$���"��

����



�ü�Œ�����0�1�� �-�D�F�R�E�L�D�Q���E�D�V�H�G �V�D�O�L�H�Q�F�\ �P�D�S

���2���� �0�!���.�1���. �>�3�D�S�H�����@�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �0���1����� �#�� �����. ������� �/� �0�Œ�����0�1���" �Œ� �# ���.�1�����0�2�.�� �1�2� �� �#�Œ� ��� ��
�����1���) �2� �# �ÿ�.���&�����.��� �* �Œ�����.���. �2���" �1�#�����!�2���1���"F �Œ� �# �#�Œ� ��� �������0�� �2���� ����� �/� �2� �# ��� ���2����� �#�� �þ ������� �/� �"
�-�D�F�R�E�L�D�Q���E�D�V�H�G �V�D�O�L�H�Q�F�\ �P�D�S ���-�6�0�$�� ���Œ� �!�0�� ���. ���0�&�!�����0�� �&�" �����.�" ���Œ�����1�2� �" �.�����)�!������� �" �0�Œ�����0�1���"��
� � �Œ� ��� �" �$�0���!�����0�2�.�� �0�Œ�.���.�����Œ�2������ �2� �S�L�[�H�O �Œ� �# �0�Œ���!�0�����0�� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!� �2���� ����� �/� �2� �# ��� ���2����� �#�� ����

�1�#�����!�.�3�0���" �$�!���1����� �Œ� �����1�.�� �2� �� �ÿ�.���&�����.���) �Œ�����.���.JF (x) = @F(x)
@x =

n
@Fj (x)

@xi

o

i � j
�����. ���. ��� ��

���2�0��� �Œ� �����1� �#�� �2���� �.�����.���� �2���"F (x) �&�" �1�#�����Œ�0���. �2���" �.�����.�����" �2���" �0���1�)�/� �# �2���"x�� ���2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1��
�2���" �1�2� �$�0�#���������" �0�Œ�����0�1���" �)�Œ� �# � �.���2���Œ�.��� �" �0�Œ���/���+���0�� ���. �/������� �#�!�����1�0�� �����. �.���2���3�.�2�����) �/�0�������.x0 �2� 
� �Œ� ��� ���. �2�.������� ���0���2�.�� �1�2���� �������1�����1�2�)�$� t �� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �Œ�!� �2�0����� �#�� �2���� �0�Œ�.���0���������������� �.���.�����2���1��
���.�� �2�!� �Œ� �Œ� �����1��x i �S�L�[�H�O�� �2�&�� � �Œ� ���&�� �� �.�*�����1�� �2���" �2�������" �2� �#�" ���. �Œ�!� ���.�����1�0�� �.�*�����1�� �2���"Ft (x) ��
���0���&�1�� �2� �# �.���!� ���1���.�2� �"

P
j 6= t Fj (x) �� ���.�2�� �1�#�����Œ�0���.�� �� ����� �/� �" �2� �# ��� ���2����� �# �����. �2� �/�0�������.x ���.

���$�0�� ���0���.���*�2�0�!�� �2������ �����. �2���� �������1��t ���.�� �0�� �2�����0�� �2� x ���. �2�.������� �������0�� �1�2���� ���.�2����� �!���.t �� ���0 �������.
���)�����.�� ���.�2�� �2�� �/�����!���0���. �2���" �-�6�0�$ �0�Œ�����0�1���" �Œ�!�.�����.�2� �Œ� ���0���2�.�� �0�Œ�.���.�����Œ�2������ �Œ�!� �1�������� ��� �!�*��� �# �1�0
���.��� �������) �/�0�������.x �����$�!���" �)�2� �# � �2�.������� �����2���"C ���. �/�+�1�0�� �2���� �0�2�������2�.t �1�0 �.�#�2�) �2� �/�0�������. �� �����$�!���"
�)�2� �# �3�2���1�0�� �1�2� ���������1�2� �.�!�������) �Œ�!� �1�Œ�.���0���+����

�ü�Œ�����0�1�� �%�D�V�L�F �,�W�H�U�D�W�L�Y�H �0�H�W�K�R�G �� �3�U�R�M�H�F�W�H�G �*�U�D�G�L�H�Q�W �'�H�V�F�H�Q�W

�þ �0�Œ�����0�1�� �%�D�V�L�F �,�W�H�U�D�W�L�Y�H �0�H�W�K�R�G ���ú�ÿ���� �0�����.�� �����. �0�Œ�.���.�����Œ�2������ �0���/� �$�� �2���" �0���)�" �������.�2� �" �0�Œ����
���0�1���" �)�*�6�0 �Œ� �# �.���.���*�������0 �Œ�!� ����� �#�������&�" �>�.�X�U�D�����E���.�X�U�D�����D�@�� ���2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �������1�2� �$�0�#���������"
�0�Œ�����0�1���"�� �� ���.�������.�2������ �/���.�2�*�Œ�&�1�� �2���" �0�Œ�.���.�����Œ�2�������" �.�#�2���" ���0���)�/� �# �����. �2���� ���.�2�.�1���0�#�� �2� �# �2�!� ��
�Œ� �Œ� ����������� �# �/�0�������.�2� �"x0 �/�����0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

x0 = x

x t+1 = Clip x;�
�
x t + � �V�J�Q

�
r xL

�
�; x t ; y

��� ����������

���2���� �Œ�.�!�.�Œ�����& �ü�����1�&�1���� ���0 �2� �� �)�!� Clip � �!����� �#���0 �2�� �1�#�����!�2���1�� �� � �Œ� ���. �Œ�0�!��� �!�����0�� �2���� �Œ�.�!�����0�2�!�)
�2���" �1�2���� �0�Œ���3�����0���. �2���" ���0���2� �������" �2� �#x�� �þ ���0���2� ������ �2� �#x �0�����.�� �����. �1�3�.���!�. �� � �Œ� ���. �Œ�0�!�����!���3�0�2�.��
�Œ�����!�&�" �.�Œ�) �2���� �0�����" �1�$���1����B � (x) : f x0 : jj x0 �íxjj1 � � g �� �ü�Œ���Œ����� ���� �� �2������ �2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#
� �� �Œ� �# �.�Œ� �2�0���0�� �2� �������. �2���" ���0���)�/� �#�� �0�����.�� �1�#�������&�" �1�$�0�2������ �������!���� �ù�#�2�� �� �0�Œ�.���.�����Œ�2������ ������� �/� �"
�0�Œ�����0�1���" �0�����.�� �0�Œ���1���" �����&�1�2�� �&�" �3�U�R�M�H�F�W�H�G �*�U�D�G�L�H�Q�W �0�H�W�K�R�G ���3�*�'���� �0���� �1�2� �� �.�����)�!������� �Œ�!� �1�2�0���0��
�2�#�$�.���. �.�!�$����� �Œ� �����1�� �2� �#x �>�0�D�G�U�����@��

�þ �0�Œ�����0�1�� �%�,�0 ���� �3�*�'�� �.���.�����2�� �����1�& �0���)�" �0�#�!���1�2����� �* �����$�.�����1��� �* �2�. �/�0�������.�2�.x0�Œ� �# ���$� �#�� �2��
���0���.���*�2�0�!�� �2������ �1�3�������.�2� �" �1�2�. �Œ���.���1���. �2���" �1�3�.���!�.�" ���*�!�& �.�Œ�) �2� �.�!�$�����) �/�0�������.x �Œ� �# ���$�0�� � �!���1�2�0��
�����1�& �2���"l1 ���)�!���.�"�� �ù�#�2�� �2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �/������� �#�!��� �*���2�.�� �����1�& �2���" �1�#�����0���!����
���������" �0�Œ�����0�1���" � ��� ������� ���2�.�� �©�P�R�V�W���D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O�ª �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ���.���+�" �� �Œ�����.���)�2���2�. ���. �0���.�Œ�.�2���1� �#��
�2� �� �2�.������� �����2���� �1�2�. �Œ���.���1���. �Œ�����2�. �2���" �Œ�0�!��� �!���1���������" �����2�.�1���" �2���" �/���.�2�.�!�.�$���" �Œ� �# � �!��� ���0�2� �*���2�.�� �.�Œ�)
�����Œ� ���.lp ���)�!���.�� �0�����.�� ���������1�2���� ���0 �.�#�2�) �2� �1�����0��� ���Œ� �!� �*���0 �Œ����� �� ���0 ���0���.���)�2���2�. ���. �/�0�$�2� �*���0 �)�2��
�� �0�*�!�0�1�� �.�#�2�+�� �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �/�0���������2�&�� �0�����.�� �0���.���!�0�2������ �$�!���1������ �1�2���� �0�*�!�0�1�� �2�&�� �.�/�#���.�����+��
�2�&�� ��� ���2�����&�� ���.�������" �����$�.���������" ���������1���"��

�ü�Œ�����0�1�� �&�D�U�O�L�Q�L �D�Q�G �:�D�J�Q�H�U

�þ �0�Œ�����0�1�� �&�D�U�O�L�Q�L ���.�� �:�D�J�Q�H�U ���&�	�:�� �>�&�D�U�O�����E�@ �.���2�0�Œ���2�����0�2�.�� �1�2���� �.���#���2������ �1�2�!�.�2���������� �2���"
�.�Œ�)�1�2�.�����"���G�L�V�W�L�O�O�D�W�L�R�Q�� �>�3�D�S�H�����@ �Œ� �# �.�Œ� �/�0���$�������0 �0�Œ���2�#�$���������� ���.�2�� �2�&�� �0�Œ�������1�0�&�� �)�*�6�0 ���.�� �/��
�%�)�*�6�� �þ �1�#�����0���!���������� �0�Œ�����0�1�� �1�2� �$�0�*�0�� �1�2���� �0�Œ�����#�1�� �2� �# ���/��� �# �Œ�!� ���������.�2� �" �)�Œ�&�" � �!�����0�2�.�� �1�2����
�0�Œ�����0�1�� �/���%�)�*�6 �����1�& �2���" ���$���1���"�������� �/�����.�/�� �1�2���� �Œ�!� �1�Œ�����0���. �0�*�!�0�1���" �2���" �0�����$���1�2���" �Œ�.�!�.���)�!��
�3�&�1���"�� ���� �1�#�����!�.�3�0���" �2� �# ���!���!� �# �>�&�D�U�O�����E�@ �.���2�����0�2�&�Œ����� �#�� �2� �Œ�!�)���������. �Œ� �# �Œ�0�!�����!���3�0�2�.�� �1�2����
�ü�����1�&�1���������0�Œ�����*� ���2�.�" �.���2 �¶�.�#�2� �* �2� �Œ�!�)���������. �Œ� �# � �!�����0�2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1���������@��

�P�L�Qjjx�íx0jj2
2 + c� f (x0; t)

s:t: x 0 2 [0; 1]m
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�)�Œ� �# ��f � �!�����0�2�.�� �&�"f (x0; t) = ( �P�D�[i 6= t = Z (x0) i �íZ (x0)t )+ �� �þ �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�� �2���"f (x0; t) �0�����.�!��
�!�*���0�� �2� �� �.�����)�!������� ���. ���!�0�� �����.x0�Œ� �# ���$�0�� ���0���.���*�2�0�!�� �2������ �0���)�/� �# �����. �2���� �������1��t �.�Œ�) � �Œ� ���.�/���Œ� �2�0
�������� ���.�2����� �!���.�� ���2�1�� �+�1�2�0 � �2�.������� �����2���" ���. �Œ�!� �������%�0�� �)�2�� �2� x �.�������0�� �1�2���� �������1��t �� ���2�� �1�#�����$�0���.��
�0�3�.�!���)��� ���2�.�" �����. ���!�.���������� �.���.�����2���1�� �1�2�� �1�2�.���0�!��c�� ���Œ� �!� �*���0 ���. ���!� �*���0 �2� x0�Œ� �# ���$�0�� �2�� �������!�)��
�2�0�!�� �.�Œ�)�1�2�.�1�� �.�Œ�) �2� x�� �þ �1�#�����!�2���1��f (x; y) ���Œ� �!�0�� �0�Œ���1���" ���. ���0�&�!�����0�� �&�" �1�#�����!�2���1�� �1�3�������.�2� �"
�2�&�� �/�0�/� �������&��(x; y) �.�3� �* ���0���2� �#�!���0�� �2�����&�!���2������ �1�0 �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �)�Œ� �# �#�Œ���!�$� �#�� � �!���1�������0�" �������1�0���"
i ���0 �2�������" �0���)�/� �#Z (x) i ���0���.���*�2�0�!�0�" �.�Œ�)Z (x)y ��

�þ ���)���� �/���.�3� �!�� ���0�2�.���* �.�#�2���" �2���" ���0���)�/� �# ���.�� �2���" �0�Œ�����0�1���" �/���%�)�*�6 �0�����.�� �)�2�� �� �0�Œ�����0�1�� �&�	�:
�$�!���1����� �Œ� ���0�� �2����f (x; t ) �&�" �1�#�����!�2���1�� �1�3�������.�2� �" �.���2�� �2���" �/���.�1�2�.�#�!� �*���0�����" �0���2�!� �Œ���.�"L (x; t )�� �	� 
�Œ���0� �������2�����. �$�!���1���" �2���" �1�#�����0���!�����������" �1�#�����!�2���1���" �1�3�������.�2� �" �0�����.�� �)�2�� �)�2�.��C(x0) = t�� �/�����.�/�� ��
�2������ �2���" �1�#�����!�2���1���" ���. �0�����.��f (x0; t) = 0 �� � �.�����)�!������� �" ���. �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�0�� �����0�1�. �2���� �.�Œ�)�1�2�.�1��
�.�Œ�) �2� x0 �1�2� x�� �ù�#�2�� �� �/���.�/�����.�1���. �0�����.�� �Œ��� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2������ �1�2���� �0�*�!�0�1�� �2� �# �.���2���3�.�2����� �* �Œ�.�!�.��
�/�0�������.�2� �" �Œ� �# ���$�0�� �#�Œ� �1�2�0�� �2���� �������)�2�0�!�� �Œ�.�!�.���)�!�3�&�1����

���� �1�#�����!�.�3�0���" ���1�$�#�!����� ���2�.�� �)�2�� �� �0�Œ�����0�1�� �2� �#�" �0�����.�� �����. �.�Œ�) �2���" ���1�$�#�!�)�2�0�!�0�" �0�Œ�������1�0���"�� �.���2�����!� �*��
� ���2�.�" �Œ� �������" �.���#���2�������" �1�2�!�.�2�����������" �Œ� �# �.�Œ� �/�0���$�������.�� �0�Œ���2�#�$���������0�"�� �ò�2�1���� �� �0�Œ�����0�1�� �2� �#�" ���Œ� �!�0��
���. �$�!���1����� �Œ� �������0�� �&�" �1�����0��� �.���.�3� �!���" �����. �2���� �0�����2�.�1�� �2���" �.�1�3�����0���.�" �2�&�� �2�.������� �����2�+�� �2�&�� �ú���û
�� �.���2���1�2� ���$�. �2���" �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�2���2�.�" �������&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&����

�ü�Œ�����0�1�� �J�U�R�X�Q�G �W�U�X�W�K

���!�)��� ���0 �2� �� �$�!�)��� �� �2�)�1� � �� �0�Œ�������1�0���" �)�1� ���.�� � �� �����#���0�" ���0���2���+��� ���2�.�� �1�#���0�$�+�" �Œ�!� �1�Œ�.���+���2�.�"
���. �#�Œ�0�!���������1�0�� �� �����. �2���� ���������� �/������� �#�!���+���2�.�" �����.�� �.�2���!��� ���. ���!�)�$� �/���.�!��� �*�" ���0���2���&�1���"�� ���!� ���0����
������� �# ���. �/� ���0�� �����. ���*�1�� �1�0 �.�#�2�) �2� �.�/������� �/� �� � �1�#�����!�.�3���.�" �2���" �0�!���.�1���.�" �>�&�D�U�O�����@ �Œ�!� �1�Œ�.���0�� ���. ���!�0��
�2���� �©�.�Œ� �/�0���2�� ���1�$�#�!�)�2�0�!�� �0�Œ�����0�1���ª�� ���Œ� �!�0�� ���. ���0�&�!�����0�� �&�" �����. ������� �/� �" �����. �2���� �0�*�!�0�1�� �2�&�� ���0��
�&�!���2�����+�� �0�����$���1�2�&�� �/���.�2�.�!�.�$�+�� �Œ� �# �$�!�0�������0�2�.�� ���. �Œ�!� �1�2�0��� �*�� �1�0 ���.��� �������� �/�0�������.�2�. �Œ�!� ���0��������� �#
���. �/������� �#�!������� �*�� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �ù�#�2�� �� �0�Œ�����0�1�� ���.�1�����0�2�.�� �1�2� �5�H�O�X�S�O�H�[ �>�.�D�W�]�����@�� �����.��
�.�����)�!������� �����. �2���� �0�Œ�.�������0�#�1�� �2�&�� ���/��� �2���2�&�� �2�&�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&���� �� �.�����)�!������� �" �.�#�2�)�" ���&�/����
��� �Œ� ���0�� �2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �2� �# ��� ���2����� �# ��F ���.�� �2�. �/�0�/� �������.(x; y) �� �&�" ���0�2�.�������2���" �0���)�" ���!�.��������� �*
�Œ�!� ���!�.�����.�2���1�2����� �* �1�#�1�2�����.�2� �" ���.�� �1�2�� �1�#�����$�0���. ���*���0�� �2� �1�*�1�2�����. �����. ���. �0���������0�� �0���� �#�Œ���!�$�0�� ���.��
�2����������� �/�0�������.x0�1�2�� ���0���2� ������B � (x) �2� �#x �Œ� �# ���Œ� �!�0�� ���. ���0���0�����1�0�� �2� ��� ���2����� �� ����� �1�#�����0���!���������.��
� �.�����)�!������� �" �.�!�$�����0�� ���. ���0���+���0�� �2���� �.���2�����.� �2���" �Œ�0�!��� �$���" �.���.�����2���1���"B � (x)�� ���&�" �)�2� �# �2� �1�*�1�2�����.
�/���.�Œ���1�2�+�1�0�� �)�2�� �/�0�� �#�Œ���!�$�0�� �2���2� ��� x0 �Œ� �# ���. ���Œ� �!�0�� ���. �0���.�Œ�.�2���1�0�� �2� ��� ���2����� �� �	� �2�0���0�#�2�.��� �2�!� �Œ� ��
�Œ� ����������� �Œ�.�!���/�0�������. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�0 �.�Œ�) �2� �� �Œ�.�!�.�Œ�����& �.�����)�!������� � ��� �������0�2�.�� �Œ�.�!���/�0�������. �J�U�R�X�Q�G
�W�U�X�W�K�� �0�Œ�0���/�� ���$�0�� �.�Œ� �/�0���$���0�� �)�2�� ���$�0�� �2���� �0�����$���1�2�� �.��� ��� ��� ��� �!�3���. ���0 �2� x��

�þ �0�Œ�����0�1�� �J�U�R�X�Q�G �W�U�X�W�K �0�����.�� �� �Œ�!�+�2�� �0�!���.�1���. �Œ� �# �#�Œ� ��� �������0�� �1� ���.�!�� �2���� �.���!������ �.�����0���2�����)�2���2�.
���0�����$���1�2�� �/���.�2�.�!�.�$���� �2�&�� �2�.������� �����2�+���� �
�1�2�)�1� �� �.�#�2�� �� ������� �/� �" �Œ�0�!�����.���������0�� �2�� �$�!���1�� �2� �# �6�0�7��
�0���)�" �Œ� ���*�Œ��� ��� �# �.����� �!������� �# � � �Œ� ��� �" �0�������$�0�� �0���� �����.��� �Œ� ���0���2�.�� �����. �1�0���!�� ���0�&�!���+���� �����2�� �Œ� �# �2����
���.�����1�2�� �.�!���� ���.�� ���� �0�Œ�0���2���1������ �1�0 ���0�������. �/�����2�#�.�� ���� �Œ��� �Œ�!�)�1�3�.�2�0�" ���!�0�#���0�" �>�7�M�H�Q������ �;�L�D�R�����E�@
���$� �#�� ���0���2���+�1�0�� �2���� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�2���2�. �2���" �0�Œ�����0�1���" �.�#�2���"��

�ñ�����0�" �O�S�0�Œ�������1�0���"

���� �Œ�!� ����� �*���0���0�" ���0�����2�0�" �Œ� �# �0���/�.���0 �0�Œ�����0���2�!�+��� ���2�.�� ���#�!���&�" �1�0 �/���.�2�.�!�.�$���" �Œ� �# �Œ�0�!��� �!����� ���2�.��
�.�Œ�) �2���" ���)�!���0�"l2 �� l1 �� �
�1�2�)�1� �� �#�Œ���!�$� �#�� �0�Œ���1�2����� ���������" ���!�0�#���0�" � �� � �Œ� ���0�" �0���0�2����� �#�� ���.�� ������� �#�"
�2�*�Œ� �#�" �0�Œ�������1�0�&��lp��

���� �2�Q�H���S�L�[�H�O �0�Œ�����0�1���� ���2���� �0�!���.�1���. �>�6�X�����E�@�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" ���0���0�2� �*�� �����. �Œ�.�!�)��� ��� �Œ�!�)���������.
���0 �.�#�2�) �2���" �ü�����1�&�1���"�������� �.������ �Œ�0�!��� �!����� �#�� �2� �� ���.���)���. �2���" �/���.�2�.�!�.�$���" �����1�& �2���"l0 ���)�!���.�"��
�� �Œ�0�!��� �!���1���)�" �.�#�2�)�" �2���" �/���.�2�.�!�.�$���"x0�íx ���. �Œ�0�!��� �!���1�0�� �2� �� �.�!�������) �2�&�� �S�L�[�H�O �Œ� �# �0�Œ���2�!���Œ�0�2�.��
���. �2�!� �Œ� �Œ� ������� �*���� ���2���� � �#�1���.�� �� �R�Q�H���S�L�[�H�O �2�!� �Œ� �Œ� �����1�� ���Œ� �!�0�� ���. ���0�&�!�����0�� �&�" �����. �/���.�2�.��
�!�.�$�� �2�&�� �/�0�/� �������&�� ���.�2�� ������� �" �����.�" ���.�2�0�*���#���1���" �Œ�.�!�������������" �Œ�!� �" �2� �� ����� ���. �����.�" �.�Œ�) �2���"
n �/���.�1�2���1�0���"���S�L�[�H�O �2���" �0�����)���.�"��

����



�+���. �2���� �0�Œ�����#�1�� �2� �# �Œ�.�!�.�Œ�����& �Œ�!� ���������.�2� �"�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �$�!���1����� �Œ� �����1�.�� �����.�� �.�����)�!������� 
���0���2���1�2� �Œ� �����1���" �����1�0�� �Œ�������#�1��� �*�� �.�#�2�)�� �2���"�/���.�3� �!�������" �0�������������"���G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�O �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q���� � 
� �Œ� ��� �" �.�������0�� �1�2���� �0�#�!�*�2�0�!�� ���.�2����� �!���. �2�&���0���0�������2�����+�� �.����� �!�������&�����H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�D�U�\ �D�O�J�R�U�L�W�K�P�V����
���2���� �Œ�!�������� � �.�����)�!������� �" �.�#�2�)�" �.���.�������0�2�.�� ���. ���!���1���0�� �#�%�����)�2�0�!���" �Œ� ���)�2���2�.�" ���*�1�0���" �.�Œ�) �)�2��
� �� ���.�1���1������� �� �1�2���� �������1�� �.�����)�!������� �� �� �.���)���� ���.�� �������. �0���/�� �0���0�������2�����+�� �.����� �!�������&���� ����� 
�1�#�����0���!���������.�� ���.�2�� �2�� �/�����!���0���. �������0 �0�Œ�.���������%���" �2� �# �.����� �!������� �# �/������� �#�!���0���2�.�� �����. ����� �1�*��
��� ��� �#�Œ� �%���3���&�� ���*�1�0�&�� ���Œ�.���/������ �1�*���3�&���. ���0 �2� �� �2�!���$� ���2�. �Œ�������#�1���) ����� ���0���"���� ���2�� �1�#�����$�0���.��
�2�. �Œ�.���/���� �1�#�����!����� ���2�.�� ���0 �2� �#�" �.���2���1�2� ���$� �#�" ��� ���0���" �2� �#�" ���.�� �0���� �0�����.�� �Œ��� ���.�2�����������. �.�Œ�) �2� �#�"
��� ���0���" �2� �#�" �0�Œ�������+��� �#���� �þ �/���.�3� �!������ �0������������ �/�0�� �$�!���1����� �Œ� ���0�� �Œ�����!� �3� �!���0�" �.�Œ�) �2���� �������1�� �����.
���0���2���1�2� �Œ� �����1�� ���.�� �����. �.�#�2�) ���Œ� �!�0�� ���. �$�!���1����� �Œ� �������0�� �1�0 �����. �0�#�!�*�2�0�!� �3���1���. �Œ�!� �����������2�&��
���0���2���1�2� �Œ� �����1���"��

�����1�. �.�Œ�) �2���� �0�!���.�1���. �>�6�X�����E�@ �0�Œ���1�����.�����0�2�.�� �)�2�� �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �&�,�)�$�5���� �>�R�Q�O�L�E�@��
�����. �����. ���.���� �0���Œ�.���/�0�#������� �&�1�1 ���Œ���$�� �9�*�*���� �>�6�L�P�R�����@�� ���0 �.���!�����0���.85; 5�� �1�2�. �/�0�/� �������.
�0�������$� �#���� �2�. �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�. �/�0�������.�2�. �2� �# �1�#���)��� �# �0�������$� �# ��63; 5���� ���Œ� �!� �*�� ���. �#�Œ� �1�2� �*�� �0�Œ����
�2�#�$�+�" �����. ���� �1�2� �$�0�#�������� �0�Œ�����0�1�� �.��������� ���2�.�" �2���� �2������ ���)��� �0���)�" �S�L�[�H�O�� �	� ���0��� ���)�" �.�#�2�) �2� �������0��
�0�Œ���1���" �2���� ���.���� �0�#�!�&�1�2���. �2�&�� ��� ���2�����&�� ���.�������" ���������1���"��

���� �(�O�D�V�W�L�F���1�H�W �0�Œ�����0�1���� ���2���� �0�!���.�1���. �>�&�K�H�Q�����@�� � �1�#�����!�.�3���.�" ���0���0�2�� �����. �Œ�.�!�)��� ��� �Œ�!�)���������.
���0 �.�#�2�) �2���" �ü�����1�&�1���"�������� �.������ �Œ�0�!��� �!�����0�� �2� �� ���.���)���. �2���" �/���.�2�.�!�.�$���" �����1�& �2�&�� ��� �!���+��l1
���.��l2 �0�3�.�!���)��� ���2���" �2�0�" �1�#���$�!�)���&�"�� �õ�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�6�K�D�U�����D�@�� � �!���1�������. ���1�$�#�!��
�.���#���2������ ��� ���2�����. �Œ� �# �1�2� �$�0�*� �#�� �1�2���� �.�Œ�)�!�!���%�� �2�&�� �0�Œ�������1�0�&�� �Œ� �# ���.�1����� ���2�.�� �1�2���"l1 ���.��
l2 ���)�!���0�" �>�0�D�G�U�����@ �0���.��� ��� �#��� �*�� ���. �0�����.�� �0�#�����&�2�. �1�2���� �0�Œ�����0�1�� �(�O�D�V�W�L�F���1�H�W ���0 �����1�� �2� ��
�Œ�0�!��� �!���1���) �2���"l1 ���)�!���.�"��

���.��� �������� ���X�Q�L�Y�H�U�V�D�O�� �0�Œ�����0�1��

���� ������� �/� �� �Œ� �# �.���.���*�������.�� �Œ�!� ����� �#�������&�" �0���0�2����� �#�� ���)��� �����. �1�#�����0���!��������� �1�2� �$�0�#������� �/�0�������.��
�1�2�)�$� x�� �
�1�2�)�1� �� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�0�R�R�V�����@�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �0�Œ����� � �*�� �����.�� �.�����)�!������� �Œ� �# �Œ�.�!�.�Œ���.����
�0�Œ���2�#�$�+�" �2���� �.�Œ�)�3�.�1�� �0���)�" �2�.������� �����2�� �����. �)���0�" �1�$�0�/�)�� �2���" �0�����)���0�" �2� �# �1�#���)��� �# �0�������$� �#�� ���!� �1�Œ�.��
��� �*�� ���. ���!� �#�� �����. �/���.�2�.�!�.�$��� �Œ� �# ���. �����.��� �Œ� ���0�� �2���" �0�����" �.�Œ�.���2���1�0���" �Œ� �# � �!����� ���2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1��
���������@��

1: � jjp � �

2: Px� D (x) (C(x + � ) 6= C(x)) � 1�í�
������������

�ù�#�2�� �� ������� �/� �" �1�2� �$�0�*�0�� ���. ���!�0�� �����. �/���.�2�.�!�.�$��� �2���2� ���. �+�1�2�0 � �2�.������� �����2���" ���. �/�����0�� ���.�����.�1������
���0�" �.�Œ� �3���1�0���" �1�2�. �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�. �.�Œ�) �2�. �/�0�������.�2�.�� ���2�. �Œ�0���!�����.�2�� �2� �#�"�� �����. �Œ�.�!���/�0�������.�� ���!�����.�� �����.
�/���.�2�.�!�.�$�� �Œ� �# ���Œ� �!�0�� ���. �0�3�.�!��� �1�2�0�� �0�Œ���2�#�$�+�" �1�2� 85; 4�� �2�&�� �/�0���������2�&�� �0�������$� �# �2� �# �1�#���)��� �# �/�0��
�/� �������&�� �,�/�6�9�5�& �������� �>�5�X�V�V�����@ ���.�� ���. �0�Œ���2�0���0�� �1�0 �����.�� �2�.������� �����2�� �5�H�V�1�H�W�������� �>�+�H�����@�� �þ �*�Œ�.�!����
�©���.��� �������+���ª �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�����X�Q�L�Y�H�U�V�D�O �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �H�[�D�P�S�O�H�V�� �.�Œ� ���.���*�Œ�2�0�� �2���� �0�����0����
�.�/�#���.�����. �2�&�� �2�.������� �����2�+�� �2�&�� �ú���û �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �1�0 �)���. �2�. �/�0�������.�2�. �0���1�)�/� �#��

�ü�Œ�����0�1�� �$�&�!�������" ���0�2�.�2�!� �Œ���"

���� �Œ�.�!�.�/� �1���.��� �� �.�����)�!������� �� �0�Œ�����0�1���" �2�!� �Œ� �Œ� ��� �*�� �����0�1�. �2���� �2������ �2�&�� �S�L�[�H�O �����.�" �0�����)���.�"�� ��
� �Œ� ���. �.���������0�� �2���� �����2�.�1�� �2� �# �$�!�+���.�2� �" �2� �# �1�#�����0���!��������� �# �S�L�[�H�O�� ���2���� �0�!���.�1���. �>�;�L�D�R�����@ �0�Œ����� �0���2�.��
�����. �������� ������� �/� �" �1�*���3�&���. ���0 �2���� � �Œ� ���. �� �0�����)���. �/���.�2�.�!���1�1�0�2�.�� ���.�� �2�!� �Œ� �Œ� ���0���2�.�� �0�3�.�!���)��� ���2�.�"
�0���.�3�!�*�$�&�!�����) ���0�2�.�1�$�����.�2���1���)���V�S�D�W�L�D�O �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���� �)�Œ� �# �2�. �2� �Œ������ �$�.�!�.���2���!���1�2������ �2���" �0�����)���.�"
�Œ�0�!���1�2�!���3� ���2�.�� ���.�� �Œ�.�!�.��� �!�3�+��� ���2�.�� �0���.�3�!���� �þ �/���.�2�.�!�.�$�� �0�����.�� �.�!���0�2�� �������!�� �����. ���. �������0�� �.���2��������
�Œ�2�� �.�Œ�) �2���� �.�����!�+�Œ����� �Œ�.�!����� ���2�.�� �.������ ���Œ� �!�0�� ���. ���0���0�����1�0�� �2� �#�" �2�.������� �����2���" �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� �1�2� 
���$�����.��������

����



���$�����. �������� �û������� �#�!�����. �.���2���3�.�2����� �* �/�0�������.�2� �" �.�Œ�) �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7�� �	� �Œ�����& �����!� �" �2� �#
�%���3��� �# �©���ª �0�����.�� �2�!� �Œ� �Œ� ����������� ���.�� �Œ��� ���0�Œ�2�) �.�Œ�) �)�2�� �1�2���� �.�!�$������ �0�����)���.�� �� �2�.������� �����2���" �0�1�3�.���������.
���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� �2� �%���3��� �©���ª �&�" �©���ª ���������� �� �>�;�L�D�R�����@����

�ü�Œ�����0�1�� �$�&�!���" �Œ�0�!��� �!���1��� �*�" �1�2�� �/������� �#�!�����. �.���2���3�.�2�����+�� �/�0���������2�&��

���� �Œ�!� ����� �*���0���0�" ������� �/� �� �0�Œ�����0�1���" �0���0�2����� �#�� ���)��� �2���� �Œ�!� �1�������� �0�����$���1�2�&�� ���.�� �.�Œ�.�!�.�2���!���2�&��
�/���.�2�.�!�.�$�+�� �1�0 �0�����)���0�"�� ���2���� �0�!���.�1���. �>�6�R�Q�J�����E�@ � �� �1�#�����!�.�3�0���" �0���1����� �#�� �����. ������� �/� �����. �2�� �/������� �#�!��
�����. �.�Œ�0�!���)�!���1�2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �ù�#�2�� �2�. �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �/�0�� �0�����.�� �.���!�����+�" �2�. ���/���. ���0
�2�. �/�0�������.�2�.���1�2�)�$� �#�"�� �.������ �0���.��� ��� �#��� �*�� ���. ���.�2����� �!��� �Œ� ��� �*���2�.�� �.�Œ�) �2� �� �.�����!�+�Œ����� �Œ�.�!����� ���2�. �1�2��
�1�&�1�2�� �������1�� ���.�� �/�*���.�2�.�� ���. �0���.�Œ�.�2���1� �#�� �2� �� �2�.������� �����2���� ���.���.���)�2�0�!�0�" �0�Œ���2�#�$���������0�" �.���#���2�������"
�1�2�!�.�2�����������"�� � �� � �Œ� ���0�" �1�2� �$�0�*� �#�� �1�0 �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# ���.�1����� ���2�.�� �1�0 �Œ�0�!��� �!���1�������0�" �/���.�2�.�!�.�$���"�� �.�Œ� �2�#����
�$����� �#�� ���. �.���.�����&�!���1� �#�� �2���2� ��� �# �0���/� �#�" �0�Œ�������1�0���"��

�+���. ���. �Œ�!�.�����.�2� �Œ� �������0�� �����. �0�Œ�����0�1�� �.�Œ�����.���2�� �1�0 �����.�� �2�.������� �����2��C�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �2���" �Œ�.�!�.��
�Œ�����& ���0�����2���" �.�!�$������ �Œ�!� �0���Œ�.���/�0�#�1�.�� �����.�� ��� �������2�����) �2�.������� �����2�� �����1�& �0���)�" �*�$�1�� �>�2�G�H�Q�����@�� ���2�1��
�+�1�2�0 ���. ���Œ� �!� �*�� ���. �/������� �#�!�����1� �#�� �����. ���.��� �������) �/�0�������.x �.�Œ�) �����. �/�������#�1���. ��� �!�*��� �#z0�� �Œ� �# ���.
�.�������0�� �1�2���� �������1��y�� ���2�� �1�#�����$�0���.�� �����. ���. �/������� �#�!�����1� �#�� �����. �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������.�� ���!�����.�� �����.
�/�������#�1���. ��� �!�*��� �#z ��� ���2�� �1�2� z0�� �.������ �.�Œ�.���2���1�.�� �� ����� �/� �" �2� �# �*�$�1G(z) ���. �2�.������� �������0�� �0�1�3�.����
�������. �.�Œ�) �2� �� �2�.������� �����2��C �2� �# ��� ���2����� �#���1�2�)�$� �#�� �ü�Œ�0���/�� �2� z �0�����.�� ��� ���2�� �1�2� z0 �1�2� �����.��������� ���2�.
�$�+�!� ���O�D�W�H�Q�W �V�S�D�F�H�� �2� �# �$�&���*�$�1�� �� ����� �/� �" �2� �# �Œ�!���Œ�0�� ���. �.�������0�� �1�2���� ���/���. ���.�2����� �!���.y�� ���0 �.�#�2�)��
�2� �� �2�!�)�Œ� �� �2� �Œ�.�!�.���)���0��� �/�0�������.G(z) �0�����.�� �/���.�3� �!�0�2�����) �.�Œ�) �2� x�� �Œ�.�!�.�Œ���.���0�� �2� �� �2�.������� �����2��C��
�.������ �0���.��� ��� �#���0�� ���. �0�����.�� �����. �/�0�������. �Œ� �# �.�������0�� �1�2����y �������1�� �1�2�. �����2���. �0���)�" �.�����!�+�Œ� �#��

���������� �ü�Œ�������1�0���" �1�2� �3�#�1�����) ���)�1��� 

�õ���0�" � �� ������� �/� �� �0�Œ�����0�1���" �Œ� �# �.���.�Œ�2�*�$�������.�� �1�2���" �Œ�!� ����� �*���0���0�" �0���)�2���2�0�" �0�3�.�!���)��� ���2�.�� �%���3���.������
�)�Œ� �# � �.���2���Œ�.��� �" �Œ�.�!���$�0�� �0�����)���0�" �0���1�)�/� �# �.�Œ�0�#���0���.�" �1�2� ��� ���2����� �����$�.���������" �0�����������1���"�� �
�1�2�)�1� ��
�.�#�2�) �/�0�� ���1�$�*�0�� �Œ�����2�. ���.���+�" �#�Œ���!�$� �#�� � �!���1�������. �1�0�����!���.�� �)�Œ�&�" �.�#�2�� �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �������0�!�0�"��
�������!�)�3�&���. �� ������� �#�" �.���1�����2���!�0�" �����. �2�� �����%�� �2�&�� �1�������2�&�� �0���1�)�/� �# �2� �#�"�� �1�2�. � �Œ� ���. �2�. �/�0�������.�2�. �0���1�)��
�/� �# �Œ�!� ���!�$� ���2�.�� �.�Œ�) �2� �� �3�#�1�����) ���)�1��� ���.�� �)�$�� �.�Œ�0�#���0���.�" �.�Œ�) �2� �� �%���3���.���)�� ���0 �.�#�2���" �2���" �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���"��
�2�����0�2�.�� �2� �0�!�+�2�����. �.�� �.���)���� �#�Œ���!�$�0�� �� �/�#���.�2�)�2���2�. �2���" �0�Œ�����0�1���" �1�0 �.�#�2�� �2�. �1�#�1�2�����.�2�. �/������� �#�!���+��
���2�.�" �.���2�����0�����0���. �2� �# �3�#�1����� �* ���)�1��� �#�� ���!�)�1�3�.�2�. ���0�����2�0�" �/�0���$��� �#�� �)�2�� �2���2� ���0�" �0�Œ�������1�0���" �#�Œ���!�$� �#��
�)�Œ�&�" �����. �Œ�.�!���/�0�������.�� �1�2� ���!���!� �>�(�\�N�K�����@ �Œ�0�!�����!���3�0�2�.�� �� �Œ�!� �1���!�2���1�� �.�#�2� ���)�������2�&�� �1�0 �Œ�����.�����/�0�"
� �/�������" ���#����� �3� �!���.�" �Œ� �# ���Œ� �!�0�� ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�����1�0�� �1� ���.�!�� �2� �1�*�1�2�����. �.���.�����+�!���1���" �Œ�����.�����/�&�� �2�&��
�.�#�2�)��� ���&�� � �$�������2�&���� �ù�#�2�� �2�. �0���/�� �.���2���3�.�2�����+�� �.���2�����0���������&�� �0�����.�� �.���)���. �Œ��� ���.�2�.�1�2�!� �3������ �����. �2�.
��� ���2�����. ���.�������" ���������1���"�� �.�3� �* ���Œ� �!� �*�� ���. �0�Œ���2�0��� �*�� �����0�1�. �1�0 �Œ� �������" �Œ�!�.���2�������" �0�3�.�!��� �����" �2�&��
�ú���û�� �)�Œ�&�" �1�2���� �.���.�����+�!���1�� �Œ�!� �1�+�Œ� �# ���.�� �1�2�. �1�#�1�2�����.�2�. �.�#�2�)��� ���&�� � �$�������2�&����

����



�ü�Œ�������1�0���" �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �1�2� �3�#�1�����) ���)�1��� 

���2���� �0�!���.�1���. �>�.�X�U�D�����D�@�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �0�!�0�#��� �*�� �2�� �/�#���.�2�)�2���2�. �/������� �#�!�����.�"�.���2���3�.�2�����+�� �.���2����
���0���������&�����D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �R�E�M�H�F�W�V�� �1�2� �3�#�1�����) ���)�1��� �� �0�������$� ���2�.�" �0���� � �� �Œ�.�!�.���)���0���0�" �.�Œ�) �2���" ���0���)�/� �#�"
�)�*�6�0 ���.�� �%�,�0 �.���2���3�.�2�������" �0�����)���0�" �0�����.���.�����0���2�������"�)�2�.�� �#�Œ� ��������� �*�� �1�0 �����Œ� ��� �3�#�1�����) ���0�2�.�1�$�����.��
�2���1���)�� �)�Œ�&�" �.�����.���� �2���" � �Œ�2�������" ���&�����.�" �� �2� �# �3�&�2���1��� �*�� ���0 �2� �� �)�!� �©�.�����0���2�������"�ª �Œ�!� �1�Œ�.��� �*���0 ���.
�.�Œ� �/�+�1� �#���0 �2���� ���/���)�2���2�. �Œ� �# �0�Œ���/���+��� �#���0 ���. ���$� �#�� � �� �/������� �#�!�����������0�" �0�����)���0�"�� �+�1�2�0 ���. �Œ�.�!�.������� �#��
�.���2���3�.�2�������" ���.�� ���0�2�� �2� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1���)��

�+���. ���. �0�3�.�!��� �1�2�0�� �.�#�2�)�" � ���0�2�.�1�$�����.�2���1���)�"�� �Œ�!���Œ�0�� �Œ�!�+�2�. ���. �0���2�#�Œ�&��� �*�� � �� ���.�2�.�1���0�#�.�1�������0�"
�0�����)���0�" ���.�� ���Œ�0���2�. �� � �����/�. �2�&�� �.�2�)���&�� �Œ� �# ���$�0�� ���.��� �!���1�2�0�� �����. �2���� �0���2�����0�1�� �2� �# �Œ�0���!�����.�2� �" ���.
�2�!�.�������0�� �3�&�2� ���!�.�3���0�" �.�#�2�+�� �2�&�� �0���2�#�Œ�+�1�0�&�� ������� ���2�.�" �$�!���1�� ���������2�+�� �2�����0�3�+���&���� ���.�2�� �2�� �/�����!��
���0���. �.�#�2���" �2���" �/���.�/�����.�1���.�"�� �/�0�� �#�Œ���!�$�0�� ���.�������.�" �Œ�0�!��� �!���1���)�" �&�" �Œ�!� �" �2�� ���&�����. �����%���" �� �2� �3�&�2���1���)
�2� �# �0���&�2�0�!����� �* �Œ�0�!����������� ���2� �"�� �0�Œ� �������&�" � �� �����3���0���1�0�" �3�&�2� ���!�.�3���0�" �.�Œ� �2�0��� �*�� ���0�2�.�1�$�����.�2���1�������.
�/�0�������.�2�. �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �Œ� �# �/������� �#�!�����������.�� �Œ�!� ����� �#�������&�"�� �	�. �Œ�0���!�.���.�2������ �.�Œ� ��
�2�0�����1���.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �.�Œ�) �2���� �Œ�.�!�.�Œ�����& ���!�0�#���. ���.�2�.�/�0�������*� �#�� �)�2�� ���0�2�� �2� �� ���0�2�.�1�$�����.�2���1���)��
�����. ���0������� �����!� �" �.�#�2�+�� �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �0���/������ �0���0�����&�� �Œ� �# �/������� �#�!�����������.�� �����1�&
�2� �# �)�*�6�0 �.����� �!������� �#�� �Œ�.�!�����0�����.�� �.���2���3�.�2������ �0���.�Œ�.�2�+���2�.�" �2� �� �2�.������� �����2�� �2� �# ��� ���2����� �#�����*���.�2� �"��
�	�. �1�#���Œ�0�!���1���.�2�. �.�#�2�� �#�Œ� �/�����+��� �#�� �2�� �!�0�.�����1�2������ �Œ�����.���)�2���2�. �/������� �#�!�����.�" �3�#�1�����+�� �.���2���3�.�2�����+��
�.���2�����0���������&�� �Œ� �# ���Œ� �!� �*�� ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�����1� �#�� �2� �� �.���1�����2���!�. �����2�& �.�Œ�) �/���.�3� �!�0�2������ �Œ�0�!����������� ���2�.��

�ü�Œ�����0�1�� �(�\�N�K�R�O�W �1�0 �Œ�����.�����/�0�" � �/�������" �1�����.���1���"

���2���� �0�!���.�1���. �>�(�\�N�K�����@�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �Œ�0�!�����!���3� �#�� �2�� �/������� �#�!�����. �3�#�1�����+�� �.���2���3�.�2�����+�� �.���2�����0����
�������&���� �2�. � �Œ� ���. �2�!� �Œ� �Œ� ��� �*�� � �/�������" �Œ�����.�����/�0�" �����. ���. �0���.�Œ�.�2���1� �#�� �1�#�1�2�����.�2�. �.���.�����+�!���1���" �Œ�����.������
�/�&�� � �/�������" ���#����� �3� �!���.�"�� �þ �0�Œ�����0�1�� �0�Œ���2�#���$�����0�2�.�� ���0�2�� �2���� �2� �Œ� �����2���1�� �.�#�2� ���)�������2�&�� �1�2�. �1�����.�2�.
�1�2� �Œ �1�0 �1�#�����0���!���������0�" �0�Œ�����#�����2���" �����1�0���"�� �ù���.���#�2�����)�2�0�!�.�� �����. �2���� �0���2�����0�1�� �2���" �0�� ���)���& �0�Œ�����0�1���"
�Œ�!���Œ�0�� ���. �.��� ��� �#������� �*�� �2�. �0�����" �� �������.�2�.��

���� �ù�!�$�������� � �0�Œ���2���������0��� �" ���.���0���2�.�� ���. �0���2�0�����1�0�� �����. �0�Œ�����0�1�� ���0 �����1�� �2����l1 ���)�!���. �� �Œ�0�!��� �!����� ���2�.�"
�/�����.�/�� �2�� �/���.�2�.�!�.�$�� �1�0jjx0� xjj1 < � �� �1�0 �%���3���.�����" �0�����)���0�" � �/�����+�� �Œ�����.�����/�&�� �����. �2���� �0�*�!�0�1��
�Œ�0�!���Œ� �# �2���" �Œ�0�!��� �$���" �Œ� �# ���. �0���1�.�$���0�� �� �/���.�2�.�!�.�$���� �ù�#�2���" � �� �Œ�0�!��� �$���" ���. �.�Œ� �2�0�����1� �#�� �.�!���)��
�2�0�!�. �2�. �1�����0���. �2� �Œ� �����2���1���" �2�&�� �.�#�2� ���)�������2�&���� �+�0���������� � �� �0�Œ�������1�0���" ���0 �����1�� �2����l1 ���)�!���.
�/������� �#�!��� �*�� �.�!�.���� �/���.�2�.�!�.�$���� �� � �Œ� ���. ��� ������ �1�2���� �0�*�!�0�1�� �2���" ���.�2�������������" �2� �Œ� ���0�1���.�" �����.
�2���� �Œ�!�.�����.�2� �Œ� �����1�� �2���" �0�Œ�����0�1���"��

���� ���2�� �1�#�����$�0���.�� � �3�0�����0�� ���. �0�Œ�����0���2�!�&���0�� �1�2���" �Œ�0�!��� �$���" �Œ� �# �#�Œ� ��� �����1�2�����.�� �1�2� �Œ�!� ����� �*���0��� 
�������. ���.�� ���. �0�3�.�!���)�1�0�� �����. �0�Œ�����0�1�� ���0 �����1�� �2����l2 ���)�!���. �����. ���. �/������� �#�!�����1�0�� �2� �$�!�+���. �����.
�2�. �.�#�2� ���)�������2�.��

���� �	����� �"�� ���. �Œ�!���Œ�0�� ���. �0���2�#�Œ�+�1�0�� �2�. ��� �������2���. �.�Œ�) �2�� �/���.�2�.�!�.�$�� �Œ� �# �#�Œ� ��� �����1�2�����0 �1�2�. �Œ�!� ����� �*��
���0���. �������.�2�. ���.�� ���. �2�. ��� �������1�0�� �1�2���� �Œ�����.�����/�.�� �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� ���.�� �1�2� ���$�����.�������� �	� �2�!� �Œ� ��
�Œ� ����������� �Œ����� �� �1�����. �1�2� �Œ �/�*���.�2�.�� ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�����1�0�� �����. �.�#�2�)��� ��� �)�$�����. �.�Œ�) � �Œ� ���.�/���Œ� �2�0
�.�Œ�)�1�2�.�1�� ���.�� � �Œ�2������ ���&�����.��

�û������� �#�!�����. ���' �.���2���3�.�2����� �* �.���2�����0��������� �# �$�W�K�D�O�\�H

�þ �0�!���.�1���. �>�$�W�K�D�����E�@ �.�Œ� �2�0���0�� �2���� �Œ�!�+�2�� �/����� �1���0�#�1�� �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1�������0�� �2�� �/������� �#�!�����. �0�Œ���2�#�$����
�������&���3�#�1�����+�� �.���2���3�.�2�����+�� ���' �.���2�����0���������&�����S�K�\�V�L�F�D�O ���' �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �R�E�M�H�F�W�V���� �õ�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� �1�2� 
���$�����.�������� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �2�!���1�/�����1�2�.�2�� �0���2�*�Œ�&�1�� �����. �2���� ���.�2�.�1���0�#�� �����.�" �©�.���2���3�.�2����
�����"�ª �$�0���+���.�"�� �+���. �2���� �0�Œ���2�0�#���� �2� �# �1�2�)�$� �#�� �0�3�.�!���)��� �#�� �����. ���' �2�0�$�������� ���.�2�.�1���0�#���" �2�&�� �.���2�����0��������
���&���� ���0 �/�0�/� ������� �����. �2�!���1�/�����1�2�.�2� �.���2�����0�����0��� ���0 �$�.�!�.���2���!���1�2������ �#�3���� ���0���2���1�2� �Œ� ��� �*�� �Œ�!�+�2�. �2����

����



���$�����. �������� �ü�Œ�����0�1�� �1�0 �Œ�����.�����/�. �1�2� �Œ ���������� ���>�(�\�N�K�����@����

�#�3�� �2� �# �.���2�����0��������� �# ���2�1�� �+�1�2�0 � �� ���.�2�.�1���0�#�.�1�������0�" �0�����)���0�" ���. �0�����.�� �.���2���3�.�2�������" �.�Œ�) � �Œ� ���.�/���Œ� �2�0
� �Œ�2������ ���&�����.�� ���.�2�� �2�� �/���.�/�����.�1���. �.�#�2���� �/���.�1�3�.�������0�2�.�� �0�Œ���1���" �)�2�� �� �/���.�2�.�!�.�$�� �Œ�.�!�.�������0�� �.���2���3�.�2������
�����2�& �.�Œ�) �/���.�3� �!�0�2�������" �1�#���������0�" ���.�� �Œ�0�!����������� ���2�.�� �.��������� ���2�.�" �����. �Œ�.�!���/�0�������. �2���� �.�Œ�)�1�2�.�1�� �� �2� ��
�Œ�!� �1�.���.�2� �����1���) �2���" �������0�!�.�"�� �2���" �1�#���������0�" �3�&�2���1��� �* ���.�� �2� �3�)���2� �� �ù�3� �* �0���2� �Œ���1�2�0�� �� �/���.�2�.�!�.�$��
�1�2���� ���' �0���/� �$�� �2���"�� �2�)�2�0 �0���2�#�Œ�+���0�2�.�� �����. �1�2���������)�2�#�Œ� �2� �# �2�!���1�/�����1�2�.�2� �# �.���2�����0��������� �#��

���$�����. �������� �	�#�$�.���0�" �Œ�)���0�" �����.�" �©�.���2���3�.�2�������"�ª �$�0���+���.�" �1�0 �2�!���1�/�����1�2�.�2�� �0���2�*�Œ�&�1���� �� � �Œ� ���. ���.�2����� ��
�!��� �Œ� ���0���2�.�� �Œ����� �� �.�Œ�) �2� �� �2�.������� �����2�� �1�2���� �������1�� �©�2� �#�3�������ª ���������� �� �>�2�G�H�Q�����@����

���������� �ü�Œ�������1�0���" �E�O�D�F�N �E�R�[

�
�Œ� ���.�2���1�2�.�2� ��� ���2����� 

�þ �0�!���.�1���. �>�3�D�S�H�����@ ���2�.�� �� �Œ�!�+�2�� �Œ� �# �0���1�����.���0 �����.�� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����) �.�����)�!������� �����. ���. �0�Œ���2�0���0��
�1�2� �#�" �2�.������� �����2���" �ú���û�� ���0 �2���� �#�Œ�)���0�1�� �)�2�� � �.���2���Œ�.��� �" �/�0�� ���$�0�� �Œ�!�)�1���.�1�� �1�2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �2� �#
�2�.������� �����2�� � �*�2�0 �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �ò���.�" �.���2���Œ�.��� �" ���Œ� �!�0�� ���. �2�!� �3� �/� �2���1�0�� ���)��� 
�2���� �0���1� �/� x �����. ���. �������0�� �2���� �0�2�������2�. �0���)�/� �#y �.�Œ�) �2� �� �2�.������� �����2���� �ü�Œ���Œ����� ���� � �.���2���Œ�.��� �" ���Œ� �!�0�� ���.
���$�0�� ���)��� ���0�!������ �����+�1�� �1�$�0�2������ ���0�����L�� �2� �� �2� �����. �/�0�/� �������&�� �2� �# �2�.������� �����2�� ���Œ���$�� �$�0���!�)���!�.�3�. �%���3���.��
�3�&�2� ���!�.�3���0�"�� �.�����!�+�Œ�����. �Œ�!�)�1�&�Œ�.�� ���.�����L�L�� �2���� �.�!�$���2�0���2� �������� �2� �# �2�.������� �����2�� ���Œ���$�� �&�1�1�� ���������Œ������

�þ �Œ�.�!�.�Œ�����& ���0�����2�� �0�����0�2�.�����0�*�0�2�.�� �2���/�#���.�2�)�2���2�. ���0�2�.�3� �!���"�Œ� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �2�. �.���2���3�.�2������
�Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ���0 �2� �� �)�!� �/�#���.�2�)�2���2�. ���0�2�.�3� �!���" �0����� � �*���0 �2� ���0��� ���)�" �)�2�� �����. �/�0�������.x0�Œ� �# ���Œ� �!�0��
���. �0�Œ���2�0���0�� �1�2� F1�� �0�����.�� �0�Œ���1���" �Œ�����.���) ���. ���Œ� �!�0�� ���. �0�Œ���2�0���0�� �0�Œ���2�#�$�+�" ���.�� �1�2� F2�� �2� � �Œ� ��� ���$�0��
�Œ�.�!�)��� ���. �/� ���� ���0 �2� F1�� �ò�2�1���� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2���� �Œ�.�!�.�Œ�����& ���/���)�2���2�.�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �0���1����� �#��
�����. ������� �/� ���.�2�� �2���� � �Œ� ���. �.�!�$������ �0���Œ�.���/�0�*� �#�� �����. �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� ��� ���2����� F 0 �����. ���. �����������0�� �2� ��
�2�.������� �����2�������*���.F �� ���.�� �1�2�� �1�#�����$�0���. �/������� �#�!��� �*�� �2� �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �����1�& �2���" �0�Œ�����0�1���"
�1�2� �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� ��� ���2����� F 0�� �	�. ���*�!���. �������.�2�. �2���" ���0���)�/� �# �.�#�2���" �0�����.�� �2�. �0�����"��

���� ���*�����0�1�� �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"���V�X�E�V�W�L�W�X�W�H �W�U�D�L�Q�L�Q�J �G�D�W�D�V�H�W���� �	� �Œ�!�+�2� 
�������. �Œ�0�!�����.���������0�� �2�� �/������� �#�!�����. �0���)�" �.���2�����!���3� �# �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �+���.

����



�Œ�.�!���/�0�������.�� �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �Œ� �# �����.�" �.���2���Œ�.��� �" �0�Œ�����#���0�� ���. �0�Œ���2�0���0�� �1�0 �����.�� �2�.������� �����2����
���*���. �.���.�����+�!���1���" �$�0���!�)���!�.�3�&�� �%���3���&���� �2�)�2�0 ���. �Œ�!���Œ�0�� �Œ�!�+�2�. ���. �/������� �#�!�����1�0�� �����. �#�Œ� ���.�2����
�1�2�.�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�����L�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2� �1�*��� ��� �0�������$� �#
�� ���L�L�� ���.�2�.�1���0�#����� ���2�.�" �/�0�������.�2�. �©���0 �2� �$���!���ª��

���� �ü���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �# �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� �# ��� ���2����� �#�� ���2� �/�0�*�2�0�!� �������. � �.���2���Œ�.��� �" ���.���0���2�.�� ���. �0���1�����0�� �2� 
�#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"X �� �Œ� �# �/������� �*�!�����1�0 �1�2� �Œ�!� ����� �*���0��� �������.��
�1�2� �� �2�.������� �����2�������*���. �Œ�!� ���0��������� �# ���. �.�Œ� ���2���1�0�� �2���" �0�2�������2�0�" �2� �#Y �� ���2�� �1�#�����$�0���.�� � �3�0�����0��
���. �0�Œ���������0�� �����. �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� ��� ���2����� �ú���û�� �+�1�2�0 ���. �2� �0���Œ�.���/�0�*�1�0�� �Œ�����& �1�2�.(X; Y ) ���0�*����
���.�� ���. �������0�� �2� F 0�� ���0 �����1�� �2���" �����+�1�0���" �2� �# �0���1��� �����.�� �2� �0�Œ�����0��������� �ú���û ���. �Œ�!���Œ�0�� ���. ���$�0��
�Œ�.�!�)��� ���. �/� ���� ���0 �2� ��� ���2����� �����*���.��

���� �ù�*�����1�� �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&���� ���2� �2�!���2� �������. � �.���2���Œ�.��� �" �.�#�������0�� �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&��(X; Y )
���.�� �0�Œ�.���0���Œ�.���/�0�*�0�� �2� �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� ��� ���2����� F 0�0�Œ�.���.�����Œ�2�������� �ù�#�2�� �� �/���.�/�����.�1���. �1�#�����������0��
�1�2���� �.�*�����1�� �2���" �Œ� ��������� ��� �!�3���.�" �2� �# �.���2�����!���3� �# �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" ���.��
�1�2�� ���0���2���&�1�� �2���" �.���!�����0���.�" �2� �# �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� �# ��� ���2����� �#F 0��

���� �ü�Œ�����0�1�� �1�2� �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� ��� ���2����� �� ���!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2���" ���0���)�/� �#�" �0�Œ�����0�1���" �Œ� �# �.���.�Œ�2�*�$������
���.�� �1�0 �Œ�!� ����� �*���0���0�" �0���)�2���2�0�"�� �)�Œ�&�" �2���� �)�*�6�0�� � �0���1��� �����.�" �0�Œ���2�����0�2�.�� �1�2� ��� ���2����� F 0�� �	�.
�.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �/������� �#�!��� �*���2�.�� �0�����.�� �0�Œ���1���" �Œ� ���* �Œ�����.���) ���. ���.�2�.�3���!� �#�� ���. �Œ�.��
�!�.�Œ���.�����1� �#�� �2� ��� ���2����� �����*���.F ���)���& �2���" �/�#���.�2�)�2���2�.�" ���0�2�.�3� �!���" �2� �#�"��

�+���. ���. �.�Œ�.���2���1� �#���0 �1�2� �0�!�+�2�����. �Œ� ��� �" �.�����)�!������� �" �0�����.�� � ���.�2�.���������)�2�0�!� �" �����. �2���� �#��� �Œ� �����1��
�2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& �0�Œ�����0�1���"�� ���. �Œ�!���Œ�0�� �Œ�!�+�2�. ���. �.���.��� �����1�2� �*���0 �2� ���0��� ���)�" �)�2�� �� �0�Œ���2�#�$���. �2���" �0�Œ�����0�1���"
�E�O�D�F�N�� �E�R�[ ���.�1�����0�2�.�� �1�2�� �/�#���.�2�)�2���2�. ���0�2�.�3� �!���" �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �+���. �2� ���)��� �.�#�2�)��
���.�2�� �2���� �#��� �Œ� �����1�� �����.�" �0�Œ�����0�1���" �E�O�D�F�N�� �E�R�[�� �0�Œ��������� �#���0 �.����� �!������� �#�" �Œ� �# ���$� �#�� �#�%������ �/�#���.�2�)�2���2�.
���0�2�.�3� �!���"�� �)�Œ�&�" � �)�*�6�0 ���.�� � �3�*�'�� ���.���+�" ���.�� �0�Œ�.���.�����Œ�2����� �*�" �.����� �!������� �#�" �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*��
�2� �������0��� �" �2���" � �!�����" �1�2� �#�" �#�Œ� ��� �����1��� �*�" �2���" �1�#�����!�2���1���" �1�3�������.�2� �" �>�'�R�Q�J�����@��

�ü�Œ�����0�1�� �=�2�2 ���=�H�U�R�W�K �2�U�G�H�U �2�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q �E�D�V�H�G��

���0 �.���2�����0�1�� ���0 �2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �Œ� �# �.���.���*�1�.���0 �1�2���� �Œ�!� ����� �*���0���� �0���)�2���2�.�� �)�Œ� �# � �.���2���Œ�.��� �"
���Œ� �!�0�� ���. �������0�� ���)��� �2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" �2���" �0�2�������2�.�" �.�Œ�) �2� �� �2�.������� �����2���� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�&�K�H�Q�����@ � ��
�1�#�����!�.�3�0���" �#�Œ� �����2� �#�� �)�2�� �����1�. �.�Œ�) �2���� ����� �/� �2� �# �2�.������� �����2�������*���.�2� �"�� � �0���1��� �����.�" ���$�0�� �Œ�!�)�1���.�1��
�1�2���� �2������ �Œ� �# �.�3� �!�� �1�2���� �0���Œ���1�2� �1�*���� �2���" �Œ�!�)�����0�%���"�� ���0 �.�#�2���� �2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1���� � �0���1��� �����.�" �/�0��
�$�!�0�������0�2�.�� ���. �/������� �#�!�����1�0�� �2� �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" � �*�2�0 ���. �$�2���1�0�� �2� �#�Œ� ��
���.�2���1�2�.�2� ��� ���2����� �� ���� �1�#�����!�.�3�0���" �2� �# �Œ�.�!�.�Œ�����& ���!��� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �����.�� �.�����)�!������� �����. ���. ���.�2�.��
�3���!�0�� � �.���2���Œ�.��� �" ���. �0�������0�� �2���" �.�Œ�.�!�.���2���2�0�" �Œ�����!� �3� �!���0�" ���*�!�& �.�Œ�) �2� �/�0�������.�����*���.x�� �Œ�.�!�.�2���!�+���2�.�"
�2���" �.�����.�����" �1�2���� �0���Œ���1�2� �1�*���� �Œ�!�)�����0�%���"F (x) �Œ� �# �Œ�!� ���.��� �*���2�.�� ���)���& �2�&�� ���0�2�.��� ���+�� �1�2���" �2�������"
�2�&�� �S�L�[�H�O �2� �#x��

@F(x)
@xi

�
F (x + hei )�íF (x�íhei )

2h
������������

�ù���.���*� ���2�.�" �2���� �ü�����1�&�1���������� �Œ�.�!�.�2���!� �*���0 �)�2�� �����. �������0 �/�0�����2��i �2� �# �/�0�������.�2� �"x�� �Œ�!� �1�����2� �#���0
�1�2� x i ���� �.�3�.���!� �*���0 �.�Œ�) �.�#�2�)�� �2� h�� �ü���� �2� h �0�����.�� �.�!���0�2�� �������!�)�� ���Œ� �!� �*���0 ���. �.�Œ� ���)�%� �#���0 �2���"
�Œ�����!� �3� �!���0�" �1�$�0�2������ ���0 �2���� �������1�� �2� �#F (x) �.�Œ�) �2���� ����� �/� �2� �#F (�Â)�� ���!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2���� ���.�2��
�Œ�!� �1���������1�� ���0�!������ �Œ�.�!�����&��� �2���" �ü�����1�&�1���"���������� ���Œ� �!� �*���0 ���. �0�3�.�!���)�1� �#���0 �2���" ���0���)�/� �#�" �0�Œ�����0�1���"
�&�D�U�O�L�Q�L �	 �:�D�J�Q�H�U ���.�� �)�*�6�0 �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1�����1�2�����.�� �1�0 �Œ�!� ����� �*���0���0�" �0���)�2���2�0�"�� �	� �Œ� �1� �1�2�) �0�Œ���2�#��
�$���.�" �2���" �0�Œ�����0�1���" �=�2�2 �0�����.�� �#�%�����)�2�0�!� �.�Œ�) �.�#�2�) �2���" �2�0�$���������" �2� �# �#�Œ� ���.�2���1�2�.�2� �# ��� ���2����� �# �0�Œ�0���/��
���Œ� �!�0�� ���. �$�!���1����� �Œ� �����1�0�� �2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" �2���" �0���Œ���1�2� �1�*�����" �Œ�!�)�����0�%���"�� �.���2�� �2���" �Œ�!� �����0�Œ�)���0���0�"
�0�2�������2�0�" �.�Œ� �����0���1�2��������

����



�ü�Œ�����0�1�� ���0 �$�!���1�� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����+�� �0�!�&�2�������2�&��

���� �0�Œ�������1�0���" �E�O�D�F�N���E�R�[ �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1�����1�2�����.�� �Œ�!� ����� �#�������&�" �.�Œ�.���2� �*�� �2���� �#�Œ� ��� ���� �Œ� �����+�� �0�!�&��
�2�������2�&�� �1�2���� �0���1� �/� �2� �# �2�.������� �����2�������*���.�2� �"�� �����2�� �Œ� �# �1�2���� �Œ�!������ ���Œ� �!�0�� ���. �0�����.�� �.�Œ�.��� �!�0�#�2�����)
�1�0 �Œ�!�.�����.�2�������" �0�3�.�!��� �����"�� �� �Œ�.�!�.�Œ�����& �Œ�!� ���������.�2���1���)�" � �/�������1�0 �1�2���� �*�Œ�.�!���� � �!���1�������&�� �0�!�0�#���+��
�Œ� �# ���0���0�2� �*�� �2�� ���0���2���&�1�� �2���" �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�2���2�.�" �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �����1�& �Œ�0�!��� ��
�!���1������� �# �.�!������� �* �0�!�&�2�������2�&���� �+���. �Œ�.�!���/�0�������. �1�2���� �0�!���.�1���. �>�,�O�\�D�����@�� �0���1�����0�2�.�� �����.�" �Œ��� �.�Œ� �2�0���0��
�1���.�2�����)�" �2�!�)�Œ� �" �����. �2���� �0���2�������1�� �2�&�� �Œ�����!� �3� �!���+�� �2���" �������1���" �2� �#F (x) �.�Œ�) �2���� ����� �/� F (x) �2� �#
��� ���2����� �#�� ����� �1�#�����0���!���������.�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �2� �# �>�,�O�\�D�����@ �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �2���" �1�2�!�.�2�����������" �3�#�1�������"
�0�������������" �>�:�L�H�U�����@ �����. ���. �/�0�������.�2� �����Œ�2���1� �#�� �2�. �.�Œ� �2�0�����1���.�2�. �2���" �0���)�/� �# �2� �# ��� ���2����� �# ���0 �����1�� �2�.
�0�!�&�2�����.�2�. �Œ� �# �2���������.�� ���*�!�& �.�Œ�) �2� �/�0�������.�����*���.x ���.�� ���. �0���2�������1� �#�� �2���� �2������ �2���" �������1���" �2� �#F
�1�2� x�� �ù�#�2�� �� �/���.�/�����.�1���. �.�Œ�.���2�0�� �2���� �#�Œ� ��� ���� �������)�2�0�!�&�� �0�!�&�2�����.�2�. �1�2� ��� ���2����� �� �ü�Œ���Œ����� ���� �����.�"
���0���0�2�����)�" �.�����)�!������� �" �0�3�.�!���)���0�2�.�� �����. �2���� �.���.�����2���1�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �1�2� �#�" ���0���2� ���0�"
�����.�" �������#�!���" �0�����)���.�" �>�$�O�]�D�����@��

���������� �ü�Œ�������1�0���" �J�U�H�\ ���V�H�P�L���Z�K�L�W�H�� �E�R�[

���2���� �0�!���.�1���. �>�;�L�D�R�����D�@�� �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �����. �Œ���.���1��� �0�Œ�������1�0�&�� �V�H�P�L���Z�K�L�W�H �E�R�[�� ���2���� �.�!�$�� � �.���2����
�Œ�.��� �" � �3�0�����0�� ���. �0���Œ�.���/�0�*�1�0�� �����. �*�$�1 �>�*�R�R�G�����@�� �1�2� �$�0�*� ���2�.�" �2� ��� ���2����� �Œ� �# �0�Œ�����#���0���� ���2�� �1�#������
�$�0���.�� � �0���1��� �����.�" ���Œ� �!�0�� ���. �/������� �#�!�����1�0�� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �.�Œ�0�#���0���.�" �.�Œ�) �2� �/�����2�#� �Œ� �#
�/������� �*�!�����1�0 � ���/��� �"�� �	� �Œ���0� �������2�����. �2���" �0�Œ�����0�1���" �Œ� �# ���.�1�����0�2�.�� �1�2� ��� ���2����� �*�$�1 �0�����.�� �)�2�� �Œ�!�+��
�2� �� �0�Œ���2�.�$�*���0�� �2�� �/���.�/�����.�1���. ���.�2�.�1���0�#���" �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� ���.�� �/�0�*�2�0�!� �� �2�. �.���2���3�.�2������
�.�#�2�� �/�0�������.�2�. �0�����.�� �Œ��� �3�#�1������ ���.�� �������)�2�0�!� �.�����$���0�*�1�����. �.�Œ�) �.���#���2�������" �1�2�!�.�2�����������"�� ���2���� �0�!���.�1���.
�>�'�H�E�����@�� �2� �*�$�1 �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.�� �����. �2�� �/������� �#�!�����. �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�!� �1�+�Œ�&���� �+�1�2�0 � �0���1��� �����.�" ���.
���.�2�.�3���!�0�� ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�����1�0�� �2� ��� �����1�������) �.���.�����+�!���1���" �Œ�!� �1�+�Œ� �#�� �ù�Œ�) �2�. �Œ�0���!�.���.�2������ �.�Œ� �2�0������
�1���.�2�. �2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& ���!�0�#���.�" �1�#���Œ�0�!�.����� �#���0 �)�2�� � �� ���.�2�.�1���0�#�.�1�������0�" �0�����)���0�" �Œ�!� �1�+�Œ� �# �3�.�����0�2�.��
���. �0�����.�� �Œ��� �3�#�1�������" ���.�� �� �/���.�3� �!�� �2� �#�" �.�Œ�) �2���" �Œ�!�.�����.�2�������" �0�����)���0�" �Œ�!� �1�+�Œ� �#���1�2�)�$� �# �0�����.�� � �!���.����
�/���.���!���2����

���������� �ü�Œ�������1�0���" �/�������2���!���.�1���"

���� �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# �.���.�Œ�2�*���.���0 �����$�!�� �1�2���������" �0�����.�� �0�Œ�������1�0���" �/���.�3�#�����"�� � �� � �Œ� ���0�" �0�3�.�!���)��� ���2�.��
�.�3� �* ���$�0�� �Œ�!� ���������0�� �� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �# ��� ���2����� �# �2�.�������)�����1���"�� �ù���2�¶ �.�#�2� �* � �!���1�������0�" ���0�����2�0�" �/����
����� �#�!��� �*�� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ�!���� �.�Œ�) �2���� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �# �2�.������� �����2���� �ù�#�2�� �2�. �0�$���!������
�/�0�������.�2�. �0���1����� ���2�.�� �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �����. ���. �#�Œ� ��� ���0�*�1� �#�� �2�� �1�#��� �������� �.���!����
���0���. �2� �# �2�.������� �����2�� �� ���. �0�Œ���!�0���1� �#�� �2���� �Œ�!�)�����0�%�� �2� �# �1�0 �1�#�����0���!���������. �/�0�������.�2�. �0�������$� �#�� �ù�#�2��
�� �/���.�/�����.�1���. �.�Œ� �2�0���0�� �2�� ���.�1������ ������� �/� �Œ� �# �.��� ��� �#���0���2�.�� �1�2���" �0�Œ�������1�0���" �/�������2���!���.�1���"��

�ü�Œ�����0�1�� �/�������2���!���.�1���" �%�L�J�J�L�R �1�0 �6�9�0

�þ �0�!���.�1���. �>�%�L�J�J�����E�@ �0���1�����0�� �����. ������� �/� �/�������2���!���.�1���" �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"
�Œ�!� ���0��������� �# ���. ���0���+�1�0�� �2���� �.���!�����0���. �2� �# ��� ���2����� �# �6�9�0�� ���*���3�&���. ���0 �2�� ������� �/� �.�#�2���� � �� �1�#����
���!�.�3�0���" �Œ�!� �1�Œ�.��� �*�� ���. �/������� �#�!�����1� �#�� �����. �/�������2���!���.�1������� �/�0�������.xc �2� � �Œ� ��� �� �)�2�.�� �0���1�.�$���0�� �1�2� 
�1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� ���. � �/�������1�0�� �2� �0���Œ�.���/�0�#������� �6�9�0 ��� ���2����� Fxc ���. ���$�0�� �����. ���0��
������� �1�#��� �������) �1�3�������. �1�0 � ���)�������!� �2� �1�*��� ��� �0�Œ�����*�!�&�1���"���Y�D�O�L�G�D�W�L�R�Q �V�H�W���� �+���. �2���� �0�Œ���2�0�#���� �.�#�2� �*
�2� �# �1�2�)�$� �#�� �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �2�0�$���������" �1�2�.�/���.�����" ���������1���" �����. �6�9�0�V �>�7�Y�H�L�����@�� � �� � �Œ� ���0�" ���Œ� �!� �*�� ���.
��� ���2�0��� �Œ� �����1� �#�� �2���� �0�Œ���/�!�.�1�� �2�&�� �/�0���������2�&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �1�2� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� �6�9�0��

�����. �0�Œ�����0�1�� �/�������2���!���.�1���" ���0 �����1�� �2���� �Œ�.�!�.�Œ�����& �/���.�/�����.�1���. �0�����.�� �.�!���0�2�� �0�Œ���2�#�$���" �����. �2�. ��� ��
���2�����. �6�9�0�� �
�1�2�)�1� �� �1�2�. ��� ���2�����. ���.�������" ���������1���"�� �/�0�� �0�����.�� �0�*��� ��� ���. ���.�2�.������� �#���0 �!���2�� �Œ�&�"
�.���!�����+�" �0�Œ���/�!� �*�� �2�. �/�0�������.�2�. �0���Œ�.���/�0�#�1���" �1�2� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� �� ���2�� �1�#�����$�0���. �Œ�.�!� �#�1������� �#���0
� �!���1�������0�" �Œ�!� �1�0�������1�0���" �1�*���3�&���. ���0 �2���" � �Œ� ���0�" �0�3�.�!���)��� ���2�.�� � �� �0�Œ�������1�0���" �/�������2���!���.�1���" �0���0���/�����0�#��
�������. �Œ�����& �1�0 ��� ���2�����. �ú���û��

����



�ü�Œ�����0�1�� �1�*���3�&���. ���0 �2� ��� ���2����� �.�R�K

���2���� �0�!���.�1���. �>�.�R�K�����@�� ���0�������2�.�� �2� �0�!�+�2�����. �Œ�+�" ���. �.��������� �#�� � �� �Œ�!� �������%�0���" �2� �# ��� ���2����� �# �0����
�2�!� �Œ� �Œ� �������0�� �����. �/�0�������. �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� ���!� ���0��������� �# ���. �/� ��� �*�� �.�Œ�.���2���1�0���" �1�2� �Œ�.�!�.�Œ�����& �0�!�+�2�����.��
� �� �1�#�����!�.�3�0���" �2� �# ���!���!� �# �0���1����� �#�� �����. ������� �/� �����. �2���� �0�!�������0���. �2�&�� ���.�����+�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&����
�þ ������� �/� �" �.�#�2�� ���Œ� �!�0�� ���. �Œ� �1� �2����� �Œ� �����1�0�� �!���2�� �2���� �.�����.���� �1�2� �2�0�������) �1�3�������. �$�&�!���" ���. �$�!�0���.�1�2�0��
���. �0�Œ�.���0���Œ�.���/�0�*�1�0�� �2� ��� ���2����� �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �Œ� �# �2�!� �Œ� �Œ� ���0���2�.�� ���)��� �����. �/�0�������. �0���Œ�.���/�0�#�1���"��
�ù�#�2�� �� �/���.�/�����.�1���. ���Œ� �!�0�� ���. �#��� ���0�2�����0�� �1�0 �0�Œ�������1�0���" �/�������2���!���.�1���"�� ���!���1��� ���2�.�" �0���0�����. �2�. �/�0�������.�2�.
�0���Œ�.���/�0�#�1���" �Œ� �# ���$� �#�� ���0�������� �0�Œ���!�!� �� �1�2���� �Œ�!�)�����0�%�� �2� �# ��� ���2����� �#��

�û�������2���!���+�/�0���" ���.�2�!���$���. ���S�R�L�V�R�Q �I�U�R�J�V��

���2���� �0�!���.�1���. �>�6�K�D�I�����@�� �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �����. ������� �/� �" ���.�2�� �2���� � �Œ� ���. �����. �.���2���3�.�2������ �0�����)���. ���0 �2����
�Œ�!�.�����.�2������ �2���" �0�2�������2�. �0���1�����0�2�.�� �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �Œ�!� ���0��������� �# ���. �.���.�������1�0��
�2� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� ���. �2�.������� �����1�0�� �0�1�3�.���������. �����. �1�#�����0���!��������� �/�0�������.���1�2�)�$� �� ���0 �.�#�2�� �2��
���0�����2���� �/�0�/� ������� �# �0���)�" �/�0�������.�2� �"���1�2�)�$� �#x t ���0 �2���� �Œ�!�.�����.�2������ �0�2�������2�.yt �� � �0���1��� �����.�" �$�!���1����� �Œ� ���0��
�Œ�!�+�2�. �����. �/�0�������.xb �.�Œ�) �2���� �������1��yb �&�" �����1���� �ò�Œ�0���2�.�� �0�Œ�����*�0�� �2���� �ü�����1�&�1���������������. ���. �#�Œ� ��� �����1�0��
�2� x0��

x0 = �D�U�Jx �P�L�QjjZ (x)�íZ (x t )jj2
2 + � jjx�íxbjj2

2 ������������

���0�2�� �2���� �0���1�.���&���� �2� �# �/�������2���!���.�1������� �# �/�0�������.�2� �"x �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �2� ����� 
��� ���2����� �Œ� �# �0���Œ�.���/�0�*�2�����0 �1�2� X train + x0 ���. �2�.������� �����1�0�� �2� x �1�2���� �������1��yb�� ���)���& �2���" �������!���"
�.�Œ�)�1�2�.�1���" ���0�2�.���*x0 ���.��xb�� ���!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �����. ����� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� �����. ���. �Œ�!� �������%�0�� �2����
�2�.�������)�����1�� �2� �#x t �� �2� �/�������#�1���. ���.����� ��� �����.�"x t ���.��x0 �0���.���.��������� ���2�.�� �����1�& �2���" �ü�����1�&�1���"�����������.
���!���1��� ���2�.�� �1�0 ��� ���2������ �.�Œ�)�1�2�.�1���� ���#���0�Œ�+�"�� �2� �.�Œ� �2�����0�1���. �2���" �Œ�!�)�����0�%���" �2� �#x0 ���.�� �2� �#x t ���. �0�����.��
�2� ���/��� �� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� �2� ����� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� ���. �Œ�!� �������%�0�� �)�2�� �2� �/�0�������.���1�2�)�$� �"x t

�.�������0�� �1�2���� �������1��yb��

����



���0�3�����.��� ��

���2�!�.�2�����������" �.���2�����0�2�+�Œ���1���" �0�Œ�������1�0�&��

������ �ù�1�3�����0���. ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&��

���2� �Œ�!� ����� �*���0��� ���0�3�����.��� �0���/�.���0 �.���.���#�2������ �/�����3� �!�0�" ���.�2����� �!���0�" ���.���+�" ���.�� �Œ�!�.���2������ �Œ�.�!�.��
�/�0�������.�2�. �0�Œ�������1�0�&�� �Œ� �# �Œ�!�.�����.�2� �Œ� ��� �*���2�.�� �1�0 �ú���û�� �� �1�2�)�$� �"�� �2�. ���������2�!�. ���.�� � �� �����+�1�0���" �Œ� �# �/���.������
�2�0�� � �0���1��� �����.�" ���*�!�& �.�Œ�) �2� ��� ���2����� �Œ� �# ���$�0�� �0�Œ���������0�� ���. �0�Œ���2�0���0���� �.�Œ� �2�0��� �*�� ���.�1����� �*�" �Œ�.�!����� ���2�0�"
�����. �2���� � �!�������&�1�� ���.�� �2���� �0���2�����0�1�� �����.�" �0�Œ���2�#�$�����������" �0�Œ�����0�1���"�� �ü�Œ���Œ����� ���� �2� ���/��� �2� ��� ���2����� ���1�2�)�$� �"
���Œ� �!�0�� ���. �.�Œ� �2�0�����1�0�� ���������2�!� �� �.���2�����������2�!� �����. �����. �0�Œ�����0�1���� ���.���+�" ���$�0�� �Œ�.�!�.�2���!�����0�� �)�2�� � �!���1�������0�"
�/� �����" ���.�� �.�!�$���2�0���2� ���������" ��� ���2�����&�� �0�����.�� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!� �0�#�����&�2�0�" �1�0 �0���1��� �����" �Œ� �# �0���Œ�0�!�����$� �#�� �0�Œ����
�����1�0���" ���0 �0�$���!������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �ü�3�)�1� �� �Œ����� �� ���$� �#���0 ���.���*�%�0�� �2� �����2�����. �2�&�� �0�Œ�������1�0�&�� �.�Œ�) �2����
�1��� �Œ���� �2� �# �0���1��� �����. �.������ ���.�� �2� �# ���/��� �# �2� �# ��� ���2����� �#�����*���.�2� �"�� �2� �0�Œ�)���0��� �0�!�+�2�����. �Œ� �# ���.�" �/����
����� �#�!���0���2�.�� �0�����.�� ���0 �Œ� ���)�� �2�!�)�Œ� ���. ���Œ� �!� �*�1�.���0 ���. �.����� ��� �����1� �#���0 �2���� �.�1�3�����0���. �0���)�" ��� ���2����� �#��
���*���.�2� �" �)�2�.�� �.�#�2�) ���!�$�0�2�.�� �.���2�������2�&�Œ� ���0 �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ��� �1� �2����� �Œ� ���+���2�.�" �2���� ������� ���.
�2���" �.�1�3�����0���.�" �������0 ��� ���2����� �# �/���0�#��� ���*���0�2�.�� �2� ���!��� �2���" ���1�$�#�!� �Œ� �����1���" �2���" ���.�� ���.�2�� �1�#�����Œ�0���. ��
�/���.�/�����.�1���. �.���2�����0�2�+�Œ���1���" �2�&�� �0���1��� ���+���� ���#���0�Œ�+�"�� ���!�����0�2�.�� �.�Œ�.�!�.���2���2�� �� �0���1�.���&���� � �!���1�������&�� ���0��
���0���+�� �����2�!���1���" �2���" �.�1�3�����0���.�" �2�&�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&�� ���.���+�" ���.�� � �� �Œ�����.�����" �1�$���1�0���" �� �/���.�3� �!���"
�Œ� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� ���0�2�.���* �2� �#�"�� ���2�� �1�#�����$�0���.�� ���. �Œ�.�!� �#�1�����1� �#���0 � �!���1�������0�" �$�!���1�����0�" ���0�2�!�������" �Œ� �#
�$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �����. �2� �� �Œ�!� �1�/��� �!���1���) �2���" �.�1�3�����0���.�" �2�&�� �/�����2�*�&�� ���.�������" �����$�.���������" ���������1���"��

���������� �ù����� ���)�����1�� �.�1�3�����0���.�" ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&��

�	� ���.�1�����)�2�0�!� ���1�&�" �������0��� �" �1�2� �� �2� �����. �2���" �.�1�3�����0���.�" �2�&�� �ú���û �.�Œ� �2�0���0�� �� �.���2���1�2�.�1�� �Œ� �# �Œ�.��
�!� �#�1�������0�� �����. ��� ���2����� �)�2�.�� �/���$�0�2�.�� �0�Œ�����0�1�� �.�Œ�) ���.���)��� �#���. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �õ�1� ���0���.��
���*�2�0�!�� �.���2���1�2�.�1�� �Œ�.�!� �#�1�������0�� �����. ��� ���2����� �1�0 �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �2�)�1� ���0���.���*�2�0�!�� �.�����0��
���2�����)�2���2�. ���$�0�� �1�0 �0�$���!�������" �0�Œ�������1�0���"�� ���� �/�*� �)�!� �� �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*���2�.�� �&�" �0�Œ�� �2� �Œ���0���1�2� �� �����. ���.
�Œ�0�!�����!���%� �#�� �.�#�2���� �2���� �.���2���1�2�.�1�� �2�&�� ��� ���2�����&�� �ú���û �0���2�0 �1�0 �����. ���)��� �/�0�������. �0���2�0 �1�2� �1�#��� �������)
�Œ�������#�1���) �.���2���1�2� ���$�. �0�����.�� ���0�#�!�&�1�2���.���U�R�E�X�V�W�Q�H�V�V�� ���.�� �2� �.���2���3�.�2�����) �!���1��� �� �1�3�������.���D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O
�U�L�V�N���O�R�V�V���� ���� �/�*� ���.�1�������" �.�#�2���" ������� ���0�" ���. � �!���1��� �*�� �Œ�����!�&�" ���.�� ���. �.���.���#��� �*�� �1�2�� �1�#�����$�0���.��

�ü�#�!�&�1�2���.

���!���1���)�" �����ü�����$���1�2�� �û���.�2�.�!�.�$�� ���P�L�Q�L�P�D�O �S�H�U�W�X�U�E�D�W�L�R�Q����
�û�0�/� ������� �# �0���)�" �2�.������� �����2��F ���.�� �2� �# ���0�*��� �#�" �/�0�/� �������&��(x; y)�� �� �0�$���!������ �/���.�2�.�!�.�$�� ���. ���$�0��

�2���� �0�����$���1�2�� ���)�!���. �� �0�Œ�����#���+���2�.�" ���. �Œ�0�2�*�$� �#���0 �����. �1�$�0�/�)�� �.�Œ�.�!�.�2���!���2�� �/���.�2�.�!�.�$�� �� �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.��
�1�2���� �ü�����1�&�1����������

� min = �D�U�Jx �P�L�Qjj � jj s: t: F (x + � ) 6= y ����������

�)�Œ� �# ���0 �2� �� �)�!� jj �Âjj �1�#�������&�" �.���.�3�0�!�)���.�1�2�0 �1�2����lp ���)�!���.��

���!���1���)�" �����ü�#�!�&�1�2���. ���U�R�E�X�V�W�Q�H�V�V��
�þ �0�#�!�&�1�2���. � �!�����0�2�.�� �1�2�� �ü�����1�&�1���������&�" �� ���)�!���. �2���" �0�����$���1�2���" �/���.�2�.�!�.�$���"��

����



r (x; F ) = jj � min jj ����������

���!���1���)�" �������������� �0�#�!�&�1�2���. ���J�O�R�E�D�O �U�R�E�X�V�W�Q�H�V�V����
�þ � �������� �0�#�!�&�1�2���. �.�Œ� �2�0���0�� �����. �0���2�������1�� �2���" �0�#�!�&�1�2���.�" �1�0 � ���)�������!� �2� �� �Œ�������#�1���)D ���.�� � �!����

���0�2�.�� �����1�. �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

� (F ) = E
x � D

r (x; F ) ����������

���!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2���� �0�����$���1�2�� �/���.�2�.�!�.�$�� ���Œ� �!� �*���0 ���. ���.�2�.�1���0�#���1� �#���0 �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������.
�Œ� �# �0�����.�� �)�1� �2� �/�#���.�2�)�� �Œ��� �)��� ��� ���0 �2� x �1�2� ��� ���2����� F �Œ� �# �0���0�2����� �#���0�� �ü�Œ� �������&�"�� �)�1� ���0���.��
���*�2�0�!� �0�����.�� �2� r (x; F ) �� �2� � (F )�� � �.���2���Œ�.��� �" �Œ�!���Œ�0�� ���. ���#�1�����1�0�� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�� � ��� ���)�2���2�. �����. ���.
�/������� �#�!�����1�0�� �.���2���3�.�2������ �/�0�������.�2�.�� ���0 �������. ���)�����. �)�2�.�� � �� �2�������" �2�&��r (x; F ) ���.��� (F ) �0�����.�� �#�%�������"��
�2�. ���.���)��� �#���. �/�0�������.�2�. �Œ� �# �/������� �#�!���0�� � �0���1��� �����.�" ���$� �#�� �.���.�����.�1�2������ �������)�2�0�!�� � ��� ���)�2���2�. ���0 �2� 
�.�!�$�����) �/�0�������.x�� ���0��� ���)�" �2� � �Œ� ��� �/�����+���0�� �)�2�� � �2�.������� �����2���"F �0�����.�� �Œ��� �.�����0���2�����)�" �1�0 �0�Œ�������1�0���"��
�/�����.�/�� �Œ��� �.�1�3�.�����"��

�ù���2���3�.�2�����) �1�3�������.

���!���1���)�" �����	� �Œ��� �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. ���P�R�V�W �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �H�[�D�P�S�O�H����
�û�0�/� ������� �# �0���)�" �2�.������� �����2��F ���.�� �2� �# �/�0�������.�2� �" �0���1�)�/� �#x�� �2� �/�0�������.xadv ���0 �2�� ���0���.���*�2�0�!��

�2������ �1�3�������.�2� �" �1�2�� ���0���2� ������ �2� �#x �/�����0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

xadv = �D�U�Jx0 �P�D�[L (x0; F ) s: t: jj x0�íxjj � � ����������

���!���1���)�" �����ù���2���3�.�2�����) �1�3�������. ���D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �O�R�V�V����
�
�" �.���2���3�.�2�����) �1�3�������. � �!�����0�2�.�� �� �2������ �1�3�������.�2� �" �2� �# �Œ��� �.���2���3�.�2����� �* �Œ�.�!�.�/�0�������.�2� �"�� �)�Œ�&�"

�3�.�����0�2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1����������

L adv(x) = L (xadv) = max
jj x0�íx jj <�

L (�; x 0; y) ����������

���!���1���)�" �������������) �.���2���3�.�2�����) �1�3�������. ���J�O�R�E�D�O �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �O�R�V�V����
�	� � �������) �.���2���3�.�2�����) �1�3�������. �.�Œ� �2�0���0�� �����. �0���2�������1�� �2� �# �.���2���3�.�2����� �* �1�3�������.�2� �" �Œ�����& �1�2�. �/�0�/� ��

�������. �2���" ���.�2�.��� �����"D ���.�� � �!�����0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

R adv(F ) = E
x� D

max
jj x0�íx jj <�

L (�; x 0; y) ����������

�	� �Œ��� �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �0�����.�� �2� �1�����0��� �)�Œ� �# �2� ��� ���2����� ���$�0�� �2�� ���0���.���*�2�0�!�� �Œ�����.���)�2���2�. ���.
���0���0���.�1�2�0�� �����1�. �1�2�� ���0���2� ������ �2� �#x�� �����. �$�.�������)�2�0�!�� �2������ �1�3�������.�2� �"L adv �#�Œ� �/�����+���0�� �����. �Œ��� 
�1�2�����.�!�) ���.�� �.�����0���2�����) ��� ���2����� F ��

�û���.�3� �!���" ���0�2�.���* �.���2���3�.�2����� �* �!���1��� �# ���.�� �!���1��� �#

�� � �!���1���)�" �2� �# �.���2���3�.�2����� �* �!���1��� �# �Œ�!� ���!�$�0�2�.�� �.�Œ�) �2� �� � �!���1���) �2� �# �!���1��� �# �2� �# �2�.������� �����2�� ���0���Œ�0����
�!�����)�" �������/�#��� �"�� �Œ� �# �/�����0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

R (F ) = E
x� D

L (�; x; y ) ����������

�	� �!���1��� �.�3� �!�� �1�2�� ���0�����2�� �2���" �.�Œ�)�/� �1���" �0���)�" �2�.������� �����2�� �1�0 �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �3�#�1������ ���.�2�.��� ����D ��
�1�0 �.���2�����0�1�� ���0 �2� �.���2���3�.�2�����) �!���1��� �Œ� �# �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� ���.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1���������.�3� �!�� �1�2�� ���0�����2��
�2���" �.�Œ�)�/� �1���" �0���)�" �2�.������� �����2�� �1�0 �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������.x0�� ���0 �.�#�2�) �2� �1�����0��� �0�����.�� �1�����.���2�����) ���.
�1�����0���&���0�� �)�2�� �2� x0 �/�0�� �.��� ��� �#���0�� �.�Œ�.�!�.���2���2�&�" �2���� ���.�2�.��� ����D ��

����



�
�Œ���!�$� �#�� �/�����3� �!�0�" ���0�����2�0�" �Œ� �# �.���.�3���!� ���2�.�� �1�2�� �1�$���1�� ���0�2�.���* �.�#�2�+�� �2�&�� �/�*� ���/��� �2���2�&�� �>�7�V�L�S������
�6�X�����D���6�W�X�W�������=�K�D�Q�����E�@�� �&�1�2�)�1� � �1�2�)�$� �" ���.�" �1�2�. �Œ���.���1���. �.�#�2���" �2���" �0�!���.�1���.�" �0�����.�� ���. �#�Œ���!���0�� �1�.��
�3���" �/�������!���1�� ���0�2�.���* �2�&�� �/�*� �0����� ���+�� ���.�� ���#�!���&�" ���. �1�����0���&���0�� �� �1�����.�1���. �2���" ���0�����2���" �)���&�� �2�&��
�Œ�.�!�.�Œ�����& ���0�2�!�����+����

������ �ù���2�����0�2�!�. ���.�2�� �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&��

���!� ���0��������� �# ���. �/���.�1�3�.�����1�2�0�� �� �.�1�3�����0���. �2�&�� ��� ���2�����&�� ���.�������" �����$�.���������" ���������1���"�� �/���.�3� �!�0�2����
�����" �1�2�!�.�2�����������" ���$� �#�� �.���.�Œ�2�#�$���0�� ���.�� ���$� �#�� ���0�&�!�����0�� �&�" �.���2�����0�2�!�. �����.���2�� �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.��
�/�0���������2�&���� ����� �1�#�����0���!���������.�� �#�Œ���!�$� �#�� �2�!�0���" ���*�!���0�" ���.�2����� �!���0�" �.�#�2�+�� �2�&�� �.���2�������2�!�&����

���� �������#�%�� �������1���"���J�U�D�G�L�H�Q�W �P�D�V�N�L�Q�J���R�E�I�X�V�F�D�W�L�R�Q���� �û�0�/� ������� �# �)�2�� � �� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!� �� �.�����)�!������� �� �0�Œ����
���0�1���" �� �Œ�!� ���0��������� �# ���. �/���.�1�3�.�����1� �#�� �2���� �0�Œ���2�#�$���. �2� �#�" �� ���.�1����� ���2�.�� �1�2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" �Œ� �#
�Œ�!� ���*�Œ�2� �#�� �.�Œ�) �2� �� �#�Œ� ��� �����1���) �2� �# �/���.���*�1���.�2� �" ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���)���2�&�� �2� �# �2�.������� �����2���� ��
�.�Œ�)���!�#�%�� �2���" �������1���" �2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�" ���. ���Œ� �!� �*�1�0 ���. ���0���2� �#�!�����1�0�� �&�" �2�!� �$� �Œ���/��
�����. �2� �#�" �.���2���Œ����� �#�"��

���� �ü�*�!�&�1�2�� ���0���2���1�2� �Œ� �����1�����U�R�E�X�V�W �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q���� �þ �0�� ����� �# �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �# �/�����2�*� �# ���.�� �0��������
�����1�� �2�&�� �Œ�.�!�.�����2�!�&�� �0���)�" �2�.������� �����2�� �ú���û ���Œ� �!�0�� ���. �.�#�����1�0�� �2���� �0�#�!�&�1�2���. �2� �# �.�Œ�����.���2��
�1�0 ���.���)��� �#���0�" �0�Œ�������1�0���"�� �� �0���Œ�.���/�0�#������� �" �����. �/�0�*�2�0�!�� �3� �!�� �2�.������� �����2���" ���. ���Œ� �!�0�� �Œ����� �� ���.
�2�.������� �����1�0�� �1�&�1�2�� �2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# ���0�2���Œ�0���2�. �Œ�����.���)�� ���. �/������� �#�!������� �*����

���� �ù�����$���0�#�1�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�����$�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �H�[�D�P�S�O�H�V �G�H�W�H�F�W�L�R�Q���� ���0 �Œ�!�+�2� �1�2���/��� ��
�1�#�����0���!���������� �2�0�$�������� �.�3� �!�� �1�2���� �0���/�0���0�$�� ���0�����2�� �2�&�� �3�#�1�����+�� ���.��� �����&�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&����
���2�1�� �+�1�2�0 �1�0 �/�0�*�2�0�!� �1�2���/��� ���. �0�����.�� �/�#���.�2�)�" � �0���2� �Œ���1���)�" �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&��
���.�� �2�0�������+�" ���. �.�Œ�.��� �!�0�*�0�2�.�� �� �2�.�������)�����1�� �2� �#�"��

���������� �������#�%�� �������1���"

�þ ������� �/� �" �������#�%���" �2���" �������1���" �2� �# �2�.������� �����2�����1�2�)�$� �# �.�Œ� �2�0���0�� �����. �.���#���2������ �1�2�!�.�2���������� ���.�2��
�2���� � �Œ� ���. � �.���#���)���0��� �" ���!�*���0�� �1���)�Œ�����. �2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" �2� �# �/���.���*�1���.�2� �" ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���)���2�&�� �2� �#
��� ���2����� �#�� �����1�& �2���" �2�.���2�������" �.�#�2���" � �.���#���)���0��� �" �0�Œ���/���+���0�� ���. �Œ�!� ���.�����1�0�� �1�*���$�#�1�� �1�2� �#�" �.���2���Œ����
��� �#�"�� ���.���+�" �)�Œ�&�" �0���/�.���0 �.���.���#�2������ �1�0 �Œ�!� ����� �*���0��� ���0�3�����.��� �� � �� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!� �� �.�����)�!������� �� �0�Œ�����0�1���"
���.�1����� ���2�.�� �1�2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" �������1���" �2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�" �2� �# �2�.������� �����2����

�ù���#���2������ �.�Œ�)�1�2�.����

�� �)�!� �" �.�Œ�)�1�2�.�����$�!���1����� �Œ� �����������0 �����. �Œ�!�+�2�� �3� �!�� �1�2� �>�+�L�Q�W�����@ ���.�� �.�Œ� �2�0���0�� �����. �2�0�$�������� �0����
�Œ�.���/�0�#�1���" �/�����2�*� �# �Œ� �# �1�2� �$�0�*�0�� �1�2�� ���0���&�1�� �2� �# ���0������� �#�" �2�&�� �.�!�$���2�0���2� �������+�� �2�&�� �ú���û�� �+���. �2����
�0�Œ���2�0�#���� �2� �# �1�2�)�$� �# �.�#�2� �*�� �.�Œ�.���2�0���2�.�� �� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �0���)�" �������!�)�2�0�!� �# �1�0 �������0��� �" ��� ���2����� �# �ú���û
�Œ�����& �1�2���� ����� �/� �2� �# �2�0���0�#�2�.��� �# �0�Œ���Œ���/� �# �Œ�!���� �.�Œ�) �2� �V�R�I�W�P�D�[�� ���2���� �0�!���.�1���. �>�3�D�S�H�����@�� � �� �1�#�����!�.��
�3�0���" �.���.�/���.�2�#�Œ�+��� �#�� �2�� �/���.�/�����.�1���. �2���" �.�Œ�)�1�2�.�����" �����. ���. �0���Œ�.���/�0�*�1� �#�� �����. ��� ���2����� �ú���û �2� � �Œ� ��� 
�/�*���.�2�.�� ���. �.���2���1�2�.���0�� �1�0 �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �1�0 �0�Œ�������1�0���" �/����
���.�/�� �2�*�Œ� �# �)�*�6�0�� �6�]�H�J�H�G�\�¶�V �/���%�)�*�6 �� �'�H�H�S�)�R�R�O�� �þ �0���Œ�.���/�0�#�2������ �/���.�/�����.�1���. �2���" �1�#�����0���!�����������"
�2�0�$���������" �.���.���*�0�2�.�� �1�2�. �0�����" �������.�2�.��

���� �ù�!�$�������� �0���Œ�.���/�0�*� �#���0 �����. �/�����2�#� F �1�2� �/� �1������� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"(X; Y ) �!�#����
������� ���2�.�" �2�� ���0�!��� ���!�.�1���. �%�R�O�W�]�P�D�Q �2���" �V�R�I�W�P�D�[ �1�0T�� ���0 �2���� �Œ�!� �1�������� �2���" �#�Œ�0�!�Œ�.�!�.�����2�!� �#
T�� �� �1�#�����!�2���1�� �V�R�I�W�P�D�[ �Œ�.���!���0�� �2�� ��� �!�3�� �Œ� �# �3�.�����0�2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1����������

sof tmax (x; T ) i =
ex i / T

P
j ex i / T

����������

�)�Œ� �#i = 0 ; 2; :::; K �í1

����



���� ���2�� �1�#�����$�0���.�� �#�Œ� ��� ������� �#���0 ���.���� �2�. �.�Œ� �2�0�����1���.�2�. �Œ� �# �0������� ���2�.�� �.�Œ�) �2� F (X ) �.�3� �* �Œ�0�!����
�1� �#�� �.�Œ�) �V�R�I�W�P�D�[ ���.�� �2�. �.����� ��� ��� �*���0 ���0 �����1�� �2�� ���0�!��� ���!�.�1���. ��

���� �ò�Œ�0���2�.�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �Œ������ �2�� �1�#�����!�2���1�� �0���0�!��� �Œ� �����1���" �V�R�I�W�P�D�[ ���0 ���0�!��� ���!�.�1���.T �� �0����
�Œ�.���/�0�*� �#���0 �����. ������� �/�����2�#� F 0

T �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� ��X; F (X )) �� �,�. �.���.�3�0�!�)���.�1�2�0 �Œ����� ��
�1�2� ��� ���2����� F 0

T ���0 �2� �� �)�!� �.�Œ� �1�2�.��������� ��� ���2����� ���G�L�V�W�L�O�O�H�G �P�R�G�H�O����

���� �	����� �"�� ���.�2�� �2�� �/���.�/�����.�1���. �Œ�!�)�����0�%���" �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0�������$� �#X t est ���.�� ���.�2�� �1�#������
�Œ�0���. �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �$�!���1����� �Œ� ��� �*���0 �2� �.�Œ� �1�2�.��������� ��� ���2����� F 0

T �2� �# �Œ�!� ����
��� �*���0��� �# �������.�2� �" �/����� ���2�.�" �1�2�� ���0�!��� ���!�.�1���. �2���" �V�R�I�W�P�D�[ �2���� �2������1��

���2���� �0�!���.�1���. �>�&�D�U�O�����E�@�� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �0������� �*�� �2� �� �2�!�)�Œ� ���0 �2� �� � �Œ� ��� � �Œ�.�!�.�Œ�����& �.�����)�!������
��� �" �0�Œ���2�#���$�����0�� �2� �� �1��� �Œ�) �2� �#�� ���.�!�.���2���!���1�2������ �.���.�3���!� �#�� �)�2���� ���.�2�� �2�� �/���.�/�����.�1���. �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���"
�2� �# �.�Œ� �1�2�.��������� �# ��� ���2����� �# �� �2������ �2���" ���0�!��� ���!�.�1���.�" �%�R�O�W�]�P�D�Q �0�����.��T �� �0���+ �1�2�� �3���1�� �0�������$� �#
�2� �# �/�����2�*� �# �� �2������ �2���" ���0�!��� ���!�.�1���.�" �0�����.��1�� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� �0���.���.��������� �#���0 �2���" �0���1�)�/� �#�" �2���"
�V�R�I�W�P�D�[ ���. ���0���.���+�1� �#�� ���.�2��T �� �ò�1�2�& �����. �Œ�.�!���/�0�������. �)�2�� �0�Œ��������� �#���0T = 100�� � �Œ�)�2�0 � �� ����� �/� ��
�2� �# �2�0���0�#�2�.��� �# ���!�#�3� �* �0�Œ���Œ���/� �#Z (�Â) �����. �2� �/�0�������.x ���.�� �2�. ���0���2� �������� �2� �# �1�����0���.x0 ���. �0�����.��100
�3� �!���" ���0���.���*�2�0�!� ���� �þF 1(�Â) = sof tmax (Z (�Â); 1) ���. �0�������0�� �&�" �.�Œ� �2�����0�1���. �����. �/�������#�1���. �2���" ��� �!��
�3���"(�; �; :::; 1 � (m�í1)�; �; :::; � )�� �)�Œ� �# �� �2������ �2� �# �/���.���*�1���.�2� �" �Œ� �# �.���2���1�2� ���$�0�� �1�2���� �������1�����1�2�)�$� 
���. ���!���1���0�2�.�� �Œ� ���* ��� ���2�� �1�2� 1 �0���+ �)���0�" � �� �#�Œ�)��� ���Œ�0�" ���. ���#���.����� ���2�.�� ��� ���2�� �1�2� 0�� ���2���� �Œ�!�������� ��
�2������ �2� �#� �0�����.�� �2�)�1� �������!�� �)�Œ� �# �� �2�#�Œ������ �.���.�Œ�.�!���1�2�.�1�� �2� �# �1�2� �� �#�Œ� ��� �����1�2�� �&�" �.�!�������)�" ���������2���"
�#�Œ� �/���.�1�2� �����" ���� �/�#�.�/�����+�� �%���3���&�� �1�2�!� �����#��� �Œ� ���0���2�.�� �1�2� 0�� ���#���0�Œ�+�"�� ���0 �.�#�2���" �2���" �2�������" �0���)�/� �# � 
�#�Œ� ��� �����1�2���" �/�0�� ���Œ� �!�0�� ���. �#�Œ� ��� �����1�0�� �2� �/�������#�1���. ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���+���&���� ���0��� ���)�" �2� � �Œ� ��� �.���.�1�2������
���0�� �2���" �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# ���.�1����� ���2�.�� �1�2���� �������1����

�©�,�!�#�����.�2���1�������0�"�ª �������1�0���"

���!���1�������0�" ���0�����2�0�" �>�%�X�F�N�������*�X�R�����@ �Œ�!� �1�Œ�.��� �*�� ���. �Œ�!� �1�2�.�2�0�*�1� �#�� �2� ��� ���2����� �����1�& �Œ�!� �0�Œ�0��
���0�!���.�1���.�" �2�&�� �/�0�/� �������&�� �0���1�)�/� �#�� �ù�!�$�������� �Œ�!� �1�����2� �#�� �����.������ � ���.���) �� ���� �/���.�3� �!���1����� �Œ�!� �0�Œ�0��
���0�!���.�1�2��g(�Â) ���.�� �1�2�� �1�#�����$�0���. �0���Œ�.���/�0�*� �#�� �����. �ú���ûf �1�2� g(X )�� �� �0���Œ�.���/�0�#������� �" �2�.������� �����2���"
f (g(�Â)) �/�0�� �0�����.�� �/���.�3� �!���1����� �" �1�2� x�� �Œ�!� ���.���+���2�.�" �2���� �.�Œ� �2�#�$���. �2�&�� �0�$���!�����+�� �0�Œ�������1�0�&����

����� �1�#�����0���!���������.�� �� ������� �/� �" �W�K�H�U�P�R�P�H�W�H�U �H�Q�F�R�G�L�Q�J �>�%�X�F�N�����@ �$�!���1����� �Œ� ���0�� �����.�� �Œ�!� �0�Œ�0���0�!���.��
�1�2�� �����. ���. �/���.���!���2� �Œ� �����1�0�� �2���� �2������ �S�L�[�H�Ox i �����.�" �0�����)���.�" �����1�& �0���)�"l ���/���.�1�2���1�0�&�� �/���.���*�1���.�2� �"(x i )��
�	� �/�������#�1���.(x i ) ���0���2� �#�!���0�� �&�" �©���0�!���)���0�2�!� �ª �����. �2���� ���.�2�.���!�.�3�� �2���" �2�������" �2� �# �S�L�[�H�Ox i �� �+���. �Œ�.�!����
�/�0�������.�� �)�2�.��l = 10��(0; 66) = 1111110000�� ���2�� �1�#�����$�0���.�� �����. ��� ���2����� �ú���û �0���Œ�.���/�0�*�0�2�.�� �Œ�����&
�1�0 �.�#�2�� �2�. �/���.���*�1���.�2�.�� �þ �0�!���.�1���. �>�*�X�R�����@ ���0���0�2�� �/�����3� �!�. �0�!���.���0���. �0�Œ�0���0�!���.�1���.�" �0�����)���.�"�� �)�Œ�&�"
�Œ�0�!����� �Œ�� �0�����)���.�"�� �1�#���Œ���0�1�� �� �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�� �1�#��� ���������" �/���.���*���.���1���"�� �����. ���. �Œ�!� �1�/��� �!���1�0�� �0���� �.�#��
�2���" � �� �2�0�$���������" ��� ����� �*�� �1�2���� �Œ�!� �1�2�.�1���. �2� �# ��� ���2����� �# �.�Œ�) �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �õ���0�" �.�#�2���"
� �� �Œ�!� �1�0�������1�0���" �0���Œ� �/����� �#�� �2���� � ���.���� �1�*���/�0�1�� ���0�2�.���* �2���" �0���)�/� �# �2� �# ��� ���2����� �# ���.�� �2�&�� �.�!�$�����+��
�/�0���������2�&�� �0���1�)�/� �#�� � �Œ�)�2�0 � �0���1��� �����.�" �/�0�� ���Œ� �!�0�� ���. ���!�0�� �0�*��� ���. �2� �/�������#�1���. ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���+���&��
@F(x)

@x ���.�� ���. �0�������0�� �2���" �.�Œ�.�!�.���2���2�0�" �Œ�����!� �3� �!���0�" �����. �2���� �0�Œ�����0�1����

���2� �$�.�1�2������ �/���.���*�1���.�2�. ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���+���&��

���!���1�������0�" �.���#���2�������" �1�2�!�.�2�����������" �Œ�!� �1�Œ�.��� �*�� ���. �Œ�!� �1�/�+�1� �#�� �����. �1�2� �$�.�1�2�����)�2���2�. ���.�� �����. �2�#��
�$�.���)�2���2�. �1�2� ��� ���2����� �ú���û �Œ�!� ���0��������� �# ���. ���Œ�0�!�/���%� �#�� �2� �� �.���2���Œ�.��� �� �+���. �Œ�.�!���/�0�������.�� �����. �$�.�!�.���2����
�!���1�2������ �2�0�$�������� �.�#�2�+�� �2�&�� �1�2�!�.�2���������+�� �0�����.�� ���. �0���Œ�.���/�0�*�1� �#���0 �����. �.�!�$�� �����. �1�*��� ��� �2�.������� �����2�+��
s = f Ft : t = 1 ; 2; :::; kg�� ���.�2�� �2���� �.����� ���)�����1�� �2�&�� �/�0�/� �������&��x�� �0�Œ��������� �#���0 �2�#�$�.���. �����.�� �2�.��
������� �����2�� �.�Œ�) �2� �1�*��� ��� s ���.�� �Œ�!� �������Œ� �#���0 �2���� �������1��y�� �ü�Œ�0���/�� � �.���2���Œ�.��� �" �/�0�� ���$�0�� ���/���. �Œ� ��� �"
�2�.������� �����2���" �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.�� �.�Œ�) �2� ��� ���2����� �Œ�!�)�����0�%���"�� �2� �Œ� �1� �1�2�) �0�Œ���2�#�$���.�" �0�Œ�����0�1���" ���. ���0���&���0��
�1�����.���2�������� ���.�!�.���2���!���1�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �.�#�2���" �2���" �1�2�!�.�2�����������" �.�Œ� �2�0��� �*�� �� �0�!���.�1���. �>�'�K�L�O�����@��
�1�*���3�&���. ���0 �2���� � �Œ� ���. �1�0 �������0 �0�Œ���Œ�0�/� �2� �# ��� ���2����� �# �ú���û �.�Œ�0���0�!��� �Œ� ��� �*���2�.�� �2�#�$�.���. � �!���1������� �� ���0�#��
�!�+���0�"�� ���.�� �� �0�!���.�1���. �>�;�L�H�����@ �Œ� �# ���0�2�.���������0�� �2� �������0��� �" �2�&�� �0�����)���&�� �0���1�)�/� �# �1�0 �����. �2�#�$�.��� �������0��� �"
���.�� �1�#���Œ�����!�+���0�� ���0 �����/�0�������� ���*�!�& �.�Œ�) �2���� �0�����)���. �0���1�)�/� �#��

����



�ü���.�3�������1�� �/���.���*�1���.�2� �" ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���+���&��

�	�)�1� �� ������� �/� �" �3�L�[�H�O�'�H�I�H�Q�G �>�6�R�Q�J�����D�@ �)�1� ���.�� �� �2�0�$�������� �'�H�I�H�Q�V�H���*�$�1 �>�6�D�P�D�����@ �Œ�!� �2�0����� �#��
�2�� �$�!���1�� �Œ�.�!�.���&�������+�� ��� ���2�����&�� �����. ���. �Œ�!� ������� �#�� �����. �Œ�����.���) �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �1�2� �1�*��� ��� 
�2�&�� ���.��� �����&�� �/�0�/� �������&�� �Œ�!� �2� �* �.�#�2�� �2�.������� ������� �*���� �	� �3�L�[�H�O�'�H�I�H�Q�G �$�!���1����� �Œ� ���0�� �2� �Œ�.�!�.���&�������)
��� ���2����� �3�L�[�H�O�&�1�1 �>�-�D�Z�D�����@�� �0���+ �2� �'�H�I�H�Q�V�H���*�$�1 �$�!���1����� �Œ� ���0�� �����. �*�$�1 �.�!�$���2�0���2� �������� �>�*�R�R�G�����@��
�	�. �Œ�.�!�.���&�������� ��� ���2�����. ���Œ� �!� �*�� ���. ���0�&�!����� �*�� �&�" �����. �0���/� �" �©���.���.�!���1�2�+���ª �Œ� �# ���0�2�.�2�!���Œ� �#�� �2�.
���.���)��� �#���. �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �1�0 ���.��� ��������

���.�� � �� �/�*� �.�#�2���" ������� �/� �� �Œ�!� �1�����2� �#�� �����. �Œ�.�!�.���&�������) �/�����2�#� �Œ�!���� �.�Œ�) �2� �� �2�.������� �����2�� ���.�� ���2�1��
�2� �2�0�������) ��� ���2����� �2�.�������)�����1���" �Œ�!� ���*�Œ�2�0�� ���. �0�����.�� �����. �0���.���!�0�2������ ���.���* ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� �� �þ �0�Œ���2�#�$���.
�2�&�� �Œ�.�!�.�Œ�����& ���0���)�/�&�� � �3�0�����0�2�.�� ���#�!���&�" �1�2� ���0��� ���)�" �)�2�� �2� �����!� ���1���. �2�&�� ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���+���&�� �.�Œ�)
�������0 �0�Œ���Œ�0�/� �0�Œ���!�0�����0�� �2�� �1�#��� �������� �������1�� �2� �# �/�����2�*� �#@L (x)

@x �� �� � �Œ� ���. �.�Œ� ���2�� �0���2�0 �0���.���!�0�2������ �������!��
�2������ �0���2�0 �.���.���)�����1�2�. ���0���������� �0���Œ� �/����� ���2�.�" ���2�1�� �2� �� �0���1��� �����. ���. �0���2�������1�0�� ���0 �.���!�����0���. �2�� �����1�� �2�&��
�.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&����

������� �/� �� �������#�%���" �2���" �������1���"

�þ �0�!���.�1���. �>�&�D�U�O�����E�@ �/�0���$���0�� �)�2�� �� ������� �/� �" �2���" �.���#���2�������" �.�Œ�)�1�2�.�����" �0���.��� ��� �#���0�� ���. �0�����.�� �0�#����
���&�2�� �1�2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �þ �0�!���.�1���. �>�$�W�K�D�����D�@ �Œ�.�!� �#�1�������0�� �/���.�3� �!�0�2����� �*�" �.�����)�!������� �#�"
�0�Œ�����0�1���" �Œ�!� ���0��������� �# ���. �1�Œ���1�0�� �2���" �.���#���2�������" �1�2�!�.�2�����������" �Œ� �# ���.�1����� ���2�.�� �1�0 �2�0�$���������" �.�Œ�)���!�#�%���"
�������1���"�� ���*�!���. �.�/�#���.�����. �2�&�� �1�2�!�.�2���������+�� �.�#�2�+�� �.�Œ� �2�0���0�� �2� ���0��� ���)�" �)�2�� � �� ������� �/� �� �.�#�2� �� �/�*���.���2�.��
���)��� ���. �©���Œ�0�!�/���%� �#���ª �2� �#�" �.���2���Œ����� �#�"�� �.������ �/�#�1�2�#�$�+�" �/�0�� ���Œ� �!� �*�� ���. �0���.���0���%� �#�� �2���� �*�Œ�.�!����
�.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&����

���������� �ü�*�!�&�1�2�� ���0���2���1�2� �Œ� �����1��

���� ������� �/� �� �0�*�!�&�1�2���" ���0���2���1�2� �Œ� �����1���" �1�2� �$�0�*� �#�� �1�2���� �0���/�#�������&�1�� �2���" �.���2� �$���" �2� �# �2�.������� �����2��
�1�0 �0�Œ�������1�0���"�� �.��������� ���2�.�" �2� �� �2�!�)�Œ� ���������1���" �2� �# ��� ���2����� �# �ú���û�� ���0���0�2� �*�� �Œ�+�" ���. ���Œ� �!� �*�1�.���0 ���.
������� �#���0 �0���0�����0�" �2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �2� �# ��� ���2����� �# �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �#�Œ� �1�$�)���0���0�" �Œ�!� �������%�0���" �����. �Œ����
���.���� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ���0 �.�#�2�� �2���� ���.�2����� �!���. �.���2�������2�!�&���� � �� �0�Œ���1�2����� ���������" ���!�0�#���0�" �0�1�2������
��� �#�� ���#�!���&�" �1�2���� �0�����������1�� �2�&�� �Œ�.�!�.�����2�!�&��� � �2� �# ��� ���2����� �# ���0 �1�2�)�$� ��

���� �2���� �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�� �2� �# �����1� �# �.���2���3�.�2����� �* �1�3�������.�2� �"�� �)�Œ�&�" � �!�����0�2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1����������

� � = �D�U�J �P�L�Q
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���� �2�� ���0�����1�2� �Œ� �����1�� �2���" �����1���"�0�����$���1�2���" �/���.�2�.�!�.�$���"���P�L�Q�L�P�D�O �S�H�U�W�X�U�E�D�W�L�R�Q���� �)�Œ�&�" � �!�����0�2�.�� �1�2����
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�	�#�Œ�������� �����.�" �.�����)�!������� �" �0�*�!�&�1�2���" ���0���2���1�2� �Œ� �����1���" �����&�!�����0�� �0�� �2�&�� �Œ�!� �2���!�&�� �2���� �Œ�����.���� �.�Œ�0������
�� �2���� �Œ�����.���� �0�Œ�����0�1�� �Œ� �# �Œ�!�)���0���2�.�� ���. �/�0�$���0�� ���.���2���3�.�2�����)�" �$�+�!� �"D ���� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� � �� �.���#���)��
���0��� �� �/������� �#�!��� �*�� �2�.������� �����2���" �Œ� �# �0�����.�� �.�1�3�.���0���" �����.���2�� �2���" �1�#�����0���!�����������" �0�Œ�����0�1���"�� ���� �Œ�0�!���1�1�)��
�2�0�!�0�" �1�$�0�2�������" ���!�0�#���0�" �>�*�R�R�G�������.�X�U�D�����D���0�D�G�U�����@ �1�2� �$�0�*� �#�� �1�2���� �#�Œ�0�!���1�Œ���1�� ��� ���2�����&�� �ú���û �1�2���"
�Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �Œ� �# �/���$� ���2�.�� �0�Œ�������1�0���" �����1�& �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �2�. � �Œ� ���. ���$� �#�� �/������� �#�!�������0��
�#�Œ�) �2� �� �Œ�0�!��� �!���1���) �������!���"lp ���)�!���.�" ���1�#�����0���!���������.l1 ���.�� l2���� ���.�!�)��� �Œ� �# �#�Œ���!�$�0�� �Œ�����.���)�2���2�.
� �� �����#���0�" �.�#�2���" ���. �0�����.�� �0�#�����&�2�0�" �1�0 �0�Œ�������1�0���" �.�Œ�) ������� �#�" �����$�.�����1��� �*�" �>�;�L�D�R�����@�� �� ���0�����2�� �2���"
�.�1�3�����0���.�" ���.�2�� �2���" �0�Œ�����0�1���"lp �0�����.�� ���0���0�����+�/���" ���.�� ���Œ� �!�0�� ���. ���0�������0�#�2�0�� �1�0 �������0�" �0�Œ�������1�0���"��

���0 �.�#�2���� �2���� �0���)�2���2�.�� �0�Œ�����0���2�!�&���)���.�1�2�0 �1�0 �.���#���2�������" �Œ�!� �1�0�������1�0���" �Œ� �# �1�2� �$�0�*� �#�� �1�2���� �.���2�����0��
�2�+�Œ���1��lp �0�Œ�������1�0�&�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �.����� �!������� �#�" �0�*�!�&�1�2���" ���0���2���1�2� �Œ� �����1���"�� �+���. �/������ ���.�" �/���0�#��
���)���#���1�� ���.�� ���.���*�2�0�!�� ���.�2�.���)���1���� �/���.�$�&�!����� �#���0 �2���� �#�Œ���!�$� �#�1�. �1�$�0�2������ ���!�0�#���. �1�0 �2�!�0���" ���.�2����� �!���0�"��
���L�� �1�2���"���0���)�/� �#�" ���.��� ������� �Œ� �����1���"���U�H�J�X�O�D�U�L�]�D�W�L�R�Q �P�H�W�K�R�G�V�������L�L�� �1�2�����.���2���3�.�2������ ���0�� ����� �#�� �0���Œ�.���/�0�#�1��
���D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O ���U�H���W�U�D�L�Q�L�Q�J�� ���.�����L�L�L�� �1�2���"�Œ���1�2� �Œ� �����������0�" �����#���0�"���F�H�U�W�L�I�L�H�G �G�H�I�H�Q�V�H�V����

����



������� �/� �� ���.��� ������� �Œ� �����1���"

�����Œ� ���0�" �Œ�!�+�����0�" ���0�����2�0�" �����. �2���� �.���2�����0�2�+�Œ���1�� �2�&�� �0�Œ�������1�0�&�� �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �.���2���3�.�2������
�Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �0�Œ�����0���2�!�+��� ���2�.�� �1�2�� �/���0�!�0�*�����1�� � �!���1�������&�� ���/��� �2���2�&�� �Œ� �# �Œ�!���Œ�0�� ���. ���$�0�� �����. ���1�$�#�!�)
�ú���û �Œ�!� ���0��������� �# ���. �.���2���1�2�.���0�� �1�0 �2���2� ��� �#�" �0���/� �#�" �0�Œ�������1�0���"�� �+���. �Œ�.�!���/�0�������.�� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�6�]�H�J�����@��
�Œ�!� �2�0�����0�2�.�� �)�2�� �����. �0�*�!�&�1�2� ��� ���2����� ���. �Œ�!���Œ�0�� ���. �0�����.�� �1�2�.���0�!�) �.���)���� ���.�� �)�2�.�� � �� �0���1� �/� �� �2� �# �Œ�.�!�.��
��� �!�3�+��� ���2�.���� ���� �1�#�����!�.�3�0���" �2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& �0�!���.�1���.�" �0�Œ���2�#���$����� �#�� �2���� �0�Œ����� ���� �.�#�2���" �2���" �©�1�2�.���0��
�!�)�2���2�.�"�ª �2���" �0���)�/� �# �2� �# ��� ���2����� �# �����1�& �2� �# �Œ�0�!��� �!���1��� �* �2���" �1�2�.���0�!�� �/�L�S�V�F�K�L�W�]�� �þ �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �#
�/�����2�*� �# �#�Œ�) �.�#�2���" �2���" ���.��� ������� �Œ� �����1�0���" �/�*���.�2�.�� ���. ��� �������1�0�� �2� ��� ���2����� ���. �Œ�.�!� �#�1�������0�� ���0���.���*�2�0�!��
�0�#�!�&�1�2���.��

���� �ü�Œ����� ���� ���#�!�+�1�0�&�� �1�2�. �0�Œ���Œ�0�/�. �0���.���2���.�" �2���" �1�2�.���0�!���" �/�L�S�V�F�K�L�W�]�� �õ�2�.�� ���0���0�2���������0 �����. �Œ�!�+�2��
�3� �!�� �2� �����2�����. �2� �# �Œ�)�1� �0�#�����&�2�. �0���3�.������� ���2�.�� �2�. ��� ���2�����. �ú���û �.�Œ�����.���2�� �1�0 �0�Œ�������1�0���" �.���2����
�3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �2� �# �>�6�]�H�J�����@ �Œ�!�)�2�0�����.�� �)�2�� �� �Œ�!� �1�������� �)�!�&�� ���.��� ��
������� �Œ� �����1���" �1�2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �2� �# �/�����2�*� �# ���.�2�� �2�� �/�����!���0���. �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���" ���Œ� �!�0�� ���. �.���.��
�������1�0�� �2� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� ���. �������0�� �Œ��� �1�2�.���0�!�)�� ����� �1�#�����0���!���������.�� �0���1�����.���.�� �2� �� �Œ�0��
�!��� �!���1���) �2���" �1�2�.���0�!���" �/�L�S�V�F�K�L�W�]L k ���0�2�.���* � �Œ� ���&���/���Œ� �2�0 �/�*� �0�Œ���Œ���/�&���� �)�Œ�&�" �/�����0�2�.�� �1�2����
�ü�����1�&�1������������

8x; �; jjhk (x; Wk ) �í hk (x + � ; Wk )jj � L k jj � jj ������������

���2�1�� �+�1�2�0 �2� �.�Œ� �2�����0�1���. �������0 �0�Œ���Œ���/� �# ���. ������ �0�Œ���!�0�����0�2�.�� �0�*��� ���. �.�Œ�) �2�� �������!�� �Œ�����.���� �Œ�.��
�!�.���)�!�3�&�1�� �2���" �0���1�)�/� �# �2� �#�� ���� �1�#�����!�.�3�0���" �2���" �0�!���.�1���.�" �>�&�L�V�V�����@ �0�Œ���1����� �Œ� �����1�.�� �2���� �Œ�.�!�.��
�Œ�����& ���/���.�� ���1�$�#�!�����)���0��� �� �)�2�� �2� �.���2���3�.�2�����) �1�3�������. �2� �# ��� ���2����� �#�� �Œ� �# � �!���1�2�����0 �1�2���� �ü�����1�&�1��
�������� �0���.�!�2���2�.�� �.�Œ�0�#���0���.�" �.�Œ�) �.�#�2�� �2���� �.�1�2�����0���.L k �� �)�Œ�&�" �.�Œ� �/�0�������*�0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1��
����������
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�)�Œ� �#� p �0�����.�� �� �1�2�.���0�!�� �/�L�S�V�F�K�L�W�] �2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�"�� �ù�#�2�� �� �3�)�!��� �#���. �Œ� �# �/���.�2�#�Œ�+���0��
�2�.�� �1�2���� �ü�����1�&�1�����������/�����+���0�� �)�2�� ���.�2�� �2�� �/�����!���0���. �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �2� �# �/�����2�*� �#�� �� �0�Œ����� ����
���#�!�+�1�0�&�� �1�0 �������0 ���!�#�3�) �0�Œ���Œ�0�/� �0���.���2���.�" �2���" ���0���������" �.�1�2�����0���.�" ���Œ� �!�0�� ���. �1�#���������0�� �1�2��
���0���&�1�� �2� �# �.���2���3�.�2����� �* �1�3�������.�2� �" �2� �# ��� ���2����� �# ���.�� ���.�2�� �1�#�����Œ�0���.�� �1�2���� �.�*�����1�� �2���"�� �Œ� �#
�.�3� �!�� �1�0 �����#���0�" �$�&�!���" �0�Œ� �Œ�2�0���. �� ���0 ���0�!������ �0�Œ� �Œ�2�0���. �>�0�L�\�D�����@��

���� �ü�Œ����� ���� ���#�!�+�1�0�&�� �1�2���" ���0�!�������" �Œ�.�!�.���+��� �# �2�&�� �0�Œ���Œ���/�&���� �þ �0�!���.�1���. �>�*�X�����@ �0���1�����.���0 �2� �� �.����
���)�!������� �'�H�H�S �&�R�Q�W�U�D�F�W�L�Y�H �1�H�W�Z�R�U�N �����. �2���� ���.��� ������� �Œ� �����1�� �2���" �/���.�/�����.�1���.�" �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���"��
�þ ������� �/� �" �.�#�2�� �Œ�!� �2�0�����0�� �2���� �Œ�!� �1�������� �Œ� �������" �1�2���" ���0�!�������" �Œ�.�!�.���+��� �#�" �2� �# ��� ���2����� �# �1�0
�������0 �0�Œ���Œ�0�/� ���.�2�� �2�� �/���.�/�����.�1���. �0���2�����0�1���" �2� �# �.����� �!������� �# �2���" �Œ�!� �" �2�. �Œ���1�& �/�����/� �1���"�� ���2�1��
�+�1�2�0 �����. �.�����.���� �2�&�� �/�0�/� �������&�� �0���1�)�/� �# ���. ������ �Œ�!� ���.���0�� ���0�������� �.�����.���� �1�2���� ����� �/� �������0
�0�Œ���Œ���/� �#�� ���#���0�Œ�+�" ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� ���.�����1�2�.�2�.�� �Œ����� �� �Œ��� �/�*�1��� ��� �����. �2� �� �2�.������� �����2�� ���.
�/�+�1�0�� �0�1�3�.���������0�" �Œ�!� �������%�0���" �1�2�. �/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�0�!�����$� �#�� �����Œ� ���. �/���.�2�.�!�.�$����

�ù���2���3�.�2������ ���0�� ����� �#�� �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���0 �)�*�6�0

�þ �0�!���.�1���. �>�*�R�R�G�����@ �0�����.�� �� �Œ�!�+�2�� �Œ� �# �Œ�!� �2�0�����0�� �2���� �0���1�.���&���� �Œ�.�!�.���)���0���&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.��
�!�.�/�0���������2�&�� �1�2�� �/���.�/�����.�1���. �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� ���!� �1�����2� ���2�.�" �2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. ���0 �2����
�.������������ �2� �#�" �0�2�������2�.(x0; y) �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �1�2���� � �#�1���. �0���Œ�.���/�0�*� �#���0 �2� �� �2�.��
������� �����2�� ���. ���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� �2� �/�0�������.x0�1�2���� �������1��y�� ���2�1�� �+�1�2�0 �2� ���0�2���Œ�0���2�. �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� 
���. �Œ�!� �������Œ�0�� �1�&�1�2�� �2���� �0�2�������2�. �Œ�.�!�)��� ���&�� ���0����� ���2�����+�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&����

����



���� �1�#�����!�.�3�0���" �2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& ���0�����2���" �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� ���� �1�2� �$�0�#�������� �)�*�6�0 �0�Œ�����0�1�� ���ü���)�2���2�.
������������ �Œ�!� ���0��������� �# ���. �/������� �#�!�����1� �#�� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.x0 �����. �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.����
�/�0�#�1���"�� �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� ���.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1������������

x0 = x + � �V�J�Q(r xL (( �; x; y )) ������������

�ü���Œ�.���/�0�*� ���2�.�" �2� ��� ���2����� �1�0 ���.��� ������ �/�0�������.�2�. �0�Œ�.�#�����������. ���0 �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �.�#�������0��
�2�.�� �� �.�����0���2�����)�2���2�. �2� �# �/�����2�*� �# �����.���2�� ���.���)��� �#���&�� �/�0���������2�&�� �Œ� �# �/������� �#�!��� �*���2�.�� �.�Œ�) �2���� �)�*�6�0
������� �/� �� �þ �1�2�!�.�2���������� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �.�#�2���" �2���" ���0���)�/� �# �.���������0�� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�.�X�U�D�����D�@ ���2�1�� �+�1�2�0
���. �0�����.�� �/�#���.�2�� �� �������������&�1�� �2� �# ��� ���2����� �# �1�0 ���0���.���*�2�0�!�. �1�*��� ���. �/�0�/� �������&���� �)�Œ�&�" �2� �,�P�D�J�H�1�H�W
�>�R�Q�O�L�G�@�� ���� �1�#�����!�.�3�0���" �.�#�2���" �2���" �0�!���.�1���.�" �Œ�!� �2�0����� �#�� �)�2�� �� �0�3�.�!��� ���� ���.��� ������� �Œ� �����1���" �.���� �/���1���0�"
���. ���0���2���+�1�0�� �2���� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�2���2�. �2���" �.���2���3�.�2�������" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �>�,�R�I�I�����@�� ���2� �� �ù�����)�!������� �� �Œ�.��
�!� �#�1������� �#���0 �2�. ���.�1������ �1�����0���. �.�#�2���" �2���" ���0���)�/� �#��

�$�O�J�R�U�L�W�K�P �����$�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �7�U�D�L�Q�L�Q�J �Z�L�W�K �)�*�6�0 �E�\ �E�D�W�F�K�H�V
�5�D�Q�G�R�P�O�\ �L�Q�L�W�L�D�O�L�]�H �Q�H�W�Z�R�U�NF
�U�H�S�H�D�W

���� �5�H�D�G �P�L�Q�L�E�D�W�F�KB = f x1; :::; xm g �I�U�R�P �W�U�D�L�Q�L�Q�J �V�H�W��
���� �*�H�Q�H�U�D�W�Hk �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �H�[�D�P�S�O�H�Vf x1

adv ; :::xk
advg �I�R�U �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �E�H�Q�L�J�Q

�H�[�D�P�S�O�H�V
�X�V�L�Q�J �F�X�U�U�H�Q�W �V�W�D�W�H �R�I �W�K�H �Q�H�W�Z�R�U�NF ��

�����8�S�G�D�W�HB 0 = f x1
adv ; :::; xk

adv ; xk+1 ; :::; xm g��
�'�R �R�Q�H �W�U�D�L�Q�L�Q�J �V�W�H�S �R�I �Q�H�W�Z�R�U�NF �X�V�L�Q�J �P�L�Q�L�E�D�W�F�KB 0

�X�Q�W�L�O�W�U�D�L�Q�L�Q�J �F�R�Q�Y�H�U�J�H�G

�� �0���Œ�.���/�0�#������� �" �2�.������� �����2���" �Œ�.�!� �#�1�������0�� �#�%������ �.���2� �$�� �1�2���" �0�Œ�������1�0���" �)�*�6�0�� �.������ �0���.��� ��
��� �#���0�� ���. �0�����.�� �0�#�����&�2� �" �1�0 �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �0�Œ�.���.�����Œ�2�������" �/���.�/�����.�1���0�"�� �þ �0�!���.�1���.
�>�7�U�D�P�����@ ���!�$�0�2�.�� ���. ���.�2�.�!�!���%�0�� �2� �Œ�.�!�.�Œ�����& �1�#���Œ���!�.�1���. �#�Œ� �1�2���!����� ���2�.�" �)�2�� �� �����#���. �.�#�2�� �0�����.��
�0�Œ���1���" �0�#�����&�2�� �1�0 �0�Œ�������1�0���" ���0 �����. �������.�� ���0 �������0 �Œ�0�!���Œ�2�&�1���� �� �.���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���0 �)�*�6�0
�/�*���.�2�.�� ���. �Œ�!� ���.�����1�0�� �.�Œ�)���!�#�%�� �2���" �������1���"�� ���.���+�" � �0���Œ�.���/�0�#������� �" �2�.������� �����2���"F �Œ�.�!� �#�1�������0��
�����2� ���� ���� � ���.���)�2���2�. ��� ���2�� �1�2� �/�0�������. �0�������$� �#x�� �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� ���.�� �1�2� ���$�����.��������

���$�����. �������� �ù�Œ�0�����)�����1�� �2���" �.�Œ�)���!�#�%���" �������1���" �1�2���� �.���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���0 �)�*�6�0
���������� ���>�7�U�D�P�����@����

�ù���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���0 �3�*�'

���2���� �0�!���.�1���. �>�0�D�G�U�����@ �Œ�!� �2�0�����0�2�.�� �� �$�!���1�� �2���" �0�Œ�����0�1���" �3�*�' �����. �2���� �.���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1����
�.���2�� �2���" �$�!���1���" �0�Œ�������1�0�&�� �0���)�" �������.�2� �" �)�Œ�&�" �� �)�*�6�0�� ���� �0�Œ�������1�0���" �3�*�' ���Œ� �!� �*�� ���. ���0�&�!����� �*��
�&�" �����. �0�#�!���1�2������ ������� �/� �" �����. �2���� �0�*�!�0�1�� �2� �# �Œ��� �.���2���3�.�2����� �* �Œ�.�!�.�/�0�������.�2� �" �1�2���� �Œ�0�!��� �!���1�������� �.�Œ�)

����



�2����l1 �1�3�.���!�. ���*�!�& �.�Œ�) �2� x��B � (x) ���.�� �1�#��� �%����� ���2�.�� �����1�. �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1������������

xadv = �D�U�J �P�D�[
x 02 B� ( x )

L (x0; F ) ������������

�ü�/�+�� �2� �Œ��� �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������.xadv �.�Œ� �2�0���0�� �2� �1�����0��� �0���0����� �)�Œ� �# � �2�.������� �����2���"F ���$�0�� �2��
���0���.���*�2�0�!�� �Œ�����.���)�2���2�. ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�������0���� �õ�2�.�� �2� ��� ���2����� �ú���û �0���Œ�.���/�0�*�0�2�.�� �1�0 �.�#�2�� �2�. �Œ��� �.���2����
�3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �1�2���� �Œ�!�.�����.�2�����)�2���2�. �0�Œ�����*�0�2�.�� �2� �Œ�!�)���������. �0�����������1���" �2�&�� �Œ�.�!�.�����2�!�&���
�2� �# ��� ���2����� �# �Œ� �# �0���.�$���1�2� �Œ� ��� �*�� �2� �.���2���3�.�2�����) �1�3�������.�� �)�Œ�&�" ���$�0�� � �!���1�2�0�� �1�2���� �ü�����1�&�1���������� �ü����
�2� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� ���$�0�� �������!�� �2������ �1�3�������.�2� �" �1�0 �.�#�2�� �2�. �Œ��� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �2�)�2�0
�0�����.�� �.�1�3�.�����" �Œ�.���2� �* �1�2�� ���0���2� ������ �2� �#x �Œ� �# � �!�����0�2�.�� �.�Œ�) �2�� �1�3�.���!�.B � (x)�� �ü�Œ���1�����.�����0�2�.�� �)�2����
�� ������� �/� �" �.�#�2�� �0���Œ�.���/�0�*�0�� �2� ��� ���2����� ���)��� �1�0 �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ���.�� �)�$�� �1�2� �1�#���/�#�.�1���)
���.��� �����&�� ���.�� ���.���)��� �#���&�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �Œ� �# �0���/�.���0 �1�0 �Œ�!� ����� �*���0���� �Œ�.�!�����!�.�3� �� �� �.�����)�!������� �"
�0���Œ�.���/�0�#�1���" �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �1�2� �� �ù�����)�!������� ����
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���� �5�H�D�G �P�L�Q�L�E�D�W�F�KB = f x1; :::; xm g �I�U�R�P �W�U�D�L�Q�L�Q�J �V�H�W��
���� �*�H�Q�H�U�D�W�Hm �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �H�[�D�P�S�O�H�Vf x1
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�	� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� �����1�0�� �.�#�2���" �2���" ���0���)�/� �# �Œ�.�!� �#�1�������0�� �#�%������ �.�����0���2�����)�2���2�. �.�Œ�����.���2��
�1�0 �0�Œ�������1�0���" �0���)�" �������.�2� �" �.������ ���.�� �1�0 �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �0�Œ�.���.�����Œ�2�������" ���0���)�/� �#�" �Œ�����&
�1�2�. �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7 �>�/�H�&�X�@ ���.�� �&�,�)�$�5���� �>�R�Q�O�L�E�@�� �
�1�2�)�1� �� �� ������� �/� �" �.�#�2�� �Œ�0�!�����.���������0��
�����. �0�Œ�.���.�����Œ�2������ �0�Œ�����0�1�� �����. �������0 �/�0�������. �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� ���)���& �.�#�2� �*�� ��
�$�!� �������� �Œ� ���#�Œ��� ���)�2���2�. �.�#�2���" �2���" �.���2���3�.�2�������" �0���Œ�.���/�0�#�1���" ���. �0�����.�� �� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�"k���������.�2�.
�1�2�� �3�*�' ������� �/� ��k �3� �!���" ���0���.���*�2�0�!�� �.�Œ�) �2���� �3�#�1������ �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���.�� ���.�2�� �1�#�����Œ�0���. �� �������������&�1��
�.�#�2���" �2���" ���0���)�/� �# �1�0 ���0�������. �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �)�Œ�&�" �2� �,�P�D�J�H�1�H�W �>�R�Q�O�L�G�@ ���.�����1�2�.�2�.�� �0���.���!�0�2������
�/�*�1��� ������

���#���/�#�.�1�2������ �.���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1���"

�þ �0�!���.�1���. �>�7�U�D�P�����@ �0���1�����0�� �����. ������� �/� �.���2���3�.�2�������" �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �� � �Œ� ���. ���Œ� �!�0�� ���. �Œ�!� �1�2�.��
�2�0�*�1�0�� ��� ���2�����. �1�#���0�������2�����+�� ���0�#�!�&�������+�� �/�����2�*�&�� �.�Œ�) �0�Œ�������1�0���" �0���)�" �������.�2� �" ���.�� ���Œ� �!�0�� �0�Œ���1���" ���.
�0�3�.�!��� �1�2�0�� �1�0 ���0�������. �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �)�Œ�&�" �2� �,�P�D�J�H�1�H�W �>�R�Q�O�L�G�@�� �þ ���0���2�!������ ���/���. �2���" ���0���)�/� �#
�.�#�2���" ���.�1�����0�2�.�� �1�2���� �.�*�����1�� �2� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �2� �# �2�.������� �����2�� �����1�& �2���" �Œ�!� ��
�1���������" ���.�2�.�1���0�#�.�1�������&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �Œ� �# ���$� �#�� �/������� �#�!�������0�� �����1�. �.�Œ�) ������� �#�"
�Œ�!� �0���Œ�.���/�0�#������� �#�" �2�.������� �����2���"�� �+���. �Œ�.�!���/�0�������.�� �0���� �1��� �Œ�0�*� �#���0 ���. �0���Œ�.���/�0�*�1� �#���0 �����.�� �0�*�!�&�1�2� 
�2�.������� �����2��F �� ���Œ� �!� �*���0 �Œ�!�+�2�. ���. �Œ�!� �0���Œ�.���/�0�*�1� �#���0 �2� �#�" �2�.������� �����2���"F1��F2 ���.��F3 �&�" �����1�0���"��
�ù�#�2� �� � �� �2�.������� �����2���" ���. ���$� �#�� �/���.�3� �!�0�2�������" �#�Œ�0�!�Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �.�Œ�) �2� ��� ���2����� F �� ���2�� �1�#�����$�0���.�� �����.
�������0 �/�0�������.x�� �$�!���1����� �Œ� ��� �*���0 �2���� �0�Œ�����0�1�� �0���)�" �������.�2� �" �)�*�6�0 �����. ���. �/������� �#�!�����1� �#���0 �.���2���3�.��
�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �����. �2�. ��� ���2�����.F1��F2 ���.��F3 ���.�� ���. �Œ���!� �#���0 �.���2���1�2� ���$�.x1

adv ��x2
adv ��x3

adv �� �����!��
�1�2���� ���/���)�2���2�. ���0�2�.�3� �!���" ���0�2�.���* �/���.�3� �!�0�2�����+�� ��� ���2�����&�� �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� � �� �0�Œ�������1�0���" �0���)�" ������
���.�2� �"�� �2�. �/�0�������.�2�.x1

adv ��x2
adv ��x3

adv �0�����.�� �Œ�����.���) ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�����1� �#�� ���.�� �2� �� �2�.������� �����2��F �� �ù�#�2�)
�1�����.�����0�� �)�2�� �2�. ���.�2�.�1���0�#�.�1�������. �.�#�2�� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �.�Œ� �2�0��� �*�� �����. ���.���� �Œ�!� �1���������1��
�2� �# �Œ��� �.���2���3�.�2����� �* �Œ�.�!�.�/�0�������.�2� �" �����. �2� ��� ���2����� F �1�2� x�� �Œ� �# � �!���1�2�����0 �����1�. �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1��
���������� �þ �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �# ��� ���2����� �# �Œ�����& �1�2� �1�#���/�#�.�1���) �.�#�2�+�� �2�&�� �/�0���������2�&�� ���. �0���.�$���1�2� �Œ� �����1�0�� �2� 
�.���2���3�.�2�����) �1�3�������.�� �Œ� �# �/�����0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

�ù�#�2�)�" � �.�����)�!������� �"�1�#���/�#�.�1�2�������" �.���2���3�.�2�������" �0���Œ�.���/�0�#�1���"���H�Q�V�H�P�E�O�H �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �W�U�D�L�Q�L�Q�J�� �0�����.��
�Œ��� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�" �.�Œ�) �.�#�2� �*�" �Œ� �# �0���/�.���0 �1�2���" �/�*� �Œ�!� ����� �*���0���0�" �Œ�.�!�.���!���3� �#�"�� ���.���+�" �.�Œ� �1�#���/���0��
�2�� �/���.�/�����.�1���. �0���Œ�.���/�0�#�1���" �2�&�� ��� ���2�����&�� �.�Œ�) �2�� �/������� �#�!�����. �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&����
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�þ �.���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���0 �3�*�' �Œ� �# �.���.���*�1�.���0 �Œ�!� ����� �#�������&�"�� �.�� ���.�� �Œ�!�)���0���2�.�� �����. �����. �.�Œ�)
�2���" �Œ��� �#�Œ� �1�$�)���0���0�" ���.�� �.�����)�Œ���1�2�0�" �1�2�!�.�2�����������" �����#���.�"�� �1�2�� ���0�������� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �0�����.�� �.�!���� ������� �/� �"
���0 ���0������� �#�Œ� ��� �����1�2�����) ���)�1�2� �"�� ���2���� �0�!���.�1���. �>�6�K�D�I�����@�� �Œ�!� �2�0�����0�2�.�� �����.�" �.�����)�!������� �" �.���2���3�.�2�������"
�0���Œ�.���/�0�#�1���" � � �Œ� ��� �" ���0���2���+���0�� �2���� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�2���2�� �2� �# �0�Œ�.���.�$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2� �#�" �#�Œ� ��� ������
�1��� �*�" �2�&�� �Œ���1�& �Œ�0�!�.�1�����2�&���� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �.�����)�!������� �� �2� �/�������#�1���. ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���+���&�� �2� �# �1�3������
���.�2� �" �1�2� �/�0�������. �0���1�)�/� �#@L (x+ �;� )

@x ���.�� �2� �/�������#�1���. ���0�!�����+�� �Œ�.�!�.���+���&�� �2� �# �1�3�������.�2� �" �1�2���" �Œ�.�!�.��

�����2�!� �#�" �2� �# ��� ���2����� �#@L (x+ �;� )
@� ���Œ� �!� �*�� ���. �#�Œ� ��� �����1�2� �*�� ���.���� �1�0 �����. �������. � �Œ���1��� �/�����/� �1���"�� �����1�&

��� �������" �$�!���1���" �2�&�� ���/���&�� �)�!�&�� �2� �# ���.���)���. �.���#�1���/�.�"�� �� �.�����)�!������� �" �.�#�2�)�" �.���2���3�.�2�������" �0���Œ�.���/�0�#�1���"
�Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �1�2� �� �ù�����)�!������� ����

�$�O�J�R�U�L�W�K�P �����)�U�H�H �$�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �7�U�D�L�Q�L�Q�J
�5�D�Q�G�R�P�O�\ �L�Q�L�W�L�D�O�L�]�H �Q�H�W�Z�R�U�NF
�U�H�S�H�D�W

���� �5�H�D�G �P�L�Q�L�E�D�W�F�KB = f x1; :::; xm g �I�U�R�P �W�U�D�L�Q�L�Q�J �V�H�W��
���� �I�R�Ui = 1 :::m �G�R

���D�� �8�S�G�D�W�H �P�R�G�H�O �S�D�U�D�P�H�W�H�U�
g�  E

(x;y )2 B
[r � L ((x+ � ; y; � )]

gadv  r xL ((x+ � ; y; � )
�  � �í �g �

���E�� �*�H�Q�H�U�D�W�H �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �H�[�D�P�S�O�H�V
�  � + �sign (gadv)
�  clip(�; �í�; � )

�����8�S�G�D�W�H �P�L�Q�L�E�D�W�F�KB �Z�L�W�K �D�G�Y�H�U�V�D�U�L�D�O �H�[�D�P�S�O�H�Vx + � ��
�X�Q�W�L�O�W�U�D�L�Q�L�Q�J �F�R�Q�Y�H�U�J�H�G

���2���� �0�!���.�1���. �>�=�K�D�Q�����D�@ �#�Œ� �1�2���!�����0�2�.�� �)�2�� �)�2�.�� � �� �Œ�.�!�����0�2�!� �� �2� �# ��� ���2����� �# �0�����.�� �1�2�.���0�!���"�� �2� 
�.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �Œ� �# �/������� �#�!���0���2�.�� �����1�& �2���" ���0���)�/� �# �3�*�' �1�#���/�#�����0�2�.�� ���)��� ���0 �2�. �����!�� �2� �#
�Œ�!�+�2� �# �0�Œ���Œ���/� �# �2� �# �ú���û�� ���2���� ���!�0�#���. �.�#�2�� �.���.�Œ�2�*�1�1�0�2�.�� � �.�����)�!������� �" �<�R�X �2�Q�O�\ �3�U�R�S�D�J�D�W�H �2�Q�F�H
���<�2�3�2���� � � �Œ� ��� �" �0�Œ�.���.�$�!���1����� �Œ� ���0�� �2���� �������1�� �2� �# �1�3�������.�2� �" �1�2���� ����� �/� �2� �# �Œ�!�+�2� �# �0�Œ���Œ���/� �# �2� �#
��� ���2����� �#@L (x+ �;� )

@Z1 (x) ���.�2�� �2�� �/�����!���0���. �2�&�� �3�*�' �0�Œ�������1�0�&���� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� �2� �<�2�3�2 �.�Œ� �3�0�*���0��
�Œ� �������" �3� �!���" �2� �� �#�Œ� ��� �����1���) �2���" �������1���" ���.�� �1�#���0�Œ�+�" ���0���+���0�� �2� �#�Œ� ��� �����1�2�����) ���)�1�2� �"��

�ü�#�.�Œ�)�/�0�����2�0�" �����#���0�"

�þ �.���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���$�0�� �.�Œ� �/�0���$���0�� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2������ �1�2���� �Œ�!� �1�2�.�1���. �2�&�� ��� ���2�����&�� �����.���2��
�.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �ú�����.���.�� �� ������� �/� �" �.�#�2�� �0���.��� ��� �#���0�� ���. ������ �.�Œ� �2�0���0�� �0�����*���1�� �����. �2����
�.�1�3�����0���. �2�&�� �0���Œ�.���/�0�#�������&�� �2�.������� �����2�+���� ��� �2�� �/�0�� ���. �����!� �#���0 �0���� �#�Œ���!�$� �#�� �Œ��� ���1�$�#�!���" �0�Œ�������1�0���"
�Œ� �# ���Œ� �!� �*�� ���. �1�Œ���1� �#�� �.�#�2���" �2���" �����#���0�"�� � �Œ�)�2�0 �� �����0�1�� �0�3�.�!��� ���� �.�#�2�+�� �2�&�� �.����� �!�������&�� �.���2����
�3�.�2�������" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �1�0 �0�!���.�1���0�" ���!���1�����0�" �&�" �Œ�!� �" �2���� �.�1�3�����0���. �/�0�� �.�Œ� �2�0���0�� �!�0�.�����1�2������ �0�Œ����� ������

�õ�Œ�&�" �.���.�3���!�.���0 �1�0 �Œ�!� ����� �*���0���� �0���)�2���2�.�� �� �0�!���.�1���. �>�&�D�U�O�����@ ���2�.�� �� �Œ�!�+�2�� �Œ� �# �0���1�����.���0 �2� ��
�.�����)�!������� �5�H�O�X�S�O�H�[ �����. ���. �0���0�2���1�0�� �2���� �0�#�!�&�1�2���. �2�&�� ��� ���2�����&�� �ú���û�� ���*���3�&���. ���0 �.�#�2�� �2���� ���!�0�#���.��
�)�2�.�� �/�����0�2�.�� �����. ��� ���2����� F �� � �.�����)�!������� �" �#�Œ� ��� �������0�� �2���� �.���!������ �2������ �2���" �.�Œ�)�1�2�.�1���" �2���" �0�����$���1�2���"
�/���.�2�.�!�.�$���"r (x; F )�� ���0 �������. ���)�����.�� � �2�.������� �����2���" ���0�&�!�0���2�.�� �.�1�3�.�����" �����.���2�� � �Œ� ���.�1�/���Œ� �2�0 �/���.�2�.��
�!�.�$���" ���0 ���)�!���. �������!�)�2�0�!�� �.�Œ�)r (x; F )�� �ü���� �0�3�.�!���)�1� �#���0 �2� �� �.�����)�!������� �5�H�O�X�S�O�H�[ �1�0 � ���)�������!� �2� 
�1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0�������$� �#�� ���Œ� �!� �*���0 ���. �0������� �#���0 �2� �Œ� �1� �1�2�) �2�&�� �/�0���������2�&�� �Œ� �# �0�����.�� �.�Œ� ���*�2�&�"
�.�1�3�.�����" �����.���2�� �/���.�2�.�!�.�$�+�� ���0 ���)�!���. �������!�)�2�0�!�� �.�Œ�)r0�� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� �� ���0�!�/����� �#���0 �0���Œ���1�2� ��
�1�*���� ���.�� ���0���+��� �#���0 �2� �� �.���.���0���)���0��� �������/�#��� ���.�2�� �2���� ���.�2�.�1���0�#�� ��� ���2�����&�� �ú���û��

�þ ������� �/� �" �5�H�O�X�S�O�H�[ �� �)�Œ�&�" �0�Œ���1���������.���0 �Œ�!� ����� �#�������&�" �� �0�Œ���/���+���0�� ���. ���!�0�� �2���� �.���!������ �2������ �2� �#
r (x; F ) �Œ� �# ���Œ� �!�0�� ���. �0�Œ�.�������0�*�1�0�� �2���� �.���2� �$�� �2� �# ��� ���2����� �#F �1�2� x�� �ù���2�����0�2�.�� �0�!���.�1���0�" �)�Œ�&�" � ��
�>�5�D�J�K�������:�R�Q�J�����D���+�H�L�Q�����@ �Œ�!� �1�Œ�.��� �*�� ���. ���!� �#�� �0���Œ�.���/�0�*�1�����. �©�Œ���1�2� �Œ� �����2�������ªC(x; F ) �����. ���.
�0�Œ�.�������0�*�1� �#�� �2���� �0�#�!�&�1�2���. �2� �# ��� ���2����� �#�� �+���. �Œ�.�!���/�0�������. �1�2���� �0�!���.�1���. �>�+�H�L�Q�����@�� �����. �Œ���1�2� �Œ� ����

����



���2�����)C(x; F ) �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �����. �2� ��� ���2����� F �1�2� x�� �	� �Œ���1�2� �Œ� �����2�����) �.�#�2�) �0�����.�� �1�2���� � �#�1���. �����.
���.�2�+�2�0�!� �)�!��� �2���" �.�Œ�)�1�2�.�1���" �2���" �0�����$���1�2���" �/���.�2�.�!�.�$���"��C(x; F ) 6 r (x; F )�� �ü�Œ� �������&�"�� �2� ��� ��
���2����� �Œ�!���Œ�0�� ���. �0�����.�� �.�1�3�.�����" �����.���2�� � �Œ� ���.�1�/���Œ� �2�0 �/���.�2�.�!�.�$���" ���0 ���)�!���. �Œ� �# �Œ�0�!��� �!�����0�2�.�� �.�Œ�) �2� 
C(x; F )�� �ü�Œ���Œ����� ���� �.�#�2�� �2�. �Œ���1�2� �Œ� �����2������ �/�*���.���2�.�� ���. �0���Œ�.���/�0�#�2� �*���� �Œ�!�������. �2� � �Œ� ��� �1�����.�����0�� �)�2��
�� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �����. �2�� ���0���2���1�2� �Œ� �����1�� �2� �#�" ���. �Œ�!� �1�3���!�0�� ���.���*�2�0�!�� �0�#�!�&�1�2���. �1�2� �� �2�.������� �����2���� ���0 �.�#��
�2���� �2���� �0���)�2���2�.�� ���. �Œ�.�!� �#�1�����1� �#���0 �0�� �1�#���2� �����. � �!���1�������0�" ���0���)�/� �#�" �����. �2� �1�$�0�/���.�1���) �.�#�2�+�� �2�&��
�Œ���1�2� �Œ� �����2�����+����

���� ���.�2�+�2�0�!� �)�!��� �0�����$���1�2���" �/���.�2�.�!�.�$���"�� �þ �0�!���.�1���. �>�+�H�L�Q�����@ �Œ�!� �2�0�����0�� �����. ���.�2�+�2�0�!� �)�!��� C(x; F )
�����. �2���� �.�Œ�)�1�2�.�1�� �2���" �0�����$���1�2���" �/���.�2�.�!�.�$���" �2� �#F �1�2� x ������� ���2�.�" �$�!���1�� �2� �# ���0�&�!�����.�2� �"
�&�U�R�V�V���/�L�S�V�F�K�L�W�] ���.�� � �!�����0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1�����������@��

�P�D�[
�> 0

�P�L�Q
n

�P�L�Q
i 6= y

Zy(x) �íZ i (x)
�P�D�[x02 B� (x) jjr Zy(x0) �ír Z i (x0)jj

; �
o

������������

�ù�������0�� ���. �1�����0���&���0�� �)�2�� �� �/���.�2�*�Œ�&�1�� �2� �#C(x; F ) �0���.�!�2���2�.�� ���)��� �.�Œ�) �2�.F ���.��x�� ���.�� �0�����.��
�0�*��� ��� ���. �#�Œ� ��� �����1�2�0�� �����. �����. ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� ���0 �����. ���)��� ���!�#�3�) �0�Œ���Œ�0�/� �� �ò�2�1���� �2� ��� ���2����� 
F ���Œ� �!�0�� ���. �.�Œ� �/�0���$���0�� �.�1�3�.�����" �1�2���� �Œ�0�!��� �$�� �Œ� �# � �!�����0�2�.�� �0���2�)�" �2���" �.�Œ�)�1�2�.�1���"C(x; F )��
�þ �0���Œ�.���/�0�#�1�� �����. �2�� ���0�����1�2� �Œ� �����1�� �.�#�2� �* �2� �# ���.�2�+�2�0�!� �# � �!��� �# ���. �������0�� �2� �� �2�.������� �����2�� �Œ��� 
�0�*�!�&�1�2� ��

���� �ñ���& �)�!��� �.���2���3�.�2����� �* �1�3�������.�2� �"�� ���� �0�!���.�1���0�" �>�5�D�J�K�������:�R�Q�J�����D�@ �Œ�!� �1�Œ�.��� �*�� ���. ���!� �#�� �����.
�����& �)�!��� U(x; F ) �Œ� �# �0�����.�� ���0���.���*�2�0�!� �.�Œ�) �2� �.���2���3�.�2�����) �1�3�������.L adv(x; F ) ���.�� �/�����0�2�.�� �.�Œ�)
�2���� �ü�����1�&�1������������

L adv(x) = �P�D�[
x0

n
�P�D�[
i 6= y

Z i (x0) � Zy(x0)
o

s: t: x 0 2 B � (x)
������������

�	� �Œ���1�2� �Œ� �����2�����)U(x; F ) ���0���2� �#�!���0�� ���0 �2� �� �0�����" �2�!�)�Œ� �� �0����U(x; F ) < 0�� �2�)�2�0 �2� �.���2���3�.�2�����)
�1�3�������. �0�����.��L (x; F ) < 0�� �ü�Œ� �������&�"�� � �2�.������� �����2���" �/�����0�� �Œ�����2�. �2�� ���0���.���*�2�0�!�� ���.����� ��� ��
�����. �1�2���� �Œ�!�.�����.�2������ �������1��y �0���2�)�" �2���" �1�3�.���!�.�"B � (x) ���.�� ���2�1�� �2� ��� ���2����� �0�����.�� �.�1�3�.�����" �1�0
�.�#�2���� �2���� �Œ�0�!��� �$���� �+���. ���. �.�#�����1� �#���0 �2���� �0�#�!�&�1�2���. �2� �# ��� ���2����� �#�� �Œ�!���Œ�0�� ���. ������� �#���0 �2���" �Œ�.��
�!�.�����2�!� �#�" �Œ� �# ���$� �#�� �2�� �������!�)�2�0�!�� �2������U�� ���2�1�� �+�1�2�0 �)��� ���.�� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�. �/�0�������.�2�. ���. ���$� �#��
�.�Œ� ���2� �*�� �.�!�����2�������" �2�������"U��

�þ �0�!���.�1���. �>�5�D�J�K�����@ �$�!���1����� �Œ� ���0����������� �!���1������� �Œ�!� ���!�.�����.�2���1���)���V�H�P�L���G�H�I�L�Q�L�W�H �S�U�R�J�U�D�P�P�L�Q�J��
�>�9�D�Q�G�����@ �����. �2���� �0�Œ�����#�1�� �2� �# �Œ���1�2� �Œ� �����2����� �*�� �ù���2�������2�&�"�� �� �0�!���.�1���. �>�:�R�Q�J�����D�@ ���0�2�.�2�!���Œ�0�� �2� 
�Œ�!�)���������. �2���" �ü�����1�&�1���"���������1�0 �Œ�!�)���������. ���!�.��������� �* �Œ�!� ���!�.�����.�2���1��� �* ���.�� �2� �0�Œ�����*�0�� �����1�&
�2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �0���)�" �0���.�����.���2����� �* ���0�#�!�&������� �* �/�����2�*� �#�� ���.�� � �� �/�*� ������� �/� �� �0���0�2����� �#�� ���)��� 
�2�. ���0�#�!�&�������� �/�����2�#�. ���0 �����. ���!�#�3�) �0�Œ���Œ�0�/� �� �
�Œ���!�$� �#�� �0�Œ���1���" ���0�����2�0�" �>�5�D�J�K�������:�R�Q�J�����E�@ �Œ� �#
���0���2���+��� �#�� �2���� �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�2���2�. ���.�� �2���� �������������&�1�� �2�&�� �.����� �!�������&�� �.�#�2�+����

�ü�Œ���Œ����� ���� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�6�L�Q�K�����@ � �� �1�#�����!�.�3�0���" �1�#���/�#����� �#�� �2���� �.���2���3�.�2������ �0���Œ�.���/�0�#�1�� ���.����
���0 �2���� �0�#�.�Œ�)�/�0�����2�� �����#���.�� ����� �1�#�����0���!���������.�� �0���Œ�.���/�0�*� �#�� �2� �� �2�.������� �����2�� �2�!� �3� �/� �2�+���2�.�"
�2� �� ���0 �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �2�. � �Œ� ���. ���$� �#�� �/�0�������.�2� �����Œ�2�����0�� �.�Œ�) �2���� ���.�2�.��� ���� �2���" �$�0����
�!�)�2�0�!���" �Œ�0�!���Œ�2�&�1���" �/���.�2�.�!�.�$���" ���.�� �0������� �#�� �2�. �Œ���1�2� �Œ� �����2������ ���0���0�2�+���2�.�" �2�� �/�#�.�/�����)�2���2�. �2���"
���0���)�/� �# �/�D�J�U�D�Q�J�H �Œ�����& �1�2� �.���2���3�.�2�����) �1�3�������.��

���������� �ù�����$���0�#�1�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&��

�þ �.�����$���0�#�1�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �.�Œ� �2�0���0�� �������� �����. ���*�!���. �Œ�!� �1���������1�� �����. �2���� �Œ�!� �1�2�.��
�1���. �2�&�� �2�.������� �����2�+�� �2�&�� �ú���û�� �ù���2�� ���. �Œ�!� �������Œ� �#�� �.�Œ�0�#���0���.�" �2���� �0���1� �/� �2� �# ��� ���2����� �#�� �.�#�2���" � ��
������� �/� �� �/���.���!����� �#�� �Œ�!�+�2�. �0���� �� �0���1� �/� �" �0�����.�� ���.��� �������" �� ���.���)��� �#������ ���2�� �1�#�����$�0���.�� �0���� �0���2� �Œ����
�1�2�0�� �.���2���3�.�2������ �0���1� �/� �"�� � �2�.������� �����2���" �ú���û �.�!���0���2�.�� ���. �Œ�!� �������%�0�� �2���� �0�2�������2�. �2� �# �/�0�������.�2� �"�� ���2����
�0�!���.�1���. �>�&�D�U�O�����D�@�� �2�. ��� ���2�����.���.�Œ�0�������" ���.�2�.�2���1�1� ���2�.�� �1�0 �� ���.�2����� �!���0�" �2���" � �Œ� ���0�" ���.��� �*���2�.�� ���. �.���2����
���0�2�&�Œ���1� �#�� � �� �2�0�$���������" �.�����$���0�#�1���"��

����



���� ���2���� ���.�2����� �!���.�����/�0���������" �����+�1���" �2� �# �.���2���Œ����� �#���]�H�U�R���N�Q�R�Z�O�H�G�J�H �D�G�Y�H�U�V�D�U�\���� � �.���2���Œ�.��� �" ���$�0��
�Œ�!�)�1���.�1�� ���)��� �1�2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �2� �# �2�.������� �����2��F ���.�� �/�0�� �����&�!�����0�� �2� ��� ���2����� �.�����$���0�#�1���"
D ��

���� ���2���� ���.�2����� �!���.���!���1�2���" �����+�1���" �2� �# �.���2���Œ����� �#���S�H�U�I�H�F�W���N�Q�R�Z�O�H�G�J�H �D�G�Y�H�U�V�D�U�\���� � �.���2���Œ�.��� �"
�����&�!�����0���� �Œ���!�. �.�Œ�) �2� ��� ���2����� F �� �2� �1�$�����. �.�����$���0�#�1���"D ���.�� �2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �2� �#��

���� ���2���� ���.�2����� �!���.�Œ�0�!��� �!���1���������" �����+�1���" �2� �# �.���2���Œ����� �#���O�L�P�L�W�H�G���N�Q�R�Z�O�H�G�J�H �D�G�Y�H�U�V�D�U�\���� � �0���1��� ��
�����.�" �����&�!�����0�� �2� ��� ���2����� F ���.�� �2� �1�$�����. �.�����$���0�#�1���"D �� �.������ �/�0�� ���$�0�� �Œ�!�)�1���.�1�� �1�2���" �Œ�.�!�.��
�����2�!� �#�" �2� �#D �� �û�����.�/���� �.�#�2�)�" � �.���2���Œ�.��� �" �/�0�� �����&�!�����0�� �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���"
�2� �# ��� ���2����� �#��

���0 �)���0�" �2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& ���.�2����� �!���0�"�� �.�Œ�.���2� �*���2�.�� �0�!���.���0���. �.�����$���0�#�1���" �����. �2�� �1�&�1�2�� ���.�2����� �!��� �Œ� �����1��
�2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� �2�. � �Œ� ���. ���$� �#�� �$�.�������� �Œ�����.���)�2���2�. �0�1�3�.�����������" �2�.�������)�����1���" ���.��� ��
�����&�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� ���2�� �1�#�����$�0���.�� ���. �0���0�2���1� �#���0 � �!���1�������0�" ���.�1�������" ���0���)�/� �#�" �����. �2���� �.�����$���0�#�1��
�.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&����

�ú� �������2�����) ��� ���2����� �����. �2���� ���.�2����� �!��� �Œ� �����1�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�/�0���������2�&��

���!���1�������0�" �0�!���.�1���0�" �0�Œ�����0���2�!�+��� ���2�.�� �1�2� �1�$�0�/���.�1���) ��� �������2�����+�� ��� ���2�����&�� �Œ� �# �1�2� �$�0�*� �#�� �1�2��
�/�������!���1�� ���0�2�.���* ���.���)��� �#���&�� ���.�� ���.��� �����&�� �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ���2���� �0�!���.�1���. �>�*�U�R�V�����@ � �� �1�#�����!�.�3�0���"
�0���Œ�.���/�0�*� �#�� �����. ��� ���2����� �ú���û ���0jY j = K +1 �0�2�������2�0�"�� ���0 �����. �Œ�!�)�1���0�2�� �0�2�������2�. �����. �)���. �2�. �.���2���3�.��
�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ���2�1�� �+�1�2�0 �2� �/�����2�#� ���. ���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� �������0 �.���2���3�.�2�����) �Œ�.�!���/�0�������. �1�2���� �������1��
K + 1 �� ���.�!� ��� ���&�"�� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�*�R�Q�J�����@ �.�!�$������ �0���Œ�.���/�0�*�0�2�.�� �����. ��� ���2����� �/�#�.�/�������" �2�.�������)�����1���"
�Œ�!� ���0��������� �# ���. �/���.���!�����0�� �)���. �2�. �.���2���3�.�2������ �.�Œ�) �2�. ���.��� ������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. ���.�� �1�2�� �1�#�����$�0���. �����.�"
�2�.������� �����2���" �0���Œ�.���/�0�*�0�2�.�� �1�2�. �.���.�����&�!���1�������. ���.��� ������ �/�0�������.�2�.�� �þ �0�!���.�1���. �>�0�H�W�]�����@ �Œ�!� �2�0�����0�� �����.
������� �/� �.�����$���0�#�1���" ���.�2�.�1���0�#����� ���2�.�" �����. ��� �������2�����) ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� D �� �2� � �Œ� ��� ���.���������0�� �0���1�)��
�/� �#�" �.�Œ�) �2���" �2�������" �2�&�� ���!�#�3�+�� ���)�����&��H �2� �# �3�#�1����� �* �0���Œ�.���/�0�#������� �# �2�.������� �����2���� �� �0���Œ�.���/�0�#������� �"
�2�.������� �����2���" �.�����$���0�#�1���"D : H �: [0; 1] �0�����.�� �����. ��� ���2����� �/�#�.�/�������" �2�.�������)�����1���" �Œ� �# �/���.���!�����0�� �2�.
���.���)��� �#���. �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�. ���.��� �������� �.����� �Œ� ���+���2�.�" �Œ�����!� �3� �!���0�" �Œ� �# �0�������0�� �.�Œ�) �2�. ���!�#���������.
�0�Œ���Œ�0�/�. �2� �# �/�����2�*� �#��

���!���1�� �1�2�.�2���1�2�����+�� �����. �2�� �/�������!���1�� �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&��

���!���1�������0�" ���0�����2�0�" �0�!�0�#��� �*�� �2���" �/���.�3� �!���" �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �1�2���" �1�2�.�2���1�2�������" ���/���)�2���2���" �2� �#�" �2�.
�.���2���3�.�2������ �.�Œ�) �2�. ���.��� ������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �+���. �Œ�.�!���/�0�������.�� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�+�H�Q�G�����@�� �Œ�.�!�.�2���!���������0
�)�2�� �2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �#�%�����)�2�0�!� �����!� �" �1�2���" ���0���.���*�2�0�!�0�" ���*�!���0�" �1�#�����1�2�+��
�1�0�"�� �1�0 �.���2�����0�1�� ���0 �2���" �3�#�1�������" �0�����)���0�" � �� � �Œ� ���0�" �Œ�.�!� �#�1������� �#�� ���0���.���*�2�0�!� �����!� �" �1�2���" �������!�)�2�0�!�0�"
���*�!���0�" �1�#�����1�2�+�1�0�"�� ���#���0�Œ�+�"�� �2�. �/�0�������.�2�. ���Œ� �!� �*�� ���. �/���.�$�&�!���1�2� �*�� ������� ���2�.�" �$�!���1�� �2���" ���0���)�/� �#
�.�������#�1���" �1�0 ���*�!���0�" �1�#�����1�2�+�1�0�"��

����� �1�#�����0���!���������.�� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�+�H�Q�G�����@ �Œ�.�!� �#�1�������0�2�.�� �� �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J�� �����. �2�0�$�������� �.������
�$���0�#�1���" �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� ���.�1���1�������� �1�2�� ������� �/� �.�������#�1���" �1�0 ���*�!���0�" �1�#�����1�2�+�1�0�"�� �+���.
�2���� �0�Œ���2�#�$�� �0���2�����0�1�� �2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& ���0���)�/� �# �$�!�0�������0�2�.�� ���. �.��� ��� �#�����1� �#���0 �2�. �0�����" �������.�2�.��

���� ���0���2�!���!� �#���0 �2�. �/�0�/� �������. �0���Œ�.���/�0�#�1���" ���*�!�& �.�Œ�) �2� �����/������

���� �
�Œ� ��� ������� �#���0 �2� �� �Œ�����.���. �1�#���/���.���*���.���1���"C �2�&�� �/�0�/� �������&�� �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �.�Œ�) �2� �Œ�!� ����� �*��
���0��� �������.��

���� ���!�.�����.�2� �Œ� ��� �*���0 �.�������#�1�� ���/������� �#�1�&�� �2�����+�� �1�2� ��C�� �� � �Œ� ���. �#�Œ� ��� �������0�2�.�� �.�Œ�) �2� �� �2�*�Œ� 
C = U� V T �� �)�Œ� �# � �� �1�2�����0�" �2� �#U �0�����.�� �2�. �.�!���1�2�0�!�������/������� ���2�. �/���.���*�1���.�2�. �2� �#C�� � �� �1�2����
���0�" �2� �# �9 �0�����.�� �2�. �/�0�����������/������� ���2�. �/���.���*�1���.�2�. �2� �#C ���.�� � � �0�����.�� �����.�" �/���.���+����� �" �Œ�����.���.�" �Œ� �#
�Œ�0�!�����.���������0�� �2���" ���/������� �#�1�0�" �2�������" �2� �#C��

����



���� �	����� �"�� �0�3�.�!���)��� �#���0 �2���� �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J �2�0�$�������� ���.��������� ���2�.�" �����. �0���1� �/� x ���.�� �#�Œ� ��� ������� ���2�.�"
�2� � 1/2 UT x��

���$�����. �������� �������0 ���!�.�3������ �Œ�.�!���1�2�.�1�� �.���2���1�2� ���$�0�� �1�0 �1�#���2�0���0�1�2���" �/���.���*���.���1���" �����. �����. �2�#�$�.���. �0�Œ����
���0��������� ���0�*��� �" ���.��� �����&�� ���.�� ���.���)��� �#���&�� �0�����)���&�� ���������� �� �>�+�H�Q�G�����@����

�õ�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� �1�2� ���$�����.�������� �2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ�.�!� �#�1������� �#�� �1�2�.���0�!�� ���0���.���*�2�0�!� �#�"
�1�#���2�0���0�1�2���" �/���.���*���.���1���" �1�2���" ���0���.���*�2�0�!�0�" �2�������" ���*�!���&�� �1�#�����1�2�&�1�+�� �.�Œ�) �)�2�� �2�. ���.��� ������ �/�0�������.�2�.��
���2���� �0�!���.�1���. �>�*�U�R�V�����@�� �0�3�.�!���)���0�2�.�� �����. �1�2�.�2���1�2������ �/� ���������� �� ���������1�2�� �����1�� �.�Œ�)�������1�� �>�*�U�H�W�����@�� ��
� �Œ� ���. �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.�� �����. ���. �0���������0�� �0���� �/�*� �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �Œ�!� ���!�$� ���2�.�� �.�Œ�) �2���� ���/���. ���.�2�.��� ������
���� �1�#�����!�.�3�0���" �2���" �1�#�����0���!�����������" �0�!���.�1���.�" �$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �.�#�2�) �2� �0�!���.���0��� �/� �������+�� �����. ���. �0��������� �#��
�0���� �����. � �����/�. �1�����0���&�� �.�Œ�) �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0�����.�� ���.��� �������" �� �.���2���3�.�2��������

�ò���0���$� �" �2���" �1�#�����Œ�0���.�" �2�&�� �Œ�!� �������%�0�&�� �2� �# �2�.������� �����2��

�
�Œ���!�$� �#�� �.�!���0�2���" ���0�����2�0�" �Œ� �# �0�Œ�����0���2�!�+��� ���2�.�� �1�2� �� �����0���$� �2���" �1�#�����Œ�0���.�" �2� �# �.�Œ� �2�0�����1���.�2� �"
�2���" �Œ�!�)�����0�%���" �2� �# �/�0�������.�2� �"x�� ���#�������&�" �1�0 �.�#�2���" �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" � �� �.���#���)���0��� �� �$�0���!����� ���2�.�� �2���" �Œ�.�!�.��
�����2�!� �#�" �2� �# ��� ���2����� �# �� �2�. ���/���. �2�. �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �0���1�)�/� �#�� �Œ�!� ���0��������� �# ���. �0��������� �#�� �0���� � �� ����� �/� ��
�2� �# �2�.������� �����2�� ���$� �#�� �#�Œ� �1�2�0�� �1�����.���2�������" ���0�2�.��� �����"�� �	�. �Œ�.�!�.�Œ�����& ���.�1����� ���2�.�� �1�2���� �Œ�0�Œ� �������1�� �)�2��
� �2�.������� �����2���" ���. ���$�0�� �1�2�.���0�!���" �Œ�!� �������%�0���" �����. �2�. �3�#�1������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �#�Œ�) �.�Œ�) �.�#�2���" �2���" �1�#���������0�"��

�þ ���!�0�#���. �>�)�H�L�Q�����@ �Œ�!� �1�����2�0�� �2�#�$�.���)�2���2�. �1�2� �� �2�.������� �����2�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2���� �2�0�$�������� �'�U�R�S�R�X�W
�>�6�U�L�Y�����@�� �ü���� �.�#�2� �� � �� �2�.������� �����2���" �/�+�1� �#�� �Œ� ���* �/���.�3� �!�0�2������ �.�Œ� �2�0�����1���.�2�. �Œ�!�)�����0�%���" �1�2� x ���0�2��
�2���� �2�#�$�.��� �Œ� �����1���� �.�#�2�) �2� �/�0�������.x �0�����.�� �Œ� ���* �Œ�����.���) ���. �0�����.�� ���.���)��� �#��� �Œ�!� �'�)�� �����Œ� ���.�" �0�Œ�����0�1���"��

�þ ���!�0�#���. �>�;�X�����@ �$�0���!�����0�2�.�� �2� ���/��� �2� �/�0�������. �0���1�)�/� �# �����. ���. �0���������0�� �2�� �1�#�����Œ�0���.�� �����. �2�#�Œ������
�%���3���.���� �0�����)���. �.���.�Œ�.�!���1�2�.�2�.�� �.�Œ�) �����.�� �Œ�����.���. �.�Œ�) �S�L�[�H�O�� ���.�������. �.�Œ�) �2�. � �Œ� ���. ���1� �/�#���.���0�� �1�#�������&�"
���0 �����.�� �.�!�������) �Œ� �# �.���2���Œ�!� �1�&�Œ�0�*�0�� �����. �1�#�����0���!��������� �$�!�+���.�� ���� ��� �������" �.���.�Œ�.�!�.�1�2���1�0���" �0�����)���.�"
�$�!���1����� �Œ� ��� �*�� �.�!���0�2�� ���0������� ������� �" �$�!�+���.�2� �"�� �/������� �#�!���+���2�.�" ���2�1�� �����. ���0������� �# �0�*�!� �#�" �Œ�0�/��� �2�����+��
�����. �2���� ���.�2�.�1���0�#�� �2�&�� �0�����)���&���� �
�Œ� �����2� ���2�.�" �)�2�� �� ���0���&�1�� �2� �# ������� �#�" �2� �# �$�!�+���.�2� �" �2�&�� �0�����)���&��

����



���$�����. �������� �ü�����)���0�" �.�Œ�) �2� �0�1�,�6�7�� �2� �&�,�)�$�5���� ���.�� �2� �,�P�D�J�H�1�H�W�� �ù�Œ�) �.�!���1�2�0�!�� �Œ�!� �" �2�. �/�0�������� �2� 
������� �" �2� �# �$�!�+���.�2� �" ���0���+���0�2�.�� �.�Œ�) �����E�L�W�� �1�0 �����E�L�W�� �������� �1�0 �����E�L�W�� �1�0 �����E�L�W ���������� �� �>�;�X�����@����

���Œ� �!�0�� ���. ���0���+�1�0�� �2���� �Œ�����.���)�2���2�. �/������� �#�!�����.�" �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �$�&�!���" ���. �������%�0�� �2����
�.���!�����0���. �2� �# �2�.������� �����2���� � �� �1�#�����!�.�3�0���" �2���" �/�0�/� ���������" ���0�����2���" �Œ�!� �2�0����� �#�� �2�� ������� �/� �V�T�X�H�H�]�L�Q�J �F�R�O�R�U
�E�L�W�V�� �)�Œ� �# �����. �������0 �/�0�������. �0���1�)�/� �#x �Œ�!�.�����.�2� �Œ� ���0���2�.�� ���0���&�1�� �2� �# ������� �#�" �2� �# �$�!�+���.�2� �#�" �2� �#�� �+���.
�Œ�.�!���/�0�������.�� �����. �0�����)���. �1�0 ���������.���. �2� �# �����!�� �����E�L�W ���0 ������ �Œ�����.�����" �2�������" �����. �������0 �S�L�[�H�O ���0�2�.�2�!���Œ�0�2�.��
�1�0 �����E�L�W �0�����)���. ���0 ������ �Œ�����.�����" �2�������"�� �)�Œ�&�" �3�.�����0�2�.�� �1�2� ���$�����.�������� �ü�Œ���Œ����� ���� �#�Œ� �����2� �#�� �)�2�� �����. �2���"
�3�#�1�������" �0�����)���0�"�� �� ���0���&�1�� �2� �# ������� �#�" �2� �# �$�!�+���.�2� �" �/�0�� ���. �.���������0�� �2� �.�Œ� �2�����0�1���. �2���" �Œ�!�)�����0�%���"
�2� �# �2�.������� �����2���� �.������ �� �Œ�!�)�����0�%�� �����. �2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. ���. �.���������0���� ���0 �.�#�2�)�� �2� �� �2�!�)�Œ� ��
���Œ� �!� �*�� ���. �0���2� �Œ���1� �#�� �2�. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� ���.�!�)��� ���. ���0 �2���� �2�0�$�������� ���0���&�1���" �2� �# ������� �#�"
�2� �# �$�!�+���.�2� �"�� �� �0�!���.�1���. �>�)�H�L�Q�����@ �0���1�����.���0 �0�Œ���1���" �������0�" ���0���)�/� �#�" �1�#���Œ���0�1���" �$�.�!�.���2���!���1�2�����+����
�)�Œ�&�" �2�� �$�&�!������ �0��� �������#���1�� ���V�S�D�W�L�D�O �V�P�R�R�W�K�L�Q�J����

�ü�Œ�������1�0���" �Œ� �# ���0�3�0�*��� �#�� �.�Œ�) �2���" �2�0�$���������" �.�����$���0�#�1���"

���� �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# �Œ�0�!�����!���3� ���2�.�� �1�2���� �0�!���.�1���. �>�&�D�U�O�����D�@ �Œ�.�!�.�������Œ�2� �#�� �Œ� �������" �.�Œ�) �2���" ���0���)�/� �#�"
�.�����$���0�#�1���" �Œ� �# �0���Œ���Œ�2� �#�� �1�2���" �2�!�0���" �Œ�.�!�.�Œ�����& ���.�2����� �!���0�"�� ���� ������� �/� �� �1�#���Œ���0�1���" �$�.�!�.���2���!���1�2�����+��
�.�Œ� �/�0���$�������.�� �.���0�Œ�.�!���0���" �1�2���� �0�!���.�1���. �>�6�K�D�U�����E�@�� �)�Œ� �# �0���1���$���� �����. �©���1�$�#�!�)�2�0�!���ª �.���2���3�.�2������ �0�Œ����
���0�1���� ���� �1�#�����!�.�3�0���" �2���" �0�!���.�1���.�" �>�&�D�U�O�����D�@ ���1�$�#�!����� ���2�.�� �)�2�� � �� ���/���)�2���2�0�" �Œ� �# �0�����.�� �0�����0���0���" �1�2�. �.���2����
�3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �/�0�� �0�����.�� �Œ� ���* �0�*��� ��� ���. ���!�0��� �*���� �ü�Œ���1���"�� �Œ�!� �2�0����� �#�� �/�����3� �!�0�" ���0����� ���2�������"
���!�0�#���0�" �Œ� �# ���Œ� �!� �*�� ���. �Œ�!�.�����.�2� �Œ� ������� �*�� �1�2�. �Œ���.���1���. �2���" �2�0�$���������" �2���" �.�����$���0�#�1���" �.���2���3�.�2�����+��
�Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� ���2�� �1�#�����$�0���. �Œ�.�!�.�����2� �#���0 � �!���1�������0�" ��� �����������" �Œ�!� �2���1�0���" �2� �#�"��

���� �þ �2�#�$�.��� �Œ� �����1�� ���Œ� �!�0�� ���. �.�#�����1�0�� �2���� �.�Œ�.���2� �*���0���� �Œ�.�!�.���)�!�3�&�1�� �2���" �0�Œ�����0�1���"��

���� ���� �����#���0�" �Œ� �# �$�0���!����� ���2�.�� �.�Œ�0�#���0���.�" �2���" �2�������" �2�&�� �U�D�Z �S�L�[�H�O �0�����.�� �.���.�Œ� �2�0���0�1���.�2�������"��

���� �ù���.�3� �!�� �%�0�#�/�+�" ���0�2�����+�� ���.�� �.������������ ���0�2�����+�� �Œ� �1� �1�2�+�� �1�2�� �/���.�/�����.�1���. �2���" �.�����$���0�#�1���"��

���� �þ �$�!���1�� �����.�" ���1�$�#�!���" �0�Œ�����0�1���" ���.�� �� �0�1�2���.�1�� ���)��� �1�0 �0�Œ�������1�0���" �Z�K�L�W�H���E�R�[ �0�����.�� �0�Œ���������/�#������

����





���0�3�����.��� ��

�ü�Œ�������1�0���" ���.�� �ñ���#���0�" �1�2���� �Œ�!������

������ �ü���1�.���&���� �1�2���� �Œ�0���!�.���.�2������ �/���.�/�����.�1���.

���2�. �Œ���.���1���. �2���" �Œ�.�!� �*�1�.�" �/���Œ���&���.�2�������" �0�!���.�1���.�"�� �0�Œ���������.���0 ���. �/���0�!�0�#�����1� �#���0 �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!� 
�����. �0���/������ �#�Œ� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �0�Œ�����0�1���"�� �2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O �>�6�X�����E�@�� �0�3�.�!���)��� ���2���" �2���� �1�0 �����. �/����� ��
�3�������" ���.���* ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� �� �2� �9�*�*���� �>�6�L�P�R�����@�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2�. �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7
�>�/�H�&�X�@�� �&�,�)�$�5���� �>�.�U�L�]�����D�@ ���.�� �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� �>�R�Q�O�L�E�@�� �ù�!�$�������� �0���2�0�����1�.���0 �2���� �0�Œ�����0�1�� �/������� �#�!��
���+���2�.�" � �!���1�������. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. ���.�� ���0���0�2���1�.���0 �Œ�)�1� �.�����0���2�����) �0�����.�� �2� ��� ���2����� ���.�"��
�ò�Œ�0���2�.�� �0�Œ���������.���0 ���. �0�3�.�!���)�1� �#���0 �2���� �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J �>�+�H�Q�G�����@ �2�0�$�������� �.�����$���0�#�1���" �.���2���3�.�2�����+��
�Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �����. ���. �0�!�0�#�����1� �#���0 �2�� �1�#���Œ�0�!���3� �!�� �2���" �.�Œ�����.���2�� �1�2�� �1�#�����0���!���������� �0�Œ�����0�1���� ���!� ��
���0��������� �# ���. ���$� �#���0 �����. �����1�� �1�*�����!���1���" �����. �2���� �.����� ���)�����1�� �2�&�� �.�Œ� �2�0���0�1�����2�&�� ���.�"�� �0�3�.�!���)�1�.���0
�����. �Œ� ���* �/���.�/�0�/� �������� ������� �/� �0�Œ�����0�1���" �2�&�� �ú���û�� �2���� �)�*�6�0 �>�*�R�R�G�����@�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �2���� �&�"
�1�����0��� �.���.�3� �!���" �2�)�1� �����. �2���� �.����� ���)�����1�� �2���" �.�Œ� �2�0���0�1���.�2�����)�2���2�.�" �2���" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O �)�1� ���.��
�����. �2� �� �����0���$� �2���" �.�Œ� �/� �2�����)�2���2�.�" �2���" �.�����$���0�#�1���" �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J�� ���2�� �1�#�����$�0���.�� ���0���0�2���1�.���0 �2����
�Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �1�#���/�#�.�1��� �* �/�*� ���0���)�/�&�� �0�Œ�������1�0�&���� �0�3�.�!���)�1�.���0 �/�����.�/�� ���.���� ���.�� �2���" �/�*� �2�0�$���������" �0�Œ��������
�1�0�&�� �Œ� �# �.���.�3���!�.���0 �Œ�!� ����� �#�������&�"�� �/������� �#�!���+���2�.�" �����. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.�� �	�. ���.���)��� �#���.
�.�#�2�� �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �2�. �0���1�����.���0 �1�2� �� �.�����$���0�#�2�� �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J ���.�� ���0���0�2���1�.���0 �2�� �/������ �2� �# �.�Œ�)��
�/� �1�� �1�2�� �1�#���/�#�.�1�2������ �.�#�2�� �0�Œ�����0�1���� �	����� �"�� �Œ�0���!�.���.�2���1�2�����.���0 ���0 �����. �/�0�*�2�0�!�� �2�0�$�������� �.�����$���0�#�1���"��
�2���� �V�T�X�H�H�]�L�Q�J �F�R�O�R�U �E�L�W�V �>�;�X�����@�� �1�#���/�#����� ���2�.�" �2���� ���0 �2���� �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J ���0 �1��� �Œ�) ���. ���0���0�2���1� �#���0
�2���� �.�Œ� �/� �2�����)�2���2�. �����.�" �1�#���/�#�.�1�2�������" �2�0�$���������" �.�����$���0�#�1���" �����.���2�� �1�2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& �0�Œ�������1�0���"��

������ ���*��� ���. �/�0�/� �������&��

�þ �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �# �9�*�*���� �/�����2�*� �# �Œ�!�.�����.�2� �Œ� �����������0 �Œ�����& �1�2�. �/����� �3������ �1�2� �� �2� �����. �0�Œ�0���0�!���.��
�1���. �0�����)���.�" �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7 �>�/�H�&�X�@ ���.�� �&�,�)�$�5���� �>�.�U�L�]�����D�@�� �+���. ���)��� �#�" �Œ�����!�)�2���2�.�" ���.��
�.�Œ� �1�.�3�������1���" �2�&�� �0�Œ����� ���+�� ���.�" �Œ�.�!�.�����2� �#���0 �1�2�� �1�#�����$�0���. �2�. ���.�1������ �$�.�!�.���2���!���1�2������ �2�&�� �1�#���)���&��
�/�0�/� �������&�� �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� �����������.����

�	� �0�1�,�6�7 �0�����.�� �����. �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �.�Œ�) �0�����)���0�" ���0 �$�0���!�)���!�.�3�. �%���3���. �.�Œ�) ������ �1�0 ���������.���.
�2� �# �����!���� ���!�)���0���2�.�� �����. �����. �#�Œ� �1�*��� ��� �0���)�" ���0���.���*�2�0�!� �# �1�#���)��� �# �/�0�/� �������&�� �Œ� �# �/���.�2�����0�2�.�� �.�Œ�)
�2� �1�,�6�7�� ���� �Œ�!�&�2�)�2�#�Œ�0�" �.�1�Œ�!�)���.�#�!�0�" �0�����)���0�" �.�Œ�) �2� �1�,�6�7 ���.��� ������� �Œ� �����������.�� �1�0 �������0��� �" �+�1�2�0
���. ������ ���0�Œ�0�!��� �*�� �1�0 �/���.�1�2���1�0���" �2�. �����[���� �S�L�[�H�O�� �0���+ �1�#���$�!�)���&�" �/���.�2���!���1�.�� �2���� �.���.��� �����. �*�%� �#�"
���.�� �Œ�����2� �#�" �2���" �.�!�$�������" �0�����)���.�"�� �ü�Œ���Œ����� ���� � �� ���.��� ������� �Œ� �����������0�" �.�#�2���" �0�����)���0�" �2� �Œ� ���0�2���������.�� �1�2� 
�������2�!� �0���)�" �Œ���.���1��� �# �����[���� �S�L�[�H�O�� �#�Œ� ��� ������� ���2�.�" �.�!�$������ �2� �������2�!� �������.�" �2� �# �1�#���)��� �# �2�&�� �S�L�[�H�O
�������0 �0�����)���.�" ���.�� ���0�2�.�3���!� ���2�.�" �2�0�" �1�2�� �1�#�����$�0���. �����. �Œ�!� �" �����. �1�2� �Œ���.���1��� ���0 �2���2� ��� �2�!�)�Œ� �+�1�2�0 �2� 
�������2�!� �������.�" �������0 �����[���� �0�����)���.�" ���. �1�#���Œ���Œ�2�0�� ���0 �2� �������2�!� �2� �# �.���2���1�2� ���$� �# �����[���� �Œ���.���1��� �#�� �þ �����!��
�.�Œ�)�$�!�&�1�� �2�&�� �2�0�������+�� �/�0���������2�&�� � �3�0�����0�2�.�� �1�2���� �2�0�$���������0���.�$���1�2� �Œ� �����1���" �2���" �Œ�.�!�.���)�!�3�&�1���" �2���"
�0�����)���.�"���D�Q�W�L���D�O�L�D�V�L�Q�J�� �Œ� �# �0�3�.�!���)�1�2�����0�� �� � �Œ� ���. �$�!���1����� �Œ� ���0���2�.�� �1�#�$���� �1�0 �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �)�Œ� �# �0�����)���0�"
�#�%�������" �.�������#�1���" �$�!�0�������0�2�.�� ���. �.���.�Œ�.�!�.�1�2�.��� �*�� �1�0 �$�.�������)�2�0�!�� �.�������#�1���� �	� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&��
�0���Œ�.���/�0�#�1���" �2� �# �0�1�,�6�7 �.�Œ� �2�0���0���2�.�� �.�Œ�) ������������ �0�����)���0�" ���0 �2���" �.���2���1�2� ���$�0�" �0�2�������2�0�" �2� �#�"�� �0���+ �2� 
�1�*��� ��� �0�������$� �# �Œ�0�!�����.���������0�� ������������ �/�0�������.�2�. ���0 �2���" �.���2���1�2� ���$�0�" �������1�0���" �2� �#�"��

�	� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �&�,�)�$�5���� �.�Œ� �2�0���0���2�.�� �.�Œ�) ������������ �����$�!�&���0�" �0�����)���0�" �/���.�1�2���1�0�&�� �����[����

����



�S�L�[�H�O ���.�2�.���0�����������0�" �1�0 ���� �������1�0���" �� �.�0�!� �Œ������� �� �.�#�2� ���������2� �� �Œ� �#������ �����2�.�� �0�����3���� �1���*��� �"�� �����2�!�.�$� �"��
����� ��� �� �Œ��� ��� �� �3� �!�2�����) ���� ���0 ���������� �0�����)���0�" �.���� �������1���� �
�Œ���!�$� �#�� ������������ �0�����)���0�" ���0 �2���" �.���2���1�2� ���$�0�"
�0�2�������2�0�" �2� �#�" �Œ� �# �$�!���1�����0�*� �#�� �1�2���� �0���Œ�.���/�0�#�1�� �2� �# �0�����1�2� �2�0 ��� ���2����� �# ���.�� ������������ �0�����)���0�" ���.���� ���0
�2���" �0�2�������2�0�" �2� �#�" �Œ� �# �$�!���1�����0�*� �#�� �1�2� �� �����0���$� �2���" �.�Œ� �/� �2�����)�2���2�.�" �2� �# �0���Œ�.���/�0�#������� �# ��� ���2����� �#��
�ü�Œ���Œ����� ���� �2� �&�,�)�$�5���� �$�&�!�����0�2�.�� �1�0 �Œ�����2�0 �/���1���0�" �0���Œ�.���/�0�#�1���" ���.�� �����. �/���1���� �0�������$� �#�� �)�Œ� �# �� �������0
�/���1���� �.�Œ� �2�0���0���2�.�� �.�Œ�) ������������ �0�����)���0�"�� ����� �1�#�����0���!���������.�� �� �/���1���� �0�������$� �# �Œ�0�!�����$�0�� �.���!�����+�" ����������
�2�#�$�.���. �0�Œ�����0���������0�" �0�����)���0�" �.�Œ�) �������0 �������1���� �0���+ � �� �#�Œ�)��� ���Œ�0�" �0�����)���0�" ���$� �#�� ��� ���!�.�1�2�0�� ���0 �2�#�$�.��� 
�2�!�)�Œ� �1�2���" �/���1���0�" �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �ù�#�2�) �Œ�!�.���2������ �1�����.�����0�� �)�2�� � �!���1�������0�" �/���1���0�" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �0�����.��
�Œ�����.���) ���. �Œ�0�!�����$� �#�� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�0�" �0�����)���0�" �.�Œ�) �2�� �����. ���.�2����� �!���. �.�Œ�) �)�2�� �.�Œ�) �����Œ� ���. ���������� �&�1�2�)�1� 
�1�#��� �������� � �� �/���1���0�" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �Œ�0�!�����$� �#�� ���������� �0�����)���0�" �.�Œ�) �������0 �������1���� �/�����.�/�� �#�Œ���!�$�0�� �Œ�����!���"
���1� ���.�2�.��� ���� �1�2���" ���.�2����� �!���0�"�� �ü�Œ���1���"�� � �� ���� ���.�2����� �!���0�" �Œ� �# �Œ�0�!�����.���������0�� �2� �&�,�)�$�5���� �0�����.�� �.��� �����.���.
�.�Œ� �����0���1�2������ �1�*��� ���.�� ���.���+�" �/�0�� �#�Œ���!�$�0�� ���.�����. �.��������� �0�Œ���������#�%�� �1�2���" �0�����)���0�" �Œ� �# �.������� �#�� �1�0 �����.
�������1�� ���0 �2���" �0�����)���0�" �Œ� �# �.������� �#�� �1�0 ����������

���!�)���0���2�.�� ��� ���Œ�)�� �����. �/�*� �.��� ���$�2�� �1�*��� ���. �/�0�/� �������&�� �)�Œ� �# � �������0 �0���/���.�3�0�!�)���0��� �" �0�*��� ���. ���Œ� �!�0��
���. ���.�2�0�����1�0�� �.�Œ�) �2���" �0�Œ���1�����0�" ���1�2� �1�0�����/�0�" �2� �#�" �>�/�H�&�X���.�U�L�]�����D�@�� ���0 �)�2�� �.�3� �!�� �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� ������
���&�� �0�������$� �# �Œ� �# �$�!�0�����1�2�����0 �1�2�. �Œ�0���!�����.�2�. ���.�"�� �&�" �����1�� �2� �# �1�#���)��� �# �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0������
�����2�&�� �Œ� �# �/������� �#�!�����1�.���0�� �$�!���1����� �Œ� �����1�.���0 �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� �.���2�� �2� �#
�Œ�!�&�2�)�2�#�Œ� �# �&�,�)�$�5������ �	� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� �0�����.�� �2� ���/��� ���0 �2� �#
�&�,�)�$�5������ �þ �/���.�3� �!�� �2� �#�" �������0���2�.�� �1�2� �1�*��� ��� �2�&�� �/�0�/� �������&�� �0�������$� �#�� �)�Œ� �# � �� �/������� �#�!��� �� �2� �#
�N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� �2�!� �Œ� �Œ� �����1�.�� �2���" ������������ �0�����)���0�" �0�������$� �# �2���" �.�!�$�������" �1�#����� �����" �/�0�/� �������&���� �Œ�!� ��
�1�����2� ���2�.�" �.���)���� �������������� �0�����)���0�"�� �þ �Œ�0�!���1�2�!� �3���� �� �.�Œ� ��� �Œ���� �� ���)���&�1�� ���.�� �� �Œ�!� �1�������� ���0�!�����+��
�2�#�$�.���&�� �S�L�[�H�O �.�Œ� �2�0��� �*�� � �!���1�������0�" �.�Œ�) �2���" �2�0�$���������" �2�!� �Œ� �Œ� �����1���" �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� �����������.�� ���.�� �0�����.��
�0���3�.���0���" � �Œ�2�������� �&�1�2�)�1� � �.���!�������" �.�����)�!������� �" �2�!� �Œ� �Œ� �����1���" �2�&�� �0�����)���&�� �/�0�� ���$�0�� �/����� �1���0�#�2�0���� �þ
�/���.�3� �!�� �.�#�2�� �Œ� �# �Œ�.�!� �#�1������� �#�� � �� �/�*� �1�#����� �����" �/�0�/� �������&�� ���.�����1�2�� �2� �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� �����. �Œ��� 
�Œ�!�.���2�����) �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �Œ� �# �Œ�!� �1� ��� ���+���0�� �1�#�������� �1�0�����!���.�� �)�Œ� �# � �� �0�����)���0�" �Œ�0�!�����$� �#�� �������&�1�2� 
�2�#�$�.��� ���)�!�#��� ��

������ ��� ���2����� �9�*�*����

�+���. �2�� �/������� �#�!�����. �2�&�� �/�*� ��� ���2�����&�����1�2�)�$�&�� �� �����. �����. �������0 �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �0���Œ�.���/�0�#�1���" ��
�$�!���1����� �Œ� �����1�.���0 �2� �Œ�!� �0���Œ�.���/�0�#������� ��� ���2����� �9�*�*���� �>�6�L�P�R�����@�� �	� �9�*�*���� �0�����.�� �����. �.�!�$���2�0���2� ��
�������� �1�#���0�������2����� �* ���0�#�!�&������� �* �/�����2�*� �# �0���Œ�.���/�0�#������� �# �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �,�P�D�J�H�1�H�W �>�R�Q�O�L�G�@�� �Œ� �#
�$�!���1����� �Œ� �����������0 �����. ���. ���0�!�/���1�0�� �2� �/���.���&�����1���) �,�/�6�9�5 �2� �������� �>�5�X�V�V�����@�� �,�0�&�!�0���2�.�� �&�" �����. �.�Œ�) �2���"
���.���*�2�0�!�0�" �.�!�$���2�0���2� ���������" ��� ���2�����&�� �)�!�.�1���"�� �	� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �,�P�D�J�H�Q�H�W �Œ�����& �1�2� � �Œ� ��� �Œ�!�.����
���.�2� �Œ� �����������0 �� �/���.�/�����.�1���. �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �2� �# ��� ���2����� �#�� �.�Œ� �2�0���0���2�.�� �.�Œ�) ������� �Œ�.�!�.�Œ�����& �.�Œ�) ����
�0���.�2� �����*�!���. �0�����)���0�" � �� � �Œ� ���0�" �2�.������� ��� �*���2�.�� �1�0 �����. �� �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�0�" �.�Œ�) �2���" �Œ�0�!���Œ� �# ���� �$���������/�0�"
���.�2����� �!���0�"��

�� �.�!�������)�" ���� �1�2���� � ��� ���.�1���. �2� �# �1�#�����0���!��������� �# ��� ���2����� �# �.���.�3���!�0�2�.�� �1�2� �Œ������� �" �2�&�� �0�Œ���Œ���/�&��
�Œ� �# �/���.�����2� �#�� �����!���� ���!�)���0���2�.�� �����. �����. �.�!���0�2�� ���0������� �/�����2�#� �Œ� �# �Œ�0�!�����.���������0�� �Œ�0�!���Œ� �# ������ �0���.��
�2� �����*�!���. �Œ�.�!�.�����2�!� �#�"�� �0���+ ���$�0�� �1�#��� �������� ���� �0�Œ���Œ�0�/�. ������� �"�� �	� �1�����.���2�����)�2�0�!� ���1�&�" �1�����0��� �1�2����
�.�!�$���2�0���2� �������� �2� �# ��� ���2����� �# �.�Œ� �2�0���0�� �2� ���0��� ���)�" �)�2�� � �� �/������� �#�!��� �� �2� �#�� �.���2�� ���. �0�1�2�����1� �#�� �1�2���� �.�*��
�����1�� �2� �# �.�!������� �* �2�&�� �#�Œ�0�!�Œ�.�!�.�����2�!�&���� �0�Œ�����0���2�!�+�������.�� �1�2� ���. �1�$�0�/�����1� �#�� �1�#���0�������2������ �0�Œ���Œ�0�/�.
�3�����2�!�&�� �/���.�1�2���1�0�&�� ���[���� ���0 �2� ���/��� ���������1���.���S�D�G�G�L�Q�J�� ���.�� �����. �0�Œ���Œ�0�/� �1�������!�#���1���" ���0�����1�2� �#���P�D�[
�S�R�R�O�L�Q�J�� �/�����1�2�.�1���" ���[���� �õ�Œ�&�" ���Œ� �!� �*���0 ���. �/���.���!����� �#���0 �1�2� �� �������.���.�������� �2�. �1�#���0�������2������ �0�Œ���Œ���/�.
�.��� ��� �#��� �*���2�.�� �.�Œ�) �0�Œ���Œ�0�/�. �1�������!�#���1���" ���0�����1�2� �#�� ���0 �2���� �/���.�/�����.�1���. ���. �0�Œ�.���.���.���������0�2�.�� �.��������� ��
���2�.�" �������0 �3� �!�� �2� �� �.�!�������) ���.�� �2���" �Œ�.�!�.�����2�!� �#�" �2�&�� �1�#���0�������2�����+�� �0�Œ���Œ���/�&����

���2� �2�0�������) �1�2���/��� �2� �# �/�����2�*� �# �$�!���1����� �Œ� �����1�.���0 �����. �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0������� �0�Œ���Œ�0�/� �.��� ��� �#��� �*��
���0��� �.�Œ�) �2�� �1�#�����!�2���1�� �0���0�!��� �Œ� �����1���" �V�R�I�W�P�D�[�� ���#�������&�"�� �����. ��� ���2����� �9�*�*���� �Œ�0�!�����.���������0�� �1�2� 
�2����� �" �/�*� �Œ�����!�&�" �1�#���/�0�/�0�������. �0�Œ���Œ�0�/�.�� �
�1�2�)�1� �Œ�.�!�.�2���!���������0 �Œ�0���!�.���.�2������ �)�2�� �����. �Œ�����!�&�" �1�#����
�/�0�/�0������� �0�Œ���Œ�0�/� �0���#�Œ���!�0�2�0�� ���.���*�2�0�!�. �2� �#�" �1��� �Œ� �*�" �2���" �Œ�.�!� �*�1�.�" �/���Œ���&���.�2�������" �0�!���.�1���.�"�� ���.���+�"
���2�1�� �1�����0���+�1�.���0 �1�����.���2������ �#�%�����)�2�0�!� �Œ� �1� �1�2�) �0�Œ���2�#�$���.�" �Œ�����& �1�2� �0�1�,�6�7 �G�D�W�D�V�H�W�� �0���2�0���+���2�.�" �2� ��

����
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�,�Q�S�X�W�/�D�\�H�U���1�R�Q�H�� ������ ������ ���� ��
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ������ ������ ������ ��������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ������ ������ ������ ����������

�0�D�[�3�R�R�O�L�Q�J���'���1�R�Q�H�� ������ ������ ������ ��
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ������ ������ �������� ����������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ������ ������ �������� ������������

�0�D�[�3�R�R�O�L�Q�J���'���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ������������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ������������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ������������

�0�D�[�3�R�R�O�L�Q�J���'���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��������������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��������������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��������������

�0�D�[�3�R�R�O�L�Q�J���'���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��������������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��������������
�&�R�Q�Y���' ���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��������������

�0�D�[�3�R�R�O�L�Q�J���'���1�R�Q�H�� ���� ���� �������� ��
�)�O�D�W�W�H�Q ���1�R�Q�H�� �������� ��

�)�& ���1�R�Q�H�� �������� ������������
�'�H�Q�V�H ���1�R�Q�H�� ������ ��������

�������.���.�" �������� �ù�!�$���2�0���2� �������� �9�*�*���� ��� ���2����� �#��

���/��� �.�!�������) �0�Œ�.���.�����%�0�&�� �1�2� �1�2���/��� �2���" �0���Œ�.���/�0�#�1���"�� �ü�Œ���Œ����� ���� �0�Œ���������.���0 ���. �$�!���1����� �Œ� �����1� �#���0
�����. ��� ������ �.�!�$���2�0���2� �������� ��� ���2����� �# ���.�� �����. �2�. �/�*� �1�*��� ���. �/�0�/� �������&���� ���.���+�" ���*�!��� �" �1�2�)�$� �" ���.�" �0�����.��
���. �/���0�!�0�#�����1� �#���0 �Œ�&�" �0�Œ���/�!� �*�� � �� �0�Œ�������1�0���" ���.�� � �� �����#���0�" �Œ� �# �0�3�.�!���)�1�.���0 �1�2�. �Œ�0���!�����.�2�� ���.�" �1�0
�����. �0�Œ���2�#�$��������� ���.���* ���0�#�!�&�������) �/�����2�#� �� �)�Œ�&�" �2� �9�*�*������ �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �/�*� �1�*��� ���. �/�0�/� �������&��
�����. �0�Œ�.�������0�#�1�� ���.�� ���0�!������ ���0�������0�#�1�� �2�&�� �1�#���Œ�0�!�.�1�����2�&�� ���.�"�� �
�" �1�#�����!�2���1�� ���)�1�2� �#�" �$�!���1����� �Œ� ����
���1�.���0 �2���� �.�!�.���� �/���.�1�2�.�#�!� �*���0���� �0���2�!� �Œ���. �.���2�� �2���" �/���.�1�2�.�#�!� �*���0�����" �0���2�!� �Œ���.�" �Œ� �# �1�#�����������0�2�.�� �1�0
�Œ�!� ���������.�2�. �2�.�������)�����1���" ���0 �1�#�����!�2���1�� �0���0�!��� �Œ� �����1���" �V�R�I�W�P�D�[�� ���.���+�" � �� �2�������" �2�&�� �0�2�����0�2�+�� �2�&��
�/�0���������2�&�� �0���1����� ���2�.�� �&�" �.�����!�.��� �� �.�!������� �� ���.�� �)�$�� �1�0 ��� �!�3�� ���&�/����� �Œ� �����1���" �/���.���*�1���.�2� �" �R�Q�H���K�R�W��

�	����� �"�� �2�. �/�0�/� �������. �0���1�)�/� �# �Œ� �# �0���1����� �#���0 �1�2� �9�*�*���� ��� ���2����� �Œ�!���Œ�0�� ���. ���$� �#�� �.���!�����+�" �� ���.��
���������. �0���1�)�/� �# ���.�� �2� �Œ�����2� �" ���.�� �2� �*�%� �" �2� �#�" �/�0�� �Œ�!���Œ�0�� ���. �0�����.�� �������!�)�2�0�!� �.�Œ�) ���� �S�L�[�H�O�� ���#���0�Œ�+�"�� � ��
�0�����)���0�" �.�Œ�) �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �0�1�,�6�7�� �Œ�!���� �0���1�.�$��� �*�� �1�2� ��� ���2����� �9�*�*������ �#�Œ� ��������� ���2�.��
�1�0 �0�Œ�0���0�!���.�1���.�� ���0�2�.�2�!���Œ� ���2�.�" �2���" �0�����)���0�" �.�Œ�) �����[���� �S�L�[�H�O �1�0 �����[���� �S�L�[�H�O ���.�� �.�Œ�) �����!�� ���������.���. �1�0
�5�*�%�� �+�1�2�0 ���. �Œ�����!� �*�� �2���" �Œ�.�!�.�Œ�����& �Œ�!� �(�Œ� �����1�0���"�� ���#���$�!�)���&�"�� ���0�2�.�2�!���%�.���0 �2���" �0�����)���0�" �0���1�)�/� �#
���.�� �.�Œ�) �2���" �� �1�#����� �����" �/�0�/� �������&�� �.�Œ�) �5�*�% �1�0 �%�*�5 ���.�� �0�Œ���1���" ���0���2�!���!�.���0 �������0 ���.�������� �$�!�+���.�2� �"
���*�!�& �.�Œ�) �2� �����/���� �$�&�!���" ���. �0�3�.�!���)�1� �#���0 �����Œ� ���. �2�0�$�������� �������������&�1���"�� �ò�Œ�0���2�. �.�Œ�) ���� �0�Œ� �$���" �0����
�Œ�.���/�0�#�1���" �2� �Œ� �1� �1�2�) �0�Œ���2�#�$���.�" �Œ� �# �1�����0���&�1�0 �2� ��� ���2����� �1�2� �1�*��� ��� �2�&�� �/�0�/� �������&�� �0�������$� �# �2� �#
�&�,�)�$�5���� ���2�.��63; 37�� ���.�� ���Œ�0���2�. �.�Œ�) �� �0�Œ� �$���" �0���Œ�.���/�0�#�1���" �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �0�1�,�6�7 �2� 
�.���2���1�2� ���$� �Œ� �1� �1�2�) �0�Œ���2�#�$���.�" ���2�.��94; 72����

����



������ �ü�3�.�!��� ���� �0�Œ�������1�0�&��

���������� �ü�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O

���2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O ���.�1�����)�" �1�2�)�$� �" �2� �# �0�Œ���2���������0��� �# �0�����.�� ���. �/������� �#�!�����1�0�� �2���� ���.�2������������
�/���.�2�.�!�.�$�� �1�0 �����. ���)��� �S�L�[�H�O �2���" �0�����)���.�"���1�2�)�$� �# ���2�1�� �+�1�2�0 ���. ���0���0�����1�0�� �2� �� �2�.������� �����2�� �2� �# ��� ���2����
��� �#�� ���2� �Œ�0���!�.���� ���.�"�� ���&�/����� �Œ� �����1�.���0 �2�� �/���.�2�.�!�.�$�� �1�0 �����.�� �Œ�����.���.�� � � �Œ� ��� �" �.�Œ� �2�0���0�� �����. �#�Œ� ��
�%���3���. ���*�1�� ���.�� ���0���2���1�2� �Œ� ���0���2�.�����0���0�����1�1�0�2�.�� �����1�& �2� �# �.����� �!������� �# �2���" �/���.�3� �!�������" �0�������������"�� ���2����
�Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2���" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O�� �����. �#�Œ� �%���3���. ���*�1�� �Œ�0�!�����$�0�� ���)��� �����. �/���.�2�.�!�.�$�� �Œ� �# �2�!� �Œ� �Œ� ���0��
�����. �S�L�[�H�O ���.�� �1�#�����1�2�.�2�.�� �.�Œ�) �����. �Œ���0�����/�. �Œ� �# �Œ�0�!�����$�0�� �Œ�����2�0 �1�2� ���$�0���.�� �2���" �1�#���2�0�2�.���������0�"x � y �Œ� �#
�.���2���1�2� ���$� �*�� �1�2�� �����1�� �2� �# �S�L�[�H�O�����*���.�2� �" �����1�. �1�2� �����[���� �Œ���������. �2���" �0�����)���.�" ���.�� �2���� �2������ �2���" �/���.�2�.��
�!�.�$���" �����. �������0 �����. �.�Œ�) �2�. �� ���.���������. �5�*�%�� �� �.�!�$�����)�" �.�!�������)�" �2�&�� �#�Œ� �%���3���&�� ���*�1�0�&�� ���Œ�������#�1���)�"��
�0�����.�� ���� ���.�� �1�0 �������0 �0�Œ�.���������%�� �������0�" ���� �#�Œ� �%���3���0�" ���*�1�0���" ���Œ�.���/������ ���. �Œ�.�!�.�$��� �*�� �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�"
�.�����)�!������� �/���.�3� �!�������" �0�������������"�� �Œ� �# �Œ�0�!�����!���3�0�2�.�� �.�Œ�) �2���� �ü�����1�&�1����������

x i (g + 1) = xr 1(g) + F (xr 2(g)�íxr 3(g)) ;

r 1 6= r 2 6= r 3
����������

�)�Œ� �#x i �0�����.�� �����. �Œ�����.���� �#�Œ� �%���3���. ���*�1����r 1; r 2; r 3 �0�����.�� �2�#�$�.��� �� �.�!������� �� ���0�2�.���* �2� �# �� ���.�� �� �/���.�3� ��
�!�0�2����� �� �.�Œ�) �2� i ��F �0�����.�� �2� �/���.�3� �!�����) �����!� �" �Œ� �# �Œ�.���!���0�� �2�������" �.�Œ�) �2���� ���.��� �������� ���.�2�.��� ����U(0:5; 1)
���.�� �/���.�3���!�0�� �.�Œ�) ���0������ �1�0 ���0������ ���.��g �0�����.�� � �2�!���$�&�� �/�0�����2���" ���0�������"��

���$�����. �������� �©���� ���1�$�#�!���ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �����1�& �2���" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O��
�$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7��

���)�����" �/������� �#�!�������0�� �����. �������0 �#�Œ� �%���3���. ���*�1��x i (g) �2� �# �Œ�������#�1��� �* �� �����. ���0������x i (g + 1) �� �2�)�2�0
�������0 �Œ�.���/�� �.���2�.���&�������0�2�.�� �2� �#�" �.���2���1�2� ���$� �#�" ��� ���0���" �2� �#�" �1�*���3�&���. ���0 �2� �� �/�0�����2��i �2� �# �Œ�������#�1��� �* ���.��
� ���������2���" �0�Œ�������+���0�� �����. �2���� �0�Œ�)���0���� �0�Œ�.���������%���� �� ���������1�2� �" �.�!�������)�" �0�Œ�.���.�����%�0�&�������0���0�+�� � �!�����0�2�.��
�1�0 ������ ���.�� �2� ���!���2���!��� �Œ�!�+�������" �/���.��� �Œ���" �2���" �0�Œ�.���.�����Œ�2�������" �/���.�/�����.�1���.�" �0���0�!��� �Œ� ���0���2�.�� �)�2�.�� � �2�.������
��� �����2���" �2� �# ��� ���2����� �# ���.�" �Œ�!� �������%�0�� �0�1�3�.���������� �������1�� �����. �2� �2�!� �Œ� �Œ� ����������� �� ���0 �2���� �Œ�!� �1�������� �2���"
�/���.�2�.�!�.�$���"�� �/�0�������. ���0 �Œ�����.���)�2���2�. �����& �2� �#85�� �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �0�1�,�6�7 ���.�� �����& �2� �#75�� �1�2����
�Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������ ���. �1�����0���&���0�� �)�2�� �1�0 �.�#�2�) �2� �1�����0��� ���������0 �Œ�!� �1�Œ�����0���. �0�3�.�!��� �����"
�2���" �0�Œ�����0�1���" ���.�� �1�2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �&�,�)�$�5������ �&�1�2�)�1� �Œ�.�!�.�2���!���������0 �)�2���� ���)���& �2���" �#�%�������"
�.�!�$�������" �Œ�����.���)�2���2�.�" �� �0�����1�2� �2�0 �0�����)���. ���. �.�������0�� �1�0 �1�#�����0���!���������� ���.�2����� �!���.�� � �.�����)�!������� �" �/���.��
�3� �!�������" �0�������������" �.�Œ�.���2� �*�1�0 �Œ�0�!���1�1�)�2�0�!�0�" �0�Œ�.���.�����%�0���" ���.���+�" ���.�� �/���.�3� �!�0�2������ �Œ�.�!�.���0�2�!� �Œ� �����1����
��� ���.�/������ �Œ�!� �(�Œ�)���0�1�� �����. �2���� �0�Œ����� ���� �0���)�" �/�0�������.�2� �" �&�" �1�2�)�$� �# �����. �2���� �0���2�����0�1�� �2���" �0�Œ�����0�1���" �0����
���.�� �� �0�����)���. �.�#�2�� ���. �2�.������� ���0���2�.�� � �!���� �.�Œ�) �2� �� �2�.������� �����2�� �2� �# �9�*�*���� �Œ�!���� �2���� �0�Œ�����0�1���� �ñ�����&�1�2�0��
�� �0�3�.�!��� ���� �2���" �0�Œ�����0�1���" �1�0 �����. �/�0�������. �Œ� �# �0���¶ �.�!�$���" �©���0���0�����ª �2� �� �2�.������� �����2�� �/�0�� ���. �0���$�0 �����Œ� ��� ���)��

����



���$�����. �������� �©�ÿ�1�$�#�!���ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �����1�& �2���" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O�� �$�!���1����
��� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7

�����.�� �ü���/�0�����2�������� �1�2�. ���$�����.�2�.�������������������������������Œ�.�!�.�2�����0���2�.�� � �!���1�������. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �#
�/������� �#�!�����1�.���0�� �0�3�.�!���)��� ���2�.�" �2���� �Œ�.�!�.�Œ�����& ���� �1�2� �$�0�#�������� �0�Œ�����0�1����

���$�����. �������� �©���� ���1�$�#�!���ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �����1�& �2���" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O
�$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������

�ù�!�$������ �&�" �0�Œ���2�#�$���������. �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. ���0�&�!���1�.���0 �0���0�����. �����. �2�. � �Œ� ���. � �2�.������� �����2���" �9�*�*����
�Œ�!� �������Œ�0�� �0�1�3�.���������� �������1�� ���0 �Œ�����.���)�2���2�. �����& �2� �# ������ �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �0�1�,�6�7 ���.�� �����& �2� �#
������ �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������ �
�1�2�)�1� �� �0���¶ � �!���1��� �*�� �����. �0�Œ�����0�1�� �0�����.�� �Œ�0�2�#�$���������� �0�3�)��
�1� �� ���.�2�.�3���!�0�� ���. �Œ�.�!�.�Œ���.�����1�0�� �2� �� �2�.������� �����2���� �ò���. ������ �Œ� �1� �1�2�) �0���Œ���1�2� �1�*�����" �2� �# �2�.������� �����2��
�1�2� �2�0�������) �.�Œ� �2�����0�1���.�� �.�� ���.�� �3�.�����0�2�.�� �1�$�0�2������ �$�.�������)�� �/�����+���0�� �)�2�� � �� �#�Œ�)��� ���Œ�0�" �� �������1�0���"�� �Œ�0�!����
���.�����.��� ���������" ���.�� �2���" �Œ�!�.�����.�2�������"�� ���$� �#�� �.���)���� �$�.�������)�2�0�!�. �Œ� �1� �1�2�� �1�0 �����. � ��� ���)��� �!�3�� ���.�2�.��� ����
���.�2����� �!���+���� �+���. �2� ���)��� �.�#�2�)�� ���!�����.���0 �)�2�� �����.�" �/���.�$�&�!���1���)�" �.�������0�1�. �1�2���" �0�Œ���2�#�$���������0�" �0�Œ�������1�0���" �0����
���.�� �.�Œ�.�!�.���2���2� �" ���.�� ���2�1�� ���.�2����� �!��� �Œ� �����1�.���0 �2�. �0�Œ���2�#�$���������. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �1�0 �©���1�$�#�!���ª
�� �)�2�.�� �2� �Œ� �1� �1�2�) �0���Œ���1�2� �1�*�����" �0�����.�� �����& �2� �#85�� �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �0�1�,�6�7 ���.�� �����& �2� �#75��
�1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� �� ���.�� �©���� ���1�$�#�!���ª �� �)�2�.�� �2� �Œ� �1� �1�2�) �0���Œ���1�2� �1�*�����" �0�����.�� ������
���)�2�0�!� �.�Œ�)85�� �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �0�1�,�6�7 ���.��75�� �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������ �.������
�2�. �/�0�������.�2�. �0���.��� ��� �#��� �*�� �2�. �Œ�.�!�.�Œ���.��� �*�� �2� �� �2�.������� �����2���� �ù�Œ� �2�#�$���������0�" �0�Œ�������1�0���" ���0�&�!���������.��
�0���0�����0�" �1�2���" � �Œ� ���0�" �2�. �2�!� �Œ� �Œ� �����������. ���0 �/���.�2�.�!�.�$�� �/�0�������.�2�. �/�0�� ���.�2���3�0�!�.�� ���. ���0���0�����1� �#�� �2� �� �2�.��
������� �����2���� �Œ�.�!�¶ �)�2�� �1�����0���+�������0 ���0���&�1�� �1�2� �Œ� �1� �1�2�) �0���Œ���1�2� �1�*�����" �2� �# �2�.������� �����2���� ���2� ���$�����.������
�Œ�.�!�.�����2� ���2�.�� �0�����)���0�" �/�0���������2�&�� �.�Œ�) �.�Œ� �2�#�$���������0�" �0�Œ�������1�0���"��

����



���$�����. �������� �©�ÿ�1�$�#�!���ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �����1�& �2���" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O �$�!���1����
��� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������

���$�����. �������� �ü���/�0�����2�����) �/�0�������. ���� �0�Œ���2�#�$�����������" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O �1�2� �0�1�,�6�7 ���.�!���1�2�0�!���� ���.�� �)�*�6�0
�0�Œ�����0�1���" �1�2� �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� ���/�0���������� ���.�� ���!���� �2���� �0�Œ�����0�1�� � �2�.������� �����2���" �2� �# ��� ���2����� �# ���.�2����� �!��� ��
�Œ� ���0�� �2� �/�0�������. �1�2���� �������1�� �©���ª ���0 ������ �0���Œ���1�2� �1�*�����"�� ���0�2�� �2���� �R�Q�H���S�L�[�H�O �0�Œ�����0�1�� � �2�.������� �����2���"
���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� �2� ���.���)��� �#��� �.�#�2�) �/�0�������. �Œ������ �1�2���� �������1�� �©���ª�� �.�#�2�� �2�� �3� �!�� �)���&�" ���0 ������ �0���Œ����
�1�2� �1�*�����"�� ������ ���!���� �2���� �0�Œ�����0�1�� � �2�.������� �����2���" �2� �# ��� ���2����� �# ���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� �2� �/�0�������. �1�2���� �������1��
�©�Œ� �#�����ª ���0 �������� �0���Œ���1�2� �1�*�����"�� �Œ� �1� �1�2�) �2� � �Œ� ��� �/���.�2���!�0���2�.�� �����. �2���� ���/���. �������1�� ���.�� ���0�2�� �2���� �)�*�6�0
�0�Œ�����0�1����

���������� �ü�Œ�����0�1�� �)�*�6�0

�þ �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0 �.�Œ� �2�0���0�� �����. �.�Œ�) �2���" �Œ��� �/���.�/�0�/� �������0�" ���.�� �0�Œ���2�#�$���������0�" �2�0�$���������" �0�Œ�������1�0�&��
�Z�K�L�W�H���E�R�[ �Œ� �# �$�!���1����� �Œ� ���0�� �2���" �Œ�����!� �3� �!���0�" �������1���" �2���" �1�#�����!�2���1���" ���)�1�2� �#�" �2� �# �2�.������� �����2�� �����.
���0���2���&�1�� �2���"�� ���#���.���2���2�.�� �1�#�$���� �1�2�� ����������� ���!�.�3���. �&�" �1�����0��� �.���.�3� �!���"�� ���#�!���&�" �����. �2���� �.�Œ� �2�0���0��
�1���.�2�����)�2���2�. �2�&�� �.���#���2�����+�� �1�2�!�.�2���������+�� �.������ ���.�� �����. �2���� �.�Œ� �/� �2�����)�2���2�. �������&�� �0�Œ�������1�0�&���� ���2����
�Œ�.�!� �*�1�. �/���Œ���&���.�2������ �0�!���.�1���. �0�3�.�!���)�1�.���0 �2���� �0�Œ�����0�1�� �.�#�2�� ���2�1�� �+�1�2�0 �1�2� ���0�2���Œ�0���2�. �1�#���/�#�.�1�2�����)
�������. �2�&�� �0�Œ�������1�0�&�� ���. �2���� �$�!���1����� �Œ� �����1� �#���0 �&�" �1�����0��� �.���.�3� �!���" ���.�� ���. �1�#�����!����� �#���0 �2���� �.�Œ�)��
�/� �1�� �2���" �1�#���/�#�.�1�2�������" �0�Œ�����0�1���" �1�0 �1�$���1�� ���0 �2���" ��� �����" ���.���+�" ���.�� ���0 �2� �Œ�)�1� �0�*��� ���. �.�����$���0�*�1������
�0�����.�� �� �/���Œ���� �0�Œ�����0�1�� �.�Œ�) �2���" �.���#���2�������" �2�0�$���������" �Œ� �# ���. �/� �*���0 �1�2�� �1�#�����$�0���.��

�,�0�&�!�+���2�.�" �)�2�� �� �1�#�����!�2���1�� ���)�1�2� �#�" �2� �# ��� ���2����� �# ���.�" �0�����.�� �����&�1�2�� �1�2� �0���1��� �����. �#��� �Œ� �����1�.���0
�2���� ���� �1�2� �$�0�#�������� �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0 �1�*���3�&���. ���0 �2���� �ü�����1�&�1���������� �ò�Œ�0���2�. �.�Œ�) �.�!���0�2���" �Œ�0���!�.���.�2�������"
�/� ���������" ���.�2�.�������.���0 �)�2�� �1�2�� �/������ ���.�" �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �� �2������ �� �.�Œ� �2�0���0�� �����. ���.���� �2������ �����. �2���� �Œ�.�!����
���0�2�!� � �2���" �)�*�6�0 �0�Œ�����0�1���"�� ���.��� �!���1�2�����) �!�)��� �1�2���� �0�Œ����� ���� �2���" �2�������" �.�#�2���" �0���$�0 �� �.�Œ�)�/� �1�� �2���"
�/���Œ�����" �0�Œ�����0�1���" �Œ� �# �0�3�.�!���)�1�.���0 �1�0 �0�Œ�)���0���� �3���1�� ���.�� ���. �/� �*���0 �.���.���#�2�����)�2�0�!�. �1�2�� �1�#�����$�0���.�� �	�.
�/�0�������.�2�.���1�2�)�$� �� �0�Œ�������$�������.�� ���0 ��� ���.�/�����) ���!���2���!��� �0���� �Œ�!���� �.�Œ�) � �Œ� ���.�/���Œ� �2�0 �0�Œ�����0�1�� � �2�.������� �����2���"
�2�. ���.�2����� �!��� �Œ� ���0�� � �!������ �Œ�0�!��� �!���1���)�" �Œ� �# �0�3�.�!���)�1�2�����0 ���.�� �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2���" �0�Œ�����0�1���" �R�Q�H���S�L�[�H�O��
�)�Œ�&�" �0���/�.���0 �Œ�!� ����� �#�������&�"�� �ü�Œ���1���"�� �����. �2� �� �/���.�$�&�!���1���) �2�&�� �0�Œ���2�#�$�+�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&��
�1�0 �©���1�$�#�!�+���ª ���.�� �©�����ª �.��� ��� �#�����������0 �� ���/���. �.���!�����+�" �/���.�/�����.�1���. ���0 �.�#�2���� �Œ� �# �Œ�0�!�����!���3�����0 �Œ�!� ����

����



��� �#�������&�"�� ���2� ���$�����.������ �/�����0�2�.�� �����. ���)��� �#�" �Œ�����!�)�2���2�.�" �����. �Œ�.�!���/�0�������. �.�Œ� �2�#�$�����������" �0�Œ�����0�1���"
�)�*�6�0 �$�!���1����� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������. �.�Œ�) �2� �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������ �0���+ �1�2�. ���$�����.�2�.�������������������������������Œ�.�!�.�2����
���0���2�.�� � �!���1�������. �©���1�$�#�!���ª ���.�� �©�����ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �/������� �#�!�����������.�� ���Œ�0���2�. �.�Œ�) �2����
�0���2�����0�1�� �2���" �0�Œ�����0�1���" �)�*�6�0��

���$�����. �������� �©���� ���1�$�#�!���ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �����1�& �2���" �0�Œ�����0�1���" �)�*�6�0 �$�!����
�1����� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7��

���$�����. �������� �©�ÿ�1�$�#�!���ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �����1�& �2���" �0�Œ�����0�1���" �)�*�6�0 �$�!���1����� ��
�Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �0�1�,�6�7��

���������� �û���Œ���� �0�Œ�����0�1��

�õ�Œ�&�" �0���/�.���0 �.���.���#�2������ �1�0 �Œ�!� ����� �*���0��� ���0�3�����.��� �� �#�Œ���!�$�0�� �Œ��� �*�1���. ����������� ���!�.�3���. �Œ�����& �1�0 �0�Œ����
�1�2����� ���������" ���!�0�#���0�" �Œ� �# ���0���0�2� �*�� �/�����3� �!�0�" ���0��� ���&�������0�" �0�Œ�������1�0���" �1�0 �ú���û�� ���.�!�.�2���!���1�.���0 �&�1�2�)�1� 
�)�2�� �/�0�� �#�Œ���!�$� �#�� �.���.�3� �!���" �1�$�0�2�������" ���0 �1�#���/�#�.�1���) ���0���)�/�&�� �����. �2���� �/���0���.���&���� �����.�" �0�Œ�����0�1���"�� ���2�.
�Œ���.���1���. �.�#�2���" �2���" �Œ�.�!�.�2���!���1���"�� �.�Œ� �3�.�1���1�.���0 ���. ���0���0�2���1� �#���0 �����. �1�#���/�#�.�1�2������ ���� �1�2� �$�0�#�������� �0�Œ����
���0�1�� �Z�K�L�W�H���E�R�[ �.�Œ� �2�0��� �*���0���� �.�Œ�) �/�*� ���0���)�/� �#�" �0�Œ�������1�0�&���� �2���� �R�Q�H���S�L�[�H�O ���.�� �2���� �)�*�6�0 �Œ� �# �0���$�.���0
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�1����� �Œ� ���+���2�.�" �/�0�������.�2�. �.�Œ�) �2�� �1�#����� ���� �/�0�/� �������&�� �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������
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�0�3�.�!���)�1�0�� ���/�� �1�0 �Œ�!� ����� �*���0���� �3���1���� ���.�2�� �2�� �/�����!���0���. �2���" �Œ�0���!�.���.�2�������" �/���.�/�����.�1���.�" ���!���.���0 �.���2����
�����2�&�Œ� �� ���0 �����. ���!���1����� �����. �2���� �/���0���Œ�0�!�.���&�1�� �2� �# �1�2�)�$� �# ���.�" �Œ�!�)���������.�� �Œ�.�!�.�2���!�+���2�.�" �)�2�� �1�2��
���0�������� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� � �� �0�Œ�������1�0���" �Œ� �# �0�3�.�!���)���.���0 �.��������� �.���.���!� �*���2�.�� ���.�� �1�#���0�Œ�+�" �� �1�*�����0�1�� �0�Œ���2�#��
�$���������&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �/�0�� ���2�.�� �0�*��� ������

���#�����0���!���������.�� �)�2�.�� �0�3�.�!���)�1�.���0 �Œ�!�+�2�. �2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O ���.�� ���Œ�0���2�. �2���� �)�*�6�0 �1�2�. �/�0�������.�2�.��
�1�2�)�$� �� �2� �Œ� �1� �1�2�) �2�&�� �0�Œ���2�#�$���������&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �Œ� �# �0���$�.�� �/�0�$�2�0�� �2�� �/���Œ���� �0�Œ�����0�1��
���2�.�� �Œ� ���* �$�.�������)�� ���.�!�.���2���!���1�2������ �.���.�3���!� �#���0 �)�2�� �����. �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������
�Œ�0�!���Œ� �# �2� 9�� �2�&�� �/�0���������2�&�� �Œ� �# �0���$�.�� ���/�� �#�Œ� �1�2�0�� �0�Œ���2�#�$�+�" �2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O ���.�2���3�0�!�.��
���0 �0�Œ���2�#�$���. ���. �/�0�$��� �*�� �2���� �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0�� ���2�1�� �+�1�2�0 ���. �/������� �#�!������� �*�� �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�.
�/���Œ�����" �0�Œ�����0�1���"�� �0�� �2�&�� � �Œ� ���&�� �1�$�0�/�)�� �2�. �����1�� ���)��� ���Œ�0�!���Œ� �#4; 7�� �2� �# �1�#���)��� �#�� �Œ�0�!��� �*�1�.�� �2� 
�)�!��� �2� �#75�� �2���" �0���Œ���1�2� �1�*�����" �2� �# �2�.������� �����2�� �Œ� �# ���$� �#���0 � �!���1�0�� �����. �2���" �#�%�������" �Œ� ���)�2���2�.�" �0�Œ��������
�1�0���"�� �ù���2�����0�2�.�� �)�2�.�� �0�3�.�!���)�1�.���0 �Œ�!�+�2�. �2���� �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0 ���.�� ���Œ�0���2�. �2���� �R�Q�H���S�L�[�H�O�� �2� �Œ� �1� �1�2�)
�2�&�� �0�Œ���2�#�$���������&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �Œ� �# �0���$�.�� �/�0�$�2�0�� �2�� �/���Œ���� �0�Œ�����0�1�� ���2�.�� �1�$�0�2������ �����.��
��� �Œ� �����2�����)�� ���0 �2� 87; 6�� �2�&�� �/�0���������2�&�� �Œ� �# �0���$�.�� ���/�� �#�Œ� �1�2�0�� �2���� �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0 ���. �/���$� ���2�.�� ���0
�0�Œ���2�#�$���. �2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O ���.�� �2� 69; 7�� ���. �Œ�0�!��� �*�� �2� �)�!��� �2� �# �Œ� �1� �1�2� �* �0���Œ���1�2� �1�*�����" �2� �#
�2�.������� �����2�� �����. �2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������ ���0 �)�2�� �.�3� �!�� �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&��
�2� �# �0�1�,�6�7�� ���.�� �1�2���" �/�*� �Œ�0�!���Œ�2�+�1�0���" �/���Œ�����" �0�Œ�����0�1���" �2� �Œ� �1� �1�2�) �2�&�� �0�Œ���2�#�$���������&�� �.���2���3�.�2�����+��
�Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �0�����.�� �.���)���. �Œ��� �$�.�������)�� ���0 �2� 44; 1�� �2�&�� �/�0���������2�&�� �Œ� �# �0���$�.�� ���/�� �#�Œ� �1�2�0�� �0�Œ���2�#�$�+�"
�2���� �)�*�6�0 �0�Œ�����0�1�� ���. �/���$� ���2�.�� ���0 �0�Œ���2�#�$���. �2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O ���.�� ���)��� �2� 1; 7�� ���. �Œ�0�!��� �*�� �2� 
�)�!��� �2� �#85�� �2���" �0���Œ���1�2� �1�*�����" �2� �# �2�.������� �����2����

�ò�Œ�0���2�. �.�Œ�) �.�!���0�2���" �/� ���������" ���.�2�.�3���!�.���0 ���. � ��� �������!�+�1� �#���0 �2�� �/���Œ���� �0�Œ�����0�1�� �0�3�.�!���)��� ���2�.�"
�Œ�!�+�2�. �2���� �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0 �1�2�. �/�*� �1�*��� ���. �2�&�� �/�0�/� �������&�� �0�������$� �# ���.�� �1�2�� �1�#�����$�0���. �$�!���1����� �Œ� ���+��
���2�.�" ���)��� �2�. �0�Œ���2�#�$���������. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �0�3�.�!���)�1�.���0 �2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O�� �Œ�.�!����� ��
���2�.�" �2�0�������� �����.�� �����.���) �� �����. �2���� �#�Œ�)��� ���Œ�� ���0�����2�� ���.�" �� �.�!�������) �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&���� ���2����
�Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5������ �����. �2���� �0���2�����0�1�� �2���" �/�0�*�2�0�!���" �0�Œ�����0�1���" �$�!���1����� �Œ� �����1�.���0 ���)��� 
�2�. �©���1�$�#�!���ª �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �Œ� �# �Œ�!� �����#�%�.�� �.�Œ�) �2���� �0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0�� ���.���+�" �2� �Œ������� �"
�2� �#�" ���2�.�� �0�Œ�.�!�����"�� �0���+ �1�2���� �Œ�0�!���Œ�2�&�1�� �2� �# �0�1�,�6�7�� �� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O �0�3�.�!���)�1�2�����0 �1�0 �)���.
�2�. �0�Œ���2�#�$���������. �.���2���3�.�2������ �Œ�.�!�.�/�0�������.�2�. �2���" �Œ�!�+�2���" �0�Œ�����0�1���"�� �©���1�$�#�!���ª ���.�� �©�����ª�� ���2�. ���$�����.�2�.
���������������������������������������Œ�.�!�.�����2� �#���0 � �!���1�������. �.�Œ�) �2�. �2�0�������� �.�Œ� �2�0�����1���.�2�. �2���" �/���Œ�����" �.�#�2���" �1�#���/�#�.��
�1�2�������" �0�Œ�����0�1���"�� ���2� ���.�!���!�2�����.�$�����Œ�.�!�.�����2� �#���0 �����. ���)��� �#�" �Œ�����!�)�2���2�.�" � �!���1�������. �.�Œ� �2�0�����1���.�2�.
�.�Œ�) �2�� �/���Œ���� �0�Œ�����0�1�� �Œ� �# �0���2�0�����1�2�����0 �1�2� �1�*��� ��� �/�0�/� �������&�� �2� �# �N�D�J�J�O�H �&�,�)�$�5���� �0�3�.�!���)��� ���2�.�"
�Œ�!�+�2�. �2���� �0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O ���.�� ���Œ�0���2�. �2���� �)�*�6�0��
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������ �ü�3�.�!��� ���� �2�0�$�������+�� �.�����$���0�#�1���" �0�Œ�������1�0�&��

���������� �	�0�$�������� �.�����$���0�#�1���" �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J

�+���. ���. �0��������� �#���0 �2���� ���1�$�* �2�&�� �.���2���3�.�2�����+�� �Œ�.�!�.�/�0���������2�&�� �Œ� �# �/������� �#�!�����1�.���0 �1�2���� �Œ�!� ����� �*��
���0���� �0���)�2���2�. �.���.�Œ�2�*���.���0 �.�!�$������ �2���� �2�0�$�������� �.�����$���0�#�1���" �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J�� ���!�+�2� �" ���.�" �1�2�)�$� �" �#�Œ���!���0
�� ���0�����2�� �2���" �/�#���.���������" �2� �# ���0�*��� �#�"�0�Œ�����0�1�� �R�Q�H���S�L�[�H�O �� �����#���. �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J�� ���2�� �1�#�����$�0���.�� �0�Œ�0���2�0����
���.���0 �2�� ���0�����2�� �.�#�2�� ���.�� �1�2� ���0�*��� �"�0�Œ�����0�1�� �)�*�6�0 �� �����#���. �3�&�$���Z�K�L�W�H�Q�L�Q�J���2�1�� �+�1�2�0 ���. �#�Œ���!�$�0�� �����.
�����2�!� �1�*�����!���1���" ���.�� �.����� ���)�����1���" �2�&�� �.�Œ� �2�0���0�1�����2�&�� �2���" �.�!�$�������" ���0�����2���"�� �ü�Œ���Œ����� ���� �0���0�2���1�.���0
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�7�U�X�H �3�R�V�L�W�L�Y�H+ �)�D�O�V�H �3�R�V�L�W�L�Y�H
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�7�U�X�H �3�R�V�L�W�L�Y�H
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