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Abstract 

 

Bubbles appear in many technological and industrial applications, in the fields of 

medicine, pharmacology, materials science and the chemical industry. In medicine, 

microbubbles are used as contrast agents in combination with ultrasound waves, 

as they amplify the signal, improving image quality. They are also applied to new 

therapeutic techniques aimed at eliminating clots or removing tumors, as they can 

be selectively directed to specific targets. These important applications underscore 

the importance of knowing the physical behavior of bubbles under ultrasound 

waves. Despite the potential impact this technology could have on the clinic, there 

are currently concerns about its effectiveness, uniformity and safety. These 

challenges are ultimately due to the limited ability to control the dynamics of 

microbubbles during ultrasound exposure. The present Thesis provides some 

insight information on the physics of isolated bubbles placed in an infinite medium. 

The corresponding flow equations are solved numerically, providing predictions of 

the pressures and temperatures developing inside collapsing bubbles at conditions 

considering the physical properties of various human tissues. The simulation results 

suggest that the same amplitudes of individual components, and frequency 

difference are beneficial for enhancing the bubble cavitation.The effect of the dual-

frequency excitation on the inertial cavitation threshold was studied to optimize 

the outcome. Especially in the tissues, heart and brain, dual frequency and 

especially 3. 1+3. 5 MHz brought about a significant increase in temperature and 

pressure which is desirable in therapeutic applications of microbubbles. Overall, 

this work may provide a theoretical model for further investigation of dual-

frequency excitation and its applications for a better outcome.  
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ΛΙΣΤΑ ΣΥΝΤΟΜΟΓΡΑΦΙΩΝ 
 

BBB Blood-brain barrier  

BHT  bioheat transfer 

MBs  Microbubbles  

UCA  Ultrasound contrast imaging  

HT Herring-Trilling 

HIFU High-Intensity focused ultrasound  

IG Ideal gas 

KM Keller-Miksis 

MRgFUS Magnetic Resonance guided Focused Ultrasound Surgery  
MRI Magnetic resonance imaging  

ODE ordinary differential equation 

RF Radio frequency  

RP Rayleigh-Plesset 

SCL Sonochemiluminescence 
VDW Van der Waals 
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ΛΙΣΤΑ ΣΥΜΒΟΛΩΝ 
 

c ταχύτητα ήχου 
Cp θερμοχωρητικότητα υπό σταθερή πίεση 
Cv θερμοχωρητικότητα υπό σταθερό όγκο 
G συντελεστής διάτμησης 
H   ενθαλπία 

MB μοριακό βάρος του μέσου διάδοσης 
Pa πλάτος του υπέρηχου κύματος διέγερσης 
Pg  πίεση του αερίου στη φυσαλίδα 
Pg0 πίεση του αερίου στη φυσαλίδα στην κατάσταση ηρεμίας 
Pv πίεση ατμών 
P∞ πίεση στο περιβάλλον 
q  ροή θερμότητας 

Qm παραγωγή θερμότητας μεταβολισμού 
Qp θερμότητα διάχυσης 
Qs πηγή θερμότητας 

�̇� ταχύτητα του τοιχώματος της φυσαλίδας 

�̈� επιτάχυνση του τοιχώματος της φυσαλίδας 
R ακτίνα της φυσαλίδας 
R0  ακτίνα ισορροπίας της φυσαλίδας 
Rc κρίσιμη ακτίνα ισορροπίας 

Rmax μέγιστη ακτίνα φυσαλίδας 
Rmin ελάχιστη ακτίνα φυσαλίδας 
rr   διατμητική τάση 
S  εντροπία 
t θερμοκρασία αερίου εντός της φυσαλίδας σε Κ 

T∞ θερμοκρασία του περιβάλλοντος ιστού 
Tb θερμοκρασία της φυσαλίδας 

u(x,y,t) πεδίο ταχύτητας 
Wb ρυθμός αιμάτωσης 
x σημείο του χώρου 
z Ακουστική αντίσταση 
α  συντελεστης απορροφησης 
Β μέτρο συμπιεστότητας 
γ πολυτροπικός δείκτης του αερίου εντός της φυσαλίδας 
Γ μέτρο θερμικής βλάβης 
Ι Ηχητική ένταση 
μ δυναμικό ιξώδες 
ρ πυκνότητα του μέσου διάδοσης 
σ   επιφανειακή τάση του υγρού 
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1. EΙΣΑΓΩΓΗ 
Οι φυσαλίδες εμφανίζονται σε πολλές τεχνολογικές και βιομηχανικές εφαρμογές, 

στους τομείς της ιατρικής, της φαρμακολογίας, της επιστήμης των υλικών και της 

χημικής βιομηχανίας. Στην ιατρική, οι μικροφυσαλίδες χρησιμοποιούνται ως 

σκιαγραφικοί παράγοντες σε συνδυασμό με κύματα υπερήχων, καθώς ενισχύουν 

το σήμα, βελτιώνοντας την ποιότητα των εικόνων. Οι φυσαλίδες είναι παρούσες 

στο εσωτερικό μιας ποικιλίας μαλακών υλικών και βιολογικών μέσων. Οι 

φυσαλίδες που εγχέονται στο ανθρώπινο σώμα μπορούν να χειραγωγηθούν με 

υπερήχους για την παροχή φαρμάκων σε θέσεις που δεν είναι προσβάσιμες, για 

παράδειγμα μέσω του αιματοεγκεφαλικού φραγμού. Εφαρμόζονται επίσης σε 

νέες θεραπευτικές τεχνικές που προσανατολίζονται στην εξάλειψη των θρόμβων 

ή στην αφαίρεση όγκων, δεδομένου ότι μπορούν να οδηγηθούν επιλεκτικά σε 

συγκεκριμένους στόχους.  Αυτές οι σημαντικές εφαρμογές υπογραμμίζουν τη 

σημασία της γνώσης της φυσικής συμπεριφοράς των φυσαλίδων κάτω από τα 

κύματα υπερήχων. Παρά τον δυνητικό αντίκτυπο που θα μπορούσε να έχει αυτή 

η τεχνολογία στην κλινική, υπάρχουν σήμερα ανησυχίες σχετικά με την 

αποτελεσματικότητα, την ομοιομορφία και την ασφάλειά της. Η βαθιά κατανόηση 

της δυναμικής των φυσαλίδων κοντά ή μέσα στους μαλακούς ιστούς είναι ζωτικής 

σημασίας για τηο αποτέλεσμα μιας διαδικασίας  Αυτές οι προκλήσεις οφείλονται 

τελικά στην περιορισμένη δυνατότητα ελέγχου της δυναμικής των 

μικροφυσαλίδων κατά την έκθεση σε υπερήχους. Σε αντίθεση με τη συμβατική 

ακουστική διέγερση μίας συχνότητας, η διέγερση διπλής συχνότητας δείχνει 

κάποια αξιοσημείωτα πλεονεκτήματα, όπως χαμηλότερο κατώφλι σπηλαίωσης, 

και καλύτερο έλεγχο της δραστηριότητας σπηλαίωσης στο ακουστικό πεδίο όσον 

αφορά τη ταλάντωση των φυσαλίδων. Διπλή συχνότητα διέγερσης έχει 

αποδειχθεί ότι προσαρμόζει με ακρίβεια την επέκταση της φυσαλίδας. Μέχρι 

στιγμής, πολλές πειραματικές εργασίες έχουν επιβεβαιώσει ότι η διέγερση διπλής 

συχνότητας θα μπορούσε να βελτιώσει αισθητά τα αποτελέσματα της 

αδρανειακής σπηλαίωσης αλλά λίγες θεωρητικές μελέτες έχουν αφιερωθεί σε 

αυτό το θέμα. Η αριθμητική μοντελοποίηση που ακολουθεί στοχεύει στην 

κατανόηση των μηχανισμών που οδηγούν σε αυτά τα αποτελέσματα. 
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Βιβλιογραφική ανασκόπηση, κίνητρο και καινοτομίες 

Η ακουστική σπηλαίωση, τόσο η σταθερή όσο και αδρανειακή, που προκαλείται 

από υπερήχους είναι γνωστό ότι παίζει πρωταγωνιστικό ρόλο σε ένα ευρύ 

φάσμα θεραπευτικών εφαρμογών των υπερήχων . 

Κατά την αδρανειακή σπηλαίωση,  απελευθερώνεται υψηλή ενέργεια, αυξάνεται 

η θερμοκρασία εντός της φυσαλίδας σε αρκετούς χιλιάδες Kelvin  και 

δημιουργούνται πίδακες υψηλής πίεσης και υψηλής ταχύτητας κατά την 

κατάρρευση της, που δύναται να προκαλέσουν βλάβες στους γύρω ιστούς και το 

γειτονικό περιβάλλον [13099]. 

Η αύξηση του πλάτους της εξωτερικής διέγερσης, της ακουστικής πίεσης 

οδήγησης θα μπορούσε να οδηγήσει στη μετάβαση από τη σταθερή σπηλαίωση 

στην αδρανειακή σπηλαίωση. Παραδείγματα επιτυχημένων θεραπειών υπερήχων 

που χρησιμοποιούν ακουστική σπηλαίωση περιλαμβάνουν τη θέρμανση ιστών 

στην οποία η σταθερή σπηλαίωση προκαλεί υψηλή τάση διάτμησης μεταξύ της 

φυσαλίδας και του περιβάλλοντος μέσου και η αδρανειακή σπηλαίωση προκαλεί 

ουσιαστικά προωθημένη και βελτιωμένη θερμική επέμβαση [20,21]. 

Σε αντίθεση με τη συμβατική ακουστική διέγερση μίας συχνότητας, η διέγερση 

διπλής συχνότητας δείχνει κάποια αξιοσημείωτα πλεονεκτήματα, όπως 

χαμηλότερο κατώφλι σπηλαίωσης, και καλύτερο έλεγχο της δραστηριότητας 

σπηλαίωσης στο ακουστικό πεδίο όσον αφορά τη ταλάντωση των φυσαλίδων και 

τη χωρική τους κατανομή [130]. 

Στο πλαίσιο της βιοϊατρικής, έχουν πραγματοποιηθεί αρκετές  έρευνες για την 

ενίσχυση της αδρανειακής σπηλαίωσης από τη διπλή συχνότητα. Η διέγερση 

διπλής συχνότητας βελτίωσε την απόδοση θρομβόλυσης σε έμβιο οργανισμό]. Οι 

Liu et al. και Chen et al.[55] έδειξαν ότι οι βλάβες που δημιουργούνται από τη 

διέγερση διπλής συχνότητας ήταν πιο ομοιόμορφες και πιο κοντά στην επιθυμητή 

περιοχή στόχου. Διπλή συχνότητα διέγερση έχει αποδειχθεί ότι προσαρμόζει με 

ακρίβεια την επέκταση της φυσαλίδας. Μέχρι στιγμής, πολλές πειραματικές 

εργασίες έχουν επιβεβαιώσει ότι η διέγερση διπλής συχνότητας θα μπορούσε να 

βελτιώσει αισθητά τα αποτελέσματα της αδρανειακής σπηλαίωσης αλλά λίγες 

θεωρητικές μελέτες έχουν αφιερωθεί σε αυτό το θέμα. Η αριθμητική 

μοντελοποίηση που ακολουθεί στοχεύει στην κατανόηση των μηχανισμών που 

οδηγούν σε αυτά τα αποτελέσματα. 

Οι Guo et al.  [15] έδειξε 5% βελτίωση στην ανύψωση της θερμοκρασίας  στο 

στήθος κοτόπουλου με τη διέγερση διπλής συχνότητας. Οι Kuang et al.  [101] 

απέδειξαν ότι η χρήση δύο ομοκεντρικών μετατροπέων που κινούνται σε δύο 

γειτονικές συχνότητες  (1,495+1,505 MHz και 1,563+1,573 MHz)  θα μπορούσε να 

επιτευχθεί μια μεγάλη βλάβη.  Η πρώτη θεραπεία διπλής συχνότητας που 
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διενεργήθηκε σε ποντίκια έδειξε πιο αποτελεσματική όσον αφορά την 

καταστέλλει την ανάπτυξη του όγκου [131]. 

Ο μηχανισμός ενίσχυσης της σπηλαίωσης φυσαλίδων με διπλή συχνότητα  

διέγερσης δεν έχει γίνει πλήρως κατανοητός, αν και βρέθηκαν ορισμένα μοναδικά 

χαρακτηριστικά σε ορισμένες  προκαταρκτικές έρευνες. Μέχρι στιγμής, πολλές 

πειραματικές εργασίες έχουν επιβεβαιώσει ότι η διέγερση διπλής συχνότητας θα 

μπορούσε να επιφέρει καλύτερο έλεγχο στη δυναμική των φυσαλίδων αλλά λίγες 

θεωρητικές μελέτες έχουν  αφιερωθεί  σε αυτό το θέμα. Η αριθμητική 

μοντελοποίηση προσβλέπει στην κατανόηση της  μηχανισμούς λόγω των 

εφαρμογών σε διάφορες συνθήκες. Μια θεωρητική πρόβλεψη της δυναμικής της 

φυσαλίδας ( ακτίνα, θερμοκρασία και πίεση) με διέγερση διπλής συχνότητας στα 

διάφορα μέσα, όπως το ρευστό (δηλ. νερό και αίμα) και ο ιξωδοελαστικός ιστός 

(δηλ. εγκέφαλος και καρδιά), μελετήθηκε και οι πρωταρχικές παράμετροι που 

επηρεάζουν την σπηλαίωση  διερευνήθηκαν προκειμένου να βελτιστοποιηθεί η 

δυναμική της φυσαλίδας.Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης δείχνουν ότι για τα 

ίδια πλάτη των επιμέρους συχνοτήτων, η διέγερση διπλής συχνότητας είναι 

ευεργετική για την ενίσχυση της σπηλαίωσης των φυσαλίδων. Με τη διέγερση 

διπλής συχνότητας και ειδικά στον εγκέφαλο και τη καρδιά επέρχεται μεγαλύτερη 

επέκταση της φυσαλίδας, συνεπώς και της πίεσης και της θερμοκρασίας εντός 

αυτής.Συνολικά, η εργασία αυτή παρέχει ένα θεωρητικό μοντέλο για την 

περαιτέρω διερεύνηση της διέγερσης διπλής συχνότητας και την καθοδήγηση των 

εφαρμογών της για ένα καλύτερο αποτέλεσμα. 
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2. Η ΦΥΣΙΚΗ ΤΩΝ ΥΠΕΡΗΧΩΝ 
Υπέρηχοι είναι τα ακουστικά κύματα δηλαδή οι μηχανικές ταλαντώσεις / δονήσεις 

της ύλης με συχνότητα πάνω από το ακουστικό όριο (audible range) 20 kHz. Το 

1883 κατασκευάστηκε η πρώτη υπερηχητική σειρήνα από τον Francis Galton. Οι 

υπέρηχοι σήμερα χρησιμοποιούνται ευρέως σε εφαρμογές μηχανικής, στην 

ιατρική και σε πολλούς άλλους τομείς. 

 

2.1 ΥΠΕΡΗΧΟΣ – ΟΡΙΣΜΟΣ 
Ο ήχος είναι μια μηχανική διαταραχή που δημιουργείται σε ένα μέσο, έτσι ώστε 

μικρά τμήματα του μέσου, σωματίδια, να εκτελούν ταλαντώσεις. Αυτή η 

διαδικασία δεν συνεπάγεται μεταφορά μάζας αλλά προέρχεται από την αλλαγή 

στο πεδίο της πίεσης ή και την αλλαγή της πίεσης εντός του μέσου διάδοσης . Η 

μηχανική ενέργεια είναι «ενσωματωμένη» στο μέσο με τη μορφή ελαστικών 

τάσεων και ταλαντώσεων  των μορίων. Ωστόσο, λόγω της ελαστικότητας του 

μέσου, όταν ένα σωματίδιο μετατοπίζεται, αναπτύσσονται ελαστικές δυνάμεις 

που τείνουν να το επαναφέρουν στην αρχική του θέση. Μέσω αυτής της 

ταλάντωσης και της αλληλεπίδρασης μεταξύ διαφορετικών σωματιδίων, η 

ακουστική ενέργεια μπορεί να μεταδοθεί σε όλο το μέσο με τη μορφή ενός 

κύματος. Στην περίπτωση του ήχου, αυτά τα κύματα καλούνται ακουστικά κύματα. 

Επομένως, ο ήχος απαιτεί ένα μέσο για να διαδοθεί, ενώ δεν μπορεί να διαδοθεί 

στο κενό. [88] 

 

2.2 Η ΔΙΑΔΟΣΗ ΤΩΝ ΥΠΕΡΗΧΩΝ 
To κύμα διαδίδεται σαν μια διαταραχή των σωματιδίων του μέσου, το οποίο 

συντηρεί τη διάδοση του κύματος. Η διάδοση ενός επιπέδου κύματος 

απεικονίζεται στην Εικόνα 1. 

 

 

 

Εικόνα 1 Η διάδοση ενός διαμήκους κύματος [7] 
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Τα σωματίδια του μέσου βρίσκονται αρχικά σε ηρεμία και τοποθετημένα 

ομοιόμορφα εάν δεν υφίσταται κυματική διαταραχή. Εξαιτίας της παρουσίας  

κύματος τα σωματίδια θα ταλαντωθούν γύρω από τη θέση ισορροπίας τους. Η 

ταλάντωση πραγματοποιείται κατά μήκος της διεύθυνσης διάδοσης του κύματος, 

καθιστώντας το ένα διαμήκες κύμα (longitudinal wave). Το κύμα επιδρά ως απλή 

διαταραχή στο μέσο και δεν υφίστανται ουσιαστικά συνολική μετατόπιση των 

σωματιδίων και μεταφορά μάζας. Συγκεκριμένα, η απόσταση που διανύεται από 

τα σωματίδια κατά την διάδοση του ήχου καλείται «σωματιδιακή» μετατόπιση και 

συνήθως είναι της τάξης του 1 nm ενώ η ταχύτητα των σωματιδίων που 

ταλαντώνονται καλείται «σωματιδιακή ταχύτητα». Η ταχύτητα αυτή διαφέρει από 

τον ρυθμό διάδοσης της ενέργειας σ' ένα μέσο, η οποία  ορίζεται σαν «φασική 

ταχύτητα» και η οποία παίρνει αρκετά μεγαλύτερες τιμές σε σχέση με την 

«σωματιδιακή ταχύτητα». Τελικά, παρά το γεγονός ότι τα σωματίδια κινούνται 

μερικά nm, η διαταραχή που προκαλούν μεταδίδεται σε άλλα σωματίδια του 

μέσου σε πολύ μεγαλύτερη απόσταση. 

Στην ανάλυση που ακολουθεί για την περιγραφή των ηχητικών κυμάτων 

χρησιμοποιούμε την ακουστική πίεση. Με τον όρο ακουστική πίεση εννοούμε τη 

δημιουργούμενη υπερπίεση ή υποπίεση (σε σχέση με την πίεση του περιβάλλοντα 

χώρου) που δημιουργεί το υπερηχητικό κύμα, κατά τη διάδοση του.  

Τα ηχητικά κύματα διαδίδονται και σε υγρά και σε στερεά μέσα. Οι δυνάμεις που 

δρουν στα μόρια του μέσου διάδοσης, τα αναγκάζουν να διενεργούν ταλαντώσεις 

γύρω από τις θέσεις ηρεμίας τους, προκαλώντας ακόμη περιοδικές αλλαγές της 

πίεσης στο μέσο διάδοσης. Οι αναταραχές που δημιουργούνται μεταδίδονται και 

σε απομακρυσμένες περιοχές από την πηγή του ήχου μέσω των αλληλεπιδράσεων 

των μορίων με  γειτονικών τους, χωρίς όμως να υπάρχει ροή σωματιδίων. Η 

μοριακή ακολουθία είναι απαραίτητη για τη μετάδοση ήχου, γεγονός που εξηγεί 

γιατί ο ήχος δεν μπορεί να μεταδοθεί μέσω του κενού   

Η διάδοση του ήχου εξαρτάται από τις εγγενείς ελαστικές ιδιότητες του μέσου 

καθώς και από την πυκνότητα της μάζας του. Τόσο τα υγρά όσο και τα στερεά 

ευνοούν τα κύματα, στα οποία τα μόρια εκτελούν ταλαντώσεις προς την 

κατεύθυνση της διάδοσης του κύματος. Αυτός ο τύπος κυμάτων, όπως ορίστηκε 

παραπάνω, ονομάζεται «διαμήκες»  κύμα (longitudinal wave). Ωστόσο, στα 

στερεά, σε αντίθεση με τα υγρά, η ισχυρή σύνδεση μεταξύ των μορίων, επιτρέπει 

τη διατμητική παραμόρφωση που μπορεί να μεταδοθεί σε γειτονικά στρώματα 

και δημιουργούν «εγκάρσια» κύματα. Σε αυτόν τον τύπο κυμάτων, η κίνηση των 

σωματιδίων είναι κάθετη προς την κατεύθυνση διάδοσης. 
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Εικόνα 2 Η διάδοση ενός διαμήκους κύματος και ενός εγκάρσιου κύματος [2] 

Οι βιολογικοί μαλακοί ιστοί θεωρούνται ιξωδοελαστικά υλικά, οπότε ο ήχος 

διαδίδεται ουσιαστικά μέσω διαμήκων κυμάτων. Από την άλλη πλευρά, για 

σκληρούς ιστούς όπως τα οστά, μπορεί να εμφανιστούν και κύματα διαμήκη αλλά 

και εγκάρσια. Δεδομένου ότι ένα ηχητικό κύμα αποτελείται από 

επαναλαμβανόμενα μοτίβα περιοχών υψηλής πίεσης (πυκνώματα) και χαμηλής 

πίεσης (αραιώματα) όταν διαδίδονται σε ένα μέσο, μερικές φορές αναφέρονται 

και απλούστερα ως κύματα πίεσης [80]. 

 

 

 

Εικόνα 3 Ένα ηχητικό κύμα αποτελείται από επαναλαμβανόμενα μοτίβα 

περιοχών υψηλής πίεσης - περιοχές συμπίεσης και χαμηλής πίεσης -περιοχές 

αραίωσης (Sound Waves - Roshni’s Physics E-Portfolio) 
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2.3 ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ ΚΑΤΑ ΤΗ ΔΙΑΔΟΣΗ ΤΟΥ ΚΥΜΑΤΟΣ 

2.3.1 ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ ΚΑΙ ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΤΟΥ ΗΧΟΥ: 

 

Η συχνότητα κύματος, f, είναι ο αριθμός των ταλαντώσεων ανά μονάδα χρόνου, 

που δίνεται από τη σχέση f = kc/2π σε Hertz . Η ταχύτητα με την οποία το κύμα 

διαδίδεται σε οποιοδήποτε μέσο εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από τις φυσικές 

ιδιότητες του μέσου όπως από τη πυκνότητα του μέσου, ρ και τη συμπιεστότητα 

του, Β.  

Αυτές οι ιδιότητες εξαρτώνται αντιστρόφως ανάλογα μεταξύ τους, καθώς μια 

διακύμανση της πυκνότητας συνήθως συνοδεύεται από μια μεγαλύτερη αντίθετη 

διακύμανση στη συμπιεστότητα. 

Ως ταχύτητα του ήχου, c, θεωρούμε την ταχύτητα διάδοσης του ηχητικού κύματος. 

Η ταχύτητα του ήχου εξαρτάται από την ελαστικότητα και την πυκνότητα του 

μέσου μέσω του οποίου κινείται. Όσο μεγαλύτερη είναι η ελαστικότητα και όσο 

χαμηλότερη είναι η πυκνότητα, τόσο πιο γρήγορα ο ήχος ταξιδεύει σε ένα μέσο. Η 

ταχύτητα του ήχου σε ένα υλικό, ιδιαίτερα σε ένα αέριο ή υγρό, ποικίλλει ανάλογα 

με τη θερμοκρασία, επειδή η μεταβολή της θερμοκρασίας επηρεάζει την 

πυκνότητα του υλικού. 

Στη συνέχεια δίνεται η εν λόγω σχέση: 

 

c =  √
Β

ϱ 
= √

γRT

MB 
    (2.1) 

 

Όπου:  

Τ, η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου,  

R η σταθερά (R =8317 m/s/°K)  

γ, ο λόγος των ειδικών θερμοτήτων υπό σταθερά πίεση και υπό σταθερό όγκο (για 
τον αέρα η τιμή γ = 1,4 είναι ικανοποιητική), 
MB, το μοριακό βάρος του μέσου διάδοσης (για τον αέρα η τιμή 29 είναι 
ικανοποιητική)  
ρ, η πυκνότητα του μέσου διάδοσης 
Β, το μέτρο συμπιεστότητας των ρευστών. 
 
Η συμπιεστότητα Β ενός σώματος καλείται ο λόγος της σχετικής μειώσεως του 
όγκου του σώματος (dV/V) προς την αύξηση της πιέσεως (dp) που προκάλεσε τη 
μείωση του όγκου: 
 

Β =
−dV/V

dp
  (2.2) 
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Επειδή η συμπιεστότητα ποικίλλει, συνήθως υλικά με μεγαλύτερη πυκνότητα 
έχουν και μεγαλύτερη ακουστική ταχύτητα. Τα αέρια μέσα διάδοσης 
αποτελούνται από μόρια αραιά κατανεμημένα και χαλαρά συνδεδεμένα που 
πρέπει να ταξιδεύουν σε μεγάλη απόσταση πριν επηρεάσουν το γειτονικό τους 
μόριο στην κατεύθυνση της διάδοσης. Αντιστρόφως ανάλογα, τα στερεά είναι 
“πυκνοκατοικημένα” με ισχυρή μοριακή δομή που ευνοεί μια πολύ γρήγορη 
διάδοση. Σε βιολογικούς ιστούς ο υπέρηχος διαδίδεται σε ένα ευρύ φάσμα 
ταχυτήτων. 
Η συμπιεστότητα ισούται με το αντίστροφο της σταθεράς ελαστικότητας (bulk 
modulus) K:  β= 1/Κ (2.3)  [96] 
  

2.3.2 ΜΗΚΟΣ ΚΥΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΑΚΟΥΣΤΙΚΗ ΕΜΠΕΔΗΣΗ 

Το μήκος κύματος (λ) είναι η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών σημείων στην ίδια 

κατάσταση ταλάντωσης. Καθώς η ταχύτητα είναι σταθερή για ένα συγκεκριμένο 

μέσο, μια αλλαγή στο μήκος κύματος μπορεί να διαφοροποιήσει τη συχνότητα 

όπως φαίνεται στην επόμενη σχέση: 

f =  
c

λ
    (2.4) 

Ορισμένες τυπικές  ταχύτητες διάδοσης υπέρηχων σε βιολογικούς ιστούς 

παρουσιάζονται στον Πίνακα 1. 

Πίνακας 1: Τιμές πυκνότητας και ταχύτητες του ήχου για διάδοση σε διάφορους 

βιολογικούς ιστούς [24] 

Υλικό Πυκνότητα 
 ρ ( kg/m3) 

Ταχύτητα ήχου 
 c ( m s-1) 

Αέρας 1.2 0.0004 

Νερό 1000 1.5 

Αίμα 1060 1.62 

Οστό 1380-1810 3.75-7.38 

Εγκέφαλος 1030 1.55-1.66 

Λίπος 920 1.35 

Νεφρό 1040 1.62 

Συκώτη 1060 1.64-1.68 

Πνεύμονας 400 0.26 

Μυς 1070 1.65-1.74 

Σπλίνα 1060 1.65-1.67 

 
Σε κάθε σύστημα ως εμπέδηση ορίζεται το πηλίκο της διέγερσης που εφαρμόζεται 
σ' αυτό, προς το αποτέλεσμα της διέγερσης. Στα ηλεκτρικά κυκλώματα, π.χ. ως 
εμπέδηση ορίζεται το πηλίκο της τάσης που εφαρμόζεται σε ένα στοιχείο 
(διέγερση) προς την ένταση του ρεύματος που διαρρέει το στοιχείο (αποτέλεσμα). 
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Σε ένα ακουστικό σύστημα, το ρόλο της διέγερσης τον παίζει η ακουστική πίεση, 
ενώ το αποτέλεσμα είναι η κίνηση των μορίων του μέσου διάδοσης. Για τον ήχο 
συνεπώς μπορούμε να δώσουμε τον παρακάτω ορισμό:  
Ακουστική εμπέδηση ενός μέσου ονομάζεται ο λόγος της ακουστικής πίεσης προς 
την ταχύτητα των σωματιδίων ή πιο απλά η ακουστική εμπέδηση δίνεται από τη 
σχέση: 

Z =  P/ c   (2.5) 
 

Ως μονάδα μέτρησής της χρησιμοποιείται το Rayl (1Rayl = 10-5gr/cm2 sec). 

Η ακουστική σύνθετη αντίσταση είναι  φυσική ιδιότητα των υλικών και 

αναφέρεται στην εγγενή ιδιότητα οποιουδήποτε υλικού ή ιστού.  Περιγράφει τη 

τιμή της αντίστασης που βιώνει μια δέσμη υπερήχων καθώς ταξιδεύει σε ένα 

συγκεκριμένο υλικό και εκφράζεται ως μια φυσική μονάδα που ονομάζεται Rayl.  

Τυπικές τιμές σύνθετης αντίστασης που εκφράζονται σε μονάδες Rayl για 

διαφορετικούς βιολογικούς ιστούς και υλικά παρουσιάζονται στον Πίνακα 2. 

Πίνακας 2: Τιμές ακουστικής αντίστασης κατά τη διάδοση υπερήχων σε διάφορους 

βιολογικούς ιστούς [24] 

Υλικό  Ακουστική Αντίσταση  
Ζ(Mrayl) 

Νερό 1.48 

Αίμα 1.66 

Οστό 5.32 

Εγκέφαλος 1.60 

Λίπος 1.38 

Συκώτι 1.69 

Μυς 1.68-1.69 

 

2.3.3 ΈΝΤΑΣΗ ΤΟΥ ΗΧΟΥ 

Ένα ιδιαίτερα χρήσιμο μέγεθος στην ακουστική είναι η ένταση του ήχου. Η ένταση 

είναι διανυσματικό μέγεθος και εκφράζει τη ροή της ηχητικής ενέργειας. Ως 

διανυσματικό μέγεθος παρουσιάζει όμως δυσκολία στη μέτρηση του διότι ο 

πλήρης καθορισμός ενός διανύσματος απαιτεί εκτός του μέτρου, τη γνώση της 

διεύθυνσης και φοράς. 

Ηχητική ένταση σε ένα σημείο του ηχητικού πεδίου και προς μια καθορισμένη 

διεύθυνση είναι το πηλίκο της μέσης ηχητικής ισχύος που διαπερνά κάθετα μία 

στοιχειώδη επιφάνεια δια του εμβαδού της επιφάνειας. Μονάδα μέτρησης της 
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έντασης είναι το Ηχητική ένταση σε ένα σημείο του ηχητικού πεδίου και προς μια 

καθορισμένη διεύθυνση είναι το πηλίκο της μέσης ηχητικής ισχύος που διαπερνά 

κάθετα μία στοιχειώδη επιφάνεια δια του εμβαδού της επιφάνειας. Μονάδα 

μέτρησης της έντασης είναι το W/m2 και η τιμή της δίνεται από την εξίσωση: 

Ι =  
w

s
= p u    (2.6) 

Το μέτρο της έντασης του ήχου σε κάποιο σημείο όταν είναι γνωστή η πίεση, 
υπολογίζεται από την σχέση: 
 

Ι =  
p2(r)

ρc
= p u    (2.7) 

Ο τύπος αυτός ισχύει τόσο για επίπεδα ηχητικά κύματα όσο και για σφαιρικά 

κύματα (σε μεγάλη απόσταση r από την πηγή) και μόνο στην περίπτωση που 

έχουμε ελεύθερη διάδοση του ήχου. 

 

2.4  ΠΑΡΑΓΩΓΉ ΤΩΝ ΥΠΕΡΉΧΩΝ 
Οι υπέρηχοι παράγονται από ειδικούς μετατροπείς (transducers). Γενικά 

μεταλλάκτης είναι κάθε συσκευή που μετατρέπει την ενέργεια από μια μορφή σε 

μια άλλη. Εδώ η ηλεκτρική ενέργεια μετατρέπεται σε υπερηχητικά κύματα 

(μηχανική ενέργεια).Οι μεταλλάκτες υπερήχων αποτελούνται κυρίως από 

πιεζοηλεκτρικά στοιχεία, τα οποία κατασκευάζονται από ειδικό υλικό- φυσικοί 

κρύσταλλοι όπως ο χαλαζίας ή κατάλληλα κεραμικά όπως το τιτανιούχο βάριο- 

ώστε όταν εφαρμοστούν σ’αυτά ηλεκτρικά σήματα να παράγονται μηχανικές 

δονήσεις (υπέρηχοι), ενώ όταν εφαρμοστούν μηχανικές δονήσεις να παράγονται 

ηλεκτρικά σήματα. Έτσι αν τα υλικά αυτά βρίσκονται μέσα σε ελαστικό μέσο και 

τους εφαρμοστεί εναλλασσόμενη τάση με συχνότητα μεγαλύτερη των 20kHz θα 

έχουμε παραγωγή και διάδοση υπερηχητικών κυμάτων. Αν αντίθετα υπερηχητικό 

κύμα που διαδίδεται σε υλικό μέσο συναντήσει την επιφάνεια πιεζοηλεκτρικού 

κρυστάλλου (μεταλλάκτης) θα την θέσει σε ταλάντωση με αποτέλεσμα την 

εμφάνιση αντίστοιχης διαφοράς δυναμικού, δηλαδή ηλεκτρικού σήματος σ’ 

αυτόν. Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο[4].  

 

2.5  ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ ΜΕ ΤΟ ΜΕΣΟ ΔΙΑΔΟΣΗΣ 
Τα κύματα υπερήχων αλληλοεπιδρούν με το μέσο στο οποίο κιόλας διαδίδονται 

μέσω πολλαπλών φαινομένων: αντανάκλαση, διάθλαση, σκέδαση, περίθλαση, 

απόκλιση, παρεμβολή και απορρόφηση (βλ. Εικόνα 3). Στη συνέχεια αναλύονται 

αυτές με τη μεγαλύτερη σημασία για την έρευνά μας.  
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2.5.1 ΑΝΤΑΝΑΚΛΑΣΗ 

Η διάδοση του υπερήχου περιλαμβάνει τη διάδοση μέσω διεπαφών διαφορετικών 

ιστών. Το ποσό της ακουστικής ενέργειας που καταφέρνει να περάσει τη διεπαφή 

εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από τις ιδιότητες του μέσου.  Πιο συγκεκριμένα, η 

αντιστοίχιση των ακουστικών σύνθετων αντιστάσεων των γειτονικών μέσων 

διέπει την ποσότητα της ακουστικής ενέργειας που αντανακλάται. Ο συντελεστής 

αντανάκλασης για την ένταση της δέσμης όταν διαδίδεται από ένα μέσο με 

σύνθετη αντίσταση Z1 στο μέσο Z2 εκφράζεται στην εξίσωση : 

%R =  (
Z2−Z1

Z2+Z1
)2  × 100 (2.8) 

Είναι απλό να συμπεράνουμε ότι σε διεπαφές με μεγάλη αναντιστοιχία 

αντίστασης όπως αέρας / ιστός ή ιστός / οστό, η δέσμη θα ανακλάται έντονα και 

θα μεταδίδεται επομένως πολύ περιορισμένα. Είναι εύλογο λοιπόν, να 

αποφεύγεται η διάδοση μέσω διεπαφών που προκαλούν έντονες αντανακλάσεις, 

καθώς καμία ενέργεια δεν θα αποτίθεται στον τόπο θεραπείας. Η κατεύθυνση του 

ανακλώμενου κύματος είναι προβλέψιμη εάν το προσπίπτον κύμα χτυπήσει σε 

μια ομαλή γωνία (κατοπτρική ανάκλαση). Η αντανάκλαση είναι μονοκατευθυντική 

και η γωνία ανάκλασης ισούται με τη γωνία πρόσπτωσης. Αυτό είναι πολύ 

σημαντικό στο διαγνωστικό υπερηχογράφημα όπου οι μορφοτροπείς ενεργούν 

και ως δέκτες. 

 

2.5.2 ΑΠΟΣΒΕΣΗ 

Όταν ένα ακουστικό κύμα διαδίδεται μέσα σε έναν ιστό,  χάνει μέρος της κινητικής 

του ενέργειας μέσω της μετατροπής της σε θερμική ενέργεια. Η απορρόφηση είναι 

εγγενής στο μέσο της διάδοσης αλλά δεν αποδίδεται σε ένα μόνο μηχανισμό ή 

τύπο απώλειας ενέργειας. Οι απώλειες ενέργειας στις οποίες συγκαταλέγεται η 

απορρόφηση μπορούν να υποδιαιρεθούν σε τρεις βασικούς τύπους, για τους 

οποίους οι φυσικοί μηχανισμοί είναι γνωστοί. Οι τύποι αυτοί είναι: οι  απώλειες 

ιξώδους, οι απώλειες θερμικής αγωγιμότητας  και οι απώλειες χαλάρωσης. 

Οι απώλειες ιξώδους εμφανίζονται όποτε υπάρχει σχετική κίνηση μεταξύ των 

σωματιδίων του μέσου, όπως  στην περίπτωση παραμορφώσεων,  ή κατά τη 

διάρκεια των γειτονικών συμπιέσεων και των αραιώσεων που διευκολύνουν τη 

διάδοση του ακουστικού κύματος. Το ιξώδες είναι ένα μέτρο των δυνάμεων τριβής 

μεταξύ των σωματιδίων του μέσου καθώς αλληλοεπιδρούν μεταξύ τους. Κατά 

συνέπεια, κατά τη διάρκεια της διάδοσης του ακουστικού κύματος, ένα μέρος της 

ενέργειας μετατρέπεται σε θερμική, με αποτέλεσμα την απώλεια ενέργειας. 

Οι απώλειες θερμικής αγωγιμότητας  προκύπτουν από την αγωγή της θερμότητας 
από τις υψηλότερες περιοχές συμπίεσης της θερμοκρασίας του μέσου προς τις 
περιοχές αραίωσης  χαμηλότερης θερμοκρασίας. Η αυξημένη ακουστική πίεση 
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στις περιοχές συμπίεσης συνεπάγεται αυξημένη κινητική ενέργεια (σε σύγκριση 
με τις περιοχές αραίωσης) η οποία προκαλεί υψηλότερες θερμοκρασίες σε αυτές 
τις περιοχές. Αυτή η κινητική ενέργεια διαχέεται από  τις θερμότερες περιοχές στις 
ψυχρότερες μέσω ενδομοριακών συγκρούσεων. Καθώς αυτή η ενέργεια διαχέεται 
από την θερμότερη περιοχή, χάνεται από την ακουστική διαδικασία και 
μετατρέπεται σε τυχαία θερμική ενέργεια μοριακής κίνησης. 

Οι απώλειες χαλάρωσης, οι οποίες επίσης αναφέρονται ως μοριακές απώλειες, 

μπορούν να εξηγηθούν με τον εξής τρόπο: 

Κατά τη φάση διαστολής ενός κύματος, η κινητική ενέργεια αποθηκεύεται στο 

μέσο σε διάφορες μορφές όπως δυναμική ενέργεια,  κινητική ενέργεια, χημική 

ενέργεια . Αυτή η αποθηκευμένη ενέργεια επιστρέφει στο κύμα κατά τη διάρκεια 

της φάσης συστολής  μια προσπάθεια του μέσου να επιστρέψει στην κατάσταση 

ισορροπίας του. Ωστόσο, αυτή η μεταφορά ενέργειας απαιτεί ένα ορισμένο 

χρονικό διάστημα, το οποίο αναφέρεται ως  χρόνος χαλάρωσης, και ανήκει στα  

εγγενή χαρακτηριστικό του μέσου. Όσο περισσότερος είναι αυτός ο χρόνος 

χαλάρωσης, τόση  περισσότερη ενέργεια έχει αποθηκευτεί από τα μόρια. Έτσι, 

κατά τη διάρκεια της συστολής στο κύκλο του κύματος , η κινητική ενέργεια θα 

επιστρέψει «εκτός φάσης» προκαλώντας καταστροφικές παρεμβολές που 

εκδηλώνονται ως απώλεια ενέργειας[27].  

Με βάση τους μηχανισμούς που περιγράφηκαν παραπάνω, προκύπτει  ότι η 

απορρόφηση της ακουστικής ενέργειας ενός μέσου εξαρτάται από τη συχνότητα 

των κυμάτων. Καθώς αυξάνεται η συχνότητα των κυμάτων, αυξάνεται και  το 

ιξώδες, λόγω των αυξημένων απωλειών  τριβής και των χαλαρώσεων. Η αύξηση 

των απωλειών χαλάρωσης μπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι ενώ οι χρόνοι 

χαλάρωσης παραμένουν σταθεροί, οι συμπιέσεις και οι εκρήξεις συμβαίνουν 

ταχύτερα, με αποτέλεσμα αυξημένη πιθανότητα καταστροφικής παρεμβολής και 

συνεπώς απώλειας ενέργειας. 

Ο συντελεστής απορρόφησης α αποτελεί το άθροισμα όλων των 

προαναφερθεισών απωλειών και είναι μια ιδιότητα εξαρτώμενη από τη 

συχνότητα του μέσου 

A = A0exp(−αz) (2.9) 

όπου το Α0 είναι το αρχικό πλάτος του ηχητικού κύματος, το Α είναι το πλάτος του 

κύματος σε απόσταση z από την αρχική θέση. Η ποσότητα α είναι ο συντελεστής 

εξασθένησης του μέσου και δίνεται σε nepers ανά μέτρο (Np / m) ή ντεσιμπέλ ανά 

μέτρο (dB / m). Με βάση τα πειραματικά δεδομένα, φαίνεται ότι η εξασθένηση 

ακολουθεί έναν νόμο ισχύος συχνότητας: 

α =  α1f y  (2.10) 
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όπου τα α1 και y είναι μεταβλητές που εξαρτώνται από το κυρίαρχο καθεστώς 

σκέδασης στο μέσο. 

Ο συντελεστής απορρόφησης ιστών συμβολίζεται με a και εξαρτάται από τη 

συχνότητα και τον τύπο ιστού. Αυτές οι παρατηρήσεις διατυπώνονται στο τύπο: 

α=α0 fn (2.11) 

όπου το α0 είναι ο συντελεστής απορρόφησης ανά MHz, το f είναι η συχνότητα σε 

MHz και το n είναι ο χαρακτηριστικός αριθμός του τύπου ιστού. 

Oι N. M. Tole, Harald Ostensen, [96] απέδειξαν μικρή διαφορά του συντελεστή 

απορρόφησης μεταξύ διαφορετικών ειδών θηλαστικών, ενώ η διαφορά ήταν 

σημαντική για διαφορετικούς τύπους ιστών του ίδιου είδους. Η σύσταση ιστών σε 

περιεκτικότητα σε πρωτεΐνες και λιπίδια φαίνεται να αυξάνει την απορρόφηση. 

 

2.5.3 ΑΠΟΡΡΟΦΗΣΗ ΑΠΟ ΥΛΙΚΑ  

Η απορρόφηση των υπερήχων από διάφορα υλικά οφείλεται κυρίως σε δύο 
φαινόμενα: 
Το πρώτο φαινόμενο περιγράφεται ως εξής: Καθώς το υπερηχητικό κύμα εισχωρεί 
στο υλικό που είναι συνήθως πορώδες, το μέσο διάδοσης (συνήθως ο αέρας) κατά 
την εκτέλεση των ταλαντώσεων λόγω τριβών με το υλικό χάνει ενέργεια. 
Επιτυγχάνεται δηλαδή μετατροπή ηχητικής ενέργειας σε θερμική.  
Το δεύτερο φαινόμενο περιγράφεται ως εξής: Το υπερηχητικό κύμα διεγείρει προς 
ταλάντωση (και συνεπώς προσφέρει ενέργεια) τα μόρια του απορροφητικού 
υλικού, οπότε η ενέργεια του υπερηχητικού κύματος μειώνεται.  
Ο συντελεστής απορρόφησης που εκφράζει την απορρόφηση, εξαρτάται από τη 
γωνία πρόσπτωσης. Στις περισσότερες περιπτώσεις η γωνία πρόσπτωσης είναι 
άγνωστη ή μπορεί να μεταβάλλεται. Για το λόγο αυτό στην πράξη χρησιμοποιείται 
ο συντελεστής απορρόφησης κατά Sabine (as) [45]. 
Ως απορρόφηση μιας επιφάνειας (Α) ορίζουμε το γινόμενο του εμβαδού της 
επιφάνειας επί τον συντελεστή απορρόφησης της Α = S a. Μια επιφάνεια με 
εμβαδόν 1 m2 έχει απορροφητική ικανότητα 1 Sabine αν ο συντελεστής 
απορρόφησης είναι 1.  
Τα απορροφητικά υλικά μπορούν να χωριστούν σε τρεις βασικές κατηγορίες: τα 

πορώδη, τα απορροφητικά τύπου μεμβράνης και τους συντονιστές. 
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Εικόνα 4 Οι αλληλεπιδράσεις με το μέσο κατά την διάδοση του υπερήχου (Internal 

Medicine Point of Care Ultrasound - IMPoCUS.) 

Πίνακας 3: Ιδιότητες βιολογικών ιστών 

Ιστός c(m/s) 
α0 

(dB/m/MHz) 
b 

ρ 

(kg/m3) 

Z 

(Mrayls) 
 

αίμα 1584 14 1,21 1060 1,68  

οστό 3198 354 0,9 1990 6,36  

εγκέφαλος 1562 58 1,3 10355 1,62  

στήθος 1510 75 1,5 1020 1,54  

λίπος 1430 60 1 928 1,33  

καρδιά 1554 52 1 1060 1,65  

συκώτι 1578 45 1,05 1050 1,6  

μυς 1580 57 1 1041 1,64  

σπλήνα 1567 40 1,3 1054 1,65  

νερό 1482,3 0,22 2 1000 1,48  

αέρας 343 0,34 2 1,2 0,0004  

Πηγή: Thomas Szabo, 2004 
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2.6  Ο ΕΣΤΙΑΣΜΕΝΟΣ ΥΠΕΡΗΧΟΣ ΚΑΙ ΤΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΟΥ 
Ο εστιασμένος υπέρηχος είναι ικανός να προκαλεί 17 διαφορετικά βιολογικά 

αποτελέσματα όταν αλληλοεπιδρά με τον ιστό. Μερικά από αυτά τα βιολογικά 

αποτελέσματα μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τη θεραπεία πολλών 

διαφορετικών ασθενειών και ορισμένες ασθένειες μπορεί να ωφεληθούν από το 

συνδυασμό πολλών διαφορετικών βιολογικών επιπτώσεων. Στη συνέχεια 

παρατίθενται ορισμένα από αυτά τα αποτελέσματα. 

Ο εστιασμένος υπέρηχος υψηλής έντασης ή HIFU όπως θα αποκαλείται στη 

συνέχεια, είναι  μη επεμβατική τεχνική υπερήχου και έχει χρησιμοποιηθεί ευρέως 

για τη νέκρωση όγκων μέσων θέρμανσης αλλά και για την καυτηρίαση των 

αιμοφόρων αγγείων χωρίς να προκαλεί διαταραχή στον περιβάλλοντα ιστό. 

Η βασική αρχή πίσω από τη χρήση του HIFU βασίζεται στη εστίαση μιας δέσμης 

υπερήχου και την παροχή ακουστικής ενέργειας σε μια μικρή περιοχή 

ενδιαφέροντος εντός του σώματος. (Εικόνα 5) 

Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να οδηγείται ο ιστός σε τοπική θέρμανση και 

μετουσίωση πρωτεϊνών, η οποία προκαλεί τη μη αναστρέψιμη βλάβη ιστού. Το 

μέγεθος και το σχήμα της εστιακής περιοχής HIFU είναι συνήθως ελλειψοειδές με 

πλάτος 2 έως 3 mm και αξονικό μήκος 8 έως 10 mm. 

 

 

Εικόνα 5 Εστίαση μιας δέσμης υπερήχου υψηλής έντασης σε liver [86] 

Οι διαγνωστικοί μετατροπείς υπερήχων γενικά παρέχουν μια αρκετά ασθενή 

εστιασμένη δέσμη υπερήχων με μέσες εντάσεις χρόνου 0,1-100 mWcm-2 και 

συχνότητες μεταξύ 2 MHz και 12 MHz. Αντίθετα, ένας τυπικός μετατροπέας HIFU 

που λειτουργεί στην περιοχή των 0,5 MHz έως 7 MHz παρέχει ένα πεδίο υπερήχων 

εστίασης με υψηλές τοπικές ακουστικές εντάσεις πολύ μεγαλύτερες από 1 kWcm-

2 στην εστιακή περιοχή HIFU. 
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Η ακριβής στόχευση και η παρακολούθηση των θεραπειών με HIFU μπορεί να 

πραγματοποιηθεί με διαγνωστικά συστήματα σάρωσης υπερήχων και 

απεικόνισης μαγνητικού συντονισμού (MRI). Για παράδειγμα, μια περιοχή 

θεραπείας HIFU εμφανίζεται γενικά ως μια φωτεινή (ηχογενής) περιοχή σε μια 

εικόνα υπερήχου B-mode κατά τη διάρκεια της έκθεσης σε HIFU. 

 

2.6.1 Η ΙΣΤΟΡΙΑ ΤΟΥ HIFU 

Οι πρώτες μελέτες HIFU πραγματοποιήθηκαν σε ζωικά μοντέλα στο πλαίσιο της 

νευροχειρουργικής τη δεκαετία του 1940. [28] 

Οι έρευνες αυτές περιλάμβαναν στόχευση περιοχών στον εγκέφαλο και παραγωγή 

βλαβών μέσω του ενός οστού του κρανίου. Παρότι που δημιουργήθηκαν βλάβες 

με επιτυχία στον εγκέφαλο, υπήρξε σοβαρός τραυματισμός στο τριχωτό της 

κεφαλής λόγω του υψηλού βαθμού απορρόφησης και ανάκλασης από το κρανίο. 

Μεταγενέστερη εργασία που πραγματοποιήθηκε το 1954 περιλάμβανε τη 

συγκέντρωση έντονης ενέργειας υπερήχων σε έναν όγκο στόχου μέσω ενός 

«ακουστικού παραθύρου» που εισήχθη στο κρανίο και απέδειξε τη σκοπιμότητα 

δημιουργίας διακριτών βλαβών βαθιά μέσα στον εγκέφαλο. Η πρώτη μελέτη HIFU 

για τον άνθρωπο αναφέρθηκε το 1960. Οι ασθενείς με νόσο του Πάρκινσον (PD) 

υποβλήθηκαν σε θεραπεία με HIFU υπό τοπικό αναισθητικό και μετά τη θεραπεία, 

αναφέρθηκε ότι τα συμπτώματα του Πάρκινσον μειώθηκαν ή ακόμη και 

εξαλείφθηκαν [5]. 

Παρά την επιτυχία με τις οφθαλμολογικές θεραπείες HIFU που δημοσιεύτηκαν το 

1978-1980, η χρήση του HIFU δεν απέκτησε σημαντική κλινική αποδοχή μέχρι τη 

δεκαετία του 1990. Αυτό οφείλεται κυρίως στην αδυναμία του πρώιμου 

εξοπλισμού HIFU (ο οποίος ήταν βαρύς και δυσκίνητος) και λόγω της έλλειψης 

τεχνολογίας για την παρακολούθηση της θεραπείας σε πραγματικό χρόνο [38].Η 

ανάπτυξη της τεχνολογίας των μορφοτροπέων, όπως η εισαγωγή πιεζοκεραμικών 

και πιεζοσύνθετων μετατροπέων, οδήγησε στην ικανότητα παραγωγής ακτίνων 

υπερήχων υψηλής εστίασης. Η χρήση ενός μετατροπέα πολλαπλών στοιχείων με 

ανεξάρτητο έλεγχο φάσης για κάθε στοιχείο έχει δείξει μεγάλη υπόσχεση για την 

υπέρβαση των περιορισμών που σχετίζονται με έναν μορφοτροπέα ενός 

στοιχείου. 

Αυτά σε συνδυασμό με τρόπους απεικόνισης υψηλής χωρικής και χρονικής 

ανάλυσης όπως το MR, έχουν οδηγήσει στην αποτελεσματικότητα του HIFU για 

την αντιμετώπιση των όγκων  σε μαλακούς ιστούς στα όργανα. Αυτά τα όργανα 

περιλαμβάνουν το ήπαρ,τον προστάτη [28],το νεφρό [98] τον μαστό αλλά και άλλα 

όργανα δεδομένου αξιολόγησης πολυπαραγοντικών συνθηκών. Το HIFU μάλιστα 

έλαβε έγκριση από το FDA (Food and Drug Administration) για τη θεραπεία των 
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ινομυωμάτων της μήτρας, της ανακούφισης του πόνου των οστικών μεταστάσεων 

και τον καρκίνου του προστάτη [104]. 

 

2.6.2 ΘΕΡΜΙΚΕΣ ΕΠΙΔΡΑΣΕΙΣ HIFU 

Η πρωταρχική επίδραση του HIFU σε μαλακούς ιστούς  είναι η παραγωγή 

θερμότητας. Αυτό προέρχεται από την απορρόφηση ενέργειας από τα ακουστικά 

κύματα κατά τη διάδοση τους στον ιστό. Δύο κύριοι μηχανισμοί συμβάλλουν στην 

απορρόφηση: η τριβή λόγω ιξώδους και οι διαδικασίες μοριακής χαλάρωσης . 

Όταν ένα ακουστικό κύμα διαδίδεται μέσω ενός ιστού, οι διακυμάνσεις της πίεσης 

προκαλούν την κίνηση των μορίων που απαρτίζουν τον ιστό, με αποτέλεσμα να 

προκαλείται θέρμανση (λόγω τριβής).  Ένα μέρος της μηχανικής ενέργειας στα 

προσπίπτοντα κύματα υπερήχων μετατρέπεται δηλαδή σε θερμότητα [20].  Η 

χαλάρωση αναφέρεται στον πεπερασμένο χρόνο που απαιτείται για να φτάσει ένα 

μέσο σε ισορροπία σε μια νέα θερμοδυναμική κατάσταση που παράγεται από μια 

αλλαγή σε μία ή περισσότερες από τις μεταβλητές κατάστασης.Ένας αριθμός 

εσωτερικών διεργασιών μπορεί να συμβάλλει στον απαιτούμενο χρόνο για την 

επαναφορά της ισορροπίας. Αυτό, για παράδειγμα, περιλαμβάνει χημική 

αντίδραση, μετάβαση φάσης και μοριακές ταλαντώσεις.  Η χαλάρωση 

συνοδεύεται βέβαια και από απαγωγή ενέργειας.Εάν η ενέργεια που 

αποθηκεύεται μέσα στο μέσο αλλάζει ξαφνικά από τη διάδοση ενός υπερηχητικού 

κύματος, η περίσσεια ενέργειας στη συνέχεια αναδιανέμεται με τη διαδικασία 

χαλάρωσης για να επανέλθει η ισορροπία. Αυτή η διαδικασία αναδιανομής, 

ωστόσο, σχετίζεται με χρονικές καθυστερήσεις που προκαλούν αλλαγές στη φάση 

της επιστρεφόμενης ενέργειας. Αυτή η ενέργεια εκτός φάσης (phase lag) 

παρεμβαίνει στα ακουστικά κύματα, και εμφανίζεται με τη μορφή επιπλέον 

απορρόφησης. 

Οι Pauly και Schwan (1971)[125] έδειξαν ότι η απορρόφηση ενός κύματος 

υπερήχου σε μαλακό ιστό κυριαρχείται από τις διαδικασίες χαλάρωσης. Για 

παράδειγμα, στο εύρος συχνοτήτων 1 έως 10 MHz, περίπου τα δύο τρίτα της 

συνολικής απορρόφησης προκύπτουν από το μακρομοριακό επίπεδο με το 

υπόλοιπο μόνο να προκαλείται από το αποτέλεσμα του ιξώδους. Η θερμική βλάβη 

που προκαλείται από HIFU μπορεί να επιτευχθεί αυξάνοντας και διατηρώντας τη 

θερμοκρασία του ιστού στους ή πάνω από 55oC για τουλάχιστον ένα 

δευτερόλεπτο, γεγονός που μπορεί να οδηγήσει σε μη αναστρέψιμο κυτταρικό 

θάνατο. Ο όγκος του νεκρωμένου ιστού περιορίζεται, ενώ παράλληλα 

προστατεύεται ο υπερκείμενος και ο περιβάλλον ιστός. 
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2.6.3 ΜΗ ΘΕΡΜΙΚΕΣ ΕΠΙΔΡΑΣΕΙΣ 

Ένα άλλο βιολογικό αποτέλεσμα, εκτός από την παραγωγή θερμότητας, είναι οι 

μηχανικές βλάβες που προκαλούνται από τον HIFU λόγω της ακουστικής 

σπηλαίωσης .Όταν ένα ακουστικό κύμα διαδίδεται μέσω κάποιου ιστού με 

ισχυρούς δεσμούς, μπορεί να προκληθεί ατμός ή / και αέριο που αρχικά διαλύεται 

στο μέσο και σχηματίζει μικρές φυσαλίδες. Οι φυσαλίδες ατμών μπορεί επίσης να 

σχηματιστούν από βρασμό στο αίμα ή των ιστών λόγω της αύξησης της 

θερμοκρασίας που προκαλείται από HIFU [90].Αυτές οι φυσαλίδες θα 

ταλαντωθούν, θα επεκταθούν και θα καταρρεύσουν όταν υπόκειται σε μεγάλες 

ακουστικές πιέσεις.( βλ. Εικόνα 5) Αυτό όπως περιγράψαμε και στο προηγούμενο 

κεφάλαιο ονομάζεται ακουστική σπηλαίωση. Η ρύθμιση της ακουστική πίεσης, της 

θερμοκρασίας και της συχνότητας των υπερήχων μπορούν να επιφέρουν ποίκιλλα 

αποτελέσματα [90].Η ακουστική σπηλαίωση μπορεί γενικά να χωριστεί σε δύο 

τύπους, σταθερή και αδρανειακή. Ο τύπος της δραστηριότητας σπηλαίωσης 

εξαρτάται από το μέγεθος της φυσαλίδας σε σύγκριση με το μέγεθος του 

συντονισμού στη συχνότητα f0 και το πλάτος ακουστικής πίεσης . 

Στο νερό, η ακτίνα συντονισμού φυσαλίδων είναι περίπου 3 / f0 . Στην πρώτη 

περίπτωση, μια φυσαλίδα πραγματοποιεί ταλαντώσεις σταθερά γύρω από το 

μέγεθος συντονισμού για τη συχνότητα του ήχου που προκαλεί η διακύμανση της 

ακουστικής πίεσης. Αυτή η συμπεριφορά φυσαλίδων αναφέρεται ως σταθερή 

σπηλαίωση, και αποτελείται τόσο από γραμμικές όσο και από μη γραμμικές 

ακτινικές ταλαντώσεις φυσαλίδων. Οι διατμητικές δυνάμεις που παράγονται γύρω 

από τις ταλαντώσεις των φυσαλίδων διαταράσσει μηχανικά την κυτταρική 

μεμβράνη. Στη δεύτερη περίπτωση, η αδρανειακή σπηλαίωση συμβαίνει όταν μια 

φυσαλίδα του οποίου το αρχικό μέγεθος είναι περίπου το ένα τρίτο του 

συντονιστικού μεγέθους εκτίθεται σε υψηλότερα πλάτη ακουστικής πίεσης. Μια 

φυσαλίδα  επεκτείνεται γρήγορα για μερικούς ακουστικούς κύκλους. Αυτό, 

ωστόσο λειτουργεί βραχυπρόθεσμα καθώς η φυσαλίδα τελικά γίνεται πολύ 

μεγάλη και δε μπορεί να αντιστρέψει την κατεύθυνση της όταν φτάσει ο επόμενος  

κύκλος της αραίωσης, οδηγώντας τελικά σε κατάρρευση της φυσαλίδας 

(αδρανειακή κατάρρευση). Αυτή η κατάρρευση οφείλεται συχνά στην απώλεια της 

σφαιρικότητας της φυσαλίδας καθώς και στην αδράνεια του υγρού που προκύπτει 

από την αλλαγή από την αρνητική πίεση στη θετική πίεση Αυτή η βίαιη 

κατάρρευση φυσαλίδων έχει ως αποτέλεσμα εκπομπές υψηλής ταχύτητας (~ 500 

m/s-1) και κύματα κλονισμού γύρω από τη φυσαλίδα, τα οποία μπορούν επίσης να 

καταστρέψουν την κυτταρική μεμβράνη όπως και στη πρώτη περίπτωση. 
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Εικόνα 6 Συμπεριφορά της φυσαλίδας κατά τη σταθερή και αδρανειακή σπηλαίωση [21] 

Στο πλαίσιο της θερμικής αφαίρεσης μέσω HIFU, η παρουσία σπηλαίωσης, ειδικά 

φυσαλίδων που βράζουν,  στην εστιακή περιοχή του HIFU είναι ιδιαίτερα 

ανεπιθύμητη γιατί η ισχυρή σκέδαση και οι  αντανακλάσεις των κυμάτων HIFU από 

τις φυσαλίδες  μπορούν να προωθήσουν την προκαταρκτική θέρμανση. Αυτό 

τελικά οδηγεί στην ανάπτυξη μιας θερμικά αφαιρεθείσας βλάβης, 

παραμορφωμένη του αρχικού σχήματος [21]. 
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3. ΟΙ ΒΙΟΛΟΓΙΚΟΙ ΙΣΤΟΙ ΚΑΙ ΟΙ ΕΠΙΔΡΑΣΕΙΣ ΤΟΥ HIFU 
 

3.1 ΟΙ ΜΑΛΑΚΟΙ ΙΣΤΟΙ , Η ΔΟΜΗ ΤΟΥΣ ΚΑΙ ΤΑ ΕΙΔΗ 
Οι μαλακοί ιστοί θα μπορούσαν να περιγραφούν ως σύνθετα υλικά. Αποτελούνται 

από μια άμορφη μήτρα, αποτελούμενη από διαλυτές πρωτεΐνες υψηλού και 

χαμηλού μοριακού βάρους, ηλεκτρολύτες και νερό, η οποία ενισχύεται μηχανικά 

από ίνες κολλαγόνου και ελαστίνης. Η λειτουργικότητα του μαλακού ιστού 

καθορίζεται στην πραγματικότητα από την αλληλεπίδραση της εξωκυττάρικης 

μητρικής ουσίας με τα εσωτερικά συστατικά ενός κυττάρου. Η εξωκυτταρική 

μητρική ουσία (ECM) είναι δομικό υλικό, και παρέχει τη στήριξη και τη μηχανική 

αντοχή. Επιπλέον, επιτελεί και άλλες λειτουργίες, και μία από τις πιο σημαντικές 

είναι η διεκπεραίωση της κυτταρικής αναγνώρισης. Η αλληλεπίδραση των 

κυττάρων με την ECM διέπει τις διαδικασίες του κυτταρικού πολλαπλασιασμού, 

της μετανάστευσης και της διαφοροποίησης. Ο τρόπος με τον οποίο τα κύτταρα 

αλληλοεπιδρούν με την ECM, επηρεάζει τόσο την οργάνωση των ιστών, αλλά και 

τη διαδικασία επούλωσής τους σε περιπτώσεις τραυματισμού και ανασύστασής 

τους. Τα μόρια της ECM εμπίπτουν στις εξής κύριες κατηγορίες : α) ινώδεις 

πρωτεΐνες, οι οποίες διαιρούνται σε δομικές (κολλαγόνο, ελαστίνη, φιμπριλίνη) 

και σε πρωτεΐνες προσκόλλησης (λαμινίνη, φιμπρονεκτίνη), και β) λειτουργικά 

σύμπλοκα μεγαλομόρια, όπως οι πρωτεογλυκάνες και το υαλουρονικό οξύ. 

Οι ίνες κολλαγόνου είναι υπεύθυνες για την αντοχή και ακαμψία του ιστού. Για 

καλύτερη βιοσυμβατότητα των ιατρικών συσκευών που έρχονται σε επαφή με το 

αίμα ακολουθεί μάλιστα επίστρωσή τους με κολλαγόνο τύπου IV [31]. Η βασική 

δομική μονάδα του κολλαγόνου είναι το προκολλαγόνο, το οποίο έχει μοριακή 

μάζα 285000 περίπου. Οι ίνες του κολλαγόνου χαρακτηρίζονται επίσης για τη 

μεγάλη παραμόρφωση που παρουσιάζουν όταν υποβάλλονται σε τάσεις. Η 

ιδιαιτερότητά τους αυτή τις καθιστά υπεύθυνες για τη διατήρηση της δομικής 

ακεραιότητας των οργάνων και γενικά των ιστών. Το κολλαγόνο επιμηκύνεται 

εύκολα κάτω από ελαφρά φορτία. Με την αύξηση της τάσης οι ίνες εξακολουθούν 

να σκληραίνουν (ευθυγράμμιση των ινών) μέχρι το σημείο ενδοτικότητας (πολύ 

υψηλά φορτία), όπου ακολουθεί κατάρρευση των δεσμών των ινών κολλαγόνου. 

Επίσης, θέρμανσή τους στους 62-65°C προκαλεί συρρίκνωσή τους, κατά 30% 

περίπου ενώ με θέρμανση άνω των 80°C το κολλαγόνο διογκώνεται μέχρι 

διπλασιασμού του όγκου του. Οι μαλακοί ιστοί δεν παραμένουν αμετάβλητοι κατά 

τη λειτουργία τους, αλλά είναι σε θέση να προσαρμόζουν τη μικροδομή τους (ίνες 

κολλαγόνου και ελαστίνης, μήτρα πρωτεογλυκανών) στις εκάστοτε μεταβολές της 

ασκούμενης ορθής ή διατμητικής τάσης για παράδειγμα, που προκαλούνται από 

εσωτερικούς (π.χ. τη ροή του αίματος) ή εξωτερικούς παράγοντες. 
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Οι βασικές μηχανικές δυνάμεις που επηρεάζουν τα κύτταρα σε φυσιολογική 

λειτουργία είναι τρείς: Η πρώτη είναι η παράλληλη δύναμη στην κατεύθυνση της 

ροής (δημιουργία διατμητικής τάσης του τοιχώματος), η οποία οφείλεται στη 

δύναμη τριβής που δημιουργείται από το ρευστό (π.χ. αίμα) στην επιφάνεια των 

αγγείων. Η δεύτερη δύναμη είναι λόγω κυκλικών καταπονήσεων και είναι κάθετη 

ενώ στην τρίτη κατηγορία ανήκουν οι υδροστατικές πιέσεις που αναπτύσσονται. 

Υπάρχουν πέντε κύριοι τύποι μαλακού ιστού: Ο επιθηλιακός ιστός, ο οποίος 

αποτελείται από κύτταρα που σχηματίζουν συνεχή φύλλα και λειτουργούν ως 

επενδύσεις δομών, ο συνδετικός ιστός, γεμάτος κλώνους κολλαγόνου για τη 

στήριξη και υποστήριξη δομών στο σώμα, ο παρεγχυματικός ιστός, που είναι ο 

λειτουργικός ιστός των οργάνων, ο μυϊκός ιστός, η κίνηση του οποίου δρα ως 

απόκριση σε βιολογικά ηλεκτρικά σήματα και τέλος ο νευρικός ιστός, στον οποίο 

τα βιολογικά ηλεκτρικά σήματα δημιουργούνται και εκτελούνται. 

Τα όργανα είναι βιολογικές δομές που περιέχουν τουλάχιστον δύο τύπους ιστών 

που λειτουργούν για κοινό σκοπό, οι οποίοι παρουσιάζουν το μεγαλύτερο 

ενδιαφέρον για την έρευνα της ιατρικής φυσιολογίας. Τυπικά παραδείγματα 

οργάνων περιλαμβάνουν τον εγκέφαλο, την καρδιά, το στήθος, τα νεφρά, το 

συκώτι και το δέρμα που θεωρείται ως το μεγαλύτερο όργανο που εξαπλώνεται 

σε ολόκληρο το ανθρώπινο φυσιολογικό σύστημα. Οι παράγοντες που σχετίζονται 

με τις μηχανικές ιδιότητες του οργάνου ποικίλλουν με τους βασικότερους από 

αυτούς να είναι η θερμοκρασία περιβάλλοντος, το περιβάλλον διαβίωσης (in-vivo 

ή ex-vivo) και η ηλικία των ιστών των οργάνων. 

Οι βασικές ιδιότητες των ιστών που αφορούν την παρούσα μελέτη περιλαμβάνουν 

την ελαστικότητα το ιξώδες τη θερμική αγωγιμότητα, τη θερμική ικανότητα, τη 

θερμική διάχυση, κ.ά. [114]. 

Στο παρακάτω σχήμα περιγράφεται η ελαστικότητα των μαλακών ιστών σε 

απλοποιημένη εκδοχή αφού θεωρούμε ότι έχει γίνει απαλοιφή τη επίδρασης 

άλλων παραγόντων. Η ελαστικότητα περιγράφει την τάση του ιστού να επανέρθει 

στην αρχική του κατάσταση όταν έχει υποστεί παραμόρφωση που προκαλείται 

από δυνάμεις.  
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Εικόνα 7 Η καμπύλη τάσης- παραμόρφωσης που διαμορφώνεται σε ένα μαλακό ιστό, 

έπειτα από εφαρμογή δύναμης [108,109] 

 

Η εικόνα 7 δείχνει την τυπική καμπύλη τάσης-παραμόρφωσης σε μαλακούς 

βιολογικούς ιστούς όπου ο άξονας “stress” , περιγράφει τη δύναμη που δρα στην 

περιοχή του ιστού και το “strain” περιγράφει την παραμόρφωση που προκαλείται 

από την δύναμη επιφέροντας αλλαγή στο μήκος του. Αρχικά, η παραμόρφωση 

αυξάνεται ταχύτατα ενάντι στη δύναμη. Αυτό οφείλεται στο ελεύθερο υγρό που 

βρίσκεται στον ιστό, το οποίο αποβάλλεται. Με συνεχή εφαρμογή δύναμης, η 

καμπύλη τάσης-παραμόρφωσης παρουσιάζει ένα σχετικά γραμμικό μέρος με μια 

μικρής αύξησης της δύναμης. Ωστόσο, με την περαιτέρω αύξηση της δύναμης, η 

αύξηση της παραμόρφωσης επιβραδύνεται σταδιακά καθώς πλησιάζει το όριο της 

ελαστικότητας [25]. 

Επομένως, η σχέση τάσης-παραμόρφωσης μπορεί να ποικίλει σε μεγάλο βαθμό 

με διαφορετικές συνθήκες, και γενικά, το γραμμικό μέρος της καμπύλης είναι αυτό 

που χρησιμοποιείται συνήθως για την ακριβή εκτίμηση της ελαστικότητας των 

ιστών. 

 

3.2 ΜΟΝΤΕΛΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ΒΙΟΘΕΡΜΟΤΗΤΑΣ 
Οι μαλακοί ιστοί, σε αντίθεση με άλλα βιολογικά υλικά, εμπλέκονται στη 

κυκλοφορία αίματος, τη μεταβολική λειτουργία και άλλες φυσιολογικές 

λειτουργίες του οργανισμού. 

Επομένως, για να αναλυθεί η μεταφορά θερμότητας μέσα σε αυτούς, πρέπει να 

ληφθούν υπόψη και αυτοί οι παράγοντες. Με βάση τον κλασσικό νόμο της 

μεταφοράς θερμότητας Fourier, έχει γίνει μεγάλος αριθμός ερευνητικών 

προσπαθειών για την δημιουργία προσομοίωσης  μοντέλων αλληλεπίδρασης της 

θερμικής ενέργειας στους μαλακούς ιστούς. Μεταξύ αυτών, η πιο γνωστή είναι η 

εξίσωση μεταφοράς της Pennes [71]. Μέχρι και σήμερα, οι περισσότερες ιατρικές 

εφαρμογές βασίζονται σε αυτό το μοντέλο, ωστόσο έχουν γίνει και αρκετά 

ερευνητικά έργα με προσπάθειες βελτίωσης του [16]. 
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Μία από τις κύριες λειτουργίες της ροής του αίματος στο βιολογικό σύστημα είναι 

η ικανότητα θέρμανσης ή ψύξης του ιστού, ανάλογα με τη σχετική τοπική 

θερμοκρασία. Η διαφοράς θερμοκρασίας μεταξύ αίματος και ιστού λαμβάνεται 

ως απόδειξη της λειτουργίας του για την απομάκρυνση ή την απελευθέρωση 

θερμότητας. Με βάση αυτό το ενεργειακό κέρδος , ο Pennes (1948) πρότεινε το 

διάσημο μοντέλο μεταφοράς θερμότητας του, το οποίο ονομάζεται εξίσωση 

βιοθερμίας. Προσπάθησε να εξηγήσει τη μεταφορά θερμότητας στον ζωντανό 

ιστό προσθέτοντας όρους όπως η παραγωγή θερμότητας μεταβολισμού και η 

πηγή θερμότητας διάχυσης στην τυπική εξίσωση ενέργειας. Ως αποτέλεσμα της 

προσθήκης του νόμου αγωγιμότητας Fourier στην ενεργειακή εξίσωση, προκύπτει 

η εξίσωση που ονομάζεται εξίσωση Pennes στη βιβλιογραφία [22]. 

Η εξίσωση Fourier δίνεται από: 

ρtCp,t
∂Tt

∂t
= ∇(kt∇Tt) + Qp + Qm + QS (3.1) 

Η εξίσωση βιοθερμίας - Pennes δίνεται από:  

ρtCp,t
∂Tt

∂t
= ∇(kt∇Tt) + wbρbCp,b(Tb  − Tt) + Qm + QS (3.2) 

Όπου: 

Qs: η πηγή θερμότητας 

Qp: η θερμότητα διάχυσης 

Qm: η παραγωγή θερμότητας μεταβολισμού 

 t ο χρόνος σε sec, 

𝜌𝑡 είναι η πυκνότητα του ιστού (kg∙m-3 ) 

𝑐𝑝, 𝑡 είναι η θερμοχωρητικότητα ( specific heat capacity) του ιστού υπό σταθερή 

πίεση,  

(J∙kg-1 ∙K -1 ) 

𝑇𝑡 είναι η θερμοκρασία του ιστού σε Κ 

𝑘𝑡 είναι η θερμική αγωγιμότητα του ιστού σε (W∙m-1 ∙K -1 ) 

 𝑤𝑏 είναι ο ρυθμός  αιμάτωσης, (blood perfusion) σε (m3 ∙kg-1 ∙s -1 ) 

𝜌b είναι η πυκνότητα του αίματος, 

𝑐𝑝, 𝑏 είναι η θερμοχωρητικότητα του αίματος υπό σταθερή πίεση, 

𝑇 𝑏 είναι η θερμοκρασία του αίματος υπό σταθερή πίεση. 
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3.3 ΜΟΝΤΕΛΑ ΘΕΡΜΙΚΗΣ ΒΛΑΒΗΣ 

3.3.1 ΜΟΝΤΕΛΟ ΚΡΙΣΙΜΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΘΕΡΜΙΚΟΥ ΦΟΡΤΙΟΥ 

Όσον αφορά την πρόβλεψη θερμικής βλάβης για έναν ιστό που θερμαίνεται, η 

κρίσιμη προσέγγιση θερμικού φορτίου χρησιμοποιήθηκε συχνά κατά τους 

προηγούμενους χρόνους για να ποσοτικοποιήσει τη θερμική βλάβη στον ιστό, 

όπως εκφράζεται με τη μορφή Εξ. 2-1. Για την εξίσωση αυτή γίνεται η παραδοχή 

ότι η συνολική βλάβη είναι συνάρτηση μόνο της συνολικής θερμικής δόσης , 

δηλαδή ίσες δόσεις θερμότητας να προκαλούν ίση βλάβη. 

Γ = ∫ q dt
t

0
  (3.3) 

όπου Γ είναι το μέτρο της θερμικής βλάβης, και q είναι η ροή θερμότητας. 

Ωστόσο, αυτή η μέθοδος δεν μπορεί να εξηγήσει το γεγονός ότι μια μεγάλη 

ποσότητα θερμικής ενέργειας που παρέχεται για παρατεταμένη περίοδο μπορεί 

να μην προκαλέσει βλάβη στον ιστό που στοχεύεται, αλλά η ίδια δόση που 

παρέχεται εντός μιας εξαιρετικά μικρής διάρκειας μπορεί να καταστρέψει τον ιστό 

[84]. 

 

3.3.2 ΜΟΝΤΕΛΟ ARRHENIUS 

Για το λόγο αυτό, ένα ευρέως εφαρμοσμένο μοντέλο βλάβης είναι το μοντέλο 

Arrhenius [74], το οποίο αποδεικνύει ότι ένας τυπικός βαθμός ζημιάς μπορεί να 

παραχθεί με προοδευτική μείωση της θερμοκρασίας ενώ η διάρκεια της 

θέρμανσης αυξάνεται λογαριθμικά. Η εξίσωση του μοντέλου είναι όπως φαίνεται 

στην Εξ. 2-2, όπου η βλάβη του ιστού Ω σχετίζεται με το ρυθμό μετουσίωσης της 

πρωτεΐνης και του χρόνου έκθεσης σε μια δεδομένη απόλυτη θερμοκρασία. Για να 

προσδιοριστεί η έννοια του ρυθμού μετουσίωσης πρωτεΐνης, θεωρείται ότι τα 

μόρια ιστού που απορροφούν μια ποσότητα ενέργειας ΔΕ , προχωρούν σε 

αποσύνθεση των μορίων τους  (δηλαδή μετουσίωση πρωτεΐνης) με ρυθμό που 

καθορίζεται από την παρακάτω εξίσωση: 

 

Ω = Α ∫ exp(−
ΔΕ

RT
)  dt = ln

C(0)

C(t)

t

0
  (3.4) 

όπου Α είναι μια παράμετρος υλικού (συντελεστής συχνότητας αποσύνθεσης των 

μορίων ή συντελεστής ρυθμού βλάβης)  

και ΔΕ είναι η ενέργεια ενεργοποίησης.  

Το R είναι η παγκόσμια σταθερά αερίου.   

Η εξίσωση 2.2 φανερώνει ότι μια αντίδραση προχωρά γρηγορότερα με 

μεγαλύτερες τιμές Α και μικρότερες τιμές ΔΕ. Οι σταθερές Α και ΔΕ λαμβάνονται 

συνήθως πειραματικά, για ορισμένους τύπους μαλακών ιστών, και συγκεκριμένα 
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πειραματικά αποτελέσματα για το δέρμα είναι και για το συκώτι [39] φαίνονται 

στο πίνακα 4: 

Πίνακας 4: Σταθερές βιολογικών ιστών για το μοντέλο ARRHENIOUS [14] 

Ιστός 
Α 

  ( S-1) 
ΔΕ 

 (J/mol) 

Συκώτι 1.0 x 1070 6.3 x 105 

Δέρμα 3.1 x 1098 4.0 x105 

 

Όσον αφορά τη δεξιά πλευρά της Εξ. 2-2, φαίνεται και η φυσική σημασία της 

βλάβης Ω που είναι ο φυσικός λογάριθμος του πηλίκου της αρχικής συγκέντρωσης 

των μη κατεστραμμένων μορίων, C (0), προς εκείνα τα εναπομείναντα μη 

κατεστραμμένα μόρια στο τέλος της θέρμανσης, C (t). 

Σύμφωνα με την Εξ. Το 2-2, ένα ολοκλήρωμα βλάβης Ω = 1, αντιστοιχεί σε 63% 

πιθανότητα θανάτου κυττάρου σε ένα συγκεκριμένο σημείο. Ένα ολοκλήρωμα 

βλάβης  Ω = 4,6, αντιστοιχεί σε 99% πιθανότητα κυτταρικού θανάτου. Η σημασία 

του Ω = 1 έχει αναφερθεί ως το σημείο στο οποίο εμφανίζεται η πήξη του ιστού. 

Ως εκ τούτου, σε πολλές έρευνες χρησιμοποιείται συνήθως ως κατώφλι 

καθορισμού της κατάστασης βλάβης του υπό στόχου ιστού.  

 

3.4 ΒΙΟΛΟΓΙΚΕΣ ΕΠΙΔΡΑΣΕΙΣ ΥΠΕΡΗΧΩΝ 
Η εφαρμογή εστιασμένου υπερήχου υψηλής έντασης σε έμβιο ιστό οδηγεί σε 

ποικίλα βιολογικά αποτελέσματα. Αυτά τα διαφορετικά βιολογικά αποτελέσματα 

μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 3 βασικές κατηγορίες : καταστροφή ιστού, 

τοπική διανομή φαρμάκου ή μια σειρά από άλλα αποτελέσματα. Ενδεικτικά 

παρακάτω αναλύονται ορισμένες από αυτές [27]. 

 

3.4.1 ΚΑΤΑΣΤΡΟΦΗ ΙΣΤΩΝ 

Η καταστροφή των ιστών είναι μια από τις πιο κοινές εφαρμογές του εστιασμένου 

υπερήχου. Χρησιμοποιώντας είτε θερμική ενέργεια για να προκαλέσει τη 

μετουσίωση των πρωτεϊνών είτε μηχανική ενέργεια για την καταστροφή του ιστού 

χρησιμοποιώντας  
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τάσεις, ο εστιασμένος υπέρηχος μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τη θεραπεία 

πολλών ασθενειών [1]. Η θερμική αφαίρεση, το πιο κλινικά προηγμένο βιολογικό 

αποτέλεσμα του εστιασμένου υπερήχου, παράγει κυτταρικό θάνατο σε μια 

στοχευμένη περιοχή με ελάχιστη βλάβη στον περιβάλλοντα ιστό. Η βλάβη των 

ιστών μπορεί να ελεγχθεί με ακρίβεια χρησιμοποιώντας μια σειρά εστιασμένων 

μετατροπέων υπερήχων με διαφορετικά μεγέθη υπερήχων. Ανάλογα με τον 

εξοπλισμό και τις παραμέτρους που χρησιμοποιούνται, ο όγκος των εστιασμένων 

βλαβών υπερήχων μπορεί να είναι τόσο μικρός όσο ένας κόκκος ρυζιού (10 κυβικά 

χιλιοστά) [100]. Αυτό επιτρέπει μια εξαιρετικά εντοπισμένη θεραπεία και ένα 

έντονο όριο μεταξύ των περιοχών που έχουν υποστεί θεραπεία και δεν έχουν 

υποβληθεί σε θεραπεία. Για τη θεραπεία μεγαλύτερων δομών όπως όγκων, 

πολλαπλές βλάβες μπορούν να συνδυαστούν ώστε να καλύπτουν ολόκληρο τον 

όγκο. Συχνά απαιτείται μια περίοδος ψύξης μεταξύ υπερήχων για την αποφυγή 

ανεπιθύμητης θέρμανσης του περιβάλλοντος ιστού. Επομένως, η επεξεργασία 

πολύ μεγάλων κατασκευών μπορεί να είναι χρονοβόρα. Ωστόσο, οι 

βελτιστοποιημένοι αλγόριθμοι σάρωσης και η έγχυση μικροφυσαλίδων για την 

αύξηση της απορρόφησης της ακουστικής ενέργειας είναι τεχνικές που έχουν 

χρησιμοποιηθεί για τη μείωση του χρόνου θεραπείας [70]. Η επίδραση της 

θερμικής αφαίρεσης του υπερήχου έχει εξερευνηθεί ευρύτερα κλινικά και μπορεί 

να χρησιμοποιηθεί για τη μη επεμβατική θεραπεία μιας ποικιλίας κλινικών 

καταστάσεων, συμπεριλαμβανομένων των συμπτωματικών ινομυωμάτων της 

μήτρας [40] όγκοι στον προστάτη, στο στήθος και στο ήπαρ [100] πόνος στην 

Εικόνα 8 Θερμική αφαίρεση. Όταν ο εστιασμένος υπέρηχος χρησιμοποιείται σε 

λειτουργία συνεχούς κύματος, η θερμοκρασία που επιτυγχάνεται στο σημείο εστίασης 

μπορεί να επιτύχει μια σωρευτική θερμική δόση αρκετά μεγάλη για να σκοτώσει τον ιστό 

με πήξη νέκρωση. Αυτή η διαδικασία λειτουργεί μέσω της μετουσίωσης της κυτταρικής 

μεμβράνης και μπορεί να εστιαστεί σε όγκο μικρότερο από 10 mm3. (Κάντε κλικ για 

μεγέθυνση) Focused Ultrasound Foundation (https://www.fusfoundation.org/). 

https://www.fusfoundation.org/
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πλάτη [107] και εγκεφαλικές διαταραχές, νόσος του Πάρκινσον και πολλών άλλων 

καταστάσεων.  

Τα μη θερμικά αποτελέσματα του εστιασμένου υπερήχου μπορούν επίσης να 

χρησιμοποιηθούν για την ακριβή καταστροφή του ιστού. Σε υψηλές ακουστικές 

εντάσεις με μικρή διάρκεια παλμού, η αδρανειακή σπηλαίωση θα απελευθερώσει 

ένα κύμα που μπορεί να καταστρέψει τις κυτταρικές μεμβράνες και ακόμη και να 

ρευστοποιήσει ή να αφανίσει τα κύτταρα [58].  

Η χρήση αδρανούς σπηλαίωσης για μηχανική καταστροφή περιοχών ιστού είναι 

γνωστή ως “histotripsy” και είναι συνήθως το σύνθετο αποτέλεσμα πολλαπλών 

κρουστικών κυμάτων. Αυτή η τεχνική μπορεί να είναι πολύ ακριβής, προκαλώντας 

ελάχιστη ζημιά στον περιβάλλοντα ιστό και καθώς οι φυσαλίδες που 

χρησιμοποιούνται στην σπηλαίωση είναι εύκολα ορατές με απεικόνιση υπερήχων, 

επιτρέπουν την ακριβή στόχευση και παρακολούθηση. 

Κλινικά, έχει ένα ευρύ φάσμα πιθανών χρήσεων από καρδιαγγειακές παθήσεις  

έως διάφορους τύπους καρκίνου [124]. 

 

3.4.2 ΣΤΟΧΕΥΜΕΝΗ ΠΑΡΑΔΟΣΗ ΦΑΡΜΑΚΩΝ 

Μέσω διαφόρων μηχανισμών, ο εστιασμένος υπέρηχος μπορεί να αυξήσει την 

ακριβή παράδοση φαρμάκων σε στόχους στο σώμα. Οι κυτταρικές μεμβράνες 

εμποδίζουν συχνά μεγάλα μόρια όπως φάρμακα και γονίδια να εισέρχονται στα 

Εικόνα 9 Μηχανική καταστροφή. Σε αρκετά υψηλή ακουστική ένταση, μικροφυσαλίδες 

σχηματίζονται γύρω από τα κύτταρα και, μέσω των ταλαντώσεών τους, διαταράσσουν την 

κυτταρική μεμβράνη. Η αλληλεπίδραση του υπερήχου με μικροφυσαλίδες είναι γνωστή ως 

σπηλαίωση και όταν χρησιμοποιείται για την καταστροφή μηχανικά ιστού ονομάζεται 

ιστοτυπία Focused Ultrasound Foundation (https://www.fusfoundation.org/). 
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κύτταρα και να παράγουν αποτελέσματα. Η μηχανική δύναμη του εστιασμένου 

υπερήχου, μέσω σταθερής σπηλαίωσης, μπορεί να τροποποιήσει τη 

διαπερατότητα των κυτταρικών μεμβρανών και να ενισχύσει την απορρόφηση 

αυτών των μορίων. Αυτό το αποτέλεσμα, γνωστό ως υπερηχογράφηση, μπορεί να 

αυξήσει την αποτελεσματικότητα των φαρμάκων και των γονιδίων σε ακριβείς 

περιοχές του σώματος [54]. Η σταθερή σπηλαίωση μπορεί να προκαλέσει μέτριες 

και αναστρέψιμες αλλαγές στο κυτταρικό επίπεδο, δημιουργώντας πόρους στις 

κυτταρικές μεμβράνες, επιτρέποντας μεγαλύτερο όγκο ενώσεων να εισέλθουν στο 

κύτταρο. Η βελτιωμένη απελευθέρωση φαρμάκου μέσω υπερήχων θα μπορούσε 

να επιτρέψει τη θεραπεία όγκων με πυκνό στρώμα όπως όγκους του παγκρέατος, 

και με λιγότερη συστηματική τοξικότητα (δηλ. Απαιτείται λιγότερο κυκλοφορούν 

φάρμακο) από ό, τι με την παραδοσιακή χημειοθεραπεία. 

Η αύξηση της θερμοκρασίας των ιστών στους 42 ° C (107 ° F) και η διατήρηση αυτής 

της θερμοκρασίας  για αρκετά λεπτά μπορεί να αυξήσει τη ροή του αίματος και 

την απορρόφηση του φαρμάκου στην στοχευμένη περιοχή χωρίς να προκαλέσει 

μόνιμη βλάβη [95]. Χρησιμοποιώντας την ανταπόκριση του οργανισμού σε αυτήν 

την τοπική ήπια υπερθερμία, η παράδοση φαρμάκων και η πρόσληψη μπορεί να 

βελτιωθεί [40]. Αυτή η μέθοδος έχει χρησιμοποιηθεί σε κλινικές ρυθμίσεις για την 

ενίσχυση της παράδοσης και της αποτελεσματικότητας των φαρμάκων σε 

στοχευμένες περιοχές με περιορισμένη ροή αίματος, ειδικά όγκους. 

Εικόνα 10 Ο εστιασμένος υπέρηχος είναι ένας ιδανικός τρόπος για να συνδυαστεί με τη διανομή 

φαρμάκων, επειδή έχει δύο μεθόδους που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την απελευθέρωση 

των ενθυλακωμένων φαρμάκων: θερμότητα και πίεση. Focused Ultrasound Foundation 

(https://www.fusfoundation.org/). 
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3.4.3 ΛΥΣΗ ΘΡΟΜΒΩΣΗΣ 

Ο εστιασμένος υπέρηχος, είτε μόνος του είτε ενισχυμένος από μικροφυσαλίδες 

και / ή θρομβολυτικούς παράγοντες, μπορεί να διαλύσει τους θρόμβους του 

αίματος .Η ενέργεια υπερήχων προκαλεί δονήσεις που μπορούν είτε να 

διασπάσουν άμεσα τον θρόμβο  - μέσω της διάσπασης της μήτρας ινώδους - ή να 

την καταστήσουν πιο ευαίσθητα στις επιδράσεις των θρομβολυτικών 

παραγόντων. Σε προκλινικές μελέτες, οι ερευνητές έχουν δείξει τη σκοπιμότητα 

αντιμετώπισης τόσο ισχαιμικού όσο και αιμορραγικού εγκεφαλικού επεισοδίου 

καθώς επίσης και επαγωγής επανέγχυσης των αποκλεισμένων αιμοφόρων 

αγγείων [112]. 

Οι συμβατικές θεραπείες για θρόμβους εντός του εγκεφάλου, ιδιαίτερα εκείνες 

που οφείλονται στην ενδοεγκεφαλική αιμορραγία, απαιτούν επεμβατική δράση 

που μπορεί να αυξήσει τον κίνδυνο της διαδικασίας. Ο εστιασμένος υπέρηχος 

μπορεί να επιτρέψει την ελάχιστα επεμβατική ή μη επεμβατική θεραπεία 

θρόμβων που δεν προκαλεί μόνιμη βλάβη στον περιβάλλοντα ιστό ή στο 

αιματοεγκεφαλικό φράγμα [33]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.5 ΕΝΙΣΧΥΣΗ ΤΗΣ ΧΗΜΕΙΟΘΕΡΑΠΕΙΑΣ 

Η πρόκληση υπερθερμίας σε έναν όγκο μπορεί να ενισχύσει τα αποτελέσματα της 

χημειοθεραπείας ή να επιτύχει το ίδιο θεραπευτικό αποτέλεσμα με χαμηλότερη 

δόση χημειοθεραπείας για να ελαχιστοποιηθούν οι ανεπιθύμητες ενέργειες από 

τη χημειοθεραπεία [48]. Ο εστιασμένος υπέρηχος υψηλής έντασης μπορεί να 

ενισχύσει τα αποτελέσματα της χημειοθεραπείας με διάφορους τρόπους.  

Εικόνα 11 Λύση θρόμβου. Ο εστιασμένος υπέρηχος είναι ικανός να διαταράξει τη μήτρα 

ινώδους θρόμβων αίματος και να αποκαταστήσει τη φυσιολογική ροή αίματος. Focused 

Ultrasound Foundation (https://www.fusfoundation.org/). 
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Επιπλέον, έχει αποδειχθεί ότι τα κύτταρα που έχουν αποκτήσει αντίσταση σε ένα 

συγκεκριμένο φάρμακο μπορούν να καταστούν ευάλωτα ξανά μετά από θεραπεία 

με υπερήχους [118].Τέλος, η τοπική υπερθερμία αποδυναμώνει επίσης τον όγκο 

λόγω της μειωμένης ικανότητάς του να διαλύει τη θερμότητα, καθιστώντας τον 

όγκο πιο ευαίσθητο στη χημειοθεραπεία, αφήνοντας όμως τον υγιή ιστό 

ανεπηρέαστο [63].  

 
  

Εικόνα 12 Ο εστιασμένος υπέρηχος παρέχει μια μη επεμβατική μέθοδο ακτινοβολίας 

για την πρόκληση τοπικής υπερθερμίας. Η συνέργεια μεταξύ χημειοθεραπείας και 

εστιασμένου υπερήχου θα μπορούσε να επιτρέψει αποτελεσματικότερες 

χημειοθεραπευτικές θεραπείες καρκίνου με μειωμένες παρενέργειες 
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4. Η ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΤΗΣ ΚΑΤΑΡΡΕΥΣΗΣ ΤΗΣ ΦΥΣΑΛΙΔΑΣ (ΣΠΗΛΑΙΩΣΗ) ΚΑΙ ΤΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΠΟΥ ΤΗ ΔΙΕΠΟΥΝ 

 

Η δραστηριότητα σπηλαίωσης που καθοδηγείται από κύματα υπερήχων 

θεωρείται ότι είναι ο κυρίαρχος μηχανισμός για την καταστροφή των ιστών [90]. 

Υπό τη διέγερση μη γραμμικών κρουστικών κυμάτων, μια φυσαλίδα αναπτύσσεται 

σε μεγάλο μέγεθος και καταρρέει βίαια. Είναι γνωστό επίσης ότι η θερμοκρασία 

των ιστών αυξάνεται ταχύτητα. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα τη μεταβολή των 

φυσικών ιδιοτήτων του περιβάλλοντος μέσου και της περιεκτικότητας σε 

υδρατμούς και αέρια. Για την καλύτερη κατανόηση της δυναμικής των φυσαλίδων 

απαιτείται ένα ακριβές και αξιόπιστο μοντέλο φυσαλίδων.  

Το παρόν κεφάλαιο περιγράφει αριθμητικές προσεγγίσεις για τη μοντελοποίηση 

της απόκρισης μιας μεμονωμένης σφαιρικής φυσαλίδας αερίου-ατμού. Οι βασικές 

παραδοχές του παρόντος αριθμητικού μοντέλου φυσαλίδας που περιγράφεται 

στο παρόν κεφάλαιο είναι ότι (α) η ενιαία σφαιρική φυσαλίδα βρίσκεται αρχικά 

σε ηρεμία, (β) η φυσαλίδα παραμένει σφαιρική κατά τη διάρκεια των 

ταλαντώσεών της, (γ) δεν υπάρχει διαδικασία κατακερματισμού της φυσαλίδας 

μετά την κατάρρευσή της,  (δ) η εσωτερική πίεση και η θερμοκρασία στο 

εσωτερικό της φυσαλίδας είναι χωρικά ομοιόμορφες, ε)  δεν υπάρχει διαδικασία 

συνένωσης φυσαλίδων, στ)  η αρχική ακτίνα της φυσαλίδας είναι πολύ μικρότερη 

από το μήκος κύματος της ακουστικής διέγερσης, (g)  η φυσαλίδα είναι αρχικά 

γεμάτη με αέριο και υδρατμούς, (h)  το αέριο στη φυσαλίδα ακολουθεί το νόμο 

της αδιαβατικής μεταβολής και  (i) δεν υπάρχει βαρύτητα που να δρα στη 

φυσαλίδα. 

  

4.1 ΟΙ ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΤΩΝ ΡΕΥΣΤΩΝ 

4.1.1 Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ 

Μια ροή ρευστού σε ένα σημείο του χώρου x περιγράφεται από το πεδίο 

ταχύτητας u (x, t) = (u, v, w) και χρόνο t. Το πεδίο ταχύτητας u θεωρείται σταθερό 

σε ένα χωρικό σημείο x και τα μεμονωμένα στοιχεία ρευστού ποικίλλουν σε 

ταχύτητα καθώς κινούνται μέσω του πεδίου ταχύτητας. Μια ροή υγρού 

ονομάζεται σταθερή εάν  
∂u(x,t)

∂t
= 0 . H επιτάχυνση ενός ρευστού στοιχείου, το 

οποίο ήταν αρχικά στο σημείο u (x, 0) = u (q, 0) δίνεται από τη σχέση: 

(
∂

∂t
u)

q
=

∂u

∂t
 +  (u ∇)u =  

Du

Dt
   (4.1)  

 

 

Σύμφωνα με την εξίσωση συνέχειας, σε ένα φυσικό ρευστό, η μάζα διατηρείται. 

Αυτό θέτει έναν περιορισμό στο πεδίο ταχύτητας του υγρού. Ας υποθέσουμε ότι 

το ρευστό έχει πυκνότητα ρ (x, t) και υποθέσουμε έναν όγκο V που περικλείεται 
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από μια επιφάνεια A, η μάζα του υγρού που περικλείεται σε οποιοδήποτε t είναι 

∫
V

ρdV , και η καθαρή ροή σε όλη την επιφάνεια είναι:∫
A

ρu ndA 

Η διατήρηση της ροής της μάζας συνεπάγεται: 

 
d

dt
∫V

ρdV = − ∫A
ρu ndA  (4.2) 

 

 

η οποία με παραγώγιση και συνέχεια ολοκλήρωση ως προς V γίνεται: 

∫V

∂ρ

∂t
+ ∇(ρu)dV = 0  (4.3) 

 

Δεδομένου ότι αυτό ισχύει για όλα τα V, η ολοκλήρωση δίνει την παρακάτω 

εξίσωση, γνωστή και ως εξίσωση συνέχειας: 

∫V

∂ρ

∂t
+ ∇(ρu) = 0  (4.4) 

 

4.1.2 Η ΕΠΊΔΡΑΣΗ ΤΗΣ ΤΆΣΗΣ 

Η τάση ορίζεται ως μέση δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας. Σε ένα σώμα στο οποίο 

ασκούνται εσωτερικές και εξωτερικές δυνάμεις, η κατάσταση της τάσης σε ένα 

σημείο μπορεί να περιγραφεί από έναν καρτεσιανό τανυστή δεύτερης τάξης. Ο 

τανυστής τάσης Cauchy για ρευστά σij μπορεί να γραφτεί ως σij = -pδij +τij. 

Εδώ p είναι η πίεση του ρευστού, που ορίζεται ως θετική προς τα μέσα πάνω στο 

στοιχείο, τij είναι ο εκτροπέας τάσης δij είναι το ανάδελτα Kroneker. 

Ο ρυθμός καταπόνησης ενός σώματος στο χώρο υπό τάση ονομάζεται 

παραμόρφωση. 

Ένα Νευτώνειο ρευστό έχει μια γραμμική σχέση μεταξύ της τάσης και 

παραμόρφωσης, όπου η σταθερά της αναλογικότητας ονομάζεται δυναμικό 

ιξώδες (στο εξής θα αναφέρεται απλά ως ιξώδες). Ο τανυστής της τάσης είναι 

συμμετρικός για ένα ασυμπίεστο Νευτώνειο υγρό [72].  

 Η τάση για ένα σημείο πάνω στην ακτίνα είναι: 

σrr = −p + 2μ
∂u

∂r
   (4.5) 

 
Η επιφανειακή τάση σε μια καμπύλη διεπαφή όπως αυτή της φυσαλίδας, θα 
επιφέρει μια διαφορά πίεσης σε ένα επιφανειακό στρώμα. Λαμβάνοντας υπόψη 
το επιφανειακό στρώμα, με εσωτερικές και εξωτερικές ακτίνες καμπυλότητας R1 
και R2, σε θερμοδυναμική ισορροπία, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον τύπο 
Laplace για τη διαφορά πίεσης p1-p2 σε ολόκληρο το επιφανειακό στρώμα .Εδώ η 

επιφανειακή τάση θεωρείται σταθερή: 
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P1 − P2 = σ (
1

R1
+

1

R2
) (4.6) 

 
Εάν το στρώμα γίνει απείρως λεπτό, R1 = R2 = R, προκύπτει: 

P1 − P2 =
2σ

R
  (4.7) 

 

4.1.3 Η ΕΞΊΣΩΣΗ NAVIER-STOKES  

Η Navier-Stokes (NS) εξίσωση είναι μια μερική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης 
που περιγράφει την ορμή ενός ρευστού στοιχείου. 
Στην εξίσωση Navier-Stokes το ρευστό θεωρείται Νευτώνειο. Η μορφή της 
εξίσωσης NS που αναφέρεται εδώ θεωρεί ένα ασυμπίεστο ρευστό με ιξώδες μ και 
∇ × u = 0 . 
 

ρ
Du

Dt
= ρF − ∇p +

4μ

3
∇2u   (4.8) 

 

Ο όρος F είναι μια δύναμη εξωτερικού σώματος όπως η βαρύτητα. Στα μοντέλα 

των φυσαλίδων η βαρυτική δύναμη παραμελείται λόγω της μικρής μάζας τους. Σε 

σφαιρικές πολικές συντεταγμένες, χωρίς εξωτερικές δυνάμεις και η υπόθεση 

σφαιρικής συμμετρίας η εξίσωση NS γίνεται: 

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
=  −

1

ρ

∂p

∂r
+

μ

ρ
(

1

r2

∂

∂r
(r2 ∂u

∂r
) −

2u

r2 )   (4.9) 

 

Υπάρχουν και υποθέσεις που μπορούν να γίνουν σχετικά με το ρευστό και τη ροή 

του ρευστού που απλοποιούν την εξίσωση ορμής. Ένα ρευστό είναι ασυμπίεστο 

εάν 
Dρ

Dt
= 0, και δίνει: ∇ ∙ u = 0 . Ένα ρευστό είναι αστρόβιλο, εάν  ∇ x u = 0 ⇒

u = ∇Φ 

όπου Φ είναι το δυναμικό ταχύτητας. 
 
Για ένα ασυμπίεστο, αστρόβιλο, ιδανικό ρευστό, οι εξισώσεις Navier-Stokes και 

συνέχειας μπορούν να αντικατασταθούν από την εξίσωση του Euler: 

Εξίσωση ορμής:   
Du

Dt
= −

∇p

ρ
 

Ασυμπίεστο ρευστό: ∇. u = 0 

 

4.1.4 Η ΕΞΙΣΩΣΗ BERNOULLI 

Από τις εξισώσεις Euler, χωρίς εξωτερικές δυνάμεις, για μια αστρόβιλη ροή, 
σταθερού ρευστού προκύπτει η εξίσωση του Bernoulli για το δυναμικό ταχύτητας 
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Φ (r, t) μετά την ολοκλήρωση της εξίσωση ορμής.  Η εξίσωση ορμής δίνεται από 
τη σχέση: 

u
∂u

∂r
= −

1

ρ

∂p

∂r
    (4.10)  

 

⇒  
∂Φ

∂r

∂2Φ

∂r2 = −
1

ρ

∂p

∂r
  (4.11)  

 
Η σχέση (2.11) ολοκληρώνεται ως προς την ακτίνα από 1 ! r. Με τη παραδοχή ότι 
το δυναμικό ταχύτητας μηδενίζεται για r! 1, και ότι η πυκνότητα ρ είναι σταθερή 
προκύπτει: 

(
∂Φ

∂r
)

2

+
p(r)−p∞

ρ
= 0 (4.12) 

 
 

4.1.5 ΦΥΣΑΛΊΔΕΣ ΜΕ ΑΈΡΙΟ 

Οι ταλαντώσεις φυσαλίδων αλλάζουν την κατάσταση του αερίου εντός της 

φυσαλίδας. Απαιτείται επομένως και ένα μοντέλο αερίου. Το αέριο θα θεωρείται 

πολυτροπικό σύμφωνα με το νόμο: 

pg(t)V(t)γ =  σταθερό (4.13) 

 

όπου pg(t)είναι η πίεση του αερίου και V(t) ο όγκος που εξαρτάται από τον χρόνο. 

Το γ ονομάζεται πολυτροπικός εκθέτης. Για αδιαβατικές μεταβολές ισούται με το 

πηλίκο των ειδικών θερμοχωρητικοτήτων: για αέρα γ  = 1, 4. Αν η διεργασία είναι 

ισόθερμη τότε  γ = 1. Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.13) η πίεση αερίου κάποια 

στιγμή t μπορεί να σχετίζεται με την πίεση αερίου στον αρχικό χρόνο t0 = 0.   Με 

τη σειρά του, η πίεση αερίου στο t = 0 μπορεί να προσδιοριστεί υποθέτοντας ότι 

η φυσαλίδα βρίσκεται αρχικά σε ισορροπία και συσχετίζοντας την πίεση αερίου 

με την αδιατάρακτη πίεση ρευστού, μακριά από τη φυσαλίδα, p0. 

Για μια φυσαλίδα ακτίνας R (t), με R0 = R(0): 

pg(0)R0
3γ = pg(t)R(t)3γ (4.14) 

 

4.2 ΤΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΤΗΣ ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΤΩΝ ΦΥΣΑΛΙΔΩΝ  

4.2.1 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 

Ο Lord Rayleigh[73]: μελέτησε για πρώτη φορά την κατάρρευση της σφαιρικής 

φυσαλίδας για να εξηγήσει τη ζημιά που προκαλείται στους έλικες των 

ταχύπλοων και υποβρυχίων το 1917. Έκανε την υπόθεση ότι το υγρό είναι 

ασυμπίεστο και ότι η σφαιρική κοιλότητα στο υγρό είναι άδεια. Αγνόησε επίσης 

το ιξώδες του υγρού, την επιφανειακή τάση, την εξάτμιση, τη συμπύκνωση, τη 

διάχυση αερίων, την αγωγή θερμότητας και άλλους παράγοντες αστάθειας. 



Η δυναμική της φυσαλίδας σπηλαίωσης σε μαλακούς ιστούς υπό διέγερση διπλής 
συχνότητας – Σταυρούλα Παπαγεωργίου 

47 
 

Ωστόσο, παρόλες τις παραδοχές κατά τη προσέγγιση του, τα αποτελέσματά του 

συμφωνούν σε μεγάλο βαθμό με τα πειράματα σε μεγάλο κομμάτι της κίνησης 

της φυσαλίδας. 

Στη συνέχεια έγιναν μερικές σημαντικές τροποποιήσεις της εξίσωσης του 

Rayleigh. Για παράδειγμα, οι Herring και Trilling [98], χρησιμοποίησαν την 

«ακουστική προσέγγιση», δηλαδή έκαναν την παραδοχή ότι οι ταχύτητες υγρού 

είναι μικρές σε σύγκριση με την ταχύτητα του ήχου και δημοσίευσαν εξισώσεις 

δυναμικής των φυσαλίδων με διόρθωση της πρώτης τάξης της συμπιεστότητας 

του υγρού λαμβάνοντας υπόψη και άλλες ιδιότητες του υγρού: την επιφανειακή 

τάση και το ιξώδες. 

Ο Gilmore, ενσωμάτωσε μεγαλύτερες τάξεις της συμπιεστότητας του υγρού στο 

δικό του μοντέλο της δυναμικής της φυσαλίδας και λαμβάνει υπόψη το ιξώδες, 

την επιφανειακή τάση και κάποια σταθερή περιεκτικότητα αερίου μέσα στη 

φυσαλίδα. 

Ο Flynn πρότεινε ένα μοντέλο πολύ παρόμοιο με αυτό του Rayleigh-Plesset 

[73]όμως θεώρησε συμπιεστό το μακρινό πεδίο και ασυμπίεστο το πλησιέστερο 

πεδίο της φυσαλίδας. Το μοντέλο του περιγράφει τη δυναμική των  φυσαλίδων 

σπηλαίωσης σε υγρά τα οποία τίθενται σε κίνηση από εξωτερική ακουστική 

πίεση. Ο Flynn, κατά την ανάπτυξη του μαθηματικού μοντέλου των φυσαλίδων 

συνυπολόγισε την αγωγιμότητα της θερμότητας και εσωτερικά της φυσαλίδας 

αλλά και του περιβάλλοντος υγρού, την επίδραση του ιξώδους, της 

συμπιεστότητας και των επιφανειακών τάσεων του υγρού. 

Οι Keller και Miksis [69] δημιούργησαν επίσης ένα μοντέλο για τη δυναμική της 

φυσαλίδας για αναγκαστική ταλάντωση μεγάλου πλάτους σε ένα ηχητικό πεδίο. 

Εδώ έχουν λάβει υπόψη τη συμπιεστότητα του υγρού, και έκαναν παραδοχή για 

σταθερή ταχύτητα του ήχου στο υγρό. 

 

4.2.2 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΠΗΛΑΙΩΣΗΣ: 

Η σπηλαίωση μπορεί να οριστεί ως μια διαδικασία που περιλαμβάνει σχηματισμό 

φάσης ατμού ενός υγρού λόγω της μείωσης της τοπικής πίεσης σε σταθερή 

θερμοκρασία περιβάλλοντος. Πρέπει να σημειωθεί ότι η διαδικασία δημιουργίας 

σπηλαίωσης συμβαίνει μόνο λόγω της μείωσης της πίεσης σε μια συγκεκριμένη 

περιοχή του υγρού και όχι λόγω της προσθήκης θερμότητας στη συγκεκριμένη 

περιοχή. Ωστόσο, διάφοροι ερευνητές έχουν ορίσει σπηλαίωση με πολλούς 

διαφορετικούς τρόπους, όπως την ιδέα της εφελκυστικής ισχύος του νερού. Η 

αντοχή εφελκυσμού ενός υλικού ορίζεται ως το ποσό της αντίστασης που 

παράγεται στο υλικό για να το σπάσει υπό τάση. Η θεωρητική αντοχή εφελκυσμού 

του νερού σε θερμοκρασία δωματίου είναι περίπου 1000 atm (108 Pa) .Αυτό 

σημαίνει ότι για να δημιουργηθεί σπηλαίωση που προκαλείται ακουστικά στο 

νερό με πλάτος ηχητικής πίεσης χρειαζόμαστε πλάτος πίεσης τουλάχιστον 1000 
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atm. Στην πραγματικότητα όμως η σπηλαίωση παρατηρείται με εύρος πίεσης 

περίπου 1 atm και έχει ερμηνευθεί ότι υπονοεί την παρουσία προ υπάρχοντών 

πυρήνων μέσα στο υγρό . Μια μικρή ελεύθερη σφαιρική φυσαλίδα είναι ο πιο 

απλός πυρήνας που μπορεί να ληφθεί υπόψη σε οποιοδήποτε μοντέλο 

σπηλαίωσης. Είναι επίσης γνωστό ότι μια ελεύθερη φυσαλίδα επιπλέει στην 

επιφάνεια του υγρού και το αέριο που γεμίζει τη φυσαλίδα θα διαχέεται στο 

περιβάλλον υγρό μέσο.  Οι Epstein και Plesset υπολόγισαν ότι μια φυσαλίδα αέρα 

με ακτίνα 10 μm σε κορεσμένο με αέρα νερό θα διαρκέσει περίπου επτά 

δευτερόλεπτα για να διαλυθεί. Στην πραγματικότητα, μια ελεύθερη φυσαλίδα σε 

ένα υγρό δεν είναι ποτέ εντελώς σε ισορροπία. Ωστόσο, θεωρείται ότι η φυσαλίδα 

βρίσκεται σε ισορροπία  στο εξεταζόμενο μοντέλο σπηλαίωσης .Επιπλέον, 

αγνοείται η πίεση ατμών του υγρού. Με αυτές τις υποθέσεις μπορεί να γραφτεί 

για μια φυσαλίδα αερίου σε ισορροπία σε ένα υγρό μέσο η ακόλουθη έκφραση: 

Pg = P∞ +
2σ

R0
  (4.15) 

 

Όπου:  

Pg είναι η πίεση του αερίου στη φυσαλίδα, 

P∞ η πίεση στο  περιβάλλον υγρό, 

σ είναι η επιφανειακή τάση του υγρού και 
R0 η ακτίνα ισορροπίας της φυσαλίδας. 

Επιλύοντας ως προς R0 προκύπτει: R0 =
2σ

Pg−P∞
  ,και η κρίσιμη ακτίνα ισορροπίας 

προκύπτει λοιπόν ως: Rc =
2σ

Pg−P∞
                

Από την εξίσωση της κρίσιμης ακτίνας ισορροπίας είναι φανερό ότι αν  R < Rc ο 
όρος 2σ/R0 λόγω επιφανειακής τάσης επενεργεί κατά κόρον και οδηγεί στη 
συρρίκνωση της φυσαλίδας, και αν  R > Rc κυριαρχεί η πίεση του αερίου Pg που 
οδηγεί στην επέκταση της φυσαλίδας. 

Σύμφωνα με τον C.E. Brennen, η πίεση υγρού, P, έξω από μια φυσαλίδα ακτίνας R,  

σχετίζεται με την εσωτερική πίεση εντός της φυσαλίδας, PB, κατά : PB −  P =  
2σ

R
   

Λαμβάνοντας υπόψη ότι η θερμοκρασία, T, είναι ομοιόμορφη και η φυσαλίδα 
περιέχει μόνο ατμό, τότε η εσωτερική πίεση PB θα είναι η κορεσμένη πίεση ατμών 
Pv (T). Για συνθήκες ισορροπίας, η εξωτερική πίεση υγρού, P = Pv - 2σ, θα πρέπει 
να είναι μικρότερη από Pv. 
Εάν η εξωτερική πίεση υγρού διατηρείται σε σταθερή τιμή ελαφρώς μικρότερη 
από το Pv - 2σ, η φυσαλίδα επεκτείνεται και η πίεση που ξεκινά αυτή την επέκταση  
θα αυξήσει την ακτίνα της φυσαλίδας ενώ ταυτόχρονα η εσωτερική πίεση θα 
αρχίσει να μειώνεται. Μετά την επίτευξη του μέγιστου μεγέθους της φυσαλίδας, 
μια περαιτέρω αύξηση της εσωτερικής πίεσης θα προκαλέσει την κατάρρευση της 
φυσαλίδας. 
 
Μαθηματικά, για να εξετάσουμε τη διακύμανση της πίεσης συναρτήσει της  
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επιφάνειας ενός σώματος βυθισμένο σε ένα υγρό χρησιμοποιούμε την εξίσωση 

του Bernoulli:  

P1 +
1

2
ρu1

2 = P2 +
1

2
ρu2

2 = H (σταθερό) (4.16) 

 

Όπου u η ταχύτητα στο σημείο με πίεση P.  

Από την εξίσωση του Bernoulli συνεπάγεται ότι: (u2 +
2P

ρ
)

1

2 =  (
2H

ρ
)

1

2   

Εάν η ταχύτητα του υγρού u γίνει μεγαλύτερη από  (
2H

ρ
)

1

2  , η πίεση σε ένα 

ασυμπίεστο υγρό πρέπει να είναι αρνητική. Ως αποτέλεσμα, το υγρό σχηματίζει 

κοιλότητες που στη συνέχεια διαστέλλονται και απελευθερώνουν αυτήν την 

αρνητική πίεση.  

 

4.2.3 Η ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΤΗΣ ΚΑΤΑΡΡΕΥΣΗΣ ΤΗΣ ΦΥΣΑΛΙΔΑΣ 

4.2.3.1 Η ΔΥΝΑΜΙΚΉ ΤΗΣ ΚΕΝΉΣ ΦΥΣΑΛΊΔΑΣ 

 

Εικόνα 13 Δυναμική κενής φυσαλίδας σε ασυμπίεστο υγρό 

Για μια σφαιρική κενή φυσαλίδα με ακτίνα R(t) και με ταχύτητα του τοιχώματος 
σταθερή R’(t) σε οποιοδήποτε  t, η ταχύτητα του υγρού u(r, t), με τη παραδοχή  του 
ασυμπίεστου υγρού  προκύπτει από τον εξής τύπο: 

u(r, t) = Ṙ(t) 
R2(t) 

r2(t) 
  (4.17) 

Εάν η φυσαλίδα μεταβεί από την ακτίνα ισορροπίας R0 σε διαφορετική τιμή, το 

έργο στη φυσαλίδα γίνεται από τη πίεση στο κέντρο της. Αν η πίεση μακριά από 

το υγρό είναι η  P∞ , η διαφορά στο έργο που γίνεται από αυτή και από αυτήν 

στο κέντρο της φυσαλίδας P ισούται με τη κινητική ενέργεια Ek στο υγρό η οποία  

δίνεται από τη σχέση: 

Ek =
1

2
ρ ∫ (4πr2u2)dr

 r=∞

r=R
= 2πρR3Ṙ  (4.18) 
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όπου ρ είναι η πυκνότητα του υγρού. 

Δεχόμενοι ότι η ακτίνα είναι πεπερασμένη προκύπτει η εξίσωση: 

∫ ( P − P∞) 4π R2dR
R

R0
=  2πρR3Ṙ2 (4.19) 

 

Και παραγωγίζοντας την παραπάνω εξίσωση προκύπτει: ( 
∂Ṙ

∂R
= 2R̈ ) 

P −P∞

ρ
 = RR̈+

3

2

̇
Ṙ2   (4.20) 

 
όπου P = πίεση του υγρού στο τοίχωμα της φυσαλίδας.  
Η εξίσωση (4.20) ονομάζεται εξίσωση Rayleigh-Plesset. 

 

4.2.3.2 Η ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΤΗΣ ΦΥΣΑΛΙΔΑΣ ΜΕ ΑΕΡΙΟ 

Το αέριο εντός της φυσαλίδας δρα ως εμπόδιο και  απορροφά την ενέργεια του 

υγρού. Ενώ συρρικνώνεται για να σταματήσει την εσωτερική κίνηση, τελικά 

αντιστρέφει την κίνηση όπως φαίνεται στην εικόνα: 

 
Εικόνα 14: Επέκταση και κατάρρευση της φυσαλίδας 

Με την παραδοχή  ότι το αέριο εντός της φυσαλίδας υπακούει στην εξίσωση των 

αερίων προκύπτει η εξίσωση: 

Pg (
4π

3
R3) = RgT   (4.21) 

 

όπου Pg είναι η πίεση του αερίου και Rg η σταθερά του αερίου.  

Για αδιαβατικές μεταβολές ισχύει: 

Pg(
4π

3
R3)γ =  σταθερό  (4.22)  

 

όπου γ είναι ο λόγος των ειδικών θερμοχωρητικοτήτων του αερίου. 
Εάν η ακτίνα αλλάξει από R0 σε R υπό σταθερή θερμοκρασία, τότε η πίεση του 
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αερίου θα δοθεί από την σχέση: 

Pg =  (P0) (
R0

R
)

3γ

 (4.23) 
 

 
Και η σχέση (4.20) θα γίνει: 

RR̈+
3

2
Ṙ

̇
 2  =  

1

ρ
 [(P0) (

R0

R
)

3γ

− P∞]  (4.24) 

 
 

Όπου P =  (P0) (
R0

R
)

3γ

 

 
Αυτή η εξίσωση προήλθε και επαληθεύτηκε πειραματικά από τους Noltingk και 
Neppiras το 1950 και 1951 [117]. 
Επιπλέον βελτίωση της εξίσωσης γίνεται με τη συμπερίληψη της πίεσης (Pσ) λόγω 
επιφανειακών τάσεων. Η πίεση στο τοίχωμα φυσαλίδων μπορεί να γραφτεί ως 
άθροισμα της πίεσης αερίου (Pg ),της πίεσης ατμών (Pv), και του όρου διόρθωσης 
πίεσης Laplace λόγω της επιφανειακών τάσεων (Pσ)  ως εξής: 

P =  Pg + Pv  − Pσ  (4.25) 

 

Στη συνέχεια, η πίεση στο τοίχωμα των φυσαλίδων παίρνει τη μορφή: 

P =  (P0 +  
2σ

R0
− Pv) (

R0

R
) 3k + Pv −  

2σ

R
  (4.26) 

 
Αντικαθιστώντας την τιμή της πίεσης στην εξίσωση (4.20), έχουμε 

R R̈ +
3

2
Ṙ2 =  

1

ρ
[ (P0 +  

2σ

R0
 − Pv) (

R0

R
) 3k + Pv −  

2σ

R
−  P∞]  (4.27) 

 
Ένας άλλος σημαντικός παράγοντας που επηρεάζει σημαντικά την ακτινική κίνηση 
μιας φυσαλίδας είναι το ιξώδες του υγρού. Το µ είναι το κινηματικό ιξώδες του 
υγρού, και έτσι ο όρος της πίεσης γράφεται: 

P =  (P0 +  
2σ

R0
− Pv) (

R0

R
)3k + Pv −  

2σ

R
−

4μṘ

R
   (4.28) 

 
και επομένως η εξίσωση (4.20) γίνεται:  
 

R R̈ +
3

2
Ṙ2 =  

1

ρ
[ (P0 +  

2σ

R0
− Pv) (

R0

R
)3k + Pv −  

2σ

R
−

4μṘ

R
−  P∞  (4.29) 

 
Οι εξισώσεις (4.20), (4.27), (4.29) είναι γνωστές ως εξισώσεις των Rayleigh-Plesset. 
 

4.2.3.3 Ο ΠΑΡΆΓΟΝΤΑΣ ΣΥΜΠΙΕΣΤΌΤΗΤΑ 

Για ταχύτερη κατάρρευση φυσαλίδων, η συμπιεστότητα του υγρού πρέπει να 
ληφθεί υπόψη και το απλούστερο βήμα είναι να ληφθεί υπόψη η σταθερή 
ταχύτητα ήχου C στο υγρό μέσο. 
Αυτή η υπόθεση ονομάζεται ακουστική προσέγγιση και χρησιμοποιείται ως 
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εξίσωση της κατάστασης dp/dρ = C2. Αυτή η προσέγγιση περιορίζει τις περιπτώσεις 
όπου η ταχύτητα των φυσαλίδων R είναι πάντα μικρή σε σύγκριση με το C και 
ενσωματώνει την απώλεια ενέργειας από τα ηχητικά κύματα στη δυναμική της 
φυσαλίδας σπηλαίωσης. 
Ο Gilmore λοιπόν το 1952 έδωσε μια μαθηματικά καλύτερη προσέγγιση 
δυναμικής στη φυσαλίδα σπηλαίωσης. Σύμφωνα με την υπόθεση ότι για ένα 
σφαιρικό κύμα πεπερασμένου πλάτους, η ποσότητα rφ διαδίδεται με ταχύτητα 
που ισούται με το άθροισμα της ταχύτητας ρευστού και της τοπικής ταχύτητας του 
ήχου. (Όπου r = ακτινικός συντεταγμένος, και φ = δυναμικό ταχύτητας) 

 
Σύμφωνα με την υπόθεση του Gilmore, η εξίσωση δυναμικής φυσαλίδας δίνεται 
από: 

(1 −
Ṙ

C
) RR̈  +  ( 1 −  

Ṙ

3C
) 

3

2
Ṙ2 = (1 +

Ṙ

C
)H +

R

C
(1 −

Ṙ

C
)

dH

dt
   (4.30) 

 
Όπου: 
H είναι η διαφορά στην υγρή ενθαλπία μεταξύ του τοιχώματος των φυσαλίδων και 
του άπειρου, 
και c είναι η ταχύτητα του ήχου του τοιχώματος των φυσαλίδων.  
Τόσο το H όσο και το C είναι συναρτήσεις της κίνησης του τοιχώματος των 
φυσαλίδων, δηλαδή της ακτίνας R. 
 

4.3 ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΜΟΝΤΕΛΩΝ ΤΗΣ ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΤΩΝ 

ΦΥΣΑΛΙΔΩΝ 
Έχει προταθεί μια σειρά μοντέλων δυναμικής φυσαλίδων, όπως το μοντέλο 

Rayleigh, το μοντέλο Herring [98], το μοντέλο Gilmore, το μοντέλο Flynn, το 

μοντέλο Keller-Miksis, για την περιγραφή της δυναμικής φυσαλίδας σπηλαίωσης 

σε υγρό μέσο.  

4.3.1 MΟΝΤΕΛΟ RAYLEIGH-PLESSET 

Αυτό το μοντέλο ισχύει για την περιγραφή της εξέλιξης των φυσαλίδων σε ένα 
ασυμπίεστο υγρό. Η κίνηση του τοιχώματος της φυσαλίδας δίνεται από τη σχέση 
[73]: 
 

R R̈ +
3

2
Ṙ2 =  

1

ρ
( P −  P∞)  (4.31) 

 

Η πίεση στο τοίχωμα των φυσαλίδων μπορεί να γραφτεί ως [69]:  
 

P =  (Pg +  Pv) −  
2σ

R
−

4μṘ

R
   (4.32) 

 
Εάν υποθέσουμε ότι το αέριο μέσα στη φυσαλίδα είναι ένα ιδανικό αέριο και 
υπακούει στην πολυτροπική διαδικασία, τότε η πίεση που οφείλεται στο αέριο 
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μέσα στη φυσαλίδα (Pg)  μπορεί να γραφτεί ως Pg = P0(
R0

R
)3γ 

η προηγούμενη εξίσωση γίνεται: 
 

P =  P0(
R0

R
)3γ +  Pv −  

2σ

R
−

4μṘ

R
   (4.33) 

Και η (4.31) γίνεται: 
 

R R̈ +
3

2
Ṙ2 =  

1

ρ
 (P0  (

R0

R
)3γ + Pv −  

2σ

R
−

4μṘ

R
−  P∞)  (4.34)  

 

Οι  Loshe et al. [57] έχουν τροποποιήσει  την εξίσωση Rayleigh-Plesset ως 
 

R R̈ +
3

2
Ṙ2 =  

1

ρ
 (P −  P∞) −  

2σ

R
−

4μṘ

R
−  

R

ρC∞

d

dt
P  (4.35) 

 
Στη περίπτωση που το αέριο είναι Van der Waals , η πίεση δίνεται από: 
 

P =  (P0 +
2σ

R0
) (

R0
3−h3

R3−h3 )   (4.36) 

 

όπου : h =
R0

8.86
 εάν το αέριο μέσα στη φυσαλίδα είναι αργό. 

 
 

4.3.2 ΜΟΝΤΕΛΟ HERRING 

Ο C. Herring [98], ανέπτυξε μια θεωρία του «παλμού» της φυσαλίδας αερίου που 
προκλήθηκε από μια υποβρύχια έκρηξη και ανέφερε ένα μαθηματικό μοντέλο για 
τη δυναμική των φυσαλίδων. Αυτό το μοντέλο βασίζεται στην ακουστική 
προσέγγιση πρώτης τάξης, η οποία υποθέτει σταθερή ταχύτητα ήχου σε υγρό, 
δηλαδή C = C∞ = σταθερή. 

Η εξίσωση της κίνησης του τοίχου της φυσαλίδας δίνεται από : 

R R̈ ( 1 − 2 
Ṙ

C∞
)  +  

3

2
( 1 −

4

3

Ṙ

C∞
)  =  

1

ρ
[ P −  P∞ +  

R

C∞
Ṗ(1 −

Ṙ

C∞
)]  (4.37) 

 
 

4.3.3 ΜΟΝΤΕΛΟ FLYNN 

Το μοντέλο του Flynn είναι πολύ παρόμοιο με το μοντέλο Rayleigh-Plesset, με τη 
διαφορά ότι λαμβάνει υπόψη τη συμπιεστότητα κοντά στη φυσαλίδα αλλά την 
ασυμπιεστότητα μακριά από τη φυσαλίδα. Ο Flynn στο άρθρο του [26] 
δημιούργησε μια μαθηματική διατύπωση που μας επιτρέπει να μελετήσουμε τις 
επιπτώσεις της θερμικής αγωγιμότητας, του ιξώδους, της συμπιεστότητας και της 
επιφανειακής τάσης στη δυναμική συμπεριφορά των φυσαλίδων. 
Ισχυρίστηκε ότι η αγωγή θερμότητας γενικά αυξάνει τη βίαιη κίνηση των 
φυσαλίδων, ενώ το ιξώδες και η συμπιεστότητα τη μειώνουν. Υπέθεσε επίσης ότι 
η ταχύτητα του ήχου μένει σταθερή σε όλο το υγρό. C = C∞ = constant. 
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Η κίνηση της φυσαλίδα δίνεται από τη σχέση: 

ρ[R R̈ ( 1 − 2 
Ṙ

C∞
)  +  

3

2
( 1 −

1

3
 

Ṙ

C∞
)] =  (1 −

Ṙ

C∞
)( P −  P∞) +  

R

C∞
Ṗ(1 −

Ṙ

C∞
) 

(4.38) 
 

4.3.4 ΜΟΝΤΕΛΟ KELLER-MIKSIS 

Αυτό το μοντέλο βασίζεται σε μεγάλη αναγκαστική ταλάντωση μεγάλου πλάτους 
μιας ελεύθερης φυσαλίδας σε ένα ηχητικό πεδίο [69]. Λαμβάνει υπόψη τη 
συμπιεστότητα του υγρού, την ταχύτητα του ήχου στο υγρό, η οποία υποτίθεται 
επίσης σταθερή C = C∞ = σταθερή. Σύμφωνα με αυτό το μοντέλο, η κίνηση του 
τοιχώματος της φυσαλίδας  δίνεται από τη σχέση: 
 

R R̈ ( 1 − 2 
Ṙ

C∞
)  +  

3

2
( 1 −

1

3

Ṙ

C∞
) =  

1

ρ
[(1 + Ṙ)( P −  P∞) +  

RṖ

C∞
]   (4.39) 

 
Εδώ P = πίεση στο τοίχωμα της φυσαλίδας δίνεται από την εξίσωση (4.32). 
 

4.3.5 ΜΟΝΤΕΛΟ GILMORE 

Ο Gilmore [4]  γενίκευσε την ανάλυση για να συμπεριλάβει τους όρους 
συμπιεστότητας υψηλότερης τάξης, καθώς και τις επιπτώσεις του ιξώδους και της 
επιφανειακής τάσης. Σε αυτό το μοντέλο η ταχύτητα του ήχου στο υγρό C, 
ποικίλλει ανάλογα με την πίεση P ως: 

 C∞   = √n
P∞+B

ρ
 (4.40) 

 

⇒ C = C∞(
P+B

P∞+B
)

n−1

2n  (4.41) 

 

Εδώ, τα B και n είναι σταθερές που εξαρτώνται από το συγκεκριμένο υγρό που 
εξετάζεται (για νερό B ≈ 3000 atm και n ≈ 7). Μια περαιτέρω ποσότητα που 
εμφανίζεται σε αυτό το μοντέλο είναι μια διαφορά ενθαλπίας μεταξύ του υγρού 
σε πίεση P και P2 υπό ισεντροπική κατάσταση. Η διαφορά ενθαλπίας, H, ισούται 
με: 
 

H =  
1

ρ

n

n−1
(P∞ + B)[(

P+B

P∞+B
)

n−1

n − 1]  (4.42) 

 
  

Η εξίσωση της κίνησης του τοιχώματος στη φυσαλίδα μπορεί λοιπόν να εκφραστεί 
ως εξής: 
 

R R̈ ( 1 −  
Ṙ

C
)  +  

3

2
Ṙ2( 1 −

1

3

Ṙ

C
) =  H(1 +

R

C

̇
) +

H

C
 R(1 −

Ṙ

C
) (4.43) 
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5. Η ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ - ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΤΗΣ ΑΚΟΥΣΤΙΚΗΣ ΣΠΗΛΑΙΩΣΗΣ ΣΕ 
ΒΙΟΛΟΓΙΚΟΥΣ ΙΣΤΟΥΣ 

 

5.1 Η ΟΡΘΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ 
Προτού παρουσιαστούν τα αποτελέσματα, είναι σημαντικό να δείξουμε ότι ο αλγόριθμος μας δίνει 

αποδεκτά αποτελέσματα για τη δυναμική των φυσαλίδων και τις αρχικές συνθήκες που θα 

ορίσουμε. 

Για τη σύγκριση της ορθότητας των αποτελεσμάτων χρησιμοποιήσαμε τη δημοσίευση των A. 

Prosperetti and Y.Hao ,«Modelling of spherical gas bubble oscillations and sonoluminescence» [10]. 

Οι συγγραφείς παρουσιάζουν τα αποτελέσματα της εξίσωσης Keller Miksis για να περιγράψουν τα 

αποτελέσματα της δυναμικής των φυσαλίδων λαμβάνοντας υπόψιν και τη συμπιεστότητα του 

υγρού. 

Η  εξίσωση φαίνεται στη συνέχεια: 

(1 −
�̇�

𝑐
) 𝑅�̈� +

3

2
(1 −

�̇�

3𝑐
) �̇�2 =  (1 +

𝑅

𝑐
)

𝑃

𝜌
+

𝑅

𝜌𝑐

𝑑𝑃

𝑑𝑡
  (5.1) 

Όπου:  

R είναι η ακτίνα της φυσαλίδας, 

�̇� είναι η ταχύτητα των φυσαλίδων, 

�̈� είναι η επιτάχυνση των φυσαλίδων  

c είναι η ταχύτητα του ήχου στο περιβάλλον μέσο,  

και ρ είναι η πυκνότητα του περιβάλλοντος μέσου.  

Η πίεση μέσα στη φυσαλίδας Ρ μπορεί να εκφραστεί ως εξής : 

                             

𝑃 =  𝑃𝑔 − 𝑃0 −
2𝜎

𝑅
+ 3 ∫

𝜏𝑟𝑟

𝑟

∞

𝑅

𝑑𝑟 + 𝑃𝛼  (5.2) 

Όπου: 

 𝑃𝑔είναι η πίεση αερίου στη φυσαλίδα, 

𝑃0 είναι η πίεση περιβάλλοντος, 

𝑃𝛼 είναι το πλάτος του υπέρηχου κύματος διέγερσης 

σ είναι η επιφανειακή τάση, 
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rr είναι η διατμητική τάση,  

r είναι η ακτίνα της φυσαλίδας. 

Η πίεση του αέριου  Pg στη φυσαλίδα μπορεί να εκφραστεί ως εξής [22]: 

𝑝𝑔 = 𝑃𝑔0 (
𝑅0

3−ℎ3

𝑅3(𝑡)−ℎ3)
𝐾

(5.3) 

Όπου: 

R0 είναι η αρχική ακτίνα της φυσαλίδας, κ είναι ο πολυτροπικός δείκτης, ο οποίος καθορίζεται από 

την πίεση και τη θερμοκρασία στη φυσαλίδα, και αντικατοπτρίζει τη σχέση μεταξύ της πυκνότητας 

του αερίου και της διαφοράς πίεσης μέσα στη φυσαλίδα, 

𝑃𝑔0 είναι η αρχική πίεση αερίου στη φυσαλίδα, που ορίζεται ως: 

𝑃𝑔0 = 𝑃0 +
2𝜎

𝑅
 (5.4) 

Αρχικές συνθήκες: 

Επιλέγουμε ακριβώς την ίδια περίπτωση που λήφθηκε και στη δημοσίευση και έχουμε: 

- Αρχική ακτίνα -Ακτίνα ισορροπίας R0=4µm 

- Πίεση του επιβαλλόμενου κύματος PA = 1.4 bar 

- Πίεση περιβάλλοντος μέσυ P∞ =1 atm 

- Πυκνότητα μέσου ρ = 1000 kg m−3,  

- Ιξώδες µ = 0.001 kg m−1 s−1, 

- Επιφανειακή τάση σ = 0.07 kg s−2,  

- Θερμοκρασία περιβάλλοντος μέσου T∞ = 20 ◦C, 

- Συχνότητα ω/2π = 26.5 kHz 

- Ταχύτητα του ήχου στο μέσο c = 1481 m s−1. 

 

Η σύγκριση των αποτελεσμάτων των A. Prosperetti and Y. Hao με του δικού μας αλγορίθμου , 

φαίνονται στο παρακάτω διάγραμμα.  
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Διάγραμμα 1 Ακτίνα συναρτήσει χρόνου στην πορεία της σταθερής ταλάντωσης μιας φυσαλίδας αργού 

4mm κάτω από την επίδραση ενός ηχητικού κύματος πλάτους 1,4bar και συχνότητας 26,5kHz. [10] 

 

Συγκεκριμένα χρησιμοποιήσαμε το διάγραμμα των A.Prosperetti and Y.Hao [10]: και 

παρεμβάλλαμε δικά μας σημεία με κόκκινες τελείες για να αποφανθούμε για την εγκυρότητα. 

Παρατηρούμε πως τα αποτελέσματα είναι αρκετά κοντά τόσο ως προς τη μορφή της καμπύλης, 

αλλά και ως προς τη μέγιστη τιμή που πήρε η ακτίνα κατά την ταλάντωση της. Παρατηρούμε ακόμη 

ότι και ο δικός μας αλγόριθμος παρουσιάζει ικανοποιητικά τη συμπεριφορά της φυσαλίδας μετά 

το μέγιστο της και πριν καταρρεύσει. Η φυσαλίδα συνεχίζει τη ταλάντωση της μεταβάλλοντας όμως 

το μεγεθός της πολύ κοντά στη αρχική της ακτίνα. 

 

5.2 ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΗΣ ΑΡΧΙΚΗΣ ΑΚΤΙΝΑΣ ΤΗΣ ΦΥΣΑΛΙΔΑΣ 
Σημαντικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η επίδραση που έχει η αρχική ακτίνα της φυσαλίδας στη 

δυναμική της. Οι αρχικές ακτίνες των φυσαλίδων είναι σημαντικοί παράγοντες που επηρεάζουν τις 

ταλαντώσεις των φυσαλίδων, όπως έδειξαν οι Li et al.(55)  στη δημοσίευση τους.  

Στη συνέχεια, προκειμένου να ελεγχθεί η επίδραση της αρχικής ακτίνας της φυσαλίδας στη 

δυναμική της ελέγχθηκαν για τις ίδιες αρχικές συνθήκες οι αρχικές φυσαλίδες 0.5, 1, 2 και 3 μm. 

Για να συγκρίνουμε την επίδραση της αρχικής ακτίνας στα αποτελέσματα της φυσαλίδας, 

χρησιμοποιήσαμε την εξίσωση  Keller Miksis και τις αρχικές συνθήκες της παραγράφου 5.1.  

Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στη συνέχεια. Το διάγραμμα 2 απεικονίζει την  εξέλιξη της 

ακτίνας προς την αρχική της τιμή συναρτήσει μιας περιόδου, συχνότητας κύματος 26,5KHz. 
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Διάγραμμα 2 Η εξέλιξη της ακτίνας προς την αρχική της τιμή συναρτήσει μιας περιόδου κύματος 26,5KHz 

για τις διαφορετικές αρχικές ακτίνες 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η καμπύλη της θερμοκρασίας παράλληλα με την εξέλιξη της ακτίνας 

της φυσαλίδας, όπου η μορφή της παρουσιάζεται στο διάγραμμα 3 για για αρχική ακτίνα  R0= 3μm, 

για μια περίοδο διέγερσης κύματος συχνότητας 26,5KHz. Περισσότερα για τη θερμοκρασία της 

φυσαλίδας σπηλαίωσης παρουσιάζουμε στο κεφάλαιο 5.4 όπου θα αναλύσουμε τις επιδράσεις 

της.  
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Διάγραμμα 3: Ακτίνα και Θερμοκρασία εντός της φυσαλίδας για R0= 3μm, για μια περίοδο διέγερσης 

κύματος συχνότητας 26,5KHz 

 

Κατά τη σύγκριση των αποτελεσμάτων της επίλυσης τςη εξίσωσης KM για διαφορετικές ακτίνες,και 

κοινές τις υπόλοιπες αρχικές παραμέτρους , προκύπτει ότι η μορφή της καμπύλης παραμένει κοινή. 

Η καμπύλη παίρνει μέγιστο και στη συνέχεια κάνει μικρές ταλαντώσεις κοντά στην αρχική της 

ακτίνα ισορροπίας πριν καταρρεύσει.  

Ωστόσο παρατηρήθηκαν διαφορετικά μέγιστα σε κάθε περίπτωση. Για ακτίνα ισορροπίας  R0= 2μm 

παρατηρήθηκε ότι η καμπύλη πήρε το μεγαλύτερο μέγιστο. Η ακτίνα της φυσαλίδας των 2 μm 

έφτασε κοντά στις 19φορές του αρχικού της μεγέθους, με την φυσαλίδα του 1 μm να φτάνει κοντά 

στις 18 φορές και την φυσαλίδα των 3 μm να φτάνει στις 15 φορές. Συνεπώς δε μπορούμε να 

εξάγουμε κάποιο συμπέρασμα αντιστοιχίας φυσαλίδας και μέγιστης ακτίνας, αλλά χρειάζεται να 

εξετάζεται ανάλογως της χρησιμοποιούμενης συχνότητας το μέγεθος της φυσαλίδας, όπου η 

δυναμική της θα δίνει τα επιθυμητά αποτελέσματα για την εκάστοτε περίπτωση. Η αρχική ακτίνα 

των 0,5 μm φαίνεται να μην καταφέρνει να συνεχίσει την ταλάντωση της υπό τις αρχικές της 

συνθήκες που ορίσαμε, γεγονός που δε μας επιτρέπει να αποδώσουμε σαφή συμπεράσματα για 

αυτή την τάξη μεγέθους. 
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Το γεγονός ότι η φυσαλίδα μπορεί να πάρει έως και 19 φορές το αρχικός της μέγεθος, φανερώνει 

φυσικά το μέγεθος των θερμοκρασιών που μπορούν να αναπτυχθούν εντός της φυσαλίδας. Για την 

έρευνα μας στη συνέχεια επιλέχθηκε  το αρχικό μέγεθος της φυσαλίδας να είναι το 1μm, ωστόσο 

από τα παραπάνω διαγράμματα μπορούμε να διαπιστώσουμε πόσο σημαντική διαφορά θα 

μπορούσε να επιφέρει η αλλαγή της αρχικής αυτής συνθήκης. 

 

 

 

5.3  Η ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΤΗΣ ΦΥΣΑΛΙΔΑΣ 
 

Η επίδραση της συχνότητας του επιβαλλόμενου κύματος 

Προκειμένου να αναλυθούν τα αποτελέσματα της σπηλαίωσης για την αντιμετώπιση του καρκίνου 

της θρόμβωσης και άλλων ιατρικών θεμάτων  , έχουν γίνει πολλές πειραματικές μελέτες ώστε να 

παρατηρηθεί η επίδραση διαφορετικών συχνοτήτων αλλά και η επίδραση που έχουν στην 

σπηλαίωση. Αυτό που έχει διαπιστωθεί είναι ότι η χρήση διπλής συχνότητας οδηγεί σε σημαντικές 

βελτιώσεις. Εκτός του ότι ξεπερνιέται το κατώφλι της αδρανειακής σπηλαίωσης αποφεύγονται τα 

ελαττώματα της ακτινοβολίας υπερήχων μίας συχνότητας, όπως το ανομοιογενές ηχητικό πεδίο. 

[127]. Η Ebrahiminia [125] μέτρησε την απορρόφηση του δοσιμετρικού διαλύματος ιωδιούχου 

καλίου σε μήκος κύματος 350 nm μετά την επεξεργασία με υπερήχους και τα αποτελέσματα 

έδειξαν ότι η απορρόφηση της λειτουργίας διπλής συχνότητας (40 kHz + 1 MHz) είναι περίπου 1,8 

φορές το αλγεβρικό άθροισμα της μονής συχνότητας.  

Καθίσταται σημαντικό να προσομοιάσουμε ένα μαθηματικό μοντέλο ώστε να έχουμε σαφέστερη 

εικόνα για την επίδραση τόσο της μονής συχνότητας στο έυρος των MegaΗerz, που χρησιμοποιείτε 

σε εμπορικούς μετατροπείς αλλά και της επίδρασης της διπλής. 

 

Παρακάτω προσομοιάζεται το μοντέλο που χρησιμοποιήσαμε για μονή και διπλή συχνότητα. 

Για διέγερση μίας συχνότητας, η εξωτερική πίεση περιγράφεται ως: 

Pα  =  P0sin(2πft)  (5.5) 
 

όπου f είναι η συχνότητα οδήγησης και το PA είναι η ακουστική πίεση. 

 Για διέγερση διπλής συχνότητας, η εξωτερική πίεση περιγράφεται ως: 

Pα  = P1sin(2πf1t) + P2sin(2πf2t + φ)  (5.6) 
 

όπου f1 και f2 (συνήθως f1 <f2) είναι οι συχνότητες οδήγησης, 
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P1 και P2 οι ακουστικές πιέσεις, 

και φ είναι η διαφορά φάσης μεταξύ τους. 

Η κοινή ρύθμιση είναι P1 = P2 = √2, για να εξασφαλίσει την ίδια ακουστική ισχύ εξόδου που 

παρέχεται με εκείνη της διέγερσης μίας συχνότητας, και έτσι η εξίσωση 5.2 γίνεται: 

Pα  =
1

√2
P0sin(2πf1t) +

1

√2
P0sin(2πf2t)  (5.7) 

 

Για απλότητα της μοντελοποίησης, γίνονται οι εξής σημαντικές παραδοχές:  

1) Το μέσο διάδοσης του κύματος είναι ομοιογενές και ισοτροπικό.  

2) Η φυσαλίδα είναι πάντα σφαιρική και αρχικά σε ηρεμία (Ṙ = 0), έτσι ώστε η δυναμική της  

μπορεί να υπολογιστεί σε μονοδιάστατο χώρο. 

3) Το αέριο μέσα στη φυσαλίδα είναι αδιαβατικό (γ = 1,4). 

 4) Δεν υπάρχει ανταλλαγή αέριου ή ατμού μεταξύ του αερίου και του περιβάλλοντος μέσου 

5) Η πίεση στο εσωτερικό της φυσαλίδας είναι χωρικά ομοιόμορφη και η πίεση ατμών είναι 

σταθερή σε όλη την ταλάντωση της φυσαλίδας. 

Η ταλάντωση μιας σφαιρικής φυσαλίδας σε ένα άπειρο ασυμπίεστο και ιξωδοελαστικό μέσο 

επιλύεται με την εξίσωση Keller – Miksis.  

(1 −
Ṙ

c
) RR̈ +

3

2
(1 −

Ṙ

3c
) Ṙ2 =  (1 +

R

c
)

P

ρ
+

R

ρc

dP

dt
  (5.8) 

 

Όπου:  

R είναι η ακτίνα της φυσαλίδας, 

Ṙ είναι η ταχύτητα των φυσαλίδων, 

R̈ είναι η επιτάχυνση των φυσαλίδων,  

c είναι η ταχύτητα του ήχου στο περιβάλλον μέσο,  

και ρ είναι η πυκνότητα του περιβάλλοντος μέσου.  

Η πίεση μέσα στη φυσαλίδας Ρ μπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

P =  Pg − P0 −
2σ

R
+ 3 ∫

τrr

r

∞

R

dr + Pα  (5.9) 

 

Όπου: 
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 Pgείναι η πίεση αερίου στη φυσαλίδα, 

P0 είναι η πίεση περιβάλλοντος, 

 Pα είναι το πλάτος του υπέρηχου κύματος διέγερσης 

σ είναι η επιφανειακή τάση, 

rr είναι η διατμητική τάση,  r είναι η ακτίνα της φυσαλίδας. Η πίεση του αέριου  Pg στη φυσαλίδα 

μπορεί να εκφραστεί ως εξής [22]: 

Pg = Pg0(R0/R)3κ  (5.10) 

 

Όπου: 

R0 είναι η αρχική ακτίνα της φυσαλίδας,  

κ είναι ο πολυτροπικός δείκτης, ο οποίος καθορίζεται από την πίεση και τη θερμοκρασία στη 

φυσαλίδα, και αντικατοπτρίζει τη σχέση μεταξύ της πυκνότητας του αερίου και της διαφοράς 

πίεσης μέσα στη φυσαλίδα,  

pg0 είναι η αρχική πίεση αερίου στη φυσαλίδα, που ορίζεται ως: 

Pg0 = P0 +
2σ

R
   (5.11) 

Δεδομένου ότι ο μαλακός ιστός είναι ιξωδοελαστικό υλικό, πρέπει να επιλέξουμε ένα κατάλληλο 

ιξωδοελαστικό μοντέλο για τον προσδιορισμό των τάσεων. Επιλέγουμε το μοντέλο Voigt σε αυτή 

τη μελέτη [32], το οποίο δίνει: 
Η διατμητική τάση μπορεί να εκφραστεί λοιπόν ως: 

τrr = 2(Gγrr + μγrṙ )  (5.12) 
 

Όπου: 

γrr είναι το ακτινική διάτμηση, 

γrṙ  ο ρυθμός διάτμησης,  

μ είναι το ιξώδες  

u είναι η ταχύτητα που δίνεται από τη σχέση: u =
R2

r2 Ṙ και έτσι γrṙ =
ϑu

ϑr
 

και G είναι ο συντελεστής διάτμησης. 

Κοντά στην επιφάνεια της φυσαλίδας ισχύει:  γrr =
2

3r3 (R0
3 − R3) και γrṙ =  −

2R2

r3 Ṙ,  

Οπότε η ολοκλήρωση της διατμητικής τάσης δίνει: 
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3 ∫
τrr

r

∞

R

dr =  
4G

3R3 (R0
3 − R3) −

4μṘ

R
  (5.13) 

 

Η πίεση στη φυσαλίδα λοιπόν συνοψίζεται στη σχέση: 

P =  Pg − P0 −
2σ

R
+ Pα −  [

4G

3R3 (R0
3 − R3) −

4μṘ

R
]  (5.14) 

 

Και η παράγωγος της πίεσης συνδυάζοντας τις σχέσεις (5,9 και 5, 10 ) δίνεται από την εξίσωση: 

dP

dt
= (

2σ

R
− 3κPg)

Ṙ

R
+

dPa

dt
−

4GR0
3

R4 Ṙ + 4μ (
Ṙ2

R2 −
R̈

R
)  (5.15) 

 

Οι εξισώσεις Keller-Miksis και Kevin Voigt επιλύθηκαν αριθμητικά χρησιμοποιώντας τη μέθοδο 

Runge-Kutta-Fehlberg πέμπτης τάξης με έναν αλγόριθμο ελέγχου μεγέθους βημάτων στο MATLAB 

(MathWorks) με απόλυτη και σχετική ανοχή 1e-12 και 1e-7 , ώστε να ληφθούν τα διαγράμματα 

ακτίανς χρόνου με ικανοποιητική ακρίβεια. (Παράρτημα  Α) 

Αρχικές Συνθήκες της μοντελοποίησης: 
 
Για τις συχνότητες διέγερσης (f1 και f2) ορίστηκαν δύο περιπτώσεις: Στα 1,1 MHz και 1,3 MHz οι 
χαμηλές και στα  3,1 MHz και 3,5 MHz οι υψηλές με μηδενική διαφορά φάσης. Οι συχνότητες αυτές 
επιλέχθηκαν καθώς βρίσκονται εντός του εύρους ζώνης ενός εμπορικού μοροφτροπέα HIFU H102, 

Sonic Concepts, Woodinville, WA, USA) που χρησιμοποιείται σε μη επεμβατικές θεραπείες(  
https://sonicconcepts.com/) . 
 
Το αρχικός μέγεθος της φυσαλίδας, R0  ορίζεται σε 1 μm , ενώ το πλάτος της πίεσης του υπερήχου 

στα 2bar.  

Η πίεση ατμών στον ιστό και η πίεση του περιβάλλοντος τέθηκε στα  Pv=6kPa  και P0=101,3 kPa, 

αντίστοιχα. 

Το νερό, το αίμα, , ο εγκέφαλος και  η καρδιά  χρησιμοποιήθηκαν για τη μελέτη βιολογικών 

επιδράσεων που προκαλούνται από υπερήχους. Οι ιστοί αυτοί επιλέχθηκαν καθώς 

χρησιμοποιούνται συνήθως για τη μελέτη της ηχοχημικής αντίδρασης, της θρομβόλυση, της 

διάνοιξη του αιματοεγκεφαλικού φραγμού και άλλων ακόμη μη επεμβατικών θεραπειών. 

Οι φυσικές παράμετροι τους που χρησιμοποιήθηκαν στη μοντελοποίηση παρατίθενται στον 

Πίνακα 5. 

 

  

https://sonicconcepts.com/
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Πίνακας 5: Φυσικές παράμετροι των ιστών 

Υλικό Πυκνότητα 

ρ 

(kg/m3) 

Επιφανειακή 

τάση  

σ 

 (mN/m) 

Ιξώδες 

μ| 

(mPa-s) 

Συντελεστής 

διάτμησης 

G 

 (MPa) 

Νερό 1000 68 1 0 

Αίμα 1050 56 5 0 

Εγκέφαλος 1050 56 9 0.012 

Καρδιά 1080 56 16 0.124 

 

Προκειμένου να κατανοήσουμε την επίδραση που έχει στη δυναμική της φυσαλίδας τόσο η 

διαφορετική συχνότητα, αλλά και ο περιβάλλον ιστός , συγκρίνονται και αναλύονται τα 

αποτελέσματα για κάθε μια συχνότητα ξεχωριστά και στους 4 επιλαχόντες για την έρευνα ιστούς 

(νερό, αίμα, εγκέφαλος, καρδιά): 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσματα ανα συχνότητα διέγερσης: 

Για τη συχνότητα 3,5 ΜΗz: 

- Η καμπύλη της πίεσης του επιβαλλόμενου κύματος: 

 

 

Διάγραμμα 3 Πίεση κυματομορφής συχνότητας 3,5MHz. 

 

- Τα αποτελέσματα για την ακτίνα της φυσαλίδας ως προς εκείνη της ισορροπίας της προς το 

χρόνο σε μs , και ο πίνακας με τις αλγεβρικές τιμές της μέγιστης και ελάχιστης ακτίνας, 

καθώς και το χρόνο κατάρρευσης της: 
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Διάγραμμα 4 Η ακτίνα της φυσαλίδας προς την αρχική της ακτίνα, συναρτήσει του χρόνου σε μs 

για τη συχνότητα 3,5MHz σε 4 διαφορετικούς βιολογικούς ιστούς: Νερό, αίμα, εγκέφαλο και 

καρδιά. 

Πίνακας 6 Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στα 3.5MHz 

Επιβαλλόμενη Συχνότητα 3.5 MHz 

Ιστός  
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

R0=1μm Rmax Rmin 
tc (s) 

(μm) (μm) 

Νερό 3.634 0.254 0.278 

Αίμα 2.517 0.345 0.111 

Εγκέφαλος 1.550 0.558 0.071 

Καρδιά 1.576 0.493 0.088 
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Για τη συχνότητα 3,1 ΜΗz 

- Η καμπύλη της πίεσης του επιβαλλόμενου κύματος: 

 

Διάγραμμα 5 Πίεση κυματομορφής συχνότητας 3,1MHz. 

- Τα αποτελέσματα για την ακτίνα της φυσαλίδας ως προς εκείνη της ισορροπίας της προς το 

χρόνο σε μs , και ο πίνακας με τις αλγεβρικές τιμές της μέγιστης και ελάχιστης ακτίνας, 

καθώς και το χρόνο κατάρρευσης της: 
 

-  

Διάγραμμα 6 Η ακτίνα της φυσαλίδας προς την αρχική της ακτίνα, συναρτήσει του χρόνου σε μs 

για τη συχνότητα 3,1MHz σε 4 διαφορετικούς βιολογικούς ιστούς: Νερό, αίμα, εγκέφαλο και 

καρδιά. 
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Πίνακας 5: Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στα 3.1MHz 

Επιβαλλόμενη Συχνότητα 3.1 MHz 

Ιστός  
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

R0=1μm Rmax Rmin 
tc (s) 

(μm) (μm) 

Νερό 3.963 0.170 0.306 

Αίμα 2.811 0.277 0.123 

Εγκέφαλος 1.618 0.543 0.075 

Καρδιά 1.674 0.458 0.100 

 

Για τη διπλή συχνότητα 3,1&3,5ΜΗz 

- Η καμπύλη της πίεσης του επιβαλλόμενου κύματος: 

 

 

Διάγραμμα 7 Πίεση κυματομορφής συχνότητας 3,1&3,5 MHz. 

- Τα αποτελέσματα για την ακτίνα της φυσαλίδας ως προς εκείνη της ισορροπίας της προς το 

χρόνο σε μs , και ο πίνακας με τις αλγεβρικές τιμές της μέγιστης και ελάχιστης ακτίνας, 

καθώς και το χρόνο κατάρρευσης της: 

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

P
 (

b
ar

)

t*dT

Πίεση κύματος συχνότητας 3,1& 3,5MHz



Η δυναμική της φυσαλίδας σπηλαίωσης σε μαλακούς ιστούς υπό διέγερση διπλής συχνότητας – 
Σταυρούλα Παπαγεωργίου 

68 
 

 

Διάγραμμα 8 Η ακτίνα της φυσαλίδας προς την αρχική της ακτίνα, συναρτήσει του χρόνου σε μs 

για τη συχνότητα για τη συχνότητα 3.1MHz&3.5MHz σε 4 διαφορετικούς βιολογικούς ιστούς: 

Νερό, αίμα, εγκέφαλο και καρδιά. 

 

Πίνακας 6: Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στα 3.1MHz & 3.5MHz. 

Επιβαλλόμενη Συχνότητα 3.1 &3.5MHz 

Ιστός  
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

R0=1μm Rmax Rmin 
tc (s) 

(μm) (μm) 

Νερό 4.347 2510.837 0.358 

Αίμα 2.518 1053.352 0.126 

Εγκέφαλος 1.970 887.374 0.071 

Καρδιά 2.024 1248.844 0.085 
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Για τη συχνότητα 1.1  ΜΗz 

- Η καμπύλη της πίεσης του επιβαλλόμενου κύματος: 

 

 

Διάγραμμα 9 Πίεση κυματομορφής συχνότητας 1,1MHz. 

- Τα αποτελέσματα για την ακτίνα της φυσαλίδας ως προς εκείνη της ισορροπίας της προς το 

χρόνο σε μs , και ο πίνακας με τις αλγεβρικές τιμές της μέγιστης και ελάχιστης ακτίνας, 

καθώς και το χρόνο κατάρρευσης της: 

 

Διάγραμμα 10 Η ακτίνα της φυσαλίδας προς την αρχική της ακτίνα, συναρτήσει του χρόνου σε μs 

για τη συχνότητα 1.1MHz σε 4 διαφορετικούς βιολογικούς ιστούς: Νερό, αίμα, εγκέφαλο και 

καρδιά. 
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Πίνακας 7: Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στα 1.1MHz. 

Επιβαλλόμενη Συχνότητα 1.1 MHz 

Ιστός  
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

R0=1μm Rmax Rmin 
tc (s) 

(μm) (μm) 

Νερό 8.217 0.148 0.327 

Αίμα 5.451 0.154 0.218 

Εγκέφαλος 3.115 0.313 0.132 

Καρδιά 2.220 0.430 0.163 

 

Για τη συχνότητα 1.3  ΜΗz 

- Η καμπύλη της πίεσης του επιβαλλόμενου κύματος: 

 

Διάγραμμα 11 Πίεση κυματομορφής συχνότητας 1,3MHz. 

- Τα αποτελέσματα για την ακτίνα της φυσαλίδας ως προς εκείνη της ισορροπίας της προς 

το χρόνο σε μs , και ο πίνακας με τις αλγεβρικές τιμές της μέγιστης και ελάχιστης ακτίνας, 

καθώς και το χρόνο κατάρρευσης της: 
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Διάγραμμα 12 Η ακτίνα της φυσαλίδας προς την αρχική της ακτίνα, συναρτήσει του χρόνου σε μs 

για τη συχνότητα 1.3MHz  σε 4 διαφορετικούς βιολογικούς ιστούς: Νερό, αίμα, εγκέφαλο και 

καρδιά. 

 

Πίνακας 8: Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στα 1.3MHz 

Επιβαλλόμενη Συχνότητα 1.3 MHz 

Ιστός  
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

R0=1μm Rmax Rmin 
tc (s) 

(μm) (μm) 

Νερό 7.033 0.209 0.289 

Αίμα 4.665 0.244 0.185 

Εγκέφαλος 2.758 0.392 0.123 

Καρδιά 2.127 0.435 0.145 
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Για τη διπλή συχνότητα 1.1 MHz&1.3 MHz 

- Η καμπύλη της πίεσης του επιβαλλόμενου κύματος: 

 

Διάγραμμα 13 Πίεση κυματομορφής συχνότητας 1,1 & 1,3MHz. 

- Τα αποτελέσματα για την ακτίνα της φυσαλίδας ως προς εκείνη της ισορροπίας της προς το 

χρόνο σε μs , και ο πίνακας με τις αλγεβρικές τιμές της μέγιστης και ελάχιστης ακτίνας, 

καθώς και το χρόνο κατάρρευσης της: 

 

Διάγραμμα 14 Η ακτίνα της φυσαλίδας προς την αρχική της ακτίνα, συναρτήσει του χρόνου σε μs 

για τη συχνότητα 1.1 MHz&1.3 MHz σε 4 διαφορετικούς βιολογικούς ιστούς: Νερό, αίμα, 

εγκέφαλο και καρδιά. 
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Πίνακας 9: Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στα 1.1 MHz & 1.3MHz 

Επιβαλλόμενη Συχνότητα 1.3 &1.1MHz 

Ιστός  
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

R0=1μm Rmax Rmin 
tc (s) 

(μm) (μm) 

Νερό 9.149 0.163 0.385 

Αίμα 7.061 0.231 0.250 

Εγκέφαλος 4.547 0.258 0.150 

Καρδιά 3.729 0.229 0.171 

 

 Προκειμένου να συγκρίνουμε συνολικά τα αποτελέσματα της θεωρητικής αυτής μοντελοποίησης 

και να έχουμε τη συνολική εικόνα των διαγραμμάτων για να προβούμε σε συμπεράσματα 

παρουσιάζεται ένας γενικός πίνακας που περιλαμβάνει όλα τα παραπάνω μεγέθη, ανά ιστό αυτή 

τη φορά ( μέγιστη ακτίνα, ελάχιστη ακτίνα και χρόνο κατάρρευσης της φυσαλίδας , καθώς και τα 

αντίστοιχα διαγράμματα σε 3D μορφή). Παραθέτουμε ακόμη και τα διαγράμματα ακτίνας χρόνου 

ανα ιστό για να αναγνωριστεί καλύτερα η επίδραση της συχνότητας και κυρίως της διπλής 

συχνότητας. 

Πίνακας 10: Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στο νερό. 

Ιστός Νερό 
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

Συχνότητα (ΜΗz) Rmax (μm) Rmin (μm) tc ( μs) 

1.1 8.217 0.148 0.327 

1.3 7.033 0.209 0.289 

1.1&1.3 9.149 0.163 0.385 

3.1 3.963 0.170 0.306 

3.5 3.634 0.254 0.278 

3.1&3.5 4.347 0.183 0.358 
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Διάγραμμα 15 Η δυναμική της φυσαλίδας στο νερό για τις συχνότητες  1.1, 1.3 και 1.1&1.3ΜΗz. 

 

Διάγραμμα 16 Η δυναμική της φυσαλίδας στο νερό για τις συχνότητες  3.1, 3.5 και 3.1&3.5ΜΗz. 
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Πίνακας 11: Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στο αίμα. 

Ιστός Αίμα 
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

Συχνότητα (ΜΗz) Rmax (μm) Rmin (μm) tc ( μs) 

1.1 5.451 0.154 0.218 

1.3 4.665 0.244 0.185 

1.1&1.3 7.061 0.231 0.250 

3.1 2.811 0.277 0.123 

3.5 2.517 0.345 0.111 

3.1&3.5 2.518 0.348 0.126 

 

 

Διάγραμμα 17 Η δυναμική της φυσαλίδας στο αίμα για τις συχνότητες  1.1, 1.3 και 1.1&1.3ΜΗz. 
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Διάγραμμα 18 Η δυναμική της φυσαλίδας στο αιμα για τις συχνότητες  3.1, 3.5 και 3.1&3.5ΜΗz. 

 

Πίνακας 12 Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στον εγκέφαλο. 

Ιστός Εγκέφαλος 
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

Συχνότητα (ΜΗz) Rmax (μm) Rmin (μm) tc ( μs) 

1.1 2.811 0.277 0.123 

1.3 2.517 0.345 0.111 

1.1&1.3 2.518 0.348 0.126 

3.1 1.618 0.543 0.075 

3.5 1.550 0.558 0.071 

3.1&3.5 1.970 0.400 0.071 
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Διάγραμμα 19 Η δυναμική της φυσαλίδας στον εγκεφαλο για τις συχνότητες  1.1, 1.3 και 
1.1&1.3ΜΗz. 

 

Διάγραμμα 20 Η δυναμική της φυσαλίδας στον εγκεφαλο για τις συχνότητες  3.1, 3.5 και 
3.1&3.5ΜΗZ. 
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Πίνακας 13 Η μέγιστη ακτίνα, η ελάχιστη ακτίνα της φυσαλίδας που καταγράφηκε εντός της 

φυσαλίδας, και o χρόνος κατάρρευσης στη καρδιά 

Ιστός Καρδιά 
Μέγιστη 
ακτίνα 

Ελάχιστη 
ακτίνα 

Χρόνος 
κατάρρευσης 

Συχνότητα (ΜΗz) Rmax (μm) Rmin (μm) tc ( μs) 

1.1 2.220 0.345 0.111 

1.3 2.518 0.348 0.126 

1.1&1.3 3.729 0.229 0.171 

3.1 1.674 0.458 0.100 

3.5 1.576 0.493 0.088 

3.1&3.5 2.024 0.304 0.085 

 

 

Διάγραμμα 21 Η δυναμική της φυσαλίδας στη καρδια  για τις συχνότητες  1.1, 1.3 και 
1.1&1.3ΜΗz. 
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Διάγραμμα 22 Η δυναμική της φυσαλίδας στη καρδια  για τις συχνότητες  3.1, 3.5 και 
3.1&3.5ΜΗZ. 
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Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα διαγράμματα της μέγιστης ακτίνας που πήρε η φυσαλίδα σε 

κάθε ιστό και υπό διαφορετική συχνότητα διέγερσης σε απεικόνιση 3D για καλύτερη αποτύπωση 

των διαφοροποιήσεων και γενική κατανόησης των αποτελεσμάτων της μοντελοποίσησης μας. 

 

 

Διάγραμμα 23: Οι μέγιστες ακτίνες που πήρε η φυσαλίδα ανά ιστό και επιβαλλόμενη συχνότητα 
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Ανίστοιχα έχουμε και για την ελάχιστη ακτίνα που πήρε η φυσαλίδα σε κάθε ιστό και υπό 

διαφορετική συχνότητα διέγερσης. 

 

Διάγραμμα 24 Οι ελάχιστες ακτίνες που πήρε η φυσαλίδα ανά ιστό και επιβαλλόμενη συχνότητα 
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Από τα παραπάνω διαγράμματα μπορούμε να συμπεράνουμε με ασφάλεια ότι η δυναμική της 

φυσαλίδας , και κυρίως η ακτίνα της επηρεάζεται και από τη πηγή που τη διεγείρει αλλά και από 

το μέσο που τη περιβάλλει. 

Η διέγερση της διπλής συχνότητας (3,1+3,5 MHz), επέφερε μικρότερη ακτίνα στη φυσαλίδα από 

εκείνη που επέφερε η χαμηλή διπλή συχνότητα(1,1+1,3 MHz). Η επέκταση της φυσαλίδας 

παράλληλα από τη διέγερση διπλής συχνότητας , τόσο τη χαμηλή όσο και την υψηλή, είναι 

σαφώς μεγαλύτερη από εκείνη που λαμβάνει χώρα στις μονές συχνότητες διέγερσης. Αυτό 

καθίσταται σαφέστερο στη περίπτωση των ιστών εγκεφάλου και καρδιάς ,σε σχέση με το νερό 

και το αίμα. Η δυναμική των φυσαλίδων υπό διέγερση διπλής συχνότητας στους ιστούς  , 

εγκεφάλου και καρδιάς , παρουσιάζει επίσης ορισμένα μοναδικά χαρακτηριστικά σε σύγκριση με 

εκείνα των υγρων. Η ταλάντωση της φυσαλίδας παρουσιάζει όχι μόνο μεγαλύτερη μέγιστη 

επέκταση, αλλά και μικρότερη ελάχιστη συμπίεση, γεγονός που συνεπάγεται υψηλότερη 

εσωτερική θερμοκρασία. Η αυξημένη μέγιστη ακτίνα φυσαλίδας, μειωμένη ελάχιστη ακτίνα 

φυσαλίδας οδηγούν στην ενισχυμένη αντοχή και θερμοκρασία της κατάρρευσης της φυσαλίδας, 

η οποία είναι ιδιαίτερα προτιμάται για τις προκαλούμενες βιολογικές επιδράσεις. 

Όσο για το μέσο που ταλαντώνεται η φυσαλίδα διαπιστώσαμε τα εξής: Η ιξωδοελαστικότητα του 

ιστού, εγκεφάλου και καρδιάς ,περιορίζει ταλάντωση τη φυσαλίδας, μειώνοντας το πλάτος της 

ταλάντωσης και τη μη γραμμική συμπεριφορά. Η ταλάντωση της φυσαλίδας στον εγκέφαλο και 

τη καρδιά  σταθεροποιείται αμέσως ανεξάρτητα από τις συνθήκες διέγερσης που επιδρούν. Η 

αυξημένη ιξωδοελαστικότητα του περιβάλλοντος μέσου (ιστός έναντι υγρού) μειώνει τη βίαιη 

ανάπτυξη της φυσαλίδας. Τα αριθμητικά αποτελέσματα της μοντελοποίησης φανερώνουν ότι η 

ιξωδοελαστικότητα των ιστών έναντι του νερού και του αίματος περιορίζει την ταλάντωση της 

φυσαλίδας, μειώνοντας το πλάτος και τη μέγιστη ακτίνα που θα πάρουν. Το πλάτος της 

ταλάντωσης είναι πολύ μικρότερο όταν περιλαμβάνεται η ελαστικότητα. Ένα άλλο 

χαρακτηριστικό που αξίζει να σχολιαστεί είναι ότι για την περίπτωση μηδενικής ελαστικότητας 

(νερό και αίμα), η ταλάντωση φυσαλίδων προσεγγίζει μια σταθερή κατάσταση διπλασιασμού 

ακτίνας. Για την ίδια πίεση του επιβαλλόμενου κύματος, η μη γραμμική συμπεριφορά  φαίνεται 

να εξασθενεί στην υψηλότερη συχνότητα. Για μηδενική ελαστικότητα(νερό και αίμα), οι 

φυσαλίδες ταλαντώνονται με μεγαλύτερα πλάτη, ειδικά κατά τους πρώτους κύκλους από ότι για 

την περίπτωση μη μηδενικής ελαστικότητας (εγκέφαλος και καρδιά). Η επίδραση της 

ελαστικότητας του μέσου, είναι επομένως προφανής.  
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5.4  Η ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ ΚΑΙ Η ΠΙΕΣΗ ΕΝΤΟΣ ΤΗΣ ΦΥΣΑΛΙΔΑΣ ΓΙΑ ΙΔΑΝΙΚΟ ΑΕΡΙΟ ΚΑΙ ΑΕΡΙΟ VAN DER 

WAALS 
 

Σε κάθε μια από τις περιπτώσεις, εξετάσαμε την πίεση και τη θερμοκρασία του αερίου εντός της 

φυσαλίδας παρουσιάζοντας δύο περιπτώσεις: Το αέριο που περιέχεται να συμπεριφέρεται σαν 

Van Der Waals,  αλλά και τη περίπτωση το αέριο που περιέχεται να συμπεριφέρεται σαν ιδανικό 

αέριο. 

Για τη μοντελοποίηση της θερμοκρασίας και της πίεσης  κατά τη φάση της σπηλαίωσης που 

αναπτύσσεται εντός της φυσαλίδας κάναμε τις εξής παραδοχές:  Αρχικά η επέκταση της φυσαλίδας 

θεωρείται ως ισόθερμη και η συνολική της συμπίεση (φάση έκρηξης) αντιμετωπίζεται ως 

αδιαβατική. Αυτή η υπόθεση είναι γενικά αποδεκτή καθώς για υψηλές συχνότητες η διάρκεια ζωής 

της φυσαλίδας είναι πολύ μικρή και το συμβάν κατάρρευσης εμφανίζεται πολύ γρήγορα. 

Υποθέτουμε επίσης ότι η τάση ατμών στη φυσαλίδα παραμένει σταθερή κατά τη φάση διαστολής 

φυσαλίδων και δεν υπάρχει διάχυση αερίου κατά τη διάρκεια της διαστολής όπως και καμία 

μεταφορά μάζας και θερμότητας οποιουδήποτε είδους κατά τη διάρκεια της κατάρρευσης. 

Η συμπερίληψη αυτών των παραδοχών, που οδηγεί σε μια ρεαλιστική κατάσταση, μπορεί να 

αλλάξει τις απόλυτες τιμές της προβλεπόμενης θερμοκρασίας και, αλλά οριστικά δεν θα αλλάξει 

τις προβλεπόμενες τάσεις, συμπεριλαμβανομένης της ποιοτικής μεταβολής της μέγιστης 

θερμοκρασίας την στιγμή της κατάρρευσης. Επιπλέον, η σημασία της μεταφοράς μάζας και 

θερμότητας συμβαίνει σε έπειτα από πολλούς κύκλους ταλάντωσης αλλάζοντας, στην περίπτωση 

αυτή, την εσωτερική σύνθεση της φάσης εντός του ατμού της φυσαλίδας. Κατά συνέπεια, καθώς 

οι παρόντες αριθμητικοί υπολογισμοί διενεργήθηκαν για μία περίοδο, η μεταφορά μάζας και 

θερμότητας δεν θα επηρεάσει επίσης σημαντικά. Έτσι, προκειμένου να μειωθούν οι υπολογιστικές 

παράμετροι, το τρέχον μοντέλο παραμελεί τη μεταφορά μάζας και θερμότητας κατά την επέκταση 

και την κατάρρευση των φυσαλίδων.  

Με βάση τις παραπάνω παραδοχές, η πίεση και η θερμοκρασία του αερίου αντίστοιχα εντός της 

φυσαλίδας ανά πάσα στιγμή κατά τη διάρκεια της αδιαβατικής φάσης μπορούν να υπολογιστούν 

από το μέγεθος της φυσαλίδας, όταν το αέριο που περιέχεται να συμπεριφέρεται σαν Van Der 

Waals από τον αδιαβατικό νόμο, του Hilgenfeldt [57]: 

P𝑔 = (P∞ +
2σ

Rb
) (

R0
3−h3

Rb
3−h3)

Γ

  (5.16) 

 

Η θερμοκρασία της φυσαλίδας Tb μπορεί να υπολογιστεί λοιπόν χρησιμοποιώντας την ακόλουθη 

εξίσωση: 
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Tg

T∞
= (

R0
3−h3

Rb
3−h3)

𝛤−1

(5.17) 

όπου h =
R0

8.6
  είναι η ακτίνα van der Waals και ο πολυτροπικός δείκτης Γ=1.4.  

Ενώ για τη πίεση και τη θερμοκρασία του αερίου αντίστοιχα εντός της φυσαλίδας ανά πάσα στιγμή 

κατά τη διάρκεια της αδιαβατικής φάσης μπορούν να υπολογιστούν από το μέγεθος της 

φυσαλίδας, όταν το αέριο που περιέχεται να συμπεριφέρεται σαν τέλειο, από τις εξισώσεις [128]: 

Pg = (P∞ +
2σ

R0
) (

R0

R
)

3Γ

(5.18) 

Tg = T∞ (
R0

R
)

3(Γ−1)

      (5.19) 

 

Στο σημείο αυτό να σημειώσουμε ότι σύμφωνα με τους Kerboua& Kaouther, [129] η επίδραση του 

αερίου που περιέχεται στην φυσαλίδα, δεν δημιουργεί σημαντική επιρροή στην ακτίνα που 

διαγράφεται συνεπώς παραλείπουμε να αναφέρουμε περαιτέρω σύγκριση στην έρευνα μας.  

Τα διαγράμματα που ακολουθούν βασίζονται στις ίδιες αρχικές συνθήκες που είχαμε και στη 

προηγούμενη ενότητα, και παρουσιάζουν συνολικά αποτελέσματα για όλους τους ιστούς και τις 

συχνότητες διέγερσης. 

- Αρχικά επιλέξαμε μια συχνότητα, την 3.1ΜΗz και συγκρίναμε στο Διάγραμμα 25 τη 

θερμοκρασία που πήρε η φυσαλίδα στους 4 διαφορετικούς ιστούς, όταν αυτή περιέχει 

ιδανικό αέριο. Η μέγιστη θερμοκρασία εντοπίστηκε στο νερό(περίπου 2500Κ ) ενώ η 

ελάχιστη στον εγκέφαλο (περίπου 600Κ). 
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Διάγραμμα 25 Η Θερμοκρασία για τους ιστούς σε συχνότητα 3.1 ΜΗz για φυσαλίδα που περιέχει 

ιδανικό αέριο 

- Στη συνέχεια συγκρίναμε τις θερμοκρασίες 2 ιστών, του αίματος και της καρδιάς, προκειμένου να 

αντιληφθούμε και την επίδραση της ιξωδοελαστικότητας της καρδιάς έναντι του αίματος, υπό τη 

διέγερση της 3.5MHz για 2 περιπτώσεις: Στη πρώτη περίπτωση η φυσαλίδα περιέχει ιδανικό αέριο 

, IG, και στη δεύτερη περίπτωση περιέχει αέριο VDW στο Διάγραμμα 26.  
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Διάγραμμα 26 Οι θερμοκρασίες , υπό συχνότητα 3.5MHz, για τη καρδιά και το αίμα για φυσαλίδα που 

περιέχει ιδανικό αέριο και VDW αέριο 

- Αντίστοιχα στο Διάγραμμα 27 συγκρίναμε τις πιέσεις 2 ιστών, του αίματος και της καρδιάς, 

προκειμένου να αντιληφθούμε και την επίδραση της ιξωδοελαστικότητας της καρδιάς έναντι του 

αίματος, υπό τη διέγερση της 3.5MHz για 2 περιπτώσεις: Στη πρώτη περίπτωση η φυσαλίδα 

περιέχει ιδανικό αέριο , IG, και στη δεύτερη περίπτωση περιέχει αέριο VDW. 
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Διάγραμμα 27 Η καμπύλη της πίεσης για φυσαλίδα που περιλαμβάνει VDW αέριο και ιδανικό, υπό 

συχνότητα 3,5MHz στο αίμα και στη καρδιά 

 

- Για  την συχνότητα 3.1ΜΗz συγκρίναμε στο Διάγραμμα 28 τη πίεση που έφτασε η 

φυσαλίδα στους 4 διαφορετικούς ιστούς, όταν αυτή περιέχει ιδανικό αέριο.  

 

Διάγραμμα 28 Πίεση για τους ιστούς σε συχνότητα 3.1 ΜΗz για φυσαλίδα που περιέχει ιδανικό αέριο 
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- Στη συνέχεια συγκρίναμε τις θερμοκρασίες 2 ιστών, του αίματος και της καρδιάς, 

προκειμένου να αντιληφθούμε και την επίδραση της ιξωδοελαστικότητας της καρδιάς 

έναντι του αίματος, υπό τη διέγερση της 3.1&3.5MHz για 2 περιπτώσεις: Στη πρώτη 

περίπτωση η φυσαλίδα περιέχει ιδανικό αέριο , IG, και στη δεύτερη περίπτωση περιέχει 

αέριο VDW στο Διάγραμμα 29.  

 

 

Διάγραμμα 29 Οι θερμοκρασίες , υπό συχνότητα 3.1&3.5MHz, για τη καρδιά και το αίμα για φυσαλίδα 

που περιέχει ιδανικό αέριο και VDW αέριο 

 

- Tέλος για την συχνότητα 3.1&3.5MHz συγκρίναμε στο Διάγραμμα 30 τις πιέσεις της 

φυσαλίδας των 2 ιστών, του αίματος και της καρδιάς, προκειμένου να αντιληφθούμε και 

την επίδραση της ιξωδοελαστικότητας της καρδιάς έναντι του αίματος, υπό τη διέγερση 

της 3.1&3.5MHz για 2 περιπτώσεις: Στη πρώτη περίπτωση η φυσαλίδα περιέχει ιδανικό 

αέριο , IG, και στη δεύτερη περίπτωση περιέχει αέριο VDW. 
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Διάγραμμα 30 Πίεση για τους ιστούς σε συχνότητα 3.1+3.5ΜΗz για φυσαλίδα που περιέχει ιδανικό 

αέριο  

Παρακάτω παρουσιάζουμε συνολικά τα αποτελέσματα των μέγιστων τιμών θερμοκρασίας και 

πίεσης που προέκυψαν , για όλους τους ιστούς και τις συχνότητες και στη περίπτωση του αερίου 

VDW και του ιδανικού αερίου. Για καλύτερη κατανόηση και οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων 

δημιουργήσαμε ιστογράμματα με τις μέγιστες τιμές κατά περίπτωση.

 

Διάγραμμα 31 Μέγιστη Θερμοκρασία που παρουσιάζει η φυσαλίδα με αέριο VDW και ιδανικό αέριο ανα 

συχνότητα και ιστό 
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Διάγραμμα 32 Μέγιστη Πίεση που παρουσιάζει η φυσαλίδα με αέριο VDW και ιδανικό αέριο ανα 

συχνότητα και ιστό 

 

Διάγραμμα 33 Μέγιστη Πίεση που παρουσιάζει η φυσαλίδα με αέριο VDW και ιδανικό αέριο ανα 

συχνότητα και ιστό, (μεγεθυμένο) 
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Συμπεράσματα: 

Η αναμενόμενη τάση για την εξέλιξη της θερμοκρασίας όταν μεταβάλλεται η συχνότητα και το 

ακουστικό πλάτος ανακτάται είτε όταν χρησιμοποιείται ο νόμος των ιδανικών αερίων είτε η 

εξίσωση Van der Waals για την περιγραφή της κατάστασης των αερίων.  Σε σταθερό ακουστικό 

πλάτος, όταν η συχνότητα αυξάνεται, η θερμοκρασία μειώνεται. Η διακύμανση αυτή είναι πιο 

έντονη ακόμη περισσότερο με την εξίσωση κατάστασης Van der Waals από ό,τι με την εξίσωση 

ιδανικών αερίων, η σύνοψη όλων των τιμών που λαμβάνονται απεικονίζεται στο Διάγραμμα 31.  

Υπολογίσαμε  μια μέγιστη τιμή θερμοκρασίας περίπου ίση με 3500 K στα 1.1 MHz υπό σταθερό 

ακουστικο πλάτος στο αίμα με τη φυσαλίδα να περιλαμβάνει αέριο VDW, όπως φαίνεται στο 

Διάγραμμα 31 ενώ η  τιμή αυτή πέφτει στους 2600 K χρησιμοποιώντας το μοντέλο με βάση το 

ιδανικό αέριο.Η σχετική διαφορά λαμβάνοντας υπόψη τη φυσαλίδα να περιλαμβάνει VDW αέριο, 

υπό συχνότητα 3,5MHz στη καρδιά  είναι 3,8% ενώ παρουσιάζεται σχετική διαφορά  14% υπό 

συχνότητα  3.1&3.5MHz στο νερό  

Τα αποτελέσματα που προέκυψαν σχετικά με τη μεταβολή της θερμοκρασίας δείχνουν ότι σε κάθε 

τιμή της συχνότητας, η τιμή που βρέθηκε με τη προσέγγιση ότι η φυσαλίδα περιλαμβάνει αέριο 

VDW  είναι υψηλότερη από εκείνη που δίνει η φυσαλίδα να περιλαμβάνει ιδανικό αέριο.  Η 

διαφορά που παρατηρείται μεταξύ των δύο τιμών γίνεται πιο σημαντική όσο  μειώνεται η 

συχνότητα. τον ιδανικό νόμο των αερίων.  Η παρατήρηση αυτή οδηγεί στο συμπέρασμα ότι στο 

σύστημα που μελετήθηκε, η μοριακή έλξη παίζει μη αμελητέο ρόλο.   

Η μέγιστη τιμή πίεσης που επιτυγχάνεται κατά την ταλάντωση της φυσαλίδας παρατηρείται στο 

τέλος της φάσης κατάρρευσης. Και κατά τη μελέτη της πίεσης, όπως και στη θερμοκρασία εντός 

της φυσαλίδας, παρατηρούνται υψηλότερες τιμές όταν η φυσαλίδα περιέχει VDW αέριο έναντι 

της περίπτωσης να περιέχει ιδανικό αέριο. Υπό σταθερό πλάτος , αλλά αυξάνοντας τη συχνότητα 

φαίνεται πως η πίεση παρουσιάζει μείωση. Το συμπέρασμα αυτό βγαίνει και όταν πρόκειται για 

αέριο VDW και για ιδανικό αέριο εντός της φυσαλίδας. Παρόλο αυτά στη πίεση δεν φαίνεται να 

παρουσιάζονται σημαντικές διακυμάνσεις για τις αρχικές συνθήκες που μελετήσαμε δηλαδή για 

σταθερό πλάτος του κύματος διέγερσης , με αλλαγή της συχνότητας.  
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6. ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 

Στην παρούσα εργασία, παρουσιάστηκε μια πρόταση για τη μοντελοποίηση της δυναμικής της 

φυσαλίδας σε μαλακούς ιστόύς κατά τη διάρκεια εστιασμένων υπερήχων υψηλής έντασης.Το 

προτεινόμενο μοντέλο μπορεί να αντιμετωπίσει υψηλές πιέσεις υπερήχων και υψηλές 

συχνότητεςπου εμφανίζονται σε εφαρμογές HIFU. Για την περιγραφή της δυναμικής των 

φυσαλίδων επιλέγεται το μοντέλο Keller Miksis. Η αριθμητική λύση λαμβάνεται με τη μέθοδο 

Runge-Kutta ( ode 15 στη matlab) για να διευκρινιστεί η δυναμική εξέλιξη της ακτίνας της 

φυσαλίδας, της πίεσης, της θερμοκρασίας.  Τα αποτελέσματα της διπλής και μονής συχνότητας 

συγκρίνονται υπό την ίδια ισχύ υπερήχων.  

Η επίδραση του ιξώδους φάνηκε να αποτελεί αναπόσπαστο μέρος τη δυναμικής της φυσαλίδας. 

Καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι η ελαστικότητα και το ιξώδες μπορεί να επηρεάσει σημαντικά 

την καμπύλη φυσαλίδων. Η ελαστικότητα και το ιξώδες μπορούν αμφότερα να αποσβέσουν τις 

ταλαντώσεις και μπορούν, επομένως, να περιορίσουν ένα πλάτος. Το φαινόμενο σπηλαίωσης 

μπορεί να επηρεάσει έντονα την αύξηση της θερμοκρασίας κατά τη διάρκεια της θεραπείας HIFU. 

Η θερμοκρασία και η πίεση μέσα στη φυσαλίδα υπολογίστηκε (η σύγκριση των θερμοκρασιών 

εμφανίστηκε για δύο περιπτώσεις: η μία που υποβλήθηκε ιδανικό αέριο στη φυσαλίδα και η άλλη 

που που υποβλήθηκε αέριο στη φυσαλίδα που υπακούει στην εξίσωση Van der Waals). Ωστόσο, η 

διαφορά διαπιστώθηκε ότι δεν ήταν σημαντική ειδικά στη πίεση με αποτέλεσμα τις ίδιες περίπου 

τιμές με τις ληφθείσες πιέσεις  κατά τη διάρκεια της κατάρρευσης της φυσαλίδας. Η εσωτερική 

θερμοκρασία της φυσαλίδας  κατά την κατάρρευση μπορεί να φτάσει έως και αρκετές χιλιάδες 

Κelvin. Εδώ η διαφορά στο αέριο που περιέχει η φυσαλίδα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι έχει 

κάποιο ρόλο με το αέριο VDW να εμφανίζει υψηλότερες τιμές κατά την κατάρρευση. 

Ωστόσο, τα μοντέλα  που χρησιμοποιήθηκαν εδώ δεν συνυπολογίζουν τη διάχυση του αερίου στο 

τοίχωμα της φυσαλίδας. Υπό την υπόθεση της αδιαβατικής διαδικασίας, η μεταφορά θερμότητας 

παραμελήθηκε επίσης. Η  παράλειψη αυτή δεν είναι κρίσιμη, διότι οι αδρανειακές κοιλότητες δεν 

είναι πιθανόν να επιβιώσουν περισσότερο από έναν ή δυο κύκλους διέγερσης.   

Ειδικά στους ιξωδοελαστικούς ιστούς, καρδιά και εγκέφαλο η διέγερση διπλής συχνότητας και 

κυρίως η 3.1+3.5ΜHz επέφερε σημαντική αύξηση θερμοκρασίας, σχεδόν 100% στην καρδιά, και 

πίεσης που είναι και επιθυμητό στις θεραπευτικες εφαρμογές των μικροφυσαλίδων. Στον 

εγκέφαλο η μικροφυσαλίδα εμφάνισε σημαντική αύξηση στην επέκταση της ,ήτοι 1,97 φορές από 

την αρχική της ακτίνα, έναντι του 1,5 φορές στη μονή συχνότητα των 3.5ΜΗz. Συνολικά, η εργασία 

αυτή παράσχει ένα θεωρητικό μοντέλο για την περαιτέρω διερεύνηση της διέγερσης διπλής 

συχνότητας και την καθοδήγηση των εφαρμογών της για ένα καλύτερο αποτέλεσμα. Απαιτείται 

πειραματική μέτρηση για να επιβεβαιωθούν ωστόσο τα συμπεράσματα. Περαιτέρω διερεύνηση, 

όπως η αύξηση της ακουστικής έντασης, θα επεκτείνει την έρευνα μας για ένα ευρύ φάσμα 

πρακτικών εφαρμογών. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
Ο κώδικας που χρησιμοποιήθηκε για την επίλυση της εξίσωσης Keller Miksis: 

 

function dR = RP(t,R) 

  
time_data; 
pinf_data; 
dpinf_data; 
pinf = interp1(time_in,pinf_in,t); 
dpinfdt = interp1(time_in,dpinf_in,t); 

  
% general vars 
pv = 0.0; 
s = 0.07; 
mi = 0.001; 
R0 = 2e-6; 
rho = 998.2; 
g = 1.4; 
c = 1481.0; 
k = 1; 
h = R0/8.86; 

sh = 0.012; 

option = 2; 

switch option 

    case 1 

% option 1 : isentropic gas 

dpgasdR = -(3*R0*g*pg0*(R0/R(1))^(3*g - 1))/R(1)^2; 

pgas = pg0*(R0/R(1))^(3*g); 

    case 2 

% option 2 : hard-core van derWaals radius 

dpgasdR = -(3*R(1)^2*k*pg0*((R0^3 - h^3)/(R(1)^3 - h^3))^(k - 1) ... 

    *(R0^3 - h^3))/(R(1)^3 - h^3)^2 ; 

pgas = pg0*((R0^3-h^3)/(R(1)^3-h^3))^k; 

endpsh = (4*sh*(R(1)^3-R0^3))/(3*R(1)^3); 

dpshdt =(4*sh*R(1)*(R0)^3)/(R(1))^4;  

end 

  
dpgasdt = dpgasdR*R(2); 
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% define ODE 

 
dR =zeros(2,1); 
dR(1)=R(2); 
dR(2)= -((R(2)/(2*c) - 3/2)*R(2)^2 - ... 
    ((R(2)/c + 1)*(pinf - pv - pgas + (2*s)/R(1) ... 

    + (4*mi*R(2))/R(1)))/rho + (R(1)*(dpgasdt - dpinfdt - dpshdt ... 
    + (2*s*R(2))/R(1)^2 + ... 
    (4*mi*R(2)^2)/R(1)^2))/(c*rho))/(R(1)*(R(2)/c - 1) ... 
    - (4*mi)/(c*rho))  ; 

  

 

 

 
syms deltap(t) pgas(t) R(t) p_inf(t) s R0 h rho c mi R2 ... 
    pg0 pv dpgasdR  ddpdt(t) dpinfdt(t) sh dpsh(t) 

 
%p_inf=1; 
%p_A=5; 
%sigma=1; 
%R0=1e-6; 
%h=R0/8.86; 

 
deltap(t)= pgas(t)+pv-2*s/R(t)-4*mi*diff(R(t),t)/R(t)-p_inf(t) -psh;  
ddpdt(t) = diff(pgas(t), t) - diff(p_inf(t), t) – ... 

(4*mi*diff(R(t), t, t))/R(t) ... 
    + (2*s*diff(R(t), t))/R(t)^2 + (4*mi*diff(R(t), t)^2)/R(t)^2 ... 

-diff(psh(t),t) ; 

  
ddpdt(t) = diff(pgas(t), t) - diff(p_inf(t), t) - (4*mi*R2)/R(t) ... 
    + (2*s*diff(R(t), t))/R(t)^2 + (4*mi*diff(R(t), t)^2)/R(t)^2 ; 
%derivative=diff(Pres,t) 
KMeqn= (1-diff(R(t),t)/c)*R(t)*R2 + 3/2*(1-diff(R(t),t)/c/3)*(diff(R(t),t))^2 

... 
    - (  1/rho*(1+ diff(R(t),t)/c)*deltap(t) +R(t)/c/rho*ddpdt(t)  ); 

  

  
secondDer=solve(KMeqn,R2) %solve for R2, the second derivative 

  

  
R2 = -((diff(R(t), t)/(2*c) - 3/2)*diff(R(t), t)^2 - ((diff(R(t), t)/c + 

1)*(p_inf(t) - pv - pgas(t) + (2*s)/R(t) + (4*mi*diff(R(t), t))/R(t)))/rho + 

(R(t)*(diff(pgas(t), t) - diff(p_inf(t), t) + (2*s*diff(R(t), t))/R(t)^2 + 

(4*mi*diff(R(t), t)^2)/R(t)^2))/(c*rho))/(R(t)*(diff(R(t), t)/c - 1) - 

(4*mi)/(c*rho)) 
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-((R(2)/(2*c) - 3/2)*R(2)^2 - ((R(2)/c + 1)*(pinf - pv - pgas + (2*s)/R(1) + 

(4*mi*R(2))/R(1)))/rho + (R(1)*(dpgasdt - dpinfdt + (2*s*R(2))/R(1)^2 + 

(4*mi*R(2)^2)/R(1)^2))/(c*rho))/(R(1)*(R(2)/c - 1) - (4*mi)/(c*rho)) 
  

 

 

Plots 

 

% time integration 
t0 = 0; 
tend = 3.77358E-05*1; 

  
opts_15 = odeset('RelTol',1e-3,'AbsTol',1e-6,'NonNegative',1,'MaxOrder',5); 
 [T1,R1] = ode15s(@RP_km_org,[t0 tend],[2e-6 0]);   
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