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Δηζαγσγή 

΢ε νπνηνδήπνηε ηνκέα ηεο θαζεκεξηλήο καο δσήο θαη λα θνηηάμνπκε ζα 

αληηιεθζνχκε φηη εκθαλίδνληαη δίθηπα. Γίθηπα ειεθηξηθήο ελέξγεηαο 

κεηαθέξνπλ ειεθηξηθή ελέξγεηα θαιχπηνληαο πξψηεο αλάγθεο αιιά θαη 

ςπραγσγία ζην ζπίηη καο. Σειεθσληθά δίθηπα καο επηηξέπνπλ λα 

επηθνηλσλνχκε άκεζα αιιά θαη πέξα απφ ηα πεξηθεξηθά θαη δηεζλή ζχλνξα. 

Δζληθά νδηθά δίθηπα, ζηδεξνδξνκηθά δίθηπα θαη αεξνπνξηθά δίθηπα καο 

παξέρνπλ ηελ δπλαηφηεηα λα νινθιεξψζνπκε ηηο ππνρξεψζεηο καο ζε 

καθξηλέο πεξηνρέο, λα ζπλαληήζνπκε αγαπεκέλα καο πξφζσπα, λα 

επηζθεθζνχκε θαηλνχξηνπο πξννξηζκνχο θαη λα δήζνπκε λέεο εκπεηξίεο. 

Γίθηπα ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ, φπσο ζπζηήκαηα θξαηήζεσλ 

αεξνπνξηθψλ εηζηηεξίσλ έρνπλ αιιάμεη ηνλ ηξφπν πνπ κεηαθέξνπκε 

πιεξνθνξίεο θαη δηεθπεξαηψλνπκε ηηο εξγαζίεο θαη ηηο θαζεκεξηλέο καο 

ππνρξεψζεηο. 

 ΢ε φιεο απηέο ηηο πεξηπηψζεηο αιιά θαη ζε πνιιέο άιιεο ζθνπφο καο 

είλαη ε κεηαθνξά (θάπνηνπ αγαζνχ φπσο ν ειεθηξηζκφο, ελφο πξντφληνο, ελφο 

πξνζψπνπ ε ελφο νρήκαηνο, ελφο κελχκαηνο ή κηαο πιεξνθνξίαο) απφ έλα 

ζεκείν ζε έλα άιιν φζν ην δπλαηφλ απνδνηηθφηεξα ηφζν γηα ηελ παξνρή 

άξηζησλ ππεξεζηψλ φζν θαη ηελ νηθνλνκηθφηεξε θαη ζπληνκφηεξε ρξήζε ηνπ 

δηθηχνπ. Σν αληηθείκελν κειέηεο ηεο αλάιπζεο ησλ δηθηχσλ ξνήο είλαη ε 

κνληεινπνίεζε ησλ πξνβιεκάησλ ηεο θαζεκεξηλήο δσήο ζε καζεκαηηθά 

αληηθείκελα γλσζηά σο πξνβιήκαηα δηθηχσλ ξνήο θαη ε επίιπζε ηνπο κέζσ 

αιγνξίζκσλ.  

 Σα δίθηπα ξνήο απνηεινχλ αληηθείκελν εθαξκνγήο πνιιψλ 

εξεπλεηηθψλ πεδίσλ φπσο ησλ εθαξκνζκέλσλ καζεκαηηθψλ, ηεο επηζηήκεο 

ππνινγηζηψλ, ηεο κεραληθήο, ηεο δηνίθεζεο θαη ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. 

Σα δίθηπα ξνήο απνηεινχζαλ αληηθείκελν κειέηεο εδψ θαη αξθεηά ρξφληα 

μεθηλψληαο απφ ηνλ Gustay Kirchhof θαη άιινπο πξσηνπφξνπο ηεο 

ειεθηξνινγίαο θαη ηεο κεραληθήο πνπ πξψηνη ζπζηεκαηνπνίεζαλ θαη 

αλέιπζαλ ειεθηξηθά θπθιψκαηα. Απηφ απνηέιεζε ηνπο ζεκέιηνπο ιίζνπο ηεο 

ζεσξίαο ησλ δηθηχσλ ξνήο θαη εδξαίσζε ηα δίθηπα σο εχρξεζηα καζεκαηηθά 

εξγαιεία γηα λα αλαπαξάζηαζε θπζηθψλ ζπζηεκάησλ. Μεγάιν κέξνο απηήο 

ηεο πξψηεο πξνζπάζεηαο πξνζέγγηζεο είρε πεξηγξαθηθφ ραξαθηήξα 

απαληψληαο ζε εξσηήζεηο φπσο : εάλ εθαξκφζνπκε κία ζεηξά ηάζεσλ ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν δίθηπν πνηα ζα είλαη ε ζπλνιηθή ηξέρνπζα ξνή ηνπ δηθηχνπ;  

Αξγφηεξα, ζηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο ηνπ 40 θαη ζηηο αξρέο ηνπ 50, 

αζρνιήζεθαλ κε ην αλ ππάξρνπλ ελαιιαθηηθνί ηξφπνη ρξήζεο ελφο δηθηχνπ 

φπνπ εξεπλεηέο θαη κέιε επαγγεικαηηθψλ θνηλνηήησλ ζπλέβαιαλ ζηελ 

αλάπηπμε θαη ζηελ βειηίσζε πνιιψλ επηζηεκψλ θαη ζηελ επαλάζηαζε ησλ 

ππνινγηζηψλ. Έηζη κέζσ απηψλ νδεγνχκαζηε ζήκεξα ζηηο κεζφδνπο πνπ 



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

6 

 

ρξεζηκνπνηνχκε γηα ηελ νξγάλσζε θαη εθηέιεζε επηζηεκνληθψλ 

ππνινγηζκψλ. 

Θα αζρνιεζνχκε κε ηα παξαθάησ βαζηθά εξσηήκαηα. 

 Δχξεζε ηεο ειάρηζηεο δηαδξνκήο (shortest route problem). Πνίνο είλαη 

ν θαιχηεξνο ηξφπνο λα δηαζρίζνπκε έλα δίθηπν θαη λα πάκε απφ έλα 

ζεκείν ζε έλα άιιν φζν ην δπλαηφλ νηθνλνκηθφηεξα; 

 ην πξφβιεκα ηεο κέγηζηεο ξνήο (maximum flow problem). Δάλ έλα 

δίθηπν έρεη δπλακηθφηεηα ζηε ξνή θάζε αθκήο ηνπ, πψο κπνξνχκε λα 

ζηείινπκε φζν ην δπλαηφλ κεγαιχηεξε πνζφηεηα κεηαμχ δχν ζεκείσλ 

ηνπ δηθηχνπ ελψ δηαηεξνχκε ηηο δπλακηθφηεηεο ξνήο ησλ αθκψλ; 

 Πξφβιεκα ειαρίζηνπ θφζηνπο ξνήο (minimum cost flow problem). Δάλ 

επηβαξχλεηαη κε θάπνην θφζηνο αλά κνλάδα ξνήο ζε δίθηπν κε 

δπλακηθφηεηα αθκψλ θαη επηζπκνχκε λα ζηείινπκε κνλάδεο πξντφλησλ 

ή ππεξεζηψλ απφ έλα ή πεξηζζφηεξα ζεκεία ζε θάπνηα άιια ζεκεία 

ηνπ δηθηχνπ, πψο κπνξνχκε λα ζηείινπκε ηηο κνλάδεο πνπ επηζπκνχκε 

κε ην ειάρηζην δπλαηφ θφζηνο;  

Με ηελ βνήζεηα απιψλ καζεκαηηθψλ θαη εθαξκνγψλ ηα παξαπάλσ  

πξνβιήκαηα είλαη πνιχ απιφ λα επηιπζνχλ κε παξαπάλσ απφ έλαλ 

ελαιιαθηηθνχο ηξφπνπο. Έηζη έλαο καζεκαηηθφο ζα κπνξνχζε λα ιχζεη ηα 

παξαπάλσ πξνβιήκαηα ππνινγίδνληαο φιεο ηηο πηζαλέο ιχζεηο θαη 

επηιέγνληαο απηήλ πνπ ηθαλνπνηεί ην δεηνχκελν φζν ην δπλαηφλ 

πεξηζζφηεξν. Παξφια απηά ε ηαθηηθή επίιπζεο απηήο ηεο κνξθήο απέρεη 

πνιχ απφ ηελ πξαγκαηηθφηεηα, αλ αλαινγηζηεί θαλείο φηη ν αξηζκφο ηαλ 

πηζαλψλ ιχζεσλ ελφο πξνβιήκαηνο κπνξεί λα είλαη ηφζν κεγάινο φζνο ν 

αξηζκφο ησλ αηφκσλ ζην ζχκπαλ. Αληίζεηα ινηπφλ κε ηελ παξαπάλσ 

δηαδηθαζία επίιπζεο πξνβιεκάησλ ζθνπφο καο είλαη λα βξνχκε ηξφπνπο 

πνπ λα καο βνεζνχλ λα  επηιχνπκε ηα εθάζηνηε πξνβιήκαηα ζε φζν ην 

ζπληνκφηεξν ρξφλν θαη θάλνληαο φζν ην δπλαηφλ ιηγφηεξνπο 

ππνινγηζκνχο. Έλαο ηξφπνο είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε αιγνξίζκνπο νη 

νπνίνη ηξέρνπλ αξθεηά γξήγνξα θαη δελ κεγαιψλνπλ ζεκαληηθά φζν ην 

δίθηπν ην νπνίν εξεπλνχκε κεγαιψλεη (ε επηζηήκε ππνινγηζηψλ, ε 

επηρεηξεζηαθή έξεπλα θαη ηα εθαξκνζκέλα καζεκαηηθά αζρνινχληαη κε ηελ 

αλάπηπμε ηέηνηνλ αιγνξίζκσλ).  

 

Έλα δίθηπν είλαη κία δηάηαμε κνλνπαηηψλ (δξφκσλ) πνπ ζπλδένληαη ζε 

δηάθνξα ζεκεία. Μέζσ απηψλ ησλ κνλνπαηηψλ έλα ή πεξηζζφηεξα ζηνηρεία 

κεηαθέξνληαη απφ ην έλα ζεκείν ζην άιιν. Σα ηειεπηαία ρξφληα ηα δηθηπαθά 

κνληέια έρνπλ γίλεη πνιχ δεκνθηιή ζε πνιινχο ηνκήο ηεο δηαρείξηζεο έξγνπ.  
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Ζ δηθηπσηή αλάιπζε ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα παξαζηήζεη θαη λα επηιχζεη 

πνιιά δηαθνξεηηθά δηνηθεηηθά πξνβιήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ ζρεδίαζε 

ζπζηεκάησλ κεηαθνξάο θαη επηθνηλσλίαο θαη γεληθφηεξα εληνπίδνπλ ηνλ 

βέιηηζην ηξφπν ζχλδεζεο δχν ή πεξηζζνηέξσλ δηαζθνξπηζκέλσλ ζεκείσλ 

κέζσ ελαιιαθηηθψλ θαλαιηψλ δηαζχλδεζεο.    

Σν κεγαιχηεξν κέξνο ησλ πξνβιεκάησλ επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο κπνξεί 

λα εθθξαζηεί θαη λα ιπζεί σο έλα δίθηπν (απφ θφκβνπο ελσκέλνπο κε ηφμα). 

Μεξηθέο πξφζθαηεο έξεπλεο αλαθέξνπλ φηη ην 70% ησλ πξαγκαηηθψλ 

καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ πξνγξακκαηηζκνχ κπνξνχλ λα παξνπζηαζηνχλ 

σο δηθηπαθά κνληέια. Μπνξνχκε λα θαληαζηνχκε πνιιά ζπζηήκαηα πνπ 

ζπλαληάκε ζηελ θαζεκεξηλή δσή, ε δνκή ησλ νπνίσλ είλαη δηθηπαθή θαη 

επνκέλσο κνληεινπνηείηαη κε ηηο ηερληθέο ηεο δηθηπσηήο αλάιπζεο. Ζ  

παξαθάησ ιίζηα απεηθνλίδεη κεξηθέο πηζαλέο εθαξκνγέο δηθηχσλ. 

1. Ο ζρεδηαζκφο ελφο αγσγνχ, θπζηθνχ αεξίνπ, αλνηθηήο ζαιάζζεο πνπ 

ζπλδέεη ηελ πεγή ζηνλ θφιπν ηνπ Μεμηθφ κε έλα παξάθηην ζεκείν 

παξάδνζεο. Σν αληηθείκελν απηνχ ηνπ κνληέινπ είλαη λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε ην θφζηνο θαηαζθεπήο ηνπ αγσγνχ.  

2. Ο πξνζδηνξηζκφο ηνπ ζπληνκφηεξνχ δξφκνπ κεηαμχ δχν πφιεσλ ζε 

έλα νδηθφ δίθηπν. 

3. Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο κέγηζηεο ρσξεηηθφηεηαο (ηφλσλ ηνλ ρξφλν) ελφο 

δηθηχνπ αγσγψλ πγξνχ άλζξαθα πνπ ελψλεη ηα νξπρεία άλζξαθα κε ηα 

εξγνζηάζηα παξαγσγήο ελέξγεηαο (νη αγσγνί κεηαθέξνπλ πγξφ 

άλζξαθα κε ηελ άληιεζε χδαηνο απφ εηδηθά ζρεδηαζκέλεο 

ζσιελψζεηο) 

4. Ο πξνζδηνξηζκφο ηνπ ρξνλνδηαγξάκκαηνο ξνήο ειάρηζηνπ θφζηνπο 

απφ ηηο πεηξειαηνπεγέο ζηα δηπιηζηήξηα κέζσ ελφο δηθηχνπ αγσγψλ. 

5. Ο πξνζδηνξηζκφο ηνπ ρξνλνδηαγξάκκαηνο (έηνο έλαξμεο θαη 

νινθιήξσζεο) γηα ηελ θαηαζθεπή ελφο έξγνπ. 

 

Όπσο βιέπνπκε νη θφκβνη κπνξνχλ λα αλαπαξηζηνχλ θάηη 

δηαθνξεηηθφ, αιιά ελ γέλεη είλαη ηα ζεκεία ηνκήο ησλ αθκψλ (π.ρ. 

δηαζηαπξψζεηο δξφκσλ, πφιεηο, ηειεπηθνηλσληαθά θέληξα, αληιηνζηάζηα ή 

αθφκε θαη δνξπθφξνη), ελψ νη αθκέο, αλάινγα κε ηνλ ηχπν ηνπ δηθηχνπ, 

κπνξνχλ λα είλαη δξφκνη, αεξνδηάδξνκνη, ηειεπηθνηλσληαθά θαιψδηα, 

θαλάιηα ξνήο δεδνκέλσλ, αγσγνί χδξεπζεο θ.ά. 
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Ζ επίιπζε ησλ παξαπάλσ πεξηπηψζεσλ θαζψο επίζεο θαη άιισλ 

παξφκνησλ θαηαζηάζεσλ επηηπγράλεηαη κέζσ κίαο πνηθηιίαο αιγνξίζκσλ 

βειηηζηνπνίεζεο δηθηχσλ. 

 

 

Θα αλαπηχμνπκε πέληε απφ απηά ηα είδε αιγνξίζκσλ. 

 

1. Διάρηζην Εεπγλχνλ Γέληξν 

(Minimal spanning tree) 

 

2. Αιγφξηζκφο Δχξεζεο Σεο ΢πληνκφηεξεο Γηαδξνκήο 

(Shortest route algorithm ) 

 

3. Αιγφξηζκνο Δχξεζεο Σεο Μέγηζηεο Ρνήο  

(Maximum flow algorithm)  

 

4. Minimum cost capacitated network algorithm 

 

5. Critical path (CPM) algorithm 

 

 

 

Οη πεξηπηψζεηο νη νπνίεο κπνξνχλ λα επηιπζνχλ κε ηνπο δηαθφξνπο 

ηχπνπο αιγνξίζκσλ κπνξνχλ επίζεο λα δηαηππσζνχλ θαη λα επηιπζνχλ σο 

πξνβιήκαηα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Ωζηφζν νη πξνηεηλφκελνη 

αιγφξηζκνη επίιπζεο δηθηπαθψλ πξνβιεκάησλ είλαη απνηειεζκαηηθφηεξνη απφ 

ηελ κέζνδν simplex.  
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1.Οξηζκνί ΢ηνηρείσλ Δλφο Γηθηχνπ (Network definitions) 

 

 

1.1 Βαζηθά ζπζηαηηθά ζηνηρεία ελφο δηθηχνπ. 

 

Έλα δίθηπν αλαπαξίζηαηαη κε ηε κνξθή δηαγξάκκαηνο, ην νπνίν 

απνηειείηαη απφ έλα ζχλνιν θφκβσλ (nodes) πνπ παξηζηάλνληαη κε θχθινπο 

νη νπνίνη ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε γξακκέο ηηο νπνίεο ηηο νλνκάδνπκε αθκέο 

(ή ηφμα) (arcs, branches). Τπνζέηνπκε φηη δηάθνξα αληηθείκελα κπνξνχλ λα 

‘ξένπλ’ κεηαμχ ησλ θφκβσλ δηακέζνπ ησλ αθκψλ. Ο ζπκβνιηζκφο γηα ηελ 

πεξηγξαθή ελφο δηθηχνπ είλαη (N,A), φπνπ Ν νξίδεηαη λα είλαη ην ζχλνιν ησλ 

θφκβσλ, θαη Α ην ζχλνιν ησλ αθκψλ. Γηα παξάδεηγκα ην δίθηπν ζην ζρήκα 1 

πεξηγξάθεηαη σο εμήο : 

 

N = {1, 2, 3, 4, 5} 

A = {(1,2), (1,3), (2,3), (2,5), (3,4), (3,5), (4,2), (4,5)} 

 

 

΢ρήκα 1 

Παξάδεηγκα γηα ην δίθηπν (Ν,Α)      

    

 

 

 

 

 

 

 

 Δπίζεο ζε νξηζκέλα δίθηπα θάζε αθκή πνπ ζπλδέεη δχν θφκβνπο 

ζπλνδεχεηαη απφ έλαλ αξηζκφ, ν νπνίνο κπνξεί λα παξηζηάλεη ην κήθνο ηεο 

δηαδξνκήο ηεο αθκήο απηήο, ην ρξφλν πνπ απαηηείηαη γηα ηε δηαδξνκή, ην 

θφζηνο ηεο αθκήο, ηνλ παξάγνληα θηλδχλνπ ή θάπνηα άιιε πνζφηεηα, ε νπνία 

πξνθχπηεη φηαλ πξαγκαηνπνηεζεί ε δηαδξνκή απφ ηνλ έλαλ θφκβν ζηνλ άιιν.   

Έλα ηφμν ιέγεηαη θαηεπζπλόκελν ή πξνζαλαηνιηζκέλν εάλ επηηξέπεη 

ζεηηθή ξνή πξνο κία θαηεχζπλζε θαη κεδεληθή ξνή γηα ηελ αληίζεηε 

θαηεχζπλζε. ΢ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ζέινπκε λα απαγνξεχζνπκε ηε ξνή πξνο 

θάπνηα θαηεχζπλζε, ρξεζηκνπνηνχκε πξνζαλαηνιηζκέλεο αθκέο, ηηο νπνίεο 

ηηο ζπκβνιίδνπκε κε ηε ρξήζε βειψλ πνπ δείρλνπλ ηελ ζπγθεθξηκέλε 

θαηεχζπλζε. Έλα πξνζαλαηνιηζκέλν δίθηπν έρεη φια ηνπ ηα ηφμα 

πξνζαλαηνιηζκέλα, αληίζεηα κε πξνζαλαηνιηζκέλν νλνκάδεηαη έλα δίθηπν 

ηνπ νπνίνπ νη αθκέο επηηξέπνπλ ηε ξνή θαη πξνο ηα δχν άθξα ηνπο. 
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1

2

3 1

2

3

4

5

Έλα κνλνπάηη είλαη κηα αθνινπζία απφ δηαθξηηά ηφμα πνπ ελψλνπλ 

δχν θφκβνπο κέζσ άιισλ (ελδηάκεζσλ θφκβσλ), αλεμάξηεηα απφ ηελ 

θαηεχζπλζε ηεο ξνήο ζε θάζε ηφμν. Έλα κνλνπάηη απνηειεί θύθιν εάλ 

κπνξνχκε λα επηζηξέςνπκε ζηνλ θφκβν απφ ηνλ νπνίν μεθηλήζακε ρσξίο λα 

πεξάζνπκε απφ ηελ ίδηα αθκή. Γηα παξάδεηγκα ζην ζρήκα 1 ηα ηφμα (2, 3), (3, 

5) θαη (5, 2) απνηεινχλ έλαλ θχθιν. Έλαο θχθινο είλαη πξνζαλαηνιηζκέλνο 

φηαλ ζρεκαηίδεηαη απφ έλα πξνζαλαηνιηζκέλν κνλνπάηη, π.ρ. (2, 3), (3, 4) θαη 

(4, 2) ζην ζρήκα 1. 

΢πλεθηηθό δίθηπν είλαη απηφ ζην νπνίν θάζε δχν δηαθξηηνί θφκβνη 

ζπλδένληαη κε ηνπιάρηζηνλ έλα κνλνπάηη. Σν δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 1 δείρλεη 

απηφλ ηνλ ηχπν δηθηχνπ. Γέληξν είλαη έλα ζπλεθηηθφ δίθηπν ην νπνίν κπνξεί 

λα πεξηιακβάλεη έλα ππνζχλνιν ησλ θφκβσλ ηνπ δηθηχνπ ρσξίο λα εκπεξηέρεη 

θχθινπο θαη δεπγλύνλ δέληξν (spanning tree) είλαη έλα δέληξν ην νπνίν 

ελψλεη φινπο ηνπο θφκβνπο ηνπ δηθηχνπ, πάιη ρσξίο λα πεξηιακβάλεη 

θχθινπο. ΢ην ζρήκα 2 κπνξνχκε λα δνχκε έλα παξάδεηγκα δέληξνπ θαη έλα 

δεπγλχνληνο δέληξνπ γηα ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 1. 

 

Γέληξν                                                            Εεπγλχνλ δέληξν 

 

 

 

 

 

  

΢χήμα 2 

΢πλαθήο κε θάζε δίθηπν είλαη θαη κεξηθά είδε ξνήο (γηα παξάδεηγκα ε 

ξνή παξαγψγσλ πεηξειαίνπ κέζα ζε έλα δίθηπν αγσγψλ θαη ξνή ησλ 

απηνθηλήησλ ζε έλαλ απηνθηλεηφδξνκν. Γεληθά ε ξνή ζε έλα δίθηπν 

πεξηνξίδεηαη απφ ηελ πνζφηεηα ησλ ηφμσλ, ηα νπνία κπνξεί λα είλαη είηε 

πεπεξαζκέλα είηε άπεηξα.  

 

΢ηνλ πίλαθα 1 κπνξνχκε λα δνχκε κεξηθά αληηπξνζσπεπηηθά 

ζπζηήκαηα, ηα νπνία ζα κπνξνχζαλ λα παξαζηαζνχλ κε ηε κνξθή δηθηχσλ. 
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Πίλαθαο 1  

 

 

΢χζηεκα  Κφκβνη Αθκέο  Σηκέο ζηηο αθκέο  Ρνή 

΢πγθνηλσληαθφ 

δίθηπν  

Πφιεηο, 

δηαζηαπξψζεηο,

ζηαζκνί 

επηβαηψλ, 

ζηάζεηο  

Γξφκνη, 

αεξνδηάδξνκνη 

γξακκέο 

ηξέλσλ θ.ιπ. 

Απφζηαζε, 

ρξφλνο ηαμηδηνχ, 

θφζηνο 

Ορήκαηα 

κέζα 

κεηαθνξάο  

Γξακκή 

παξαγσγήο  

΢ηαζκνί 

επεμεξγαζίαο  

Σαηλίεο 

κεηαθνξάο  

Υξφλνο/θφζηνο 

κεηαθνξάο  

Ζκηθαηεξγα

ζκέλα 

πξντφληα, 

εξγαζίεο  

Γίθηπν 

ππνινγηζηψλ  

Τπνινγηζηέο, 

εθηππσηέο, 

άιινη πφξνη 

Καιψδηα, 

ζπλδέζεηο 

αζχξκαηεο 

επηθνηλσλίαο  

Μήθνο 

θαισδίνπ, 

χπαξμε 

ζχλδεζεο 

(αζχξκαηε) 

θφζηνο  

Γεδνκέλα  

Γίθηπν 

πδξνδφηεζεο ή 

άξδεπζεο  

΢εκεία 

θαηαλάισζεο 

λεξνχ, 

αληιηνζηάζηα  

΢σιελψζεηο 

αγσγνί 

Μήθνο, θφζηνο  Νεξφ  
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2. Σν Πξφβιεκα Σνπ Διαρίζηνπ Εεπγλχνληνο Γέληξνπ  

(Minimal spanning tree algorithm) 

 

Σν πξφβιεκα ηνπ ειαρίζηνπ δεπγλχνληνο δέληξνπ εμεηάδεη ην δίθηπν σο 

έλα ζχλνιν θφκβσλ πνπ πξέπεη λα επηθνηλσλνχλ φινη κεηαμχ ηνπο. Ο 

αιγφξηζκνο ηνπ ειαρίζηνπ δεπγλχνληνο δέληξνπ αζρνιείηαη κε ηελ ζχλδεζε 

ησλ θφκβσλ ελφο δηθηχνπ άκεζα ή έκκεζα, δειαδή λα ζπλδένληαη κέζσ ελφο 

ζπλφινπ αθκψλ, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ειάρηζηε απφζηαζε ζπλδεφκελσλ 

αθκψλ, δειαδή ην ζπλνιηθφ θφζηνο (απφζηαζε, ρξνληθή δηάξθεηα θ.ιπ.) ησλ 

αθκψλ λα είλαη ην ειάρηζην δπλαηφ. Ζ ηερληθή ηνπ ειάρηζηνπ δεπγλχνληνο 

δέληξνπ εθαξκφδεηαη, γηα παξάδεηγκα, απφ εηαηξείεο ηειεπηθνηλσληψλ, νη 

νπνίεο πξνζπαζνχλ λα δηαζπλδέζνπλ ηειεθσληθά θέληξα (θφκβνπο) κε ην 

ειάρηζην κήθνο θαισδηψζεσλ θαη γεληθφηεξα ειάρηζην ζπλνιηθφ θφζηνο 

ζχλδεζεο (αζχξκαην ή ελζχξκαην). Μία άιιε εθαξκνγή απηνχ ην αιγνξίζκνπ 

ζα κπνξνχζε λα είλαη ε θαηαζθεπή ελφο νδηθνχ δηθηχνπ πνπ ζπλδέεη δηάθνξεο 

πφιεηο (θφκβνπο). Ο δξφκνο κεηαμχ δχν πφιεσλ κπνξεί λα πεξλά απφ κία ή 

θαη πεξηζζφηεξεο πφιεηο. Ζ πην νηθνλνκηθή ζρεδίαζε γηα απηφ ην νδηθφ δίθηπν 

απαηηεί ηελ ειαρηζηνπνίεζε ησλ ζπλνιηθψλ κηιίσλ ησλ αζθαιηνζηξσκέλσλ 

δξφκσλ, έλα απνηέιεζκα πνπ επηηπγράλεηαη κε ηελ εθαξκνγή ηνπ 

αιγνξίζκνπ ηνπ ειαρίζηνπ δεπγλχνληνο δέληξνπ. 

 

 

 

Σα βήκαηα πνπ αθνινπζνχληαη γηα ηελ δηαδηθαζία επίιπζεο ηνπ 

αιγνξίζκνπ είλαη ηα αθφινπζα : 

 

 

Αο νλνκάζνπκε Ν = {1, 2, … , n} ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ ηνπ δηθηχνπ 

θαη αο νξίζνπκε : 

 

 

KC  = ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ πνπ είλαη κφληκα ζπλδεδεκέλνη ζηελ θ 

επαλάιεςε. 

 

KC   ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ νη νπνίνη δελ έρνπλ αθφκα ζπλδεζεί 

κφληκα. 
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Βήκα 0. Σν ζχλνιν  
0C    θαη ην 

0C N . 

 

Βήκα 1. Ξεθηλάκε απφ νπνηνδήπνηε θφκβν i , απφ ην ζχλνιν ησλ κε 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ 
0C  θαη νξίδνπκε 

1 { }C i , θαη έηζη έρνπκε 

1 { }C N i  , θαη νξίδνπκε 2k  . 

 

Γεληθό βήκα k. δηαιέγνπκε έλαλ θφκβν, *j , απφ ην ζχλνιν ησλ κε 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ 
1kC 
, ν νπνίνο αληηζηνηρεί ζηελ ζπληνκφηεξε 

αθκή ζε έλαλ απφ ηνπο  ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο ηνπ ζπλφινπ 
1kC 
. 

΢πλδένπκε κφληκα ην *j  ζην  
1kC 
 θαη ην αθαηξνχκε  απφ ην

1kC 
 πνπ 

ζεκαίλεη  

1 { *}k kC C j  , 1 { *}k kC C j   

 

Αλ ην ζχλνιν ησλ κε ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ είλαη θελφ ηφηε 

ζηακαηάκε, αιιηψο ζέηνπκε θαη επαλαιακβάλνπκε ην βήκα.  

 

 

 

 

Αλαιπηηθφηεξα ε Μέζνδνο εύξεζεο ειάρηζηνπ δεπγλύνληνο δέληξνπ είλαη ε 

εμήο : 

 

1. Δπηιέγνπκε απζαίξεηα έλαλ νπνηνδήπνηε θφκβν ηνπ δηθηχνπ γηα λα 

μεθηλήζνπκε. Ο θφκβνο απηφο εηζέξρεηαη πξψηνο ζην ζχλνιν ησλ 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. 

2. ΢πλδένπκε ηνλ πξνεγνχκελν θφκβν κε απηφλ πνπ βξίζθεηαη πην 

θνληά ηνπ. Ο ελ ιφγσ θφκβνο εηζέξρεηαη ζην ζχλνιν ησλ 

ζπλδεδεκέλσλ. 

3. Δληνπίδνπκε ηνλ θφκβν πνπ είλαη πην θνληά ζε θάπνηνλ απφ ηνπο 

ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο θαη ηνλ ζπλδένπκε θαη απηφλ. ΢ε 

πεξίπησζε ηζνβάζκεζεο επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα απφ ηνπο 

ηζνβαζκνχληεο θφκβνπο. Σφηε, πηζαλψο ππάξρεη ελαιιαθηηθή ιχζε. 

4. Δπαλαιακβάλνπκε ην βήκα 3 κέρξη λα ζπλδέζνπκε φινπο ηνπο 

θφκβνπο. 

 

 

΢εκεηψλνπκε φηη κε ηελ κέζνδν απηή επηηξέπεηαη ε ξνή θαη πξνο ηηο δχν 

θαηεπζχλζεηο. 
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2.1. Παξαδείγκαηα : 

 

Παξάδεηγκα 1 : 

 Μηα εηαηξεία θαισδηαθήο ηειεφξαζεο κειεηά ηε δηαδηθαζία παξνρήο 

θαισδηαθψλ ππεξεζηψλ ζε πέληε λέεο αλαπηπζζφκελεο νηθηζηηθά πεξηνρέο.  

΢ην ζρήκα 2 πεξηγξάθνληαη νη πηζαλέο θαισδηαθέο δηαζπλδέζεηο κεηαμχ ησλ 

πέληε απηψλ πεξηνρψλ. Σα κίιηα θαισδίνπ πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ θάζε 

ζχλδεζε θαίλνληαη ζε θάζε αθκή μερσξηζηά. Καζνξίζηε ην πνίν νηθνλνκηθφ 

θαισδηαθφ δίθηπν. 

 

 

 

 

 

 

 

ζρήκα 2 :  
θαισδηαθέο ζπλδέζεηο γηα 

ηελ ηειενπηηθή εηαηξία 

 

 Ο αιγφξηζκνο μεθηλά απφ ηνλ θφκβν 1 (ην ίδην ζα ήηαλ θαη αλ 

μεθηλνχζακε θαη απφ νπνηνδήπνηε άιιν θφκβν). Έηζη έρνπκε : 

 

    1 {1},C   1 {2,3,4,5,6}C 
 

Οη επαλαιήςεηο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ζπγθεληξσκέλεο ζην ζρήκα 3. Οη 

ιεπηέο αθκέο δείρλνπλ φιεο ηηο πηζαλέο ζπλδέζεηο κεηαμχ ηνπ C θαη ηνπ C . 

Οη έληνλεο αθκέο αλαπαξηζηνχλ ηηο κφληκεο ζπλδέζεηο κεηαμχ ησλ θφκβσλ ηνπ 

ζπλδεδεκέλνπ ζπλφινπ C . , θαη νη δηαθεθνκκέλεο αθκέο αλαπαξηζηνχλ ηηο 

θαηλνχξηεο (κφληκεο) ζπλδέζεηο πνπ πξνζηίζεληαη ζε θάζε επαλάιεςε. 

Γηα παξάδεηγκα, ζηελ πξψηε επαλάιεςε, ε αθκή (1,2) είλαη ν πην ζχληνκνο 

ζχλδεζκνο (=1 mile) κεηαμχ ησλ ππνςήθησλ αθκψλ απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνπο 

θφκβνπο 2, 3, 4 θαη 5 απφ ην ζχλνιν ησλ αζχλδεησλ θφκβσλ 1C . Καηά 

ζπλέπηα ε ζχλδεζε (1,2) γίλεηαη κφληκε θαη j* = 2 θαη έηζη έρνπκε : 

 

    2 {1,2}C   2 {3,4,5,6}C    

 

Ζ ιχζε δίλεηαη απφ ην ειάρηζην δεπγλχνλ δέληξν (minimal spanning 

tree) πνπ θαίλεηαη ζηελ 6ε επαλάιεςε ζην ζρήκα 3. Σα ειάρηζηα ζπλνιηθά 

θαισδηαθά κίιηα πνπ ρξεηάδνληαη γηα λα παξαρζεί ε επηζπκεηή θαισδηαθή 

ππεξεζία είλαη: 

1 + 3 + 4 + 3 + 5 = 16 miles 



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

15 

 

1

2

5

3

6

4

1

3

5

7

4

6 9

C2

Ċ2

1

2

5

3

6

4

1

3

5

7

3

8

4

6

C3

Ċ3

  
1
ε
 επαλάιεςε  
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΢ρήκα 3 

6
ε
 επαλάιεςε (Minimal spanning tree)               Δπαλαιήςεηο γηα ηελ ιχζε 

ηνππξνβιήκαηνο ηεο εηαηξίαο  

θαισδηαθήο ηειεφξαο 
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Παξάδεηγκα 2 : 

 

Μία επελδπηηθή εηαηξία απνθαζίδεη λα αγνξάζεη κία κεγάιε έθηαζε 

θηεκάησλ ζηελ πεξηνρή ησλ Σξηθάισλ. Οη εθηάζεηο απηέο απνηεινχληαη, σο 

επί ην πιείζηνλ, απφ δάζε θαη βνζθνηφπηα. Ζ εηαηξία δελ εηδηθεχεηαη ζηελ 

θηελνηξνθία θαη έηζη απνθαζίδεη λα δεκηνπξγήζεη ζε απηή ηελ έθηαζε κία 

μελνδνρεηαθή κνλάδα.  Άιισζηε, ε πεξηνρή απηή ηα ηειεπηαία ρξφληα 

παξνπζηάδεη ξαγδαία αχμεζε ζηε δήηεζε ηνπξηζηηθψλ ππεξεζηψλ. Ζ 

επελδπηηθή εηαηξία φκσο γλσξίδεη ειάρηζηα πξάγκαηα γχξσ απφ ηηο  

μελνδνρεηαθέο κνλάδεο, νπφηε ζαο πξνζιακβάλεη σο αλψηεξν δηνηθεηηθφ 

ζηέιερνο ηεο λενζχζηαηεο επηρείξεζεο πνπ εθκεηαιιεχεηαη ηα ζπκθέξνληα 

ηεο μελνδνρεηαθήο κνλάδαο, γηα λα αζρνιεζείηε κε ηελ ηνπξηζηηθή αμηνπνίεζε 

ηεο ζπγθεθξηκέλεο πεξηνρήο. Μεηά απφ ελδειερή κειέηε, πξνηείλεηε ζηελ 

εηαηξία λα θαηαζθεπαζηεί έλα ηνπξηζηηθφ ζχκπιεγκα κε μελνδνρείν, γήπεδν 

αληηζθαίξηζεο, θέληξν πγξνχ ζηίβνπ, ρψξν ηππαζίαο, ηερλεηή ιίκλε, γήπεδν 

γθνιθ, ζπγθξφηεκα θαηνηθηψλ θαη θαδίλν. 

Ζ εηαηξία θαηάθεξε θαη πήξε φιεο ηηο ζρεηηθέο άδεηεο γηα ηα θηήξηα θαη 

ηηο άιιεο εγθαηαζηάζεηο πνπ ζα θαηαζθεπαζηνχλ ζηηο πεξηνρέο, νη νπνίεο 

είλαη ηψξα θπξίσο βνζθνηφπηα. Παξνπζηάδεηαη, φκσο, κηα ζεκαληηθή 

θαζπζηέξεζε απφ ην αξκφδην ππνπξγείν ζρεηηθά κε ηελ έγθξηζε ελφο εληαίνπ 

ζπζηήκαηνο κνλνπαηηψλ δηαζχλδεζεο φισλ ησλ εγθαηαζηάζεσλ δηακέζνπ 

ηεο δαζηθήο έθηαζεο. Σν ππνπξγείν, ε δαζηθή ππεξεζία, γεηηνληθέο θνηλφηεηεο 

θαη άιινη ελδηαθεξφκελνη θνξείο δήηεζαλ λα θαηαζέζεη έλα νινθιεξσκέλν 

ζρέδην, απφ ην νπνίν λα πξνθχπηεη φηη ειαρηζηνπνηείηαη ην πιήζνο ησλ 

δέληξσλ πνπ ζα ρξεηαζηεί λα θνπνχλ γηα λα θαηαζθεπαζηνχλ ηα κνλνπάηηα 

πνπ ζα ζπλδένπλ ηηο εγθαηαζηάζεηο. Δζείο, σο δηεπζπληήο   πξνγξακκαηηζκνχ 

θαη αλάπηπμεο, πξέπεη λα εηνηκάζεηε κία έθζεζε πξνο ην αξκφδην ππνπξγείν, 

ζηελ νπνία λα εμεγείηε πψο ζθνπεχεηε λα ηθαλνπνηήζεηε ηελ ζπγθεθξηκέλε 

απαίηεζε. ΢ην ζρήκα 4 βιέπεηαη ηα πηζαλά κνλνπάηηα ζχλδεζεο ησλ 

εγθαηαζηάζεσλ, φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ ηνπνγξαθηθή κειέηε. Σα κήθε 

είλαη ζε κέηξα, ελψ ππνζέηνπκε φηη θαηά κέζν φξν ην πιήζνο ησλ δέληξσλ 

πνπ θφβνληαη γηα ηελ δηάλνημε ελφο κνλνπαηηνχ είλαη αλάινγν ηνπ κήθνπο ηνπ 

κνλνπαηηνχ. 
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΢ρήκα 4 

΢ρεδηάγξακκα ησλ ππφ αλέγεξζε εγθαηαζηάζεσλ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σν πξφβιεκα καο ηψξα είλαη φρη κφλν λα εληνπίζνπκε ηελ 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή, γηα παξάδεηγκα κεηαμχ ηνπ θέληξνπ πγξνχ ζηίβνπ θαη 

ηνπ γεπέδνπ γθνιθ, αιιά ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε εθείλεο ηηο αθκέο, 

θηηάρλνληαο αληίζηνηρα κνλνπάηηα, πνπ ζα επηηξέπνπλ ηελ επηθνηλσλία 

κεηαμχ φισλ ησλ θφκβσλ ηαπηνρξφλσο, φρη θαη’ αλάγθε κε ηνλ ζπγθεθξηκέλν 

ηξφπν αλά δχν, αιιά κε ην κηθξφηεξν ζπλνιηθφ κήθνο αθκψλ. Δπηιέγνπκε ηνλ 

θφκβν 1 γηα λα μεθηλήζνπκε. Ο θφκβνο 1 είλαη ν πξψηνο ζπλδεδεκέλνο θαη ν 

πιένλ θνληηλφο ηνπ είλαη ν θφκβνο 4, αθνχ απέρεη 215 κέηξα κε άκεζε 

ζχλδεζε. Κξαηάκε ηελ αθκή 1-4 θαη ζπλερίδνπκε. Σν ζχλνιν ησλ 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ πεξηέρεη ηνπο θφκβνπο 1 θαη 4. Ο πην θνληηλφο κε 

άκεζε ζχλδεζε κε θάπνηνλ απφ απηνχο ηνπο δχν είλαη ν θφκβνο 6, κε 

απφζηαζε 110 κέηξα απφ ηνλ θφκβν 4. Κξαηάκε ηελ αθκή 4-6 θαη ν θφκβνο 6 

εηζέξρεηαη ζην ζχλνιν ησλ ζπλδεδεκέλσλ. ΢πλερίδνληαο, παξαηεξνχκε φηη 

ζηνπο θφκβνπο 1, 4 θαη 6 ν πην θνληηλφο είλαη ν 2, πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ 4 κε 

κήθνο αθκήο 150, αιιά θαη ν 3 κε ηελ αθκή 6-3 (έρνπκε ηζνβάζκεζε). Αο 

επηιέμνπκε απζαίξεηα ηελ αθκή 4-2 ζπλδένληαο ηνλ θφκβν 2. ΢ηε ζπλέρεηα 

ζπλδέεηαη ν θφκβνο 3 κε ηελ αθκή 6-3, γηαηί απηφο είλαη ν πην θνληηλφο (θαη 

επνκέλσο ηειηθά δελ ππάξρεη ελαιιαθηηθή ιχζε). 
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Μέρξη ηψξα έρνπλ ζπλδεζεί νη θφκβνη 1, 2, 3, 4 θαη 6. Ο επφκελνο 

θφκβνο πνπ ζα ζπλδεζεί είλαη ν 7, κε ηελ αθκή 6-7 θαη κε κήθνο 200 κέηξα, 

ελψ ζηε ζπλέρεηα ζπλδέεηαη ν θφκβνο 5 κε ηελ αθκή 5-7 θαη κε κήθνο 160 

κέηξα. Σειεπηαίνο ζπλδέεηαη ν θφκβνο 8 κε ηελ αθκή 7-8 θαη κε κήθνο 175 

κέηξα. Σν ζπλνιηθφ κήθνο ησλ αθκψλ ηνπ δέληξνπ πνπ ζρεκαηίδεηαη είλαη 

1.160 κέηξα θαη είλαη ην ειάρηζην κήθνο πνπ απαηηείηαη, ψζηε λα επηθνηλσλνχλ 

άκεζα ή έκκεζα φινη νη θφκβνη κεηαμχ ηνπο. ΢ηνλ πίλαθα 2 θαίλνληαη νη αθκέο 

πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ, θαζψο θαη ην κήθνο ηνπο. 

 

 

 

Αθκή 1-4 4-6 4-2 6-3 6-7 7-5 7-8 

Μήθνο 215 110 150 150 200 160 175 

  

  

΢ρήκα 5 

Σν ειάρηζην δεπγλχνλ δέληξν. 

 

 
 

΢ην ζρήκα 5 δίλεηαη ην δίθηπν πνπ πξνθχπηεη κεηά ηελ εθαξκνγή ηνπ 

αιγνξίζκνπ. Σν δίθηπν απηφ είλαη έλα δέληξν κε 7 αθκέο, ηφζεο φζνη νη θφκβνη 

ηνπ αξρηθνχ δηθηχνπ κείνλ έλα (8 – 1 = 7), ην νπνίν είλαη θαη ην ειάρηζην 

απαηηνχκελν πιήζνο αθκψλ πνπ ρξεηάδεηαη ψζηε λα επηθνηλσλνχλ φινη νη 

θφκβνη κεηαμχ ηνπο.  
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΢ρήκα 6 

Αλαιπηηθά ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ. 
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3.Σν Πξφβιεκα Σεο ΢πληνκφηεξεο Γηαδξνκήο 

SHORTEST-ROUTE PROBLEM 

 

 

Σν πξφβιεκα ηεο ειάρηζηεο ή ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο είλαη ην 

ζπλεζέζηεξν πξφβιεκα πνπ θαιείηαη θαλείο λα επηιχζεη ζε έλα δίθηπν. 

΢ηφρνο καο ζε απηνχ ηνπ είδνπο ηα πξνβιήκαηα είλαη λα εληνπίζνπκε ηελ 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή (shortest route), δειαδή ηελ δηαδξνκή εθείλε κε ην 

κηθξφηεξν ζπλνιηθφ κήθνο αθκψλ (ή θφζηνο, ρξνληθή δηάξθεηα, θίλδπλν θ.ιπ.) 

απφ κία αθεηεξία πξνο έλα ηεξκαηηθφ θφκβν ζε έλα δίθηπν κεηαθνξάο. 

 Μεξηθέο άιιεο εθαξκνγέο πνπ κπνξνχλ λα εθπξνζσπεζνχλ απφ ην 

ζπγθεθξηκέλν κνληέιν θαίλνληαη ζηα παξαθάησ παξαδείγκαηα. 

 

 

1.1. Παξαδείγκαηα : 

Παξάδεηγκα 1 

Αληηθαηάζηαζε Δμνπιηζκνχ (Equipment  Replacement) 

 

 Μηα εηαηξία αλαπηχζζεη έλα ζρέδην αληηθαηάζηαζεο ηνπ ζηφινπ ησλ 

απηνθηλήησλ ηεο κε έλα πιάλν πξνγξακκαηηζκνχ πνπ μεθηλά απφ ηελ 1 

Ηαλνπαξίνπ ηνπ 2001 θαη ηειεηψλεη ζηηο 31 Γεθεκβξίνπ ηνπ 2004. ΢ηελ αξρή 

ηεο θάζε ρξνληάο, ε εηαηξία ζα πξέπεη λα παίξλεη κία απφθαζε γηα ην θάζε 

απηνθίλεην εάλ ζα πξέπεη λα θξαηεζεί ζε ιεηηνπξγία ή ζα πξέπεη λα 

αληηθαηαζηαζεί. Έλα απηνθίλεην ζα πξέπεη λα είλαη ζε ιεηηνπξγία ην ειάρηζην 

έλα έηνο θαη ην κέγηζην ηξία έηε. Ο αθφινπζνο πίλαθαο καο δείρλεη ην θφζηνο 

αληηθαηάζηαζεο σο ζπλάξηεζε ηνπ έηνπο απφθηεζεο ελφο  απηνθηλήηνπ θαη 

ησλ εηψλ ηα νπνία βξίζθεηαη ζε ιεηηνπξγία.  

 

Δμνπιηζκφο πνπ 

απνθηήζεθε ζηηο 

αξρέο ηνπ : 

θφζηνο αληηθαηάζηαζεο ($) γηα δεδνκέλα έηε ζε ιεηηνπξγία 

1 2 3 

2001 4000 5400 9800 

2002 4300 6200 8700 

2003 4800 7100 - 

2004 4900 - - 
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΢ρήκα 7 : 

Σν πξφβιεκα αληηθαηάζηαζεο εμνπιηζκνχ σο έλα  

πξφβιεκα εχξεζεο ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο.  

 

Σν πξφβιεκα κπνξεί λα δηαηππσζεί σο έλα δίθηπν ζην νπνίν νη θφκβνη 

1 έσο 5 αλαπαξηζηνχλ ηηο αξρέο ησλ εηψλ 2001 έσο θαη 2005. Οη αθκέο πνπ 

μεθηλνχλ απφ ηνλ θφκβν 1 κπνξνχλ λα πξνζεγγίζνπλ κφλν ηνπο θφκβνπο 2, 3 

θαη 4 δηφηη έλα απηνθίλεην κπνξεί λα βξίζθεηαη ζε ιεηηνπξγία κεηαμχ ελφο θαη 

ηξηψλ εηψλ. Οη αθκέο απφ ηνπο ππφινηπνπο θφκβνπο κπνξνχλ λα 

εξκελεπζνχλ παξνκνίσο. Σν κήθνο θάζε αθκήο αληηπξνζσπεχεη ην θφζηνο 

αληηθαηάζηαζεο. Ζ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ηζνδχλακε κε ηελ εχξεζε ηεο 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο κεηαμχ ησλ θφκβσλ 1 θαη 5. Σν ζρήκα 8 δείρλεη ην 

δίθηπν πνπ πξνθχπηεη (ε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή είλαη ε θφθθηλε δηαδξνκή).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 8 

Σειηθφ δίθηπν  

 

Ζ ιχζε καο δείρλεη φηη έλα απηνθίλεην πνπ απνθηήζεθε ζηελ αξρή ηνπ 

2001 (θφκβνο 1) πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί κεηά απφ δχν έηε ζηελ αξρή ηνπ 

2003 (θφκβνο 3). Σν αληηθαηεζηεκέλν απηνθίλεην ζα παξακείλεη ζηελ 

ππεξεζία κέρξη ην ηέινο ηνπ 2004. Σν ζπλνιηθφ θφζηνο ηνπ πξνγξάκκαηνο 

αληηθαηάζηαζεο είλαη $ 12,500 ( = $5400 + $7100 ).  
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Παξάδεηγκα 2 

Πην αμηφπηζηε δηαδξνκή (Most reliable route) 

 

Έλαο νδεγφο έρεη κφιηο νινθιεξψζεη κία ζεηξά καζεκάησλ ζηελ 

αλάιπζε δηθηχσλ, θαη είλαη έηνηκνο λα εθαξκφζεη ηελ δηαδηθαζία γηα λα βξεη 

ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή γηα ηελ δνπιεία ηνπ. Γπζηπρψο, ε επηιεγκέλε 

δηαδξνκή ζε κεγάιν βαζκφ πεξηπνιείηαη απφ ηελ αζηπλνκία, θαη έρνληαο 

πιεξψζεη φισλ ησλ εηδψλ ηα πξφζηηκα γηα ππέξβαζε ηνπ νξίνπ ηαρχηεηαο, ε 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή ίζσο δελ είλαη ε θαιχηεξε επηινγή. Ο νδεγφο ζέιεη λα 

επηιέμεη εθείλε ηελ δηαδξνκή κε ηελ κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα λα κελ 

ζπλαληήζεη αζηπλνκηθφ.  

 

  

 

 
΢ρήκα 9 

Πηζαλέο δηαδξνκέο  

 

 

Σν δίθηπν ζην ζρήκα 9 καο δείρλεη ηηο πηζαλέο δηαδξνκέο απφ ην ζπίηη 

ηνπ νδεγνχ ζηελ δνπιεία ηνπ θαη ηηο ζρεηηθέο πηζαλφηεηεο λα κελ ζπλαληήζεη   

δηαδξνκή γηα ηελ δνπιεία ηνπ είλαη ην γηλφκελν ησλ ζρεηηθψλ πηζαλνηήησλ κε 

ηα δηαδνρηθά ηκήκαηα ηεο επηιεγκέλεο δηαδξνκήο. Γηα παξάδεηγκα ε 

πηζαλφηεηα λα κελ δερηεί πξφζηηκν γηα ηελ δηαδξνκή 1→3→5→7 είλαη   

.9 × .3 × .25 = .0675. Ο ζηφρνο ηνπ νδεγνχ είλαη λα επηιέμεη εθείλε ηελ 

δηαδξνκή πνπ ζα έρεη ηελ κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα λα κελ ειεγρζεί.  

 Σν πξφβιεκα κπνξεί λα δηαηππσζεί σο έλα κνληέιν επξέζεσο ηεο 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ ινγαξηζκηθφ 

κεηαζρεκαηηζκφ πνπ κεηαηξέπεη ην γηλφκελν ησλ πηζαλνηήησλ ζε έλα 

άζξνηζκα ησλ ινγαξίζκσλ ησλ πηζαλνηήησλ ( απηφ ζεκαίλεη πσο αλ  

p1k = p1 × p2 × … × pk είλαη ε πηζαλφηεηα λα κελ ειεγρζεί ηφηε  

log p1k = log p1 + log p2 + … + log pk ). 

1

2 4 6

3 5

7

.2

.8 .35
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.1

.3

.4

.5

.25
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΢ρήκα 10 

Σν πξφβιεκα ηεο πην αμηφπηζηεο δηαδξνκήο  

δηαηππσκέλν σο πξφβιεκα ειάρηζηεο δηαδξνκήο. 

 

 

 

 Μαζεκαηηθά, ε κεγηζηνπνίεζε ηνπ p1k είλαη αλάινγε ηεο 

κεγηζηνπνίεζεο ηνπ  log p1k . Δπεηδή log p1k ≤ 0, ε κεγηζηνπνίεζε ηνπ log p1k 

είλαη θαη απηή αλάινγε κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ - log p1k. Υξεζηκνπνηψληαο 

ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ νη κεκνλσκέλεο πηζαλφηεηεο pj ηνπ ζρήκαηνο 9 

αληηθαζηζηνχληαη κε - log pj γηα φια ηα j ζην δίθηπν, έηζη θαηαιήγνπκε ζην 

δίθηπν ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο ηνπ ζρήκαηνο 10. 

 Δπηιχνληαο ηνλ αιγφξηζκν βξίζθνπκε φηη νη θφκβνη 1, 3, 5 θαη 7 

απνηεινχλ ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή ζην ζρήκα 10 κε αληίζηνηρν ‘κήθνο’ 

1.1707 (= - log p17). Έηζη ε κέγηζηε πηζαλφηεηα ψζηε λα κελ ειεγρζεί είλαη 

p17=.0675. 

 

 

 

Παξάδεηγκα 3 

Ο γξίθνο κε ηηο ηξείο θαλάηεο (Three-Jug Puzzle) 

 

 Μηα θαλάηα ζπλνιηθνχ φγθν νθηψ γαινληψλ είλαη γεκάηε κε έλα πγξφ. 

Γίλνληαη δχν θελέο θαλάηεο, κία πέληε θαη κία ηξηψλ γαινληψλ ρσξεηηθφηεηαο, 

ζέινπκε λα ρσξίζνπκε ηα νθηψ γαιφληα ηνπ πγξνχ ζε δχν ίζα κέξε 

ρξεζηκνπνηψληαο  ηηο ηξείο θαλάηεο. Καλέλα άιιν φξγαλν κέηξεζεο δελ 

επηηξέπεηαη. Πνηνο είλαη ν ειάρηζηνο αξηζκφο κεηαγγίζεσλ πνπ ρξεηάδεηαη γηα 

λα πεηχρνπκε ην απνηέιεζκα απηφ. 

 Πηζαλψο λα κπνξείο λα καληέςεηο ηελ ιχζε απηνχ ηνπ γξίθνπ. Παξφια 

απηά, ε δηαδηθαζία ηεο επίιπζεο κπνξεί λα ζπζηεκαηνπνηεζεί 

παξνπζηάδνληαο ηελ σο έλα πξφβιεκα εχξεζεο ηεο ειάρηζηεο δηαδξνκήο.  

 

 

 

1

2 4 6

3 5

7
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8,0,0 4,4,0

2,5,1

5,3,0

2,3,3

5,0,3

7,0,1

7,1,0

4,1,3

3,5,0

6,2,0

3,2,3

6,0,2

1,5,2

1,4,3

 Ο θάζε θφκβνο ζα εθπξνζσπεί ηελ πνζφηεηα ηνπ πγξνχ ζηηο θαλάηεο 

ησλ νθηψ, ηξηψλ θαη πέληε γαινληψλ αληίζηνηρα. Απηφ ζεκαίλεη φηη ην δίθηπν 

μεθηλά κε ηνλ θφκβν (8, 0, 0) θαη θαηαιήγεη ζηνλ θφκβν (4, 4, 0). Έλαο 

θαηλνχξηνο θφκβνο δεκηνπξγείηαη απφ ηνλ θάζε θφκβν θαζψο βάδνπκε πγξφ 

απφ ηελ κία θαλάηα ζηελ άιιε.  

  ΢ην ζρήκα 11 βιέπνπκε ηηο δηαθνξεηηθέο δηαδξνκέο πνπ νδεγνχλ απφ 

ηνλ πξψην θφκβν (8, 0, 0) θαη θαηαιήγνπλ ζηνλ επηζπκεηφ ηειηθφ θφκβν       

(4, 4, 0).     

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 11 

Ο γξίθνο κε ηηο ηξείο θαλάηεο  

κνληεινπνηεκέλν σο πξφβιεκα ειάρηζηεο δηαδξνκήο. 

 

 

 Ζ βέιηηζηε ιχζε, δίλεηαη απφ ην θάησ κνλνπάηη ζην ζρήκα 11, απαηηεί 7 

κεηαγγίζεηο.  
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1.2. Δπίιπζε Σεο Σερληθήο Δληνπηζκνχ Σεο ΢πληνκφηεξεο 

Γηαδξνκήο. 

 

 Ζ δηαδηθαζία επίιπζεο ζηεξίδεηαη ζην γεγνλφο φηη ζε θάζε ζηάδην 

κπνξεί λα βξεζεί ηνπιάρηζηνλ έλαο θφκβνο γηα ηνλ νπνίν ε δηαδξνκή απφ ηελ 

αθεηεξία κέρξη απηφλ δελ κπνξεί λα βειηησζεί πεξηζζφηεξν.  Σφηε ν θφκβνο 

απηφο νλνκάδεηαη κφληκνο (permanent). ΢ηε ζπλέρεηα, εμεηάδνπκε αλ 

κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ θφκβν απηφ σο ελδηάκεζν, βειηηψλνληαο 

πξνζσξηλέο δηαδξνκέο πνπ έρνπλ βξεζεί γηα ηνπο ππφινηπνπο θφκβνπο ηνπ 

δηθηχνπ, ζπκπεξηιακβάλνπκε θαη ηνλ ηεξκαηηθφ (ηειηθφ) θφκβν.  

 

 

1.3. Βαζηθά βήκαηα ηεο κεζφδνπ εληνπηζκνχ ηεο 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο. 

 

1. Ξεθηλάκε ηελ δηαδηθαζία απφ ηελ αθεηεξία. Σν νπνίν είλαη πξνθαλέο 

γηαηί δελ ππάξρεη ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηελ αθεηεξία ζηνλ εαπηφ 

ηεο. ΢πλεπψο ν πξψηνο θφκβνο γίλεηαη ακέζσο κφληκνο. 

2. Έπεηηα θαηαγξάθνπκε φινπο ηνπο θφκβνπο πνπ ζπλδένληαη άκεζα 

(δηακέζνπ κίαο αθκήο) κε ηελ αθεηεξία, ηνλ πξψην δειαδή κφληκν 

θφκβν. ΢εκεηψλνπκε ην κήθνο ηηο δηαδξνκήο απφ ηελ αθεηεξία έσο 

απηνχο ηνπο θφκβνπο (απηφ ην κήθνο ην νλνκάδνπκε πξνζσξηλφ κήθνο 

δηαδξνκήο). Έπεηηα επηιέγνπκε έλαλ άκεζα ζπλδεδεκέλν θφκβν, απηφλ 

κε ηελ κηθξφηεξνπ κήθνπο δηαδξνκή απφ ηελ αθεηεξία. Σνλ 

νλνκάδνπκε κφληκν θαη ηνλ ηνπνζεηνχκε, καδί κε ηελ αθεηεξία, ζην 

ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ. 

3. Καηαγξάθνπκε φινπο ηνπο θφκβνπο πνπ είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλνη κε 

ηνπιάρηζηνλ έλαλ απφ ηνπο κφληκνπο θφκβνπο θαη ζεκεηψλνπκε ην 

κήθνο ησλ δηαδξνκψλ απφ ηελ αθεηεξία πξνο ηνπο θφκβνπο απηνχο 

(απηφ νλνκάδεηαη πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο). 

4. Απφ ηνπο θφκβνπο ηνπ βήκαηνο 3 επηιέγνπκε εθείλνλ κε ηελ 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή θαη ηνλ ηνπνζεηνχκε ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ 

θφκβσλ. ΢πλεπψο ε δηαδξνκή απφ ηνλ αξρηθφ θφκβν πξνο απηφλ πνπ 

κφιηο πξνζζέζακε ζην ζχλνιν ησλ κνλίκσλ θφκβσλ δελ επηδέρεηαη 

θακία βειηίσζε. ΢ε πεξίπησζε πνπ έρνπκε δχν ή παξαπάλσ 

δηαδξνκέο κε ίζε δηαδξνκή ηφηε επηιέγνπκε ηπραία έλα απφ απηνχο. 

5. Δπαλαιακβάλνπκε ηα βήκαηα 3 θαη 4 κέρξηο φηνπ ηνπνζεηήζνπκε 

φινπο ηνπο θφκβνπο ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ ή κέρξη λα 

ηνπνζεηήζνπκε ηνλ ηεξκαηηθφ καο θφκβν. 
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΢ρφιην :  

Ζ δηαδηθαζία ηεξκαηίδεη φηαλ εηζέξζεη ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ ν 

ηεξκαηηθφο θφκβνο, φρη θαη’ αλάγθε φινη νη θφκβνη ηνπ δηθηχνπ (δηφηη 

ηεξκαηηθφο κπνξεί λα είλαη νπνηνζδήπνηε θφκβνο).  

Αθφκε είλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεηψζνπκε φηη πξνζπαζψληαο λα 

ηνπνζεηήζνπκε φινπο ηνπο θφκβνπο ηνπ δηθηχνπ ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ 

θφκβσλ έρεη ζαλ απνηέιεζκα λα ππνινγίδνπκε ηηο ζπληνκφηεξεο 

δηαδξνκέο απφ ηελ αθεηεξία πξνο θάζε θφκβν ηνπ δηθηχνπ. 

 

 

1.4. Αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηεο κεζφδνπ εληνπηζκνχ ηεο 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο. 

 

Θα εθαξκφζνπκε ηελ ζπγθεθξηκέλε κέζνδν ζην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 12. 

Αθεηεξία είλαη ν θφκβνο 1 θαη ηεξκαηηθφο είλαη ν θφκβνο 7. ΢θνπφο καο 

είλαη λα βξνχκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηελ αθεηεξία έσο ηνλ 

ηεξκαηηθφ θφκβν. 

 

 

 
΢ρήκα 12 

 

 

Αξρηθά ζε πξψην βήκα ην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ πεξηέρεη κφλν 

ηνλ θφκβν 1, δειαδή ηελ αθεηεξία. Έζησ φηη ην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ 

ην ζπκβνιίδνπκε P (απφ ηελ αγγιηθή νξνινγία permanent), ζπλεπψο έρνπκε 

P = {1}. ΢εκαληηθφ είλαη λα ζεκεηψζνπκε φηη αθεηεξία κπνξεί λα είλαη 

νπνηνζδήπνηε θφκβνο ηνπ δηθηχνπ θαζψο θαη ηεξκαηηθφο, πξννξηζκφο, 

κπνξεί λα είλαη νπνηνζδήπνηε θφκβνο. ΢ε νπνηαδήπνηε πεξίπησζε κε ηελ 

δηαδηθαζία απηή ππνινγίδνπκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηελ αθεηεξία 

πξνο φινπο ηνπο ππφινηπνπο θφκβνπο.  

1
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΢πλερίδνληαο κε ην δεχηεξν βήκα παξαηεξνχκε φηη ν θνληηλφηεξνο 

άκεζα ζπλδεδεκέλνο θφκβνο ζηελ αθεηεξία είλαη ν θφκβνο  2. Αθνχ ζηνλ 

θφκβν 1 νη άκεζα ζπλδεδεκέλνη θφκβνη είλαη νη θφκβνη 2 θαη 3, απφ ηνπο 

νπνίνπο ν 2 έρεη κήθνο αθκήο(1-2) 8 κνλάδσλ θαη ν θφκβνο 3 έρεη κήθνο 

αθκήο (1-3) 9 κνλάδσλ. Δπνκέλσο ζην δεχηεξν βήκα ν θφκβνο 2 εηζέξρεηαη 

ζην ζχλνιν ηνλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ θαη έηζη έρνπκε P = {1, 2}. Ζ 

ζπλνιηθή απφζηαζε ηνπ θφκβνπ 2 απφ ηελ αθεηεξία έρεη γίλεη βέιηηζηε, απηή 

είλαη ε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή, δειαδή 8 κνλάδεο. Οινθιεξψλνληαο ην βήκα 

2 δηαπηζηψλνπκε φηη ν θφκβνο 3 (ν άιινο άκεζα ζπλδεδεκέλνο θφκβνο) έρεη 

κία πξνζσξηλή ζπλνιηθή απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 1 ίζε κε 9 κνλάδεο (αθκή 

1-3). Ζ απφζηαζε απηή είλαη πξνζσξηλή γηαηί ζε απηφ ην βήκα ν θφκβνο 3 δελ 

εηζέξρεηαη ζην ζχλνιν ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ, αθνχ κφλν έλαο 

θφκβνο θάζε θνξά εηζέξρεηαη ζην ζχλνιν απηφ ( εθείλνο κε ην κηθξφηεξν 

κήθνο αθκήο).  

 

 

Μέρξη ηψξα έρνπκε : 

 

΢χλνιν 

κφληκσλ 

θφκβσλ 

Αθκή άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπ 

θφκβνπ 

Πξνζσξηλφ 

κήθνο 

δηαδξνκήο 

Λπκέλνο 

θφκβνο 

Σειηθφ (ζπλν- 

ιηθφ) κήθνο 

ειάρηζηεο 

δηαδξνκήο 

P = {1, 2} 1-2 8 2 8 

 1-3 9   

 

 

Μεηά ηελ εηζαγσγή ηνπ θφκβνπ 2 ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ 

ζπλερίδνπκε κε ην ηξίην βήκα κε P = {1, 2}. Παξαηεξνχκε φηη νη άκεζα 

ζπλδεδεκέλνη θφκβνη κε ην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ (1 θαη 2) είλαη νη 

θφκβνη 3, 5 θαη 6. Ο θφκβνο 3 ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 1 ελψ νη θφκβνη 

5 θαη 6 ζπλδένληαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 2.  

΢ηελ πξάμε απηφ πνπ γίλεηαη ζην 3ν βήκα ηεο κεζφδνπ είλαη έλαο 

επαλαπξνζδηνξηζκφο ησλ πξνζσξηλψλ δηαδξνκψλ γηα ηνπο κε κφληκνπο 

θφκβνπο, ιακβάλνληαο ππφςε ηνλ λέν θφκβν πνπ πξνζζέζακε ζην ζχλνιν 

ησλ κφληκσλ θφκβσλ θαη ειέγρνληαο εάλ καο ζπλέθεξε λα θηάζνπκε ζε 

απηνχο κέζσ ηνπ λέν κφληκνπ θφκβνπ θαη φρη κέζσ ηεο πξνεγνχκελεο 

δηαδξνκήο.  
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Σν πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνλ θφκβν 3 δελ 

επεξεάδεηαη απφ ηελ πξνζζήθε ηνπ θφκβνπ 2 ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ 

θφκβσλ θαη παξακέλεη 9, θαη απηφ γηαηί ν θφκβνο 3 δελ ζπλδέεηαη άκεζα κε 

ηνλ θφκβν 2. Σν πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο γηα ηνλ θφκβν 5, πνπ γηα 

πξψηε θνξά ζπλδέεηαη κε ην ζχλνιν ησλ άκεζα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ, είλαη  

8 + 7 = 15, θαζψο γηα λα θηάζνπκε απφ ηελ αθεηεξία ζηνλ θφκβν 5 πεξάκε 

πξψηα απφ ηνλ θφκβν 2 (πνπ έρεη κήθνο δηαδξνκήο 8) θαη ζηελ ζπλέρεηα 

δηαλχνπκε ηελ αθκή 2-5 κε κήθνο δηαδξνκήο 7. Σέινο ν θφκβνο 6 ζπλδέεηαη 

άκεζα κε ηνλ θφκβν 2 θαη έρνπκε, φπσο θαη κε ηνλ θφκβν 5, πξνζσξηλφ 

κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 16 κνλάδεο. ΢ην ζεκείν απηφ θαη επεηδή δελ 

ππάξρνπλ άιινη θφκβνη πνπ λα ζπλδένληαη άκεζα κε ηνπο κφληκνπο θφκβνπο 

ηειεηψλνπκε κε ην 3ν βήκα ηεο κεζφδνπ.  

΢πλερίδνπκε ηελ δηαδηθαζία επίιπζεο κε ην 4ν βήκα ηεο κεζφδνπ. ΢ε 

απηφ ην βήκα ζα επηιέμνπκε εθείλνλ ηνλ θφκβν πνπ ζα εηζέιζεη ζην ζχλνιν 

ησλ κφληκσλ θφκβσλ. Θα επηιέμνπκε έλαλ απφ ηνπο θφκβνπο γηα ηνπο 

νπνίνπο ζην πξνεγνχκελν βήκα ππνινγίζακε ην πξνζσξηλφ κήθνο 

δηαδξνκήο, δειαδή ηνπο θφκβνπο 3, 5 θαη 6.  

Κξηηήξην γηα ηελ επηινγή ηνπ επφκελνπ κφληκνπ θφκβνπ είλαη ην 

ειάρηζην κήθνο πξνζσξηλήο δηαδξνκήο απφ ηελ αθεηεξία, έηζη επηιέγνπκε 

ηνλ θφκβνπ 3 (κε κήθνο πξνζσξηλήο δηαδξνκήο 9) λα εηζέιζεη ζην ζχλνιν 

ησλ κφληκσλ θφκβσλ. Οπφηε έρνπκε P = {1, 2, 3} (ζην ζχλνιν P γξάθνπκε 

ηνπο θφκβνπο κε ηελ ζεηξά πνπ εηζέξρνληαη).  

Σν 5ν βήκα ηεο κεζφδνπ πνπ απνηειεί ην θξηηήξην ηνπ ηεξκαηηζκνχ ηεο 

δελ επαιεζεχεηαη θαζψο δελ έρνπλ εηζέξζεη φινη νη θφκβνη ζην ζχλνιν ησλ 

κφληκσλ θφκβσλ, ζπλεπψο ζπλερίδνπκε ηελ κέζνδν επηζηξέθνληαο ζην 3ν 

βήκα κε ζχλνιν κφληκσλ θφκβσλ πιένλ ην P = {1, 2, 3}.  

 

 

΢πλνςίδνληαο κέρξη ηψξα έρνπκε : 

 

΢χλνιν 

κφληκσλ 

θφκβσλ 

Αθκή άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπ 

θφκβνπ 

Πξνζσξηλφ 

κήθνο 

δηαδξνκήο 

Λπκέλνο 

θφκβνο 

Σειηθφ (ζπλν- 

ιηθφ) κήθνο 

ειάρηζηεο 

δηαδξνκήο 

P = {1, 2}+{3} 1-3 9 3 9 

 2-5 15   

 2-6 16   
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Δπηζηξέθνπκε ζην 3ν βήκα ηεο κεζφδνπ θαη εληνπίδνπκε ηνπο άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο κε ηνπο κφληκνπο θφκβνπο. Παξαηεξνχκε φηη άκεζα 

ζπλδεδεκέλνη θφκβνη κε ηνπο κφληκνπο θφκβνπο (1, 2 θαη 3) είλαη νη θφκβνη 4, 

5 θαη 6. Οη θφκβνη 5 θαη 6 έρνπλ ήδε έλα πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο θαζψο 

ζπλδένληαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 2, ελψ ν θφκβνο 4 ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ 

θαηλνχξην κφληκν θφκβν ηνλ 3. Σψξα ζα πξέπεη λα ειέγμνπκε εάλ ε εηζαγσγή 

ηνπ θφκβνπ 3 βειηίσζε θαζφινπ ηηο πξνζσξηλέο δηαδξνκέο ησλ θφκβσλ 5 θαη 

6 θαη λα ππνινγίζνπκε έλα πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο γηα ηνλ θφκβν 4. Ο 

θφκβνο 5 έρεη πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο 15 κνλάδεο, απφ ηελ άκεζε 

ζχλδεζε ηνπ κε ηνλ θφκβν 2, ελψ έρεη πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 17 

κνλάδεο, απφ ηελ άκεζε ζχλδεζε ηνπ κε ηνλ λέν κφληκν θφκβν 3, νπφηε ην 

πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο δελ βειηηψζεθε απφ ηελ είζνδν ηνπ θφκβνπ 3. Ο 

θφκβνο 6 έρεη πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 16 κνλάδεο, απφ ηελ 

άκεζε ζχλδεζε ηνπ κε ηνλ θφκβν 2, θαη δελ ζπλδέεηαη κε ηνλ θφκβν 3 νπφηε 

δελ ππάξρεη βειηίσζε ηνπ πξνζσξηλνχ ηνπ κήθνο (θαη παξακέλεη ίδην). Σέινο 

ν θφκβνο 4 έρεη πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 9 + 4 = 13 κνλάδεο. 

Καζψο ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 3 πνπ έρεη ηειηθφ κήθνο δηαδξνκήο 9 

κνλάδεο ζπλ ηελ αθκή 3-4 γηα λα θζάζνπκε ζηνλ θφκβν 4. 

Κξηηήξην γηα ηελ εηζαγσγή ελφο θφκβνπ ζην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ είλαη ην ειάρηζην κήθνο δηαδξνκήο απφ ηνπο άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο, ζπλεπψο εηζέξρεηαη ν θφκβνο 4. Καη ην θαηλνχξην 

ζχλνιν κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ είλαη ην P = {1, 2, 3, 4}. ΢πλερίδνπκε κε 

ην 5ν βήκα θαη δηαπηζηψλνπκε φηη δελ έρεη ηεξκαηηζηεί ε δηαδηθαζία θαζψο δελ 

έρνπλ εηζέξζεη φινη νη θφκβνη ηνπ δηθηχνπ ζην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ.  

 

 

΢πλνςίδνληαο κέρξη ηψξα έρνπκε : 

 

 

΢χλνιν 

κφληκσλ 

θφκβσλ 

Αθκή άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπ 

θφκβνπ 

Πξνζσξηλφ 

κήθνο 

δηαδξνκήο 

Λπκέλνο 

θφκβνο 

Σειηθφ (ζπλν- 

ιηθφ) κήθνο 

ειάρηζηεο 

δηαδξνκήο 

P={1,2,3}+{4} 3-4 13 4 13 

 2-5 15   

 2-6 16   
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 Δθφζνλ δελ έρεη ηεξκαηηζηεί ε δηαδηθαζία ζπλερίδνπκε επηζηξέθνληαο 

ζην 3ν βήκα. Οη άκεζα ζπλδεδεκέλνη θφκβνη κε ηνπιάρηζηνλ έλαλ απφ ηνπο 

κφληκα ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο είλαη νη θφκβνη 5, 6 θαη 7. Ο θφκβνο 5 έρεη 

πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 15 κνλάδεο απφ ηελ άκεζε ζχλδεζε ηνπ 

κε ηνλ κφληκν θφκβν 2, ν θφκβνο 6 έρεη πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 

16 κνλάδεο απφ ηελ άκεζε ζχλδεζε ηνπ κε ηνλ θφκβν 2, ελψ ν θφκβνο 7 

κπαίλεη γηα πξψηε θνξά κηαο θαη ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ κφληκν θφκβν 4 (ν 

νπνίνο εηζήιζε ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ ζηελ πξνεγνχκελε 

επαλάιεςε) θαη έρεη πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 13+9=22 κνλάδεο 

(13 κνλάδεο είλαη ε απφζηαζε απφ ηελ αθεηεξία κέρξη ηνλ κφληκν θφκβν 4 

ζπλ 9 κνλάδεο πνπ είλαη ην κήθνο ηεο αθκήο 4-7 πνπ ρξεζηκνπνηνχκε γηα λα 

θηάζνπκε ζηνλ θφκβν 7). Σψξα ζεηξά έρεη λα ειέγμνπκε εάλ ε δηαδξνκή απφ 

ηελ αθεηεξία έσο ηνπο θφκβνπο 5 θαη 6 βειηηψλεηαη κε ηελ εηζαγσγή ηνπ 

θφκβνπ 4 ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ. Γηα ηνλ θφκβν 6 δελ έρεη λφεκα 

λα θάλνπκε θάπνην έιεγρν κηαο θαη δελ ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 4. Δλψ 

γηα ηνλ θφκβν 5  παξαηεξνχκε φηη εάλ αθνινπζήζνπκε έλα κνλνπάηη κέζσ 

ηνπ θφκβνπ 4 έρνπκε πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο ίζν κε 16 κνλάδεο (13 

κνλάδεο πνπ είλαη ην κήθνο δηαδξνκήο απφ ηελ αθεηεξία κέρξη ηνλ θφκβν 4 

ζπλ 3 κνλάδεο πνπ είλαη ην κήθνο ηεο αθκήο 4-6). Παξαηεξνχκε φηη ην 

κνλνπάηη απηφ δελ βειηηψλεη θαζφινπ ην πξνζσξηλφ κήθνο δηαδξνκήο. Έηζη 

θαηαιήγνπκε φηη νη άκεζα ζπλδεδεκέλνη θφκβνη 5, 6 θαη 7 έρνπλ πξνζσξηλφ 

κήθνο δηαδξνκήο 15, 16 θαη 22 αληίζηνηρα. 

 Κξηηήξην γηα ηελ εηζαγσγή ελφο θφκβνπ ζην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ είλαη ην ειάρηζην κήθνο δηαδξνκήο απφ ηνπο άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο, ζπλεπψο εηζέξρεηαη ν θφκβνο 5. Καη ην θαηλνχξην 

ζχλνιν κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ είλαη ην P = {1, 2, 3, 4, 5}. ΢πλερίδνπκε 

κε ην 5ν βήκα θαη δηαπηζηψλνπκε φηη δελ έρεη ηεξκαηηζηεί ε δηαδηθαζία θαζψο 

δελ έρνπλ εηζέξζεη φινη νη θφκβνη ηνπ δηθηχνπ ζην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ.  

 

΢πλνςίδνληαο κέρξη ηψξα έρνπκε : 

 

 

΢χλνιν 

κφληκσλ 

θφκβσλ 

Αθκή άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπ 

θφκβνπ 

Πξνζσξηλφ 

κήθνο 

δηαδξνκήο 

Λπκέλνο 

θφκβνο 

Σειηθφ (ζπλν-

ιηθφ) κήθνο 

ειάρηζηεο 

δηαδξνκήο 

P={1,2,3,4}+{5} 2-5 15 5 15 

 2-6 16   

 4-7 22   
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 Δμεηάδνπκε ηνπο θφκβνπο 6 θαη 7 γηα λα δηαπηζηψζνπκε έλα ππάξρεη 

βειηίσζε ηνπ πξνζσξηλνχ κήθνπο δηαδξνκήο ηνπο απφ ηελ εηζαγσγή ηνπ 

θφκβνπ 5 ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ θαη δηαπηζηψλνπκε φηη ε 

πξνζσξηλή δηαδξνκή γηα ηνλ θφκβν 6 δελ επεξεάδεηαη θαζφινπ κίαο θαη ν 

θφκβνο 6 δελ ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 5. Δλψ ην πξνζσξηλφ κήθνο 

δηαδξνκήο ηνπ θφκβν 7 είλαη ίζν κε 15+4=19 κνλάδεο (15 κνλάδεο πνπ είλαη 

ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο απφ ηελ αθεηεξία κέρξη ηνλ θφκβν 5 ζπλ 4 κνλάδεο 

πνπ είλαη ην κήθνο ηεο αθκήο 5-7), εδψ παξαηεξνχκε φηη ην κήθνο ηεο 

πξνζσξηλήο δηαδξνκήο γηα ηνλ θφκβν 7 βειηηψζεθε απφ ηηο 22 κνλάδεο πνπ 

ήηαλ πξηλ κέζσ ηεο ζχλδεζεο ηνπ κε ηνλ θφκβν 4. Απφ ηνπο θφκβνπο 6 θαη 7 

κηθξφηεξν κήθνο πξνζσξηλήο δηαδξνκήο έρεη ν θφκβνο 6 νπφηε είλαη απηφο 

πνπ ζα εηζέιζεη ζην ζχλνιν ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ έηζη έρνπκε  

P = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.    

 

΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 

Αθκή άκεζα 

ζπλδεδεκέλν

π θφκβνπ 

Πξνζσξηλφ 

κήθνο 

δηαδξνκήο 

Λπκέλνο 

θφκβνο 

Σειηθφ (ζπλνιηθφ) 

κήθνο ειάρηζηεο 

δηαδξνκήο 

P={1,2,3,4,5}+{6} 2-6 16 6 16 

 5-7 19 βειηίσζε   

Σν θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ δελ ηθαλνπνηείηαη ζπλεπψο ζπλερίδνπκε ηελ 

κέζνδν επηζηξέθνληαο ζην 3ν βήκα. Δμεηάδνπκε εάλ ν θφκβνο 7 κπνξεί λα 

βειηηψζεη ην κήθνο ηεο πξνζσξηλήο ηνπ δηαδξνκήο κε ηελ είζνδν ηνπ θφκβνπ 

6 ζην ζχλνιν ησλ κφληκσλ θφκβσλ θαη δηαπηζηψλνπκε φηη ε ελαιιαθηηθή 

δηαδξνκή κέζσ ηνπ θφκβνπ 6 καο δίλεη κήθνο πξνζσξηλήο δηαδξνκήο ίζν κε 

16+5=21 κνλάδεο (16 κνλάδεο πνπ είλαη ην ειάρηζην κήθνο δηαδξνκήο απφ 

ηελ αθεηεξία κέρξη ηνλ θφκβν 6 ζπλ 5 κνλάδεο πνπ είλαη ην κήθνο ηεο αθκήο 

6-7) νπφηε δελ ππάξρεη βειηίσζε. Σειηθά ν θφκβνο 7 εηζέξρεηαη ζην ζχλνιν 

ηνλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ κε κήθνο ειάρηζηεο δηαδξνκήο ίζν κε 19 

κνλάδεο κέζσ ηνπ θφκβνπ 5. Σν θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ ηθαλνπνηείηαη ζπλεπψο 

δελ έρνπκε άιιε επαλάιεςε.     

 

΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 

Αθκή άκεζα 

ζπλδεδεκέλ

νπ θφκβνπ 

Πξνζσξηλ

φ κήθνο 

δηαδξνκήο 

Λπκέλνο 

θφκβνο 

Σειηθφ (ζπλν-

ιηθφ) κήθνο 

ειάρηζηεο 

δηαδξνκήο 

P={1,2,3,4,5,6}+{7} 5-7 19  7 19 
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΢πλνπηηθά ηα απνηειέζκαηα ηεο κεζφδνπ επξέζεσο ηεο ζπληνκφηεξεο 

δηαδξνκήο παξνπζηάδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα, ν νπνίνο πεξηέρεη ηελ 

ειάρηζηε απφζηαζε απφ ηελ αθεηεξία θαζψο θαη ηνλ ακέζσο πξνεγνχκελν 

θφκβν κέζσ ηνπ νπνίνπ επηηπγράλεηαη ε ειάρηζηε απφζηαζε. 

 

Κφκβνο Άκεζα πξνεγνχκελνο 

θφκβνο 

Διάρηζηε απφζηαζε 

1 - - 

2 1 8 

3 1 9 

4 3 13 

5 2 15 

6 2 16 

7 5 19 

 

Μπνξνχκε εχθνια λα θαηαζθεπάζνπκε έλα πίλαθα ζηνλ νπνίν λα 

εκθαλίδεηαη ε ειάρηζηε απφζηαζε θαη ε βέιηηζηε δηαδξνκή απφ ηελ αθεηεξία 

γηα θάζε θφκβν. 

  

Κφκβνο Βέιηηζηε δηαδξνκή  Διάρηζηε απφζηαζε 

1 - - 

2 1-2 8 

3 1-3 9 

4 1-3-4 13 

5 1-2-5 15 

6 1-2-6 16 

7 1-2-5-7 19 
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1

3

4

5 7

2

6

9

8

8

7

4

4

΢ρεκαηηθά νη ειάρηζηεο απνζηάζεηο απφ ηελ αθεηεξία πξνο φινπο ηνπο 

θφκβνο είλαη : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 13  

Οη ειάρηζηεο δηαδξνκέο πξνο 

φινπο ηνπο θφκβνπο.  
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1.5. Δθαξκνγή ηεο κεζφδνπ εχξεζεο ηεο ειάρηζηεο 

δηαδξνκήο. 

 

 Μηα εηαηξία κεηαθέξεη πνξηνθάιηα απφ ηελ ΢πάξηε ζε έμη πφιεηο κε 

θνξηεγά. Οη δηαθνξεηηθέο δηαδξνκέο απφ ηελ ΢πάξηε πξνο ηηο δηάθνξεο 

πφιεηο πξννξηζκνχ θαζψο θαη ην ρξνληθφ δηάζηεκα ζε ψξεο πνπ απαηηείηαη 

απφ έλα θνξηεγφ γηα λα δηαλχζεη ηελ θάζε δηαδξνκή θαηαγξάθνληαη ζην 

ζρήκα 14. 

 

 

 
 

΢ρήκα 14 

Γηαδξνκέο θνξηεγψλ  

απφ ηελ ΢πάξηε.   

  

 

Ο δηαρεηξηζηήο ηεο κεηαθνξηθήο απηήο εηαηξίαο ζέιεη λα θαζνξίζεη ηελ 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή (ζπληνκφηεξε ζε ρξφλν απνζηνιήο) γηα ην θάζε 

θνξηεγφ κέρξη λα θαηαιήμεη ζηνλ πξννξηζκφ ηνπ. Απηφ ην πξφβιεκα κπνξεί 

λα ιπζεί ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηερληθή επξέζεσο ηεο ζπληνκφηεξεο 

δηαδξνκήο. Γηα λα εθαξκφζνπκε ηε κεζνδνινγία απηή καο είλαη απαξαίηεην 

λα παξαζηήζνπκε ην πξφβιεκα σο έλα δίθηπν.  
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3

6
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΢πάξηε

Πάηξα

Καιακάηα

Αζήλα

Ησάλληλα 

Καβάια 

Θεζζαινλίθε
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΢ρήκα 15 

Σν πξφβιεκα ζε 

κνξθή δηθηχνπ 

 

 

 Αο επαλαιάβνπκε ην αληηθείκελν καο ζε ζρέζε κε ην δίθηπν ηνπ 

ζρήκαηνο 15. Πξνζπαζνχκε λα βξνχκε ηηο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκέο απφ ηελ 

αθεηεξία καο (θφκβνο 1) ζηνπο έμη πξννξηζκνχο (θφκβνη 2-7). 

 Ξεθηλάκε ηελ δηαδηθαζία επίιπζεο απφ ηνλ θφκβν 1 (ηελ αθεηεξία) θαη 

πξνζπαζνχκε λα εληνπίζνπκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηνπο άκεζα 

ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο. Οη ηξείο θφκβνη πνπ ζπλδένληαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 

1 είλαη νη θφκβνη 2, 3 θαη 4 φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 15. Απφ απηνχο ηνπο 

ηξείο θφκβνπο ε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή είλαη 2 ψξεο γηα ηνλ θφκβν 3. Έηζη 

έρνπκε θαζνξίζεη ηελ πξψηε καο ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηνλ θφκβν 1 

ζηνλ θφκβν 3 (απφ ηελ ΢πάξηε ζηελ Καιακάηα). Οπφηε ην ζχλνιν ησλ 

κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ πεξηέρεη ηνπο θφκβνπο 1 θαη 3 θαη έρνπκε βξεη 

ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή γηα ηνπο θφκβνπο απηνχο. (επεηδή ν θφκβνο 1 είλαη 

ε αθεηεξία κπαίλεη απηφκαηα ζην ζχλνιν ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ.) 

 

 

  

 

 

 

΢ρήκα 16 

΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 

Αθκή Υξφλνο 

{1} 1-2 6 

 1-4 12 

 1-3 2* 

3

2

1

6

7

5

4

10

2

5

15

6

3

8
3

6

12

7 4
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3

2
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4

2

12

2

12

6

5

6
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6*

                                          Σν δίθηπν κε ηνλ θφκβν 1 ζην ζχλνιν  

                                      ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ 

΢ρφιην : ΢ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 16 έρνπκε επηζεκάλεη κε έληνλε 

γξακκή ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή γηα ηνλ θφκβν 3  θαη ηνλ ειάρηζην ρξφλν 

πνπ ρξεηάδεηαη (2 ψξεο) ηνλ έρνπκε ηνπνζεηήζεη ζε έλα θνπηί. 

΢ηε ζπλέρεηα επαλαιακβάλνπκε ηα παξαπάλσ βήκαηα γηα λα 

ππνινγίζνπκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή γηα ηνλ επφκελν θφκβν. Οη άκεζα 

ζπλδεδεκέλνη θφκβνη κε ηνπο θφκβνπο ηνπ ζπλφινπ ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ (1 θαη 3) είλαη νη 2, 4 θαη 6, φπσο θαίλεηαη θαη ζην 

ζρήκα 17. 

 

 

 

 

       

 

 

 

΢ρήκα 17 : 

Σν δίθηπν κε ζχλνιν κφληκα  

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ ην {1,3} 

 

Παξαηεξνχκε φηη απφ ηνπο άκεζα ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο ζε απηνχο 

ηνπ ζπλφινπ ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ ε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή αλήθεη ζηνλ 

θφκβν 2 θαη είλαη ίζε κε 6 ψξεο. ΢πλεπψο ν θφκβνο 2 είλαη απηφο πνπ 

εηζέξρεηαη ζην ζχλνιν ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. 

Καζψο πξνρσξάκε ζην επφκελν βήκα, ην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ είλαη ην {1,2,3}, θαη απηφ ζεκαίλεη φηη έρνπκε βξεη ηηο 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκέο γηα ηνπο θφκβνπο απηνχο.  

Οη άκεζα ζπλδεδεκέλνη θφκβνη κε ηνπο θφκβνπο ηνπ ζπλφινπ ησλ 

κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ είλαη νη 4, 5 θαη 6. Ο θφκβνο 5 είλαη ν κφλνο 

πνπ δελ έρεη κέρξη ηψξα ζπλδεζεί πξνζσξηλά κε ην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ, θαη ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ θφκβν 2. 

Δπηπιένλ ν θφκβνο 4 ηψξα ζπλδέεηαη κε ηνλ θφκβν 2 (αθνχ ν θφκβνο 

2 πιένλ αλήθεη ζην ζχλνιν ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. Όπσο 

βιέπνπκε θαη ζην ζρήκα 18. 

΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 
Αθκή Υξφλνο 

{1,3} 1-2 6* 

 1-4 15 

 3-4 7 

 3-6 12 
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΢ρήκα 18 : 

Σν δίθηπν κε ζχλνιν κφληκα  

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ ην {1,2,3} 

 

 

Πέληε αθκέο ζπλδένληαη κε ηνπο 

κφληκα ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο (1, 2 ,3) 

πξνο ηνπο άκεζα ζπλδεδεκέλνπο 

θφκβνπο φπσο βιέπνπκε θαη ζηνλ 

πίλαθα. Ζ αθκή ε νπνία έρεη ην ειάρηζην 

ρξνληθφ δηάζηεκα είλαη ε αθκή 3-4 κε 

ρξφλν 7 ψξεο. Έηζη έρνπκε θαζνξίζεη ηελ 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή γηα ηνλ θφκβν 4 

(7 ψξεο) θαη είλαη ε δηαδξνκή απφ ηνλ 

θφκβν 1 κέζσ ηνπ θφκβνπ 3, νη άιιεο 

δηαδξνκέο απφ ηνλ θφκβν 1 πξνο ηνλ θφκβν 4 είλαη κεγαιχηεξεο, παξφια 

απηά ηηο θαηαγξάθνπκε ζαλ πξνζσξηλέο δηαδξνκέο γηα ηνλ θφκβν 4. 

΢πλνςίδνληαο, κέρξη ηψξα έρνπκε θαζνξίζεη ηηο ζπληνκφηεξεο 

δηαδξνκέο γηα ηνπο θφκβνπο 1, 2, 3 θαη 4 , νη νπνίνη απνηεινχλ θαη ην ζχλνιν 

ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. 

΢ηε ζπλέρεηα επαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία θαη πξνζδηνξίδνπκε 

ηνπο άκεζα ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο ζην ζχλνιν ησλ κφληκα ζπλδεδεκέλσλ. 

Οη άκεζα ζπλδεδεκέλνη θφκβνη είλαη νη 5, 6 θαη 7 φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 

19. 
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3

΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 
Αθκή ρξφλνο 

{1,2,3} 1-4 15 

 2-4 9 

 2-5 18 

 3-4 7* 

 3-6 12 
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΢ρήκα 19 : 

Σν δίθηπν κε ζχλνιν κφληκα  

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ ην {1,2,3,4} 

 

 

 

 

 

Παξαηεξνχκε φηη απφ ηηο αθκέο 

πνπ πξνζεγγίδνπλ ηνπο θφκβνπο 5, 6 θαη 

7 ε ζπληνκφηεξε είλαη ε 3-6 κε δηάξθεηα 

δηαδξνκήο 31 ψξεο. Έηζη ν θφκβνο 6 

πξνζηίζεηαη ζην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

έρνπκε βξεη ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή 

γηα ηνπο θφκβνπο 1, 2, 3, 4 θαη 6 πνπ 

απνηεινχλ θαη ην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. 

 

 

 

 

Δπαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία θαη παξαηεξνχκε φηη άκεζα κε ηνπο 

κφληκνπο θφκβνπο ζπλδένληαη νη θφκβνη 5 θαη 7 φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 

20. (΢εκεηψλνπκε φηη έρνπκε δηαγξάςεη ηελ αθκή 4-6 δηφηη ε ζπληνκφηεξε 

δηαδξνκή γηα ηνλ θφκβν 6 είλαη κέζσ ηνπ θφκβνπ 3 αληί ηνπ 4) 
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΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 
Αθκή ρξφλνο 

{1,2,3,4} 2-5 18 

 3-6 12* 

 4-5 13 

 4-7 15 

 4-6 14 
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΢ρήκα 20 : 

Σν δίθηπν κε ζχλνιν κφληκα  

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ ην {1,2,3,4,6} 

 

 

 

Παξαηεξνχκε φηη απφ ηηο αθκέο 

πνπ πξνζεγγίδνπλ ηνπο θφκβνπο 5 θαη 7 

ε ζπληνκφηεξε αθκή είλαη ε 4 - 5 κε 

δηάξθεηα δηαδξνκήο 13 ψξεο. Έηζη ν 

θφκβνο 5 πξνζηίζεηαη ζην ζχλνιν ησλ 

κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. Απηφ 

ζεκαίλεη φηη έρνπκε βξεη ηελ ζπληνκφηεξε 

δηαδξνκή γηα ηνπο θφκβνπο 1, 2, 3, 4, 5 

θαη 6 πνπ απνηεινχλ θαη ην ζχλνιν ησλ 

κφληκα ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. 

 

 

 Ο κφλνο θφκβνο πνπ ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνπο κφληκα ζπλδεδεκέλνπο 

θφκβνπο είλαη ν θφκβνο 7, φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 21.  
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4

΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 
Αθκή ρξφλνο 

{1,2,3,4,6} 2-5 18 

 4-5 13* 

 4-7 15 

 6-7 16 
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΢ρήκα 21 : 

Σν δίθηπν κε ζχλνιν κφληκα  

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ ην {1,2,3,4,5,6} 

 

 

 

 

Απφ ηηο αθκέο πνπ ζπλδένπλ 

κφληκα ζπλδεδεκέλνπο θφκβνπο κε ηνλ 

θφκβν 7 ε ζπληνκφηεξε είλαη ε 4-7 κε 

δηάξθεηα 15 ψξεο. Έηζη ν θφκβνο 7 

πξνζηίζεηαη ζην ζχλνιν ησλ κφληκα 

ζπλδεδεκέλσλ θφκβσλ. 

 

 

 

 

Οη ζπληνκφηεξεο, ρξνληθά, δηαδξνκέο απφ ηελ αθεηεξία (θφκβνο 1) 

πξνο ηνπο έμη άιινπο θφκβνπο θαη νη αληίζηνηρνη ρξφλνη πνπ ρξεηάδνληαη 

δίλνληαη ζην ζρήκα 22 θαη ζηνλ πίλαθα. 
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΢χλνιν κφληκσλ 

θφκβσλ 
Αθκή ρξφλνο 

{1,2,3,4,5,6} 4-7 15* 

 6-7 16 

 5-7 16 
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΢ρήκα 22 : 

Σν δίθηπν κε ηηο βέιηηζηεο δηαδξνκέο 

απφ ηελ ΢πάξηε πξνο φινπο ηνπο  

πξννξηζκνχο. 

 

΢πληνκφηεξε ρξνληθά δηαδξνκή απφ ηελ αθεηεξία πξνο φινπο ηνπο 

πξννξηζκνχο. 

 

 

Απφ ηελ ΢πάξηε πξνο : Γηαδξνκή 
΢πλνιηθή δηάξθεηα (ζε ψξεο) 

Πάηξα (θφκβνο 2) 1-2 
6 

Καιακάηα (θφκβνο 3) 1-3 
2 

Αζήλα (θφκβνο 4) 1-3-4 
7 

Ησάλληλα (θφκβνο 5) 1-3-4-5 
13 

Καβάια (θφκβνο 6) 1-3-6 
12 

Θεζζαινλίθε (θφκβνο 7) 1-3-4-7 
15 
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1.6. Δπίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο  

(shortest route problem) κε ηελ βνήζεηα ηνπ EXCEL. 

 

 Σν πξφβιεκα ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο κπνξεί επίζεο λα ιπζεί κε 

ηελ ρξήζε ησλ ππνινγηζηηθψλ θχιισλ EXCEL δηαηππψλνληαο θαη επηιχνληαο 

ην σο έλα πξφβιεκα 0-1 αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Γηα λα δηαηππσζεί ην 

πξφβιεκα σο  κνληέιν γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πξέπεη πξψηα λα 

νξίζνπκε κία κεηαβιεηή απφθαζεο γηα θάζε αθκή ηνπ δηθηχνπ, φπσο 

παξαθάησ : 

 

xij = 0  αλ ε αθκή i-j δελ είλαη επηιεγκέλε σο κέξνο ηεο ζπληνκφηεξεο      

δηαδξνκήο θαη  

       1 αλ ε αθκή i-j είλαη επηιεγκέλε. 

 

 

 Γηα λα κεηψζνπκε ηελ πνιππινθφηεηα θαη ην κέγεζνο ηνπ κνληέινπ, 

κπνξνχκε επίζεο λα ππνζέζνπκε φηη ηα ζηνηρεία ξένπλ πξνο κία θαηεχζπλζε 

δειαδή απφ έλαλ κηθξφ θφκβν πξνο έλα κεγαιχηεξν ( γηα παξάδεηγκα απφ 

ηνλ θφκβν 3 ζηνλ θφκβν 4 αιιά φρη απφ ηνλ θφκβν 4 ζηνλ 3). Απηφ κεηψλεη 

ζεκαληηθά ηνλ αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ θαη ηνλ θφκβσλ πνπ έρνπκε λα 

εμεηάζνπκε. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε νξίδεηαη σο ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

αζξνίζκαηνο ηνπ γηλνκέλνπ ηηο θάζε αθκήο επί ηελ δηάξθεηα ηνπ ηαμηδηνχ ηεο 

θάζε αθκήο.  

 

 minimize Z =   6x12 + 2x13 + 15x14 + 3x24 + 12x25 + 5x34 + 10x36 +  

               6x45 + 7x46 +   8x47 + 3x57 + 4x67 

 

Τπάξρεη έλαο πεξηνξηζκφο γηα θάζε θφκβν πνπ νξίδεη πψο φηαλ 

εηζεξρφκαζηε ζε έλαλ θφκβν πξέπεη νπσζδήπνηε λα εμέιζνπκε απφ απηφλ. Ο 

πεξηνξηζκφο απηφο νλνκάδεηαη δηαηήξεζε ηεο ξνήο. Πνπ ζεκαίλεη πσο εάλ 

έλα θνξηεγφ θεχγεη απφ ηνλ θφκβν 1 (΢πάξηε) πξέπεη νπσζδήπνηε λα 

αθνινπζήζεη είηε ηελ αθκή 1-2, είηε ηελ αθκή 1-3, είηε ηελ αθκή 1-4.  

 

Απηφο ν πεξηνξηζκφο γηα ηνλ θφκβν 1 δηαηππψλεηαη σο εμήο : 

 

 x12 + x13 + x14 = 1 
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΢ηνλ θφκβν 2, έλα θνξηεγφ, εηζέξρεηαη δηακέζνπ ηεο αθκήο 1-2 θαη αλαρσξεί 

κέζσ ή ηεο αθκήο 2-4 ή ηεο αθκήο 2-5. Έηζη έρνπκε : 

 

x12 = x24 + x25 

 

Απηφο ν πεξηνξηζκφο κπνξεί λα αλαδηαηππσζεί σο εμήο : 

 

x12 - x24 - x25 = 0 

Οη πεξηνξηζκνί ζηνπο θφκβνπο 3, 4, 5, 6 θαη 7 είλαη παξφκνηνη. 

΢πλνςίδνληαο θαη δηαηππψλνληαο ην πξφβιεκα απηφ ζαλ πξφβιεκα 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ έρνπκε : 

 

 

minimize Z =   6x12 + 2x13 + 15x14 + 3x24 + 12x25 + 5x34 + 10x36 +  

              6x45 + 7x46 +   8x47 + 3x57 + 4x67 

 

Τπφ ηνπο πεξηνξηζκνχο  

 

   x12 + x13 + x14 = 1 

   x12 – x24 – x25 = 0 

x13 – x34 – x36 = 0 

       x14 + x24 + x34 – x45 – x46 – x47 = 0 

   x25 + x45 – x57 = 0 

   x36 + x46 – x67 = 0 

   x47 + x57 + x67 = 1 

            xij = 0 ή 1 

 

 

Απηφο ν ηχπνο πξνβιεκάησλ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ιχλεηαη κε 

ηελ βνήζεηα ηνπ EXCEL ρξεζηκνπνηψληαο ηελ επηινγή ‘Solver’ απφ ην κελνχ 

‘Tools’ πνπ βξίζθεηαη ζηελ θνξπθή ηεο ζειίδαο. ΢ηελ εηθφλα 1 απεηθνλίδεηαη ε 

επίιπζε κέζσ ηνπ EXCEL ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εηαηξίαο κεηαθνξάο 

πνξηνθαιηψλ. Οη κεηαβιεηέο απφθαζεο xij εθπξνζσπνχληαη απφ ηα θειία 

Α6:A17. Έηζη κία πνζφηεηα 1 ζε έλα απφ απηά ηα θειία ζεκαίλεη  φηη ε 

αληίζηνηρε αθκή επηιέγεηαη σο κέξνο ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο. Σα θειία 

F6:F17 απνηεινχλ ηελ δηάξθεηα ηαμηδηνχ (ζε ψξεο) γηα ηελ θάζε αθκή θαη ν 

ηχπνο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, πνπ πεξηέρεηαη ζην θειί F18, 

εκθαλίδεηαη ζηελ γξακκή ηχπσλ ζην πάλσ κέξνο ηεο νζφλεο. Οη πεξηνξηζκνί 

γηα ην κνληέιν πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηελ ξνή κέζα απφ θάζε θφκβν 

βξίζθνληαη ζηνλ πίλαθα ζηελ δεμηά πιεπξά ηεο ζειίδαο ηνπ EXCEL. Γηα 

παξάδεηγκα ην θειί I6 αληηπξνζσπεχεη ηνλ πεξηνξηζκφ γηα ηνλ θφκβν 1, 

‘=Α6+Α7+Α8’ θαη ην θειί Ι7 αληηπξνζσπεχεη ηνλ πεξηνξηζκφ γηα ηνλ θφκβν 2, 

‘=Α6-Α9-Α10’. 
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Εικόνα 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 2 

΢υνολικζσ ώρεσ  

Μεταβλητζσ 

απόφαςησ  

Περιοριςμόσ 

για τον κόμβο 2 

=Α6-Α9-Α10  

Περιοριςμόσ 

για τον κόμβο 1 

=Α6+Α7+Α8  

Επζλεξε τα 

Δεδομζνα για να 

βρεισ το Solver  

Ζνα φορτηγό 

ξεκινάει από τον 

κόμβο 1 και ζνα 

φορτηγό 

καταλήγει ςτο 

κόμβο 7.  
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Σηο επηινγέο ηνπ Solver ηηο βιέπνπκε ζηελ εηθφλα 2. Σνλ Solver ηνλ 

βξίζθνπκε ζηελ επηινγή Γεδνκέλα πνπ βξίζθεηαη ζην πάλσ κέξνο ηεο νζφλεο 

καο. Πξνζνρή ν πεξηνξηζκφο πνπ αθνξά ηνλ θφκβν 1 θαη βξίζθεηαη ζην θειί 

Ι6 ηζνχηαη κε 1, πνπ ζεκαίλεη φηη έλα θνξηεγφ μεθηλά απφ ηνλ θφκβν 1, θαη ν 

πεξηνξηζκφο γηα ηνλ θφκβν 7 πνπ βξίζθεηαη ζην θειί Ι12 είλαη επίζεο ίζνο κε 

1, πνπ ζεκαίλεη φηη έλα θνξηεγφ ηεξκαηίδεη ζηνλ θφκβν 7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 3 

 

 Ζ ιχζε κέζσ ηνπ EXCEL δίλεηαη ζηελ εηθφλα 3. Πξνζνρή ηα θειία Α7, 

Α11 θαη Α15 έρνπλ ηελ ηηκή 1 γεγνλφο ην νπνίν δείρλεη φηη νη αθκέο 1-3, 3-4 

θαη 4-7 απνηεινχλ ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή. Ζ ζπλνιηθή απφζηαζε είλαη 15 

ψξεο, ε νπνία θαίλεηαη ζην θειί F18. 
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2. Ο Αιγφξηζκνο Δχξεζεο ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο  

(The Shortest – Route Algorithm ) 

 

 Θα αζρνιεζνχκε κε δχν είδε αιγνξίζκσλ πνπ καο βνεζνχλ λα 

εληνπίζνπκε ηε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή ζε δηάθνξα είδε δηθηπαθψλ 

πξνβιεκάησλ. Σα δχν είδε απηά είλαη : 

 

1. Ο αιγφξηζκνο  Dijkstra 

 

2. Ο αιγφξηζκνο Floyd  

 

Ο αιγφξηζκνο Dijkstra είλαη ζρεδηαζκέλνο  γηα ηελ εχξεζε ηεο 

ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο κεηαμχ ηεο αθεηεξίαο θαη φισλ ησλ ππφινηπσλ 

θφκβσλ ελφο δηθηχνπ. Δλψ ν αιγφξηζκνο Floyd είλαη πην γεληθφο επεηδή καο 

επηηξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κεηαμχ δχν 

νπνηνδήπνηε θφκβσλ εληφο ηνπ δηθηχνπ. 

 

2.1. Ο αιγόξηζκνο Dijkstra : 

Θέηνπκε ui ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηελ αθεηεξία θφκβνο 1 

πξνο ηνλ θφκβν i, θαη νξίδνπκε dij (≥ 0) ην κήθνο ηεο αθκήο (i,j). Ο αιγφξηζκνο 

θαζνξίδεη κία εηηθέηα γηα ηνλ άκεζα ζπλδεδεκέλν θφκβν  j ηεο κνξθήο  

  [ui, i] = [ui + dij , i], dij ≥ 0 

Ζ εηηθέηα γηα ηελ αθεηεξία είλαη [0, -] , πνπ δείρλεη φηη δελ ππήξρε άιινο 

θφκβνο πξηλ απφ απηφλ.  

Γχν είδε θφκβσλ ππάξρνπλ ζηνλ αιγφξηζκν Dijkstra, νη πξνζσξηλνί 

θαη νη κφληκνη. Πξνζσξηλφο νλνκάδεηαη έλαο θφκβνο φηαλ κπνξεί λα βξεζεί 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή γηα ηνλ θφκβν απηφ. Όηαλ δελ κπνξνχκε λα βξνχκε λα 

βξνχκε ‘θαιχηεξε’ (ζπληνκφηεξε) δηαδξνκή γηα έλαλ θφκβν ηφηε ν φξνο 

πξνζσξηλφο κεηαηξέπεηαη ζε κφληκνο. 
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Βήκα 0. Σνπνζεηνχκε ζηελ αθεηεξία (θφκβνο 1) ηελ κφληκε εηηθέηα [0,-] θαη 

νξίδνπκε i = 1. 

Βήκα i. (a) ππνινγίδνπκε ηηο πξνζσξηλέο εηηθέηεο [ui + dij , i] γηα θάζε θφκβν j 

πνπ κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί άκεζα απφ ηνλ θφκβν i , ππφ πελ πξνυπφζεζε 

φηη ν θφκβνο j δελ είλαη κφληκνο. Δάλ ν θφκβνο j έρεη ήδε ραξαθηεξηζηεί κε ηελ 

εηηθέηα [uj, k] κέζσ ελφο άιινπ θφκβνπ k θαη αλ   ui + dij < uj , αληηθαζηζηνχκε 

ηελ εηηθέηα [uj, k] κε [ui + dij ,i]. 

(b) Δάλ φινη νη θφκβνη είλαη κφληκνη ηφηε ζηακαηάκε. Αιιηψο, 

επηιέγνπκε ηελ εηηθέηα [ur,s] κε ηελ κηθξφηεξε απφζηαζε (=ur) κεηαμχ φισλ 

ησλ πξνζσξηλψλ θφκβσλ. Θέηνπκε i=r θαη επαλαιακβάλνπκε ην βήκα i. 

 

2.1.1. Παξάδεηγκα : 

΢ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 23 καο δίλνληαη νη δηαδξνκέο θαη νη 

απνζηάζεηο ηνπο, ζε κίιηα, κεηαμχ ηεο πφιεο 1 (θφκβνο 1) θαη ησλ ηεζζάξσλ 

άιισλ πφιεσλ (θφκβνη 2 έσο 5). Τπνινγίζηε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή 

κεηαμχ ηεο πφιεο 1 θαη ησλ ππνινίπσλ πφιεσλ. 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 23  
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Δπαλάιεςε 0. Σνπνζεηνχκε ηελ κφληκε εηηθέηα [0,-] ζην θφκβν 1. 

 

Δπαλάιεςε 1. Οη θφκβνη 2 θαη 3 πξνζεγγίδνληαη απφ κφληκν θφκβν 1. Έηζη ε 

ιίζηα κε ηνπο κφληκνπο θαη ηνπο πξνζσξηλνχο θφκβνπο γίλεηαη : 

 

Κφκβνο  Δηηθέηα Καηάζηαζε 

1 [0,-] Μόληκνο 

2 [0 + 100,1] = [100,1] Πξνζσξηλφο 

3 [0 + 30,1] = [30,1] Πξνζσξηλφο  

  

Απφ ηηο δχν πξνζσξηλέο εηηθέηεο [100,1] θαη [30,1] ν θφκβνο 3 απνδίδεη 

ηελ κηθξφηεξε απφζηαζε (u3 = 30). Έηζη ε θαηάζηαζε ηνπ θφκβνπ 3 

κεηαηξέπεηαη ζε κφληκε. 

Δπαλάιεςε 2. Οη θφκβνη 4 θαη 5 πξνζεγγίδνληαη απφ ηνλ θφκβν 3 θαη ε ιίζηα 

κε ηνπο κφληκνπο θαη ηνπο πξνζσξηλνχο θφκβνπο γίλεηαη : 

 

Κφκβνο  Δηηθέηα Καηάζηαζε 

1 [0,-] Μφληκνο 

2 [100,1] Πξνζσξηλφο 

3 [30,1] Μόληκνο  

4 [30 + 10,3] = [40,3] Πξνζσξηλφο  

5 [30 + 60,3] = [90,3] Πξνζσξηλφο  

  

΢πλεπψο ε θαηάζηαζε ηνπ θφκβνπ 4 κεηαηξέπεηαη απφ πξνζσξηλφο θφκβνο 

ζε κφληκνο, δηφηη έρεη ην ειάρηζην κήθνο δηαδξνκήο (u4 = 40). 
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Δπαλάιεςε 3. Οη θφκβνη 2 θαη 5 πξνζεγγίδνληαη απφ ηνλ θφκβν 4 θαη ε ιίζηα 

κε ηνπο κφληκνπο θαη ηνπο πξνζσξηλνχο θφκβνπο γίλεηαη : 

 

Κφκβνο  Δηηθέηα Καηάζηαζε 

1 [0,-] Μφληκνο 

2 [40 + 15,4] = [55,4] Πξνζσξηλφο 

3 [30,1] Μφληκνο  

4 [40,3] Μόληκνο   

5 [90,3] ή [40 + 50 , 4] = [90,4] Πξνζσξηλφο  

  

 

Ζ εηηθέηα ηνπ θφκβνπ 2, πνπ ήηαλ [100,1] ζηελ δεχηεξε επαλάιεςε, 

άιιαμε ζε [55,4], ζηελ ηξίηε επαλάιεςε, θαη καο δείρλεη φηη ππάξρεη 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κέζσ ηνπ θφκβνπ 4. Αθφκα βιέπνπκε φηη ν θφκβνο 5 

έρεη δχν ελαιιαθηηθέο εηηθέηεο κε ην ίδην κήθνο δηαδξνκήο u5 = 90. 

 

΢ηελ ηξίηε επαλάιεςε ν θφκβνο 2 γίλεηαη κφληκνο. 

 

 

Δπαλάιεςε 4. Μφλν ν θφκβνο 3 κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί απφ ηνλ θφκβν 2, 

φκσο ν θφκβνο 3 έρεη ήδε ραξαθηεξηζηεί κφληκνο. Έηζη ε ιίζηα κε ηνπο 

κφληκνπο θαη ηνπο πξνζσξηλνχο θφκβνπο παξακέλεη ίδηα κε ηελ 3ε 

επαλάιεςε εθηφο απφ ηελ εηηθέηα ηνπ θφκβνπ 2 πνπ ηψξα ραξαθηεξίδεηαη σο 

κφληκνο. Έηζη έρνπκε ηνλ θφκβν 5 λα είλαη ν κφλνο πξνζσξηλφο θφκβνο. 

Δπεηδή ν θφκβνο 5 δελ νδεγεί ζε θαλέλαλ άιιν θφκβν ηνλ κεηαηξέπνπκε ζε 

κφληκν θαη έηζη ηειεηψλεη ε δηαδηθαζία. 

 

Ο ππνινγηζκφο ηνπ αιγνξίζκνπ κπνξεί λα γίλεη επθνιφηεξα ζχκθσλα 

κε ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 24. 
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Ζ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κεηαμχ ηνπ θφκβνπ1 θαη ησλ ππνινίπσλ 

θφκβσλ ηνπ δηθηχνπ ππνινγίδεηαη μεθηλψληαο απφ ηνλ επηζπκεηφ θφκβν ζε 

ζπλδπαζκφ κε δηάθνξεο ππαλαρσξήζεηο κέζσ ησλ άιισλ θφκβσλ θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηηο δηάθνξεο πιεξνθνξίεο πνπ καο δίλνληαη απφ ηηο εηηθέηεο 

ησλ κφληκσλ θφκβσλ. Γηα παξάδεηγκα, ε αθνινπζία καο δίλεη ηε ζπληνκφηεξε 

δηαδξνκή απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνλ θφκβν 2 : 

 

(2) → [55,4] → (4) → [40,3] → (3) → [30,1] → (1)   

 

 

Έηζη ε δηαδξνκή είλαη  1 → 3 → 4 → 2  κε ζπλνιηθφ κήθνο 55 κίιηα.  

 

 

 

΢ρήκα 24 

 

 

 

 

΢ρφιην : ν αξηζκφο πνπ βξίζθεηαη κέζα ζε παξέλζεζε ( ) δίπια απφ ηελ 

εηηθέηα θάζε θφκβνπ ζπκβνιίδεη ηελ επαλάιεςε ζηελ νπνία ηνπνζεηήζεθε ε 

εηηθέηα. 
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i

j

k

dij
d

jk

dik

2.2. Ο αιγόξηζκνο Floyd : 

Ο αιγφξηζκνο Floyd είλαη πην γεληθφο απφ ηνλ Dijkstra γηαηί ππνινγίδεη 

ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κεηαμχ δχν νπνηνδήπνηε θφκβσλ ζην δίθηπν. 

Ο αιγφξηζκνο αληηζηνηρεί έλα δίθηπν n θφκβσλ ζε έλα ηεηξαγσληθφ πίλαθα 

κε n γξακκέο θαη n ζηήιεο. Ζ θαηαρψξεζε (i,j) ζηνλ πίλαθα καο δίλεη ηελ 

απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ θφκβν j, πνπ είλαη πεπεξαζκέλν φηαλ ν 

θφκβνο i πξνζεγγίδεη ηνλ θφκβν j, αιιηψο έρνπκε άπεηξν (∞). 

 

΢ρήκα 25 

 

 

 

 

Ζ ηδέα ηνπ αιγνξίζκνπ Floyd είλαη απιή. Γίλνληαη ηξείο θφκβνη i, j θαη k 

ζην ζρήκα 25 θαη νη απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο δίλνληαη ζηηο ηξείο αθκέο. Δίλαη 

ζπληνκφηεξν λα πξνζεγγίζεηο ηνλ θφκβν k απφ ηνλ i κέζσ ηνπ j εάλ : 

dij + djk < dik 

 ΢ε απηή ηε πεξίπησζε είλαη πξνηηκφηεξν λα αληηθαηαζηήζνπκε ηελ 

άκεζε δηαδξνκή i→k κε ηελ έκκεζε δηαδξνκή i→j→k. Απηή ε ηξηπιή πξάμε 

αληαιιαγήο ηξηπιή ιεηηνπξγία (triple operation) θαη εθαξκφδεηαη ζπζηεκαηηθά 

ζην δίθηπν ρξεζηκνπνηψληαο ηα παξαθάησ βήκαηα : 

Βήκα 0. Καζνξίδνπκε ηνλ πίλαθα ηνλ απνζηάζεσλ D0 θαη ηνλ πίλαθα θφκβσλ 

S0 φπσο παξαθάησ. Σα δηαγψληα ζηνηρεία ραξαθηεξίδνληαη κε (-) γηα λα 

δείμνπκε φηη είλαη κπινθαξηζκέλα. Θέηνπκε k =1. 

   1 2 … j … N 

  1   d12 … d1j … d1n 

  2 d21   … d2j … d2n 

D0 = ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ 

  I di1 di2 … dij … din 

  ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ 

  N dn1 dn2 … dnj …   
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   1 2 … j … N 

  1   2 … j … N 

  2 1   … j … N 

S0 = ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ 

  I 1 2 … j … N 

  ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ 

  N 1 2 … j …   

 

Γεληθό Βήκα k. Καζνξίδνπκε ηελ k γξακκή θαη ηελ k ζηήιε σο πηιφην (νδεγφ) 

γξακκή θαη πηιφην ζηήιε. Δθαξκφδνπκε ηελ ηξηπιή ιεηηνπξγία ζε θάζε 

ζηνηρείν dij ηνπ πίλαθα Dk-1 γηα φια ηα i θαη j. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε ζρέζε: 

dij + djk < dik , ( i  ≠ k , j ≠ k , θαη i ≠ j ) 

ηθαλνπνηείηαη, εθαξκφδνπκε ηηο αθφινπζεο αιιαγέο. 

(a) Γεκηνπξγνχκε ηνλ Dk αληηθαζηζηψληαο ην dij ζηνλ Dk-1 κε dik + dkj . 

(b) Γεκηνπξγνχκε ηνλ Sk αληηθαζηζηψληαο ην sij ζηνλ Sk-1 κε k. 

     Οξίδνπκε  k = k + 1, θαη επαλαιακβάλνπκε ην βήκα k. 
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   ΢ρήκα 26 

 Σν βήκα k ηνπ αιγνξίζκνπ κπνξεί λα εμεγεζεί αλαπαξηζηψληαο ηνλ 

πίλαθα  Dk-1 φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 26. Δδψ βιέπνπκε ηελ γξακκή k θαη 

ηελ ζηήιε k λα νξίδνπλ ηελ ηξέρνπζα νδεγφ γξακκή θαη ζηήιε. Ζ γξακκή i 

αληηπξνζσπεχεη ηηο γξακκέο 1, 2, …,  k-1, θαη ε γξακκή p αληηπξνζσπεχεη ηηο 

γξακκέο k+1, k+2, … , n. Όκνηα ε ζηήιε j αλαπαξηζηά ηηο ζηήιεο 1, 2, …, k-1 

θαη ε ζηήιε q αλαπαξηζηά ηηο ζηήιεο k+1, k+2, … n. Με ηελ ηξηπιή πξάμε, εάλ 

ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ ηεο νδεγνχ γξακκήο θαη ηεο νδεγνχ ζηήιεο (ζην 

ζρήκα εκθαλίδνληαη ζε ηεηξάγσλα) είλαη κηθξφηεξν απφ ην ζπλδεδεκέλν 

ζηνηρείν ηεο ηνκήο ηνπο (ζην ζρήκα εκθαλίδεηαη ζε θχθιν), ηφηε 

αληηθαζηζηνχκε ηελ απφζηαζε ηεο ηνκήο κε ην άζξνηζκα ηεο νδεγνχ 

απφζηαζεο.  

Μεηά απφ n βήκαηα κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηελ ζπληνκφηεξε 

απφζηαζε κεηαμχ ησλ θφκβσλ i θαη j κέζσ ησλ πηλάθσλ Dn θαη Sn 

γλσξίδνληαο φηη : 

 Απφ ηνλ πίλαθα Dn ην ζηνηρείν dij καο δίλεη ηελ ειάρηζηε απφζηαζε 

κεηαμχ ησλ θφκβσλ i θαη j. 

 Απφ ηνλ πίλαθα Sn νξίδνπκε ηνπο ελδηάκεζνπο θφκβνπο k = sij νη νπνίνη 

καο δίλνπλ ηελ δηαδξνκή i→k→j. Αλ sik = k θαη skj = j ηφηε ζηακαηάκε, 

φινη νη ελδηάκεζνη θφκβνη ηεο δηαδξνκήο έρνπλ βξεζεί. Αιιηψο 

επαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία κεηαμχ ησλ θφκβσλ I θαη k, θαη 

κεηαμχ ησλ θφκβσλ k θαη j. 

 

dij djq

dkq

dpk

dkj

dpqdpj

dik

΢ηήιε j ΢ηήιε q

Οδεγφο 

ζηήιε k

Γξακκή  j

Γξακκή p

Οδεγφο 

γξακκή k



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

57 

 

2.2.1. Παξάδεηγκα : 

 Βξείηε ηηο ειάρηζηεο δηαδξνκέο κεηαμχ θάζε δχν θφκβσλ ζην δίθηπν ηνπ 

ζρήκαηνο 27. Ζ απφζηαζε (ζε κίιηα) δίλεηαη ζηηο αθκέο. Ζ αθκή (3,5) είλαη 

πξνζαλαηνιηζκέλε έηζη δελ επηηξέπεηαη η θπθινθνξία απφ ηνλ θφκβν ζηνλ 

θφκβν 3. Όιεο νη ππφινηπεο αθκέο επηηξέπνπλ ηελ θπθινθνξία θαη πξνο ηηο 

δχν θαηεπζχλζεηο.  

 

΢ρήκα 27  

Δπαλάιεςε 0. Οη πίλαθεο D0 θαη S0 δίλνπλ ηελ αξρηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ 

δηθηχνπ. Ο πίλαθαο D0 είλαη ζπκκεηξηθφο εθηφο απφ ην φηη ην d53 = ∞ επεηδή 

δελ επηηξέπεηαη θπθινθνξία (ε ξνή) απφ ηνλ θφκβν 5 ζηνλ θφκβν 3.  

   D0       S0   

 1 2 3 4 5   1 2 3 4 5 

1   3 10 ∞ ∞  1   2 3 4 5 

2 3   ∞ 5 ∞  2 1   3 4 5 

3 10 ∞   6 15  3 1 2   4 5 

4 ∞ 5 6   4  4 1 2 3   5 

5 ∞ ∞ ∞ 4    5 1 2 3 4   

             

 

Δπαλάιεςε 1. Θέηνπκε k = 1. Ζ νδεγφο γξακκή θαη ζηήιε δηαθξίλνληαη απφ 

ηελ ειαθξά ζθηαζκέλε πξψηε γξακκή θαη πξψηε ζηήιε ηνπ πίλαθα  D0.  Σα 

εληνλφηεξα θειία, d23 θαη d32, είλαη ηα κφλα πνπ κπνξνχλ λα βειηησζνχλ απφ 

ηελ ηξηπιή ιεηηνπξγία. Έηζη νη πίλαθεο D1 θαη S1 παξάγνληαη απφ ηνπο D0 θαη 

S0 κε ηνλ αθφινπζν ηξφπν. 

1

3

2 4

5

3

5

10

6

15

4
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1. Αληηθαζηζηνχκε ην d21 κε d21 + d13 = 3 + 10 = 13 θαη νξίδνπκε s23 = 1. 

2. Αληηθαζηζηνχκε ην d32 κε d31 + d12 = 10 + 3 = 13 θαη νξίδνπκε s32 = 1. 

 

Απηέο νη αιιαγέο εκθαλίδνληαη κε έληνλα γξάκκαηα ζηνπο πίλαθεο D1 θαη S1. 

   D1       S1   

 1 2 3 4 5   1 2 3 4 5 

1   3 10 ∞ ∞  1   2 3 4 5 

2 3   13 5 ∞  2 1   1 4 5 

3 10 13   6 15  3 1 1   4 5 

4 ∞ 5 6   4  4 1 2 3   5 

5 ∞ ∞ ∞ 4    5 1 2 3 4   

             

 

Δπαλάιεςε 2. Θέηνπκε k = 2, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ ζθίαζε ζηνλ πίλαθα D1 

ε ηξηπιή ιεηηνπξγία εθαξκφδεηαη ζηα εληνλφηεξα θειία ζηνπο πίλαθεο D1 θαη 

S1. Οη ηειηθέο αιιαγέο εκθαλίδνληαη κε έληνλα γξάκκαηα ζηνπο πίλαθεο D2 θαη 

S2. 

 

   D2       S2   

 1 2 3 4 5   1 2 3 4 5 

1   3 10 8 ∞  1   2 3 2 5 

2 3   13 5 ∞  2 1   1 4 5 

3 10 13   6 15  3 1 1   4 5 

4 8 5 6   4  4 2 2 3   5 

5 ∞ ∞ ∞ 4    5 1 2 3 4   

             

 

 



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

59 

 

 

Δπαλάιεςε 3. Θέηνπκε k = 3, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ ζθηαζκέλε γξακκή θαη 

ζηήιε ζηνλ πίλαθα D2. Οη θαηλνχξηνη πίλαθεο είλαη νη  D3 θαη S3. 

 

   D3       S3   

 1 2 3 4 5   1 2 3 4 5 

1   3 10 8 25  1   2 3 2 3 

2 3   13 5 28  2 1   1 4 3 

3 10 13   6 15  3 1 1   4 5 

4 8 5 6   4  4 2 2 3   5 

5 ∞ ∞ ∞ 4    5 1 2 3 4   

             

 

 

Δπαλάιεςε 4. Θέηνπκε k = 4, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ ζθηαζκέλε γξακκή θαη 

ζηήιε ζηνλ πίλαθα D3. Οη θαηλνχξηνη πίλαθεο είλαη νη  D4 θαη S4. 

 

   D4       S4   

 1 2 3 4 5   1 2 3 4 5 

1   3 10 8 12  1   2 3 2 4 

2 3   11 5 9  2 1   4 4 4 

3 10 11   6 10  3 1 4   4 4 

4 8 5 6   4  4 2 2 3   5 

5 12 9 10 4    5 4 4 4 4   
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Δπαλάιεςε 5. Θέηνπκε k = 5, φπσο θαίλεηαη απφ ηελ ζθηαζκέλε γξακκή θαη 

ζηήιε ζηνλ πίλαθα D4. Κακία επηπιένλ δελ είλαη δπλαηή ζε απηή ηελ 

επαλάιεςε. Δπνκέλσο νη πίλαθεο D5 θαη S5 παξακέλνπλ νη ίδηνη κε ηνπο 

πίλαθεο D4 θαη S4. 

 Οη ηειηθνί πίλαθεο D5 θαη S5 πεξηέρνπλ φιεο ηηο πιεξνθνξίεο πνπ 

ρξεηαδφκαζηε γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κεηαμχ δχν 

νπνηνλδήπνηε θφκβσλ ζην δίθηπν. Γηα παξάδεηγκα, ζα πξνζδηνξίζνπκε ηελ 

ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κεηαμχ ηνπ θφκβνπ 1 θαη ηνπ θφκβνπ 5.  

Ζ ειάρηζηε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνλ θφκβν 5 δίλεηαη απφ ην ζηνηρείν 

d15 = 12 κίιηα. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ειάρηζηε δηαδξνκή, πνπ καο δίλεη 

απηή ηελ ειάρηζηε απφζηαζε, ππελζπκίδνπκε φηη έλα επζχγξακκν ηκήκα (i,j) 

αλαπαξηζηά κία άκεζε ζχλδεζε κφλν φηαλ sij = j. Αιιηψο νη θφκβνη i θαη j 

ζπλδένληαη κέζν ελφο ηνπιάρηζηνλ ελδηάκεζνπ θφκβνπ. Δπεηδή s15 = 4, ε 

δηαδξνκή αξρηθά δίλεηαη σο : 1 → 4 → 5. Σψξα φκσο επεηδή s14 = 2 ≠ 4, ην 

επζχγξακκν ηκήκα (1,4) δελ απνηειεί κία άκεζε ζχλδεζε δχν θφκβσλ, θαη ην 

1 → 4 πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί απφ ην 1 → 2 → 4. ΢πλεπψο ε δηαδξνκή καο 

απφ : 1 → 4 → 5 γίλεηαη : 1 → 2 → 4 → 5. ΢πλερίδνληαο επεηδή s12 = 2, s24 = 4 

θαη s45 = 5, ε δηαδξνκή 1 → 2 → 4 → 5 είλαη ε ηειηθή θαη ηειεηψλεη ε 

δηαδηθαζία.  

 

2.3. Δχξεζε ηεο ειάρηζηεο δηαδξνκήο κε ηελ ρξήζε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. 

 Θα αλαθέξνπκε δχν εηδψλ αλαπηχγκαηα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

γηα ην πξφβιεκα ηεο εχξεζεο ηεο ειάρηζηεο δηαδξνκήο. Οη δηαηππψζεηο απηέο 

είλαη γεληθέο κε ηελ έλλνηα φηη κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα βξνχκε 

ηελ ειάρηζηε δηαδξνκή κεηαμχ δχν νπνηνδήπνηε θφκβσλ ζην δίθηπν.  

 Τπνζέηνπκε φηη ην δίθηπν καο πεξηέρεη n θφκβνπο θαη ζηφρνο καο είλαη 

λα ππνινγίζνπκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κεηαμχ δχν νπνηνδήπνηε 

θφκβσλ s θαη t ζην δίθηπν. 

Formulation 1: απηή ε δηαηχπσζε πξνυπνζέηεη φηη κία εμσηεξηθή κνλάδα 

ξνήο εηζέξρεηαη ζην δίθηπν ζηνλ θφκβν s θαη εμέξρεηαη απφ ηνλ θφκβν t, φπνπ 

s θαη t είλαη νη θφκβνη ζηφρνη κεηαμχ ησλ νπνίσλ επηδηψθνπκε λα νξίζνπκε ηελ 

ειάρηζηε δηαδξνκή.  

Οξίδνπκε : 

xij = πνζφηεηα ξνήο ζηελ αθκή (i,j), γηα φια ηα εθηθηά i θαη j.  

cij = κήθνο αθκήο (i,j), γηα φια ηα εθηθηά i θαη j. 
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Δπεηδή κφλν κία κνλάδα ξνήο κπνξεί λα βξεζεί ζε νπνηαδήπνηε αθκή 

νπνηαδήπνηε ζηηγκή, ε πνζφηεηα xij πξέπεη λα παίξλεη κφλν δπαδηθέο ηηκέο (0 

ή 1). Έηζη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ γξακκηθνχ κνληέινπ γίλεηαη : 

 

 

                   

 

        

             

           

 

 

Τπάξρεη έλαο πεξηνξηζκφο ν νπνίνο αληηπξνζσπεχεη ηελ ξνή ζε θάζε θφκβν, 

θαη ηζρχεη γηα θάζε θφκβν j. 

 

΢πλνιηθή εηζεξρφκελε ξνή = ΢πλνιηθή εμεξρφκελε ξνή 

 

Formulation 2: Ζ δεχηεξε δηαηχπσζε είλαη ζηελ νπζία ην δπτθφ ηνπ 

πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ηεο formulation 1. Δπεηδή ν 

αξηζκφο ησλ πεξηνξηζκψλ ηεο formulation 1 είλαη ίδηνο κε ηνλ αξηζκφ ησλ 

θφκβσλ, ην δπτθφ πξφβιεκα ζα έρεη ηφζεο κεηαβιεηέο φζεο θαη ν αξηζκφο ησλ 

θφκβσλ ηνπ δηθηχνπ. Αθφκα φιεο νη δπηθέο κεηαβιεηέο πξέπεη λα είλαη 

απεξηφξηζηεο επεηδή φινη νη πεξηνξηζκνί ζηελ formulation 1 είλαη εμηζψζεηο. 

Θέηνπκε : 

 yj  = δπηθφο πεξηνξηζκφο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηνλ θφκβν j. 

Γνζέληνο s θαη t σο αξρηθφ θαη ηεξκαηηθφ θφκβν ηνπ δηθηχνπ, ην δπηθφ 

πξφβιεκα νξίδεηαη σο : 

 

Maximize z = yt - ys 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο : 

 

 

yj - yi ≤ cij , γηα φια ηα εθηθηά i θαη j 
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Παξάδεηγκα : 

Τπνινγίδνπκε ηε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή γηα ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 28. 

Τπνζέηνπκε φηη ζέινπκε λα νξίζνπκε ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηνλ 

θφκβν 1 ζηνλ θφκβν 2, ζπλεπψο έρνπκε s = 1 θαη t = 2. ΢ην ζρήκα 28 

θαίλεηαη πσο εηζέξρεηαη ε πνζφηεηα ηεο ξνήο ζηνλ θφκβν 1 θαη εμέξρεηαη απφ 

ηνλ θφκβν 2.  

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 28 

Δηζαγσγή κνλάδσλ ξνήο γηα ηελ  

εχξεζε ηεο ειάρηζηεο δηαδξνκήο. 

 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ formulation 1, ην αληίζηνηρν κνληέιν γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη : 

 

 x12 x13 x23 x34 x35 x42 x45  

Minimize z = 100 30 20 10 60 15 50  

Κφκβνο 1 -1 -1      =-1 

Κφκβνο 2 1  -1   1  =1 

Κφκβνο 3  1 1 -1 -1   =0 

Κφκβνο 4    1  -1 -1 =0 

Κφκβνο 5     1  1 =0 

   

Οη πεξηνξηζκνί αληηπξνζσπεχνπλ ηελ δηαηήξεζε ηεο ξνήο ζε θάζε 

θφκβν. Γηα παξάδεηγκα ζηνλ θφκβν 2, εηζεξρφκελε ξνή = εμεξρφκελε ξνή 

(input flow = output flow)  ζπλεπψο έρνπκε x12 + x42 = 1 + x23. Παξαηεξνχκε 

φηη έλαο απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο είλαη πεξηηηφο, πξνζζέηνληαο ηνπο 

ηειεπηαίνπο ηέζζεξηο πεξηνξηζκνχο ηαπηφρξνλα έρνπκε x12 + x13 = 1 πνπ είλαη 

ν πεξηνξηζκφο 1. 
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Ζ βέιηηζηε ιχζε είλαη : 

 

z = 55, x13 = 1, x34 = 1, x42 = 1 

 

ζχκθσλα κε απηή ηε βέιηηζηε ιχζε ε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή απφ ηνλ θφκβν 1 

ζηνλ θφκβν 2 είλαη ε 1 → 3 → 4 → 2 κε ζπλνιηθή απφζηαζε z = 55 κίιηα. 

 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ formulation 2, ην αληίζηνηρν δπηθφ κνληέιν ηνπ 

παξαπάλσ πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη : 

 

Minimize z = y2 – y1 

 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο : 

y2 – y1 ≤ 100 (δηαδξνκή 1-2) 

y3 – y1 ≤ 30 (δηαδξνκή 1-3) 

y3 – y2 ≤ 20 (δηαδξνκή 2-3) 

y4 – y3 ≤ 10 (δηαδξνκή 3-4) 

y5 – y3 ≤ 60 (δηαδξνκή 3-5) 

y2 – y4 ≤ 15 (δηαδξνκή 2-4) 

y5 – y4 ≤ 50 (δηαδξνκή 4-5) 

y1,  y2, … , y5 απεξηφξηζηα. 

 

Παξφιν πνπ ην δπηθφ πξφβιεκα πνπ δφζεθε παξαπάλσ είλαη έλαο απιφο 

καζεκαηηθφο νξηζκφο πνπ πξνέξρεηαη απφ ην πξσηεχνλ πξφβιεκα, 

κπνξνχκε λα εξκελεχζνπκε ην πξφβιεκα απηφ ινγηθά. 
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Οξίδνπκε : 

 

yi = ε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν i 

 

 

Με απηφ ηνλ νξηζκφ, ε ειάρηζηε απφζηαζε απφ ηελ αθεηεξία, θφκβνο 1 

ζηνλ ηεξκαηηθφ θφκβν 2 πξνζδηνξίδεηαη κεγηζηνπνηψληαο ηελ δηαθνξά y2 – y1. 

Ο αληίζηνηρνο πεξηνξηζκφο γηα ηνλ δηαδξνκή (i,j) αλαθέξεη φηη ε απφζηαζε 

απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ θφκβν j δελ κπνξεί λα ππεξβαίλεη ην απεπζείαο κήθνο 

ηεο απφζηαζεο απηήο. Μπνξεί λα είλαη κηθξφηεξν αλ ν θφκβνο j πξνζεγγίδεηαη 

απφ ηνλ θφκβν i κέζσ άιισλ θφκβσλ πνπ απνηεινχλ ζπληνκφηεξν κνλνπάηη. 

Γηα παξάδεηγκα, ε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνλ θφκβν 2 είλαη ην πνιχ 

100 κνλάδεο. Με ηνλ νξηζκφ ηνπ yi σο ε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν i, 

κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη φιεο νη κεηαβιεηέο είλαη κε αξλεηηθέο (εθηφο 

εάλ είλαη απεξηφξηζηεο). Μπνξνχκε επίζεο λα ππνζέζνπκε φηη  y1 = 0 σο ε 

απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 1. 

Βαζηδφκελνη ζηελ παξαπάλσ αλαθνξά θαη ππνζέηνληαο φηη φιεο νη 

κεηαβιεηέο είλαη κε αξλεηηθέο, ε βέιηηζηε ιχζε είλαη ε εμήο : 

 

z = 55, y1 = 0, y2 = 55, y3 = 30, y4 = 40, y5 = 0 

 

Ζ πνζφηεηα z = 55 καο δίλεη ηελ ειάρηζηε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 1 

ζηνλ θφκβν 2, πνπ είλαη επίζεο ίζν κε y2 – y1 = 55 – 0 = 55. 

Ο θαζνξηζκφο ηεο δηαδξνκήο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ιχζε απηή είλαη 

θάπσο πεξίπινθνο. Παξαηεξνχκε φηη ε ιχζε πνπ ηθαλνπνηεί ηνπο 

πεξηνξηζκνχο ησλ δηαδξνκψλ 1-3, 3-4 θαη 4-2 επεηδή έρνπλ ρξφλν αδξάλεηαο 

κεδέλ πνπ ζεκαίλεη φηη y3 – y1 = 30, y4 – y3 = 10 θαη y2 – y4 = 15. ΢χκθσλα κε 

απηφ ην απνηέιεζκα ε ζπληνκφηεξε δηαδξνκή είλαη 1→3→4→2. 
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3. Σν Πξφβιεκα Σεο Μέγηζηεο Ρνήο  

(Maximal Flow Model) 

  

Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε έλα δίθηπν αγσγψλ ην νπνίν κεηαθέξεη αξγφ 

πεηξέιαην απφ ηηο πεηξειαηνπεγέο ζηα δηπιηζηήξηα. Δλδηάκεζνη εληζρπηέο θαη 

αληιηνζηάζηα έρνπλ ηνπνζεηεζεί ζε θαηάιιεια ζεκεία ψζηε λα βνεζνχλ ην 

αξγφ πεηξέιαην λα κεηαθέξεηαη κέζα ζην δίθηπν αγσγψλ. Κάζε ηκήκα ηνπ 

ζσιήλα έρεη πεπεξαζκέλε κέγηζηε πνζφηεηα ξνήο αξγνχ πεηξειαίνπ, επίζεο 

θάζε ηκήκα ηνπ ζσιήλα κπνξεί λα έρεη είηε κνλφδξνκε είηε ακθίδξνκή ξνήο 

αλάινγα κε ηνλ ζρεδηαζκφ ηνπ. Κάζε κνλφδξνκν ηκήκα ηνπ αγσγνχ έρεη 

θάπνηα πεξηνξηζκέλε πνζφηεηα ξνήο πξνο ηε κία θαηεχζπλζε θαη κεδεληθή 

πξνο ηελ άιιε θαηεχζπλζε. ΢ην ζρήκα 29 παξνπζηάδεηαη έλα ηππηθφ δίθηπν 

αγσγψλ. Έλα ζεκαληηθφ εξψηεκα είλαη πσο κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε ηελ 

κέγηζηε πνζφηεηα ξνήο ζην δίθηπν κεηαμχ ησλ πεηξειαηνπεγψλ θαη ησλ 

δηπιηζηεξίσλ. 

 Ζ απάληεζε ζε απηφ ην εξψηεκα απαηηεί ηελ κεηαηξνπή ηνπ δηθηχνπ ζε 

έλα δίθηπν ην νπνίν έρεη κφλν κία πεγή θαη έλαλ ζπιιέθηε. Απηή ε κεηαηξνπή 

κπνξεί λα επηηεπρζεί ρξεζηκνπνηψληαο κνλφδξνκεο αθκέο απεξηφξηζηεο 

πνζφηεηαο ξνήο, φπσο νη δηαθεθνκκέλεο αθκέο πνπ θαίλνληαη ζην ζρήκα 29.  

 

 

 

΢ρήκα 29 

Γίθηπν νξηζκέλεο ρσξεηηθφηεηαο πνπ ζπλδέεη  

πεγέο κε δηπιηζηήξηα κέζσ εληζρπηψλ.  

1

2

3

4

6

5

7

9

8Πεγή ΢πιιέθηεο

Πεγέο δηπιηζηήξηαΔληζρπηέο 
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i j
Ċij Ċji

Γνζείζαο αθκήο (i,j) κε i < j ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ζπκβνιηζκφ (Ċij,Ċji) γηα 

λα αλαθέξνπκε ηηο πνζφηεηεο ηεο ξνήο πξνο ηηο δχν θαηεπζχλζεηο i→j θαη j→i 

αληίζηνηρα. Αλαιπηηθφηεξα θαη γηα ηελ απνθπγή ζπγρχζεσλ ηνπνζεηνχκε Ċij 

πάλσ ζηελ αθκή δίπια ζηνλ θφκβν i θαη Ċji δίπια ζηνλ θφκβν j, φπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 30. 

 

 

 

΢ρήκα 30  

΢ηελ αθκή ξένπλ Ċij κνλάδεο απφ i→j θαη Ċji απφ j→i. 

 

 

3.1. Δίδε ηνκψλ  

(Καηακέηξεζε, Απαξίζκεζε) 

 

Μηα ηνκή νξίδεη έλα ζχλνιν ηφμσλ ηα φηαλ απνθνπνχλ απφ ην δίθηπν 

ζα πξνθαιέζνπλ πιήξε δηαθνπή ηεο ξνήο κεηαμχ ηεο πεγήο θαη ηνπ 

ζπιιέθηε. Ζ ζπλνιηθή δπλακηθφηεηα ξνήο ηεο ηνκήο (cut capacity) είλαη ίζε κε 

ην άζξνηζκα ησλ επηκέξνπο δπλακηθνηήησλ ξνήο ησλ αληίζηνηρσλ αθκψλ. 

Μεηαμχ φισλ ησλ πηζαλψλ ηνκψλ ζην δίθηπν ε ηνκή ε νπνία έρεη ηελ 

κηθξφηεξε δπλακηθφηεηα ξνήο απνδίδεη ζην δίθηπν ηελ κεγαιχηεξε ζπλνιηθή 

ξνή. 
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3.1.1. Παξάδεηγκα 

 Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε ην δίθηπν ην ζρήκαηνο 31. Οη ακθίδξνκεο 

δπλακηθφηεηεο ξνήο εκθαλίδνληαη πάλσ ζηηο αληίζηνηρεο αθκέο 

ρξεζηκνπνηψληαο ησλ ζπκβνιηζκφ πνπ αλαθέξακε ζην ζρήκα 30. Γηα 

παξάδεηγκα, ζηελ αθκή (3,4) ε κέγηζηε πνζφηεηα ξνήο είλαη 10 κνλάδεο απφ 

ηνλ θφκβν 3 πξνο ηνλ θφκβν 4 θαη 5 κνλάδεο απφ ηνλ θφκβν 4 πξνο ηνλ 

θφκβν 3. 

΢ρήκα 31 

Παξάδεηγκα ηνκψλ ζε έλα δίθηπν ξνήο.  

 

Σν ζρήκα 31 απεηθνλίδεη ηξείο ηνκέο ησλ νπνίσλ νη δπλακηθφηεηεο 

ππνινγίδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

 

Σνκή  Αληίζηνηρεο ηνκέο  Γπλακηθφηεηα  

1 (1,2), (1,3), (1,4) 20 + 30 + 10 = 60 

2 (1,3), (1,4), (2,3), (2,5) 30 + 10 + 40 + 30 = 110 

3 (2,5), (3,5), (4,5) 30 + 20 + 20 = 70 
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Γελ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε πνηα είλαη ε κέγηζηε ξνή ηνπ δηθηχνπ 

εάλ δελ εμεηάζνπκε φιεο ηηο πηζαλέο ηνκέο. Ζ κνλαδηθή πιεξνθνξία πνπ 

κπνξνχκε λα αληιήζνπκε απφ ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηξηψλ απηψλ ηνκψλ είλαη 

φηη ε κέγηζηε ξνή ηνπ δηθηχνπ δελ κπνξεί λα ππεξβαίλεη ηηο 60 κνλάδεο. 

 

3.2. Αιγφξηζκφο εχξεζεο ηεο κέγηζηεο ξνήο  

(maximal flow algorithm) 

 

 ΢ηα πξνβιήκαηα ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο θαη ηνπ ειαρίζηνπ 

δεπγλχνληνο δέληξνπ καο ελδηέθεξε θπξίσο ε βειηηζηνπνίεζε ηεο απφζηαζεο 

(γεληθφηεξα ελφο κέηξνπ θφζηνπο), ε νπνία πξνέθππηε απφ ην ζχλνιν ησλ 

αθκψλ πνπ ελψλνπλ δχν ή πεξηζζφηεξνπο ή αθφκα θαη φινπο ηνπο θφκβνπο 

ηνπ δηθηχνπ ηαπηφρξνλα. ΢ε απηά ηα πξνβιήκαηα φκσο δελ εμεηάζακε ην 

πνιχ ελδηαθέξνλ εξψηεκα ηεο πεξηνξηζκέλεο δπλακηθφηεηαο ξνήο ησλ 

αθκψλ. Γειαδή ζεσξνχζακε φηη ε δπλακηθφηεηα ησλ αθκψλ ηνπ δηθηχνπ, κε 

ην νπνίνπ αζρνινχκαζηαλ, είλαη είηε απεξηφξηζηε είηε κνλαδηαία. ΢ε πνιιέο 

πεξηπηψζεηο φκσο έρνπκε ή θαηαζθεπάδνπκε έλα δίθηπν ηνπ νπνίνπ νη αθκέο 

πεξηνξίδνληαη σο πξνο ην πιήζνο (ή ηνλ φγθν ή θάπνηα άιιε κνλάδα 

κέηξεζεο) ησλ αληηθεηκέλσλ πνπ κπνξνχλ λα πεξάζνπλ απφ απηέο ζηελ 

κνλάδα ηνπ ρξφλνπ ή γεληθφηεξα ζε έλα νξίδνληα πξνγξακκαηηζκνχ. ΢ε 

ηέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα αληηθεηκεληθφο καο ζηφρνο είλαη λα κεγηζηνπνηεζεί 

ε ξνή απφ έλαλ θφκβν ν νπνίνο ζεσξείηαη ε αθεηεξία (ε πεγή), ζε έλαλ άιιν 

θφκβν ηεξκαηηζκνχ (δέθηεο) φηαλ νη ελδηάκεζεο αθκέο πεξηνξίδνπλ ηελ 

ζπλνιηθή ξνή ηνπ ζπζηήκαηνο ραξαθηεξηδφκελεο απφ ηελ δπλακηθφηεηα ξνήο 

ηνπο. Σα πξνβιήκαηα κεγίζηεο ξνήο εκθαλίδνληαη ζπρλά ζηε ζρεδίαζε 

ζπζηεκάησλ κεηαθνξάο θαη δηαλνκήο θπζηθνχ αεξίνπ ή πεηξειαίνπ, ζε 

ζπζηήκαηα χδξεπζεο θαη άξδεπζεο, αιιά θαη ζε ζπζηήκαηα ειέγρνπ 

θπθινθνξίαο νρεκάησλ, ζε γξακκέο παξαγσγήο θ.α. 
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3.2.1. Ζ ηερληθή εληνπηζκνχ ηεο κέγηζηεο ξνήο  

 

΢θνπφο καο είλαη λα εληνπίζνπκε εθείλεο ηηο αθκέο πνπ πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ψζηε λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ ξνή απφ ηελ πεγή ζηνλ 

δέθηε. ΢πλνπηηθά ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη : 

1. Δπηιέγνπκε απζαίξεηα έλα κνλνπάηη απφ ηελ πεγή πξνο ην δέθηε 

κε ζεηηθή (κε κεδεληθή) δπλακηθφηεηα ξνήο. 

2. Αλαπξνζαξκφδνπκε ηηο δπλακηθφηεηεο ξνήο ησλ αθκψλ ηνπ 

κνλνπαηηνχ, αθαηξψληαο ηε δπλακηθφηεηα ξνήο ηνπ απφ φιεο ηηο 

δπλακηθφηεηεο ησλ αθκψλ ηνπ πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηνπ δέθηε. 

3. Αλαπξνζαξκφδνπκε ηηο δπλακηθφηεηεο ξνήο ησλ αθκψλ ηνπ 

κνλνπαηηνχ, πξνζζέηνληαο ηε δπλακηθφηεηα ξνήο ηνπ ζε φιεο ηηο 

δπλακηθφηεηεο ησλ αθκψλ ηνπ πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηεο πεγήο. 

4. Διέγρνπκε αλ ππάξρεη κνλνπάηη κε ζεηηθή δπλακηθφηεηα ξνήο πξνο 

ην δέθηε. Αλ λαη, επαλαιακβάλνπκε απφ ην βήκα 1, δηαθνξεηηθά 

έρνπκε εληνπίζεη ηελ αξίζηε ιχζε. 

 

Ο αιγφξηζκνο εχξεζεο ηεο κέγηζηεο ξνήο βαζίδεηαη ζηελ εχξεζε 

κνλνπαηηψλ κε ζεηηθή (κε κεδεληθή) ξνή κεηαμχ ηεο πεγήο θαη ηνπ δέθηε. 

Καζέλα απφ απηά ηα κνλνπάηηα ρξεζηκνπνηνχλ κέξνο ή αθφκα θαη φιε ηε 

δπλακηθφηεηα ησλ αθκψλ γηα ηελ ζπλνιηθή ξνή ζην δίθηπν. 

 

Θα παξνπζηάζνπκε ηε κέζνδν επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο επξέζεσο 

ηεο κέγηζηεο ξνήο κε ηελ βνήζεηα ελφο παξαδείγκαηνο 
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3.2.2. Παξάδεηγκα : 

 

 Έλαο κεγαινθηεκαηίαο αληηκεησπίδεη πξφβιεκα κε ηεο θαιιηέξγεηεο 

ηνπ. Έρεη εγθαηαζηήζεη έλα ζχζηεκα άξδεπζεο ζηα θηήκαηα ηνπ, κε ην νπνίν, 

κέζσ δηθηχνπ γεσηξήζεσλ, αγσγψλ θαη πηεζηηθψλ ζπζηεκάησλ, ην λεξφ πνπ 

αληιείηαη απφ κηα βαζηθή γεψηξεζε (πεγή, θφκβνο 1 ΢ρήκαηνο 32) 

δηνρεηεχεηαη πξνο δηάθνξα ζεκεία – θφκβνπο. Έηζη πνηίδνληαη νη ελδηάκεζεο 

θαιιηέξγεηεο θαη, κέζσ ησλ πηεζηηθψλ, ην λεξφ πνπ απνκέλεη πξνσζείηαη 

πξνο έλα ζεκείν εμφδνπ (δέθηεο – θφκβνο 9). Δθεί φζν λεξφ δελ 

ρξεζηκνπνηείηαη, δηνρεηεχεηαη ζην δηπιαλφ ζπγθξφηεκα φπνπ ππάξρνπλ 

κεγάιεο θαιιηεξγνχκελεο εθηάζεηο. ΢ην ΢ρήκα 32 βιέπνπκε ηνλ θαζαξφ φγθν 

λεξνχ πνπ κπνξεί λα θχγεη θαη λα θηάζεη απφ θφκβν ζε θφκβν (δειαδή έρεη 

ήδε αθαηξεζεί ε πνζφηεηα πνπ ζηελ πνξεία ρξεζηκνπνηείηαη γηα ην ελδηάκεζν 

πφηηζκα). Δίλαη πνιχ ζεκαληηθφ γηα ηνλ παξαγσγφ λα ππνινγίζεη ηε 

δπλακηθφηεηα ηνπ λεξνχ πνπ κπνξεί λα δηνρεηεπζεί απφ ηνλ θφκβν 9 πξνο ηηο 

δηπιαλέο εθηάζεηο. Γεδνκέλεο ηεο δπλακηθφηεηαο ξνήο απφ ηε βαζηθή 

γεψηξεζε πνπ ζεσξείηαη ε πεγή, ην πξφβιεκα είλαη λα βξεζεί ε κέγηζηε 

δπλαηή πνζφηεηα χδαηνο, ε νπνία κπνξεί λα δηνρεηεπζεί πξνο ηηο γεηηνληθέο 

θαιιηέξγεηεο, πνπ είλαη ν δέθηεο. Σαπηνρξφλσο ζα πξέπεη λα εληνπίζνπκε 

εθείλεο ηηο ζσιελψζεηο (αθκέο) πνπ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ πξνθεηκέλνπ 

λα επηηεπρζεί απηή ε κέγηζηε ξνή λεξνχ. 

   

 

΢ρήκα 32 

Σν δηάγξακκα άξδεπζεο ηνπ θηήκαηνο  
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 Αλ πξνζέμνπκε ηελ δνκή απηνχ ηνπ δηθηχνπ παξαηεξνχκε φηη φιεο νη 

αθκέο έρνπλ έλαλ αξηζκφ ζε θάζε άθξν ηνπο. Ο αξηζκφο απηφο εθθξάδεη ην 

πιήζνο, ηνλ φγθν ή γεληθφηεξα ηε κνλάδα κέηξεζεο ηεο ξνήο ηνπ πιηθνχ απφ 

ηνλ θφκβν ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ άθξνπ πξνο ηνλ θφκβν πνπ βξίζθεηαη ζην άιιν 

άθξν. Έηζη γηα παξάδεηγκα βιέπνπκε φηη απφ ηνλ θφκβν 1 κπνξνχλ λα 

θχγνπλ ηέζζεξηο κνλάδεο πιηθνχ (εδψ ζα κπνξνχζαλ λα είλαη ηφλνη λεξνχ) 

ζηελ κνλάδα ηνπ ρξφλνπ θαη λα θηλεζνχλ πξνο ηνλ θφκβν 2. Απφ ηνλ θφκβν 2 

κπνξνχλ λα ξένπλ επίζεο ηέζζεξηο κνλάδεο πξνο ηνλ θφκβν 1 (θαη απηφ γηαηί 

ε αθκή 1-2 έρεη ηνλ αξηζκφ 4 θαη ζηα δχν άθξα ηεο). ΢ηελ αθκή 4-3 

παξαηεξνχκε φηη πέληε κνλάδεο κπνξνχλ λα θηλεζνχλ πξνο ηνλ θφκβν 3 

πξνεξρφκελεο απφ ηνλ θφκβν 4, ελψ κία κνλάδα κπνξεί λα ξέεη πξνο ηελ 

αληίζεηε θαηεχζπλζε. Σέινπο, παξαηεξνχκε φηη ζε πνιιέο αθκέο ππάξρνπλ 

κεδεληθέο δπλακηθφηεηεο ξνήο πξνο θάπνηεο θαηεπζχλζεηο, φπσο γηα 

παξάδεηγκα απφ ηνλ θφκβν 7 πξνο ηνλ θφκβν 5 ή αθφκε απφ ηνλ ηειηθφ 

θφκβν 9 πξνο ηα πίζσ. Οη αθκέο ηνπ δηθηχνπ ηνπ ζρήκαηνο 32 είλαη 

πξνζαλαηνιηζκέλεο. ΢εκεηψλνπκε φηη ε δπλακηθφηεηα ξνήο ελφο κνλνπαηηνχ 

πξνθχπηεη απφ ηελ κέγηζηε ξνή πνπ κπνξεί λα πεξάζεη απφ φιεο ηηο αθκέο 

ηνπ κνλνπαηηνχ απηνχ, δειαδή πξνθχπηεη απφ ηελ αθκή κε ηε κηθξφηεξε 

δπλακηθφηεηα ξνήο κεηαμχ φζσλ ην απαξηίδνπλ. ΢ην πξφβιεκα απηφ 

ελδηαθεξφκαζηε λα εληνπίζνπκε κνλνπάηηα πνπ έρνπλ ζεηηθή (κε κεδεληθή) 

δπλακηθφηεηα ξνήο απφ ηνλ πεγή πξνο ηνλ δέθηε θαη ζα εθαξκφζνπκε ηελ 

ηερληθή εληνπηζκνχ πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο.  

 ΢ην πξψην βήκα ηεο κεζφδνπ επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα κνλνπάηη απφ 

ηελ πεγή κέρξη ηνλ δέθηε, πνπ έρεη ζεηηθή δπλακηθφηεηα ξνήο. Γελ ππάξρεη 

θαλέλα πξφβιεκα ζρεηηθά κε ηελ απζαίξεηε επηινγή ηνπ αξρηθνχ κνλνπαηηνχ, 

επεηδή ηειηθά ζα θαηαιήμνπκε ζε θάπνην δίθηπν ρσξίο ελαπνκέλνπζα ζεηηθή 

δπλακηθφηεηα ξνήο απφ ηελ πεγή πξνο ηνλ δέθηε. Δλδερνκέλσο ε ρξήζε 

δηαθνξεηηθψλ κνλνπαηηψλ λα καο νδεγήζεη ζε θάπνηα ελαιιαθηηθή ιχζε, αλ 

ππάξρεη ηέηνηα, φκσο ε ζπλνιηθή ξνή απφ ηελ πεγή πξνο ηνλ δέθηε ζα είλαη ε 

ίδηα θπζηθά ζε φιεο ηεο ελαιιαθηηθέο δηαδξνκέο. 

 Έζησ φηη ην αξρηθφ  κνλνπάηη πνπ επηιέγνπκε απφ ηελ πεγή πξνο ηνλ 

δέθηε είλαη ην 1-3-6-8-9. Ζ κέγηζηε δπλαηή ξνή πνπ κπνξεί λα πεξάζεη απφ 

απηφ ην κνλνπάηη είλαη ίζε κε δχν κνλάδεο. Απηφ πξνθχπηεη απφ ηελ ξνή ζηελ 

αθκή 3-6 απφ ηνλ θφκβν 3 πξνο ηνλ θφκβν 6. Γειαδή ε κέγηζηε δπλακηθφηεηα 

ξνήο ελφο κνλνπαηηνχ, φπσο πξναλαθέξακε πξνθχπηεη απφ ηελ αθκή κε ηελ 

κηθξφηεξε δπλακηθφηεηα ξνήο κεηαμχ απηψλ πνπ ην απαξηίδνπλ, ψζηε λα 

κπνξεί λα πεξάζεη απφ φιεο ηηο αθκέο ηνπ κνλνπαηηνχ.  

 ΢ην δεχηεξν βήκα ηεο κεζφδνπ αλαπξνζαξκφδνπκε ηηο ξνέο πξνο ηνλ 

δέθηε, αθαηξψληαο ηε ξνή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κνλνπαηηνχ, δείρλνληαο φηη 

απηή ε πνζφηεηα κπνξεί πιένλ λα πεξάζεη. ΢εκεηψλνπκε ηα ζηνηρεία απηά 

ζην δίθηπν θαη ζην κνλνπάηη ην νπνίν θαηαγξάθνπκε. 
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 ΢ην ηξίην βήκα αλαπξνζαξκφδνπκε ηηο ξνέο ησλ αθκψλ πνπ 

απαξηίδνπλ ην κνλνπάηη πξνο ηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε (δειαδή πξνο ηελ 

πεγή) απμάλνληαο ηηο θαηά ηελ ξνή ηνπ κνλνπαηηνχ (ζηελ ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε θαηά 2 κνλάδεο). Απηφ γίλεηαη επεηδή ζεσξεηηθά θάζε πιηθφ, ην 

νπνίν ξέεη πξνο ηνλ δέθηε ζα κπνξνχζε λα γπξίζεη πίζσ θαη λα αθνινπζήζεη 

ηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε, αλ απηφ είλαη απαξαίηεην. Γηα λα κπνξέζνπκε φκσο 

λα εθηειέζνπκε κία ηέηνηα θίλεζε, εάλ απηφ θξηζεί απαξαίηεην, ζα πξέπεη λα 

αλαπξνζαξκφζνπκε θαηά ηνλ ηξφπν πνπ πεξηγξάςακε ηηο αληίζεηεο ξνέο ησλ 

αθκψλ. 

 ΢ην ζεκείν απηφ κε ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ νινθιεξψλεηαη κία 

επαλάιεςε ηεο κεζφδνπ. ΢ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ ειέγρεηαη ε χπαξμε 

κνλνπαηηψλ κε ζεηηθή (κε κεδεληθή) δπλακηθφηεηα ξνήο απφ ηελ πεγή πξνο 

ηνλ δέθηε. Αλ δηαπηζηψζνπκε φηη ππάξρνπλ ηέηνηνπ είδνπο κνλνπάηηα ηφηε 

ζπλερίδνπκε επαλαιακβάλνληαο ηελ δηαδηθαζία, δηαθνξεηηθά έρνπλ εληνπίζεη 

ηελ βέιηηζηε ιχζε. Ζ πξψηε επαλάιεςε απεηθνλίδεηαη ζην ζρήκα 33. 

 

 

 

΢ρήκα 33 

Ζ πξψηε επαλάιεςε ηεο κεζφδνπ 

επξέζεσο ηεο κέγηζηεο ξνήο. 

  

Σν κνλνπάηη πνπ έρνπκε ζεκεηψζεη είλαη ην 1→3→6→8→9, θαη ε 

αληίζηνηρε ξνή ηνπ είλαη ίζε κε 2 κνλάδεο (ε νπνία εκθαλίδεηαη κέζα ζηα γθξη 

ηεηξάγσλα). Παξαηεξνχκε αθφκα, ηελ αλαπξνζαξκνγή ησλ δπλακηθνηήησλ 

ησλ αθκψλ πνπ απαξηίδνπλ ην κνλνπάηη. 
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Δίλαη θαλεξφ φηη ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ δελ ηθαλνπνηείηαη, αθνχ 

ππάξρνπλ δξφκνη κε ζεηηθή δπλακηθφηεηα ξνήο, φπσο γηα παξάδεηγκα ην 

κνλνπάηη 1→3→5→7→9. Απφ ην κνλνπάηη απηφ κπνξνχλ λα πεξάζνπλ νη 

ππφινηπεο 2 κνλάδεο πνπ απέκεηλαλ ζηελ αθκή 1-3. ΢ην ΢ρήκα 34 

απνηππψλεηαη ε δεχηεξε επαλάιεςε ηνπ δεχηεξνπ θαη ηνπ ηξίηνπ βήκαηνο ηνπ 

αιγνξίζκνπ, θαη έρνπλ αλαπξνζαξκνζηεί θαηάιιεια νη ξνέο ησλ αθκψλ 

θαζψο επίζεο έρεη ζεκεησζεί ην κνλνπάηη θαη ε αληίζηνηρε ξνή ηνπ, πνπ θαη 

ζε απηή ηε πεξίπησζε είλαη 2 κνλάδεο. ΢ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο έρνπκε 

δηαηεξήζεη θαη ηηο ξνέο ηεο πξνεγνχκελεο επαλάιεςεο. 

 

 

 

΢ρήκα 34 

Σν δίθηπν κεηά ηε δεχηεξε επαλάιεςε. 

 

 Ζ ζπλνιηθή ξνή ηψξα είλαη ίζε κε 4 κνλάδεο θαη επηηπγράλεηαη κέζσ 

ησλ δχν δηαδξνκψλ πνπ έρνπλ ζεκεησζεί. Σν θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ χζηεξα 

θαη απφ ηε δεχηεξε επαλάιεςε εμαθνινπζεί λα κελ ηθαλνπνηείηαη θαζψο 

ππάξρεη έλα κνλνπάηη κε ζεηηθή ξνή, ην 1→4→6→8→9. Απφ ηελ αθκή 1-4 

κπνξνχλ λα πεξάζνπλ 6 κνλάδεο φκσο ε δπλακηθφηεηα ηνπ κνλνπαηηνχ είλαη 

ίζε κε 4 κνλάδεο, φπσο κπνξνχκε λα δνχκε ζηηο αθκέο 4-6, 6-8 θαη 8-9. Έηζη 

ζπλερίδνπκε ζηελ ηξίηε επαλάιεςε αλαπξνζαξκφδνληαο θαηάιιεια ηηο ξνέο 

ησλ αθκψλ. Ζ αλαπξνζαξκνγέο απηέο θαζψο θαη ην κνλνπάηη θαη ε ξνή ηνπ 

απνηππψλνληαη ζην ΢ρήκα 35. 
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΢ρήκα 35 

Σν δίθηπν κεηά ηελ ηξίηε επαλάιεςε  

 Παξαηεξνχκε φηη ππάξρεη πεξηζψξην γηα κεγαιχηεξε ζπλνιηθή ξνή απφ 

ηελ πεγή πξνο ηνλ δέθηε αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ην κνλνπάηη 1→2→5→7→9, 

ζην νπνίν παξαηεξνχκε φηη απφ ηηο αθκέο 1-2 θαη 2-5 κπνξνχλ λα πεξάζνπλ 

ην πνιχ 4 κνλάδεο. Σν αληίζηνηρν δίθηπν απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 36. 

 

 

΢ρήκα 36 

Σν δίθηπν κεηά ηελ ηέηαξηε επαλάιεςε 
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 Διέγρνληαο ην θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ, δηαπηζηψλνπκε φηη δελ ππάξρεη 

πιένλ θαλέλα  κνλνπάηη κε ζεηηθή δπλακηθφηεηα ξνήο απφ ηελ πεγή πξνο ηνλ 

δέθηε. Πξάγκαηη, νη δχν κνλάδεο πνπ έρνπλ απνκείλεη ζηελ αθκή 1-4, δελ 

κπνξνχλ λα πεξάζνπλ απφ ηελ αθκή 4-6, ελψ αλ ζπλερίζνπλ πξνο ηνλ θφκβν 

3 κέζσ ηεο αθκήο 4-3, δελ κπνξνχλ λα πξνρσξήζνπλ νχηε πξνο ηνλ θφκβν 5 

αιιά νχηε θαη πξνο ηνλ θφκβν 6. Σέινο αλ 2 κνλάδεο ζπλερίζνπλ πξνο ηνλ 

θφκβν 2 απφ ηελ αθκή 3-2 ζα ζηακαηήζνπλ ζε απηφλ, αθνχ ε δπλακηθφηεηα 

ηεο αθκήο 2-5 είλαη κεδεληθή. ΢πλεπψο ε δηαδηθαζία εδψ ηεξκαηίδεη. Ζ 

ζπλνιηθή κέγηζηε ξνή πνπ κπνξεί λα πεξάζεη δηακέζνπ ηνπ δηθηχνπ απφ ηελ 

πεγή πξνο ηνλ δέθηε είλαη ην άζξνηζκα ησλ δπλακηθνηήησλ ξνήο ησλ 

κνλνπαηηψλ πνπ βξέζεθαλ, δειαδή ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη ίζε 

κε 12. ΢ηνλ Πίλαθα παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά ηα απνηειέζκαηα, δειαδή ηα 

κνλνπάηηα πνπ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ θαη νη αληίζηνηρεο ξνέο γηα ην 

θαζέλα απφ απηά.  

 

 

 

Πίλαθαο 

Μνλνπάηη Ρνή 

1→3→6→8→9 2 

1→3→5→7→9 2 

1→4→6→8→9 4 

1→2→5→7→9 4 

΢ύλνιν 12 
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3.3. Δχξεζε ηεο κέγηζηεο ξνήο κε ηελ ρξήζε  

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

 Θέηνπκε xij ηελ πνζφηεηα ξνήο ηεο αθκήο (i,j) θαη c ij ηελ δπλακηθφηεηα 

ηεο ίδηαο αθκήο. Τπνζέηνπκε φηη s θαη t είλαη ε αθεηεξία (πεγή) θαη ν 

ηεξκαηηθφο θφκβνο (δέθηεο) ηνπ δηθηχνπ αληίζηνηρα. Ζ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε κεγηζηνπνηεί είηε ηελ ζπλνιηθή εμεξρφκελε ξνή απφ ηελ πεγή, 

θφκβνο  s είηε ηελ ζπλνιηθή εηζεξρφκελε ξνή ζηνλ δέθηε, θφκβνο t. 

 

Θα εθαξκφζνπκε ηελ κνληεινπνίεζε ελφο πξνβιήκαηνο εχξεζεο ηεο 

κέγηζηεο ξνήο σο πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζην δίθηπν ηνπ 

ζρήκαηνο 37.  

 

 

 

΢ρήκα 37 
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΢ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 37 ε πεγή είλαη ν θφκβνο 1 (s = 1) θαη ν 

δέθηεο είλαη ν θφκβνο 5 (t = 5). ΢ηνλ αθφινπζν πίλαθα παξνπζηάδεηαη ε 

κεηαηξνπή ηνπ πξνβιήκαηνο εχξεζεο ηεο κέγηζηεο ξνήο ζε πξφβιεκα 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε δχν δηαθνξεηηθέο αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο, 

ζηελ κία κεγηζηνπνηνχκε ηελ εμεξρφκελε ξνή απφ ηελ πεγή, αθεηεξία 

(θφκβνο 1) (=z1) θαη ζηελ άιιε κεγηζηνπνηνχκε ηελ εηζεξρφκελε ξνή ζηνλ 

δέθηε (θφκβνο 5) (=z2). 

 

 

 

 x12 x13 x14 x23 x25 x34 x35 x43 x45  

Maximize z1=  1 1 1        

Maximize z2=     1  1  1  

Κφκβνο 2 1   -1 -1     =0 

Κφκβνο 3  1  1  -1 -1 1  =0 

Κφκβνο 4   1   1  -1 -1 =0 

Γπλακηθφηεηα 20 30 10 40 30 10 20 5 20  

 

 

 

Ζ βέιηηζηε ιχζε θαη ρξεζηκνπνηψληαο νπνηαδήπνηε απφ ηηο δχν 

αληηθεηκεληθέο ζπλαξηήζεηο είλαη : 

 

x12 =  20, x13 = 30, x14 = 10,  x25 = 20, x35 = 20, x45= 20 

 

 

Ζ αληίζηνηρε κέγηζηε ξνή είλαη z1 = z2 = 60. 
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3.4. Δπίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο εχξεζεο ηεο κεγίζηεο ξνήο 

(maximum flow problem) κε ηελ βνήζεηα ηνπ EXCEL. 

 

 Σν πξφβιεκα επξέζεσο ηεο κέγηζηεο ξνήο κπνξεί λα ιπζεί θαη κε ηε 

βνήζεηα ηνπ EXCEL, κε ηνλ ίδην ηξφπν πνπ ιχζακε πξνεγνπκέλσο ην 

πξφβιεκα επξέζεσο ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο, δηαηππψλνληαο ην σο 

πξφβιεκα αθέξαηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ιχλνληαο ην κε ηελ 

βνήζεηα ηεο εθαξκνγήο Solver απφ ην κελνχ εξγαιείσλ ηνπ EXCEL. 

 Θα κειεηήζνπκε ηελ εχξεζε ηεο κέγηζηεο ξνήο κέζσ ηνπ EXCEL κε ηε 

βνήζεηα ελφο παξαδείγκαηνο. 

 Μία εηαηξία κεηαθέξεη ηα πξντφληα ηεο ζηδεξνδξνκηθφο απφ ηελ Αζήλα 

ζηελ Θεζζαινλίθε. Όκσο κπνξεί λα εμαζθαιίδεη ηε κεηαθνξά πεξηνξηζκέλεο 

πνζφηεηαο πξντφλησλ κέζσ ησλ βαγνληψλ εβδνκαδηαίνο.  

 

 

 

 

΢ρήκα 38 

΢ηδεξνδξνκηθφ δίθηπν  

 

Με δεδνκέλεο ηηο πεξηνξηζκέλεο πνζφηεηεο κεηαθνξάο κέζν ησλ 

βαγνληψλ ε εηαηξία ζέιεη λα ππνινγίζεη πνία είλαη ε κέγηζηε πνζφηεηα 

κεηαθνξάο πξντφλησλ απφ ηελ Αζήλα ζηελ Θεζζαινλίθε εβδνκαδηαίνο. Ζ 

επηηξεπηή πνζφηεηα κεηαθνξάο πξντφλησλ ζε θάζε ζηδεξνδξνκηθή γξακκή 

πξνζδηνξίδεηαη απφ ηνπο αξηζκνχο πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ θάζε αθκή αθξηβψο 

δεμηά απφ ηνλ αληίζηνηρν θφκβν (γηα παξάδεηγκα 6 κνλάδεο πξντφληνο 

κπνξνχλ λα κεηαθεξζνχλ απφ ηνλ θφκβν 1 (Αζήλα) ζηνλ θφκβν 2).  

1

2

5

4 6

3

ΘεζζαινλίθεΑζήλα

0
0

0

4

0

5

2
0

3

8

3
0

6

4

7

0

2

6



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

79 

 

Ο αξηζκφο πνπ εκθαλίδεηαη ζηα αξηζηεξά θάζε αθκήο αληηπξνζσπεχεη 

ηνλ αξηζκφ ησλ κνλάδσλ πξντφλησλ πνπ κπνξνχλ λα θηλεζνχλ πξνο ηελ 

αληίζεηε θαηεχζπλζε ηεο αθκήο (γηα παξάδεηγκα θακία κνλάδα πξντφληνο δελ 

κπνξεί λα κεηαθεξζεί απφ ηνλ θφκβν 2 ζηνλ θφκβν1). Ζ αθκή πνπ ελψλεη ηνλ 

θφκβν 1 κε ηνλ θφκβν 2 νλνκάδεηαη θαηεπζπλφκελε επεηδή ε ξνή επηηξέπεηαη 

κφλν πξνο ηε κία θαηεχζπλζε (απφ ηνλ θφκβν 1 ζηνλ 2 θαη φρη απφ ηνλ θφκβν 

2 ζηνλ 1). Παξαηεξήζηε φηη ε ξνή επηηξέπεηαη θαη πξνο ηηο δχν θαηεπζχλζεηο 

κεηαμχ ησλ θφκβσλ 2 θαη 4 θαη κεηαμχ ηνλ θφκβσλ 3 θαη 4. Απηέο νη αθκέο 

νλνκάδνληαη κε θαηεπζπλφκελεο. 

 

   Οη κεηαβιεηέο απφθαζεο αληηπξνζσπεχνπλ ηε ξνή ζε θάζε αθκή θαη 

νξίδνληαη σο αθνινχζσο : 

 

  xij = ξνή θαηά κήθνο ηεο αθκήο i-j θαη είλαη αθέξαηνο. 

 

Γηα λα κεηψζνπκε ηνλ φγθν θαη ηελ πνιππινθφηεηα απηήο ηεο 

κνληεινπνίεζεο, ζα εμαιείςνπκε ηε ξνή θαηά κήθνο κηαο αθκήο κε αληίζεηε 

θαηεχζπλζε (π.ρ. ε ξνή απφ ηνλ θφκβν 4 ζηνλ 2 είλαη κήδελ). 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηελ κνληεινπνίεζε θαη εχξεζε ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ζα πξέπεη λα αιιάμνπκε ειαθξά ην δίθηπν ψζηε 

λα κπνξεί λα επηιπζεί σο πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Θα 

δεκηνπξγήζνπκε κία θαηλνχξηα αθκή απφ ηνλ θφκβν 6 ζηνλ θφκβν 1 θαη ζα 

ηελ νξίζνπκε σο  x61. Ζ ξνή θαηά κήθνο ηεο αθκήο πνπ ζπλδέεη ηνλ δέθηε (ηνλ 

ηεξκαηηθφ θφκβν) κε ηελ πεγή (ηελ αθεηεξία) απνηειεί ηελ κέγηζηε πνζφηεηα 

ε νπνία κπνξεί απνζηαιεί απφ ηνλ θφκβν 6 πίζσ ζηνλ θφκβν 1 θαη έπεηηα 

κέζσ ηνπ δηθηχνπ λα επηζηξέςεη ζηνλ θφκβν 6. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα 

δεκηνπξγνχκε κία ζπλερή ξνή κέζσ ηνπ δηθηχνπ ε νπνία ην δηαπεξλά θαη 

εμέξρεηαη απφ ηνλ ηεξκαηηθφ θφκβν (θφκβνο 6) θαη είλαη ε κεγαιχηεξε 

πνζφηεηα πνπ κπνξεί λα δηαπεξάζεη ην δίθηπν μεθηλψληαο απφ ηελ αθεηεξία 

(θφκβνο 1). ΢πλεπψο ην δεηνχκελν καο είλαη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ 

πνζφηεηα πνπ ξέεη απφ ηνλ ηεξκαηηθφ θφκβν πίζσ ζηελ αθεηεξία (δειαδή 

ηελ πνζφηεηα πνπ ξέεη απφ ηνλ θφκβν 6 πίζσ ζηνλ θφκβν 1). 

 

Maximize z = x61 

 

Οη πεξηνξηζκνί αθνινπζνχλ ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε απηή ηνπ 

πξνβιήκαηνο επξέζεσο ηεο ζπληνκφηεξεο δηαδξνκήο, ε νπνία είλαη, 

νηηδήπνηε εηζέξρεηαη ζε έλα θφκβν πξέπεη λα εμέιζεη απφ ηνλ θφκβν απηφ.  
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Έηζη ζηνλ θφκβν 1 έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκφ φηη ε πνζφηεηα πνπ 

εηζέξρεηαη κέζσ ηεο αθκήο 6-1 πξέπεη λα εμέιζεη κέζσ ησλ αθκψλ 1-2, 1-3 

θαη 1-4. 

x61 = x12 + x13 + x14 

 

O πεξηνξηζκφο απηφο κπνξεί λα γξαθεί θαη κε ηε κνξθή: 

 

x61 - x12 - x13 - x14 = 0 

 

Καηά ηνλ ίδην ηξφπν ν πεξηνξηζκφο γηα ηνλ θφκβν 2 γξάθεηαη σο : 

 

x12 - x24 - x25 = 0 

 

θ. ν. θ. 

 

Θα πξέπεη επίζεο λα γξάςνπκε έλα ζχλνιν πεξηνξηζκψλ πνπ ζα καο 

δηαζθαιίδνπλ ηηο δπλακηθφηεηεο ησλ αθκψλ ηνπ δηθηχνπ. Απηνί νη πεξηνξηζκνί 

είλαη νη εμήο : 

 

x12 ≤ 6  x34 ≤ 2 

x13 ≤ 7  x36 ≤ 6 

x14 ≤ 4  x46 ≤ 5 

x24 ≤ 3  x56 ≤ 4 

x25 ≤ 8  x61 ≤ 17 

 

 

Ζ πνζφηεηα x61 κπνξεί λα παίξλεη νπνηαδήπνηε κεγάιε ηηκή 

(ζπγθξηηηθά κε ηηο δπλακηθφηεηεο ησλ άιισλ αθκψλ), θαη νξίδνπκε λα είλαη ην 

άζξνηζκα ησλ πνζνηήησλ πνπ εμέξρνληαη απφ ηνλ θφκβν 1.  
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Ζ νινθιεξσκέλε κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο καο σο πξφβιεκα 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ε αθφινπζε : 

Maximize z = x61 

Τπφ ηνπο πεξηνξηζκνχο : 

x61 - x12 - x13 - x14 = 0 

x12 - x24 - x25 = 0 

x13 – x34 – x36 = 0 

x14 + x24 + x34 – x46 = 0 

x25 – x56 = 0 

x36 + x46 + x56 – x61 = 0 

x12 ≤ 6 

x13 ≤ 7 

x14 ≤ 4 

x24 ≤ 3 

x25 ≤ 8 

x34 ≤ 2 

x36 ≤ 6 

x46 ≤ 5 

x56 ≤ 4 

x61 ≤ 17 

xij≥0 αθέξαηνο. 

 

 Ζ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κεηαθνξάο κέζσ ηνπ ζηδεξνδξνκηθνχ 

δηθηχνπ ηνπ ζρήκαηνο 38, ην νπνίν είλαη ήδε ζε κνξθή πξνβιήκαηνο 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, κε ηε βνήζεηα ηνπ Excel παξνπζηάδεηαη ζηελ 

εηθφλα 4. Οη κεηαβιεηέο απφθαζεο xij βξίζθνληαη ζηα θειηά C6:C15. Σα θειία 

D6:D15 πεξηέρνπλ ηηο δπλακηθφηεηεο ησλ αθκψλ. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, 

ε νπνία απνηειεί ηελ κεγηζηνπνίεζε ηεο ξνήο κέζσ ηεο αθκήο 6-1, 

ππνινγίδεηαη ζην θειί  C16. Οη πεξηνξηζκνί ηεο ξνήο ηνπ κνληέινπ 

εκθαλίδνληαη ζηνλ πίλαθα πνπ βξίζθεηαη δεμηά ζην ππνινγηζηηθφ θχιιν. Γηα 

παξάδεηγκα ην θειί G6 πεξηέρεη ηνλ πεξηνξηζκφ γηα ηνλ θφκβν 1 ‘=C15-C6-

C7-C8’, θαη ην θειί G7 πεξηέρεη ηνλ πεξηνξηζκφ γηα ηνλ θφκβν 2 ‘=C6-C9-C10’ 
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Δηθφλα 4 

Οη πεξηνξηζκνί γηα ηηο δπλακηθφηεηεο ησλ αθκψλ πξνζζέηνληαη κε ηελ 

εθαξκνγή ηηο ζρέζεο : ‘C6:C15≤D6:D15’ ζηελ επηινγή Solver. 

΢ηελ εηθφλα 5 βιέπνπκε ηελ εθαξκνγή Solver πξνζαξκνζκέλε ζην 

κνληέιν καο.  

 

Αληηθεηκεληθή – κέγηζηε 

ξνή πνπ εμέξρεηαη απφ 

ηνλ θφκβν 6 

Πεξηνξηζκφο γηα ηνλ θφκβν 1 

=C15-C6-C7-C8 

Μεηαβιεηέο απφθαζεο  
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Δηθφλα 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ζ εηζεξρφκελε ξνή θαη ε 

εμεξρφκελε ξνή ζηνπο 

θφκβνο πξέπεη λα είλαη 

ίζε. 
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Ζ ιχζε κέζσ ην EXCEL απνηππψλεηαη ζηελ εηθφλα 6. Ζ ξνή ηεο θάζε 

αθκήο παξνπζηάδεηαη ζηα θειία  C6:C15 θαη ε ζπλνιηθή πνζφηεηα ξνήο ηνπ 

δηθηχνπ είλαη 15 κνλάδεο φπσο παξαηεξνχκε ζην θειί C16. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηθφλα 6 
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4. Πξφβιεκα ειάρηζηεο δπλακηθφηεηαο ξνήο  

(minimum capacitated flow problem) 

 

Σν πξφβιεκα ειάρηζηεο δπλακηθφηεηαο ξνήο βαζίδεηαη ζηηο παξαθάησ 

πξνυπνζέζεηο. 

1. Μηα (κε αξλεηηθή) πνζφηεηα ξνήο αληηζηνηρεί ζε θάζε αθκή ηνπ 

δηθηχνπ. 

2. Οη αθκέο κπνξεί λα έρνπλ ειάρηζην φξην δπλακηθφηεηαο. 

3. Όινη νη θφκβνη ηνπ δηθηχνπ κπνξνχλ λα ιεηηνπξγνχλ είηε σο πεγή είηε 

σο δέθηεο. 

 

Σν κνληέιν απηφ θαζνξίδεη ηε ξνή ζηηο αθκέο ηνπ δηθηχνπ ψζηε λα 

ειαρηζηνπνηείηαη ην ζπλνιηθφ θφζηνο, ελψ παξάιιεια ηθαλνπνηεί ηνπο 

πεξηνξηζκνχο ηεο ξνήο ζηα ηφμα θαη ηηο πνζφηεηεο πξνζθνξάο θαη δήηεζεο 

ησλ θφκβσλ. Πξψηα ζα παξνπζηάζνπκε ην κνληέιν δπλακηθνηήησλ ηνπ 

δηθηχνπ θαη ηελ αληίζηνηρε δηαηχπσζε ζε κνξθή πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ δηαηχπσζε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ απνηειεί ηε 

βάζε γηα ηελ αλάπηπμε ελφο αιγνξίζκνπ δπλακηθνηήησλ simplex γηα ηελ 

επίιπζε ηνπ δηθηπαθνχ απηνχ κνληέινπ.  

Μνξθή δηθηχνπ 

 Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε έλα δίθηπν δπλακηθνηήησλ G = (N, A), φπνπ Ν 

είλαη ην ζχλνιν ησλ θφκβσλ θαη Α είλαη ην ζχλνιν ησλ αθκψλ. Οξίδνπκε : 

  xij = πνζφηεηα ξνήο απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ θφκβν j  

  uij (lij) = κέγηζηε (ειάρηζηε) δπλακηθφηεηα ηεο αθκήο (i, j) 

  cij = θφζηνο ξνήο απφ ηνλ θφκβν i ζηνλ θφκβν j 

  fi = θαζαξή ξνή ζηνλ θφκβν i. 

΢ην ζρήκα 39 απνηππψλνληαη νη παξαπάλσ δηεπθξηλήζεηο γηα ηελ αθκή (i, j). 

Ζ εηηθέηα [fi] αληηπξνζσπεχεη κία ζεηηθή (αξλεηηθή) πνζφηεηα γηα ηελ θαζαξή 

πξνζθνξά (δήηεζε) πνπ ζρεηίδεηαη κε ηνλ θφκβν i. 

 

 

΢ρήκα 39 Γπλακηθφηεηα αθκήο κε εμσηεξηθή ξνή 

  

i j

[fi] [fj]
$Cij

(lij,uij)

xij
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Παξάδεηγκα  

Μηα εηαηξία πξνκεζεχεη κε θαιακπφθη απφ ηξία ζηιφ ζε ηξείο 

πηελνηξνθηθέο κνλάδεο. Οη πνζφηεηεο πξνκήζεηαο απφ ηα ηξία ζηιφ είλαη 100, 

200 θαη 50 ρηιηάδεο θαη ε δήηεζε ζηηο ηξείο πηελνηξνθηθέο κνλάδεο είλαη 150, 

80 θαη 120 ρηιηάδεο. Ζ εηαηξία σο επί ην πιπζηψλ κεηαθέξεη ζηδεξνδξνκηθφο 

ην θαιακπφθη ζηηο θάξκεο, κε εμαίξεζε ηξείο δηαδξνκέο φπνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη θνξηεγά. 

΢ην ζρήκα 40 απνηππψλνληαη νη δπλαηέο δηαδξνκέο κεηαμχ ησλ ζηιφ 

θαη ησλ πηελνηξνθηθψλ κνλάδσλ. Σα ζηιφ εθπξνζσπνχληαη απφ ηνπο 

θφκβνπο 1, 2 θαη 3 φπνπ νη πνζφηεηεο πξνκήζεηαο είλαη [100], [200] θαη [50] 

αληίζηνηρα. Οη θάξκεο αληηπξνζσπεχνληαη απφ ηνπο θφκβνπο 4, 5 θαη 6 φπνπ 

νη πνζφηεηεο δήηεζεο είλαη [-150], [-80] θαη [-120] αληίζηνηρα. Οη δηαδξνκέο 

επηηξέπνπλ ηελ κεηαθνξά κεηαμχ ησλ ζηιφ θαη ησλ πηελνηξνθηθψλ κνλάδσλ. 

Οη αθκέο (1,4), (3,4) θαη (4,6) είλαη δηαδξνκέο πνπ εμππεξεηνχληαη κέζσ 

θνξηεγψλ κε ειάρηζηε θαη κέγηζηε δπλακηθφηεηα. Γηα παξάδεηγκα ε 

δπλακηθφηεηα ηεο αθκήο (1,4) είλαη κεηαμχ 50 θαη 80 ρηιηάδσλ κνλάδσλ. Όιεο 

νη άιιεο δηαδξνκέο εμππεξεηνχληαη ζηδεξνδξνκηθφο φπνπ ε κέγηζηε 

δπλακηθφηεηα είλαη πξαθηηθά απεξηφξηζηε. Σν θφζηνο κεηαθνξάο αλά κνλάδα 

αλαγξάθεηαη ζηελ αληίζηνηρε αθκή.  

 

 

 

 

΢ρήκα 40 

 

 

 

1 4

3

2 5

6

$4

$
3

$5

$6

$2 $4

$1

(50,80)

$2

(100,120)
$1

(70,120)

[100]

[200] [-80]

[50] [-120]

[-150]
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4.1. Γηαηχπσζε σο πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

 

Ζ δηαηχπσζε ην κνληέινπ σο πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

ζέηεη ηηο βάζεηο γηα αλάπηπμε ηνπ αιγνξίζκνπ simplex δπλακηθνηήησλ. Σν 

γξακκηθφ πξφγξακκα γηα ην δίθηπν δπλακηθνηήησλ είλαη ην αθφινπζν : 

Minimize z = 
( , )

ij ij

i j A

c x


  

Τπφ ηνπο πεξηνξηζκνχο :  

( , ) ( , )

,jk ij j

k i
i k A i j A

x x f j N

 

     

 

ij ij ijl x u   

Ζ εμίζσζε γηα ηνλ θφκβν j ππνινγίδεη ηελ θαζαξή ξνή jf  ζηνλ θφκβν j σο 

εμήο : 

(εμεξρφκελε ξνή απφ ηνλ θφκβν j) – (εηζεξρφκελε ξνή ζηνλ θφκβν j) = jf
 

 

Ο θφκβνο j απνηειεί πεγή εάλ 0jf   θαη δέθηε εάλ 0jf  . 

Μπνξνχκε λα αθαηξέζνπκε ην ειάρηζην φξην 
ijl απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο 

κε ηελ αληηθαηάζηαζε : 

'ij ij ijx x l   

Ζ θαηλνχξηα κεηαβιεηή ξνήο 'ijx απνηειεί έλα κέγηζην φξην γηα ηελ 

πνζφηεηα 
ij iju l . Αθφκα, ε θαζαξή ξνή ζηνλ θφκβν i γίλεηαη 

i ijf l . ΢ην 

ζρήκα 41 βιέπνπκε ηελ αιιαγή ηεο θαηάζηαζεο (i,j) κεηά ηελ αληηθαηάζηαζε 

ηνπ ειάρηζηνπ νξίνπ.  

 

 

΢ρήκα 41  

Αθαίξεζε ηνπ ειάρηζηνπ νξίνπ ζηηο αθκέο. 

i j

[fi] [fj]
$Cij

(lij,uij)

xij

i j

[fi - lij] [fi + lij]
$Cij

(uij - lij)

x’ij
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4.2. Παξαδείγκαηα : 

 

Παξάδεηγκα  

Θα θαηαζθεπάζνπκε ην γξακκηθφ κνληέιν ηνπ δηθηχνπ ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο εηαηξίαο πνπ αζρνιείηαη κε ηε κεηαθνξά θαιακπνθηνχ 

(δειαδή, ηνπ δηθηχνπ ηνπ ζρήκαηνο 40), πξηλ θαη κεηά ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ 

ειαρίζηνπ νξίνπ. 

Οη θχξηνη πεξηνξηζκνί ηνπ γξακκηθνχ κνληέινπ είλαη ε εηζεξρφκελε θαη 

εμεξρφκελε ξνή απφ ηνλ θάζε θφκβν, ζπλεπψο πξνθχπηεη ην αθφινπζν 

γξακκηθφ κνληέιν. 

 

 x12 x13 x14 x23 x25 x34 x35 x46 x56  

Minimize 3 4 1 5 6 1 2 2 4  

θφκβνο 1 1 1 1       =   100 

θφκβνο 2 -1   1 1     =   200 

θφκβνο 3  -1  -1  1 1   =     50 

θφκβνο 4   -1   -1  1  =  -150 

θφκβνο 5     -1  -1  1 =   - 80 

θφκβνο 6        -1 -1 = - 120 

Μέγηζην φξην 0 0 50 0 0 70 0 100 0  

Διάρηζην φξην ∞ ∞ 80 ∞ ∞ 120 ∞ 120 ∞  

 

΢εκεηψλνπκε φηη νη ζπληειεζηέο ησλ πεξηνξηζκψλ είλαη 1 θαη -1. Ζ 

ζηήιε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πνζφηεηα xij έρεη 1 ζηελ γξακκή i θαη -1 ζηελ 

γξακκή j. Οη ππφινηπνη ζπληειεζηέο είλαη κεδέλ. Απηή ε δνκή είλαη 

ραξαθηεξηζηηθή γηα φια ηα κνληέια δηθηχσλ ξνήο. 
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Οη πνζφηεηεο κε ειάρηζην φξην αληηθαζηζηψληαη απφ : 

 

x14 = x’14 + 50 

x34 = x’34 + 70 

x46 = x’46 + 100 

 

΢πλεπψο ην ηειηθφ γξακκηθφ κνληέιν είλαη : 

 

 x12 x13 x14 x23 x25 x34 x35 x46 x56  

Minimize 3 4 1 5 6 1 2 2 4  

θφκβνο 1 1 1 1       =     50 

θφκβνο 2 -1   1 1     =   200 

θφκβνο 3  -1  -1  1 1   =    -20 

θφκβνο 4   -1   -1  1  =  -130 

θφκβνο 5     -1  -1  1 =   - 80 

θφκβνο 6        -1 -1 = -   20 

Μέγηζην φξην ∞ ∞ 30 ∞ ∞ 50 ∞ 20 ∞  

 

Σν αληίζηνηρν δίθηπν έπεηηα απφ ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ ειαρίζηνπ 

νξίνπ παξνπζηάδεηαη ζην ζρήκα 42. ΢εκεηψλνπκε φηη ε αληηθαηάζηαζε ηνπ 

κέγηζηνπ νξίνπ κπνξεί λα γίλεη απεπζείαο απφ ην ζρήκα 40 ρξεζηκνπνηψληαο 

ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ ζρήκαηνο 41 θαη ρσξίο λα είλαη απαξαίηεην πξψηα λα 

αλαπηχμνπκε ην πξφβιεκα σο έλα γξακκηθφ κνληέιν.    
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΢ρήκα 42 

Σν δίθηπν ηνπ παξαδείγκαηνο έπεηηα απφ 

ηελ αληηθαηάζηαζε ηνπ ειαρίζηνπ νξίνπ 

 

Παξάδεηγκα (Πξφγξακκα Δξγαζίαο) 

 

 

Απηφ ην παξάδεηγκα απεηθνλίδεη έλα δηθηπαθφ κνληέιν ην νπνίν αξρηθά 

δελ πιεξνί ηηο απαηηήζεηο ξνήο ησλ θφκβσλ (δειαδή ε εμεξρφκελε ξνή ζηνλ 

θφκβν κείσλ ηελ εηζεξρφκελε ξνή ζηνλ θφκβν ηζνχηαη κε ηελ θαζαξή ξνή 

ζηνλ θφκβν), φκσο απηφ κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζε απηή ηε κνξθή κέζσ 

κεηαηξνπψλ ησλ πεξηνξηζκψλ ηνπ γξακκηθνχ κνληέινπ. 

Έλα γξαθείν επξέζεσο εξγαζίαο έρεη ζπλάςεη κία ζχκβαζε ζχκθσλα 

κε ηελ νπνία πξέπεη λα παξέρεη εξγαδφκελνπο θαηά ηελ πεξίνδν ηεζζάξσλ 

κελψλ (απφ ηνλ Ηαλνπάξην κέρξη ηνλ Απξίιην) αθνινπζψληαο ην παξαθάησ 

δηάγξακκα. 

 

Μήλαο Ηαλνπάξηνο Φεβξνπάξηνο Μάξηηνο Απξίιηνο 

Αξ. Δξγαδνκέλσλ 100 120 80 170 

  

 

Δμ’ αηηίαο κηαο αιιαγήο ηεο δήηεζεο, ίζσο είλαη νηθνλνκηθφηεξν λα 

δηαηεξήζεη πεξηζζφηεξνπο εξγαδνκέλνπο απφ φηη ρξεηάδεηαη ζε θάπνην 

ζπγθεθξηκέλν κήλα. Σν θφζηνο γηα ηελ πξφζιεςε θαη δηαηήξεζε ελφο 

1 4

3

2 5

6

$4

$
3

$5

$6

$2 $4

$1

(30)

$2

(20)
$1

(50)

[50]

[200] [-80]

[-20] [-20]

[-130]
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εξγαδνκέλνπ είλαη κία ζπλάξηεζε ηεο πεξηφδνπ απαζρφιεζεο ηνπο φπσο 

βιέπνπκε θαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

 

 

Πεξίνδνο εξγαζίαο (ζε κήλεο) 1 2 3 4 

Κφζηνο αλά εξγαδφκελν ($) 100 130 180 220 

 

 

xij = αξηζκφο εξγαδνκέλσλ πνπ πξνζιήθζεθαλ ζηελ αξρή ηνπ κήλα i 

θαη έιεμαλ ηελ ζπλεξγαζίαο ηνπο ζηελ αξρή ηνπ κήλα j. 

 

Γηα παξάδεηγκα, ε πνζφηεηα x12 καο δίλεη ηνλ αξηζκφ ησλ εξγαδνκέλσλ 

πνπ πξνζιήθζεθαλ ηνλ Ηαλνπάξηνπ γηα έλαλ κήλα κφλν. 

 

Γηα λα κνξθνπνηήζνπκε ην πξφβιεκα σο έλα γξακκηθφ κνληέιν γηα ηελ 

ηεηξάκελε πεξίνδν, ζα πξνζζέζνπκε ηνλ Μάην σο έλαλ εηθνληθφ κήλα (κήλαο 

5), ζπλεπψο ε πνζφηεηα x45 ζα καο δίλεη ηνλ αξηζκφ ησλ εξγαδνκέλσλ πνπ 

πξνζιήθζεθαλ ηνλ Απξίιην γηα ηνλ Απξίιην. Οη πεξηνξηζκνί αλαγλσξίδνπλ φηη 

ε δήηεζε γηα ηελ πεξίνδν θ κπνξεί λα ηθαλνπνηεζεί απφ φια ηα γηα ηα νπνία i 

≤ k < j. Θέηνληαο si ≥ 0 ην πιεφλαζκα ησλ εξγαδνκέλσλ ηνλ κήλα i, ην 

γξακκηθφ κνληέιν είλαη ην αθφινπζν: 

 

 

 x12 x13 x14 x15 x23 x24 x25 x34 x35 x45 s1 s2 s3 s4  

Minimize 100 130 180 220 100 130 180 100 130 100      

Ηαλ. 1 1 1 1       -1    =100 

Φεβ.   1 1 1 1 1 1     -1   =120 

Μάξηηνο    1 1  1 1 1 1    -1  =  80 

Απξίιηνο     1   1  1 1    -1 =170 
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Σν πξνεγνχκελν γξακκηθφ κνληέιν (ηνπ παξαδείγκαηνο κε ηελ εηαηξία 

πνπ κεηέθεξε θαιακπφθη) δελ πεξηείρε (-1,+1) ηελ εηδηθή δνκή ξνήο ηνπ 

δηθηχνπ. Παξφια απηά ην ζπγθεθξηκέλν γξακκηθφ κνληέιν κπνξεί λα 

κεηαηξαπεί ζε έλα ηζνδχλακν δηθηπαθφ κνληέιν ξνήο ρξεζηκνπνηψληαο ηελ 

παξαθάησ αξηζκεηηθή δηαδηθαζία. 

 

1. ζε έλα n εμηζψζεσλ γξακκηθφ κνληέιν , δεκηνπξγνχκε κία 

θαηλνχξηα εμίζσζε n+1, πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ εμίζσζε n 

κε -1. 

 

2. Κξαηάκε ηελ εμίζσζε 1 ρσξίο λα ηελ αιιάμνπκε. 

 

 

3. Γηα i = 1, 2, …, n, αληηθαζηζηνχκε θάζε εμίζσζε i κε : 

(εμίζσζε i) – (εμίζσζε i -1 ). 

 

 

 

Δθαξκφδνληαο απηή ηε δηαδηθαζία ζην παξάδεηγκα κε ην πξφγξακκα 

εξγαζίαο  έρνπκε ην αθφινπζν γξακκηθφ κνληέιν, ηνπ νπνίνπ ε δνκή ηαηξηάδεη 

ζην δηθηπαθφ κνληέιν ξνήο. 

 

 

 x12 x13 x14 x15 x23 x24 x25 x34 x35 x45 s1 s2 s3 s4  

Minimize 100 130 180 220 100 130 180 100 130 100      

Ηαλ. 1 1 1 1       -1    =100 

Φεβ.  -1    1 1 1    1 -1   =  20 

Μάξηηνο   -1   -1   1 1   1 -1  =-40 

Απξίιηνο    -1   -1  -1  1   1 -1 =  90 

Μάηνο     -1   -1  -1 -1    1 =-170 

 

 Υξεζηκνπνηψληαο ηελ παξαπάλσ δηαηχπσζε, ην κνληέιν εξγαζηαθνχ 

πξνγξάκκαηνο κπνξεί λα γξαθεί ηζνδχλακα απφ έλα δίθηπν ειαρίζηνπ 

θφζηνπο φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 43. Πξαθηηθά επεηδή νη αθκέο δελ έρνπλ 

κέγηζην φξην, ην πξφβιεκα κπνξεί λα ιπζεί θαη σο έλα πξφβιεκα κεηαθνξάο.  
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΢ρήκα 43 

Γηθηπαθή αλαπαξάζηαζε ηνπ  

πξνβιήκαηνο εξγαζηαθνχ πξνγξάκκαηνο. 

 

4.3. Δπίιπζε ησλ δηθηχσλ δπλακηθνηήησλ κε ηελ βνήζεηα ηεο 

κεζφδνπ Simplex. 

 

 Ο αιγφξηζκνο βαζίδεηαη αθξηβφο ζηα βήκαηα ηεο θαλνληθήο κεζφδνπ  

Simplex, αιιά δηακνξθσκέλνο θαηάιιεια ψζηε λα επηιχεη ηελ εηδηθή 

θαηεγνξία ησλ δηθηχσλ ειαρίζηνπ θφζηνο.  

 Θεσξνχκε if  ηελ θαζαξή ξνή ζηνλ θφκβν i ν αιγφξηζκνο Simplex 

δπλακηθνηήησλ νξίδεη φηη ην δίθηπν πξέπεη λα πιεξνί ηελ ζρέζε : 

1

0
n

i

i

f



 

 

Ο πεξηνξηζκφο νξίδεη φηη ε ζπλνιηθή πξνζθνξά ζην δίθηπν ηζνχηαη κε 

ηελ ζπλνιηθή δήηεζε. Μπνξνχκε επίζεο λα θαιχςνπκε απηή ηελ απαίηεζε κε 

ηελ πξνζζήθε κίαο εηθνληθήο πεγήο ή ηεξκαηηθνχ θφκβνπ εμηζνξξφπεζεο, ν 

νπνίνο ζα ζπλδέεηαη κε φινπο ηνπο άιινπο θφκβνπο ηνπ δηθηχνπ κε κεδεληθφ 

θφζηνο θαη άπεηξε δπλακηθφηεηα ηφμσλ. 

Έπεηηα απφ ηεο παξαπάλσ δηεπθξηλήζεηο κπνξνχκε λα πεξηγξάςνπκε 

ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ δπλακηθνηήησλ.  

 

1 2 3 4 5s4s3s2s1

x15

x14

x13

x34 x45

x23

x24

x25

[-170][90][-40][20][100]

x12

x35
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Βήκα 0. Οξίδνπκε κία αξρηθή βαζηθή εθηθηή ιχζε (ζχλνιν αθκψλ) γηα 

ην δίθηπν θαη πεγαίλνπκε ζην βήκα 1. 

 

Βήκα 1. Οξίδνπκε κία εηζεξρφκελε αθκή (πνζφηεηα) ρξεζηκνπνηψληαο 

ηνπο φξνπο βειηηζηφηεηαο ηεο κεζφδνπ Simplex. Δάλ ε ιχζε είλαη βέιηηζηε 

ηφηε ζηακαηάκε, αιιηψο πεγαίλνπκε ζην βήκα 2. 

 

Βήκα 2. Οξίδνπκε κία εμεξρφκελε αθκή (πνζφηεηα) ρξεζηκνπνηψληαο 

ηνπο φξνπο βειηηζηφηεηαο ηεο κεζφδνπ Simplex. Οξίδνπκε ηελ λέα ιχζε θαη 

επηζηξέθνπκε ζην βήκα 1. 

 

 ΢ε έλα δίθηπν ε-θφκβσλ κε κεδεληθή θαζαξή ξνή (δειαδή,

1 2 ... 0nf f f    ) πνπ απνηειείηαη απφ ε-1 αλεμάξηεηεο εμηζψζεηο  

πεξηνξηζκψλ. ΢πλεπψο κία αληίζηνηρε βαζηθή ιχζε ζα  πεξηέρεη ε-1 αθκέο. 

Μπνξνχκε εχθνια λα δνχκε φηη βαζηθή ιχζε αληηζηνηρεί ζε έλα δεπγλχνλ 

δέληξν ηνπ δηθηχνπ.  

Ζ αξρηθή αθκή (βήκα 1) νξίδεηαη ππνινγίδνληαο 
ij ijz c , νη 

αληηθεηκεληθνί ζπληειεζηέο, γηα φιεο ηηο κε βαζηθέο αθκέο ( , )i j . Δάλ 

0ij ijz c   γηα φια ηα i  θαη j , ε ηξέρνπζα βάζε είλαη βέιηηζηε. Αιιηψο, 

επηιέγνπκε κία κε βαζηθή αθκή κε ηελ κεγαιχηεξε ζεηηθή δηαθνξά 
ij ijz c  λα 

εηζέιζεη ζηελ βάζε. 

Ο ππνινγηζκφο ησλ αληηθεηκεληθψλ ζπληειεζηψλ βαζίδεηαη ζην 

δπαδηθφηεηα. Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ, νξίδνπκε iw  

σο ην αληίζηνηρν δπηθφ κε ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ θφκβνπ i , ζπλεπψο ην δπηθφ 

ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη : 

 

Maximize 
1

n

i i

i

z f w



 

 

, ( , )i j ijw w c i j A  
 

 

iw  νξίδεηαη γηα i = 1, 2, …, ε 
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Απφ ηελ ζεσξία ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, έρνπκε  : 

 

i j ijw w c   γηα ηελ βαζηθή αθκή ( , )i j  

 

Δπεηδή ην θαλνληθφ γξακκηθφ κνληέιν έρεη έλαλ πεξηηηφ πεξηνξηζκφ εμ’ 

νξηζκνχ, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε αληί απηνχ κία απζαίξεηε 

πνζφηεηα ζε κία απφ ηηο δπηθέο κεηαβιεηέο. Γηα δηεπθφιπλζε, νξίδνπκε 
1 0w 

θαη ζπλερίδνπκε ιχλνληαο ηελ βαζηθή εμίζσζε 
i j ijw w c   γηα λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηηο ππφινηπεο δπηθέο πνζφηεηεο. Μέζνδνο 2, γλσξίδνπκε φηη 

νη αληηθεηκεληθνί ζπληειεζηέο ησλ κε βαζηθψλ 
ijx είλαη ε δηαθνξά κεηαμχ ηνπ 

αξηζηεξνχ κέινπο κείσλ ην δεμί κέινο ηνπ δπηθνχ ησλ αληίζηνηρσλ δπηθψλ 

πεξηνξηζκψλ, δειαδή : 

ij ij i j ijz c w w c   
 

 

 Σν κφλν πνπ απνκέλεη είλαη λα εμεγήζνπκε κε πνίν ηξφπν ζα νξίζνπκε 

ηηο εμεξρφκελεο πνζφηεηεο, ην νπνίν ζα ην δείμνπκε κε ηε βνήζεηα ελφο 

αξηζκεηηθνχ παξαδείγκαηνο. 
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4.3.1. Παξάδεηγκα: 

 Έλα δίθηπν αγσγψλ ζπλδέεη δχν κνλάδεο αθαιάησζεο λεξνχ κε δχν 

πφιεηο. Ζ εκεξήζηα πνζφηεηα πνπ κπνξνχλ λα εθνδηαζκνχ ηα δχν 

εξγνζηάζηα είλαη 40 θαη 50 εθαηνκκχξηα γαιφληα ελψ ε εκεξήζηα δήηεζε ησλ 

δχν πφιεσλ είλαη 30 θαη 60 εθαηνκκχξηα γαιφληα αληίζηνηρα. Οη θφκβνη 1 θαη 2 

αληηπξνζσπεχνπλ ηα δχν εξγνζηάζηα αθαιάησζεο ελψ νη θφκβνη 4 θαη 5 

αληηπξνζσπεχνπλ ηηο δχν πφιεηο. Ο θφκβνο 3 αληηπξνζσπεχεη έλαλ 

ελδηάκεζν εληζρπηή κεηαμχ ησλ εξγνζηαζίσλ θαη ησλ πφιεσλ. Σν κνληέιν 

είλαη ήδε ηζνξξνπεκέλν επεηδή ε πξνζθνξά απφ ηνπο θφκβνπο 1 θαη 2 είλαη 

ίζε κε ηελ δήηεζε ησλ θφκβσλ 4 θαη 5. Σν ζρήκα 44 καο παξνπζηάδεη ην 

αληίζηνηρν δίθηπν. 

 

 

 

΢ρήκα 44 

Γίθηπν ηνπ παξαδείγκαηνο ησλ εξγνζηαζίσλ αθαιάησζεο. 

 

Δπαλάιεςε 0. 

Βήκα 0. Οξίδνπκε κία αξρηθή βαζηθή εθηθηή ιχζε : Σν αξρηθφ εθηθηφ 

δεπγλχσλ δέληξν ηνπ ζρήκαηνο 45 (εκθαλίδεηαη κε έληνλεο γξακκέο) 

πξνθχπηεη απφ ηνλ έιεγρν. ΢πλήζσο, ρξεζηκνπνηνχκε κία ηερλεηή κεηαβιεηή 

γηα λα βξνχκε κία ηέηνηα ιχζε. 

1

2

3

5

4

$7(10)
$

3

(∞
)

$2

(6
0)

$1

(30)

$8
(∞)

$
4

(∞
)

$5

(35)
[-30] Πφιε 1

[-60] Πφιε 2

 Δξγνζηάζην 1 [40]

 Δξγνζηάζην 2 [50]

΢πλνιηθφ 

θφζηνο
Γπλακηθφηεηα 

αθκήο
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΢ρήκα 45 

Γίθηπν γηα ηελ Δπαλάιεςε 0. 

12 12

25 25

45 45

() ( 5) 3 2

5 ( 15) 1

5 ( 15) 4 6

9

z c

z c

z c

     

      

      

 

Ζ αθκή (2,5) έρεη κέγηζην φξην 30 

Αληηθαηάζηαζε ρ25 = 30 – ρ52 

Μείσζε ησλ ρ23 θαη ρ35 θαηά 30 ην θαζέλα. 

 

΢ην ζρήκα 45 ε βαζηθή εθηθηή ιχζε απνηειείηαη απφ ηηο (έληνλεο) αθκέο (1,3), 

(1,4), (2,3) θαη (3,5) κε εθηθηή ξνή 10, 30, 50 θαη 60 κνλάδεο αληίζηνηρα. 

΢πλεπψο νη (δηαθεθνκκέλεο) αθκέο (1,2), (2,5) θαη (4,5) απνηεινχλ ηηο κε 

βαζηθέο κεηαβιεηέο. Ο ζπκβνιηζκφο x(c) πνπ εκθαλίδεηαη ζηηο αθκέο καο 

δείρλεη φηη κία ξνή x κνλάδσλ απνδίδεηαη ζε κία αθκή δπλακηθφηεηαο c 

κνλάδσλ. Οη πξνθαζνξηζκέλεο ηηκέο γηα ηα x θαη c είλαη 0 θαη   αληίζηνηρα. 

 

 

 

 

 

1

2

3

5

4

$710(10)

$
3

$2

50
(6

0)

$1

(30)

$860(∞)

$
4

(∞
)

$5

30(35)
[-30]

[-60]

[40]

[50]

w1=()

w3=-7

w2=-5 w5=-15

w4=-5

+

-

-
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Δπαλάιεςε 1. 

 

Βήκα 1. Οξηζκφο ηεο εηζεξρφκελεο αθκήο : ππνινγίδνπκε ηηο δπηθέο 

πνζφηεηεο ιχλνληαο ηηο ηξέρνπζεο βαζηθέο εμηζψζεηο : 

1 0w   

i j ijw w c   , γηα ηηο βαζηθέο (i,j) 

΢πλεπψο έρνπκε : 

 αθκή (1,3) : 
1 3 7w w  , κε 

3 7w    

 αθκή (1,4) : 
1 4 5w w  , κε 

4 5w    

 αθκή (2,3) : 
2 3 2w w  , κε 

2 5w    

 αθκή (3,5) : 
3 5 8w w  , κε 

5 15w  
 

 

Σψξα ππνινγίδνπκε ηα 
ij ijz c  γηα ηηο κε βαζηθέο κεηαβιεηέο : 

 αθκή (1,2) : 1 2 12 0 ( 5) 3 2w w c        

 αθκή (2,5) : 2 5 25 ( 5) ( 15) 1 9w w c         

 αθκή (4,5) : 4 5 45 ( 5) ( 15) 4 6w w c         

΢πλεπψο ε αθκή (2,5) εηζέξρεηαη ζηε βαζηθή ιχζε. 

 

Βήκα 2. Οξηζκφο ηεο εμεξρφκελεο αθκήο : Απφ ην ζρήκα 45, ε αθκή (2,5) 

ζρεκαηίδεη θχθιν κε ηηο βαζηθέο αθκέο (2,3) θαη (3,5). Απφ ηνλ νξηζκφ 

ηνπ δεπγλχνληνο δέληξνπ, θαλέλαο άιινο θχθινο δελ κπνξεί λα 

ζρεκαηηζηεί. Δπεηδή ε ξνή ζηελ θαηλνχξηα αθκή (2,5) πξέπεη λα 

απμεζεί, πξνζαξκφδνπκε ηελ ξνή ζηηο αθκέο ηνπ θχθινπ ηζφπνζα ψζηε 

λα δηαηεξήζνπκε ηε δπλαηφηεηα γηα κηα λέα ιχζε. Γηα λα ην πεηχρνπκε 

απηφ θαζνξίδνπκε ηελ ζεηηθή ξνή (+) ζηνλ θχθιν σο ηελ θαηεχζπλζε 

ηεο ξνήο ηεο εηζεξρφκελεο αθκήο (π.ρ. απφ ην 2 ζην 5). Έπεηηα 

αληηζηνηρνχκε (+) ή (-) ζηηο ππφινηπεο αθκέο ηνπ θχθινπ, αλάινγα κε 

ην εάλ ε ξνή ζε θάζε αθκή είλαη ζηελ ίδηα ή ζηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε 

κε ηελ εηζεξρφκελε αθκή. Απηά ηα πξφζεκα απνηππψλνληαη ζην 

ζρήκα 45. 
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Ο νξηζκφο ηνπ κεγίζηνπ επηπέδνπ ξνήο ηεο εηζεξρφκελεο αθκήο (2,5) 

βαζίδεηαη ζηηο δχν παξαθάησ πξνυπνζέζεηο : 

1. Ζ θαηλνχξηα ξνή ζηηο ηξέρνπζεο αθκέο ηνπ θχθινπ δελ κπνξεί λα είλαη 

αξλεηηθή. 

 

2. Ζ θαηλνχξηα ξνή ζηελ εηζεξρφκελε αθκή δελ κπνξεί λα ππεξβαίλεη ηελ 

δπλακηθφηεηα ηεο. 

 

Ζ εθαξκνγή ηεο πξψηεο πξνυπφζεζεο καο ππνδεηθλχεη φηη ε ξνή ζηηο 

αθκέο (2,3) θαη (3,5) δελ κπνξεί λα κεησζεί πεξηζζφηεξν απφ ην min {50,60} = 

50 κνλάδεο. Ζ δεχηεξε πξνυπφζεζε νξίδεη φηη ε ξνή ζηελ αθκή (2,5) κπνξεί 

λα απμεζεί ην πνιχ ζηελ ηηκή ηεο δπλακηθφηεηαο ηεο  (= 30 κνλάδεο). 

΢πλεπψο ε κέγηζηε ξνή ηνπ θχθινπ αιιάδεη θαη ηζνχηαη κε ην min {30,50} = 30 

κνλάδεο. Οπφηε ε θαηλνχξηα ξνή ηνπ θχθινπ είλαη 30 κνλάδεο ζηελ αθκή 

(2,5), 50-30 = 20 κνλάδεο ζηελ αθκή (2,3) θαη 60 - 30 = 30 κνλάδεο ζηελ αθκή 

(3,5). 

 

Δπεηδή  θακία απφ ηεο ηξέρνπζεο βαζηθέο αθκέο δελ θεχγεη απφ ηελ βάζε 

ζηελ επαλάιεςε 0, ε αθκή (2,5) πξέπεη λα παξακείλεη κε βαζηθή ζην κέγηζην 

φξην. Παξφια απηά, γηα λα απνθεπρζεί ε ρξήζε ησλ κε βαζηθψλ αθκψλ, νη 

νπνίεο έρνπλ πεξηνξηζκέλε δπλακηθφηεηα (ή κέγηζην φξην), εθαξκφδνπκε ηελ 

εμήο αληηθαηάζηαζε : 

25 5230 x x  , 520 30 x  

 

Απηή ε αληηθαηάζηαζε εθαξκφδεηαη ζηηο εμηζψζεηο ξνήο πνπ ζρεηίδνληαη κε 

ηνπο θφκβνπο 2 θαη 5 σο αθνινχζσο : 

 

Σξέρνπζα εμίζσζε ξνήο ζηνλ θφκβν 2 : 12 23 2550  x x x  

Σξέρνπζα εμίζσζε ξνήο ζηνλ θφκβν 5 : 25 35 45 60  x x x  

 

Οπφηε ε εμίζσζε 25 5230 x x  δίλεη : 

 

 Νέα εμίζσζε ξνήο ζηνλ θφκβν 2 : 12 52 2320  x x x
 

Νέα εμίζσζε ξνήο ζηνλ θφκβν 5 : 35 45 52 30  x x x
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Σα απνηειέζκαηα απηψλ ησλ αιιαγψλ παξνπζηάδνληαη ζην ζρήκα 46. 

Ζ θαηεχζπλζε ηεο ξνήο ζηελ αθκή (2,5) έρεη πιένλ αληηζηξαθεί ζε 5 → 2 κε 

52 0x  . Ζ αληηθαηάζηαζε απαηηεί επίζεο αιιαγή ηνπ κνλαδηαίνπ θφζηνπο ηεο 

αθκήο (5,2) ζε -$1. Θα επηζεκάλνπκε απηή ηελ αληηζηξνθή ηεο ξνήο ηνπ 

δηθηχνπ ηνπνζεηψληαο ζηελ αθκή έλαλ αζηεξίζθν. 

 

 

 

΢ρήκα 46 

Γίθηπν γηα ηελ Δπαλάιεςε 1 

12 12 0 ( 5) 3 2z c       

52 52 15 ( 5) ( 1) 9z c          

45 45 5 ( 15) 4 6z c        

Ζ αθκή (4,5) εηζέξρεηαη ζην επίπεδν 5. 

Ζ αθκή (1,4) εμέξρεηαη ζην κέγηζην φξην. 

Αληηθαηάζηαζε : 14 4135x x  . 

Μείσζε ησλ 13x  θαη 35x  ην θαζέλα θαηά 5. 
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Δπαλάιεςε 2. 

 

Σν ζρήκα 46 ζπλνςίδεη ηηο λέεο ηηκέο ησλ 
ij ijz c  (επαιήζεπζε) θαη καο 

δείρλεη φηη ε αθκή (4,5) εηζέξρεηαη ζηελ βαζηθή ιχζε. Δπίζεο νξίδεη ηνλ θχθιν 

πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ εηζεξρφκελε ξνή θαη επηζεκαίλεη ηα πξφζεκα ζηηο 

αθκέο. 

 

Ζ ξνή ζηελ αθκή (4,5) κπνξεί λα απμεζεί θαηά ην κηθξφηεξν ησλ : 

 

1. Μέγηζηε επηηξεπφκελε αχμεζε ζηελ εηζεξρφκελε αθκή (4,5)=∞ 

2. Μέγηζηε επηηξεπφκελε αχμεζε ζηελ αθκή (1,4)= 35–30= 5 κνλάδεο. 

3. Μέγηζηε επηηξεπφκελε κείσζε ζηελ αθκή (1,3) = 10 κνλάδεο. 

4. Μέγηζηε επηηξεπφκελε κείσζε ζηελ αθκή (3,5) = 30 κνλάδεο. 

 

΢πλεπψο, ε ξνή ζηελ αθκή (4,5) κπνξεί λα απμεζεί 5 κνλάδεο, ην νπνίν 

κεηαηξέπεη ηελ αθκή (4,5) ζε βαζηθή θαη αλαγθάδεη ηελ βαζηθή αθκή (1,4) λα 

κεηαηξαπεί ζε κε βαζηθή ζην άλσ φξην ηεο (=35). 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ αληηθαηάζηαζε 14 4135x x  , ην δίθηπν αιιάδεη φπσο 

θαίλεηαη ζην ζρήκα 47, κε ηεο αθκέο (1,3), (2,3), (3,5) θαη (4,5) λα απνηεινχλ 

ηελ βαζηθή εθηθηή ιχζε (δεπγλχνλ δέληξν). Ζ αληηζηξνθή ηεο ξνήο ζηελ αθκή 

(1,4) κεηαηξέπεη ην κνλαδηαίν θφζηνο ζε -$5. Αθφκα, πξέπεη λα θαηαλνήζνπκε 

φηη ε αληηθαηάζηαζε ζηηο εμηζψζεηο ξνήο ησλ θφκβσλ 1 θαη 4 έρεη θαζαξά 

εηζεξρφκελεο 5 κνλάδεο ζε θάζε θφκβν. 
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΢ρήκα 47 

Γίθηπν γηα ηελ Δπαλάιεςε 2 

12 12 0 5) 3 2(z c       

41 41 11 0 ( 5) 6z c         

52 52 15 ( 5) ( 1) 9z c          

Ζ αθκή (1,2) εηζέξρεηαη ζην επίπεδν 5. 

Ζ αθκή (1,3) εμέξρεηαη ζην επίπεδν 0. 

Αχμεζε ηνπ 23x  θαηά 5 καλάδεο 

Δπαλάιεςε 3. 

Ο ππνινγηζκφο ησλ θαηλνχξησλ 
ij ijz c  γηα ηηο κε βαζηθέο αθκέο (1,2), 

(4,1) θαη (5,2) ζπλνςίδεηαη ζην ζρήκα 47, ην νπνίν δείρλεη φηη ε αθκή (1,2) 

εηζέξρεηαη ζην επίπεδν 5 θαη ε αθκή (1,3) κεηαηξέπεηαη ζε κε βαζηθή ζην 

επίπεδν 0. Ζ θαηλνχξηα ιχζε απνηππψλεηαη ζην ζρήκα 48. 

 

 

Δπαλάιεςε 4. 

Σα θαηλνχξηα 
ij ijz c  καο δείρλνπλ φηη ε ιχζε είλαη βέιηηζηε. Οη ηηκέο γηα ηηο 

πξαγκαηηθέο κεηαβιεηέο ιακβάλνληαη απφ ηελ αληίζηξνθε αληηθαηάζηαζε 

φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 48. 
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΢ρήκα 48 

Γίθηπν γηα ηελ Δπαλάιεςε 3 

13 13 0 ( 5) 7 2z c        

41 41 9 0 ( 5) 4z c         

52 52 13 ( 3) ( 1) 9z c        
 

Βέιηηζηε
 
ιχζε : 

 

12 5x 
   23 25x 

  35 25x 
  45 5x   

13 0x      25 30 0 30x     

14 35 0 35x     

 

 

 

΢πλνιηθφ θφζηνο :  $3 12x  + $7 13x  + $5 14x  + $2 23x  + $1 25x  + $8 35x  + $4 45x  = 

   $3x5 + $7x0 + $5x35 + $2x25 + $1x30 + $8x25 + $4x5  = 

   $490. 
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Γξαζηεξηφηεηεο 

έξγνπ 

Τπνινγηζκνί 
δηθηχνπ

Γηάγξακκα ρξφλνπ Γίθηπν

5. Μέζνδνη Γηθηπαθήο Αλάιπζεο  

CPM θαη PERT 

 

 Ζ κέζνδνο CPM (Critical Path Method, Μέζνδνο Κξίζηκεο Γηαδξνκήο) 

θαη ε κέζνδνο PERT (Program Evaluation and Review Technique, 

Πξφγξακκα Αμηνιφγεζεο θαη Σερληθήο Αλαζεψξεζεο) είλαη κέζνδνη 

βαζηζκέλεο ζε δηθηπαθά κνληέια θαη ζρεδηαζκέλεο γηα βνεζνχλ ζηνλ 

ζρεδηαζκφ, ηνλ πξνγξακκαηηζκφ θαη ηνλ έιεγρν ησλ έξγσλ. Έλα έξγν 

απνηειείηαη απφ κία ζπιινγή αιιειέλδεησλ δξαζηεξηνηήησλ θαζεκία απφ ηηο 

νπνίεο θαηαλαιψλεη ρξφλν θαη πφξνπο. Σν αληηθείκελν ησλ κεζφδσλ CPM θαη 

PERT είλαη ε παξνρή αλαιπηηθψλ πιάλσλ γηα ηνλ πξνγξακκαηηζκφ ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ. ΢ην ζρήκα 49 βιέπνπκε ζπλνπηηθά ηα βήκαηα απηψλ ησλ 

ηερληθψλ. Πξψηα θαζνξίδνπκε ηηο δξαζηεξηφηεηεο ηνπ έξγνπ, ηελ ζεηξά 

πξνηεξαηφηεηαο ηνπο θαη ηνλ απαηηνχκελν ρξφλν. Έπεηηα ην έξγν παίξλεη ηελ 

κνξθή ελφο δηθηχνπ ζην νπνίν απνηππψλεηαη ε ζεηξά πξνηεξαηφηεηαο κεηαμχ 

ησλ δξαζηεξηνηήησλ. Σν ηξίην βήκα εκπεξηέρεη εηδηθέο ζπιινγέο δηθηχσλ πνπ 

απνηεινχλ ηε βάζε γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ δηαγξάκκαηνο ρξφλνπ ηνπ έξγνπ. 

 

 

 

 

 

 

  

΢ρήκα 49  

΢ηάδηα γηα ηνλ ζρεδηαζκφ έξγσλ κε  

ηελ βνήζεηα ησλ κεζφδσλ CPM θαη PERT. 

 

Καηά ηελ δηάξθεηα εθηέιεζεο ηνπ έξγνπ, ην δηάγξακκα ελδέρεηαη λα 

πινπνηείηαη φπσο έρεη ζρεδηαζηεί, εμαηηίαο κεξηθψλ επηζπεχζεσλ ή 

θαζπζηεξήζεσλ νξηζκέλσλ δηαδηθαζηψλ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη 

απαξαίηεην λα αλαλεψζνπκε ην δηάγξακκα ψζηε λα αληηθαηνπηξίδεη ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα. Απηφο είλαη θαη ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίν εκπεξηέρεηαη έλαο 

βξφρνο κεηαμχ ηεο θάζεο δηαγξάκκαηνο ρξφλνπ θαη ηεο θάζεο ηνπ δηθηχνπ, 

φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα 49. 
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 Οη κέζνδνη CPM θαη PERT, νη νπνίεο αλαπηχζζνληαη αλεμάξηεηα, 

δηαθέξνπλ ζην φηη ε κέζνδνο CPM πηνζεηεί κηα ληεηεξκηληζηηθή πξνζέγγηζε, 

ελψ ε κέζνδνο  PERT πηνζεηεί κία πηζαλνζεσξηηηθή πξνζέγγηζε. 

 

5.1. Γηθηπαθή Αλαπαξάζηαζε  

 

Κάζε δξαζηεξηφηεηα ηνπ έξγνπ αλαπαξηζηάηαη απφ κία αθκή 

θαηεπζπλφκελε πξνο ηελ ζεηξά απνπεξάησζεο ηνπ. Οη θφκβνη ηνπ δηθηχνπ 

νξίδνπλ ηελ ζεηξά πξνηεξαηφηεηαο κεηαμχ ησλ δηάθνξσλ δξαζηεξηνηήησλ ηνπ 

έξγνπ, δειαδή ηα γεγνλφηα. Σν κήθνο ηεο αθκήο θαζψο θαη ην ζρήκα ηνπ 

θφκβνπ δελ αληηζηνηρνχλ ζε θάπνην θπζηθφ κέγεζνο. ΢πλήζσο ην δίθηπν έρεη 

ξνή απφ αξηζηεξά, πνπ βξίζθεηαη ν θφκβνο αθεηεξίαο, πξνο ηα δεμηά, δειαδή 

πξνο ηνλ ηεξκαηηθφ θφκβν. Μία δξαζηεξηφηεηα Α πξνεγείηαη κίαο 

δξαζηεξηφηεηαο Β φηαλ ν ηεξκαηηθφο θφκβνο ηεο Α πξνεγείηαη ηνπ θφκβνπ 

αθεηεξίαο ηεο Β. Κάζε δξαζηεξηφηεηα έρεη αξρή θαη ηέινο θαη μεθηλά κφλν 

φηαλ ηειεηψζνπλ φιεο νη δξαζηεξηφηεηεο πνπ πξνεγνχληαη. Μφλν κία 

δξαζηεξηφηεηα κπνξεί λα ππάξρεη κεηαμχ δχν γεγνλφησλ.  

 

Γχν ζεκαληηθνί θαλφλεο είλαη απαξαίηεηνη γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ 

δηθηχνπ. 

Καλόλαο 1. Κάζε δξαζηεξηφηεηα αλαπαξηζηάηαη απφ κία θαη κφλν αθκή. 

 

Καλόλαο 2. Κάζε δξαζηεξηφηεηα πξέπεη λα πξνζδηνξίδεηαη απφ δχν 

δηαθνξεηηθνχο θφκβνπο (έλαλ θφκβν αθεηεξίαο θαη έλαλ ηεξκαηηθφ θφκβν). 

 

 ΢ε έλα δίθηπν δελ επηηξέπνληαη δξαζηεξηφηεηεο ρσξίο λα ππάξρεη 

επφκελε εθηφο βέβαηα απφ ηελ ηειεπηαία δξαζηεξηφηεηα, θαζψο επίζεο θαη 

αλεμάξηεηα γεγνλφηα, γεγνλφηα δειαδή πνπ δελ ζπλδένληαη κε θακία 

δξαζηεξηφηεηα. 

 Μφλν έλα γεγνλφο αξρήο θαη έλα γεγνλφο ηεξκαηηζκνχ, πνπ απνηειεί 

θαη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ έξγνπ, ππάξρνπλ ζε έλα δίθηπν. 

 ΢ε αξθεηά δίθηπα εθαξκφδεηαη ε ρξήζε ηερλεηψλ δξαζηεξηνηήησλ. 

Γξαζηεξηνηήησλ δειαδή πνπ απνηεινχλ αλακνλή θαη έρνπλ δηάξθεηα αιιά 

δελ έρνπλ θφζηνο. ΢πρλή είλαη θαη ε ρξήζε εηθνληθψλ δξαζηεξηνηήησλ νη 

νπνίεο δελ έρνπλ νχηε δηάξθεηα αιιά νχηε θαη θφζηνο. Οη εηθνληθέο 

(πιαζκαηηθέο) δξαζηεξηφηεηεο απεηθνλίδνληαη κε δηαθεθνκκέλα βέιε, έρνπλ 

κεδεληθή δηάξθεηα θαη δελ απαηηνχλ θαζφινπ πφξνπο. 
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 ΢ην ζρήκα 50 απνηππψλεηαη πσο κηα εηθνληθή (πιαζκαηηθή) 

δξαζηεξηφηεηα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα εθπξνζσπήζεη δχν 

ηαπηφρξνλεο δξαζηεξηφηεηεο Α θαη Β. Δμ’ νξηζκνχ, κία εηθνληθή 

δξαζηεξηφηεηα, ε νπνία ζπλήζσο απεηθνλίδεηαη απφ κία δηαθεθνκκέλε αθκή, 

δελ θαηαλαιψλεη ρξφλν ή πφξνπο. Δηζάγνληαο κία εηθνληθή δξαζηεξηφηεηα κε 

έλαλ απφ ηνπο ηέζζεξηο ηξφπνπο πνπ θαίλνληαη ζην ζρήκα 50 δηαηεξνχκε ηηο 

ηδηφηεηεο ησλ Α θαη Β, θαζψο επίζεο νξίδνπλ κνλαδηθνχο ηεξκαηηθνχο 

θφκβνπο γηα ηηο δχν απηέο δξαζηεξηφηεηεο (ηθαλνπνηψληαο ηνλ θαλφλα 2). 

 

 

 

΢ρήκα 50 

Υξήζε εηθνληθήο δξαζηεξηφηεηαο ψζηε λα  

πξαγκαηνπνηεζνχλ δχν ηαπηφρξνλεο δξαζηεξηφηεηεο. 

 

 

Καλόλαο 3.  Γηα λα δηαηεξήζνπκε ηηο ζρέζεηο πξνηεξαηφηεηαο, νη αθφινπζεο 

πξνηάζεηο ζα πξέπεη λα ζπλνδεχνπλ θάζε δξαζηεξηφηεηα πνπ εηζέξρεηαη ζην 

δίθηπν : 

(1) Πνίεο δξαζηεξηφηεηεο πξαγκαηνπνηνχληαη ακέζσο πξηλ ηελ ηξέρνπζα 

δξαζηεξηφηεηα; 

(2) Πνίεο δξαζηεξηφηεηεο αθνινπζνχλ ηελ ηξέρνπζα δξαζηεξηφηεηα; 

(3) Πνίεο δξαζηεξηφηεηεο ζπκβαίλνπλ παξάιιεια κε ηελ ηξέρνπζα 

δξαζηεξηφηεηα; 

Οη απαληήζεηο ησλ παξαπάλσ εξσηεκάησλ δηθαηνινγνχλ ηελ ρξήζε ησλ 

εηθνληθψλ δξαζηεξηνηήησλ εμαζθαιίδνληαο ηελ πξνηεξαηφηεηα ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ. 
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Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε ην αθφινπζν θνκκάηη ελφο έξγνπ : 

1. Ζ δξαζηεξηφηεηα C μεθηλάεη ακέζσο κφιηο νινθιεξσζνχλ νη 

δξαζηεξηφηεηεο Α θαη Β. 

2. Ζ δξαζηεξηφηεηα Δ μεθηλάεη κφιηο ε δξαζηεξηφηεηα Β έρεη νινθιεξσζεί. 

΢ην ζρήκα 51 ζην (i) παξνπζηάδεηαη ε ιαλζαζκέλε αλαπαξάζηαζε ησλ 

ζρέζεσλ πξνηεξαηφηεηαο επεηδή είλαη απαξαίηεην λα έρνπλ νινθιεξσζεί θαη 

νη δχν δξαζηεξηφηεηαο Α θαη Β πξηλ μεθηλήζεη ε δξαζηεξηφηεηα Δ. ΢ην (ii) κε 

ηελ ρξήζε κίαο εηθνληθήο δξαζηεξηφηεηαο επηηπγράλνπκε ηελ ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο πνπ δεκηνπξγήζεθε.  

 

 

  

΢ρήκα 51 

Υξήζε εηθνληθήο δξαζηεξηφηεηαο γηα ηελ  

εμαζθάιηζε ηηο πξνηεξαηφηεηαο ησλ δξαζηεξηνηήησλ. 

 

 

Δηθνληθέο (πιαζκαηηθέο) δξαζηεξηφηεηεο ρξεζηκνπνηνχκε γηα 

δηαθφξνπο ιφγνπο φπσο γηα ηελ απεηθφληζε δξαζηεξηνηήησλ  κε θνηλνχο 

θφκβνπο αθεηεξίαο θαη ηεξκαηηζκνχ θαζψο επίζεο θαη γηα ηελ απεηθφληζε 

ζχλζεησλ ζρέζεσλ αιιεινπρίαο, γηα παξάδεηγκα φηαλ κία δξαζηεξηφηεηα 

έπεηαη κφλνο ελφο ηκήκαηνο κηαο άιιεο δξαζηεξηφηεηαο ή φηαλ ζε έλα θφκβν 

εηζέξρεηαη κία δξαζηεξηφηεηα ε νπνία δελ πξνεγείηαη φισλ ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ πνπ εμέξρνληαη απφ ηνλ θφκβν. Οη εηθνληθέο δξαζηεξηφηεηεο 

είλαη πνιχ ρξήζηκεο ζηελ πεξίπησζε πνπ ζέινπκε λα απνθχγνπκε 

παξαπάλσ απφ έλα γεγνλφο (θφκβνο) αθεηεξίαο θαη έλα γεγνλφο 

ηεξκαηηζκνχ. 
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5.1.1. Παξάδεηγκα : 

 Έλαο εθδφηεο έρεη ζπκβφιαην κε έλαλ ζπγγξαθέα κε ζθνπφ ηελ 

έθδνζε ελφο ζπγγξάκκαηνο. Οη (απινπνηεκέλεο) δξαζηεξηφηεηεο πνπ 

ζπλδένληαη κε ηελ δεκηνπξγία ηνπ ζπγγξάκκαηνο δίλνληαη παξαθάησ. Θα 

αλαπηχμνπκε ην δίθηπν γηα ην έξγν απηφ. 

 

Γξαζηεξηόηεηα Πξνεγνύκελε(εο) Γηάξθεηα 

A:  δηφξζσζε ρεηξφγξαθνπ απφ ηνλ εθδφηε ─ 3 

B:  δεκηνπξγία δείγκαηνο απφ ην ηππνγξαθείν ─ 2 

C:  ζρεδίαζε εμσθχιινπ  ─ 4 

D:  θαιιηηερληθή πξνεηνηκαζία ησλ εηθφλσλ 

ηνπ βηβιίνπ 

─ 3 

E:  έγθξηζε ηνπ ζπγγξαθέα ησλ ρεηξφγξαθσλ 

θαη ηνπ δείγκαηνο   

Α, Β 2 

F:  ζηνηρεηνζεζία ηνπ βηβιίνπ  E 2 

G:  έιεγρνο ζηνηρεηνζεηεκέλσλ ζειίδσλ απφ 

ηνλ ζπληάθηε  

F 2 

H:  έιεγρνο ηεο εηθνλνγξάθεζεο απφ ηνλ 

ζπγγξαθέα 

D 1 

I:  παξαγσγή πιαθψλ εθηχπσζεο  G, H 2 

J:  παξαγσγή ηνπ βηβιίνπ  C,I 4 

 Πίλαθαο … 

Ξεθηλάκε ηελ  δηαδηθαζία θαηαζθεπήο ηνπ δηθηχνπ κε ηελ εχξεζε ηεο 

ηειεπηαίαο (ή ησλ ηειεπηαίσλ) δξαζηεξηφηεηαο. Όπσο παξαηεξνχκε ζηνλ 

πίλαθα … δελ ππάξρεη θακία δξαζηεξηφηεηα πνπ λα έρεη σο πξνεγνχκελε ηεο 

ηελ δξαζηεξηφηεηα J.  

 

Οη δξαζηεξηφηεηεο C θαη I πξνεγνχληαη ηεο J ζπλεπψο έρνπκε : 

 

 

 

Ζ δξαζηεξηφηεηα C κε δεδνκέλν ην φηη δελ έρεη πξνεγνχκελε είλαη αξρηθή. 

J,4

J,4C,4

I,2
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Οη δξαζηεξηφηεηεο G θαη H πξνεγνχληαη ηεο I ζπλεπψο έρνπκε : 

 

 

 

Ζ δξαζηεξηφηεηα D πξνεγείηαη ηεο H, θαη επεηδή ε D είλαη αξρηθή (αθνχ 

δελ ππάξρεη θακία δξαζηεξηφηεηα πνπ λα πξνεγείηαη) έρεη θνηλή αξρή κε ηελ 

δξαζηεξηφηεηα C. 

Ζ δξαζηεξηφηεηα F πξνεγείηαη ηεο G θαη ζπλεπψο έρνπκε : 

 

 

  

Ζ δξαζηεξηφηεηα Δ πξνεγείηαη ηεο F ζπλεπψο έρνπκε : 

 

 

 

 

Οη δξαζηεξηφηεηεο Α θαη Β πξνεγνχληαη ηεο Δ. κε δεδνκέλν φηη δελ 

έρνπλ πξνεγνχκελεο, είλαη αξρηθέο δξαζηεξηφηεηεο. Δπίζεο απφ ηελ ζηηγκή 

πνπ έρνπλ θνηλή αξρή, δελ κπνξνχλ λα έρνπλ θνηλφ ηέινο. Γηα απηφ ην ιφγν 

εηζάγνπκε κία πιαζκαηηθή δξαζηεξηφηεηα Π (κε κεδεληθή δηάξθεηα). 

 

 

J,4

G,2
H,1

C,4

I,2

J,4

G,2

F,2

H,1

D,3

C,4

I,2

J,4

G,2

F,2

H,1

D,3

C,4

I,2

E,2



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

110 

 

1

2 3 4

5

6

7

8 9J,4

G,2

F,2

H,1

E,2Π,0

A
,3 B,2

D,3

C,4

I,2

 

΢ην ζρήκα 52 απνηππψλεηαη ην δίθηπν πνπ πεξηγξάθεη ηελ ζεηξά 

πξνηεξαηφηεηαο κεηαμχ ησλ δηαδηθαζηψλ. Ζ εηθνληθή δηαδηθαζία Π εμαζθαιίδεη 

αλεμάξηεην ηεξκαηηθφ θφκβν γηα ηηο ηαπηφρξνλεο δηαδηθαζίεο Α θαη Β. Οη 

θφκβνη είλαη αξηζκεκέλνη ζχκθσλα κε ηελ ζεηξά πξνηεξαηφηεηαο ησλ 

αληίζηνηρσλ δηαδηθαζηψλ. 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 52 

Γίθηπν έξγνπ ηνπ παξαδείγκαηνο. 

 

 

 

΢πλνπηηθά νη θαλφλεο ζρεδίαζεο ηνπ δηθηχνπ είλαη : 

 

 Οη θφκβνη αλαπαξηζηνχλ γεγνλφηα θαη νη αθκέο δξαζηεξηφηεηεο. 

 Σν δίθηπν έρεη ξνή απφ ηνλ θφκβν αθεηεξίαο πξνο ηνλ ηεξκαηηθφ 

θφκβν. 

 Μφλν έλα γεγνλφο αθεηεξίαο θαη κφλν έλα γεγνλφο ηεξκαηηζκνχ 

ππάξρνπλ ζε έλα δίθηπν. 

 Κάζε δξαζηεξηφηεηα έρεη αξρή θαη ηέινο. 

 Μεηαμχ δχν γεγνλφησλ κφλν κία δξαζηεξηφηεηα κπνξεί λα ππάξρεη. 

 Μηα δξαζηεξηφηεηα μεθηλά κφλν φηαλ ηειεηψζνπλ φιεο νη 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ πξνεγνχληαη. 

 Γελ επηηξέπνληαη αλεμάξηεηα γεγνλφηα. 

 Δπηηξέπεηαη ε ρξήζε ηερλεηψλ δξαζηεξηνηήησλ . 

 Δπηηξέπεηαη ε ρξήζε εηθνληθψλ (πιαζκαηηθψλ) δξαζηεξηνηήησλ. 

 

 

J,4

G,2

F,2

H,1

E,2Π,0

A
,3 B,2

D,3

C,4

I,2
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5.2. Μέζνδνο Κξίζηκεο Γηαδξνκήο CPM  

(Critical Path Method) 

 

Ζ κέζνδνο CPM πξνέθπςε σο απνηέιεζκα κηαο έξεπλαο κε ζηφρν ηελ 

κέγηζηε δπλαηή κείσζε ην ρξφλν απνπεξάησζεο ελφο έξγνπ θαη θπζηθά κε ην 

ειάρηζην δπλαηφ θφζηνο. Έλα κεγάιν πιενλέθηεκα απηήο ηεο κεζφδνπ είλαη ε 

επνπηεία ησλ αιιεινπρηψλ ησλ δξαζηεξηνηήησλ, φπσο επίζεο θαη ε απιή 

επίιπζε ηνπο. Αληίζεηα έλα κεηνλέθηεκα απηήο ηεο απιφηεηαο είλαη ην γεγνλφο 

φηη νη ζρέζεηο αιιεινπρίαο είλαη πνιχ απιέο, δειαδή κπνξνχκε λα δνχκε 

πνηα ζρέζε πξνεγείηαη θαη πνηα έπεηαη κηα δηαδηθαζίαο, απηφ θάλεη ηνλ 

ζρεδηαζκφ ηνπ δηθηχνπ αξθεηά ρξνλνβφξν. 

Σα δηθηπαθά κνληέια κπνξνχλ λα βνεζήζνπλ ζηνλ πξνγξακκαηηζκφ 

κεγάισλ θαη πεξίπινθσλ έξγσλ ηα νπνία πεξηέρνπλ αξθεηέο δξαζηεξηφηεηεο. 

Δάλ ε δηάξθεηα θάζε δξαζηεξηφηεηαο είλαη γλσζηή ηφηε ε κέζνδνο CPM 

κπνξεί λα ππνινγίζεη ην ρξνληθφ δηάζηεκα ην νπνίν ρξεηάδεηαη γηα λα 

νινθιεξσζεί ην έξγν. Ζ κέζνδνο CPM κπνξεί αθφκα λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα 

λα καο βνεζήζεη λα ππνινγίζνπκε πφζν κπνξεί ε θάζε δξαζηεξηφηεηα ηνπ 

έξγνπ λα θαζπζηεξήζεη ρσξίο λα πξνθαιέζεη ηελ θαζπζηέξεζε νινθιήξσζεο 

ηνπ έξγνπ. 

Ζ κέζνδνο CPM αλαπηχρζεθε ζηηο ΖΠΑ ζηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο ηνπ 

1950 απφ ηνπο εξεπλεηέο DuPont θαη Sperry Rand. 
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Υξνληθά ζηνηρεία έξγνπ : 

Έζησ φηη έρνπκε κία δξαζηεξηφηεηα Ω κε θφκβν έλαξμεο ηνλ i θαη 

θφκβν ηεξκαηηζκνχ ηνλ j δηάξθεηαο ΣΩ (ή Σij) ρξνληθψλ κνλάδσλ. Σφηε 

νξίδνπκε : 

 Δλσξίηεξνο ρξόλνο έλαξμεο ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω (ESΩ ή ESij) 

νξίδεηαη σο ν ζπληνκφηεξνο ρξφλνο πνπ κπνξεί λα αξρίζεη ε εθηέιεζε 

ηεο δξαζηεξηφηεηαο. Σν κέγεζνο απηφ πξνθχπηεη απφ ην ελσξίηεξν 

πέξαο ηνπ γεγνλφηνο αξρήο ηεο EFi. 

 Βξαδύηεξνο ρξόλνο έλαξμεο ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω (LSΩ ή LSij) 

νξίδεηαη σο ν βξαδχηεξνο ρξφλνο πνπ επηηξέπεηαη λα αξρίζεη ε 

δξαζηεξηφηεηα ψζηε λα κελ παξαηαζεί ε δηάξθεηα ηνπ έξγνπ. Σν 

κέγεζνο απηφ πξνθχπηεη απφ ην βξαδχηεξν πέξαο ηνπ γεγνλφηνο 

αξρήο ηεο LFi. 

 Δλσξίηεξνο ρξόλνο πέξαηνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω (EFΩ ή EFij) 

νξίδεηαη σο ν ζπληνκφηεξνο ρξφλνο πνπ αλακέλεηαη λα πεξαησζεί ε 

δξαζηεξηφηεηα. Πξνθχπηεη απφ ην ελσξίηεξν πέξαο ηνπ γεγνλφηνο 

πέξαηνο ηεο EFj. 

 Βξαδύηεξνο ρξόλνο πέξαηνο ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω (LFΩ ή LFij) 

νξίδεηαη σο ν βξαδχηεξνο ρξφλνο πνπ επηηξέπεηαη λα πεξαησζεί ε 

δξαζηεξηφηεηα ψζηε λα κελ παξαηαζεί ε δηάξθεηα ηνπ έξγνπ. 

Πξνθχπηεη απφ ην βξαδχηεξν πέξαο ηνπ γεγνλφηνο πέξαηνο ηεο LF j. 

 Οιηθό ρξνληθό πεξηζώξην θάζε γεγνλόηνο ηνπ έξγνπ (π.ρ. ΓΣνi θαη 

ΓΣνj γηα ηα γεγνλφηα πνπ νξίδνπλ ηελ δξαζηεξηφηεηα Α) είλαη ην 

κέγηζην ρξνληθφ δηάζηεκα πνπ κπνξεί λα θαζεζηεξήζεη ε 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ γεγνλφηνο ρσξίο λα θαζπζηεξήζεη ε εθηέιεζε ηνπ 

έξγνπ. Γηα παξάδεηγκα, ην νιηθφ ρξνληθφ πεξηζψξην ηνπ γεγνλφηνο j 

ηζνχηαη κε : ΓΣνj = LFj – EFj. 

 Οιηθό ρξνληθό πεξηζώξην δξαζηεξηόηεηαο ( ΓΣνΩ ή ΓΣνij) είλαη ην 

κέγηζην ρξνληθφ δηάζηεκα πνπ κπνξεί λα θαζπζηεξήζεη ε νινθιήξσζε 

ηεο δξαζηεξηφηεηαο ρσξίο λα θαζπζηεξήζεη ε εθηέιεζε ηνπ έξγνπ. 

Ηζνχηαη κε  : ΓΣνΩ = LSΩ - ESΩ = LFΩ - EFΩ 

 Διεύζεξν ρξνληθό πεξηζώξην δξαζηεξηόηεηαο (ΓΣFΩ ή ΓΣFij) 

νξίδεηαη σο ην δηάζηεκα πνπ κπνξεί λα θαζπζηεξήζεη ε νινθιήξσζε 

ηεο δξαζηεξηφηεηαο ρσξίο λα θαζπζηεξήζεη ε έλαξμε ηεο επφκελεο 

δξαζηεξηφηεηαο. Ηζνχηαη κε : 

 

ΓΣFΩ = ΓΣFij = min {ESjk} – EFij , kϵK 

 

Όπνπ Κ ην ζχλνιν ησλ δξαζηεξηνηήησλ πνπ μεθηλνχλ απφ ηνλ θφκβν j. 
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 Αλεμάξηεην ρξνληθό πεξηζώξην δξαζηεξηόηεηαο (ΓΣΙΩ ή ΓΣΙij) : 

είλαη ην ρξνληθφ δηάζηεκα αλάκεζα ζην ηέινο ηεο δξαζηεξηφηεηαο θαη 

ηεο ελσξίηεξεο έλαξμεο ησλ επφκελσλ ηεο, αλ ε δξαζηεξηφηεηα 

μεθηλήζεη ην βξαδχηεξν δπλαηφ. 

 

Ηζρχεη φηη : ΓΣΟΩ  ≥  ΓΣFΩ  ≥ ΓΣIΩ 

 

 

Κξίζηκε νλνκάδεηαη κία δξαζηεξηφηεηα ηεο νπνίαο ην νιηθφ ρξνληθφ 

πεξηζψξην είλαη κεδεληθφ, δειαδή νη ελσξίηεξνη θαη βξαδχηεξνη ρξφλνη 

έλαξμεο θαη πέξαηνο ηεο ηαπηίδνληαη. 

 

Κξίζηκε δηαδξνκή είλαη κία αθνινπζία θξίζηκσλ δξαζηεξηνηήησλ απφ 

ηνλ θφκβν έλαξμεο ηνπ έξγνπ κέρξη ηνλ ηεξκαηηθφ θφκβν.  

 

 

Καζπζηέξεζε κίαο θξίζηκεο δξαζηεξηφηεηαο ζεκαίλεη αληίζηνηρε 

θαζπζηέξεζε ζηελ πεξάησζε ηνπ έξγνπ. ΢ε θάζε δίθηπν ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ 

κία θξίζηκε δηαδξνκή. Απηή έρεη ηελ κεγαιχηεξε ρξνληθή δηάξθεηα απφ φινπο 

ηνπο θάδνπο πνπ νδεγνχλ απφ ην γεγνλφο έλαξμεο ζην γεγνλφο πεξάησζεο 

ηνπ έξγνπ. 

 

Ζ εχξεζε ηεο θξίζηκεο δηαδξνκήο θαη ν ππνινγηζκφο ηεο δηάξθεηαο ηεο, 

πνπ είλαη θαη ε δηάξθεηα νινθιήξσζεο ηνπ έξγνπ, είλαη ν ζθνπφο ηεο 

επίιπζεο ηνπ δηθηχνπ. 

 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ δηθηχνπ κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δύν 

πξνζεγγίζεηο. Ζ κία πξνζέγγηζε βαζίδεηαη ζηα ρξνληθά ζηνηρεία ησλ 

γεγνλόησλ ελψ ε άιιε βαζίδεηαη ζηα ρξνληθά ζηνηρεία ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ. Θα εθαξκφζνπκε ηηο δχν απηέο πξνζεγγίζεηο ζην 

παξαθάησ παξάδεηγκα γηα λα θαηαιάβνπκε πσο ιεηηνπξγεί ε κέζνδνο CPM. 

 

 

 

 

 



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

114 

 

Θ,3Ζ,5

Δ,8

Ε
,7

Γ
,6

Παξάδεηγκα : 

 

Πίλαθαο πξνηεξαηφηεηαο θαη δηάξθεηαο ησλ δξαζηεξηνηήησλ. 

Γξαζηεξηόηεηεο Πξνεγνύκελεο Γηάξθεηα 

Α - 6 

Β - 3 

Γ - 4 

Γ Α, Β 6 

Δ Β, Γ 8 

Ε Γ 7 

Ζ Γ, Δ, Ε 5 

Θ Ζ 3 

 

΢ρεδηαζκφο δηθηχνπ 

Δληνπίδνπκε ηελ ηειεπηαία δξαζηεξηφηεηα. Παξαηεξνχκε φηη δελ ππάξρεη 

δξαζηεξηφηεηα γηα ηελ νπνία ε Θ λα είλαη πξνεγνχκελε. 

΢πλεπψο :  

 

Ζ δξαζηεξηφηεηα Ζ πξνεγείηαη ηεο Θ άξα : 

 

Οη δξαζηεξηφηεηεο Γ, Δ θαη Ε πξνεγνχληαη ηεο Ζ, ζπλεπψο : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ,3

Θ,3Ζ,5
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Οη δξαζηεξηφηεηεο Α θαη Β πξνεγνχληαη ηεο Γ. Με δεδνκέλν φηη δελ 

έρνπλ πξνεγνχκελεο, είλαη αξρηθέο δξαζηεξηφηεηεο. Αθφκα, απφ ηε ζηηγκή 

πνπ έρνπλ θνηλή αξρή δελ κπνξνχλ λα έρνπλ θνηλφ ηέινο, ζπλεπψο 

εηζάγνπκε ηελ πιαζκαηηθή δξαζηεξηφηεηα Π1. Δπηπιένλ, ε δξαζηεξηφηεηα Β 

πξνεγείηαη ηεο Δ. Απηφ εθθξάδεηαη κε ηελ πιαζκαηηθή δξαζηεξηφηεηα Π2. 

΢πλεπψο : 

 

Ζ δξαζηεξηφηεηα Γ είλαη αξρηθή δξαζηεξηφηεηα. Δπνκέλσο, έρεη θνηλή 

αξρή κε ηηο Β θαη Γ. Δπηπιένλ, πξνεγείηαη ηηο Ε αιιά θαη ηεο Δ. Σν ηειεπηαίν 

εθθξάδεηαη κε ηελ πιαζκαηηθή δξαζηεξηφηεηα Π3. Οπφηε ην δίθηπν ηνπ 

παξαδείγκαηνο έρεη ηελ ηειηθή κνξθή : 

 

΢ρήκα 53 
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Δπίιπζε ηνπ δηθηχνπ κε βάζε ηα ρξνληθά ζηνηρεία ησλ γεγνλφησλ.  

 

 ΢ην δίθηπν πνπ θαηαζθεπάζακε πξνεγνπκέλσο ζα αληηθαηαζηήζνπκε 

ηνλ θπθιηθφ ζπκβνιηζκφ ησλ θφκβσλ κε έλα ηεηξάγσλν ηεο κνξθήο πνπ 

βιέπνπκε παξαθάησ ψζηε λα εκπεξηέρεη ηηο πιεξνθνξίεο πνπ ρξεηαδφκαζηε. 

 Οη ζπκβνιηζκνί γηα ηελ επίιπζε ηνπ δηθηχνπ κε βάζε ηα ρξνληθά 

ζηνηρεία ησλ γεγνλφησλ είλαη νη αθφινπζνη : 

α : γεγνλφο  

LFα :  βξαδχηεξν πέξαο ηνπ γεγνλφηνο α. 

ΔFα :  ελσξίηεξν πέξαο ηνπ γεγνλφηνο α. 

ΓΣνα : νιηθφ ρξνληθφ πεξηζψξην ηνπ γεγνλφηνο α. 

  

΢πλεπψο ην δίθηπν παίξλεη ηελ κνξθή : 

 

 

΢ρήκα 54 
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Ζ επίιπζε ελφο δηθηχνπ γίλεηαη ζε δχν θάζεηο. ΢ηελ πξψηε θάζε 

θηλνχκαζηε θαηά ηε θνξά ησλ βειψλ, απφ ηνλ θφκβν έλαξμεο πξνο ηνλ 

ηεξκαηηθφ θφκβν, απηή ε θάζε ιέγεηαη νκφξξνπνο ππνινγηζκφο. ΢ηελ 

δεχηεξε θάζε θηλνχκαζηε αληίζεηα κε ηελ θνξά ησλ βειψλ, απηή ε θάζε 

νλνκάδεηαη αληίξξνπνο ππνινγηζκφο. 

 

Οκφξξνπνο ππνινγηζκφο : 

 

Ο ελσξίηεξνο ρξφλνο πέξαηνο ηνπ θφκβνπ αξρήο αληηζηνηρεί ζηελ 

ρξνληθή ζηηγκή 0. Έζησ φηη αθξηβψο πξηλ ην γεγνλφο ηα ιακβάλεη ρψξα κφλν 

ην γεγνλφο α. Σφηε, ν ελσξίηεξνο ρξφλνο πέξαηνο ηνπ γεγνλφηνο ηα ηζνχηαη κε 

ην άζξνηζκα ηνπ ελσξίηεξνπ ρξφλνπ πέξαηνο ηνπ γεγνλφηνο α θαη ηεο 

ρξνληθήο δξαζηεξηφηεηαο πνπ ζπλδέεη ηα γεγνλφηα α θαη η. 

 

΢πλεπψο ηζρχεη : ΔFη = ΔFα + Σαη 
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Έζησ ΜΣ ην ζχλνιν ησλ γεγνλφησλ πνπ έρνπλ ιάβεη ρψξα αθξηβψο 

πξηλ ην γεγνλφο η.  

 

Σφηε ηζρχεη :   

EFT = MAX ( EFm + Tmη ) , m ϵ Mη 

 

 

΢ρήκα 56 
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Αληίξξνπνο ππνινγηζκφο : 

 

O βξαδχηεξνο ρξφλνο πέξαηνο ηνπ θφκβνπ ηέινπο είλαη ίζνο κε ηνλ 

ελσξίηεξν ρξφλν πέξαηνο ηνπ. Έζησ φηη κεηά απφ ην γεγνλφο α έρεη ιάβεη 

ρψξα κφλν ην γεγνλφο η. Σφηε, ν βξαδχηεξνο ρξφλνο πέξαηνο ηνπ γεγνλφηνο 

α ηζνχηαη κε ηε δηαθνξά ηνπ βξαδχηεξνπ ρξφλνπ πέξαηνο ηνπ γεγνλφηνο ηα 

θαη ηεο ρξνληθήο δηάξθεηαο ηεο δξαζηεξηφηεηαο πνπ ζπλδέεη ηα γεγνλφηα α θαη 

η. Ηζρχεη :  LFα = LFη - Σαη 
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Έζησ Qα ην ζχλνιν ησλ γεγνλφησλ πνπ έρνπλ ιάβεη ρψξα αθξηβψο 

κεηά ην γεγνλφο α.  

 

Σφηε ηζρχεη :   LFα = ΜΗΝ (LFq – Tαq ) , q ϵ Qα 
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΢ρήκα 58 

 

 

Τπνινγηζκφο ησλ νιηθψλ ρξνληθψλ πεξηζσξίσλ θάζε γεγνλφηνο ΓΣνα . 

 

΢ρήκα 59 
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Απφ ηνπο ππνινγηζκέλνπο ελσξίηεξνπο θαη βξαδχηεξνπο ρξφλνπο ησλ 

γεγνλφησλ ππνινγίδνληαη ηα νιηθά ρξνληθά πεξηζψξηα ησλ δξαζηεξηνηήησλ. 

Ο ππνινγηζκφο κεδεληθψλ νιηθψλ ρξνληθψλ πεξηζσξίσλ ζε δχν δηαδνρηθά 

γεγνλφηα δε ζπλεπάγεηαη φηη ε δξαζηεξηφηεηα πνπ ηα ζπλδέεη είλαη θξίζηκε, 

φπσο ζπκβαίλεη ζηελ δξαζηεξηφηεηα Ε.  

 

 

΢ρήκα 60 

 

 

Κξίζηκεο δηαδξνκέο :   

Α – Γ – Ζ – Θ  

Γ – Π3 – Δ – Ζ – Θ   

 

 

Γηάξθεηα έξγνπ :   20 ρξνληθέο κνλάδεο. 
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Γηάγξακκα Gantt κε βάζε ηνπο ελσξίηεξνπο ρξφλνπο έλαξμεο. 

 

Γξαζηεξηόηεηεο ES EF LS LF Γην ΓTF 

Α 0 6 0 6 0 0 

Β 0 3 1 4 1 0 

Γ 0 4 0 4 0 0 

Π1 3 3 6 6 3 3 

Π2 3 3 4 4 1 1 

Π3 4 4 4 4 0 0 

Γ 6 12 6 12 0 0 

Δ 4 12 4 12 0 0 

Ε 4 11 5 12 1 1 

Ζ 12 17 12 17 0 0 

Θ 17 20 17 20 0 0 
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΢ρήκα 61 

Γηάγξακκα Gantt κε βάζε 

ηνπο ελσξίηεξνπο ρξφλνπο 

έλαξμεο. 
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Δπίιπζε ηνπ δηθηχνπ κε βάζε ηα ρξνληθά ζηνηρεία ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ.  

 ΢ην δίθηπν πνπ θαηαζθεπάζακε πξνεγνπκέλσο ζα ζπκπεξηιάβνπκε ζε 

θάζε αθκή πνπ ζπλδέεη δχν θφκβνπο έλα ηεηξάγσλν ηεο κνξθήο πνπ 

βιέπνπκε παξαθάησ ψζηε λα εκπεξηέρεη ηηο πιεξνθνξίεο πνπ ρξεηαδφκαζηε. 

 Οη ζπκβνιηζκνί γηα ηελ επίιπζε ηνπ δηθηχνπ κε βάζε ηα ρξνληθά 

ζηνηρεία ησλ δξαζηεξηνηήησλ είλαη νη αθφινπζνη : 

Ω : δξαζηεξηφηεηα  

ΣΩ : δηάξθεηα δξαζηεξηφηεηαο  

ΔSΩ : ελσξίηεξε έλαξμε ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω 

ΔFΩ : ελσξίηεξν πέξαο ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω 

LSΩ : βξαδχηεξε έλαξμε ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω  

LFΩ : βξαδχηεξν πέξαο ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω 

ΓΣνΩ : νιηθφ ρξνληθφ πεξηζψξην ηεο δξαζηεξηφηεηαο Ω. 

  

΢πλεπψο ην δίθηπν παίξλεη ηελ κνξθή : 

 

 

΢ρήκα 62 
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Ζ επίιπζε ελφο δηθηχνπ γίλεηαη ζε δχν θάζεηο. 

΢ηελ πξψηε θάζε θηλνχκαζηε θαηά ηε θνξά ησλ βειψλ, απφ ηνλ θφκβν 

έλαξμεο πξνο ηνλ θφκβν ηεξκαηηζκνχ (νκφξξνπνο ππνινγηζκφο). 

΢ηε δεχηεξε θάζε θηλνχκαζηε αληίζεηα απφ ηε θνξά ησλ βειψλ, 

δειαδή θηλνχκαζηε απφ ηνλ θφκβν ηεξκαηηζκνχ πξνο ηνλ θφκβν έλαξμεο 

(αληίξξνπνο ππνινγηζκφο). 

 

Οκφξξνπνο ππνινγηζκφο : 

 

 Ο ελσξίηεξνο ρξφλνο έλαξμεο ησλ αξρηθψλ δξαζηεξηνηήησλ 

αληηζηνηρεί ζηε ρξνληθή ζηηγκή 0. 

 Τπνινγίδνπκε ηνπο ελσξίηεξνπο ρξφλνπο έλαξμεο θαη ηεξκαηηζκνχ. 

 

Ηζρχεη : ΔFΩ = ΔSΩ + ΣΩ 

 

 

 

΢ρήκα 63 
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Ο ελσξίηεξνο ρξφλνο έλαξμεο κίαο δξαζηεξηφηεηαο ηζνχηαη κε ην 

κεγαιχηεξν απφ ηνπο ελσξίηεξνπο ρξφλνπο ηεξκαηηζκνχ ησλ ακέζσο 

πξνεγνχκελσλ δξαζηεξηνηήησλ. 

΢ρήκα 64 

 

 

 

΢ρήκα 65 
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Αληίξξνπνο ππνινγηζκφο : 

 

Ο βξαδχηεξνο ρξφλνο ηεξκαηηζκνχ ηεο ηειηθήο δξαζηεξηφηεηαο 

ζεσξείηαη ίζνο κε ηνλ ελσξίηεξν ρξφλν ηεξκαηηζκνχ ηεο. 

 

 

 

΢ρήκα 66 

 

 

 Τπνινγίδνπκε ηνπο βξαδχηεξνπο ρξφλνπο έλαξμεο θαη ηεξκαηηζκνχ. 

 

Ηζρχεη :  LSΩ = LFΩ - ΣΩ 

 

 

 

 

Π1 0

33

3

A 6

60

3

Γ 6

126

Β 3

30
Π2 0

33

5

Π3 0

44

4

Δ 8

124
6

Ε 7

4

Γ 4

40

7 8

Ζ 5

1712

Θ 8

1

11

2017

1712 2017



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

128 

 

 

΢ρήκα 67 

 

 

Ο βξαδχηεξνο ρξφλνο ηεξκαηηζκνχ κίαο δξαζηεξηφηεηαο ηζνχηαη κε ην 

κηθξφηεξν απφ ηνπο βξαδχηεξνπο ρξφλνπο έλαξμεο ησλ ακέζσο επφκελσλ 

δξαζηεξηνηήησλ. 
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Τπνινγηζκφο ησλ νιηθψλ ρξνληθψλ πεξηζσξίσλ ΓΣνΩ. 

 

΢ρήκα 69 

 

Δπίιπζε δηθηχνπ : 

 

΢ρήκα 70 

 

Π1 0

33

3

A 6

60

3

Γ 6

126

Β 3

30
Π2 0

33

5

Π3 0

44

4

Δ 8

124
6

Ε 7

4

Γ 4

40

7 8

Ζ 5

1712

Θ 8

1

11

2017

1712 2017

5 12

4 12

6 12

66

44

60

41

44

40

Π1 0

33

3

A 6

60

3

Γ 6

126

Β 3

30
Π2 0

33

5

Π3 0

44

4

Δ 8

124
6

Ε 7

4

Γ 4

40

7 8

Ζ 5

1712

Θ 8

1

11

2017

1712 2017

5 12

4 12

6 12

66

44

60

41

44

40



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

130 

 

 

Κξίζηκεο δηαδξνκέο :   

Α – Γ – Ζ – Θ  

Γ – Π3 – Δ – Ζ – Θ   

 

Γηάξθεηα έξγνπ : 20 ρξνληθέο κνλάδεο. 

 

 

 

 

Γηάγξακκα Gantt κε βάζε ηνπο ελσξίηεξνπο ρξφλνπο έλαξμεο. 

 

Γξαζηεξηόηεηεο ES EF LS LF Γην ΓTF 

Α 0 6 0 6 0 0 

Β 0 3 1 4 1 0 

Γ 0 4 0 4 0 0 

Π1 3 3 6 6 3 3 

Π2 3 3 4 4 1 1 

Π3 4 4 4 4 0 0 

Γ 6 12 6 12 0 0 

Δ 4 12 4 12 0 0 

Ε 4 11 5 12 1 1 

Ζ 12 17 12 17 0 0 

Θ 17 20 17 20 0 0 
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Γηάγξακκα Gantt κε βάζε  

ηνπο ελσξίηεξνπο ρξφλνπο 

έλαξμεο. 
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5.3. Υξήζε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ γηα ηελ εχξεζε ηεο 

θξίζηκεο δηαδξνκήο. 

 

 Με ηε βνήζεηα ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη εχθνιν λα 

θαζνξίζνπκε ην κήθνο ηεο θξίζηκεο δηαδξνκήο. 

 

Οξίδνπκε :  

ρj = ν ρξφλνο πνπ ην γεγνλφο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ θφκβν j εκθαλίδεηαη. 

 

 Γηα ηε δξαζηεξηφηεηα (i,j), γλσξίδνπκε φηη πξέπεη πξηλ ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ θφκβνπ (γεγνλφηνο) j πξέπεη λα έρεη πξαγκαηνπνηεζεί ν 

θφκβνο (γεγνλφο) i θαη ε δξαζηεξηφηεηα (i,j), πξέπεη λα έρεη νινθιεξσζεί.  

΢χκθσλα κε απηφ γηα θάζε δξαζηεξηφηεηα (αθκή) (i,j) ζην δίθηπν πξέπεη 

j i ijx x t  . Θέηνπκε F ηνλ θφκβν (γεγνλφο) πνπ αληηπξνζσπεχεη ηνλ 

ηεξκαηηζκφ ηνπ έξγνπ. ΢ηφρνο καο είλαη λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηνλ ρξφλν πνπ 

απαηηείηαη γηα ηελ νινθιήξσζε ηνπ έξγνπ, ζπλεπψο έρνπκε ηελ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε 1Fz x x  .  

 Γηα λα παξνπζηάζνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν ρξεζηκνπνηνχκε ηηο 

ηερληθέο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ γηα ηελ εχξεζε ηνπ κήθνπο ηεο 

θξίζηκεο δηαδξνκήο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ παξαπάλσ πξνζέγγηζε ζην 

παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί. 
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Παξάδεηγκα : 

 Μηα εηαηξία πξφθεηηαη λα εηζαγάγεη έλα θαηλνχξην πξντφλ (πξντφλ 3). 

Μία κνλάδα ηνπ πξντφληνο 3 παξάγεηαη απφ ηνλ ζπλδπαζκφ κίαο κνλάδαο 

ηνπ πξντφληνο 1 θαη κηαο κνλάδαο ηνπ πξντφληνο 2. Πξηλ ηε ζπλαξκνιφγεζε 

ησλ πξντφλησλ 1 θαη 2 ζε πξντφλ 3, ηα ηειηθά πξντφληα 2 πξέπεη λα 

ειεγρζνχλ. ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα … είλαη ζπγθεληξσκέλεο νη 

δξαζηεξηφηεηεο κε ηηο αληίζηνηρεο δηάξθεηεο θαζψο θαη ηηο δξαζηεξηφηεηεο πνπ 

πξνεγνχληαη. 

  

Γξαζηεξηόηεηεο Πξνεγνύκελεο Γηάξθεηα (κέξεο) 

Α = εθπαίδεπζε εξγαδνκέλσλ  - 6 

Β = αγνξά πξψησλ πιψλ - 9 

Γ = παξαγσγή πξντφληνο 1 Α, Β 8 

Γ = παξαγσγή πξντφληνο 2 Α, Β 7 

Δ = έιεγρνο πξντφληνο 2  Γ 10 

Ε = ζπλαξκνιφγεζε πξντφλησλ 1 θαη 2 Γ, Δ 12 

 

Σν δίθηπν πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ παξαπάλσ πξφβιεκα ηεο εηαηξίαο 

παξαγσγήο είλαη ην αθφινπζν. 

 

 

΢ρήκα 71 :  

Γίθηπν γηα ηελ εηαηξία παξαγσγήο.  

Κφκβνο 1 : θφκβνο έλαξμεο  

Κφκβνο 6 : ηεξκαηηθφο θφκβνο  
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Σν αληίζηνηρν γξακκηθφ κνληέιν είλαη ην εμήο : 

 

6 1min z x x   

 

Τπφ ηνπο πεξηνξηζκνχο : 

 

3 1 6x x            (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (1,3)) 

2 1 9x x            (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (1,2)) 

5 3 8x x            (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (3,5)) 

4 3 7x x            (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (3,4)) 

5 4 10x x          (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (4,5)) 

6 5 12x x          (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (5,6)) 

3 2x x  

Όιεο νη κεηαβιεηέο είλαη αθέξαηεο. 

 

 Μία βέιηηζηε ιχζε ζε απηφ ην πξφβιεκα γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκνχ 

είλαη  ε 38z  , 1 0x  , 2 9x  , 3 9x  , 4 16x  , 5 26x   θαη 6 38x  . ΢χκθσλα 

κε ηελ νπνία ρξεηαδφκαζηε 38 εκέξεο γηα ηελ νινθιήξσζε ηνπ έξγνπ καο. 

 Σν γξακκηθφ πξφβιεκα απηφ έρεη αξθεηέο ελαιιαθηηθέο εθηθηέο ιχζεηο, 

γηα ηηο νπνίεο φια ηα κήθε ησλ αληίζηνηρσλ θξίζηκσλ κνλνπαηηψλ είλαη 38 

εκέξεο. 

 Έλα θξίζηκν κνλνπάηη γηα ην πξφβιεκα ηεο παξαγσγήο ησλ 

πξντφλησλ απνηειεί έλα κνλνπάηη απφ ηελ έλαξμε ηνπ έξγνπ έσο θαη ηελ 

νινθιήξσζε ηνπ ζηνπ νπνίνπ θάζε αθκή ηνπ κνλνπαηηνχ αληηζηνηρεί ζε έλαλ 

πεξηνξηζκφ πνπ έρεη κία δπηθή ηηκή ηεο ηάμεσο ηνπ -1. ΢χκθσλα κε ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνέξρνληαη απφ ην πξφγξακκα LINDO, φπσο θαίλεηαη 

ζηελ εηθφλα 7, βξήθακε, φπσο θαη πξηλ, φηη ην 1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 είλαη έλα 

θξίζηκν κνλνπάηη. Γηα θάζε πεξηνξηζκφ κε δπηθή ηηκή -1, αχμεζε ηεο δηάξθεηαο 

ηεο δξαζηεξηφηεηαο πνπ αληηζηνηρεί ζε απηφ ηνλ πεξηνξηζκφ θαηά Γ εκέξεο ζα 

απμήζεη ηελ δηάξθεηα ηνπ έξγνπ θαηά Γ εκέξεο. Γηα παξάδεηγκα, κία αχμεζε 

ηεο ηάμεσο ησλ Γ εκεξψλ ζηελ δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηφηεηαο Β ζα απμήζεη ηε 
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δηάξθεηα ηνπ έξγνπ θαηά Γ εκέξεο. Απηφ πξνυπνζέηεη φηη ε ηξέρνπζα ιχζε 

εμαθνινπζεί λα είλαη βέιηηζηε. 
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Δηθφλα 7 
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Γνθηκάδνληαο ην έξγν 

 ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο, ν επηθεθαιήο ηνπ έξγνπ, ζα πξέπεη λα 

νινθιεξψζεη κέζα ζε ρξνληθφ δηάζηεκα κηθξφηεξν απφ ην κήθνο ηνπ θξίζηκνπ 

κνλνπαηηνχ. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ππνζέηνπκε φηη ε εηαηξία παξαγσγήο 

πηζηεχεη φηη έρεη κεγαιχηεξεο πξνυπνζέζεηο θέξδνπο εάλ ην πξντφλ 3 είλαη 

δηαζέζηκν πξνο πψιεζε πξηλ ηελ εκθάληζε αληαγσληζηηθψλ πξντφλησλ ζηελ 

αγνξά. Ζ εηαηξία παξαγσγήο γλσξίδεη φηη αληαγσληζηηθά πξντφληα είλαη 

πξνγξακκαηηζκέλα λα βγνπλ ζηελ αγνξά ζε 26 εκέξεο απφ ηψξα, επνκέλσο 

ε εηαηξία παξαγσγήο πξέπεη λα εηζάγεη ηα πξντφληα 3 ζε κέζα ζε δηάζηεκα 

25 εκεξψλ. Δμ’ αηηίαο ηνπ φηη ην κνλνπάηη καο έρεη κήθνο 38 εκέξεο, ε εηαηξία 

παξαγσγήο ζα πξέπεη λα δαπαλήζεη επηπιένλ πφξνπο ψζηε λα κελ 

μεπεξάζεη ηελ πξνζεζκία ησλ 25 εκεξψλ. ΢ε απηή ηε πεξίπησζε, ν 

γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ θαηάιιειν 

πξνζδηνξηζκφ ηεο θαηαλνκήο ησλ πφξσλ ν νπνίνο ειαρηζηνπνηεί ην 

απαηηνχκελν θφζηνο ψζηε ε εηαηξία λα κελ μεπεξάζεη ηελ πξνθαζνξηζκέλε 

πξνζεζκία.  

 Τπνζέηνπκε φηη κε ηε ρνξήγεζε πξφζζεησλ πφξσλ ζε κία 

δξαζηεξηφηεηα, ε εηαηξία κπνξεί λα κεηψζεη ηελ δηάξθεηα θάζε  

δξαζηεξηφηεηαο έσο θαη 5 εκέξεο. Σν θφζηνο αλά εκέξα ηεο κείσζεο ηεο 

δηάξθεηαο θάζε δξαζηεξηφηεηαο παξνπζηάδεηαη ζηνλ πίλαθα…. Γηα ηελ εχξεζε 

ηνπ ειαρίζηνπ θφζηνπο ηεο νινθιήξσζεο ηνπ έξγνπ, κέρξη ηελ πξνζεζκία ησλ 

25 εκεξψλ, νξίδνπκε ηηο κεηαβιεηέο Α, Β, Γ, Γ, Δ θαη Ε σο εμήο : 

 

Α = ν αξηζκφο ησλ εκεξψλ θαηά ηνλ νπνίν ε δηάξθεηα ηεο     

δξαζηεξηφηεηαο Α κεηψλεηαη.  

 . 

 . 

 . 

Ε = ν αξηζκφο ησλ εκεξψλ θαηά ηνλ νπνίν ε δηάξθεηα ηεο     

δξαζηεξηφηεηαο Ε κεηψλεηαη.  

jx  = ν ρξφλνο ζηνλ νπνίν ην γεγνλφο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ θφκβν j  

εκθαλίδεηαη. 

 

 

 

 

 



Αλάιπζε δηθηχσλ ξνήο 

138 

 

Πίλαθαο …  

 

Α Β Γ Γ Δ Ε 

10 € 20€ 3€ 30€ 40€ 50€ 

 

 

΢πλεπψο πξέπεη λα επηιχζνπκε ην αθφινπζν γξακκηθφ πξφβιεκα : 

 

min 10 20 3 30 40 50z A B        

 

Τπφ ηνπο πεξηνξηζκνχο : 

5

5

5

5

5

5

 

 

 

 

 

 

 

 2 1 9x x    (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (1,2)) 

 3 1 6x x    (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (1,3)) 

 5 3 8x x    (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (3,5)) 

 4 3 7x x    (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (3,4)) 

 5 4 10x x    (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (4,5)) 

 6 5 12x x     (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (5,6)) 

 3 2 10x x    (πεξηνξηζκφο γηα ηελ αθκή (2,3)) 

 6 1 25x x   

 , , , , , 0       , 
jx  αθέξαηνο  
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 Οη έμη πξψηνη πεξηνξηζκνί νξίδνπλ φηη ε δηάξθεηα ηεο θάζε δηαδηθαζίαο 

κπνξεί λα κεησζεί ην πνιχ 5 εκέξεο. Όπσο πξηλ, νη επφκελνη επηά 

πεξηνξηζκνί εμαζθαιίδνπλ φηη ην γεγνλφο j δελ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί 

πξηλ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ θφκβνπ i θαη ηελ νινθιήξσζε ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο (i,j). Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ε δξαζηεξηφηεηα Β (αθκή (1,2)) 

ηψξα έρεη δηάξθεηα 9-Β ζπλεπψο ρξεηαδφκαζηε ηνλ πεξηνξηζκφ 
2 1 9x x   . 

Ο πεξηνξηζκφο 
6 1 25x x  νξίδεη φηη ην έξγν πξέπεη λα έρεη νινθιεξσζεί κέζα 

ζηελ πξνζεζκία ησλ 25 εκεξψλ. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε απνηειεί ην 

ζπλνιηθφ θφζηνο πνπ πξνθχπηεη απφ ηε κείσζε ηεο δηάξθεηαο ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ. 

Μία βέιηηζηε ιχζε είλαη γηα ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ε : 390z  €, 
1 0x  , 

2 4x  , 
3 4x  , 

4 6x  , 
5 13x  , 

6 25x  , 2A  , 5B  , 0  , 5  , 3  ,  0  . Μεηά ηε κείσζε ηεο 

δηάξθεηαο ησλ γεγνλφησλ Β, Α, Γ θαη Δ ζηηο απαηηνχκελεο ηηκέο έρνπκε 

εμαζθαιίζεη ην δίθηπν ηνπ ζρήκαηνο 72.  

Μπνξνχκε εχθνια λα δηαπηζηψζνπκε φηη νη Α, Β, Γ, Δ θαη Ε είλαη 

θξίζηκεο δξαζηεξηφηεηεο θαζψο επίζεο θαη φηη νη 1-2-3-4-5-6 θαη 1-3-4-5-6 

είλαη θαη νη δχν θξίζηκεο δηαδξνκέο (θάζε κία απφ ηηο νπνίεο έρεη κήθνο 25 

εκέξεο). ΢πλεπψο κπνξνχκε λα πεηχρνπκε ην ρξνληθφ πεξηζψξην ησλ 25 

εκεξψλ κε ειάρηζην θφζηνο 390€. 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 72. 

 

 

 

 

1

3

2 4

5 6

A,4

B,4

Π
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Γ
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Δ
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5.4. Μέζνδνο δηθηπσηψλ γξαθεκάησλ κε πηζαλνηηθή ζεψξεζε 

ησλ ρξφλσλ PERT  

(Program Evaluation and Review Technique) 

 

 Ζ κέζνδνο δηθηπσηψλ γξαθεκάησλ κε πηζαλνηηθή ζεψξεζε ησλ 

ρξφλσλ PERT πξνήιζε ζηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1950 θαη γηα ηελ αθξίβεηα 

ην 1958 ζηηο ΖΠΑ χζηεξα απφ έξεπλεο πνπ είραλ ζθνπφ ηελ ζκίθξπλζε ηνπ 

θφζηνο θαη ηνπ απαηηνχκελνπ ρξφλνπ θαηαζθεπήο ελφο έξγνπ. 

 Ζ κέζνδνο PERT απνηειεί κία ζηνραζηηθή ζεψξεζε ησλ δηθηχσλ. Με 

ηελ κέζνδν απηή κπνξνχκε λα επηιχζνπκε δχν είδε πξνβιεκάησλ : 

 Πξνβιήκαηα πνπ ν θχξηνο ζηφρνο ηνπο είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο 

πηζαλφηεηαο νινθιήξσζεο ελφο έξγνπ κέζα ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν 

ρξνληθφ δηάζηεκα t0. 

 Πξνβιήκαηα ζηα νπνία ν θχξηνο ζηφρνο ηνπο είλαη ν ππνινγηζκφο ηνπ 

ρξφλνπ νινθιήξσζεο ηνπ έξγνπ κε δεδνκέλε πηζαλφηεηα p, δειαδή λα 

βξνχκε ηνλ ρξφλν ζηνλ νπνίν ην έξγν ζίγνπξα ζα έρεη νινθιεξσζεί.  

΢ηελ κέζνδν PERT νη ρξνληθέο δηάξθεηεο ηελ δξαζηεξηνηήησλ είλαη 

αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο (η.κ.) νη νπνίεο αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή 

Βήηα. Έλα αθφκα ραξαθηεξηζηηθφ ηεο κεζφδνπ είλαη ην γεγνλφο φηη ε θξίζηκε 

δηαδξνκή απνηειείηαη απφ κεγάιν αξηζκφ δξαζηεξηνηήησλ.  

Ζ κέζνδνο PERT, φπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ, αλαπαξηζηά έλα έξγν 

κε έλα δηθηπσηφ γξάθεκα ζην νπνίν νη δξαζηεξηφηεηεο απεηθνλίδνληαη κε 

βέιε, δειαδή είλαη νη αθκέο ηνπ δηθηχνπ, θαη ηε γεγνλφηα απεηθνλίδνληαη κε 

θφκβνο, θάηη παξφκνην δειαδή κε ηε κέζνδν CPM. 

 

΢πλεπψο νη βαζηθέο παξαδνρέο ηεο κεζφδνπ PERT είλαη νη εμήο : 

 Οη ρξνληθέο δηάξθεηεο ησλ δξαζηεξηνηήησλ είλαη ρξνληθά 

αλεμάξηεηεο. 

 Οη ρξνληθέο δηάξθεηεο ησλ δξαζηεξηνηήησλ αθνινπζνχλ ηελ 

θαηαλνκή Βήηα. 

 Ζ θξίζηκε δηαδξνκή απνηειείηαη απφ πνιιέο δξαζηεξηφηεηεο 

(ηνπιάρηζηνλ ηέζζεξηο) ψζηε λα ηζρχεη ην θεληξηθφ νξηαθφ ζεψξεκα. 

 

Οη δξαζηεξηφηεηεο κπνξεί λα κελ είλαη ζηαηηζηηθά αλεμάξηεηεο, αθνχ νη 

ίδηνη πφξνη κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηνχληαη ζε παξαπάλσ απφ κία 

δξαζηεξηφηεηεο κε απνηέιεζκα ε θαζπζηέξεζε κηαο δξαζηεξηφηεηαο λα 

επεξεάδεη ηε ρξνληθή δηάξθεηα κηαο άιιεο. 
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Σν θεληξηθφ νξηαθφ ζεψξεκα δίλεη πην αμηφπηζηα απνηειέζκαηα φζν ν 

αξηζκφο ησλ ζηαηηζηηθά αλεμαξηήησλ κεηαβιεηψλ είλαη αλεμάξηεηνο, δειαδή 

φζν απμάλεηαη ν αξηζκφο ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηεο θξίζηκεο δηαδξνκήο. 

΢πλεπψο ζε κηθξά έξγα ε αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ είλαη κηθξφηεξε. 

 

Γηα λα εθαξκφζνπκε ηε κέζνδν PERT ζε έλα έξγν αθνινπζνχκε 

ηα παξαθάησ βήκαηα : 

 

1ν βήκα : γηα θάζε δξαζηεξηφηεηα i κε δηάξθεηα κηα ζπλερή ηπραία 

κεηαβιεηή Σi πνπ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Βήηα, i = 1, …, n, εθηηκνχκε : 

 ηελ αηζηφδνμε δηάξθεηα ηεο ai : P( Ti ≤ ai ) = 0.05 

 ηελ απαηζηφδνμε δηάξθεηα ηεο bi : P( Ti ≥ bi ) = 0.05 

 ηελ θαλνληθή δηάξθεηα ηεο mi ε νπνία είλαη ε επηθξαηνχζα ηηκή 

ηεο θαηαλνκήο Βήηα 

2ν βήκα : Τπνινγίδνπκε : 

 ηελ αλακελφκελε δηάξθεηα ηεο δξαζηεξηφηεηαο i : 

 

E(Ti) = tmi = ia 4

6

i im b 
 

 

 ηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο δξαζηεξηφηεηαο i : 

 

ia

3.2

i

i

b



  

 3ν βήκα : Δπηιχνπκε ην δίθηπν πνπ είλαη πξνζαλαηνιηζκέλν θαηά βέιε 

κε ρξνληθέο δηάξθεηεο δξαζηεξηνηήησλ ηηο tmi , i = 1, … , n, θαη πξνζδηνξίδνπκε 

ηελ θξίζηκε δηαδξνκή ηνπ δηθηχνπ. Έζησ φηη απηή απνηειείηαη απφ k θξίζηκεο 

δξαζηεξηφηεηεο , k ≤ n. 

 4ν βήκα : Γηα ηελ θξίζηκε δηαδξνκή, εθαξκφδνληαο ην θεληξηθφ νξηαθφ 

ζεψξεκα, ε δηάξθεηα ηνπ έξγνπ είλαη κία ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή ε νπνία 

αθνινπζεί θαηά πξνζέγγηζε ηελ θαλνληθή θαηαλνκή  

κε κέζε ηηκή 
1

k

m mi

i

T t


  

θαη ηππηθή απφθιηζε 2

1

k

i

i

 


   
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 5ν βήκα : Τπνινγίδνπκε ηελ ηππνπνηεκέλε κεηαβιεηή ηνπ έξγνπ θαη κε 

βάζε ηνπο πίλαθεο αζξνηζηηθήο πηζαλφηεηαο ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο 

θαηαλνκήο επηιχνπκε ηα δχν πξνβιήκαηα ηεο κεζφδνπ PERT. 

 

Παξάδεηγκα : 

 Έζησ Σmεξγ = 40 ρξνληθέο κνλάδεο θαη ζεξγ = 4 ρξνληθέο κνλάδεο. 

Να ππνινγίζεηε : 

I. ηε πηζαλφηεηα λα νινθιεξσζεί ην έξγν ζε ρξφλν 10% λσξίηεξα απφ 

ηνλ πξνγξακκαηηζκέλν ηνπ ρσξίο πξνζζήθε κέζσλ. 

II. Σν ρξφλν ζηνλ νπνίν ζα έρεη νινθιεξσζεί ην έξγν κε βεβαηφηεηα 90%. 

 

Απάληεζε : 

 

I. ΢ηελ νπζία ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ πηζαλφηεηα : 

Ρ( Σεξγ ≤ 40 – 0.1· 40 ) = Ρ( Σεξγ ≤ 36 ). 

 

Σφηε απφ ην θεληξηθφ νξηαθφ ζεψξεκα ε δηάξθεηα ηνπ έξγνπ Σεξγ 

αθνινπζεί πξνζεγγηζηηθά ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. 

΢πλεπψο, ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο πίλαθεο ηεο ζπλάξηεζεο 

θαηαλνκήο ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο : 

 Ρ (  Σεξγ  ≤ 36 ) = Ρ (
40 36 40

4 4

T  
  ) =  

 Ρ ( Ε ≤ -1 )  = Φ (-1) = 1 – Φ (1) = 1 - 0.84134 = 0.15866 = 15.866% 

 

II. Έζησ t0.9 ν δεηνχκελνο ρξφλνο. Σφηε, ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο πίλαθεο 

ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο : 

 

Ρ ( Σεξγ  ≤ t0.9) = 0.9     Ρ ( 0.9
40 t  40

4 4

T  
  ) = 0.9    

 

  Ρ ( Ε  ≤ 
0.9t  40

4


) = 0.9     Φ ( 0.9t  40

4


) = 0.9   

 

  0.9t  40

4


 = z0.9    0.9t  40

4


   1.285    0.9t    46.01 
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Αλ ε απάληεζε πξέπεη λα είλαη θπζηθφο αξηζκφο, ηφηε ην παξαπάλσ 

απνηέιεζκα ζηξνγγπινπνηείηαη ζηνλ ακέζσο επφκελν κεγαιχηεξν θπζηθφ 

αξηζκφ, δειαδή ζην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα ζην 47. 

 

 

5.4.1. Πιενλεθηήκαηα θαη κεηνλεθηήκαηα ηεο κεζφδνπ PERT 

 

 Πιενλεθηήκαηα : 

 ΢ρεηηθά απιή επίιπζε γξαθήκαηνο. 

 Ζ κέζνδνο καο δίλεη ηελ δπλαηφηεηα λα ππνινγίζνπκε ηελ επίδξαζε 

ηεο αβεβαηφηεηαο ζηε ρξνληθή εθηίκεζε ησλ δξαζηεξηνηήησλ. 

 Ζ κέζνδνο καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα ππνινγίζνπκε ηελ πηζαλφηεηα 

νινθιήξσζεο ελφο έξγνπ ζε ζπγθεθξηκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα. 

 

Μεηνλεθηήκαηα : 

 Ζ κέζνδνο βαζίδεηαη ζηε κέζνδν CPM θαη ζπλεπψο, δελ κπνξνχλ λα 

απεηθνληζηνχλ ζχλζεηεο ζρέζεηο αιιεινπρίαο κεηαμχ ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ ηνπ έξγνπ. 

 Υξνλνβφξα ζχληαμε ηνπ δηθηπσηνχ γξαθήκαηνο ηνπ έξγνπ, φπσο θαη 

ζηε κέζνδν CPM, θαη θπξίσο ζε έξγα κε πεξίπινθεο ζρέζεηο 

αιιεινπρίαο. 

 Ζ κέζνδνο PERT βαζίδεηαη ζε ηξείο παξαδνρέο : 

1. Οη ρξνληθέο δηάξθεηεο ησλ δξαζηεξηνηήησλ είλαη ζηαηηζηηθά 

αλεμάξηεηεο. 

2. Οη ρξνληθέο δηάξθεηεο ησλ δξαζηεξηνηήησλ αθνινπζνχλ ηελ 

θαηαλνκή Βήηα. 

3. Ζ θξίζηκε δηαδξνκή πεξηιακβάλεη πνιιέο δξαζηεξηφηεηεο, 

ηνπιάρηζηνλ ηέζζεξηο. 

 Οη κέζνδνο PERT έρεη πξνβιήκαηα ζηνπο ππνινγηζκνχο κε κηθξά 

ρξνληθά πεξηζψξηα κε θξίζηκσλ δξαζηεξηνηήησλ. 
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