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Περίληψη 
 

 

Κρυστάλλωση είναι ο σχηματισμός στερεών σωματιδίων ή αλλιώς κρυστάλλων, μέσα σε μια 

ομογενή φάση. Αποτελεί μία σύνθετη διεργασία κατά την οποία ενεργούν αλληλοεξαρτώμενοι 

μηχανισμοί. Βασικό πλεονέκτημα της κρυστάλλωσης ως διεργασία είναι πως οι παράμετροι που 

την διέπουν καθώς και οι συνθήκες λειτουργίας μπορούν να διαφοροποιηθούν σημαντικά με 

στόχο τα τελικά προϊόντα να διαθέτουν τις εκάστοτε επιθυμητές ιδιότητες. Οι εφαρμογές της 

αφορούν πολλούς τομείς όπως την παραγωγή φαρμάκων, τροφίμων και λιπασμάτων. 

Συγκεκριμένα στον τομέα της φαρμακευτικής, μπορεί να θεωρηθεί ως η πιο σημαντική 

διεργασία. Επομένως, καίριο ζήτημα καθίσταται η ορθή μοντελοποίηση και προσομοίωση του 

φαινομένου. 

Βασική θεώρηση για την μαθηματική έκφραση της κρυστάλλωσης αποτελεί το ισοζύγιο 

πληθυσμού. Κύριο χαρακτηριστικό των ισοζυγίων είναι η κατανομή των κρυστάλλων. Μέσα 

από τα ισοζύγια μπορούν να περιγραφούν με διαφορικές εξισώσεις οι επιμέρους μηχανισμοί της 

κρυστάλλωσης. Η αριθμητική επίλυση αυτών των μοντέλων συχνά συναντά σοβαρές δυσκολίες 

και αναζητώνται εναλλακτικοί τρόποι επίλυσης. Στη συγκεκριμένη εργασία αλλά και σε πολλές 

άλλες μελέτες εφαρμόζεται η μέθοδος των στατιστικών ροπών, η οποία μετατρέπει τα αρχικά 

ισοζύγια των κρυστάλλων σε απλούστερες εκφράσεις που περιγράφουν τη δυναμική εξέλιξη των 

ροπών των κρυσταλλικών κατανομών. Συγκεκριμένα, τα ισοζύγια πληθυσμών που εκφράζονται 

ως μερικές διαφορικές ολοκληρωτικές εξισώσεις, μετατρέπονται σε συστήματα συνήθων 

διαφορικών εξισώσεων για τις ροπές. 

 

Στη γενική τους διατύπωση, οι συνήθεις αυτές διαφορικές εξισώσεις απαιτούν για την επίλυσή 

τους και την κρυσταλλική κατανομή. Για την αντιμετώπιση αυτής της δυσκολίας εφαρμόζονται 

μέθοδοι ανακατασκευής της κρυσταλλικής κατανομής με δεδομένα τις ροπές της και 

συγκεκριμένα, μέθοδοι όπως η QMOM(Quadrature Method of Moments), αλλά και η EMOM 

(Extended Method of Moments). 

Στη συγκεκριμένη εργασία εξετάζεται ένα στατιστικό μοντέλο, η μέθοδος της μέγιστης 

εντροπίας. Η μέθοδος θεωρεί ότι οι πιο πιθανές κατανομές που περιγράφουν το σύστημα μια 

συγκεκριμένη χρονική στιγμή είναι αυτές που μεγιστοποιούν την εντροπία της πληροφορίας. Για 

την περιγραφή των κατανομών αυτών εισάγονται  οι πολλαπλασιαστές Lagrange. Το πρόβλημα 

μετατρέπεται, λοιπόν, σε πρόβλημα βελτιστοποίησης εύρεσης των πολλαπλασιαστών, 

χρησιμοποιώντας ως δεδομένα τις ροπές και τα όρια ολοκλήρωσης. Τα βασικά ευρήματα της 

παρούσας διπλωματικής συνοψίζονται στην επιτυχή χρήση της μεθόδου για την επίλυση των 

εξισώσεων, ανακατασκευή των κατανομών αλλά και την χρήση της για εύρεση άγνωστων 

παραμέτρων. Η σύγκριση των αποτελεσμάτων της μεθόδου έγινε με αναλυτικές λύσεις, αλλά 

και λύσεις από το PBE μέσω του Comsol. Κύριο πρόβλημα της μεθόδου είναι όταν οι τιμές των 

ροπών ή του χαρακτηριστικού μεγέθους είναι μεγάλες επιδρώντας αρνητικά στο ρυθμό 

σύγκλισης της μεθόδου για την εύρεση των πολλαπλασιαστών Lagrange. 
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Abstract 
 

Crystallization constitutes the formation of solid particles, or crystals, in a homogeneous phase. 

It is a complex process in which interdependent mechanisms operate. The main advantage of 

crystallization as a process is that the parameters that govern it as well as the operating 

conditions can be modified in order for the final products to have the desired properties. Its 

applications concern many sectors such as the production of medicines, food and fertilizers. 

Specifically in the field of pharmacy, it can be considered as the most important process. 

Therefore, the correct modeling and simulation of the phenomenon becomes a key issue. 

 

The core factor of the mathematical expression of crystallization is the population balance. The 

main feature of the balances is the size distribution of the crystals. The individual mechanisms of 

crystallization can be incorporated in population balance equations which are formulated as 

partial integro-differential equations. In this thesis and in many other studies the method of 

statistical moments was implemented, to simplify the equations, as well as providing a faster and 

less complex solution that will allow an efficient adaptation to experimental data. 

 

The moments are directly related to both the distribution and the physical characteristics of the 

crystals. In this way the population balances expressed as partial integro-differential equations 

are transformed into systems of ordinary differential equations for the moments of the particle 

distribution. However, in the general case the evolution of moments requires the knowledge of 

the particle distribution. This problem has led many researchers to find ways to overcome it. A 

fairly common method is QMOM (Quadrature Method of Moments), but also EMOM (Extended 

Method of Moments). 

 

This diploma thesis examines a statistical model, the method of maximum entropy. The method 

considers that the most probable distributions that describe the system at a given time are those 

that maximize the entropy of the information. The problem of computing such distributions boils 

down to the computation of Lagrange multipliers. The issue in hand therefore turns into 

optimizing the multiplier’s values, using for input moments and the limits of integration. The 

main findings of this thesis are summarized in the successful use of the method for solving 

equations, reconstruction of distributions and its use to find unknown parameters. The results 

compared with analytical solutions, but also solutions from PBE through Comsol. The main 

problem of the method is when the values of the moments or the characteristic length are large 

negatively affecting the converge rate of the method for finding the Lagrange multipliers. 
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Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή 
 

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο ορίζεται η έννοια της διεργασίας της κρυστάλλωσης, 

παρουσιάζονται χαρακτηριστικά των κρυστάλλων και γενικές εφαρμογές της κρυστάλλωσης. 

Ακόμα, περιγράφονται διαφορετικοί μέθοδοι κρυστάλλωσης και αναλύονται οι επιμέρους 

μηχανισμοί που την διέπουν. 

 

1.1 Κρυστάλλωση 
 

Η κρυστάλλωση είναι ο σχηματισμός μιας στερεάς ένωσης από ένα διάλυμα (H.J.M. Kramer 

2005). Μπορεί σίγουρα να καταταχθεί ως η παλαιότερη τεχνολογία διαχωρισμού στη χημική 

μηχανική. Σχεδόν όλες οι τεχνικές διαχωρισμού περιλαμβάνουν το σχηματισμό μιας δεύτερης 

φάσης  από την τροφοδοσία και πρέπει να επιλεχθούν οι συνθήκες λειτουργίας ορθά για των 

ευκολότερο διαχωρισμό των δύο ή περισσοτέρων φάσεων (Ulrich 2011). 

Ένα διάλυμα είναι η μίξη δύο ή περισσοτέρων ειδών που σχηματίζουν ένα ομοιογενές μείγμα. Ο 

όρος διάλυμα ,συνήθως συνδέεται με υγρά, όμως ενδέχεται να περιέχουν, αέρια, καθώς και 

στερεά, όπως έναν διαλύτη (Myerson 2019). 

Περίπου το 70% των ενώσεων που παράγονται στη χημική βιομηχανία είναι στερεά. Αυτό 

καθιστά την κρυστάλλωση την πιο συχνά χρησιμοποιούμενη τεχνολογία διαχωρισμού. Όσον 

αφορά την απόδοση, είναι ίσως η δεύτερη πιο σημαντική τεχνολογία διαχωρισμού (μετά την 

απόσταξη) (H.J.M. Kramer 2005). 

Αποτελεί μια φυσική διεργασία και οι κρύσταλλοι, το προϊόν της κρυστάλλωσης, πρέπει να 

πληρούν προδιαγραφές, όπως η κατανομή μεγέθους, ο βαθμός συσσωμάτωσης, η καθαρότητα 

και το σχήμα τους (A. Lewis 2015).  

Οι κρύσταλλοι είναι σωματίδια με υψηλό βαθμό οργάνωσης σε μοριακό επίπεδο, σχηματίζοντας 

δύσκαμπτη διάταξη γνωστή και ως πλέγμα (Mulin 2001). Αποτελούνται είτε από άτομα, είτε 

από  ιόντα, είτε από  ομάδες ιόντων ή μορίων και έχουν μια επαναλαμβανόμενη διάταξη και στις 

τρεις διαστάσεις (Μπεάζη-Κατσιώτη 2015). Για την περιγραφή τους χρησιμοποιούνται οι 

δείκτες Miller. 

Tο κρυσταλλικό πλέγμα ενός ιδανικού κρυστάλλου αποτελείται από στοιχειώδη κελιά των 

οποίων οι γωνίες ή ακόμη και οι επιφάνειες και τα χωρικά κέντρα έχουν συστατικά πλέγματος 

διατεταγμένα πάνω τους για να σχηματίσουν δομές που έχουν εντελώς κανονικό σχήμα. Το 

στοιχειώδες κελί καθορίζει ένα σύστημα συντεταγμένων με άξονες x,y και z και γωνίες α,β,γ. 

Δημιουργούνται εφτά διαφορετικά  κρυσταλλικά συστήματα και δεκατέσσερα πιθανά πλέγματα 

Bravais λόγω συμμετρίας όπως παρουσιάζονται στην Εικόνα 1.1 (Mersmann 2001):  
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                                          Εικόνα 1.1: Πλέγματα Bravais (Mersmann 2001) 

                        

Το πλεονέκτημα της κρυστάλλωσης ως διεργασία είναι ότι τα τελικά προϊόντα μπορούν να 

σχεδιαστούν έτσι ώστε να αποκτήσουν επιθυμητές ιδιότητες όπως το σχήμα, το μέγεθος των 

σωματιδίων που διευκολύνει την περαιτέρω χρήση τους. 

Επομένως, η μελέτη και η διερεύνηση της κρυσταλλικής δομής, της μορφολογίας και της 

κινητικής της κρυστάλλωσης αποτελούν τα σημεία κλειδιά για τον σωστό και ολοκληρωμένο 

έλεγχο της διαδικασίας, που θα οδηγήσει στα επιθυμητά αποτελέσματα και την συντήρηση 

αυτών (Rodriguez-Hornedo 1999). 
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1.2 Μέθοδοι κρυστάλλωσης-Κρυστάλλωση από διάλυμα 

 

Η κρυστάλλωση εφαρμόζεται ,κυρίως, ως μία τεχνική διαχωρισμού ενός βήματος όπου ο 

κρύσταλλος διαχωρίζεται από ένα διάλυμα που αποτελείται από τη διαλυμένη ουσία και την 

κρυσταλλική ένωση, αλλά και για να ληφθεί προϊόν συγκεκριμένης στερεής μορφής (H.J.M. 

Kramer 2005). 

Επομένως, αναλόγως με τα χαρακτηριστικά του διαλύματος, όπως για παράδειγμα η 

συγκέντρωση της διαλυμένης ουσίας, επιλέγεται ανάλογα διαφορετική μέθοδος. Η 

κρυστάλλωση από διάλυμα χωρίζεται σε τέσσερις βασικές μεθόδους (Myerson 2019): 

 Με ψύξη 

Αποτελεί την πιο διαδεδομένη μέθοδο κρυστάλλωσης από διάλυμα. Στη βιομηχανία γίνεται με 

τη χρήση batch αντιδραστήρων, όπου λαμβάνονται υπόψιν μεταβλητές όπως η αρχική και τελική 

θερμοκρασία, το μέγεθος και η μάζα των κρυστάλλων και ο χρόνος μέσα στον αντιδραστήρα 

(Choong 2003). Εφαρμόζεται γενικά σε διαλύματα που διαχωρίζονται εύκολα από το 

κρυσταλλικό στερεό που περιέχουν, όταν στο εύρος της διαλυτότητας σε συνάρτηση με τη 

θερμοκρασία έχει σημαντική διαφοροποίηση η αρχική με την τελική θερμοκρασία (H.J.M. 

Kramer 2005). 

 Με εξάτμιση 

Στη μέθοδο αυτή ο διαχωρισμός επιτυγχάνεται με την εξάτμιση του διαλύτη, δημιουργώντας 

αέρια φάση και εναιώρημα κρυστάλλων στο υγρό διάλυμα. Για την επίτευξη του διαχωρισμού 

με εξάτμιση το διάλυμα χρειάζεται να είναι υπερκορεσμένο, καθιστώντας σημαντικές 

παραμέτρους την σωστή επιλογή της θερμοκρασίας βρασμού, αλλά και την συγκέντρωση 

κορεσμού (Myerson 2019). 

 Με χρήση αντιδιαλυτικού (anti-solvent) μέσου 

Με την  προσθήκη ενός αντιδιαλυτικού μέσου μπορεί να επιτευχθεί μείωση της διαλυτότητας, 

άρα και ύπαρξη υπερκορεσμού, το οποίο οδηγεί σε πιο γρήγορη διάλυση. Χρησιμοποιείται 

κυρίως σε οργανικά υγρά (Zhou 2006). 

 

 Με καθίζηση (precipitation) 

Η χρήση αυτής της μεθόδου είναι αποτελεσματική όταν η διαλυτότητα είναι πάρα πολύ μικρή με 

αποτέλεσμα την καθίζηση κρυστάλλων και άλλων άμορφων στερεών. Στη βιομηχανία γίνεται 

συνήθως με ταχεία ανάμειξη δύο υδατικών διαλυμάτων για τη δημιουργία υπερκορεσμού και 

μετά από την επακόλουθη πυρήνωση και ανάπτυξη του στερεού, συλλέγεται με διήθηση ή 

φυγοκέντρηση (Mulin 2001). 

 

Τα κριτήρια επιλογής για τη μέθοδο κρυστάλλωσης παρουσιάζονται συνοπτικά στην Εικόνα 1.2. 
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                   Εικόνα 1.2:Διάγραμμα επιλογής μεθόδου κρυστάλλωσης (A. Lewis 2015). Weq: η                  

συγκέντρωση κορεσμού εκφρασμένη σε κλάσμα μάζας(kg/kg of liquid) 

 

 

 

1.3 Εφαρμογές κρυστάλλωσης 
 

Οι εφαρμογές της κρυστάλλωσης διαχωρίζονται σε εργαστηριακή και βιομηχανική κλίμακα. 

Στην εργαστηριακή κλίμακα χρησιμοποιείται κυρίως για την απομόνωση και την ανάλυση 

πρωτεϊνών. Αυτό επιτυγχάνεται συνήθως με κρυσταλλογραφία ακτινών Χ, η οποία εντοπίζει 

κρυστάλλους συγκεκριμένου μεγέθους και ποιότητας. 

Όσον αφορά την βιομηχανική κλίμακα έχει πληθώρα εφαρμογών. Μερικές από αυτές είναι στην 

παραγωγή λιπασμάτων, καλλυντικών, τροφίμων, χύδην χημικών, όπως τα ανόργανα άλατα, 

καθώς και στην παραγωγή φαρμάκων (A. Lewis 2015). Ίσως το πιο διαδεδομένο χύδην χημικό 

είναι το επιτραπέζιο αλάτι, το οποίο γίνεται ο διαχωρισμός του από το νερό με εξάτμιση. 

Το στάδιο της κρυστάλλωσης είναι πολύ σημαντικό και στα τρόφιμα για τον καθορισμό της 

ποιότητας και του χρόνου ζωής τους. Σε μερικά τρόφιμα είναι επιθυμητή η ύπαρξη κρυστάλλων, 

όπως για παράδειγμα στο κακάο, ενώ σε άλλα μπορεί  να είναι ακόμα και ακατάλληλη (Hartel 

2013). 
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Η κρυστάλλωση αποτελεί κύρια διεργασία διαχωρισμού και στην φαρμακοβιομηχανία , πιο 

συγκεκριμένα για την παρασκευή δραστικών ουσιών, active pharmaceutical ingridients (API).Τα 

API αποτελούν ουσίες που βρίσκονται κυρίως σε κρυσταλλική δομή και είναι ισομερείς 

ενώσεις, ενώσεις δηλαδή με ίδιο μοριακό τύπο αλλά διαφορετική δομή στο χώρο.  

Η ιδιότητα αυτή, δηλαδή η μη ταύτιση του μορίου με το είδωλο του ονομάζεται χειρομορφία και 

το μόριο χειρόμορφο. Οι δύο διαφορετικές δομές ή αλλιώς μορφές που εμφανίζονται 

ονομάζονται εναντιομερή και έχουν μεταξύ τους σχέση ειδώλου-αντικειμένου. Τα εναντιομερή 

χωρίζονται σε S (sinister,αριστερά) και R (rectus,δεξιά) και μεταξύ τους (βλ. π.χ. Εικόνα 1.3) 

εμφανίζουν σημαντικές διαφορές όσον αφορά τις ιδιότητες και την δράση τους (McMurry 

2015). Το ένα εναντιομερές μπορεί να έχει την επιθυμητή θεραπευτική δράση, όπως και στις 

API, ενώ το άλλο μπορεί να ναι αδρανές αλλά ακόμα και επιζήμιο για το ανθρώπινο σώμα. Για 

παράδειγμα η θαλιδομίδη ( βλ. Εικόνα 1.3), ένα φάρμακο που χορηγείται σε ασθενείς με 

δερματικά προβλήματα όπως η λέπρα, αλλά και σε περιπτώσεις HIV και καρκίνου εμφανίζει 

αυτή την ιδιότητα (Teo SK 2004). Η θαλιδομίδη παρέχεται ως ρακεμικό μίγμα δύο 

εναντιομερών με τη βιοδραστική μορφή του μορίου να είναι η R-θαλιδομίδη. Το άλλο 

εναντιομερές αν είναι σε μεγάλη αναλογία μπορεί να προκαλέσει σοβαρές παρενέργειες όπως, 

σεξουαλική δυσλειτουργία και στις εγκυμονούσες γενετικές ανωμαλίες στο έμβρυο (SW 2009). 

Επομένως, η εναντιοκαθαρότητα είναι πολύ σημαντική. 

 

Εικόνα 1.3: Τα δύο εναντιομερή της θαλιδομίδης: Αριστερά: (S)-(-)-θαλιδομίδη Δεξιά: (R)-(+)-θαλιδομίδη 

Η επίτευξη εναντιοκαθαρότητας είναι πολύ δύσκολη, καθώς τα εναντιομερή έχουν πολύ 

κοντινές φυσικοχημικές ιδιότητες. Η κρυστάλλωση αποτελεί μια οικονομική και 

αποτελεσματική μέθοδο διαχωρισμού εναντιομερών μειγμάτων. Για την κατανόηση και την 

λεπτομερή χρήση της κρυστάλλωσης απαιτείται η γνώση και αποδόμηση των επιμέρους 

μηχανισμών της. 
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1.4 Μηχανισμοί κρυστάλλωσης  

 

Στην παρακάτω υποενότητα θα αναλυθούν οι επιμέρους μηχανισμοί που διέπουν την 

κρυστάλλωση και θα γίνει μια συνοπτική αναφορά στις εξισώσεις που περιγράφουν την 

δυναμική τους συμπεριφορά. 

 

 Διαλυτότητα και υπερκορεσμός 

Ο σχηματισμός διαλύματος γίνεται με την προσθήκη στερεάς ουσίας σε ένα μέσο. Το στερεό 

διαλύεται, σχηματίζοντας  ομοιογενές μείγμα. Σε μια δεδομένη θερμοκρασία, υπάρχει μια 

μέγιστη ποσότητα διαλυμένης ουσίας που μπορεί να διαλυθεί σε δεδομένη ποσότητα διαλύτη. 

Όταν επιτυγχάνεται το μέγιστο, το διάλυμα λέγεται κορεσμένο και η ποσότητα διαλυμένης 

ουσίας που απαιτείται για την παρασκευή κορεσμένου διαλύματος σε δεδομένη συνθήκη 

ονομάζεται διαλυτότητα (solubility) (Myerson 2019). 

Η διαλυτότητα επηρεάζεται τόσο από την θερμοκρασία, όσο και από το μέγεθος των 

κρυστάλλων. Παρακάτω δίνεται η σχέση Gibbs-Thomson για τη διαλυτότητα (Mulin 2001): 

 

ln [
𝑐(𝑟)

𝑐∗
] =

2𝛭𝛾

𝑣𝑅𝑇𝜌𝑟
,                                                                                                       (1.1) 

 

όπου: c(r): η διαλυτότητα σωματιδίων ακτίνας r,  𝑐∗:η διαλυτότητα στην ισορροπία, Τ: 

θερμοκρασία ρ: η πυκνότητα στερεού, Μ: το μοριακό βάρος  γ: η διεπιφανειακή τάση ν: ο 

αριθμός moles των ιόντων που σχηματίζονται από ένα mol διαλύτη  R: η παγκόσμια σταθερά 

των αερίων. 

Οι μεγαλύτερης ακτίνας κρύσταλλοι, γενικά, είναι πιο δύσκολο να διαλυθούν σε σχέση με τους 

μικρότερους, γεγονός που καθιστά την παραγωγή μικρών κρυστάλλων ομοιόμορφου μεγέθους 

αρκετά δύσκολη. Αυτό το φαινόμενο ονομάζεται ωρίμανση Ostwald (Rasmuson 2009). 

Ο υπερκορεσμός μπορεί να οριστεί με βάση τις συγκεντρώσεις της διαλυμένης ουσίας στο 

διάλυμα (c) και στο κορεσμένο διάλυμα (cs) είτε ως διαφορά είτε ως πηλίκο  (Myerson 2019): 

 

Δc = c − c𝑠                                                                                                                                 (1.2) 

𝑆 =
𝑐

𝑐∗
                                                                                                                                          (1.3)                                                                                                                                                          

H ύπαρξη υπερκορεσμού δηλαδή η ύπαρξη μεγαλύτερης συγκέντρωσης της ουσίας στο διάλυμα 

από αυτήν που επιτρέπει η διαλυτότητά είναι απαραίτητη για την κρυστάλλωση, καθώς το 

σύστημα ωθείται στην δημιουργία κρυστάλλων για την απόκτηση θερμοδυναμικής ευστάθειας. 
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Υπάρχουν δύο βασικές μέθοδοι επίτευξης του υπερκορεσμού. Πρώτον με αύξηση της 

συγκέντρωσης της διαλυμένης ουσίας αφαιρώντας ποσότητα του διαλύτη μέσω εξάτμισης. 

Δεύτερον με μείωση της διαλυτότητας της, είτε με αλλαγή pH, είτε μέσω χημικής αντίδρασης 

που αλλάζει τη φύση της διαλυμένης ουσίας, είτε με προσθήκη άλλου διαλύτη και τέλος με 

ψύξη του διαλύματος (A. Khaliq El-Zhry El-Yafi 2015).  

 

 Πυρήνωση (Nucleation) 

Η πυρήνωση θεωρείται η αρχική διαδικασία που συμβάλει στο σχηματισμό ενός κρυστάλλου 

από ένα διάλυμα, ένα υγρό ή ένα αέριο κατά την οποία ένα μικρός αριθμός ιόντων, ατόμων ή 

μορίων διευθετούνται στον χώρο με τέτοιο τρόπο σχηματίζοντας στερεό κρυσταλλικής δομής. 

(Augustyn 2020). Το στάδιο αυτό καθορίζει  τη μορφή των κρυστάλλων, καθώς  και την 

κατανομή των μεγεθών τους και κυριαρχεί ως μηχανισμός στην αρχή της κρυστάλλωσης όταν 

δεν υπάρχει στερεή φάση (Chen 2011). 

Διαχωρίζεται σε δύο κατηγορίες, την πρωτογενή, η οποία πραγματοποιείται σε συστήματα που 

δεν περιέχουν αρχικά κρυσταλλική ύλη, και τη δευτερογενή (secondary), όπου η παραγωγή των 

πυρήνων πραγματοποιείται υπό την παρουσία κρυστάλλων σε υπέρκορο σύστημα (Mulin 2001). 

Όσον αφορά την πρωτογενή πυρήνωση χωρίζεται σε δύο επιμέρους υποκατηγορίες, την ομογενή 

και την ετερογενή. Η ομογενής πυρήνωση πραγματοποιείται αυθόρμητα σχηματίζοντας 

θερμοδυναμικά σταθερούς στο υπέρκορο σύστημα κρυστάλλους, ενώ η ετερογενής λαμβάνει 

χώρα με την παρουσία ξένων σωματιδίων (H.J.M. Kramer 2005). 

Η κλασική θεωρία πυρήνωσης βασίζεται σε κάποιες παραδοχές, όπως ότι ο πυρήνας θεωρείται 

σφαιρικός και η επιφάνεια επίπεδη. Η πυκνότητα θεωρείται σταθερή και ανεξάρτητη από το 

μέγεθος ενώ οι δομικές μονάδες θεωρείται ότι οργανώνονται στον πυρήνα όπως στον τελικό 

κρύσταλλο. Οι παραδοχές αυτές, όμως, δεν είναι πάντοτε ακριβείς. Για το λόγο αυτό προτείνεται 

ένα πιο πρόσφατο μοντέλο, το μοντέλο της πυρήνωσης δύο βημάτων, κατά το οποίο λαμβάνεται 

υπόψιν ο υπερκορεσμός στο διάλυμα (Lee 2006). 

 

 Διαλυτοποίηση (Disolution) 

Διαλυτοποίηση ονομάζεται η διεργασία κατά την οποία ένας κρύσταλλος διαλύεται, δηλαδή από 

τη στερεή κρυσταλλική φάση μεταβαίνει στην υγρή φάση. Η διεργασία αυτή πραγματοποιείται 

όταν η συγκέντρωση της διαλυμένης ουσίας στο διάλυμα είναι χαμηλότερη από την διαλυτότητα 

κορεσμού. Σε αυτή την περίπτωση η ουσία οδηγείται από την στερεή φάση στην υγρή με στόχο 

το σύστημα να οδηγηθεί προς τη θερμοδυναμική ισορροπία. Επιγραμματικά, η διαλυτοποίηση 

συνδέεται άρρηκτα με τον υπερκορεσμό, άρα και με τις μεταβλητές που τον επηρεάζουν, όπως 

περιγράφηκαν στην παραπάνω ενότητα.  
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 Ανάπτυξη κρυστάλλων (Crystal Growth) 

Ανάπτυξη κρυστάλλων ονομάζεται η φυσική διεργασία κατά την οποία γίνεται προσθήκη 

δομικών μονάδων στον κρύσταλλο και θεωρείται η αντίστροφη διεργασία από την 

διαλυτοποίηση. Εξαρτάται τόσο από την θερμοκρασία όσο και από το μέγεθος των κρυστάλλων. 

Η ανάπτυξη κρυστάλλων, μαζί με την πυρήνωση , ελέγχει την τελική κατανομή μεγέθους 

σωματιδίων που λαμβάνεται στο σύστημα. Επιπλέον ,οι συνθήκες και ο ρυθμός ανάπτυξης των 

κρυστάλλων έχουν σημαντικό αντίκτυπο στην καθαρότητα του προϊόντος και τη συμπεριφορά 

των κρυστάλλων (Myerson 2019).  

Αποτελείται από δύο στάδια, τη μεταφορά μορίων διαλυμένης ουσίας μέσω διάχυσης προς τη 

διεπιφάνεια κρυστάλλου/διαλύματος και την ενσωμάτωση των μορίων στην επιφάνεια του 

κρυστάλλου. Για αυτό το λόγο είναι και πιο αργή διεργασία από την διαλυτοποίηση. 

 Ανάλογα με το ποιο στάδιο θεωρηθεί ότι είναι πιο αργό εφαρμόζεται διαφορετική έκφραση για 

το ρυθμό ανάπτυξης. Όταν το στάδιο της ενσωμάτωσης των κρυστάλλων είναι το πιο αργό η 

έκφραση που εφαρμόζεται είναι η (M.Iggland 2011): 

G(x)  =  kg (  
c

c∗
 −  1 −  

 a

x
 )                                                                                                  (1.4) 

Όταν η διεργασία ελέγχεται από τη διάχυση τότε ο ρυθμός είναι (M. Iggland 2011):   

G(x) =  kg 
1

𝑥
(  

c

c∗
 −  1 −  

 a

x
 )                                                                                                  (1.5) 

𝑎 =
2𝑘𝑎𝛾𝑉𝑚

3𝑘𝑣𝑅𝑇
                                                                                                                                (1.6) 

όπου: 

G(x): ρυθμός ανάπτυξης , kg: σταθερά ρυθμού ανάπτυξης, x: χαρακτηριστικό μέγεθος 

κρυστάλλων, c∗: , διαλυτότητα στην ισορροπία, c: συγκέντρωση διαλυμένης ουσίας, S=
c

c∗
: 

βαθμός υπερκορεσμού, α: χαρακτηριστικό μήκος λόγω τριχοειδών φαινομένων, γ: επιφανειακή 

τάση (N/m), Vm: γραμμομοριακός όγκος (m3/mol), kα:παράγοντας σχήματος επιφάνειας, kv: 

παράγοντας σχήματος όγκου, και α το τριχοειδές μήκος. 

 

 Διάσπαση (Breakage) 

Ένας κρύσταλλος μπορεί να διαχωρισθεί σε δύο ή περισσότερους επιμέρους, με τη διαδικασία 

της διάσπασης, η οποία μπορεί να θεωρηθεί και ως μια ειδική περίπτωση δευτερογενούς 

πυρήνωσης. Η διάσπαση των κρυστάλλων μπορεί να παίξει σημαντικό ρόλο στην κρυστάλλωση 

όταν οι κρύσταλλοι χαρακτηρίζονται από μη ισομετρικές κρυσταλλικές δομές. Τέτοιου είδους 

κρύσταλλοι, πχ σχήματος καρφίτσας,  συναντώνται και στην φαρμακευτική βιομηχανία, 

επομένως η κατανόηση και διερεύνηση της διάσπασης κρίνεται άκρως σημαντική . (Borsos 

2012) 

Ένας βασικός τύπος διάσπασης είναι η μηχανική φθορά λόγω τριβής που προκαλείται είτε 

εξαιτίας συγκρούσεων των κρυστάλλων μεταξύ τους, είτε με τα τοιχώματα του δοχείου είτε 
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ακόμα και με σφαιρίδια γυαλιού που υπάρχουν στο σύστημα (M.Iggland 2011). Επιπρόσθετα, ο 

μηχανισμός μπορεί να ενεργοποιηθεί με την ανάδευση του μίγματος ή και ακόμα με χρήση 

υπερήχων. (Xiouras 2018). Στην περίπτωση της χρήσης υπερήχων η διάσπαση πραγματοποιείται 

λόγω του φαινομένου της σπηλαίωσης, κατά την οποία γίνεται έκρηξη φυσαλίδων αυξάνοντας 

τοπικά την πίεση, καταλήγοντας στον επιμέρους διαχωρισμό των κρυστάλλων. 

 

 Συσσωμάτωση (Agglomeration) 

Η συσσωμάτωση αποτελεί την αντίστροφη διεργασία από την διάσπαση, δηλαδή αποτελεί την 

συνένωση δύο ή περισσοτέρων κρυστάλλων σε έναν μεγαλύτερο. Συνδέεται άμεσα με τον 

υπερκορεσμό, καθώς όταν είναι μηδενικός τα σωματίδια αποκολλώνται και δεν δημιουργούν 

συσσωματώματα (C. Lindenberg 2008). 

Επομένως, συσσωμάτωση υφίσταται κυρίως με την παρουσία υψηλού υπερκορεσμού  και είναι 

ταχύτερη όταν στον πληθυσμό οι κρύσταλλοι είναι σε μεγαλύτερο αριθμό (M.Iggland 2011).  

Με τον όρο συχνότητα συσσωμάτωσης Ad εκφράζεται το γινόμενο του ρυθμού των 

συγκρούσεων και του παράγοντα αποτελεσματικότητας των συγκρούσεων αυτών (H.J.M. 

Kramer 2005).  

Στα επόμενα κεφάλαια αναλύεται συγκεκριμένα ο μηχανισμός και οι εξισώσεις που τον διέπουν 

στο ισοζύγιο πληθυσμού. 

 

 Ρακεμοποίηση (Racemization) 

Ο μηχανισμός της ρακεμοποίησης λαμβάνεται υπόψη όταν η κρυστάλλωση χρησιμοποείται για 

διαχωρισμό εναντιομερών ουσιών. Ρακεμικό ονομάζεται το μίγμα το οποίο περιέχει ίδιες 

ποσότητες μορίων των L και D εναντιομερών. Αυτό επιτυγχάνεται με τη διαδικασία της 

ρακεμοποίησης, της χημικής αντίδρασης μετατροπής, δηλαδή, ενός καθαρού εναντιομερούς d 

προς την αντίστοιχη μορφή l έως ότου το μίγμα να γίνει 1:1. Στη βιομηχανία, η χημική αυτή 

αντίδραση συνήθως γίνεται με την παρουσία καταλύτη όπως ο DBU και θεωρείται πρώτης 

τάξεως αντίδραση ως προς τις δύο κατευθύνσεις. Η ακριβώς ανάποδη διαδικασία, η μετατροπή, 

δηλαδή, ενός ρακεμικού μίγματος προς ένα καθαρό εναντιομερές ονομάζεται απορακεμοποίηση. 

Στις πρακτικές εφαρμογές, η απορακεμοποίηση είναι ο βασικός στόχος, καθώς επιζητάται η 

εναντιοκαθαρότητα του κρυστάλλου. Η ρακεμοποίηση υποβοηθά την απορακεμοποίηση καθώς 

τροφοδοτεί συνεχώς με μόρια το εναντιομερές που έχει την μικρότερη συγκέντρωση στην υγρή 

φάση, αυτό δηλαδή που αναπτύσσεται περισσότερο στην στερεή φάση. (Breveglieri 2019) 
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 Ωρίμανση κατά Ostwald 

Η ωρίμανση Ostwald είναι το φαινόμενο της κρυστάλλωσης που συμβαίνει για χαμηλες τιμές 

υπερκορεσμού και ευθύνεται για την αλλαγή στην κατανομή του μεγέθους του πληθυσμού των 

κρυστάλλων. (Iggland 2012) . Όταν υφίσταται χαμηλός υπερκορεσμός, ευνοείται η ύπαρξη 

μεγάλων κρυστάλλων που αναπτύσσονται εις βάρος των μικρότερων, οι οποίοι 

διαλυτοποιούνται. Αποτελεί μια αργή διαδικασία η οποία λαμβάνει χώρα όταν πλέον η 

πυρήνωση δεν είναι εφικτή λόγω της εξάρτησης της από την διαλυτότητα. Όπως και η 

απορακεμοποίηση, έτσι και η ωρίμανση έχει κοινό αποτέλεσμα το σύστημα να οδηγηθεί σε 

πλήρη εναντιοκαθαρότητα, καθώς θα υπάρχει ένας μόνο μεγάλος κρύσταλλος του οποίου το 

μέγεθος καθορίζεται από την τελική διαλυτότητα στο διάλυμα. (Noorduin 2008) Η ωρίμανση 

κατά Ostwald πραγματοποιείται μαζί με την ανάπτυξη και τη διαλυτοποίηση των κρυστάλλων, 

χωρίς όμως να απαιτεί την ύπαρξη των άλλων μηχανισμών, όπως η πυρήνωση, διάσπαση κτλπ. 

 

1.5 Αλληλεπίδραση μεταξύ των μηχανισμών 
 

Η κρυστάλλωση είναι μια σύνθετη διεργασία η οποία προκύπτει ως το αποτέλεσμα της 

αλληλεπίδρασης διαφορετικών μηχανισμών. Οι μηχανισμοί μπορούν να χωριστούν σε 

κατηγορίες με βάση πως επηρεάζουν τις ιδιότητες των κρυστάλλων. Αρχικά,  ορίζονται οι 

μηχανισμοί που αφορούν το μέγεθος των κρυστάλλων και είναι η ανάπτυξη και η 

διαλυτοποίηση. Με το μηχανισμό της ανάπτυξης οι κρύσταλλοι αυξάνουν το μέγεθος τους και 

με την διαλυτοποίηση ακριβώς το αντίθετο, καθώς αυτοί οι μηχανισμοί είναι υπεύθυνοι για τη 

μεταφορά μάζας μεταξύ των δύο φάσεων.  

Στη συνέχεια, θεωρούνται οι μηχανισμοί που αφορούν τόσο το μέγεθος αλλά και τον αριθμό των 

κρυστάλλων. Αυτοί είναι η συσσωμάτωση και η διάσπαση. Με την συσσωμάτωση αυξάνεται το 

μέγεθος και μειώνεται ο αριθμός των κρυστάλλων, ενώ η διάσπαση δημιουργεί νέους 

μικρότερους κρυστάλλους. 

Όσον αφορά τη μετατροπή του ενός εναντιομερούς στο άλλο, υφίσταται η ρακεμοποίηση και η 

απορακεμοποίηση οι οποίες λαμβάνουν χώρα στην υγρή φάση. Επιγραμματικά, οι μηχανισμοί, 

πως αλληλοεπιδρούν και πως επηρεάζονται από την διαλυτότητα παρουσιάζονται στην Εικονα 

1.4: 
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Εικόνα 1.4:(a) Αλληλεπίδραση των μηχανισμών και (b) διάγραμμα διαλυτότητας ως συνάρτηση του μεγέθους x του 

κρυστάλλου (M.Iggland 2011) 

  

Όπως φαίνεται στην Εικόνα 1.4(β), η διαλυτότητα επηρεάζεται μόνο από την ανάπτυξη και την 

διαλυτοποίηση. Αυτό είναι λογικό καθώς η συσσωμάτωση και η διάσπαση πραγματοποιούνται 

στη στερεή φάση επομένως δεν αλλάζει η διαλυτότητα. 

Εφόσον έγινε περιγραφή των μηχανισμών που λαμβάνουν μέρος στην κρυστάλλωση στη 

συνέχεια θα γίνει ανάλυση των χαρακτηριστικών μεγεθών που υφίστανται στον πληθυσμό των 

κρυστάλλων. 
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Κεφάλαιο 2: Χαρακτηριστικά μεγέθη του πληθυσμού κρυστάλλων 
 

Στη συγκεκριμένη ενότητα αναλύονται τα χαρακτηριστικά μεγέθη ενός πληθυσμού κρυστάλλων 

δίνοντας έμφαση στην έννοια της στατιστικής ροπής. Πολύ σημαντική είναι η κατανόηση της 

φυσικής σημασίας των ροπών και η χρήση τους στο ισοζύγιο πληθυσμού. 

 

2.1 Κατανομή κρυστάλλων (size distribution) 
 

Το σημαντικότερο μέγεθος σε ένα πληθυσμό κρυστάλλων είναι η κατανομή του μεγέθους τους 

(size distribution), το οποίο μπορεί να εκφραστεί ως προς τον αριθμό, την μάζα, και τον όγκο 

τους. 

Όσον αφορά την έκφραση της κατανομής ως προς τον αριθμό τους ορίζεται η κατανομή 

πυκνότητας (number density distribution), η οποία εκφράζεται σε αριθμό σωματιδίων που 

βρίσκονται σε ένα διάστημα x και x+dx του χαρακτηριστικού μεγέθους προς το μέγεθος τους 

πολλαπλασιασμένο με τον όγκο διαλύματος. Αναλυτικά: 

𝑓(𝑥) =
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
 𝜎𝜀 

𝛮0

𝑚.𝑚3 ,                                                                                                              (2.1) 

Όπου, x είναι το χαρακτηριστικό μέγεθος των κρυστάλλων, συνήθως η διάμετρος τους αν 

θεωρηθούν σφαιρικοί (H.J.M. Kramer 2005), και F(x) είναι η αθροιστική κατανομή, δηλαδή ο 

αριθμός των σωματιδίων που βρίσκονται σε ένα διάστημα [0,x] (A. Chianese 2012): 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0
 𝜎𝜀 

𝛮0

𝑚3                                                                                                          (2.2) 

 

2.2 Ροπές (moments) 
 

Στην παρούσα διπλωματική είναι αναγκαία η επεξήγηση των ροπών και η φυσική τους σημασία 

για την μοντελοποίηση των ισοζυγίων πληθυσμών. 

Γενικά, η ροπή n τάξης συνδέεται με το χαρακτηριστικό μέγεθος των σωματιδίων και με την 

κατανομή πυκνότητας ως (H. J.M. Kramer 2005): 

𝜇𝑛 = ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
.                                                                                                                   (2.3) 

Οι ροπές που χρησιμοποιούνται είναι μέχρι τρίτης τάξης, καθώς έχουν φυσική σημασία για την 

περιγραφή των κρυστάλλων. Συγκεκριμένα: 
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 Μηδενική ροπή 

 

Η μηδενική ροπή εκφράζει το συνολικό αριθμό κρυστάλλων ανά μονάδα όγκου 

διαλύματος (ΝΤ) : 

 

𝜇0 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛮𝛵 𝜎𝜀 
𝛮0

𝑚3

∞

0
                                                                                        (2.4) 

 

Με N0 το πλήθος των κρυστάλλων. 

 

 Πρώτη ροπή 

 

Η πρώτη ροπή συνδέται με το συνολικό μήκος των σωματιδίων ανά μονάδα όγκου 

διαλύματος(LT): 

𝜇1 = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐿𝛵 𝜎𝜀 
𝑚.𝛮0

𝑚3

∞

0
                                                                                   (2.5) 

 

 Δεύτερη ροπή 

 

Αντίστοιχα, η δεύτερη ροπή χρησιμοποιείται για την εύρεση της συνολικής επιφάνειας 

των κρυστάλλων(AT). Σε αυτή την περίπτωση, παίζει σημαντικό ρόλο το σχήμα και η 

μορφή του κρύσταλλου, για αυτό χρησιμοποιείται ο όρος παράγοντας σχήματος 

επιφάνειας (kα). Η δεύτερη ροπή υπολογίζεται από τη σχέση: 

 

𝜇2 = ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘𝑎𝛢𝛵 𝜎𝜀 
𝑚2𝛮0

𝑚3

∞

0
                                                                           (2.6) 

 

 Τρίτη ροπή 

 

Η τρίτη ροπή εκφράζει το συνολικό όγκο των κρυστάλλων  ανά μονάδα όγκου 

διαλύματος(VT): 

𝜇3 = ∫ 𝑥3𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘𝑉𝑉𝛵 𝜎𝜀 
𝑚3𝛮0

𝑚3

∞

0
                                                                          (2.7) 

 

Όπου, 𝑘𝑉: παράγοντας σχήματος όγκου. Οι δύο αυτοί όροι επηρεάζονται από την 

παραδοχή για το σχήμα των κρυστάλλων. Για παράδειγμα, αν οι κρύσταλλοι θεωρηθούν 

σφαιρικοί, οι παράγοντες ορίζονται ως 𝑘𝑎 = 6 και 𝑘𝑉 = 1. 
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2.3 Σημαντικά μεγέθη που προκύπτουν από τον ορισμό των ροπών 
 

 Συνολική μάζα 

Μέσω της τρίτης ροπής που συνδέται με τον συνολικό όγκο από τη Εξ.(2.7), μπορεί να 

υπολογιστεί με τη χρήση της πυκνότητας των κρυστάλλων (ρ) η συνολική μάζα τους ανά 

μονάδα όγκου διαλύματος (MT). Δηλαδή: 

𝑀𝑇 = 𝜌𝑘𝑉𝜇3 𝜎𝜀 
𝑘𝑔.𝛮0

𝑚3                                                                                                                 (2.8) 

 

 Μέσο μέγεθος κρυστάλλων 

Για την κατανόηση του πληθυσμού των κρυστάλλων θεωρείται σημαντική πληροφορία η 

εύρεση του μέσου μήκους των σωματιδίων. Αυτή μπορεί να εκφραστεί με διάφορους τρόπους 

και αναλόγως την περίπτωση, να επιλεχθεί η κατάλληλη. Μέσο μέγεθος βασισμένο στον αριθμό 

των κρυστάλλων (Myerson 2019): 

𝐿1,0 = 𝑥̅ =
𝜇1

𝜇0
 𝜎𝜀 𝑚                                                                                                                    (2.9)                     

Αντίστοιχα, μπορεί να εκφραστεί βασισμένο στην επιφάνεια και το μήκος των κρυστάλλων 

(A. Falola 2013): 

𝐿2,1 = 𝑥̅ =
𝜇2

𝜇1
 𝜎𝜀 𝑚                                                                                                                  (2.10) 

 

 Κεντρική ροπή 

Η κεντρική ροπή n τάξης συνδέεται με το μέσο μέγεθος σωματιδίων ως: 

𝑚𝑛 = ∫ (𝑥 − 𝑥̅)𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥  
∞

0
                                                                                                     (2.11)                                  

Με βάση την κεντρική ροπή μπορεί να υπολογιστεί η διακύμανση, καθώς και ο συντελεστής 

μεταβλητότητας. 

 

 Διακύμανση 

Η διακύμανση (σ2), αποτελεί το μέτρο της διασποράς των μεγεθών των κρυστάλλων και 

υπολογίζεται: 

𝜎2 =
𝑚2

𝜇0
                                                                                                                                    (2.12) 
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 Συντελεστής μεταβλητότητας 

Εκφράζει το εύρος της διασποράς των τιμών κανονικοποιημένης με το μέσο όρο του πληθυσμού 

και υπολογίζεται: 

𝐶𝑉 = √(
𝜇3𝜇5

𝜇42
− 1) =

𝜎2

𝑥̅
=

𝑚2

𝜇1
                                                                                                 (2.13) 

Η επεξήγηση όλων αυτών των μεγεθών είναι απαραίτητη για την μαθηματική επίλυση των 

ισοζυγίων πληθυσμών και των βασικών εξισώσεων των διαφόρων μηχανισμών που διέπουν το 

σύστημα. Στην επόμενη ενότητα θα γίνει η περιγραφή του μαθηματικού μοντέλου, ξεκινώντας 

από τα ισοζύγια πληθυσμών. 
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Κεφάλαιο 3: Μαθηματική μοντελοποίηση 

  

Στην παρούσα διπλωματική η μαθηματική μοντελοποίηση του φυσικού φαινομένου της 

κρυστάλλωσης και συγκεκριμένων μηχανισμών που την διέπουν, πραγματοποιήθηκε με τη 

μέθοδο των ισοζυγίων πληθυσμών (Population Balance Equation, PBE). Στο παρών κεφάλαιο 

γίνεται μια εισαγωγή στα ισοζύγια πληθυσμών και αναλύονται μαθηματικά οι επιμέρους 

μηχανισμοί της κρυστάλλωσης. 

 

3.1 Ισοζύγια πληθυσμών 
 

Τα ισοζύγια πληθυσμών χρησιμοποιούνται ευρέως για την μοντελοποίηση σωματιδιακών 

συστημάτων, όπως η κρυστάλλωση, η ανάπτυξη κυτταρικών καλλιεργειών, η ζύμωση κ.ά. Κοινό 

χαρακτηριστικό αυτών των διεργασιών είναι η ύπαρξη μιας συνεχούς φάσης και μιας 

διεσπαρμένης που αποτελείται από σωματίδια.  

Όσον αφορά την κρυστάλλωση, τα σωματίδια είναι οι κρύσταλλοι των οποίων τα 

χαρακτηριστικά δεν είναι σταθερά με την πάροδο του χρόνου, όπως το μέγεθος και η σύστασή 

τους. Για το λόγο αυτό, καθίσταται αναγκαία η χρήση κατανομών για την περιγραφή των 

μεταβολών αυτών εξαιτίας φυσικών επιρροών. Για την μοντελοποίηση της κρυστάλλωσης, 

λοιπόν, στην παρούσα διπλωματική εξετάζονται οι κρύσταλλοι που δημιουργούνται και η 

μεταβολή της κατανομής του μεγέθους τους.  

Επομένως, όπως προαναφέρθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο, γίνεται χρήση της συνάρτησης 

πυκνότητας f(x,t), ως προς τον χρόνο t και το χαρακτηριστικό μέγεθος των σωματιδίων x, εν 

προκειμένω τη διάμετρο των κρυστάλλων. Με την επίλυση του ισοζυγίου ως προς την 

συνάρτηση πυκνότητας, ουσιαστικά μπορεί να βρεθεί ο αριθμός σωματιδίων σε οποιαδήποτε 

περιοχή του χώρου, ολοκληρώνοντας την συνάρτηση αυτή (βλ. Εξ. 2.2). 

Τα ισοζύγια γενικά στηρίζονται στο παρακάτω αξίωμα: 

Συσσώρευση=Εισροή-Εκροή                                                                                                     (3.1)  

Η εφαρμογή του ισοζυγίου γίνεται σε ένα διάστημα ελέγχου που περιλαμβάνει ένα εύρος 

μεγεθών κρυστάλλων, έστω [x, x+dx]. Στη συνέχεια γίνεται ανάλυση της Εξ. (3.1) όσον αφορά 

την κρυστάλλωση θεωρώντας την παραδοχή ότι το σύστημα διέπεται από ανάπτυξη, 

συσσωμάτωση και διάσπαση, όπως αναλύθηκαν οι μηχανισμοί σε προηγούμενο κεφάλαιο, χωρίς 

την χρήση των όρων της πυρήνωσης, της διαλυτοποίησης και των άλλων μηχανισμών. 

 

Με τον όρο συσσώρευση εκφράζεται ο ρυθμός μεταβολής του πληθυσμού των κρυστάλλων, 

δηλαδή του ολοκληρώματος της συνάρτησης πυκνότητας στο διάστημα ελέγχου: 
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𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑓(𝑥′, 𝑡)𝑑𝑥′
𝑥+𝑑𝑥

𝑥
                                                                                                                   (3.2) 

 

Ο όρος εισροή στο ισοζύγιο πληθυσμού αφορά όλες τις μεταβολές σωματιδίων εντός του 

πληθυσμού, μέσα στα εξεταζόμενα όρια. Αυτές οι μετακινήσεις οφείλονται στην ανάπτυξη 

κρυστάλλων μικρότερου μεγέθους που καταλήγουν να βρίσκονται μέσα στο διάστημα ελέγχου. 

Επιπρόσθετα, στη συσσωμάτωση μικρότερων κρυστάλλων που δημιουργούν ένα μεγαλύτερο 

κρύσταλλο εντός των ορίων και στη διάσπαση ενός κρυστάλλου που το μέγεθος του ξεπερνάει 

το x+dx σε δύο ή περισσότερους εντός των ορίων. 

Αντίθετα, ο όρος της εκροής συμπεριλαμβάνει όλες τις μεταβολές στους κρυστάλλους που 

οδηγούν σε νέους κρυστάλλους με μέγεθος εκτός του ορίου ελέγχου. Κατά αντιστοιχία με την 

εισροή, η ανάπτυξη κρυστάλλων που αφορά την εκροή συμπεριλαμβάνει την αύξηση του 

μεγέθους ενός κρύσταλλου που βρίσκεται στο διάστημα [x,x+dx] και καταλήγει σε κρύσταλλο 

με χαρακτηριστικό μέγεθος μεγαλύτερο από x+dx. Αντίστοιχα, συμπεριλαμβάνονται στον όρο 

εκροής κρύσταλλοι που «αφήνουν» το διάστημα ελέγχου λόγω συσσωμάτωσης και διάσπασης.  

Έστω G(x,t) ο ρυθμός ανάπτυξης κρυστάλλων, ο οποίος εξαρτάται από το μέγεθος x και από τον 

χρόνο. Στην περίπτωση που το σύστημα δεν επηρεάζεται από άλλους μηχανισμούς (διάσπαση, 

συσσωμάτωση) ο όρος “Εισροή-Εκροή” στην Εξ. (3.1) είναι: 

Εισροή-Εκροή =G(x,t)f(x,t)-G(x+dx,t)f(x+dx,t)                                                                       (3.3) 

Επομένως, το ισοζύγιο μάζας Εξ. (3.1) λαμβάνοντας υπόψη τις Εξ. (3.2) και (3.3) παίρνει τη 

μορφή: 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑓(𝑥′, 𝑡)𝑑𝑥′
𝑥+𝑑𝑥

𝑥
= G(x, t)f(x, t) − G(x + dx, t)f(x + dx, t)                                                (3.4) 

Φέρνοντας όλους τους όρους στο αριστερό μέρος και επειδή οι f,G είναι συνεχείς συναρτήσεις 

προκύπτει: 

∂f(x,t)

∂𝑡
+
∂[f(x,t)G(x,t)]

∂𝑥
= 0                                                                                                             (3.5) 

Η Εξ. (3.5) αποτελεί το ισοζύγιο πληθυσμού με μοναδικό μηχανισμό την ανάπτυξη των 

κρυστάλλων. Λαμβάνοντας υπόψη τη συσσωμάτωση και την διάσπαση, στην σχέση 3.5 θα 

προστεθούν οι ρυθμοί δημιουργίας (Β(x,t)) και καταστροφής (D(x,t)) των κρυστάλλων λόγω των 

δύο μηχανισμών. Αναλυτικά: 

∂f(x,t)

∂𝑡
+
∂[f(x,t)G(x,t)]

∂𝑥
= Β(𝑥, 𝑡) − 𝐷(𝑥, 𝑡)                                                                                    (3.6) 

Θεωρώντας το χαρακτηριστικό μέγεθος των κρυστάλλων x, την διάμετρο τους L σε m και την 

κατανομή πυκνότητας μια συνάρτηση n(L,t) σε #/m3 m, η Εξ. (3.6) γίνεται (A.Falola 2013): 

∂𝑛(L,t)

∂𝑡
+
∂[n(L,t)G(L,t)]

∂𝐿
= Β(𝐿, 𝑡) − 𝐷(𝐿, 𝑡)                                                                                  (3.7) 
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Η Εξ. (3.7) αποτελεί το ισοζύγιο πληθυσμού PBE που χρησιμοποιήθηκε στην παρούσα 

διπλωματική. Στη συνέχεια αναλύονται οι ρυθμοί Β(L,t)(Birth term) και D(L,t)(Death term) σε 

m-4s-1 που αφορούν την δημιουργία και καταστροφή κρυστάλλων λόγω συσσωμάτωσης και 

διάσπασης εντός του ορίου ελέγχου. 

Η αρχική θεώρηση για την δημιουργία ενός κρύσταλλου λόγω συσσωμάτωσης δύο μικρότερων 

είναι ότι ο τελικός κρύσταλλος που θα δημιουργηθεί θα έχει χαρακτηριστικό μέγεθος L. 

Συγκεκριμένα, έστω ότι συσσωματώνονται δύο κρύσταλλοι μήκους λ και λ’ όπου λ και λ’ μήκη 

κρυστάλλου με 0<λ,λ’<L. Για την εύρεση του λ’ ως προς L,λ χρησιμοποιείται η πληροφορία του 

όγκου κρυστάλλου. Θεωρώντας ότι το σχήμα του τελικού κρυστάλλου με διάμετρο L είναι 

σφαιρικό, ο όγκος του θα είναι 𝑉 =
𝜋𝐿3

6
. Αντίστοιχα, ο όγκος του πρώτου και του δεύτερου 

κρυστάλλου μπορεί να εκφραστεί ως: 𝑉1 =
𝜋𝜆3

6
 και 𝑉2 =

𝜋𝜆′3

6
. Προφανώς, εφόσον 

συσσωματόνονται ισχύει: V=V1+V2. Δηλαδή: 
𝜋𝐿3

6
=

𝜋𝜆3

6
+
𝜋𝜆′3

6
=> 𝜆′ = √𝐿3 − 𝜆3

3
. Σε αυτό το 

σημείο εισάγεται η ένοια της συχνότητας συσσωμάτωσης σωματιδίων λ και √𝐿3 − 𝜆3
3

, 

β(λ, √𝐿3 − 𝜆3
3

). Για την ολοκληρωμένη έκφραση του ρυθμού, λοιπόν, που αφορά την 

δημιουργία νέων κρυστάλλων μεγέθους L λόγω συσσωμάτωσης πρέπει να ληφθούν όλες οι 

περιπτώσεις με ολοκλήρωση στο διάστημα [0,L] και κατανομές των μικρότερων κρυστάλλων 

n(λ,t) και n(√𝐿3 − 𝜆3
3

,t). Κάθε ζεύγος δύο πιθανών κρυστάλλων μεγέθους λ, √𝐿3 − 𝜆3
3

 

εμφανίζεται δύο φορές, για αυτό και εμφανίζεται στην έκφραση ο συντελεστής ½. Η έκφραση 

ρυθμού είναι εκφρασμένη σε όρους όγκου, οπότε απαραίτητο είναι η σύνδεση των μεγεθών σε 

όρους μήκους. Αναλυτικά με τόνο δίνονται οι εκφράσεις ως προς όγκο, για το ρυθμό 

δημιουργίας λόγω συσσωμάτωσης, 𝐵𝑎
′ : 

𝐵𝑎
′ (𝐿3, 𝑡) =

1

2
∫ 𝛽′(
𝐿3

0
𝐿3 − 𝜆3, 𝜆3)𝑛′(𝐿3 − 𝜆3, 𝑡)𝑛′(𝜆3, 𝑡)𝑑𝜆3                                                     (3.8) 

 

Αντιστοίχιση σε όρους μήκους: 

{
  
 

  
 𝐵𝑎(𝐿, 𝑡) = 3𝐿

2𝐵𝑎
′ (𝐿3, 𝑡),

 𝑑𝜆3 = 3𝜆2𝑑𝜆
𝑛(𝜆, 𝑡) = 𝑛′(𝜆3, 𝑡)3𝜆2

𝑛(√𝐿3 − 𝜆3
3

, 𝑡) = 𝑛′(𝐿3 − 𝜆3, 𝑡)3( 𝐿3 − 𝜆3)
2

3

𝛽(√𝐿3 − 𝜆3
3

, 𝜆) = 𝛽′(𝐿3 − 𝜆3, 𝜆3)

 

 

Αντικαθιστώντας στην Eξ. (3.8), σε όρους μήκους  (Marchisio 2003): 

𝐵𝑎(𝐿, 𝑡) =
𝐿2

2
∫ 𝛽(√𝐿3 − 𝜆3

3
, 𝜆)

𝐿

0
𝑛(𝜆, 𝑡)

𝑛( √𝐿3−𝜆3
3

,𝑡)

( 𝐿3−𝜆3)
2
3

𝑑𝜆                                                           (3.9) 

Από την άλλη πλευρά, υφίσταται απώλειες κρυστάλλων λόγω συσσωμάτωσης. Αυτό συμβαίνει 

όταν ένας κρύσταλλος μεγέθους L, εντός του διαστήματος ελέγχου συσσωματωθεί με άλλο 

κρύσταλλο οποιουδήποτε μεγέθους λ, δημιουργώντας ένα νέο μεγαλύτερο από L+dL 
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κρύσταλλο. Εφόσον το μήκος λ εμφανίζεται σε όλο το εύρος χαρακτηριστικών τιμών, 

0≤λ≤Lmax, όπου Lmax μπορεί να θεωρηθεί ανώτατο όριο του χαρακτηριστικού μήκους των 

κρυστάλλων. Απευθείας σε όρους μήκους με τον ίδιο τρόπο όπως περιεγράφηκε για τον όρο 

γέννησης κρυστάλλων λόγω συσσωμάτωσης, δίνεται ο ρυθμός καταστροφής(Marchisio 2003): 

𝐷𝑎(𝐿, 𝑡) = 𝑛(𝐿, 𝑡) ∫ 𝛽(𝐿, 𝜆)
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆.                                                                          (3.10) 

 

Στην περίπτωση της διάσπασης κρυστάλλου, η διατύπωση του όρου του ρυθμού καταστροφής ή 

αλλιώς του ρυθμού διάσπασης ενός κρυστάλλου μήκους L σε μικρότερους εκτός των ορίων του 

διαστήματος ελέγχου είναι απλή, καθώς είναι το γινόμενο της συχνότητας διάσπασης που 

αντιπροσωπεύει το κλάσμα κρυστάλλων μεγέθους L ανά μονάδα χρόνου, 𝛼(𝐿) με την 

συνάρτηση πυκνότητας, 𝑛(𝐿, 𝑡) δηλαδή: 

𝐷𝑏(𝐿, 𝑡) = 𝑎(𝐿)𝑛(𝐿, 𝑡).                                                                                                            (3.11) 

Η Εξ. (3.11) δεν περιέχει ολοκλήρωμα καθώς στο μηχανισμό της διάσπασης δεν εμπλέκονται 

ζεύγη κρυστάλλων. 

Στην περίπτωση της δημιουργίας, δηλαδή της διάσπασης ενός αρκετά μεγάλου κρύσταλλου σε 

δύο επιμέρους μικρότερους με χαρακτηριστικά μεγέθη εντός του διαστήματος ελέγχου, αρχικά, 

το διάστημα ολοκλήρωσης αφορά το μήκος του κρυστάλλου που διασπάται (Ramkrishna 2000). 

Το μέγεθος του σίγουρα είναι μεγαλύτερο από L, συνεπώς θεωρείται διάστημα [L,Lmax]. 

Προκύπτει σε όρους μήκους: 

𝛣𝑏(𝐿, 𝑡) = ∫ 𝑎(𝜆)𝑏(𝐿, 𝜆)
𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿
𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆                                                                               (3.12) 

Όπου 𝑏(𝐿, 𝜆) είναι η κατανομή μεγέθους για τα σωματίδια που δημιουργήθηκαν μήκους λ, από 

την διάσπαση ενός κρυστάλλου μήκους εντός των ορίων [L,Lmax]. 

Στη σχέση του αρχικού ισοζυγίου  Εξ. 3.6, οι όροι Β(L, t) = B𝑎(L, t) + B𝑏(L, t) και D(L, t) =

D𝑎(L, t) + D𝑏(L, t). 

Τελικά, το συνολικό ισοζύγιο πληθυσμού κρυστάλλων με ανάπτυξη, διάσπαση και 

συσσωμάτωση με αντικατάσταση γίνεται: 

 

∂𝑛(L,t)

∂𝑡
+
∂[n(L,t)G(L,t)]

∂𝐿
=

𝐿2

2
∫ 𝛽(√𝐿3 − 𝜆3

3
, 𝜆)

𝐿

0
𝑛(𝜆, 𝑡)

𝑛( √𝐿3−𝜆3
3

,𝑡)

( 𝐿3−𝜆3)
2
3

𝑑𝜆 +

∫ 𝑎(𝜆)𝑏(𝐿, 𝜆)
𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿
𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆 − 𝑛(𝐿, 𝑡) ∫ 𝛽(𝐿, 𝜆)

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆 − 𝑎(𝐿)𝑛(𝐿, 𝑡)                 (3.13) 

 

Όπως φαίνεται από την Εξ. (3.13) η επίλυση της ως προς την κατανομή αποτελεί ένα δύσκολο 

πρόβλημα. Για αυτό το λόγο, χρησιμοποιούνται εναλλακτικές μέθοδοι επίλυσης, με κύριο στόχο 
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την ταχύτερη προσομοίωση. Έχουν αναπτυχθεί αρκετές μέθοδοι είτε απλής προσέγγισης όπως η 

μέθοδος των ροπών(MOM) , αλλά και πιο εξειδικευμένες όπως η QMOM(Quadrature Method of 

Moments) και τεχνικές κινητικής Monte Carlo. 

 

Στη συνέχεια, γίνεται επεξήγηση της μαθηματικής μετάβασης του PBE σε σύστημα διαφορικών 

εξισώσεων που απαρτίζονται από τις ροπές με την απλή μέθοδο των ροπών. 

 

3.2 Μέθοδος των ροπών 

 

Η βασική μέθοδος των ροπών (MOM) αποτελεί την πιο διαδεδομένη προσέγγιση για την 

απλοποίηση του ισοζυγίου πληθυσμού. Βασικό πλεονέκτημα της είναι η γρήγορη και 

αποτελεσματική επίλυση του προβλήματος όταν απαρτίζεται από απλούς μηχανισμούς. Η 

μέθοδος αυτή υστερεί και χρειάζεται η εύρεση πιο εξειδικευμένων μεθόδων όταν δεν μπορεί να 

γίνει άμεση αντικατάσταση της κατανομής για όλους τους όρους με βάση τις ροπές. Αυτό 

μπορεί να συμβεί όταν εμφανίζονται όροι, όπως, ανάπτυξη με ρυθμό εξαρτώμενο από το 

χαρακτηριστικό μήκος, συσσωμάτωση αλλά και διάσπαση. Σκοπός της μεθόδου των ροπών 

είναι η αντικατάσταση του όρου της κατανομής με όρους που περιέχουν μόνο ροπές και η 

μελέτη της συμπεριφοράς των ροπών στο χρόνο. Έχοντας την εξέλιξη των ροπών στο χρόνο, 

χρησιμοποιώντας τη φυσική τους σημασία από το κεφάλαιο 2 ουσιαστικά προβλέπεται η 

συμπεριφορά των κρυστάλλων. 

Στην παρούσα υποενότητα αναλύεται η διαδικασία μετατροπής του ισοζυγίου και τα σημεία που 

φανερώνουν την ανάγκη για χρήση περαιτέρω ανάλυσης, όπου στην συγκεκριμένη εργασία είναι 

η μέθοδος της μέγιστης εντροπίας.  

 

Αρχικά, γίνεται υπενθύμιση της σύνδεσης μεταξύ της n ροπής με το χαρακτηριστικό μέγεθος 

των σωματιδίων και με την κατανομή πυκνότητας πιθανότητας ως: 

𝜇𝑛(𝑡) = ∫ 𝐿𝑛𝑛(𝐿, 𝑡)𝑑𝐿
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
                                                                                                     (3.14) 

Όπου Lmax είναι το ανώτατο όριο για το χαρακτηριστικό μέγεθος των κρυστάλλων, δηλαδή την 

διάμετρο τους. Η νιοστή ροπή είναι συνάρτηση του χρόνου, t. 

Για την εμφάνιση των ροπών στο ισοζύγιο πληθυσμού Εξ.(3.13) γίνεται αντιληπτό ότι πρέπει να 

πολλαπλασιαστεί με Ln και στη συνέχεια να γίνει ολοκλήρωση από 0 έως Lmax (A.Falola 2013). 
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Με αυτό τον τρόπο το ισοζύγιο πληθυσμού καταλήγει σε σύστημα διαφορικών εξισώσεων που 

περιέχει τις ροπές ως: 

d𝜇𝑛

𝑑𝑡
= ∫ 𝑛𝐿𝑛−1n(L, t)G(L, t)𝑑𝐿

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
+
1

2
∫ 𝑛(𝜆, 𝑡) ∫ 𝛽(𝑢, 𝜆)(𝑢3 + 𝜆3)

𝑛

3𝑛(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢𝑑𝜆
𝑢𝑚𝑎𝑥

0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
−

∫ 𝐿𝑛
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝐿, 𝑡) ∫ 𝛽(𝐿, 𝜆)

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆𝑑𝐿 + ∫ 𝑎(𝜆) (∫ 𝐿𝑛𝑏(𝐿, 𝜆)

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝐿)

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
 𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆 −

∫ 𝐿𝑛
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑎(𝐿)𝑛(𝐿, 𝑡)𝑑𝐿                                                                                                           (3.15) 

 

Στη συνέχεια ακολουθεί επεξήγηση στον τρόπο με τον οποίο βγήκε η Εξ. (3.15). Όσον αφορά 

τον όρο της ανάπτυξης  
∂[n(L,t)G(L,t)]

∂𝐿
 πολλαπλασιάζοντας με Ln και ολοκληρώντας από  0 έως 

Lmax, καταλήγει σε ∫ 𝐿𝑛
∂[n(L,t)G(L,t)]

∂𝐿
𝑑𝐿

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
. Με παραγοντική ολοκλήρωση μετατρέπεται σε 

−∫ 𝑛𝐿𝑛−1n(L, t)G(L, t)𝑑𝐿
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
, καθώς ο πρώτος όρος μηδενίζει η κατανομή για L=0 και 

G(L𝑚𝑎𝑥, t) = 0. 

Επιπρόσθετα, στον όρο της συσσωμάτωσης που αφορά τη γέννηση κρυστάλλων, 𝐵𝑎(𝐿, 𝑡) γίνεται 

αλλαγή μεταβλητής u3 = 𝐿3 + 𝜆3 και 𝑑𝐿 =
𝑢2

𝐿2
𝑑𝑢 με όρια [0,umax]. Έτσι προκύπτει ο όρος 

1

2
∫ 𝑛(𝜆, 𝑡) ∫ 𝛽(𝑢, 𝜆)(𝑢3 + 𝜆3)

𝑛

3𝑛(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢𝑑𝜆
𝑢𝑚𝑎𝑥

0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
 (L. Marchisio 2004). Οι υπόλοιποι όροι 

της συσσωμάτωσης για την καταστροφή κρυστάλλων 𝐷𝑎(𝐿, 𝑡) και της διάσπασης για τη 

δημιουργία 𝛣𝑏(𝐿, 𝑡) και την καταστροφή 𝐷𝑏(𝐿, 𝑡) προκύπτουν με απλές πράξεις. 

Αν και με τη μέθοδο των ροπών η προσομοίωση της κρυστάλλωσης καταλήγει  στην επίλυση 

ενός συστήματος συνήθων διαφορικών εξισώσεων,  προκύπτει το πρόβλημα έκφρασης της 

συνάρτησης  n(L,t)  που εμφανίζεται στο δεξί σκέλος της Εξ.(3.15), η οποία δεν μπορεί να 

αντικατασταθεί απευθείας ως προς τις ροπές. Συγκεκριμένα, για n=1,2 στον όρο της 

συσσωμάτωσης και της διάσπασης δεν είναι δυνατόν να γίνει αντικατάσταση με βάση την 

Εξ.(3.13), καθώς εμφανίζεται ο όρος (𝑢3 + 𝜆3)
𝑛

3 . Απαιτείται, επομένως, μια μέθοδος για την 

υπερπήδηση αυτού του εμποδίου. Στην παρούσα εργασία χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος της 

μέγιστης εντροπίας της κατανομής (Maximum Entropy) για την ανακατασκευή της n(λ,t), με 

βάση τις ροπές. Στο επόμενο κεφάλαιο αναλύεται η μέθοδος και περιγράφεται το τελικό 

σύστημα διαφορικών. 
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Κεφάλαιο 4: Μέθοδος Μέγιστης Εντροπίας (Maximum Entropy) 
  

 

Ο όρος εντροπία στη θερμοδυναμική συνδέεται με την μέτρηση της τάξης ή αλλιώς οργάνωσης 

ενός θερμοδυναμικού συστήματος, ή ακόμα πιο σωστά τη μέτρηση της αταξίας ενός 

συστήματος. Με το ίδιο σκεπτικό μπορεί να ορισθεί σαν έννοια στη θεωρία της πληροφορίας, 

όπου ο Shannon το 1948 όρισε την ποσότητα 𝐻(𝑝(𝑥)), η οποία μετράει την αβεβαιότητα μιας 

πηγής πληροφορίας, ως εξής (Shannon 1948): 

𝐻(𝑝(𝑥)) = −∫ 𝑝(𝑥)𝑙𝑜𝑔𝑝(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
                                                                                            (4.1) 

Η μέθοδος της μέγιστης εντροπίας αποτελεί μία διακριτή κατασκευή μιας σειράς πιθανών 

κατανομών. Από αυτές τις προσεγγίσεις επιλέγονται αυτές οι οποίες μεγιστοποιούν την εντροπία 

της πληροφορίας κατά Shannon. Αποτελεί, λοιπόν, ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης για την 

εύρεση των συγκεκριμένων κατανομών. Για αυτό το λόγο χρησιμοποιούνται οι 

πολλαπλασιαστές Lagrange οι οποίοι εισάγουν περιορισμούς σε ένα πρόβλημα τέτοιου τύπου. 

Συγκεκριμένα, από την στιγμή που η κατανομή συνδέεται άμεσα με τις στατιστικές ροπές όπως 

αναφέρθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο, οι πολλαπλασιαστές θα συνδεθούν με περιορισμούς 

που αφορούν τις ροπές. Με αυτό τον τρόπο καταλήγει η εντροπία ως (Mead 1984): 

𝑆 = −∫ [𝑃(𝑥)𝑙𝑛𝑃(𝑥) − 𝑃(𝑥)]𝑑𝑥 − ∑ 𝜆𝑛(∫ 𝑥𝑛𝑃(𝑥)𝑑𝑥 − 𝜇𝑛
𝑏

𝑎
𝑁
𝑛=0

𝑏

𝑎
)                                         (4.2) 

Με α και b, τα όρια ολοκλήρωσης που στην συγκεκριμένη μελέτη είναι 0 έως Lmax. 

Στόχος είναι η εύρεση κατανομής που μεγιστοποιεί την σχέση 4.2, δηλαδή (Mead 1984): 

𝛿𝑆

𝛿𝑃(𝑥)
= 0 ⇒ 𝑃𝑁(𝑥) = exp (−𝜆0 − ∑ 𝜆𝑛𝑥

𝑛)𝑁
𝑛=1                                                                         (4.3) 

Σε αυτό το σημείο είναι φανερό πως  για να βρεθεί αυτή η κατανομή πρέπει να βρεθούν οι 

πολλαπλασιαστές Lagrange. Συνδυάζοντας την σχέση 4.3 με τη σχέση που συνδέει τις ροπές με 

την κατανομή, ορίζεται η εξής σχέση: 

𝜇𝑛 = ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑛exp (−𝜆0 − ∑ 𝜆𝑛𝑥
𝑛)𝑁

𝑛=1
𝐿𝑚𝑎𝑥

0

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
                                                   (4.4) 

Επομένως, δημιουργείται ένα μη γραμμικό σύστημα εξισώσεων. Για δεδομένες μέχρι και π.χ. 

την τρίτη ροπή το σύστημα είναι το ακόλουθο: 

{
 
 

 
 𝑅𝑜 ≡ 𝜇0 − ∫ exp(−𝜆0 − 𝜆1𝑥 − 𝜆2𝑥

2 − 𝜆3𝑥
3) 𝑑𝑥

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
= 0  

𝑅1 ≡ 𝜇1 − ∫ x exp(−𝜆0 − 𝜆1𝑥 − 𝜆2𝑥
2 − 𝜆3𝑥

3)
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝑥 = 0 

𝑅2 ≡ 𝜇2 − ∫ 𝑥2 exp(−𝜆0 − 𝜆1𝑥 − 𝜆2𝑥
2 − 𝜆3𝑥

3) 𝑑𝑥
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
= 0 

𝑅3 ≡ 𝜇3 − ∫ 𝑥3 exp(−𝜆0 − 𝜆1𝑥 − 𝜆2𝑥
2 − 𝜆3𝑥

3)
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝑥 = 0

                                             (4.5) 
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Για την εύρεση των πολλαπλασιαστών Lagrange χρησιμοποιείται επαναληπτική μέθοδος 

Newton-Raphson, η οποία λύνει το εξής σύστημα με δεδομένα τις αρχικές τιμές των ροπών και 

τα όρια ολοκλήρωσης. Δίνεται η σχέση σε μορφή πινάκων: 

−[

𝑅𝑜
𝑅1
𝑅2
𝑅3

] = 𝐽 [

𝛿𝜆𝑜
𝛿𝜆1
𝛿𝜆2
𝛿𝜆3

]                                                                                                                       (4.6) 

 

Όπου J, o Ιακωβιανός πίνακα για τις ροπές ορίζεται ως (Saad 2019): 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑅0

𝜕𝜆0

𝜕𝑅0

𝜕𝜆1
    
𝜕𝑅0

𝜕𝜆2
   
𝜕𝑅0

𝜕𝜆3
𝜕𝑅1

𝜕𝜆0
  

𝜕𝑅1

𝜕𝜆1
     

𝜕𝑅1

𝜕𝜆2
   
𝜕𝑅1

𝜕𝜆3
𝜕𝑅2

𝜕𝜆0

𝜕𝑅2

𝜕𝜆1
    
𝜕𝑅2

𝜕𝜆2
   
𝜕𝑅2

𝜕𝜆3
𝜕𝑅3

𝜕𝜆0
  

𝜕𝑅3

𝜕𝜆1
     

𝜕𝑅3

𝜕𝜆2
   
𝜕𝑅3

𝜕𝜆3]
 
 
 
 
 
 

                                                                                                        (4.7) 

 

Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί πως με τη χρήση των τεσσάρων πρώτων ροπών που 

έχουν φυσική σημασία, η μέθοδος δεν αντιμετωπίζει προβλήματα σύγκλισης. Όταν ο αριθμός 

των ροπών που χρησιμοποιούνται για την ανακατασκευή μιας συνάρτησης αυξάνεται, αυξάνεται 

και η δυσκολία σύγκλισης της μεθόδου. Θεωρείται πως μέχρι έκτη τάξης ροπή η μέθοδος 

λειτουργεί χωρίς προβλήματα (Mead 1984). 

Με δεδομένες τις τιμές των ροπών, αναγκαίο καθίσταται η αρχική υπόθεση των τιμών των 

πολλαπλασιαστών. Οι πολλαπλασιαστές Lagrange είναι μεταβλητές χωρίς φυσική σημασία. 

Επομένως, το μοναδικό κριτήριο επιλογής τους είναι η μορφή της πιθανής κατανομής. Με την 

παραδοχή πως η κατανομή θα ακολουθεί κανονική κατανομή με μηδενικό μέσο όρο και τυπική 

απόκλιση 1, μπορούν να οριστούν οι αρχικές τιμές των πολλαπλασιαστών ως (Saad 2019): 

𝜆𝑖
𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 = {−ln (√2𝜋), 𝑖 = 0

0,  𝑖 = 1,2,3
                                                                                           (4.8) 

 

Όσον αφορά, τα όρια ολοκλήρωσης και συγκεκριμένα την εύρεση του εκάστοτε Lmax θα 

αναλυθεί λεπτομερώς στα επιμέρους προβλήματα μοντελοποίησης. 

Στο επόμενο κεφάλαιο θα γίνει η αναπαραγωγή αποτελεσμάτων με τη χρήση της μέγιστης 

εντροπίας και η σύγκριση τους με τα αποτελέσματα που προέκυψαν είτε από αναλυτικές λύσεις 

είτε από την επίλυση των PBEs με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. 
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Κεφάλαιο 5: Αριθμητική επίλυση ισοζυγίων πληθυσμών 

κρυστάλλων με χρήση της μεθόδου των ροπών και της μέγιστης 

εντροπίας 

 

Στα προηγούμενα κεφάλαια παρουσιάστηκε αναλυτικά το μοντέλο που περιγράφει τη δυναμική 

εξέλιξη των κατανομών μεγεθών των κρυστάλλων, λαμβάνοντας υπόψιν επιμέρους μηχανισμούς 

όπως η ανάπτυξη, η συσσωμάτωση και η διάσπαση. Έγινε ανάλυση της μετατροπής του 

ισοζυγίου πληθυσμού σε όρους ροπών και εισαγωγή της μέγιστης εντροπίας για την επίλυση του 

προβλήματος εμφάνισης της κατανομής στο δεξί σκέλος του συστήματος συνήθων διαφορικών 

εξισώσεων που προκύπτει. Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της 

εφαρμογής της μεθόδου των ροπών και μέγιστης εντροπίας σε προβλήματα αναφοράς 

(benchmark cases) που περιγράφονται  στην εργασία των (A.Falola 2013), όπου εφαρμόζεται η 

μέθοδος EMOM. Από τη σύγκριση των αποτελεσμάτων επικυρώνεται η μέθοδος της μέγιστης 

εντροπίας αν υπάρχει ταύτιση των αποτελεσμάτων, για την ορθή χρήση της στη συνέχεια σε 

περαιτέρω προσομοιώσεις. 

Σε όλες τις παρακάτω μελέτες, κεντρικό ισοζύγιο ροπών αποτελεί η σχέση 3.15. Η προσομοίωση 

έγινε με τη χρήση Python και συγκεκριμένα του πακέτου Spyder από το Anaconda. Όσον αφορά 

την μέγιστη εντροπία χρησιμοποιήθηκε το πακέτο (module), pymaxent (Saad 2019), που 

περιέχει τον αλγόριθμο επίλυσης.  

5.1 Τεχνικά χαρακτηριστικά επίλυσης με τη μέγιστη εντροπία 
 

Η μέθοδος της μέγιστης εντροπίας και ο αλγόριθμος της είναι αρκετά ευαίσθητη. Σημαντικό 

ρόλο στη γρήγορη σύγκλιση της μεθόδου παίζουν τόσο οι αρχικές τιμές των πολλαπλασιαστών 

Lagrange, αλλά και ο προσδιορισμός των ορίων ολοκλήρωσης. 

 

 Όρια ολοκλήρωσης(Bounds) 

Τα όρια ολοκλήρωσης αποτελούν ίσως τον πιο σημαντικό παράγοντα για την επιτυχή χρήση της 

μεθόδου της μέγιστης εντροπίας. Αν γίνει επιλογή ενός πολύ μεγάλου διαστήματος που σίγουρα 

θα περιέχει την πιθανή κατανομή τότε μειώνεται σημαντικά η ακρίβεια των υπολογισμών και η 

ταχύτητα επίλυσης της επαναληπτικής μεθόδου. Από την άλλη πλευρά αν γίνει επιλογή ενός 

μικρού διαστήματος είναι πιθανό να μην υπολογιστεί σωστά η κατανομή και να χαθεί μέρος της 

πληροφορίας. Επιπρόσθετα, καθώς μεταβάλλεται με το χρόνο η κατανομή προφανώς δεν έχει το 

ίδιο ανώτατο και κατώτατο όριο. Επομένως, είναι σημαντικό ο αλγόριθμος να λαμβάνει υπόψη 

την αλλαγή των ορίων ολοκλήρωσης κάθε χρονική στιγμή. Αυτό μπορεί να  επιτευχθεί αν γίνει η 

θεώρηση ότι η ζητούμενη κατανομή έχει τη μορφή της κανονικής κατανομής. Τα 

χαρακτηριστικά της κανονικής κατανομής συνδέονται με τις ροπές, όπως εξηγήθηκε στο 

κεφάλαιο 2. Αναλυτικά: 
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𝛭έ𝜎𝜊𝜍 𝜇έ𝛾𝜀𝜃𝜊𝜍: 𝐿𝑚𝑒𝑎𝑛 = 𝑥̅ =
𝜇1

𝜇0
                                                                                             (5.1) 

𝛵𝜐𝜋𝜄𝜅ή 𝛼𝜋ό𝜅𝜆𝜄𝜎𝜂: 𝜎 = (𝜇2 − 𝐿𝑚𝑒𝑎𝑛
2)

1

2                                                                                   (5.2) 

Για μια τέτοια κατανομή είναι ασφαλής επιλογή των ακόλουθων ορίων ολοκλήρωσης: 

𝛢𝜈ώ𝜏𝛼𝜏𝜊 ό𝜌𝜄𝜊:  𝐿𝑚𝑎𝑥 =  𝐿𝑚𝑒𝑎𝑛 + 4𝜎                                                                                       (5.3) 

𝛫𝛼𝜏ώ𝜏𝛼𝜏𝜊 ό𝜌𝜄𝜊:  𝐿𝑚𝑖𝑛 = 𝐿𝑚𝑒𝑎𝑛 − 4𝜎                                                                                      (5.4) 

Το διάστημα του κατώτατου ορίου με το ανώτατο υπερ-καλύπτουν όλο το φάσμα της κανονικής 

κατανομής. Επομένως, όσο τρέχουν στο χρόνο οι ροπές, έτσι κάθε φορά αλλάζουν τα από πάνω 

μεγέθη, δίνοντας ακριβέστερο διάστημα στον αλγόριθμο της μέγιστης εντροπίας για να 

ανακατασκευάσει την κατανομή (Εξ. 4.5). Η επιλογή του φάσματος των ορίων έγινε με δοκιμή 

και σφάλμα για να καταλήξει σε αυτές τις τιμές, είναι ενδεικτικές. Ως κατώτατο όριο επιλέγεται 

η σχέση 5.4 για την περίπτωση της ανάπτυξης και μηδέν στις άλλες, καθώς τους άλλους 

μηχανισμούς με αυτή την έκφραση το κατώτατο όριο είχε αρνητικές τιμές, κάτι μη αποδεκτό. 

 Αρχική εκτίμηση των τιμών των πολλαπλασιαστών Lagrange, λ 

 

Όσον αφορά τις αρχικές τιμές των λ, το πακέτο pymaxent στηρίζεται στη θεώρηση ότι η προς 

ανακατασκευή κατανομή είναι κατανομή Gauss με μηδενικό μέσο όρο και τυπική απόκλιση 1 

όπως περιεγράφηκε στην Εξ.(4.8). 

Κάθε φορά που τελειώνει μια επανάληψη ο επιλύτης παραλαμβάνεται μια νέα εκτίμηση για τις 

τιμές των λ, που αποτελούν την εκτίμηση για την επόμενη επανάληψη.  

Στόχος του αλγορίθμου είναι η επίλυση ως προς τις ροπές, οι οποίες αποτελούν και τις μόνες 

μεταβλητές ως προς το χρόνο. Όπου εμφανίζεται ο όρος της κατανομής n(L,t) γίνεται 

αντικατάσταση με αυτή που προβλέπει η μέθοδος μέγιστης εντροπίας. Με γνωστή την κατανομή 

των κρυστάλλων υπολογίζεται το δεξί σκέλος των Εξ. (3.15) για τις ροπές και υπολογίζεται η 

τιμή των ροπών για το επόμενο χρονικό βήμα. Οι ανανεωμένες τιμές των ροπών με τη σειρά 

τους αποτελούν τα νέα δεδομένα εισόδου στον αλγόριθμο της εντροπίας, με νέα όρια, νέα λ και 

ούτε καθεξής. Το κρίσιμο πλεονέκτημα της μεθόδου είναι πως όταν τελειώσει η επίλυση και 

ληφθεί η εξέλιξη των ροπών στο χρόνο μπορεί να γίνει χρήση της μέγιστης εντροπίας σε 

οποιοδήποτε χρόνο για την ανακατασκευή της κατανομής. Οπότε αποτελεί μία μεθοδολογία και 

επίλυσης αλλά και ανακατασκευής , η οποία μπορεί σε κάποιες περιπτώσεις να είναι πολύ 

χρήσιμη. 

Η επίλυση πραγματοποιήθηκε με την χρήση επιλυτών που παρέχει το πακέτο της Python, scipy 

(scientific Python). Επιλέχθηκε o solver BDF (Backward Differential Formulas) ο οποίος 

χρησιμοποιείται για δύσκαπτα συστήματα (stiff), με περιορισμό το μη υπολογισμό του 

Ιακωβιανού πίνακα, υπολογίζοντάς τον με πεπερασμένες διαφορές, για λόγους ταχύτητας και 

σχετικό σφάλμα (rtol) 10-4. 

Στη συνέχεια αναλύονται όλες οι περιπτώσεις που μελετήθηκαν. 
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5.2 Κρυστάλλωση με μηχανισμό ανάπτυξης κρυστάλλων εξαρτώμενη από το 

χαρακτηριστικό μέγεθός τους, L 
 

Αρχικά, μελετάται η περίπτωση κρυστάλλωσης στην οποία εξετάζεται ο μηχανισμός της 

ανάπτυξης. Σε αυτή την περίπτωση το σύστημα διαφορικών εξισώσεων για τις ροπές γίνεται: 

d𝜇𝑛

𝑑𝑡
= ∫ 𝑛𝐿𝑛−1n(L, t)G(L, t)𝑑𝐿

𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿𝑚𝑖𝑛
                                                                                           (5.5) 

Για τους υπολογισμούς μας χρησιμοποιούμε την ακόλουθη έκφραση του ρυθμού ανάπτυξης, η 

οποία δίνεται ως συνάρτηση του χαρακτηριστικού μεγέθους των κρυστάλλων (Flood 2002): 

𝐺(𝐿) = 1 + 0.002𝐿  𝜇𝑚/𝑚𝑖𝑛                                                                                                   (5.6) 

 

Το σύστημα διαφορικών εξισώσεων διαμορφώνεται ως εξής: 

d𝜇𝑛

𝑑𝑡
= ∫ 𝑛𝐿𝑛−1n(L, t)(1 + 0.002𝐿) 𝑑𝐿 = ∫ (𝑛𝐿𝑛−1n(L, t) + 0.002𝑛𝐿𝑛n(L, t) )𝑑𝐿

𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿𝑚𝑖𝑛

𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿𝑚𝑖𝑛
   (5.7) 

Συγκεκριμένα, για n=0,1,2,3, από την Εξ (5.7) και όρια από τις Εξ. (5.3), (5.4) : 

d𝜇0

𝑑𝑡
= 0   

d𝜇1

𝑑𝑡
= ∫ n(L, t) + 0.002 ∗ 𝐿 n(L, t) 

𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿𝑚𝑖𝑛
   

d𝜇2

𝑑𝑡
= ∫ 2𝐿n(L, t) + 0.002 ∗ 2𝐿2n(L, t) 

𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿𝑚𝑖𝑛
  

d𝜇3

𝑑𝑡
= ∫ 3𝐿2n(L, t) + 0.002 ∗ 3𝐿3n(L, t) 

𝐿𝑚𝑎𝑥

𝐿𝑚𝑖𝑛
                                                                           (5.8) 

 

Στο σύστημα εξισώσεων (5.8), η αντικατάσταση της κατανομής στο δεξί σκέλος των 

ολοκληρωμάτων θα γίνει με αυτή που βρίσκεται μέσω της μέγιστης εντροπίας. 
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5.3 Κρυστάλλωση με μηχανισμό συσσωμάτωσης κρυστάλλων, σταθερού 

ρυθμού β0 

 

Η επόμενη περίπτωση που εξετάζεται είναι η διεργασία να διέπεται μόνο από συσσωμάτωση 

κρυστάλλων με σταθερή συχνότητα. Το σύστημα εξισώσεων 3.15 διαμορφώνεται ως εξής: 

d𝜇𝑛

𝑑𝑡
=

1

2
∫ 𝑛(𝜆, 𝑡) ∫ 𝛽(𝑢, 𝜆)(𝑢3 + 𝜆3)

𝑛

3𝑛(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢𝑑𝜆
𝑢𝑚𝑎𝑥

0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
−

∫ 𝐿𝑛
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝐿, 𝑡) ∫ 𝛽(𝐿, 𝜆)

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆𝑑𝐿                                                                             (5.9) 

 

Για σταθερή συχνότητα συσσωμάτωσης: 

𝛽(𝐿, 𝜆) = 𝛽0                                                                                                                             (5.10) 

 

Το σύστημα καταλήγει με βάση τη Εξ. (5.9): 

d𝜇0

𝑑𝑡
=

1

2
∫ 𝑛(𝜆, 𝑡) ∫ 𝛽(𝑢, 𝜆)𝑛(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢𝑑𝜆

𝑢𝑚𝑎𝑥

0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
− ∫ 𝑛(𝐿, 𝑡)

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
∫ 𝛽(𝐿, 𝜆)𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆𝑑𝐿
𝜆𝑚𝑎𝑥

0
  

d𝜇1

𝑑𝑡
=

1

2
∫ 𝑛(𝜆, 𝑡) ∫ 𝛽(𝑢, 𝜆)(𝑢3 + 𝜆3)

1

3𝑛(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢𝑑𝜆
𝑢𝑚𝑎𝑥

0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
−

∫ 𝐿
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝐿, 𝑡) ∫ 𝛽(𝐿, 𝜆)𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆𝑑𝐿

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
  

d𝜇2

𝑑𝑡
=

1

2
∫ 𝑛(𝜆, 𝑡) ∫ 𝛽(𝑢, 𝜆)(𝑢3 + 𝜆3)

2

3𝑛(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢𝑑𝜆
𝑢𝑚𝑎𝑥

0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
−

∫ 𝐿2
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝐿, 𝑡) ∫ 𝛽(𝐿, 𝜆)𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆𝑑𝐿

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
  

d𝜇3

𝑑𝑡
= 0                                                                                                                                     (5.11) 

Εδώ γίνεται φανερή η ανάγκη χρήση της μέγιστης εντροπίας, καθώς ο ρυθμός μεταβολής της 

πρώτης και δεύτερης ροπής δεν μπορεί να εκφραστεί απευθείας ως προς τις ροπές, καθώς 

περιέχονται οι όροι (𝑢3 + 𝜆3)
1

3𝑛(𝑢, 𝑡) και (𝑢3 + 𝜆3)
2

3𝑛(𝑢, 𝑡). 

Τα τεχνικά χαρακτηριστικά της μεθόδου της μέγιστης εντροπίας και του επιλυτή είναι τα ίδια με 

τη περίπτωση που περιγράφεται στην παράγραφο 5.1, με τις μόνες διαφορές του σχετικού 

σφάλματος (rtol) που εδώ είναι 10-3 για μεγαλύτερη ταχύτητα επίλυσης και το κατώτατο όριο 

θεωρήθηκε ίσο με το μηδέν για την επίλυση του διπλού ολοκληρώματος, καθώς για κάποιες 

χρονικές στιγμές παίρνει αρνητικές τιμές. Στο διπλό ολοκλήρωμα για τη μεταβλητή λ που αφορά 

τον μικρότερο κρύσταλλο που συσσωματώνεται, τα όρια ολοκλήρωσης θεωρούνται ίδια με του 

χαρακτηριστικού μεγέθους L. 
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5.4 Κρυστάλλωση με μηχανισμό συσσωμάτωσης κρυστάλλων, μεταβλητού 

ρυθμού β(L,λ)-Brownian 
 

Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε ότι ο μοναδικός μηχανισμός είναι αυτός της συσσωμάτωσης και 

συγκεκριμένα μελετάται η περίπτωση στην οποία η συχνότητα συσσωμάτωσης δεν είναι 

σταθερή, αλλά επηρεάζεται από τα χαρακτηριστικά μεγέθη L και λ των κρυστάλλων που 

συσσωματώνονται. Συγκεκριμένα, εφαρμόζουμε τη σχέση(A. Falola 2013): 

  

𝛽(𝐿, 𝜆) = 𝛽0
(𝐿+𝜆)2

𝐿𝜆
                                                                                                                   (5.12) 

 

Η έκφραση του ισοζυγίου είναι ίδια με την Εξ. (5.11). Σε αυτή την περίπτωση, επειδή η 

έκφραση του ρυθμού καθιστά την επίλυση του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων 

πολύπλοκη, πραγματοποιήθηκαν αλλαγές στο όριο των σφαλμάτων στα διπλά ολοκληρώματα. 

Για την ακρίβεια, τέθηκαν το απόλυτο σφάλμα ως 10-2 (epsabs) και το σχετικό σφάλμα 10-

2(epsrel). Επιπρόσθετα, έγινε η παραδοχή ότι στην περίπτωση που το χαρακτηριστικό μέγεθος 

των κρυστάλλων γίνεται μικρότερο από μία κρίσιμη τιμή, δεν υφίσταται συσσωμάτωση. Αυτό 

το μέγεθος οριοθετήθηκε στα 10-3 μm. Με αυτές τις αλλαγές ο κώδικας έγινε πολύ πιο γρήγορος 

και αποτελεσματικός δίνοντας πρακτικά τα ίδια αποτελέσματα. 

 

 

5.5 Κρυστάλλωση με μηχανισμό διάσπασης κρυστάλλων δυναμικού πυρήνα 

 

Σε αυτήν την περίπτωση οι εξισώσεις των ροπών διαμορφώνονται ως εξής: 

 

d𝜇𝑛

𝑑𝑡
= ∫ 𝑎(𝜆) (∫ 𝐿𝑛𝑏(𝐿, 𝜆)

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝐿)

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
 𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆 − ∫ 𝐿𝑛

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑎(𝐿)𝑛(𝐿, 𝑡)𝑑𝐿                      (5.13) 

 

Δίνεται η συχνότητα  διάσπασης κρυστάλλων α(L), καθώς και κατανομή μεγέθους για τα 

σωματίδια που δημιουργήθηκαν b(L,λ)(συμμετρική) : (A. Falola 2013) 

 

𝛼(𝐿) = 𝐿3                                                                                                                                 (5.14)  

𝑏(𝐿, 𝜆) =
6𝐿2

𝜆3
                                                                                                                            (5.15) 



 

[36] 
 

Ο όρος ∫ 𝐿𝑛𝑏(𝐿, 𝜆)
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝐿 μπορεί  να λυθεί αναλυτικά ως(A. Falola 2013): 

 

∫ 𝐿𝑛𝑏(𝐿, 𝜆)
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝐿 =

6𝐿𝑛

3+𝑛
                                                                                                      (5.16)  

 

Με την χρήση των δύο αυτών όρων και την παραδοχή ότι τα μεγέθη λ και L έχουν τα ίδια όρια, 

άρα εδώ κοινή μεταβλητή, ενώνοντας τα δύο ολοκληρώματα,  το σύστημα των διαφορικών 

εξισώσεων καταλήγει: 

 

d𝜇𝑛

𝑑𝑡
= ∫ 𝑎(𝜆) (∫ 𝐿𝑛𝑏(𝐿, 𝜆)

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑑𝐿)

𝜆𝑚𝑎𝑥

0
 𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆 − ∫ 𝐿𝑛

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑎(𝐿)𝑛(𝐿, 𝑡)𝑑𝐿 =

∫ 𝐿𝑛
𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑎(𝐿)𝑛(𝐿, 𝑡) (

6𝐿𝑛

3+𝑛
− 1)𝑑𝐿                                                                                          (5.17) 

 

 (n=0,1,2,3) ↓ 

 

 

{
  
 

  
 

d𝜇0

𝑑𝑡
= ∫ 𝐿3𝑛(𝐿, 𝑡)(

6

3
− 1)𝑑𝐿

𝐿𝑚𝑎𝑥

0

d𝜇1

𝑑𝑡
= ∫ 𝐿4

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝐿, 𝑡)(

6𝐿

4
− 1)𝑑𝐿

d𝜇2

𝑑𝑡
= ∫ 𝐿5

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝐿, 𝑡) (

6𝐿2

5
− 1)𝑑𝐿

d𝜇3

𝑑𝑡
= ∫ 𝐿6

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝑛(𝐿, 𝑡)(

6𝐿3

6
− 1)𝑑𝐿

                                                                                      (5.18) 

 

Αντίστοιχα με την συσσωμάτωση και στην διάσπαση είναι φανερό πως είναι απαραίτητη η 

χρήση της μέγιστης εντροπίας  για την αντικατάσταση της κατανομής.  

 

Στο επόμενο κεφάλαιο θα γίνει παρουσίαση των αποτελεσμάτων για την επαλήθευση της 

μεθόδου της μέγιστης εντροπίας, συγκρίνοντας τα αποτελέσματα με αναλυτικές λύσεις τόσο για 

τις ροπές όσο και για την κατανομή, από την μέθοδο EMOM (A.Falola 2013). 
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Κεφάλαιο 6: Αποτελέσματα-Επαλήθευση μεθόδου 
 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσματα από τις περιπτώσεις που περιεγράφηκαν 

στο κεφάλαιο 5. 

 

6.1 Κρυστάλλωση με μηχανισμό ανάπτυξης κρυστάλλων εξαρτώμενη από το 

χαρακτηριστικό μέγεθος L 

 

Για την επίλυση του συστήματος διαφορικών εξισώσεων 5.8 είναι απαραίτητες οι αρχικές τιμές 

των ροπών, οι οποίες υπολογίζονται από την έκφραση της αρχικής κατανομής(Flood 2002): 

𝑛0(𝐿) = 0.0039𝑒
−(𝐿−50)2

200                                                                                                             (6.1) 

Επομένως, οι αρχικές τιμές των ροπών, με τρία σημαντικά ψηφία είναι: 

𝜇0 = 1 #/𝑚𝐿  𝜇1 = 50.007 𝜇𝑚/𝑚𝐿  𝜇2 = 2600.376 𝜇𝑚2/𝑚𝐿  𝜇3 = 140020.255 𝜇𝑚3/𝑚𝐿 

Τα mL εκφράζουν τον όγκο του διαλύτη. 

Στη συνέχεια υπολογίζονται οι αρχικές τιμές για του πολλαπλασιαστές Lagrange από την Εξ. 

(4.8): 

λ0=-1.572e+01  λ1=5e-01 λ2-5e-03  λ3=4.643e-15 

Για το συγκεκριμένο πρόβλημα υπάρχει αναλυτική λύση με την οποία θα γίνει 

σύγκριση: (Flood 2002) 

𝑛(𝐿, 𝑡) = 𝑛0((𝐿 + 500 − 500𝑒
0.002𝑡)𝑒−0.002𝑡)𝑒−0.002𝑡                                                           (6.2) 

Το χρονικό διάστημα μελέτης των ροπών είναι από 0-60 min, με διακριτές τιμές του solver 

0,2,4,…60 min. Στο Γράφημα 6.1(α),(β),(γ),(δ) απεικονίζεται η χρονική εξέλιξη των 4 πρώτων 

ροπών της κατανομής των κρυστάλλων ως προς τις αρχικές τους τιμές και συγκρίνεται την 

ολοκλήρωση της δοσμένης αναλυτικής λύσης για την κατανομή, για την εύρεση των αναλυτικών 

ροπών ως προς τις αρχικές τους τιμές: 
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              (α)                                                                                                      (β) 

  

        

            (γ)                                                                                            (δ) 

Σ  

 

Γράφημα 6.1:Εξέλιξη των κανονικοποιημένων ροπών ως προς τις αρχικές τιμές τους στο χρόνο από την επίλυση με μέγιστη 

εντροπία συγκρινόμενη με την αναλυτική λύση, μ0(α),μ1(β),μ2(γ),μ3(δ). 

 Όπως φαίνεται η επίλυση με την αντικατάσταση της κατανομής από την μέγιστη εντροπία 

έδωσε ταυτόσημα αποτελέσματα με την αναλυτική λύση. Όσον αφορά την εξέλιξη των ροπών, 
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τα αποτελέσματα είναι τα αναμενόμενα καθώς είναι η περίπτωση με μόνο ανάπτυξη 

κρυστάλλων για αυτό το λόγο το πλήθος παραμένει σταθερό (επομένως η μηδενική ροπή είναι 

σταθερή). Η πρώτη ροπή που συνδέεται με το μήκος αυξάνεται γραμμικά, καθώς η έκφραση του 

ρυθμού ως προς L είναι γραμμική και η δεύτερη με την τρίτη ροπή αυξάνονται με εκθετικό 

ρυθμό εξαιτίας της επιφάνειας και του όγκου αντίστοιχα.  

Στη συνέχεια, γίνεται χρήση της μέγιστης εντροπίας για την ανακατασκευή της κατανομής για 

διάφορες χρονικές στιγμές και σύγκριση της με την αναλυτική επίλυση από την Εξ. (6.2). Τα 

αποτελέσματα παρουσιάζονται στο  Γράφημα 6.2. 

(a)                                                                                                       (β) 

 

(γ)                                                                                                                (δ)  

 

Γράφημα 2: Σύγκριση της ανακατασκευασμένης κατανομής με τη μέθοδο μέγιστης εντροπίας με την αναλυτική λύση για χρονικές 

στιγμές t=0(a),20(β),50(γ) και 60(δ) min 
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Τέλος, παρουσιάζεται το ολικό γράφημα της κατανομής στο χρόνο από την ανακατασκευή της 

μέγιστης εντροπίας στο Γράφημα 6.3, για τη μελέτη και επαλήθευση της συμπεριφοράς του 

μηχανισμού. 

 

 

 

Γράφημα 6.3:Εξέλιξη κατανομής στο χρόνο (Travelling wave) 

 

Από τα Γραφήματα 6.2(α),(β),(γ),(δ) γίνεται φανερή η επιτυχής ανακατασκευή της κατανομής 

από την μέγιστη εντροπία. Το γεγονός αυτό είναι και το μεγάλο πλεονέκτημα της μεθόδου, 

καθώς δεν είναι πάντα εύκολο να είναι γνωστή η κατανομή. 

Όπως φαίνεται στο Γράφημα 6.3 η κατανομή των κρυστάλλων μετακινείται προς τα δεξιά. Αυτό 

είναι απολύτως λογικό καθώς ο μόνος μηχανισμός σε αυτή την περίπτωση που λαμβάνεται 

υπόψη στο μοντέλο είναι η ανάπτυξη των κρυστάλλων, που σημαίνει πρακτικά ότι οι 

κρύσταλλοι αποκτούν σταδιακά μεγαλύτερο μέγεθος, επηρεάζοντας το χαρακτηριστικό μέγεθος 

L, ενώ το πλήθος των κρυστάλλων παραμένει σταθερό (το εμβαδόν της κατανομής πρέπει να 

παραμένει σταθερό με το χρόνο). Βασικό θετικό της επίλυσης είναι και η ταχύτητα του 

αλγορίθμου. Ο συνολικός χρόνος προσομοίωσης: t = 4.7 sec. Η συγκεκριμένη περίπτωση είναι 

απλή στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσματα στις άλλες προσομοιώσεις όπου η χρήση 

της μέγιστης εντροπίας αποτελεί αναγκαίο παράγοντα. 
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6.2 Κρυστάλλωση με μηχανισμό συσσωμάτωσης κρυστάλλων με σταθερή 

συχνότητα, β0 

 
Αρχικά, γίνεται αντικατάσταση του ρυθμού στη σχέση 5.11 με (A.Falola 2013): 

𝛽0 = 1 
𝑚3

𝑠
  

Η αρχική συνάρτηση πυκνότητας μεγέθους των σωματιδίων(Hounslow 1988): 

𝑛0(𝐿) = 3𝐿
2 𝑁0

𝜈0
exp (−

𝐿3

𝜈0
)                                                                                                         (6.3) 

 

Όπου, 𝑁0 = 1 𝑚−3 και 𝜈0 = 1 𝑚
−3. Από την από πάνω σχέση υπολογίζονται οι αρχικές τιμές 

των ροπών: 

𝜇0 = 1 #/𝑚𝐿  𝜇1 = 0.893 𝜇𝑚/𝑚𝐿    𝜇2 = 0.903 𝜇𝑚
2/𝑚𝐿  𝜇3 = 1  𝜇𝑚

3/𝑚𝐿  

Τα mL εκφράζουν τον όγκο του διαλύτη. 

Αρχικοποίηση λ: 

λ0=-3.84658379  λ1=9.92914339  λ2=-6.730479  λ3=0.76741385 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσματα συγκρινόμενα με την εξής αναλυτική 

λύση(Hounslow 1988): 

𝜇𝑘(𝑡) = 𝜇𝑘(0) (
2

2+𝑡
)
1−

𝑘

3
                                                                                                             (6.4) 

Η σύγκριση της εξέλιξης των κανονικοποιήμενων ροπών ως προς τις αρχικές τους τιμές σε 

λογαριθμική κλίμακα μεταξύ της μεθόδου ροπών με μέγιστη εντροπία  και της αναλυτικής 

λύσης των ροπών στο χρονικό διάστημα t=[0,100] sec απεικονίζεται στο Γράφημα 7.4. 
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Γράφημα 6.4:Εξέλιξη κανονικοποιημένων ροπών στο χρόνο. Σύγκριση μεθόδου ροπών με μέγιστη εντροπία(σημεία) 

και αναλυτικής λύσης (συνεχής γραμμή). Χρώματα: Μηδενική ροπήΜπλε , Πρώτη ροπήΚόκκινο, Δεύτερη 

ροπήΠράσινο και Τρίτη ροπήΚίτρινο 

Αρχικά, παρατηρείται ότι οι λύσεις της μέγιστης εντροπίας είναι ταυτόσημες με τις αναλυτικές. 

Όσον αφορά την εξέλιξη των ροπών η τρίτη ροπή παραμένει σταθερή, καθώς ο όγκος είναι ίδιος 

σε όλο το χρονικό φάσμα. Οι άλλες ροπές μειώνονται, το οποίο είναι αναμενόμενο καθώς οι 

κρύσταλλοι συσσωματώνονται σε μεγαλύτερους, άρα το πλήθος μικραίνει. 

Στο Γράφημα 6.5 απεικονίζονται στιγμιότυπα της εξέλιξης της ανακατασκευασμένης κατανομής 

με τη μέθοδο μέγιστης εντροπίας στο χρονικό φάσμα [20,100]:  

 

Γράφημα 6.5: Ολικό γράφημα εξέλιξης της κατανομής 
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Από το Γράφημα 6.5 παρατηρείται η συμπεριφορά της κατανομής με το πέρασμα του χρόνου. Η 

μείωση των κορυφών οφείλεται στη μείωση του πλήθους των κρυστάλλων και η μη μετακίνηση 

της κατανομής στον άξονα x΄x είναι επειδή ο όγκος παραμένει σταθερός. 

Αξίζει να σημειωθεί πως ο συνολικός χρόνος προσομοίωσης: t= 27 sec. Αυτός είναι και ο 

βασικός στόχος της μεθοδολογίας, μία γρήγορη και αποτελεσματική απεικόνιση των 

στατιστικών ροπών αλλά και της κατανομής. 

 

 

6.3 Κρυστάλλωση με μηχανισμό συσσωμάτωσης κρυστάλλων, μεταβλητού 

ρυθμού β(L,λ)-Brownian 

 
Σε αυτή την περίπτωση, η αρχική κατανομή δίνεται από τη Εξ.(6.3). Στην περίπτωση που η 

συσσωμάτωση δεν έχει σταθερή συχνότητα δεν είναι διαθέσιμη αναλυτική λύση. 

Πραγματοποιείται παρόλα αυτά σύγκριση με κατανομές που προκύπτουν από την αριθμητική 

επίλυση των PBEs (Εξ. 5.11) με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων και εφαρμογή στο 

λογισμικό Comsol (www.comsol.com n.d.).  

Οι αρχικές τιμές των ροπών και των πολλαπλασιαστών είναι ίδιες με το παράδειγμα 6.2. Η 

έκφραση του ρυθμού δίνεται από την Εξ. (5.12). Αυτή η περίπτωση είναι πιο περίπλοκή για αυτό 

το λόγο έγιναν προσαρμογές στον αλγόριθμο για την ταχύτητα σύγκλισης της μέγιστης 

εντροπίας. 

Οι προσαρμογές αφορούν τα διπλά ολοκληρώματα που εμφανίζονται στην Εξ. (5.11). 

Θεωρήθηκε ότι για κρυστάλλους χαρακτηριστικού μεγέθους κάτω από ένα όριο, συγκεκριμένα 

10-3 είναι αμελητέοι. Αυτό σημαίνει ότι αν L<10-3 ή λ<10-3 η κατανομή θα μηδενίζει. Έτσι, 

απλοποιείται ο αλγόριθμος χωρίς να χάνεται σημαντική πληροφορία αποφεύγοντας πολύ χαμηλά 

όρια ολοκλήρωσης για την μέγιστη εντροπία που δημιουργούν προβλήματα στην σύγκλιση. 

Επιπρόσθετα, προσαρμογές έγιναν στα σχετικά σφάλματα των διπλών ολοκληρωμάτων 

αυξάνοντας τα σε 10-2 από 10-4 για την ταχύτητα επίλυσης. Υπενθυμίζεται ότι γενικά στόχος της 

μεθόδου είναι η γρήγορη απεικόνιση των αποτελεσμάτων χωρίς να χάνεται πληροφορία. 

Στη συνέχεια παρουσιάζεται στο Γράφημα 7.6, η σύγκριση των κανονικοποιημένων ροπών ως 

προς τις αρχικές τους τιμές από την επίλυση με μέγιστη εντροπία και την αντίστοιχη από το PBE 

μέσω των πεπερασμένων στοιχείων στο χρονικό διάστημα [0,100] sec: 
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Γράφημα 6.6: Εξέλιξη κανονικοποιημένων ροπών στο χρόνο. Σύγκριση μεθόδου ροπών με μέγιστη εντροπία(σημεία) 

και λύσης του PBE (συνεχής γραμμή). Χρώματα: Μηδενική ροπήΜπλε , Πρώτη ροπήΚόκκινο, Δεύτερη 

ροπήΠράσινο και Τρίτη ροπήΚίτρινο 

 

H επίλυση με την μέγιστη εντροπία συμφωνεί με εξαιρετική ακρίβεια με την αντίστοιχη του 

PBE. Όσον αφορά, την εξέλιξη των ροπών είναι αντίστοιχη με την περίπτωση της 

συσσωμάτωσης με σταθερό ρυθμό, απλά γίνεται πιο γρήγορα. 

Σημαντικό είναι να αναφερθεί ότι οι προσαρμογές επιλέχθηκαν με κριτήριο την όσο το δυνατόν 

ταχύτερη επίλυση με ταυτόσημα αποτελέσματα με του PBE. Στην αρχή έγιναν δοκιμές χωρίς τις 

προσαρμογές και ο κώδικας αργούσε αρκετά για να θεωρηθεί ορθή η μεθοδολογία της επίλυσης. 

Ο συνολικός χρόνος προσομοίωσης: t= 39 sec. Στόχος ήταν αν γίνεται να παρθούν πολύ κοντινά 

αποτελέσματα κάτω από 1 min. 

Τέλος, στο Γράφημα 6.7 παρουσιάζονται στιγμιότυπα της ανακατασκευασμένης κατανομής στο 

χρονικό διάστημα [0,100] sec: 
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Γράφημα 6.7: Στιγμιότυπα εξέλιξης κρυσταλλικής κατανομής όταν ο μηχανισμός συσσωμάτωσης ακολουθεί τη Σχ. 

5.11 (Brownian kernel) 

 

Όπως και στη σταθερή συσσωμάτωση, έτσι και εδώ είναι φανερό ότι ο συνολικός όγκος των 

κρυστάλλων δεν μεταβάλλεται και το συνολικό πλήθος τους μειώνεται με το πέρασμα του 

χρόνου. 

 

6.4 Κρυστάλλωση με μηχανισμό διάσπασης κρυστάλλων, δυναμικού πυρήνα 

 

Το σύστημα διαφορικών εξισώσεων των ροπών αυτής της περίπτωσης, δίνεται από την 

Εξ.(5.18).  

Η αρχική κατανομή για την προσομοίωση της εξέλιξης των ροπών όταν ο μοναδικός μηχανισμός 

που λαμβάνεται υπόψη είναι η διάσπαση κρυστάλλων δυναμικού πυρήνα, δίνεται από την 

Εξ.(6.3). 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της μεθόδου της μέγιστης εντροπίας και η 

σύγκριση αυτών με την αναλυτική λύση που δίνεται από τη σχέση(Kumar 2006): 

𝑛(𝐿, 𝑡) = 3𝐿2𝑒−𝐿
3(1+𝑡)(1 + 𝑡2)                                                                                                 (6.5)  

Στο Γράφημα (6.8) γίνεται σύγκριση της εξέλιξης των κανονικοποιήμενων ροπών ως προς τις 

αρχικές τους τιμές  σε λογαριθμική κλίμακα όπως υπολογίζονται με τη μέθοδο της μέγιστης 

εντροπίας με τις αναλυτικές τιμές των ροπών όπως προκύπτουν από την ολοκλήρωση της Εξ.6.5 

στο χρονικό διάστημα t=[0,100] sec. 
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Γράφημα 6.8:Εξέλιξη κανονικοποιημένων ροπών στο χρόνο μέγιστη εντροπία(σημεία) και αναλυτική λύση (συνεχής 

γραμμή). Χρώματα: Μηδενική ροπήΜπλε , Πρώτη ροπήΚόκκινο, Δεύτερη ροπήΠράσινο και Τρίτη 

ροπήΚίτρινο 

 

Από το Γράφημα 6.8 φαίνεται πως η εξέλιξη των ροπών στο χρόνο ακολουθεί ακριβώς 

αντίστροφη συμπεριφορά από την περίπτωση της συσσωμάτωσης, με κοινό χαρακτηριστικό ότι 

ο συνολικός όγκος, δηλαδή η τρίτη ροπή, παραμένει σταθερή. Η μηδενική ροπή που αντιστοιχεί 

στο συνολικό πλήθος των κρυστάλλων αυξάνεται σταθερά γεγονός απολύτως λογικό καθώς 

μεγαλύτεροι κρύσταλλοι διασπώνται σε μικρότερους. 

Η ακρίβεια της επίλυσης είναι η επιθυμητή με μια πολύ μικρή σταθερή απόκλιση στην πρώτη 

και δεύτερη ροπή. Αυτό μπορεί να οφείλεται στο σχετικό σφάλμα της επαναληπτικής μεθόδου 

Newton-Raphson μέσα στον αλγόριθμο της μέγιστης εντροπίας, καθώς από το προφίλ του 

κώδικα σε εκείνο το σημείο ο αλγόριθμος καθυστερούσε παραπάνω. Τελευταίο κριτήριο για την 

ορθή επίλυση στην περίπτωση της διάσπασης είναι η σύγκριση της ανακατασκευασμένης 

κατανομής με βάση της υπολογισμένες ροπές με τη μέγιστη εντροπία συγκρινόμενη με την 

δοσμένη αναλυτική λύση Εξ. (6.5). 

Στα Γραφήματα 6.8(α)-(δ) παρουσιάζονται οι κατανομές των κρυστάλλων όπως υπολογίζονται 

από τη μέθοδο των ροπών και μέγιστης εντροπίας και η σύγκριση αυτών με την αναλυτική λύση 

(Εξ. (6.5)) στους χρόνους t=0,20,80 και 100 sec. 
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                   (α)                                                                                              (β) 

 

 

 

 

                (γ)                                                                                                  (δ) 

 

Γράφημα 6.8: Σύγκριση ανακατασκευασμένης κατανομής από την μέγιστη εντροπία με αναλυτική λύση για τις χρονικές στιγμές 

0(α),20(β), 80(γ), 100(δ) sec. 
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Τέλος, παρουσιάζεται η ανακατασκευασμένη κρυσταλλική κατανομή από την μέγιστη εντροπία 

για διάφορες χρονικές στιγμές στο Γράφημα 6.9: 

 

 

Γράφημα 6.9 Στιγμιότυπα ανακατασκευασμένης κρυσταλλικής κατανομής (μέθοδος Maxent) όταν μοντελοποιείται ο 

μηχανισμός διάσπασης (Εξ.5.18) 

 

Πολύ σημαντική ήταν η επίτευξη αρκετά γρήγορης προσομοίωσης και σε αυτό το παράδειγμα. 

Ο συνολικός χρόνος ήταν 23 sec και για την επίλυση του συστήματος των ροπών με την 

MaxEnt, αλλά και όλων των ανακατασκευασμένων κρυσταλλικών κατανομών. Με αυτό το 

παράδειγμα κλείνει και το κομμάτι της επαλήθευσης της μεθόδου, με μεγάλη ακρίβεια και 

ταχύτητα στους υπολογισμούς.  

Στο επόμενο κεφάλαιο, εφόσον έχει γίνει η επαλήθευση της μεθόδου θα χρησιμοποιηθεί για την 

εύρεση άγνωστων παραμέτρων που αφορούν τους μηχανισμούς, κάνοντας προσαρμογή πάνω σε 

δεδομένα (fitting). 
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Κεφάλαιο 7: Κρυστάλλωση με τους μηχανισμούς ανάπτυξης, 

συσσωμάτωσης και διάσπασης. Προσαρμογή παραμέτρων σε 

δεδομένα 
 

Στο παρόν κεφάλαιο μελετάται η περίπτωση επίδρασης των μηχανισμών και η μέθοδος 

προσαρμογής των προσομοιώσεων σε δεδομένα κρυστάλλωσης για τον υπολογισμό του ρυθμού 

ανάπτυξης, της συχνότητας συσσωμάτωσης και το ρυθμού διάσπασης. Το μοντέλο που 

προσομοιώνεται είναι ένας ισοθερμοκρασιακός αντιδραστήρας διαλείποντος έργου πλήρους 

ανάμιξης, όπου διαλυμένη ουσία θεωρούνται οι κρύσταλλοι και διαλύτης το νερό. Οι 

κρύσταλλοι θεωρούνται σφαιρικοί με παράγοντα σχήματος όγκου kV=1 και παράγοντα 

σχήματος επιφάνειας ka=6. Οι κρύσταλλοι είναι NaClO3 με πυκνότητα ρc= 2500 kg m-3 

(C.Xiouras 2019). Στη συνέχεια αναλύονται οι μηχανισμοί ξεχωριστά και παρουσιάζεται το 

συνολικό ισοζύγιο. 

 

7.1 Προσομοίωση και προσαρμογή σε δεδομένα για την εύρεση του ρυθμού 

ανάπτυξης, kg 
 

Αρχικά, εξετάζεται η περίπτωση που οι παράμετροι της συσσωμάτωσης και της διάσπασης 

θεωρούνται γνωστοί με μόνο άγνωστο το ρυθμό ανάπτυξης kg. Με αυτό τον τρόπο θα γίνει 

επαλήθευση της μεθόδου και σε προβλήματα προσαρμογής σε δεδομένα (fitting) και θα 

δοκιμασθεί στην επόμενη υποενότητα με αγνώστους και τις τρεις παραμέτρους. 

Σε αυτό το σημείο είναι αναγκαίο να ορισθεί το ισοζύγιο μάζας που αφορά την διαλυμένη ουσία, 

εδώ δηλαδή τους κρυστάλλους, ως προς την μάζα διαλύτη. Αυτή η σχέση συνδέεται με την Εξ. 

(2.12) που εξηγήθηκε στο κεφάλαιο 2 (Myerson 2019): 

d𝑐

dt
= −3𝑘𝑣𝜌𝑐𝐺(𝐿) ∫ n(L, t)𝐿2 d

𝐿𝑚𝑎𝑥

0
𝐿                                                                                       (7.1)                                 

 

όπου ο ρυθμός ανάπτυξης των κρυστάλλων G θεωρείται ότι μεταβάλλεται γραμμικά  ως προς 

την συγκέντρωση 𝑐 της διαλυμένης ουσίας και την διαλυτότητα 𝑐∗ και ανεξάρτητος από το 

χαρακτηριστικό μέγεθος των κρυστάλλων (M.Iggland 2011) : 

 

𝐺 = 𝑘𝑔 (
𝐶

𝐶∗
− 1)                                                                                                                        (7.2)                            

 

όπου kg σταθερά του ρυθμού ανάπτυξης σε m/s , συγκέντρωση c και διαλυτότητα 𝑐∗ σε kg/kg-

solv. Η διαλυτότητα θεωρείται στο συγκεκριμένο παράδειγμα: 
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𝑐∗ = 1 
𝑘𝑔

𝑘𝑔−𝑠𝑜𝑙𝑣
.                                                                                                                           (7.3) 

Όσον αφορά το μηχανισμό της συσσωμάτωσης σε αυτό το πρόβλημα χρησιμοποιήθηκε η 

περίπτωση του κεφαλαίου 5, σταθερής συχνότητας, β0, Εξ.(5.10). Αντίστοιχα, για την 

προσομοίωση του συστήματος έγινε χρήση των τύπων για τη διάσπαση από το Κεφάλαιο 5 

(power law breakage kernel) Εξ.(5.14) και Εξ.(5.15) . Αναλυτικά, το σύστημα των διαφορικών 

εξισώσεων που αφορούν την εξέλιξη των ροπών συμπεριλαμβανομένων των σχέσεων 7.1, 7.2, 

και 8.3 που αφορούν την ανάπτυξη των κρυστάλλων (ισοζύγιο μάζας): 

 

d𝜇𝑛
𝑑𝑡

= G∫ 𝑛𝐿𝑛−1n(L, t)𝑑𝐿
𝐿𝑚𝑎𝑥

0

+
1

2
∫ 𝑛(𝜆, 𝑡)∫ 𝛽0(𝑢

3 + 𝜆3)
𝑛
3𝑛(𝑢, 𝑡)𝑑𝑢𝑑𝜆

𝑢𝑚𝑎𝑥

0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0

−∫ 𝐿𝑛
𝐿𝑚𝑎𝑥

0

𝑛(𝐿, 𝑡)∫ 𝛽0

𝜆𝑚𝑎𝑥

0

𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆𝑑𝐿

+ ∫ 𝑎(𝜆)(∫ 𝐿𝑛𝑏(𝐿, 𝜆)
𝐿𝑚𝑎𝑥

0

𝑑𝐿)
𝜆𝑚𝑎𝑥

0

 𝑛(𝜆, 𝑡)𝑑𝜆 − ∫ 𝐿𝑛
𝐿𝑚𝑎𝑥

0

𝑎(𝐿)𝑛(𝐿, 𝑡)𝑑𝐿 

d𝐶

dt
= −3𝑘𝑣𝜌𝑐𝐺 ∫ n(L, t)𝐿2 d

∞

0
𝐿 = −𝑘𝑣𝜌𝑐

d𝜇3

𝑑𝑡
                                                                          (7.4) 

όπου (A. Falola 2013): 

𝛼(𝐿) = 𝐿3                                                                                                                                   (7.5) 

𝑏(𝐿, 𝜆) =
6𝐿2

𝜆3
                                                                                                                               (7.6) 

𝛽0 = 1 
𝑚3

𝑠
                                                                                                                                   (7.7) 

 

Για την εύρεση των παραμέτρων χρησιμοποιήθηκε η μη γραμμική μέθοδος ελαχίστων 

τετραγώνων (Non Linear Regression) ελαχιστοποιώντας την διαφορά |𝐶𝑑𝑎𝑡𝑎 − 𝐶𝑂𝐷𝐸|, 
(leastsquares στην Python). Στο παράδειγμα αυτό ως δεδομένα χρησιμοποιείται το διάνυσμα 

τιμών της συγκέντρωσης σε διάφορες χρονικές στιγμές, που αντιστοιχεί στο 𝐶𝑑𝑎𝑡𝑎, που 

προκύπτουν από την επίλυση του PBE (Εξ. 3.13) στο Comsol (www.comsol.com n.d.) με τη 

μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. Αντίστοιχα, το 𝐶𝑂𝐷𝐸 είναι οι τιμές που θα υπολογιστούν 

από την επίλυση του συστήματος Εξ.(7.4) από τον επιλυτή. Η τιμή του kg υπολογίζεται έτσι 

ώστε να ελαχιστοποιεί την απόλυτη τιμή της διαφοράς μεταξύ Cdata και CODE. 

 

Στη συνέχεια παρατίθεται ο πίνακας της συγκέντρωσης ο οποίος προήλθε από επίλυση του PBE 

με γνωστές και τις τρεις παραμέτρους. Στόχος είναι ο υπολογισμένος ρυθμός ανάπτυξης από την 



 

[51] 
 

επίλυση της Εξ. (7.4) με προσαρμογή της συγκέντρωσης στα δεδομένα να βγει κοντά με τον 

αρχικό ρυθμό που χρησιμοποιήθηκε για την επίλυση του PBE, με τη μέθοδο των πεπερασμένων 

στοιχείων στο Comsol (www.comsol.com n.d.). Πίνακας 7.1: 

 

Πίνακας 7.1: Δεδομένα για την εξέλιξη της συγκέντρωσης από την επίλυση του PBE με γνωστό το ρυθμό ανάπτυξης, kg. 

 

 

7.1.1 Αποτελέσματα 
 

Τα τεχνικά χαρακτηριστικά της επίλυσης που αφορούν τα όρια ολοκλήρωσης, σχετικών 

σφαλμάτων, καθώς και η επιλογή επιλυτή, είναι τα ίδια όπως περιεγράφηκαν στο Κεφάλαιο 5. 

Για το fitting χρησιμοποιήθηκε αλγόριθμος leastsq που ανήκει στο πακέτο της Python 

scipy.optimize, με σχετικό σφάλμα 10-8. 

Για την επίλυση του συστήματος διαφορικών εξισώσεων 7.4, με προσαρμογή της συγκέντρωσης 

στα δεδομένα του Πίνακα 8.1 για την εύρεση του ρυθμού kg, είναι απαραίτητη η γνώση των 

αρχικών τιμών των ροπών. Αυτές δίνονται από δεδομένα του PBE στο Comsol στον Πίνακα 8.2: 

time (s) C (kg/kg-solv) time (s) C (kg/kg-solv) time (s) C (kg/kg-solv) 

0 0.800002708 1.8 0.985761049 3.6 0.999090791 

0.1 0.825521025 1.9 0.987769222 3.7 0.999220002 

0.2 0.84810017 2 0.989496028 3.8 0.999330868 

0.3 0.868031503 2.1 0.990980414 3.9 0.999425986 

0.4 0.885542721 2.2 0.992256061 4 0.999507588 

0.5 0.900873753 2.3 0.993352059 4.1 0.999577594 

0.6 0.914258184 2.4 0.994293511 4.2 0.999637651 

0.7 0.925915558 2.5 0.995102064 4.3 0.999689171 

0.8 0.936048218 2.6 0.995796369 4.4 0.999733367 

0.9 0.944840245 2.7 0.996392489 4.5 0.99977128 

1 0.952457508 2.8 0.996904247 4.6 0.999803803 

1.1 0.959048338 2.9 0.997343539 4.7 0.999831702 

1.2 0.964744568 3 0.997720591 4.8 0.999855634 

1.3 0.969662766 3.1 0.998044197 4.9 0.999876164 

1.4 0.973905562 3.2 0.998321915 5 0.999893774 

1.5 0.977562979 3.3 0.998560238   

1.6 0.980713745 3.4 0.998764744   

1.7 0.983426519 3.5 0.998940223   
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Πίνακας 7.2: Δεδομένα για τις αρχικές τιμές των ροπών 

 

 

 

 

Έχοντας ως δεδομένα τους πίνακες 8.1 και 8.2 επιλύεται το σύστημα των διαφορικών Εξ.(8.4) 

ως προς kg, για την εύρεση του με τη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. Αρχική εκτίμηση για την 

τιμή του kg ήταν 10-4 m/s στηριζόμενοι σε θεωρητικές τιμές. Η τιμή του kg που βρέθηκε είναι: 

𝑘𝑔 = 0.0002012 𝑚/𝑠, 

ενώ η τιμή της παραμέτρου που χρησιμοποιήθηκε στο COMSOL για την παραγωγή των 

δεδομένων ήταν 0.0002 m/s. 

Επομένως το σχετικό σφάλμα είναι: 

𝑒𝑘𝑔 = |
𝑘𝑔𝐷𝐴𝑇𝐴 − 𝑘𝑔

𝑘𝑔𝐷𝐴𝑇𝐴
| = 0.5% 

αποδεικνύοντας για μία ακόμη φορά την αποτελεσματικότητα της προτεινόμενης μεθοδολογίας.  

Στο Γράφημα 7.1 παρουσιάζεται η εξέλιξη της συγκέντρωσης όπως υπολογίζεται από το 

σύστημα διαφορικών εξισώσεων (7.14) και η σύγκριση με τα δεδομένα του Πίνακα 8.1 (τα 

οποία προέκυψαν από προσομοίωση PBE στο COMSOL), με βάση τον υπολογισμένο ρυθμό 

ανάπτυξης kg: 

 

Γράφημα 7.1: Σύγκριση εξέλιξης συγκέντρωσης διαλυμένης ουσίας, όπως λαμβάνεται από προσομοιώσεις του PBE στο 

COMSOL (data) και από την τελικά προσαρμοσμένη τιμή του kg χρησιμοποιώντας τη μέθοδο ροπών και μέγιστης εντροπίας (fit). 

𝜇0(
𝛮0
𝑚3
) 

𝜇1(
𝑚𝛮0
𝑚3

) 𝜇2(
𝑚2𝛮0
𝑚3

) 𝜇3(
𝑚3𝛮0
𝑚3

) 

1 0.892973557 0.902733255 0.999979998 
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Μετά τον σωστό υπολογισμό του ρυθμού ανάπτυξης, δόθηκαν δεδομένα και για την εξέλιξη των 

ροπών από την επίλυση του PBE μέσω του Comsol για την σύγκριση τους με την επίλυση τις 

Εξ.(7.14), με χρήση της βρισκόμενης τιμής του kg τα οποία παρουσιάζονται στο Γράφημα 7.2: 

 

 

Γράφημα 7.2: Σύγκριση ροπών κρυσταλλικής κατανομής όπως υπολογίζονται από τη μέθοδο maxent (ευθεία 

γραμμή) και όπως προέκυψαν από την αριθμητική επίλυση του PBE σε περιβάλλον COMSOL (μέθοδος 

πεπερασμένων στοιχείων). Χρώματα: Μηδενική ροπήΜπλε , Πρώτη ροπήΚόκκινο, Δεύτερη ροπήΠράσινο 

και Τρίτη ροπήΚίτρινο: 

 

Όπως φαίνεται στο Γράφημα 7.3, η μέθοδος της μέγιστης εντροπίας έχει εξαιρετική ακρίβεια και 

σε προβλήματα προσαρμογής, αλλά και σε προβλήματα που συμμετέχουν όλοι οι μηχανισμοί. Η 

μεγάλη διαφορά είναι ότι με την μέθοδο των ροπών και της μέγιστης εντροπίας λύνεται 

ουσιαστικά ένα σύστημα πέντε εξισώσεων, ενώ η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων επιλύει 

συστήματα της τάξης των μερικών χιλιάδων αγνώστων και παρόλα αυτά έχουν εξαιρετική 

συμφωνία. 

Χαρακτηριστικό είναι ότι ο συνολικός χρόνος προσομοίωσης: t= 175 sec ή 2 min 55 sec, τόσο 

για το fitting όσο και για την επίλυση του συστήματος. Για άλλη μια φορά η ταχύτητα και η 

ακρίβεια της μεθόδου κρίνεται με επιτυχία, ακόμα και σε πιο σύνθετα προβλήματα. 

 Όσον αφορά την εξέλιξη των ροπών γίνεται φανερό πως από τους μηχανισμούς που 

συμβάλλουν, δηλαδή την ανάπτυξη, συσσωμάτωση και διάσπαση, κύριοι είναι η διάσπαση και η 

συσσωμάτωση. Αυτό συμπεραίνεται από την εξέλιξη της τρίτης ροπής στο χρόνο καθώς 

παραμένει σταθερή, επομένως ο μηχανισμός της ανάπτυξης μπορεί να θεωρηθεί σχεδόν 

αμελητέος. Επιπρόσθετα, από τη στιγμή που η μηδενική ροπή αυξάνεται με το χρόνο, δηλαδή το 
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πλήθος των κρυστάλλων αυξάνεται, μπορεί να βγει το συμπέρασμα ότι ο κύριος μηχανισμός 

είναι η διάσπαση των κρυστάλλων. 

Στη συνέχεια γίνεται σύγκριση της κρυσταλλικής κατανομής όπως προέκυψε από την 

ανακατασκευή της με τη μέθοδο της μέγιστης εντροπίας με αριθμητικές λύσεις από το Comsol 

για την επαλήθευση της ικανότητας της μεθόδου να παράγει πέρα από επιλύσεις διαφορικών 

εξισώσεων και μια πολύ καλή απεικόνιση της κατανομής για διάφορες χρονικές στιγμές. 

Υπενθυμίζεται πως οι ανακατασκευή γίνεται με δεδομένα τις ροπές για την συγκεκριμένη 

χρονική στιγμή και όρια ολοκλήρωσης, κατώτατο μηδέν και ανώτατο όπως αναλύθηκε στο 

κεφάλαιο 5(Εξ. 5.3). Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στο Γράφημα 7.4((α),(β),(γ),(δ)) για 

διαφορετικές χρονικές στιγμές t=0,1,2 και 5 sec: 

 

 

(α)                                                                                                             (β) 
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             (γ)                                                                                                 (δ) 

 

 

Γράγημα 7.4:Σύγκριση ανακατασκευασμένης κατανομής από MaxEnt με την κρυσταλλική κατανομή από την επίλυση του PBE για 

διάφορες χρονικές στιγμές, t=0(a), 1(β), 2(γ) και 5 sec (δ) 

 

Η σύγκριση αυτή αναδεικνύει την ικανότητα της μεθόδου να ανακατασκευάζει με ακρίβεια και 

την κατανομή των κρυστάλλων. Θα αναφερθεί για ακόμη μια φορά η αξία της ακριβής 

προσσέγγισης της κατανομής οποιαδήποτε χρονική στιγμή, καθώς σε αυτό υπερτερεί η μέγιστη 

εντροπία έναντι άλλων υπολογιστικών μεθόδων οι οποίες βασίζονται στη μέθοδο των 

στατιστικών ροπών. Σε προβλήματα που αφορούν την κρυστάλλωση δεν είναι πάντα δυνατόν να 

υπάρχουν αναλυτικές λύσεις και η αντίστοιχη επίλυση του PBE είναι ένα χρονοβόρο και 

πολύπλοκο πρόβλημα. Τα δύο σημεία τα οποία χρειάζεται η μέθοδος είναι χαμηλές τιμές ροπών 

και η κατανομή να προσσεγγίζει την κανονική, τα οποία ισχύουν για πάρα πολλές 

προσωμοιώσεις. Επιπρόσθετα, και να μην ισχύουν με κατάλληλες προσαρμογές στα μεγέθη των 

ροπών, για παράδειγμα χρήση αδιάστατων μεγεθών, αλλά και στις αρχικές τιμές των 

πολλαπλασιαστών και των ορίων για μιας άλλης φύσεως κατανομή, η μέγιστη εντροπία θα 

μπορούσε να δουλέψει πάλι με αρκετά μεγάλη ακρίβεια και ταχύτητα. Στην επόμενη 

υποενότητα αναλύεται η περίπτωση όλοι οι παράμετροι που αφορούν τους μηχανισμούς της 

ανάπτυξης, συσσωμάτωσης και διάσπασης να είναι άγνωστοι. Η διαδικασία επίλυσης είναι 

πανομοιοτυπη με αυτής της περίπτωσης με κάποιες διαφορές που θα αναλυθούν στη συνέχεια  
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7.2 Προσομοίωση και προσαρμογή σε δεδομένα για τον υπολογισμό των 

ρυθμών ανάπτυξης kg, συσσωμάτωσης β0 και διάσπασης kbr 

Σε αυτή την περίπτωση που εξετάζεται θεωρούμε ότι όλες οι τιμές για τις παραμέτρους του 

ρυθμού ανάπτυξης, συσσωμάτωσης και διάσπασης είναι άγνωστες.  Επίσης, για τη διάσπαση 

θεωρούμε την έκφραση: 

𝛼(𝐿) = 𝑘𝑏𝑟𝐿
3                                                                                                                             (7.8) 

όπου 𝑘𝑏𝑟 είναι η παράμετρος του ρυθμού διάσπασης. Αντίστοιχα, με την προηγούμενη 

περίπτωση επιλύεται στο σύστημα Εξ.(7.4) με προσαρμογή σε δεδομένα που προέκυψαν από 

την επίλυση του PBE (Εξ.3.13) με πεπερασμένα στοιχεία στο Comsol. Σε αυτή την 

προσομοίωση θεωρήθηκε δεδομένη η εξέλιξη της μηδενικής ροπής στο χρόνο και για την 

εύρεση των παραμέτρων χρησιμοποιήθηκε πάλι η μέθοδος των ελαχίστων 

τετραγώνων|𝜇0𝑑𝑎𝑡𝑎 − 𝜇0𝑂𝐷𝐸| , όπου μ0data είναι οι τιμές τις μηδενικής ροπής από την επίλυση 

του PBE και μ0ODE η εξέλιξη της μηδενικής ροπής από την επίλυση με τη μέθοδο της μέγιστης 

εντροπίας. Σε αυτό το παράδειγμα επιλέχθηκε η μηδενική ροπή ως δεδομένη καθώς συνδέεται 

άμεσα με όλες τις παραμέτρους στην Εξ.(7.4). Στόχος είναι η εύρεση των άγνωστων κινητικών 

παραμέτρων, η σύγκριση τους με αυτούς που χρησιμοποιήθηκαν για την επίλυση του PBE και 

στη συνέχεια η σύγκριση της εξέλιξης των ροπών με τις δύο μεθόδους. Στον Πίνακα 7.3 

δίνονται τα δεδομένα εξέλιξης της μηδενικής ροπής στο χρόνο όπως προέκυψαν από την 

επίλυση του PBE: 

Πίνακας 7.3: Δεδομένα από την επίλυση του PBE για την εξέλιξη της μηδενικής ροπής στο χρόνο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

time(s) 
𝝁𝟎(

𝜨𝟎
𝒎𝟑

) 
time(s) 

𝝁𝟎(
𝜨𝟎
𝒎𝟑

) 
time(s) 

𝝁𝟎(
𝜨𝟎
𝒎𝟑

) 

0 0.999996 1.7 0.80660797 3.4 0.798126914 

0.1 0.964010004 1.8 0.805160591 3.5 0.798054808 

0.2 0.934885342 1.9 0.803948791 3.6 0.797994297 

0.3 0.911203205 2 0.802933983 3.7 0.797943506 

0.4 0.891825928 2.1 0.802084006 3.8 0.797900867 

0.5 0.875883703 2.2 0.801371951 3.9 0.79786506 

0.6 0.862663169 2.3 0.800775318 4 0.797834983 

0.7 0.851724614 2.4 0.800275316 4.1 0.797809709 

0.8 0.842672781 2.5 0.799856245 4.2 0.797788462 

0.9 0.835172014 2.6 0.799504974 4.3 0.797770593 

1 0.828947043 2.7 0.799210504 4.4 0.797755554 

1.1 0.823773568 2.8 0.798963618 4.5 0.797742889 

1.2 0.819468673 2.9 0.798756599 4.6 0.797732215 

1.3 0.815882771 3 0.798582993 4.7 0.797723209 

1.4 0.812893132 3.1 0.798437397 4.8 0.797715602 

1.5 0.810408311 3.2 0.798315282 4.9 0.797709169 

1.6 0.808337804 3.3 0.79821285 5 0.797703719 



 

[57] 
 

7.2.1 Αποτελέσματα 
 

Αρχικά, όσον αφορά τα τεχνικά χαρακτηριστικά του αλγορίθμου, σε αυτή την περίπτωση έγινε 

αύξηση του σχετικού σφάλματος του επιλυτή (BDF) για την προσαρμογή της επίλυσης με την 

μέγιστη εντροπία πάνω στα δεδομένα της μηδενικής ροπής του Πίνακα 8.3. Έγινε αυτή η 

επιλογή καθώς με τρεις αγνώστους καθυστερούσε αρκετά ο κώδικα με αρκετά χαμηλά σχετικά 

σφάλματα. 

Για την επίλυση του συστήματος 7.4 είναι αναγκαία η χρήση των αρχικών τιμών των ροπών και 

της συγκέντρωσης. Δίνονται στο παρακάτω Πίνακα 7.4 από την αντίστοιχη επίλυση του PBE: 

 

Πίνακας 7.4: Αρχικές τιμές ροπών και συγκέντρωσης από την επίλυση του PBE στο Comsol 

C(kg/kg-solv) 

𝝁𝟎(
𝜨𝟎
𝒎𝟑

) 
𝝁𝟏(

𝒎𝜨𝟎
𝒎𝟑

) 𝝁𝟐(
𝒎𝟐𝜨𝟎
𝒎𝟑

) 𝝁𝟑(
𝒎𝟑𝜨𝟎
𝒎𝟑

) 

0.80001354 0.999996 0.892977128 0.902744085 0.999999994 

                       

Ως αρχικές εκτιμήσεις των παραμέτρων, για το kg χρησιμοποιήθηκε η τιμή που βρέθηκε στο 

παράδειγμα 7.1 και για τις άλλες δύο η μονάδα: 

 𝑘𝑔𝐼𝑁 = 0.0002012 𝑚/𝑠 , 𝛽0𝐼𝑁 = 1
𝑚3

𝑠
 και 𝑘𝑏𝑟𝐼𝑁 = 1

#

𝑠
 

 

Από την προσαρμογή της μηδενικής ροπής πάνω στα δεδομένα υπολογίστηκαν οι παράμετροι 

ως: 

𝑘𝑔 = 0.00132
𝑚

𝑠
 𝛽0 = 2.224

𝑚3

𝑠
 𝑘𝑏𝑟 = 0.707

#

𝑠
 

 

 

Οι τιμές των παραμέτρων που χρησιμοποιήθηκαν στο Comsol για την παραγωγή των 

αριθμητικών λύσεων ήταν: 

𝑘𝑔𝐷𝐴𝑇𝐴 = 0.001
𝑚

𝑠
 𝛽0𝐷𝐴𝑇𝐴 = 2.2

𝑚3

𝑠
 𝑘𝑏𝑟𝐷𝐴𝑇𝐴 = 0.7

#

𝑠
 

 

 

 

Επομένως, οι παράμετροι υπολογίσθηκαν με σχετικό σφάλμα: 

 

𝑒𝑘𝑔 = |
𝑘𝑔𝐷𝐴𝑇𝐴 − 𝑘𝑔

𝑘𝑔𝐷𝐴𝑇𝐴
| = 32% 𝑒𝛽0 = |

𝛽0 − 𝛽0𝐷𝐴𝑇𝐴
𝛽0𝐷𝐴𝑇𝐴

| = 1.09%  𝑒𝑘𝑏𝑟 = |
 𝑘𝑏𝑟 − 𝑘𝑏𝑟𝐷𝐴𝑇𝐴
 𝑘𝑏𝑟𝐷𝐴𝑇𝐴

| = 1% 
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Οι τιμές που αφορούν την συσσωμάτωση και τη διάσπαση υπολογίστηκαν με μεγάλη ακρίβεια. 

Ωστόσο, ο ρυθμός ανάπτυξης έχει σημαντική απόκλιση. Αυτό μπορεί να οφείλεται στο γεγονός 

πως έγινε προσαρμογή πάνω μόνο στην μηδενική ροπή και όχι σε περισσότερες μεταβλητές. Η 

επιλογή αυτή έγινε για την προσομοίωση του προβλήματος με όσο το λιγότερο δυνατόν 

δεδομένα για την εύρεση των παραμέτρων και την ταχύτητα του αλγορίθμου. 

 

Στη συνέχεια, χρησιμοποιήθηκαν οι υπολογισμένες τιμές από τα ελάχιστα τετράγωνα, για την 

επίλυση της Εξ.(7.4) με την μέθοδο της μέγιστης εντροπία, για την εύρεση της εξέλιξης των 

ροπών. Στο παρακάτω Γράφημα 7.5 παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της επίλυσης 

συγκρινόμενα με τις τιμές των ροπών από την λύση του PBE: 

 

 

 
Γράφημα 7.5: Σύγκριση ροπών κρυσταλλικής κατανομής όπως υπολογίζονται από τη μέθοδο maxent (ευθεία 

γραμμή) και όπως προέκυψαν από την αριθμητική επίλυση του PBE σε περιβάλλον COMSOL (μέθοδος 

πεπερασμένων στοιχείων). Χρώματα: Μηδενική ροπήΜπλε , Πρώτη ροπήΚόκκινο, Δεύτερη ροπήΠράσινο 

και Τρίτη ροπήΚίτρινο 
 
 

 

Αντίστοιχα, παρουσιάζεται στο Γράφημα 7.6 σύγκριση της συγκέντρωσης από την επίλυση με 

μέγιστη εντροπία με τη χρήση των υπολογισμένων παραμέτρων σε σχέση με δεδομένα από την 

επίλυση του PBE: 
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Γράφημα 7.6:Σύγκριση εξέλιξη συγκέντρωσης στο χρόνο από την μέγιστη εντροπία και τα πεπερασμένα στοιχεία του 

PBE 

 

Από τα Γραφήματα 7.5 και 7.6 γίνεται φανερό πως η επίλυση της μέγιστης εντροπίας έχει 

αρκετά μεγάλη ακρίβεια, παρά το γεγονός πως ο ρυθμός ανάπτυξης είχε σχετικά σημαντική 

απόκλιση από αυτόν που χρησιμοποιήθηκε στη λύση του PBE. Από αυτό το γεγονός μπορεί να 

βγει το συμπέρασμα πως ο μηχανισμός της ανάπτυξης δε συνεισφέρει ουσιαστικά στη δυναμική 

εξέλιξη της κατανομής των κρυστάλλων σε σχέση με τους άλλους δύο μηχανισμούς. Το 

συμπέρασμα αυτό το επιβεβαιώνει και η εξέλιξη της τρίτης ροπής στο χρόνο η οποία παραμένει 

σταθερή.  

Όσον αφορά τον κύριο μηχανισμό, από το γράφημα 7.5 παρατηρείται μείωση του συνολικού 

πληθυσμού του κρυστάλλου από την μηδενική ροπή. Μπορεί να βγει με ασφάλεια, λοιπόν, το 

συμπέρασμα πως ο κύριος μηχανισμός που διέπει το σύστημα είναι η συσσωμάτωση. 

Επιπρόσθετα, ο στόχος επετεύχθη στο κομμάτι της ταχύτητας του αλγορίθμου με συνολικό 

χρόνο προσομοίωσης 387 sec ή 6 min και 27 sec. Αποτελεί τον πιο αργό κώδικα μέχρι στιγμής 

και τον πιο περίπλοκο, καθώς στο παράδειγμα ήταν άγνωστοι τρεις παράμετροι, επομένως είναι 

πλήρως ικανοποιητικός. 

 Τέλος, γίνεται σύγκριση της ανακατασκευασμένης κατανομής με την μέγιστη εντροπία με την 

αντίστοιχη από την επίλυση του PBE για διάφορες χρονικές στιγμές. Η σύγκριση παρουσιάζεται 

στο Γράφημα 7.7 (α),(β),(γ),(δ): 
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(α)                                                                                                       (β) 

 

(γ)                                                                                                      (δ) 

 

Γράγημα 7.7:Σύγκριση ανακατασκευασμένης κατανομής από MaxEnt με την κρυσταλλική κατανομή από την επίλυση του PBE για 

διάφορες χρονικές στιγμές, t=0(a), 1(β), 2(γ) και 5 sec (δ) 

Με αυτήν την ενότητα κλείνει με επιτυχία το κομμάτι της επαλήθευσης της μέγιστης εντροπίας 

ως μια τεχνική μέθοδος επίλυσης μοντέλων που αφορούν την κρυστάλλωση και συγκεκριμένα 

μια μέθοδος που βασίζεται πάνω στη μέθοδο των στατιστικών ροπών και να λύσει τα 

προβλήματα που δημιουργούνται όσον αφορά την κατανομή. Τα πιο σημαντικά πλεονεκτήματα 

είναι η ταχύτητα επίλυσης και η εύρεση με μεγάλη ακρίβεια της κατανομής μετά το τέλος της 

επίλυσης του συστήματος των ροπών. 
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Κεφάλαιο 8: Συμπεράσματα και προτάσεις για μελλοντική έρευνα 
 

8.1 Συμπεράσματα 
 

Στην παρούσα διπλωματική αναλύθηκαν οι επιμέρους μηχανισμοί της κρυστάλλωσης και 

συγκεκριμένα η ανάπτυξη, η συσσωμάτωση και η διάσπαση. Το αρχικό ισοζύγιο πληθυσμού 

κρυστάλλων μετατρέπεται με τη μέθοδο των ροπών από μια μερική διαφορική-ολοκληρωτική 

εξίσωση σε ένα σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Στο σύστημα αυτό, η έκφραση της 

κρυσταλλικής κατανομής αντικαθίσταται με τη μέθοδο της μέγιστης εντροπίας. Η μεθοδολογία 

αυτή επαληθεύεται συγκρινόμενη με προβλήματα κρυστάλλωσης για τα οποία είναι διαθέσιμες 

αναλυτικές λύσεις, και στη συνέχεια χρησιμοποιήθηκε για σύγκριση με προβλήματα στα οποία 

αναλυτικές λύσεις δεν είναι διαθέσιμες, αλλά προκύπτουν από την αριθμητική επίλυση των 

αρχικών ισοζυγίων κρυσταλλικών πληθυσμών. Ο κώδικας γράφτηκε σε Python και 

συμπεριλαμβάνεται  στο παράρτημα. Καίριο ζήτημα κρίθηκε όχι μόνο η προσομοίωση και η 

επιτυχής σύγκριση με τις αναλυτικές και αριθμητικές λύσεις, αλλά και η ταχύτητα επίλυσης, 

ειδικά στα προβλήματα προσαρμογής παραμέτρων. Έπειτα από αρκετές δοκιμές για 

βελτιστοποίηση του κώδικα, παρακάτω συνοψίζονται οι διαπιστώσεις για τη μέθοδο της 

μέγιστης εντροπίας: 

 

 Όρια ολοκλήρωσης για την επίλυση ολοκληρωμάτων 

Πολύ σημαντικό στάδιο στην πορεία των επιλύσεων ήταν η εύρεση ενός μεταβλητού ορίου για 

την μέγιστη εντροπία, καθώς σε περίπτωση σταθερού διαστήματος, η μέθοδος με την πάροδο 

του χρόνου έχανε πληροφορία (οι κατανομές μετακινούνται προς μεγαλύτερες ή μικρότερες 

τιμές L). Η θεώρηση πως η κατανομή ακολουθεί κανονική κατανομή και η σύνδεση του 

μεγίστου και του ελάχιστου μέσω των ροπών ήταν σημείο κλειδί για την ομαλή επίλυση των 

διαφορικών εξισώσεων. Όσον αφορά το ανώτατο όριο ολοκλήρωσης το 𝐿𝑚𝑎𝑥 = 𝐿𝑚𝑒𝑎𝑛 + 4𝜎 

καλύπτει παραπάνω από το 100% της κατανομής. Έγιναν δοκιμές και με χαμηλότερο φάσμα, 

αλλά το 4σ δουλεύει εξαιρετικά σε όλες τις περιπτώσεις. Το κατώτατο όριο δεν επηρεάζει τόσο 

την μέθοδο καθώς μπορεί να θεωρηθεί ακόμα και μηδέν, χωρίς να επηρεάζει την ακρίβεια των 

αποτελεσμάτων.  

 

 Κατάλληλη αρχικοποίηση των πολλαπλασιαστών Lagrange σε κάθε επανάληψη 

Το δεύτερο σημείο κλειδί για την ταχύτητα προσομοίωσης ήταν η προσθήκη μιας global 

μεταβλητής που κάθε φορά θα ανανέωνε την αρχική εκτίμηση  για τον υπολογισμό των 

πολλαπλασιαστών Lagrange. Στο χρόνο t=0, η αρχική τιμή θεωρήθηκε: 

 𝜆𝑖
𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 = {−ln (√2𝜋), 𝑖 = 0

0,  𝑖 = 1,2,3
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Σε μεταγενέστερα χρονικά βήματα, η χρήση της παραπάνω έκφρασης επιβραδύνει τη σύγκλιση 

της Newton-Raphson. Για την επιτάχυνση των υπολογισμών ως αρχική εκτίμηση 

χρησιμοποιήθηκε η τιμή των συντελεστών Lagrange που υπολογίστηκαν στο αμέσως 

προηγούμενο χρονικό βήμα του χρονικού επιλύτη. 

 

 Σχετικά σφάλματα  

Η τελική επιλογή των σχετικών σφαλμάτων τόσο του επιλυτή, όσο και των ολοκληρωμάτων 

αλλά και της μη γραμμικής παλινδρόμησης επιλέχθηκαν με βάση την πολυπλοκότητα των 

μηχανισμών. Στην περίπτωση όπου μοντελοποιειται μόνο ο μηχανισμός ανάπτυξης των 

κρυστάλλων και το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων είναι απλό, η τιμή 10-4 είναι αρκετά 

μικρή παρόλα αυτά δεν επηρεάζει σημαντικά την ταχύτητα του αλγορίθμου. Στην περίπτωση 

που μοντελοποιούνται τρεις μηχανισμοί για τη εύρεσης τριών παραμέτρων με μόνο μία γνωστή 

κατανομή επιλέχθηκε σχετικό σφάλμα 10-2, καθώς με 10-4 η ταχύτητα επίλυσης ξεπερνούσε τα 

12 min, ενώ δεν επηρέαζε σημαντικά το τελικό αποτέλεσμα προσαρμογής. 

 

 Βελτιστοποίηση στην ταχύτητα και στην ακρίβεια 

Ένα μεγάλο πλεονέκτημα της Python είναι η ταχύτητά της και η πληθώρα επιλογών. Η χρήση 

του BDF solver για stiff προβλήματα, του fsolve για επίλυση μη γραμμικών εξισώσεων, της 

quad method για την αριθμητική επίλυση ολοκληρωμάτων, αλλά και του leastsquares για την 

εύρεση βέλτιστων τιμών σε προβλήματα προσαρμογής πέρα από ακρίβεια παρείχαν και ευελιξία 

στην κατάλληλη επιλογή των σφαλμάτων κυρίως για την γρήγορη επίλυση των προσομοιώσεων. 

Ο βασικός στόχος είναι η γρήγορη προσαρμογή σε δεδομένα, συγκρινόμενη με μοντέλα που 

βασίζονται στην αριθμητική επίλυση κρυσταλλικών κατανομών επιλύοντας τα ισοζύγια 

κρυσταλλικών πληθυσμών (π.χ. σε περιβάλλον COMSOL).  

 

 Επαλήθευση της μεθόδου της μέγιστης εντροπίας στο σύστημα διαφορικών εξισώσεων 

και στην ανακατασκευή της κατανομής 

Όπως φαίνεται στα αποτελέσματα η MaxEnt δουλεύει εξαιρετικά τόσο για την επίλυση των 

ODEs όσο και για την ανακατασκευή της κατανομής. Αυτό αποτελεί και το μεγάλο 

πλεονέκτημα της μεθόδου σε σχέση με άλλες μεθόδους, ότι δηλαδή συνδυάζει την 

αποτελεσματικότητα των μεθόδων ροπών, με την ακρίβεια στον προσδιορισμός της 

κρυσταλλικής κατανομής, η οποία υπολογίζεται από μεθόδους που επιλύουν αριθμητικά τα 

ισοζύγια κρυσταλλικών πληθυσμών.  
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 Αποτελεσματικότητα της μεθόδου ροπών με μέγιστη εντροπία για την προσαρμογή 

παραμέτρων σε δεδομένα 

Στην περίπτωση που χρειάζονται να βρεθούν παράμετροι μέσα στο σύστημα των διαφορικών 

εξισώσεων, κάνοντας fitting σε μια γνωστή είτε ροπή είτε συγκέντρωση η MaxEnt δουλεύει με 

αρκετά μεγάλη ακρίβεια. Το μόνο σχετικό σφάλμα που ήταν αρκετά υψηλό ήταν στην 

περίπτωση 7.2 ο ρυθμός της ανάπτυξης στο 32%. Ωστόσο, όπως δείχνουν μετά τα αποτελέσματα 

για την εξέλιξη των ροπών και της συγκέντρωσης δεν επηρεάζει σημαντικά. Ένας τρόπος για 

μεγαλύτερη ακρίβεια θα ήταν η χρήση όχι μιας γνωστής ροπής, αλλά δύο για παράδειγμα και 

της πρώτης, όμως στόχος ήταν η γρήγορη αναπαραγωγή του προβλήματος με όσο δυνατόν 

λιγότερα γνωστά δεδομένα. 

 

 

 

8.2 Προτάσεις για μελλοντική έρευνα 
 

Αρχικά, κατά τη διάρκεια των προσομοιώσεων έγινε προσπάθεια χρήση της μεθόδου σε 

πραγματικά πειραματικά δεδομένα μετά την επαλήθευση της. Το πρώτο βασικό πρόβλημα ήταν 

οι τιμές των ροπών και του χαρακτηριστικού μεγέθους L. Όσο μεγαλύτερες είναι αυτές οι τιμές 

τόσο η MaxEnt αρχίζει και εμφανίζει προβλήματα κυρίως στην σύγκλιση του fsolve για την 

εύρεση των πολλαπλασιαστών Lagrange. Επιπλέον, όπως φάνηκε επηρεάζει αρκετά η κλίμακα 

που ακολουθεί το μέσο μέγεθος των σωματιδίων. Η μέθοδος δουλεύει πολύ καλά όταν η 

κατανομή προσεγγίζει την κανονική, κάτι όμως το οποίο είναι άγνωστο πάνω σε ένα πείραμα. 

Έγινε δοκιμή με ανηγμένα μεγέθη και εκεί τα αποτελέσματα ήταν ενθαρρυντικά, αλλά δεν 

συμπεριλήφθηκαν στην διπλωματική διότι δεν ήταν ολοκληρωμένα. Επομένως, θα μπορούσε να 

γίνει περαιτέρω διερεύνηση της μεθόδου της μέγιστης εντροπίας πάνω σε πειραματικά 

δεδομένα. 

Επιπρόσθετα, σε μια μελλοντική εργασία θα μπορούσε να ενσωματωθούν οι μηχανισμοί που δεν 

μελετήθηκαν στην παρούσα διπλωματική, όπως η πυρήνωση και η διαλυτοποίηση για την 

ολοκληρωμένη μελέτη όλων των μηχανισμών της κρυστάλλωσης. Η μέθοδος της μέγιστης 

εντροπίας αποτελεί κυρίως ένα στατιστικό πακέτο. Επομένως, οποιοδήποτε πρόβλημα μπορεί να 

προσεγγισθεί με την μέθοδο των ροπών, μπορεί να γίνει χρήση της MaxEnt για την 

προσομοίωση. Τέλος, θα μπορούσε να γίνει μελέτη σε προβλήματα μη ισοθερμοκρασιακών 

διεργασιών κρυστάλλωσης, αλλά και σε προβλήματα με διαφορετικά ισοζύγια πληθυσμών πχ 

κυτταρικών πληθυσμών, ειδικά αν δεν  μπορεί να αντικατασταθεί σε αυτά η κατανομή με βάση 

τις ροπές. 

Συμπερασματικά με την παρούσα διπλωματική έγινε η επαλήθευση της μεθόδου των ροπών με 

μέγιστη εντροπία σε προβλήματα κρυστάλλωσης με γνωστές αναλυτικές ή αριθμητικές λύσεις, 

χωρίς όμως να αποκλείει την εφαρμογή της και σε άλλα αντίστοιχα προβλήματα, τα οποία 

περιγράφονται από ισοζύγια πληθυσμών. 
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Στα πλαίσια της διπλωματικής και για την μελλοντική χρήση της μεθόδου όλοι οι κώδικες που 

χρησιμοποιήθηκαν ανέβηκαν στο Internet και συγκεκριμένα στο (https://github.com n.d.), 

επομένως στα παραρτήματα θα δοθούν σε μορφή URLs. 
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Παράρτημα  
 

Στο παράρτημα περιέχονται τα links των κωδίκων που χρησιμοποιήθηκαν. Τονίζεται για την 

επιτυχή αναπαραγωγή των αποτελεσμάτων στην Python είναι αναγκαίο πρώτα να εγκατασταθεί 

το πακέτο που αφορά την Μέγιστη Εντροπία, pymaxent. Επιπρόσθετα, θέλει προσοχή στο 

import όλα τα modules να έχουν εγκατασταθεί. Με δεδομένο ότι για την αναπαραγωγή τους θα 

γίνει μέσω του Spyder και συγκεκριμένα όλου του προγράμματος του Anaconda, αυτό σημαίνει 

ότι σχεδόν όλα τα modules όπως numpy, scipy, pylab κτλπ θα έχουν εγκατασταθεί σωστά. 

Όλο το πακέτο δίνεται : 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization 

 

Μέγιστη Εντροπία 
 

Το πακέτο της μέγιστης εντροπίας δίνεται: 

https://github.com/ElsevierSoftwareX/SOFTX_2019_241 

Στην παρούσα διπλωματική έγιναν αλλαγές που αφορούσαν το σφάλμα στο ολοκλήρωμα (rhs 

μέσα στον κώδικα), αλλά και στην χρήση προηγούμενων πολλαπλασιαστών Lagrange 

Ουσιαστικά, αφού γίνει η εγκατάσταση του πακέτου από πάνω, μπορεί να γίνουν επιμέρους 

αλλαγές, αναλόγως το πρόβλημα. Δίνεται ο κώδικας της μέγιστης εντροπίας όπως 

διαμορφώθηκε στην εργασία, με σεβασμό στον δημιουργό ανέβηκε σε μορφή txt: 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model/blob/main/MaxEnt.txt 

 

Ανάπτυξη  
 

Ο κώδικας του Κεφαλαίου 5.2 με μόνο ανάπτυξη κρυστάλλων: 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_Growth.py 

 

Συσσωμάτωση σταθερού ρυθμού 
 

Ο κώδικας του Κεφαλαίου 5.3 με μόνο συσσωμάτωση σταθερού ρυθμού κρυστάλλων: 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-

Crystallization/blob/main/Final_AggregConst.py 

 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization
https://github.com/ElsevierSoftwareX/SOFTX_2019_241
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model/blob/main/MaxEnt.txt
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_Growth.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_AggregConst.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_AggregConst.py
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Συσσωμάτωση ρυθμού Brownian 
 

Ο κώδικας του Κεφαλαίου 5.4 με μόνο συσσωμάτωση ρυθμού κρυστάλλων Brownian: 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-

Crystallization/blob/main/Final_AggregBrownian.py 

 

Διάσπαση 
 

Ο κώδικας του Κεφαλαίου 5.5 με μόνο διάσπαση δυναμικού πυρήνα κρυστάλλων: 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-

Crystallization/blob/main/Final_Breakage.py 

 

Προσαρμογή σε δεδομένα 
 

Όσον αφορά τις προσομοιώσεις του Κεφαλαίου 7, είναι αναγκαίο να γίνει εισαγωγή των 

δεδομένων. Εδώ τα δεδομένα ήταν στο Excel και χρησιμοποιήθηκε πακέτο της python, pandas, 

για την εισαγωγή τους. Προφανώς αυτοί οι κώδικες δεν θα δουλέψουν καθώς το path του Excel 

βρίσκεται στον προσωπικό υπολογιστή μου. Ωστόσο, μπορεί να γίνει χρήση του με τα δεδομένα 

του εκάστοτε χρήστη, αλλάζοντας το import. 

Δίνεται ο κώδικας της περίπτωσης με μόνο άγνωστο το kg: 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Data_Fit.py 

και ο κώδικας και με τους τρεις άγνωστους: 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-

Crystallization/blob/main/Data_Fit_Allparams.py 

 

 

 

 

 

 

https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_AggregBrownian.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_AggregBrownian.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_Breakage.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Final_Breakage.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Data_Fit.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Data_Fit_Allparams.py
https://github.com/gerosk/Maximum-Entropy-Model-Crystallization/blob/main/Data_Fit_Allparams.py
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