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ΕΤΥΑΡΙ΢ΣΙΕ΢ 

 
Η παξνχζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία νινθιεξψλεηαη κεηά απφ εληαηηθή ελαζρφιεζε 

αξθεηψλ κελψλ, θαζψο απνηέιεζε ηελ πξψηε επαθή κε ην αληηθείκελν ηεο Θεσξίαο 

Διαζηηθφηεηαο Αλσηέξαο Βαζκίδαο. Σν γεγνλφο φηη ν Καζεγεηήο Δ.Μ.Π. θαη 

επηβιέπσλ ηελ εξγαζία, θ. Βιάζεο Κνπκνχζεο  κνπ εκπηζηεχηεθε ηε δηεθπεξαίσζε 

κίαο εξγαζίαο πάλσ ζε έλα αξθεηά ζχλζεην θαη απαηηεηηθφ αληηθείκελν, απνηειεί 

ηδηαίηεξε ηηκή γηα εκέλα. Μέζα απφ ηε ζρεηηθή κειέηε εκπινπηίζηεθαλ νη γλψζεηο 

κνπ θαη ιχζεθαλ αξθεηέο απνξίεο γχξσ απφ  ηε γεληθή ζεσξία ηεο κεραληθήο ηνπ 

ζπλερνχο κέζνπ. Με απηφλ ηνλ ηξφπν ζπλερίδεηαη κία ηδηαίηεξα επνηθνδνκεηηθή θαη 

επράξηζηε ζπλεξγαζία, θαηά ηελ νπνία ν θχξηνο Κνπκνχζεο εθηφο απφ δάζθαινο, 

ζχκβνπινο θαη αξσγφο ησλ πξνζπαζεηψλ κνπ, είλαη κία ζπλερήο πεγή έκπλεπζεο γηα 

ηελ εηο βάζνο ελαζρφιεζε κε ηελ επηζηήκε, αθφκα θαη ζε πεδία, ησλ νπνίσλ ηελ 

χπαξμε αγλννχζα κέρξη πξφηηλνο. Γηα φια ηα παξαπάλσ ηνλ επραξηζηψ θαη ηνπ είκαη 

επγλψκσλ. 

 

Ιδηαίηεξεο επραξηζηίεο νθείισ ζηνλ Αλαπιεξσηή Καζεγεηή Δ.Μ.Π., θ. Δπάγγειν 

΢απνπληδάθε, θαζψο θαη ζηνλ Καζεγεηή Δ.Μ.Π., θ. Ισάλλε Γαθαιηά. Παξ’ φηη δελ 

ζπλδένληαη άκεζα κε ηελ παξνχζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία, ε δηδαζθαιία εθ κέξνπο 

ηνπο ησλ κεηαπηπρηαθψλ καζεκάησλ «Δθαξκνζκέλε Αλάιπζε Ραβδσηψλ θαη 

Δπηθαλεηαθψλ Φνξέσλ» θαη « Μεραληθή ηνπ ΢πλερνχο Μέζνπ» αληηζηνίρσο, (ζηα 

πιαίζηα ηνπ Γ.Π.Μ.΢. «Γνκνζηαηηθφο ΢ρεδηαζκφο θαη Αλάιπζε ησλ Καηαζθεπψλ») 

ζπλέβαιε ζε κεγάιν βαζκφ ζηελ θαηαλφεζε πνιιψλ ζεκάησλ, ρσξίο ηελ νπνία ζα 

ήηαλ αδχλαηε ε νινθιήξσζε ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. 

 

Νηψζσ επίζεο επγλψκσλ γηα ηνλ εθιηπφληα Καζεγεηή Δ.Μ.Π. Ισάλλε Βαξδνπιάθε, 

ν νπνίνο ππήξμε ν πξψηνο κνπ δάζθαινο ηεο Μεραληθήο ηνπ Παξακνξθσζίκνπ 

΢ηεξενχ, θαηά ηνλ πξνπηπρηαθφ θχθιν ζπνπδψλ, ε δε εξεπλεηηθή ηνπ παξαθαηαζήθε 

ζην πεδίν ηεο Διαζηηθφηεηαο Αλσηέξαο Βαζκίδαο, ππήξμε ηδηαίηεξα ρξήζηκνο νδεγφο 

γηα ηελ παξνχζα εξγαζία. 

 

Σέινο ζέισ λα επραξηζηήζσ ηνπο γνλείο κνπ γηα ηελ ακέξηζηε ζπκπαξάζηαζή ηνπο 

ζε φιεο ηηο πξνζπάζεηέο κνπ.   
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ΠΕΡΙΛΗΦΗ 

 
Η παξνχζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία πξαγκαηεχεηαη ηε δηαηχπσζε ελφο πεπεξαζκέλνπ 

ζηνηρείνπ δνθνχ ζχκθσλα κε ηε γξακκηθή ζεσξία ειαζηηθφηεηαο αλσηέξαο βαζκίδαο 

(Linear Gradient Elasticity). Η ελ ιφγσ ζεσξία εηζάγεη παξακέηξνπο εζσηεξηθνχ 

κήθνπο ζηηο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο ηνπ ζπλερνχο κέζνπ. 

 

΢ην πξψην θεθάιαην γίλεηαη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηελ αλάγθε εηζαγσγήο 

παξακέηξσλ κηθξνδνκήο ζηα πξνζνκνηψκαηα ζπλερνχο κέζνπ, ζηηο πξαθηηθέο 

εθαξκνγέο ηεο ελ ιφγσ ζεσξίαο, θαζψο θαη κηα ηζηνξηθή αλαδξνκή ζηα ζηάδηα ηεο 

εμέιημήο ηεο. 

 

΢ην δεχηεξν θεθάιαην παξνπζηάδεηαη κηα απινπνηεκέλε εθδνρή ηεο ζεσξίαο ησλ 

αδειθψλ Cosserat, ε νπνία ππήξμε ε πξψηε ζεσξία αλσηέξαο βαζκίδαο ζηελ ηζηνξία. 

Σν θεθάιαην απηφ έρεη θπξίσο εηζαγσγηθφ ραξαθηήξα θαη απνζθνπεί ζηελ 

εμνηθείσζε ηνπ κε ζρεηηθνχ κε ηηο ελ ιφγσ ζεσξίεο,  αλαγλψζηε. 

 

΢ην ηξίην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ε γεληθή ζεσξία ειαζηηθφηεηαο κε 

κηθξνδνκή, ηνπ Mindlin. Η ζεσξία πνπ αλαπηχζζεηαη ζε απηφ ην θεθάιαην απνηειεί 

ηε βάζε ησλ απινχζηεξσλ ζεσξηψλ πνπ παξνπζηάδνληαη ζηα επφκελα θεθάιαηα. 

 

΢ην ηέηαξην θεθάιαην αλαιχνληαη νη ηξεηο απινπνηεκέλεο δηαηππψζεηο ηεο γεληθήο 

ζεσξίαο ηνπ Mindlin. Παξνπζηάδεηαη επίζεο ην πξνζνκνίσκα γξακκηθήο 

ειαζηηθφηεηαο κε κηθξνδνκή, ησλ Vardoulakis&Sulem ην νπνίν κπνξεί λα ζεσξεζεί 

ππνπεξίπησζε ηνπ απινπνηεκέλνπ πξνζνκνηψκαηνο ηνπ Mindlin. Σν πξνζνκνίσκα 

απηφ εηζάγεη δχν επηπιένλ παξακέηξνπο εζσηεξηθνχ κήθνπο θαη είλαη απηφ πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. Γίλεηαη επίζεο 

αλαθνξά ζε άιια ζεκαληηθά πξνζνκνηψκαηα βαζκίδαο πνπ πξνέθπςαλ κε 

δηαδηθαζία δηαθνξεηηθή απφ ηε ζεσξία ηνπ Mindlin. 

 

΢ην πέκπην θεθάιαην δηαηππψλνληαη δχν λέα πεπεξαζκέλα ζηνηρεία κε βάζε ην 

πξνζνκνίσκα ησλ Vardoulakis&Sulem. Σν πξψην ζηνηρείν αληηζηνηρεί ζην πξφβιεκα 

ηνπ κνλναμνληθνχ εθειθπζκνχ ή ηεο απιήο δηάηκεζεο πξηζκαηηθήο ξάβδνπ. Σν 

δεχηεξν πξνζνκνίσκα αληηζηνηρεί ζηελ θάκςε δνθνχ θαηά Euler-Bernoulli. Σα δχν 

ζηνηρεία επαιιειίδνληαη γηα λα απνηειέζνπλ έλα εληαίν πεπεξαζκέλν ζηνηρείν δνθνχ 

πνπ αλαιακβάλεη ζε θάζε θφκβν αμνληθή δχλακε, δηάηκεζε, ξνπή θάκςεο, 

απηντζνξξνπνχκελν δεχγνο ξνπψλ θάκςεο  θαη απηντζνξξνπνχκελν δεχγνο αμνληθψλ 

δπλάκεσλ. 

 

΢ην έθην θεθάιαην εθηεινχληαη αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο κε ηε ρξήζε ησλ ζηνηρείσλ 

πνπ αλαπηχρζεθαλ ζην πέκπην θεθάιαην. Η πξψηε θαηεγνξία εθαξκνγψλ αθνξά ηελ 

θάκςε ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν, ελψ ε δεχηεξε 

αθνξά ηελ απφθξηζε κνλνδηάζηαηνπ ζρεκαηηζκνχ, ιφγσ ζεηζκηθήο δηέγεξζεο ζηε 

βάζε ηνπ. Παξνπζηάδνληαη απνηειέζκαηα κε ηε κνξθή δηαγξακκάησλ, ηα νπνία ζηε 

ζπλέρεηα αμηνινγνχληαη. 

 

΢ην έβδνκν θεθάιαην δηαηππψλνληαη γεληθά ζπκπεξάζκαηα θαη ζθέςεηο γηα 

κειινληηθή έξεπλα ζην παξφλ αληηθείκελν.                    
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ABSTRACT 

 
The present diploma thesis deals with Linear Gradient Elasticity Theory, through the 

formulation of a beam element, based on this theory. This theory is connected with 

the introduction of internal length scales to the constitutive equations of the 

continuum. 

 

The first chapter serves as a brief reference to the need of the use of gradient theories 

and their most common practical applications. An overview of the most important 

stages of the evolution of the theory is also presented. 

 

In the second chapter a simplified version of the Cosserat theory (which was the first 

gradient theory in history) is presented. This chapter is merely an introduction to the 

more general and complicated theories that are discussed in the next chapters. 

 

In the third chapter the general theory of Microstructure in Linear Elasticity, by 

Mindlin, is presented in detail. The equations that are produced in this chapter are the 

basis of the much simpler equations that are presented in the next chapters. 

 

In the fourth chapter, three simplified versions suggested by Mindlin are presented. 

The linear model of Vardoulakis&Sulem that is discussed in detail, can be seen as a 

simple case of the second of the simplified versions. This model introduces two new 

internal length parameters, and is the one used in the numerical implementations of 

the present thesis. 

 

In the fifth chapter two new finite elements are proposed. The first is a truss-shear rod 

element and the second is an Euler-Bernoulli beam element. Both make use of the 

Vardoulakis&Sulem model. These two elements can be unified, in order to shape a 

beam element that can bear in each node: an axial force, a shear force, a bending 

moment, a double axial force and a double bending moment.  

 

In the sixth chapter practical applications that make use of the new beam element, are 

proposed. The first category of applications deals with the behavior of a simply 

supported beam under uniformly distributed vertical load. The second category deals 

with the propagation of seismic shear wave through a horizontal soil layer. The results 

that are presented through the use of diagrams, are discussed in detail. 

 

The results of the current thesis are summarized in the seventh chapter. Thoughts on 

further research in the field of Gradient Elasticity are also expressed. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

 
Οη θιαζζηθέο εμηζψζεηο ηεο (γξακκηθήο ή κε γξακκηθήο) ζεσξίαο ηνπ ζπλερνχο 

κέζνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζρεδφλ απνθιεηζηηθά γηα ηελ αλάιπζε θαη ην ζρεδηαζκφ 

δνκεκάησλ απφ ζπλεζηζκέλα πιηθά (ζθπξφδεκα, ράιπβαο), θαζψο θαη γηα ηε κειέηε 

ηεο ζπκπεξηθνξάο θνθθσδψλ (έδαθνο) θαη θξπζηαιιηθψλ πιηθψλ (νξπθηά). ΢χκθσλα 

κε ηελ θιαζζηθή ζεσξία ε ηάζε εμαξηάηαη κφλν απφ ηελ παξακφξθσζε (θαη ηε 

ρξνλντζηνξία ηεο αλ πξφθεηηαη γηα πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά) θαη φρη απφ ηηο βαζκίδεο 

ηεο παξακφξθσζεο. Οη θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο ηεο θιαζζηθήο ζεσξίαο δελ 

πεξηέρνπλ παξακέηξνπο πνπ ζπλδένληαη κε ηε κηθξνδνκή ηνπ πιηθνχ. Χο εθ ηνχηνπ 

αδπλαηνχλ λα πεξηγξάςνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηε ζπκπεξηθνξά ζπζηεκάησλ 

ζηα νπνία ε ραξαθηεξηζηηθή δηάζηαζε είλαη επαξθψο κηθξή, ψζηε νη δηαζηάζεηο, ην 

ζρήκα θαη ε θαηαλνκή ζην ρψξν ησλ αληηπξνζσπεπηηθψλ φγθσλ ηνπ πιηθνχ (θφθθνη 

γηα έδαθνο, αδξαλή γηα ζθπξφδεκα) λα παίδνπλ θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηελ ηειηθή 

παξακφξθσζε. Σν θαηλφκελν απηφ παξαηεξείηαη πην έληνλα ζε πιηθά φπσο ην  

ζθπξφδεκα, ην έδαθνο, ηα πνιπκεξή, ηα πνξψδε πιηθά, ηα νξγαληθά πιηθά θ.α.. 

 

Η επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο ζπλαληάηαη αθφκα θαη ζε πεξηπηψζεηο δνκεκάησλ ή  

γεληθά ζπζηεκάησλ κεγάιεο θιίκαθαο (εδαθηθέο απνζέζεηο, πξαλή, βξαρψδεηο 

ζρεκαηηζκνί θ.α.), φπνπ ε παξακφξθσζε «ζπγθεληξψλεηαη» ζε ζπγθεθξηκέλεο δψλεο 

(επηθάλεηεο νιίζζεζεο ζην έδαθνο, ξσγκέο ζην ζθπξφδεκα θαη άιια ςαζπξά πιηθά, 

πεξηνρέο έληνλεο δηαξξνήο ζε κέηαιια) , ησλ νπνίσλ ε ραξαθηεξηζηηθή δηάζηαζε 

πξνζεγγίδεη ηελ αληίζηνηρε ηεο εζσηεξηθήο δνκήο ηνπ πιηθνχ, ε νπνία θαζίζηαηαη 

πιένλ ζεκαληηθή.  

 

Μία επηπιένλ αδπλακία ηεο θιαζζηθήο ζεσξίαο ειαζηηθφηεηαο είλαη ε εκθάληζε 

απεηξηζκνχ ηεο ηάζεο ή ηεο παξακφξθσζεο ζηηο πεξηπηψζεηο ησλ ξσγκψλ ή ησλ 

επηθαλεηψλ ζρεηηθήο νιίζζεζεο αληηζηνίρσο. Μία άιιε θαηεγνξία πξνβιεκάησλ 

ζηελ επίιπζε ησλ νπνίσλ ε θιαζζηθή ζεσξία παξνπζηάδεηαη αλεπαξθήο είλαη ε 

αζηάζεηεο πνπ εκθαλίδνληαη ζηε ζπκπεξηθνξά πιηθψλ κε θζίλνληα θιάδν ζηε ζρέζε 

ηάζεο-παξακφξθσζεο.  

 

Γηα ηελ αληηκεηψπηζε ησλ παξαπάλσ αδπλακηψλ, θαζψο θαη ηελ θαιχηεξε 

θαηαλφεζε ηεο γεληθφηεξεο ζπκπεξηθνξάο ησλ πιηθψλ, αιιά θαη ηε δηεξεχλεζε 

θαηλνκέλσλ πνπ επεξεάδνληαη ζε κεγάιν βαζκφ απφ ηε κηθξνδνκή, αλαπηχρζεθαλ 

(νπζηαζηηθά απφ ηηο αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηψλα) νη ζεσξίεο ζπλερνχο κέζνπ αλψηεξεο 

βαζκίδαο.  

 

Κχξην ραξαθηεξηζηηθφ ησλ πεξηζζνηέξσλ απφ ηηο παξαπάλσ ζεσξίεο είλαη ε 

εμάξηεζε ηεο ππθλφηεηαο ελέξγεηαο παξακφξθσζεο φρη κφλν απφ ηηο ηξνπέο, αιιά 

θαη απφ ηηο παξαγψγνπο ησλ ηξνπψλ. 

 

Αλ θαη ν Cauchy ήδε απφ ηε δεθαεηία ηνπ 1850 ρξεζηκνπνίεζε αλψηεξεο ρσξηθέο 

παξαγψγνπο γηα λα πεξηγξάςεη κε κεζφδνπο ζπλερνχο κέζνπ ηε ζπκπεξηθνξά 

δηαθξηηψλ θξπζηαιιηθψλ ζσκαηηδίσλ, ήηαλ νη αδειθνί Cosserat απηνί νη νπνίνη ζηηο 

αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηψλα αλέπηπμαλ κία ζπζηεκαηηθή ζεσξία ζπλερνχο κέζνπ κε βάζε 

ηελ νπνία ιακβάλεηαη ππφςε ε κηθξνδνκή ηνπ πιηθνχ. Η επφκελε ζεκαληηθή γεληά 
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εξγαζηψλ ήξζε ηε δεθαεηία ηνπ 1960 κε ηηο ζεκαληηθέο δεκνζηεχζεηο ησλ Toupin, 

Green, Rivlin, Germain, Koiter, Casal θαη θπξίσο ηνπ Mindlin, o νπνίνο καδί κε ηνπο 

Tiersten θαη Eshel δηαηχπσζε κία γεληθή καζεκαηηθή ζεσξία βαζηζκέλε ζε έλα ξεηψο 

δηαηππσκέλν θπζηθφ πξνζνκνίσκα ηεο κηθξνδνκήο ηνπ πιηθνχ.  

 

Σν ελδηαθέξνλ γηα ηηο κε θιαζζηθέο ζεσξίεο ζπλερνχο κέζνπ αλαζεξκάλζεθε (θαη 

δηαηεξείηαη έσο ζήκεξα) ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1980, νπφηε δεκνζηεχζεθε 

πιήζνο ζεκαληηθψλ εξγαζηψλ αξρηθά απφ ηνπο Eringen, Aifantis θαη αξγφηεξα απφ 

ηνπο Vardoulakis & Sulem, Fleck & Hutchinson, Georgiadis, Zang, Sharma θ.α..  

 

Δμ’ αηηίαο ηεο γεληθφηεηαο ηεο ζεσξίαο ηνπ ζπλερνχο κέζνπ κε κηθξνδνκή πνπ 

αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Mindlin, ηεο ζπζηεκαηηθήο δηαηχπσζήο ηεο απφ άπνςεο 

καζεκαηηθήο αλάιπζεο, αιιά θαη ηεο θπζηθήο επνπηείαο πνπ απηή πξνζθέξεη, 

θξίλεηαη ζθφπηκε ε ιεπηνκεξήο παξνπζίαζε ηεο ελ ιφγσ ζεσξίαο θαη ησλ ζρεηηθψλ 

απινπνηήζεψλ ηεο. Άιισζηε, ηα αξθεηά απινχζηεξα, θαη εθνδηαζκέλα κε ιηγφηεξεο 

παξακέηξνπο, πξνζνκνηψκαηα ησλ Aifantis θαη Vardoulakis&Sulem (ην νπνίν 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο) κπνξνχλ λα 

πξνθχςνπλ κε θαηάιιειεο απινπνηήζεηο ησλ εμηζψζεσλ ηνπ Mindlin.  

 

Γηα ιφγνπο πιεξφηεηαο, αιιά θαη θαηαλφεζεο ηεο ζχλδεζεο κεηαμχ ησλ δηαθφξσλ 

ζεσξηψλ πεξηγξάθνληαη ζην επφκελν θεθάιαην ηα βαζηθά ζηνηρεία ηεο ζεσξίαο ησλ 

αδειθψλ Cosserat, ελψ γίλνληαη αλαθνξέο θαη ζηα πξνζνκνηψκαηα πνπ 

δηαηππψζεθαλ απφ άιινπο ζεκαληηθνχο εξεπλεηέο, φπσο νη Toupin, Casal, Eringen, 

Aifantis, Vardoulakis&Sulem. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

 

ΑΠΛΟΠΟΙΗΜΔΝΗ ΘΔΧΡΙΑ COSSERAT 
 

΢χκθσλα κε απηή ηε ζεσξία θάζε ζεκείν εθνδηάδεηαη κε ηξεηο επηπιένλ 

αλεμάξηεηνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο 
1 2 3
, ,x x x   , νη νπνίνη απνηεινχλ ηηο κηθξνζηξνθέο 

θάζε πιηθνχ ζεκείνπ. Η ππθλφηεηα ειαζηηθήο ελέξγεηαο εμαξηάηαη, εθηφο απφ ηηο 

ηξνπέο, θαη απφ ηε βαζκίδα ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο ζηξνθήο. Σν αληίζηνηρν εληαηηθφ 

(φρη ελεξγεηαθψο ζπδπγέο) κέγεζνο ηνπ ηαλπζηή ηεο βαζκίδαο ηεο ζηξνθήο είλαη ν 

ηαλπζηήο ηεο εζσηεξηθήο ξνπήο αλά επηθάλεηα (couple stress tensor). Σν κέγεζνο 

απηφ έρεη δηαζηάζεηο ξνπήο αλά ηεηξαγσληθφ κέηξν. ΢ε θάζε εζσηεξηθή ηνκή ηνπ 

πιηθνχ εκθαλίδεηαη εθηφο απφ ην δηάλπζκα ηνπ ειθπζηή ηεο ηάζεο, ην δηάλπζκα ηνπ 

δεχγνπο ηάζεο κε ζπληζηψζεο 1 2 3, ,m m m  θαηά ηνπο ηξεηο θαξηεζηαλνχο άμνλεο.  

Ο ηαλπζηήο ηνπ δεχγνπο ηάζεο ij  θαη ν ειθπζηήο ηνπ δεχγνπο ηάζεο im  ζπλδένληαη 

κε ηε γλσζηή ζρέζε: 

 

 i k kim n   (2.1) 

 

φπνπ n  ην εμσηεξηθφ δηάλπζκα ηεο εμσηεξηθήο επηθάλεηαο πνπ δεκηνπξγείηαη απφ 

ηελ ελ ιφγσ ηνκή, θαη’ αλαινγία κε ηε ζρέζε κεηαμχ ειθπζηή θαη ηαλπζηή ηάζεο. 

 

 Η χπαξμε ησλ εζσηεξηθψλ ξνπψλ αλά επηθάλεηα  έρεη (ελ γέλεη) σο απνηέιεζκα  ηε 

κε ζπκκεηξία ηνπ ηαλπζηή ηάζεο, φπσο πξνθχπηεη απφ ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ 

εμηζψζεσλ νξκήο θαη ζηξνθνξκήο. 

 

Η εξκελεία ησλ δεηθηψλ ηνπ ηαλπζηή δεπγψλ ηάζεο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 
΢τήμα 2.1 

 

12  

22

 

21

 

11  

1x

 

2x  
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Θεσξψληαο ζηαηηθέο ζπλζήθεο, απφ ηελ εμίζσζε ηζνξξνπίαο δπλάκεσλ ιακβάλεηαη ε 

γλσζηή εμίζσζε: 

 

0

0

0

i i

V S

i j ji

V S

i j ji

V

FdV t dS

FdV n dS

F dV

V





 

  

  



 

 

  

 

 0i j jiF     (2.2) 

 

, φπνπ iF
 
 είλαη ην δηάλπζκα ησλ καδηθψλ δπλάκεσλ αλά κνλάδα φγθνπ θαη ij  είλαη ν 

ηαλπζηήο ηεο ηάζεο. 

 

Η εμίζσζε ηζνξξνπίαο ξνπψλ δίλεη: 

 

  

0

0

0

i ijk j k i ijk j k

V V S S

i ijk j k j ji m ijk j mk

V S S

i ijk j k m mk j ji ijk mk jm

V

C dV x F dV m dS x t dS

C x F dV n dS n x dS

C x F dV

V

 

   

     

   

    

       



   

  



 
 

 

 0i j ji ijk jkC        (2.3) 

 

, φπνπ iC  είλαη ην ελδηάκεζα ησλ εμσηεξηθψλ ξνπψλ αλά κνλάδα φγθνπ. 

 

Παξαηεξείηαη φηη ε εκθάληζε ηεο βαζκίδαο ηνπο δεχγνπο ηάζεο, θαζψο θαη νη 

εμσηεξηθά αζθνχκελεο ξνπέο αλά κνλάδα φγθνπ αθπξψλνπλ ηε ζπκκεηξία ηνπ 

ηαλπζηή ηάζεο. 

Γηα έλα γξακκηθψο ειαζηηθφ ηζφηξνπν πιηθφ νη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο εο ζεσξίαο 

Cosserat είλαη νη εμήο: 

 

 
 ij kk ij ij ji

ij k k ij i j j i

G G      

       

       

      
 (2.4) 

 

, δειαδή ν ηαλπζηήο ηάζεο πξνθχπηεη ζπκκεηξηθφο. 
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΢εκεηψλεηαη φηη ζηηο ζρέζεηο (2.1.4) ε ηξνπή ij  θαη ε κηθξνζηξνθή i  ζπλδένληαη 

κε ηε ζρέζε: 

 

 ij i j ijk ku      (2.5) 

 

Παξαηεξείηαη φηη ζηηο ππάξρνπζεο ζηαζεξέο ι, G ηνπ πξνζηίζεληαη ηέζζεξηο αθφκε 

ζηαζεξέο , , ,    . 

 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο δελ είλαη εχθνιν λα δηαηππσζνχλ επεηδή δελ ππάξρεη 

μεθάζαξνο νξηζκφο ησλ κηθξνζηξνθψλ θαη ησλ δεπγψλ ηάζεο ζην ζχλνξν S.   

 

Οη θαηαζηαηηθέο (θαη φρη νη πξαγκαηηθέο) ηάζεηο είλαη ελεξγεηαθά ζπδπγείο κε ηα 

θηλεκαηηθά κεγέζε. Μπνξνχλ λα πξνθχςνπλ ζεσξψληαο κία (ελ πξνθεηκέλσ) 

δεπηεξνβάζκηα ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο (ρσξίο λα νξηζηνχλ εμ’ 

αξρήο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο γηα ηηο ηάζεηο θαη ηα δεχγε ηάζεο): 

 

     
1 1

,
2 2

ij i j ijkl ij kl ijkl ij k l ijkl i j k lW W A B C                (2.6) 

 

Η παξαπάλσ έθθξαζε είλαη κία απφ ηηο απινπνηεκέλεο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο 

ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο θαηά Cosserat. Μία πην πεξίπινθε έθθξαζε 

πξνθχπηεη απφ ηε ζεψξεζε φηη ε ειαζηηθή ελέξγεηα εμαξηάηαη επηπιένλ απφ ηε 

δηαθνξά ηεο καθξνζθνπηθήο ζηξνθήο απφ ηε κηθξνζηξνθή, δειαδή απφ ηε δηαθνξά 

1

2
j jkl k lu     . 

 

Οη θαηαζηαηηθέο ηάζεηο νξίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

ij ji ij

ij

ij ij

i j

W

W

  


 



  



 


 (2.7) 

 

Η ζρέζε κεηαμχ ησλ πξαγκαηηθψλ (πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο) 

ηάζεσλ κε ηηο θαηαζηαηηθέο κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηελ εμίζσζε ησλ δπλαηψλ 

κεηαηνπίζεσλ.  

 

Σν δπλαηφ έξγν ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ ηζνχηαη κε: 
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  

 

 

     

     

int

1

2

ij ij ij i j

V

ij i j j i ij i j

V

ij i j ij i j

V

i ij j ij j i ij j i ij j

V

i ij j ij j i ij j i ij j

S V

W dV

u u dV

u dV

u u dV

n u dS u dV

V

     

   

   

       

       

  

 
      

 

   

       
 

        
 











 

 (2.8) 

 

Σν δπλαηφ έξγν ησλ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ ηζνχηαη κε: 

 

 
ext i i i i i i i i

V V S S

W F u dV C dV t u dS m dS

V

       



   
 (2.9) 

 

Όπσο ζα εμεγεζεί ζηελ ελφηεηα (4.5), ε παξαπάλσ κνξθή ηνπ δπλαηνχ έξγνπ ησλ 

εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ δελ είλαη ζε θάζε πεξίπησζε νξζή, θαζψο  ηα δηαλχζκαηα πνπ 

εηζέξρνληαη ζηνπο εμσηεξηθνχο φξνπο ηεο εμίζσζεο ησλ δπλαηψλ έξγσλ 

(«ελεξγεηαθψο» ζπκβαηά κεγέζε), δελ ηαπηίδνληαη ελ γέλεη κε ηα αληίζηνηρα κεγέζε 

πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο. Παξ’ φια απηά ζα πηνζεηεζεί ζε απηφ 

ην ζεκείν ε ελ ιφγσ παξαδνρή, θαζψο ην παξφλ θεθάιαην έρεη εηζαγσγηθφ θαη 

δηεξπλεηηθφ ραξαθηήξα.    
 

Γηαθξίλνληαη δχν πεξηπηψζεηο: 

 

Α) Οη κηθξνζηξνθέο είλαη αλεμάξηεηεο απφ ηηο κεηαθηλήζεηο θάζε πιηθνχ ζεκείνπ (ε 

δε ειαζηηθή ελέξγεηα δελ εμαξηάηαη απφ ηε δηαθνξά κηθξνζηξνθψλ θαη 

καθξνζηξνθψλ). 

Με βάζε ηε γλσζηή δηαδηθαζία ηνπ ινγηζκνχ ησλ κεηαβνιψλ (ιακβάλνληαη 

δηαδνρηθά κεδεληθέο δπλαηέο κεηαηνπίζεηο θαη δπλαηέο κηθξνζηξνθέο, θάηη πνπ είλαη 

επηηξεπηφ, αθνχ είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο) πξνθχπηνπλ νη εμηζψζεηο 

ηζνξξνπίαο: 

 

 
0

0

i ij j

i ij j

F

C





  

  
 (2.10) 

 

Πξνθχπηεη δειαδή φηη νη θαηαζηαηηθέο ηάζεηο ηθαλνπνηνχλ ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο, 

επνκέλσο ε απφθιηζε ηεο δηαθνξάο ησλ θαηαζηαηηθψλ απφ ηηο πξαγκαηηθέο ηάζεηο 

είλαη κεδεληθή. 
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 

 

0

0

j jk jk

j jk jk

V

 

 

  

  



 (2.11) 

 

θαη ιφγσ ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο απφθιηζεο ηνπ Gauss:  

 

Πξνθχπηνπλ επίζεο απφ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 

 

 

k kj i ij

s s

k kj i ij

S S

n dS n dS

n dS n dS

 

 





 

 
 (2.12) 

 

Οη παξαπάλσ εμηζψζεηο ηζρχνπλ γηα θάζε φγθν V , νπφηε πξνθχπηεη φηη νη 

θαηαζηαηηθέο θαη νη πξαγκαηηθέο ηάζεηο θαη δεχγε ηάζεσλ ηαπηίδνληαη: 

 

 
ij ij

ij ij

 

 




 (2.13) 

 

Η εμίζσζε ηζνξξνπίαο ξνπψλ (2.3) αλάγεηαη  (ιακβάλνληαο ππφςε φηη 

0ijk jk ijk jk      θαη ηε ζρέζε (2.10)ii ζηε ζρέζε (2.8)ii. 

Δπνκέλσο ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε παξαηεξείηαη ηαχηηζε κεηαμχ πξαγκαηηθψλ θαη 

θαηαζηαηηθψλ ηάζεσλ θαη δεπγψλ ηάζεο, ελψ ν ηαλπζηήο ηάζεο πξνθχπηεη σο εθ 

ηνχηνπ ζπκκεηξηθφο. 

B) Οη κηθξνζηξνθέο ηαπηίδνληαη κε ηηο καθξνζθνπηθέο ζηξνθέο ζε θάζε πιηθφ 

ζεκείν. 

 

΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ηζρχεη: 

 

 

1

2

1

2
i ijk j k

u

u



 

 

   

 (2.14) 

 

, επνκέλσο νη κηθξνζηξνθέο θαη νη κεηαηνπίζεηο θάζε πιηθνχ ζεκείνπ παχνπλ λα 

είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. Η εμίζσζε ησλ δπλαηψλ έξγσλ ρξεηάδεηαη πιένλ 

ηξνπνπνίεζε, θαζψο ζε θάζε ζεκείν ηνπ ζπλφξνπ S κφλν ε πξνβνιή ηνπ κεγέζνπο 

i ju  θαηά ηε δηεχζπλζε ηνπ θάζεηνπ δηαλχζκαηνο n  είλαη αλεμάξηεηε απφ ηε 

δπλαηή κεηαηφπηζε iu .  
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Οη ελεξγεηαθά ζπκβαηέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πξνθχπηνπλ απφ πην πεξίπινθε 

δηαδηθαζία, ε νπνία ζα αλαπηπρζεί ζε επφκελε ελφηεηα, θαζψο ην παξφλ πξφβιεκα 

πξνθχπηεη σο ππνπεξίπησζε ησλ απινπνηεκέλσλ εμηζψζεσλ ηνπ Mindlin.   

 
Ο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν εηζάγεηαη ε επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο ηνπ πιηθνχ θαίλεηαη 

επνπηηθά ζηα παξαθάησ ζρήκαηα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα παξαηεξείηαη φηη ην πξνζνκνίσκα Cosserat κε ηα δεχγε ηάζεο 

κπνξεί λα ζεσξεζεί ηζνδχλακν κε έλα πξνζνκνίσκα πνπ δηαζέηεη κφλν ηάζεηο, νη 

νπνίεο φκσο δελ είλαη ηνπηθά νκνηνγελείο (εληφο ηνπ δηαθνξηθνχ ζηνηρείνπ), αιιά 

παξνπζηάδνπλ γξακκηθή κεηαβνιή (θάζεηα ζηε δηεχζπλζή ηνπο) εληφο απηνχ. Σν ίδην 

ζπκβαίλεη θαη γηα ηηο αληίζηνηρεο παξακνξθψζεηο. 

 

Οη κεηαηνπίζεηο είλαη θαλεξφ φηη κεηαβάιινληαη παξαβνιηθά εληφο ηνπ δηαθνξηθνχ 

ζηνηρείνπ. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε ζεσξία Cosserat είλαη κία ζεσξία 2
εο

 βαζκίδαο σο 

πξνο ηηο κεηαηνπίζεηο. ΢ε θάζε ζεκείν ε ηνπηθή ηηκή ηεο κεηαηφπηζεο (θαη επνκέλσο 

θαη νη ηνπηθέο ηηκέο ηεο ηάζεο θαη ηηο παξακφξθσζεο) δελ ηαπηίδεηαη κε ηε κέζε ηηκή 

εληφο ελφο ζεσξνχκελνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ κήθνπο (ηνπ δηαθνξηθνχ ζηνηρείνπ ζηελ 

΢τήμα 2.2 

= + 

= 

 22, 1tot dx  

22  23  

1dx  

2dx
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πξνθεηκέλε πεξίπησζε). Η κεηαβνιή ελφο κεγέζνπο απφ κία ζέζε ζε κία άιιε πνιχ 

θνληηλή παχεη λα ζεσξείηαη γξακκηθή, θαζψο κε ηε ζεψξεζεο γξακκηθήο κεηαβνιήο 

αδπλαηεί λα πξνζεγγηζηεί ε κεηαβνιή ηνπ κεγέζνπο εληφο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 

κηθξνφγθνπ. Η ελ ιφγσ κεηαβνιή παίδεη ζεκαληηθφ ξφιν ζε θάπνηεο θαηεγνξίεο 

θαηλνκέλσλ, φπσο αλαθέξζεθε ζηελ εηζαγσγή.   

 

Μία άιιε θπζηθή εξκελεία ηεο ζεσξίαο Cosserat θαίλεηαη ζην επφκελν ζρήκα: 

 

 
 

 

 

Σν πξνζνκνίσκα ηνπ ζπλερνχο κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί απφ έλα πξνζνκνίσκα 

δηαθξηηψλ θφκβσλ ζπλδεδεκέλσλ κε κεηαμχ ηνπο κε δηαθξηηά κέιε. ΢ε θάζε θφκβν 

κεηαθέξνληαη απφ θάζε  ζπληξέρνλ κέινο δπλάκεηο θαη ξνπέο. Θεσξψληαο φηη νη 

απνζηάζεηο κεηαμχ ησλ θφκβσλ ηαπηίδνληαη ή φηη αλήθνπλ ζηελ ίδηα ηάμε κεγέζνπο 

κε ηε ραξαθηεξηζηηθή δηάζηαζε ηεο κηθξνδνκήο (π.ρ. κέγεζνο θφθθνπ γηα έδαθνο), ην 

ελ ιφγσ δηαθξηηφ πξνζνκνίσκα κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί απφ έλα πξνζνκνίσκα 

ζπλερνχο, ζε θάζε ζεκείν ηνπ νπνίνπ ζα νξίδνληαη ηξεηο επηπιένλ (αλεμάξηεηνη ή 

ζπζρεηηζκέλνη κε ηηο κεηαηνπίζεηο) βαζκνί ειεπζεξίαο, ελψ ζε θάζε ηνκή ζα 

απνθαιχπηνληαη εθηφο απφ ειθπζηέο ηάζεο θαη ξνπέο αλά επηθάλεηα.    

 

 

  

΢τήμα 2.3  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΘΔΧΡΙΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ ΜΔ ΜΙΚΡΟΓΟΜΗ 

ΚΑΣΑ MINDLIN 

 
Σν 1964 ν Mindlin [36] αλέπηπμε κία ζεσξία ζπλερνχο κέζνπ ζπζηεκαηηθή θαη 

βαζηζκέλε ζε έλα ζαθέο πξνζνκνίσκα ηεο κηθξνδνκήο ηνπ πιηθνχ. Όπσο ζα δεηρηεί, 

νη εμηζψζεηο ηεο ζεσξίαο Cosserat κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ σο εηδηθέο πεξηπηψζεηο 

ησλ εμηζψζεσλ ηεο ζεσξίαο ηνπ Mindlin. Η ελ ιφγσ ζεσξία αλαπηχζζεηαη σο εμήο: 

 

΢ε έλα πιηθφ ζψκα φγθνπ V , ν νπνίνο πεξηθιείεηαη απφ κία επηθάλεηα S  νξίδεηαη γηα 

θάζε ζεκείν ην δηάλπζκα ηεο καθξνζθνπηθά ζεσξνχκελεο κεηαηφπηζεο απφ ηε 

ζρέζε: 

 

 i i iu x X   (3.1) 

 

, φπνπ ,i ix X  είλαη αληηζηνίρσο ε ηειηθή (κεηά ηελ παξακφξθσζε) θαη ε αξρηθή ζέζε 

ηνπ πιηθνχ ζεκείνπ. 

 

΢ηε γεηηνληά θάζε πιηθνχ ζεκείνπ νξίδεηαη έλαο κηθξνφγθνο κε ραξαθηεξηζηηθή 

δηάζηαζε αξθνχλησο κηθξή σο πξνο ηηο δηαζηάζεηο 1 2 3, ,dx dx dx  ηνπ δηαθνξηθνχ 

ζηνηρείνπ πνπ νξίδεηαη θαηά ηε καθξνζθνπηθή έλλνηα σο πξνο ην ελ ιφγσ πιηθφ 

ζεκείν.   

 

Η ζεκειηψδεο δηαθνξά κε ηελ θιαζζηθή ζεσξία ηνπ ζπλερνχο κέζνπ είλαη φηη ζε 

θάζε πιηθφ ζεκείν νξίδνληαη δχν φγθνη. Έλαο καθξνζθνπηθφο δηαθνξηθφο φγθνο 

απζαίξεηνπ ζρήκαηνο θαη δηαζηάζεσλ, ν νπνίνο ζπλδέεηαη θαηά ζπλερή ηξφπν κε 

ηνπο γεηηνληθνχ δηαθνξηθνχο φγθνπο θαη έλαο δηαθξηηφο κηθξνφγθνο ν νπνίνο 

πεξηθιείεηαη ζην καθξνφγθν. Σν ζρήκα νη δηαζηάζεηο θαη ν πξνζαλαηνιηζκφο ηνπ 

κηθξνφγθνπ νξίδνληαη πιήξσο. Σν ζρήκα είλαη παξαιιειεπίπεδν, ν πξνζαλαηνιηζκφο 

κπνξεί λα ηαπηίδεηαη ή κε κε ην ζεσξνχκελν θαζνιηθφ θαξηεζηαλφ ζχζηεκα 

αλαθνξάο, ελψ ην κέγεζνο ησλ ηξηψλ πςψλ ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ εμαξηάηαη απφ ηε 

κηθξνδνκή (π.ρ. θνθθνκεηξία) ηνπ πιηθνχ.  

Σν ζψκα απνηειείηαη απφ δηαθξηηνχο φγθνπο ζπγθεθξηκέλσλ δηαζηάζεσλ, νη νπνίνη 

φκσο θαηαλέκνληαη θαηά απζαίξεην θαη φρη ξεηά δηαηππσκέλν ηξφπν ζην ρψξν. ΢ε 

νπνηνδήπνηε καθξνζθνπηθά νξηζκέλν ζεκείν ηνπ ρψξνπ ππάξρεη έλαο κηθξνφγθνο.  

 

΢ε θάζε κηθξνφγθν νξίδεηαη έλα ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κε άμνλεο παξάιιεινπο κε 

ηνπο άμνλεο ηνπ ζηαζεξνχ θαζνιηθνχ ζπζηήκαηνο, ηνπ νπνίνπ φκσο ε αξρή θηλείηαη 

καδί κε ην πιηθφ ζεκείν πνπ πεξηέρεη ην κηθξνφγθν, κεηαηνπηδφκελν θαηά iu . Γηα 

θάζε ζεκείν ηνπ κηθξνφγθνπ νξίδνληαη αληηζηνίρσο ε ηειηθή θαη ε αξρηθή 

ζπληεηαγκέλε ,i ix X  , σο πξνο ην θηλεηφ ζχζηεκα αμφλσλ. Η ζρεηηθή 

κηθξνκεηαηφπηζε νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

 i i iu x X     (3.2) 

 
΢ηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ γίλνληαη νη εμήο παξαδνρέο: 
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1

1

i

j

i

j

u

X

u

X











 (3.3) 

 

Οη παξαπάλσ παξαδνρέο επηηξέπνπλ ηηο εμήο απινπνηήζεηο: 

 

 

 

 

, ,

, , ,

j j

i j j j i

i i

j j

i j j j i k

i i

u u
u u u x t

X x

u u
u u u x x t

X x

 
   

 

 
       

  

 (3.4) 

 

Η ζρεηηθή κηθξν-κεηαηφπηζε ζεσξείηαη φηη κεηαβάιιεηαη γξακκηθά εληφο ηνπ 

κηθξνφγθνπ: 

 j k kju x     (3.5) 

 

Οη ζπλαξηήζεηο ij  εμαξηψληαη απφ ηε καθξν-ζπληεηαγκέλε ix  θαη ηνλ ρξφλν. 

Δπνκέλσο ε βαζκίδα ηεο κεηαηφπηζεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

 i j iju     (3.6) 

 

θαη ηαπηίδεηαη κε ηε δπαδηθή ij  πνπ είλαη ν ηαλπζηήο ηεο βαζκίδαο ηεο 

κηθξνκεηαηφπηζεο.  

 

Καη’ αλαινγία κε ηνλ ηαλπζηή ηεο καθξνζθνπηθήο κεηαηφπηζεο, ην ζπκκεηξηθφ 

κέξνο ηνπ ηαλπζηή ij  απνηειεί ηνλ ηαλπζηή ηεο κηθξνπαξακφξθσζεο θαη ην 

αληηζπκκεηξηθφ κέξνο ηνλ ηαλπζηή ηεο κηθξνζηξνθήο. 

 

 
   

1

2
ij jiij

     (3.7) 

 
   

1

2
ij jiij

     (3.8) 

 
Οη ηαλπζηέο ηεο καθξνπαξακφξθσζεο θαη ηεο καθξνζηξνθήο νξίδνληαη αληηζηνίρσο 

απφ ηηο γλσζηέο ζρέζεηο: 

 

  
1

2
ij i j j iu u      (3.9) 

  
1

2
ij i j j iu u     (3.10) 
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΢ηε ζπλέρεηα νξίδνληαη δχν κεγέζε πνπ ζπλδένπλ ηηο καθξνζθνπηθέο κεηαηνπίζεηο 

θαη παξακνξθψζεηο κε ηηο αληίζηνηρεο ηεο κηθξνδνκήο. Οξίδεηαη ν ηαλπζηήο ηεο 

δηαθνξάο ησλ βαζκίδσλ καθξνκεηαηφπηζεο θαη κηθξνκεηαηφπηζεο: 

 ij i j iju     (3.11) 

 

, θαζψο θαη ν ηαλπζηήο ηεο κεηαβνιήο, σο πξνο ην καθξνζθνπηθά ζεσξνχκελν ρψξν, 

ηεο βαζκίδαο κηθξνκεηαηφπηζεο: 

 

 ijk i jk    (3.12) 

 

Καη νη ηξεηο ηαλπζηέο , ,ij ij ijk    είλαη αλεμάξηεηνη απφ ηηο κηθξνζπληεηαγκέλεο ix . 

 

Η ππθλφηεηα ειαζηηθήο ελέξγεηαο ζεσξείηαη φηη είλαη ζπλάξηεζε ησλ κεγεζψλ 

, ,ij ij ijk   : 

 

  , ,ij ij ijkw w     (3.13) 

 

Η αξρή ηνπ Hamilton ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε δηαηχπσζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο 

θίλεζεο θαη ησλ ελεξγεηαθά ζπκβαηψλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ. 

 

  
2 2

1 1

1 0

t t

t t

K W dt W dt      (3.14) 

 

, φπνπ ,K W  είλαη αληηζηνίρσο ε νιηθή θηλεηηθή θαη ειαζηηθή ελέξγεηα. 

 

 V

V

K kdV

W wdV








 (3.15) 

 

, ελψ k  είλαη ε ππθλφηεηα θηλεηηθήο ελέξγεηαο αλά κνλάδα φγθνπ. 

 

Η ππθλφηεηα θηλεηηθήο ελέξγεηαο ππνινγίδεηαη σο εμήο.  Σν κηθξνζηνηρείν έρεη 

ζρήκα παξαιιειεπηπέδνπ φγθνπ V  , δηαζηάζεηο αθκψλ ίζεο κε 2 id  θαη ζπλεκίηνλα 

θαηεχζπλζεο ησλ αθκψλ σο πξνο ηνπο θηλεηνχο άμνλεο ix  ίζα κε ijl . Έζησ ix  νη 

ινμέο θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο θαηά άμνλεο παξάιιεινπο κε ηηο αθκέο ηνπ 

κηθξνζηνηρείνπ. Απνδεηθλχεηαη φηη: 

 

 i ij jx l x   (3.16) 

 
1

2
1 2 38 ij ikV l l d d d    (3.17) 

 
1

2
1 2 3ij ikdV l l dx dx dx      (3.18) 
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Αλ M είλαη ε κάδα καθξν-πιηθνχ αλά κνλάδα καθξν-φγθνπ θαη   ε κάδα κηθξν-

πιηθνχ αλά κνλάδα καθξν-φγθνπ, ε ππθλφηεηα θηλεηηθήο ελέξγεηαο δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε: 

 

   
1 1 1

2 2
M j j j j j j

V

k u u u u u u dV
V

 


      
 

 (3.19) 

 

Η νινθιήξσζε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο δίλεη: 

 

 
1 1

2 6
j j kl kj ljk u u d       (3.20) 

 

, φπνπ: 

 

 M     (3.21) 

  2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3kl p q p q k l p q k l p q k l lkd d d l l l l l l d          (3.22) 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην κηθξν-ζηνηρείν είλαη ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ 

παξαιιειεπηπέδνπ, κε αθκέο παξάιιειεο ζηνπο θηλεηνχο άμνλεο ix , ηζρχνπλ νη 

ζρέζεηο: 

 
1 2 3

ij ijl

d d d d



  
 (3.23) 

΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ν δεχηεξνο φξνο ηεο ζρέζεο (2.2.20) απινπνηείηαη ζε 

21

6
ij ijd   . Απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πξνθχπηεη: 

 

 

2 2

1 1

2

1

2
2

11

2 2

2 2

1 1

2 6

1 1

6 6

1 1

3 3

t t

j j kl kj lj

t t V

t

j j kl kj lj kl lj kj

t V

t t

j j jl lk jk j j jl lk jk

V t Vt

Kdt dt u u d dV

dt u u d d dV

u u d dV dt u u d

     

       

         

 
    

 

 
      

 

   
        

   

  

 

  dV

 

 

 
2 2

1 1

21

3

t t

j j jl lk jk

t t V

Kdt dt u u d dV     
 

     
 

    (3.24) 

, αθνχ θαηά ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο 1 2,t t  νη κεηαηνπίζεηο θαη νη κηθξνπαξακνξθψζεηο 

ζεσξνχληαη γλσζηέο. 

 

Γηα λα ππνινγηζηεί ε παξαιιαγή ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο νξίδνληαη πξψηα νη 

θαηαζηαηηθέο ηάζεηο θαη δηπιέο ηάζεηο: 
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 ij ji

ij

w
 




 


 (3.25) 

 ij

ij

w








 (3.26) 

 ijk

ijk

w








 (3.27) 

 Μεηά απφ ηνπο παξαπάλσ νξηζκνχο: 

 
 

   

 

ij ij ij ij ijk ijk

ij i j ij i j ij ijk i jk

i ij ij j i ij ij j ij ij

i ijk jk i ijk jk

w

u u

u u

      

      

       

   

  

      

         
   

    

 (3.28) 

 

Οινθιεξψλνληαο σο πξνο ην ρψξν θαη εθαξκφδνληαο ην ζεψξεκα ηεο απφθιηζεο 

πξνθχπηεη: 

 

    

 

V

i ij ij j i ijk jk jk

V V

i ij ij j i ijk jk

S S

W wdV

u dV dV

n u dS n dS

 

     

    



      

  



 

 

 (3.29) 

 

Απφ ηε κνξθή ηεο εμίζσζεο (2.2.29) πξνθχπηνπλ νη απαξαίηεηνη (γηα ηελ ελεξγεηαθή 

ζπκβαηφηεηα) φξνη πνπ αληηζηνηρνχλ ζην έξγν ησλ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ. 

 

 
1 i i jk jk i i jk jk

V V S S

W f u dV dV t u dS T dS             (3.30) 

 

Ο πξψηνο θαη ν ηξίηνο φξνο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο εκθαλίδνληαη θαη ζηελ θιαζζηθή 

ειαζηηθφηεηα. Οη θαηλνχξηνη φξνη ,jk jkT  είλαη ηα δεχγε δπλάκεσλ (double forces) 

αλά φγθν θαη επηθάλεηα αληίζηνηρα. Η έλλνηα ηεο δηπιήο δχλακεο είλαη ε εμήο. 

Πξφθεηηαη γηα δχν ζπγθεληξσκέλεο δπλάκεηο ηδίνπ κέηξνπ, νη νπνίεο αζθνχληαη ζε 

απείξσο κηθξή απφζηαζε κεηαμχ ηνπο. Η ελ ιφγσ απφζηαζε έρεη ηελ ίδηα ηάμε 

κεγέζνπο κε ηε ραξαθηεξηζηηθή ζπληεηαγκέλε ηνπ κηθξνφγθνπ, νπφηε είλαη κεδεληθή 

θαηά ηε καθξνζθνπηθή ζεψξεζε. Οη δχν δπλάκεηο αζθνχληαη ζην ίδην ζεκείν θαηά ηε 

καθξνζθνπηθή ζεψξεζε θαη σο εθ ηνχηνπ δελ ππεηζέξρνληαη ζηηο εμηζψζεηο 

ηζνξξνπίαο ηνπ ζψκαηνο, δεκηνπξγνχλ φκσο ειαζηηθή ελέξγεηα θαη επεξεάδνπλ ηηο 

εμηζψζεηο ηεο κηθξν-θίλεζεο θαη ηηο αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο.       

Έλα δεχγνο δπλάκεσλ (double force, force doublet) κέηξνπ M πξνθαιείηαη απφ δχν 

παξάιιειεο δπλάκεηο κέηξνπ 
M

h
 θαη αληηζέηνπ θνξάο. Όηαλ νη δπλάκεηο είλαη 

ζπγγξακκηθέο δελ παξάγνπλ ξνπή θαη h  είλαη ε απφζηαζε ησλ ζεκείσλ εθαξκνγήο 

ηνπο. ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε παξάγνπλ ξνπή θαη h  είλαη ε απφζηαζε ησλ αμφλσλ 

ηνπο. Η απφζηαζε h  είλαη κεδεληθή θαηά ηε καθξνζθνπηθή ζεψξεζε θαη ζρεηίδεηαη 
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κε ηη κηθξνδνκή ηνπ πιηθνχ. Σν δεχγνο δπλάκεσλ έρεη δηαζηάζεηο ξνπήο. ΢ην 

παξαθάησ ζρήκα θαίλνληαη δχν πεξηπηψζεηο δηπιψλ δπλάκεσλ κία κε ξνπή θαη κία 

ρσξίο ξνπή.  

 

΢τήμα 3.1 

 

Οη δηαγψληνη φξνη ησλ δπαδηθψλ ,jk jkT  αληηζηνηρνχλ ζε δεχγε δπλάκεσλ ρσξίο ξνπή 

ελψ νη κε δηαγψληνη φξνη ζε δεχγε δπλάκεσλ κε ξνπή. Σν αληηζπκκεηξηθφ κέξνο  jk
  

ησλ δεπγψλ δπλάκεσλ αλά κνλάδα φγθνπ, jk , είλαη ε εμσηεξηθή ξνπή αλά κνλάδα 

φγθνπ ηνπ πιηθνχ (body couple) θαη αληηζηνηρεί ζην δηάλπζκα iC  ηεο ζεσξίαο 

Cosserat. Σν αληηζπκκεηξηθφ κέξνο  jk
T  ησλ δεπγψλ δπλάκεσλ αλά κνλάδα 

εμσηεξηθήο επηθάλεηαο, jkT , είλαη ην δηάλπζκα ηνπ δεχγνπο ηάζεο θαη αληηζηνηρεί ζην 

δηάλπζκα im  ηεο ζεσξίαο Cosserat. ΢ε θάζε κία απφ ηηο ελ ιφγσ δπαδηθέο ν πξψηνο 

δείθηεο αλαθέξεηαη ζηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ηνπ κνρινβξαρίνλα πνπ δεκηνπξγνχλ νη 

δχν δπλάκεηο θαη ν δεχηεξνο αλαθέξεηαη ζηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ηνλ δπλάκεσλ. Όηαλ 

νη δχν δπλάκεηο δε δεκηνπξγνχλ κνρινβξαρίνλα, νη δχν δείθηεο ηαπηίδνληαη. Σα δεχγε 

δπλάκεσλ ζεσξνχληαη ζεηηθά φηαλ θαηά κήθνο κηαο επηθάλεηαο κε εμσηεξηθφ 

δηάλπζκα θαηά ηε ζεηηθή δηεχζπλζε, ε δχλακε πνπ βξίζθεηαη ζην ζεηηθφ άθξν ηνπ 

κνρινβξαρίνλα (θαηά ηελ έλλνηα ηεο δηεχζπλζεο ηεο παξάιιειήο κε ην 

κνρινβξαρίνλα) αζθείηαη θαηά ηε ζεηηθή δηεχζπλζε.  

 

Η νινθιεξσηηθή εμίζσζε θίλεζεο (2.2.14) γίλεηαη (ζεσξψληαο φηη ην ρξνληθφ 

δηάζηεκα  1 2,t t είλαη απζαίξεην: 

 

h 

M/h 

M/h M/h 

M/h 

h 
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 

   

21

3

0

i ij i ij j j j

V

i ijk jk jk jl lk jk

V

j i ij ij j jk i ijk jk

S S

f u u dV

d dV

t n u dS T n dS

   

    

    

     

 
      

 

      
 





 

 (3.31) 

 
Καηά ηε ζπλήζε δηαδηθαζία ηνπ ινγηζκνχ ησλ κεηαβνιψλ ζεσξείηαη έλα νκαιφ πεδίν 

κεηαηνπίζεσλ θαη κηθξν-παξακνξθψζεσλ ην νπνίν ζην ζχλνξν είλαη κεδεληθφ. 

Δπεηδή ην ρσξίν V  είλαη απζαίξεην πξνθχπηνπλ πξψηα νη δψδεθα εμηζψζεηο θίλεζεο: 

 

  i ij ij j jf u       (3.32) 

 21

3
i ijk jk jk lj lkd        (3.33) 

 

θαη αθνινπζνχλ νη δψδεθα θπζηθέο ή θηλεκαηηθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 

 

 

 

0

j i ij ij

j

t n

ή

u

 



 



 (3.34) 

 

 

0

jk i ijk

jk

T n

ή









 (3.35) 

Απφ ηελ εμίζσζε (2.2.32) ζπλάγεηαη φηη ε πξαγκαηηθή ηάζε ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα 

ησλ θαηαζηαηηθψλ ηάζεσλ ,ij ij  . 

 

Οη θαηαζηαηηθέο ηάζεηο ijk είλαη δεχγε δπλάκεσλ αλά κνλάδα επηθάλεηαο πνπ 

αζθνχληαη ζηηο ηξεηο έδξεο ηνπ ζηνηρεηψδνπο καθξν-θχβνπ. Ο πξψηνο δείθηεο 

αλαθέξεηαη ζηε δηεχζπλζε ηνπ θαζέηνπ δηαλχζκαηνο ηεο επηθάλεηαο ζηελ νπνία 

αζθείηαη ην δεχγνο δχλακεο, ελψ νη άιινη δχν έρνπλ ηελ ίδηα ζεκαζία κε ηνπο 

αληίζηνηρνπο δείθηεο ησλ εμσηεξηθψλ δεπγψλ δπλάκεσλ. 

 

Οη εμηζψζεηο ηεο ζεσξίαο Cosserat  κε έμη αλεμάξηεηνπο θηλεκαηηθνχο βαζκνχο 

ειεπζεξίαο πξνθχπηνπλ απφ ηηο εμηζψζεηο ηηο παξνχζαο ζεσξίαο αλ ηεζεί  
0

ij
   θαη 

0ij  . ΢πλεπεία απηήο ηεο απαίηεζεο, πξνθχπηεη 0ij   θαη  
0

i jk
  , νπφηε 

απνκέλεη ην αληηζπκκεηξηθφ κέξνο  i jk
  πνπ ηαπηίδεηαη κε ηνλ ηαλπζηή εζσηεξηθήο 

ξνπήο θαηά Cosserat (Cosserat couple stress tensor). Οη φξνη ηνπ αληηζπκκεηξηθνχ 

κέξνπο  ij
  ηνπ ηαλπζηή ηεο κηθξνπαξακφξθσζεο, αληηζηνηρνχλ ζην δηάλπζκα ηεο 

κηθξνζηξνθήο ηεο ζεσξίαο Cosserat. ΢εκεηψλεηαη επίζεο φηη πξέπεη λα ζεσξεζεί

0  . 
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΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα απεηθνλίδνληαη νξηζκέλεο ραξαθηεξηζηηθέο ζπληζηψζεο ησλ 

ηαλπζηψλ , , , , ,ij ij ij ijk ij ijk      . 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

1 2u

 

12

 
2x

 

1x

1x  

2x

 

1x

 

2x

 

2d

 

1 2u

 
12

 

12

 

12

 

12 1 2 12u   

2 1u  

2x

 1x

 1x  

2x

 

1x

 

2x

 
2d

 

2 1u

 

21

 
21

 

21  

21  

21 2 1 21u     

΢τήμα 3.2 

΢τήμα 3.3 
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111

 
111 1 11    

112

112 1 12    

d

 

121 1 21    

1x

121

 

122

122 1 22    

2x

 

1x

 

 

12

 

2x

 
1x

 1x  

2x

 

1x

 

2x

 

2d

 

222d

 

22  

22  

22 2 2 22u     

2 2 2x u 

 

΢τήμα 3.4 

΢τήμα 3.5 
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 112 121

1

2
 

 

rotation gradient 

 112 121

1

2
   

 112 121

1

2
   

2x

 

1x

 

couple stress 

 

1x

 

312 3 12    

321

321 3 21  

 

312

 

2x

 

3x

΢τήμα 3.6 

΢τήμα 3.7 
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΢ηε ζπλέρεηα δείρλεηαη κε θπζηθά επνπηηθφ ηξφπν φηη ηα κεγέζε ,ijk ijk   θαη ,ij ij   

είλαη ελεξγεηαθψο ζπδπγή.  

 

Απφ ην ζρήκα 3.5 παξαηεξείηαη φηη ην δπλαηφ έξγν  ηνπ δεχγνπο ηάζεο 111  είλαη ίζν 

κε: 

 

 

 111 111 111 111 1
1 1 11 1 1

2 3 1

111 1 11
1 1 11 1

1 1

11
111 1 111 111 1

1

w u
u u l u dx

dx dx l l l x

u
u dx l dx

l x x

dx dx
x

    
   

  
 


  

 
        

 

   
       

   


 



 

, φπνπ l  είλαη ην κήθνο ηνπ κνρινβξαρίνλα ηνπ δεχγνπο δπλάκεσλ. Η κεηαηφπηζε ηνπ 

ζεκείνπ εθαξκνγήο ηεο δεχηεξεο δχλακεο ηζνχηαη κε ηε κεηαηφπηζε ηνπ ζεκείνπ 

εθαξκνγήο ηεο πξψηεο δχλακεο, πξνζαπμεκέλε θαηά 11 l  , δεδνκέλνπ φηη ε 

παξακφξθσζε εληφο ηνπ κηθξνφγθνπ είλαη ζηαζεξή. Με φκνην ηξφπν απνδεηθλχεηαη ε 

ελεξγεηαθή ζπδπγία θαη γηα ηηο ππφινηπεο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή δεχγνπο ηάζεο.   

Οη ζρεηηθέο ηάζεηο (relative stresses) ij  εθαξκφδνληαη ζηα επηθαλεηαθά ζεκεία θάζε 

κηθξνφγθνπ. Δπνκέλσο ε κεηαηφπηζε ησλ ζεκείσλ εθαξκνγήο ηνπο είλαη ίζε κε ηε 

καθξνκεηαηφπηζε iu  κείνλ ηε κεηαηφπηζε ηνπ κηθξνφγθνπ. Η κεηαηφπηζε ηνπ 

ηειηθνχ άθξνπ ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο ηζνχηαη κε ηε καθξνκεηαηφπηζε κείνλ ηε 

ζρεηηθή κεηαηφπηζε ηνπ άθξνπ ηνπ ηειεπηαίνπ κηθξνφγθνπ. Αλ d ε δηάζηαζε ηνπ 

κηθξνφγθνπ θαηά ηε δηεχζπλζε 1x , ζε έλα κήθνο 1dx  ππάξρνπλ 1dx

d
 κηθξνφγθνη, θάζε 

1x

 

2x

 

3x

 312 321

1

2
 

 

rotation gradient
 

 312 321

1

2
 

couple stress 

couple stress
 

΢τήμα 3.8 
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έλαο απφ ηνπο νπνίνπο παξακνξθψλεηαη θαηά κέζν φξν θαηά 11 . Δπνκέλσο ην 

δπλαηφ έξγν ηεο ζπληζηψζαο 11  ηζνχηαη κε: 

 

 

 

 

11 1 1
11 1 11 1 1 11

2 3 1

1
11 11 1 11 11 1

1

w u dx
u u dx d

dx dx x d

u
dx dx

x

 
    


   

 
      

 

 
   

 

 

 

΢ηε ζπλέρεηα, θαη πξνθεηκέλνπ λα δηαηππσζνχλ νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο θίλεζεο, 

πηνζεηείηαη κία δεπηεξνβάζκηα ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο, γηα ηε 

γεληθή πεξίπησζε ελφο αληζφηξνπνπ πιηθνχ: 

 

 

1 1 1

2 2 2
ijkl ij kl ijkl ij kl ijklmn ijk lmn ijklm ij klm

ijklm ijk lm ijkl ij kl

w c b a d

f g

       

   

   

 

 (3.36) 

 

Απφ ηηο παξαπάλσ 1458 ζηαζεξέο κφλν 903 είλαη αλεμάξηεηεο, ιφγσ ησλ παξαθάησ 

ζρέζεσλ: 

1dx  

2dx  
11  

11  

΢τήμα 3.9 
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ijkl klij jikl

ijkl klij

ijklmn lmnijk

ijklm ijkml

ijkl ijlk

c c c

b b

a a

f f

g g

 









 (3.37) 

 

Απφ ηηο ζρέζεηο (3.25), (3.26), (3.27) θαη (3.36) πξνθχπηνπλ νη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο: 

 

 pq pqij ij ijpq ij ijkpq ijkc g f       (3.38) 

 pq pqij ij ijpq ij pqijk ijkg b f       (3.39) 

 pq pqrij ij ijpqr ij pqrijk ijkf d a       (3.40) 

 

΢ηελ πεξίπησζε ελφο ηζφηξνπνπ πιηθνχ επηηπγράλεηαη ζεκαληηθή κείσζε ησλ 

αλεμάξηεησλ ζηαζεξψλ. Οη ηαλπζηέο ijklmd  θαη ijklmf  κεδελίδνληαη, αθνχ δελ ππάξρνπλ 

ηζνηξνπηθνί ηαλπζηέο πεξηηηνχ βαζκνχ (εθηφο απφ ηνλ ηαλπζηή Levi-Chivita). Οη 

ππφινηπνη ηαλπζηέο γξάθνληαη σο γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ηνπ δέιηα ηνπ Kronecker.  

 

 1 2ijkl ij kl ik jl il jkc            (3.41) 

 1 2 3ijkl ij kl ik jl il jkb b b b         (3.42) 

 1 2 3ijkl ij kl ik jl il jkg g g g         (3.43) 

 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

13 14 15

ijklmn ij kl mn ij km nl ij kn lm

jk il mn jk im nl jk in lm

ki jl mn ki jm nl ki jn lm

il jm kn jl km in kl im jn

il jn km jl kn im kl in jm

a a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

        

        

        

        

        

   

   

   

   

  

 (3.44) 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ηηο ζρέζεηο (3.37), νη αλεμάξηεηεο ζηαζεξέο κεηψλνληαη ζε 18: 

 

 

1 2

2 3

1 6

2 9

5 7

11 12

g g

a a

a a

a a

a a

   











 

 

Απφ ηα παξαπάλσ πξνθχπηεη ζεκαληηθή απινπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

ειαζηηθήο ελέξγεηαο θαη ησλ θαηαζηαηηθψλ ζρέζεσλ. 
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 

1 2

3 1 2

1 2 3 4

5 8 10 11

13 14

1 1 1

2 2 2

1

2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

ii jj ij ij ii jj ij ij

ij ji ii jj ij ji ij

iik kjj iik jkj iik jjk ijj ikk

ijj kik iji kjk ijk ijk ijk jki

ijk ikj ijk

w b b

b g g

a a a a

a a a a

a a

       

      

       

       

  

    

    

    

    

  15

1

2
jik ijk kjia  

 (3.45) 

 

 

  1 22pq pq ii pq pq ii pq qpg g             (3.46) 

 1 2 1 2 32pq pq ii pq pq ii pq qpg g b b b             (3.47) 

 

   

 

 

1 2 3

4 5 8 10

11 13 14 15

pqr iip qr rii pq iiq pr iri pq iir pq

pii qr qii pr ipi qr iqi pr pqr

rpq qrp prq qpr rqp

a a a

a a a a

a a a a

          

        

    

     

     

    

 (3.48) 

Απφ ηηο παξαπάλσ θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο, ηηο θηλεκαηηθέο ζρέζεηο (3.9), (3.11), (3.12) 

θαη ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο (3.32) θαη (3.33) πξνθχπηνπλ νη εμηζψζεηο θίλεζεο ζε 

φξνπο καθξν-κεηαηνπίζεσλ θαη κηθξν-παξακνξθψζεσλ: 

 

 
   

     

2 2 1 2 1 3

1 1 2 2 2 3

2 2 2j j i i j j

i jj j ji j ij i i

g b u g g b b u

g b g b g b f u

  

   

            

          
 (3.49) 

 

 

     
   

 

     

1 5 2 11

3 14 4 8 15

10 13 1 2

2

1 2 3

1

3

k l kl ij i j kk j k ki i k jk

i k kj k k ll ij j k ik

k k ij k k ji k k ij i j j i

k k kk ij i j ij j i ji ij ij

a a a a

a a a a a

a a g u g u u

b u b u b u d

    

   

  

     

             

           

            

          

 (3.50) 

Η ζεσξία πνπ αλαπηχρζεθε ζην παξφλ θεθάιαην, παξά ηε καζεκαηηθή ηεο πιεξφηεηα 

θαη ηε θπζηθή επνπηεία πνπ πξνζθέξεη είλαη αξθεηά πνιχπινθε ιφγσ ηνπ κεγάινπ 

αξηζκνχ ζηαζεξψλ πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξηζηνχλ θαη θπξίσο ιφγσ ηεο εκπινθήο ησλ 

9 επηπιένλ βαζκψλ ειεπζεξίαο πνπ ζπληζηνχλ νη κηθξν-παξακνξθψζεηο. Γη’ απηφ ην 

ιφγν o Mindlin ζηεξηδφκελνο ζε ππνζέζεηο πνπ απνξξένπλ απφ ηα δπλακηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ παξαπάλσ πξνζνκνηψκαηνο, θαζψο θαη ζε νκνηφηεηεο αλάκεζα 

ζηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο θαη ζηηο εμηζψζεηο ηαιάλησζεο απείξσο εθηεηλφκελσλ 

ρνληξψλ πιαθψλ, δηαηχπσζε απινπνηεκέλεο παξαιιαγέο ησλ παξαπάλσ εμηζψζεσλ, 

ζηηο νπνίεο ππεηζέξρνληαη κφλν νη ζπλήζεηο καθξν-κεηαηνπίζεηο iu . Η αλάπηπμε 

απηήο ηεο απινπνηεκέλεο ζεσξίαο νδεγεί ζε ηξεηο ηζνδχλακεο κεηαμχ ηνπο 

δηαηππψζεηο ησλ εμηζψζεσλ θίλεζεο. ΢ην επφκελν θεθάιαην παξνπζηάδεηαη 

δηεμνδηθά ε ελ ιφγσ ηξνπνπνηεκέλε ζεσξία. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 
 

ΑΠΛΟΠΟΙΗΜΔΝΗ ΘΔΧΡΙΑ MINDLIN 1
εο 

ΒΑΘΜΙΓΑ΢ 

 

4.1 1
ε
 ΓΙΑΣΤΠΧ΢Η  

 
Ο Mindlin [36,38] δηαηχπσζε απινπνηεκέλεο εμηζψζεηο ηεο ζεσξίαο πνπ 

αλαπηχρζεθε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην εμεηάδνληαο ηε κνξθή ησλ εμηζψζεσλ 

κνλνδηάζηαησλ θπκάησλ ζε πιηθφ κε κηθξνδνκή. ΢ηελ πεξηνρή ησλ κηθξψλ 

ζπρλνηήησλ θαη πνιχ κεγάισλ κεθψλ θχκαηνο πηνζεηνχληαη νη παξαθάησ 

παξαδνρέο: 

 

  
0

ij
   (4.1.1) 

 
 

2 3

0
ij

b b



 


 (4.1.2) 

 

Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο γηα ηελ πεξίπησζε ηζνηξνπηθνχ πιηθνχ δηαρσξίδνληαη γηα ηηο 

ηάζεηο ,pq pq   ζηα ζπκκεηξηθά θαη αληηζπκκεηξηθά κέξε ηνπο: 

 

  1 22 2pq pq ii pq pq ii pq
g g           (4.1.3) 

      1 2 1 2 32pq ii pq pq iipq pq
g g b b b            (4.1.4) 

      2 3pq pq
b b    (4.1.5) 

 

Απφ ηηο ζρέζεηο (4.1.2) πξνθχπηεη φηη ην ζπκκεηξηθφ κέξνο ηνπ ηαλπζηή ηεο ζρεηηθήο 

ηάζεο είλαη απξνζδηφξηζην, ελψ ε (4.14) , ιφγσ ηεο (4.1.1), κπνξεί λα επηιπζεί σο 

πξνο  pq
  ζπλαξηήζεη ησλ φξσλ ηνπ ηαλπζηή pq . 

 

    1pq pqpq
        (4.1.6) 

 

, φπνπ νη ζηαζεξέο ,   δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

 1 1 2

1

2 3 1 2 3

2

2 3

3 21

3

2
1

b g g
g

b b b b b

g

b b





 
  

   

 


 (4.1.7) 

 

Απφ ηε ζρέζε pq p q pqu     θαη απφ ηελ ππφζεζε (4.12) πξνθχπηεη: 

 

 
 

 

pqpq

pq ii pqpq

 

   



 
 (4.1.8) 
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Ο ηαλπζηήο ηεο καθξν-κεηαβνιήο ηεο κηθξν-παξακφξθσζεο,    ijk i ijk jk
      

γξάθεηαη σο: 

 

    
1 1

1 1
2 2

ijk ill jk ijk ikj            (4.1.9) 

, φπνπ: 

 ijk i j k jiku      (4.1.10) 

 

Παξαηεξείηαη φηη ην ηκήκα ηεο ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο πνπ είλαη ζπλάξηεζε 

ηνπ ijk  κπνξεί λα γξαθεί σο ζπλάξηεζε ηεο δεχηεξεο παξαγψγνπ ηεο 

καθξνκεηαηφπηζεο ijk i j ku    .  Ο ηαλπζηήο ijk  έρεη 18 ελεμάξηεηνπο φξνπο, θαη 

κπνξεί λα δηαηππσζεί κε δηάθνξνπο ηξφπνπο σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ φξσλ 

i j ku  , έηζη ψζηε λα πξνθχςνπλ δηαθνξεηηθέο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

ειαζηηθήο ελέξγεηαο.  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (4.1.2), (4.1.6) θαη (4.1.10) ζηελ (3.45) πξνθχπηεη ε λέα 

έθθξαζε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο: 

 

 
1 2

3 4 5

1

2
ii jj ij ij iik kjj ijj ikk

iik jjk ijk ijk ijk kji

w w a a

a a a

       

     

     

  

 (4.1.11) 

 

, φπνπ νη ζηαζεξέο , , ia   είλαη ζπλαξηήζεηο ησλ ζηαζεξψλ , , , ,ia    . ΢ηε 

ζπλέρεηα νξίδνληαη λέεο θαηαζηαηηθέο ηάζεηο: 

 

 ij ji

ij

w
 




 


 (4.1.12) 

 

 ijk jik

ijk

w
 




 


 (4.1.13) 

 

Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο ηάζεσλ παξακνξθψζεσλ γίλνληαη: 

 

 2pq pq ii pq      (4.1.14) 

 
   

 

1 2

3 4 5

1
2

2

2 2

pqr iip qr rii pq iiq pr pii qr qii pr

iir pq pqr rqp rpq

a a

a a a

          

    

     

   

 (4.1.15) 

 

Παξαηεξείηαη φηη ε θαηαζηαηηθή ζρέζε γηα ηελ ηάζε Cauchy έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε 

ηελ θιαζζηθή ζεσξία ειαζηηθφηεηαο. 
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Γηα λα δηαηππσζνχλ νη εμηζψζεηο θίλεζεο θαη νη θαηάιιειεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

αθνινπζείηαη ε ίδηα δηαδηθαζία κε ην πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

 

 

     

ij ij ijk ijk

ij i j ijk i j k

j jk i ijk k j jk i ijk k i ijk j k

w

u u

u u u

    

   

       

  

     

           
   

 (4.1.16) 

 

Δπνκέλσο: 

 

   j jk i ijk k j jk i ijk k

V S V

i ijk j k

S

wdV n u dS u dV

n u dS

      

 

      
 

 

  


 (4.1.17) 

Η παξαπάλσ ζρέζε ρξεηάδεηαη πεξαηηέξσ αλάιπζε πξνθεηκέλνπ λα ρξεζηκνπνηεζεί ε 

κέζνδνο ηνπ ινγηζκνχ ησλ κεηαβνιψλ, αθνχ ζην ηειεπηαίν νινθιήξσκα κφλν ε 

εθαπηνκεληθή ζπληζηψζα  ηνπ φξνπ j ku   είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ ηηκή ku  ζην 

ζχλνξν. Γηα ην ιφγν απηφ ν ηαλπζηήο ηεο βαζκίδαο ηεο κεηαηφπηζεο j ku  αλαιχεηαη 

ζην ζχλνξν ζε δχν ζπληζηψζεο, ηελ εθαπηνκεληθή θαη ηελ θάζεηε ζην ζχλνξν, 

θάλνληαο ρξήζε ηνπ ηειεζηή ηεο εθαπηνκεληθήο παξαγψγνπ, jD . 

Αλ  είλαη έλα παξαγσγίζηκν βαζκσηφ πεδίν πνπ νξίδεηαη ζε έλα ρσξίν V  πνπ 

πεξηνξίδεηαη απφ κία επηθάλεηα S , ε ρσξηθή παξάγσγνο ηνπ ελ ιφγσ πεδίνπ ζην 

ζχλνξν S δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 
 

 

 

 i i k k i

D D n

ή

D n n

  

  

  

    

 (4.1.18) 

, φπνπ D  είλαη ην δηάλπζκα ηεο εθαπηνκεληθήο παξαγψγνπ, ηνπ νπνίνπ νη 

ζπληζηψζεο δίλνληαη απφ ηε ζρέζε: 

  i il i l lD n n    (4.1.19) 

, ελψ D  είλαη ν ηειεζηήο πξνβνιήο ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο θιίζεο (gradient) ελφο 

πεδίνπ  ζηελ θαηεχζπλζε ηνπ εμσηεξηθνχ εθαπηνκεληθνχ δηαλχζκαηνο n : 

 l lD n   (4.1.20) 

 

Απφ ηα παξαπάλσ πξνθχπηεη: 

 

 i ijk j k i ijk j k i ijk kn u n D u n D u        (4.1.21) 

 

Ο πξψηνο φξνο ηνπ δεπηέξνπ κέινπο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο πεξηιακβάλεη ηε κε 

αλεμάξηεηε εθαπηνκεληθή ζπληζηψζα ηεο παξαγψγνπ ηνπ φξνπ j ku  θαη επνκέλσο 

ρξεηάδεηαη πεξαηηέξσ επεμεξγαζία: 
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        i ijk j k j i ijk k i j ijk k j i ijk kn D u D n u n D u D n u           (4.1.22) 

 

Οη δχν ηειεπηαίνη φξνη ηνπ δεπηέξνπ κέινπο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο πεξηέρνπλ ηελ 

αλεμάξηεηε παξαιιαγή ηεο κεηαηφπηζεο, ku . Υξεζηκνπνηψληαο ηελ ηαπηφηεηα: 

 

    j j p p j jD q D n n q n q n        (4.1.23) 

 

, κπνξεί λα γξαθεί γηα ηνλ φξν  j i ijk kD n u  : 

 

      j i ijk k l l j i ijk k q qpm p mlj l i ijk kD n u D n n n u n n n u           (4.1.24) 

 

  Ο πξψηνο φξνο ηνπ δεπηέξνπ κέινπο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο πεξηιακβάλεη ηελ 

αλεμάξηεηε πνζφηεηα ku , ελψ γηα ην δεχηεξν φξν δηαθξίλνληαη δχν πεξηπηψζεηο. Αλ 

ε επηθάλεηα είλαη ιεία ηφηε απφ ην ζεψξεκα ηνπ Stokes ν δεχηεξνο φξνο κεδελίδεηαη. 

Αλ ε επηθάλεηα ρσξίδεηαη ζε δχν ιείεο επηθάλεηεο πνπ ζρεκαηίδνπλ γσλία κεηαμχ 

ηνπο θαηά κήθνο ηεο ηνκήο ηνπο C , ην ζεψξεκα ηνπ Stokes δίλεη: 

 

  q qpm p mlj l i ijk k i j ijk k

S C

n n n u dS n m u s             (4.1.25) 

 

   , φπνπ j mlj m lm s n  θαη ms  είλαη νη ζπληζηψζεο ηνπ κνλαδηαίνπ εθαπηνκεληθνχ 

δηαλχζκαηνο ηεο θακπχιεο C . Η αγθχιε    δείρλεη φηη ε πεξηερφκελε πνζφηεηα 

είλαη ε δηαθνξά ησλ αληηζηνίρσλ ηηκψλ ζηηο ππνπεξηνρέο 1S  θαη 2S . 

Γηα ην πξψην εθαπηνκεληθφ νινθιήξσκα ηεο ζρέζεο (4.1.17) ηζρχεη: 

 

 j i ijk j i ijk i j ijkn n D n n D      (4.1.26) 

 

Με βάζε ηα παξαπάλσ ε εμίζσζε (4.1.17) γίλεηαη: 

 

 

 

 2

j jk i ijk k

V V

j jk i j ijk j i ijk i j l l j i ijk k

S

i j ijk k i j ijk k

S C

wdV u dV

n n n D n D n n D n D n u dS

n n D u dS n m u dS

  

    

   

      
 

      
 

    

 



 

 (4.1.27) 

Η παξαπάλσ κνξθή ηνπ έξγνπ ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ ππνδεηθλχεη ηε κνξθή ηνπ 

έξγνπ ησλ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ: 

 

 
1 k k k k k k k k

V S S C

W F u dV P u dS R D u dS E u dS            (4.1.28) 
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To δηάλπζκα 
kR  είλαη ην εμσηεξηθά αζθνχκελν δεχγνο δχλακεο (ρσξίο ξνπή) αλά 

επηθάλεηα, ελψ ην δηάλπζκα 
kE  είλαη ε εμσηεξηθά αζθνχκελε δχλακε αλά κέηξν 

κήθνπο ηεο ηνκήο ησλ επηθαλεηψλ 
1 2,S S . 

 

Σνλίδεηαη φηη ε εθαπηνκεληθή παξάγσγνο ηνπ εμσηεξηθνχ δηαλχζκαηνο n  νξίδεηαη κε 

ηνλ ίδην ηξφπν, παξ’ φιν πνπ ην εμσηεξηθφ δηάλπζκα νξίδεηαη κφλν πάλσ ζηελ 

επηθάλεηα S . Η δηαθνξά είλαη φηη ηα ζηνηρεία ηεο δπαδηθήο 
j iD n  είλαη ζπζρεηηζκέλα 

κεηαμχ ηνπο, αθνχ ηζρχεη ε ζρέζε: 

 

 
i j j iD n D n  (4.1.29) 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο νη κηθξν-ηαρχηεηεο 
ij  γξάθνληαη σο 

γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ βαζκίδσλ ησλ καθξν-ηαρπηήησλ: 

 

 
ij ijkl k lh u    (4.1.30) 

, φπνπ: 

    
1 1

2 2
ijkl ik jl il jk ij kl ik jl il jkh                 (4.1.31) 

 

  , ψζηε λα ηθαλνπνηνχληαη νη ζρέζεηο (4.1.8).  
 

Η θηλεηηθή ελέξγεηα αλά κνλάδα φγθνπ γξάθεηαη: 

 

 

    

2

2 2

1 1

2 6

1 1 1

2 6 6

j j pkmn m n p k

j j p pkmn m n k p pkmn m n k

k u u d u u

u u d u u d u u

 

  

    

            

 (4.1.32) 

 

, φπνπ: 

 
   

2 2 2

2 21
2 3 2

2

pkmn jl lqpk jqmn mnpk

pm kn pn km pk mn pm kn pn km

d d h h d

d              

  

      
 

 (4.1.33) 

 

 

Η νιηθή θηλεηηθή ελέξγεηα ηζνχηαη κε: 

 

  

 

2

2

1 1

2 6

1

6

j j p pkmn m n k

V V

p pkmn m n k

S

K kdV u u d u u dV

n d u u dS

 



          

 

 



 (4.1.34) 

 

Καη ε παξαιιαγή ηεο: 
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 

 

2 2

1 1

2

1

2

2

1

3

1

3

t t

k p pkmn m n k

t t V

t

p pkmn m n m n k

t S

Kdt dt u d u u dV

dt n d D u n Du u dS

   

 

 
      

 

 

  

 

 (4.1.35) 

Η εμηζψζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πξνθχπηνπλ απφ ηελ ζπλήζε 

δηαδηθαζία: 

 

    21

3
j jk i ijk k k p pkmn m nF u d u           (4.1.36) 

 

 

 2

2

1

3

j jk i j ijk j i ijk i j l l j i ijk

p pkmn m n m n k

n n n D n D n n D n D n

n d D u n Du P

   



    

  
 (4.1.37) 

 i j ijk kn n R   (4.1.38) 

 
i j ijk kn m E     (4.1.39) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο θηλεκαηηθέο ζρέζεηο ζηηο  εμηζψζεηο (4.1.36) πξνθχπηνπλ νη 

δηαθνξηθέο εμηζψζεηο θίλεζεο ζε φξνπο κεηαηνπίζεσλ: 

 

 
    

 

2 2 2 2

1 2

2 2

1 2

2 1 1l u l u F

u h u h u

  



         

    
 (4.1.40) 

Οη ζηαζεξέο 
2 2,i il h  δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

 

 

1 2 3 4 52

1

3 42

2

2

2

2

a a a a a
l

a a
l

 



   







 (4.1.41) 

 

 

 

22 2

2

1

2 2

2

2

2

3

1

6

d
h

d
h

   



 



   
 



 


 (4.1.42) 

 

Με ηηο παξαδνρέο πνπ πηνζεηήζεθαλ δηαηππψζεθαλ νη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο θαη νη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο απνθιεηζηηθά ζε φξνπο καθξνζθνπηθψλ κεγεζψλ. 

Παξαηεξείηαη επίζεο φηη ην αξηζηεξφ κέινο ησλ εμηζψζεσλ (4.1.40) έρεη ηελ ίδηα 

κνξθή κε ηηο θιαζζηθέο εμηζψζεηο, κε απφθιηζε θάζε φξνπ θαηά ηνλ ηειεζηή 2 2

il  . Ο 

ηειεζηήο απηφο εθθξάδεη ηε ζπκβνιή ηεο κηθξνδνκήο ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνχ 

θαη φπσο ζα αλαθεξζεί θαη ζε επφκελν θεθάιαην νδήγεζε πνιινχο εξεπλεηέο λα  

ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ ελ ιφγσ απφθιηζε ζηηο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο ηάζεσλ-

παξακνξθψζεσλ. 
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Αμίδεη επίζεο λα αλαθεξζεί φηη ν Toupin [52,53] εμήγαγε   εμηζψζεηο παλνκνηφηππεο 

κε ηηο (4.1.36)-(4.1.39), αλ εμαηξεζνχλ νη φξνη επηηάρπλζεο ηεο εμίζσζεο (4.1.37) θαη 

ν φξνο ηεο βαζκίδαο ηεο επηηάρπλζεο ηεο εμίζσζεο (4.1.36). ΢χκθσλα κε ηε γεληθή 

ζεσξία ειαζηηθφηεηαο κε δεχγε ηάζεσλ ε ππθλφηεηα ειαζηηθήο ελέξγεηαο ζεσξείηαη 

ζπλάξηεζε ηεο παξακφξθσζεο θαη ηεο πεξηζηξνθήο ( curl ) ηεο παξακφξθσζεο. ΢ηα 

πιαίζηα ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο ε πεξηζηξνθή ηεο παξακφξθσζεο ηζνχηαη κε ηε 

βαζκίδα ηεο καθξνζθνπηθήο ζηξνθήο. Ο ελ ιφγσ ηαλπζηήο απνηειείηαη απφ 8 

αλεμάξηεηνπο γξακκηθνχο ζπλδπαζκνχο ησλ ζπλνιηθά 18 φξσλ ηνπ ηαλπζηή ηεο 

δεχηεξεο παξαγψγνπ ηεο κεηαηφπηζεο 
ijk i j ku    . Ο Toupin επεμέηεηλε απηή ηε 

ζεσξία εηζάγνληαο ζηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο θαη ηνπο 18 

αλεμάξηεηνπο φξνπο ηνπ πξναλαθεξζέληνο ηαλπζηή. ΢ε αληίζεζε κε ηνλ Mindlin, ε 

ζεσξία ηνπ δε βαζίζηεθε ζε έλα ζπγθεθξηκέλν πξνζνκνίσκα κηθξνκεραληθήο 

ζπκπεξηθνξάο ηνπ πιηθνχ, νχηε ζε απνηειέζκαηα θαζκαηηθήο αλάιπζεο ησλ 

κνλνδηάζηαησλ θπκάησλ ζην ελ ιφγσ κέζν. 

 

 

4.2 2
ε
 ΓΙΑΣΤΠΧ΢Η 

 

Οη 18 αλεμάξηεηεο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή 
i j ku   κπνξνχλ λα ηαμηλνκεζνχλ θαη κε 

άιινπο ηξφπνπο ζε γξακκηθνχο ζπλδπαζκνχο, ψζηε λα ζπληζηνχλ ηαλπζηέο. ΢ην 

παξφλ θεθάιαην ε δεχηεξε παξάγσγνο ηεο κεηαηφπηζεο γξάθεηαη ζε φξνπο βαζκίδαο 

ηεο παξακφξθσζεο. 

  
1

ˆ ˆ
2

ijk i jk i j k i k j ikju u           (4.2.1) 

 

Οη ηαλπζηέο ˆ,ijk ijk   ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε: 

 ˆ ˆ ˆ
ijk ijk jki kij       (4.2.2) 

  

     Η ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο δηαηππψλεηαη ζπλαξηήζεη ηεο 

παξακφξθσζεο θαη ηεο βαζκίδαο ηεο παξακφξθσζεο. 

 

 
1 2

3 4 5

1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ii jj ij ij iik kjj ijj ikk

iik jjk ijk ijk ijk kji

w w a a

a a a

       

     

     

  

 (4.2.3) 

, φπνπ: 

 

1 1 3

2 1 2 3

3 3

4 4 5

5 4 5

ˆ 2 4

ˆ

ˆ 4

ˆ 3

ˆ 2 2

a a a

a a a a

a a

a a a

a a a

 

   



 

  

 (4.2.4) 

 

Οξίδνληαη  νη λέεο θαηαζηαηηθέο ηάζεηο: 

 
ˆ

ˆ ˆ
ij ji

ij

w
 




 


 (4.2.5) 
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ˆ

ˆ ˆ
ˆ

ijk ikj

ijk

w
 




 


 (4.2.6) 

 

Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο γξάθνληαη: 

 

 ˆ 2pq pq ii pq      (4.2.7) 

 
 

   

1 2

3 4 5

1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ2

pqr pq rii qr iip rp qii qr pii

pq iir pr iiq pqr rpq qrp

a a

a a a

        

      

    

    

 (4.2.8) 

 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ε θαηαζηαηηθή ζρέζε ηεο ηάζεο Cauchy έρεη ηελ ίδηα 

κνξθή κε ηελ θιαζζηθή ζεσξία. 

 

To δπλαηφ έξγν ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ είλαη: 

 

 

     

ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ij ij ijk ijk

ij i j ijk i j k

j jk i ijk k j jk i ijk k i ijk j k

w

u u

u u u

    

   

       

  

     

           
   

 (4.2.9) 

 

Η παξαπάλσ εμίζσζε έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε ηελ εμίζσζε (4.1.16). Δπνκέλσο ε 

εμίζσζε ησλ δπλαηψλ έξγσλ έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε ηελ αληίζηνηρε ηεο 

πξνεγνχκελεο ελφηεηαο. Οη εμηζψζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο έρνπλ 

επνκέλσο ηελ ίδηα κνξθή, αλ αληηθαηαζηαζεί ζηελ εμίζσζε (4.1.37) ν ηειεζηήο 

2 j in D  κε ηνλ  j i i jn D n D .  

 

    21
ˆ ˆ

3
j jk i ijk k k p pkmn m nF u d u           (4.2.10) 

 

   

 2

ˆ ˆ ˆ ˆ

1 ˆ
3

j jk i j ijk j i i j ijk i j l l j i ijk

p pkmn m n m n k

n n n D n D n D n n D n D n

n d D u n Du P

   



     

  
 (4.2.11) 

 ˆˆ
i j ijk kn n R   (4.2.12) 

 ˆˆ
i j ijk kn m E     (4.2.13) 

 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζε φξνπο κεηαηνπίζεσλ είλαη νη παξαθάησ: 

 

 
    

 

2 2 2 2

1 2

2 2

1 2

ˆ ˆ2 1 1l u l u F

u h u h u

  



         

    
 (4.2.14) 
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, φπνπ: 

 

 

 

 

1 2 3 4 52 2

1 1

3 42 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2ˆ
2

ˆ ˆ2ˆ

a a a a a
l l

a a
l l

 



   
 




 

 (4.2.15) 

 

Δπνκέλσο νη εμηζψζεηο θίλεζεο ζε φξνπο κεηαηνπίζεσλ είλαη ίδηεο κε ηηο αληίζηνηρεο 

ηεο πξψηεο δηαηχπσζεο. 

 

Η δηαηχπσζε πνπ παξνπζηάζηεθε ζην παξφλ θεθάιαην παξνπζηάδεη θάπνηα 

πιενλεθηήκαηα, φπσο ε ζπκκεηξία ηνπ ηαλπζηή ˆ ˆ
jk jk i ijk     ν νπνίνο ηθαλνπνηεί 

ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο θαη ρξεζηκνπνηείηαη ζε αξθεηά πξνζνκνηψκαηα θαηά ηε 

δηαηχπσζε ησλ θαηαζηαηηθψλ ζρέζεσλ. Δπηζεκαίλεηαη αθφκα φηη ν ηαλπζηήο ˆ
ijk  

έρεη παξφκνηα θπζηθή εξκελεία κε ηνλ ηαλπζηή 
ijk . Η παξνχζα δηαηχπσζε ηεο 

απινπνηεκέλεο ζεσξίαο ηνπ Mindlin, ηξνπνπνηεκέλε απφ ηνπ Vardoulakis&Sulem 

είλαη απηή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ παξνχζα εξγαζία γηα ηελ αλάπηπμε 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ δηθηπψκαηνο θαη δνθνχ, θαζψο θαη γηα ηηο αξηζκεηηθέο 

εθαξκνγέο.  

 

 

    

4.3  3
ε
 ΓΙΑΣΤΠΧ΢Η 

 
΢ηελ ηξίηε δηαηχπσζε ν ηαλπζηήο 

i j ku   γξάθεηαη σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ηνπ 

ηαλπζηή ηεο βαζκίδαο ηεο καθξν-ζηξνθήο (ν νπνίνο δεκηνπξγεί ηα δεχγε ηάζεο) θαη 

ηνπ ζπκκεηξηθνχ κέξνπο ηνπ 
i j ku  . 

 

Ο ηαλπζηήο ηεο βαζκίδαο ηεο καθξν-ζηξνθήο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

  

 
1

2
ij jlm i l mu     (4.3.1) 

 

Δχθνια κπνξεί δεηρηεί φηη 0ii   , επνκέλσο κφλν 8 απφ ηηο ζπλνιηθά 9 ζπληζηψζεο 

ηνπ ηαλπζηή 
ij  είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. Οη ππφινηπνη 10 αλεμάξηεηνη 

γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ ζπληζησζψλ ηνπ 
ijk πεξηέρνληαη ζηνλ ηαλπζηή: 

 

  
1 1 1

ˆ
3 3 3

ijk i j k k i j j k i ijk ilj kl ilk jlu u u                (4.3.2) 

 

Απφ ηε ζρέζε: 

 
1 1

ˆ
3 3

ijk ijk ilj kl ilk jl         (4.3.3) 

θαη ηε ζρέζε (4.2.3), πξνθχπηεη ε λέα έθθξαζε ηεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

δπλακηθήο ελέξγεηαο: 
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1 2

1 2

1
2 2

2

3

2

ii jj ij ij ij ij ij ji

iij kkj ijk ijk ijk ij kll

w w d d

a a f

       

      

     

  

 (4.3.4) 

 

, φπνπ: 

  

1 1 2 3 4 5

2 1 2 3

1 1 2 3

2 4 5

1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ18 2 4 6 3

ˆ ˆ ˆ18 2 4

ˆ ˆ ˆ3 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ3 4 2

d a a a a a

d a a a

a a a a

a a a

f a a a

     

  

  

 

  

 (4.3.5) 

 

Όπσο θαη ζηηο πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο νξίδνληαη νη λέεο θαηαζηαηηθέο ηάζεηο: 

 

 ij ji

ij

w
 




 


 (4.3.6) 

 

0

ij

ij

ii

w












 (4.3.7) 

 ijk kij jki jik

ijk

w
   




   


 (4.3.8) 

 

Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο γίλνληαη: 

 2pq pq ii pq      (4.3.9) 

 1 24 4pq pq qp pqi ijjd d f        (4.3.10) 

 

 

 

1

2

1
2

3

pqr iir pq iip qr iiq rp

pqr ij pq ijr qr ijp rp ijq

a

a f

      

       

   

   
 (4.3.11) 

 

Σν δπλαηφ έξγν ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ γξάθεηαη ζηελ ίδηα κνξθή κε ηηο 

πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο: 
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     * * *

ij ij ij ij ijk ijk

j jk i ijk k j jk i ijk k i ijk j k

w

u u u

      

       

   

           
   

 (4.3.12) 

 

, φπνπ: 

 * 1

2
ijk jkl il ijk      (4.3.13) 

  

Η ζρέζε (4.3.12) έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε ηηο ζρέζεηο (4.1.16) θαη (4.2.9), νπφηε κπνξεί 

λα εθαξκνζηεί ε ίδηα δηαδηθαζία κε ηηο πξνεγνχκελεο ελφηεηεο γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

εμηζψζεσλ θίλεζεο θαη ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ. Παξ’ φια απηά ν Mindlin γηα λα 

ζπγθξίλεη ηα απνηειέζκαηα ηεο παξνχζαο δηαηχπσζεο κε ηα αληίζηνηρα ηεο 

δεκνζίεπζεο [52], ζηελ νπνία έλαο απφ ηνπο αλεμάξηεηνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο ζην 

ζχλνξν είλαη ε εθαπηνκεληθή ζπληζηψζα ηεο καθξνζηξνθήο (ε νπνία εκπεξηέρεηαη 

ζηνλ φξν 
kD u ), δηαηχπσζε ηελ ηειηθή εμίζσζε ηεο αξρήο ησλ δπλαηψλ έξγσλ ζε 

κία πην πεξίπινθε κνξθή. Γηα ην ιφγν απηφ ε θάζεηε ζην ζχλνξν S ζπληζηψζα ηεο 

βαζκίδαο ηεο κεηαηφπηζεο γξάθεηαη: 

 

    2k i j ijk k i i k i i k nnD u wn D n u D n u n          (4.3.14) 

, φπνπ 
1

2
i ilm l mw u  είλαη ε καθξνζηξνθή θαη 

nn i j ijn n  είλαη ε ζπληζηψζα ηνπ 

ηαλπζηή παξακφξθσζεο ε θάζεηε ζην ζχλνξν S . Η κνξθή πνπ πηνζεηείηαη γηα ην 

δπλαηφ έξγν ησλ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ είλαη: 

 

 

 1 k k k k k kj k j j nn

V S

k k

C

w F u dV P u Q n n w R dS

E u ds

     



      
 



 


 (4.3.15) 

, φπνπ ν ηαλπζηήο    ij i j i jI n n n n e e      απεηθνλίδεη γξακκηθά έλα δηάλπζκα 

πνπ νξίδεηαη ζε κία επηθάλεηα, ζηελ εθαπηνκεληθή πξνβνιή ηνπ πάλσ ζηελ ελ ιφγσ 

επηθάλεηα. 

 

Οη εμηζψζεηο θίλεζεο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ πξνθχπηνπλ είλαη: 

 

 
1

2
j jk i j il ljk i j ijk k kF u    

 
       

 
 (4.3.16) 

 
 

  

1

2
k j jk l li i nn jik i ijk

j j l l i ijk p q k pqj

P n

D n D n n n n n

    

 

 
      

 

  

 (4.3.17) 

   2k i ij jk j k q i j ijp qpkQ n n n n n n       (4.3.18) 

 i j k ijkR n n n   (4.3.19) 

  
1

2
k p pk nn q i ijk k l lij jpqE s n n n n    

 
   

 
 (4.3.20) 
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΢ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο 
kQ  είλαη ην εμσηεξηθψο αζθνχκελν δηάλπζκα ηνπ δεχγνπο 

ηάζεο θαη R είλαη ην εμσηεξηθψο αζθνχκελν δηάλπζκα δηπιήο ηάζεο (ρσξίο ξνπή) 

αλά επηθάλεηα. 

 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο θίλεζεο ζε φξνπο κεηαηνπίζεσλ είλαη παλνκνηφηππεο κε ηηο 

δχν πξνεγνχκελεο δηαηππψζεηο. 

 

΢εκεηψλεηαη ηέινο φηη νη εμηζψζεηο ηεο  απινπνηεκέλεο ζεσξίαο Cosserat (φπνπ 

καθξνζηξνθή θαη κηθξνζηξνθή ηαπηίδνληαη) πξνθχπηνπλ απφ ηηο εμηζψζεηο ηεο 

παξνχζαο δηαηχπσζεο, αλ αγλνεζνχλ ηα κεγέζε ,ijk ijk   θαη ηεζεί 0  .  

 

 

4.4 ΢ΤΓΚΡΙ΢ΔΙ΢ ΜΔΣΑΞΤ ΣΧΝ ΣΡΙΧΝ ΜΟΡΦΧΝ, ΠΔΡΑΙΣΔΡΧ 

ΓΙΔΡΔΤΝΗ΢ΔΙ΢ 

 

Ιζρχνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο κεηαμχ ησλ παξακνξθψζεσλ θαη ησλ ηάζεσλ πνπ 

νξίδνληαη ζε θάζε κία απφ ηηο ηξεηο δηαηππψζεηο. 

 

 
2 2

ˆ ˆ ˆ
3 3

ijk ijk jki kij ijk il ljk jl lik               (4.4.1) 

 

 
 

1 1 1
ˆ

3 3 2
ijk ijk jl kil kl jil ijk ijk           

 (4.4.2) 

 
1

ˆ
2

ij i j ilk jlk lik jlkw         (4.4.3) 

    
1 1

ˆ ˆ ˆ
3 3

ijk ijk jki kij ijk jki kij             (4.4.4) 

 

  
1 1 1

ˆ ˆ
2 4 4

ijk ijk ikj ijk il ljk jl lik             (4.4.5) 

 
1 1

ˆ
2 2

ijk ijk kij jki ijk jl lik kl lij               (4.4.6) 

  
4 2

ˆ ˆ
3 3

ij ipq jpq ipq piq jpq         (4.4.7) 

    
1 1

ˆ ˆ ˆ
3 3

ijk ijk jki kij ijk jki kij             (4.4.8) 

 

Οη ζρέζεηο κεηαμχ ησλ ελεξγεηαθψο ζπκβαηψλ εμσηεξηθψλ εληαηηθψλ κεγεζψλ είλαη 

νη εμήο: 
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ˆ

ˆ

ˆ

k k

k k

k k

P P

R R

E E







 (4.4.9) 

  

 

  
2

k k j j i i j k

k i j ijk

i i

k k l i j k lij

P P D n D n R n

Q n R

R n R

E E s n R n





  





    

 (4.4.10) 

 

 

4.5 ΢Τ΢ΥΔΣΙ΢Η ΚΑΣΑ΢ΣΑΣΙΚΧΝ ΚΑΙ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΧΝ ΣΑ΢ΔΧΝ 

 
Καηά ηε δηαηχπσζε ησλ εμηζψζεσλ ηεο απινπνηεκέλεο ζεσξίαο ηνπ Mindlin 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε αξρή ησλ δπλαηψλ έξγσλ, ζηελ νπνία ππεηζέξρνληαη εληαηηθά 

κεγέζε νξηζκέλα κέζσ θαηαζηαηηθψλ ζρέζεσλ. Γελ νξίζηεθαλ εληαηηθά κεγέζε απ’ 

επζείαο απφ ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ αξρψλ δηαηήξεζεο νξκήο θαη ζηξνθνξκήο. ΢ηελ 

παξνχζα ελφηεηα νξίδνληαη νη πξαγκαηηθέο ηάζεηο, νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ ηηο 

εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο, θαη παξνπζηάδνληαη νη ζρέζεηο κεηαμχ απηψλ θαη ησλ 

θαηαζηαηηθψλ ηάζεσλ.  

Αθνινπζψληαο ηε δηαδηθαζία ηνπ [59] θαη  αλεμαξηήησο απφ ηηο θαηαζηαηηθέο ηάζεηο 

θαη ηα αληίζηνηρα ελεξγεηαθψο ζπκβαηά  αζθνχκελα εληαηηθά κεγέζε, νξίδνληαη νη 

αθφινπζεο εμσηεξηθέο δξάζεηο: καδηθέο δπλάκεηο 
kF dV , επηθαλεηαθνί ειθπζηέο 

kt dS  

(surface tractions), επηθαλεηαθέο ξνπέο 
km dS  (surface couples with moment), 

απηντζνξξνπνχκελα δεχγε δπλάκεσλ 
ikR dS  (self-equilibrating surface double 

tractions). Σα κεγέζε ,k kF t  εκθαλίδνληαη ζηηο εμηζψζεηο δηαηήξεζεο νξκήο  

ζηξνθνξκήο θαη ελέξγεηαο, ην κέγεζνο 
km  εκθαλίδεηαη ζηηο εμηζψζεηο δηαηήξεζεο 

ζηξνθνξκήο θαη ελέξγεηαο, ελψ ην κέγεζνο 
ikR εκθαλίδεηαη κφλν ζηελ εμίζσζε 

δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο. 

 

Απφ ηελ ηζνξξνπία δπλάκεσλ ελφο ζηνηρεηψδνπο ηξηέδξνπ, ν ειθπζηήο 
kt  ζπλδέεηαη 

κε ηνλ ηνπηθφ ηαλπζηή ηάζεο ηζνξξνπίαο (balance stress tensor) κε βάζε ηε γλσζηή 

ζρέζε: 

 

 
i k kit n    (4.5.1) 

Απφ ηελ ηζνξξνπία ξνπψλ ηνπ ίδηνπ ζηνηρεηψδνπο ηξηέδξνπ ζπλδέεηαη (φπσο θάλεθε 

θαη ζην, εηζαγσγηθφ, θεθάιαην 2) ην δηάλπζκα ηεο επηθαλεηαθήο ξνπήο κε ηνλ ηνπηθφ 

ηαλπζηή εζσηεξηθήο ξνπήο (couple stress tensor): 

 

 
i k kim n   (4.5.2) 

 

    ΢αλ επέθηαζε ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ, ζπλδέεηαη ηελ επηθαλεηαθή δηπιή ηάζε  κε 

ηνλ ηνπηθφ «πξαγκαηηθφ» ηαλπζηή δηπιήο ηάζεο (balanced double-stress tensor): 
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ij k kijR n   (4.5.3) 

 

 Αγλνψληαο ράξηλ απινχζηεπζεο ηηο αδξαλεηαθέο δπλάκεηο (νη ζρέζεηο κεηαμχ ησλ 

θαηαζηαηηθψλ θαη πξαγκαηηθψλ εληαηηθψλ κεγεζψλ δε κεηαβάιινληαη απφ απηήλ ηελ 

παξαδνρή), πξνθχπηνπλ απφ ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο δπλάκεσλ θαη ξνπψλ θαη απφ 

ηηο ζρέζεηο (4.5.1), (4.5.2): 
 

 

0

0

i i

V S

j jk k

FdV t dS

V

F

 



   

 

 (4.5.4) 

 

  0

0

ijk j k ijk j k i

V S

j jk ijk ij

x F dV x t m dS

V

 

  

  



   

 

 (4.5.5) 

 

Η παξαπάλσ εμίζσζε κπνξεί λα γξαθεί ελαιιαθηηθά: 

   0i ij ijk ki
      (4.5.6) 

, αθνχ  
0ijk ki

   . 

 

΢ηε ζπλέρεηα δηαηππψλεηαη ε εμίζσζε ηεο αξρήο δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο. Σνλίδεηαη 

φηη  ε αξρή δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο είλαη αλεμάξηεηε απφ ηελ αξρή ησλ δπλαηψλ 

έξγσλ. Η ηειεπηαία είλαη ηζνδχλακε κε ηηο αξρέο δηαηήξεζεο ηεο νξκήο θαη ηεο 

ζηξνθνξκήο (ζηελ πξαγκαηηθφηεηα είλαη κία βαζκσηή δηαηχπσζή ησλ 

δηαλπζκαηηθψλ εμηζψζεψλ ηνπο), κφλν πνπ νδεγεί ζηνλ νξηζκφ δηαθνξεηηθψλ 

εληαηηθψλ κεγεζψλ (θαηαζηαηηθψλ-πξαγκαηηθψλ). Δπνκέλσο ηα εληαηηθά κεγέζε πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ηηο  δχν ηζνδχλακεο αξρέο (αξρή δηαηήξεζεο νξκήο, ζηξνθνξκήο-

αξρή δπλαηψλ έξγσλ) ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο. Οη ζρέζεηο κεηαμχ ησλ 

«πξαγκαηηθψλ» (balanced) θαη ησλ θαηαζηαηηθψλ (constitutive) ηάζεσλ ζα 

πξνθχςνπλ απφ ηελ εμίζσζε δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο.  Η ηειεπηαία εμίζσζε δελ 

πξνθχπηεη απφ ην ζπλδπαζκφ ησλ εμηζψζεσλ δηαηήξεζεο νξκήο θαη ζηξνθνξκήο, 

αιιά απνηειεί έθθξαζε ηνπ πξψηνπ ζεξκνδπλακηθνχ αμηψκαηνο, ζχκθσλα κε ην 

νπνίν: 

 

«Ο ξπζκφο αιιαγήο ηνπ αζξνίζκαηνο ηεο θηλεηηθήο θαη εζσηεξηθήο ελέξγεηαο, 

ηζνχηαη κε ην ξπζκφ έξγνπ φισλ ησλ εμσηεξηθψλ (πξαγκαηηθψλ-balanced) δπλάκεσλ 

ζπλ ην ζπλνιηθφ ξπζκφ παξνρήο ζεξκφηεηαο.» 

Θεσξψληαο ηζνζεξκηθέο θαη ςεπδνζηαηηθέο ζπλζήθεο, ν ξπζκφο έξγνπ φισλ ησλ 

εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ ηζνχηαη κε ην ξπζκφ αιιαγήο ηεο εζσηεξηθήο ελέξγεηαο 

παξακφξθσζεο ηνπ ζψκαηνο. ΢ηελ πεξηνρή ησλ κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ πηνζεηνχληαη 

νη αθφινπζεο εθθξάζεηο ηνπ ξπζκνχ έξγνπ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ θαη ηνπ ξπζκνχ 

έξγνπ ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ: 

 

 
   k k k k k k ij ijext

V S

W F v dV t v m v R dS      (4.5.7) 

, φπνπ 
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1

2
i ijk j kw v   (4.5.8) 

, είλαη ην δηάλπζκα ηνπ ξπζκνχ ζηξνθήο. 

 

      int
ˆˆ ˆ

ij ij ijk ijkel

V

W W dV       (4.5.9) 

 

Γηα ηελ έθθξαζε ηνπ ξπζκνχ έξγνπ ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ ρξεζηκνπνηήζεθε ε 

δεχηεξε απινπνηεκέλε δηαηχπσζε ηεο ζεσξίαο ηνπ Mindlin.  

 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο γξάθεηαη: 

 

 
   

   

int

ˆˆ ˆ

ext

ij ij ijk ijk k k k k k k ij ij

V V S

W W

dV F v dV t v m v R dS    

 

      
 (4.5.10) 

 

Οη ζρέζεηο κεηαμχ ησλ θαηαζηαηηθψλ κεγεζψλ πξνθχπηνπλ ζχκθσλα κε ηε 

δηαδηθαζία πνπ παξνπζηάδεηαη ζην [59]. Λακβάλνληαο ππφςε ηηο ζρέζεηο (4.5.1-6), 

(4.2.1) θαη ηηο παξαθάησ: 

 

        ij i j ij ij ij jki kij ij ij ij
v w w             (4.5.11) 

 
1 1

ˆ ˆ ˆ
2 2

ij i j ij jlk lik ij jlk lik kj jli lkiw              (4.5.12) 

 ˆ ˆ
ijk i jk ijk ijk lik lik         (4.5.13) 

 

, πξνθχπηεη ηειηθψο: 

 

 

 

  

ˆˆ ˆ

1 1
ˆ

2 2

jk jk lik lik

V

i ijk jk ij jlk kj jli lik likjk

V

dV

dV

   

        

 

  
       

  




 (4.5.14) 

 

΢ηε ζπλέρεηα αθνινπζείηαη ν εμήο ζπιινγηζκφο. Γεδνκέλνπ φηη (κε βάζε ηηο 

θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο πνπ πηνζεηήζεθαλ) νη θαηαζηαηηθέο θαη πξαγκαηηθέο ηάζεηο 

είλαη ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή αλεμάξηεηεο απφ ηνπο ζηηγκηαίνπο ξπζκνχο κεηαβνιήο 

ησλ παξακνξθσζηαθψλ κεγεζψλ, αιιά εμαξηψληαη κφλν απφ ηηο ηηκέο ηνπο ηε 

δεδνκέλε ζηηγκή, ε παξαπάλσ εμίζσζε ηζρχεη γηα δεδνκέλεο ηηκέο ησλ ηάζεσλ αιιά 

απζαίξεηεο ηηκέο ησλ ξπζκψλ παξακφξθσζεο.  Δπνκέλσο κπνξεί λα ππνηεζεί έλα κε 

κεδεληθφ  νκνηνγελέο πεδίν ξπζκνχ παξακφξθσζεο, νπφηε ˆ 0ijk i jk    . Δπνκέλσο 

πξνθχπηεη ε ζρέζε: 
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  

 

ˆ

ˆ

jk jk i ijkjk

V

jk i ijkjk

dV   

  

    
 

  


 (4.5.15) 

 

Υξεζηκνπνηψληαο θαη ηελ παξαπάλσ ζρέζε, πξνθχπηεη κε ην ίδην ζθεπηηθφ: 

 

 
1 1

ˆ
2 2

ijk ijk jl lik kl lij         (4.5.16) 

 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο αλ ζπλδπαζηνχλ, θαηαιήγνπλ ζηελ: 

 

 
 

1 1
ˆ ˆ

2 2

D D

jk i ijk i jl lik i kl lijjk
             (4.5.17) 

, φπνπ 
D

ij  είλαη ην απνθιίλνλ (deviatoric) ηκήκα ηνπ ηαλπζηή ηεο εζσηεξηθήο ξνπήο: 

 

 
1

3

D

ij ij kk ij      (4.5.18) 

Δχθνια απνδεηθλχνληαη κεηά απφ πξάμεηο θαη νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

 

  
2

ˆ ˆ
3

D

ij ipq piq jpq      (4.5.19) 

 
D

ij ij   (4.5.20) 

  
1

ˆ ˆ ˆ
3

ijk ijk jki kij       (4.5.21) 

 0il ljk jl lki kl lij         (4.5.22) 

 

Απφ ηηο πξνεγνχκελεο ζρέζεηο παξαηεξνχληαη ηα εμήο: 

Ο πξαγκαηηθφο ηαλπζηήο 
ijk είλαη απνιχησο ζπκκεηξηθφο θαη ηζνχηαη κε ην 

ζπκκεηξηθφ κέξνο ηνπ θαηαζηαηηθνχ ηαλπζηή ˆ
ijk . Ο θαηαζηαηηθφο ηαλπζηήο 

εζσηεξηθήο ξνπήο ηεο δεχηεξεο δηαηχπσζεο, 
ij  ηζνχηαη κε ην απνθιίλνλ ηκήκα ηνπ 

πξαγκαηηθνχ ηαλπζηή εζσηεξηθήο ξνπήο 
ij . Δπίζεο, ην νκνηφκνξθν (spherical) 

ηκήκα ηνπ ηαλπζηή 
ij  είλαη απξνζδηφξηζην απφ ηηο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο, ελψ 

απνδεηθλχεηαη [59] φηη δελ επεξεάδεη ηελ επίιπζε ηνπ ηειηθνχ πξνβιήκαηνο 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ηεο παξνχζαο ζεσξίαο. 

 

΢εκεηψλεηαη ηέινο φηη ηα εμσηεξηθά εληαηηθά κεγέζε πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ 

εθαξκνγή ηεο αξρήο ησλ δπλαηψλ έξγσλ δηαθέξνπλ απφ ηνπο επηθαλεηαθνχο 

ειθπζηέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηνπο θαηαζηαηηθνχο ή ηνπο πξαγκαηηθνχο ηαλπζηέο 

ηάζεο. Π.ρ. γηα ηε 2
ε
 δηαηχπσζε: 

 

 ˆ ˆ
k i ikP n  (4.5.23) 

θαη επίζεο: 

 ˆ
k i ikP n  (4.5.24) 
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4.6 ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΧΜΑ VARDOULAKIS&SULEM 
    

 

Σν 1995 νη Vardoulakis&Sulem [55] πξφηεηλαλ κία έθθξαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο, εκπλεφκελνη απφ κία δεκνζίεπζε ηνπ Casal (1961), 

ζηελ νπνία εμεηάδεηαη ν κνλνδηάζηαηνο εθειθπζκφο κίαο ξάβδνπ κήθνπο L θαη 

ειαζηηθήο δπζθακςίαο EA . ΢χκθσλα κε ηε δεκνζίεπζε ηνπ Casal, ε ζπλνιηθή 

ειαζηηθή ελέξγεηα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

 

  

    

22 2 2

00

22 2

0 0

1 1

2 2

1

2

LL

L L

W EA dx EA

EA dx EA dx

  

   

    

     



 

 (4.6.1) 

 

Οη Vardoulakis&Sulem δηεχξπλαλ ηελ παξαπάλσ ζρέζε, πηνζεηψληαο γηα ηελ 

ηξηδηάζηαηε πεξίπησζε ηελ παξαθάησ έθθξαζε ηεο ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο: 

 

  

    

    

2

2

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ

2 2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2

1

2

mm nn mn nm kmm knn kmn knm

k kmm nn mm knn kmn nm mn knm

mm nn mn nm k mn k nm k k mn nm

w G G

G

G G G

       

        

       

 
     

 

 
     
 

      

 (4.6.2) 

, φπνπ: 

 

 
1

k k

k k

v

v v

  

 
 (4.6.3) 

 

Σν παξαπάλσ πξνζνκνίσκα θαίλεηαη φηη απνηειεί εηδηθή πεξίπησζε ηεο δεχηεξεο 

δηαηχπσζεο ηεο απινπνηεκέλεο ζεσξίαο ηνπ Mindlin. Οινθιεξψλνληαο ηνλ 

ηειεπηαίν φξν ηεο εμίζσζεο (4.6.2ii) πξνθχπηεη: 

     k k mn nm mn nm k k

V S

dV v n dS     
 

 

Ο παξαπάλσ φξνο αληηζηνηρεί ζηελ επηθαλεηαθή ειαζηηθή ελέξγεηα. Πξνθχπηεη φηη 

δελ απαηηείηαη ε γλψζε ηνπ δηαλχζκαηνο 
k
 ζε φινλ ηνλ φγθν αιιά κφλν ζηελ 

επηθάλεηα ηνπ ζψκαηνο. Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο δηαηππψλνληαη σο: 

 

  
ˆ

ˆ ˆˆ 2 2ij kk ij ij k knn ij kij

ij

w
G G      




    


 (4.6.4) 

    2ˆ
ˆ ˆˆ 2 2

ˆ
ijk inn jk ijk i nn jk jk

ijk

w
G G      




    


 (4.6.5) 
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Θσξψληαο ηνπο γλσζηνχο κεηαζρεκαηηζκνχο γηα ηηο ζπληζηψζεο ησλ ηαλπζηηθψλ 

κεγεζψλ ζηα δηάθνξα ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ: 

 

 

pq pi qj ij

pq pi qj ij

pqr pi qj rk ijk

pqr pi qj rk ijk

i ip p

ij iq jq

ij pj ip

Q Q

Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q

Q Q

Q Q

 

 

 

 













 





 (4.6.6) 

 

, φπνπ 
ijQ  ν νξζνγσληθφο ηαλπζηήο κεηαζρεκαηηζκνχ ζπληεηακέλσλ, πξνθχπηνπλ 

πάιη νη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο (4.6.4), (4.6.5) γηα ηα κεγέζε , , , ,pq pq pqr pqr i     . 

Δπνκέλσο νη θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

ειαζηηθήο ελέξγεηαο θαηά Vardoulakis&Sulem είλαη ηζνηξνπηθέο. 

 

Γηα κεδεληθέο ηηκέο ησλ κεθψλ ,   νη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο εκπίπηνπλ ζηηο 

αληίζηνηρεο ηεο θιαζζηθήο ειαζηηθφηεηαο. 

 

΢εκεηψλεηαη επίζεο πσο απνδεηθλχεηαη (Georgiadis et al. 2002) φηη ε ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο ειαζηηθήο ελέξγεηαο είλαη ζεηηθά νξηζκέλε φηαλ ηζρχνπλ νη παξαθάησ 

αληζφηεηεο:   

 2

3 2 0

0

0

1 1

G

G

  






  

 (4.6.7) 

 

 

4.7 ΛΑΠΛΑ΢ΙΑΝΑ ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΧΜΑΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 
 

Οξίδνληαο ηνλ ηαλπζηή ˆ ˆ
jk jk i ijk     θαη ιακβάλνληαο ππφςε ηηο ζρέζεηο ηηο 

πξνεγνχκελεο ελφηεηαο, πξνθχπηεη φηη απηφο ηθαλνπνηεί ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο: 

 

 0j jk kF    (4.7.1) 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο ηεο παξνχζαο ελφηεηαο, πξνθχπηεη γηα 

ηνλ παξαπάλσ ηαλπζηή: 

 

   2 21 2jk ii jk jkG        (4.7.2) 
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, φπνπ 2

m m    . Οη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζε φξνπο κεηαηνπίζεσλ γίλνληαη: 

 

 
 

   

2 2

2 2 2 2 0

k i i i

j j k k j k j j k

u u

G u u u u F

    

           
 

 (4.7.3) 

 

Όπσο εμεγείηαη θαη ζην [9], εμηζψζεηο ηεο κνξθήο ηεο (4.6.8) κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ 

θαη απφ ζπιινγηζκνχο πνπ δελ απαηηνχλ ηνλ νξηζκφ κίαο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο 

ειαζηηθήο ελέξγεηαο θαη ησλ αληίζηνηρσλ θαηαζηαηηθψλ ηάζεσλ. Η εμίζσζε (4.6.8) 

κπνξεί λα εξκελεπζεί σο εμήο: Ο λφκνο ηνπ Hooke, ηεο θιαζζηθήο ειαζηηθφηεηαο, 

ζεσξείηαη φηη ηζρχεη γηα κία κέζε ηάζε ηζνξξνπίαο, θαη φρη γηα ηελ ηνπηθή ηάζε 

ηζνξξνπίαο. Η κέζε απηή ηάζε αζθείηαη ζε έλαλ αληηπξνζσπεπηηθφ πεπεξαζκέλν 

φγθν (π.ρ. θχβν) ηνπ πιηθνχ, ν νπνίνο είλαη αξθεηά κεγάινο ζε ζρέζε κε ηνλ 

αληηπξνζσπεπηηθφ ζηνηρεηψδε φγθν ηεο κηθξνδνκήο ηνπ πιηθνχ (π.ρ. θφθθνο). 

 

 2ij ij kk ij ij

REV

dV G        (4.7.4) 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε θπβηθνχ ρσξίνπ δηάζηαζεο a  , ε κέζε ηάζε κπνξεί λα 

πξνζεγγηζηεί απφ ηε ζρέζε: 

 

  
2

21
24

ij ij k

a
x 

 
   
 

 (4.7.5) 

 

Αληηζηξέθνληαο ην δηαθνξηθφ ηειεζηή  
2

21
24

a
   πξνθχπηεη: 

 

  
2

2

2
2

1
1 2

24
1

24

ij ij kk ij ij

a
G

a
    

 
     

  

 (4.7.6) 

 

 Δπνκέλσο γηα ηελ ηνπηθή ηάζε ηζνξξνπίαο (local equilibrium stress) ν λφκνο ηνπ 

Hooke εκπινπηίδεηαη κε ηελ πξνζζήθε ηεο Λαπιαζηαλήο ηεο κέζεο ηάζεο επί έλα 

ραξαθηεξηζηηθφ κήθνο 
2

2

24

a
 . 

 

Πνιινί εξεπλεηέο πξφηεηλαλ πξνζνκνηψκαηα πνπ ιακβάλνπλ ππφςε ηε 

κηθξνκεραληθή ζπκπεξηθνξά κέζσ δεπηέξσλ παξαγψγσλ ησλ θιαζζηθψλ κεγεζψλ. 

Απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο εξγαζίεο ζην πεδίν ηεο κε-ηνπηθήο ειαζηηθφηεηαο (non-local 

elasticity) είλαη ηνπ Eringen, θαζψο θαη ηνπ Aifantis.  

 

Ο Eringen αθνινχζεζε κία παξφκνηα δηαδηθαζία κε απηήλ πνπ παξνπζηάζηεθε. 

΢πζρέηηζε ηελ ηνπηθή 
c

ij  κε ηε κε ηνπηθή 
g

ij  ηάζε, σο εμήο: 
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      g c

ij k ij k

V

x s x s dV     (4.7.7) 

, φπνπ  s  είλαη ζπλάξηεζε βάξνπο (weight function). Γηαηχπσζε επίζεο κηα 

ζεσξία, ε νπνία θαηαιήγεη ζε εμηζψζεηο ηνπ ηχπνπ: 

 
2 2g g c

ij ij ij ijkl l kC u        (4.7.8) 

 

Ο Aifantis ζηεξίρζεθε ζε πξνγελέζηεξεο εξγαζίεο ηνπ ζηε ζεσξία πιαζηηθφηεηαο 

(Aifantis 1984,1987), γηα λα εκπινπηίζεη ηηο θιαζζηθέο εμηζψζεηο ηεο ειαζηηθφηεηαο 

κε ηε Λαπιαζηαλή ηεο παξακφξθσζεο (Aifantis 1992, Altan and Aifantis 1992, Ru 

and Aifantis 1993): 

 

  2 2

ij ijkl kl klC      (4.7.9) 

 

, θαηαιήγνληαο ζηηο παξαθάησ εμηζψζεηο ζε φξνπο κεηαηνπίζεσλ: 

 

  2 2 0ijkl j k l j k l iC u u P         (4.7.10) 

      

, πνπ έρνπλ ηελ ίδηα κνξθή κε ηελ εμίζσζε (6.7.3)  θαη κε ηηο εμηζψζεηο θίλεζεο ζε 

φξνπο κεηαηνπίζεσλ ηεο απινπνηεκέλεο ζεσξίαο ηνπ Mindlin. 

 

Αλαθέξεηαη ηέινο φηη ζε αξθεηέο εξεπλεηηθέο πξνζπάζεηεο, νη Λαπιαζηαλέο ζεσξίεο 

ή γεληθφηεξα νη ζεσξίεο αλψηεξεο βαζκίδαο (gradient theories) πξνέθπςαλ απφ ηελ 

εμέηαζε ηεο ηαιάλησζεο  ζπζηεκάησλ δηαθξηηψλ  καδψλ πνπ ζπληζηνχλ δηθηπψκαηα 

(lattice) ζε κία ή πεξηζζφηεξεο δηεπζχλζεηο. Δμεηάδνληαο γηα παξάδεηγκα ην 

παξαθάησ κνλνδηάζηαην ζχζηεκα καδψλ: 

 

 
 

 

 

1nx 
 

2nx 
nx 1nx 

 
2nx 

M  M  M  M  M  

d  d  d  d  

K  K  K  K  

΢τήμα 4.7.1 
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Η εμίζσζε θίλεζεο γηα ηε κάδα πνπ βξίζθεηαη ζηε ζέζε 
nx  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

  1 12n n n nK u u u Mu     (4.7.11) 

 

Μεηαηξέπνληαο ζε ζπλερέο ην παξαπάλσ πεδίν κεηαηνπίζεσλ, ιακβάλεηαη: 

    
   2

2

2

, ,1
, ,

2

du x t d u x t
u x d t u x t d d

dx dx
      (4.7.12) 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ (6.7.12), ε (6.7.11) κπνξεί λα γξαθεί: 

 

 
2 4

2

2 4

1

12

d u d u
E d u

dx dx


 
   

 
 (4.7.13) 

 

, φπνπ 
M

Ad
  , 

Kd
E

A
  θαη A  είλαη ην εκβαδφ ηεο ηζνδχλακεο δηαηνκήο.  

 

Η εμίζσζε (6.7.13), αλ ζεσξεζεί εμίζσζε ηζνξξνπίαο ζε φξνπο κεηαηνπίζεσλ ελφο 

κνλνδηάζηαηνπ ζπλερνχο, νδεγεί ζηε δηαηχπσζε ηεο θαηαζηαηηθήο ζρέζεο ηάζεο 

παξακφξθσζεο: 

 21

12
E d  
 

  
 

 (4.7.14) 

 

, πνπ έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε ηηο εμηζψζεηο (6.7.6), (6.7.9) κε ηε δηαθνξά φηη ε 

Λαπιαζηαλή πξνζηίζεηαη αληί λα αθαηξείηαη απφ ηνλ θιαζζηθφ φξν. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 
 

ΓΙΑΣΤΠΧ΢Η ΠΔΠΔΡΑ΢ΜΈΝΧΝ ΢ΣΟΙΥΔΙΧΝ ΓΙΚΣΤΧΜΑΣΟ΢ ΚΑΙ 

ΓΟΚΟΤ ΜΔ ΚΑΣΑ΢ΣΑΣΙΚΟ ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΧΜΑ ΒΑΘΜΙΓΧΣΗ΢ 

ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

 
΢ηφρνο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη ε δηεξεχλεζε ηεο επηξξνήο ηεο κηθξνδνκήο ζηε 

δπλακηθή  ζπκπεξηθνξά κνλνδηάζηαησλ εδαθηθψλ ζρεκαηηζκψλ, θαζψο θαη ζηελ 

θακπηηθή ζπκπεξηθνξά δνθψλ. Δπηδηψθεηαη αθφκα ε ζπζρέηηζε ηεο επηξξνήο κε ηα 

γεσκεηξηθά θαη δπλακηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ πξναλαθεξζέλησλ ζπζηεκάησλ. Γηα 

ηελ πινπνίεζε αξηζκεηηθψλ ππνινγηζκψλ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ νπζία ε 

απινπνηεκέλε ζεσξία Mindlin, κε ηε κνξθή ηνπ πξνζνκνηψκαηνο 

Vardoulakis&Sulem. Ο θπξηφηεξνο ιφγνο είλαη ε πξνζζήθε δχν επηπιένλ ζηαζεξψλ 

,  , ζε αληίζεζε κε ηε δηαηχπσζε ηνπ Mindlin, ζηελ νπνία απαηηνχληαη πέληε 

ζηαζεξέο 
1 5
ˆ ˆ, ,a a , πέξαλ ησλ ζηαζεξψλ ˆ ˆ,   ηνπ Lame. Οη γεληθέο ηξηζδηάζηαηεο 

εμηζψζεηο πνπ παξνπζηάζηεθαλ ζηελ ελφηεηα (4.6) εμεηδηθεχνληαη, γηα λα ιάβνπλ 

ππφςε ηηο παξαδνρέο ηεο ζεσξίαο δνθνχ. Η επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ 

γίλεηαη κε ηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, κε ηε ζπλήζε δηαδηθαζία 

δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ (κνλνδηάζηαηνπ ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε) ρσξίνπ θαη ηελ 

πηνζέηεζε ζπγθεθξηκέλσλ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο. ΢ηα πιαίζηα απηήο ηεο 

δηαδηθαζίαο, πξνηείλεηαη έλα λέν γξακκηθφ πεπεξαζκέλν ζηνηρείν δνθνχ, ην νπνίν ζε 

αληίζεζε κε ηα θιαζζηθά πεπεξαζκέλα ζηνηρεία, εκπεξηέρεη ηηο δχν λέεο παξακέηξνπο 

εζσηεξηθνχ κήθνπο.  

 

Πξνθεηκέλνπ λα παξνπζηαζηεί θαιχηεξα ε δηαδηθαζία δηαηχπσζεο ησλ λέσλ 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, ρσξίδεηαη ζε δχν ελφηεηεο. ΢ηελ πξψηε δηαηππψλεηαη 

πεπεξαζκέλν ζηνηρείν δηθηπψκαηνο, ην νπνίν κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε 

πξνβιήκαηα απιήο δηάηκεζεο, φπσο είλαη ην πξφβιεκα ηεο δηάδνζεο ζεηζκηθνχ 

θχκαηνο ζε κνλνδηάζηαην εδαθηθφ ζρεκαηηζκφ. 

 

΢ηε δεχηεξε ελφηεηα ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ δηαηππψλεηαη έλα λέν πεπεξαζκέλν 

ζηνηρείν δνθνχ θαηά Euler-Bernoulli κε κηθξνδνκή, ην νπνίν κπνξεί λα ζπκπιεξσζεί 

κε ηνπο αμνληθνχο βαζκνχο ειεπζεξίαο ηνπ πξνζνκνηψκαηνο ηεο πξψηεο ελφηεηαο. 

 

 

5.1  ΜΟΝΟΓΙΑ΢ΣΑΣΟ ΠΔΠΔΡΑ΢ΜΔΝΟ ΢ΣΟΙΥΔΙΟ 

ΓΙΚΣΤΧΜΑΣΟ΢-ΑΠΛΗ΢ ΓΙΑΣΜΗ΢Η΢ 
 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο δηάηκεζεο κνλνδηάζηαηνπ κέζνπ γίλεηαη ε παξαδνρή ηνπ 

παξαθάησ πεδίνπ παξακνξθψζεσλ: 

 

 

 

 

2 2 1

1 3

11 22 33 13 23

12 12 1 1 2

0

0

1
0

2

u u x

u u

x u

    

 



  

    

   

 (5.1.1) 
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Απφ ηηο θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο (4.6.4), (4.6.5) πξνθχπηεη: 

 

 
11 22 33 13 23

12 1 2 1 1 2 12 112

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆˆ G u G u G G

    

  

    

       
 (5.1.2) 

 2 2

112 1 1 2 1 2 112 12
ˆˆ G u G u G G           (5.1.3) 

 

, ελψ φιεο νη ππφινηπεο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή δεχγνπο ηάζεο ζεσξνχληαη 

κεδεληθέο.  

 

 

 
 

 

 

 

Όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα, θάζε πεπεξαζκέλν ζηνηρείν έρεη ηέζζεξηο 

βαζκνχο ειεπζεξίαο. Πξφθεηηαη γηα ηε κεηαηφπηζε 
2u  (εθ’ εμήο u )  θαη ηε 

δηαηκεηηθή παξακφξθσζε 
12  θάζε άθξνπ. Οη δηαηκεηηθέο παξακνξθψζεηο (εθ’ εμήο 

 ) είλαη αλαγθαίν λα εηζαρζνχλ σο αλεμάξηεηνη βαζκνί ειεπζεξίαο θάζε ζηνηρείνπ 

ιφγσ ηεο χπαξμεο εληαηηθψλ κεγεζψλ ελεξγεηαθψο ζπδπγψλ (θαηά ηελ έλλνηα ηνπ 

δπλαηνχ έξγνπ), φπσο είλαη ηα εμσηεξηθά δεχγε δπλάκεσλ αλά επηθάλεηα (βι. ηνλ 3
ν
 

φξν ηεο ζρέζεο 4.1.28). 

 

2x

 

1x  

2u  

΢τήμα 5.1.1 
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Σν δηάλπζκα ησλ επηθνκβίσλ «γεληθεπκέλσλ» κεηαηνπίζεσλ ζην ηνπηθφ ζχζηεκα ηνπ 

ζηνηρείνπ είλαη ην: 

 

    1 1 2 2D u u   (5.1.4) 

 

, ελψ ην δηάλπζκα ησλ επηθνκβίσλ δξάζεσλ αλά επηθάλεηα δηαηνκήο, ζην ηνπηθφ 

ζχζηεκα ηνπ ζηνηρείνπ είλαη ην: 

    

    1 1 2 2F P R P R  (5.1.5) 

 

Η εμίζσζε ησλ δπλαηψλ έξγσλ, ζεσξψληαο φηη δελ ππάξρνπλ καδηθέο δπλάκεηο, 

γξάθεηαη: 

 

 
int extW W   (5.1.6) 

, φπνπ: 

 

    int

T

V

W dV     (5.1.7) 

 

1
2  

1u  

1  

2u

 

2

 

1
2  

1P  

1R

 

2P

 

2R

 

L  

2x

 

1x  

΢τήμα 5.1.2  

Δπικόμβιοι βαθμοί ελεσθερίας και επικόμβιες δράζεις. 
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   

   

T

ext

S V

T

S V

W D F dS u udV

D F dS u udV

   

  

   

  

 

 
 (5.1.8) 

, φπνπ: 

 

    
T

    (5.1.9) 

        (5.1.10) 

 

είλαη ηα δηαλχζκαηα ηάζεσλ θαη παξακνξθψζεσλ θάζε ζεκείνπ. ΢εκεηψλεηαη φηη κε 

d

dx


  ζπκβνιίδεηαη εθ’ εμήο ε παξάγσγνο ηεο παξακφξθσζεο, 

112̂ , ελψ  είλαη ε 

δηαηκεηηθή ηάζε 
12̂  θαη   είλαη ην δεχγνο ηάζεο 

112̂ . Δπίζεο  είλαη ε 

καθξνζθνπηθή ππθλφηεηα ηνπ πιηθνχ (γηα ιφγνπο απινπνίεζεο αγλνείηαη ε ζπκβνιή 

ηεο κηθξνδνκήο ζηελ θηλεηηθή ελέξγεηα).  

 

Γηα ηελ παξεκβνιή ηεο κεηαηφπηζεο εληφο ηνπ ζηνηρείνπ ρξεζηκνπνηείηαη έλα θπβηθφ 

πνιπψλπκν, αθνχ νη επηθφκβηνη βαζκνί ειεπζεξίαο είλαη ηέζζεξηο.  

 

 

2 3

1 2 3 4

1

22 3

3

4

1

u x x x

x x x

   









    

 
 
 

    
 
  

 (5.1.11) 

Ιζρχεη επίζεο: 

 2

2 3 42 3
du

x x
dx

        (5.1.12) 

 

Σν δηάλπζκα ησλ γεληθεπκέλσλ ζπληεηαγκέλσλ    1 2 3 4

T
       

ζπλδέεηαη κε ην δηάλπζκα  D  ησλ επηθνκβίσλ γεληθεπκέλσλ κεηαηνπίζεσλ κέζσ 

ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ ηνπ ζηνηρείνπ: 

 

 

 

 

 

 

1

2

1

2

0

0

u u

u L u

L

 

 









 (5.1.13) 

 

Πξνθχπηεη ε ζρέζε: 
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     

1 1

1 2

2 3

2 3

2

2 4

1 0 0 0

0 1 0 0

1

0 1 2 3

u

u L L L

L L

ή

D A



 



 



    
    
        

    
        

 

 (5.1.14) 

, επνκέλσο: 

 

 

     
1

1 1

2 1

2 2 2
3 2

4 2

3 2 3 2

1 0 0 0

0 1 0 0

3 2 3 1

2 1 2 1

A D

u

uL L L L

L L L L





 



 


  

 
    
    

    
       

    
       

  

 (5.1.15) 

 

 Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.1.15) ζηελ (5.1.11) πξνθχπηεη ε ζπζρέηηζε ηεο κεηαηφπηζεο 

θάζε ζεκείνπ, κε ηηο επηθφκβηεο γεληθεπκέλεο κεηαηνπίζεηο: 

 

 
     

   

12 31u x x x A D

u N D


   

 
 (5.1.16) 

 

, φπνπ  N  είλαη ην κεηξψν γξακκή ησλ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο: 

 

 

  
2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 2 3 2

3 2 2 3 2
1

x x x x x x x x
N x

L L L L L L L L

 
        
 

 (5.1.17) 

 

 

Σα ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο νξίδνληαη σο ζπλήζσο: ε 

κεηαηφπηζε θαηά κήθνο ηνπ ζηνηρείνπ γηα κνλαδηαία ηηκή ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

επηθφκβηαο κεηαηφπηζεο θαη κεδεληθέο ηηκέο γηα ηηο ππφινηπεο: 
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N1
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1

N2

1 2

΢ρήκα 5.1.1  ΢πλάξηεζε ζρήκαηνο
1N    

΢ρήκα 5.1.2  ΢πλάξηεζε ζρήκαηνο
2N    
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΢ηε ζπλέρεηα δηαηππψλεηαη ε ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεηξψνπ παξακνξθψζεσο κε ην 

δηάλπζκα  D : 

 

 

     

        

2

T

d

dx
u u

d

dx

N D B D

  

 
 

     
 
  

    

 (5.1.18) 

 

, φπνπ  B  είλαη ην κεηξψν παξακφξθσζεο: 

     

2 2 2 2

2 3 2 2 3 2

2 3 2 2 3 2

6 6 4 3 6 6 2 3
1

6 12 4 6 6 12 2 6

x x x x x x x x

L L L L L L L LB N
x x x x

L L L L L L L L

 
       

    
 
      
  

 (5.1.19) 

 

Σν θαηεπζπληήξην δηάλπζκα  
k
 , φπσο απνδεηθλχεηαη ζην [59], δελ κπνξεί λα είλαη 

ζηαζεξφ ζηνλ φγθν ηνπ ζψκαηνο. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο ξάβδνπ (αιιά θαη ηεο δνθνχ), 

γηα ιφγνπο ζπκκεηξίαο ηζρχεη: 

 

    1 10 L       (5.1.20) 

 

, φπνπ   είλαη ε αιγεβξηθή ηηκή ηνπ «θαηεπζπληεξίνπ» κήθνπο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ 

(φρη ηνπ ζηνηρείνπ).  Γεδνκέλνπ φηη δελ επεξεάδεη ηα απνηειέζκαηα ν ηξφπνο πνπ 

κεηαβάιιεηαη ην παξαπάλσ κήθνο εληφο ηνπ φγθνπ ηνπ ζψκαηνο, κπνξεί λα ππνηεζεί 

εληφο θάζε ζηνηρείνπ κία απζαίξεηε (αληηζπκκεηξηθή σο πξνο ην θέληξν) θαηαλνκή, 

π.ρ. γξακκηθή: 

 

 

      1 2 1e

x

L

   



        


 (5.1.21) 

  

   Σα δηαλχζκαηα ηάζεσλ θαη παξακνξθψζεσλ ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε ηε ζρέζε: 

 

           (5.1.22) 

, φπνπ: 

  
 

  2

1 2 1

2 1
G





  
   

  
 (5.1.23) 
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (5.1.16), (5.1.18) θαη (5.1.20) ζηηο ζρέζεηο (5.1.7), 

(5.1.8): 

 

                 int

T TT T

V V

W D B E B D dV D B E B dV D  
 

   
 

   (5.1.24) 

 

        

           

T

ext

S V

TT T

S V

W D F dS N D N D dV

D F dS D N N dV D

   

  

   

 
    

 

 

 
 (5.1.25) 

 

 Δπνκέλσο ε εμίζσζε (5.1.6) θαηαιήγεη ζηε γλσζηή κνξθή: 

 

        TM D K D F   (5.1.26) 

 

, φπνπ    ,M K  είλαη αληηζηνίρσο ηα κεηξψα κάδαο θαη δπζθακςίαο. 

 

         
0

2 2
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2 2

2 3 2 3

13 11 13 13
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11 3

210 105 140 140

13 3 3
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L
T T

V A

M N N dV N N dA dx

L L L L

L L L L

A
L L L L

L L L L

 



 
   

 

 
 

 
 

 
  

 
 

 
 
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  

  

 (5.1.27) 

 

           
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L L

L L

 
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 

      
       

   

      
        

   


  
  



  

2 2 2 2
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2
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6
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6
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 
 
 
 

       
 

     
       

  

 

 (5.1.28) 
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Σν δηάλπζκα ησλ ζπλνιηθψλ επηθνκβίσλ δξάζεσλ είλαη ην: 

 

      T

A

F F dA A F    (5.1.29) 

 

Οη εμηζψζεηο πνπ παξήρζεζαλ ζηελ παξνχζα ελφηεηα κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

ζηελ πεξίπησζε ηεο κνλνδηαζηαηεο αμνληθήο παξακφξθσζεο ξάβδνπ, αλ γίλεη ε 

παξαθάησ ελαιιαγή κεγεζψλ: 

 

 

2 1

12 11

112 111

12 11

112 111

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

G E

u u

 

 

 

 













 (5.1.30) 

 

5.2 ΠΔΠΔΡΑ΢ΜΔΝΟ ΢ΣΟΙΥΔΙΟ ΓΟΚΟΤ 

 
Γηα ην ζηνηρείν δνθνχ ζεσξείηαη ην παξαθάησ πεδίν παξακνξθψζεσλ: 

 

 
   

22 33 13 23

11 11 1 1 2

0

x k x x

   

 

   

  
 (5.2.1) 

 

, φπνπ  1k x είλαη ε θακππιφηεηα ηεο δνθνχ ζηε ζέζε 
1x . 

 

Ο φξνο  11 1x  ζεσξείηαη φηη κεηαβάιιεηαη θαηά κήθνο ηεο δνθνχ κε ηηο ζπλαξηήζεηο 

ζρήκαηνο ηεο πξνεγνχκελεο ελφηεηαο, επνκέλσο ε ζπλεηζθνξά ηνπ ζηελ ειαζηηθή 

ελέξγεηα γίλεηαη αλεμάξηεηα απφ ην δεχηεξν φξν, πνπ αληηζηνηρεί ζηε κεηαβνιή ηεο 

παξακφξθσζεο θαζ’ χςνο ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνχ. ΢ηελ αλάπηπμε ησλ εμηζψζεσλ 

ηεο παξνχζαο ελφηεηαο ιακβάλεηαη ππφςε κφλν ν θακπηηθφο φξνο 
2k x  θαη ην 

κεηξψν δπζθακςίαο πνπ πξνθχπηεη απιψο δηεπξχλεηαη εηζάγνληαο ην κεηξψν ησλ 

αμνληθψλ βαζκψλ ειεπζεξίαο ηεο πξνεγνχκελεο ελφηεηαο. 

 

Η κνλαδηθή ζπληζηψζα ηνπ ηαλπζηή ˆ
ijk  πνπ παξάγεη ειαζηηθή ελέξγεηα, είλαη ε 

11
111 1 11 11
ˆ

d

dx


       . Παξ’ φηη ππάξρεη κεηαβνιή ηεο 

11  θαηά 
2x , νπφηε ππάξρεη ε 

ζπληζηψζα 
211̂ , δελ εκθαλίδεηαη ζηηο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο, αθνχ ιφγσ ηνπ 

κνλνδηάζηαηνπ ηνπ πξνβιήκαηνο ζεσξείηαη 
2 3 0   .  Η παξαδνρή (5.2.1) 

ζεσξείηαη (κε ζθεπηηθφ θιαζζηθήο ζεσξίαο) φηη ζπλεπάγεηαη κεδεληθφ ιφγν Poisson λ 

, επνκέλσο  2G E   . 
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Δπνκέλσο νη κφλεο ζπληζηψζεο ηάζεο πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηελ εμίζσζε δπλαηψλ 

έξγσλ είλαη νη 
11̂  θαη 

111̂ , εθ’ εμήο   θαη   αληηζηνίρσο. Οη θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο 

πνπ πξνθχπηνπλ είλαη φκνηεο κε ηηο αληίζηνηρεο ηεο πξνεγνχκελεο ελφηεηαο  (νη 

11 111,   ζπκβνιίδνληαη εθ’ εμήο ,  αληηζηνίρσο)  : 

 

 

11 1 1 1 1 1 11 111
ˆˆ E u E u E E

ή

E E

  

  

       

 

 (5.2.2) 

 

 

2 2

111 1 1 1 1 2 111 11

2

ˆˆ E u E u G G

ή

G G

  

  

       

 

 (5.2.3) 

 

Οη άμνλεο 
1 2,x x  ζπκβνιίδνληαη εθ’ εμήο σο ,x y αληηζηνίρσο.   

 

Η ζεσξία ζπκπιεξψλεηαη κε ηελ παξαδνρή Euler-Bernoulli: 

 

 
2d w

k w
dx

     (5.2.4) 

, φπνπ w  ε κεηαηφπηζε ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνχ θαηά 
2x . 

 

Σα δπλαηφ έξγν ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ δίλεηαη (φπσο θαη ζηελ πξνεγνχκελε 

ελφηεηα) απφ ηε ζρέζε: 

 

    int

T

V

W dV     (5.2.5) 

, φπνπ: 

    
T

    (5.2.6) 

        (5.2.7) 

είλαη ηα δηαλχζκαηα παξακφξθσζεο θαη ηάζεο αληηζηνίρσο. 

 

Θεσξψληαο θαηαλεκεκέλν θνξηίν q θαηά κήθνο ηεο δνθνχ, ην δπλαηφ έξγν ησλ 

εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

   1 1 2 2

0

L

ext

S

W q wdx t u r dS V w V w            (5.2.8) 
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, φπνπ ,t r  είλαη αληηζηνίρσο ειθπζηήο θαη δεχγνο δχλακεο (ρσξίο ξνπή) αλά 

επηθάλεηα αθξαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, ελψ 
1u u . 

 

Οη δχν ηειεπηαίνη φξνη ηεο παξαπάλσ ζρέζεο αληηζηνηρνχλ ζην δπλαηφ έξγν ησλ 

ηεκλνπζψλ 
1 2,V V  ζηα άθξα 1,2  αληηζηνίρσο. Ο φξνο 

S

t udS  νδεγεί, κέζσ ηεο 

παξαδνρήο Euler-Bernoulli ζηελ έθθξαζε 
1 1 2 2M M  , φπνπ 

1 2,M M  θαη 
1 2,   

είλαη αληηζηνίρσο νη ξνπέο θαη ζηξνθέο ησλ δηαηνκψλ ησλ άθξσλ ηηο δνθνχ. Με ην 

ίδην ζθεπηηθφ: 

 

 
1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

S A A A A

A A

r dS r dA r dA ry kdA ry kdA

k rydA k rydA k m k m

    

   

    

   

    

 
 (5.2.9) 

, φπνπ:  

 
A

m ydA   (5.2.10) 

 

είλαη ην δεχγνο απηντζνξξνπνχκελσλ ξνπψλ ηεο δηαηνκήο (δεχγνο ηάζεο επί 

απφζηαζε απφ ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα).Δπνκέλσο ην δπλαηφ έξγν ησλ εμσηεξηθψλ 

δπλάκεσλ γξάθεηαη: 

 

    
0

L
T

ext b bW q wdx D F      (5.2.11) 

 

, φπνπ    ,b bD F  είλαη ηα δηαλχζκαηα επηθνκβίσλ κεηαηνπίζεσλ θαη δξάζεσλ 

αληηζηνίρσο: 

 

    1 1 1 2 2 2

T

bD w k w k   (5.2.12) 

    1 1 1 2 2 2

T

bF V M m V M m  (5.2.13) 

 

 

Παξαηεξείηαη φηη γηα ην πεπεξαζκέλν ζηνηρείν δνθνχ αλσηέξαο βαζκίδαο, ζην 

δηάλπζκα ησλ αλεμαξηήησλ επηθνκβίσλ κεηαηνπίζεσλ πξνζηίζεληαη νη επηθφκβηεο 

θακππιφηεηεο, ελψ ζην δηάλπζκα ησλ ελεξγεηαθψο ζπδπγψλ εληαηηθψλ κεγεζψλ (κε 

ηελ έλλνηα ηνπ δπλαηνχ έξγνπ) πξνζηίζεληαη ν επηθφκβηεο γεληθεπκέλεο ξνπέο. 
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Σν παξαπάλσ απνηέιεζκα ζπληζηά ηελ πηνζέηεζε ελφο πνιπσλχκνπ 5
νπ

 βαζκνχ γηα  

ηε κεηαβνιή ηεο βχζηζεο w  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ: 

 

 

2 3 4 5

1 2 3 4 5 6

1

2

2 3 4 5 3

4

5

6

1

b b b b b b

b

b

b

b

b

b

w x x x x x

x x x x x

     













      

 
 
 
  

    
 
 
 
  

 (5.2.14) 

 

Γηα ηε ζηξνθή θαη ηελ θακππιφηεηα θαηά κήθνο ηεο δνθνχ πξνθχπηεη: 

 

 2 3 4

2 3 4 5 62 3 4 5b b b b bdw
x x x x

dx
            (5.2.15) 

 
2

2 3

3 4 5 62
2 6 12 20b b b bd w

k x x x
dx

           (5.2.16) 

 

 Ο ππνινγηζκφο ησλ γεληθεπκέλσλ ζπληεηαγκέλσλ 
1 6

b b   γίλεηαη ιακβάλνληαο 

ππφςε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 

1
2  

1w

 
2w

 

1
2  

2P

 

2x

 

1x  
L  

1M

 1M  

2m

 

1m

 

2

 
1

 

1k  
2k  

2V  
1V  

΢τήμα 5.2.1 

Δπικόμβιοι βαθμοί ελεσθερίας και επικόμβιες δράζεις. 
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 

 

 

 

 

 

1

1

1

2

2

2

0

0

0

w w

k k

w w L

L

k k L

 

 













 (5.2.17) 

 

Δπνκέλσο πξνθχπηεη: 

 

 

     

1 1

1 2

1 3

2 3 4 5

2 4

2 3 4

2 5

2 3

2 6

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

1

0 1 2 3 4 5

0 0 2 6 12 20

b

b

b

b

b

b

b b b

w

k

w L L L L L

L L L L

k L L L

ή

D A



 





 





    
    
    
       

     
    
    
    

          

 

 (5.2.18) 

 

Αληηζηξέθνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε: 

 

 

     
1

11

12

13

3 2 3 2
24

25

4 3 2 4 3 2

26

5 4 3 5 4 3

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

2

10 6 3 10 4 1

2 2

15 8 3 15 7 1

2

6 3 1 6 3 1

2 2

b b b

b

b

b

b

b

b

A D

w

k

wL L L L L L

L L L L L L k

L L L L L L
















  

 
 
    
        
               
   
   
    
       
   
 






 (5.2.19) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.2.19) ζηελ (5.2.14) πξνθχπηεη: 

 

 
   

   

12 3 4 51 b b

b b

w x x x x x A D

w N D


    

 
 (5.2.20) 
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, φπνπ  bN  είλαη ην κεηξψν γξακκή ησλ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο. 

  

4 3 5

4 3 5

3 4 5

2 3 4

3 2 4 5

2 3

3 4 5

3 4 5

4 3 5

3 2 4

4 3 5

2 3

15 10 6
1

6 8 3

3 3

2 2 2 2

10 15 6

7 4 3

2 2

T

b

x x x

L L L

x x x
x

L L L

x x x x

L L L
N

x x x

L L L

x x x

L L L

x x x

L L L

 
   

 
 

   
 
 

   
  
  
 
 
  
 
 
  
  

 (5.2.21) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nb1

1

΢ρήκα 5.2.2 ΢πλάξηεζε ζρήκαηνο 
1bN  
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Nb2

1

Nb3

΢ρήκα 5.2.3 ΢πλάξηεζε ζρήκαηνο 
2bN  

΢ρήκα 5.2.4 ΢πλάξηεζε ζρήκαηνο 
3bN  
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΢ηε ζπλέρεηα δηαηππψλεηαη ε ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεηξψνπ παξακνξθψζεσο κε ην 

δηάλπζκα  D : 

 

 

     

 

   

1, 2, 3, 4, 5, 6,

1, 2, 3, 4, 5, 6,

T T

xx xx xx xx xx xx

b

xxx xxx xxx xxx xxx xxx

b b

yw yw

N N N N N N
y D

N N N N N N

B D

        

      
    

      

 

 (5.2.22) 

 

, φπνπ  bB  ην (2x6) θακπηηθφ κεηξψν παξακφξθσζεο, ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη 

ηα παξαθάησ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 2 4

4 3 511

2 3 4

2 3 412

2 3 4

2 313

2 3 4

3 4 514

3 2 4

3 2 415

3 2 4

2 316

21

60 30 30

18 32 15
1

9 6 5

2 2

30 60 30

28 12 15

4 3 5

2 2

18

b

b

b

b

b

b

b

x x x
B y

L L L

x x x
B y

L L L

x x x
B y x

L L L

x x x
B y

L L L

x x x
B y

L L L

x x x
B y

L L L

B y

 
   

 

 
    

 

 
    

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 



 

 

 

 

 

2 3

4 3 5

2 3

2 3 422

2 3

2 323

2 3

3 4 524

2 3

3 2 425

2 3

2 326

0 60 120

96 60
36

9 18 10
1

60 180 120

84 24 60

12 3 10

b

b

b

b

b

x x x

L L L

x x x
B y

L L L

x x x
B y

L L L

x x x
B y

L L L

x x x
B y

L L L

x x x
B y

L L L

 
  

 

 
    

 

 
    

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 (5.2.23) 
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Σα δηαλχζκαηα ηάζεο θαη παξακφξθσζεο ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε ηελ ίδηα ζρέζε 

κε ηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, αλ αληηθαηαζηαζεί ην κέηξν δηάηκεζεο G κε ην κέηξν 

ειαζηηθφηεηαο E . 

           (5.2.24) 

 

  
 

  2

1 2 1

2 1
E





  
   

  
 (5.2.25) 

 

Δηζάγνληαο ηηο ζρέζεηο (5.2.20), (5.2.22), (5.2.24), (5.2.25)  ζηηο (5.2.5) θαη (5.2.8) 

πξνθχπηεη ε ηειηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο: 

 

     b b TbK D F  (5.2.26) 

 

, φπνπ  bK  είλαη ην (6x6) θακπηηθφ κεηξψν δπζθακςίαο, πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

 

           

     
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36 24
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



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

      
   

 
      
  


   
  

 

 

















 
 
 
 
 
 

 (5.2.27) 

  

΢ηελ παξαπάλσ ζρέζε I είλαη ε ξνπή αδξαλείαο ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, ε νπνία 

ιακβάλεηαη ζηαζεξή θαηά κήθνο.  

 

΢ηε ζρέζε (5.2.26)  TbF  είλαη ην ζπλνιηθφ δηάλπζκα ησλ επηθνκβίσλ θακπηηθψλ 

δξάζεσλ: 
 

      Tb b ebF F F   (5.2.28) 

 

, φπνπ  bF  είλαη ην δηάλπζκα ησλ απ’ επζείαο επηθνκβίσλ θακπηηθψλ δξάζεσλ πνπ 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (5.2.13) θαη  ebF  ην δηάλπζκα ησλ ηζνδχλακσλ επηθνκβίσλ 

θακπηηθψλ δξάζεσλ πνπ νθείινληαη ζην (ζεσξνχκελν σο νκνηφκνξθν) θάζεην ζηνλ 

άμνλα ηεο δνθνχ, θαηαλεκεκέλν θνξηίν q . Σν δηάλπζκα απηφ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 
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     

 

0 0
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3

2

3

2
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120

2
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L L
T T
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eb

F q N dx q N dx

L
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L

F q
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  

 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 (5.2.29) 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 6 

 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 
 

΢θνπφο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη ε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ ηεο ειαζηηθήο 

ζεσξίαο βαζκίδαο (κε δχν επηπιένλ παξακέηξνπο) κε ηελ θιαζζηθή ειαζηηθή ζεσξία, 

γηα ηηο απιέο πεξηπηψζεηο  δνθνχ ελφο αλνίγκαηνο θαζψο θαη γηα ηε δηφδεπζε 

ζεηζκηθνχ θχκαηνο ζε κνλνδηάζηαην εδαθηθφ ζρεκαηηζκφ. 

 

Γηα ην ζθνπφ απηφ δεκηνπξγήζεθαλ δχν θψδηθεο ζε γιψζζα Matlab (νη θεληξηθέο 

ξνπηίλεο ησλ νπνίσλ παξνπζηάδνληαη ζην Παξάξηεκα Β) ζηνπο νπνίνπο γίλεηαη 

επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ ηεο επίπεδεο θάκςεο δνθνχ Bernoulli θαη ηεο κεηάδνζεο ηνπ 

ζεηζκηθνχ θχκαηνο αληηζηνίρσο. ΢ηνπο θψδηθεο απηνχο ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηα 

πεπεξαζκέλα ζηνηρεία πνπ δηαηππψζεθαλ ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην. Γηα έιεγρν 

ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ πνπ δεκηνπξγήζεθαλ, θαζψο θαη ησλ πξνγξακκάησλ 

Matlab πνπ ζπληάρζεθαλ, έγηλε ζχγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα αληηζηνίρσλ 

παξαδεηγκάησλ ησλ δεκνζηεχζεσλ [41] θαη [54] θαη παξαηεξήζεθε απφιπηε ηαχηηζε 

ησλ απνηειεζκάησλ.   

 

΢ην παξφλ θεθάιαην νινθιεξψλνληαη νη ζηφρνη ηεο παξνχζαο εξγαζίαο, πνπ είλαη νη 

εμήο: 

 

Α. Παξνπζίαζε θαη επεμήγεζε ησλ δηαθφξσλ ζεσξηψλ ζπλερνχο κέζνπ αλσηέξαο 

βαζκίδαο, θαζψο θαη ζχγθξηζε ησλ ζεσξεηηθψλ ηνπο ραξαθηεξηζηηθψλ. 

 

Β. Γηαηχπσζε πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ξάβδνπ θαη δνθνχ θαηά Euler-Bernoulli, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε δεχηεξε απινπνηεκέλε δηαηχπσζε ηνπ Mindlin κε δχν επηπιένλ 

παξακέηξνπο (πξνζνκνίσκα Vardoulakis&Sulem). 

 

Γ. Δθηέιεζε εθαξκνγψλ κε ηε ρξήζε ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ πνπ 

δηαηππψζεθαλ θαη ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ ησλ δχν ζεσξηψλ (θιαζζηθήο θαη 

κε θιαζζηθήο). 

 

 

6.1 ΓΟΚΟ΢ ΔΝΟ΢ ΑΝΟΙΓΜΑΣΟ΢ ΤΠΟ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ 

ΚΑΣΑΚΟΡΤΦΟ ΦΟΡΣΙΟ 
 

Γηελεξγήζεθε κεγάινο αξηζκφο αλαιχζεσλ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ αλνίγκαηνο ηεο 

δνθνχ θαη ησλ δχν παξακέηξσλ ηεο κηθξνδνκήο.  ΢ηελ παξνχζα ελφηεηα επηιέγνληαη 

εθείλα  ηα απνηειέζκαηα αλαιχζεσλ δνθνχ ελφο αλνίγκαηνο ππφ νκνηφκνξθν 

θαηαθφξπθν θνξηίν, κέζα απφ ηα νπνία δηαθξίλεηαη εκθαλψο ε επηξξνή ηεο 

κηθξνδνκήο ζηε ζπλνιηθή ζπκπεξηθνξά. ΢ηε πξψηε νκάδα δηαγξακκάησλ 

απεηθνλίδεηαη ε κεηαβνιή ηνπ ιφγνπ ησλ κεγίζησλ βειψλ θάκςεο ησλ δχν ζεσξηψλ 

(gradient πξνο θιαζζηθή) σο πξνο ην ιφγν ηεο παξακέηξνπ ηεο κηθξνδνκήο, πξνο ην 

άλνηγκα L ηεο δνθνχ. ΢ε θάζε δηάγξακκα ζεσξείηαη ζηαζεξφ ην άλνηγκα ηεο δνθνχ, 

ιακβάλνληαο ραξαθηεξηζηηθέο ηηκέο πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ πξάμε θαη αλαδεηθλχνπλ 

επηπξνζζέησο ην ιφγν ηεο κηθξνδνκήο. Απφ ηηο αλαιχζεηο πνπ εθηειέζηεθαλ έγηλε 
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θαλεξφ φηη ν ιφγνο ησλ δχν παξακέηξσλ, 

, θαζψο θαη ην πξφζεκν ηεο παξακέηξνπ 

 , επεξεάδνπλ θαζνξηζηηθά ηα απνηειέζκαηα, επνκέλσο ζε θάζε δηάγξακκα, θάζε 

θιάδνο αληηζηνηρεί ζε δηαθνξεηηθφ ιφγν 

.    

 

΢ηε δεχηεξε νκάδα δηαγξακκάησλ απεηθνλίδνληαη ηα ίδηα κεγέζε, κε ηε δηαθνξά φηη ν 

ιφγνο ησλ κεγίζησλ βειψλ θάκςεο ησλ δχν ζεσξηψλ αληηθαζίζηαηαη απφ ην ιφγν ησλ 

κεγίζησλ ηάζεσλ Cauchy (γηα ηε ζεσξία βαζκίδαο 11

11

ˆ
ˆ

w








). Η ζπζρέηηζε γίλεηαη  

σο πξνο ηηο ίδηεο παξακέηξνπο κε ηα βέιε θάκςεο.  
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΢τήμα 6.1.3 
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΢τήμα 6.1.5 
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΢τήμα 6.1.7 
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΢τήμα 6.1.9 
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΢τήμα 6.1.11 
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΢τήμα 6.1.13 
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΢τήμα 6.1.15 
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΢ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα παξαηεξνχληαη ηα εμήο: 

 

- Γηα ηηκέο ηνπ αλνίγκαηνο ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, κεγαιχηεξεο απφ 2 m , ην 

κέγηζην βέινο ηεο ζεσξίαο βαζκίδαο είλαη κεγαιχηεξν απφ ην αληίζηνηρν ηεο 

θιαζζηθήο ζεσξίαο, γηα φιν ην (πξαθηηθφ) εχξνο ηνπ ιφγνπ 
L

. Σν ίδην ηζρχεη 

θαη γηα ηνπο ιφγνπο κεγίζησλ ηάζεσλ. 

 

-  Αλεμαξηήησο αλνίγκαηνο, φηαλ ν ιφγνο 1

   ν κέγηζηνο ιφγνο βειψλ 

θάκςεο, θαζψο θαη ν κέγηζηνο ιφγνο ηάζεσλ ηείλνπλ ζηηο ηηκέο 1,66 θαη 4,52 

αληηζηνίρσο. ΢πλάγεηαη επνκέλσο φηη ε πηνζέηεζε αξλεηηθψλ ηηκψλ γηα ηελ 

παξάκεηξν   δελ ελδείθλπηαη, παξ’ φηη θάηη ηέηνην δελ απαγνξεχεηαη απφ ηελ 

απαίηεζε ζεηηθψο νξηζκέλεο ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο δπλακηθήο ελέξγεηαο. 

Παξφκνην ζπκπέξαζκα ζπλάγεηαη θαη ζηε δεκνζίεπζε [59]. ΢εκεηψλεηαη φηη 

ζηελ πεξίπησζε ησλ αξλεηηθψλ ηηκψλ 

 παξαηεξνχληαη κεγαιχηεξνη ιφγνη 

ˆ
,
ˆ

gradient gradient

classical classical

w

w




. 

 

- Όηαλ ιεθζεί κεδεληθή ηηκή ηεο παξακέηξνπ  , ε ζεσξία βαζκίδαο νδεγεί ζε 

πην δχζθακπηεο ιχζεηο, κε κηθξφηεξεο ηηκέο γηα ηα βέιε θάκςεο θαη ηηο ηάζεηο 

Cauchy, ζε ζρέζε κε ηελ θιαζζηθή ζεσξία. Παξ’ φια απηά ε κείσζε είλαη 

κηθξή, έσο 2% πεξίπνπ γηα ζρεηηθά κεγάιεο ηηκέο 
L

. Δμαίξεζε απνηειεί ε 

πεξίπησζε δνθνχ κηθξνχ αλνίγκαηνο, L=2m, φπνπ ε κείσζε ηφζν γηα ηα βέιε 

θάκςεο φζν θαη γηα ηηο ηάζεηο, θηάλεη ην 6%. 

 

 

- Θεσξψληαο ζεηηθέο ηηκέο γηα ηελ παξάκεηξν  , νη ιφγνη κεγίζησλ ηάζεσλ 

θαη κεγίζησλ βειψλ θάκςεο απμάλνληαη απμαλνκέλνπ ηνπ ιφγνπ 

, γηα θάζε 

ηηκή ηνπ ιφγνπ 
L

.      

 

- Γηα άλνηγκα L=2m (θαη γηα ζεηηθέο ηηκέο  ), νη ιφγνη κεγίζησλ βειψλ θαη 

κεγίζησλ ηάζεσλ κεηψλνληαη ζπλαξηήζεη ηνπ ιφγνπ 
L

, γηα ηηκέο ηνπ ιφγνπ 


 έσο ~ 0,30 , ελψ γηα κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ ιφγνπ, νη θακπχιεο 

εκθαλίδνπλ αχμνληα θιάδν, ιακβάλνληαο κία κέγηζηε ηηκή θαη ζηε ζπλέρεηα 

θζίλνπλ, ιακβάλνληαο ηηκέο θνληά ζηε κνλάδα. 

 

-  Γηα αλνίγκαηα κεγαιχηεξα ησλ 2m νη θακπχιεο παξνπζηάδνπλ αχμνληα 

θιάδν, θζάλνπλ κία κέγηζηε ηηκή θαη ζηε ζπλέρεηα αθνινπζνχλ θζίλνπζα 

πνξεία ζε ηηκέο κεγαιχηεξεο ηεο κνλάδαο (αλ εμαηξεζεί ε πεξίπησζε ηνπ 

αλνίγκαηνο ησλ 4 m, γηα ηα βέιε θάκςεο, φηαλ 0.20

 ). Γηα κεγάιεο ηηκέο 



 

 76 
 

ησλ αλνηγκάησλ θαη ζρεηηθά κεγάιεο ηηκέο ηνπ ιφγνπ 

, νη θακπχιεο 

νπζηαζηηθά ηείλνπλ ζε κία ζηαζεξή ηηκή, απμαλνκέλνπ ηνπ ιφγνπ 
L

. 

 

- Γηα ηηκέο ηνπ ιφγνπ 

, θνληά ζην 0.50 νη δηαθνξέο ησλ βειψλ θάκςεο είλαη 

ηεο ηάμεο ηνπ 5% (εθηφο απφ ηελ πεξίπησζε αλνίγκαηνο 2m , φπνπ νη 

δηαθνξέο είλαη ηεο ηάμεο ηνπ 10%) γηα κέηξηεο ηηκέο ηνπ ιφγνπ 
L

. Γηα 

κηθξφηεξεο ηηκέο ηνπ ιφγνπ 

 νη αληίζηνηρεο ηηκέο είλαη ηεο ηάμεο ηνπ 2,5%. 

΢ηελ πεξηνρή ησλ κηθξψλ ηηκψλ 
L

, νη δηαθνξέο ησλ βειψλ θάκςεο είλαη 

αξθεηά κηθξφηεξεο, ηεο ηάμεο ηνπ 1%. Γηα ηηο ηάζεηο νη ηηκέο ησλ αληίζηνηρσλ 

ιφγσλ είλαη κεγαιχηεξεο. Γηα ηηκέο ηνπ ιφγνπ 

, θνληά ζην 0.50 νη δηαθνξέο 

κεηαμχ ησλ απνηειεζκάησλ ησλ δχν ζεσξηψλ είλαη ηεο ηάμεο ηνπ 15%, ελψ 

γηα κηθξφηεξεο ηηκέο ηνπ ιφγνπ, ε δηαθνξά είλαη ηεο ηάμεο ηνπ 5%.    

 

- Όηαλ κεδελίδνληαη νη παξάκεηξνη ,   αλαθηάηαη ε θιαζζηθή ιχζε.   

 

- Όηαλ 1

  παξαηεξνχληαη κεγάιεο απνθιίζεηο κεηαμχ ησλ δχν ζεσξηψλ 

(έσο 25% γηα ηα βέιε θάκςεο θαη έσο 70% γηα ηηο ηάζεηο), ελψ ε κνξθή ησλ 

δηαγξακκάησλ είλαη πξαθηηθά ε ίδηα αλεμαξηήησο αλνίγκαηνο L. 

΢πκπεξαίλεηαη επνκέλσο φηη πηνζέηεζε κεγάισλ ηηκψλ ηνπ ιφγνπ 

  νδεγεί 

ζε κε ξεαιηζηηθά απνηειέζκαηα. 

 

- Η ζεσξίαο βαζκίδαο νδεγεί γεληθά ζε έλα πην εχθακπην ζχζηεκα. Απηφ είλαη 

ζε έλα βαζκφ αλακελφκελν, θαζψο ε εζσηεξηθή παξακφξθσζε αλαιχεηαη ζε 

δχν ζπληζηψζεο: κία καθξνζθνπηθή θαη κία κηθξνζθνπηθή. 
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6.2 ΟΜΟΙΟΓΔΝΗ΢ ΜΟΝΟΓΙΑ΢ΣΑΣΟ΢ ΔΓΑΦΙΚΟ΢ 

΢ΥΗΜΑΣΙ΢ΜΟ΢ ΤΦΟΤ΢ Η, ΤΠΟ ΗΜΙΣΟΝΙΚΗ ΓΙΔΓΔΡ΢Η ΢ΣΗ 

ΒΑ΢Η ΣΟΤ 
 

Η δεχηεξε θαηεγνξία αλαιχζεσλ πνπ εθηειέζηεθαλ ζην πιαίζην ηεο παξνχζαο 

εξγαζίαο, αθνξά εδαθηθφ ζρεκαηηζκφ χςνπο Η, εδξαδφκελν ζε βξαρψδεο ππφβαζξν. 

΢ηε βάζε ηνπ ζρεκαηηζκνχ ζεσξείηαη φηη επηβάιιεηαη κεηαηφπηζε αξκνληθά 

κεηαβαιιφκελε κε ην ρξφλν. Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε εθηειέζηεθε πιήζνο 

αλαιχζεσλ γηα κεγάιν θάζκα ηηκψλ ησλ δπλακηθψλ (ππθλφηεηα, κέηξν δηάηκεζεο, 

ιφγνο απφζβεζεο), γεσκεηξηθψλ (χςνο) ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ ζπζηήκαηνο, θαζψο 

θαη γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ ιφγσλ ,
H


. Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ 

ππνδεηθλχνπλ φηη ε επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο ζηε ζπκπεξηθνξά ειαζηηθνχ 

κνλνδηάζηαηνπ εδαθηθνχ ζρεκαηηζκνχ δελ είλαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθή, γηα ηα ζπλήζε 

χςε ησλ εδαθηθψλ ζρεκαηηζκψλ (αξθεηά κεγάια ζε ζρέζε κε ηηο ραξαθηεξηζηηθέο 

δηαζηάζεηο ηεο κηθξνδνκήο) θαη γηα ηεο ζπλήζεηο ζπρλφηεηεο ησλ επηβαιινκέλσλ 

ζεηζκηθψλ δηεγέξζεσλ. Γηα χςε ηνπ εδαθηθνχ ζρεκαηηζκνχ πάλσ απφ 10H m ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δχν ζεσξηψλ πξαθηηθά ηαπηίδνληαη, ηνπιάρηζηνλ γηα ηε 

κνλνδηάζηαηε ειαζηηθή ζεψξεζε. 

 

Παξ’ φια απηά, γηα νξηζκέλεο ηηκέο ησλ ιφγσλ ,
H


 θαη γηα νξηζκέλεο ζπρλφηεηεο 

δηέγεξζεο παξαηεξείηαη φρη ακειεηέα απφθιηζε κεηαμχ ησλ δχν ζεσξηψλ (θιαζζηθήο 

ζεσξίαο θαη ζεσξίαο αλσηέξαο βαζκίδαο) φζνλ αθνξά ηνπο ιφγνπο ελίζρπζεο 

κεηαηνπίζεσλ θαη επηηαρχλζεσλ, ζηελ επηθάλεηα ηνπ εδαθηθνχ ζρεκαηηζκνχ. 

 

΢ηα επφκελα ζρήκαηα παξνπζηάδεηαη κηα ραξαθηεξηζηηθή πεξίπησζε εδαθηθνχ 

ζρεκαηηζκνχ κηθξνχ χςνπο, 5H m , ζηελ νπνία παξαηεξείηαη ζεκαληηθή επηξξνή 

ηεο κηθξνδνκήο γηα νξηζκέλεο ραξαθηεξηζηηθέο ηηκέο ηεο ζπρλφηεηαο δηέγεξζεο, 

θαζψο θαη ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ κεθψλ ,  . Σα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη κε 

κνξθή ρξνλντζηνξίαο ησλ ιφγσλ ελίζρπζεο ηεο κεηαηφπηζεο θαη ηεο επηηάρπλζεο 

ζηελ επηθάλεηα ηνπ εδαθηθνχ ζρεκαηηζκνχ. ΢ε θάζε δηάγξακκα ιακβάλεηαη ζηαζεξή 

ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ  θαη ηεο ζπρλφηεηαο δηέγεξζεο, ελψ θάζε θιάδνο αληηζηνηρεί 

ζε δηαθνξεηηθή ηηκή ηνπ ιφγνπ 

 . 

 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη (γηα θάζε ηηκή χςνπο, δπλακηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ θαη 

κηθξνκεραληθψλ παξακέηξσλ) νη ζεκειηψδεηο ηδηνζπρλφηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο, γηα ηηο 

δχν ζεσξήζεηο, ηαπηίδνληαη.  

 

Σα απνηειέζκαηα πνπ παξνπζηάδνληαη παξαθάησ αλαθέξνληαη ζε εδαθηθφ 

ζρεκαηηζκφ κε ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο (ππθλφηεηα, κέζν ηέκλνλ κέηξν δηάηκεζεο, 

ηζνδχλακνο ιφγνο απφζβεζεο, χςνο, ζεκειηψδεο ηδηνπεξίνδνο): 
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31.8

50

10%

5

0.12sec

Mgr
m

G MPa

H m

T















 (6.2.1) 

  

  Παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηξεηο πεξηπηψζεηο ζπρλνηήησλ δηέγεξζεο: 

1 0.12sec  , 
2 0.30sec  , 

3 0.60sec  . 

  

 

5H m
 

50G MPa  318kN
m

 

 

΢τήμα 6.2.1 
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΢ρήκα 6.2.2 

 

 

΢τήμα 6.2.3 
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΢τήμα 6.2.4 

 

 

΢τήμα 6.2.5 
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΢τήμα 6.2.6 

 

 

΢τήμα 6.2.7 

0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

time (sec)

U
to

p
/U

g
m

a
x
 (

-)

Λόγορ ενίζσςζηρ  μεηαηόπιζηρ ζηην κοπςθή εδαθικού ζσημαηιζμού ύτοςρ 5 m            

(Πεπίοδορ διέγεπζηρ 0,30sec, λόγορ απόζβεζηρ ξ=10%, παπάμεηπορ μικποδομήρ l=0.01 m)

 

 

l'/l=0.95

l'/l=0

l'/l=-0.95

classical

0 0.5 1 1.5
-6

-4

-2

0

2

4

6

8

time (sec)

a
to

p
/a

g
m

a
x
 (

-)

Λόγορ ενίζσςζηρ επιηάσςνζηρ ζηην κοπςθή εδαθικού ζσημαηιζμού ύτοςρ 5 m              

(Πεπίοδορ διέγεπζηρ 0,30 sec, λόγορ απόζβεζηρ ξ=10%, παπάμεηπορ μικποδομήρ l=0.01 m)

 

 

l'/l=0.95

l'/l=0

l'/l=-0.95

classical



 

 82 
 

 

΢τήμα 6.2.8 

 

 

΢τήμα 6.2.9 
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΢τήμα 6.2.10 

 

 

΢τήμα 6.2.11 
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΢τήμα 6.2.11 

 

 

΢τήμα 6.2.12 
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Απφ ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλνληαη ηα εμήο: 

 

- Γηα ηηκέο ηεο παξακέηξνπ  κηθξφηεξεο απφ 0,1 νη ηηκέο ηεο ελίζρπζεο ηεο 

κεηαηφπηζεο ηαπηίδνληαη γηα ηηο δχν ζεσξίεο. Γηα ζρεηηθά κεγάιεο ηηκέο ηεο  

παξακέηξνπ  (π.ρ. 0.1m ), παξαηεξείηαη απφθιηζε ησλ απνηειεζκάησλ 

έσο 40% γηα 1

  θαη γηα πεξίνδν δηέγεξζεο ίζε κε 0.12 sec. Γηα ηηκέο ηνπ 

ιφγνπ 

 κηθξφηεξεο απφ 0,60, θαζψο θαη γηα κεγαιχηεξεο πεξηφδνπο 

δηέγεξζεο, ηα απνηειέζκαηα ησλ δχν ζεσξήζεσλ πξαθηηθά ηαπηίδνληαη γηα ηηο 

κεηαηνπίζεηο ζηελ επηθάλεηα. Γηα αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ ιφγνπ 

 νη απνθιίζεηο 

είλαη αξθεηά κεγαιχηεξεο, σζηφζν φπσο αλαθέξζεθε ζηελ πξνεγνχκελε 

ελφηεηα, ε πηνζέηεζε αξλεηηθψλ ηηκψλ γηα ην ζπγθεθξηκέλν ιφγν δελ 

ελδείθλπηαη. 

 

-  Παξαηεξείηαη φηη ε θιαζζηθή ζεψξεζε δίλεη ειαθξψο κεγαιχηεξεο ηηκέο γηα 

ηελ ελίζρπζε ηεο κεηαηφπηζεο θαηά ην κεηαβαηηθφ (transient) ρξνληθφ ηκήκα, 

παξ’ φηη ε κφληκεο (steady state) ιχζεηο ηαπηίδνληαη. 

 

- Γηα ηηο επηηαρχλζεηο ηζρχνπλ παξφκνηα ζπκπεξάζκαηα γηα ζπρλφηεηεο θνληά 

ζηε ζπρλφηεηα ζπληνληζκνχ. Γηα ρακειέο ζπρλφηεηεο δηέγεξζεο παξαηεξείηαη 

φηη ελψ ε θιαζζηθή ζεσξία νδεγεί ζε κεγάιεο ηηκέο ηεο ελίζρπζεο θαηά ην 

κεηαβαηηθφ ζηάδην (έσο θαη δέθα θνξέο), ε ζεσξία βαζκίδαο δίλεη αξθεηά 

κηθξφηεξεο ηηκέο γηα ηελ ελίζρπζε ζην ελ ιφγσ ζηάδην, νδεγψληαο ζε ιχζεηο 

πην νκαιά κεηαβαιιφκελεο κε ην ρξφλν, φπσο θαίλεηαη γηα παξάδεηγκα ζην 

ζρήκα (6.2.12). Κάηη ηέηνην παξαηεξείηαη αλεμαξηήησο ιφγνπ 

 θαη ηηκήο . 

Καηά ηε θάζε ηηο κφληκεο απφθξηζεο νη δχν ζεσξήζεηο δίλνπλ ηαπηφζεκα 

απνηειέζκαηα γηα ηελ πεξίπησζε ηεο (ζρεηηθψο) ρακειφζπρλεο δηέγεξζεο. 

Μπνξεί λα ζεσξεζεί φηη ε gradient ζεσξία εηζάγεη κία απμεκέλε απφζβεζε 

θαηά ην κεηαβαηηθφ ζηάδην, θξαηψληαο ζε ρακειά επίπεδα ηηο ηηκέο ηεο 

ελίζρπζεο επηηαρχλζεσλ. 

 
΢εκεηψλεηαη επίζεο φηη θαηά ηελ εθηέιεζε πεξαηηέξσ αλαιχζεσλ πξνέθπςε 

φηη νη δχν ζεσξήζεηο νδεγνχλ ζηηο ίδηεο ηδηνπεξηφδνπο γηα ην ζχζηεκα ηνπ 

εδαθηθνχ ζρεκαηηζκνχ αλεμαξηήησο ηηκήο ησλ παξακέηξσλ ,  . 

 

Δπίζεο θαηά ηελ εμέηαζε ηεο ζπκπεξηθνξάο εδαθηθψλ ζρεκαηηζκψλ 

κεγαιχηεξνπ χςνπο (απφ 10 m θαη πάλσ) πξνέθπςε νπζηαζηηθά ηαχηηζε ησλ 

απνηειεζκάησλ, κε ηελ εμαίξεζε ηεο απφζβεζεο ηεο ελίζρπζεο επηηαρχλζεσλ 

θαηά ην κεηαβαηηθφ ζηάδην. Παξαηεξείηαη φηη ε επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο ζηε 

ζπκπεξηθνξά κνλνδηάζηαηνπ ημσδνειαζηηθνχ ζρεκαηηζκνχ είλαη αξθεηά 

πεξηνξηζκέλε, θάηη πνπ νθείιεηαη ζε έλα βαζκφ ζην κεγάιν χςνο ησλ 

πξαγκαηηθψλ νξηδφληησλ εδαθηθψλ ζρεκαηηζκψλ.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 7 

 

ΓΔΝΙΚΑ ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ-΢ΚΔΦΔΙ΢ ΓΙΑ ΜΔΛΛΟΝΣΙΚΗ 

ΔΡΔΤΝΑ 

 
΢ηελ παξνχζα εξγαζία παξνπζηάζηεθε αλαιπηηθά ε πξσηαξρηθή ζεσξία ζπλερνχο 

κέζνπ κε κηθξνδνκή ηνπ Mindlin. Η ελ ιφγσ ζεσξία απνηέιεζε ηε βάζε γηα ηελ 

αλάπηπμε απινχζηεξσλ ζεσξηψλ.  Παξά ηε καζεκαηηθή πιεξφηεηα ηεο δηαηχπσζήο 

ηεο θαη ηε θπζηθή επνπηεία πνπ πξνζθέξεη, εηζάγεη ελληά επηπιένλ βαζκνχο 

ειεπζεξίαο ij , ελψ ζηελ πεξίπησζε ηεο ηζνηξνπίαο απαηηεί ηνλ πξνζδηνξηζκφ 16 

επηπιένλ ζηαζεξψλ (πέξαλ ησλ δχν ηεο θιαζζηθήο ζεσξίαο). Οη ηξεηο απινπνηεκέλεο 

εθδνρέο ηεο ίδηαο ζεσξίαο, πνπ πξνηάζεθαλ απφ ηνλ Mindlin, νδεγνχλ ζηελ 

απαινηθή ησλ επηπιένλ βαζκψλ ειεπζεξίαο, ελψ νη επηπιένλ ζηαζεξέο πνπ πξέπεη λα 

πξνζδηνξηζηνχλ κεηψλνληαη ζηηο 5. Αθφκα θαη κε απηήλ ηελ απινπνίεζε ν αξηζκφο 

ησλ επηπιένλ ζηαζεξψλ θξίλεηαη κεγάινο. 

 

Μεηαμχ ησλ λεφηεξσλ ζεσξηψλ ειαζηηθφηεηαο αλσηέξαο βαζκίδαο, ε αληίζηνηρε ησλ 

Vardoulakis&Sulem παξνπζηάδεη αξθεηά πιενλεθηήκαηα θαη πξνζθέξεηαη γηα 

πξαθηηθέο εθαξκνγέο. Παξακέλνληαο ζην πλεχκα ηεο 2
εο

 απινπνηεκέλεο δηαηχπσζεο 

ηνπ Mindlin, νδεγεί ζηελ εηζαγσγή δχν επηπιένλ κηθξνκεραληθψλ παξακέηξσλ 

κήθνπο. Η κνξθή ηνπ πξνζνκνηψκαηνο πνπ δηαηππψλεηαη νδεγεί ζε κία θπζηθή 

επνπηεία ηνπ θαηλνκέλνπ, ελψ είλαη πξνζηηή γηα ηελ αλάπηπμε αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ 

επίιπζεο (π.ρ. πεπεξαζκέλα ζηνηρεία), εηδηθά ζε εθαξκνγέο Πνιηηηθνχ Μεραληθνχ. 

 

Γηα ην ιφγν απηφ αλαπηχρζεθε κε βάζε ηελ πξναλαθεξζείζα ζεσξία έλα θαηλνχξην 

πεπεξαζκέλν ζηνηρείν δνθνχ, πνπ νδεγεί ζηελ εκθάληζε 5 βαζκψλ ειεπζεξίαο θαη 5 

ελεξγεηαθψο ζπδπγψλ εληαηηθψλ κεγεζψλ ζε θάζε θφκβν (ζε αληίζεζε κε ηελ 

θιαζζηθή ζεσξία δνθνχ, ζηελ νπνία ηα αληίζηνηρα επηθφκβηα κεγέζε είλαη 3). Σν 

ζηνηρείν απηφ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ επίιπζε δχν ηχπσλ πξνβιεκάησλ: ελφο 

ζηαηηθνχ (νκνηφκνξθε θφξηηζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ δηαθφξσλ αλνηγκάησλ) θη ελφο 

δπλακηθνχ (δηάδνζε ζεηζκηθνχ θχκαηνο ζε κνλνδηάζηαην εδαθηθφ ζρεκαηηζκφ, 

ημσδνειαζηηθήο ζπκπεηθνξάο). ΢ην δπλακηθφ πξφβιεκα εμαηάζηεθαλ απνθιεηζηηθά 

κνλνρξσκαηηθέο αξκνληθέο ζεηζκηθέο δηεγέξζεηο.  

 

Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ ππνδεηθλχνπλ φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο δνθνχ ε 

επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο κπνξεί λα επεξεάζεη ζε φρη ακειεηέν βαζκφ ηφζν ηελ 

έληαζε φζν θαη ηελ παξακφξθσζε, εηδηθά γηα κηθξά αλνίγκαηα ηεο δνθνχ, αθφκα θαη 

φηαλ ε ηηκή ηνπ ηζνδχλακνπ εζσηεξηθνχ κήθνπο  είλαη ζρεηηθψο κηθξή. ΢ε γεληθέο 

γξακκέο θάλεθε φηη γηα ζρεηηθά κεγάινπο ιφγνπο 
L

 (ραξαθηεξηζηηθφ κήθνο 

κηθξνδνκήο πξνο άλνηγκα) ε ζεσξία βαζκίδαο κπνξεί θαηά λα νδεγήζεη ζε απφθιηζε 

5% γηα ηηο κεηαηνπίζεηο θαη 15% γηα ηηο ηάζεηο Cauchy (γηα ζπλήζεηο ηηκέο 

αλνηγκάησλ θαη γηα ιφγνπο ~ 0.50


, ~ 0.03
L

 ). 

 

 ΢ε κία κειινληηθή εξεπλεηηθή πξνζπάζεηα, ζα κπνξνχζε λα εμεηαζηεί ε θάκςε 

δνθνχ θαηά Timoshenko, ρσξίο ηελ αγλφεζε ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ θαη δεπγψλ 

ηάζεο θαζ’ χςνο ηεο δηαηνκήο. Μηα ηέηνηα ζεψξεζε αλακέλεηαη λα αλαδείμεη ζε 
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κεγαιχηεξν βαζκφ ηελ επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο θαζψο θαη ηνπ κεγέζνπο ηεο δηαηνκήο 

(size effect). Ο ιφγνο είλαη φηη ζηε ζεψξεζε θαηά Bernoulli ην δηάλπζκα ηεο 

θαηεχζπλζεο ηνπ εζσηεξηθνχ κήθνπο (director length) ιήθζεθε παξάιιειν κε ηνλ 

άμνλα ηεο δνθνχ. Κάηη ηέηνην είρε ζαλ απνηέιεζκα ηελ αλεμαξηεζία ησλ 

απνηειεζκάησλ απφ ηε ζρέζε ηνπ εζσηεξηθνχ κήθνπο κε ηηο δηαζηάζεηο ηεο 

δηαηνκήο. 

 

 

 

Όζνλ αθνξά ηνλ εδαθηθφ ζρεκαηηζκφ, παξαηεξήζεθε κηθξή επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο 

ζηε γεληθή ζπκπεξηθνξά, θπξίσο ιφγσ ησλ κεγάισλ ηηκψλ ηνπ χςνπο ησλ 

πξαγκαηηθψλ εδαθηθψλ ζρεκαηηζκψλ. Γχν ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα είλαη ε ηαχηηζε 

ησλ ηδηνπεξηφδσλ γηα ηηο δχν ζεσξήζεηο, θαζψο θαη ε εηζαγσγή θαηλφκελεο 

απφζβεζεο απφ ηε ζεσξία βαζκίδαο, ε νπνία απεηθνλίδεηαη σο κείσζε ηνπ ιφγνπ 

ελίζρπζεο επηηαρχλζεσλ θαηά ηηο ρακειφζπρλεο δηεγέξζεηο. ΢ηηο πεξηνρέο ησλ ηηκψλ 

ησλ κηθξνκεραληθψλ παξακέηξσλ, φπνπ παξαηεξείηαη κε ακειεηέα επηξξνή, ε 

ζεσξία βαζκίδαο δίλεη πην επλντθά απνηειέζκαηα (εηδηθά γηα κεγάινπο ιφγνπο 

), 

νδεγψληαο ζε κηθξφηεξνπο ζπληειεζηέο ελίζρπζεο. Δίλαη θαλεξφ φηη επεξεάδεη ηα 

απνηειέζκαηα εηζάγνληαο επηπιένλ απφζβεζε.  

 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ εδάθνπο ρξεηάδεηαη αθφκε κεγαιχηεξε δηεξεχλεζε πξνθεηκέλνπ 

λα δηαζαθεληζηεί ε επηξξνή ηεο κηθξνδνκήο. Μία βειηίσζε ηνπ πξνζνκνηψκαηνο ζα  

κπνξνχζε λα γίλεη ζεσξψληαο πζηεξεηηθή (θαη φρη ημσδνειαζηηθή ζπκπεξηθνξά), ή 

ηξνπνπνηψληαο ην πξνζνκνίσκα ζχκθσλα κε ηε ζεσξία πιαζηηθφηεηαο (θάηη πνπ 

έρεη γίλεη απφ ηνπο Vardoulakis&Sulem [55]) , ψζηε λα γίλεη δπλαηή ε εκθάληζε 

ελδερφκελσλ δσλψλ νιίζζεζεο (shear bands) εληφο ηνπ εδαθηθνχ ζρεκαηηζκνχ. Κάηη 

ηέηνην ζα απαηηνχζε ηελ αλάπηπμε δηδηάζηαησλ ή ρσξηθψλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρεηψλ  

ζπλερνχο κέζνπ αλσηέξαο βαζκίδαο, απμάλνληαο ζεκαληηθά ηελ πνιππινθφηεηα ηνπ 

πξνζνκνψκαηνο.    
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α 

 

ΥΡΗ΢ΙΜΔ΢ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΔ΢ ΢ΥΔ΢ΔΙ΢ ΚΑΙ ΢ΤΜΒΟΛΙ΢ΜΟΙ 

 

 
1. Αζξνηζηηθή ζχκβαζε θαηά Einstein: 

 

 
1 1 2 3 3 3i ia b a b a b a b    

2. ΢πλζήθε κε άζξνηζεο 

 11 22 33iiA A A A    

3. ΢πκβνιηζκφο δηαλχζκαηνο: 

 
i ia a e  

4. Δζσηεξηθφ γηλφκελν δηαλπζκάησλ ,b : 

 i ia b a b   

5. Σαλπζηηθφ γηλφκελν δηαλπζκάησλ ,b  

    a b c b c a    

6. ΢πκβνιηζκφο ηαλπζηή A : 

 ij i jA A e e   

 

7. Ιζνηξνπηθφο ηαλπζηήο δεπηέξαο ηάμεο (δέιηα ηνπ Kronecker) 

 1ij   αλ i j  

 0ij   αλ i j  

8. Σαλπζηήο ηξίηεο ηάμεο Levi-Chivita 

 0ijk   αλ i j  ή j k  ή i k  

 1ijk   αλ νη ηξεηο δείθηεο ελαιιάζζνληαη θπθιηθά κε ζεηηθή θνξά 

 1ijk    αλ νη ηξεηο δείθηεο ελαιιάζζνληαη θπθιηθ κε ζεηηθή θνξά 
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9. Δμσηεξηθφ γηλφκελν δηαλπζκάησλ ,a b  

 ijk i j ka b a b e   

10. Πεξηζηξνθή δηαλχζκαηνο a  

 ijk i j krota a a e    

11. Υξήζηκε ηαπηφηεηα 

 ijk ilm jl km jm kl        

12. Θεψξεκα ηεο απφθιηζεο  ηνπ Gauss 

Γηα  ην δηαθνξίζηκν βαζκσηφ πεδίν   νξηζκέλν ζηνλ φγθν V , ν νπνίνο πεξηθιείεηαη 

απφ ηελ επηθάλεηα S ηζρχεη: 

 
i i

V S

dV n dS     

, φπνπ n  ην  εμσηεξηθφ δηάλπζκα ηεο επηθάλεηαο. 

 

13. ΢εκαληηθφ Λήκκα 

Αλ γηα ην ζπλερέο βαζκσηφ πεδίν   πνπ νξίδεηαη εληφο ηνπ φγθνπ V V ηζρχεη: 

 

 
0

V

dV

V V




 

 


 

 

, ηφηε  

 0   ζε φιν ην V  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Β 

 

ΚΔΝΣΡΙΚΔ΢ ΡΟΤΣΙΝΔ΢ ΣΧΝ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΣΧΝ MATLAB 

 

1. ΔΓΑΦΙΚΟ΢ ΢ΥΗΜΑΣΙ΢ΜΟ΢ 

 

 
%%%%%CALCULATIONS%%%%% 

  
%%%%%LOCAL STIFNESS MATRIX%%%%% 

   
k=zeros(4,4); 

  
k=E*A*[(6*(L^2-2*l*L+10*g^2))/(5*L^3)     1/10-((L*l)/5-6*g^2)/L^2   

-(6*(L^2-2*l*L+10*g^2))/(5*L^3)     1/10-((L*l)/5-6*g^2)/L^2; 
        1/10-((L*l)/5-6*g^2)/L^2       (2*L)/15+(11*l)/15+(4*g^2)/L        

((L*l)/5-6*g^2)/L^2-1/10          l/15-L/30+(2*g^2)/L; 
   -(6*(L^2-2*l*L+10*g^2))/(5*L^3)     ((L*l)/5-6*g^2)/L^2-1/10    

(6*(L^2-2*l*L+10*g^2))/(5*L^3)     ((L*l)/5-6*g^2)/L^2-1/10; 
        1/10-((L*l)/5-6*g^2)/L^2          l/15-L/30+(2*g^2)/L        

((L*l)/5-6*g^2)/L^2-1/10       (2*L)/15+(11*l)/15+(4*g^2)/L]; 

  

  
%%%%%LOCAL MASS MATRIX%%%%% 

  
m=zeros(4,4); 

  
m=r*A*[(13*L)/35 (11*L^2)/210 (9*L)/70 -(13*L^2)/420; 
  (11*L^2)/210  L^3/105 (13*L^2)/420  -L^3/140; 
   (9*L)/70  (13*L^2)/420  (13*L)/35 -(11*L^2)/210; 
 -(13*L^2)/420 -L^3/140 -(11*L^2)/210   L^3/105]; 

  
%%%%%TOTAL STIFNESS MATRIX%%%%% 
 K=zeros(N,N); 
for i=1:n 
  R=zeros(4,N); 
 for j=1:4 
R(j,j+2*(i-1))=1; 
end 
 KT=R'*k*R; 
 K=K+KT; 
 end 

  
 %%%%%TOTAL MASS MATRIX%%%%% 

  

  
M=zeros(N,N); 

  
for i=1:n 

     
R=zeros(4,N); 

  
for j=1:4 
R(j,j+2*(i-1))=1; 
end 
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MT=R'*m*R; 

  
M=M+MT; 

  
end 

  
%%%%%BOUNDARY CONDITIONS%%%%% 

  
%%%%%NUMBER OF FREE DEGREES OF FREEDOM%%%%% 
 count=0; 

  
for i=1:n+1 
for j=1:2 

  
if Cn(i,j)==1; 
count=count+1; 
end 

  
end 
end 

  

  

     
NF=N-count; 

  

  

  

  
B=zeros(N,NF); 

  
c1=0; 

  
Cnn=zeros(N,1); 

  
for i=1:n+1 
for j=1:2 
Cnn(2*(i-1)+j)=Cn(i,j);     
end 
end 

  
for i= 1:N 
  if Cnn(i)==1, c1=c1+1; 
  else  B(i,i-c1)=1; 
 end 
 end 
     B;     

  
%%%%%%FINAL STIFNESS MATRIX%%%%% 

  
Kf=B'*K*B; 

  

  
%%%%%FINAL MASS MATRIX%%%%% 

  
Mf=B'*M*B; 
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%%%%%Ig MATRIX%%%%% 

  
Igg=zeros(N,1); 

  
for i=1:2:N 
Igg(i)=1; 
end 

  
Ig=zeros(NF,1); 

  
count=0; 
for i=1:N 
if Cnn(i)==0; 
count=count+1; 
Ig(count)=Igg(i); 
end 
end 

  

  
%%%%%TIME VECTOR%%%%% 

  
%%%%%NUMBER OF MOMENTS%%%%% 

  
LL=Te/Dt+1; 

  
t=zeros(LL,1); 

  
for i=1:LL 
t(i)=(i-1)*Dt; 
end 

  

  

  
%%%%%BEDROCK EXCITATION%%%%% 

  
ug=zeros(LL,1) ; 
for j=1:LL 
ug(j)=ugmax*sin(2*pi/Td*t(j)) ; 
end 

  

  
%%%%%BEDROCK ACCELERATION%%%%% 

  
acc=zeros(LL,1); 

  
for j=1:LL  
acc(j)=(-4*pi()^2/Td^2)*ugmax*sin(2*pi()/Td*t(j)) ; 
end 

  

  
%%%%%DISPLACEMENT AND STRAIN VECTOR%%%%% 

  
D=zeros(NF,LL); 
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%%%%%SOLUTION OF THE EQUATION OF MOTION%%%%% 

  
for i=1:LL 
if i==1 
D(:,i)=0;     
end 
if i==2 
D(:,i)=D(:,i-1); 
elseif i>2 
D(:,i)=Dt^2*(-inv(Mf)*Kf*D(:,i-1)-Ig*acc(i-1))+2*D(:,i-1)-D(:,i-2);     
end 
end 

 

 

 

 

 

 

 

2. ΓΟΚΟ΢ 

 
%%%%%CALCULATIONS%%%%% 

  

  
%%%%%LOCAL STIFNESS MATRIX%%%%% 

  

  
k=zeros(6,6); 

 

  
k=E*I*[(120*(L^2-2*l*L+42*g^2))/(7*L^5)  (60*(L^2-

2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)       -(3*(L^2-2*l*L+140*g^2))/(7*L^3)  -

(120*(L^2-2*l*L+42*g^2))/(7*L^5)       (60*(L^2-

2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)  (3*(L^2-2*l*L+140*g^2))/(7*L^3); 
   (60*(L^2-2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)    (192*(L^2-

2*l*L+35*g^2))/(35*L^3)   ((22*L*l)/35-36*g^2)/L^2-11/35   -(60*(L^2-

2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)    (12*(9*L^2-18*l*L+490*g^2))/(35*L^3)     

4/35-((8*L*l)/35-24*g^2)/L^2; 
  -(3*(L^2-2*l*L+140*g^2))/(7*L^3)       ((22*L*l)/35-36*g^2)/L^2-

11/35     (3*L)/35+(29*l)/35+(9*g^2)/L    (3*(L^2-

2*l*L+140*g^2))/(7*L^3)         ((8*L*l)/35-24*g^2)/L^2-4/35              

L/70-l/35-(3*g^2)/L; 
 -(120*(L^2-2*l*L+42*g^2))/(7*L^5)     -(60*(L^2-

2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)  (3*(L^2-2*l*L+140*g^2))/(7*L^3)    (120*(L^2-

2*l*L+42*g^2))/(7*L^5)     -(60*(L^2-2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)   -

(3*(L^2-2*l*L+140*g^2))/(7*L^3); 
   (60*(L^2-2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)  (12*(9*L^2-

18*l*L+490*g^2))/(35*L^3)     ((8*L*l)/35-24*g^2)/L^2-4/35   -

(60*(L^2-2*l*L+42*g^2))/(7*L^4)    (192*(L^2-2*l*L+35*g^2))/(35*L^3)   

11/35-((22*L*l)/35-36*g^2)/L^2; 
   (3*(L^2-2*l*L+140*g^2))/(7*L^3)     4/35-((8*L*l)/35-24*g^2)/L^2              

L/70-l/35-(3*g^2)/L        -(3*(L^2-2*l*L+140*g^2))/(7*L^3)       

11/35-((22*L*l)/35-36*g^2)/L^2     (3*L)/35+(29*l)/35+(9*g^2)/L]; 

  
%%%%%TOTAL STIFNESS MATRIX%%%%% 
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K=zeros(N,N); 

  
for i=1:n 

     
R=zeros(6,N); 

  
for j=1:6 
R(j,j+3*(i-1))=1; 
end 

  
KT=R'*k*R; 

  
K=K+KT; 

  
end 

  

  

  
%%%%%LOCAL FORCE VECTOR%%%%% 

  

  
p=zeros(6,1); 

  
p=q*[L/2; 
   L^2/10; 
 -L^3/120; 
      L/2; 
  -L^2/10; 
 -L^3/120]; 

  

  

  

  
%%%%%TOTAL EXTERNAL FORCE VECTOR%%%%% 

  

  
P=zeros(N,1); 

  
for i=1:n 

     
R=zeros(6,N); 

  
for j=1:6 
R(j,j+3*(i-1))=1; 
end 

  
PT=R'*p; 

  
P=P+PT; 

  
end 
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%%%%%BOUNDARY CONDITIONS%%%%% 

  

  

  

  
%%%%%NUMBER OF FREE DEGREES OF FREEDOM%%%%% 

  
count=0; 

  
for i=1:n+1 
for j=1:3 

  
if Cn(i,j)==1; 
count=count+1; 
end 

  
end 
end 

  

  

     
NF=N-count; 

  

  

  

  
B=zeros(N,NF); 

  
c1=0; 

  
Cnn=zeros(N,1); 

  
for i=1:n+1 
for j=1:3 
Cnn(3*(i-1)+j)=Cn(i,j);     
end 
end 

  
for i= 1:N 
  if Cnn(i)==1, c1=c1+1; 
  else  B(i,i-c1)=1; 
 end 
 end 
     B;     

  
%%%%%%FINAL STIFNESS MATRIX%%%%% 

  

  
Kf=B'*K*B; 

  

  
%%%%%FINAL EXTERNAL FORCE VECTOR%%%%% 

  
Pf=B'*P; 
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%%%%%DISPLACEMENT AND STRAIN VECTOR%%%%% 

  
D=zeros(NF,1); 

  

  
D=inv(Kf)*Pf; 
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