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   ΠΕΡΙΛΗΧΗ 
 

 
Ρολλζσ φορζσ δυο ι περιςςότερεσ ποςοτικζσ μεταβλθτζσ εξετάηονται 

ταυτόχρονα προκειμζνου να προςδιοριςτεί θ οποιαδιποτε ςχζςθ υπάρχει μεταξφ 
τουσ ι αλλιϊσ για τθν πρόβλεψθ  μιασ από τισ υπόλοιπεσ μεταβλθτζσ. Ζςτω λοιπόν 
ότι κζλουμε να μελετιςουμε ζνα πρόβλθμα οικονομικισ φφςεωσ, όπου θ 
εξαρτθμζνθ μεταβλθτι Y  εκφράηει το μιςκό ενόσ εργαηομζνου, ενϊ οι 

ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ 1 2, ,.... kX X X  εκφράηουν τα χρόνια προχπθρεςίασ του, το 

φφλο του, τθν μόρφωςθ του κλπ. Θ μζκοδοσ που εφαρμόηεται ςε αυτζσ τισ 
περιπτϊςεισ καλείται ανάλυςθ Ραλινδρόμθςθσ. 

 Θ ςυνθκζςτερθ μζκοδοσ τθσ ανάλυςθσ Ραλινδρόμθςθσ που ακολουκείται 
για τθν καταςκευι ενόσ τζτοιου ςτατιςτικοφ μοντζλου είναι θ μζκοδοσ ελαχίςτων 
τετραγϊνων. Ραρ’ όλα αυτά, μζςω τθσ ςυγκεκριμζνθσ μεκόδου ερχόμαςτε ςυχνά 
αντιμζτωποι με ςθμαντικά προβλιματα. Τζτοια παρουςιάηονται ςε περιπτϊςεισ 

όπου μια ι περιςςότερεσ απ’ τισ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ μασ 1 2, ,.... kX X X , 

ςυνδζονται μεταξφ τουσ με κάποια γραμμικι ςχζςθ. Τότε θ μζκοδοσ ελαχίςτων 
τετραγϊνων αδυνατεί να προςαρμόςει τα δεδομζνα μασ με τζτοιον τρόπο ϊςτε να 
πάρουμε αξιόπιςτα ςτατιςτικά μοντζλα. Το ςυγκεκριμζνο φαινόμενο καλείται 
Ρολυςυγγραμμικότθτα και εμφανίηεται ςε διάφορουσ κλάδουσ των ςφγχρονων 
επιςτθμϊν. Ρροκειμζνου να αντιμετωπιςτεί, οι ςτατιςτικοί οδθγικθκαν ςτθν 
καταςκευι νζων μεκόδων. 

Τζτοιεσ είναι θ Ραλινδρόμθςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν (Principal Component 
Regression) κακϊσ και μια αρκετά πρόςφατθ τεχνικι Ραλινδρόμθςθσ, θ 
Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων (Partial Least Squares Regression). 
Στθν παροφςα εργαςία, ςκοπόσ είναι θ παρουςίαςθ των δυο παραπάνω μεκόδων. 

Για το λόγο αυτό θ εργαςία ζχει χωριςτεί ςε πζντε ενότθτεσ. Στθν πρϊτθ 
ενότθτα κάνουμε μια αναςκόπθςθ τθσ Ρολλαπλισ Γραμμικισ Ραλινδρόμθςθσ και 
αναφερόμαςτε ςτισ τεχνικζσ scaling (τυποποίθςθ) και centering (κεντροποίθςθ) των 
μεταβλθτϊν μασ, οι οποίεσ κα εφαρμοςτοφν αργότερα. Ακολοφκωσ ςτθ δεφτερθ 
ενότθτα παρακζτουμε το πρόβλθμα τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ και τθ ςυςχζτιςθ 
του με τθ μζκοδο ελαχίςτων τετραγϊνων.  

Στθν Τρίτθ ενότθτα, προςπακοφμε να κάνουμε μια αναλυτικι παρουςίαςθ 
τθσ Ανάλυςθσ Κυρίων Συνιςτωςϊν μζςω τθσ οποίασ κα οδθγθκοφμε ςτθν 
Ραλινδρόμθςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν, ςτο μθχανιςμό λειτουργίασ τθσ και ςτισ 
μεκόδουσ που καλείται να χρθςιμοποιιςει προκειμζνου να αντιμετωπίςει το 
φαινόμενο τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Κατόπιν τθσ μεκόδου αυτισ, 
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παρουςιάηεται ενδελεχϊσ θ Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων, που 
αποτελεί και τθ βαςικι μζκοδο που κα ερευνιςουμε ςτθν παροφςα εργαςία. 
Αναφερόμαςτε εκτενϊσ ςτθ λειτουργία τθσ, ςτουσ αλγόρικμουσ που χρθςιμοποιεί 
και τθν κακιςτοφν ζνα χριςιμο εργαλείο ςτα χζρια κάκε ςτατιςτικοφ. 

Τζλοσ θ πζμπτθ και τελευταία ενότθτα, ςυνιςτά τθν πρακτικι εφαρμογι των 
δυο προαναφερκζντων μεκόδων. Ζτςι, τρία προβλιματα ςτα οποία το πρόβλθμα 
τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ κάνει τθν εμφάνιςθ του μελετϊνται μζςω τθσ 
Ραλινδρόμθςθσ Κυρίων Συνιςτωςϊν και τθσ Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων 
Τετραγϊνων. 

 
 
 
 
 
 
ΛΕΞΕΙΣ-ΚΛΕΙΔΙΑ : Ραλινδρόμθςθ, Γραμμικό μοντζλο, Ρολυςυγγραμμικότθτα, 

PCA, Ανάλυςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν, PCR, Ραλινδρόμθςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν, PLSR, 
Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων, Μinitab, R 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 1. ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ 
 

 
       Θ Ραλινδρόμθςθ αποτελεί μία από τισ ςθμαντικότερεσ ςτατιςτικζσ 

μεκόδουσ. Ρολλά φαινόμενα των ςφγχρονων επιςτθμϊν μοντελοποιοφνται μζςω 
αυτισ. Σε προβλιματα οικονομικισ, βιολογικισ φφςεωσ κακϊσ και ςε άλλεσ 
επιςτιμεσ απαραίτθτοσ κεωρείται ο κακοριςμόσ τθσ ςχζςθσ  μεταξφ μεταβλθτϊν, 
δθλαδι ο ςχεδιαςμόσ ενόσ μοντζλου, μζςω του οποίου ερμθνεφεται ικανοποιθτικά 
το εκάςτοτε δοκζν πρόβλθμα. Το  μοντζλο αυτό προκφπτει κεωρϊντασ μια 

εξαρτθμζνθ μεταβλθτι   και ζνα πλικοσ ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν i  όπου τα 

i,     ςυνδζονται με γραμμικό τρόπο. Ζτςι δθμιουργείται ζνα μοντζλο που 

ςχετίηεται με τα δεδομζνα μασ (παρατθριςεισ) και μζςω αυτοφ κάνουμε 
προβλζψεισ για μελλοντικζσ τιμζσ του  . Θ ςυγκεκριμζνθ διαδικαςία  ονομάηεται 
Γραμμικι Ραλινδρόμθςθ. Σκοπόσ τθσ είναι ο κακοριςμόσ του βζλτιςτου για τα 

δεδομζνα μασ μοντζλου. 
 
 

1.1 ΠΟΛΛΑΠΛΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ  
 

 
Αρχικά, κα αναφερκοφμε ςτο απλό γραμμικό μοντζλο και ακολοφκωσ κα 

επεκτακοφμε ςτθ γενικι περίπτωςθ του πολλαπλοφ γραμμικοφ μοντζλου. 
 
Απλό γραμμικό μοντζλο ονομάηεται το μοντζλο μζςω του οποίου διερευνάται 

θ ςχζςθ μεταξφ δυο μεταβλθτϊν,  εξαρτθμζνθσ και   ανεξάρτθτθσ. Αυτό 
περιγράφεται με τθ ςυλλογι ενόσ δείγματοσ μεγζκουσ n  από ζναν πλθκυςμό και 
καταγράφοντασ για κάκε άτομο του δείγματόσ μασ τισ τιμζσ των δυο μεταβλθτϊν 

  και   . Με βάςθ τα ηεφγθ τιμϊν που δθμιουργοφνται  : 
     

                                    1 1 2 2, , , , ., ( ,Y )n n       
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 μποροφμε να διερευνιςουμε τθ ςχζςθ μεταξφ των μεταβλθτϊν ,  . Ζτςι 

κεωρϊντασ το απλοφςτερο μοντζλο που ερμθνεφει μια τζτοια ςχζςθ (απλό 

γραμμικό μοντζλο) τα Xi , Yi
 ςυνδζονται με τθν εξισ ςχζςθ :    

                                                 

                              i 0 1 i iY X              i 1,2, ,n                                     (1.1) 

 

όπου 0 , 1  δυο άγνωςτεσ ςτακερζσ και 1 2, , ., n    ανεξάρτθτεσ τυχαίεσ 

μεταβλθτζσ. Ονομάηονται ςφάλματα και κεωροφμε ότι ακολουκοφν τθν Κανονικι 

κατανομι  20, με 2  άγνωςτο. 

Συχνά όμωσ ςε διάφορα προβλιματα, θ μεταβλθτι απόκριςθσ Y  μπορεί να 

ςυνδζεται με περιςςότερεσ από μια επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ 1 2, , ., k   

Ομοίωσ με το απλό γραμμικό μοντζλο, μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε ζνα νζο 
μοντζλο που καλείται πολλαπλό γραμμικό μοντζλο, το οποίο διερευνά τθν 

εξάρτθςθ τθσ Y  από τισ 1 2, , , k     μεταβλθτζσ. Θα ζχει τθν ακόλουκθ μορφι : 

 

                          0 1 1 2 2 k kY X X  . X                                              (1.2)      
                              

 

 όπου 0 1 k  , ,     άγνωςτεσ ςτακερζσ. 

Για τθ διερεφνθςθ τθσ εξάρτθςθσ αυτισ, λαμβάνουμε απ’ τον προσ μελζτθ 
πλθκυςμό μασ, δείγμα μεγζκουσ n  και για κάκε άτομο του δείγματοσ 
καταγράφουμε τισ τιμζσ των μεταβλθτϊν αυτϊν. 

Δθλαδι, για το i-άτομο καταγράφουμε τισ τιμζσ i i1 i2 in( ,X ,X , ,X )   

οδθγϊντασ μασ ςτο μοντζλο (Μontgomery et al., 2006): 
 

                        i 0 1 i1 2 i2 k ik iY X X .. X                                          (1.3)  

 
 όπου    1,2, ,n.i                                                                         

 

Tα i    καλοφνται ομοίωσ ςφάλματα. Ρρόκειται για ανεξάρτθτεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ 

που ακολουκοφν τθν Κανονικι κατανομι 2(0, )N  . Αντικζτωσ, οι μεταβλθτζσ 

1 2, , , k    , οι οποίεσ καλοφνται επεξθγθματικζσ δεν είναι τυχαίεσ. 

Ζτςι με βάςθ τα παραπάνω, το μοντζλο μασ γράφεται με τθ μορφι πινάκων 
ωσ: 

                                                    Y Xβ     
 

1 0 111 12 1k

2 1 221 22 2k

n1 n2 nk

1 . . .

1 . . .

. . .1 . . . . . .
     

. . .1 . . . . . .

. . .1 . . . . . .

1 . . .n k n

y x x x

y x x x

y x x x

 

 

 

      
      
      
      

       
      
      
      

            

 

Πίνακασ 1.Πίνακασ ςχεδιαςμοφ. 
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1.2 ΕΚΣΙΜΨΝΣΑ ΣΙ ΠΑΡΑΜΕΣΡΟΤ ΣΟΤ ΜΟΝΣΕΛΟΤ  
 

 
Θ εκτίμθςθ των παραμζτρων του μοντζλου, δθλαδι των 0 1 k  , ,     μπορεί 

να γίνει με δυο μεκόδουσ : 
 

 Tθ μζκοδο των ελαχίςτων τετραγϊνων (least squares method). Θ 
βαςικι αρχι τθσ μεκόδου των ελαχίςτων τετραγϊνων είναι ότι 

επιλζγονται οι παράμετροι 0 1 k  , ,     που ελαχιςτοποιοφν το 

άκροιςμα των τετραγϊνων των παρατθρθμζνων υπολοίπων i , όπου 

1,2,...,i n . 

 Τθ μζκοδο μζγιςτθσ πικανοφάνειασ (maximum likelihood method). H 
μζκοδοσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ βαςίηεται ςτθν υπόκεςθ τθσ 

κανονικότθτασ, δθλαδι ςτο γεγονόσ ότι τα υπόλοιπα i  ακολουκοφν 

τθν Κανονικι κατανομι με μζςθ τιμι ίςθ με 0 και διαςπορά ίςθ με 2  

δθλαδι : 2

i (0 )~ ,N  . 

 
 

 Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΑΓΩΝΩΝ 
 
 

Ππωσ παραπάνω αναφζρκθκε ςκοπόσ τθσ μεκόδου των ελαχίςτων 
τετραγϊνων είναι θ ελαχιςτοποίθςθ του ακροίςματοσ των τετραγϊνων των 

ςφαλμάτων. Ασ υποκζςουμε λοιπόν ότι )(S   θ ςυνάρτθςθ ελαχίςτων τετραγϊνων 

για τθν οποία ιςχφει (Οικονόμου και Καρϊνθ , 2010): 
 

                                          2

i

1

( )
n

i

S  


                                                         (1.4) 

 
όπου    το διάνυςμα των παραμζτρων του μοντζλου.  

 
Στόχοσ τθσ μεκόδου είναι θ εφρεςθ εκείνου του   για το οποίο θ ανωτζρω 

ςυνάρτθςθ λαμβάνει τθν ελάχιςτθ τιμι τθσ. Ειδικότερα : 
 

                                                2

i

1

) ( ) ( )(
n

i

Y X Y XS       



      

                                                     2TY Y X X Y X       .                                (1.5) 

  
όπου Y το ( 1)n  διάνυςμα ςτιλθ τθσ μεταβλθτισ απόκριςθσ. 
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Απαραίτθτθ προχπόκεςθ για τθν ελαχιςτοποίθςθ τθσ )(S   είναι : 

 

                                                       
)

0
(Sd

d




                                                                                 (1.6) 

 
 
Δθλαδι :                                   

                                                     2( ) 2 0T TX X X Y    

                                                     ( )T TX X X Y                                                                          (1.7) 

 
  

 

Εάν ο πίνακασ TX X είναι αντιςτρζψιμοσ, δθλαδι εάν ιςχφει ότι 0TX X  , 

τότε θ εκτιμιτρια του διανυςμάτων των παραμζτρων ιςοφται με : 
 
 

                                 1ˆ ( )T TX X X Y                                                            (1.8) 

 
 

Επομζνωσ θ χριςθ τθσ μεκόδου των ελαχίςτων τετραγϊνων προχποκζτει 

τθν φπαρξθ του 1( )TX X  . Αυτό παρατθρείται όταν οι μεταβλθτζσ 
jX  είναι μεταξφ 

τουσ γραμμικά ανεξάρτθτεσ δθλαδι αν καμία ςτιλθ του πίνακα X  δεν μπορεί να 
γραφτεί ωσ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των υπολοίπων. Αν το παραπάνω δεν ιςχφει, 
τότε εμφανίηεται το φαινόμενο τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ το οποίο κα εκτεκεί 
αναλυτικά ςτο επόμενο κεφάλαιο τθσ παροφςθσ.  

Ζχοντασ παρακζςει τθ μζκοδο ελαχίςτων τετραγϊνων, αξίηει να αναφερκεί 

ςτο ςθμείο αυτό ότι τα i   κεωροφνται ανεξάρτθτεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ που 

ακολουκοφν τθν 2(0, ).N   Άρα το διάνυςμα  , κα ζχει από κοινοφ  ς.π.π 
2(0, )n  ακολουκϊντασ τθν πολυδιάςτατθ Κανονικι κατανομι, όπου  n  o 

μοναδιαίοσ πίνακασ με διάςταςθ ίςθ με n . Eπομζνωσ όμοια και το τυχαίο 
διάνυςμα:  

 

                                                  

1

2

.
  

.

.

n

Y

Y

Y

Y

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

                   
κα ακολουκεί τθν πολυδιάςτατθ Κανονικι κατανομι 2( , ).n   Επομζνωσ 

κα ζχει ςυνάρτθςθ πικανοφάνειασ :  
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                              2( , )L      2 n

2

1( , ,...y ,y y ; , )f                                   (1.9) 

                         

   
   

2

1

2

22 2

1 1

2

T

n n
e y X y X  

 



     

                                      
                              

Ακολοφκωσ, για να βρω τθν ε.μ.π του  , αρκεί ομοίωσ με τθν μζκοδο των 

ελαχίςτων τετραγϊνων να ελαχιςτοποιιςουμε τθ ςχζςθ (1.6). Επομζνωσ αν ιςχφει θ 

(1.7), τότε οι εκτιμιτριεσ μζγιςτθσ πικανοφάνειασ για το T

0 1 k[ , , , ]    

δίνονται από τθν (1.8). 
 

Θ ε.μ.π  του 2    δίνεται και ωσ εξισ :  
  

 

2 T 2

0 1 ki i1 ik

1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(Y-X
1

ˆ ) ( (Y X . X) . . )
n

in n
Y X    



                     (1.10) 

 

Oι προβλζψεισ των iY
 που παίρνουμε (ονομάηονται αλλιϊσ Y  predicted) 

λαμβάνονται ωσ οι εκτιμιςεισ των 0 1 i1 k ik( ) X ... XiE          και ιςοφνται με :  

 

                                    0 1 ki i1 ik
ˆ ˆ ˆŶ X ... X        i 1,2, ,n                                (1.11) 

 
 ι αλλιϊσ με τθ μορφι πινάκων ωσ :  

 

T 1 Tˆ X(X X X Yˆ ) YY H                                   (1.12) 

 

όπου  
1

H


      . 

 
Ο πίνακασ H  καλείται πίνακασ προβολισ (hat matrix). Λαμβάνουμε επίςθσ τα 
εκτιμθμζνα ςφάλματα (residuals)  ωσ : 

 

                                          ii
ˆ  ˆY Y        i 1,2, ,   n                                               (1.13) 

   
ι ομοίωσ ςε μορφι πινάκων : 

 

                   
1ˆ    – (  ˆ  H)ˆ T T

nY Y X Y X X X X Y I YY 


                         (1.14) 
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1.3  ΟΙ ΕΛΕΓΦΟΙ ΤΠΟΘΕΕΨΝ ΚΑΙ ΣΑ ΔΙΑΣΗΜΑΣΑ 

ΕΜΠΙΣΟΤΝΗ  
 
 

 Ζχουμε ότι 2(0,~   )nN I . Τότε προκφπτει ότι (Draper & Smith , 1998): 

                

                                              
 

                                           T T T21 1ˆ (X X) X Y~ (X( , ))  XN                                             (1.15) 

 
 

δθλαδι  το ̂  ακολουκεί τθν πολυδιάςτατθ Κανονικι κατανομι με μζςο : 

 
 

                     
T

0 1 k[ , , , ]      και πίνακα διαςποράσ 12 )(    .  

 
 

Επιπροςκζτωσ ζχουμε ότι : 
  

  

        2 T

2

T 2
ii n 122

1

ˆ ˆ(Y )   (Y  X ) (Y  X
1 1 1ˆ ) Y (I – ) ~ 

n

n kY H


  
 

         (1.16) 

 
 

 

Αντικακιςτοφμε τϊρα ωσ εκτιμιτρια του  2 , τθν αμερόλθπτθ : 
 

 

                                    

2
i

1

i

2

21 ˆ )
1

(Y  ˆ
n

i

Y S
n k










                            (1.17)       

      
 

Ζςτω τϊρα iic  , i 0,1,2,..,k   να είναι τα διαγϊνια ςτοιχεία του πίνακα  
1

   

ζχουμε δθλαδι  ότι : 
                                  
 

                                i i i

2

i
ˆ ~ ( ,  ζ )cN 

     i 0,1,2 ,k                                   (1.18) 

 
 

Επειδι όμωσ 
 

                                             
2

2

n 1

2 ~
1

 k

n k
S


  

 
                                                    (1.19) 
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προκφπτει ότι : 

 

 

                                    i i
n 1

ii

ˆ
~ t

c
k

S

 
 


   i 0,1,2, ,k                                             (1.20) 

 
 

 
Σφμφωνα με τα παραπάνω, τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για τισ 

παραμζτρουσ του μοντζλου μασ  με ε.ς 1  , δίνονται από : 
 
 

      i iii n 1 ii n 1
ˆ ˆ(    c t / 2 ,  c t / 2 ) k kS S         i 0,1,2, ,k                       (1.21)  

 
 
 

Για τον ζλεγχο τθσ μθδενικισ υπόκεςθσ 0 iH  : 0  , οι περιοχζσ απόρριψθσ ςε ε.ς 

 κα είναι : 

 

 

                                    i n 1K :  | T |  t / 2k                                                (1.22) 

 

όπου                         i
i

ii

ˆ
T  

cS


    i 0,1,2, k                                             (1.23) 

 
 
  

Εάν απορρίψουμε τθ μθδενικι υπόκεςθ 0 i:  0    για κάποιο i , αυτό 

ερμθνεφεται με το ότι θ μεταβλθτι απόκριςθσ Y  εξαρτάται από τθν iX
 

μεταβλθτι. 

  

1.4 ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΣΗ ΤΝΟΛΙΚΗ ΜΕΣΑΒΛΗΣΟΣΗΣΑ ΣΟΤ  

ΜΟΝΣΕΛΟΤ 
  
 
Θ δειγματικι  διαςπορά των παρατθριςεων ορίηεται ωσ εξισ : 
 
 

                              

_ _
2 2 2

i ii i

1 1 1

(Y )   ˆ ˆ  (Y )   ( )
n n n

i i i

Y Y Y Y
  

                                         (1.24) 



 15 

 
 

όπου το πρϊτο άκροιςμα ςυμβολίηεται με SST , το δεφτερο με SSE  και το τρίτο με

SSR , εκ των οποίων το SST  ερμθνεφει τθν ολικι μεταβλθτότθτα των i , το SSR  

τθ μεταβλθτότθτα των προβλζψεων ( predicted). 

Τζλοσ το SSE  ερμθνεφει τθ μεταβλθτότθτα των iY
 ςε ςχζςθ με  τισ 

αντίςτοιχεσ τιμζσ που ζχουμε προβλζψει. Το ποςοςτό τθσ μεταβλθτότθτασ των iY , 

το οποίο ερμθνεφεται από το μοντζλο μασ υπολογίηεται απ τον ςυντελεςτι 

προςδιοριςμοφ 2R .  
 

                                                  

2R    
SSR SST SSE

SST SST


                                                 (1.25) 

 
 Ιςχφει ότι : 

 

                                             

   2 2
ii

1

12 k2 n

1 ˆ  ~(Y )
n

i

SSE
Y

 
 



                                 (1.26) 

 
 

Eπιπροςκζτωσ είναι γνωςτό, ότι εάν : 
 

                                     1 2 k 0                                                                  (1.27) 

 
ιςχφουν τα ακόλουκα : 

 

                                                                   
2

2

k~
SSR


                                                                   (1.28) 

 

                                                                  

 
2

2

n 1~
SST





                                               (1.29) 

 

 

δθλαδι, ςτθν περίπτωςθ όπου  1 2 k 0     , τότε : 

  
 
 

                                

      ,n 1

2

2

~F

1

1

k k

SSR

SSR
k kF

SSE SSE
n k

n k





  

 

 

                   (1.30)    

 

 αφοφ SSR ,SSE  ανεξάρτθτεσ. 
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Με βάςθ τα ανωτζρω, κάνουμε ζναν ζλεγχο για τθ μθδενικι υπόκεςθ : 
 
 

                                  0  0 1 k: 0                                                                  (1.31)  

 
 

που ςθμαίνει ότι θ Y  μεταβλθτι είναι ανεξάρτθτθ από τισ 1 2, , , k   

μεταβλθτζσ. Θ υπόκεςθ 0H  κα απορρίπτεται  όταν για  το παραπάνω ςτατιςτικό F 

 ιςχφει  : 
 
 

                                              

 k,n k 1F   F  

1

SSR
k

SSE
n k

  

 

                                  (1.32) 

 
 

όπου  επίπεδο ςθμαντικότθτασ και  k,n k 1F    το  -ςθμείο  τθσ  F  κατανομισ 

με βακμό ελευκερίασ k  και 1n k   αντίςτοιχα. Ο πίνακασ ανάλυςθσ διαςποράσ 
του παραπάνω μοντζλου (ANOVA) είναι ο ακόλουκοσ : 

 
 

 
 
 
 
 
 

ΜΟΝΤΕΛΟ 

 
          ΑΘΟΙΣΜΑ 

 
ΒΑΘΜΟΙ 
ΕΛΕΥΘΕΙΑΣ 

ΜΕΣΟ ΑΘΟΙΣΜΑ  
ΤΕΤΑΓΩΝΩΝ 

ΕΛΕΓΧΟΣ-
F 

  
 

Λόγω 
παλινδρόμθςθσ 

 
_

2
i

1

( )ˆ
n

i

S R Y YS


   

      
k 

 

MSR  SSR / k  

  

 

 

 
MSR

MSE
 

  
 

Λόγω 
υπολοίπων 

 

2
ii

1

(Y )ˆ
n

i

YSSE


   

    
n-k-1 

 
MSE SSE / 1n k    

 
Ολικό 

 
_

2

i

1

(Y )   
n

i

S T YS


 
 

      
n-1 

  

 

Πίνακασ 2. Ανάλυςθ διαςποράσ 



 17 

1.5 ΕΠΙΛΟΓΗ ΣΟΤ ΒΕΛΣΙΣΟΤ ΜΟΝΣΕΛΟΤ 
 
 
Συχνά, ςτθν Ρολλαπλι Γραμμικι Ραλινδρόμθςθ παρουςιάηεται το φαινόμενο 

τθσ φπαρξθσ μεγάλου αρικμοφ ανεξαρτιτων μεταβλθτϊν. Σκοπόσ του παρόντοσ 
κεφαλαίου, είναι να διαπιςτϊςουμε ποιεσ απ’ αυτζσ τισ μεταβλθτζσ επθρεάηουν τθ 
μεταβλθτι απόκριςθσ  . Αυτό μπορεί να πραγματοποιθκεί μελετϊντασ όλα τα 
δυνατά μοντζλα και ακολοφκωσ επιλζγοντασ το πλζον κατάλλθλο. Για παράδειγμα 
ζςτω ότι το προσ εξζταςθ πολλαπλό γραμμικό μοντζλο μασ, περιζχει 3 ανεξάρτθτεσ 

μεταβλθτζσ 1 2 3.X ,X ,X  Άρα τα υποψιφια γραμμικά μοντζλα μασ είναι τα 

ακόλουκα 7: 
 
 

1. 0 1 1Y X      

2. 0 1 2 β X      

3. 0 1 3 β X      

4. 0 1 1 2 2Y  β X  β X      

5. 0 1 2 2 3Y  β X X         

6. 0 1 1 2 3 β X X        

7. 0 1 1 2 2 3 3 β  β X  β X  β X        

 
Σφμφωνα με τα γνωςτά, πλζον κατάλλθλο κεωρείται το μοντζλο με το 

μεγαλφτερο ςυντελεςτι προςδιοριςμοφ R  1 SSE / SST  , παρατθρείται όμωσ, 
ότι αυτό δεν ιςχφει. Οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι  με τθν πρόςκεςθ ανεξάρτθτων 

μεταβλθτϊν ςτο μοντζλο μασ, το 2R  αυξάνεται ι παραμζνει ςτακερό.  

Αυτό ςυμβαίνει διότι με τθν πρόςκεςθ ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν, το SSE

(άκροιςμα τετραγϊνων λόγω ςφαλμάτων) μειϊνεται ι παραμζνει ςτακερό, ενϊ το 
SST (ολικό άκροιςμα τετραγϊνων) παραμζνει ςτακερό. Για αυτό το λόγο, ςυχνά 

χρθςιμοποιείται  ο προςαρμοςμζνοσ ςυντελεςτισ προςδιοριςμοφ 2R adjusted,  
 

όπου                    2R  adjusted = 11

1

SSE

n k
SST

n

 



                                                         (1.33) 

 

επομζνωσ καλφτερο μοντζλο κρίνεται αυτό με το μεγαλφτερο ςυντελεςτι. Αξίηει να 

τονιςτεί ότι το SST  παραμζνει ςτακερό ςε όλα τα υποψιφια μοντζλα, επομζνωσ 
καλφτερο μοντζλο είναι αυτό με το μικρότερο SSE / ( n 1)k  . 
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   1.6    Η ΕΥΑΡΜΟΓΗ ΣΟΤ CENTERING ( ΚΕΝΣΡΟΠΟΙΗΗ ) KΑΙ 

ΣΟΤ  SCALING ( ΣΤΠΟΠΟΙΗΗ ) 

                                       
Σε πολλά ςτατιςτικά προβλιματα, προκειμζνου τα μοντζλα μασ να 

ερμθνευκοφν ςτον καλφτερο δυνατό  βακμό, χριςιμθ είναι θ διαδικαςία του 
centering (κεντροποίθςθ) κακϊσ και του scaling (τυποποίθςθ). Χρθςιμοποιείται ςε  
προβλιματα  χθμειομετρίασ, οικονομετρίασ και ςε ποικίλουσ επιςτθμονικοφσ 
κλάδουσ και βρίςκει εφαρμογι ςτθν Ραλινδρόμθςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν και ςτθν 
Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων που κα μελετιςουμε ςτθ 
ςυνζχεια. 

Σκοπόσ του centering είναι ςτο τελικό μασ μοντζλο να αφαιρείται ο ςτακερόσ 

όροσ. Αυτό ςυμβαίνει αφαιρϊντασ από κάκε μεταβλθτι μασ jX
 
τον αντίςτοιχο 

μζςο x . Ζςτω τϊρα το μοντζλο :  
 

                                  0 1 1 2 2 k k  X X X           

 
είναι δυνατόν οι μεταβλθτζσ που υπειςζρχονται ςτο μοντζλο μασ να εκφράηονται 

ςε διαφορετικζσ μονάδεσ π.χ 1 ςε κιλά, 2X ςε γραμμάρια και k  ςε τόνουσ. 

 Επομζνωσ κρίνεται απαραίτθτθ θ διαδικαςία του scaling, κακϊσ οι 
ανεξάρτθτεσ αλλά και οι εξαρτθμζνεσ μεταβλθτζσ οφείλουν να είναι τυποποιθμζνεσ 
προκειμζνου οι ςυντελεςτζσ τουσ να είναι αδιάςτατα μεγζκθ. Ραρακάτω 
περιγράφεται ο « μθχανιςμόσ » του scaling. Θα αναφερκοφμε ςε δυο τεχνικζσ 
scaling, τισ ακόλουκεσ (Μontgomery et al., 2006, p. 105) : 

 
                
SCALING TO UNIT NORMAL 
 

Ζςτω ijx
 

θ κάκε παρατιρθςθ για τισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ του 

δείγματοσ με i 1,2, ,n   το πλικοσ των παρατθριςεων και j 1,2, .,k   το πλικοσ 

των μεταβλθτϊν. Θεωροφμε μια νζα μεταβλθτι ζςτω *  θ οποία προκφπτει ωσ 
εξισ : 

 

                                                 
jij

ij

j

x
X*

s

x
                                              (1.34) 

     

 όπου js  θ  τυπικι απόκλιςθ όταν   

                                                                  

                                                     

jj

2

2 1

ix )(

1

n

i
j

x

s
n








                                                    (1.35) 
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θ διαςπορά των παρατθριςεων. Ομοίωσ, αν iy  οι παρατθριςεισ για τθν y -

μεταβλθτι του δείγματοσ με i 1,2, ,n   το πλικοσ των παρατθριςεων, κεωροφμε 

μια νζα μεταβλθτι, ζςτω *  θ οποία προκφπτει ωσ εξισ : 

                       

                                         i
i

y
Y*

s

y
                                                                        (1.36)  

 
όπου s  θ τυπικι απόκλιςθ τθσ y -μεταβλθτισ όταν : 

 

                                            

2

2
i

1

)

1

(y
n

i

y

s
n









 .                                                              (1.37) 

 
 

Το μοντζλο που προκφπτει ςφμφωνα με τα παραπάνω είναι το εξισ : 
 
 

       i 1 i1 2 i2 k ik iy*  b* x*  b* x*  .  b* x*   *                                       (1.38) 

 
 

ωσ αποτζλεςμα τθσ παραπάνω διαδικαςίασ, θ νζα μορφι τθσ εκτιμιτριασ των 
ελάχιςτων τετραγϊνων για το μοντζλο μασ, είναι θ ακόλουκθ : 
 

 

                               T 1 T* (X* X*) X Y*ˆ *b                                                         (1.39)  

 
 
 
 
 SCALING TO UNIT LENGTH 
 
 

Ζςτω ijx
 

θ κάκε παρατιρθςθ για τισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ του 

δείγματοσ με i 1,2, ,n   το πλικοσ των παρατθριςεων και j 1,2, .,k   το πλικοσ 

των μεταβλθτϊν. Για τθ ςυγκεκριμζνθ τεχνικι, όπωσ και ςτθν περίπτωςθ του 
scaling to unit normal κα κεωριςουμε μια νζα μεταβλθτι, ζςτω Z  θ οποία 
προκφπτει ωσ εξισ (Μontgomery et al., 2006, p. 106): 

 
 

                                           
jij

ij 1/2

jj

x

s

x
Z


                                                       (1.40)      
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όπου                                
1

jj

2(s )jij

n

i

x x


                                                                (1.41) 

 
 

Ομοίωσ, αν iy  οι παρατθριςεισ για τθν y -μεταβλθτι του δείγματοσ με i 1,2, ,n   
το πλικοσ των παρατθριςεων, κεωροφμε μια νζα μεταβλθτι ζςτω W  θ οποία 
προκφπτει ωσ εξισ : 

 
 

                                      i
i 1/2

W
s y

y y
                                                            (1.42)   

 
 

όπου                                               
i

2

1

s (y )
n

y

i

y


                                                                   (1.43) 

 
 

κάνοντασ χριςθ τθσ παραπάνω διαδικαςίασ ζχουμε ότι οι νζεσ μεταβλθτζσ ijZ  που 

κεωροφμε ζχουν μζςθ τιμι ίςθ με το μθδζν δθλαδι ijZ =0 και επιπροςκζτωσ ζχουν 

μικοσ ίςο με τθ μονάδα κακϊσ ιςχφει : 
                                    
                                                                

                                            ij

2

ij

1

( ) 1
n

i

Z Z


                                                                (1.44) 

                                        
 

Τελικά, το μοντζλο που προκφπτει ςφμφωνα με τα παραπάνω είναι το εξισ : 
 
 
 

                          i 1 i1 2 i2 k ik i b  b  .  b  w z z z                                                    (1.45)   

 
 

Αποτζλεςμα τθσ παραπάνω διαδικαςίασ, θ νζα μορφι τθσ εκτιμιτριασ των 
ελαχίςτων τετραγϊνων για το μοντζλο μασ είναι θ ακόλουκθ : 

 
                                  

                                                
T 1 T( )ˆ Z Zb Z W                                                   (1.46) 

 
 
Εξαιτίασ εφαρμογισ τθσ ςυγκεκριμζνθσ μεκόδου scaling που μόλισ 

περιγράψαμε, προκφπτει επίςθσ ότι ο πίνακασ TZ Z  διακζτει δυο χαρακτθριςτικά 
γνωρίςματα. Ρρόκειται για ζναν πίνακα ςυμμετρικό κακϊσ και για ζναν πίνακα που 
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περιζχει τουσ ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ μεταξφ των επεξθγθματικϊν μασ 

μεταβλθτϊν. Ρράγματι ο TZ Z είναι τθσ μορφισ : 
 
                                                         

                                     

1

T

1

1

1

k

k

r

Z Z

r

 
 

  
 
 

                                                            (1.47) 

 
 

με τα διαγϊνια ςτοιχεία του ίςα με τθ μονάδα και τα μθ διαγϊνια ςτοιχεία του ίςα 

με ijr   1,2,...,i n   1, 2 , . . . ,j p , καλοφνται ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ μεταξφ των 

επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν i   και jX .
 
Ιςχφει : 

 
 

                                    

j jlj
ij1

1/2 1/2

jj jj

(x )( )
s

(s s ) (s s )

n

lj

l
ij

ii ii

x xx

r 

 

 


                                (1.48)   

 
 

το διάνυςμα-ςτιλθ TZ W  τθσ μορφισ : 
 

 

                                            
T T

1 2[ ....... ]y y kyZ W r r r                                                        (1.49)     

 
 

περιζχει τουσ ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ μεταξφ τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ  jX  και 

τθσ εξαρτθμζνθσ μεταβλθτισ Y . Ιςχφει : 
 

 

                        

jlj

1

1/2 1/2

jj jj

(x )( )
s

(s s ) (s s )

n

l
jyl

jy

y y

y

r

x y


 

 


                                               (1.50) 

 
 

Οι μζκοδοι scaling που εκκζςαμε παραπάνω ςχετίηονται μεταξφ τουσ με τθν 
ακόλουκθ ςχζςθ : 
 

 

                                T TX* X* ( 1)n Z Z                                                                   (1.51) 

 
Ραρατθρϊντασ τισ ςχζςεισ (1.38) και (1.45) ςυμπεραίνουμε ότι οι δυο μζκοδοι 
τυποποίθςθσ μασ οδθγοφν ςτθν ίδια εκτιμιτρια των παραμζτρων, ασ τθν καλοφμε 

από εδϊ και πζρα b̂ . 
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    ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2. ΣΟ ΥΑΙΝΟΜΕΝΟ ΣΗ ΠΟΛΤΤΓΡΑΜΜΙΚΟΣΗΣΑ 

 

 
Συχνά, ςτθν Ρολλαπλι Γραμμικι Ραλινδρόμθςθ (Multiple Linear Regression) 

είναι πικανόν, μια ι περιςςότερεσ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ j , να είναι γραμμικά 

εξαρτθμζνεσ. Ρρόκειται για ζνα ςυχνό φαινόμενο που παρουςιάηεται ςε 
βιολογικζσ, οικονομικζσ, χθμικζσ ζρευνεσ και οδθγεί ςτθ λανκαςμζνθ εξαγωγι 
εκτιμιςεων. Μπορεί να αντιμετωπιςτεί με τθν αφαίρεςθ κάποιων ανεξάρτθτων 
μεταβλθτϊν απ’ το μοντζλο μασ. 

Ζςτω λοιπόν ότι κάνουμε ζνα πείραμα, ςυλλζγουμε τισ παρατθριςεισ μασ και 
οδθγοφμαςτε ςτο μοντζλο τθσ Ρολλαπλισ Γραμμικισ Ραλινδρόμθςθσ. 
Χρθςιμοποιοφμε  το εξισ πολλαπλό γραμμικό μοντζλο : 

 
 
                                             Y X    
 
 

όπου Y  είναι ζνα 1n  διάνυςμα των αποκρίςεων, X  ζνασ πίνακασ n p  

( 1)p k   των μεταβλθτϊν Ραλινδρόμθςθσ, β ζνα 1p  διάνυςμα των 

ςυντελεςτϊν τθσ Ραλινδρόμθςθσ και   ζνα 1n  διάνυςμα των ςφαλμάτων μασ 

όπου 2

i 0~ ( ),N  . 
 
 
Ραρουςιάηονται τϊρα δυο πικανζσ περιπτϊςεισ (Montgomery et al., 2006 , 

pp. 323-324): 
 

1) Οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ του μοντζλου μασ, j , δε ςχετίηονται μεταξφ 

τουσ.  
 

Στθν περίπτωςθ αυτι λζγονται ορκογϊνιεσ. Τότε το εςωτερικό γινόμενο 
μεταξφ των ςτθλϊν του πίνακα    ιςοφται με  0  ενϊ οι ςτιλεσ είναι κάκετεσ 

μεταξφ τουσ. Επομζνωσ ο πίνακασ TX  είναι διαγϊνιοσ. Οπότε τα j , τα οποία 

εξάγονται μζςω τθσ Ρολλαπλισ Γραμμικισ Ραλινδρόμθςθσ  εξαρτϊνται μόνο απ’ 
τθν μεταβλθτι τουσ , 

j . 

 Με αυτό τον τρόπο λαμβάνουμε ζνα “επικυμθτό“ μοντζλο διαπιςτϊνοντασ 
ότι θ επίδραςθ τθσ κάκε μεταβλθτισ είναι εμφανισ, ζτςι οδθγοφμαςτε ςε αςφαλείσ  
προβλζψεισ για τισ μελλοντικζσ τιμζσ του Y . 

Ρρακτικά όμωσ, θ παραπάνω περίπτωςθ ςπάνια εμφανίηεται ςτα 
προβλιματα Ραλινδρόμθςθσ που καλοφμαςτε να λφςουμε, τα οποία προκφπτουν 
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από τθν παρατιρθςθ και τθ ςυλλογι δεδομζνων. Το ενδεχόμενο, οι μεταβλθτζσ 
μασ να χαρακτθρίηονται από ορκογωνιότθτα μεταξφ τουσ δεν είναι και το πλζον 
πικανό. Αντικζτωσ κάτι τζτοιο μπορεί να παρατθρθκεί ςε προςχεδιαςμζνα 
πειράματα, ςτα οποία όντωσ ζχει επιδιωχκεί θ ορκογωνιότθτα. 

Αξίηει να τονιςτεί ςτο ςθμείο αυτό, ότι πολλζσ φορζσ όταν οι μεταβλθτζσ μασ 
είναι αςκενϊσ ςυςχετιςμζνεσ μεταξφ τουσ, δθλαδι όταν θ ζλλειψθ 
ορκογωνιότθτασ δεν είναι ιδιαιτζρωσ ςοβαρι, το μοντζλο μασ και θ ποιότθτα των 
μελλοντικϊν του προβλζψεων δεν απειλείται ςθμαντικά. 

 

2) Oι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ του μοντζλου μασ, j , είναι γραμμικά 

εξαρτθμζνεσ μεταξφ τουσ. 
 
Σε αυτι τθν περίπτωςθ, προκφπτουν μοντζλα Ραλινδρόμθςθσ τα οποία να 

μασ δίνουν λανκαςμζνεσ και μθ αςφαλείσ μελλοντικζσ προβλζψεισ και άρα 
οδθγοφμαςτε ςε εςφαλμζνα ςυμπεράςματα. Υποκζτουμε ότι   ο πίνακασ 

ςχεδιαςμοφ και 1 2 p, , .,     
 

οι ςτιλεσ του πίνακα αυτοφ, τότε υπάρχουν 

ςτακερζσ, 0 1 p, , .,    όχι όλεσ 0  και άρα ιςχφει  : 

    

                                    
0 k

1

0
p

k

i

 


                                                                (2.1)
 

 
 Eάν θ παραπάνω ςχζςθ ιςχφει απολφτωσ, τότε λζμε ότι το μοντζλο μασ 

παρουςιάηει τζλεια Ρολυςυγγραμμικότθτα. Τότε, ο πίνακασ ςχεδιαςμοφ δεν ζχει 

βακμό p αλλά μικρότερο του p και το ίδιο ςυμβαίνει για τον TX X . O πίνακασ TX X

καλείται τϊρα ιδιάηων (singular), ιςχφει επομζνωσ T X X =0 και άρα δεν μπορεί 

να υπολογιςτεί ο αντίςτροφοσ του, T 1(X X) . Λόγω τθσ παραπάνω αδυναμίασ 

υπολογιςμοφ του αντιςτρόφου, δεν κακίςταται εφικτόσ ο υπολογιςμόσ των 
ςυντελεςτϊν Ραλινδρόμθςθσ του μοντζλου. 

Στα πλαίςια όμωσ που εμείσ κα αςχολθκοφμε, θ ςχζςθ (2.1) δεν ιςχφει 
απολφτωσ, αλλά οι μεταβλθτζσ μασ χαρακτθρίηονται από ςχεδόν γραμμικι 
εξάρτθςθ μεταξφ τουσ (near – linear – dependency). Iςχφει δθλαδι : 

 
 

                                     
0 k

1

0
p

k

i

 


                                                               (2.2) 

 
 

και ο αντίςτροφοσ πίνακασ T 1(X X)  μπορεί να υπολογιςτεί. 

Ραρ’ όλα αυτά όμωσ ςτθν περίπτωςθ φπαρξθσ τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ, θ 
μζκοδοσ ελαχίςτων τετραγϊνων αποτυγχάνει και επομζνωσ παρουςιάηεται εφλογα 
το πρόβλθμα του τρόπου υπολογιςμοφ των ςυντελεςτϊν Ραλινδρόμθςθσ για το 
μοντζλο. Τοφτο όμωσ απαιτεί τθν εφαρμογι διαφορετικϊν μεκόδων.  
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2.1     ΠΟΛΤΤΓΓΡΑΜΜΙΚΟΣΗΣΑ ΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟ ΕΛΑΦΙΣΨΝ 

ΣΕΣΡΑΓΨΝΨΝ  
                     
 
             
          Ππωσ παραπάνω εκτζκθκε, θ Ρολυςυγγραμμικότθτα παρουςιάηει 

πολλζσ ςοβαρζσ ςυνζπειεσ ςτθ μζκοδο των ελαχίςτων τετραγϊνων για τον 
υπολογιςμό των ςυντελεςτϊν Ραλινδρόμθςθσ. Ζςτω ότι ςτο μοντζλο που κα 
μελετιςουμε ζχουμε δυο επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ και επομζνωσ παίρνουμε το 
ακόλουκο μοντζλο : 

 

                                     1 1 2 2X X                                                            (2.3) 

 
      

όπου τα  , 1X , 2X
 ζχουν υποςτεί τθν παραπάνω δεφτερθ διαδικαςία 

τυποποίθςθσ, scaling to unit length. Oι κανονικζσ εξιςϊςεισ ελαχίςτων τετραγϊνων 
που λαμβάνουμε είναι (Montgomery et al., 2006 , pp. 326-328) : 

  

                                       T Tˆ( )Z bZ Z W                                                           (2.4) 

 
 

                                   
12 T T

1 2 1 2

12

1
[ ]ˆ [ˆ ]

1
y yb b

r
r r

r

 
 

 
                                               (2.5) 

                                            
        

όπου 12r θ ςυςχζτιςθ μεταξφ των 1X  και 2X και jyr  θ ςυςχζτιςθ μεταξφ του X j και 

του  με 1,2j  . Τϊρα ο αντίςτροφοσ του T( )Z Z  είναι ο : 

 
 
                           

                       

12

2 2

12 12T 1

12

2 2

12 12

1

(1 ) (1 )
( )

1

(1 ) (1 )

r

r r
C Z Z

r

r r



 
  
  
 
 

  

                                            (2.6) 
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 οι εκτιμιτριεσ των ςυντελεςτϊν Ραλινδρόμθςθσ είναι : 
 

                        1 12 2
1

2

12

ˆ
(1 )

y yr r r
b

r





   και  2 12 1

2
2

12

ˆ
(1 )

y yr r r
b

r





 .                                        (2.7) 

 
 

Εάν υπάρχει ιςχυρι Ρολυςυγγραμμικότθτα μεταξφ των 1X
 και 2X , τότε ο 

ςυντελεςτισ ςυςχζτιςθσ 12r  είναι υψθλόσ. Απ’ τθν ςχζςθ  (2.6),  παρατθροφμε ότι 

κακϊσ : 
 

     12| | 1r 
 
τότε 2ˆvar( )j jjb C     

 
κακϊσ και ότι : 
 

     
2

1, 2 12
ˆ ˆcov( )b b C   , ανάλογα με το αν : 

12| | 1r 
 ι αν 12| | 1r  .  

 

όπου 2ˆvar( )j jjb C 
 
ο τφποσ που μασ δίνει τθ διαςπορά των παραμζτρων του 

μοντζλου μασ και 2
,

ˆ ˆcov( )i j ijb b C   ο τφποσ που μασ δίνει τθν ςυνδιαςπορά τουσ. 

 
 

 Eπομζνωσ από τα παραπάνω ςυμπεραίνεται ότι θ ιςχυρι 

Ρολυςυγγραμμικότθτα μεταξφ των 1X
 και 2X

 οδθγεί ςτθν φπαρξθ υψθλϊν 

διαςπορϊν και ςυνδιαςπορϊν για τθν εκτιμιτρια των ελαχίςτων τετραγϊνων των 
ςυντελεςτϊν παλινδρόμθςθσ. 

 Το τελευταίο ςθμαίνει ότι λαμβάνοντασ διαφορετικά δείγματα, παίρνουμε 
πολφ διαφορετικζσ εκτιμιςεισ για τισ παραμζτρουσ του μοντζλου μασ. Πταν 
υπάρχουν δυο ι περιςςότερεσ ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ, θ Ρολυςυγγραμμικότθτα  

παρουςιάηει τισ ίδιεσ επιδράςεισ. Τα διαγϊνια ςτοιχεία του πίνακα T 1( )C Z Z   

είναι : 
 
          

                                
2

1

1
jj

j

C
R




   1,2,...,j p                                                (2.8) 

 

όπου 2

jR
 

ο ςυντελεςτισ προςδιοριςμοφ τθσ Ραλινδρόμθςθσ του X j  
με τισ 

υπόλοιπεσ 1p   το πλικοσ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. Εάν υπάρχει ιςχυρι 

Ρολυςυγγραμμικότθτα μεταξφ τθσ X j  
και ενόσ υποςυνόλου των υπολοίπων 

μεταβλθτϊν, τότε θ τιμι του ςυντελεςτι προςδιοριςμοφ προςεγγίηει τθ μονάδα. 

Ζτςι κακϊσ θ διαςπορά των ˆ jb  δίνεται από τον τφπο :
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2 2 1 2ˆvar( ) (1 )j jj jb C R   

                                                     (2.9)
 

   
 

                    
 

Συμπεραςματικά από τα παραπάνω αναφερκζντα, προκφπτει ότι οι υψθλζσ 
διαςπορζσ που παρουςιάηουν  οι ςυντελεςτζσ Ραλινδρόμθςθσ οδθγοφν ςτο 
φαινόμενο τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Απ’ το ςθμείο αυτό και ζπειτα κα 
χρθςιμοποιοφμε όχι τθν τυποποιθμζνθ εκτιμιτρια που μζχρι τϊρα 
χρθςιμοποιοφμε, αλλά τθν εκτιμιτρια ελαχίςτων τετραγϊνων : 

 

                                                                          ĵ
 

 
Επιπροςκζτωσ, θ Ρολυςυγγραμμικότθτα τείνει να παράγει εκτιμιτριεσ ελαχίςτων 
τετραγϊνων με πολφ υψθλι απόλυτθ τιμι. Για να διαπιςτϊςουμε το παραπάνω 

αρκεί να κεωριςουμε το τετράγωνο τθσ απόςταςθσ του ̂  από το πραγματικό 

διάνυςμα  . Δθλαδι : 

 

                                    2

1
ˆ ˆ( ) ( )TL                                                              (2.10)     

          
 

με το αναμενόμενο τετράγωνο τθσ απόςταςθσ να είναι :  
                                                           
 

2 2 2 1

1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) var( ) ( )
p p

T T

j j j

j j

E L E E r X X        

 

                (2.11)

  
 

όπου το ίχνοσ του πίνακα (ςυντομογραφία Tr) είναι το άκροιςμα των διαγϊνιων 
ςτοιχείων. Σε περίπτωςθ φπαρξθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ, μερικζσ από τισ 

ιδιοτιμζσ του πίνακα TX X είναι πικανόν να είναι μικρζσ. Κακϊσ το ίχνοσ ενόσ 
πίνακα ιςοφται με το άκροιςμα των ιδιοτιμϊν θ παραπάνω ςχζςθ 
μεταςχθματίηεται ςτθν : 

 

                                      2 2

1

1

1
( )

p

j
j

E L 



                                                         (2.12) 

 

όπου  0j   1,2, ,j p  οι ιδιοτιμζσ του πίνακα TX X . 
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Συνεπϊσ εάν υπάρχει Ρολυςυγγραμμικότθτα, τουλάχιςτον μια από τισ j  κα 

είναι μικρι και θ ςχζςθ (2.12), καταδεικνφει ότι θ απόςταςθ του ̂  από το 

πραγματικό διάνυςμα παραμζτρων   κα είναι μεγάλθ. Ιςοδφναμα  αποδεικνφεται 

ότι : 
 
                               

            2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )( ) ( 2 )T TE L E E                                          (2.13)          

ι                                                                                                 

                         2 1ˆ ˆ( ) ( )T TTr X X                                                      (2.14)    

 
 

Επομζνωσ το διάνυςμα ̂  είναι γενικά μεγαλφτερο από το διάνυςμα  , το οποίο 

ενιςχφει τθν άποψθ ότι  λόγω τθσ φπαρξθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ θ μζκοδοσ 
ελαχίςτων τετραγϊνων μασ δίνει εκτιμιςεισ πολφ μεγάλεσ κατά απόλυτθ τιμι. Από 
τα παραπάνω, γίνεται εφκολα κατανοθτό ότι όςο πιο ιςχυρι είναι θ 
Ρολυςυγγραμμικότθτα, τόςο πιο επιςφαλείσ και αναξιόπιςτεσ είναι οι εκτιμιςεισ 
που λαμβάνουμε μζςω  του μοντζλου. 

 

2.2     ΠΕΡΙΠΣΨΕΙ ΕΜΥΑΝΙΗ ΣΗ 

ΠΟΛΤΤΓΓΡΑΜΜΙΚΟΣΗΣΑ 
  

 
Στο ςθμείο αυτό, κα παρακζςουμε τισ περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ εμφανίηεται 

το φαινόμενο τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Σφμφωνα με τουσ Montgomery, Peck 
και Vining (2006) μποροφμε να οδθγθκοφμε ςτο φαινόμενο τθσ 
Ρολυςυγγραμμικότθτασ ωσ απόρροια των παρακάτω αιτιϊν : 

 
1) H μζκοδοσ ςυλλογισ των δεδομζνων. 
 
 Ειδικότερα, όταν λαμβάνουμε υπόψθ μασ μερικζσ και όχι όλεσ τισ 

επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ ενόσ προβλιματοσ. Στο ςθμείο αυτό για τθν καλφτερθ 
κατανόθςθ του παραπάνω κα εξετάςουμε τα δεδομζνα του προβλιματοσ “χρόνοσ 
παράδοςθσ”1. Χρθςιμοποιϊντασ το ςτατιςτικό πακζτο τθσ R, κα δθμιουργιςουμε  
γραφικι παράςταςθ μεταξφ τθσ Χ1 μεταβλθτισ (αρικμόσ κουτιϊν) και τθσ Χ2 
μεταβλθτισ (απόςταςθ). 

                                                           
1
 Βλ. Ραράρτθμα 1, Ρίνακασ 1, Δεδομζνα από Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear 

Regression Analysis, 4
th

 ed, p. 314, New Jersey : John Wiley & Sons, Inc. 
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Διάγραμμα 1. Πολυςυγγραμικότθτα λόγω ςυςχετιςμζνων μεταβλθτϊν 

 
 

Στθν ανωτζρω γραφικι παράςταςθ γίνεται εφκολα κατανοθτό ότι τα ηεφγθ 
των παρατθριςεων βρίςκονται πάνω ςε μια προςεγγιςτικά ευκεία γραμμι. 
Mάλιςτα ο ςυντελεςτισ ςυςχζτιςθσ των δυο μεταβλθτϊν ιςοφται με 

1, 2
0.824215

X X
r  που επιβεβαιϊνει τθ γραμμικι ςυςχζτιςθ μεταξφ τουσ. Απ’ τα 

δεδομζνα που χρθςιμοποιιςαμε φαίνεται ότι ςε παρατθριςεισ με μικρό αρικμό 
κουτιϊν αντιςτοιχοφν μικρζσ αποςτάςεισ, ενϊ ςε παρατθριςεισ με μεγάλο αρικμό 
κουτιϊν αντιςτοιχοφν μεγάλεσ αποςτάςεισ. Ρροκφπτει δθλαδι ότι οι μεταβλθτζσ 
μασ, X1 και Χ2 είναι κετικά ςυςχετιςμζνεσ. Αν θ ςυςχζτιςθ μεταξφ τουσ είναι ιςχυρι 
εμφανίηεται το φαινόμενο τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. 

Αξίηει να τονιςτεί, ότι ςτο πρόβλθμα “χρόνου παράδοςθσ” κα μποροφςαμε να 
είχαμε ςυλλζξει δεδομζνα που ςε μικρό αρικμό κουτιϊν κα αντιςτοιχοφςαν 
μεγάλεσ αποςτάςεισ. Δεν υπάρχει κάτι ςτθ φυςικι δομι του προβλιματοσ που να 
αποτρζπει κάτι τζτοιο. Αυτό ςθμαίνει ότι το ςυγκεκριμζνο δείγμα που ζχουμε 
ςυλλζξει είναι θ αιτία τθσ εμφάνιςθσ τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Ρροφανϊσ 
λοιπόν, θ μζκοδοσ ςυλλογισ των δεδομζνων διαδραματίηει ςθμαντικό ρόλο. 
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2) Οι περιοριςμοί των δεδομζνων. 
 
Ρολλζσ φορζσ τα δεδομζνα που αντλοφμε απ’ τον προσ μελζτθ πλθκυςμό 

μασ, είναι ικανά να οδθγιςουν  ςτθν εμφάνιςθ γραμμικισ ςχζςθσ μεταξφ των 
μεταβλθτϊν μασ. Θεωροφμε το παράδειγμα (Montgomery και Peck), όπου 
υπολογίηεται το κατά πόςον θ κατανάλωςθ ρεφματοσ ςε ζνα ςπίτι εξαρτάται από 

το ειςόδθμα τθσ οικογζνειασ (μεταβλθτι 
1
x ) κακϊσ και από το μζγεκοσ του ςπιτιοφ 

(μεταβλθτι 
2
x ). Το διάγραμμα των δυο μεταβλθτϊν είναι το ακόλουκο : 

 
 
 

 
 

 

Διάγραμμα 2. Γραφικι παράςταςθ αναλογίασ οικογενειακοφ ειςοδιματοσ/μζγεκοσ ςπιτιοφ
2
 

 

 

                                                           
2
 Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear Regression Analysis, 4

th
 ed, p. 325, New Jersey : 

John Wiley & Sons, Inc. 
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Aπό το παραπάνω διάγραμμα παρατθροφμε ότι τα ηεφγθ των δεδομζνων 
ακολουκοφν προςεγγιςτικά μια ευκεία γραμμι, γεγονόσ που καταδεικνφει τθν 
φπαρξθ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Είναι άλλωςτε αναμενόμενο κακϊσ οικογζνειεσ με 
υψθλότερα ειςοδιματα κα ζχουν και μεγαλφτερου μεγζκουσ ςπίτια, ςυνεπϊσ και 
μεγαλφτερθ κατανάλωςθ ςε ρεφμα. Το παράδειγμα αυτό ενιςχφει τθν άποψθ ότι 
πολλζσ φορζσ οι περιοριςμοί  των δεδομζνων μασ ςτον πλθκυςμό που εξετάηουμε 
οδθγοφν αναπόφευκτα ςτο φαινόμενο τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Στθν 
περίπτωςθ αυτι θ μζκοδοσ ςυλλογισ των δεδομζνων μασ δεν παίηει κανζνα 
απολφτωσ ρόλο και θ Ρολυςυγγραμμικότθτα δεν δφναται να εξαλειφκεί. 
Συγκεκριμζνου τφπου περιοριςμοί εμφανίηονται ςυνικωσ ςε προβλιματα χθμικισ 
φφςεωσ και παραγωγισ. 

 
 
 

3) θ φπαρξθ ενόσ υπεροριςμζνου μοντζλου (overfitted). 
 

Ρρόκειται για το μοντζλο εκείνο, ςτο οποίο ο αρικμόσ των ανεξαρτιτων 
μεταβλθτϊν είναι κατά πολφ μεγαλφτεροσ απ’ τον αρικμό των παρατθριςεων που 
διακζτουμε. Εμφανίηεται κυρίωσ ςε επιςτθμονικοφσ τομείσ τθσ βιολογίασ και τθσ 
χθμείασ και για τθν αντιμετϊπιςθ του ςυνίςταται θ αφαίρεςθ ενόσ αρικμοφ 
μεταβλθτϊν. 

 
 

4) θ επιλογι του μοντζλου που κα χρθςιμοποιιςουμε  
 

Μπορεί να μασ οδθγιςει ςτο φαινόμενο τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Θ 
προςκικθ πολυωνυμικϊν όρων ςτο μοντζλο μασ ενιςχφει το παραπάνω. Ζτςι εάν το 

εφροσ μιασ μεταβλθτισ, ζςτω x , είναι μικρό, τότε θ προςκικθ ενόσ όρου, πχ 2x  
επθρεάηει ςθμαντικά το τρζχων μοντζλο μασ και οδθγεί ςτθν 
Ρολυςυγγραμμικότθτα. Για να αντιμετωπιςτεί το παραπάνω, ςυνικωσ ςυνίςταται θ 
επιλογι ενόσ κατάλλθλου υποςυνόλου των επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν 
(regressors) 
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2.3    ΔΙΑΓΝΨΗ ΠΟΛΤΤΓΡΓΑΜΜΙΚΟΣΗΣΑ 
 
Στο υποκεφάλαιο αυτό χριςιμο κρίνεται να αναφερκοφμε ςτισ βαςικζσ 

μεκόδουσ διάγνωςθσ τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. 
 

 Ζνα πολφ απλό μζςο διάγνωςθσ του φαινομζνου τθσ 
Ρολυςυγγραμμικότθτασ, όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί είναι μζςω του πίνακα 

ςυςχζτιςθσ TX X . 
 

 Ο πίνακασ αυτόσ ζχει προκφψει μζςω τθσ διαδικαςίασ του scaling. Ζτςι τα μθ-
διαγϊνια ςτοιχεία του εκφράηουν τουσ ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ των αντίςτοιχων 

μεταβλθτϊν. Εάν οι μεταβλθτζσ μασ, ζςτω i  και jX  είναι γραμμικά εξαρτθμζνεσ  

τότε ο ςυντελεςτισ ςυςχζτιςθσ τουσ | | 1ijr  . Για τθν καλφτερθ περιγραφι του 

ανωτζρου, κα χρθςιμοποιιςουμε τον πίνακα ςυςχζτιςθσ TX X των δεδομζνων του 
προβλιματοσ τθσ Ακετυλινθσ (Acetylene data).3  

 

1.000 0.224 0.958 0.132 0.443 0.205 0.271 0.031 0.577

1.000 0.240 0.039 0.192 0.023 0.148 0.498 0.224

1.000 0.194 0.661 0.274 0.501 0.018 0.765

1.000 0.265 0.975 0.246 0.398 0.274

1.000 0.323 0.972 0.126 0.972

1.000 0.279

   

   

 

 

 

 0.374 0.358

1.000 0.124 0.874

1.000 0.158

1.000

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

Ρίνακασ 3 .Ρίνακασ ςυςχζτιςθσ 
4
                                 

TX X  
 
 
 
Ραρατθρϊντασ τον παραπάνω πίνακα, διακρίνουμε τθν υψθλι ςυςχζτιςθ 

μεταξφ τθσ 1X
 
και τθσ 3X  μεταβλθτισ, κακϊσ 13 0.958r   . Δθλαδι οι μεταβλθτζσ 

αυτζσ είναι αρνθτικά ιςχυρά ςυςχετιςμζνεσ. Θ παραπάνω διαδικαςία όμωσ είναι 
χριςιμθ μόνο  για τθν εξζταςθ γραμμικϊν εξαρτιςεων μεταξφ ηευγϊν μεταβλθτϊν. 
Δυςτυχϊσ, όταν περιςςότερεσ από δυο μεταβλθτζσ είναι γραμμικά εξαρτθμζνεσ, 

δεν μασ παρζχεται καμία διαβεβαίωςθ ότι οι ςυςχετίςεισ ανά ηεφγθ ijr  κα είναι 

                                                           
3
 Βλ. Ραράρτθμα 2, Ρίνακασ 1, Δεδομζνα από Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear 

Regression Analysis, 4
th

 ed, p. 333, New Jersey : John Wiley & Sons, Inc. 
 
4
 Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear Regression Analysis, 4

th
 ed, p. 333, New Jersey : 

John Wiley & Sons, Inc. 
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μεγάλεσ. Δθλαδι είναι πικανόν παρ’ όλο τθσ φπαρξθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ κάτι 
τζτοιο να μθν κακίςταται ευδιάκριτο. 

 
 Μια άλλθ μζκοδοσ εξζταςθσ τθσ φπαρξθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ είναι ο 

παράγοντασ VIF (Variance Inflation Factor). 
 

  Ππωσ ζχει ιδθ ειπωκεί, τα διαγϊνια ςτοιχεία του πίνακα T 1( )C Z Z   είναι 

χριςιμα για τθ διάγνωςθ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Ρράγματι το j-ςτο διαγϊνιο 
ςτοιχείο του παραπάνω πίνακα μπορεί να γραφτεί ωσ : 

      
                                                    

                                      
2 1(1 )jj jC R                                                                              (2.15)      

 
         

όπου 2

jR είναι ο ςυντελεςτισ προςδιοριςμοφ τθσ Ραλινδρόμθςθσ μεταξφ τθσ jX

και των υπολοίπων 1p   μεταβλθτϊν. Εάν θ jX
 

μεταβλθτι είναι ςχεδόν 

ορκογϊνια με τισ υπόλοιπεσ  1p   μεταβλθτζσ, τότε ο 2

jR είναι μικρόσ και το jjC

πλθςιάηει τθ μονάδα, ενϊ όταν θ jX
 
είναι εξαρτθμζνθ με ζνα υποςφνολο των 

υπολοίπων μεταβλθτϊν, τότε το 2

jR
 

πλθςιάηει τθ μονάδα και αντίςτοιχα το 
2 1(1 )jj jVIF C R   

 
είναι μεγάλο. Κακϊσ θ διαςπορά του j-ςτου ςυντελεςτι 

Ραλινδρόμθςθσ ιςοφται με 2

jjC 
 
μποροφμε να δοφμε το jjC

 
ωσ τον παράγοντα 

μζςω του οποίου, λόγω τθσ γραμμικισ εξάρτθςθσ μεταξφ των μεταβλθτϊν, 

αυξάνεται θ διαςπορά του ˆ jb . 
 
Καλοφμε επομζνωσ ωσ VIF τθν ποςότθτα : 
 

 

                                    
2 1(1 )jj jVIF C R                                                   (2.16)                                               

                                            
 

με τθν ορολογία να αποδίδεται ςτον Marquadt (1970). O VIF δθλαδι μετρά για 
κάκε όρο του μοντζλου τθ ςυνδυαςμζνθ επίδραςθ των εξαρτιςεων ανάμεςα ςτισ 
μεταβλθτζσ ςτθ διαςπορά του ςυγκεκριμζνου όρου. Μία θ περιςςότερεσ ενδείξεισ 
υψθλοφ VIF καταδεικνφουν τθν φπαρξθ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Θ πρακτικι 
εμπειρία δείχνει ότι εάν κάποια απ’ τισ τιμζσ του VIF  ξεπερνά το 5 ι το 10 αποτελεί 
ζνδειξθ αδυναμίασ εκτίμθςθσ των ςυντελεςτϊν τθσ Ραλινδρόμθςθσ εξαιτίασ τθσ 
παρουςίασ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. 

 

 

 Η ανάλυςθ των ιδιοτιμών του πίνακα TX X μπορεί να χρθςιμοποιθκεί 
προκειμζνου να εκτιμθκεί το μζγεκοσ τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ ςτα 
δεδομζνα μασ.  
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Εάν υπάρχει μια θ περιςςότερεσ γραμμικζσ εξαρτιςεισ ςτα δεδομζνα μασ, 

τότε μια ι περιςςότερεσ ιδιοτιμζσ κα είναι μικρζσ κα τείνουν δθλαδι ςτο μθδζν. 
Ρολλοί αναλυτζσ προτιμοφν να εξετάηουν τον αρικμό κατάςταςθσ (condition 

number) του πίνακα 
TX X  που ορίηεται ωσ :  

        
 

                                           
max

min





                                                                (2.17)             

                                                    
 

εάν ο παραπάνω αρικμόσ κατάςταςθσ είναι μικρότεροσ του 100 , τότε δεν 

παρίςταται πρόβλθμα  Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Εάν παίρνει τιμζσ μεταξφ 100  και  

1000  υπάρχει ςοβαρι Ρολυςυγγραμμικότθτα, ενϊ εάν ξεπεράςει το 1000  τότε 
υπάρχει πολφ ζντονο πρόβλθμα Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Οι δείκτεσ κατάςταςθσ 
(condition indices) για τον XTX ορίηονται ωσ : 
 

 

                                     max
j

j





       1,2,...,j p                                         (2.18) 

                       
                                                            

Λαμβάνοντασ πάλι υπόψθν μασ τα δεδομζνα του προβλιματοσ τθσ 

Ακετυλινθσ, υπολογίηουμε τισ ιδιοτιμζσ του πίνακα ςυςχζτιςθσ TX X . Αυτζσ είναι: 

1 4,2048  , 2 2,1626  , 3 1,1384  , 4 1,0413  , 5 0,3845  , 6 0,0495  , 

7 0,0136  , 8 0,0051  , 9 0,0001  . Υπάρχουν τζςςερισ ιδιοτιμζσ με μικρζσ 

τιμζσ, οπότε ελλοχεφει ο κίνδυνοσ φπαρξθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Ο αρικμόσ 
κατάςταςθσ είναι : 

 
 

                                        
4,2048

42.028 1000
0,0001

   

                               (2.19)                   
 
 

που υποδεικνφει ζντονο πρόβλθμα Ρολυςυγγραμμικότθτασ.  
 
 
 
 
Οι δείκτεσ κατάςταςθσ για όλεσ τισ ιδιοτιμζσ είναι ςφμφωνα με τον προθγοφμενο 
τφπο : 
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1 4,2048 

2 2,1626   

3 1,1384   

4 1,0413   

5 0,3845   

6 0,0495   

7 0,0136  8 0,0051 

9 0,0001   

1

4,2048
1

4,2048
    4

4,2048
4,04

1,0413
    7

4,2048
309,18

0,0136
    

2

4,2048
1,94

2,1626
    5

4,2048
10,94

0,3845
    8

4,2048
824,47

0,0051
    

3

4,2048
3,69

1,1384
    6

4,2048
84,96

0,0495
    9

4,2048
42.048

0,0001
    

Ρίνακασ 4. Δείκτεσ κατάςταςθσ ιδιοτιμών
5 

            

 

Βλζπουμε ότι ζνασ δείκτθσ ςυγκεκριμζνα ο 9  είναι πολφ μεγαλφτεροσ του 

1000, ενϊ δυο άλλοι δείκτεσ, οι 7 και 8  ξεπερνοφν αρκετά το 100. Συνεπϊσ  

καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι υπάρχει τουλάχιςτον μια ζντονθ γραμμικι 
εξάρτθςθ ςτα δεδομζνα του προβλιματοσ μασ. 

 
 

  2.4 ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΝΣΙΜΕΣΨΠΙΗ ΣΗ 

ΠΟΛΤΤΓΓΡΑΜΜΙΚΟΣΗΣΑ   

 
 

Ρολλζσ τεχνικζσ ζχουν προτακεί για τθν αντιμετϊπιςθ των προβλθμάτων 
λόγω Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Οι γενικότερεσ προςεγγίςεισ ςυνιςτοφν τθν ςυλλογι 
περαιτζρω δεδομζνων, τον επαναπροςδιοριςμό του μοντζλου κακϊσ και τθν 
εκτίμθςθ διαφορετικϊν εκτιμθτικϊν μεκόδων πζρα των ελαχίςτων τετραγϊνων. 
Τζτοιεσ είναι θ Ραλινδρόμθςθ Κορυφογραμμισ (ridge regression), θ Ραλινδρόμθςθ 
Κυρίων Συνιςτωςϊν (principal component regression ι αλλιϊσ PCR) κακϊσ και θ 
Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων (partial least square regression ι 
αλλιϊσ PLSR). Οι δυο τελευταίεσ κα παρουςιαςτοφν εκτενϊσ ςτα επόμενα 
κεφάλαια, ενϊ παρακάτω κα κάνουμε μια μικρι αναφορά ςτθν πρϊτθ. 

 
 
 

                                                           
5
 Δείκτεσ κατάςταςθσ ιδιοτιμϊν από Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear Regression 

Analysis, 4
th

 ed, p. 336, New Jersey : John Wiley & Sons, Inc. 
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 Συλλογι επιπλζον δεδομζνων 
 
 
Θ ςυλλογι επιπλζον δεδομζνων ζχει προτακεί ωσ θ καλφτερθ μζκοδοσ 

αντιμετϊπιςθσ τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ ςφμφωνα με τουσ Farrar και  Glauber 
(1967). Τα επιπλζον δεδομζνα πρζπει να ςυλλεχκοφν με τζτοιο τρόπο ϊςτε να 
αποκλειςτεί θ Ρολυςυγγραμμικότθτα απ’ τα δεδομζνα μασ. Για παράδειγμα, ασ 
ςυλλογιςτοφμε το πρόβλθμα “χρόνοσ παράδοςθσ” που είχαμε προεπεξεργαςτεί. 

Είχαμε καταλιξει ςτο ςυμπζραςμα ότι οι μεταβλθτζσ 1X
 (αρικμόσ κουτιϊν) και 2X

 
(απόςταςθ) ςχετίηονται μεταξφ τουσ, κάτι που φάνθκε και ςτθ γραφικι παράςταςθ.  

Αυτό κα μποροφςε να είχε αποφευχκεί εάν είχαμε ςυλλζξει επιπλζον 
δεδομζνα όπου ςε μικρό αρικμό κουτιϊν κα αντιςτοιχοφςε μεγάλθ απόςταςθ 
κακϊσ και ςε μεγάλο αρικμό κουτιϊν κα αντιςτοιχοφςε μικρι απόςταςθ. 
Ρροςκζτοντασ τα επιπλζον δεδομζνα, οι δυο μεταβλθτζσ κα ςταματοφςαν να 
ςυνδζονται γραμμικά μεταξφ τουσ και θ Ρολυςυγγραμμικότθτα κα εξαφανιηόταν. 

Δυςτυχϊσ όμωσ θ ςυλλογι επιπλζον δεδομζνων δεν είναι πάντα εφικτι 
εξαιτίασ οικονομικϊν περιοριςμϊν αλλά και λόγω του ότι θ διαδικαςία που 
μελετοφςαμε δεν είναι πλζον διακζςιμθ. Συχνά παρατθρείται ςε χθμικζσ 
διαδικαςίεσ όπου μετά από ςφντομο χρονικό διάςτθμα θ διαδικαςία λαμβάνει 
τζλοσ. Ακόμθ και αν επιπλζον δεδομζνα είναι διακζςιμα, μπορεί να είναι 
ακατάλλθλθ θ ειςαγωγι τουσ κακϊσ μπορεί μια ι περιςςότερεσ νζεσ παρατθριςεισ 
που κα ειςάγουμε να ξεπερνοφν το εφροσ των ςυντελεςτϊν Ραλινδρόμθςθσ, να 
πρόκειται δθλαδι για ςθμεία επίδραςθσ. Θ  παρουςία των παραπάνω μπορεί να 
αποβεί ακατάλλθλθ για το προςαρμοςμζνο μοντζλο μασ. 

Τελικά θ ςυλλογι επιπρόςκετων δεδομζνων μπορεί να αποβεί άχρθςτθ όςον 
αφορά τθν προςπάκεια που κάνουμε για να εξαλείψουμε τθν 
Ρολυςυγγραμμικότθτα, ςε περιπτϊςεισ όπου τα δεδομζνα μασ υπόκεινται ςε 
κάποιο φυςικό περιοριςμό. Χαρακτθριςτικό τζτοιο παράδειγμα είναι θ ςχζςθ 
μεταξφ των μεταβλθτϊν οικογενειακό ειςόδθμα και μζγεκοσ ςπιτιοφ που 
αναφζραμε προθγουμζνωσ, κακϊσ είναι αναμενόμενο άτομα με μεγαλφτερο 
οικογενειακό ειςόδθμα να ζχουν και μεγαλφτερο ςπίτι. Θ  ςυλλογι επιπλζον 
δεδομζνων ςτθν περίπτωςθ αυτι κα μασ ιταν ουςιαςτικά ανοφςια αφοφ κα 
παρζμενε αυτοφςια θ γραμμικι εξάρτθςθ μεταξφ τουσ (Montgomery et al., 2006, 
pp. 341-344). 

 
 Επαναπροςδιοριςμόσ του μοντζλου 

 
Θ Ρολυςυγγραμμικότθτα ςυχνά προκαλείται με τθν επιλογι του μοντζλου, 

όταν δυο υψθλά ςυςχετιςμζνεσ μεταβλθτζσ υπειςζρχονται ςτθν εξίςωςθ 
Ραλινδρόμθςθσ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ ζνασ επαναπροςδιοριςμόσ τθσ εξίςωςθσ 
Ραλινδρόμθςθσ κα ελάττωνε τθν επίδραςθ τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Μια 
προςζγγιςθ για το παραπάνω είναι να ξαναορίςουμε τισ μεταβλθτζσ. Ζςτω για 

παράδειγμα, ότι ςτο μοντζλο μασ ζχουμε τρεισ μεταβλθτζσ 1X , 2X , 3X  που είναι 

γραμμικά εξαρτθμζνεσ. Τότε μποροφμε να βροφμε μια ςυνάρτθςθ όπωσ : 
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                                           1 2 3X X X X  ι 1 2

3

( )X X
X

X


                                 (2.20) 

 
 

θ οποία να ςυντθρεί τισ πλθροφορίεσ των αρχικϊν μεταβλθτϊν αλλά και 
ταυτόχρονα να μειϊνει τθν Ρολυςυγγραμμικότθτα. Μια άλλθ προςζγγιςθ 
επαναπροςδιοριςμοφ του μοντζλου μασ είναι θ διαγραφι κάποιων μεταβλθτϊν.  

Ζτςι αν 1X , 2X , 3X  είναι γραμμικά εξαρτθμζνεσ διαγράφοντασ μια απ’ αυτζσ 

ζςτω τθν τελευταία, μπορεί να ςυμβάλλει ςτθν αντιμετϊπιςθ τθσ 
Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Ραρ’ όλα αυτά, μπορεί να μθ μασ δϊςει μια ικανοποιθτικι 
λφςθ κακϊσ είναι πικανό θ μεταβλθτι που διαγράψαμε να είχε ςθμαντικι 
ερμθνευτικι ιςχφ για το μοντζλο μασ. 

 Άρα θ εξάλειψθ μεταβλθτϊν από το μοντζλο μπορεί να καταςτρζψει τθν 
ικανότθτα πρόβλεψθσ του μοντζλου μασ, ςυνεπϊσ να καταλιξουμε ςε αβάςιμα και 
λανκαςμζνα ςυμπεράςματα. 

 

 

                                                
 

 2.5   Η ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ ΚΟΡΤΥΟΓΡΑΜΜΗ  

    (RIDGE REGRESSION) 

 
Σε περιπτϊςεισ που παρουςιάηεται Ρολυςυγγραμμικότθτα, λφςθ καλείται να 

δϊςει θ Ραλινδρόμθςθ Κορυφογραμμισ. Καλείται ζτςι, κακϊσ τα μακθματικά που 
χρθςιμοποιοφνται ςχετίηονται με τθ μζκοδο τθσ Ridge–ανάλυςθσ θ οποία είχε 
προθγουμζνωσ χρθςιμοποιθκεί απ’ τον Hoerl για τθν περιγραφι  τθσ 
ςυμπεριφοράσ των δευτεροβάκμιων επιφανειϊν (Montgomery et al., 2006, p. 345). 

Πταν τα δεδομζνα μασ χαρακτθρίηονται από Ρολυςυγγραμμικότθτα, θ 
κλαςικι μζκοδοσ των ελαχίςτων τετραγϊνων αποτυγχάνει να εκτιμιςει ςε 
ικανοποιθτικό βακμό τουσ ςυντελεςτζσ Ραλινδρόμθςθσ των μεταβλθτϊν μασ, με 
αποτζλεςμα οι εκτιμιςεισ να μθν είναι αξιόπιςτεσ. Οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι ςτθ 

μζκοδο ελαχίςτων τετραγϊνων, πρζπει θ ̂  να είναι αμερόλθπτθ εκτιμιτρια του  

εκτιμιτριασ των ςυντελεςτϊν Ραλινδρόμθςθσ, θ οποία όμωσ δεν κα είναι 
αμερόλθπτθ αλλά μερολθπτικι.  Θα ιςχφει δθλαδι : 

 

                                                   ˆ( )   
                                                           (2.21) 
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Ακολοφκωσ παρατίκεται μια ςυνοπτικι περιγραφι του κεωριματοσ Gauss – 
Markov το οποίο ιςχυρίηεται ότι θ εκτιμιτρια ελαχίςτων τετραγϊνων για τισ 
παραμζτρουσ   του γενικοφ γραμμικοφ μοντζλου : 

 
 

                                                                                                                (2.22) 
 
 

ζχει τθ μικρότερθ διαςπορά  απ’ όλεσ τισ δυνατζσ γραμμικζσ αμερόλθπτεσ 
εκτιμιτριεσ. Ραρ’ όλα αυτά, αυτό δεν μασ διαςφαλίηει ότι θ διαςπορά κα είναι και 
μικρι. 

 
                                   

  2.5.1    Θεώρημα Gauss – Markov 

 
 
Ζςτω ότι ζχουμε τθν εκτίμθςθ του γραμμικοφ ςυνδυαςμοφ των παραμζτρων
Ta b  . Αρχικά, κα δείξουμε ότι θ εκτιμιτρια ελαχίςτων τετραγϊνων του 

παραπάνω γραμμικοφ ςυνδυαςμοφ είναι αμερόλθπτθ (Montgomery et al., 2006, 
pp. 558-560). Ρράγματι : 

 

                                        T T T 1 Tˆ  a   a (X X) X Yˆ b                                               (2.23) 

                                     
ζχουμε τϊρα ότι :  

 

              
T T T 1 T T T 1 T TE( ) (a ) [a (X X) X Y]=a (X X) X X aˆ E b E b b            (2.24) 

 

 αφοφ                                             T 1 T(X X) X X I                                                 (2.25)   

    

Επομζνωσ, θ εκτιμιτρια Tˆ   a b   είναι αμερόλθπτθ. 

 
 
Σφμφωνα με το κεϊρθμα Gauss–Markov, για κάκε άλλθ γραμμικι εκτιμιτρια, 

ζςτω ˆ * c  , που είναι αμερόλθπτθ για τθν  Ta b , δθλαδι ιςχφει :  

 
   

                                                   T( c)  a b                                                    (2.26) 

 
κα ιςχφει το εξισ : 
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                                           T(a ) ( c) Var b Var                                             (2.27)                                                 

 
 
που επαλθκεφει ότι θ διαςπορά τθσ εκτιμιτριασ των ελαχίςτων τετραγϊνων είναι θ 
μικρότερθ δυνατι. 

 

 2.5.2  Παρουςίαςη του < μηχανιςμού > τησ Ridge Regression 

  
 
Ζςτω, ότι ζχουμε το μοντζλο Ραλινδρόμθςθσ τθσ μορφισ : 
 
 
 

                      0 1 1 2 2 p p Y X X   X                                                (2.28)      

 
 

όπου p  το πλικοσ των επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν. Θ εκτιμιτρια Κορυφογραμμισ 

(Ridge  estimator) θ οποία παρουςιάςτθκε απ’  τουσ Θoerl και Kennard (1970), είναι 
θ εξισ : 
 

 

                               T 1 T

R
ˆ  (X X I) X Y                                                           (2.29)      

                      
 

με R R1, R2 Rp
ˆ ˆ ˆ ˆ ( , ., )      να είναι το διάνυςμα των εκτιμθτριϊν. 

 Ο αρικμόσ  , όπου 0  είναι μια ςτακερά θ οποία επιλζγεται κάκε φορά 

και καλείται παράμετροσ μερολθψίασ (biasing parameter). Πταν 0  , τότε θ 

ridge–εκτιμιτρια ταυτίηεται με τθ γνωςτι εκτιμιτρια των ελαχίςτων τετραγϊνων. Θ 
εκτιμιτρια Κορυφογραμμισ αποδεικνφεται ότι είναι ζνασ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ 
τθσ εκτιμιτριασ ελαχίςτων τετραγϊνων αφοφ: 

 
 

   T 1 T T 1

R K
ˆ  (X X I) X Y=(X X I) (X ) ZT X                                     (2.30)         

 
 

Οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι : 
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                                 R K K
ˆ( )  (Z ) Z                                                   (2.31)    

 
 

με R̂  να είναι μερολθπτικι εκτιμιτρια του  ̂ . Ο πίνακασ ςυνδιαςποράσ τθσ R̂

είναι ο ακόλουκοσ : 
 

 

                       T 1 T T 1

R

2ˆ( )  (X X I) X (X )Var X X I                             (2.32) 
 

    

με το μζςο τετραγωνικό ςφάλμα τθσ ridge–εκτιμιτριασ να είναι : 
 

   

2 22 T 1 T T 1 T T 1

R R R
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) [ ( )]   X X I) X (X[( () X )MSE Var bias X XTr I X I                 

j T T 2

1

2 2

2

j

X(
( )

)
p

j

X I
k


   







  


                                                                            (2.33) 

 

 

με 1 2 p, , .,  
 
να είναι οι ιδιοτιμζσ του πίνακα TX X . 

 

Σφμφωνα με τθν παραπάνω ιςότθτα, αφξθςθ του k  προκαλεί αφξθςθ του 
δεφτερου όρου τθσ μερολθψίασ, ενϊ θ ταυτόχρονθ αφξθςθ του  , προκαλεί 

μείωςθ του πρϊτου όρου, αυτοφ τθσ διαςποράσ. Σκοπόσ τθσ Ridge regression είναι 
θ επιλογι μιασ τζτοιασ τιμισ του   ϊςτε θ μείωςθ ςτον όρο τθσ διαςποράσ να 

είναι μεγαλφτερθ απ’ τθν αφξθςθ ςτον όρο που εκφράηει τθ μερολθψία. 
 Αν επιτφχουμε κάτι τζτοιο, το μζςο τετραγωνικό ςφάλμα τθσ ridge 

εκτιμιτριασ κα είναι μικρότερο απ’ τθ διαςπορά τθσ εκτιμιτριασ των ελαχίςτων 
τετραγϊνων. Ρράγματι αυτό απεδείχκθ από τουσ Hoerl και Kennard (1970). 
Συγκεκριμζνα, απζδειξαν τθν φπαρξθ μιασ μθ μθδενικισ τιμισ για το   για τθν 

οποία ιςχφει : 
 

                                          R
ˆ ˆMSE( ) Var( )                                                    (2.34)    

 
 
    

με τθν προχπόκεςθ ότι το T   είναι φραγμζνο. Σχετικά με το άκροιςμα 

τετραγϊνων των υπολοίπων ζχουμε :   
      

   

                             T

R R
ˆ ˆSSE (Y X ) (Y X )     
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                                T T T

R R
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(Y X ) (Y X ) ( ) X X ( )                   (2.35) 

   
 
 

από τθν παραπάνω ιςότθτα βλζπουμε ότι αφξθςθ του   προκαλεί και αφξθςθ του

SSE . 
 

Πμωσ γνωρίηουμε ότι το ςυνολικό άκροιςμα τετραγϊνων SST  διατθρείται 
ςτακερό. Άρα  προκφπτει ότι το άκροιςμα τετραγϊνων λόγω Ραλινδρόμθςθσ κα 

μειϊνεται. Συνεπϊσ, όςο το   αυξάνεται τόςο  κα μειϊνεται και ο 2R

(ςυντελεςτισ προςδιοριςμοφ), κάτι που μεταφράηεται ςτο ότι απ’ τθν εκτιμιτρια 
Κορυφογραμμισ μπορεί να μθ πάρουμε τθν καλφτερθ προςαρμογι για τα 
δεδομζνα μασ, αλλά κα πάρουμε ςίγουρα ζνα ςτακερό ςφνολο εκτιμιςεων για τισ 
παραμζτρουσ μασ. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3.    PCΑ (ΑΝΑΛΤΗ ΚΤΡΙΨΝ ΤΝΙΣΨΨΝ) 

 
Ρολλζσ φορζσ, ςε περιπτϊςεισ όπου ζχουμε δεδομζνα με πολλζσ μεταβλθτζσ, 

θ κλαςικι μζκοδοσ Ραλινδρόμθςθσ αποτυγχάνει να τα ερμθνεφςει ορκά. Αυτό 
ςυμβαίνει όταν το πλικοσ των μεταβλθτϊν p  είναι μεγάλο. Ζνα άλλο ςυχνό 

φαινόμενο που μπορεί να παρουςιαςτεί είναι οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ να 
ςυςχετίηονται μεταξφ τουσ (Abdi & Williams, 2010). 

Λφςθ ςτο ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα καλείται να δϊςει θ Ανάλυςθ Κυρίων 
Συνιςτωςϊν. Ρρόκειται για μια πολυμεταβλθτι ςτατιςτικι τεχνικι, θ οποία  
χρθςιμοποιείται ςε διάφορα επιςτθμονικά προβλιματα, όπωσ ςτθ χθμειομετρία, 
ςτισ εφαρμογζσ αναγνϊριςθσ προτφπων κακϊσ και ςτθ φαςματοςκοπία και ςε 
ποικίλεσ βιομθχανικζσ δραςτθριότθτεσ.  

Σκοπόσ τθσ είναι να εξάγει τισ ςθμαντικζσ πλθροφορίεσ από ζνα πλαίςιο 
δεδομζνων και να τισ εκφράςει μζςω ενόσ πλικουσ νζων ορκογϊνιων μεταβλθτϊν 
που ονομάηονται κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Στθρίηεται ςε αναδιάταξθ των αρχικϊν μασ 
δεδομζνων πραγματοποιϊντασ ζνα μακθματικό μεταςχθματιςμό ςτθν αρχικι μασ 
μιτρα. 

 Χρθςιμοποιείται τόςο ςε περιπτϊςεισ  όπου το ςφνολο δεδομζνων μασ 
αποτελείται από λίγεσ το πλικοσ μεταβλθτζσ, όςο και για τθν εξζταςθ και ερμθνεία 
ςυνόλου δεδομζνων πολλϊν μεταβλθτϊν, όπωσ ςυμβαίνει ςτα φαςματοςκοπικά 
δεδομζνα. 

Θ PCA είναι ενδεχομζνωσ θ δθμοφιλζςτερθ πολυμεταβλθτι ςτατιςτικι 
τεχνικι. Θ προζλευςθ τθσ ανάγεται ςτον Pearson  ι ςτον Cauchy  και επίςθσ ςτουσ 
Cayley, Silvester, Hamilton. Θ τωρινι τθσ μορφι όμωσ οφείλεται ςτον Hotelling  ο 
οποίοσ και επινόθςε τον όρο principal components (Abdi & Williams, 2010). 

Ζςτω ότι το πρόβλθμα μασ περιγράφεται από p  μεταβλθτζσ. Επομζνωσ για 

να ερμθνευκεί θ ολικι μεταβλθτότθτα του μοντζλου απαιτοφνται όλεσ οι 
μεταβλθτζσ. Μζςω τθσ PCA, απϊτεροσ ςτόχοσ αποτελεί θ ερμθνεία ςχεδόν όλθσ 

αυτισ τθσ μεταβλθτότθτασ από ζναν ςχετικά μικρό αρικμό k  ορκογωνίων 
μεταβλθτϊν που ονομάηονται κφριεσ ςυνιςτϊςεσ (principal components). Ζτςι θ 
πλθροφορία που περιζχεται ςτισ αρχικζσ p  μεταβλθτζσ, περιζχεται ςχεδόν όλθ ςτισ 

k  νζεσ ςυνιςτϊςεσ. Τότε οι k  ςυνιςτϊςεσ μποροφν να αντικαταςτιςουν τισ αρχικζσ  
p μεταβλθτζσ. 

Με άλλα λόγια, το αρχικό ςφνολο δεδομζνων, αποτελοφμενο από n  το 
πλικοσ παρατθριςεισ-μετριςεισ των p  μεταβλθτϊν, ςυρρικνϊνεται ςε ζνα νζο 

ςφνολο δεδομζνων από n  το πλικοσ μετριςεων για κάκε απ’ τισ k  ςυνιςτϊςεσ. 

Καταλιγουμε επομζνωσ ςε ζνα ςφνολο k  αςυςχζτιςτων ςυνιςτωςϊν. 
Τα πλεονεκτιματα τθσ μεκόδου αυτισ ςυνίςτανται ςτο ότι τα δεδομζνα μασ 

μελετϊνται πλζον ςτον ΙRk και όχι ςτον IRp  ( p k ),  κακϊσ και αν θ διάςταςθ είναι 

μικρι πχ. k 2  ι k 3  τότε μποροφμε να παραςτιςουμε τα δεδομζνα μασ 
γραφικά εξάγοντασ χριςιμα για τθ μελζτθ μασ ςυμπεράςματα.  

Ακολοφκωσ εφόςον ζχει εφαρμοςτεί θ Ανάλυςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν, το 
επόμενο βιμα είναι χρθςιμοποιϊντασ το πλικοσ των επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν 
του δεδομζνου προβλιματόσ να εφαρμόςουμε τθν Ραλινδρόμθςθ Κυρίων 
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Συνιςτωςϊν (PCR), πρακτικι εφαρμογι τθσ οποίασ παρατίκεται ςτο 5ο Κεφάλαιο 
τθσ παροφςθσ. 

 

                                               
 
 

 ΣΤΟΧΟΙ ΤΗΣ PCA (Abdi & Williams, 2010) 
 
1) H εξαγωγι των ςθμαντικότερων πλθροφοριϊν από τον πίνακα δεδομζνων. 
2) Θ “ςυρρίκνωςθ “ του μεγζκουσ του ςυνόλου δεδομζνων. 
3) Θ απλοποίθςθ τθσ περιγραφισ του ςυνόλου δεδομζνων. 
4) Θ ανάλυςθ τθσ δομισ των παρατθριςεων και των μεταβλθτϊν. 
 

 
Ππωσ προαναφζρκθκε, μζςω τθσ PCA, οι p  το πλικοσ μεταβλθτζσ 

αντικακίςτανται από k  το πλικοσ νζεσ μεταβλθτζσ που καλοφνται κφριεσ 
ςυνιςτϊςεσ. Οι τελευταίεσ αποτελοφν γραμμικοφσ ςυνδυαςμοφσ των p  τυχαίων 

μεταβλθτϊν  ζςτω 1 2 p, , .,    .  

Γραφικά, μποροφμε να περιςτρζψουμε το αρχικό ςφςτθμα με  1 2 p, , .,   

άξονεσ ςυντεταγμζνων, ςε ζνα νζο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων που προκφπτει απ’ το 
προθγοφμενο και παριςτάνεται απ’ τισ k  νζεσ ςυνιςτϊςεσ που υπολογίςτθκαν. Θ 
φυςικι ερμθνεία αυτισ τθσ διαδικαςίασ είναι ότι οι καινοφριοι άξονεσ εκφράηουν 
τισ διευκφνςεισ με τθν υψθλότερθ μεταβλθτότθτα των δεδομζνων μασ.  

Σθμειϊνεται, ότι οι νζεσ k  κφριεσ ςυνιςτϊςεσ (principal components) 
εξαρτϊνται μόνο απ’  τον πίνακα ςυνδιαςπορϊν  ι τον πίνακα ςυςχετίςεων P των 

1 2 p, , .,     
 

 
 

3.1     ΔΙΑΔΙΚΑΙΑ ΠΟΤ ΑΚΟΛΟΤΘΕΙΣΑΙ ΣΗΝ PCΑ 

 
Κατά τθν εφαρμογι τθσ μεκόδου ακολουκοφμε ςυγκεκριμζνα βιματα. Αυτά 

περιγράφονται παρακάτω : 
 
1) Υπολογιςμόσ για το ςφνολο δεδομζνων τθσ μιτρασ ςυνδιαςποράσ  

(covariance matrix). 
 
2) Εξαγωγι των ιδιοδιανυςμάτων (eigenvectors) και των αντίςτοιχων τουσ 

ιδιοτιμϊν (eigenvalues) από τθ μιτρα ςυνδιαςποράσ, κάνοντασ χριςθ 
μεκόδων ιδιοανάλυςθσ  που κα περιγραφοφν παρακάτω. 

 
3) Εκτίμθςθ τθσ ςθμαντικότθτασ των ιδιοδιανυςμάτων με βάςθ τθσ 

αντίςτοιχθσ ιδιοτιμισ τουσ. 
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4) Δθμιουργία τθσ μιτρασ φορτίων (loading matrix) θ οποία περιζχει τα 
ςθμαντικότερα από τα παραπάνω διανφςματα. 

 
5) Δθμιουργία τθσ μιτρασ αποτελεςμάτων (scores matrix) θ οποία περιζχει 

τισ προβολζσ του αρχικοφ ςυνόλου δεδομζνων μασ πάνω ςτο νζο χϊρο 
διανυςμάτων που ζχουμε δθμιουργιςει. 

 
 
 
  Ακολοφκωσ κα προβοφμε ςε μια μακθματικι περιγραφι-ανάλυςθ των 

παραπάνω βθμάτων. Ζςτω ότι το ςφνολο δεδομζνων μασ περιγράφεται από p  το 

πλικοσ μεταβλθτζσ με n μετριςεισ. Συνεπϊσ, ο πίνακασ X  που περιζχει τισ 
μετριςεισ μασ είναι διάςταςθσ n p : 

 
 

                                       
11 1

n p

1

p

n np

x x

x x



 
 

   
 
 

                                                (3.1)   

 
 

βαςικι λειτουργία που επιτελεί θ μζκοδοσ που εξετάηουμε  είναι να ποςοτικοποιεί 
τθν αλλθλεπίδραςθ κάκε ηεφγουσ μεταβλθτϊν. Αυτό επιτυγχάνεται με βάςθ τθ 
μιτρα ςυνδιαςποράσ που αναφζρεται ςτο ςφνολο δεδομζνων μασ. Ρράγματι ζςτω, 
ότι ζχουμε δυο μεταβλθτζσ ζςτω X  και Y  με μζςθ τιμι αντίςτοιχα για κάκε 
μεταβλθτι : 
 

   
                                        ( )E X a    και  ( )E Y b                                        (3.2) 

 
 
 

επομζνωσ, θ ηθτοφμενθ μιτρα ςυνδιαςποράσ (covariance matrix) δίνεται από τθν 
παρακάτω ςχζςθ : 

 
 
                         cov( , ) (( )( )) ( )X Y E X a Y b a b                          (3.3) 

 
 

Επόμενο βιμα είναι θ εξαγωγι των ιδιοδιανυςμάτων (eigenvectors) και των 
αντίςτοιχων τουσ ιδιοτιμϊν (eigenvalues) από τθ μιτρα ςυνδιαςποράσ που 
υπολογίςαμε παραπάνω. Κάνοντασ χριςθ μεκόδων ιδιοανάλυςθσ όπωσ π.χ είναι θ 

SVD (Singular Value Decomposition), υπολογίηουμε τα p το πλικοσ 
ιδιοδιανφςματα και τισ p το πλικοσ αντίςτοιχεσ ιδιοτιμζσ τουσ. 
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Ακολοφκωσ κάνοντασ χριςθ ςυγκεκριμζνων κριτθρίων αποφαςίηουμε ποια 
από αυτά τα ιδιοδιανφςματα, k το πλικοσ, κα χρθςιμοποιθκοφν ςτον καταρτιςμό 
τθσ μιτρασ φορτίων (loading matrix) που καλοφμαςτε να δθμιουργιςουμε. 

Θ μιτρα φορτίων που δθμιουργοφμε ζχει ςαν ςτιλεσ τα παραπάνω 
ιδιοδιανφςματα που επιλζξαμε να χρθςιμοποιιςουμε. Αυτά καλοφνται πλζον  
κφριεσ ςυνιςτϊςεσ (principal components) ο ρόλοσ των οποίων ζχει περιγραφεί. 

Άρα θ μιτρα φορτίων ζςτω  V , κα είναι ζνασ πίνακασ διαςτάςεων p k :  

  
                                                             

                                   
11 1

p k

1

V

k

p pk

v v

v v



 
 

  
 
                                                  (3.4)

 

 
 
Τελευταίο βιμα είναι θ καταςκευι τθσ μιτρασ των αποτελεςμάτων (factor 

scores matrix), θ οποία περιζχει τισ προβολζσ του αρχικοφ ςυνόλου δεδομζνων 
πάνω ςτο νζο χϊρο διανυςμάτων που ζχουμε δθμιουργιςει. Ρράγματι θ μιτρα 
αποτελεςμάτων προκφπτει ωσ το γινόμενο του αρχικοφ πίνακα δεδομζνων X  με 

τθ μιτρα φορτίων μασ V , όπωσ φαίνεται παρακάτω : 
 
 

                                   n p p kU Vn k    
                                                        (3.5)

 

 
όπου                

                                  

11 1

1

U

k

n k

n nk

u u

u u



 
 

  
 
                                                  (3.6)

 

 
                              

                 

 3.2    ΓΕΨΜΕΣΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΣΗ ΜΕΘΟΔΟΤ PCΑ  
 
 
Στο ςθμείο αυτό κα προςπακιςουμε να δϊςουμε μια ερμθνεία τθσ Ανάλυςθσ 

Κυρίων Συνιςτωςϊν με τθ βοικεια τθσ γεωμετρίασ, βαςιηόμενοι ςτον Subhash 
Sharma (1996), κακορίηοντασ εναλλακτικοφσ άξονεσ και ςχθματίηοντασ νζεσ 
μεταβλθτζσ με τθ βοικεια πινάκων. Στον παρακάτω πίνακα παρουςιάηουμε ζνα 
ςφνολο δεδομζνων αποτελοφμενο από 12 παρατθριςεισ και 2 μεταβλθτζσ  τισ 
οποίεσ και μεταςχθματίηουμε προκειμζνου να αποκτιςουν μθδενικό μζςο όρο. 
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Πίνακασ 5. Αρχικζσ και μεταςχθματιςμζνεσ μεταβλθτζσ.
6
 

 

 

Από τον πίνακα βλζπουμε ότι θ διαςπορά τθσ μεταβλθτισ 1x  είναι ίςθ με 

23,091  ενϊ θ διαςπορά τθσ 2x  είναι ίςθ με 21,091   κακϊσ και θ ςυνολικι 

διαςπορά ιςοφται με  23,091 21,091 44,182  . Το ποςοςτό τθσ ςυνολικισ 

διαςποράσ που ερμθνεφει θ 1x  ιςοφται με 
23,091

0,52
44,182

 ι περίπου το 52% . 

Αντίςτοιχα θ μεταβλθτι 2x
 

ερμθνεφει το υπόλοιπο 48% . Οι πίνακεσ 

ςυνδιαςποράσ και ςυςχζτιςθσ των δυο μεταβλθτϊν είναι αντίςτοιχα οι ακόλουκοι : 
 
 

                        
23,091 16,455

16,455 21,091
C

 
  
 

      και      
1,000 0,746

0,746 1,000
R

 
  
 

                   (3.7) 

 
 

με τισ μεταβλθτζσ 1x  και 2x
 
να ςυςχετίηονται με ςυντελεςτι ςυςχζτιςθσ 0,746r  . 

 
 
 
 
 
 

 

                                                           
6
 Βλ δεδομζνα ςτο Table 4.1 από Sharma S. (1996). Principal Component Analysis, Applied 

Multivariate Techniques. p. 59, New York : John Wiley & Sons, Inc. Μετατροπι πίνακα: Σταυρινίδθσ 
Σταφροσ Κων/νοσ. 
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Το ακόλουκο ςχιμα αποτελεί μια γραφικι παράςταςθ των 

μεταςχθματιςμζνων μασ μεταβλθτϊν. 
 
 

 
 

Διάγραμμα 3. Μεταςχθματιςμζνεσ μεταβλθτζσ και προβολι των νζων ςθμείων ςτον νζο άξονα 

1X *
.
7
 

 
 

 Ζςτω τϊρα ζνασ νζοσ άξονασ 1X *
 
που ςχθματίηει γωνία   μοιρϊν με τον άξονα 

1X . Θ ςυντεταγμζνθ των ςθμείων ωσ προσ το νζο άξονα 1X *
 
λαμβάνεται φςτερα 

από προβολι των ςθμείων (παρατθριςεων) ςτον άξονα 1X * . Θ νζα αυτι 

ςυντεταγμζνθ που προκφπτει είναι ζνασ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των 
ςυντεταγμζνων κάκε ςθμείου ςε ςχζςθ με το ηεφγοσ των αρχικϊν αξόνων και 
εκφράηεται με τθν ακόλουκθ εξίςωςθ : 

 
 

                                   1 1 2x * = cos x  + sin x  
                                            (3.8) 

 
  

                                                           
7
 Βλ Figure 4.1 ςτο Sharma S. (1996). Principal Component Analysis, Applied Multivariate Techniques. 

p. 60, New York : John Wiley & Sons, Inc. 
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με 1x *
 
να είναι θ ςυντεταγμζνθ τθσ κάκε παρατιρθςθσ  ςε ςχζςθ με τον άξονα 

1X *
 
ενϊ 1x

 
και 2x

 
οι ςυντεταγμζνεσ κάκε παρατιρθςθσ ωσ προσ τουσ άξονεσ 1X

και 2 . Εφκολα ςυμπεραίνουμε ότι θ μεταβλθτι 1x * , θ οποία είναι ζνασ 

γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των αρχικϊν μασ μεταβλθτϊν, μπορεί να κεωρθκεί ωσ μια 

νζα μεταβλθτι. Για μια δεδομζνθ δοκείςα γωνία , ζςτω 10  , δθλαδι εάν ο 

άξονασ X
 

παρουςιάηει κλίςθ 10  με τθ βοικεια τθσ παραπάνω εξίςωςθσ 

υπολογίηουμε τθ νζα μασ μεταβλθτι 1x * : 

                                
 

                                           1 1 2x * = 0,985 x  + 0,174 x 
                                          (3.9) 

 
 

Οι νζεσ τιμζσ τθσ μεταβλθτισ 1x *
 
παρουςιάηονται ςτον ακόλουκο πίνακα 

κακϊσ και ςτο παραπάνω διάγραμμα : 
 
 

 
 

Πίνακασ 6. Μεταςχθματιςμζνεσ μεταβλθτζσ και θ νζα μεταβλθτι 1x *
 για κλίςθ του νζου άξονα 

ίςθ με 10 .
8
 

 
 

                                                           
8
Βλ  δεδομζνα Table 4.2 από Sharma S. (1996). Principal Component Analysis,  Applied Multivariate 

Techniques. p. 61, New York : John Wiley & Sons, Inc.Μετατροπι πίνακα: Σταυρινίδθσ Σταφροσ-
Κων/νοσ. 
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ςθμειϊνεται ότι οι ςυντεταγμζνεσ τθσ πρϊτθσ παρατιρθςθσ είναι 8 και 5 ενϊ θ 
πρϊτθ τιμι τθσ νζασ μεταβλθτισ είναι 8,747 . Ζχουμε δθλαδι : 

 
 
                                0,985 8 + 0,174 5 8,747                                                       (3.10) 
 
 

επιπροςκζτωσ ςτο παραπάνω πίνακα βλζπουμε ότι θ νζα μασ μεταβλθτι ζχει 
μθδενικό μζςο όρο, κακϊσ και ότι θ διαςπορά τθσ ιςοφται με 28,659  δθλαδι 

ερμθνεφει το 
28,659

0,6487
44,182



 

ι περίπου το 65%  τθσ ςυνολικισ διαςποράσ.  

 
Ραρατθροφμε ότι θ διαςπορά τθσ ξεπερνά αυτζσ των αρχικϊν μασ 

μεταβλθτϊν. Ζςτω τϊρα ότι ο άξονασ 1X *
 
ςχθματίηει γωνία ίςθ με 20  με τον 

άξονα 1X , προφανϊσ και θ νζα μεταβλθτι 1x *  κα ζχει τϊρα νζεσ τιμζσ. Στον 

παρακάτω πίνακα παρουςιάηεται το ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διαςποράσ που 
εκφράηουν οι νζεσ μεταβλθτζσ  κακϊσ αυξάνουμε ςταδιακά τθν κλίςθ του άξονα 

1X *
 
και κατόπιν υπολογίηουμε τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ τθσ 1x * . 

 
 
 
 

 

 

Πίνακασ 7. Διαςπορά νζων μεταβλθτϊν / νζων αξόνων.
9
 

                                                           
9
 Βλ  δεδομζνα Table 4.3 από Sharma S. (1996). Principal Component Analysis, Applied Multivariate 

Techniques. p. 61, New York : John Wiley & Sons, Inc.Μετατροπι πίνακα: Σταυρινίδθσ Σταφροσ-
Κων/νοσ. 
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 Ακολοφκωσ το παρακάτω διάγραμμα υποδεικνφει ότι αρχικά αφξθςθ τθσ 

κλίςθσ του 1X *
 
ςθματοδοτεί και αφξθςθ τθσ ςυνολικισ διαςποράσ που ερμθνεφει 

θ 1x *
 
ενϊ μετά από μια ςυγκεκριμζνθ τιμι, θ διαςπορά που ερμθνεφει θ 1x *

 
μειϊνεται κακϊσ ςυνεχίηουμε να αυξάνουμε τθ γωνία μεταξφ 1X *

 
και 1X . 

 
 

 

 
 

Διάγραμμα 4. Γωνία κ του άξονα 1 *X
 ςτον 1X

 
10

 

 
 

όπωσ ςυνάγεται από το διάγραμμα, υπάρχει ζνασ και μόνο ζνασ νζοσ άξονασ του 
οποίου θ αντίςτοιχθ νζα μεταβλθτι ερμθνεφει τθ μζγιςτθ διαςπορά των 

δεδομζνων μασ. Ο ςυγκεκριμζνοσ νζοσ άξονασ ζχει κλίςθ 43,261  με τον άξονα 1 . 

Θ αντίςτοιχθ  1x *
 
μεταβλθτι υπολογίηεται από τθν ακόλουκθ εξίςωςθ: 

 
 

         1 1 2 1 2 x *  cos 43,261 x  + sin 43,261 x  = 0,728 x + 0,685x                 
 (3.11) 

 
 

                                                           
10

 Βλ Figure 4.2 ςτο Sharma S. (1996). Principal Component Analysis, Applied Multivariate Techniques. 
p. 62, New York : John Wiley & Sons, Inc. Μετατροπι διαγράμματοσ: Σταυρινίδθσ Σταφροσ-Κων/νοσ. 
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Στον παρακάτω πίνακα παρουςιάηουμε τισ νζεσ μεταβλθτζσ 1x *
 
και 2x *

  
οι 

οποίεσ ζχουν προκφψει κακϊσ οι  άξονεσ ςχθματίηουν γωνία  43,261 . 

 
 
 
 

 
 

Πίνακασ 8. Μεταςχθματιςμζνεσ αρχικζσ μεταβλθτζσ και  νζεσ μεταβλθτζσ 1x *
και 2x *

 για τουσ 

νζουσ άξονεσ με κλίςθ 43.261 11
 

 

 

                                       
 

Οι πίνακεσ διαςποράσ και ςυςχζτιςθσ των δυο μεταβλθτϊν είναι αντίςτοιχα : 
 

 
 

                       
38,576 0,000

0,000 5,606
C

 
  
 

         
1,000 0,000

0,000 1,000
R

 
  
                            (3.12) 

 

 
 
 

                                                           
11

 Βλ  δεδομζνα Table 4.4 από Sharma S. (1996). Principal Component Analysis, Applied Multivariate 
Techniques.  p. 62, New York : John Wiley & Sons, Inc.Μετατροπι πίνακα: Σταυρινίδθσ Σταφροσ-
Κων/νοσ. 
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Οι νζοι άξονεσ που ορίςτθκαν φαίνονται ςτο ακόλουκο διάγραμμα : 
 
 

 
 
 

 
 

Διάγραμμα 5. Μεταςχθματιςμζνα δεδομζνα / νζοι άξονεσ.
12

 

 
 

 
 
Εν κατακλείδι, από τον πίνακα 8 και το διάγραμμα 5 ςυμπεραίνουμε τα εξισ: 

 

 Θ διευκζτθςθ των ςθμείων (παρατθριςεων) ςτο διςδιάςτατο χϊρο 
δεν αλλάηει, δθλαδι τα ςθμεία παρουςιάηονται είτε ωσ προσ τουσ 
παλιοφσ είτε ωσ προσ τουσ νζουσ άξονεσ. 

 

                                                           
12

 Βλ Figure 4.3 ςτο Sharma S. (1996). Principal Component Analysis, Applied Multivariate Techniques.   
p. 63, New York : John Wiley & Sons, Inc. 
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 Οι προβολζσ των ςθμείων (παρατθριςεων) ςτουσ αρχικοφσ άξονεσ 
δίνουν τισ τιμζσ των αρχικϊν μεταβλθτϊν, ενϊ οι προβολζσ των 
ςθμείων πάνω ςτουσ νζουσ άξονεσ δίνουν τισ τιμζσ των νζων 
μεταβλθτϊν. Οι νζοι άξονεσ ι μεταβλθτζσ καλοφνται principal 
components (κφριεσ ςυνιςτϊςεσ) και οι τιμζσ των νζων μεταβλθτϊν 
καλοφνται principal component scores (τιμζσ των κυρίων 
ςυνιςτωςϊν). 

 

 Κάκε μια απ’ τισ νζεσ μεταβλθτζσ ( 1x *
 

και 2x * ) είναι γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ των αρχικϊν μεταβλθτϊν και παραμζνει 
μεταςχθματιςμζνθ με μθδενικό μζςο όρο (mean corrected). 

 

 Oι διαςπορζσ των 1x *
 
και 2x *

 
είναι αντίςτοιχα 38,576  και 5,606 . Θ 

ςυνολικι διαςπορά των δυο αυτϊν μεταβλθτϊν ιςοφται με 
(38,576 5,606) 44,182   που είναι ίςθ με τθ ςυνολικι διαςπορά των 

αρχικϊν μασ μεταβλθτϊν 1x και 2x , άρα θ ςυνολικι διαςπορά δεν 

αλλάηει. Οφείλεται ςτο ότι δεν αλλάηει θ διευκζτθςθ των ςθμείων ςτο 
χϊρο. 

 

 Τα ποςοςτά τθσ ςυνολικισ διαςποράσ που ερμθνεφουν οι 1x *
 
και 

2x *  είναι 87,31%  και 12,69%  αντίςτοιχα. Θ πρϊτθ νζα μεταβλθτι

1x *
 
ερμθνεφει το μεγαλφτερο ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διαςποράσ απ’ 

ότι οι δυο αρχικζσ μεταβλθτζσ. Θ άλλθ νζα μασ μεταβλθτι 2x *
 

ερμθνεφει το ποςοςτό τθσ διαςποράσ που δεν ερμθνεφεται από τθν 

1x * . Συνολικά όμωσ οι δυο νζεσ μεταβλθτζσ εκφράηουν τθν ολικι 

διαςπορά των δεδομζνων μασ. 
 

 Οι νζεσ μεταβλθτζσ ζχουν μθδενικό ςυντελεςτι ςυςχζτιςθσ, είναι 
επομζνωσ αςυςχζτιςτεσ μεταξφ τουσ. 

 
Θ γεωμετρικι αναπαράςταςθ τθσ Ανάλυςθσ Κυρίων Συνιςτωςϊν μπορεί 

εφκολα να επεκτακεί και ςε περιςςότερεσ από δυο μεταβλθτζσ. Ειδικότερα, ζνα 
ςφνολο δεδομζνων αποτελοφμενο από p  το πλικοσ μεταβλθτζσ μπορεί να 

παρουςιαςτεί γραφικά ςε ζναν p -διάςτατο χϊρο ςε ςχζςθ με τουσ αρχικοφσ p

άξονεσ ι τουσ p  νζουσ άξονεσ.  

Ο πρϊτοσ νζοσ άξονασ, 1X * , αντιςτοιχεί ςτθν πρϊτθ νζα μεταβλθτι 1x *
 θ 

οποία ερμθνεφει το μζγιςτο ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διαςποράσ. Ακολοφκωσ 
ςχθματίηουμε το δεφτερο νζο άξονα, που είναι κάκετοσ ςτον πρϊτο, του οποίου θ 

αντίςτοιχθ νζα μεταβλθτι 2x *
 
ερμθνεφει το μζγιςτο τθσ διαςποράσ που δεν εξθγεί 

θ πρϊτθ μεταβλθτι και δεν ςχετίηεται μαηί τθσ.  
Θ διαδικαςία αυτι ςυνεχίηεται μζχρι να οριςτοφν όλοι οι p  το πλικοσ άξονεσ 

και οι p  νζεσ μεταβλθτζσ να ερμθνεφουν το μζγιςτο τθσ κάκε φορά υπολείπουςασ 

διαςποράσ υπό τθν προχπόκεςθ όμωσ οι νζεσ μεταβλθτζσ να παραμζνουν 
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αςυςχζτιςτεσ μεταξφ τουσ. Τζλοσ ο αρικμόσ των νζων μεταβλθτϊν που 
ςχθματίηονται οφείλει πάντα να ιςοφται με τον αρικμό των αρχικϊν μεταβλθτϊν. 

 3.3  ΕΠΙΛΟΓΗ ΣΟΤ ΑΡΙΘΜΟΤ ΣΨΝ ΚΤΡΙΨΝ ΤΝΙΣΨΨΝ ΠΟΤ 

ΘΑ ΕΞΕΣΑΟΤΜΕ  

 
 
Μετά τθν εφαρμογι τθσ Ανάλυςθσ Κυριϊν Συνιςτωςϊν, επόμενο βιμα είναι 

να επιλζξουμε τον αρικμό των κυρίων ςυνιςτωςϊν που κα διατθριςουμε ςτθ 
μελζτθ μασ και ακολοφκωσ κα εξετάςουμε. Θ απόφαςθ αυτι εξαρτάται απ’ το 
ποςοςτό τθσ πλθροφορίασ που αποφαςίηουμε να χάςουμε (πλθροφοριακό 
κόςτοσ), με τθν εξάλειψθ ενόσ αρικμοφ κυρίων ςυνιςτωςϊν. Διάφορα κριτιρια 
ζχουν αναπτυχκεί για το ςκοπό αυτό και είναι τα ακόλουκα : 

 
Ιδιοτιμι μεγαλφτερθ τθσ μονάδασ 

     
Βρίςκει εφαρμογι ςτθν περίπτωςθ που τα δεδομζνα μασ ζχουν υποςτεί 

τυποποίθςθ. Τότε επιλζγουμε να μελετιςουμε τισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ ,των οποίων 
οι ιδιοτιμζσ είναι μεγαλφτερεσ τθσ μονάδασ (eigenvalue–greater-than–one-rule). 
Στθρίηεται ςτο ότι μια κφρια ςυνιςτϊςα με αντίςτοιχθ ιδιοτιμι ίςθ με τθ μονάδα 
ερμθνεφει τθ μζςθ διαςπορά ςτα δεδομζνα μασ. Άρα οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ με 
ιδιοτιμζσ μεγαλφτερεσ τθσ μονάδασ ερμθνεφουν μεγαλφτερο ποςοςτό τθσ 
ςυνολικισ διαςποράσ. 

Ραρ’ όλα αυτά, ςφμφωνα με τον Cliff (1988) θ εφαρμογι του κριτθρίου αυτοφ 
μπορεί να οδθγιςει ςε επιλογι περιςςότερων ι λιγότερων κυρίων ςυνιςτωςϊν 
από ότι απαιτοφνται. Γι’ αυτό δεν πρζπει να εφαρμόηεται τυφλά, αλλά ςε 
ςυνδυαςμό με άλλα κριτιρια. 

 
Ποςοςτό τθσ διαςποράσ που ερμθνεφεται 

 
Το ςυγκεκριμζνο κριτιριο κακίςταται χριςιμο όταν εκ των προτζρων 

γνωρίηουμε το ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διαςποράσ που οφείλει να ερμθνεφεται 
μζςω των κυρίων ςυνιςτωςϊν που ζχουμε επιλζξει. Συχνά το ποςοςτό αυτό είναι 
υποκειμενικοφ χαρακτιρα και εξαρτάται από τον αναλυτι των δεδομζνων μασ 
αλλά και από τισ ανάγκεσ αλλά και τθ φφςθ τθσ μελζτθσ που εφαρμόηουμε. Συχνά 
όμωσ ςυνθκίηεται να επιλζγουμε κφριεσ ςυνιςτϊςεσ που ερμθνεφουν ζνα ποςοςτό 

τθσ τάξεωσ του 80% . 

Γνωρίηοντασ όμωσ ότι θ ςυνολικι διαςπορά ιςοφται με το άκροιςμα των 
ιδιοτιμϊν του πίνακα ςυςχζτιςθσ, ο υπολογιςμόσ του επικυμθτοφ ποςοςτοφ τθσ 
ςυνολικισ διαςποράσ πραγματοποιείται με ευκολία. Ζτςι το ποςοςτό που 

ερμθνεφουν οι k  πρϊτεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ ιςοφται με : 
   
 

                                                 1 2

1 2

...

 ...

k

p

  

  

  

  
                                             (3.13)
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   όπου p  o αρικμόσ όλων των ιδιοτιμϊν του πίνακα ςυςχζτιςθσ. 

 
Γραφικι παράςταςθ των ιδιοτιμών ι χαρακτθριςτικών ριηών  (scree plot). 
 

 
Το ςυγκεκριμζνο κριτιριο, το οποίο προτάκθκε από τον Cattell (1966) είναι 

ζνα απ’ τα πλζον δθμοφιλι. Στον άξονα X τοποκετοφνται οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ και 
ςτον άξονα Y  οι ιδιοτιμζσ (χαρακτθριςτικζσ ρίηεσ) του πίνακα ςυςχζτιςθσ. Το 
γράφθμα που προκφπτει είναι μια καμπφλθ τθσ οποίασ θ κλίςθ διαρκϊσ μειϊνεται 
και τείνει να πάρει τθ μορφι ευκείασ όςο ο αρικμόσ των κυρίων ςυνιςτωςϊν 
αυξάνεται.  

Οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ που τελικά επιλζγονται ςτο μοντζλο μασ είναι αυτζσ 
που βρίςκονται πριν το ςθμείο τθσ ξαφνικισ απότομθσ μείωςθσ τθσ κλίςθσ τθσ 
καμπφλθσ, όπωσ φαίνεται ςτο ακόλουκο διάγραμμα : 

 
 
 

 
 

Διάγραμμα 6. Χαρακτθριςτικζσ ρίηεσ ι ιδιοτιμζσ για κάκε κφρια ςυνιςτϊςα (scree plot). 
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επομζνωσ επιλζγουμε τισ δυο κφριεσ ςυνιςτϊςεσ οι οποίεσ βρίςκονται πριν απ’ το 
ςθμείο ςτο οποίο θ καμπφλθ αρχίηει να ςχθματίηει ευρεία γωνία (elbow).  

 
 
 
                                          

   3.4    Η PCA  Ψ ΜΕΘΟΔΟ ΜΕΙΨΗ ΔΙΑΣΑΗ 

 
Ραρατθροφμε , ότι ζχοντασ ξεκινιςει με ζναν αρχικό πίνακα  X ,  διαςτάςεων  

n p , εφαρμόηοντασ τθν παραπάνω διαδικαςία, καταλιγουμε ςε ζναν πίνακα U  

που καλείται μιτρα αποτελεςμάτων με διαςτάςεισ n k  όπου : 
 
 
 

                                         

11 1

1

U

k

n k

n nk

u u

u u



 
 

  
 
                                                (3.14) 

 
 

καταλιγουμε επομζνωσ ςε ζναν πίνακα μικρότερων διαςτάςεων με λιγότερεσ 
ςτιλεσ–μεταβλθτζσ. Θ ανωτζρω αποτελεί βαςικι ιδιότθτα τθσ μεκόδου PCA  και 
ςτθν πλειονότθτα των περιπτϊςεων πραγματοποιείται με ελάχιςτο πλθροφοριακό 
κόςτοσ. Γίνεται εφκολα κατανοθτό ότι θ διαδικαςία μείωςθσ τθσ διάςταςθσ οδθγεί 
ςε απϊλεια πλθροφορίασ, κακϊσ κάκε ςτιλθ που «χάνεται» λόγω τθσ μείωςθσ τθσ 
διάςταςθσ ταυτίηεται με τθν ταυτόχρονθ απϊλεια n το πλικοσ ςτοιχείων ςτθν 

μιτρα αποτελεςμάτων Un k  που τελικά λαμβάνουμε. 

Αξίηει να αναφερκεί ότι το ποςοςτό τθσ πλθροφορίασ που εκφράηεται από 
κάκε ιδιοδιάνυςμα τθσ μιτρασ φορτίου (loading matrix), εκφράηεται από το 
μζγεκοσ τθσ ιδιοτιμισ του. Δθλαδι ιδιοδιανφςματα ςτα οποία αντιςτοιχοφν 
μεγαλφτερεσ ιδιοτιμζσ εκφράηουν υψθλότερο ποςοςτό τθσ πλθροφορίασ. 

Ρροκειμζνου να αποφαςίςουμε ποια ιδιοδιανφςματα κεωροφνται ςθμαντικά 
ι μθ δθμιουργοφμε τθν ακόλουκθ ποςότθτα θ οποία καλείται ςχετικό μζτρο τθσ 
ιδιοτιμισ. Ζτςι, ζςτω ότι ζχουμε το m-ςτο ιδιοδιάνυςμα. Το ςχετικό μζτρο τθσ 
ιδιοτιμισ του ςυγκεκριμζνου ιδιοδιανφςματοσ δίνεται απ’ τον λόγο : 

   

                                                       

i

1

 

 

m

p

i







                                                        (3.15)

 

 
Για τθν καλφτερθ κατανόθςθ τθσ PCA, ο γράφων κα παρακζςει και ςτθ 

ςυνζχεια αποδείξει τρεισ κεωρθτικζσ προτάςεισ : 
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  Πρόταςθ 1 

 

Αν Σ ο πίνακασ ςυνδιαςποράσ του τυχαίου διανφςματοσ T

1 2 p( , , , )       

και αν ο πίνακασ Σ ζχει ιδιοτιμζσ – ιδιοδιανφςματα τα ηεφγθ 

1 1 2 2 p p( ,e ),( ,e ) ,( ,e )    όπου  1 2 p 0      τότε θ i-κφρια ςυνιςτϊςα δίνεται 

από  T

i i 1i 1 2i 2 pi pZ e X e X e X .  e X    
 
i 1,2, ,p   όπου   

T

i i i ivar(Z ) e e                                   

i 1,2,..,p  και   T

i j i jcov Z ,Z e e  0        i j  

 
Θα δείξουμε δθλαδι ότι οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ είναι μεταξφ τουσ 

αςυςχζτιςτεσ  και ζχουν διαςπορζσ ίςεσ με τισ ιδιοτιμζσ του πίνακα Σ. 
 
 

Απόδειξθ 
 

Ζχουμε ότι για 0  ,  
 

                                              
1max =

 


 






  

όταν 1e      

            

όμωσ ζχουμε ότι 
T

1 1e e 1  αφοφ τα ιδιοδιανφςματα είναι κανονικοποιθμζνα. 

 

 άρα για   0  ,  
 

                                         

T

1 1 1 1 max = =e Σe var(   ) Z
 


 








 
 

 

με τον ίδιο τρόπο ζχουμε για   1 2 je ,e , ,e   ,  

 

                                          
j 1max =

 


 







                            
j 1,2, ,p 1    

 

όταν                                             j 1e  , με T

j 1 ie e 0  , για i 1,2, , j  και i 1,2, , j   
 

 
ζχουμε  
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T

j 1 j 1 T

j 1 j 1 j 1T

j 1 j 1

e e
=e e var(Z )

e e

 

  

 


 

 
 
 

Πμωσ                         T T

j 1 j 1 j 1 j 1 j 1 j 1 j 1 j 1e e e e var(Z )             
 

 
 

κα δείξουμε τώρα, ότι i jcov(Z ,Z ) 0
 

με τθν προχπόκεςθ ότι               
T

i je e 0   i j 
 

 
 
 
Ρράγματι, αυτό ςυμβαίνει αν οι ιδιοτιμζσ του πίνακα ςυνδιαςπορϊν Σ είναι 

διακεκριμζνεσ. Αν αυτό ςυμβαίνει, τότε όλα τα ie  , i 1,2,..,p  είναι ορκογϊνια. Αν 

αυτό δεν ςυμβαίνει, δθλαδι οι ιδιοτιμζσ δεν είναι όλεσ διακεκριμζνεσ, μποροφμε 

καταλλιλωσ να επιλζξουμε τα ie ϊςτε να είναι ορκογϊνια. Άρα για δυο 

οποιαδιποτε διανφςματα ie  και je ζχουμε  T

i je e 0  i j  . Ιςχφει όμωσ ότι : 

 
 

                                                      j jΣe e
 
 

 
άρα    

            

  T T T

i j i j i j j j i jcov Z ,Z  e e e e e e 0                 

 
για κάθε i j  

 
 

Πρόταςθ 2 
 

Ζςτω ότι 1 2 p[X ,X , ,X ]   ,το διάνυςμα των 1 2 pX ,X , ,X
 
μεταβλθτϊν και 

ο πίνακασ ςυνδιαςπορϊν του Σ, ο οποίοσ ζχει ιδιοτιμζσ 1 2 p, , ,   με 

1 2 p. 0     και αντίςτοιχα ιδιοδιανφςματα 1 2 pe ,e , e . Oι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ 

μασ είναι  :     T T T

1 1 2 2 p pe X,Z e X, ..,Z e X     . Ιςχφει τότε : 

 
  

            
11 22 pp i 1 2 p i

1 1

. var(X )    var(Z )
p p

i i
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Aπόδειξθ 
 

Ο πίνακασ Σ μπορεί να διαγωνιοποιθκεί ωσ : TP P   , με Λ να είναι ο 

διαγϊνιοσ πίνακασ των ιδιοτιμϊν και 1 2 pP [e ,e , .,e ]  με T TP P PP 1  . Tότε 

ιςχφει : 
 
                          

                    T T

1 2 ptr( )  tr(P P )  tr( P P) tr ( )  .              

 
 

άρα προκφπτει ότι :   
 

                                    
i

1 1

iX ) ( ) ( ) Z )( (
p p

i i

tr tar varrv
 

     
 

 
 

 θ ςυνολικι διαςπορά ιςοφται με : 
 

                 

                                11 22 pp 1 2 p.               
 

 

   
άρα τώρα , μποροφμε να υπολογίςουμε το ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διαςποράσ που 
αντιςτοιχεί ςτθν j-κφρια ςυνιςτϊςα  και ιςοφται με  : 

 
 

                                     j

1 2 p   



    
  j 1,2, ,p   

 
 
 
Συνικωσ ςτθν PCA, λίγεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ (το πολφ 3 ςυνικωσ) εξθγοφν 

μεγάλο ποςοςτό τθσ ςυνολικισ διαςποράσ. Δθλαδι, οι αρχικζσ p  μεταβλθτζσ, 

αντικακίςτανται με αυτζσ τισ ςυνιςτϊςεσ και δεν παρατθρείται παρά ελάχιςτθ 

απϊλεια πλθροφορίασ. Επιπροςκζτωσ, τα μεγζκθ jie
 
μετροφν τθν ςθμαντικότθτα 

τθσ j -μεταβλθτισ ςτθν i -κφρια ςυνιςτϊςα. Το jie
 
είναι ανάλογο του ςυντελεςτι 

ςυςχζτιςθσ μεταξφ των j
 
και  iZ

. 
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Πρόταςθ 3 

 

Ζςτω ότι T T T

1 1 2 2 p pZ e X,Z e X, .,Z e X      οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ που προκφπτουν 

από τον πίνακα ςυνδιαςπορϊν Σ. Τότε οι ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ μεταξφ των 

μεταβλθτϊν j
 
και των κυρίων ςυνιςτωςϊν i  δίνονται απ’ τον τφπο : 

 
 

                                                  Xi,Zj

e ji j

ii







 
 
 

όπου 1 2 p        οι ιδιοτιμζσ του πίνακα Σ  με αντίςτοιχα ιδιοδιανφςματα τα 

1 2 pe ,e , .,e .  

 
 

Απόδειξθ 
 

Ζςτω  0, ..,0,1,0, .0i   
  

 

ώςτε                                                     TXi i       

 
 

και                                     T T Tcov(X , ) cov( X,e X)=ι ei j i j i jZ     

 
 

επειδι ωσ γνωςτόν                            e ej j j 
 

 
 

ιςχφει
                                         

T

jiCov(X ,Z ) e  ei j i j j j      

 
 

όμωσ                                                    var(Z )j j  
 
 

και                                                        .var(X )i ii  
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ζχουμε                  

jiji

Xi,Zj

iiii

ecov(X , ) e

var(X ) var( )

ji j j

i j j

Z

Z




 
  

 i, j 1,2, ,p  . 

 
 
 
 

  3.5   Η ΜΕΘΟΔΟ ΙΔΙΟΑΝΑΛΤΗ ΓΙΑ ΣΗΝ PCA 

   SVD(Singular Value Decomposition)  

 
 

Ρρόκειται για ζνα χριςιμο μακθματικό εργαλείο, το οποίο μπορεί να 
μεταφραςτεί ωσ Ραραγοντοποίθςθ ιδιαηουςϊν τιμϊν. Αποτελεί μια γενίκευςθ τθσ 
eigen-decomposition και ςυνιςτά τθ ςυνθκζςτερθ μζκοδο ιδιοανάλυςθσ για τθν 
PCA. Στο ςθμείο αυτό, κα δοκεί μια αναλυτικι περιγραφι τθσ διαδικαςίασ αυτισ. H 
εν λόγω διαδικαςία παραγοντοποιεί ζναν οποιοδιποτε πίνακα  , διαςτάςεων  
n p , ςε ζνα γινόμενο τριϊν πινάκων, δυο ορκογϊνιων και ενόσ διαγϊνιου, ςτθν 

παρακάτω μορφι (Abdi & Williams, 2010) :  
 
 

                                                    
TDVP                                                                      (3.16)    

                                           
 
με τον πίνακα P  να αποτελείται από τα (κανονικοποιθμζνα) ιδιοδιανφςματα του 

πίνακα   , T( )P P I . Oι ςτιλεσ του P  καλοφνται τα αριςτερά ιδιάηοντα 

διανφςματα (left singular vectors) του πίνακα  .  

Aντίςτοιχα ο πίνακασ V  αποτελείται από τα (κανονικοποιθμζνα) 

ιδιοδιανφςματα του πίνακα T (V V ).I    Οι ςτιλεσ του V  καλοφνται τα δεξιά 

ιδιάηοντα διανφςματα (right singular vectors) του πίνακα .  Τζλοσ ο διαγϊνιοσ 

πίνακασ D αποτελείται από τισ ιδιάηουςεσ τιμζσ (singular values), όπου 1/2D    ,  με 

  να είναι ο διαγϊνιοσ πίνακασ των ιδιοτιμϊν του    ι του    μιασ και είναι 
ταυτόςθμοι. Θ παραπάνω μορφι μπορεί να γραφτεί ωσ :  

 
  

                                                   T

l l l

1

d v
L

i

X p


                                                               (3.17) 

 

όπου L είναι ο βακμόσ του πίνακα   και ld , lp  και lv  είναι αντίςτοιχα θ l -ςτθ 

singular τιμι, το αριςτερό και το δεξί singular διάνυςμα του X . Βάςει του 
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παραπάνω, φαίνεται ότι ο πίνακασ   μπορεί να ανακαταςκευαςτεί ωσ ζνα 

άκροιςμα l  πινάκων βακμοφ 1. Δθλαδι, ο πρϊτοσ απ’ αυτοφσ τουσ πίνακεσ δίνει τθ 
βζλτιςτθ ανακαταςκευι του   από ζναν πίνακα βακμοφ 1. Ομοίωσ το άκροιςμα 
των πρϊτων δυο πινάκων τθ βζλτιςτθ ανακαταςκευι του   από ζναν πίνακα 
βακμοφ 2 κλπ. 

 
 
Θα παρουςιάςουμε τϊρα τον τρόπο εφρεςθσ των κυρίων ςυνιςτωςϊν 

χρθςιμοποιϊντασ τθν SVD ενόσ πίνακα   των  p  μεταβλθτϊν με n  παρατθριςεισ-

μετριςεισ για κάκε μια. 
Ππωσ ζχει αναφερκεί πάνω, θ PCA υπολογίηει νζεσ μεταβλθτζσ, τισ κφριεσ 

ςυνιςτϊςεσ, που είναι γραμμικοί ςυνδυαςμοί των αρχικϊν μασ μεταβλθτϊν, με τον 
περιοριςμό θ πρϊτθ κφρια ςυνιςτϊςα να ερμθνεφει τθν μζγιςτθ διαςπορά. 
Ακολοφκωσ, θ δεφτερθ κφρια ςυνιςτϊςα να είναι ορκογϊνια ςτθν πρϊτθ και να 
ερμθνεφει ομοίωσ τθ μζγιςτθ δυνατι διαςπορά. Οι τιμζσ αυτϊν των νζων 
μεταβλθτϊν για τισ παρατθριςεισ μασ καλοφνται factor scores  και μποροφν να 
ερμθνευκοφν γεωμετρικά  ωσ οι προβολζσ των παρατθριςεων μασ ςτισ κφριεσ 
ςυνιςτϊςεσ.  

Εφαρμόηοντασ τθν SVD ςτον πίνακα X  παίρνουμε TDV .P   Ο πίνακασ U  
(factor scores matrix)  διαςτάςεων n l   προκφπτει βάςει τθσ SVD μεκόδου ωσ εξισ:  

 
 
                                           U PD                                                               (3.18) 
 
                                          

με τον πίνακα V , να περιζχει τουσ ςυντελεςτζσ των γραμμικϊν ςυνδυαςμϊν  που 
χρειάηονται για τον υπολογιςμό των factor  scores. 

Ο πίνακασ U  μπορεί επίςθσ να ερμθνευκεί ωσ πίνακασ προβολισ αφοφ 

πολλαπλαςιάηοντασ τουσ X , V  παίρνουμε τισ τιμζσ των προβολϊν των 
παρατθριςεων ςτισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Ρράγματι φαίνεται απ’ το παρακάτω : 

 
 

                                          TU PD PDV V XV                                       (3.19) 
 
 
όπου ο πίνακασ V , καλείται πίνακασ φορτίων (loading matrix) και επειδι 

είναι ορκοκανονικόσ μπορεί να ερμθνευκεί ωσ πίνακασ των ςυνθμίτονων 
κατεφκυνςθσ (direction cosines). Επομζνωσ, ςφμφωνα με τθν (3.19) : 

 

ο πίνακασ                                   TUV                                                               (3.20) 

 
 
 ιςοφται δθλαδι με το γινόμενο του πίνακα U  με τον πίνακα V .  
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3.6   ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ ΓΙΑ ΣΗ ΜΕΘΟΔΟ PCA 

 
 
Ππωσ ζχουμε αναφζρει το πρϊτο ςτάδιο τθσ Ανάλυςθσ Κυρίων Συνιςτωςϊν,  

είναι ο υπολογιςμόσ τθσ μιτρασ ςυνδιαςπορϊν (covariance matrix). Ακολοφκωσ, 
είδαμε ότι με τθ βοικεια μεκόδων ιδιοανάλυςθσ (Singular Value Decomposition), θ 
μιτρα αυτι παραγοντοποιείται ςε δυο νζεσ,  τθ μιτρα αποτελεςμάτων (factor 
scores matrix) κακϊσ και ςτθ μιτρα φορτίων (loading matrix). 

Θ μιτρα των αποτελεςμάτων περιζχει τθν πλθροφορία ςχετικά με τισ ςχζςεισ 
που παρουςιάηονται ανάμεςα ςτα δείγματα που μελετάμε. Αντικζτωσ, θ μιτρα των 
φορτίων περιζχει τισ πλθροφορίεσ για τισ ποςοτικζσ αλλθλεπιδράςεισ που 
υπάρχουν  μεταξφ των μεταβλθτϊν . Mζςω των δυο τελευταίων οδθγοφμαςτε ςτον 
κακοριςμό των ανεξάρτθτων αξόνων ι διανυςμάτων που ερμθνεφουν με τον πλζον 
κατάλλθλο τρόπο τα δεδομζνα μασ. Οι άξονεσ αυτοί που ζχουμε κακορίςει 
καλοφνται κφρια διανφςματα και προκφπτουν ωσ γραμμικοί ςυνδυαςμοί των 
αρχικϊν μασ μεταβλθτϊν. 

Το πλεονζκτθμα τθσ παραπάνω διαδικαςίασ των κυρίων διανυςμάτων, 
ςυνίςταται ςτο ότι χρθςιμοποιϊντασ λίγεσ το πλικοσ απ’ τισ μεταβλθτζσ που 
εξάγουμε (κφριεσ ςυνιςτϊςεσ), ερμθνεφουμε το μεγαλφτερο μζροσ τθσ 
πλθροφορίασ των δεδομζνων μασ. Ζτςι θ απϊλεια πλθροφορίασ είναι ελάχιςτθ. Με 
άλλα λόγια δεν χρειάηεται να απεικονίςουμε τα δεδομζνα μασ ςτα πολυάρικμα 
διαγράμματα δυο μεταβλθτϊν τα οποία οφείλονται ςτισ αρχικζσ μασ παρατθριςεισ 
για τα δείγματα που εξετάηουμε. 

Αντί αυτοφ υπολογίηουμε τισ προβολζσ των αρχικϊν μασ παρατθριςεων, ςτο 
χϊρο που ορίηουν τα κφρια διανφςματα που ζχουμε κακορίςει. Συνεπϊσ,  κάνοντασ 
τισ γραφικζσ παραςτάςεισ ςε δυο διαςτάςεισ των κυρίων διανυςμάτων, 
ερμθνεφουμε το μεγαλφτερο ποςοςτό πλθροφορίασ που περιζχουν τα δεδομζνα 
μασ. 

 
 
 

3.7    ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΣΗ ΜΕΘΟΔΟΤ PCA   

 
 
Στθν παροφςα υποενότθτα, κα ερμθνεφςουμε τθ διαδικαςία που ςχετίηεται 

με τισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Οι τελευταίεσ αποτελοφν γραμμικοφσ ςυνδυαςμοφσ των 
αρχικϊν μασ μεταβλθτϊν και θ νζα αυτι κατθγορία μεταβλθτϊν που υπολογίηουμε 
μασ βοθκά ςτθ γενίκευςθ ςυμπεριφορϊν ςχετικά με χαρακτθριςτικά γνωρίςματα 
που περιζχει το δείγμα που μελετάμε. Αυτό μεταφράηεται ςτο ότι ςε κάκε 
ςυνιςτϊςα αποδίδεται ζνα διαφορετικό λανκάνον χαρακτθριςτικό. 

Γι’ αυτό το λόγο, πολλζσ φορζσ ςτθ βιβλιογραφία, οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ 
ςυναντϊνται ωσ λανκάνουςεσ μεταβλθτζσ (latent variables). Σθμαντικόσ για τθν 
ερμθνεία των κυρίων ςυνιςτωςϊν  είναι ο ρόλοσ που διαδραματίηει θ μιτρα 
φορτίων που ζχουμε αναφζρει. Τα φορτία που αυτι περιζχει, ερμθνεφονται ωσ οι 
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ςυνειςφορζσ (contributions) που ζχουν οι αρχικζσ μασ μεταβλθτζσ ςτο γραμμικό 
ςυνδυαςμό. Το παραπάνω μασ βοθκάει ςτον εντοπιςμό των μθχανιςμϊν που 
ςυγκροτοφν τθ φφςθ των δεδομζνων μασ. 

Ρράγματι, τα υψθλά φορτία των διαφορετικϊν μεταβλθτϊν ωσ προσ ζνα 
ςυγκεκριμζνο λανκάνων χαρακτθριςτικό ι γνϊριςμα, υποδεικνφουν ότι οι 
ςυγκεκριμζνεσ μεταβλθτζσ είναι ςυςχετιςμζνεσ μεταξφ τουσ. Αντικζτωσ θ 
ςυςχζτιςθ μεταξφ των μεταβλθτϊν δε δφναται να αποδειχκεί εάν τα φορτία τουσ 
ωσ προσ ζνα χαρακτθριςτικό είναι μικρά. 

Πςον αφορά τα pc–scores που αντλοφμε απ’ τθν ανάλυςθ μασ, κάνουμε τισ    
ακόλουκεσ παρατθριςεισ. Καταρχάσ, μελετάμε τον πίνακα των αποτελεςμάτων, 
κακϊσ γνωρίηουμε ότι όλεσ οι κφριεσ ςυνιςτϊςεσ είναι ορκογϊνιεσ μεταξφ τουσ και 
επομζνωσ τα αποτελζςματα παρουςιάηουν μθδενικό ςυντελεςτι ςυςχζτιςθσ για τισ 
κφριεσ ςυνιςτϊςεσ.  

Επομζνωσ, βάςει των γραφθμάτων που κάνουμε, αποκτοφμε πλθροφορίεσ 
για τισ ςχζςεισ ανάμεςα ςτα δείγματα. Σε περίπτωςθ που διακρίνουμε τθν φπαρξθ  
ςθμείων που βρίςκονται απομακρυςμζνα, τότε μποροφμε να υποκζςουμε τθν 
φπαρξθ ςφαλμάτων κατά τθ μζτρθςθ των δεδομζνων μασ. Αν ςυμβεί κάτι τζτοιο, 
μποροφμε να τα εξαλείψουμε απ’ το ςφνολο των δεδομζνων μασ και ακολοφκωσ να 
εφαρμόςουμε ξανά τθ μζκοδο τθσ Ανάλυςθσ Κυρίων Συνιςτωςϊν, λαμβάνοντασ 
αυτι τθ φορά καλφτερα και πιο αξιόπιςτα αποτελζςματα.  

Θ διαδικαςία αυτι μπορεί να επαναλθφκεί ζωσ ότου όλεσ οι πικανζσ 
ανωμαλίεσ που παρατθροφμε να ερμθνευκοφν και να οδθγθκοφμε ςε ζνα λογικό 
και εφλογο τελικό γράφθμα. Ζχοντασ αποκλείςει πλζον απ’ το δείγμα μασ  κάκε 
ανϊμαλθ μζτρθςθ, μποροφμε να ερμθνεφςουμε τθ ςχζςθ των αρχικϊν μεταβλθτϊν 
με τισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Κάκε κφρια ςυνιςτϊςα ερμθνεφεται με ζνα πλικοσ 
ςυςχετιςμζνων μεταβλθτϊν που ςυνειςφζρουν ςε αυτιν. Πμωσ όλεσ οι κφριεσ 
ςυνιςτϊςεσ διζπονται απ’ τθν ορκογωνιότθτα και  άρα δε ςχετίηονται μεταξφ τουσ. 
Επιπλζον θ κάκε κφρια ςυνιςτϊςα ερμθνεφει ζνα ςυγκεκριμζνο ποςοςτό επί τθσ 
ςυνολικισ διαςποράσ του δείγματοσ μασ και κάκε μεταβλθτι μασ μζςω τθσ μιτρασ 
φορτίου, μασ παρουςιάηει το ποςοςτό που και αυτι ςυνειςφζρει ςτθν ολικι 
διαςπορά. 

Επομζνωσ, προκειμζνου να αποφαςίςουμε και να κρίνουμε τισ ςυνειςφορζσ 
αυτζσ καλοφμαςτε να ορίςουμε με βάςθ το μζγεκοσ του φορτίου, τα διάφορα 
«επίπεδα» ςθμαντικότθτασ των ςυνειςφορϊν. Γνωρίηοντασ ότι τα φορτία τθσ 
παραπάνω μιτρασ αντιπροςωπεφουν τουσ ςυντελεςτζσ διαςποράσ ανάμεςα ςε 
κάκε μεταβλθτι και κάκε κφρια ςυνιςτϊςα, οδθγοφμαςτε ςτθν ποςοτικοποίθςθ τθσ 
ςυςχζτιςθσ μεταξφ κάκε μεταβλθτισ με κάκε ςυνιςτϊςα. Αυτό γίνεται με βάςθ 
υποκειμενικά κριτιρια που εξαρτϊνται κάκε φορά απ’ τον αναλυτι .  

Μποροφμε αυκαίρετα να υποκζςουμε ότι φορτία μεταξφ 0–0.5 τιμϊν ορίηουν 
χαμθλι ςυςχζτιςθ μεταξφ μεταβλθτισ και κφριασ ςυνιςτϊςασ, φορτία μεταξφ 0.5-
0.7 τιμϊν ορίηουν μζτριου επιπζδου ςυςχζτιςθ και τζλοσ φορτία 0.7–1 
υποδεικνφουν υψθλοφ επιπζδου ςυςχζτιςθ. Κακοριςτικό ρόλο, ςτθ παροφςα 
ερμθνεία παίηει και το πρόςθμο του φορτίου, κακϊσ κετικό πρόςθμο (+), 
υποδθλϊνει τθν ευκεία ςυςχζτιςθ μεταβλθτισ – κφριασ ςυνιςτϊςασ, ενϊ αρνθτικό 
πρόςθμο (-) υποδθλϊνει τθν αντίςτροφθ ςυςχζτιςθ. 

Ζςτω τϊρα ότι μια μεταβλθτι μασ παρουςιάηει υψθλό φορτίο μόνο για μια 
ςυγκεκριμζνθ ςυνιςτϊςα. Αυτό ερμθνεφεται με το ότι θ μεταβλθτι αυτι δεν ζχει 
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να κάνει κακόλου με τισ υπόλοιπεσ μεταβλθτζσ και θ πθγι τθσ ςυνδιαςποράσ τθσ 
είναι μοναδικι. 

 
 
 
 
 Στο ςθμείο αυτό κα προςπακιςουμε να απαρικμιςουμε περιλθπτικά  τα 

πλεονεκτιματα τθσ μεκόδου PCA, τα οποία τθν κατατάςςουν ανάμεςα ςτισ 
ςθμαντικότερεσ και πλζον δθμοφιλείσ πολυμεταβλθτζσ ςτατιςτικζσ τεχνικζσ. 
Ειδικότερα ςυνοψίηονται ωσ εξισ : 

 

 Ταχεία και αποτελεςματικι μακθματικι τεχνικι. 
 

 Οδθγεί ςε νζεσ μεταβλθτζσ (κφριεσ ςυνιςτϊςεσ) ορκογϊνιεσ μεταξφ  
τουσ,  ςυνεπϊσ αςυςχζτιςτεσ που διευκολφνει τθν ερμθνεία τουσ. 

 

 Ρροκαλεί μείωςθ των προσ εξζταςθ μεταβλθτϊν μασ, ςε περιπτϊςεισ  
μεγάλου πλικουσ δεδομζνων, με ελάχιςτθ ζωσ μθδαμινι απϊλεια 
πλθροφορίασ. 

 

 Μοντελοποιεί τα προβλιματα ςε ςφγχρονουσ επιςτθμονικοφσ και 
κλάδουσ τθσ βιομθχανίασ. 

 

 Μασ δίνει τθ δυνατότθτα εφρεςθσ διαφορϊν και ομοιοτιτων κατά τθν 
επεξεργαςία των δεδομζνων μασ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 65 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ  4.    Η ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ ΜΕΡΙΚΨΝ ΕΛΑΦΙΣΨΝ 

ΣΕΣΡΑΓΨΝΨΝ (PLS) 
 
 
Θ ζρευνα ςτθν επιςτιμθ και τθν τεχνολογία περιλαμβάνει τθ χριςθ εφκολων 

ςτθ μζτρθςθ μεταβλθτϊν προκειμζνου να εξθγθκεί ι να προβλεφκεί θ 
ςυμπεριφορά άλλων μεταβλθτϊν (αποκρίςεων). Πταν οι μεταβλθτζσ είναι λίγεσ τον 
αρικμό ι μθ ςυγγραμμικζσ, τότε χρθςιμοποιείται θ Ρολλαπλι Γραμμικι 
Ραλινδρόμθςθ. Πταν τουλάχιςτον μια απ’ τισ παραπάνω προχποκζςεισ δεν ιςχφει,  
χρθςιμοποιείται θ Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων, ςτα αγγλικά 
καλείται PLS (Partial Least Square Regression). 

Ρρόκειται για μια πρόςφατθ τεχνικι θ οποία ςυνδυάηει χαρακτθριςτικά τόςο 
τθσ Ραλινδρόμθςθσ Κυρίων Συνιςτωςϊν όςο και τθσ Ρολλαπλισ Γραμμικισ 
Ραλινδρόμθςθσ. Ρρωτοχρθςιμοποιικθκε ςτισ πολιτικζσ επιςτιμεσ από τον Herman 
Wold (1966), ςυγκεκριμζνα ςτον τομζα τθσ οικονομίασ. Αργότερα εφαρμόςτθκε 
ςτθν υπολογιςτικι χθμεία, ςτθν οργανολθπτικι αξιολόγθςθ και ςτισ μζρεσ μασ 
βρίςκει εφαρμογι ςτθ νευροαπεικόνιςθ (brain imaging). 

Ο όροσ PLS αναφζρεται ςε δυο ςυςχετιηόμενεσ μεκόδουσ, τθ ςυμμετρικι PLS 
ι PLSC (Partial Least Squares Correlation) και ςτθν αςφμμετρθ PLS ι PLSR (Partial 
Least Squares Regression). Στθν παροφςα μελζτθ κα αςχολθκοφμε εκτενϊσ με τθ 
δεφτερθ κακϊσ θ PLSC βρίςκει αποκλειςτικά εφαρμογι ςτθ νευροαπεικόνιςθ 
(neuroimaging). 
                  

4.1  ΠΕΡΙΓΡΑΥΗ ΣΗ ΜΕΘΟΔΟΤ PLS ΚΑΙ ΣΟΤ PLSR ΜΟΝΣΕΛΟΤ 
 
 
Ωσ γνωςτόν θ Ρολλαπλι Γραμμικι Ραλινδρόμθςθ χρθςιμοποιείται όταν τα 

δεδομζνα μασ περιγράφονται από πολλζσ μεταβλθτζσ. Στθν περίπτωςθ που οι 
μεταβλθτζσ μασ είναι αρκετά περιςςότερεσ απ’ τισ παρατθριςεισ μασ, λαμβάνουμε 
ζνα μοντζλο που ναι μεν προςαρμόηεται ςτα πειραματικά δεδομζνα, αλλά 
αποτυγχάνει να προβλζψει τα νζα δεδομζνα. Το φαινόμενο αυτό καλείται over-
fitting. 

Σε αντίκεςθ με τθν Ραλινδρόμθςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν, θ οποία βρίςκει 
ςυνιςτϊςεσ του πίνακα X  οι οποίεσ ερμθνεφουν καταλλιλωσ τον ίδιο πίνακα, θ 
Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων τετραγϊνων βρίςκει ςυνιςτϊςεσ του X , οι 
οποίεσ προβλζπουν με τον πλζον κατάλλθλο τρόπο τον Y . Βαςικι προχπόκεςθ 
είναι οι ςυγκεκριμζνεσ ςυνιςτϊςεσ να ερμθνεφουν τθ μζγιςτθ δυνατι 
ςυνδιαςπορά μεταξφ των X  και Y . Επομζνωσ, ςτόχοσ τθσ Ραλινδρόμθςθσ 
Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων είναι να εξάγει τισ λανκάνουςεσ μεταβλθτζσ 
(latent variables), οι οποίεσ ερμθνεφουν τθ μζγιςτθ τθσ διαςποράσ ςτθν απόκριςθ 
ενϊ παράλλθλα οδθγεί ςτθν καλι μοντελοποίθςθ των αποκρίςεων. Γι’ αυτό το 
λόγο το ακρϊνυμο PLS καλείται επίςθσ projection to latent structures (Wold et al., 
2001). 
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                                4.1.1  Σο  PLSR μοντέλο 
 
Ζςτω ότι τα δεδομζνα μασ περιγράφονται από  ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ ι 

αλλιϊσ προβλζπουςεσ (predictors) των N  παρατθριςεων που ςυλλζγονται ςε ζναν 
πίνακα X  και από  εξαρτθμζνεσ μεταβλθτζσ (αποκρίςεισ) των N
παρατθριςεων ςυγκεντρωμζνεσ ςε ζναν πίνακα Y . Ρριν τθν ανάλυςθ των 
δεδομζνων μασ, αυτά ςυχνά υπόκεινται ςε διαδικαςία μεταςχθματιςμοφ (scaling), 
όπωσ ζχουμε ιδθ περιγράψει. Στθν παρακάτω περιγραφι που κα παρακζςουμε κα 
είναι μεταςχθματιςμζνα (Wold et al., 2001). 

 
                              

 

Διάγραμμα 7. Τα δεδομζνα τθσ PLSR ςυλλζγονται ςε 2 πίνακεσ X και  Y .
13

 

 
 
Στόχοσ του μοντζλου Mερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων είναι θ εφρεςθ νζων 

μεταβλθτϊν που καλοφνται X scores , οι οποίεσ είναι εκτιμιτριεσ των 

λανκανουςϊν μεταβλθτϊν. Οι νζεσ μεταβλθτζσ X scores  ςυμβολίηονται με at

1,2,..,a A , όπου A  ο αρικμόσ των ςυνιςτωςϊν, είναι προβλζπουςεσ του πίνακα

Y  και ταυτόχρονα μοντελοποιοφν τον πίνακα X .  

Tα X scores είναι A  τον αρικμό και ορκογϊνια. Εκτιμϊνται ωσ γραμμικοί 

ςυνδυαςμοί των αρχικϊν kX
 μεταβλθτϊν με τουσ ςυντελεςτζσ ι “βάρθ” όπωσ 

                                                           
13

 Βλ Figure 1 ςτο Wold S. and Sjostrom M. and Eriksson L. (2001). PLS-Regression: a basic tool of 
chemometrics, Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems, vol.58 p. 113. Μετατροπι 
ςχιματοσ: Σταυρινίδθσ Σταφροσ-Κων/νοσ. 
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αλλιϊσ ονομάηονται *

kaw , 1,2,..,a A . Συχνά, οι ςυντελεςτζσ αυτοί μπορεί να 

αναγράφονται και ωσ kar . 

Ακολουκοφν οι παραπάνω τφποι τόςο ςε μορφι ςτοιχείων όςο και ςε μορφι 
πινάκων (μζςα ςε παρζνκεςθ). 

 
 

                       *

ia ik ka

k

t X W               *( )T XW                                        (4.1) 

 

Τα X scores ζχουν τισ ακόλουκεσ ιδιότθτεσ : 
 

Α) Ρολλαπλαςιάηονται με τα φορτία (loadings) akp , καλζσ “περιλιψεισ” του

X , ϊςτε τα X -υπόλοιπα ςτθν παρακάτω εξίςωςθ να είναι μικρά : 
 

                      
ik ia ak ikX t p e



             T( +E)X TP                                       (4.2) 

 
 
Πταν τα δεδομζνα μασ περιζχουν πάνω  από μια εξαρτθμζνθ μεταβλθτι  

( M>1), τότε τα αντίςτοιχα Y-scores , τα οποία ςυμβολίηονται με au ,  

1,2,..,a A , πολλαπλαςιάηονται με τα “βάρθ” amc , τα οποία είναι καλζσ 

“περιλιψεισ” του Y , ϊςτε τα υπόλοιπα ikg
 ςτθν παρακάτω εξίςωςθ να είναι μικρά:  

 

                     im ia am im

a

y u c g           T( +G)Y UC                                           (4.3) 

 
 

B) Tα X scores είναι καλζσ προβλζπουςεσ του Y  όπωσ φαίνεται ςτθν 
ακόλουκθ εξίςωςθ : 

 
 

               im ia am im

a

y t c f                 T( +F)Y TC                                              (4.4) 

 
 

Τα Y-ππόινηπα imf
 αποτελοφν τα ςτοιχεία του πίνακα υπολοίπων F , και 

ταυτόχρονα εκφράηουν τισ αποκλίςεισ μεταξφ των παρατθρθκζντων και των 
προβλεπόμενων τιμϊν. Θ παραπάνω εξίςωςθ, λόγω τθσ  (4.1)  μπορεί να γραφτεί 
ωσ ζνα πολλαπλό γραμμικό μοντζλο Ραλινδρόμθςθσ. Ρράγματι γράφεται με τθν 
ακόλουκθ μορφι : 

          
           

            
 

*

im ik ka am im ik km im

k a k

y x w c f x b f     
                                         (4.5)

 

                  * T( )Y XW C F XB F     
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όπου kmb  οι ςυντελεςτζσ τθσ PLS  Ραλινδρόμθςθσ. Μποροφν να γραφτοφν ωσ :                                                   

                                     

                   *

km ka am

a

b w c         ( T*B W C )                                                  (4.6) 

 
 

Oι παραπάνω b  ςυντελεςτζσ δεν είναι ανεξάρτθτοι εκτόσ κι αν ο αρικμόσ των 
PLSR ςυνιςτωςϊν, A , ιςοφται με τον αρικμό των X  μεταβλθτϊν k . Στθν ειδικι 

περίπτωςθ όπου ζχουμε μόνο μια Y μεταβλθτι δθλαδι M=1 και ο πίνακασ TXX  
είναι διαγϊνιοσ, τότε απουςιάηει θ δομι ςυςχζτιςθσ ςτον πίνακα X  και το μοντζλο 
μασ εκφυλίηεται ςε ζνα μοντζλο Ρολλαπλισ Γραμμικισ Ραλινδρόμθςθσ. Τότε οι 
ςυντελεςτζσ Ραλινδρόμθςθσ τόςο για τθν Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων 

Τετραγϊνων όςο και για τθν Ρολλαπλι Γραμμικι Ραλινδρόμθςθ ιςοφνται με  
T

1 1w c
 

κακϊσ θ λφςθ προκφπτει για μια μόνο ςυνιςτϊςα. 
Επιςτρζφουμε τϊρα ςτθν περιγραφι του μοντζλου τθσ Ραλινδρόμθςθσ  

Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων. Μετά από κάκε ςυνιςτϊςα, a , ο πίνακασ X  
υφίςταται ελάττωςθ (deflation), κακϊσ αφαιρείται θ ποςότθτα *

ia akt p   από το ikx . 

Σε μορφι πινάκων αφαιροφμε το 
T

a at p
 από τον X . Ζτςι το μοντζλο 

Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων εκφράηεται ςε βάρθ aw , τα οποία 

αναφζρονται ςτα υπόλοιπα προθγοφμενθσ διάςταςθσ, 1aE  , αντί να ςχετίηονται με 

τισ X  μεταβλθτζσ. Τότε αντί τθσ εξίςωςθσ (4.1) μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε 
(Wold et al., 2001): 

 
                                  

                
, 1ia ka ik a

k

t w e                        1( )a a at E W                                          (4.7a)    

 

               , 1 , 2 , 1 1,ik a ik a i a a ke e t p           
T

1 2 1 1( )a a a aE E t p                             (4.7b)    

 

               ,0ik ike X                                 0( )E X                                                  (4.7c) 

 
 
 

Τα βάρθ w , μποροφν να μεταςχθματιςτοφν ςτα *w  τα οποία ςχετίηονται 

άμεςα με τον X , ςφμφωνα με τθ ςχζςθ (4.1). Τα w και *w  ςχετίηονται μεταξφ τουσ 
ςφμφωνα με τθν : 

                                                    
                        

                                      * T -1( )W W P W                                                                   (4.8) 
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Πςον αφορά τον πίνακα Y , αυτόσ μπορεί να ελαττωκεί αφαιρϊντασ τθν 

ποςότθτα 
T

a at c , κάτι που όμωσ δεν είναι απαραίτθτο κακϊσ τα αποτελζςματα που 

λαμβάνουμε παραμζνουν ίδια. Ραρατθρϊντασ τον παραπάνω αλγόρικμο που μόλισ 
περιγράψαμε, προκφπτουν τα εξισ ςυμπεράςματα : 

 

το πρϊτο διάνυςμα βάρουσ, 1w , είναι το πρϊτο ιδιοδιάνυςμα του 

ςυνδυαςμζνου πίνακα ςυνδιαςποράσ T TX YY X  και τα επόμενα διανφςματα 
βάρουσ, με a  ςυνιςτϊςεσ, είναι τα ιδιοδιανφςματα που αντιςτοιχοφν ςτισ 
ελαττωμζνεσ μορφζσ του ίδιου πίνακα που ζχει τϊρα τθ μορφι :  

 
 

                                         
T T T

a aZ YY Z                                                                 (4.9) 

 
 

όπου 
T

1 1 1a a a aZ Z T P    . 

 

Ομοίωσ, το πρϊτο διάνυςμα των X scores , 1t  ,είναι ζνα ιδιοδιάνυςμα του
T TXX YY και τα επόμενα διανφςματα των X scores , δθλαδι τα at , είναι 

ιδιοδιανφςματα του πίνακα  
T T

a aZ Z YY . 

Οι ςχζςεισ αυτζσ των ιδιοδιανυςμάτων υποδεικνφουν ότι τα διανφςματα των 

βαρϊν aw
 ςχθματίηουν ζνα ορκοκανονικό ςφνολο και ότι τα διανφςματα των

X scores , at , είναι ορκογϊνια μεταξφ τουσ. Αντικζτωσ τα διανφςματα των 

φορτίων, ap , όπωσ και τα Y scores , au  , δεν είναι ορκογϊνια μεταξφ τουσ. Τα au
 

όμωσ και τα ap
 είναι ορκογϊνια με τα  at  και τα aw

 αντίςτοιχα. 

   
 

4.2  ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΣΟΤ ΜΟΝΣΕΛΟΤ PLSR 

 
 
Ππωσ ζχουμε ιδθ περιγράψει, το Μοντζλο Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν 

Ελαχίςτων Τετραγϊνων ςχθματίηει νζεσ X  μεταβλθτζσ, τισ εκτιμιςεισ at  , οι οποίεσ 

είναι γραμμικοί ςυνδυαςμοί των αρχικϊν μασ X  μεταβλθτϊν και ακολοφκωσ 

χρθςιμοποιεί τισ at  ωσ προβλζπουςεσ του πίνακα Y . 

Ζτςι βάςει του αλγορίκμου που περιγράψαμε ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα 

κακορίηονται οι παράμετροι , ,t u w  ι *,w ,p c . Πςον αφορά τα X scores  και τα 

Y scores , at  και au  αντίςτοιχα, περιζχουν τισ πλθροφορίεσ ςχετικά με τισ 

ςυνιςτϊςεσ κακϊσ και τισ ομοιότθτεσ και τισ διαφορζσ μεταξφ τουσ ςε αντιςτοιχία 

πάντα με το δοκζν πρόβλθμα. Σχετικά τϊρα με τα βάρθ aw  ι *aw
 και ac , θ 

ςυνειςφορά τουσ ςτθ μελζτθ ςυνίςταται ςτα ακόλουκα (Wold et al., 2001): 
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Ραρζχουν τθν πλθροφορία ςχετικά με τον τρόπο που οι μεταβλθτζσ 

ςυνδυάηονται προκειμζνου να ςχθματίςουν τθν ποςοτικι ςχζςθ ανάμεςα ςτουσ X  
και Y  πίνακεσ. Ζτςι κατορκϊνουν να ερμθνεφςουν τα at  και au . Επιπλζον ανάλογα 

με τθν τιμι τουσ, τα βάρθ είναι απαραίτθτα για τθν κατανόθςθ του ποιεσ X  
μεταβλθτζσ είναι ςθμαντικζσ για τθν ερμθνεία του μοντζλου μασ. Τζτοιεσ 

μεταβλθτζσ ζχουν αντίςτοιχεσ υψθλζσ τιμζσ των aw . Ραρόμοιεσ τιμζσ των aw , 

υποδεικνφουν ότι οι αντίςτοιχεσ μεταβλθτζσ τουσ παρζχουν παρόμοιεσ 
πλθροφορίεσ. 

Τζλοσ τα βάρθ aw , εκφράηουν τόςο τισ “κετικζσ” ςυςχετίςεισ ανάμεςα ςτουσ 

X  και Y , όςο και τισ “ςυςχετίςεισ αποηθμίωςθσ” (compensation correlations) που 
είναι απαραίτθτεσ για τθν πρόβλεψθ του Y  από τον X  με βάςθ τθ δευτερεφουςα 
διαςπορά ςτον X . Θ τελευταία είναι οποιαδιποτε πλθροφορία που περιζχεται 
ςτον X  και δε ςχετίηεται με τον πίνακα Y . 

Πςον αφορά τϊρα τα υπόλοιπα (residuals), πρόκειται για το μζροσ των 
δεδομζνων μασ το οποίο αδυνατεί να εξθγιςει το μοντζλο μασ. Ραρ’ όλα αυτά, τα 
υπόλοιπα παρζχουν διαγνωςτικό ενδιαφζρον. Συγκεκριμζνα, υψθλζσ τιμζσ των Y

υπολοίπων δείχνουν ότι το μοντζλο είναι αςκενζσ, δεν προςαρμόηεται δθλαδι 
κατάλλθλα ςτα δεδομζνα. Στθν περίπτωςθ αυτι, ςυνίςταται θ εφαρμογι ενόσ 
διαγράμματοσ κανονικισ πικανότθτασ (normal probability plot) των υπολοίπων 
μιασ Y  μεταβλθτισ, προκειμζνου να διαπιςτωκεί θ φπαρξθ ακραίων τιμϊν 
(outliers) ςτθ ςχζςθ μεταξφ των  T   και Y . 

Θ Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων ςε αντιςτοιχία με τα Y

υπόλοιπα, περιζχει και υπόλοιπα όςον αφορά τον πίνακα X . Ρρόκειται για το 
μζροσ των δεδομζνων που δε χρθςιμοποιοφνται ςτθ μοντελοποίθςθ του πίνακα  
Y . Είναι χριςιμα για τθ διαπίςτωςθ φπαρξθσ ακραίων τιμϊν ςτον X  χϊρο. 

 
 
                                               

 

4.3  ΓΕΨΜΕΣΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΣΟΤ MONTΕΛΟΤ PLSR 
 

 
Θ Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων είναι μια μζκοδοσ 

προβολισ και ςυνεπϊσ ζχει μια απλι γεωμετρικι ερμθνεία ωσ θ προβολι ενόσ 

πίνακα X , πλικοσ από N  ςθμεία ςε ζναν χϊρο διάςταςθσ K , ςε ζνα 

υπερεπίπεδο διάςταςθσ A , με τζτοιο τρόπο ϊςτε οι ςυντεταγμζνεσ τθσ προβολισ, 

at , όπου 1,2,...,a A , να είναι καλζσ προβλζπουςεσ του Y , όπωσ φαίνεται ςτο 

ακόλουκο διάγραμμα : 
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Διάγραμμα 8.  Η γεωμετρικι αναπαράςταςθ τθσ PLSR. O X πίνακασ αναπαρίςταται με N ςθμεία 

ςτον K -διάςτατο χϊρο όπου κάκε ςτιλθ kx
 του X ορίηει ζναν άξονα ςυντεταγμζνων.

14
 

 
 

H κατεφκυνςθ του επιπζδου εκφράηεται με τθ μορφι κλίςεων, akp , τθσ κάκε 

κατεφκυνςθσ κάκε ςυνιςτϊςασ του επιπζδου ςε αντιςτοιχία με κάκε άξονα 

ςυντεταγμζνων kx . Θ κλίςθ αυτι, που μόλισ αναφζραμε, είναι το ςυνθμίτονο τθσ 

γωνίασ μεταξφ τθσ κάκε κατεφκυνςθσ και  κάκε άξονα ςυντεταγμζνων. 
Με τον τρόπο αυτό, θ Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων, 

αναπτφςςει ζνα υπερεπίπεδο διάςταςθσ A  ςτον X  χϊρο, ζτςι ϊςτε το επίπεδο 
αυτό να προςεγγίηει τον X  και ταυτόχρονα οι κζςεισ των προβαλλόμενων 

ςθμείων των δεδομζνων του επιπζδου, που περιγράφονται από τα X scores , iat , 

να ςχετίηονται με τισ τιμζσ των αποκρίςεων imY . 

 
 

4.4  Ο ΑΡΙΘΜΟ ΣΨΝ Τ-ΜΕΣΑΒΛΗΣΨΝ ΚΑΘΕ ΥΟΡΑ 

 
Βαςικι ιδιότθτα τθσ Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων είναι θ 

ικανότθτα τθσ να μοντελοποιεί και να αναλφει πολλζσ Y  μεταβλθτζσ ταυτόχρονα, 
κάτι που μασ δίνει μια καλφτερθ εικόνα απ’ ότι όταν ζχουμε ζνα ξεχωριςτό μοντζλο 

                                                           
14

 Π.π . Figure 2, p. 115. 
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για κάκε μια Y  μεταβλθτι. Στθν περίπτωςθ όμωσ που ζχουμε ςυςχετιςμζνεσ Y

μεταβλθτζσ, αυτζσ οφείλουν να αναλυκοφν ταυτόχρονα ςτο ίδιο μοντζλο. Εάν 
όμωσ οι μετριςεισ των Y  μεταβλθτϊν, αφοροφν διαφορετικά αντικείμενα, δθλαδι 
είναι ςχεδόν ανεξάρτθτεσ, τότε το PLSR μοντζλο περιζχει πολλζσ ςυνιςτϊςεσ και 
επομζνωσ είναι αρκετά δφςκολο να ερμθνευκεί. Τότε ςυνίςταται θ ξεχωριςτι 
μοντελοποίθςθ των Y  μεταβλθτϊν, λαμβάνοντασ ζτςι ζνα ςφνολο απλοφςτερων 
μοντζλων λιγότερων διαςτάςεων, που είναι ευκολότερα ςτθν ερμθνεία (Wold et 
al., 2001). 

 

 

4.5        Ο ΑΡΙΘΜΟ ΣΨΝ PLS ΤΝΙΣΨΨΝ, Α 

 
 
Ππωσ ςε κάκε μοντζλο Ραλινδρόμθςθσ, ζτςι και ςτθν Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν 
Ελαχίςτων Τετραγϊνων, απαραίτθτοσ κεωρείται ο κακοριςμόσ τθσ ςωςτισ 
πολυπλοκότθτασ (complexity) του μοντζλου μασ. Λόγω τθσ φπαρξθσ πολλϊν και 
ςυςχετιςμζνων μεταξφ τουσ X  μεταβλθτϊν, ελλοχεφει ο κίνδυνοσ να πάρουμε ζνα 
υπεροριςμζνο μοντζλο, δθλαδι ζνα μοντζλο ναι μεν καλά προςαρμοςμζνο ςτα 
δεδομζνα μασ, αλλά με λίγθ ζωσ μθδαμινι ικανότθτα πρόβλεψθσ. Επομζνωσ 
απαραίτθτθ είναι θ καταςκευι ενόσ ελζγχου όπου κα διαπιςτϊνεται θ 
ςθμαντικότθτα ςτθν πρόβλεψθ κάκε PLS  ςυνιςτϊςασ. Μάλιςτα, όταν οι εξαγόμενεσ 
ςυνιςτϊςεσ παφουν να είναι ςθμαντικζσ κα ςταματάμε. Αυτόσ ο ζλεγχοσ δφναται να 
πραγματοποιθκεί μζςω τθσ τεχνικισ του CV (Cross Validation).  

Ρρόκειται για μια ευρζωσ διαδεδομζνθ τεχνικι, ςθμαντικι για τθν ανάλυςθ 
τθσ PLSR, μζςω τθσ οποίασ τα δεδομζνα χωρίηονται ςε ζναν αρικμό ομάδων, ζςτω G 
και ακολοφκωσ αναπτφςςεται ζνα πλικοσ παράλλθλων μοντζλων με μειωμζνα 
δεδομζνα, κακϊσ μια ομάδα διαγράφεται κάκε φορά. Στθν περίπτωςθ που ζχουμε 
G N , δθλαδι ο αρικμόσ των ομάδων ςυμπίπτει με τον αρικμό των 
παρατθριςεων, τότε ςυνίςταται θ αποφυγι εφαρμογισ τθσ ςυγκεκριμζνθσ τεχνικισ 
(Wold et al., 2001).  

Ζτςι κάκε φορά που αναπτφςςεται ζνα μοντζλο μζςω τθσ CV τεχνικισ, 
υπολογίηονται οι διαφορζσ μεταξφ των αρχικϊν και των προβλεπόμενων Y  τιμϊν 
για τα δεδομζνα που ζχουν διαγραφεί. Ακολοφκωσ υπολογίηεται το άκροιςμα των 
τετραγϊνων αυτϊν των διαφορϊν, απ’ όλα τα παράλλθλα μοντζλα, το οποίο δίνει 
το PRESS (Predicted-Residual-Sum-Of-Squares). To PRESS εκτιμά τθν ικανότθτα 
πρόβλεψθσ του μοντζλου μασ και το οποίο κα περιγράψουμε ςτθ ςυνζχεια. Θ 
χριςθ τθσ τεχνικισ τθσ CV μπορεί να πραγματοποιθκεί επαναλθπτικά (sequential 
mode). Τότε το CV εφαρμόηεται ςε κάκε ςυνιςτϊςα μετά τθν άλλθ, αλλά θ 
διαδικαςία τθσ αποφλοίωςθσ (peeling off) που περιγράφτθκε ςτθ ςχζςθ (4.7b) 
πραγματοποιείται μόνο μια φορά, ςτουσ αρχικοφσ πίνακεσ που περιζχουν όλα τα 
δεδομζνα (full data matrices).  

Στθ ςυνζχεια οι εναπομείναντεσ πίνακεσ υπολοίπων E  και F  διαχωρίηονται 
ςε ομάδεσ, προκειμζνου να εφαρμοςτεί θ CV για τθν επόμενθ ςυνιςτϊςα. Μετά 

από κάκε ςυνιςτϊςα, υπολογίηεται ο λόγοσ 1/a aPRESS SS  , όπου μια ςυνιςτϊςα 
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χαρακτθρίηεται ςθμαντικι εάν ο παραπάνω λόγοσ είναι μικρότεροσ από περίπου 
0.9 . Εναλλακτικά χρθςιμοποιοφνται οι υποκζςεισ των αποτελεςμάτων των Waking 

και Morris. Θ παραπάνω ποςότθτα 1aSS   επεξθγεί το προςαρμοςμζνο άκροιςμα 

τετραγϊνων των υπολοίπων πριν τθν τρζχουςα ςυνιςτϊςα, εδϊ τθν a . Οι 
υπολογιςμοί των παραπάνω λόγων ςυνεχίηονται μζχρι μια ςυνιςτϊςα να κρικεί 
αςιμαντθ (non-significant). 

Μια άλλθ δυνατι επιλογι είναι θ χριςθ του “total CV”. Στθν περίπτωςθ αυτι, 
αρχικά χωρίηουμε τα δεδομζνα μασ ςε ομάδεσ και ακολοφκωσ υπολογίηουμε το 

PRESS  για κάκε ςυνιςτϊςα, πραγματοποιϊντασ ξεχωριςτι διαδικαςία 
αποφλοίωςθσ των πινάκων κάκε ομάδασ CV. Τότε χρθςιμοποιείται εκείνο το 
μοντζλο με τον αντίςτοιχο αρικμό ςυνιςτωςϊν που δίνει τθ μικρότερθ τιμι του 
λόγου / ( 1)PRESS N A  .  

Συνοψίηοντασ, το PRESS  υπολογίηεται και με τουσ δυο παραπάνω τρόπουσ 
προκειμζνου να αποφαςίςουμε τον αρικμό των ςυνιςτωςϊν που κα διατθριςουμε 

και κα μελετιςουμε. Αυτό μπορεί να εκφραςτεί ομοίωσ με το 2Q  (cross validated  
2R ), όπου 2Q =1 /PRESS SS , με SS  να είναι το άκροιςμα τετραγϊνων του Y

διορκωμζνου για το μζςο (corrected for the mean). H παραπάνω ποςότθτα μπορεί 

να ςυγκρικεί με το 2 (1 / )R RSS SS  , όπου το RSS  είναι το προςαρμοςμζνο 

άκροιςμα τετραγϊνων των υπολοίπων. Ρροφανϊσ, ςε περίπτωςθ που ζχουμε ζναν 

αρικμό Y  μεταβλθτϊν, υπολογίηονται οι ποςότθτεσ 
2

mR
 και  

2

mQ
 για κάκε μια απ’ 

τισ Y  μεταβλθτζσ, my . Στο ςθμείο αυτό κα επιχειριςουμε να δϊςουμε μια 

αναλυτικι περιγραφι του PRESS  κακϊσ και του Cross-Validation, τα οποία 
αναφζρκθκαν παραπάνω. 

 
 
 
 

                      4.5.1  Περιγραφή  του στατιστικού PRESS 

 
H χριςθ του ςτατιςτικοφ PRESS , όπωσ ζχει τονιςτεί, ςυνίςταται ςτθ μζτρθςθ 

τθσ εγκυρότθτασ ενόσ μοντζλου Ραλινδρόμθςθσ (regression model validity) αλλά 
και ςτθ δυνατότθτα απόδοςθσ τθσ πρόβλεψθσ (potential performance in prediction) 

(Montgomery et al., 2006). Το PRESS  υπόλοιπο δίνεται απ’ τθ ςχζςθ : 
 
 

                                         ( ) ( )
ˆ

i i ie y y                                                                 (4.10) 

 
 

όπου ( )
ˆ

iy
 
είναι θ προβλεπόμενθ τιμι ενόσ προςαρμοςμζνου μοντζλου, όταν ζχει 

παρακρατθκεί θ i -ςτθ παρατιρθςθ. Τότε : 
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                          2 2

( ) ( )

1 1

ˆe [ ]
n n

i i i

i i

PRESS y y
 

                                                 (4.11) 

 
 

Ραρ’ όλο που αρχικά φαίνεται ότι για τον υπολογιςμό του PRESS , απαιτείται 
θ προςαρμογι n  αρικμοφ Ραλινδρομιςεων, είναι εφικτό να υπολογίςουμε τθν 
τιμι του λαμβάνοντασ τα αποτελζςματα μιασ προςαρμογισ ελαχίςτων τετραγϊνων 

ςε όλεσ τισ n  παρατθριςεισ. Για τθν καλφτερθ περιγραφι, ζςτω ( )
ˆ

i
 
το διάνυςμα 

των ςυντελεςτϊν Ραλινδρόμθςθσ ζχοντασ κατακρατιςει τθν i -ςτθ παρατιρθςθ. 
Τότε ζχουμε : 

 
 

                           1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ [ ]i i i i iy                                                                     (4.12) 

 
 

όπου  ( )i
 
και ( )iy

 
τα   και *w c  διανφςματα με τθν i -ςτθ παρατιρθςθ να ζχει 

παρακρατθκεί. Ζτςι το i -ςτο PRESS  υπόλοιπο μπορεί να γραφτεί ωσ : 
 

 
 

            1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ˆˆe ( )T T

i i i i i i i i i i i iy y y x y x y                                (4.13)    

       
 
 

Υπάρχει μια ςτενι ςχζςθ μεταξφ των 1( )    και 1

( ) ( )[ ]i i

  
 

πινάκων. 

Συγκεκριμζνα ιςχφει : 
 

 

                              
1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )
[ ] ( )

1

i i
i i

ii

x x

h

    
       

     


                  (4.14) 

                      
 

με 1( )ii i ih x x      να είναι τα διαγϊνια ςτοιχεία του πίνακα H. Χρθςιμοποιϊντασ 

τθν (4.14)  ζχουμε : 
 

 

                     
1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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1

i i
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1 1

( ) ( ) ( ) ( )(1 ) (1 ) ( ) ( )

1

ii i ii i i i ii i i i

ii

h y h x y h x y

h

                



 

                       
1

( ) ( )(1 ) ( )

1

ii i i i i

ii

h y x y

h

       



. 

 

Επειδι όμωσ ( ) ( )i i i iy y x y      θ παραπάνω ιςότθτα γράφεται : 

 
 

                    
1

( )

(1 ) ( ) ( )

1

ii i i i i
i

ii

h y x y x y
e

h

        



 

                         
1 1(1 ) ( ) ( )

1

ii i i i i i

ii

h y x y x x y
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ˆ(1 )

1

ii i i ii i

ii

h y x h y
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                                                  =
ˆ

1

i i

ii

y x

h




                                                                       (4.15) 

 

Ζτςι ο αρικμθτισ τθσ παραπάνω ςχζςθσ αποτελεί το ςφνθκεσ (ordinary) υπόλοιπο ei  
το οποίο προκφπτει από μια προςαρμογι ελαχίςτων τετραγϊνων ςε όλεσ τισ n

παρατθριςεισ. Συνεπϊσ το i -ςτο PRESS  υπόλοιπο ιςοφται με : 
  

 

                                           
( )

1

i
i

ii

e
e

h



                                                           (4.16)                                                     

 
 

Επομζνωσ, κακϊσ το PRESS  είναι το άκροιςμα τετραγϊνων των υπολοίπων των 

PRESS  υπολοίπων, ζνασ απλόσ υπολογιςτικόσ τφποσ είναι : 
 

 

                                         2

1

( )
1

n
i

i ii

e
PRESS
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                                            (4.17)                                
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    4.5.2  Περιγραφή του Cross  Validation 
 
Ρρόκειται για μια ςυνικθ ςτατιςτικι τεχνικι, θ οποία περιλαμβάνει 

επαναχρθςιμοποίθςθ (reusing) κακϊσ και εκ νζου δειγματολθψία (resampling) των 
δεδομζνων μασ. Είναι μια μζκοδοσ εκτίμθςθσ του ςφάλματοσ πρόβλεψθσ όταν 
προςαρμόηουμε μια ςυνάρτθςθ που ςχετίηεται με δυο ι περιςςότερεσ μεταβλθτζσ. 
Για να δοφμε τθν τιμι του Cross Validation, πρζπει πρϊτα να εκτιμιςουμε τθ 
διαφορά μεταξφ του προςαρμοςμζνου ςφάλματοσ (fitted error) και του ςφάλματοσ 
πρόβλεψθσ (predictive error) (Alun, 2009). 

Για παράδειγμα, κακϊσ εφαρμόηουμε τθν Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων 
Τετραγϊνων του Y  ςτον X , ζνα δείγμα παρατθριςεων αποτελοφμενο από δυο 

μεταβλθτζσ, 1 1( , ),...., ( , )n nY Y  , ελαχιςτοποιοφμε το προςαρμοςμζνο ςφάλμα : 

 
 

                              2 2

1 1

ˆˆ ˆ( ) ( ( ))
n n

i i i i

i i

Y Y Y a b
 

                                                    (4.18) 

 
 
Ραρ’ όλα αυτά, εάν βαςικό μασ μζλθμα αποτελεί θ πρόβλεψθ τθσ επόμενθσ 

τιμισ του Y , δθλαδι τθσ 1nY  , κακϊσ μασ δίνεται μόνο θ επόμενθ τιμι του X , 

δθλαδι θ 1nX  , θ ςυνάρτθςθ που καλοφμαςτε να ελαχιςτοποιιςουμε είναι θ : 

 
      

                                   
2

1 1
ˆˆ( ))n nY a b                                                                     (4.19) 

 
 

όπου τα â  και b̂  ζχουν επιλεγεί δίχωσ τθ χρθςιμοποίθςθ των τιμϊν των 1nX   και 

1nY  . Μια ςυχνά χρθςιμοποιοφμενθ τεχνικι εκτίμθςθσ του ςφάλματοσ πρόβλεψθσ 

είναι ο διαχωριςμόσ του δείγματοσ ςτθ μζςθ. Το πρϊτο μιςό κα χρθςιμοποιθκεί για 
τον υπολογιςμό του προςαρμοςμζνου ςφάλματοσ ενϊ το δεφτερο μιςό κα 
χρθςιμοποιθκεί για τθν εκτίμθςθ του ςφάλματοσ πρόβλεψθσ. Ζτςι κα ζχουμε ζνα 
δείγμα για προςαρμογι (fitting) και ζνα για επικφρωςθ (validation), γνωςτά και ωσ 
training set και testing set αντίςτοιχα (Alun, 2009).  

Ζνα τζτοιο εγχείρθμα όμωσ μπορεί να είναι πολυδάπανο. Ρρζπει όμωσ να 
προςαρμόςουμε ζνα καλφτερο μοντζλο ςυμπεριλαμβάνοντασ όλα μασ τα 
δεδομζνα. Συνεπϊσ εμφανίηεται το ερϊτθμα του αν μποροφμε ακόμα να πάρουμε 
μια εκτίμθςθ για το ςφάλμα πρόβλεψθσ. Γι’ αυτόν ακριβϊσ το ςκοπό ζχει επινοθκεί 
θ τεχνικι του Cross Validation. Θ τεχνικι αυτι ακολουκεί τα εξισ ςτάδια : 

 

 Δθμιουργία ενόσ δείγματοσ δυο μεταβλθτϊν 1 1( , ),...., ( , )n nY Y   

 

 Για 1i   ζωσ n  

-αφινει το ςθμείο ( , )i iX Y εκτόσ του δείγματοσ, 
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-προςαρμόηει το μοντζλο ( )iY f X
 

χρθςιμοποιϊντασ τα εναπομείναντα 

ςθμεία, 
-υπολογίηει τθν προβλεπόμενθ τιμι του αποκλειςμζνου ςθμείου : 
 
 

                                                    ˆ ( )i i iY f X 
                                                 (4.20) 

 
 
-εκτιμά το ςφάλμα πρόβλεψθσ χρθςιμοποιϊντασ : 
 

                                               2

1

ˆ( )
n

i i

i

Y Y




                                                   (4.21)  

             
                          

 
 

Ραρατθροφμε ότι το προςαρμοςμζνο και το ςφάλμα πρόβλεψθσ μοιάηουν 
αρκετά. Θ τεχνικι του Cross Validation δε χρθςιμοποιείται κυρίωσ για τθν εκτίμθςθ 
των παραμζτρων μιασ προςαρμογισ, αλλά για τθν επιλογι μεταξφ διαφορετικϊν 
μοντζλων. Για παράδειγμα ασ υποκζςουμε ότι ζχουμε να εξετάςουμε δυο μοντζλα, 
μια γραμμικι και μια τετραγωνικι προςαρμογι όπωσ φαίνεται ακολοφκωσ : 

 
 

                                                 Y a bX   
                                                  2Y a bX cX                                            (4.22) 
 
 
Είναι γνωςτό ότι το προςαρμοςμζνο ςφάλμα για το τετραγωνικό μοντζλο κα 

είναι πάντα μικρότερο απ’ το αντίςτοιχο ςφάλμα του γραμμικοφ μοντζλου. 
Απεναντίασ το ςφάλμα πρόβλεψθσ ενδζχεται να μθν είναι μικρότερο και αυτό 
μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ωσ κριτιριο επιλογισ του μοντζλου.  

Ειδικότερα, ςτο 5ο Κεφάλαιο τθσ παροφςθσ, κατά τθν πρακτικι εφαρμογι των 
μεκόδων Ραλινδρόμθςθσ PCR και PLSR, καλοφμαςτε να κρίνουμε με βάςθ τθν 
κανονικι εκτιμιτρια CV και τθ διορκωμζνθ εκτιμιτρια adjCV των Mevik και 
Cederkvist (2004) τθν εγκυρότθτα του κάκε μοντζλου που ζχουμε προςαρμόςει. 
Συγκεκριμζνα, τα validation results που μασ επιςτρζφει θ R είναι με τθν RMSEP 
μορφι (root mean squared error of prediction).  

Στο ςθμείο αυτό κα παρακζςουμε τισ εκτιμιτριεσ MSEP (mean squared error 
of prediction) των Mevik και Cederkvist (2004) με τθ διαφορά ότι δε λαμβάνεται θ 
τετραγωνικι ρίηα τουσ, δεν είναι δθλαδι root mean squared. Ζςτω ότι ζχουμε ζνα 

ςφνολο δεδομζνων {( , )}i iL x y  αποτελοφμενο από Ln  παρατθριςεισ και μια 

προβλζπουςα (predictor) Lf  πάνω ςτο ςφνολο L , με το ςφνολο L  να αποτελεί ζνα 

τυχαίο δείγμα μιασ ςυγκεκριμζνθσ κατανομισ. 
Για τθν κανονικι εκτιμιτρια CV κάνουμε τα εξισ : 

Χωρίηουμε το ςφνολο δεδομζνων L , τυχαία ςε K  το πλικοσ τμιματα kL , όπου 

1,2,...,k K  ιδίου μεγζκουσ με kf  να είναι θ προβλζπουςα πάνω ςτο \ kL L , 
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δθλαδι ςε όλεσ τισ παρατθριςεισ που δεν ανικουν ςτο 
kL . Θ Κ-fold cross validation 

εκτιμιτρια είναι θ : 
 

                                  2

.

1

1
( ( ) )

k

K

cv K k i i

k i LL

MSEP f x y
n  

                                            (4.23) 

 
όπου το εςωτερικό άκροιςμα λαμβάνεται ςτισ παρατθριςεισ του k -ςτου τμιματοσ. 
Θ εκτιμιτρια αυτι  ςυχνά καλείται mean squared error of cross-validation (MSECV). 
Ρολλοί ςυγγραφείσ ορίηουν τθν K-fold cross-validation εκτιμιτρια ωσ : 
 

                                 2

1

(1/ ) (1/ # ) ( ( ) )
k

K

k k i ii L
k

K L f x y




                                       (4.24) 

 

 όπου # kL είναι το μζγεκοσ του k -ςτου τμιματοσ. Ραρ’ όλα αυτά, θ διαφορά είναι 

μθδαμινι εάν τα τμιματα είναι παραπλιςιου μεγζκουσ. Θ μερολθψία τθσ 

.CV KMSEP  είναι τθσ τάξθσ του 1 1( 1) LK n  . 

Θ τεχνικι leave-one-out cross-validation που βρίςκει εφαρμογι ςτο 5Ο 

Κεφάλαιο, είναι θ K-fold cross-validation τεχνικι με LK n . Ζχει αποδειχκεί ότι 

τεχνικι leave-one-out cross-validation είναι αςυμπτωτικά άριςτθ για επιλογι του 
βζλτιςτου μοντζλου ςτθν Κλαςικι Ραλινδρόμθςθ (OLS) και αυτό διότι o MSEP του 
επιλεγμζνου μοντζλου προςεγγίηει το ελάχιςτο (minimal) MSEP. Απεναντίασ δεν 
είναι αςυμπτωτικά ευςτακισ τεχνικι για τθν επιλογι μεταβλθτϊν κακϊσ τείνει να 
ςυμπεριλαμβάνει υπερβολικά πολλζσ εξ αυτϊν. Οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι ο MSEP 
ςυνικωσ αυξάνει ελαφρϊσ όταν ςυμπεριλαμβάνονται μερικζσ μθ-ςθμαντικζσ 
μεταβλθτζσ, ενϊ αυξάνει πολφ κακϊσ αφαιροφνται ςθμαντικζσ μεταβλθτζσ. 

 
Για τθ διορκωμζνθ εκτιμιτρια adjCV ζχουμε : 
 
Ωσ γνωςτόν, ςτθν K-fold cross-validation τεχνικι οι προβλζπουςεσ (predictors) 

εφαρμόηονται πάνω ςτα υποςφνολα του L  και επομζνωσ αναμζνεται να 

λειτουργοφν χειρότερα απ’ ότι αν εφαρμόηονταν ςε όλο το L , ειδικά όταν LK n . 

Αυτό μπορεί να οδθγιςει ςε ζνα υπερτιμθμζνο MSEP. Για το λόγο αυτό 
χρθςιμοποιείται θ τεχνικι Adjusted K-fold cross-validation, τθσ οποίασ θ 
προςαρμογι είναι θ εξισ : 

 

           2

1

1
( ( ) )

k

K
k
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                                (4.25) 

 
όπου appMSEP  (apparent  MSEP), θ mean square error εκτίμθτρια θ οποία 

χρθςιμοποιεί το ςφνολο L και δίνεται από τθ ςχζςθ : 
          
              

                    2
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MSEP f x y
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                                                    (4.26) 
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Με το άκροιςμα να λαμβάνεται πάνω ςτο L . Επιςτρζφουμε τϊρα ςτθν 

περιγραφι τθσ τεχνικισ Adjusted K-fold cross-validation. Στθ ςχζςθ (4.25), 
kn  είναι 

το μζγεκοσ του k -ςτου τμιματοσ και το εςωτερικό άκροιςμα λαμβάνεται ςτο 

\ kL L . Αυτι είναι θ διαφορά ςτο apparent MSEP μεταξφ τθσ προβλζπουςασ ςε όλο 

το L και του ςτακμιςμζνου μζςου όρου των προβλεπουςϊν πάνω ςτο \ kL L . 

Θ adjusted cross-validation εκτίμθτρια είναι : 
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cv K k i i

k i LL

MSEP f x y
n  

                                                  (4.27) 

 
 

 

 4.6     ΟΙ PLSR ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ 
 
 

Στθν παράγραφο αυτι, κα επιχειριςουμε να περιγράψουμε τουσ 
αλγόρικμουσ που χρθςιμοποιοφνται για τον υπολογιςμό του PLSR μοντζλου. 
Διάφορεσ παραλλαγζσ ζχουν αναπτυχκεί για διαφορετικά είδθ δεδομζνων. Θ 
πλειοψθφία αυτϊν όμωσ ανζχεται μζτριο ποςοςτό ελλειπόντων δεδομζνων. Ζτςι ο 
αλγόρικμοσ NIPALS, τον οποίο κα παρακζςουμε παρακάτω χρθςιμοποιεί τουσ 
αρχικοφσ πίνακεσ X  και Y , οι οποίοι όμωσ ζχουν ιδθ υποςτεί διαδικαςία 
τυποποίθςθσ (scaling και centering), ενϊ ο αλγόρικμοσ kernel τουσ πίνακεσ 

διαςποράσ-ςυνδιαςποράσ, X X , Y Y  και X Y . Εναλλακτικά ο kernel–αλγόρικμοσ 

χρθςιμοποιεί τουσ πίνακεσ XX 
 και  YY  , κάτι το οποίο όμωσ είναι επικίνδυνο όταν 

ο αρικμόσ των παρατθριςεων N  διαφζρει ςθμαντικά απ’ τον αρικμό των 
μεταβλθτϊν K  και M . Ακολοφκωσ παρακζτουμε τον αλγόρικμο NIPALS, o οποίοσ 
προτάκθκε απ’ τον Wold, τον Sjostrom και τον Eriksson (2001). 

 
 
                                        

                                4.6.1 Ο αλγόριθμος  NIPALS  
 
 
Ο αλγόρικμοσ  NIPALS ξεκινά με προαιρετικά μεταςχθματιςμζνα δεδομζνα 

X  και Y  τα οποία είναι ενδεχομζνωσ τυποποιθμζνα και κεντροποιθμζνα. Σε 
περίπτωςθ μιασ μόνο Y -μεταβλθτισ ο αλγόρικμοσ παφει να είναι επαναλθπτικόσ. 
Τα βιματα που ακολουκοφνται είναι τα εξισ : 

 
 
1ο βιμα 
Ράρε ζνα αρχικό διάνυςμα y , που ςυνικωσ είναι μια ςτιλθ του Y  και 

ονόμαςε το u . 
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2ο βιμα 
Υπολόγιςε τα X -βάρθ , w , όπου : 
 
 

                                                
 

X u
w

u u




                                                                       (4.28)

       

                 
 

 

( εδϊ το w μπορεί να τροποποιθκεί ςτθ νόρμα w , με 1.0w  ). 

 
3ο βιμα 

Υπολόγιςε τα X scores , t , όπου : 
 
             

                                                       t Xw                                                        (4.29)          
 
4ο βιμα 
Υπολόγιςε τα Y -βάρθ,c , όπου : 
 
      

                                                      
Y t

c
t t




                                                      (4.30) 

 
 
5ο βιμα 

Υπολόγιςε ζνα νζο πλικοσ Y scores ,u , όπου : 
 
 

                                                       
Yc

u
c c

                                                                  (4.31) 

 
 
6ο βιμα 
Ζλεγξε τθ ςφγκλιςθ του t .Υπολόγιςε δθλαδι τθν ποςότθτα : 
 
 

                                             old new

new

t t

t


                                                  (4.32)   

                      
 
και εάν θ ποςότθτα αυτι είναι μικρότερθ από μια προκακοριςμζνθ μικρι 

ποςότθτα, , όπου   τθσ τάξεωσ του 610

 ι του 810 , τότε θ ςφγκλιςθ 
επιτυγχάνεται. Εάν δεν ςυγκλίνει επζςτρεψε ςτο 2ο βιμα, ενϊ αν ςυγκλίνει 
ςυνζχιςε ςτο  7ο βιμα  και μετά ςτο 1ο  βιμα. Στθν περίπτωςθ φπαρξθσ μιασ μόνο 
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Y  μεταβλθτισ, δθλαδι 1 , θ διαδικαςία ςυγκλίνει ςε μια μόνο επανάλθψθ και 

ακολουκείται το 7ο βιμα. 
 

 
7ο βιμα 
Αφαίρεςε (deflate, peel off) τθν τρζχουςα ςυνιςτϊςα από τα X  και Y  και 

κατόπιν χρθςιμοποίθςε τουσ deflated πίνακεσ αυτοφσ ωσ τουσ X και Y  πίνακεσ 
ςτθν επόμενθ ςυνιςτϊςα. Ρρζπει να ςθμειωκεί εδϊ, ότι θ διαδικαςία αυτι όςον 
αφορά τον Y  πίνακα είναι προαιρετικι κακϊσ τα αποτελζςματα παραμζνουν ςε 
κάκε περίπτωςθ τα ίδια.  

 
 

                                                   
X t

p
t t




                                                            (4.33) 

                                                  X X tp                                                    (4.34) 

                                                 Y Y tc                                                      (4.35) 
 
 
8ο βιμα 
Συνζχιςε με τθν επόμενθ ςυνιςτϊςα (πίςω ςτο 1ο βιμα) μζχρι θ τεχνικι 

Cross-Validation να υποδείξει ότι δεν υπάρχει περαιτζρω ςθμαντικι πλθροφορία 
ςτον X ςχετικά με τον Y . 

 
 
 
 
 
 

4.7    ΣΤΠΙΚΑ ΥΑΛΜΑΣΑ ΚΑΙ ΔΙΑΣΗΜΑΣΑ   

         ΕΜΠΙΣΟΤΝΗ  

 
 

Ρολλζσ προςπάκειεσ ζχουν γίνει για τθν κεωρθτικι άντλθςθ διαςτθμάτων 
εμπιςτοςφνθσ των PLSR παραμζτρων, οι περιςςότερεσ των οποίων βαςιηόμενεσ ςε 
παραδοχζσ Ραλινδρόμθςθσ κεωροφν το PLSR μοντζλο ωσ ζνα μερολθπτικό μοντζλο 
παλινδρόμθςθσ. Μόλισ πρόςφατα, χάρθ ςτον Burnham το ηιτθμα αυτό μελετικθκε 
ενδελεχϊσ, με τθν Ραλινδρόμθςθ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων ωσ ζνα μοντζλο 
παλινδρόμθςθσ λανκανουςϊν μεταβλθτϊν. 

Ζνασ τρόποσ εκτίμθςθσ των τυπικϊν ςφαλμάτων και των διαςτθμάτων 
εμπιςτοςφνθσ είναι μζςω του jack-knifing. Συςτάκθκε απ’ τον Wold και πρόςφατα 
επεξεργάςτθκε απ’ τουσ Θ.Μartens και Μ.Μartens (2000). Κεντρικι ιδζα είναι ότι θ 
διαςπορά που ερμθνεφεται απ’ τισ παραμζτρουσ των υπομοντζλων, χάρθ ςτθν 
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εφαρμογι τθσ τεχνικισ Cross Validation, χρθςιμοποιείται για τθν άντλθςθ των 
τυπικϊν αποκλίςεων ι τυπικϊν ςφαλμάτων όπωσ ςυνθκζςτερα καλοφνται. 
Ακολοφκωσ με τθ βοικεια τθσ t-κατανομισ καταςκευάηονται τα διαςτιματα 
εμπιςτοςφνθσ (confidence intervals). Eπειδι όλεσ οι PLSR παράμετροι (scores, 
loadings) είναι γραμμικοί ςυνδυαςμοί των αρχικϊν πικανϊσ αποφλοιωμζνων 
δεδομζνων (deflated data), οι εκτιμιςεισ των παραμζτρων αυτϊν ακολουκοφν 
κατά προςζγγιςθ τθν Κανονικι κατανομι και επομζνωσ θ τεχνικι jack-knifing 
αποδίδει ςωςτά (Wold et al., 2001). Στο ςθμείο αυτό, κα κάνουμε μια ςφντομθ 
περιγραφι τθσ τεχνικισ του jack-knifing. 

 
 

                                   4.7.1 Η τεχνική Jack-knifing    

 
Ρρόκειται για μια ςυνικθ ςτατιςτικι τεχνικι, θ οποία περιλαμβάνει 

επαναχρθςιμοποίθςθ κακϊσ και εκ νζου δειγματολθψία των δεδομζνων μασ. 
Ειδικότερα αποτελεί μια μζκοδο ελάττωςθσ τθσ μερολθψίασ κακϊσ και 
αξιολόγθςθσ τθσ διαςποράσ μιασ εκτιμιτριασ (Alun, 2009). 

Ζςτω τϊρα ότι τα δεδομζνα μασ είναι οι μεταβλθτζσ 1 2, ,...., n   . Θ τεχνικι 

αυτι αντί να δθμιουργιςει ζνα ςφνολο τυχαίων δειγμάτων απ’ τα δεδομζνα μασ, 

παράγει n  δείγματα μεγζκουσ 1n  αποκλείοντασ μια παρατιρθςθ κάκε φορά. 
Ακολουκεί τα εξισ ςτάδια : 

 

 Καταςκευάηει ζνα δείγμα 1 2, ,...., n   . 

 

 Υπολογίηει μια ςυνάρτθςθ των δεδομζνων, τθν ˆ( )   θ οποία εκτιμά 

μια παράμετρο   του μοντζλου. 
 

 Για 1i  ζωσ n  

-καταςκευάηει ζνα jackknife δείγμα 1 i-1 i+1{ ,... , ...., }i

nX       αποκλείοντασ 

τθν i -ςτθ παρατιρθςθ, 

 -υπολογίηει τθν -î
 εφαρμόηοντασ τθν διαδικαςία εκτίμθςθσ ςτο jackknife   

δείγμα. 
 

 Υπολογίηει τθν jackknife εκτιμιτρια 
* -i

1

1ˆ ˆ
n

in
 



  και τθν jackknife 

εκτιμιτρια τθσ διαςποράσ 2

-i *

1

1 ˆ ˆ( )
n

i

n

n
 




 . 

 
 

Θ τεχνικι jackknife μπορεί να χρθςιμοποιθκεί προκειμζνου να εκτιμιςουμε 
τθ διαςπορά μιασ εκτιμιτριασ αλλά και για να εκτιμιςουμε τθ μερολθψία τθσ. Θ 
εκτιμιτρια τθσ μερολθψίασ ιςοφται με : 
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                                   *
ˆ ˆ( 1)( )n                                                                                 (4.36) 

 
 

Ζτςι λαμβάνουμε τθ διορκωμζνθ μερολθπτικι jackknife εκτιμιτρια : 
 

    

                              * *
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 1)( ) ( 1)n n n                                             (4.37) 

 
 
 

 
 

4.8 ΠΑΡΑΔΟΧΕ ΣΙ ΟΠΟΙΕ ΒΑΙΖΕΣΑΙ Η PLSR 

 
 

Ππωσ κάκε ανάλυςθ δεδομζνων, ζτςι και θ PLSR βαςίηεται ςτθν παραδοχι 
τθσ ομοιογζνειασ (homogeneity). Ρρόκειται για τθν κατάςταςθ εκείνθ, όπου το 
πρόβλθμα ι θ διαδικαςία που μελετάμε, οφείλει να βρίςκεται ςε μια ςτακερι 
κατάςταςθ κακ’ όλθ τθ διάρκεια  και ο μθχανιςμόσ επίδραςθσ του X ςτον Y να μθν 
διαφοροποιείται. Επομζνωσ, οφείλουν να παρατθροφνται οριςμζνα όρια ςτθ 
μεταβλθτότθτα και τθν ποικιλομορφία τουσ (Wold et al., 2001). 

Σκοπόσ τθσ PLSR ανάλυςθσ ςυνεπϊσ,  είναι θ πραγματοποίθςθ διαγνωςτικϊν 
ελζγχων προκειμζνου να διαπιςτωκεί αν και ςε ποιο βακμό τα παραπάνω 
εκπλθροφνται. Θ πρόςφατθ ζρευνα ςτθν εφαρμοςμζνθ ςτατιςτικι 
ςυμπεριλαμβάνει τθ δθμιουργία τζτοιων διαγνωςτικϊν μεκόδων και οριςμζνεσ εξ’ 
αυτϊν βρίςκουν εφαρμογι ςτθν PLSR. Επιπρόςκετοι μζκοδοι του ιδίου 
περιεχομζνου απαιτοφν τθν καταςκευι διαγραμμάτων όπου χρθςιμοποιοφνται τα 
X scores κακϊσ και τα loadings (φορτία) ςτα οποία ζχει ιδθ γίνει νφξθ. 

Στο ςθμείο αυτό, κα παρακζςουμε ζνα αρικμθτικό παράδειγμα χθμικοφ 
ενδιαφζροντοσ, όπου κα γίνει εφαρμογι τθσ μεκόδου Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν 
Ελαχίςτων Τετραγϊνων. Θα εξεταςτεί θ ποςοτικι ςχζςθ δομισ-δραςτθριότθτασ 
ενόσ ςυνόλου πεπτιδίων προκειμζνου να οδθγθκοφμε ςτθν ανάπτυξθ, ερμθνεία και 
τελειοποίθςθ ενόσ PLSR μοντζλου. Για το λόγο αυτό, το πρόβλθμα μασ καλείται 
QSAR (Quantitative Structure-Activity Relationship). Σε κάκε QSAR πρόβλθμα, θ 
μεταβλθτι απόκριςθσ Y  περιγράφει τισ χθμικζσ ιδιότθτεσ, ςε αντίκεςθ με τισ τον 
πίνακα X , ο οποίοσ περιζχει τθν ποςοτικι περιγραφι τθσ διαςποράσ ςτθ χθμικι 
δομι μεταξφ των ενϊςεων που κα μελετιςουμε. 

Το ακόλουκο παράδειγμα περιγράφεται μζςω μιασ μόνο Y  μεταβλθτισ και 
επτά X  μεταβλθτϊν. Σκοπόσ μασ είναι θ κατανόθςθ τθσ διαςποράσ τθσ Y -
μεταβλθτισ DDGTS, θ οποία περιγράφει τθν παραγόμενθ ενζργεια μιασ πρωτεΐνθσ 
(ςφνκεςθ  μιασ  μονάδασ  του βακτθριοφάγου Τ4  από τθν τρυπτοφάνθ), όταν θ 
κζςθ 49 υπόκειται ςε μετατροπι προκειμζνου να περιζχει ζνα απ’ τα 19 
κωδικοποιθμζνα αμινοξζα AA πλθν τθσ αργινίνθσ. Τα 19 αμινοξζα περιγράφονται 
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από επτά υψθλά ςυςχετιςμζνεσ X  μεταβλθτζσ όπωσ φαίνεται  ςτον  πίνακα 10  
που ακολουκεί. 

 
 
                                                            

       

 
 

Πίνακασ 9. Το δεφτερο μιςό του παραπάνω πίνακα, ο πίνακασ ςυςχζτιςθσ, περιζχει τουσ ανά ηζυγθ 

ςυντελεςτζσ ςυςχζτιςθσ μεταξφ των δεδομζνων μασ. Οι PIE και PIF αποτελοφν ςφμφωνα με τουσ El 

Tayar, Fauchere και Pliska αντίςτοιχα, τισ ςτακερζσ λιποφιλικότθτασ τθσ ΑΑ πλευρικισ αλυςίδασ, 

ενϊ θ DGR αποτελεί τθν εκλυόμενθ ενζργεια μιασ πλευρικισ αλυςίδασ ΑΑ ςφμφωνα με τουσ 

Radzicka και Woldenden. H μεταβλθτι SAC αποτελεί τθν προςβάςιμθ από το νερό επιφάνεια τθσ 

ΑΑ, θ MR τθ μοριακι διακλαςτικότθτα, θ Lam είναι μια παράμετροσ πόλωςθσ ενϊ τζλοσ θ 

μεταβλθτι Vol είναι ο υπολογιςμζνοσ μοριακόσ όγκοσ τθσ AA.
15

 

 

 
 
 
 
 
 

 1ο ςτάδιο τθσ PLSR ανάλυςθσ 
 

                                                           
15

 Βλ Table 1 ςτο Wold S. and Sjostrom M. and Eriksson L. (2001).PLS-Regression: a basic tool of 
chemometrics, Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems, vol.58 p. 112. 
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Eφαρμόηοντασ τθν PLSR ανάλυςθ των AA δεδομζνων μασ, λαμβάνουμε μια 

μόνο ςθμαντικι ςυνιςτϊςα που ερμθνεφει το 43%  τθσ Y  διαςποράσ με 

ςυντελεςτζσ 2 0.435R   και 2 0.299Q  . Αντίκετα, μζςω τθσ Ρολλαπλισ Γραμμικισ 

Ραλινδρόμθςθσ λαμβάνουμε 2 0.788R  , το οποίο όμωσ ιςοδυναμεί με τθν PLSR 
ανάλυςθ ςε 7 όμωσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Θ Ρολλαπλι Γραμμικι Ραλινδρόμθςθσ παρ’ 

όλα αυτά μασ δίνει ζναν ςυντελεςτι 2 0.215Q   , το οποίο μασ οδθγεί ςτο εφλογο 

ςυμπζραςμα ότι το μοντζλο μασ είναι αςκενζσ. Λαμβάνοντασ επομζνωσ μια 
ςθμαντικι PLS ςυνιςτϊςα, το μοναδικό ςθμαντικό score-διάγραμμα (score plot)  

που παίρνουμε είναι το ακόλουκο μεταξφ 1 1u t . 

 
 
 

  

Διάγραμμα 8. Τα PLS scores 1u
και 1t  του ΑΑ παραδείγματοσ, 1θ ανάλυςθ

16
 

 
 
Ραρατθροφμε ότι τα αρωματικά αμινοξζα, Τrp, Phe και ενδεχομζνωσ Tyr 

παρουςιάηουν μια αρκετά χειρότερθ προςαρμογι από τα υπόλοιπα κάτι το οποίο 
αποτελεί ζνδειξθ ανομοιογζνειασ ςτα δεδομζνα μασ. Ρροκειμζνου να το ελζγξουμε 
οδθγοφμαςτε ςε μια 2θ ανάλυςθ των δεδομζνων μασ, αυτι τθ φορά με ζνα 

μειωμζνο ςφνολο όμωσ δεδομζνων με 16N   χωρίσ τα αρωματικά αμινοξζα. 
 
 
 
 

 2ο ςτάδιο τθσ PLSR ανάλυςθσ 
 

Χρθςιμοποιϊντασ τϊρα το νζο ςφνολο δεδομζνων με 16N   και κάνοντασ 
πάλι τθν PLSR ανάλυςθ, λαμβάνουμε ζνα ουςιαςτικά καλφτερο αποτζλεςμα με 

                                                           
16

 Ο.π. Figure 3, p. 120. 
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2A   κφριεσ ςυνιςτϊςεσ αυτι τθ φορά, 2 0.783R  και 2 0.706Q  . Θ Ρολλαπλι 

Γραμμικι Ραλινδρόμθςθ μασ δίνει τϊρα 2 0.872R  και 2 0.608Q  . Τα παραπάνω 

αποτελζςματα που παίρνουμε υποδεικνφουν ότι το νζο ςφνολο δεδομζνων μασ 
είναι περιςςότερο ομοιογενζσ και επομζνωσ μπορεί να μοντελοποιθκεί ςε 
καλφτερο βακμό απ’ ότι προθγουμζνωσ. 

Το ακόλουκο διάγραμμα 9, μεταξφ 1 1u t , παρουςιάηει όμωσ μια ιςχυρι 

καμπυλότθτα, υποδεικνφοντασ τθν φπαρξθ τετραγωνικϊν όρων ςτθ λιποφιλικότθτα 
και πικανϊσ ςτθν πόλωςθ. 

 

 

Διάγραμμα 9. Τα PLS scores 1u
και 1t  του ΑΑ παραδείγματοσ , 2θ ανάλυςθ

17
 

 
 
Στθν τελικι ανάλυςθ, τα τετράγωνα των τεςςάρων αυτϊν μεταβλθτϊν 

ςυμπεριλιφκθκαν ςτο μοντζλο, παίρνοντασ ακόμα καλφτερα αποτελζςματα. Δυο 

κφριεσ ςυνιςτϊςεσ και μια ακόμα ςυνοριακισ ςθμαςίασ υιοκετικθκαν. Οι 2R  και 
2Q  τιμζσ των ςυντελεςτϊν για 2A   είναι 0.90 και 0.80 , ενϊ για 3   είναι 0.925

και 0.82  αντίςτοιχα. Στο ςθμείο αυτό κα προβοφμε ςε μια ερμθνεία των PLSR 
παραμζτρων t , w  και c . 

Ππωσ ζχει ιδθ προαναφερκεί τα X scores , at , μασ παρουςιάηουν τισ 

ομοιότθτεσ και διαφορζσ που υπάρχουν μεταξφ των μεταβλθτϊν. 

Στο ακόλουκο διάγραμμα 10 μεταξφ των X scores 1 2t t , παρατθρείται ότι 

τα 16 αμινοξζα είναι ομαδοποιθμζνα ςφμφωνα με τθν πόλωςθ από πάνω αριςτερά 
ζωσ κάτω δεξιά και μζςα ςε κάκε ομάδα ςφμφωνα με το μζγεκοσ και τθ 
λιποφιλικότθτα τουσ. 

 

                                                           
17

Ο.π. Figure 4, p. 120. 
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                     Διάγραμμα 10. Τα PLS scores 1t  και 2t του ΑΑ παραδείγματοσ, 2θ ανάλυςθ
18

 

 

 

 

Ρροκειμζνου να ερμθνεφςουμε το PLSR μοντζλο, θ ςυνθκζςτερθ τεχνικι είναι 

να κάνουμε το διάγραμμα των βαρϊν *w  και c  των διαςτάςεων ενόσ μοντζλου 
μεταξφ τουσ.  Ζνασ εναλλακτικόσ τρόποσ είναι να κάνουμε το διάγραμμα των w  και 
c  με τα αποτελζςματα και τθν ερμθνεία τουσ να μθ διαφζρει κακόλου. Τα 
διαγράμματα μασ φανερϊνουν τον τρόπο με τον οποίο οι X  μεταβλθτζσ 

ςυνδυάηονται μεταξφ τουσ προκειμζνου να ςχθματίςουν τα X scores , at .  Οι 

ςθμαντικζσ X  μεταβλθτζσ για τθν a -κφρια ςυνιςτϊςα απζχουν αρκετά απ’ τθ αρχι 
κατά μικοσ του a -ςτου άξονα ςτο διάγραμμα wc .  

Με τθν ίδια λογικι οι ςθμαντικζσ Y μεταβλθτζσ για τθν a -κφρια ςυνιςτϊςα 

παρουςιάηουν υψθλοφσ ςυντελεςτζσ amc  και απζχουν αρκετά απ’ τθ αρχι κατά 

μικοσ του a -ςτου άξονα ςτο ίδιο διάγραμμα. Το διάγραμμα των βαρϊν (weight 
plot) ι αλλιϊσ διάγραμμα φορτίων (loading plot) για το παράδειγμα που εξετάηουμε 
φαίνεται ακολοφκωσ : 

 

                                                           
18

Ο.π. Figure 5, p. 121. 
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 Διάγραμμα 11. Τα PLS βάρθ 
*w  και c  για τισ πρϊτεσ δυο διαςτάςεισ του ΑΑ παραδείγματοσ, 2θ 

ανάλυςθ.
19

 

 
 
 

Ερμθνεφοντασ το παραπάνω διάγραμμα, παρατθροφμε ότι θ πρϊτθ κφρια 
ςυνιςτϊςα αντιπροςωπεφεται από τθ λιποφιλικότθτα και τθν πόλωςθ με τισ 
μεταβλθτζσ PIF, PIE, Lam να βρίςκονται ςτθ κετικι πλευρά και τθ μεταβλθτι DGR να 
βρίςκεται ςτθν αρνθτικι. Θ δεφτερθ κφρια ςυνιςτϊςα αντιπροςωπεφεται από ζνα 
ςυνονκφλευμα του μεγζκουσ και τθσ πόλωςθσ με τισ μεταβλθτζσ MR, Vol και SAC να 
είναι ςτθ κετικι πάνω πάνω πλευρά τθν ϊρα που θ μεταβλθτι Lam κείτεται ςτθν 
αρνθτικι και κάτω κάτω πλευρά. 

Οι c  τιμζσ τθσ απόκριςθσ y , είναι ανάλογεσ τθσ διαςποράσ του Y  που 

ερμθνεφεται μζςω τθσ αντίςτοιχθσ διάςταςθσ, ορίηοντασ ζνα ςθμείο για κάκε 
απόκριςθ. Στθν περίπτωςθ μασ δθλαδι, όπου ζχουμε μια το πλικοσ απόκριςθ, το 
αντίςτοιχο ςθμείο (DDGTS) κείτεται μακριά δεξιά ςτο πρϊτο τεταρτθμόριο του 
παραπάνω διαγράμματοσ. Θ ςθμαςία μιασ δοκείςασ X  μεταβλθτισ για το  Y  είναι 
ανάλογθ τθσ απόςταςθσ τθσ απ’ τθν αρχι ςτο χϊρο των φορτίων (loading space). Tα 
μικθ αυτά, αντιςτοιχοφν ςτουσ PLS ςυντελεςτζσ Ραλινδρόμθςθσ με δυο διαςτάςεισ, 
όπωσ φαίνεται ςτο Διάγραμμα 12. 

 

                                                           
19

 Ο.π. Figure 6, p. 121. 
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    Διάγραμμα 12. Οι PLS ςυντελεςτζσ για 2A  κφριεσ ςυνιςτϊςεσ,2θ ανάλυςθ. Οι μπάρεσ του 

ςχιματοσ παρουςιάηουν 95%  διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ ςφμφωνα με τθν τεχνικι jack-knifing.
20

   

 

 
                    

 Συμπεράςματα του ανωτζρω παραδείγματοσ    
 
 

Θ 1θ PLSR ανάλυςθ και τα ςυνακόλουκα score plot διαγράμματα, μασ 
υπζδειξαν τθν φπαρξθ εςωτερικϊν ομοιογενειϊν ςτο ςφνολο των δεδομζνων μασ.  
Ζτςι λάβαμε ζνα καλφτερα προςαρμοςμζνο μοντζλο για τα μθ αρωματικά αμινοξζα. 

Θ φπαρξθ καμπυλότθτασ για ςτο score-διάγραμμα  των 1 1u t , μασ οδιγθςε ςτο 

ςυμπζραςμα τετραγωνικϊν όρων, κάτι το οποίο μασ ζδωςε ζνα επικυμθτό τελικό 
μοντζλο, όπου μόνο τα τετράγωνα ςτισ μεταβλθτζσ λιποφιλικότθτασ είναι 
ςθμαντικά ςε αυτό. 

Εάν δεν είχαμε αφαιρζςει από το τελικό μασ μοντζλο τα αρωματικά αμινοξζα, 
κα είχαμε οδθγθκεί ςτθν ανάπτυξθ ενόσ ξεχωριςτοφ μοντζλου για αυτά. Το 
παραπάνω μασ καταςτεί ςαφζσ, τθ μεγάλθ διαφορά που υπάρχει μεταξφ των 
αρωματικϊν και μθ αμινοξζων. 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

                                                           
20

Ο.π. Figure 7, p. 122. 
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4.9  ΣΡΟΠΟΙ ΑΝΑΠΣΤΞΗ ΚΑΙ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΕΝΟ PLSR 

ΜΟΝΣΕΛΟΤ     

 
 

Στθν παράγραφο αυτι, κα προςπακιςουμε να παρακζςουμε ζνα προσ ζνα τα 
βιματα που απαιτείται να ακολουκιςουμε για τθν ορκι ανάπτυξθ και ερμθνεία 
ενόσ μοντζλου Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων (Wold et al., 2001). 

 
 
 Αρχικά πρζπει να κατανοιςουμε τθ μορφι του προβλιματοσ που 

καλοφμαςτε να μοντελοποιιςουμε. Δθλαδι, τισ μεταβλθτζσ 
απόκριςθσ Y  που μασ ενδιαφζρει να μελετιςουμε κακϊσ και τισ X

μεταβλθτζσ. 
 Επόμενο βιμα είναι να πάρουμε καλά δεδομζνα τόςο για τισ Y  όςο 

και για τισ X  μεταβλθτζσ. Σε περίπτωςθ φπαρξθσ πολλϊν 
μεταβλθτϊν απόκριςθσ, οι πλθροφορίεσ που αντλοφμε είναι 
περιςςότερεσ κακϊσ μποροφν αρχικά να μελετθκοφν ξεχωριςτά 
εφαρμόηοντασ τθ γνωςτι τεχνικι τθσ PCA, δίνοντασ μασ μια άποψθ 
για τθν ποςότθτα τθσ ςυςτθματικισ διαςποράσ των Y  και για το 
ποιεσ απ’ αυτζσ τισ μεταβλθτζσ απόκριςθσ πρζπει να αναλυκοφν 
ταυτόχρονα. 

 Σχετικά με το μοντζλο τϊρα, αρχικά πρζπει να κακοριςτεί θ ςωςτι 
πολυπλοκότθτα του, δθλαδι ο αρικμόσ των κυρίων ςυνιςτωςϊν που 
κα διατθριςουμε ςτο μοντζλο. 

 Θ ποιότθτα προςαρμογισ του μοντζλου ςτα δεδομζνα μασ, ελζγχεται 

μζςω των ςυντελεςτϊν 2R  και 2Q .  Πταν ζχουμε περιςςότερεσ από 

μια μεταβλθτζσ απόκριςθσ, τότε ςυνίςταται θ χριςθ των 
2

mR  και 
2

mQ

για κάκε μια απ’ τισ μεταβλθτζσ απόκριςθσ ξεχωριςτά. Ο ςυντελεςτισ 
2R  μασ δίνει ζνα άνω φράγμα για το πόςο καλά τα δεδομζνα 

ερμθνεφονται απ’ το μοντζλο μασ  αλλά και για τθν ποιότθτα 

πρόβλεψθσ των νζων παρατθριςεων, ενϊ το 2Q  μασ δίνει ζνα κάτω 

φράγμα για τα παραπάνω. 
 Τα  u t  score-διαγράμματα για τισ πρϊτεσ δυο ι τρεισ  διαςτάςεισ 

του μοντζλου μασ υποδεικνφουν τθν ενδεχόμενθ φπαρξθ ακραίων 
τιμϊν, καμπυλότθτασ αλλά και ομαδοποίθςθσ ςτα δεδομζνα. Τα t t  
score-διαγράμματα μασ υποδεικνφουν τθν τυχόν φπαρξθ    
εςωτερικισ   ομοιογζνειασ ςτα δεδομζνα μασ αλλά και ενδεχόμενθ 

ομαδοποίθςθ ςε αυτά. Τζλοσ τα *w c  weight-διαγράμματα μασ δίνουν 
μια ερμθνεία των παραπάνω. 

 

 Εάν διαπιςτωκοφν προβλιματα όπωσ χαμθλζσ τιμζσ των 2R  και 2Q

ςυντελεςτϊν, ακραίεσ τιμζσ, ομαδοποίθςθ, ι καμπυλότθτα ςτα score-
διαγράμματα, ςυνίςταται θ καταςκευι διαγραμμάτων των 
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υπολοίπων μζςω των οποίων αντλοφμε περαιτζρω πλθροφορίεσ για 
τθσ πθγζσ του προβλιματοσ. Ακραίεσ τιμζσ οφείλουν να ελεγχκοφν 
για τθν ορκότθτα των δεδομζνων μασ και να εξαιρεκοφν απ’ τθν 
ανάλυςθ εάν είναι απαραίτθτο. Θ καμπυλότθτα των u t  
διαγραμμάτων μπορεί να βελτιωκεί με τον μεταςχθματιςμό των 
δεδομζνων μασ, ενδεχομζνωσ  λογαρικμίηοντασ ι ειςάγοντασ 
τετραγωνικοφσ ι κυβικοφσ όρουσ ςτο μοντζλο.  Φςτερα απ’ τον 
μεταςχθματιςμό των δεδομζνων,  τθν τροποποίθςθ του μοντζλου, 
τθν ομαδοποίθςθ του αλλά και τθ διαγραφι των ακραίων τιμϊν 
επιςτρζφουμε ςτο 1ο βιμα. 

 Εάν δεν διαπιςτωκεί κανζνα πρόβλθμα απ’ τα παραπάνω, μποροφμε 
τότε να οδθγθκοφμε ςε μια ιπια μείωςθ του μοντζλου διαγράφοντασ 
τουσ αςιμαντουσ όρουσ, δθλαδι αυτοφσ με μικροφσ ςυντελεςτζσ 
Ραλινδρόμθςθσ. Εφ’ όςον γίνουν τα παραπάνω, το τελικό μασ 
μοντζλο ζχει αναπτυχκεί. 

 
  

4.10  Η PLSC (PARTIAL LEAST SQUARES CORRELATION) 

 

 
Ππωσ ζχει ιδθ αναφερκεί θ PLSC αποτελεί κατθγορία τθσ PLS. Ρρόκειται για 

τθν τεχνικι, ςκοπόσ τθσ οποίασ είναι θ μελζτθ και θ ανάλυςθ τθσ ςχζςθσ μεταξφ των 
X  και  Y  πινάκων, ςε αντίκεςθ με τθν PLSR θ οποία ςτοχεφει με βάςθ τον πίνακα 
X να εκτιμιςει τον Y  πίνακα. Βρίςκει εφαρμογι κατά γενικι ομολογία ςτον τομζα 
τθσ νευροαπεικόνιςθσ (neuroimaging) (Krishnan et al., 2010). Ο πίνακασ X
διαςτάςεων ( )N , όπου N  το πλικοσ των παρατθριςεων και  το πλικοσ των 

ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν, αντιςτοιχεί ςτθν εγκεφαλικι δραςτθριότθτα (brain 
activity) ενϊ ο πίνακασ Y  διαςτάςεων ( )N  περιζχει τισ μεταβλθτζσ 

ςυμπεριφοράσ ι ςχεδιαςμοφ (behavioral or design variables), όπου N  ομοίωσ το 
πλικοσ των παρατθριςεων και  οι μεταβλθτζσ απόκριςθσ. Το εςωτερικό 
γινόμενο τθσ j -ςτιλθσ του X  και τθσ i -ςτιλθσ του  Y  υπολογίηει τθ ςχζςθ μεταξφ 

τουσ. Πταν οι δυο ςτιλεσ που απαρτίηουν το εςωτερικό γινόμενο ζχουν υποςτεί τθ 
διαδικαςία του centering, τότε αυτό εκφράηει τθ ςυνδιαςπορά τουσ. Αντίκετα, όταν 
οι ςτιλεσ είναι κανονικοποιθμζνεσ (normalized) είτε όταν το άκροιςμα τετραγϊνων 
των τιμϊν τθσ κάκε ςτιλθσ ιςοφται με τθ μονάδα, τότε το εςωτερικό γινόμενο 
ερμθνεφει τθ ςυςχζτιςθ μεταξφ τουσ. 

Επομζνωσ θ PLSC πρόκειται για μια ςυμμετρικι τεχνικι. Οφείλεται ςτο 
γεγονόσ ότι οι ρόλοι των  X  και  Y  είναι ςυμμετρικοί κακϊσ τόςο θ ςυνδιαςπορά 
όςο και θ ςυςχζτιςθ δεν επθρεάηονται από τθ ςειρά των μεταβλθτϊν. Ανάλογα με 
το περιεχόμενο του Y  πίνακα, θ τεχνικι τθσ PLSC διαιρείται ςε τζςςερισ 
κατθγορίεσ. Ρρόκειται για τθν behavior PLSC, τθν task PLSC, τθν seed PLSC και τθν 
multi-table PLSC. Συγκεκριμζνα ςτθν πρϊτθ κατθγορία, ο πίνακασ Y  περιζχει τισ 
μεταβλθτζσ ςυμπεριφοράσ (behavioral variables), ςτθ δεφτερθ κατθγορία περιζχει 
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τισ μεταβλθτζσ ςχεδιαςμοφ ι αντικζςεων (contrast or design variables), ςτθν τρίτθ 
τισ μεταβλθτζσ τθσ voxel-δραςτθριότθτασ από τισ περιοχζσ που μασ ενδιαφζρουν 
(ROIs) και τζλοσ ςτθν multi-table PLSC ο πίνακασ Y  περιζχει τρεισ κατθγορίεσ 
μεταβλθτϊν, τισ behavioral, design και ROIs (Krishnan et al., 2010). Ρεραιτζρω 
ανάλυςθ δε κα γίνει  κακϊσ ξεπερνά τισ περιοχζσ ενδιαφζροντοσ τθσ παροφςθσ. 
 
 

                              4.10.1  Περιγραφή της λειτουργίας της PLSC  
 

Στο ςθμείο αυτό κα γίνει μια περιγραφι τθσ λειτουργίασ τθσ PLSC μεκόδου 
βαςιηόμενοι ςτθ γνϊςτθ μζκοδο ιδιοανάλυςθσ SVD για τθν οποία ζχει γίνει λόγοσ 
ςτο Κεφάλαιο 3. Χαρακτθριςτικό γνϊριςμα τθσ PLSC μεκόδου είναι ότι ςτθρίηεται 
ςτθν καταςκευι ενόσ πίνακα R  ο οποίοσ ςυνιςτά το cross-product γινόμενο των X
και Y  πινάκων ιςοφται δθλαδι με : 
 

                                                            TR Y X                                                               (4.38) 
 
 
Τισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων πρόκειται για ζναν πίνακα ςυςχζτιςθσ μιασ και 
οι X  και Y  είναι κεντροποιθμζνοι και κανονικοποιθμζνοι. Μζςω του 
μεταςχθματιςμοφ τθσ SVD, ο πίνακασ R  γράφεται ωσ το γινόμενο τριϊν πινάκων ωσ 
εξισ : 
 

                                                         TR P V                                                       (4.39) 
 
 
με τα αριςτερά ιδιάηοντα διανφςματα που αποτελοφν τον P  πίνακα να 
αναπαριςτοφν τα προφίλ ςυμπεριφοράσ ι ςχεδιαςμοφ και τα δεξιά ιδιάηοντα 
διανφςματα του V  πίνακα να εκφράηουν τα voxels ι τισ εικόνεσ του εγκεφάλου 
(brain images), με τθ ςθμαντικι παρατιρθςθ ότι  οι P  και V  ερμθνεφουν με τον 
πλζον κατάλλθλο τρόπο τον πίνακα R . 

Σφμφωνα με τον Bookstein τα ανωτζρω ιδιάηοντα διανφςματα καλοφνται 
ςτα πλαίςια τθσ PLSC και saliences με τισ ονομαςίεσ αυτζσ να είναι ςυνϊνυμεσ. 
Μζςω τθσ διαδικαςίασ αυτισ, παράγονται οι λανκάνουςεσ μεταβλθτζσ ωσ 
γραμμικοί ςυνδυαςμοί των αρχικϊν μεταβλθτϊν ωσ εξισ : 
 
                                                 

                                                       
X
L XV   και  

Y
L YP                                                  (4.40) 

 
 

όπου ο πίνακασ των λανκάνουςων μεταβλθτϊν του X , ο ( )N L πίνακασ 
X
L

δθλαδι, καλείται brain scores και ο αντίςτοιχοσ 
Y
L  πίνακασ, διαςτάςεων ( )N L  

των λανκάνουςων μεταβλθτϊν του Y  καλείται behavior ι design scores. Μάλιςτα 
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ζνα ηευγάρι διανυςμάτων 
,X i
l  (θ i -ςτθ ςτιλθ του 

X
L ) και 

,Y i
l (θ j -ςτθ ςτιλθ του 

Y
L ) αντικατοπτρίηουν τθν εκάςτοτε ςχζςθ εγκεφαλικισ δραςτθριότθτασ και 

ςυμπεριφοράσ.  
Ειδικότερα, ςτόχοσ τθσ PLSC είναι θ εφρεςθ ηευγϊν λανκάνουςων 

διανυςμάτων 
,X i
l

 
και 

,Y i
l  που όχι μόνο να ζχουν τθ μζγιςτθ δυνατι ςυνδιαςπορά 

αλλά επιπροςκζτωσ να ικανοποιοφν και δυο περαιτζρω περιοριςμοφσ. Ρρϊτον τα 
ηεφγθ των λανκάνουςων διανυςμάτων διαφορετικϊν δεικτϊν να είναι αςυςχζτιςτα 
μεταξφ τουσ και δεφτερον οι ςυντελεςτζσ οι οποίοι είναι υπεφκυνοι για τον 
υπολογιςμό των λανκάνουςων διανυςμάτων να είναι κανονικοποιθμζνοι. Σε 
μακθματικι μορφι τα προαναφερκζντα εκφράηονται ωσ εξισ : 
 

 εφρεςθ 
,X i i
l Xv  και 

,Y i i
l Yu  ϊςτε : 

 

                                                      
, ,

cov( , ) max
X i Y i
l l                                            (4.41) 

 
με τθν προχπόκεςθ ότι : 
  

                                                       ', ,
0T

X i Y i
l l      όταν 'i i                                  (4.42) 

 

και                                               1T T

i i i i
v v u u .                                               (4.43) 

 
 

Μάλιςτα, βάςει τθσ SVD, θ ςυνδιαςπορά των λανκανουςϊν διανυςμάτων 

,X i
l

 
και 

,Y i
l  ιςοφται με τθν αντίςτοιχθ ιδιάηουςα τιμι που υπολογίηεται ωσ : 

 

                                                       
, ,

T

X i Y i i
l l .                                                                           (4.44) 

 

Δθλαδι, με 1i , ζχουμε τθ μζγιςτθ δυνατι ςυνδιαςπορά μεταξφ του ηεφγουσ των 
λανκανουςϊν μεταβλθτϊν. Πταν 2i , ζχουμε ομοίωσ τθ μζγιςτθ δυνατι 
ςυνδιαςπορά με τον περιοριςμό όμωσ ότι το δεφτερο ηεφγοσ των λανκανουςϊν 
μεταβλθτϊν είναι αςυςχζτιςτο με το πρϊτο. Ομοίωσ για μεγαλφτερεσ τιμζσ του i . 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 5. ΠΡΑΚΣΙΚΗ ΕΥΑΡΜΟΓΗ ΣΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ 

ΚΤΡΙΨΝ ΤΝΙΣΨΨΝ (PRINCIPAL COMPONENT REGRESSION) 

ΚΑΙ ΣΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ ΜΕΡΙΚΨΝ ΕΛΑΦΙΣΨΝ 

ΣΕΣΡΑΓΨΝΨΝ (PARTIAL LEAST SQUARES REGRESSION) 

 
 
Στθν ενότθτα αυτι κα παρακζςουμε τρεισ πρακτικζσ εφαρμογζσ για τθν 

καλφτερθ κατανόθςθ τθσ PCR και τθσ PLSR που ζχουμε ιδθ περιγράψει. 
Ραρατίκεται μια εφαρμογι που αφορά τθν Ραλινδρόμθςθ Κυρίων Συνιςτωςϊν και 
δυο εφαρμογζσ τθσ Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων. Ρριν τθν 
εφαρμογι των παραπάνω μεκόδων κα εφαρμοςτεί θ κλαςικι μζκοδοσ Ρολλαπλισ 
Γραμμικισ Ραλινδρόμθςθσ (OLS) όπου κα αποδειχκεί θ Ρολυςυγγραμμικότθτα των 
δεδομζνων και επομζνωσ θ ακαταλλθλότθτα χριςθσ τθσ ςυγκεκριμζνθσ μεκόδου. 

Κατά τθ διάρκεια των παραπάνω εφαρμογϊν, χρθςιμοποιοφμε το ςτατιςτικό 
πακζτο τθσ R για τθν PCR και τθν PLSR, ενϊ για τθν OLS το Μinitab. Μζςω αυτϊν και 
των επιλογϊν τουσ, κα προςπακιςουμε να προςαρμόςουμε ζνα βζλτιςτο κάκε 
φορά για τα δεδομζνα μασ μοντζλο και να εξάγουμε χριςιμα κάκε φορά 
ςυμπεράςματα. Στθν περίπτωςθ τθσ εφαρμογισ τθσ Ραλινδρόμθςθσ Κυρίων 
Συνιςτωςϊν, κα χρθςιμοποιιςουμε τον αλγόρικμο τθσ SVD (Singular Value 
Decomposition) για τθν ανάλυςθ των δεδομζνων μασ, ενϊ ςτισ δυο εφαρμογζσ τθσ 
Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων, αυκαίρετα κα προτιμιςουμε να 
κάνουμε χριςθ του κλαςικοφ orthogonal scores αλγόρικμου NIPALS των Martens 
και Νaes (1989), τθ λειτουργία του οποίου ζχουμε προθγουμζνωσ αναλφςει με 
λεπτομζρεια.  

Εναλλακτικά, το ςτατιςτικό πακζτο τθσ R, μασ παρζχει τθ δυνατότθτα 
επιλογισ είτε του Kernel αλγόρικμου των Dayal και Mac-Gregor (1997) είτε του 
SIMPLS αλγόρικμου του de Jong (1993). Mζςω των υπολογιςτικϊν εφαρμογϊν μασ, 
κα επιβεβαιϊςουμε τθν άποψθ ότι δικαιολογθμζνα τόςο θ PCR όςο και θ PLSR 
καλοφνται μζκοδοι ςυρρίκνωςθσ ςφμφωνα με τουσ Hastie, Tibshirani και Friedman 
(2001). 
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5.1       ΕΥΑΡΜΟΓΗ ΣΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ ΚΤΡΙΨΝ 

ΤΝΙΣΨΨΝ 

 

 
Για τθν εφαρμογι αυτι, κα κάνουμε χριςθ των δεδομζνων του προβλιματοσ 

“περιεκτικότθτα ςε πρωτεΐνθ“21. Αρχικά κα ειςάγουμε τα δεδομζνα μασ, δθλαδι τθ 

μεταβλθτι απόκριςθσ Y  και τισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ 1 6X X  ςτo Minitab 

προκειμζνου να προςαρμόςουμε το πολλαπλό γραμμικό μοντζλο και να δείξουμε 
το πρόβλθμα τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. Αυτό γίνεται επιλζγοντασ από τθ γραμμι 
εντολϊν τισ εντολζσ Stat -> Regression -> Regression και ακολοφκωσ ςτο πλαίςιο 
Response ειςάγουμε τθν εξαρτθμζνθ μεταβλθτι Y  και ςτο πλαίςιο Predictors τισ 

ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ 1 2 3 4 5 6, , , , ,X X X X X X . Τα αποτελζςματα που λαμβάνουμε 

είναι τα ακόλουκα : 
 
 
 

Regression Analysis: Y versus X1; X2; X3; X4; X5; X6  
 
The regression equation is 

Y = 23,6 + 0,0212 X1 + 0,0060 X2 + 0,235 X3 - 0,235 X4 + 0,0116 X5 - 0,0393 

X6 

 

 

Predictor      Coef   SE Coef      T      P     VIF 

Constant     23,642     9,651   2,45  0,025 

X1          0,02115   0,07536   0,28  0,782  2955,9 

X2          0,00595   0,08447   0,07  0,945  2709,1 

X3          0,23514   0,07808   3,01  0,008  2650,6 

X4         -0,23465   0,05634  -4,16  0,001  1400,6 

X5         0,011593  0,006110   1,90  0,075    34,8 

X6         -0,03933   0,04137  -0,95  0,355   233,8 

 

 

S = 0,220587   R-Sq = 98,2%   R-Sq(adj) = 97,6% 

 

 

Analysis of Variance 

 

Source          DF       SS      MS       F      P 

Regression       6  45,4068  7,5678  155,53  0,000 

Residual Error  17   0,8272  0,0487 

Total           23  46,2340 

 

 

Source  DF   Seq SS 

X1       1  10,1737 

X2       1  28,8768 

X3       1   0,7482 

X4       1   5,3579 

X5       1   0,2061 

                                                           
21

 Βλ. Ραράρτθμα 2, Ρίνακασ 2, Δεδομζνα από Fearn T., (1983). A Misure of Ridge Regression in the 
Calibration of a Near Infrared Reflectance Instrument, Journal of the Royal Statistical Society, vol. 32, 
(1), p. 74. 
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X6       1   0,0440 

 

 

Unusual Observations 

 

Obs   X1        Y      Fit  SE Fit  Residual  St Resid 

  4  450  11,6700  11,2738  0,1562    0,3962      2,54R 

 

R denotes an observation with a large standardized residual. 

 

 

Ραρατθρϊντασ τα παραπάνω αποτελζςματα εφκολα καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα 
ότι θ παρουςία του φαινομζνου τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ θ οποία εντοπίηεται 
ςτουσ πολφ υψθλοφσ παράγοντεσ VIF’s ςυντελεί ςτθν αδυναμία ορκισ εκτίμθςθσ 
των ςυντελεςτϊν τθσ Ραλινδρόμθςθσ.  

Οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι όπωσ ζχει τονιςτεί ςτο Κεφάλαιο 2 τθσ παροφςθσ, 
παράγοντεσ VIF μεγαλφτεροι του 5 ι του 10 καταδεικνφουν τθν φπαρξθ 
Ρολυςυγγραμμμικότθτασ. Επομζνωσ βάςει των ανωτζρω οδθγοφμαςτε ςτθν 
εφαρμογι τθσ μεκόδου PCR. Για το ςκοπό αυτό ειςάγουμε τα δεδομζνα μασ ςτθν R.  
 

 
 

Ρροκειμζνου να είμαςτε ςε κζςθ να προςαρμόςουμε το μοντζλο μασ, κα 
δθμιουργιςουμε ζναν πίνακα δεδομζνων data.frame ςτον οποίο κα ειςάγουμε τισ 
επεξθγθματικζσ μασ μεταβλθτζσ, όπου κάκε ςτιλθ κα αντιπροςωπεφεται από μια 
μεταβλθτι. Aκολοφκωσ ο πίνακασ αυτόσ κα οριςτεί ωσ pcrdata. Ρράγματι, ζχουμε : 

 
 
X<-cbind(X1,X2,X3,X4,X5,X6) 

           pcrdata<-as.data.frame(X) 
 
Με τθν εντολι cor(X) κα υπολογίςουμε τον πίνακα ςυςχζτιςθσ των επεξθγθματικϊν 
μεταβλθτϊν. Λαμβάνουμε : 
 
 
       X1               X2             X3              X4              X5              X6 
X1 1.0000000 0.9938643 0.9958238 0.9945777 0.9370514 0.9887293 
X2 0.9938643 1.0000000 0.9993365 0.9800670 0.9245668 0.9875778 
X3 0.9958238 0.9993365 1.0000000 0.9842661 0.9337063 0.9885750 
X4 0.9945777 0.9800670 0.9842661 1.0000000 0.9544739 0.9889840 
X5 0.9370514 0.9245668 0.9337063 0.9544739 1.0000000 0.9493275 
X6 0.9887293 0.9875778 0.9885750 0.9889840 0.9493275 1.0000000 
 
 
όπου θ ζνδειξθ υψθλισ ςυςχζτιςθσ μεταξφ των επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν είναι 
εμφανισ. Στο ςθμείο αυτό με τθν εντολι library(pls) ςτθν R, φορτϊνουμε το πακζτο 
που περιλαμβάνει τθν pcr και τθν plsr, ϊςτε να είμαςτε ςε κζςθ να το τρζξουμε. 
Ρλζον είμαςτε ςε κζςθ να προςαρμόςουμε ζνα PCR μοντζλο. Αυτό γίνεται με τθν 
ακόλουκθ εντολι : 
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 test<-pcr(Y~X,data=pcrdata) 
 
 
εναλλακτικά με τθν εντολι : 

          
 test<-pcr(Y~X,data=pcrdata,validation="LOO") 
 

προςαρμόηουμε ζνα μοντζλο PCR, όπωσ προθγουμζνωσ, αλλά αυτι τθ φορά 
ςυμπεριλαμβάνονται οι leave-one-out (LOO) cross-validated προβλζψεισ των 
Lachenbruch και Mickey (1968). Μζςω του ορίςματοσ “LOO”, θ τεχνικι του Cross-
Validation αφινει ζνα ηεφγοσ παρατθριςεων κάκε φορά εκτόσ του δείγματοσ (βλ. 
ςελ. 76 τθσ παροφςθσ). Ρλθκτρολογϊντασ ςτθν R τϊρα τθν εντολι : 
 

 
 summary(test) 
 
 

μποροφμε να δοφμε τα αποτελζςματα τθσ προςαρμογισ μασ. Λαμβάνουμε : 
 
Data:   X dimension: 24 6  
        Y dimension: 24 1 
Fit method: svdpc 
Number of components considered: 6 
 
VALIDATION: RMSEP 
Cross-validated using 24 leave-one-out segments. 
       (Intercept)  1 comps  2 comps  3 comps  4 comps  5 comps  6 comps 
CV           1.448    1.346    1.259   0.3501   0.2672   0.2745   0.2850 
adjCV        1.448    1.344    1.256   0.3486   0.2657   0.2728   0.2828 
 
TRAINING: % variance explained 
   1 comps  2 comps  3 comps  4 comps  5 comps  6 comps 
X    96.99    99.63    99.92    99.99   100.00   100.00 
Y    19.96    34.40    96.08    97.97    98.03    98.21 

 
 

Θ μζκοδοσ SVD, παρατθροφμε ότι ζχει εξάγει 6 κφριεσ ςυνιςτϊςεσ κακϊσ 
ζχουμε ειςάγει 6 επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. Τα validation results είναι με τθν 
RMSEP μορφι (root mean squared error of prediction). Ραίρνουμε δυο εκτιμιτριεσ 
cross-validation, τθν κανονικι CV εκτιμιτρια και τθ διορκωμζνθ εκτιμιτρια adjCV 
των Mevik και Cederkvist (2004) (βλ. ςελ. 77-79 τθσ παροφςθσ). Mποροφμε να 
κρίνουμε τα RMSEP κάνοντασ το διάγραμμα τουσ, με τθν εντολι : 

 
 
plot(RMSEP(test),legendpos="topright") 
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όπου παίρνουμε το ακόλουκο διάγραμμα  των RMSEP (1) ωσ ςυναρτιςεισ του 
αρικμοφ των κυρίων ςυνιςτωςϊν. Με το όριςμα “legendpos“ , προςκζτουμε μια 
λεηάντα ςτθ κζςθ που αυτό υποδεικνφει. 

 
 

 
1. Διάγραμμα RMSEP-αρικμοφ Κυρίων Συνιςτωςϊν 

 

 
Απ’ το παραπάνω διάγραμμα 1 ςυμπεραίνουμε ότι αρκεί να κρατιςουμε 

τρεισ κφριεσ ςυνιςτώςεσ, κακϊσ παίρνουμε 0,3RMSEP  . Αξίηει ςτο ςθμείο αυτό, 

να τονίςουμε ότι πολλζσ φορζσ θ μζκοδοσ PCR απαιτεί περιςςότερεσ κφριεσ 
ςυνιςτϊςεσ απ’ τθ μζκοδο PLSR, προκειμζνου να επιτφχει το ίδιο ςφάλμα 
πρόβλεψθσ. Από τθ ςτιγμι που ζχουμε επιλζξει τον αρικμό των ςυνιςτωςϊν που κα 
χρθςιμοποιιςουμε περαιτζρω ςτθν ανάλυςθ μασ, μποροφμε μζςω των διακζςιμων 
διαγραμμάτων τθσ μεκόδου να αντλιςουμε επιπλζον δεδομζνα χριςιμα για τθ 
μελζτθ μασ. Αυτό γίνεται κάνοντασ τα διαγράμματα προβλζψεων, scores, loadings.  
 

Ζνα προςαρμοςμζνο μοντζλο χρθςιμοποιείται ςυχνά για τθν πρόβλεψθ των 
τιμϊν νζων παρατθριςεων. Με τθν ακόλουκθ εντολι, κα προβλζψουμε τισ τιμζσ 
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για τισ 24 παρατθριςεισ τθσ Y  μεταβλθτισ, χρθςιμοποιϊντασ τρεισ κφριεσ 
ςυνιςτϊςεσ : 

 

predict(test,ncomp=3,newdata=pcrdata) 
 

 
Ζτςι παίρνουμε τισ ακόλουκεσ τιμζσ : 
 
, , 3 comps 
 
           Y 
1   9.191808 
2   8.022263 
3  10.843187 
4  11.501543 
5   9.825749 
6   9.096501 
7   9.069872 
8   7.868458 
9   7.563292 
10 11.410756 
11  9.899167 
12  8.031025 
13 10.278436 
14 10.383108 
15 11.770547 
16  8.421981 
17 12.406522 
18  8.971017 
19  9.970179 
20 11.469366 
21  9.898929 
22 10.844616 
23 10.865221 
24 11.586460 

 
 
 
 

Για το διάγραμμα προβλζψεων θ εντολι είναι : 
 

 
plot(test,ncomp=3,asp=1,line=TRUE) 

 
 
και παίρνουμε το ακόλουκο διάγραμμα (2) : 

 
 



 101 

 
2. Διάγραμμα Προβλζψεων 

 
το οποίο μασ δίνει τισ cross-validated προβλζψεισ με τισ τρεισ ςυνιςτϊςεσ που 
επιλζξαμε ενάντια ςτισ τιμζσ που μετρικθκαν (measured values). Ραρατθροφμε, ότι 
τα ςθμεία ακολουκοφν ικανοποιθτικά τθν προςαρμοςμζνθ ευκεία, κάτι το οποίο 
αποτρζπει τθν φπαρξθ καμπυλότθτασ ι άλλων ανωμαλιϊν. Με τθν εντολι: 
 

 
plot(test,plottype="scores",comps=1:3) 

 
 
λαμβάνουμε τα ανά ηεφγθ διαγράμματα των score τιμϊν για τισ τρεισ πρϊτεσ κφριεσ 
ςυνιςτϊςεσ (3). 

8 9 10 11 12 13

8
9

1
0

1
1

1
2

Y, 3 comps, validation

measured

p
re

d
ic

te
d



 102 

 
 

3. Διάγραμμα των score-τιμϊν 

 
Χρθςιμοποιοφνται για τθ διαπίςτωςθ τυχόν φπαρξθσ ομαδοποίθςθσ ι 

ακραίων τιμϊν ςτα δεδομζνα μασ. Ραρατθρϊντασ το παραπάνω διαπιςτϊνουμε ότι 
δεν υπάρχει κακαρι ζνδειξθ είτε ομαδοποίθςθσ είτε ακραίων τιμϊν. Οι αρικμοί 
ςτθν παρζνκεςθ δίπλα από κάκε ςυνιςτϊςα επεξθγοφν το ποςοςτό τθσ X  
διαςποράσ που ερμθνεφει θ κάκε ςυνιςτϊςα. Οι ερμθνευμζνεσ διαςπορζσ 
μποροφν να αντλθκοφν απευκείασ μζςω τθσ εντολισ : 

 
 
explvar(test) 

 
 
Λαμβάνουμε ζτςι : 

 
 
      Comp 1       Comp 2       Comp 3       Comp 4       Comp 5       Comp 6  
96.993140366  2.636384561  0.291313581  0.073397857  0.003571867  

0.002191767 
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Τζλοσ το διάγραμμα φορτίων (loadings), (4) χρθςιμοποιείται ωσ επί το 

πλείςτον, για ερμθνευτικοφσ ςκοποφσ, όπωσ για τον εντοπιςμό φαςματικϊν 
κορυφϊν (spectral peaks) που μποροφν να υποδείξουν λανκαςμζνθ εξαγωγι των 
παραμζτρων του μοντζλου. 

Γίνεται με τθν ακόλουκθ εντολι : 
 
plot(test, "loadings", comps=1:3, legendpos="topleft") 
 

 
4. Διάγραμμα φορτίων-αρικμοφ Κυρίων Συνιςτωςϊν 
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5.2 ΕΥΑΡΜΟΓΗ ΣΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΗ ΜΕΡΙΚΨΝ ΕΛΑΦΙΣΨΝ 

ΣΕΣΡΑΓΨΝΨΝ 

 
 

1θ εφαρμογι 

 
Θα χρθςιμοποιιςουμε τα δεδομζνα του προβλιματοσ “ χρωματογράφου “22 

Αρχικά, ειςάγουμε τα δεδομζνα μασ, δθλαδι τισ δυο μεταβλθτζσ απόκριςθσ 1Y   και 

2Y  και τισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ 1 6X X  ςτο Minitab. Ρροςαρμόηοντασ το 

πολλαπλό γραμμικό μοντζλο Ραλινδρόμθςθσ με μια μεταβλθτι απόκριςθσ κάκε 
φορά λαμβάνουμε τα ακόλουκα : 

 
 
 

Regression Analysis: Y1 versus X1; X2; X3; X4; X5; X6  
 
The regression equation is 

Y1 = 0,02 - 0,21 X1 - 1,34 X2 + 4,08 X3 + 0,080 X4 + 1,39 X5 + 5,03 X6 

 

 

Predictor    Coef  SE Coef      T      P   VIF 

Constant    0,018    3,153   0,01  0,996 

X1         -0,207    1,737  -0,12  0,909  64,7 

X2         -1,342    1,613  -0,83  0,437  31,5 

X3          4,077    3,299   1,24  0,263  44,9 

X4         0,0804   0,8870   0,09  0,931  10,5 

X5          1,394    2,647   0,53  0,617  16,7 

X6          5,030    2,740   1,84  0,116   9,0 

 

 

S = 0,495027   R-Sq = 87,2%   R-Sq(adj) = 74,3% 

 

 

Analysis of Variance 

 

Source          DF       SS      MS     F      P 

Regression       6   9,9809  1,6635  6,79  0,017 

Residual Error   6   1,4703  0,2451 

Total           12  11,4512 

 

 

Source  DF  Seq SS 

X1       1  3,5957 

                                                           
22 Βλ. Ραράρτθμα 2, Ρίνακασ 3, Δεδομζνα από Pietrogrande et al., (1989). Principal component 

analysis in structure-retention and retention-activity studies of benzodiazepines. Chemometrics and 

Intelligent Laboratory Systems, vol.5, p. 258. 
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X2       1  0,4301 

X3       1  1,7189 

X4       1  0,4371 

X5       1  2,9733 

X6       1  0,8258 

 

  

Regression Analysis: Y2 versus X1; X2; X3; X4; X5; X6  
 
The regression equation is 

Y2 = - 0,66 - 1,12 X1 + 2,13 X2 + 1,38 X3 + 1,10 X4 - 1,07 X5 + 5,53 X6 

 

 

Predictor    Coef  SE Coef      T      P   VIF 

Constant   -0,665    3,471  -0,19  0,854 

X1         -1,124    1,912  -0,59  0,578  64,7 

X2          2,129    1,775   1,20  0,276  31,5 

X3          1,379    3,630   0,38  0,717  44,9 

X4         1,0978   0,9762   1,12  0,304  10,5 

X5         -1,074    2,914  -0,37  0,725  16,7 

X6          5,529    3,016   1,83  0,116   9,0 

 

 

S = 0,544838   R-Sq = 68,0%   R-Sq(adj) = 36,0% 

 

 

Analysis of Variance 

 

Source          DF      SS      MS     F      P 

Regression       6  3,7861  0,6310  2,13  0,190 

Residual Error   6  1,7811  0,2968 

Total           12  5,5672 

 

 

Source  DF  Seq SS 

X1       1  0,7861 

X2       1  0,0128 

X3       1  0,0015 

X4       1  0,8734 

X5       1  1,1145 

X6       1  0,9977 

 

 

Οι υψθλοί  παράγοντεσ VIF (>5 ι >10) μασ υποδεικνφουν τθν φπαρξθ 
Ρολυςυγγραμμικότθτασ ςτα δεδομζνα μασ. Επομζνωσ οδθγοφμαςτε ςτθν 
εφαρμογι τθσ μεκόδου PLSR. Ειςάγουμε τα δεδομζνα μασ ςτθν R. 
 

 
Στο ςθμείο αυτό προκειμζνου να προςαρμόςουμε το μοντζλο μασ, όπωσ και 

ςτο παράδειγμα τθσ PCR, κα δθμιουργιςουμε τον πίνακα δεδομζνων X  και κα 
οριςτεί ωσ pls1data. 

 

 
 X<-cbind(X1,X2,X3,X4,X5,X6) 
 Y<-cbind(Y1,Y2) 
pls1data<-as.data.frame(X) 
 
 

Ρροκειμζνου να πάρουμε τον πίνακα ςυςχζτιςθσ των επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν  

1 2 3 4 5 6, , , , ,X X X X X X  χρθςιμοποιοφμε τθν εντολι cor(X). Λαμβάνουμε : 
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       X1              X2                X3              X4                X5               X6 
X1  1.0000000  0.9702836  0.9648497 -0.7415419 -0.7987749 -0.7982624 
X2  0.9702836  1.0000000  0.9637072 -0.8124216 -0.7946506 -0.8119116 
X3  0.9648497  0.9637072  1.0000000 -0.8031938 -0.7321493 -0.7745361 
X4 -0.7415419 -0.8124216 -0.8031938  1.0000000  0.7777294  0.6771946 
X5 -0.7987749 -0.7946506 -0.7321493  0.7777294  1.0000000  0.8848018 
X6 -0.7982624 -0.8119116 -0.7745361  0.6771946  0.8848018  1.0000000 
 
όπου παρατθρείται θ υψθλι ςυςχζτιςθ μεταξφ των επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν. 
Oμοίωσ με το προθγοφμενο παράδειγμα φορτϊνουμε το πακζτο pls από τθν R. 

 
library(pls) 
 
Με τθν εντολι : 
 
pls.options(plsralg="oscorespls") 
 

επιλζγουμε να χρθςιμοποιιςουμε τον αλγόρικμο ΝΙPALS για τθν προςαρμογι του 
PLSR μοντζλου. Σε αντίκετθ περίπτωςθ, θ R κα ζκανε αυτόματα χριςθ του kernel 
αλγόρικμου.  

 
Τϊρα, είμαςτε ζτοιμοι να προςαρμόςουμε το PLSR μοντζλο. Αυτό γίνεται με 

τθν εντολι : 
 
test1<-plsr(Y~X,data=pls1data,validation="LOO") 
 
και με τθν εντολι : 
 
summary(test1) 
 
παίρνουμε τα αποτελζςματα τθσ προςαρμογισ μασ. 
 
Data:   X dimension: 13 6  
        Y dimension: 13 2 
Fit method: oscorespls 
Number of components considered: 6 
 
VALIDATION: RMSEP 
Cross-validated using 13 leave-one-out segments. 
 
Response: Y1  
       (Intercept)  1 comps  2 comps  3 comps  4 comps  5 comps  6 comps 
CV           1.017   0.9008   0.8418   0.6237   0.6861   0.8764    1.191 
adjCV        1.017   0.8947   0.8224   0.6137   0.6716   0.8544    1.153 
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Response: Y2  
       (Intercept)  1 comps  2 comps  3 comps  4 comps  5 comps  6 comps 
CV           0.709   0.6865   0.6437   0.6544    1.006    1.061    1.257 
adjCV        0.709   0.6829   0.6308   0.6460    0.984    1.033    1.219 
 
TRAINING: % variance explained 
    1 comps  2 comps  3 comps  4 comps  5 comps  6 comps 
X     88.92    93.45    98.83    99.42    99.91   100.00 
Y1    37.93    65.82    82.80    85.55    86.07    87.16 
Y2    21.31    52.50    54.22    58.93    65.41    68.01 
 
Θ μζκοδοσ oscorespls παρατθροφμε ότι ζχει εξάγει 6 κφριεσ ςυνιςτϊςεσ, 

κακϊσ ζχουμε ςυμπεριλάβει 6 επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ. Τα validation results 
είναι με τθν RMSEP μορφι (root mean squared error of prediction). Ραίρνουμε δυο 
εκτιμιτριεσ cross-validation, τθν κανονικι CV εκτιμιτρια και τθ διορκωμζνθ 
εκτιμιτρια adjCV. Mποροφμε να κρίνουμε τα RMSEP κάνοντασ το διάγραμμα τουσ 
(5), με τθν εντολι : 

 
plot(RMSEP(test1),legendpos="topright") 
 
και παίρνουμε τα ακόλουκα διαγράμματα : 
 

 
5. Διάγραμμα RMSEP-αρικμοφ Κυρίων Συνιςτωςϊν 

 
 

Ραρατθροφμε ότι για τρεισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ το RMSEP για τθ μεταβλθτι 

απόκριςθσ 1Y  είναι το μικρότερο δυνατό. Πςο για τθν 2Y , είναι μικρότερο για δυο 

κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Ραρ’ όλα αυτά παρατθρϊντασ το ανωτζρω διάγραμμα, 
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φαίνεται ότι για τθν 
2Y  το RMSEP για χριςθ τριϊν κυρίων ςυνιςτωςϊν προςεγγίηει 

τθν αντίςτοιχθ τιμι για τισ δυο κφριεσ ςυνιςτϊςεσ. Συγκεκριμζνα για τθν 1Y  

παίρνουμε 0.6237CV   ενϊ για τθν 2Y  παίρνουμε 0.6544CV  . Επομζνωσ 

αποφαςίηουμε να διατθριςουμε τρεισ κφριεσ ςυνιςτώςεσ ςτο τελικό μασ μοντζλο 
προκειμζνου να επιτυγχάνεται ταφτιςθ του αρικμοφ των κυρίων ςυνιςτωςϊν τόςο 

για τθν 1Y  όςο και για τθν 
2Y . 

 

Για να προβλζψουμε τισ τιμζσ των νζων παρατθριςεων των 1Y  και 2Y  

μεταβλθτϊν απόκριςθσ του μοντζλου δίνουμε τθν εντολι : 
 
predict(test1, ncomp=3, newdata=pls1data) 
 
και παίρνουμε τισ ακόλουκεσ προβλζψεισ : 
 

, , 3 comps 
 
           Y1        Y2 
1  -0.8340380 2.3190662 
2  -1.1276245 2.0732235 
3  -1.0067520 1.9329637 
4  -1.4413254 1.6220362 
5  -0.7990170 1.9811136 
6  -0.9806329 2.1513505 
7  -0.4140545 2.7259029 
8  -2.8473129 0.9968231 
9  -1.0257917 1.9498743 
10 -0.5237122 2.2837381 
11 -0.9645514 2.1961867 
12 -2.8409495 1.2472389 
13 -2.8742381 1.1904822 
 
 
  
Για να πάρουμε το διάγραμμα προβλζψεων (6), θ αντίςτοιχθ εντολι είναι : 
 
 
 plot(test1,ncomp=3,asp=1,line=TRUE) 
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6. Διάγραμμα Προβλζψεων 

 
 

το οποίο μασ δίνει τισ cross-validated προβλζψεισ με τισ τρεισ ςυνιςτϊςεσ που 
επιλζξαμε ενάντια ςτισ τιμζσ που μετρικθκαν (measured values). 

Ραρατθροφμε όμωσ, ότι τα ςθμεία δεν ακολουκοφν ςε ικανοποιθτικό βακμό 
τθν προςαρμοςμζνθ ευκεία, κάτι το οποίο μασ υποψιάηει για φπαρξθ 
καμπυλότθτασ ι κάποιασ άλλθσ ανωμαλίασ ςτα δεδομζνα μασ. 

 
Κάνοντασ χριςθ τθσ εντολισ : 
 
plot(test1,plottype="scores",comps=1:3) 
 
παίρνουμε τα ανά ηεφγθ διαγράμματα των score τιμϊν για τισ τρεισ πρϊτεσ 

κφριεσ ςυνιςτϊςεσ (7). 
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7. Διάγραμμα των score-τιμϊν 

 
 
Ρροκειμζνου να λάβουμε τισ ερμθνευμζνεσ διαςπορζσ κάκε κφριασ 

ςυνιςτϊςασ πλθκτρολογοφμε τθν εντολι : 
 
explvar(test1) 
 
Ραίρνουμε : 
 
    Comp 1      Comp 2      Comp 3      Comp 4      Comp 5      Comp 6  
88.91524864  4.53463250  5.38135350  0.58893260  0.48897231  0.09086046 
 
Δθλαδι οι τρεισ πρϊτεσ ςυνιςτϊςεσ είναι αυτζσ που ερμθνεφουν ςχεδόν όλο 

το ποςοςτό τθσ ςυνολικισ X  διαςποράσ του μοντζλου μασ. 
 
 
Το  διάγραμμα φορτίων (loadings), για τισ τρεισ πρϊτεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ 

(8), προκφπτει με τθν εντολι : 
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plot(test1, "loadings", comps=1:3, legendpos="topleft") 
 

 
8. Διάγραμμα φορτίων-αρικμοφ Κυρίων Συνιςτωςϊν 
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                                    2θ εφαρμογι 
 
Στθ 2θ αυτι εφαρμογι τθσ Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων, 

κα χρθςιμοποιιςουμε τα δεδομζνα του προβλιματοσ “ Ακετυλινθσ23  Εκτόσ των 

τριϊν ανεξάρτθτων μεταβλθτϊν 1X , 2X , 3X  κα χρθςιμοποιιςουμε και άλλεσ ζξι 

ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ τισ 
2

1X , 
2

2X , 
2

3X , 1 2X X  , 2 3X X , 1 3X X . Οι ζξι 

τελευταίεσ, χάριν ςυνζπειασ των ςυμβολιςμϊν μασ κα καλοφνται 4X , 5X , 6X , 7X ,

8X
 και 9X  αντίςτοιχα. 

Αρχικά, ειςάγουμε τα δεδομζνα μασ, δθλαδι τθ μεταβλθτι απόκριςθσ Y  

και τισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ 
1
X - 9X

 ςτο Minitab. Οι 9 επεξθγθματικζσ 

μεταβλθτζσ 1 9X X
 κα υποςτοφν centering (κεντροποίθςθ) αφαιρϊντασ από τθν 

κάκε παρατιρθςθ τθσ κάκε μεταβλθτισ τον αντίςτοιχο μζςο όρο τθσ. 
 Ρροςαρμόηοντασ το πολλαπλό γραμμικό μοντζλο Ραλινδρόμθςθσ  

λαμβάνουμε τα ακόλουκα : 
 
 
Regression Analysis: Y versus X1; X2; X3; X4; X5; X6; X7; X8; X9  
 
The regression equation is 

Y = 35,8 + 0,0450 X1 + 0,493 X2 - 277 X3 - 0,0133 X4 - 19,0 X5 - 11,4 X6 

    - 0,00212 X7 - 0,0327 X8 - 12193 X9 

 

 

Predictor       Coef   SE Coef      T      P     VIF 

Constant      35,794     1,083  33,04  0,000 

X1           0,04504   0,05556   0,81  0,449   375,2 

X2           0,49254   0,05476   8,99  0,000     1,8 

X3            -276,8     194,7  -1,42  0,205   709,3 

X4         -0,013258  0,002973  -4,46  0,004    26,9 

X5           -19,007     8,644  -2,20  0,070    31,2 

X6           -11,436     8,354  -1,37  0,220  6909,2 

X7         -0,002124  0,001920  -1,11  0,311  1830,8 

X8          -0,03270   0,01163  -2,81  0,031     3,2 

X9            -12193      7755  -1,57  0,167  1224,5 

 

 

S = 0,895655   R-Sq = 99,8%   R-Sq(adj) = 99,4% 

 

 

Analysis of Variance 

 

Source          DF       SS      MS       F      P 

Regression       9  2118,90  235,43  293,49  0,000 

Residual Error   6     4,81    0,80 

Total           15  2123,71 

 

 

Source  DF   Seq SS 

X1       1  1896,68 

X2       1    56,30 

                                                           
23

 Βλ. Ραράρτθμα 2, Ρίνακασ 1, Δεδομζνα από Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear 
Regression Analysis, 4

th
 ed, p. 328, New Jersey : John Wiley & Sons, Inc. 
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X3       1     0,46 

X4       1   143,89 

X5       1     0,66 

X6       1    13,78 

X7       1     0,65 

X8       1     4,49 

X9       1     1,98 

 

 

Unusual Observations 

 

Obs    X1       Y     Fit  SE Fit  Residual  St Resid 

 13  -113  15,000  14,874   0,892     0,126      1,50 X 

 14  -113  17,000  16,290   0,833     0,710      2,16R 

 15  -113  20,500  21,927   0,594    -1,427     -2,13R 

 

R denotes an observation with a large standardized residual. 

X denotes an observation whose X value gives it large influence. 

 

 

 

Ομοίωσ με τισ προθγοφμενεσ δυο εφαρμογζσ, οι υψθλοί παράγοντεσ VIF 
υποδθλϊνουν φπαρξθ Ρολυςυγγραμμικότθτασ ςτα δεδομζνα. Ειςάγουμε τισ 
επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ κακϊσ και τθ μεταβλθτι απόκριςθσ ςτθν R. 
 

 
Oμοίωσ με το προθγοφμενο παράδειγμα, δθμιουργοφμε τον πίνακα 

δεδομζνων X  του οποίου οι ςτιλεσ κα είναι οι 9 επεξθγθματικζσ και 
κεντροποιθμζνεσ μεταβλθτζσ και ακολοφκωσ τον δθλϊνουμε ωσ pls2data. 

 
X<-cbind(X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8,X9) 
pls2data<-as.data.frame(X) 
 

Ο πίνακασ ςυςχζτιςθσ των επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν μζςω τθσ εντολισ cor(X) 
δίνεται παρακάτω : 
 
       X1                X2                  X3                 X4                 X5                 X6 
X1  1.00000000  0.22362776 -0.95751877 -0.12381988  0.20187257  0.4511728 
X2  0.22362776  1.00000000 -0.24807978  0.04068679 -0.03120182  0.1949815 
X3 -0.95751877 -0.24807978  1.00000000  0.18920174 -0.27023310 -0.6714860 
X4 -0.12381988  0.04068679  0.18920174  1.00000000 -0.97139314 -0.2615720 
X5  0.20187257 -0.03120182 -0.27023310 -0.97139314  1.00000000  0.3125732 
X6  0.45117285  0.19498152 -0.67148598 -0.26157200  0.31257323  1.0000000 
X7 -0.27074558 -0.14771083  0.50580043  0.24422032 -0.26697741 -0.9705809 
X8  0.03384875  0.50795768 -0.03044338  0.39639652 -0.39027353  0.1289465 
X9 -0.58653885 -0.22519502  0.77671248  0.26963623 -0.34742062 -0.9721360 
       X7              X8                  X9 
X1 -0.2707456  0.03384875 -0.5865388 
X2 -0.1477108  0.50795768 -0.2251950 
X3  0.5058004 -0.03044338  0.7767125 
X4  0.2442203  0.39639652  0.2696362 
X5 -0.2669774 -0.39027353 -0.3474206 
X6 -0.9705809  0.12894646 -0.9721360 
X7  1.0000000 -0.12477883  0.8901332 
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X8 -0.1247788  1.00000000 -0.1580460 
X9  0.8901332 -0.15804602  1.0000000 

 
Στθ ςυνζχεια πλθκτρολογοφμε τισ γνϊςτεσ εντολζσ : 
 
library(pls) 
pls.options(plsralg="oscorespls") 
 
Τϊρα, προςαρμόηουμε το μοντζλο : 
 
test2<-plsr(Y~X,data=pls2data,validation="LOO") 
 
και με τθν εντολι  
 
summary(test2)  
 
παίρνουμε : 
 
Data:   X dimension: 16 9  
        Y dimension: 16 1 
Fit method: oscorespls 
Number of components considered: 9 
 
VALIDATION: RMSEP 
Cross-validated using 16 leave-one-out segments. 
       (Intercept)  1 comps  2 comps  3 comps  4 comps  5 comps  6 comps 
CV           12.29    12.64    12.70    3.386    3.666    1.373    2.114 
adjCV        12.29    12.59    12.64    3.349    3.626    1.356    2.068 
       7 comps  8 comps  9 comps 
CV       4.071    4.411    4.446 
adjCV    3.949    4.279    4.291 
 
TRAINING: % variance explained 
   1 comps  2 comps  3 comps  4 comps  5 comps  6 comps  7 comps  8 comps 
X   99.396    99.97    100.0   100.00   100.00   100.00   100.00   100.00 
Y    6.347    22.85     95.8    96.15    99.47    99.52    99.68    99.68 
   9 comps 
X   100.00 
Y    99.77 
 
 
Oμοίωσ με τθν προθγοφμενθ εφαρμογι τθσ PLSR, οδθγοφμαςτε ςτα 

ακόλουκα ςυμπεράςματα. Θ μζκοδοσ oscorespls, παρατθροφμε ότι ζχει εξάγει 9 
κφριεσ ςυνιςτϊςεσ, λόγω τθσ φπαρξθσ 9 επεξθγθματικϊν μεταβλθτϊν. Τα validation 
results είναι με τθν RMSEP μορφι (root mean squared error of prediction). 
Ραίρνουμε δυο εκτιμιτριεσ cross-validation, τθν κανονικι CV εκτιμιτρια και τθ 
διορκωμζνθ εκτιμιτρια adjCV. 
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Mποροφμε να κρίνουμε τα RMSEP κάνοντασ το διάγραμμα τουσ (9), με τθν 
εντολι : 

 
plot(RMSEP(test2),legendpos="topright") 
 

 
9. Διάγραμμα RMSEP-αρικμοφ Κυρίων Συνιςτωςϊν 

 
 
 
Λαμβάνοντασ υπόψθ μασ τθ διαςπορά των X  και Y  που ερμθνεφει θ κάκε 

κφρια ςυνιςτϊςα, αλλά και το παραπάνω διάγραμμα, αποφαςίηουμε να 
διατθριςουμε τρεισ κφριεσ ςυνιςτώςεσ ςτο μοντζλο μασ. Με τρεισ κφριεσ 

ςυνιςτϊςεσ εξθγείται το 100%  τθσ διαςποράσ του X  και το 95.8%  τθσ 
διαςποράσ του Y , ενϊ θ εκτιμιτρια 3,386CV  . 

 
Για να προβλζψουμε τισ νζεσ τιμζσ των παρατθριςεων τθσ μεταβλθτισ 

απόκριςθσ Y  του μοντζλου μασ, χρθςιμοποιϊντασ πάλι τρεισ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ, 
χρθςιμοποιοφμε τθν εντολι : 

 
predict(test2, ncomp=3, newdata=pls2data) 
 
Οι νζεσ αυτζσ τιμζσ είναι : 
 
, , 3 comps 
 
          Y 
1  52.45382 
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2  51.36882 
3  49.95641 
4  48.24615 
5  45.95455 
6  42.30514 
7  33.54387 
8  33.63941 
9  33.88915 
10 34.14103 
11 34.59636 
12 35.65625 
13 16.26865 
14 18.08959 
15 21.08688 
16 26.50391 
 
 
  
Για να πάρουμε το διάγραμμα προβλζψεων (10) ζχουμε : 
 
plot(test2,ncomp=3,asp=1,line=TRUE) 
 

10. Διάγραμμα Προβλζψεων 
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και διαπιςτϊνουμε ότι τα ςθμεία ακολουκοφν ικανοποιθτικά τθν 

προςαρμοςμζνθ ευκεία, γεγονόσ που αποτρζπει τθν φπαρξθ καμπυλότθτασ και 
άλλων ανωμαλιϊν. 

                                        
Τα ανά ηεφγθ διαγράμματα των score τιμϊν για τισ τρεισ πρϊτεσ κφριεσ 

ςυνιςτϊςεσ (11), τα παίρνουμε με τθν ακόλουκθ εντολι : 
 
plot(test2,plottype="scores",comps=1:3) 
 

 
 

 

11. Διάγραμμα των score-τιμϊν 

 

 
Oι ερμθνευμζνεσ X  διαςπορζσ για κάκε κφρια ςυνιςτϊςα λαμβάνονται με 

τθν εντολι : 
 
explvar(test2) 
 
     Comp 1       Comp 2       Comp 3       Comp 4       Comp 5       Comp 6  
9.939562e+01 5.709694e-01 2.954225e-02 3.754189e-03 1.145286e-04 

3.807198e-07  
      Comp 7       Comp 8       Comp 9  
3.199030e-09 1.886417e-11 3.354137e-15 
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Για το loading διάγραμμα (12) για τισ τρεισ πρϊτεσ κφριεσ ςυνιςτϊςεσ που 
ζχουμε επιλζξει, ζχουμε : 

 
  plot(test2, "loadings", comps=1:3, legendpos="topleft")      
 

 
 

                          
12. Διάγραμμα φορτίων-αρικμοφ Κυρίων Συνιςτωςϊν 
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ΣΥΜΡΕΑΣΜΑΤΑ 
 
Ζχοντασ περιγράψει ενδελεχϊσ τισ δυο μεκόδουσ Ραλινδρόμθςθσ (PCR και 

PLSR) και ακολοφκωσ παρακζςει τρεισ πρακτικζσ εφαρμογζσ καταλιγουμε ςτα 
παρακάτω ςυμπεράςματα. Και οι δυο μζκοδοι ερμθνεφουν ςχεδόν όλθ τθ 
διαςπορά των αρχικϊν μασ δεδομζνων μζςω ενόσ μικροφ αρικμοφ κυρίων 
ςυνιςτωςϊν τισ οποίεσ ο αλγόρικμοσ που κάκε φορά χρθςιμοποιείται εξάγει. Στθν 
περίπτωςθ μασ και οι τρεισ εφαρμογζσ που παρατζκθκαν χρθςιμοποίθςαν τρεισ 
κφριεσ ςυνιςτϊςεσ για τθ βζλτιςτθ ερμθνεία του μοντζλου. Ραρατθροφμε ότι ςτθν 
πλειονότθτα των περιπτϊςεων οι δυο μζκοδοι χρθςιμοποιοφν τον ίδιο αρικμό 
κυρίων ςυνιςτωςϊν, χωρίσ βζβαια να αποκλείεται το αντίκετο. Στθν επιλογι του 
αρικμοφ των κυρίων ςυνιςτωςϊν που τελικϊσ διατθριςαμε ςτο τελικό μοντζλο, 
κακοριςτικισ ςθμαςίασ ιταν τα διαγράμματα που ςε κάκε εφαρμογι 
χρθςιμοποιικθκαν.  

Αξίηει να τονιςτεί ότι ςε αντίκεςθ με τθν PCR, θ μζκοδοσ PLSR ςυνθκίηεται να 
βρίςκει εφαρμογι ςε περιπτϊςεισ που οι μεταβλθτζσ απόκριςθσ είναι 
περιςςότερεσ από μία. Οφείλεται ςτθν  ικανότθτά τθσ να μοντελοποιεί και να 
αναλφει πολλζσ Y  μεταβλθτζσ ταυτόχρονα, κάτι που μασ δίνει μια καλφτερθ 
εικόνα απ’ ότι όταν ζχουμε ζνα ξεχωριςτό μοντζλο για κάκε μια Y  μεταβλθτι. Εάν 
όμωσ οι Y μεταβλθτζσ είναι ςυςχετιςμζνεσ μεταξφ τουσ ςυνίςταται θ ταυτόχρονθ 
ανάλυςθ τουσ ςτο ίδιο μοντζλο.  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 1ο (ΠΙΝΑΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΨΝ ΘΕΨΡΙΑ) 
  

 Δεδομζνα από Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear Regression Analysis, 4th ed, 

p. 314, New Jersey : John Wiley & Sons, Inc. Ραραπομπι ςτθ ςελίδα 27, υποκεφάλαιο 2.2.  

Ρεριπτϊςεισ εμφάνιςθσ τθσ  Ρολυςυγγραμμικότθτασ. 

Ρίνακασ 1. Δεδομζνα προβλιματοσ “ χρόνοσ παράδοςθσ “ 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Y X1 X2 

16,68 7 560 

11,50 3 220 

12,03 3 340 

14,88 4 80 

13,75 6 150 
18,11 7 330 

8,00 2 110 
17,83 7 210 

79,24 30 1460 

21,50 5 605 
40,33 16 688 

21,00 10 215 
13,50 4 255 

19,75 6 462 
24,00 9 448 

29,00 10 776 

15,35 6 200 
19,00 7 132 

9,50 3 36 
35,10 17 770 

17,90 10 140 

52,32 26 810 
18,75 9 450 

19,83 8 635 
10.75 4 150 
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Τα δεδομζνα του προβλιματοσ “χρόνοσ παράδοςθσ“ περιγράφουν τον 
απαιτοφμενο χρόνο ενόσ ανεφοδιαςτι μθχανθμάτων αυτόματθσ πϊλθςθσ 
προκειμζνου να γεμίηει ςυνζχεια τα μθχανιματα πθγαίνοντασ απ’ το ζνα ςτο άλλο 
με τα πόδια. Θ μεταβλθτι απόκριςθσ Y  περιγράφει τον χρόνο που κάκε φορά 

απαιτείται ςε δευτερόλεπτα, ενϊ οι μεταβλθτζσ 1X  και 2X  περιγράφουν  τον 

αρικμό κουτιϊν που πρζπει να προςκζςει ο υπάλλθλοσ και τθν απόςταςθ μεταξφ 
των μθχανθμάτων ςε πόδια (ft) αντίςτοιχα. 
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  ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 2ο (ΠΙΝΑΚΕ ΔΕΔΟΜΕΝΨΝ ΠΡΑΚΣΙΚΨΝ 

ΕΥΑΡΜΟΓΨΝ) 
 

Δεδομζνα από Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear Regression Analysis, 4th ed, 
p. 333, New Jersey : John Wiley & Sons, Inc. Ραραπομπι ςτθ ςελίδα 31, υποκεφάλαιο 2.3.  
Διάγνωςθ τθσ Ρολυςυγγραμμικότθτασ. 
 
 
Δεδομζνα από Μontgomery et al.,(2006). Introduction to Linear Regression Analysis, 4th ed, 

p. 328, New Jersey : John Wiley & Sons, Inc. Ραραπομπι ςτθ ςελίδα 112, υποκεφάλαιο 5.2. 

Εφαρμογι τθσ Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων. 

   
Ρίνακασ 1. Δεδομζνα προβλιματοσ “ Ακετυλινθσ “ 

                            

Y  1X  2X  3X  

49 1300 7,5 0,012 

50,2 1300 9 0,012 
50,5 1300 11 0,0115 

48,5 1300 13,5 0,013 
47,5 1300 17 0,0135 

44,5 1300 23 0,012 

28 1200 5,3 0,04 
31,5 1200 7,5 0,038 

34,5 1200 11 0,032 
35 1200 13,5 0,026 

38 1200 17 0,034 

38,5 1200 23 0,041 
15 1100 5,3 0,084 

17 1100 7,5 0,098 
20,5 1100 11 0,092 

29,5 1100 17 0,086 
 
 
Τα δεδομζνα του προβλιματοσ “ Ακετυλινθσ “, περιγράφουν μζςω τθσ 

μεταβλθτισ απόκριςθσ το επί τοισ εκατό ποςοςτό (%) του επτανίου που 

μετατράπθκε ςε ακετυλινθ. Οι εξαρτθμζνεσ μεταβλθτζσ 1X , 2X , 3X  περιγράφουν 

τθ κερμοκραςία του αντιδραςτιρα ςε βακμοφσ Κελςίου, το επί τοισ εκατό ποςοςτό 
(%) του υδρογόνου που περιζχεται ςτο επτάνιο και το χρόνο επαφισ ςε 
δευτερόλεπτα αντίςτοιχα. 
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Δεδομζνα από Fearn T., (1983). A Misure of Ridge Regression in the Calibration of a Near 
Infrared Reflectance Instrument, Journal of the Royal Statistical Society, vol. 32, (1), p. 74. 
Ραραπομπι ςτθ ςελίδα 96, υποκεφάλαιο 5.1.  Εφαρμογι τθσ Ραλινδρόμθςθσ Κυρίων 
Συνιςτωςϊν. 

 
Ρίνακασ 2. Δεδομζνα προβλιματοσ “ Ρεριεκτικότθτα ςε πρωτείνθ “ 
 

Y  1X  2X  3X  4X  5X  6X  

9,23 468 123 246 374 386 -11 

8,01 458 112 236 368 383 -15 
 10,95 457 118 240 359 353 -16 

11,67 450 115 236 352 340 -15 
10,41 464 119 243 366 371 -16 

9,51 499 147 273 404 433  5 
8,67 463 119 242 370 377 -12 

7,75 462 115 238 370 353 -13 

8,05 488 134 258 393 377 -5 
11.39 483 141 264 384 398 -2 

9,95 463 120 243 367 378 -13 
 8,25 456 111 233 365 365 -15 

10,57 512 161 288 415 443 12 

10,23 518 167 293 421 450 19 
11,87 552 197 324 448 467 32 

 8,09 497 146 271 407 451 11 
12,55 592 229 360 484 524 51 

 8,38 501 150 274 406 407 11 
 9,64 483 137 260 385 374 -3 

11,35 491 147 269 389 391   1 

9,70 463 121 242 366 353 -13 
10,75 507 159 285 410 445 13 

10,75 474 132 255 376 383 -7 
11,47 496 152 276 396 404   6 

 
Τα δεδομζνα του προβλιματοσ “ περιεκτικότθτασ ςε πρωτεΐνθ “, Fearn 

(1983), αποτελοφν τα αποτελζςματα ενόσ πειράματοσ που εκτελείται για τθ 
βακμονόμθςθ ενόσ ςχεδόν υπζρυκρου οργάνου ανάκλαςθσ NIR, για τθ μζτρθςθ 
των  πρωτεϊνϊν ςτα δείγματα ςπορίου εδάφουσ. Θ μεταβλθτι απόκριςθσ Y

εκφράηει τθν επί τοισ εκατό (%) περιεκτικότθτα τθσ πρωτεΐνθσ, ενϊ οι 

επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ 1 6X X  εκφράηουν τισ μετριςεισ τθσ ανάκλαςθσ τθσ 

ακτινοβολίασ απ’ τα δείγματα ςπορίου ςε ζξι διαφορετικά μικθ κφματοσ ςτο 

φάςμα 1680 2310 nm. Οι παραπάνω μετριςεισ είναι όλεσ λογαρικμθμζνεσ.                                             
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Δεδομζνα από Pietrogrande et al., (1989). Principal component analysis in structure-

retention and retention-activity studies of benzodiazepines. Chemometrics and Intelligent 

Laboratory Systems, vol.5, p. 258. Ραραπομπι ςτθ ςελίδα 104, υποκεφάλαιο 5.2. Εφαρμογι 

τθσ Ραλινδρόμθςθσ Μερικϊν Ελαχίςτων Τετραγϊνων. 

 
 
Ρίνακασ 3. Δεδομζνα προβλιματοσ “ Χρωματογράφου “ 
 

1X  2X  3X  4X  5X  6X  1Y  2Y  

2,90 2,19 1,49 0,58 -0,76 -0,41 -0,39 2,50 

3,17 2,67 1,62 0,11 -0,82 -0,52 -1,58 1,63 
3,20 2,69 1,55 -0,31 -0,96 -0,33 -1,13 2,33 

3,25  2,78 1,78 -0,56 -0,99 -0,55 -1,18 1,25 
3,26 2,77 1,83 -0,53 -0,91 -0,45 -0,71 2,05 

3,16 2,71 1,66 0,10 -0,80 -0,51 -1,58 1,19 
3,26 2,74 1,68 0,62 -0,71 -0,39 -0,43 3,14 

3,29 2,96 1,67 -0,35 -1,19 -0,71 -2,79 1,63 

3,59 3,12 1,97 -0,62 -0,93 -0,56 -1,15 1,79 

3,68 3,16 1,93 -0,54 -0,82 -0,50 -0,39 2,60 
4,17 3,46 2,12 -0,56 -0,97 -0,55 -0,64 2,41 

4,77 3,72 2,29 -0,82 -1,37 -0,80 -2,14 0,71 
5,04 4,04 2,44 -1,14 -1,40 -0,86 -3,57 1,44 

 
 
O παραπάνω πίνακασ περιζχει τα χρωματογραφικά δεδομζνα για μια ςειρά 

δεκατριϊν βενηοδιαηεπινϊν ςε ζξι διαφορετικζσ αντεςτραμμζνεσ και κανονικζσ 
φάςεισ ςυςτθμάτων, τα οποία εξιχκθςαν από το άρκρο των Pietrogrande, Dondi , 
Borea και Bighi (1989). Mζςω των δεδομζνων αυτϊν, κα περιγραφεί θ ςχζςθ 
μεταξφ τθσ μοριακισ δομισ των βενηοδιαηεπινϊν και τθσ χρωματογραφικισ τουσ 
διατιρθςθσ ι τθσ βιολογικισ τουσ δραςτθριότθτασ. 

Οι μεταβλθτζσ απόκριςθσ είναι οι 1Y  και 2Y  οι οποίεσ κακορίηουν τθ 

βιολογικι δραςτθριότθτα. Συγκεκριμζνα θ μεταβλθτι 1Y  εκφράηει τθ ςυγγζνεια 

δζςμευςθσ των υποδοχζων ενϊ θ μεταβλθτι 2Y  ερμθνεφει μια 

ψυχοφαρμακολογικι δοκιμι που ζχει πραγματοποιθκεί. Οι πρϊτεσ τρεισ 
επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ αφοροφν ςυςτιματα αντεςτραμμζνων φάςεων 

(reversed phase systems) με τθ μεταβλθτι  1X = 18C  , τθν 2X Ph  και τθν

3X CN R  . Οι υπόλοιπεσ τρεισ επεξθγθματικζσ μεταβλθτζσ αφοροφν ςυςτιματα 

κανονικϊν φάςεων (normal phase systems) με τθ μεταβλθτι 4 2X NH , τθ 

μεταβλθτι 5X CN N   και τθν 6X Si . 
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ΕΤΡΕΣΗΡΙΟ ΟΡΨΝ ΚΑΙ ΤΝΣΟΜΟΓΡΑΥΙΨΝ 
 

 
 CENTERING : ΚΕΝΤΟΡΟΙΘΣΘ 
 SCALING : ΤΥΡΟΡΟΙΘΣΘ 
 LEAST SQUARES METHOD : ΜΕΘΟΔΟΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ 

ΤΕΤΑΓΩΝΩΝ 
 CORRELATION : ΣΥΣΧΕΤΙΣΘ 
 REGRESSOR : EΡΕΞΘΓΘΜΑΤΙΚΘ ΜΕΤΑΒΛΘΤΘ 
 VIF : ΡΑΑΓΟΝΤΑΣ ΕΛΕΓΧΟΥ ΡΟΛΥΣΥΓΓΑΜΜΙΚΟΤΘΤΑΣ 
 RIDGE REGRESSION : ΡΑΛΙΝΔΟΜΘΣΘ ΚΟΥΦΟΓΑΜΜΘΣ 
 CONDITION INDICES : ΔΕΙΚΤΕΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΘΣ 
 OVERFITTED MODEL : ΥΡΕΟΙΣΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 
 BIASING PARAMETER : ΡΑΑΜΕΤΟΣ ΜΕΟΛΘΨΙΑΣ 
 PCR : ΡΑΛΙΝΔΟΜΘΣΘ ΚΥΙΩΝ ΣΥΝΙΣΤΩΣΩΝ 
 PLSR : ΡΑΛΙΝΔΟΜΘΣΘ ΜΕΙΚΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΑΓΩΝΩΝ 
 PLSC : ΣΥΜΜΕΤΙΚΘ ΜΕΘΟΔΟΣ ΜΕΙΚΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ 

ΤΕΤΑΓΩΝΩΝ 
 ΟLS : ΚΛΑΣΙΚΘ ΜΕΘΟΔΟΣ ΡΑΛΙΝΔΟΜΘΣΘΣ 
 Ε.Μ.Ρ : ΕΚΤΙΜΘΤΙΑ ΜΕΓΙΣΤΘΣ ΡΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΑΣ 
 ΑNOVA : ΑΝΑΛΥΣΘ ΔΙΑΣΡΟΑΣ 
 ΜULTIPLE LINEAR REGRESSION : ΡΟΛΛΑΡΛΘ ΓΑΜΜΙΚΘ 

ΡΑΛΙΝΔΟΜΘΣΘ 
 SVD : ΜΕΘΟΔΟΣ ΙΔΙΟΑΝΑΛΥΣΘΣ 
 EIGENVECTOR : ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑ 
 EIGENVALUE : ΙΔΙΟΤΙΜΘ 
 COVARIANCE MATRIX : ΜΘΤΑ ΣΥΝΔΙΑΣΡΟΑΣ 
 LOADING MATRIX : ΜΘΤΑ ΦΟΤΙΟΥ 
 SCORES MATRIX : ΜΘΤΑ ΑΡΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 
 SINGULAR VALUES : ΙΔΙΑΗΟΥΣΕΣ ΤΙΜΕΣ 
 SINGULAR VECTORS : ΙΔΙΑΗΟΝΤΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
 LATENT VARIABLES : ΛΑΝΘΑΝΟΥΣΕΣ ΜΕΤΑΒΛΘΤΕΣ 
 WEIGHTS : ΒΑΘ 
 RESIDUALS : ΥΡΟΛΟΙΡΑ 
 PREDICTORS : ΡΟΒΛΕΡΟΥΣΕΣ 
 CROSS VALIDATION : TEΧΝΙΚΘ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΘΣ ΑΝΑΛΥΣΘΣ 
 PRESS : ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟ ANΑΛΥΣΘΣ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 
 FITTING : ΡΟΣΑΜΟΓΘ 
 VALIDATION : ΕΡΙΚΥΩΣΘ 
 JACK-KNIFING TECHNIQUE : ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΘ ΤΕΧΝΙΚΘ 

ΑΞΙΟΛΟΓΘΣΘΣ ΔΙΑΣΡΟΑΣ ΕΚΤΙΜΘΤΙΑΣ 
 ΜΙΝΙΤAB : ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟ ΡΑΚΕΤΟ ΑΝΑΛΥΣΘΣ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 
 R : ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟ ΡΑΚΕΤΟ ΑΝΑΛΥΣΘΣ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ 
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