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Περίληψη

Η λύση στο 13ο πρόβλημα του Hilbert ήρθε από τους Kolmogorov και Arnold,
οι οποίοι έδειξαν ότι κάθε συνεχής συνάρτηση πολλών μεταβλητών μπορεί να αναπα-

ρασταθεί ως υπέρθεση συνεχών συναρτήσεων μίας μεταβλητής. Στην αναπαράσταση

του K.S.T. οι εξωτερικές συναρτήσεις εξαρτώνται από την συνάρτηση πολλών μετα-
βλητών, ενώ οι εσωτερικές συναρτήσεις είναι ανεξάρτητες. Αυτό ήταν το ένευσμα

για την έρευνα στην αναπαράσταση και υπέρθεση συναρτήσεων χρησιμοποιώντας το

K.S.T..
Μελετάμε τις ιδιότητες των εσωτερικών και εξωτερικών συναρτήσεων. Δείχνουμε

ότι η δομή του συνόλου των εσωτερικών συναρτήσεων εξαρτάται από τον αριθμό των

μεταβλητών της αρχικής συνάρτησης, και προβάλλοντας ή επεκτείνοντας μπορούμε να

χρησιμοποιήσουμε τις συναρτήσεις αυτές και σε άλλες διαστάσεις. Επιπλέον, η εξω-

τερική συνάρτηση δείχνουμε ότι δεν είναι μοναδική και δεν διατηρεί την θετικότητα

της συνάρτησης πολλών μεταβλητών. Ο συνδιασμός του K.S.T. με τον μετασχη-
ματισμό Fourier μας επιτρέπει την αλλαγή εξωτερικής συνάρτησης για διαφορετικές
εσωτερικές συναρτήσεις.

Παρουσιάζονται εφαρμογές του θεωρήματος για τον υπολογισμό του βέλτιστου

κόστους μέτρων, καθώς και για την επεξεργασία εικόνων. Στο τελευτάιο μέρος,

μελετάμε την σύνδεση με τα νευρωνικά δίκτυα, κατασκευάζοντας ένα βαθύ ReLU
νευρωνικό δίκτυο το οποίο προσεγγίζει την συνάρτηση πολλών μεταβλητών, δείχνο-

ντας την σημαντικότητα της αναπαράστασης που παρέχει το K.S.T..
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Το 1900, ο Γερμανός μαθηματικός David Hilbert διατύπωσε 23 προβλήματα στο
Διεθνές Κογκρέσο Μαθηματικών, στο Παρίσι. Τα προβλήματα αυτά θα βοηθούσαν

στην διαμόρφωση των μαθηματικών του επόμενου αιώνα. Το 13ο πρόβλημα πηγάζει

από την λύση πολυωνυμικών εξισώσεων. Η εξίσωση:

anx
n + . . .+ a1x+ a0 = 0

θα έχει μιγαδική λύση της μορφής x = x(an, . . . , a0), (n+ 1)-μεταβλητών.
Για n ≤ 4, η ζητούμενη λύση είναι σύνθεση αριθμητικών πράξεων και ριζών, για
παράδειγμα για n = 2 η εξίσωση ax2 + bx+ c = 0 θα έχει μία λύση της μορφής:

x(a, b, c) =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

Για n > 4, μπορούμε με τον μετασχηματισμό Tschirnhaus να φέρουμε την αρχική
εξίσωση στην μορφή xn+bn−4x

n−4+. . .+b1x+1 = 0. Για n = 5, η αναπαράσταση της
λύσης μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας αριθμητικές πράξεις, ρίζες και συγκεκριμένη

αλγεβρική εξίσωση μίας μεταβλητής, ή δύο μεταβλητών για n = 6. Για n = 7 θα
έχουμε την αλγεβρική εξίσωση τριών μεταβλητών:

x7 + ax3 + bx2 + cx+ 1 = 0 (1.1)

Συγκεκριμένα, η αναπαράσταση της λύσης θα είναι σύνθεση συναρτήσεων τριών

μεταβλητών και περαιτέρω μειώσεις στον αριθμό των μεταβλητών μοιάζουν να είναι

αδύνατες.

Το ερώτημα που έθεσε ο Hilbert ήταν εάν η λύση (1.1) μπορεί να αναπαρασταθεί
ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων το πολύ δύο μεταβλητών.

Γενικεύουμε το ερώτημα στο αν μπορεί μια συνάρτηση f(x1, x2, . . . , xn) με n ≥ 3
μεταβλητές να γραφτεί ως σύνθεση συναρτήσεων το πολύ δύο μεταβλητών, όπου

f : In → R και με In να είναι το καρτεσιανό γινόμενο των διαστημάτων I = [0, 1].
Θα δώσουμε απάντηση στο παραπάνω ερώτημα:
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Θεώρημα 1.0.1. Κάθε συνάρτηση n-μεταβλητών, Fn : In → R μπορεί να γραφτεί
ως σύνθεση συναρτήσεων το πολύ δύο μεταβλητών

Για την απόδειξη θα χρειαστούμε την παρακάτω προεργασία.

Θεώρημα 1.0.2. Υπάρχουν συναρτήσεις f : I → I2 και g : I2 → I3 που είναι ένα-
προς -ένα και επί.

Απόδειξη. ΄Εστω f1 : I → I2 τέτοια ώστε a 7→ (a, 0) και f2 : I2 → I τέτοια ώστε
(0.a1a2 . . . , 0.b1b2 . . .) 7→ 0.a1b1a2b2 . . .. Είναι γνωστό ότι οι δεκαδικές αναπαραστά-
σεις ρητών αριθμών δεν είναι μοναδικές. Τότε, για την απόδειξη, θα θεωρήσουμε

ότι η δεκαδική αναπαράσταση κάθε ρητού αριθμού δεν έχει άπειρα μηδενικά για τε-

λευταία ψηφία, με την μόνη εξαίρεση να είναι το 0 = 0.000 . . . (για παράδειγμα,
1 = 0.999 . . . , 0.02 = 0.01999 . . ., κ.ο.κ.). Αφού έχει ορισθεί αυτή η μοναδικότητα,
οι f1, f2 είναι ένα- προς - ένα και επομένως από το λήμμα Schröder-Bernstein1 υπάρ-
χει μια συνάρτηση f : I → I2 ένα- προς -ένα και επί.
΄Εστω τώρα g1 : I2 → I3 τέτοια ώστε (a, b) 7→ (a, b, 0) και g2 : I3 → I2 ώστε:

(0.a1a2 . . . , 0.b1b2 . . . , 0.c1c2 . . .) 7→ (0.a1c1a2c3a3 . . . , 0.b1c2b2c4b3 . . .)

Λόγω της μοναδικότητας που έχουμε θέσει οι g1, g2 είναι ένα- προς -ένα και, πάλι από
το λήμμα Schröder-Bernstein, υπάρχει μια συνάρτηση g : I2 → I3 ένα- προς -ένα και
επί.

Ορίζουμε φ : I2 → I να είναι ένα- προς -ένα και επί, και θα πρέπει να επεκτείνουμε
την προηγούμενη απόδειξη στις n-διαστάσεις για να πάρουμε το επόμενο:

Λήμμα 1.0.3. Υπάρχει ψn : In → In−1 ένα- προς -ένα και επί.

Με αυτό μπορούμε να ορίσουμε την ψn : In → In−1 να είναι:

ψn(x1, x2, . . . , xn−1, xn) = (x1, x2, . . . , φ(xn−1, xn))

Τελικά, για n ≥ 3, θέτουμε την hn : In → I2 να είναι:

hn(x1, x2, . . . , xn−1, xn) = (x1, φ(x2, φ(x3, φ(. . . xn−2, φ(xn−1, xn)))))

ή ισοδύναμα:

hn = ψ3 ◦ ψ4 ◦ . . . ◦ ψn−1 ◦ ψn
Θα αποδείξουμε το θεώρημα 1.0.1 με επαγωγή στο n. Θα το κάνουμε σε δύο μέ-
ρη,ξεκινώντας για την περίπτωση όπου n = 3 (βασική συνθήκη) και ύστερα την
επαγωγή.

1
΄Εστω σύνολα A,B και συναρτήσεις f : A → B, g : B → A που είναι ένα- προς -ένα. Τότε

υπάρχει συνάρτηση h : A→ B, ένα- προς -ένα και επί.
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Θεώρημα 1.0.4. Για κάθε F : I3 → R, υπάρχει μια συνάρτηση f : I2 → R τέτοια
ώστε:

F (x1, x2, x3) = f(x1, φ(x2, x3))

Απόδειξη. Θα πρέπει να βρούμε την συνάρτηση f : I2 → R. ΄Εστω (u0, v0) ∈ I2.
Από το λήμμα 1.0.3 υπάρχει η αντίστροφη της ψ3, ψ

−1
3 : I2 → I3 ώστε:

I2 3 (u0, v0) 7→ (x0, y0, z0) ∈ I3

Τότε, ορίζουμε f(u0, v0) = F ◦ ψ−13 (u0, v0) και επειδή το (u0, v0) ήταν τυχαίο, θα
ισχύει για όλο το I2. Τελικά, με f = F ◦ ψ−13 :

F = f ◦ ψ3,

F (x1, x2, x3) = f(ψ3(x1, x2, x3))

F (x1, x2, x3) = f(x1, φ(x2, x3))

Παρατήρηση 1.0.5. Από τον ορισμό της hn : In → I2, θα έχουμε ότι h3 = ψ3

και F3 = f ◦ h3. Ακόμα, η hn είναι σύνθεση συναρτήσεων δύο μεταβλητών.

Απόδειξη Θεωρήματος 1.0.1. Από το θεώρημα 1.0.4 για n = 3 ισχύει. Υποθέτουμε
ότι ισχύει για όλα τα j ≥ 3 εώς και n, οπότε θα δείξουμε ότι ισχύει για n + 1. Για
την Fn : In → R υπάρχει f : I2 → R ώστε Fn = f ◦ hn.
Θεωρούμε την Fn+1 : In+1 → R και hn+1 : In+1 → I2 όπου hn+1 = hn ◦ ψn+1. Από

το λήμμα 1.0.3 η ψn+1 : In+1 → In είναι ένα- προς -ένα και επί, και άρα μπορούμε να
γράψουμε την Fn : In → R ως Fn = Fn+1 ◦ ψ−1n+1. Επομένως:

Fn+1 = Fn ◦ ψn+1 =⇒
Fn+1 = f ◦ hn ◦ ψn+1 =⇒
Fn+1 = f ◦ hn+1

Οπότε κάθε συνάρτηση n-μεταβλητών με n ≥ 3 μπορεί να γραφτεί ως σύνθεση
συναρτήσεων το πολύ μεταβλητών, που ολοκληρώνει την απόδειξη
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Κεφάλαιο 2

Θεώρημα Υπέρθεσης

Kolmogorov (K.S.T.)

Το 1956, ο A.N. Kolmogorov έδειξε ότι κάθε συνεχής πολυμεταβλητή συνάρτη-
ση μπορεί να αναπαρασταθεί από πεπερασμένο αριθμό συνεχών συναρτήσεων τριών

μεταβλητών. Τον επόμενο χρόνο, η εικασία του Hilbert διαψεύστηκε από τον V.I.
Arnold, μαθητή του Kolmogorov, που απέδειξε ότι μπορούν να χρησιμοποιηθούν
συνεχείς συναρτήσεις δύο μεταβλητών. Στο προηγούμενο κεφαλαίο, δείξαμε ότι κά-

θε συνάρτηση n-μεταβλητών μπορεί να γραφτεί ως σύνθεση συναρτήσεων το πολύ
δύο μεταβλητών. Στο κεφάλαιο αυτό θα αποδείξουμε το θεώρημα υπέρθεσης Kol-
mogorov ή εν συντομία K.S.T. (Kolmogorov Superposition Theorem) και επομένως
θα δώσουμε θετική απάντηση στο ερώτημα που έθεσε ο Hilbert .

Θεώρημα 2.0.1 (K.S.T.). Για κάθε φυσικό αριθμό n ≥ 2 υπάρχουν συνεχείς
συναρτήσεις φqp : I → R, ώστε κάθε συνεχής συνάρτηση f : In → R να μπορεί να
αναπαρασταθεί στην μορφή:

f(x1, x2, . . . , xn) =
2n+1∑
q=1

gq

[
n∑
p=1

φqp(xp)

]
(2.1)

όπου gq : R→ R είναι συνεχείς συναρτήσεις μίας μεταβλητής.
Η απόδειξη του θεωρήματος 2.0.1 θα γίνει σε τρία μέρη. Για ευκολία θα θεωρή-

σουμε την περίπτωση όπου n = 2 και για n ≥ 3 η απόδειξη θα γίνεται αντίστοιχα.
Θα έχουμε δηλαδή να αποδείξουμε την ύπαρξη συνεχών πραγματικών συναρτήσεων

φq1, φ
q
2 ορισμένων στο I, με 1 ≤ q ≤ 5, ώστε κάθε συνεχής πραγματική συνάρτηση

f(x1, x2) ορισμένη στο I
2
, να μπορεί να αναπαρασταθεί στην μορφή:

f(x1, x2) =
5∑
q=1

gq(φq1(x1) + φq2(x2))

με gq(t) να είναι συνεχείς πραγματικές συναρτήσεις.
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2.1 Κατασκευή ορθογωνίων στο I2

Θα κατασκευάσουμε πέντε οικογένειες ενώσεων διαστημάτων Aqk,p =
⋃
i

Aqk,pi ⊂ I

όπου:

· p = 1, 2, δηλώνει το διάστημα κάθε υποδιάστασης (στην περίπτωσή μας τον
οριζόντιο και κάθετο άξονα).

· 1 ≤ q ≤ 5, δηλώνει το μεμονωμένο μέλος της οικογένειας για κάθε p.

· 1 ≤ i ≤ mk, δηλώνει την ακολουθία των υποδιαστημάτων και mk ∈ N ο
αριθμός των υποδιαστημάτων.

· k ∈ N.

Για κάθε q και για σταθερό k, τα διαστήματα Aqk,pi θα έιναι ξένα μεταξύ τους και
καθώς k → ∞ το μήκος τους θα τείνει στο μηδέν. Οι οικογένειες Aqk,p καλύπτουν
το I τουλάχιστον τέσσερις φορές (και δεν το καλύπτουν το πολύ μία φορά), δηλαδή
κάθε x ∈ I θα περιέχεται σε τουλάχιστον τέσσερις από τις Aqk,p οικογένειες. Με αυτά
τα διαστήματα θα κατασκευάσουμε οικογένειες ορθογωνίων Sqk,1,2 ⊂ I2, ώστε για
σταθερό q, τα ορθογώνια Sqk,1i,2j να είναι ξένα μεταξύ τους. Επιπλέον θα καλύπτουν

το I2 τουλάχιστον τρεις φορές (και δεν το καλύπτουν το πολύ δύο φορές), δηλαδή
κάθε (x1, x2) ∈ I2 θα περιέχεται σε τουλάχιστον τρεις από τις Sqk,1,2 οικογένειες.
Θα πρέπει να κατασκευάσουμε τις Aqk,p για p = 1, 2. Ασχολούμαστε με την

περίπτωση όπου p = 1, καθώς η άλλη είναι όμοια.
Σταθεροποιούμε k ∈ N και για κάθε 1 ≤ q ≤ 5 κατασκευάζουμε την Aqk,1 ως

εξής:

· Για κάθε q, Aqk,1 ⊂ I.

· Aqk,1 =
⋃
i

Aqk,1i =
⋃
i

[αi, βi], όπου βi < αi+1.

· |βi − αi| < 1
k
, για κάθε i.

Λήμμα 2.1.1. Για σταθερό k ∈ N, κάθε x ∈ I θα περιέχεται σε τουλάχιστον
τέσσερις από τις Aqk,1.

Απόδειξη. Διαιρούμε το I σε διαστήματα μήκους μικρότερου από δ = 1
k+1
. Γύρω

από τα άκρα των διαστημάτων, θεωρούμε νέο διάστημα με μήκος αρκούντως μικρό

(έστω δ4), έτσι ώστε τα νέα αυτά διαστήματα να μην τέμνονται το ένα με το άλλο.
Σε κάθε ένα από τα νέα διαστήματα διαλέγουμε τέσσερα σημεία με τέτοιο τρόπο

ώστε μαζί με το αρχικό σημείο να ισαπέχουν το ένα από το άλλο, μέσα στο διάστημά

τους. Γύρω από τα πέντε το σύνολο σημεία, κατασκευάζουμε νέα διαστήματα τα
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οποία δεν τέμνονται μεταξύ τους, με μήκος αρκούντως μικρό (έστω δ30). Θεωρούμε
κάθε ένα από αυτά τα νέα διαστήματα θα είναι τα κενά των πέντε q-οικογενειών.
Από την κατασκευή τους, τα κενά δεν τέμνονται στο I. Επομένως, θα υπάρχει ένα
σημείο σε κάποιο κενό μιας q-οικογένειας, που θα είναι αδύνατο να βρίσκεται στο
κενό άλλης q-οικογένειας, και τελικά, κάθε x ∈ I θα περιέχεται τουλάχιστον σε
τέσσερα Aqk,1.

Με την κατασκευή των Aqk,p θα φτιάξουμε τις οικογένειες ορθογωνιών S
q
k,1,2 = Sqk ⊂

I2. ΄Εστω Sqk = Aqk,1 ×A
q
k,2. Τότε τα ορθογώνια αυτά θα έχουν παρόμοιες ιδιότητες

με αυτές των Aqk,p. Δηλαδή:

· Για κάθε q, Sqk ⊂ I2.

· Sqk,1,2 = Sqk =
⋃
i,j

Sqk,1i,2j =
⋃
i,j

(
Aqk,1i × A

q
k,2j

)
.

· Τα Sqk,1i,2j είναι ξένα.

Λήμμα 2.1.2. Κάθε σημείο του I2 θα περιέχεται σε τουλάχιστον τρεις από τις
οικογένειες ορθογωνίων Sqk.

Απόδειξη. Η απόδειξη προκύπτει από το λήμμα 2.1.1. Πράγματι, έστω (x1, x2) ∈
I2. Τότε το x1 θα ανήκει σε τουλάχιστον τέσσερις από τις οικογένειες ενώσεων
διαστημάτων Aqk,1, χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να θεωρήσουμε τις A

2−5
k,1 ,

και το x2 θα ανήκει σε τουλάχιστον τέσσερις οικογένειες A
q
k,2, έστω A

1,3−5
k,2 . Τότε το

σημείο (x1, x2) δεν θα ανήκει σε δύο από τις πέντε το σύνολο οικογένειες ορθογωνίων
Sqk,1,2 = Sqk, και στην περίπτωσή μας θα ανήκει στις S

3−5
k . Τελικά κάθε σημείο του

I2 θα ανήκει σε τουλάχιστον τρεις από τις Sqk οικογένειες.

2.2 Κατασκευή εσωτερικών συναρτήσεων

΄Εχοντας κατασκευάσει την ακολουθία οικογενειών {Sqk}k∈N, επιλέγουμε υπακολου-
θία, την οποία και συμβολίζουμε με {Sqr}r∈N για ευκολία. Αποδεικνύουμε το παρα-
κάτω:

Λήμμα 2.2.1. Υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις ψq(x1, x2) = φq1(x1) + φq2(x2), ορι-
σμένες στο I2 για q = 1, . . . , 5 με τις ακόλουθες ιδιότητες:

· Για όλα τα r, q, ψq
(
Sqr,1i,2j

)⋂
ψq
(
Sqr,1m,2n

)
= ∅, για (i, j) 6= (m,n).

· Οι φq1, φ
q
2 είναι αύξουσες συνεχείς συναρτήσεις.
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Απόδειξη. Κατασκευάζουμε αρχικά τις συναρτήσεις ψq από τις φqp = lim
r→∞

φqp,r(xp) με

τις φqp,r να κατασκευάζονται επαγωγικά στο r για p = 1, 2.
Για r = 1 ορίζουμε:

φq(p=1),(r=1)(x1) =

{
cq1i,1 για x1 ∈ Aq1,1i , c

q
1i,1
∈ Q

⋂
[0, 1]

γραμμικά συνδεδεμένες για x1 ∈ I \ Aq1,1

και

φq(p=2),(r=1)(x2) =

{
cq2i,1
√

2 για x2 ∈ Aq1,2i , c
q
2i,1
∈ Q

⋂
[0, 1]

γραμμικά συνδεδεμένες για x2 ∈ I \ Aq1,2

όπου οι φqp,1 είναι αύξουσες συναρτήσεις στις A
q
(r=1),p. Από την επιλογή των τιμών

ψq(r=1)(x1, x2) = φq(p=1),(r=1)(x1) + φq(p=2),(r=1)(x2), ικανοποιείται η πρώτη συνθήκη
του λήματος για r = 1. Πράγματι, αν όχι, τότε:

ψqr

(
Sqr,1i,2j

)⋂
ψqr (Sr,1m,2n) 6= 0, για (i, j) 6= (m,n)

Για r = 1 θα έχουμε:

Sq(r=1),1i,2j
= Aq1,1i × A

q
1,2j

,

Sq(r=1),1m,2n
= Aq1,1m × A

q
1,2n

οπότε:

ψq1

(
Sq1,1i,2j

)
= φq1,1

(
Aq1,1i

)
+ φq2,1

(
Aq1,2j

)
,

ψq1
(
Sq1,1m,2n

)
= φq1,1

(
Aq1,1m

)
+ φq2,1

(
Aq1,2n

)
Τότε με αντικατάσταση:

ψq1(x1, x2) = cq1i,1 + cq2j ,1
√

2 , x1 ∈ Aq1,1i , x2 ∈ A
q
1,2j

ψq1(x3, x4) = cq1m,1 + cq2n,1
√

2 , x3 ∈ Aq1,1m , x4 ∈ Aq1,2n

και τελικά: (
cq1i,1 − c

q
1m,1

)
+
(
cq2j ,1 − c

q
2n,1

)√
2 = 0 =⇒

cq1i,1 = cq1m,1 και c
q
2j ,1

= cq2n,1

το οποίο είναι άτοπο εκ κατασκευής για i 6= m και j 6= n. ΄Αρα τελικά ικανοποιείται
η πρώτη συνθήκη του λήμματος.
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Για r = 2, θεωρούμε μια ε1-γειτονιά του γραφήματος των φ
q
p,(r=1) όπου:

0 < ε1 ≤
1

4
min

∣∣∣ψq1 (Sq1,1i,2j)− ψq1 (Sq1,1m,2n)∣∣∣ , (i, j) 6= (m,n)

Συμβολίζουμε την ε1-γειτονιά του γραφήματος των φ
q
p,1, με U1. Τότε θεωρούμε

τις οριζόντιες γραμμές, έστω L, τέτοιες ώστε L ∩ U1 6= ∅, και ακόμα θεωρούμε
δ1 = inf |L ∩ U1|. Επιλέγουμε k αρκετά μεγάλο ώστε το μήκος των διαστημάτων
Aqk,1i να είναι μικρότερο από δ1, δηλαδή |βi − αi| < δ1. Τότε κατασκευάζουμε τις
συναρτήσεις φqp,(r=2) με παρόμοιο τρόπο όπως τις φ

q
p,(r=1), ώστε:

φq(p=1),(r=2)(x1) =

{
cq1i,2 για x1 ∈ Aq2,1i , c

q
1i,2
∈ Q

⋂
[0, 1]

γραμμικά συνδεδεμένες για x1 ∈ I \ Aq2,1
και

φq(p=2),(r=2)(x2) =

{
cq2i,2
√

2 για x2 ∈ Aq2,2i , c
q
2i,2
∈ Q

⋂
[0, 1]

γραμμικά συνδεδεμένες για x2 ∈ I \ Aq2,2

με την επιπλέον συνθήκη:

|φqp,1(xp)− φ
q
p,2(xp)| <

1

2
ε1

Με αυτόν τον τρόπο, οι συναρτήσεις φqp,2 θα βρίσκονται μέσα στην U1. Τότε,

ψq(r=2)(x1, x2) = φq(p=1),(r=2)(x1)+φq(p=2),(r=2)(x2) ικανοποιούν επίσης την πρώτη συν-
θήκη του λήμματος.

Για r = 3, επιλέγουμε ε2 > 0 ώστε:

0 < ε2 ≤
1

4
min

∣∣∣ψq2 (Sq2,1i,2j)− ψq2 (Sq2,1m,2n)∣∣∣ , (i, j) 6= (m,n)

και:

ε2 <
1

2
ε1

Κατασκευάζουμε τις φqp,(r=3) με παρόμοιο τρόπο όπως και στις προηγούμενες δύο

κατασκευές ώστε:

|φqp,2(xp)− φ
q
p,3(xp)| <

1

2
ε2

και οι ψq(r=3)(x1, x2) = φq(p=1),(r=3)(x1)+φ
q
(p=2),(r=3)(x2) ικανοποιούν επίσης την πρώτη

συνθήκη του λήμματος.

Συνεχίζοντας την διαδικασία παίρνουμε την ακολουθία {φqp,r}r∈N συνεχών συναρ-
τήσεων που βρίσκονται μέσα στην εr-γειτονιά όπου:

|φqp,r−1 − φqp,r| <
1

2r−1
ε1
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και την ακολουθία {ψqr}r∈N όπου:

ψqr(x1, x2) = φq(p=1),r(x1) + φq(p=2),r(x2)

Με δοσμένη την κατασκευή, εr <
1
2r
ε1 και επομένως καθώς r → ∞, τότε εr → 0,

επομένως η {φqp,r}r∈N συγκλίνει ομοιόμορφα σε κάποιο όριο φqp και lim
r→∞

φqp,r = φqp.

Τότε λόγω συνέχειας του ορίου:

ψq(x1, x2) = lim
r→∞

ψqr(x1, x2) = lim
r→∞

(
φq1,r(x1) + φq2,r(x2)

)
= φq1(x1) + φq2(x2)

Λόγω της κατασκευής που προηγήθηκε, οι ιδιότητες των φq1, φ
q
2 και ψ

q
είναι αυτές που

περιγράφονται στην διατύπωση του λήμματος, το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

2.3 Κατασκευή εξωτερικών συναρτήσεων

Στην προηγούμενη ενότητα κατασκευάσαμε μια {Sqkr}r∈N = {Sqr}r∈N ⊆ {S
q
k}k∈N.

Σταθεροποιούμε την υπακολουθία αυτη και την αναφέρουμε ως {Sqk}k∈N. Για την
δοσμένη συνάρτηση f του θεωρήματος 2.0.1 θα κατασκευάσουμε μια νεά υπακο-
λουθία της {Sqk}k∈N αυτής (όπου στην πραγματικότητα φτιάχνουμε μια περαιτέρω
{Sqkrl}l∈N = {Sql }l∈N ⊆ {S

q
kr
}r∈N = {Sqr}r∈N ⊆ {S

q
k}k∈N), την οποία θα την συμβολί-

ζουμε με {Sqr}r∈N.
Σε κάθε Sqk,1i,2j ορθογώνιο, ορίζουμε

(
x1

c
q
k

, x2
c
q
k

)
να είναι το κέντρο του. Ορίζου-

μεM0 = sup‖h0‖∞, όπου h0(x1, x2) = f(x1, x2). Από την υπόθεση του θεωρήματος
2.0.1 η h0 θα είναι συνεχής σε συμπαγές σύνολο και άρα ομοιόμορφα συνεχής λόγω
της f . Επομένως, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε εάν d[(x′1, x

′
2), (x

′′
1, x

′′
2)] < δ, τότε

|h0(x′1, x′2) − h0(x′′1, x′′2)| < 1
6
M0 (όπου d η συνήθης μετρική του R2

). Επιλέγουμε

k ∈ N τέτοιο ώστε η διάμετρος κάθε ορθογωνίου Sqk,1i,2j να είναι μικρότερη από δ.
Δίνουμε στην διαδικασία αυτή την τιμή r = 1. Θα ξεκινήσουμε με αυτόν τον τρόπο
μια υπακολουθία του k.

Ορίζουμε ∆q
r,1i,2j

= ψq
(
Sqr,1i,2j

)
. ΄Εστω t ∈ ∆q

(r=1),1i,2j
και θεωρούμε gq(r=1)(t) =

1
3
h0

(
x1

c
q
1

, x2
c
q
1

)
. Τα ∆q

r,1i,2j
είναι εικόνες της συνάρτησης ψq. Για τα διαστήματα που

δεν περιέχουν τις εικόνες αυτές, συνδέουμε το γράφημα της gq(r=1) με ευθύγραμμα

τμήματα (όπως και στον ορισμό των φqp,r της προηγούμενης ενότητας). Κάθε σημείο
(x1, x2) ∈ I2 καλύπτεται από τουλάχιστον τρεις οικογένειες των Sq(r=1), αφού το

λήμμα 2.1.2 θα ισχύει και για την περαιτέρω υπακολουθιά της αρχικής ακολουθίας.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε για q = 1, 2, 3.

Τελικά, θεωρούμε την συνάρτηση h1 = h0 − f1 όπου f1(x1, x2) =
5∑
q=1

gq1(ψ
q(x1, x2))
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και θα έχουμε:

‖h1‖∞ = ‖h0 − f1‖∞ = max
I2
|h0 − f1| = max

I2

∣∣∣∣h0 − 5∑
q=1

gq1(ψ
q(x1, x2))

∣∣∣∣ =

= max
I2

∣∣∣∣h0 − 3∑
q=1

gq1(ψ
q(x1, x2))−

5∑
q=4

gq1(ψ
q(x1, x2))

∣∣∣∣ ≤
≤ max

I2

∣∣∣∣h0(x1, x2)− 3∑
q=1

gq1(ψ
q(x1, x2))

∣∣∣∣+ max
I2

∣∣∣∣ 5∑
q=4

gq1(ψ
q(x1, x2))

∣∣∣∣ =

= max
I2

∣∣∣∣h0(x1, x2)− 3∑
q=1

1

3
h0

(
x1

c
q
1

, x2
c
q
1

)∣∣∣∣+ max
I2

∣∣∣∣ 5∑
q=4

gq1(ψ
q(x1, x2))

∣∣∣∣ =

= max
I2

∣∣∣∣31

3
h0(x1, x2)−

3∑
q=1

1

3
h0

(
x1

c
q
1

, x2
c
q
1

)∣∣∣∣+ max
I2

∣∣∣∣ 5∑
q=4

gq1(ψ
q(x1, x2))

∣∣∣∣ <
<

3

18
M0 +

2

3
M0 =

5

6
M0

(όπου το
3
18
προέκυψε από την ομοιόμορφη συνέχεια της h0 και το

2
3
προέκυψε από

τον ορισμό της gq1 για τα q = 4, 5 καθώς και από τον ορισμό του M0).

Η h1 = h0− f1 είναι εξ ορισμού συνεχής συνάρτηση σε συμπαγές σύνολο, επομένως
θα είναι ομοιόμορφα συνεχής και θα λαμβάνει μέγιστη τιμή. Λόγω της ομοιόμορ-

φης συνέχειας, παρόμοια με την κατασκευή της h0, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε εάν
d[(x′1, x

′
2), (x

′′
1, x

′′
2)] < δ, τότε |h1(x′1, x′2) − h1(x

′′
1, x

′′
2)| < 1

6
M1 = 1

6
‖h1‖∞. Από

την κατασκευή της h1 και λόγω του παραπάνω υπολογισμού της ‖h1‖∞ θα έχου-
με M1 ≤ 5

6
M0. Τότε επιλέγουμε k αρκετά μεγάλο έτσι ώστε η διάμετρος κάθε

ορθογωνίου Sqk,1i,2j να είναι μικρότερη από το επιλεγμένο δ. Δίνουμε στην διαδικα-
σία αυτή την τιμή r = 2, για την υπακολουθία της οικογένειας των ορθογωνίων.

Τότε ορίζουμε gq(r=2)(t) = 1
3
h1

(
x1

c
q
2

, x2
c
q
2

)
για t ∈ ∆q

2,1i,2j
και όμοια κατασκευή

με την gq1 αλλού. Πάλι κάθε σημείο (x1, x2) ∈ I2 θα καλύπτεται από τουλάχιστον
τρεις από τις οικογένειες ορθογωνίων Sq(r=2) (θεωρώντας και πάλι για q = 1, 2, 3)

και με f2(x1, x2) =
5∑
q=1

gq2(ψ
q(x1, x2)) και h2 = h1 − f2, εξετάζουμε την ‖h2‖∞.

Με τον ίδιο τρόπο όπως και προηγουμένως πάιρνουμε ‖h2‖∞ < 3
18
M1 + 2

3
M1 ≤

1
6

(
5
6
M0

)
+ 2

3

(
5
6
M0

)
=
(
5
6

)2
M0.

Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία παίρνουμε ακολουθίες {fr}r∈N με:

fr(x1, x2) =
5∑
q=1

gqr(ψ
q(x1, x2))
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{hr}r∈N με:
hr = hr−1 − fr

και {gqr}r∈N με:

gqr(ψ
q(x1, x2)) =

1

3
hr−1(x1, x2) στα S

q
r,1i,2j

και γραμμικά συνδεδεμένες στο I2\Sqr,1i,2j .

Με την παραπάνω κατασκευή ‖hr‖∞ ≤
(
5
6

)r
M0, και ‖gqr‖∞ ≤ 1

3
‖hr−1‖∞ ≤ 1

3

(
5
6

)r−1
M0.

Η σειρά συνεχών συναρτήσεων

∞∑
r=1

gqr(ψ
q(x1, x2)) στο κλειστό και φραγμένο διά-

στημα I θα συγκλίνει ομοιόμορφα στην συνάρτηση gq(ψq(x1, x2)), οπότε τελικά θα
έχουμε:

∞∑
r=1

5∑
q=1

gqr(ψ
q(x1, x2)) =

5∑
q=1

gq(ψq(x1, x2))

Επιπλεόν από το ότι hr = hr−1 − fr και άρα fr = hr−1 − hr, θα πάρουμε:

‖fr‖∞ = ‖hr−1 − hr‖∞ ≤
(

5

6

)r−1
M0 +

(
5

6

)r
M0 < 2

(
5

6

)r−1
M0

Τότε η σειρά

∞∑
r=1

fr συγκλίνει απόλυτα, και θα έχουμε:

∞∑
r=1

fr = h0 − h1 + h1 − h2 + h2 − . . . = h0 = f =⇒
∞∑
r=1

fr = f

Τελικά,

fr(x1, x2) =
5∑
q=1

gqr(ψ
q(x1, x2)) =⇒ f(x1, x2) =

5∑
q=1

gq(ψq(x1, x2)) =
5∑
q=1

gq(φq1(x1)+φ
q
2(x2))

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήματος 2.0.1.
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Κεφάλαιο 3

Βελτίωση του K.S.T.

Στο κεφάλαιο αυτό θα αποδείξουμε μια ελαφρώς διαφορετική αναπαραστάση για

την δοσμένη συνάρτηση του K.S.T. την οποία θα χρησιμοποιήσουμε στα επόμενα
κεφάλαια για να μελετήσουμε ιδιότητες τόσο των εσωτερικών όσο και των εξωτερικών

συναρτήσεων του θεωρήματος.

Για την αναπαράσταση του θεωρήματος 2.0.1 χρησιμοποιήσαμε (2n+ 1)n εσωτε-
ρικές συναρτήσεις φqp. Το 1966 ο Ρωσσοαμερικανός μαθηματικός G.Lorentz απλού-
στευσαι την αναπαραστάση αυτή χρησιμοποιόντας 2n+1 εσωτερικές συναρτήσεις φq
και n σταθερές λn. Επιπλέον αντικατέστησε τις 2n + 1 εξωτερικές συναρτήσεις gq

από μια μοναδικη συνάρτηση g. Με αυτόν τον τρόπο τόσο οι εσωτερικές όσο και οι
εξωτερικές συναρτήσεις του θεωρήματος μειώθηκαν.

Θεώρημα 3.0.1. Για κάθε φυσικό αριθμό n ≥ 2 υπάρχουν σταθερές 0 < λp ≤ 1
ρητά ανεξάρτητες

1
, με p = 1, . . . , n, και 2n + 1 το πλήθος συναρτήσεις φq : I → I

με q = 0, . . . 2n, κλάσης Lipα2 με α > 0 και γνησίως αύξουσες, ώστε κάθε συνεχής
συνάρτηση f : In → R να μπορεί να αναπαρασταθεί στην μορφή:

f(x1, . . . , xn) =
2n∑
q=0

g

(
n∑
p=1

λpφq(xp)

)
(3.1)

όπου g : [0, n]→ R συνεχής συνάρτηση.

1
Οι λ1, . . . , λn λέγονται ρητά ανεξάρτητες εάν για οποιουσδήποτε ρητούς αριθμούς t1, . . . , tn

με

n∑
p=1

tpλp = 0 συνεπάγεται t1 = . . . = tn = 0.

2
Μια πραγματική συνάρτηση ορισμένη στον n-διάστατο Ευκλείδειο χώρο είναι κλάσης Lipα,

εάν και μόνο εάν υπάρχουν πραγματικές σταθερές C > 0 και 0 < α ≤ 1, ώστε να ισχύει:

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α

για κάθε x, y στο πεδίο ορισμού της f .
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Η κατασκευή θα γίνει και πάλι για n = 2, και μπορούμε να πάρουμε λ1 = 1 και
λ2 = λ, όπου 0 < λ < 1, άρρητος. Τότε θα έχουμε να δείξουμε, για κάθε συνεχή
συνάρτηση f(x, y) με 0 ≤ x, y ≤ 1 έχουμε την αναπαράσταση:

f(x, y) =
4∑
q=0

g(φq(x) + λφq(y))

3.1 Κατασκευή εσωτερικών συναρτήσεων

Στην ενότητα αυτή θα κατασκευάσουμε τις εσωτερικές συναρτήσεις φq. Αρχικά
ορίζουμε τα κλειστά διαστήματα

Aki = [i · 10−k+1 + 10−k, i · 10−k+1 + 9 · 10−k], i = 0, . . . , 10k−1, k ∈ N (3.2)

και το k ∈ N θα καλείται ο βαθμός του διαστήματος. ΄Ολα τα διαστήματα Aki ⊂ I
εκτός από όταν i = 10k−1. Τότε θεωρούμε τα διαστήματα:

Akq,i = [αkq,i, β
k
q,i] = Aki − 2q · 10−k, k ∈ N, 0 ≤ q ≤ 4 , i = 0, . . . , 10k−1 (3.3)

Τα διαστήματα (3.3) είναι τα διαστήματα (3.2) με αριστερή μετατόπιση κατά 2q ·10−k

(και το πόσο αριστερά μετατοπίζονται εξαρτάται από το από το βαθμό k για 0 ≤
q ≤ 4). Αντικαθιστούμε επιπλέον με I ∩Akq,i τα διαστήματα Akq,i εκείνα τα οποία δεν
περιέχονται εξ ολοκλήρου στο I.
Τα διαστήματα βαθμού k έχουν μηκος 8·10−k και τα κενά μεταξύ των διαστημάτων

είναι μήκους 2 · 10−k. Εάν σταθεροποιήσουμε ένα k ∈ N τα διαστήματα της μορφής
(3.3) σχηματίζουν πέντε οικογένειες που αντιστοιχούν στα q = 0, . . . , 4. Κάθε
σημείο x ∈ I θα καλύπτεται από τουλάχιστον τέσσερις από τις πέντε το σύνολο
οικογένειες για q = 0, . . . 4.

Παρατήρηση 3.1.1. Στην κατασκευή αυτού του κεφαλαίου χρησιμοποιούμε τα

διαστήματα της μορφής (3.3) στα οποία θα ορίσουμε τις εσωτερικές συναρτήσεις

φq. Με αυτόν τον τρόπο το λήμμα 2.1.1 θα συνεχίσει να ισχύει, αφού παρά την
διαφορετική τοποθέτηση των δεικτών και την διαφορετική ερμηνεία αυτών(άλλωστε

ο δείκτης p = 1, . . . , n για την απόδειξη του θεωρήματος 2.0.1 έχει μετατεθεί στις
σταθερές λp), η κεντρική ιδέα της κατασκευής παραμένει η ίδια.

Ακόμα παρατηρούμε ότι τα άκρα αlq,i, β
l
q,i βαθμών l < k είναι μεταξύ σημείων της

μορφής m ·10−k+1
, από τον ορισμό (3.2), και κανένα σημείο βαθμού k δεν είναι αυτής

της μορφής (εκτός από τα 0,1). Επομένως τα σημεία αkq,i, β
k
q,i που διαφέρουν από το

0 και 1, δεν συμπίπτουν με τα άκρα διαστημάτων χαμηλότερου βαθμού.

Τελικά οι φq με τον τρόπο που θα κατασκευαστούν θα είναι γνησίως αύξουσες
συναρτήσεις και οι εικόνες των Akq,i με αυτές θα είναι ξένες, όχι μόνο για σταθερό q
(από την μονοτονία των φq) αλλά για όλα τα q, i και για σταθερό βαθμό k.
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Παρουσιάζουμε το βασικό λήμμα αυτού του κεφαλαίου,ο συμβολισμός έχει διατη-

ρηθεί ίδιος με αυτόν του κεφαλαίου 2.

Λήμμα 3.1.2. Υπάρχουν πέντε το πλήθος συναρτήσεις φq : I → I, q = 0, . . . 4
κλάσης Lipα ώστε για κάθε βαθμό k ∈ N τα διαστήματα:

∆k
q,i,j = [φq(α

k
q,i) + λφq(α

k
q,j), φq(β

k
q,i) + λφq(β

k
q,j)] (3.4)

με q = 0, . . . 4 και i, j = 0, . . . , 10k−1 να είναι ξένα.

Απόδειξη. Θέτουμε α0
q,0 = 0, β0

q,0 = 1 και ορίζουμε 0 ≤ φq(0) < φq(1) < 1, q =
0, . . . 4, με τέτοιο τρόπο ώστε οι τιμές αυτές να είναι ρητές και διακεκριμένες. Θα
συνεχίσουμε την κατασκευή με επαγωγή στο k. Στο k-οστό βήμα θα πρέπει να
ορίσουμε κάθε φq, q = 0, . . . 4 στα άκρα αkq,i, β

k
q,i όλων των διαστημάτων της μορφής

(3.3) για το ίδιο q. Για κάθε k ∈ N θα πρέπει να ικανοποιούνται οι παρακάτω
συνθήκες:

(α) Κάθε συνάρτηση φq, q = 0, . . . 4, είναι γνησίως αύξουσα στο σύνολο όλων των
σημείων αlq,i, β

l
q,i, 0 ≤ i ≤ 10l−1 με l ≤ k.

(β) Η κλίση κάθε ευθύγραμμου τμήματος της πολυγωνικής γραμμής που ενώνει τα

σημεία (x, φq(x)) με x = αlq,i, β
l
q,i και l ≤ k, είναι αυστηρά μικρότερη από 5k.

(γ) ΄Ολες οι τιμές φq(α
l
q,i), φq(β

l
q,i), q = 0, . . . , 4, 0 ≤ i ≤ 10l−1, l ≤ k είναι ρητές

και διακεκριμένες.

(δ) Τα διαστήματα της μορφής (3.4) είναι ξένα.

Υποθέτουμε ότι οι φq έχουν ορισθεί σε όλα τα σημεία α
l
q,i, β

l
q,i βαθμού l < k με

τέτοιο τρόπο ώστε οι συνθήκες (α)-(δ) να ικανοποιούνται. Θα εξηγήσουμε πως ο

ορισμός των συναρτήσεων αυτών μπορεί να επεκταθεί σε όλα τα σημεία αkq,i, β
k
q,i στο

(0, 1) βαθμού k (έχουμε θέσει α0
q,0 = 0, β0

q,0 = 1).
Αρχικά κατασκευάζουμε μια (όχι γνησίως) αύξουσα επέκταση της συνάρτησης

φq για κάποιο 0 ≤ q ≤ 4 που ικανοποιεί το (β). Στην συνέχεια θα τροποποιήσουμε
ελαφρώς αυτήν την επέκταση ώστε να ικανοποιούνται τα (α)-(δ). Το πρώτο μέρος

της κατασκευής μπορεί να γίνει ανεξάρτητα για κάθε q = 0, . . . , 4.
΄Εστω q σταθεροποιημένο. Θα συμβολίζουμε με γ = γq τα σημεια α

l
q,i, β

l
q,i, l <

k όπου η συνάρτηση φq είναι ήδη γνωστή. Για l < k έχουμε υποθέσει ότι η φq
έχει κατασκευαστεί πλήρως και επομένως ξέρουμε και την τιμή της συνάρτησης στα

αlq,i, β
l
q,i. Για τα σημεία α

k
q,i, β

k
q,i, υψηλότερου βαθμού, στο (0, 1) έχουμε παρατηρήσει

προηγουμένως ότι θα διαφέρουν από τα σημεία γ.
Επιπλέον έχουμε παρατηρήσει,λόγω των σχέσεων (3.2) και (3.3), ότι για l < k

τα σημεία αlq,i, β
l
q,i είναι μεταξύ των σημείων της μορφής m ·10−k+1

και κανένα τέτοιο

σημείο βαθμού k δεν θα είναι αυτής της μορφής. Επομένως τα διαστήματα Akq,i,
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από τον ορισμό τους θα καλύπτουν τα
4
5
του συνολικού μήκος του κάθε διαστήματος

(m·10−k+1, (m+1)·10−k+1), και τα κενά μεταξύ των διαστημάτων Akq,i θα καλύπτουν
το υπόλοιπο

1
5
του μήκους τους. Το ίδιο θα ισχύει και για κάθε διάστημα (γ, γ′).

Τα διαστήματα Akq,i είναι δύο ειδών. Τα διαστήματα πρώτου είδους είναι εκείνα
που περιέχουν ένα σημείο γ, το οποίο και συμβολίζουμε γkq,i, και δεύτερου είδους
εκείνα που δεν περιέχουν κανένα σημείο γ.

Για κάθε διάστημα Akq,i θα πάρουμε φq(α
k
q,i) = φq(β

k
q,i) = φkq,i. Για τα διαστήματα

πρώτου είδους, επιλέγουμε φkq,i να είναι ίσο με φq(γ
k
q,i) (αφού πλέον θα περιέχουν

ένα σημείο γkq,i). Για να ορίσουμε την φ
k
q,i στα διαστήματα A

k
q,i δεύτερου είδους,

επιλέγουμε τιμές της φq στα σημεία α
k
q,i, β

k
q,i. ΄Εστω γ, γ′ να είναι δύο γειτονικά

σημεία γq. Ορίζουμε την φq στα άκρα των διαστημάτων A
k
q,i δευτέρου είδους που

περιέχονται στα διαστήματα (γ, γ′). Αρκεί να καθορίσουμε την αύξηση της φq σε κάθε
κενό (x, x′) (ή μέρος του κενού) μεταξύ δύο διαστημάτων Akq,i, μέσα στο (γ, γ′).

Σχήμα 3.1: Το διάστημα Akq,i−1 είναι πρώτου είδους και παίρνουμε φ
k
q,i−1 =

φq(α
k
q,i−1) = φq(β

k
q,i−1) = φq(γ

k
q,i−1). Το A

k
q,i είναι δεύτερου είδους (δεν περιέχει

κανένα σημείο γ) και θα πρέπει να αποδώσουμε μια αύξηση στη φq στο (x, x′) που
είναι το κενό μεταξύ των διαστημάτων.

Το (β) ισχύει για βαθμό l < k όπως έχουμε υποθέσει και επομένως παίρνουμε
φq(γ

′)−φq(γ) < 5k−1(γ′− γ). Στο (x, x′) αποδίδουμε μια αύξηση της φq αντίστοιχη
με το μήκος του διαστήματος (x, x′). Εφόσον το συνολικό μήκος των κενών είναι
1
5
(γ, γ′) θα πρέπει να πάρουμε :

φq(x
′)− φq(x) = 5

x′ − x
γ′ − γ

[φq(γ
′)− φq(γ)]
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Επομένως φq(x
′) − φq(x) < 5k(x′ − x), και φq (η αύξουσα επέκταση) ικανοποιεί το

(β).

Τροποιούμε τώρα αυτήν την επέκταση ώστε να ικανοποιεί τις ιδιότητες (α)-(δ).

Από εδώ και πέρα η κατασκευή περιλαμβάνει όλες τις τιμές q. Μικρές αλλαγές των
τιμών φkq,i δεν διαταράσουν την συνθήκη (β), ή την μονοτονία της φq. Αλλάζουμε
ελαφρώς τις φkq,i για τα διαστήματα δεύτερου είδους με τέτοιο τρόπο ώστε να γίνουν
ρητές και διακεκριμένες, q = 0, . . . , 4, i = 0, . . . , 10k−1. Αυτό μπορεί να γίνει λόγω
της συνθήκης (γ), καθώς τα διαστήματα πρώτου είδους, όπου φkq,i = φq(γ

k
q,i), έχουν

ήδη αυτήν την ιδιότητα (θα περιέχουν ένα σημείο γ, και για l < k η φq ικανοποιεί τις
(α)-(δ) ).

Στο τελευταίο μέρος του k-οστού βήματος θα τροποποιήσουμε την φq στα σημεία
αkq,i, β

k
q,i βαθμού k που βρίσκονται εντός του (0, 1). ΄Εως τώρα η αύξουσα επέκτασή

της δείξαμε ότι ικανοποιεί τις (β),(γ). Εφόσον έχουμε υποθέσει ότι λ είναι άρρητος,
οι τιμές:

φkq,i + λφkq,j q = 0, . . . , 4, i, j = 0, . . . , 10k−1 (3.5)

είναι διακεκριμένες.

΄Εστω ε > 0 αρκετά μικρό ώστε οι 2ε-γειτονιές των σημείων (3.5) να είναι ξένες.
Αυτό μας επιτρέπει να ορίσουμε τις εναπομείναντες τιμές των φq(αυτές που αρχικά
είχαμε ταυτίσει για να ικανοποιείται η συνθήκη (β) και η (γ) ). Για κάθε διάστημα

Akq,i επιλέγουμε φq(α
k
q,i), φq(β

k
q,i) στην ε-γειτονία των φ

k
q,i με τέτοιο τρόπο ώστε:

φq(α
k
q,i) < φkq,i < φq(β

k
q,i)

Αν κάποιο από τα αkq,i, β
k
q,i είναι 0 ή 1 κάνουμε τις απαραίτητες αλλαγές. Για παρά-

δειγμα εάν βkq,i = 1 τότε:

φq(α
k
q,i) < φkq,i = φq(β

k
q,i)

Αυτές οι επιλογές γίνονται ώστε οι συνθήκες (α)-(γ) να ικανοποιούνται. Ακόμα, η

(δ) θα ισχύει επειδή κάθε διάστημα της μορφής (3.4) περιέχεται στην 2ε-γειτονία του
αντίστοιχου σημείου (3.5). Αυτό ολοκληρώνει και το k-οστό βήμα.
Θεωρώντας αρχικά α0

q,0 = 0, β0
q,0 = 1, υποθέτοντας για l < k οι φq ικανοποιούν

τις συνθήκες (α)-(δ), και δείχνοντάς τις για k, από επαγωγή, κάθε συνάρτηση φq έχει
ορισθεί στο σύνολο Aq των σημείων αkq,i, βkq,i, i = 0, . . . , 10k−1, k ∈ N. Επιπλέον
στα σημεία αυτά:

φq ∈ Lipα, α = log10 2 (3.6)

Πράγματι, έστω x, x+ ξ, ξ > 0 να είναι δύο σημεία του Aq. Υποθέτουμε ότι ξ < 1
5
.

΄Εστω k να είναι ο ακέραιος που ικανοποιεί:

2 · 10−k−1 ≤ ξ < 2 · 10−k

Το διάστημα (x, x+ξ) μπορεί να περιέχει το πολύ ένα εκ των αkq,i, β
k
q,i (αφού το κενό

μεταξύ δύο διαστημάτων Akq,i είναι μήκους 2 · 10−k). Επομένως περιέχεται σε ένα
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διάστημα μήκους 10−k+1
(άθροισμα μήκους διαστήματος Akq,i που είναι ίσο με 8 ·10−k

και μήκους κενού). Τότε από (α) και (δ):

φq(x+ ξ)− φq(x) < 5k · 10−k+1 = 10 · 2−k = 10 · 10−αk ≤ 10(5ξ)α = 10 · 5αξα

εάν α ορίζεται από 2 = 10α. Αυτό αποδεικνύει την ιδιότητα (3.6).
Το σύνολο Aq είναι πυκνό στο I = [0, 1]. Λόγω της ομοιόμορφης συνέχειας, η

φq έχει συνεχή επέκταση στο I. Αυτή η επέκταση της φq θα είναι γνησίως αύξουσα
και θα ικανοποιεί την (3.6). Επιπλέον δεν θα αλλάξει τις τιμές της φq στα αq, βq, και
επομένως το (δ) θα συνεχίσει να ικανοποιείται.

3.2 Ολοκλήρωση της απόδειξης του θεωρήμα-

τος 3.0.1

΄Εστω Akq,i να είναι τα διαστήματα όπως παρουσιάζονται στην σχέση (3.3). Ορί-
ζουμε όπως και στο κεφάλαιο 2 τα:

Skq,i,j = Akq,i × Akq,j, q = 0, . . . , 4, k ∈ N, 0 ≤ i, j ≤ 10−k (3.7)

Για 0 ≤ x, y ≤ 1 οι εικόνες των Skq,i,j με την απεικόνιση (x, y)→ φq(x)+λφq(y) είναι
τα διαστήματα ∆k

q,i,j όπως παρουσιάζονται στην σχέση (3.4). Οι εικόνες των S
k
q,i,j

θα είναι ξένες λόγω του λήμματος 3.1.2 που αποδείξαμε προηγουμένως, και ακόμα το

λήμμα 2.1.2 θα ισχύει, δηλαδή κάθε σημείο του I2 καλύπτεται για τουλάχιστον τρεις
τιμές του q από τα Skk,i,j.
Για κάθε συνεχή συνάρτηση g ορισμένη στο [0, 2] θέτουμε :

w(x, y) =
4∑
q=0

g(φq(x) + λφq(y)) (3.8)

Λήμμα 3.2.1. ΄Εστω
2
3
< θ < 1. Για κάθε f ∈ C(I2) υπάρχει μια συνάρτηση

g ∈ C([0, 2]) τέτοια ώστε:

‖f − w‖∞ ≤ θ‖f‖∞ και ‖g‖∞ ≤
1

3
‖f‖∞ (3.9)

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0 αρκούντως μικρό ώστε 2
3
+ε ≤ θ, και k αρκετά μεγάλο ώστε η

απόλυτη διαφορά τιμών της f σε κάθε Skq,i,j, όπως παρουσιάζονται στην σχέση (3.7),
να μην υπερβαίνει την τιμή ε‖f‖∞. ΄Εστω fkq,i,j να είναι οι τιμές της f στο κέντρο κάθε
Skq,i,j. Σε κάθε διάστημα ∆

k
q,i,j παίρνουμε g(u) σταθερή και ίση με 1

3
fkq,i,j. Μπορούμε

τότε να επεκτείνουμε την g γραμμικά στα κενά μεταξύ των διαστημάτων ∆k
q,i,j και

να αποκτήσουμε μια συνεχή συνάρτηση στο [0, 2] που ικανοποιεί την δεύτερη σχέση
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της (3.9). ΄Εστω (x, y) ∈ I2 τυχαίο σημείο. Για τουλάχιστον τρεις τιμές του q,
(x, y) ∈ Skq,i,j για κάποια i, j. Τότε οι αντίστοιχοι όροι του αθροίσματος της σχέσης
(3.8) έχουν την τιμή

1
3
fkq,i,j και κάθε ένας από αυτούς τους όρους είναι ίσος με

1
3
f(x, y)

με σφάλμα μικρότερο από
1
3
ε‖f‖∞. Για τους υπόλοιπους δύο όρους του αθροίσματος

της σχέσης (3.8), ο καθένας θα είναι μικρότερος ή ίσος από
1
3
‖f‖∞ κατά απόλυτη

τιμή (αφού έχουμε υποθέσει ότι g(u) σταθερή και ίση με 1
3
fkq,i,j ≤ 1

3
‖f‖∞). Τότε :

|f(x, y)− w(x, y)| ≤ 3
1

3
ε‖f‖∞ +

2

3
‖f‖∞ ≤ θ‖f‖∞

Καταλήγουμε με την ολοκλήρωση της απόδειξης του θεωρήματος 3.0.1.

Απόδειξη θεωρήματος 3.0.1 (για n = 2). ΄Εστω f ∈ C(I2). Ορίζουμε ακολουθία
συναρτήσεων {gr}r∈N ⊆ C([0, 2]) με τις αντίστοιχες συναρτήσεις:

wr(x, y) =
4∑
q=0

gr(φq(x) + λφq(y))

ως εξής:

Αρχικά θεωρούμε g1, w1 να είναι δοσμένες από το λήμμα 3.2.1 με:

‖f − w1‖∞ ≤ θ‖f‖∞ και ‖g1‖∞ ≤
1

3
‖f‖∞

Εφαρμόζουμε το λήμμα 3.2.1 ξανά και παίρνουμε συναρτήσεις g2, w2, για τις οποίες:

‖(f −w1)−w2‖∞ ≤ θ‖f −w1‖∞ ≤ θ2‖f‖∞ και ‖g2‖∞ ≤
1

3
‖f −w1‖∞ ≤

1

3
θ‖f‖∞

Γενικά οι συναρτήσεις gr, wr θα ικανοποιούν:

‖f − w1 − . . .− wr‖∞ ≤ θr‖f‖∞ και

‖gr‖∞ ≤
1

3
θr−1‖f‖∞ r ∈ N

(3.10)

Οι σειρές

∞∑
r=1

gr και
∞∑
r=1

wr συγκλίνουν ομοιόμορφα. ΄Εστω g, w να είναι τα αθροίσματά

τους, τα οποία συνδέονται με την σχέση (3.8). Ακόμα από την σχέση (3.10), f = w,
που μας δίνει την ζητούμενη αναπαράσταση, και έτσι η απόδειξη ολοκληρώθηκε.
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Κεφάλαιο 4

Επεκτάσεις του K.S.T.

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε δύο επεκτάσεις - γενικεύσεις του θεωρή-

ματος υπέρθεσης Kolmogorov . Το 1965 ο Αμερικανός μαθηματικός P.A. Ostrand
έδειξε ότι το K.S.T. ισχύει σε συμπαγείς μετρικούς χώρους. Πιο συγκεκριμένα έδειξε
το παρακάτω:

Θεώρημα 4.0.1. ΄Εστω για p = 1, . . . ,m, ο Xp να είναι συμπαγής μετρικός

χώρος πεπερασμένης διάστασης
1 dp και n =

m∑
p=1

dp. Υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις

φqp : Xp → I με p = 1, . . . ,m και q = 1, . . . , 2n+ 1, ώστε κάθε συνεχής πραγματική

συνάρτησης f ορισμένη στο
m∏
p=1

Xp να μπορεί να αναπαρασταθεί στην μορφή:

f(x1, . . . , xm) =
2n+1∑
q=1

gq

(
m∑
p=1

φqp(xp)

)
(4.1)

όπου gq : R→ R συνεχείς συναρτήσεις.

Για την απόδειξη του θεωρήματος 4.0.1 θα πρέπει να κάνουμε μια προεργασία που

αφορά τον χαρακτηρισμό της διάστασης σε μετρικούς χώρους.

Θεώρημα 4.0.2. ΄Ενας μετρικός χώρος X είναι διάστασης ≤ n εάν και μόνο εάν
για κάθε ανοικτό κάλυμμα C του X και κάθε ακέραιο k ≥ n + 1, υπάρχουν k, το
πλήθος, διακριτές οικογένειες

2
ανοικτών συνόλων U1, . . . ,Uk ώστε η ένωση κάθε

n+ 1 από τις Ui να είναι κάλυμμα του X που βελτιώνει3 το C.
1
Στο κεφάλαιο αυτό με την έννοια της διάστασης θα εννοούμε πάντοτε διάσταση κάλυψης.
2
Με τον όρο διακριτή οικογένεια συνόλων εννοούμε μια οικογένεια, τέτοια ώστε κάθε σημείο

του χώρου έχει μια γειτονιά που τέμνει το πολύ ένα μέλος της οικογένειας.
3
Με τον όρο βελτίωση ενός ανοικτού καλύμματος εννοούμε την εκλέπτυνσή του. Αν {Ui}i∈S

είναι ανοικτό κάλυμμα του X και {U ′i}i∈S′ η βελτίωση του ανοικτού καλύμματος τότε ισοδύναμα

U ′i ⊂ Uj για j(i) = j ∈ S, i ∈ S′.
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Παρατήρηση 4.0.3. i) Για διάσταση 0 το θεώρημα 4.0.2 ανάγεται στο εξής
γνωστό αποτέλεσμα: ΄Ενας μετρικός χώρος X είναι διάστασης ≤ 0 εάν και
μόνο εάν κάθε ανοικτό κάλυμμα του X μπορεί να βελτιωθεί από μια διακριτή
οικογένεια ανοικτών συνόλων.

ii) Τα μέλη μιας διακριτής οικογένειας ανοικτών συνόλων είναι ξένα μεταξύ τους.
Πράγματι, υποθέτουμε U είναι διακριτή οικογένεια και A,B είναι δύο ανοικτά
σύνολα της U , με A ∩ B 6= 0. Τότε για x ∈ X με x ∈ A ∩ B δεν θα υπάρχει
γειτονιά του x που να τέμνει το πολύ ένα εκ των A,B.

Απόδειξη του θεωρήματος 4.0.2. Δείχνουμε πρώτα το ευθύ μέρος. Αρκεί να δειχθεί

ότι, αν ο X είναι διάστασης ≤ n τότε, για κάθε ανοικτό κάλυμμά του C και για κάθε
k ≥ n+1 υπάρχουν k το πλήθος διακριτές οικογένειες ανοικτών συνόλων U1, . . . ,Uk
που βελτιώνουν το C, και κάθε n+ 1 ένωση αυτών καλύπτει τον X. Θα το δείξουμε
με επαγωγή στο k. ΄Εστω X να είναι διάστασης ≤ n και C = {Cα, α ∈ F} να είναι
ένα ανοικτό κάλυμμα του X (ισοδύναμα X =

⋃
α∈F

Cα).

Υποθέτουμε ότι C είναι τοπικά πεπερασμένη οικογένεια4 και μπορούμε να γρά-

ψουμε τον X ως X =
n+1⋃
i=1

Xi , όπου Xi είναι υπόχωρος διάσταστης 0.

Θεωρούμε Ci = {Cα ∩ Xi, α ∈ F} και Ci είναι Xi-ανοικτό (με την σχετική

τοπολογία) κάλυμμα του Xi. Τότε επειδή ο Xi είναι διάστασης 0, για κάθε 1 ≤ i ≤
n+1 υπάρχει μια διακριτή οικογένεια Vi, Xi-ανοικτών συνόλων που καλύπτει τον Xi

και βελτιώνει το Ci. Από την παρατήρηση 4.0.3 ii) τα μέλη της Vi για 1 ≤ i ≤ n+ 1,
είναι ξένα.

Υποθέτουμε ότι το σύνολο δεικτών F είναι καλά διατεταγμένο με την <. Για
κάθε α ∈ F και i = 1, . . . , n+ 1 έστω:

W i
α = ∪{V ∈ Vi : V ⊂ Cα ∩Xi, και για κάθε β < α, V 6⊂ Cβ ∩Xi}

Θέτουμε Wi = {W i
α, α ∈ F}. Διακεκριμένα μέλη της Wi είναι ξένα μεταξύ τους

(αφού τα μέλη της Vi είναι ξένα μεταξύ τους).
΄Εστω:

Zi
α =

{
x ∈ Cα : d(x,W i

α) < d

(
x,
⋃
β<α

W i
β

)}
και Zi = {Zi

α, α ∈ F}, όπου d η μετρική του X.
Τότε από τους ορισμούς των συνόλων W i

α ⊂ Zi
α ⊂ Cα για κάθε α ∈ F και

1 ≤ i ≤ n + 1. Επιπλεόν κάθε Zi είναι τοπικά πεπερασμένη οικογένεια (αφού C
έχουμε υποθέσει οτι είναι τοπικά πεπερασμένη) ξένων (αφού τα μέλη της Wi είναι

ξένα μεταξύ τους) ανοικτών συνόλων του X που βελτιώνει την C και καλύπτει τους
4
Κάθε σημείο του X έχει μια γειτονιά που τέμνει πεπερασμένα σύνολα της οικογένειας.
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Xi υπόχωρους. Τότε λόγω του ότι X =
n+1⋃
i=1

Xi θα έχουμε ότι η

n⋃
i=1

Zi καλύπτει τον

X.
Τότε θα υπάρχουν κλειστά σύνολα Di

α ⊂ Zi
α τέτοια ώστε η {Di

α, α ∈ F} οικο-
γένεια να καλύπτει τον X. Επιλέγουμε ανοικτά σύνολα U i

α τέτοια ώστε:

Di
α ⊂ U i

α ⊂ U i
α ⊂ Zi

α

και θέτουμε Ui = {U i
α, α ∈ F}. Κάθε Ui είναι διακριτή οικογένεια που βελτιώνει το

C, και οι U1, . . . ,Un+1 καλύπτουν τον X.
Για το αντίστροφο, θα υποθέσουμε ότι k > n+ 1 και ότι U1, . . .Uk−1 είναι διακρι-

τές οικογένειες ανοικτών συνόλων που βελτιώνουν το C, κάθε n + 1 ένωση αυτών
καλύπτει τον X. Θα κατασκευάσουμε ένα A ⊂ X και μια διακριτή οικογένεια Uk
ανοικτών συνόλων που βελτιώνει το C, ώστε κάθε ένωση n από τις U1, . . . ,Uk−1 να
καλύπτει το X \ A, και η Uk να καλύπτει το A.
΄Εστω Γ = {γ = (γ1, . . . , γn) : 1 ≤ γ1 < γ2 < . . . < γn ≤ k − 1}. Για γ ∈ Γ

έστω Aγ =
n⋂
i=1

(X\∪ Uγi), και A =
⋃
γ∈Γ

Aγ. Επειδή κάθε Uγi περιέχει ανοικτά σύνολα,

κάθε Aγ είναι κλειστό και Aγ ∩ Aδ = ∅ για γ 6= δ. Τότε υπάρχουν ανοικτά σύνολα
Bγ τέτοια ώστε Aγ ⊂ Bγ και Bγ ∩ Bδ = ∅ για γ 6= δ. Για γ ∈ Γ , υπάρχει θετικός
ακέραιος jγ ≤ k − 1 τέτοιος ώστε jγ /∈ {γi : i = 1, 2, . . . , n}. Η Ujγ καλύπτει το Aγ
(από τον ορισμό του Aγ και του jγ). ΄Εστω Uk = {U ∩ Bγ : γ ∈ Γ και U ∈ Ujγ}.
Η Uk είναι διακριτή οικογένεια (εάν U1, U2 ∈ Ujγ τότε για γ, γ′ ∈ Γ με γ 6= γ′

θα ισχύει Aγ ⊂ U1 ∩ Bγ και Aγ ⊂ U2 ∩ Bγ′ . Επομένως (U1 ∩ Bγ) ∩ (U2 ∩ Bγ) ⊂
(U1∩U2)∩(Bγ∩Bγ′) = ∅) ανοικτών συνόλων που καλύπτει το A (αφού η Ujγ καλύπτει
το A και Aγ ⊂ Bγ) και βελτιώνει το C, το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Είμαστε σε θέση να αποδείξουμε το βασικό θεώρημα αυτού του κεφαλαίου.

Απόδειξη του θεωρήματος 4.0.1. Για κάθε p = 1, . . . ,m και κάθε q = 1, . . . , 2n+ 1,
k ∈ N, υπάρχουν θετικοί πραγματικοί αριθμοί γk, εk, διακεκριμένοι θετικοί πρώτοι
αριθμοί rp,qk , διακριτές οικογένεις S

p,q
k ανοικτών συνόλων του Xp και συνεχείς συ-

ναρτήσεις fp,qk : Xp → I = [0, 1] ώστε:

(1) lim
k→∞

γk = lim
γ→∞

εk = 0

(2) Κάθε μέλος των Sp,qk έχει διάμετρο μικρότερη ή ίση από γk και για κάθε στα-
θεροποιημένο p και k, οποιεσδήποτε dp + 1 το πλήθος από τις οικογένειες Sp,qk
καλύπτει τον Xp.

(3) mεk <
1

m∏
p=1

rp,qk

για κάθε q = 1, . . . , 2n+ 1.
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(4) Η fp,qk είναι σταθερή σε κάθε μέλος των Sp,qk , με την σταθερά να ίση με είναι
ακέραιο πολλαπλάσιο του

1
rp,qk
, και να παίρνει διαφορετικές τιμές σε διακεκριμένα

μέλη των οικογενειών Sp,qk .

(5) Για κάθε j > k και x ∈ Xp, f
p,q
j (x) ≤ fp,qk (x) ≤ fp,qj + εj − εk.

Τα γk, εk, r
p,q
k , Sp,qk , fp,qk ορίζονται επαγωγικά στο k. ΄Εστω X =

m∏
p=1

Xp, και X

μετρικός χώρος με μετρική:

d[(x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym)] =
m∑
p=1

d(xp, yp)

Για κάθε q και κάθε k έστω:

J q
k =

{
m∏
p=1

Cp : Cp ∈ Sp,qk για κάθε p

}

Κάθε J q
k είναι διακριτή οικογένεια ανοικτών συνόλων του X (αφού S

p,q
k διακριτές

οικογένειες ανοικτών συνόλων του Xp και X ορίζεται ως το καρτεσιανό γινόμενο
των Xp), και κάθε μέλος της J q

k έχει διάμετρο μικρότερη ή ίση από mγk (λόγω του
(2) και του γινομένου). Επιπλέον για κάθε k, οποιεσδήποτε n + 1, το πλήθος, από
τις οικογένεις J q

k καλύπτουν τον X (πάλι λόγω του (2) ).
΄Εστω φqp(x) = lim

k→∞
fp,qk (x), για x ∈ Xp. Για κάθε k ∈ N και για κάθε x ∈ Xp

ισχύει:

fp,qk (x) ≤ φqp(x) ≤ fp,qk (x) + εk

(λόγω της (5) με το j να έχει αντικατασταθεί από k).
Επειδή οι fp,qk σταθερές από υπόθεση (4), οι φ

q
p ως (ομοιόμορφο) όριο αυτών θα είναι

συνεχείς. ΄Εστω ψq(x1, . . . , xm) =
m∑
p=1

φqp(xp), με (x1, . . . , xm) ∈ X.

Ορίζουμε ακόμα, U qk = {ψq(C), C ∈ J q
k } και C =

m∏
p=1

Cp ∈ J q
k . Τότε η ψ

q(C)

θα περιέχεται στο διάστημα:[
m∑
p=1

fp,qk (Cp),
m∑
p=1

fp,qk (Cp) +mεk

]

(αφού fp,qk (x) ≤ φqp(x) ≤ fp,qk (x) + εk και ψ
q(C) =

m∑
p=1

φqp(C
p) )

Τότε από την συνθήκη (3) αυτά τα κλειστά διαστήματα είναι ξένα για κάθε σταθε-

ροποιημένο q και k. Επομένως η οικογένεια U qk είναι διακριτή.
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΄Εστω f να είναι συνεχής πραγματική συνάρτηση στον X. Για κάθε ακέραιο
r ≥ 0 και q = 1, . . . , 2n + 1, υπάρχει θετικός ακέραιος kr και συνεχείς συναρτήσεις

gqr : R → R (k0 = 1, gq0 = 0 για κάθε q) ώστε, εάν fr(x) =
2n+1∑
q=1

r∑
s=0

gqs(ψ
q(x)) για

x ∈ X και εάν Mr = sup
x∈X
|(f − fr(x)| τότε:

(6) kr+1 > kr.

(7) Εάν d(a, b) < mγkr+1 τότε |(f − fr)(a)− (f − fr)(b)| < (2n+ 2)−1Mr.

(8) Η gqr+1 είναι σταθερή σε κάθε μέλος της οικογένειας U
q
kr+1
και η τιμή της, στο

ψq(C) για C ∈ J q
kr+1
, είναι (n+ 1)−1(f − fr)(y) για κάποιο y ∈ C.

(9) |gqr+1(a)| ≤ (n+ 1)−1Mr για κάθε a ∈ R.

Τα kr και οι g
q
r ορίζονται επαγωγικά στο r. Υποθέτουμε ότι x ∈ ∪{T : T ∈ J q

kr+1
}

και τότε η τιμή της gqr+1 στο ψ
q(x) θα είναι (n+1)−1(f−fr)(x). Από τις ανισότητες

των (7) και (8) προκύπτει:

(10) |(n+ 1)−1(f − fr)(x)− gqr+1(ψ
q(x))| < (n+ 1)−1(2n+ 2)−1Mr

για x ∈ ∪{T : T ∈ J q
kr+1
}.

Για κάθε x ∈ X, από το θεώρημα 4.0.2 υπάρχουν τουλάχιστον n + 1 διακεκριμένες
τιμές του q έτσι ώστε x ∈ ∪{T : T ∈ J q

kr+1
} ( η U qk διακριτή, επομένως και κάθε

υπακολουθία της. Οι τουλάχιστον n + 1 τιμές των q προκύπτουν από την συνθήκη

(2), το n =
m∑
p=1

dp και τον ορισμό των συνόλων J q
k και U

q
k). Τότε όπως έχουμε ορίσει

παραπάνω:

fr(x) =
2n+1∑
q=1

r∑
s=0

gqs(ψ
q(x)) και άρα fr+1(x) =

2n+1∑
q=1

r+1∑
s=0

gqs(ψ
q(x))

Τότε:

|(f − fr+1)(x)| =

∣∣∣∣∣(f − fr(x))−
2n+1∑
q=1

gqr+1(ψ
q(x))

∣∣∣∣∣
Η συνθήκη (9) για n τιμές των q γίνεται:

n∑
q=1

|gqr+1(ψ
q(x))| ≤ n(n+ 1)−1Mr =⇒

∣∣∣∣∣
n∑
q=1

gqr+1(ψ
q(x))

∣∣∣∣∣ ≤ n(n+ 1)−1Mr (4.2)
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και η συνθήκη (10) για n+ 1 τιμές των q γίνεται:

n+1∑
q=1

|(n+ 1)−1(f − fr)(x)− gqr+1(ψ
q(x))| < (2n+ 2)−1Mr =⇒∣∣∣∣∣(f − fr)(x)−

n+1∑
q=1

gqr+1(ψ
q(x))

∣∣∣∣∣ < (2n+ 2)−1Mr

(4.3)

Τότε προσθέτοντας τις σχέσεις (4.2) και (4.3) θα έχουμε :

|(f − fr+1)(x)| =

∣∣∣∣∣(f − fr(x)−
2n+1∑
q=1

gqr+1(ψ
q(x))

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣(f − fr)(x)−
n+1∑
q=1

gqr+1(ψ
q(x))

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
n∑
q=1

gqr+1(ψ
q(x))

∣∣∣∣∣ <
< (2n+ 2)−1Mr + n(n+ 1)−1Mr =

2n+ 1

2n+ 2
Mr

ΤότεMr+1 < (2n+1)(2n+2)−1Mr (αφού υπολογίστηκε η ποσότητα |(f−fr+1)(x)|),
επομένως Mr <

(
2n+1
2n+2

)r
M0 για κάθε r, και lim

r→∞
Mr = 0.

Τότε f(x) = lim
r→∞

fr(x) για κάθε x ∈ X. Ακόμα από την συνθήκη (9) η σειρά
r∑
s=0

gqs συγκλίνει ομοιόμορφα για κάθε q σε μια συνεχή συνάρτηση g
q : R→ R και:

f(x) = lim
r→∞

fr(x) = lim
r→∞

2n+1∑
q=1

r∑
s=0

gqs(ψ
q(x)) =

2n+1∑
q=1

gq(ψq(x)) =
2n+1∑
q=1

gq

(
m∑
p=1

φqp(xp)

)

με x = (x1, . . . , xm) ∈ X =
m∏
p=1

Xp.
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Η επόμενη γενίκευση του K.S.T. οφείλεται στον Z.Feng το 2010.

Θεώρημα 4.0.4. Υποθέτουμε ότι X είναι πεπερασμένης διάστασης τοπικά συ-
μπαγής

5
διαχωρίσιμος μετρικός χώρος, ή ισοδύναμα ομοιομορφικός με ένα κλειστό

υποσύνολο του Ευκλείδειου χώρου. Τότε για κάθε m,n ∈ N υπάρχει r ∈ N και
φqp ∈ C(X,Rn), για q = 1, . . . , r και p = 1, . . . ,m, ώστε κάθε f ∈ C(Xm,Rn) να
μπορεί να γραφτεί στην μορφή:

f(x1, . . . , xm) =
r∑
q=1

gq

(
m∑
p=1

φqp(xp)

)
(4.4)

όπου gq ∈ C(Rn,Rn).

Απόδειξη. Σταθεροποιούμε έναm ∈ N, τότε ο X είναι ομοιομορφικός με ένα κλειστό
υποσύνολο του Rl

. Θα εργαστούμε για n = 1 και η γενική περίπτωση θα προκύψει
δουλεύοντας αντίστοιχα. Από το θεώρημα 2.0.1 υπάρχουν φqp, για p = 1, . . . , lm
και q = 1, . . . , 2lm + 1, τέτοιες ώστε κάθε f ∈ C(Rlm) να μπορεί να γραφτεί στην
μορφή:

f(x1, . . . , xlm) =
2lm+1∑
q=1

gq

(
lm∑
p=1

φqp(xp)

)
για gq ∈ C(R).
Τότε έστω r = 2lm+ 1 και θέτουμε:

Φqp =

m+(p−1)m∑
i=1+(p−1)m

φqi

για p = 1, . . . ,m και q = 1, . . . , r.
Εφόσον ο X είναι κλειστό υποσύνολο του Rl

, κάθε συνεχής συνάρτηση στον X
μπορεί να επεκταθεί συνεχώς στον Rl

. Τότε οι {Φqp : p = 1, . . . ,m και q = 1, . . . , r}
είναι οι ζητούμενες.

Παρατήρηση 4.0.5. Στην ειδκή περίπτωση όπου n = 1 το θεώρημα 4.0.4 είναι το
K.S.T. για τον C(R).

5
Κάθε σημείο x ∈ X έχει συμπαγή γειτονιά. Υπάρχει δηλαδή K ⊂ X συμπαγές και U ανοικτό

ώστε x ∈ U ⊂ K.
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Κεφάλαιο 5

Βάσεις Kolmogorov (K-βάσεις)

Οι εσωτερικές συναρτήσεις στην αναπαράσταση 2.1 του K.S.T. είναι ανεξάρτη-
τες από την δοσμένη συνάρτηση f και επομένως αυτό μας επιτρέπει μια καθολική
αναπαράσταση όλων των συνεχών συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. Σε αυτό το

κεφάλαιο θα μελετήσουμε το σύνολο των εσωτερικών συναρτήσεων φqp στην αναπα-
ράσταση 2.1. Θα δείξουμε ότι οι εσωτερικές συναρτήσεις που έχουν κατασκευαστεί

για συγκεκριμένη διάσταση n μπορούν να επεκταθούν σε διάσταση m > n, ή εσω-
τερικές συναρτήσεις για την διάσταση m να προβληθούν στην διάσταση n < m.

Θα δώσουμε αρχικά κάποιους ορισμούς που προκύπτουν από την μελέτη που έχει

προηγηθεί στα προηγούμενα κεφάλαια.

Ορισμός 1. ΄Εστω X μετρικός χώρος. Θα λέμε ότι η οικογένεια συνεχών συναρ-
τήσεων {ξq : X → R, q = 1, . . . ,m} είναι βασική για τον X εάν κάθε f ∈ C(X)
γράφεται ως:

f =
m∑
q=1

gq ◦ ξq

για g1, . . . , gm ∈ C(R).

Παρατήρηση 5.0.1. Η οικογένεια συναρτήσεων {
n∑
p=1

φqp(xp)}2nq=0 είναι βασική για

το In στην αναπαράσταση 2.1.

Χρησιμοποιώντας την δυϊκότητα χώρων συναρτήσεων και χώρων μέτρου οY.Sternfeld
χαρακτήρισε την βασική οικογένεια από την ιδιότητά της να διαχωρίζει σημεία στον

τοπολογικό χώρο X. Για παράδειγμα, η {ξ1, . . . , ξm} είναι βασική οικογένεια για τον
X εάν και μόνο εάν είναι ομοιόμορφα διαχωρίσιμη ως προς μέτρο οικογένεια, δηλαδή
υπάρχει 0 < λ ≤ 1 ώστε για κάθε μέτρο µ στον χώρο C(X)∗ (δυϊκός του C(X)),
‖µ ◦ ξ−1q ‖TV ≥ λ‖µ‖TV ισχύει για 1 ≤ q ≤ m, όπου (C(X)∗, ‖·‖TV ) είναι ο χώρος
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των Borel μέτρων1 στον X με την νόρμα ολικής κύμανσης2 (total variation). Θα
χρησιμοποιήσουμε αργότερα αυτήν την παρατήρηση για να δείξουμε ότι η εξωτερική

συνάρτηση g του K.S.T (3.0.1) δεν είναι μοναδική.

Ορισμός 2 (Βάση Kolmogorov και Απεικόνιση Kolmogorov). ΄Εστω X1, . . . , Xl

να είναι τοπικά συμπαγείς και διαχωρίσιμοι μετρικοί χώροι, όπου ο Xp έχει διάσταση

(κάλυψης) dp. ΄Εστω X =
l∏

p=1

Xp και n =
l∑

p=1

dp. Εάν υπάρχουν συναρτήσεις

φqp ∈ C(Xp,R), p = 1, . . . , l, q = 1, . . . ,m, τέτοιες ώστε κάθε f ∈ C(X) να μπορεί
να αναπαρασταθεί ως

3
:

f(x1, . . . , xl) =
m∑
q=1

g

(
l∑

p=1

φpq(xp)

)
όπου g ∈ C(R), τότε καλούμε την οικογένεια ξ = {ξ1, . . . , ξm} ορισμένη ως:

ξq(x1, . . . , xl) =
l∑

p=1

φqp(xp) q = 1, . . . ,m

βάση Kolmogorov, ή απλούστερα K-βάση.
Για δοσμένη K-βάση ξ = {ξ1, . . . , ξm} του C(X), εάν K : C(X) → C(R) είναι

καλά ορισμένος, γραμμικός τελεστής ώστε για κάθε f ∈ C(X):

f =
m∑
q=1

(Kf) ◦ ξq

τότε καλούμε τον K, απεικόνιση Kolmogorov της K-βάσης ξ, ή απλούστερα
K-απεικόνιση.

Ορισμός 3 (Τελεστής Υπέρθεσης). ΄Εστω m ∈ N, X πεπερασμένης (κάλυψης)
διάστασης τοπικά συμπαγής, διαχωρίσιμος μετρικός χώρος και ξ := {ξ1, . . . , ξm}
με συνεχείς συναρτήσεις ξq : X → R, q = 1 . . . ,m. Τότε καλούμε τον γραμμικό
τελεστή Sξ : C(R)→ C(X) που ορίζεται ως:

Sξ(g)(x) =
m∑
q=1

g(ξq(x))

τελεστή υπέρθεσης της οικογένειας ξ, ή απλούστερα τελεστή υπέρθεσης.
1
Τα μέτρα ορισμένα στην Borel σ-άλγεβρα, δηλαδή την μικρότερη σ- άλγεβρα που περιέχει τα

ανοικτά του X.
2‖µ‖TV = |µ(X)| = µ+(X) + µ−(X) και η νόρμα ορίζει μετρική, δηλαδή για µ, ν Borel μέτρα,

‖µ− ν‖TV = dTV (µ, ν).
3
Ταυτίζουμε τις g1, . . . , gm να είναι ίσες με g.
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Παρατήρηση 5.0.2. Το θεώρημα 4.0.1 είναι η γενίκευση του K.S.T. σε συμπαγείς
μετρικούς χώρους. Αν X είναι συμπαγής (θα είναι και τοπικά συμπαγής) διαχωρί-
σιμος μετρικός χώρος και ξ = {ξ1, . . . , ξm} είναι οικογένεια συνεχών συναρτήσεων
ορισμένες στον X τότε η ξ είναι K-βάση στον X εάν ο τελεστής υπέρθεση Sξ είναι
επί, το οποίο είναι ισοδύναμο με το ότι ο δυϊκός τελεστής του:

S∗ξ : C(X)∗ → C(R)∗ = C(R)

µ→
m∑
q=1

µ ◦ ξ−1q

είναι ένα- προς -ένα και ο αντίστροφός του είναι φραγμένος. ΄Οπως έχουμε αναφέρει

και προηγουμένως ο C(X)∗ είναι ισοδύναμος με τον χώρο των Borel μέτρων με
φραγμένη ολική κύμανση στον X. Τότε ο S∗ξ είναι ένα- προς -ένα και ο αντίστροφός
του είναι φραγμένος εάν και μόνο εάν {ξ1 . . . , ξm} είναι ομοιόμορφα διαχωρίσιμη ως
προς μέτρα Borel οικογένεια στον X.

Παρακάτω θα διαμορφώσουμε μια ικανή συνθήκη για να είναι μια οικογένεια συ-

νεχών συναρτήσεων K-βάση. Γενικά, η κατασκευή μιας K-βάσης εξαρτάται από την
διάσταση n του πεδίου ορισμού In. ΄Εστω m > n ≥ 2 με m,n ∈ N. Μία K-βάση
στον Im δεν μπορεί να δημιουργηθεί προσθέτοντας συναρτήσεις σε μια K-βάση του
In και αντίστοιχα, στον In μια K-βάση δεν δημιουργείται αφαιρώντας συναρτήσεις
από μία K-βάση του Im. Θα δείξουμε ότι κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες μια
K-βάση του In μπορεί να επεκταθεί σε K-βάση του Im, και όμοια μια βάση του Im

μπορεί να μειωθεί σε K-βάση του In.
Υπενθυμίζουμε την αναπαράσταση (3.1) του θεωρήματος 3.0.1. ΄Εστω Φ ⊆ C(I)

να είναι ο μετρικός υπόχωρος εφοδιασμένος με την | · |∞, όλων των συναρτήσεων
φ : I → I που είναι αύξουσες. ΄Εστω ακόμα Φn να είναι ο χώρος γινόμενο και
(φ0, . . . , φ2n) ∈ Φ2n+1

να είναι το όλες οι αύξουσες συνεχείς συναρτήσεις που μπορούν

να αποτελέσουν K-βάσεις.
Τότε ορίζουμε σύνολο U ⊂ Φ2n+1

να περιέχει όλες τις πλειάδες (φ0, . . . , φ2n). Κά-
θε τέτοια πλειάδα έχει την ιδιότητα,να αναπαριστά με τέτοιο τρόπο κάθε f ∈ C(In),
ώστε να αποτελεί μια K-βάση. Δηλαδή το U περιέχει όλες τις (φ0, . . . , φ2n) ώστε

{ξq =
n∑
p=1

λpφq}2nq=0 να είναι K-βάση. Σταθεροποιούμε συναρτήσεις (φ0, . . . , φ2n) και

αλλάζουμε τις παραμέτρους λp.
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Πρόταση 5.0.3. Το σύνολο των παραμέτρων

Λ := {(λ1, . . . , λn) : λ1, . . . , λn > 0, ρητά ανεξάρτητα και
n∑
p=1

λp ≤ 1}

είναι πυκνό στο σύνολο {(λ1, . . . , λn) : λ1, . . . , λn > 0, με
∑n

p=1 λp ≤ 1}. Το Λ δεν
είναι συνεκτικό και επομένως ούτε απλά συνεκτικό.

Κάθε (φ0, . . . , φ2n) ∈ Φ2n+1
είναι γεννήτορας για όλα τα στοιχεία του Φ2n+1

. Ειδι-

κότερα, για κάθε (φ̃0, . . . , φ̃2n) ∈ Φ2n+1
, υπάρχει ένας ομοιομορφισμός Lq : φq(I) →

φ̃q(I) τέτοιος ώστε:

φ̃q(xp) = Lq ◦ φq(xp) για κάθε p = 1, . . . , n

Παρατήρηση 5.0.4. Σύμφωνα με την πρόταση 5.0.3 μπορούμε να φτιάξουμε μια

συνεχή απεικόνιση των στοιχείων που είναι K-βάσεις (στο U) αλλάζοντας μόνο τις
παραμέτρους λp. ΄Εστω:

Λn = {(λ1, . . . , λn) : λ1, . . . , λn ρητά ανεξάρτητα}

Για n = 2:

Λ2 = {(λ1, λ2) : λ1 ∈ Q, λ2 /∈ Q} ∪ {(λ1, λ2) : λ1 /∈ Q, λ2 /∈ λ1Q}

Γενικότερα:

Λn = {(λ1, . . . , λn) : λ1 ∈ R, λ2 /∈ λ1Q, λ3 /∈ λ1Q+λ2Q, . . . , λn /∈ λ1Q+. . .+λn−1Q}

Απόδειξη της πρότασης 5.0.3. ΄Εστω λ01, . . . , λ
0
n ∈ I, τότε το σύνολο:

{λ1, . . . , λn : λp ∈ I ∩ λ0pQ, p = 1, . . . , n με
n∑
p=1

λp ≤ 1}

είναι πυκνό.

Τότε το Λ είναι πυκνό στο {(λ1, . . . , λn) : λ1, . . . , λn > 0, με
∑n

p=1 λp ≤ 1}.
΄Εστω

A = {(λ1, . . . , λn) ∈ Λ : λ1 < λ2} και B = {(λ1, . . . , λn) ∈ Λ : λ1 > λ2}

Τα A,B όπως ορίσθηκαν είναι ανοικτά με την σχετική τοπολογία στο Λ και Λ = A∪B
επομένως το Λ είναι μη συνεκτικό.
Ακόμα, για δύο K-βάσεις (φ0, . . . , φ2n) ∈ Φ2n+1, (φ̃0, . . . , φ̃2n) ∈ Φ2n+1

, έστω

Lq = φ̃q ◦ φ−1q , τότε φ̃q(xp) = Lq ◦ φq(xp), για όλα τα 0 ≤ q ≤ 2n.
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Παρατήρηση 5.0.5. Θεωρούμε δύο δοσμένες K-βάσεις (φ0, . . . , φ2n) ∈ Φ2n+1
και

(φ̃0, . . . , φ̃2n) ∈ Φ2n+1
. Τότε πίνακας ομοιομορφισμού L : Φ2n+1 → Φ2n+1

μεγέθους

(2n+ 1)× (2n+ 1) είναι :
φ̃0

φ̃1
...

φ̃2n

 =


L0,0 L0,1 . . . L0,2n

L1,0 L1,1 . . . L1,2n
...

...
. . .

...

L2n,0 L2n,1 . . . L2n,2n



φ0

φ1
...

φ2n


ώστε :

2n∑
q′=0

Lq,q′ ◦ φq′ για κάθε 0 ≤ q ≤ 2n

Ο πίνακας L για τις δύο αυτές K-βάσεις δεν είναι μοναδικός.
Πράγματι, ο L μπορεί να είναι:

φ̃0 ◦ φ−10 0 . . . 0

0 φ̃1 ◦ φ−11 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . φ̃2n ◦ φ−12n
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5.1 Προβολές και επεκτάσεις K-βάσεων

Υπενθυμίζουμε την αναπαράσταση (3.1). Γενικότερα, όπως έχουμε αναφέρει και στην

εισαγωγή αυτού του κεφαλαίου, οι εσωτερικές συναρτήσεις που κατασκευάζονται σε

μια K-βάση για δοσμένη διάσταση n, δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για διάσταση
m 6= n, με m,n ∈ N. Η κατασκευή των συναρτήσεων (φ0, . . . , φ2n) στην αντίστοιχη

K-βάση ξq(x1, . . . , xn) =
n∑
p=1

λpφq(xp) εξαρτάται από το n. Για να εξετάσουμε τις

συνθήκες κάτω από τις οποίες οι φq που κατασκευάστηκαν για διάσταση n μπορούν
να χρησιμοποιηθούν και σε διάσταση m 6= n, θα πρέπει πρώτα να εξετάσουμε τις
ιδιότητες που πρέπει να έχουν οι {ξq}2nq=0 ώστε να είναι K-βάση για διάσταση n ≥ 2.
Θα ορίσουμε κάποιες έννοιες τις οποίες χρησιμοποιήσαμε στην κατασκευαστική

απόδειξη του θεωρήματος 3.0.1 του κεφαλαίου 3.

Ορισμός 4 (Κάλυμμα Kolmogorov). ΄Εστω n ≥ 2 και Dn
k να είναι το καρτεσιανό

γινόμενο των Dk με Dk ⊂ N, να είναι πεπερασμένο σύνολο. Καλούμε την ακολουθία
των 2n+ 1 το πλήθος οικογενειών, που αποτελείται από κλειστά, ξένα σύνολα:

{Skq,i : i ∈ Dn
k , q = 0, . . . , 2n}k∈N

κάλυμμα Kolmogorov ή απλούστερα K-κάλυμμα του In εάν και μόνο εάν:

i) Η διάμετρος κάθε Skq,i τείνει στο 0, καθώς k →∞.

ii) Για κάθε k ∈ N σταθεροποιημένο, η οικογένεια κύβων

{Skq,i : i ∈ Dn
k , q = 0, . . . , 2n}

καλύπτει το In τουλάχιστον n+ 1 φορές.

Τότε η οικογένεια συνεχών συναρτήσεων {ξ0, . . . , ξ2n} με ξq : In → R, θα λέμε ότι
διαχωρίζει ένα K-κάλυμμα {Skq,i}k∈N εάν και μόνο εάν για κάθε σταθεροποιη-
μένο k ∈ N, οι εικόνες των κύβων:

{Skq,i : i ∈ Dn
k , q = 0, . . . , 2n}

με τις {ξ0, . . . , ξ2n} είναι ανά δύο ξένες.

Το επόμενο λήμμα είναι άμεση συνέπεια του ορισμού που δώσαμε παραπάνω και

της κατασκευαστικής απόδειξης του K.S.T.(2.0.1) .

Λήμμα 5.1.1. ΄Εστω n ∈ N,n ≥ 2. Για q = 0, . . . , 2n, έστω ξq : In → R συνεχείς.
Αν η οικογένεια {ξq}2nq=0 διαχωρίζει ένα K-κάλυμμα στο I

n
, τότε είναι K-βάση στο

In.
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Παρατήρηση 5.1.2. ΄Εστω λ1, . . . , λn > 0, ρητά ανεξάρτητα και φq : I → R
συνεχείς και γνησίως αύξουσες. Εάν η οικογένεια ξ = {

∑n
p=1 λpφq}2nq=0 διαχωρίζει

ένα K-κάλυμμα τότε θα είναι K-βάση (και θα ανήκει στο σύνολο U).

΄Εστω Dk ⊂ N να είναι πεπερασμένο σύνολο. Υποθέτουμε ότι υπάρχει ακολουθία
2n+ 1, το πλήθος, οικογενειών από ξένα διαστήματα:

{Akq,i ⊂ I : i ∈ Dk, q = 0, . . . , 2n}k∈N

τέτοια ώστε για κάθε x ∈ I, το x να μην καλύπτεται από τα Akq,i για το πολύ ένα
από τα q ∈ {0, . . . , 2n}. Τότε μπορούμε να δημιουργήσουμε ένα K-κάλυμμα για το
In από το καρτεσιανό γινόμενο των Akq,i:

Skq,i =
n∏
p=1

Akq,ip , i = (i1, . . . , in) ∈ Dn
k (5.1)

Εφόσον για κάθε x ∈ In υπάρχουν το πολύ n από τα q για τα οποία το x δεν
καλύπτεται από τα Skq,i τότε το x καλύπτεται από τουλάχιστον 2n + 1 − n = n + 1
κύβους. Επομένως η {Skq,i}k∈N όπως ορίσθηκε στην (5.1) είναι K-κάλυμμα για το In.
Τέτοιου τύπου K-καλύμματα ονομάζονται K-καλύμματα καρτεσιανού τύπου (όπως
αυτά που χρησιμοποιήθηκαν στις αποδείξεις).

Λήμμα 5.1.3. ΄Εστω m,n ∈ N με m > n ≥ 2 και:

{Skq,i(m) =
m∏
p=1

Akq,ip , i ∈ D
m
k , q = 0, . . . , 2m}k∈N

να είναι K-κάλυμμα καρτεσιανού τύπου για το Im.
Τότε η:

{Skq,i(n) =
n∏
p=1

Akq,ip , i ∈ D
n
k , q = 0, . . . , 2n}k∈N

είναι K-κάλυμμα καρτεσιανού τύπου για το In.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα των διαστημάτων Akq,i, q = 0, . . . , 2n, και
m > n, θα έχουμε ότι για κάθε x ∈ In υπάρχουν το πολύ n από τα q για τα
οποία το x δεν καλύπτεται από τους κύβους Skq,i(n), και τότε το x θα καλύπτεται
από τουλάχιστον τους υπόλοιπους n + 1 κύβους. Επομένως {Sq,i(n)}k∈N θα είναι
K-κάλυμμα καρτεσιανού τύπου για το In.

37



Θεώρημα 5.1.4 (Θεώρημα Προβολής K-βάσης). ΄Εστω m,n ∈ N με m > n ≥ 2
και:

{Skq,i(m) =
m∏
p=1

Akq,ip , i ∈ D
m
k , q = 0, . . . , 2m}k∈N

να είναι K-κάλυμμα καρτεσιανού τύπου για το Im.
΄Εστω λ1, . . . , λm > 0 να είναι ρητά ανεξάρτητοι αριθμοί και φq : I → I, όπου
q = 0, . . . , 2m να είναι αύξουσες συνεχείς συναρτήσεις ώστε η οικογένεια:

{
m∑
p=1

λpφq(xp) : q = 0, . . . , 2m}

να είναι K-βάση του Im που διαχωρίζει την {Skq,i(m)}k∈N.
Τότε η οικογένεια {

∑n
p=1 λpφq(xp) : q = 0, . . . , 2n} σχηματίζει K-βάση για το In

που διαχωρίζει την:

{Skq,i(n) =
n∏
p=1

Akq,ip , i ∈ D
n
k , q = 0, . . . , 2n}k∈N

Απόδειξη. Για κάθε k ∈ N, q = 0, . . . , 2n και i ∈ Dn
k , παρατηρούμε ότι η εικόνα των

Skq,i(n) με το
n∑
p=1

λpφq(xp) με μία μετατόπιση
m∑

p=n+1

λpφq(0) περιέχεται στην εικόνα

των Skq,i(n)× (Akq,0)
m−n
με το

m∑
p=1

λpφq(xp).

Οι εικόνες των Skq,i(n)×(Akq,0)
m−n
είναι ξένες από υπόθεση, και αυτό συνεπάγεται

ότι οι εικόνες των Skq,i(n) μετά από μετατόπιση
m∑

p=n+1

λpφq(0) είναι ξένες, και επομένως

οι εικόνες των Skq,i(n) είναι ξένες.
Ειδικότερα για σταθεροποιημένο k ∈ N, (i1, . . . , in) ∈ Dn

k και κύβους της μορφής

Skq,i(n) =
n∏
p=1

Akq,ip , έστω:

Skq,i(m) =
n∏
p=1

Akq,ip ×
m∏

p=n+1

Akq,0

τότε:
n∑
p=1

λpφq[A
k
q,ip ] +

m∑
p=n+1

λpφq(0) ⊂
m∑
p=1

λpφq[A
k
q,ip ]

όπου in+1 = . . . = im = 0, και με «+» συμβολίζουμε την μετατόπιση του συνόλου
n∑
p=1

λpφq[A
k
q,ip ], κατά μία σταθερά

m∑
p=n+1

λpφq(0).
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Επομένως, η οικογένεια {
n∑
p=1

λpφq(xp) : q = 0, . . . , 2n} διαχωρίζει το K-κάλυμμα

{Skq,i(n) =
∏n

p=1A
k
q,ip , i ∈ D

n
k , q = 0, . . . , 2n}k∈N και άρα σχηματίζει μιαK-βάση.

Για την επέκταση των K-βάσεων θα χρειαστεί κάτι παραπάνω. Θα μιμηθούμε εν
πολλοίς τον συμβολισμό στην απόδειξη του θεωρήματος 3.0.1 του κεφαλαίου 3, σε

συνδιασμό με τις ποσότητες που έχουμε ορίσει σε αυτό το κεφάλαιο.

΄Εστω:

{Skq,i(n) =
n∏
p=1

Akq,ip : i ∈ Dn
k , q = 0, . . . , 2n}k∈N

να είναι ένα K-κάλυμμα καρτεσιανού τύπου για το In.

΄Εστω η οικογένεια {
n∑
p=1

λpφq(xp) : q = 0, . . . , 2n} να είναι K-βάση του In που

διαχωρίζει το K-κάλυμμα {Skq,i(n)}k∈N.
Για σταθεροποιημένο k ∈ N και q = 0, . . . , 2n γράφουμε:

Akq,i = [αkq,i, β
k
q,i], i ∈ Dk ⊂ N.

Για i ∈ Dk, 0 ≤ q ≤ 2n και k ∈ N ορίζουμε:

εkq,i =
1

2
(φq(β

k
q,i)− φq(αkq,i)) και εk = max

i∈Dk
0≤q≤2n

{εkq,i} (5.2)
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Θεώρημα 5.1.5 (Θεώρημα Επέκτασης K-βάσης). ΄Εστω m,n ∈ N με m > n ≥ 2
και:

{Skq,i(n) =
n∏
p=1

Akq,ip : i ∈ Dn
k , q = 0, . . . , 2n}k∈N

να είναι ένα K- κάλυμμα καρτεσιανού τύπου για το In.
΄Εστω λ1, . . . , λn > 0 να είναι ρητά ανεξάρτητοι αριθμοί και φq : I → I όπου
q = 0, . . . , 2n, να είναι αύξουσες,συνεχείς συναρτήσεις τέτοιες ώστε η οικογένεια

{
n∑
p=1

λpφq(xp) : q = 0, . . . , 2n} να είναιK-βάση του In που διαχωρίζει την {Skq,i(n)}k∈N.

Υποθέτουμε ότι {Akq,i, i ∈ Dk, q = 2n + 1, . . . , 2m} μπορούν να προστεθούν στα
{Akq,i, i ∈ Dk, q = 0, . . . , 2n} ώστε κάθε x ∈ I να μην καλύπτεται από το πολύ ένα
από τα 2m+ 1, το πλήθος, διαστήματα Akq,i.
΄Εστω εkq,i, εk να είναι όπως στην σχέση (5.2). Αν υπάρχουν λn+1, λm > 0 τέτοια

ώστε λ1, . . . , λm είναι ρητά ανεξάρτητα με
m∑
p=1

λp ≤ 1 και :

min
0≤q,q′≤2n
m∑
p=1
|ip−i′p|6=0

{∣∣∣∣∣
m∑
p=1

λp

[
(φq(α

k
q,ip) + εkq,ip)− (φq′(α

k
q′,i′p

) + εkq′,i′p)
]∣∣∣∣∣
}
> 2εk (5.3)

ισχύει για άπειρα το πλήθος k ∈ N, τότε μπορούμε να προσθέσουμε αύξουσες συνεχείς
συναρτήσεις φq : I → I όπου q = 2n + 1, . . . , 2m , τέτοιες ώστε η οικογένεια

{
m∑
p=1

λpφq(xp) : q = 0, . . . , 2m} να σχηματίζει K-βάση για το Im που διαχωρίζει την:

{Skq,i(m) =
m∏
p=1

Akq,ip : i ∈ Dm
k , q = 0, . . . , 2m}k∈N.

Απόδειξη. Εάν {Akq,i, i ∈ Dk, q = 2n + 1, . . . , 2m} μπορούν να προστεθούν στα
{Akq,i, i ∈ Dk, q = 0, . . . , 2n} ώστε κάθε σημείο x ∈ I να μην καλύπτεται από το
πολύ ένα από τα 2m+ 1 το πλήθος διαστήματα Akq,i, τότε η:

{Skq,i(m) =
m∏
p=1

Akq,ip : i ∈ Dm
k , q = 0, . . . , 2m}k∈N

είναι K-κάλυμμα καρτεσιανού τύπου για το Im.
Υποθέτουμε ότι υπάρχουν λn+1, . . . , λm > 0 τέτοια ώστε τα λ1, . . . , λm να είναι

ρητά ανεξάρτητα με

m∑
p=1

λp ≤ 1 και η συνθήκη (5.3) να ικανοποιείται. Η εικόνα των
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Skq,i(m) =
m∏
p=1

Akq,ip , με A
k
q,i = [αkq,i, β

k
q,i], είναι:

ξq[S
k
q,i(m)] =

[
m∑
p=1

λpφq(α
k
q,ip),

m∑
p=1

λpφq(β
k
q,ip)

]
, q = 0, . . . , 2n

Για οποιουσδήποτε δύο κύβους Sq,i(m) =
m∏
p=1

Akq,ip και Sq,i′ =
m∏
p=1

Akq′,i′p η συνθήκη

(5.3) συνεπάγεται ότι η απόσταση μεταξύ των ενδιάμεσων σημείων των διαστημά-

των ξq[S
k
q,i(m)] και ξq′ [S

k
q′,i′(m)] είναι μεγαλύτερη από το άθροισμα του μισού μή-

κους των δύο αυτών διαστημάτων. Επομένως οι εικόνες διαστημάτων ξq[S
k
q,i(m)] και

ξq′ [S
k
q′,i′(m)] είναι ξένες.
Για q = 2n + 1, . . . , 2m, οι εσωτερικές συναρτήσεις φq μπορούν να κατασκευα-

στούν όπως στην απόδειξη του θεωρήματος 3.0.1, έτσι ώστε οι εικόνες των κύβων

{Skq,i(m), q = 2n + 1, . . . , 2m} με τις {
∑m

p=1 λpφq(xp), q = 2n + 1, . . . , 2m} να είναι
ανά δύο ξένες μεταξύ τους, και ξένες με τις εικόνες των {Sq,i(m), q = 0, . . . , 2n}.
Ειδικότερα από το λήμμα 3.1.2 υπάρχουν 2(m − n) γνησίως αύξουσες συνεχείς

συναρτήσεις φq : I → I όπου q = 2n + 1, . . . , 2m ώστε για κάθε σταθεροποιημένο
βαθμό k ∈ N τα διαστήματα:

∆k
q,i =

[
m∑
p=1

λpφq(α
k
q,ip),

m∑
p=1

λpφq(β
k
q,ip)

]
, q = 2n+ 1, . . . , 2m, i ∈ Dm

k

να είναι ξένα.

Στην πραγματικότητα, στο βήμα k ∈ N, οι φq έχουν αρχικά ορισθεί ως ρητές
σταθερές στα διαστήματα Akq,i = [αkq,i, β

k
q,i], δηλαδή:

φq(α
k
q,i) = φq(β

k
q,i) = φkq,i

με τις φkq,i για q = 2n+ 1, . . . , 2m να μπορούν να επιλεχθούν με τέτοιο τρόπο ώστε
να είναι διακεκριμένες και ξένες από τις φq[A

k
q,i] με i ∈ Dk και για q = 0, . . . , 2n.

΄Ομως τα λ1, . . . , λm είναι ρητά ανεξάρτητα από υπόθεση, και άρα οι τιμές:

m∑
p=1

λpφ
k
q,ip q = 0, . . . , 2m, (i1, . . . , im) ∈ Dm

k (5.4)

είναι διακεκριμένες.

Ακόμα, επιλέγουμε δk αρκούντως μικρό ώστε οι 2δk-γειτονιές των σημείων της σχέ-

σης (5.4) να είναι ανά δύο ξένες μεταξύ τους, και ξένες από τα

m∑
p=1

λpφq[A
k
q,ip ], με

(i1, . . . , in) ∈ Dn
k , q = 0, . . . , 2n. Τροποποιούμε τις τιμές των φq στα σημεία α

k
q,i, β

k
q,i
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για q = 2n + 1, . . . , 2m ώστε να είναι γνησίως αύξουσες (γιατί για q = 0, . . . , 2n
είναι ήδη). Αυτό θα γίνει επιλέγοντας φq(α

k
q,i), φq(β

k
q,i) στην δk-γειτονιά των φ

k
q,i με

τέτοιο τρόπο ώστε:

φq(α
k
q,i) < φkq,i < φq(β

k
q,i) q = 2n+ 1, . . . , 2m

Εάν βkq,i = 1, τότε η ανισότητα θα πρέπει να είναι φq(α
k
q,i) < φkq,i = φq(β

k
q,i). ΄Ομοια

και αν αkq,i = 0, τότε φq(α
k
q,i) = φkq,i < φq(β

k
q,i).

Τότε οι εικόνες των ∆k
q,i με i = (i1, . . . , im) περιέχονται στις 2δk-γειτονιές των

σημείων
∑m

p=1 λpφ
k
q,ip , και επομένως είναι ανά δύο ξένες μεταξύ τους.

Δείξαμε δηλαδή ότι η επεκταμένη οικογένεια συναρτήσεων:

{
m∑
p=1

λpφq(xp) : q = 0, . . . , 2m}

σχηματίζει μια K-βάση του Im που διαχωρίζει την:

{Skq,i(m) =
m∏
p=1

Akq,ip : i ∈ Dm
k , q = 0, . . . , 2m}k∈N.
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Κεφάλαιο 6

Απεικόνιση Kolmogorov
(K-απεικόνιση)

Στο κεφάλαιο 5 αναφέραμε ότι οι εσωτερικές συναρτήσεις είναι ανεξάρτητες από

τις συναρτήσεις που αναπαριστώνται στο K.S.T., επομένως όλη η πληροφορία της
συνάρτησης πολλων μεταβλητών f αποθηκεύεται στην εξωτερική συνάρτηση g. Στο
κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε με ποιο τρόπο οι αναλυτικές ιδιότητες της f διατηρού-
νται και στην g. Για δοσμένη οικογένεια εσωτερικών συναρτήσεων,που είναιK-βάση,
και για δοσμένη f , θα δείξουμε ότι η εξωτερική συνάρτηση g δεν είναι μοναδική και
δεν διατηρεί την θετικότητα της f .

6.0.1 Μη μοναδικότητα της εξωτερικής συνάρτησης

΄Εστω X να είναι συμπαγής, διαχωρίσιμος μετρικός χώρος. ΄Εστω Sξ να είναι ο
τελεστής υπέρθεσης της K-βάσης {ξ0, . . . , ξm} του X. Για δοσμένη f ∈ C(X)
υπάρχουν, γενικά, παραπάνω από μία συνάρτηση g ∈ C(R) τέτοια ώστε :

Sξg =
m∑
q=0

g ◦ ξq = f

Θεώρημα 6.0.1 (Μη μοναδικότητα εξωτερικών συναρτήσεων). ΄Εστω X να είναι
συμπαγής, διαχωρίσιμος μετρικός χώρος. Υποθέτουμε ότι η οικογένεια συναρτήσεων

{ξq : X → R, q = 0 . . . , 2n} είνα μία K-βάση, τέτοια ώστε Y =
2n⋃
q=0

Yq =
2n⋃
q=0

ξq[X]

να μην είναι συνεκτικό στο R. Τότε ο τελεστής υπέρθεσης S της K-βάσης {ξq}2nq=0

δεν είναι αμφιμονοσήμαντος.

Παρατήρηση 6.0.2. Για δοσμένη K-βάση {ξq : In → R, q = 0, . . . , 2n}, οι
εικόνες των In με τις ξq είναι ανά δύο ξένες, δηλαδή Yq ∩ Yq′ = ∅ για q 6= q′.
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Επομένως Y =
2n⋃
q=0

Yq δεν είναι συνεκτικό.

Πράγματι, για K-βάση {ξq}2nq=0 στο I
n
, με Y =

2n⋃
q=0

ξq[I
n], επιλέγουμε α0 ∈

R ώστε Ỹ0 = ξ0[I
n] − α0 να είναι ξένο με την

2n⋃
q=1

ξq[I
n]. ΄Εστω ξ̃0 = ξ0 − α0,

τότε με ξ̃0[I
n] = Ỹ0, η οικογένεια συναρτήσεων {ξ̃0, ξ1, . . . , ξ2n} είναι K-βάση στο

In. Εφόσον η {ξq}2nq=0 είναι K-βάση για το I
n
, για δοσμένη f ∈ C(In), υπάρχει

συνάρτηση g ∈ C(Y ) τέτοια ώστε f =
2n∑
q=0

g ◦ ξq. Ορίζουμε g̃(y) = g(y) για κάθε

y ∈
2n⋃
q=1

ξq[I
n] και g̃(y) = g(y − α0) για y ∈ Ỹ0. Επεκτείνουμε την g̃ γραμμικά στο

κενό μεταξύ Ỹ0 και
2n⋃
q=1

ξq[I
n]. Τότε f = g̃◦ ξ̃0 +

2n∑
q=1

g̃◦ξq. Επομένως {ξ̃0, ξ1, . . . , ξ2n}

είναι K-βάση στο In με Ỹ0 ∪ Y1 ∪ . . . ∪ Y2n να μην είναι συνεκτική.

Απόδειξη του θεωρήματος 6.0.1. Για να δείξουμε ότι ο τελεστής υπέρθεσης του θε-

ωρήματος, S : C(Y )→ C(X) δεν είναι ένα- προς -ένα, αρκεί να δείξουμε ότι η εικόνα
του ανάστροφού του τελεστή:

S∗ : C(X)∗ → C(Y )∗

µ→
2n∑
q=0

µ ◦ ξ−1q

δεν είναι πυκνή στον C(Y )∗, όπου με C(X)∗, C(Y )∗ συμβολίζουμε τους δυϊκούς των
χώρων C(X) και C(Y ) αντίστοιχα. Ταυτίζουμε κατά τα γνωστά τους C(X)∗ και
C(Y )∗ με τους χώρους των Borel μέτρων με την ‖·‖TV στους X και Y αντίστοιχα.
Από υπόθεση το Y είναι μη συνεκτικό υποσύνολο του R, και επομένως θα περιέχει

τουλάχιστον δύο ξένα διαστήματα. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι

Y0 ∪ Y1 είναι ξένη με την
2n⋃
q=2

Yq.

΄Εστω ν ένα Borel μέτρο με φορέα στο Y0 ∪ Y1 και ν(Y ) 6= 0. Θα δείξουμε ότι
δεν υπάρχει µ ∈ C(X)∗ ώστε S∗(µ) = ν.

΄Εστω ότι υπάρχει µ ∈ C(X)∗ τέτοιο ώστε S∗(µ) = ν. Από την προηγούμενη
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υπόθεση έχουμε:

(Y0 ∪ Y1) ∪ (
2n⋃
q=2

Yq) = ∅

άρα:

0 = ν

(
2n⋃
q=2

Yq

)
= S∗(µ)

(
2n⋃
q=2

Yq

)

=
2n∑
q=0

µ ◦ ξ−1q

(
2n⋃
q=2

Yq

)
=

2n∑
q=2

µ ◦ ξ−1q (Yq) = (2n− 1)µ(X)

(6.1)

Από την άλλη:

ν(Y ) = ν(Y0 ∪ Y1) = S∗(µ)(Y0 ∪ Y1)

=
2n∑
q=0

µ ◦ ξ−1q (Y0 ∪ Y1) = µ ◦ ξ0(Y0) + µ ◦ ξ−11 (Y1) = 2µ(X)
(6.2)

Από τις σχέσεις (6.1) και (6.2) θα έχουμε:

0 = µ(X) =
1

2
ν(Y ) 6= 0

το οποίο είναι άτοπο.

Επομένως το ανοικτό σύνολο που περιέχει τα ν ∈ C(Y )∗, με φορέα στο Y0 ∪ Y1
και ν(Y ) 6= 0 δεν περιέχεται στην εικόνα του S∗, και τελικά η εικόνα του S∗ δεν είναι
πυκνή, το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Η μη μοναδικότητα των εξωτερικών συναρτήσεων δεν έρχεται σε αντίθεση με τον

ορισμό της K-απεικόνισης, γιατί για κάθε συνεχή συνάρτηση πολλών μεταβλητών,
μπορούμε να περιορίσουμε την εξωτερική συνάρτηση να επιλεχθεί με σαφή τρόπο.

Για παράδειγμα στην απόδειξη του θεωρήματος 3.0.1, για δοσμένη συνάρτηση f πολ-
λών μεταβλητών, μοναδική εξωτερική συνάρτηση g κατασκευάζεται για την f με
συγκεκριμένο τρόπο όπως έχει δοθει.

Η επόμενη πρόταση είναι άμεση συνέπεια του ορισμού της K-απεικόνισης και της
κατασκευαστικής απόδειξης του θεωρήματος 3.0.1.
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Πρόταση 6.0.3. Η K-απεικόνιση (μιας K-βάσης):

K : C(In)→ C(R)

f → Kf

είναι φραγμένη (ισοδύναμα συνεχής, λόγω γραμμικότητας) με την ‖·‖∞. Δηλαδή
υπάρχει σταθερά c > 0 τέτοια ώστε ‖Kf‖∞ ≤ c‖f‖∞.

6.0.2 Μη διατήρηση της θετικότητας των K-απεικονίσεων

Θεώρημα 6.0.4 (Μη διατήρηση της θετικότητας των K-απεικονίσεων). ΄Εστω X
συνεκτικός, συμπαγής μετρικός χώρος και K να ειναι η K-απεικόνιση της K-βάσης
{ξq : X → R, q = 0, . . . , 2n}. Τότε η K δεν διατηρεί ούτε την θετικότητα ούτε την
αυστηρή θετικότητα.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η K διατηρεί την θετικότητα, δηλαδή για κάθε f ≥ 0 θα
έχουμε Kf ≥ 0.

Επειδή f(x) =
2n∑
q=0

(Kf)(ξq(x)) τότε:

(Kf)(ξq(x)) = 0, για κάθε 0 ≤ q ≤ 2n όταν f(x) = 0 (6.3)

Για q = 0, . . . , 2n επιλέγουμε συνεχή καμπύλη Cq που συνδέει το μέγιστο και το
ελάχιστο σημείο της ξq στον X. Τότε ορίζουμε:

f0(x) =


0, εάν x ∈

2n⋃
q=0

Cq

d(x,
2n⋃
q=0

Cq), διαφορετικά

όπου d είναι η μετρική του χώρου X. Από τον παραπάνω ορισμό f0 ∈ C(In) και από
την σχέση (6.3):

(Kf0)(ξq(x)) = 0, για x ∈
2n⋃
q=0

Cq
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Για q = 0, . . . , 2n οι ξq είναι συνεχείς και ο R είναι Hausdorff, επομένως τα ξq[X]
και ξq[Cq] είναι κλειστά διαστήματα. Ακόμα το ξq[Cq] θα περιέχει το μέγιστο και το
ελάχιστο σημείο του ξq[X] και ξq[Cq] ⊆ ξq[X]. Δηλαδή ξq[X] = ξq[Cq] για κάθε q.
Τότε:

(Kf0)(y) = 0, για κάθε y ∈
2n⋃
q=0

ξq[Cq]

το οποίο συνεπάγεται ότι f0(x) =
2n∑
q=0

(Kf0)(ξq(x)) = 0, και είναι άτοπο. Επομένως η

K-απεικόνιση δεν διατηρεί την θετικότητα.
Υποθέτουμε τώρα ότι η K διατηρεί την αυστηρή θετικότητα. Για κάθε f ∈ C(X)

με f ≥ 0, υπάρχει μια ακολουθία {fn}n∈N ⊆ C(X) με fn > 0 για κάθε n ∈ N, και
fn(x)

n→∞−→ f(x). με την ‖·‖∞. Από υπόθεση, Kfn > 0 και χρησιμοποιώντας την
συνέχεια της K, έχουμε:

Kf = lim
n→∞

Kfn ≥ 0

Αυτό σημαίνει ότι η K διατηρεί την θετικότητα, το οποίο είναι άτοπο. Επομένως η
K-απεικόνιση δεν διατηρεί την αυστηρή θετικότητα.
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6.1 Μετασχηματισμός Kolmogorov-Fourier

Στο K.S.T. μία συνάρτηση πολλών μεταβλητών έχει διαφορετικές εξωτερικές
συναρτήσεις, για τις διαφορετικές K-βάσεις που χρησιμοποιούνται για τις αναπαρα-
στάσεις. Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε την αλλαγή των εξωτερικών συ-

ναρτήσεων χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό Fourier. Για δοσμένη συνάρτηση
πολλών μεταβλητών f και διαφορετικές K-βάσεις ξ και η, έστω gξ και gη να είναι οι
αντίστοιχες εξωτερικές συναρτήσεις για την f . Θα δείξουμε ότι υπάρχει τρόπος να
μετασχηματίσουμε την gξ στην gη.

Στο K.S.T. η αναπαράσταση της f αποτελείται από αθροίσματα συνθέσεων μίας
f -εξαρτώμενης εξωτερικής συνάρτησης g και μίας ανεξάρτητης K-βάσης που αποτε-
λείται από συναρτήσεις ξq. Θα βοηθούσε να κατανοήσουμε την εξάρτηση της εξωτε-
ρικής συνάρτησης από την f , η χρήση του μετασχηματισμού Fourier. Με αυτόν τον
τρόπο θα διαχωρίσουμε την εξάρτηση της g , με την ανεξαρτησία της K-βάσης.

Στα επόμενα θα χρησιμοποιήσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier σε
συνδιασμό με την K-απεικόνιση. Συμβολίζουμε τον μετασχηματισμό Fourier μίας
συνάρτησης g με Fg ή ĝ:

Fg(t) = ĝ(t)

∫
R
g(x)e2πitxdx

όταν το ολοκλήρωμα συγκλίνει με την Lebesgue έννοια.

Ορισμός 5 (Μετασχηματισμός Kolmogorov-Fourier). Για μία δοσμένη K-βάση
ξ = {ξq}2nq=0 στο I

n
, έστω:

kξ(x, t) =
1

2n+ 1

2n∑
q=0

e2πiξq(x)t

Ορίζουμε τον μετασχηματισμό Kolmogorov-Fourier, ή απλούστερα K − F
μετασχηματισμό,της K-βάσης ξ:

KFξ : L1(R)→ C(In)

ĝ(t)→ KFξ(ĝ)(x) =

∫
R
kξ(x, t)ĝ(t)dt

και γράφουμε, χωρίς να υπάρχει σύγχυση για την K-βάση, KF (ĝ).

Σημειώνουμε ότι ο πυρήνας kξ(x, t) είναι ομοιόμορφα συνεχής στο (x, t) ∈ In × R
και |kξ(x, t)| ≤ 1. Αναφέρουμε κάποιες ιδιότητες του K − F μετασχηματισμού:
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i) Εάν g ∈ C(Y ) και ĝ ∈ L1(R) τότε KFĝ είναι πραγματική συνάρτηση αφού:

KF (ĝ) =

∫
R
ĝ(t)k(x, t)dt =

∫
R
ĝ(t)k(x,−t)dt =

=

∫
R
ĝ(−t)k(x,−t)dt =

∫
R
ĝ(t)k(x, t)dt = KF (ĝ)

ii) Εάν ĝ ∈ L1(R), τότε KFĝ είναι ομοιόμορφα συνεχής. Πράγματι, από την
ομοιόμορφη συνέχεια του kξ(x, t), ως προς x, για κάθε ε > 0 και για κάθε
x, x′ ∈ In υπάρχει δ > 0 ώστε για |x − x′| < δ τότε |kξ(x, t) − kξ(x′, t)| < ε.
Τότε για |x− x′| < δ θα έχουμε:

|KF (x)−KF (x′)| =
∣∣∣∣∫

R
|kξ(x, t)− kξ(x′, t)|ĝ(t)dt

∣∣∣∣ < ε‖ĝ‖L1

iii) Ο KF είναι γραμμικός φραγμένος τελεστής από το L1(R) στο L∞(In) και
επομένως στο Lp(In) με 1 ≤ p ≤ ∞, αφού |kξ(x, t)| ≤ 1.

Στην περίπτωση τουK−F μετασχηματισμού, με πυρήνα kξ(x, t) = 1
2n+1

2n∑
q=0

e2πiξq(x)t,

η ξq(x) δεν είναι γραμμική στο x, και το άθροισμα ως προς q στον k(x, t) περιπλέκει
τα πράγματα. Για παράδειγμα KF (ĝ1 ∗ ĝ2) = KF (ĝ1)KF (ĝ2) δεν ισχύει στον K−F
μετασχηματισμό, με ĝ1, ĝ2 ∈ L1(R).
Εισάγουμε μία νέα νόρμα στον L1(R) για τον K − F μετασχηματισμό. ΄Εστω

ξ = {ξq}2nq=0 να είναι K-βάση στον I
n
και :

Aξ(t, s) =

∫
In
kξ(x, t)kξ(x, s)dx =

=
1

(2n+ 1)2

2n∑
q,q′=0

∫
In
e2πi(ξq(x)t−ξq′ (x)s)dx

(6.4)

Πρόταση 6.1.1. Για κάθε ĝ1, ĝ2 ∈ L1(R), έστω Aξ(t, s) να είναι όπως ορίσθηκε
στην σχέση (6.4). Ορίζουμε:

〈ĝ1, ĝ2〉ξ =

∫
R2

ĝ1(t)Aξ(t, s)ĝ2(s)dtds

Ο ημιγραμμικός τελεστής 〈·, ·〉ξ ορίζει μία ημινόρμα στον L1(R) από:

‖ĝ‖ξ = 〈ĝ, ĝ〉1/2ξ
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Απόδειξη. Αρκεί για την απόδειξη να δείξουμε ότι η ‖·‖ξ είναι ημινόρμα. Πράγματι,
για κάθε ĝ1, ĝ2 ∈ L1(R) θα έχουμε:∫

In
KFĝ1(x)KFĝ2(x)dx =

=

∫
In

(∫
R
kξ(x, t)ĝ1(t)dt

)(∫
R
kξ(x, s)ĝ2(s)ds

)
dx

θεώρημα Fubini
=

θεώρημα Fubini
=

∫
R2

ĝ1(t)

(∫
In
kξ(x, t)kξ(x, s)dx

)
ĝ2(s)dtds =

= 〈ĝ1, ĝ2〉ξ

και επειδή: ∫
In
KFĝ(x)KFĝ(x)dx = ‖KFĝ‖L2

προκύπτει:

‖ĝ‖ξ = ‖KFĝ‖L2 ≥ 0

Επιπλέον:

〈ĝ1, ĝ2〉ξ =

∫
In
KFĝ1(x)KFĝ2(x)dx

ανισότητα Hölder

≤

ανισότητα Hölder

≤ ‖KFĝ1‖L2‖KFĝ2‖L2 = ‖ĝ1‖ξ‖ĝ2‖ξ

και τότε:

〈ĝ1 + ĝ2, ĝ1 + ĝ2〉ξ =

= 〈ĝ1, ĝ1〉ξ + 〈ĝ2, ĝ2〉ξ + 〈ĝ1, ĝ2〉ξ + 〈ĝ2, ĝ1〉ξ ≤
≤ ‖ĝ1‖2ξ + 2‖ĝ1‖ξ‖ĝ2‖ξ + ‖ĝ2‖2ξ

από το οποίο καταλήγουμε ότι:

‖ĝ1 + ĝ2‖ξ ≤ ‖ĝ1‖ξ + ‖ĝ2‖ξ

Τέλος, για κάθε μιγαδικό αριθμό α, ‖αĝ‖ξ = ‖(α̂g)‖ξ = |α| · ‖ĝ‖ξ.
Οπότε, η ‖·‖ξ είναι ημινόρμα στον L1(R).
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6.1.1 Αλλαγή K-βάσης

Στην βασική θεωρία του μετασχηματισμού Fourier γνωρίζουμε ότι αν f ∈ L1(Rn)
τότε ο μετασχηματισμός ορίζεται ως:

f̂(x) =

∫
Rn
f(t)e−2πixtdt x ∈ Rn

και f̂ ομοιόμορφα συνεχής. Πράγματι,

|f̂(ξ + η)− f̂(ξ)| =
∫
Rn
f(x)

(
e−2πix(ξ+η) − e−2πixξ

)
dx =

=

∫
Rn
f(x)

(
e−2πixη − 1

)
e−2πixξdx

Για κάθε f ∈ L1(Rn) και ε > 0 από το θεώρημα Κυριαρχημένης Συγκλισης Lebesgue,
μπορούμε να βρούμε R > 0 τέτοια ώστε:∫

|x|>R
|f(x)|dx < ε

4

΄Εστω δ = ε
4πR‖f‖L1

. Για |x| ≤ R και |η| < δ:

∣∣e−2πixη − 1
∣∣ ≤ ε

2‖f‖L1

(το οποίο προκύπτει από την επιλογή του δ και το γεγονός ότι 2π|x||η| ≤ ε
2‖f‖L1

.)

ενώ για όλα τα x, με |x| ≥ R: ∣∣e−2πixη − 1
∣∣ ≤ 2

Τότε για |η| < δ:

|f̂(ξ + η)− f̂(ξ)| ≤
∫
Rn
|f(x)||e−2πixη − 1|dx =

=

∫
|x|<R

|f(x)||e−2πixη − 1|dx+

∫
|x|≥R

|f(x)||e−2πixη − 1|dx ≤

≤ ‖f‖L1

ε

2‖f‖L1

+ 2
ε

4
=

= ε

Τελικά εάν f ∈ L1(Rn), τότε f̂ ομοιόρμορφα συνεχής.
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Εάν ακόμα f̂ ∈ L1(R), τότε το ολοκλήρωμα:

f(x) =

∫
Rn
f̂(t)e2πitxdt

για σχεδόν όλα τα x, ορίζει μία ακόμα συνεχή συνάρτηση.
Αλλάζοντας την f να ορίζεται σε ένα σύνολο μέτρου 0, η ισότητα θα ισχύει για όλα
τα x.

Για δοσμένες K-βάσεις ξ = {ξq}2nq=0 και η = {ηq}2nq=0 στο I
n
, έστω:

Y =
2n⋃
q=0

(ξq[I
n] ∪ ηq[In])

Θεωρούμε kξ(x, t) και kη(x, t) να είναι οι πυρήνες του K − F μετασχηματισμού για
τις K-βάσεις ξ, η αντίστοιχα.
Για τον kξ(x, t), έστω bt = Kη(kξ(·, t)), άρα bt ∈ C(Y ), και από K.S.T. :

kξ(x, t) =
1

2n+ 1

2n∑
q=0

bt(ηq(x)) για κάθε x ∈ In (6.5)

με bt(u) να είναι ορισμένη στο u ∈ Y . Κάνουμε μια επέκταση του bt(u), την οποία
συνεχίζουμε να την συμβολίζουμε με bt(u), τέτοια ώστε η bt(u) να έχει φορέα ένα
φραγμένο ανοικτό διάστημα Ỹ ⊃ Y και bt(u) ∈ C(R).
Υπάρχουν διάφορες επεκτάσεις και επιλέγουμε μία από αυτές να είναι τέτοια ώστε:

b̂t(s) =

∫
Ỹ

bt(u)e−2πisudu ∈ L1(R)

Τότε η επέκταση bt άλλα και η b̂t ∈ L1(R), και επομένως από την προηγούμενη

προεργασία την οποία κάναμε (για f, f̂) θα έχουμε:

bt(u) =

∫
R
b̂t(s)e

2πiusds

για σχεδόν όλα τα u ∈ R, με την Lebesgue έννοια.
Επομένως:

kξ(x, t) =

∫
R
b̂t(s)kη(x, s)ds (6.6)

για σχεδόν όλα τα x ∈ In, με την Lebesgue έννοια, και άρα για όλα τα x ∈ (0, 1)n,
αφού και τα μέλη της (6.6) είναι συνεχείς συναρτήσεις στο (0, 1)n.
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Από το γνωστό φράγμα |kξ(x, t)| ≤ 1 και από την πρόταση 6.0.3, υπάρχει
σταθερά c > 0 τέτοια ώστε:

|bt| ≤ c‖kξ(x, t)‖∞ ≤ c

Επιπλεόν, λόγω του ορισμού:

b̂t(s) =

∫
Ỹ

bt(r)e
−2πirsdr

όπου Ỹ είναι φραγμένο ανοικτό διάστημα, και η b̂t(s) είναι συνεχής και φραγμένη ως
προς t και s.
Τότε, μπορούμε να ορίσουμε τελεστή μετασχηματισμού για τις εξωτερικές συναρ-

τήσεις, που να μετασχηματίζει την gξ (της K-βάσης ξ) στην εξωτερική συνάρτηση
gη (της K-βάσης η) για δοσμένη συνάρτηση πολλών μεταβλητών f :

B : L1(R)→ L∞(R)

ĝ(t)→ Bĝ(s) =

∫
R
b̂t(s)ĝ(t)dt

Ο τελεστής B είναι φραγμένος, λόγω του ότι η b̂t(s) είναι φραγμένη ως προς t.

Θεώρημα 6.1.2. ΄Εστω ξ = {ξq}2nq=0 και η = {ηq}2nq=0 να είναι K-βάσεις στο I
n

τέτοιες ώστε ξq, ηq να είναι γνησίως αύξουσες συναρτήσεις στο xp, για p = 1, . . . , n.
΄Εστω:

Y =
2n⋃
q=0

Yq =
2n⋃
q=0

(ξq[I
n] ∪ ηq[In])

και bt(s) όπως έχει ορισθεί στην σχέση (6.5).
Για f ∈ C(In), υπάρχει μια συνάρτηση gξ ∈ C(Y ) τέτοια ώστε f = Sξgξ. Υποθέτου-

με ότι ĝξ ∈ L1(R) και b̂t(s) ∈ L1(R), με την ‖b̂t‖L1 να είναι ομοιόμορφα φραγμένη

ως προς t ∈ R. Τότε:

f(x) = KFξ(ĝξ)(x) = KFη(Bĝξ)(x) για κάθε x ∈ (0, 1)n.

Απόδειξη. Από υπόθεση ‖b̂t‖L1 ομοιόμορφα φραγμένη ως προς t ∈ R, άρα υπάρχει
ένα m > 0, τέτοιο ώστε: ∫

R
|b̂t(s)|ds ≤ m

Επομένως: ∫
R

(∫
R
|ĝξ(t)b̂t(s)kη(x, s)|ds

)
dt ≤ m

∫
R
|ĝξ(t)|dt
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Τότε, θα έχουμε:

KF (ĝξ)(x) =

∫
R
ĝξ(t)kξ(x, t)dt

σχέση (6.6)

=

σχέση (6.6)

=

∫
R
ĝξ(t)

(∫
R
b̂t(s)kη(x, s)ds

)
dt
θεώρημα Fubini

=

θεώρημα Fubini
=

∫
R

(∫
R
b̂t(s)ĝxi(t)dt

)
kη(x, s)ds =

=

∫
R
B(ĝξ)(s)kη(x, s)ds =

= KFη(Bĝξ)(x)

Τότε, ακολουθώντας τον συλλογισμό που αναπτύξαμε προηγουμένως, θα ισχύει:

gξ(uq) =

∫
R
ĝξ(t)e

2πiuqtdt (6.7)

για σχεδόν όλα τα uq ∈ Yq, και q = 0 . . . , 2n.
Παρατηρούμε ότι στο αριστερό μέλος της σχέση (6.7) η g(uq) είναι συνεχής στο
εσωτερικό του Yq, και το δεξί μέλος είναι συνεχης συνάρτηση στο R. Επομένως η
σχέση (6.7) ισχύει για όλα τα uq στο εσωτερικό του Yq. Για uq = ξq(x), αφού λόγω
της υπόθεσης, ξq γνησίως αύξουσες στο xp, p = 1, . . . , n, η ξq[(0, 1)n] περιέχεται στο
εσωτερικό του Yq για q = 0, . . . , 2n. Επομένως η (νέα μορφή της (6.7)):

1

2n+ 1

(
2n∑
q=0

gξ(ξq(x))

)
=

∫
R
ĝξ(t)

1

2n+ 1

(
2n∑
q=0

e2πiξq(x)t

)
dt

θα ισχύει για όλα τα x ∈ (0, 1)n.
΄Αρα:

f(x) = KFξ(ĝξ)(x) = KFη(Bĝξ)(x) για κάθε x ∈ (0, 1)n
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Κεφάλαιο 7

K.S.T. και προβλήματα βέλτιστης
μεταφοράς

Το K.S.T. μας δίνει την δυνατότητα να μειώσουμε τις διαστάσεις των συναρτή-
σεων. Πιο συγκεκριμένα, μέτρα πιθανότητας με συνεχή συνάρτηση πυκνότητας στις

n διαστάσεις μπορούν να μετασχηματιστούν σε μέτρα πιθανότητας της μίας διάστα-
σης. Επομένως τα προβλήματα βέλτιστης μεταφοράς στις n διαστάσεις μπορούν να
μελετηθούν στα ισοδύναμά τους, όπως διατυπώνονται στην μία διάσταση. Σε αυτό

το κεφάλαιο, εισάγουμε το μέτρα διάστασης 1 τα οποία επάγωνται από n ≥ 2 διά-
στασης μέτρα και συσχετίζουμε το βέλτιστο κόστος μεταφοράς μεταξύ μέτρων στις

n διαστάσεις με το αντίστοιχο βέλτιστο κόστος μεταξύ μέτρων στην μία διάσταση.
΄Ενα από τα βασικά θέματα της θεωρίας βέλτιστης μεταφοράς είναι το βέλτιστο

κόστος των πλάνων μεταφοράς. Εισάγουμε αρχικά την μαθηματική διατύπωση του

προβλήματος

΄Εστω µ, ν να είναι δύο μέτρα πιθανότητας ορισμένας στους χώρους μέτρων X, Y
αντίστοιχα. Η συνάρτηση κόστους c(x, y) : X × Y → R ∪ {+∞} είναι μια με-
τρήσιμη απεικόνιση. Με P (X×Y ) συμβολίζουμε το σύνολο των μέτρων πιθανότητας
στον X × Y . Το σύνολο των πλάνων μεταφοράς:

Π(µ, ν) = {π ∈ P (X, Y ) τέτοια ώστε π(A× Y ) = µ(A), π(X ×B) = ν(B)}

για κάθε A ⊂ X,B ⊂ Y μετρήσιμα.
Το Π(µ, ν) είναι μη κενό καθώς περιέχει το τανυστικό γινόμενο µ⊗ν = µ(A)ν(B) =
π(A×B).
Ακόμα, καλούμε την ποσότητα:

I[π] =

∫
X×Y

c(x, y)dπ(x, y), π ∈ Π(µ, ν)

κόστος μεταφοράς του π.
Το πρόβλημα βέλτιστης μεταφοράς είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους μεταφοράς
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I[π] για κάθε π ∈ Π(µ, ν).

Tc(µ, ν) = inf
π∈Π(µ,ν)

I[π]

καλείται το βέλτιστο κόστος μεταφοράς μεταξύ των µ, ν.
Τα π ∈ Π(µ, ν) εκείνα τα οποία ελαχιστοποιούν το κόστος, αν υπάρχουν, ονομάζο-
νται βέλτιστα πλάνα μεταφοράς.

7.0.1 Μέτρα μίας διάστασης επαγώμενα από μέτρα n
διάστασης

΄Εστω µ να είναι ένα Borel μέτρο ορισμένο στα Borel σύνολα του In και {ξ}2nq=0 να

είναι K-βάση στο In. Για q = 0, . . . , 2n έστω

νq = µ ◦ ξ−1q

να είναι το μέτρο ορισμένο στην άλγεβρα των υποσυνόλων των Yq = ξq[I
n], που

αποτελείται από τα σύνολα E ⊆ Yq τέτοια ώστε ξ
−1
q [E] να είναι Borel υποσύνολο του

In.
΄Εστω :

ν =
1

2n+ 1

2n∑
q=0

νq =
1

2n+ 1

2n∑
q=0

µ ◦ ξ−1q (7.1)

Αναφέρουμε κάποιες ιδιότητες των νq, q = 0, . . . , 2n και του ν που επάγωνται από το
Borel μέτρο µ στα Borel σύνολα του In.

i) Εάν ‖·‖TV δηλώνει την νόρμα ολικής κύμανσης (total variation) ενός μέτρου,
τότε

‖νq‖TV = ‖µ ◦ ξ−1q ‖TV ≤ ‖µ‖TV
και επομένως ‖ν‖TV ≤ ‖µ‖TV .

ii) Εάν η g είναι μετρήσιμη συνάρτηση στο Y =
2n⋃
q=0

Yq =
2n⋃
q=0

ξq[I
n], ως προς ν

τότε η f = 1
2n+1

∑2n
q=0 g ◦ ξq είναι μετρήσιμη ως προς µ και :∫

In
f(x)dµ(x) =

1

2n+ 1

∫
In

2n∑
q=0

g(ξq(x))dµ(x)
σχέση (7.1)

=

σχέση (7.1)

=
1

2n+ 1

∫
Yq

2n∑
q=0

g(y)dνq(y) =

∫
Y

g(y)dν(y)
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iii) Για δοσμένη K-βάση1 ξq(x1, . . . , xn) =
n∑
p=1

φp,q(xp) στο I
n
, q = 0, . . . , 2n, εάν

το n-διάστατο μέτρο:

µ(x1, . . . , xn) = µ1(x1) . . . µ
n(xn)

είναι το μέτρο γινόμενο των Borel μέτρων µp, 1 ≤ p ≤ n, τότε για κάθε
φραγμένη, νq μετρήσιμη συνάρτηση g:∫
Yq

g(y)dνq(y) =

∫
In
g(ξq(x1, . . . , xn)dµ(x1, . . . , xm) =

=

∫
I

. . .

∫
I

g(φ1,q(x1) + . . .+ φn,q(xn)dµ1(x1) . . . dµ
n(xn)

φp,q(xp)=yp,q
=

φp,q(xp)=yp,q
=

∫
Yq

. . .

∫
Yq

g(y1,q + . . .+ yn,q)d(µ1 ◦ φ−11,q) . . . d(µn ◦ φ−1n,q)

Επομένως, το νq = µ ◦ ξ−1q , είναι συνέλιξη μέτρων µp ◦ φ−1p,q. Δηλαδή για
q = 0, . . . , 2n:

νq = (µ1 ◦ φ−11,q) ∗ . . . ∗ (µn ◦ φ−1n,q)

1
Αλλάζουμε θέση στον δείκτη q στον συνήθη συμβολισμό των εσωτερικών συναρτήσεων, επειδή

είναι πιο βολικό για τον συλλογισμό που ακολουθεί.
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7.1 Μία παραλλαγή του K.S.T.

Στην ενότητα αυτή θα αποδείξουμε μία παραλλαγή του K.S.T. την οποία θα την
χρησιμοποιήσουμε για να συγκρίνουμε το βέλτιστο κόστος μεταφοράς μεταξύ μέτρων

σε πολλές διαστάσεις και μέτρων σε μία αδιάσταση. Η παραλλαγή αυτή μας επιτρέπει

την αναπαράσταση συνεχούς συνάρτησης στο I2n χρησιμοποιώντας μία K-βάση του
In.

Πρόταση 7.1.1. ΄Εστω n ∈ N με n ≥ 2 και {ξq}2nq=0 να είναι μία τυχαία K-βάση
στον In. Τότε για κάθε f ∈ C(I2n), υπάρχει μια συνάρτηση g ∈ C(R2) τέτοια ώστε:

f(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n) =
1

(2n+ 1)2

(
2n∑
q=0

2n∑
q′=0

g(ξq(x1, . . . , xn), ξq′(xn+1, . . . , x2n))

)
(7.2)

να ισχύει για όλα τα (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n) ∈ I2n.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ I2n γράφουμε x = (x1, x2) με x1, x2 ∈ In. Τότε για κάθε
f ∈ C(I2n), f(x) = f(x1, x2) = fx2(x1) ∈ C(In). Η {ξq}2nq=0 είναι K-βάση στο
C(In), άρα από K.S.T. υπάρχει hx2 ∈ C(R) τέτοια ώστε:

fx2(x1) =
1

2n+ 1

(
2n∑
q=0

hx2(ξq(x1))

)

Από την πρόταση 6.0.3, η K-απεικόνιση (της K-βάσης {ξq}2nq=0) είναι συνεχής και

επομένως hx2(ξq(x1)) = hξq(x1)(x2) ∈ C(In).
Τότε πάλι από K.S.T., θα υπάρχει gξq(x1) ∈ C(R) (η οποία με το ίδιο σκεπτικό

με πριν θα ανήκει στο C(In)), x1 ∈ In και q = 0 . . . , 2n, τέτοια ώστε:

hξq(x1)(x2) =
1

2n+ 1

(
2n∑
q′=0

gξq(x1)(ξq′(x2))

)

Τελικά:

f(x) = f(x1, x2) =
1

(2n+ 1)2

(
2n∑
q=0

2n∑
q′=0

gξq(x1)(ξq′(x2))

)
=

=
1

(2n+ 1)2

(
2n∑
q=0

2n∑
q′=0

g(ξq(x1), ξq′(x2))

)

με g ∈ C(R2).

58



7.2 Βέλτιστο κόστος μεταφοράς

΄Εστω {ξq}2nq=0 να είναι K-βάση στο I
n
και μέτρα πιθανότητας µ1, µ2 ∈ P (In).

΄Εστω ακόμα ν1, ν2 ορισμένα ως:

ν1 =
1

2n+ 1

2n∑
q=0

µ1 ◦ ξ−1q και ν2 =
1

2n+ 1

2n∑
q=0

µ2 ◦ ξ−1q (7.3)

Για δοσμένη συνάρτηση κόστους c1 : R×R→ R+, υπάρχει μία συνάρτηση κόστους

cn(x1, x2) : In × In → R+ τέτοια ώστε το βέλτιστο κόστος μεταφοράς μεταξύ

των μέτρων µ1, µ2 με την συνάρτηση κόστους cn, να είναι μεγαλύτερο ή ίσο από
το βέλτιστο κόστος μεταφοράς μεταξύ των μέτρων ν1, ν2 με συνάρτηση κόστους c1.
Από την άλλη, για δοσμένη συνάρτηση cn(x1, x2) : In×In → R+, υπάρχει συνάρτηση

κόστους c1 : R × R → R+ τέτοια ώστε το βέλτιστο κόστος μεταφοράς μεταξύ των

µ1, µ2 με συνάρτηση κόστους cn, να είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το βέλτιστο κόστος
μεταφοράς μεταξύ των ν1, ν2, με συνάρτηση κόστους c1.
Συνοψίζουμε τα παραπάνω στο επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 7.2.1. ΄Εστω {ξq}2nq=0 να είναι K-βάση στο I
n
, µ1, µ2 ∈ P (In) και

ορίζουμε ν1, ν2 όπως στην σχέση (7.3). Θεωρούμε ακόμα:

Y =
2n⋃
q=0

Yq =
2n⋃
q=0

ξq[I
n]

Για κάθε συνεχή συνάρτηση κόστους c1(y1, y2) : Y 2 → R+, ορίζουμε:

cn(x1, x2) =
1

(2n+ 1)2

2n∑
q,q′=0

c1(ξq(x1, ξq′(x2)) για κάθε (x1, x2) ∈ In × In (7.4)

Τότε:

Tc1(ν1, ν2) ≤ Tcn(µ1, µ2) (7.5)

Επιπλέον, δοσμένης συνάρτησης κόστους cn(x1, x2) : In×In → R, από την πρόταση
7.1.1, υπάρχει μια συνεχής συνάρτηση c̃1 ∈ C(R2) τέτοια ώστε:

cn(x1, x2) =
1

(2n+ 1)2

2n∑
q,q′=0

c̃1(ξq(x1), ξq′(x2))

Τότε για αυτή την συνάρτηση c̃1:

Tc̃1(ν1, ν2) ≤ Tcn(µ1, µ2)
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε το πρώτο μέρος του θεωρήματος.

Αρχικά για κάθε πn(x1, x2) ∈ Π(µ1, µ2), παρατηρούμε ότι:

π1(y1, y2) =
1

(2n+ 1)2

(
2n∑

q,q′=0

πn[ξ−1q (y1), ξ
−1
q′ (y2)]

)
∈ Π(ν1, ν2) (7.6)

Πράγματι, εάν C,D είναι μετρήσιμα υποσύνολα του Y =
2n⋃
q=0

ξq[I
n]:

π1(C, Y ) =
1

(2n+ 1)2

(
2n∑

q,q′=0

πn[ξ−1q [C], ξ−1q′ [Y ]]

)
=

=
1

(2n+ 1)2

(
2n∑

q,q′=0

πn[ξ−1q [C], In]

)
=

=
1

(2n+ 1)

(
2n∑
q=0

µ1(ξ
−1
q [C])

)
= ν1(C)

Ακριβώς με όμοια διαδικασία:

π1(Y,D) =
1

(2n+ 1)2

(
2n∑

q,q′=0

πn[ξ−1q [Y ], ξ−1q′ [D]]

)
=

=
1

(2n+ 1)2

(
2n∑

q,q′=0

πn[In, ξ−1q′ [D]]

)
=

=
1

(2n+ 1)

(
2n∑
q′=0

µ2(ξ
−1
q′ [D])

)
= ν2(D)

Κατά δεύτερον:∫
In×In

cn(x1, x2)dπn(x1, x2) =

=

∫
In×In

1

(2n+ 1)2

(
2n∑

q,q′=0

c1(ξq(x1), ξq′(x2))

)
dπn(x1, x2) =

=

∫
Y×Y

c1(y1, y2)dπ1(y1, y2)

(7.7)
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Συνδιάζοντας τις σχέσεις (7.6) και (7.7), θα έχουμε:

inf
πn∈Π(µ1,µ2)

∫
In×In

cn(x1, x2)dπn(x1, x2) ≥ inf
π1∈Π(ν1,ν2)

∫
Y×Y

c1(y1, y2)dπ1(y1, y2)

Δηλαδή:

Tcn(µ1, µ2) ≥ Tc1(ν1, ν2)
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Κεφάλαιο 8

K.S.T. και επεξεργασία εικόνας

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε το σύστημα κρυπτογράφησης που ανα-

πτύσεται χρησιμοποιώντας το K.S.T. . Υπολογίζουμε το μέγιστο σφάλμα που δη-
μιουργείται από την αποκρυπτογράφηση της αρχικής εικόνας, χρησιμοποιώντας λαν-

θασμένες K-βάσεις. Το σφάλμα υπολογίζεται ως προς την νόρμα Lp. Ακόμα ένα
σύστημα κρυπτογράφησης, αυτή την φορά χρησιμοποιώντας K-βάσεις και εμφυτεύ-
σεις, παρουσιάζεται.

Η ανεξαρτησία τηςK-βάσης από την δοσμένη συνάρτηση πολλών μεταβλητών στο
K.S.T., έχει εφαρμογή και στην κρυπτογράφηση. Υποθέτουμε ότι υπάρχει αποθη-
κευμένη πληροφορία με την μορφή συνάρτησης πολλών μεταβλητών. Για παράδειγμα,

ένα βίντεο είναι συνάρτηση τριών μεταβλητών, χρόνος και δύο άλλες συντεταγμένες

μεταβλητές. Θέλουμε να στείλουμε την πληροφορία σε κάποιον άλλο χρήστη, Αντί

να κρυπτογραφήσουμε την αρχική πληροφορία ως συνάρτηση πολλών μεταβλητών

κατευθείαν, επιλέγουμε μία K-βάση ξ και αναπαριστούμε την f με την συνάρτηση
μίας μεταβλητής g, με την αντίστοιχη K-απεικόνιση. Στη συνέχεια, στέλνουμε την g
δημόσια, κρατόντας την ξ ως μυστικά κλειδιά. ΄Οταν ο χρήστης λάβει την g, η f με
την αρχική πληροφορία μπορεί να κατασκευαστεί από την g με τα εξουσιοδοτημένα
κλειδία ξ.
Το ερώτημα που τίθεται είναι, κατά πόσο είναι ασφαλής η διαδικασία που περιγρά-

φηκε προηγουμένως. Η απάντηση σε αυτό το ερώτημα έχει να κάνει με το γεγονός

ότι υπάρχουν άπειρες το πλήθος K-βάσεις ώστε:

f(x1, . . . , xn) =
2n∑
q=0

g

(
n∑
p=1

λpφq(xp)

)

Επιπλέον είναι αδύνατο να σπάσουμε τα κλειδιά εξαντλώντας το σύνολο των K-
βάσεων. Ακόμα, λόγω της μη γραμμικότητας των K-βάσεων, η κατασκευή τους
γίνεται αρκετά χρονοβόρα, ενώ η εξωτερική συνάρτηση g, συγκλίνει ταχύτατα. Τέλος
το σφάλμα που θα προκλειθεί με τα λάθος κλειδιά μπορεί να είναι τεράστιο.
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8.1 Σφάλμα με την νόρμα Lp

Ο χαρακτηρισμός ενός συνόλου συναρτήσεων ως K-βάση, είναι μία τοπολογική
ιδιότητα (διατηρείται μέσω ομοιομορφισμών).

Λήμμα 8.1.1. ΄Εστω {ξq(x)}2nq=0 να είναιK-βάση στο I
n
και T ένας ομοιομορφισμός

στο In, τότε:
{ξ̃q(x)}2nq=0 = {ξq(T (x))}2nq=0

είναι επίσης K-βάση.

Απόδειξη. Για κάθε f ∈ C(In) υπάρχει f̃ ∈ C(In) τέτοια ώστε f = f̃ ◦ T . Για την
f̃ , από το K.S.T. υπάρχει μια συνεχής συνάρτηση g̃ τέτοια ώστε για x ∈ In:

f̃(x) =
2n∑
q=0

g̃(ξq(x))

Επομένως:

f(x) = f̃(T (x)) =
2n∑
q=0

g̃(ξq(T (x))) =
2n∑
q=0

g̃(ξ̃q(x))

Από τον ορισμό της K-βάσης, η {ξ̃q(x)}2nq=0 είναι K-βάση.

Θα υπολογίσουμε το πιθανό σφάλμα μεταξύ των συναρτήσεων f και f̃ , όταν
αποκρυπτογραφούμε εικόνες, που έχουν κρυπτογραφηθεί με κλειδιά τις {ξq(x)}2nq=0, με

τα λάθος κλειδιά {ξ̃q(x)}2nq=0. Θα δείξουμε ακόμα ότι το σφάλμα αυτό μεγιστοποιείται

όταν μετριέται με την νόρμα Lp.
Θεωρούμε T ομοιομορφισμό του In και µ να είναι ένα μέτρο πιθανότητας στο In.

Θα λέμε ότι ο T λαμβάνει αποσύνθεση μέτρου µ, εάν και μόνο εάν υπάρχουν
µ μετρήσιμα σύνολα A,B τέτοια ώστε:

In = A ∪ T [A] ∪B, με µ(B) = 0 και A ∩ T [A] = ∅

Θεώρημα 8.1.2. ΄Εστω {ξq(x)}2nq=0 να είναι K-βάση, µ να είναι μέτρο πιθανότητας
στον In, απόλυτα συνεχές1 στο μέτρο Lebesgue, και T ομοιομορφισμός στο In. ΄Εστω
{ξ̃q(x) = ξq(T (x))}2nq=0 τότε:

sup
f∈C(In)
0≤f≤1

∥∥∥∥ 2n∑
q=0

gf (ξq(x))−
2n∑
q=0

gf (ξ̃q(x))

∥∥∥∥
Lp(In,µ)

= 1, 1 ≤ p ≤ ∞ (8.1)

εάν και μόνο εάν ο T λαμβάνει αποσύνθεση μέτρου µ.

1
Εάν λ είναι μέτρο Lebesgue και για κάθε A μετρήσιμο σύνολο λ(A) = 0 τότε µ(A) = 0
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Παρατήρηση 8.1.3. Το θεώρημα 8.1.2 συνεπάγεται ότι η συνάρτηση που θα ξα-

ναφτιαχτεί, μπορεί να είναι και ακριβώς «αντίθετη» από την αρχική συνάρτηση. Στην

γενική περίπτωση, όλα τα ενδιάμεσα σφάλματα είναι πιθανά.

Απόδειξη του θεωρήματος 8.1.2. Για το ευθύ μέρος της απόδειξης, θεωρούμε ότι η

σχέση (8.1) ισχύει, οπότε |f(x)− f̃(x)| = 1, σχεδόν παντού. Αυτό σημαίνει ότι για
σχεδόν όλα τα x ∈ In, είτε f(x) = 0 και f(T (x)) = 1, ή διαφορετικά, f(x) = 1 και
f(T (x)) = 0. Τότε, ορίζουμε A = {x ∈ In τέτοια ώστε f(x) = 0 και f(T (x)) = 1}
και B = In \ (A ∪ T [A]). Επομένως, A ∩ T [A] = ∅ και µ(A) + µ(T [A]) = µ(In).
Δηλαδή, ο T λαμβάνει αποσύνθεση μέτρου µ στο In.
Για το αντίστροφο, υποθέτουμε ότι ο T λαμβάνει αποσύνθεση μέτρου µ στο In:

In = A ∪ T [A] ∪B, με µ(B) = 0 και A ∩ T [A] = ∅
Τότε T [A] ∩ T [T [A]] = ∅, αφού A ∩ T [A] = ∅ και ο T είναι ένα- προς -ένα και επί.
Ορίζουμε:

f(x) =

{
1, εάν x ∈ A ∪B
0, διαφορετικά

Η f όπως ορίσθηκε είναι μετρήσιμη και υπάρχει ακολουθία {fr}r∈N ⊆ C(In) τέτοια
ώστε:

lim
r→∞

∫
In
|fr(x)− f(x)|dµ(x) = 0

΄Εστω gr = Kξfr, με r ∈ N:

lim
r→∞

∫
In

∣∣∣∣∣
2n∑
q=0

gr(ξq(x))−
2n∑
q=0

gr(ξ̃q(x))

∣∣∣∣∣ dµ(x) =

= lim
r→∞

∫
In
|fr(x)− fr(T (x))|dµ(x) =

=

∫
In
|f(x)− f(T (x))|dµ(x) =

=

∫
A

|f(x)− f(T (x))|dµ(x) +

∫
T [A]

|f(x)− f(T (x))|dµ(x) =

=

∫
A

|1− 0|dµ(x) +

∫
T [A]

|0− 1|dµ(x) =

=

∫
A∪T [A]

1dµ(x) = 1

Παίρνοντας το ελάχιστο άνω φράγμα στην παραπάνω ποσότητα έχουμε το ζητούμενο

στην νόρμα L1
. ΄Ομοια διαδικασία και για την νόρμα Lp για 1 ≤ p ≤ ∞.
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8.2 Κρυπτογράφηση που περιλαμβάνει εμφύ-

τευση

Η εμφύτευση του C(In) στον C(Im) όπου m,n ∈ N με m ≥ n ≥ 2, γίνεται από
μία συνεχή και αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση:

U : In ↪→ Im

Για κάθε f ∈ C(In), υπάρχει μία συνάρτηση F ∈ C(Im) τέτοια ώστε:

f(x1, . . . , xn) = F (U(x1, . . . , xn)) = F (u1(x1, . . . , xn), . . . , um(x1, . . . , xn))

Αυτό μας επιτρέπει να κρυπτογραφήσουμε την f με διαφορετικό τρόπο. Αρχικά, α-
ντί για την f , χειριζόμαστε την F , και κάνουμε την κρυπτογράφηση με την δικιά
της εξωτερική συνάρτηση, με την K-βάση στην m διάσταση. ΄Οπως και στην μέ-
θοδο κρυπτογράφησης που περιγράψαμε προηγουμένως χρησιμοποιώντας το K.S.T.,
κρατάμε την K-βάση στην διάσταση m ως μυστικά κλειδιά και δίνουμε δημόσια την
εξωτερική συνάρτηση της F . Τότε για να αποκτείσουμε την f , χρειαζόμαστε τα δύο
μυστικά κλειδιά καθώς και την απεικόνιση της εμφύτευσης, το οποίο κάνει το όλο

σύστημα κρυπτογράφησης πιο ασφαλές.

΄Εστω σταθερές λ1, . . . , λm και συναρτήσεις (φ0, . . . , φ2m) τέτοιες ώστε:

{
n∑
p=1

λpφq(xp)}2nq=0 και {
m∑
p=1

λpφq(xp)}2mq=0

να είναι K-βάσεις στο In και Im αντίστοιχα, το οποίο είναι εφικτό λόγω του θεωρή-
ματος Προβολής K-βάσης (θεώρημα 5.1.4).
Επιλέγουμε F ∈ C(Im) τέτοια ώστε:

F (u1(x1, . . . , xn), . . . , um(x1, . . . , xn)) = f(x1, . . . , xn) για κάθε (x1, . . . , xn) ∈ In

Από το K.S.T., υπάρχουν εξωτερικές συναρτήσεις gn, που εξαρτάται από την f , και
gm, που εξαρτάται από την F τέτοιες ώστε:

f(x1, . . . , xn) =
1

2n+ 1

2n∑
q=0

gn

(
n∑
p=1

λpφq(xp)

)
και:

F (u1(x1, . . . , xn), . . . , um(x1, . . . , xn)) =
1

2m+ 1

2m∑
q=0

gm

(
m∑
p=1

λpφq(up(x1, . . . , xn))

)
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Υποθέτουμε τώρα, ότι κάποιος χρήστης λαμβάνει την gm και κρυπτογραφεί την
F (u1, . . . , um) επιτυχώς με το σωστό κλειδί {ξq}2mq=0. Τότε πρέπει να επιλεχθεί η

σωστή φέτα της υπερεπιφάνειας R ⊂ Im και να αντιστοιχηθεί η τιμή της F στην R,
σε τιμές της f στο In = U−1[R].
Εάν επιλεχθεί λανθασμένη εμφύτευση Ũ με R̃ = Ũ [In] λανθασμένη, και φτιαχτεί

η λάθος f̃ = F ◦ Ũ τότε:

|f(x1, . . . , xn)− f̃(x1, . . . , xn)| = |F (U(x1, . . . , xn))− F (Ũ(x1, . . . , xn))| =
= |F (u1, . . . , um)− F (ũ1, . . . , ũm)| =

=
1

2m+ 1

∣∣∣∣∣
2m∑
q=0

(
gm(

m∑
p=1

λpφq(up))− gm(
m∑
p=1

λpφq(ũp))

)∣∣∣∣∣
Το σφάλμα μεταξύ των f και f̃ μπορεί να είναι πολύ μεγάλο. Για παράδειγμα, για
κάθε f ∈ C(In) και f̃ = f ◦ T με οποιοδήποτε ομοιομορφισμό T του In, υπάρχει μια
λάθος εμφύτευση Ũ = U ◦ T ώστε f̃ = F ◦ Ũ .
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Κεφάλαιο 9

Νευρωνικά δίκτυα με λειτουργία

ενεργοποίησης ανορθωτή(ReLU)

Υπάρχει η συζήτηση σχετικά με το εάν η αναπαράσταση στο K.S.T. μπορεί να
εξηγήσει την χρήση περισσότερων από ένα κρυφά στρώματα στα νευρωνικά δίκτυα.

Η αναπαράσταση για την συνάρτηση πολλών μεταβλητών f , γίνεται με την βοήθεια
εσωτερικών και εξωτερικών συναρτήσεων και επομένως, έχει πράγματι παρόμοια δομή

με ένα νευρωνικό δίκτυο, με δύο κρυφά στρώματα. Ωστόσο υπάρχουν διαφορές. ΄Ενα

από τα κύρια εμπόδια είναι ότι η εξωτερική συνάρτηση εξαρτάται από την συνάρτηση

που αναπαριστάται, και μπορεί να διαφέρει αρκετά ακόμα και αν η δοσμένη συνάρτηση

είναι λεία. Στο κεφάλαιο αυτό θα κάνουμε κάποιες τροποποιήσεις στην αναπαράσταση

του K.S.T. με σκοπό να μεταφέρουμε τις αναλυτικές ιδιότητες της f στην εξωτερική
της συνάρτηση, και θα δούμε ότι μπορεί να προσεγγιστεί από νευρωνικά δίκτυα με

λειτουργία ενεργοποιήσης ανορθωτή (ReLU). Επιπλεόν, θα δούμε ότι αντί για δύο
κρυφά στρώματα, μία πιο φυσιολογική ερμηνεία για την αναπαράσταση του K.S.T
είναι αυτή από ένα βαθύ νευρωνικό δίκτυο (deep neural network), με περισσότερα
κρυφά στρώματα για την προσέγγιση την εσωτερικής συνάρτησης.

9.1 Νεές εκδοχές του K.S.T.

Για δοσμένο 0 < β ≤ 1, θα υποθέσουμε ότι η συνάρτηση πολλών μεταβλητών
f είναι β-λεία, το οποίο σημαίνει ότι υπάρχει μία θετική σταθερά C, τέτοια ώστε
να ισχύει |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|β∞ για κάθε x, y ∈ In. ΄Εστω m > 0. Για
να προσεγγίσουμε μία β-λεία συνάρτησης εώς ένα σφάλμα m−β, είναι γνωστό ότι
η προσέγγιση χρειάζεται τουλάχιστον της τάξης των mn

παραμέτρων. Αυτό σημαί-

νει ότι κάθε αποτελεσματικό νευρωνικό δίκτυο που μιμείται την αναπαράσταση του

K.S.T. και προσεγγίζει β-λείες συναρτήσεις, έως σφάλμα m−β, θα έχει το πολύ mn

το πλήθος παραμέτρους δικτύου.
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Ξεκινάμε την μελέτη με την σύνδεση μεταξύ της αναπαράστασης του K.S.T. και
των καμπυλών πλήρωσης του χώρου

1
, δηλαδή απεικονίσεις της μορφής:

γ : I
επί−→ In

Οι γνωστές κατασκευές, βασίζονται σε επαναληπτικές διαδικασίες που παράγουν

σχήματα τύπου φράκταλ. Εάν η γ−1 υπάρχει, μπορούμε να γράψουμε κάθε συνάρτηση
f : In → R στην μορφή:

f = (f ◦ γ) ◦ γ−1 f◦γ=g
= g ◦ γ−1 (9.1)

Με αυτόν τον τρόπο η f γράφεται ως σύνθεση της γ−1 : In → I, που μπορεί να επι-
λεχθεί ανεξάρτητα από την f , και της συνάρτησης μίας μεταβλητής g = f ◦γ : I → R,
η οποία περιέχει όλη την πληροφορία της συνάρτησης n μεταβλητών f . Συγκρίνοντας
την σχέση 9.1 με την αναπαράσταση στο K.S.T., η γ−1 είναι συνάρτηση n μεταβλη-
τών και όχι μίας μεταβλητής (όπως οι εσωτερικές συναρτήσεις φqp). Επιπλέον για
n = 2 μία συνεχής και επί συνάρτηση από το I στο I2 δεν είναι αμφιμονοσήμαντη,
και επομένως η γ−1 δεν υπάρχει. Θα κάνουμε το επόμενο:

Λήμμα 9.1.1. ΄Εστω n,B ∈ N με n,B ≥ 2. Τότε υπάρχει μία μονότονη συνάρ-
τηση ψ : I → R τέτοια ώστε για κάθε f : In → R, μπορούμε να βρούμε g : R→ R
με:

f(x1, . . . , xn) = g

(
n∑
p=1

B−pψ(xp)

)
(9.2)

Απόδειξη. Η B-αδική αναπαράσταση ενός αριθμού δεν είναι μοναδική ( κεφάλαιο 1).
Για να αποφύγουμε προβλήματα τα οποία μπορεί να δημιουργήσει, επιλέγουμε για

κάθε x ∈ I μία B-αδική αναπαράσταση:

x =
∞∑
j=1

B−jaxj = [0.ax1a
x
2 . . .]B

με axj ∈ {0, . . . , B − 1}.
Τότε ορίζουμε την συνάρτηση:

ψ(x) =
∞∑
j=1

axj
Bn(j−1)

Η συνάρτηση ψ είναι μονότονη και αντιστοιχίζει το x στην B-αδική αναπαράσταση:

[ax1 . 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
(n−1) φορές

ax2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
(n−1) φορές

ax30 . . .]B

1
Καλύπτουν τον κύβο In = [0, 1]n.
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εισάγοντας n−1 μηδενικά μεταξύ των ψηφίων της αρχικής B-αδικής αναπαράστασης.
Πολλαπλασιάζοντας με B−p, μετατοπίζουμε τα ψηφία p θέσεις δεξιότερα. Τότε:

Ψ(x1, . . . , xn) =
n∑
p=1

B−pψ(xp) = [0.ax11 a
x2
1 . . . axn1 a

x1
2 . . .]B (9.3)

Επειδή από την σχέση (9.3) μπορούμε να ξαναπάρουμε τα x1, . . . , xn η Ψ είναι αντι-
στρέψιμη, και επομένως η Ψ−1 υπάρχει. Μπορούμε τότε να ορίσουμε g = f ◦Ψ−1 το
οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παρατήρηση 9.1.2. Εάν x1, x2 ∈ In, όπου τα ψηφία της B-αδικής τους αναπαρά-
στασης ταυτίζονται για j = k (και για j > k δεν ταυτίζονται) , δηλαδή εάν:

x1 = (x11 , x12 , . . . , x1n) και x2 = (x21 , x22 , . . . , x2n)

όπου:

x1i = [0.a
x1i
1 a

x1i
2 . . . a

x1i
k . . .]B και x2i = [0.a

x2i
1 a

x2i
2 . . . a

x2i
k . . .]B τότε

a
x1i
1 = a

x2i
1 , a

x1i
2 = a

x2i
2 , . . . , a

x1i
k = a

x2i
k , 1 ≤ i ≤ n

τότε Ψ(x1) και Ψ(x2) ταυτίζονται μέχρι και το kn ψηφίο της B-αδικής τους αναπά-
στασης. Πράγματι:

Ψ(x1) = [0. a
x11
1 a

x12
1 . . . a

x1n
1︸ ︷︷ ︸

n νέα

a
x11
2 . . .]B και

Ψ(x2) = [0. a
x21
1 a

x22
1 . . . a

x2n
1︸ ︷︷ ︸

n νέα

a
x21
2 . . .]B

και χρησιμοποιούμε την παραπάνω ισότητα ψηφίων.

Λήμμα 9.1.3. ΄Εστω k ∈ N. Υποθέτουμε ότι η αναπαράσταση (9.2) ισχύει για
B = 2, και g όπως στην απόδειξη του λήμματος 9.1.1.

i) Εάν f : In → R είναι κατά τμήματα σταθερή στους 2n υπερκύβους:

n×
j=1

(lj · 2−k, (lj + 1) · 2−k)

με l1, . . . , ln ∈ {0, 2k − 1}, τότε η g είναι κατά τμήματα σταθερή συνάρτηση
στα διαστήματα (l · 2−kn, (l + 1) · 2−kn), με l = 0, . . . , 2kn − 1.
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ii) Εάν f(x) = x, τότε η g είναι ασυνεχής (η λειότητα της f δεν μεταφέρεται στην
g).

Απόδειξη. i) Εάν x ∈ (l · 2−kn, (l + 1) · 2−kn), μπορούμε να το γράψουμε στην
μορφή x = ∆ + l · 2−kn, με 0 < ∆ < 2−kn. Τότε, υπάρχουν l1, . . . , ln ∈
{0, 2k − 1}, ώστε Ψ−1(x) = Ψ−1(∆) + (l1 · 2−k, . . . , ln · 2−k) (από παρατήρηση
9.1.2, παίρνοντας την αντίστροφη το kn γίνεται k). Τότε, Ψ−1(∆) ∈ (0, 2−k)×
. . .× (0, 2−k), και το ζητούμενο προκύπτει με g = f ◦ Ψ−1.

ii) Εάν f(x) = x, τότε θα έχουμε g = f ◦ Ψ−1 = Ψ−1. Για x ↑ 1
2
, βρίσκουμε

Ψ−1(x) → (1
2
, 1, 1 . . . , 1) και για x ↓ 1

2
, Ψ−1(x) → (1

2
, 0, 0, . . . , 0). Ακόμα

ισχυρότερα, κάθε σημείο με πεπερασμένη δυαδική αναπαράσταση είναι σημείο

ασυνέχειας.

Για να πάρουμε αναπαράσταση όμοια με αυτή του K.S.T., θα πρέπει η Ψ να είναι
προσθετική συνάρτηση. Παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε την Ψ−1 να είναι καμπύλη
Lebesgue, και θα δείξουμε ότι με αυτόν τον τρόπο, αποκτάμε αναπαράσταση που
επιτρέπει αυτήν την μεταφορά λειότητας της f στην g, ξεπερνώντας έτσι το εμπόδιο
της αναπαράστασης (9.2) όπως παρουσιάστηκε στο λήμμα 9.1.3. Τότε η νέα Ψ−1,
θα απεικονίζει το σύνολο Cantor (το συμβολίζουμε με C) στο In και επομένως η g
θα απικονίζει το σύνολο Cantor στο R.

Θεώρημα 9.1.4. ΄Εστω n ∈ N, με n ≥ 2 να είναι η διάσταση. Υπάρχει μονότονη
συνάρτηση φ : I → C (το σύνολο Cantor) τέτοια ώστε για κάθε f : In → R,
μπορούμε να βρούμε συνάρτηση g : C → R ώστε:

i)

f(x1, . . . , xn) = g

(
3

n∑
p=1

3−pφ(xp)

)
(9.4)

ii) Εάν η f : In → R είναι συνεχής, τότε και η g : C → R είναι συνεχής

iii) Εάν υπάρχει β ≤ 1 και σταθερά Q, τέτοια ώστε |f(x)− f(y)| ≤ Q|x− y|β∞ για
κάθε x, y ∈ In τότε:

|g(x)− g(y)| ≤ 2βQ|x− y|
β log 2
n log 3 για x, y ∈ C

iv) Εάν f(x) = x, τότε υπάρχουν ακολουθίες {xk, yk}k∈N ⊆ C, με lim
k→∞

xk = lim
k→∞

yk
και:

|g(xk)− g(yk)|∞ =

(
|xk − yk|

2

) log 2
n log 3
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Απόδειξη. Η κατασκευή της εσωτερικής συνάρτησης είναι παρόμοια με αυτή του λήμ-

ματος 9.1.1.

΄Εστω x ∈ I που έχει δυαδική αναπαράσταση x = [0.ax1a
x
2 . . .]2 με a

x
j ∈ {0, 1}.

Ορίζουμε:

φ(x) =
∞∑
j=1

2axj
31+n(j−1) = [0.(2ax1) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1 φορές

(2ax2) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1 φορές

. . .]3 (9.5)

και επειδή η φ πολλαπλασιάζει τα δυαδικά ψηφία με 2, επιτρέπονται μόνο τα ψηφία
0 και 2 στην τριαδική αναπαράσταση. Από την κατασκευή του, το Cantor σύνολο
περιέχει όλα τα y ∈ I που έχουν ως ψηφία στην τριαδική αναπαράσταση τα 0 και 2.
Επομένως, φ : I → C. Τότε, ορίζουμε:

Φ(x1, . . . , xn) = 3
n∑
p=1

3−pφ(xp) =

= [0.(2ax11 )(2ax21 ) . . . (2axn1 )(2ax12 ) . . .]3

(9.6)

Επειδή μπορούμε να ξαναπάρουμε την δυαδική αναπαράσταση των x1, . . . , xn, η Φ
είναι αντιστρέψιμη, και επιπλέον αφού 2axrl ∈ {0, 2} για l ≥ 1, και r ∈ {1, . . . , n}, η
εικόνα της Φ περιέχεται στο σύνολο Cantor. Τελικά, έχουμε ότι Φ−1 : C → In, άρα
με g = f ◦ Φ−1 παίρνουμε το ζητούμενο i).
Δείχνουμε τώρα ότι:

|Φ−1(x)− Φ−1(y)|∞ ≤ 2|x− y|
log 2
n log 3 για x, y ∈ C (9.7)

Παρατηρούμε ότι η Φ−1 απεικονίζει τα x = [0.x1x2x3 . . .]3 στο διάνυσμα:

([0.(
x1
2

)(
xn+1

2
) . . .]2, . . . , [0.(

xn
2

)(
x2n
2

) . . .]2)
ᵀ ∈ In

΄Εστω x, y ∈ C και k∗ = k∗(x, y) να είναι ο ακέραιος αριθμός k για τον οποίο:

3−(k+1)n ≤ |x− y| < 3−kn (9.8)

(το οποίο σημαίνει ότι τα kn πρώτα ψηφία της τριαδικής αναπαράστασης των x και y
ταυτίζονται).

Υποθέτουμε ότι τα k∗n πρώτα ψηφία της τριαδικής αναπαράστασης των x και y δεν
είναι όλα ίδια, και συμβολίζουμε με J την θέση του πρώτου ψηφίου του x που δεν
είναι ίδιο με του y. Επειδή για x, y ∈ C επιτρέπονται μόνο τα ψηφία 0 και 2 στην
αναπαράστασή τους, θα έχουμε ότι |x − y| ≥ 2 · 3−J − 3−J , με τον όρο −3−J να
είναι για επόμενα ψηφία. Τότε, |x − y| ≥ 3−J , άτοπο με το ότι |x − y| < 3−k

∗n

και J ≤ k∗n. ΄Αρα τα k∗n πρώτα ψηφία των x και y ταυτίζονται και επομένως από
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την παρατήρηση 9.1.2, τα k∗ πρώτα ψηφία των Φ−1(x) και Φ−1(y) ταυτίζονται (στην
δυαδική αναπαράσταση πλέον). Τότε:

|Φ−1(x)− Φ−1(y)|∞ ≤ 2−k
∗

= 2 · 2−(k∗+1) = 2 · (3−(k∗+1)n)
log 2
n log 3

σχέση (9.8)

≤
σχέση (9.8)

≤ 2|x− y|
log 2
n log 3

(9.9)

το οποίο αποδεικνύει την σχέση (9.7), αφού τα x, y ∈ C επιλέχθηκαν τυχαία. Τότε
για g = f ◦ Φ−1 παίρνουμε τα ii) και iii).
Τέλος για την απόδειξη του iv) παίρνουμε xk = 0 και yk = 2

3kn
. Τότε Φ−1(xk) =

(0, . . . 0)ᵀ και Φ−1(yk) = (0, . . . , 0, 2−k)ᵀ. Τότε θα έχουμε:

|g(xk)− g(yk)|∞
f(x)=x

= |Φ−1(xk)− Φ−1(yk)|∞ =

(
|xk − yk|

2

) log 2
n log 3

για κάθε k ≥ 1.

Είναι σημαντικό να αντιληφθούμε ότι οι καμπύλες πλήρωσης του χώρου και η

εμφάνιση σχημάτων τύπου φράκταλ γίνεται γιατί είναι ακριβώς τα ίδια. Γυρνώντας

στην αρχή του συλλογισμού αυτής της ενότητας και με το θεώρημα 9.1.4 θα έχουμε

γ = Φ−1. Αυτό ξεπερνάει το αρχικό πρόβλημα που είχαμε καθώς η Φ−1 είναι επί,
αντιστρέψιμη και συνεχής καμπύλη πλήρωσης του χώρου (αφού η g είναι συνεχής).
Το σημαντικό του θεωρήματος 9.1.4, είναι ότι η λειότητα της f μεταφέρεται στην g
(για β ≤ 1).΄Ενα ερώτημα που τίθεται φυσιολογικά είναι εάν κερδίζουμε ή χανουμε
κάτι, εάν αντί για την f προσεγγίσουμε την g. Η g είναι α-λεία με α = β log 2

n log 3

και ορίζεται στο C, με διάσταση Hausdorff2 n∗ = log 2
log 3
. Τότε για τους λόγους

προσέγγισης έχουμε ότι
β
n

= α
n∗
, και άρα μπορούμε να μειώσουμε την προσέγγιση

συνάρτησης πολλών μεταβλητών σε προσέγγιση συνάρτησης μίας μεταβλητής στο

σύνολο Cantor. Το μόνο ζήτημα της σχέσης (9.4) σε σχέση με την αναπαράσταση
του K.S.T., είναι ότι η φ είναι ασυνεχής. Ωστόσο στην επόμενη ενότητα θα δούμε
ότι η φ προσεγγίζεται από ένα βαθυ νευρωνικό δίκτυο.
Το λογικό ερώτημα που τίθεται είναι εάν η αναπαράσταση του K.S.T. οδηγεί σε

μία ενδιαφέρουσα θεωρία προσεγγίσεων. Με το επόμενο λήμμα θα πάρουμε ένα φράγ-

μα προσέγγισης, από την λειότητα της εξωτερικής συνάρτησης g, το οποίο εξαρτάται
μόνο από την διάσταση n.

2
Διάσταση φράκταλ.
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Λήμμα 9.1.5. ΄Εστω n,K ∈ N με n ≥ 2. Για x = [0.ax1a
x
2 . . .]2, ορίζουμε:

φK(x) =
K∑
j=1

2axj
31+n(j−1)

Αν υπάρχει β ≤ 1 και σταθερά Q, τέτοια ώστε |f(x) − f(y)| ≤ Q|x − y|β∞, για
x, y ∈ In, τότε μπορούμε να βρούμε συνάρτηση μίας μεταβλητής g τέτοια ώστε:

|g(x)− g(y)| ≤ 2βQ|x− y|
β log 2
n log 3 για x, y ∈ C, και :

∣∣∣∣∣f(x)− g

(
3

n∑
p=1

3−pφK(xp)

)∣∣∣∣∣ ≤ 2Q2−βK για x = (x1, . . . , xn)ᵀ ∈ In

Επιπλέον, ‖f‖L∞(In) = ‖g‖L∞(C).

Απόδειξη. Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι

∞∑
q=0

3−q =
3

2
(9.10)

΄Εστω φ, g να είναι όπως στο θεώρημα 9.1.4, και φK όπως ορίσθηκε στην διατύπωση.
Επειδή β ≤ 1 θα έχουμε:

|g(x)− g(y)| ≤ 2βQ|x− y|
β log 2
n log 3

(β≤1)
≤ 2Q|x− y|

β log 2
n log 3 για x, y ∈ C (9.11)

Ακόμα από την σχέση (9.6), τα 3
n∑
p=1

3−pφ(xp) και 3
n∑
p=1

3−pφK(xp) είναι στο σύνολο

Cantor C, και τα πρώτα Kn ψηφία της τριαδικής τους αναπαράστασης ταυτίζονται.
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Τότε χρησιμοποιώντας την σχέση (9.4):∣∣∣∣∣f(x)− g

(
3

n∑
p=1

3−pφK(xp)

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣g
(

3
n∑
p=1

3−pφ(xp)

)
− g

(
3

n∑
p=1

3−pφK(xp)

)∣∣∣∣∣ σχέση (9.11)≤

σχέση (9.11)

≤ 2Q

∣∣∣∣∣3
n∑
p=1

3−p(φ(xp)− φK(xp))

∣∣∣∣∣
β log 2
n log 3 (τα Kn πρώτα ψηφία, συμπίπτουν)

≤

(τα Kn πρώτα ψηφία, συμπίπτουν)

≤ 2Q

∣∣∣∣∣2
∞∑

q=Kn+1

3−q

∣∣∣∣∣
β log 2
n log 3 (παίρνουμε όλη τη σειρά)

≤

(παίρνουμε όλη τη σειρά)

≤ 2Q

∣∣∣∣∣2 · 3−Kn−1
∞∑
q=0

3−q

∣∣∣∣∣
β log 2
n log 3

σχέση (9.10)

≤

σχέση (9.10)

≤ 2Q3−K
β log 2
log 3

Τέλος, η ισότητα ‖f‖L∞(In) = ‖g‖L∞(C) είναι άμεση συνέπεια της αναπαράστασης

(9.4).
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9.2 Βαθιά ReLU νευρωνικά δίκτυα

΄Ενα βαθύ (σ.σ. πολυστρωματικό) νευρωνικό δίκτυο είναι μία συνάρτηση της

μορφής x 7→ f(x) που μπορεί να αναπαρασταθεί από ένα άκυκλο γράφημα, με κορυ-
φές διατεταγμένες σε πεπερασμένο αριθμό στρωμάτων. Το πρώτο στρώμα καλείται

στρώμα εισόδου, το τελευταίο στρώμα καλείται στρώμα εξόδου και τα ενδιά-

μεσα στρώματα καλούνται κρυφά στρώματα. Θα λέμε ότι ένα βαθύ νευρωνικό

δίκτυο έχει αρχιτεκτονική (L, (p0, . . . , pL+1)), εάν ο αριθμός των κρυφών στρωμά-
των είναι L και p0, pj και pL+1 είναι ο αριθμός των κορυφών-κόμβων στο στρώμα

εισόδου, στο j-οστό στρώμα, και στο στρώμα εξόδου, αντίστοιχα. Το στρώμα ει-
σόδου αναπαριστά την είσοδο x. Για όλα τα υπόλοιπα στρώματα κάθε κορυφή είναι
μία διαδικασία της μορφής y 7→ σ(aᵀy + b), όπου το y είναι η εξόδος (το διάνυ-
σμα εξόδου) του προηγούμενου στρώματος, a είναι ένα διάνυσμα βάρους, b είναι μία
παράμετρος μετατόπισης και σ είναι η συνάρτηση ενεργοποίησης. Κάθε κορυ-
φή έχει το δικό της σύνολο παραμέτρων (a, b), και η συνάρτηση ενεργοποίησης δεν
χρειάζεται να είναι ίδια για κάθε κορυφή. Εάν όλες οι κορυφές στα κρυφά στρώμα-

τα έχουν ReLU συνάρτηση ενεργοποίησης, σ(x) = max(x, 0), και L > 1, τότε το
δίκτυο καλείται βαθύ νευρωνικό δίκτυο με λειτουργία ενεργοποίησης

ανορθωτή. Συχνά η συνάρτηση ενεργοποίησης στο στρώμα εξόδου θα είναι η

ταυτότητα, σ(x) = x.
Στην ενότητα αυτή, θα φτιάχουμε ένα ReLU νευρωνικό δίκτυο εκμεταλλευόμενοι

την αναπαράσταση του λήμματος 9.1.5:

f(x) ≈ g

(
3

n∑
p=1

3−pφK(xp)

)
(9.12)

Το αποτέλεσμα που θα παρουσιάσουμε είναι αρκετά πρόσφατο (2021), καθώς αντί-

στοιχες προσεγγίσεις, δεν οδηγούν σε απευθείας καστασκευές ReLU δικτύων. Για
να βρούμε αντίστοιχη κατασκευή δικτύου, θα πρέπει να ανατρέξουμε στο paper του
Hecht-Nielsen το 1987, που συσχετίζει την εσωτερική συνάρτηση της αναπαράστασης
στο K.S.T.3 με συνάρτηση ενεργοποίησης νευρωνικού δικτύου. Παρακάτω υποστη-
ρίζουμε ότι η εσωτερική συνάρτηση μπορεί να προσσεγισθεί από ένα βαθύ ReLU
νευρωνικό δίκτυο. Ο ρόλος των κρυφών στρωμάτων είναι να ανακτούν το επόμενο

ψηφίο (bit) στην δυαδική αναπαράσταση της εισόδου.
Βελτιωμένες εκδοχές του K.S.T. ενισχύουν την σύνδεση των νευρωνικών δικτύ-

ων και του θεωρήματος, δείχνοντας ότι η αναπαράσταση του θεωρήματος μπορεί να

γραφεί με την μορφή ενός νευρωνικού δικτύου αποτελούμενο από δύο κρυφά στρώμα-

τα, για μη υπολογίσιμη συνάρτηση ενεργοποιήσης σ. Αναφέρουμε απλώς το επόμενο
θεώρημα, για να έχουμε μια πιο σαφή και πρακτική εικόνα.

3
Για την ακρίβεια της εκδοχής του D.Sprecher.
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Θεώρημα 9.2.1 (Braun,2009). ΄Εστω n ∈ N, με n ≥ 2. Υπάρχουν πραγματικοί
αριθμοί α, bp, cq και μία συνεχής και μονότονη συνάρτηση φ : R → R, ώστε για
κάθε συνεχή συνάρτηση f : In → R, μπορούμε να βρούμε μια συνεχή συνάρτηση
g : R→ R με:

f(x1, . . . , xn) =
2n∑
q=0

g

(
n∑
p=1

bpφ(xp + αq) + cq

)

Η παραπάνω αναπαράσταση είναι βασισμένη σε μεταφορές μίας εσωτερικής συνάρ-

τησης φ και μίας εξωτερικής συνάρτησης g. Η εσωτερική συνάρτηση είναι ανεξάρτητη
από την f . Η εξάρτηση από το q στο πρώτο στρώμα έρχεται από μετατοπίσεις κατά
αq. Το δεξιά μέλος της ισότητας μπορεί να γενικευτεί από ένα νευρωνικό δίκτυο
με δύο κρυφά στρώματα. Το πρώτο κρυφό στρώμα έχει n κορυφές και συνάρτηση
ενεργοποίησης φ, και το δεύτερο κρυφό στρώμα αποτελείται από 2n+ 1 κορυφές και
συνάρτηση ενεργοποίησης g.

9.2.1 Οπτικοποίηση νευρωνικού δικτύου

Στο σχήμα 9.2.1 παρακάτω, δίνεται η κατασκευή ενός δικτύου το οποίο υπολογίζει

την:

x = [0.ax1a
x
2 . . .]2 7→ 3φK(x) =

K∑
j=1

2axj 3
−n(j−1)

συνδιάζοντας μονάδες (σ.σ. κορυφές) με γραμμική συνάρτηση ενεργοποίησης σ(x) =
x, και συνάρτηση ενεργοποίησης κατωφλιού (συνάρτηση αποκοπής) σ(x) = 1(x≥ 1

2
) .

Η κύρια ιδέα είναι για x = [0.ax1a
x
2 . . .]2, εξάγουμε το πρώτο ψηφίο χρησιμοποιώ-

ντας ax1 = 1(x≥ 1
2
) = σ(x) και στην συνέχεια ορίζουμε 2x − 2σ(x) = 2(x − ax1) =

[0.ax2a
x
3 . . .]2. Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία, μπορούμε να εξάγουμε το a

x
2 , και

συνεπώς κάθε άλλο δυαδικό ψηφίο του x.
Το βαθύ νευρωνικό δίκτυο (DNN I) στο σχήμα 9.2.1 έχει K κρυφά στρώματα και

πλάτος δικτύου τρία. Οι αριστερές κορυφές στα κρυφά στρώματα, κατασκευάζουν

επιτυχώς την τιμή εξόδου. Οι κόμβοι στο κέντρο εξάγουν το επόμενο ψηφίο της

δυαδικής αναπαράστασης, και αυτοί στα δεξιά υπολογίζουν το υπόλοιπο της εισόδου

μετά την εξαγωγή του κάθε ψηφίου. Ο αλγόριθμος για την μάθηση της εξαγωγής

ψηφίων σε βαθιά νευρωνικά δίκτυα, παρέχει πιο αποτελεσματικές αναπαραστάσεις από

ότι σε ρηχά (σ.σ. όχι βαθιά) νευρωνικά δίκτυα.

Κατασκευάζοντας n δίκτυα, το καθένα από τα οποία να υπολογίζει φK(xp) για
κάθε x1, . . . , xn και συνδιάζοντάς τα, οδηγούμαστε σε ένα δίκτυο με K + 1 κρυφά
στρώματα (το τελευταίο κρυφό στρώμα προκύπτει από τον συνδιασμό εξόδων των

δικτύων, για να καταλήξουμε σε έξοδο για το νέο δίκτυο), και πλάτος δικτύου 3n,
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που υπολογίζει την εσωτερική συνάρτηση της αναπαράστασης (9.12), δηλαδή:

(x1, . . . , xn) 7→ 3
n∑
p=1

3−pφK(xp)

Ο συνολικός αριθμός των μη μηδενικών παραμέτρων δικτύου είναι τάξης Kn. Για
την προσέγγιση μίας β-λείας συνάρτησης f από ένα νευρωνικό δίκτυο μέσω της ανα-
παράστασης (9.12), χρειαζόμαστε λίγες παραμέτρους συγκριτικά με την προσέγγιση

της συνάρτησης μίας μεταβλητής g.

Σχήμα 9.1: ΄Ενα νευρωνικό δίκτυο με K κρυφά στρώματα και πλάτος τρία. Υπολο-

γίζει την συνάρτηση x = [0.ax1a
x
2 . . .]2 7→ 3φK(x) =

K∑
j=1

2axj 3
−n(j−1)

. Σε κάθε κρυφό

στρώμα η γραμμική συνάρτηση ενεργοποίησης εφαρμόζεται στην αριστερή και την

δεξιά κορυφή. Οι κορυφές στο κέντρο χρησιμοποιούν την συνάρτηση ενεργοποίησης

κατωφλιού σ(x) = 1(x≥ 1
2
).
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9.2.2 Κατασκευή ReLU νευρωνικού δικτύου

Εξετάζοντας πιο προσεκτικά το DNN I του σχήματος 9.2.1, παρατηρούμε ότι όλες
οι γραμμικές συναρτήσεις ενεργοποίησης παίρνουν μη αρνητική είσοδο και επομένως

μπορούν να αντικατασταθούν από συνάρτηση ενεργοποίησης ReLU χωρίς να αλλάξει
το αποτέλεσμα. Η συνάρτηση ενεργοποίησης σ(x) = 1(x≥ 1

2
) μπορεί και αυτή να

προσεγγισθεί από τον γραμμικό συνδιασμό δύο ReLU μονάδων μέσω του:

ε−1
(
x− (1− ε)

2

)
+

− ε−1
(
x− (1 + ε)

2

)
+

≈ 1(x≥ 1
2
) για ε ↓ 0

όπου με «+» δηλώνεται το θετικό μέρος της ποσότητας.

Για πιθανά μεγάλες παραμέτρους δικτύου επομένως, το DNN I μπορέι να προ-
σεγγισθεί από ένα βαθύ ReLU νευρωνικό δίκτυο με K κρυφά στρώματα. Συνεπώς
και η κατασκευή στην σχέση (9.12) μπορεί να προσεγγισθεί από ένα βαθύ ReLU
νευρωνικό δίκτυο. Επιπλέον, είναι πιθανό να μπορούμε να μειώσουμε το μέγεθος

των παραμέτρων δικτύου προσθέτοντας κρυφά στρώματα στο νευρωνικό δίκτυο.

Για τα επόμενα θα γράφουμε ‖f‖Lp εννοώντας ‖f‖Lp(In).

Θεώρημα 9.2.2. ΄Εστω p ∈ [1,∞), β ≤ 1 και σταθερά Q, τέτοια ώστε:

|f(x)− f(y)| ≤ Q|x− y|β∞

για κάθε x, y ∈ In. Τότε υπάρχει ένα βαθύ ReLU νευρωνικό δίκτυο f̃ με 2K + 3
κρυφά στρώματα, αρχιτεκτονική δικτύου:

(2K + 3, (n, 4n, . . . , 4n, n, 1, 2Kn + 1, 1))

με όλα τα βάρη του δικτύου να φράσσονται
4
κατά απόλυτη τιμή από 2(Kn∨‖f‖L∞)2K(n∨(pβ))

,

ώστε:

‖f − f̃‖Lp ≤ 2(Q+ ‖f‖L∞)2−βK

Απόδειξη. Η απόδειξη χωρίζεται σε τέσσερα μέρη.

(I) Φτιάχνουμε αρχικά ένα ReLU δίκτυο με αρχιτεκτονική (2K, (1, 4 . . . , 4, 1)) που
να μιμείται την αρχική (εσωτερική) συνάρτηση:

x = [0.ax1a
x
2 . . .]2 7→ 3φK(x) =

K∑
j=1

2axj
3n(j−1)

΄Εστω r να είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος για τον οποίο ισχύει:

2r ≤ 2Kn2Kpβ

4
Ο συμβολισμός που ακολουθούμε είναι: Kn ∨ ‖f‖L∞ = max{Kn, ‖f‖L∞}.
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Τότε θέτουμε:

S1(x) = 2r
(
x− 1

2
+ 2−r−1

)
+

− 2r
(
x− 1

2
− 2−r−1

)
+

και T1(x) = 2x

Δοσμένων Sj(x), Tj(x) μπορούμε τότε να ορίσουμε:

Tj+1(x) = (2Tj(x)− 2Sj(x))+ και Sj+1(x) = S1(Tj(x)− Sj(x)) (9.13)

Σχήμα 9.2: ΄Ενα βαθύ ReLU νευρωνικό δίκτυο που προσεγγίζει την συνάρτηση φK .

Υπάρχει ένα ReLU δίκτυο με αρχιτεκτονική (1, (1, 2, 1)) που να υπολογίζει την
συνάρτηση x 7→ S1(x) (όπως φαίνεται και στο σχήμα 9.2.2, x είναι η είσοδος,
υπάρχουν δύο κορυφές στο κρυφό στρώμα, S1(x) και T1(x), και η έξοδος S1(x)
στην αριστερή στήλη) και από τον ορισμό της S1(x) θα έχουμε:∣∣∣2r (x− 2−1 + 2−r−1

)
+
− 2r

(
x− 2−1 − 2−r−1

)
+

∣∣∣ x∈I≤
x∈I
≤
∣∣2r(2−1 + 2−r−1)− 2r(2−1 − 2−r−1)

∣∣ = 1 < 2r

Δηλαδή, θεωρούμε ότι τα βάρη θα φράσσονται κατά απόλυτη τιμή από 2r.
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Ακριβώς όμοια, υπάρχει ένα ReLU δίκτυο με αρχιτεκτονική (1, (2, 2, 1)) που
υπολογίζει την (Sj(x), Tj(x)) 7→ Sj+1(x) (προσοχή, αυτό το δίκτυο υπολογίζει
την Sj+1(x) = S1(Tj(x)− Sj(x))).
Επειδή S1(x) ≥ 0, θα έχουμε ότι (Sj(x))+ = Sj(x) και (Tj(x))+ = Tj(x).
Τότε, μπορούμε να ενωσουμε τα δίκτυα που κατασκευάσαμε για να πάρουμε

τελικά το βαθύ ReLU νευρωνικό δίκτυο του σχήματος 9.2.2, που να υπολογί-

ζει την x 7→
K∑
j=1

2Sj(x)3−n(j−1).

Ωστόσο, για τον υπολογισμό της Sj+1(x) από την είσοδο (Sj(x), Tj(x)) χρεια-
ζόμαστε ένα επιπλέον στρώμα με δύο κόμβους, το οποίο δεν φαίνεται στο

σχήμα 9.2.2. Αυτό σημαίνει ότι κάθε βέλος, εκτός αυτών που καταλήγουν

στην έξοδο, προσθέτει ένα επιπλέον κρυφό στρώμα στο ReLU δίκτυο. Τότε
ο συνολικός αριθμός των κρυφών στρωμάτων είναι 2K (λόγω ύπαρξης ακόμα
ένα κρυφού στρώματος στο δίκτυο (Sj(x), Tj(x)) 7→ Sj+1(x)). Εξαιτίας των
δύο επιπλέον κόμβων στα κρυφά στρώματα (αυτά που δεν φαίνονται στο σχήμα

9.2.2) τελικά, το πλάτος σε όλα τα κρυφά στρώματα θα είναι τέσσερα και άρα

η συνολική αρχιτεκτονική του ReLU δικτύου είναι (2K, (1, 4, . . . , 4, 1)). Τότε
τα βάρη του δικτύου φράσσονται από 2r ≤ 2Kn2Kpβ.

(II) Θα δείξουμε ότι η προσέγγιση με το ReLU δίκτυο συμπίπτει με την συνάρ-
τηση 3φK(x) σε ένα υποσύνολο του In με μέτρο Lebesgue μεγαλύτερο ή ίσο

από 1 − 2−Kpβ

n
. Για να συμβαίνει αυτό, θα πρέπει να δείξουμε ότι για x =

[0.ax1a
x
2 . . .]2, ισχύει Sj(x) = axj και Tj(x) = [axj .a

x
j+1a

x
j+2 . . .]2 για j = 1, . . . , K,

και επομένως

K∑
j=1

2Sj(x)3−n(j−1) =
K∑
j=1

2axj 3
−n(j−1) = 3φK(x).

΄Εχουμε ότι S1(x) = 1(x> 1
2
), όταν |x− 1

2
| ≥ 2−r−1 (από τον ορισμό του S1(x)).

Θέτουμε:

Aj,r = {x τέτοια ώστε :

∣∣∣∣[0.axjaxj+1 . . .]2 −
1

2

∣∣∣∣ ≥ 2−r−1}

Εάν x ∈ Aj,r, τότε:
S1([0.a

x
ja

x
j+1 . . .]2) = axj

Επομένως, εάν Sj(x) = axj , Tj(x) = [axj .a
x
j+1a

x
j+2 . . .]2, και x ∈ Aj+1,r, τότε

από την σχέση (9.13) θα έχουμε :

Sj+1(x) = axj+1 και Tj+1(x) = [axj+1.a
x
j+2a

x
j+3 . . .]2

Αυτό σημαίνει ότι το βαθύ ReLU δίκτυο που κατασκευάστηκε στο μέρος (I)
υπολογίζει την:

I 3 x 7→ 3φK(x) στο σύνολο
K⋂
j=1

Aj,r
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Σταθεροποιούμε ax1 . . . a
x
j−1 ∈ {0, 1} και τότε το σύνολο:{
x :

∣∣∣∣[0.axjaxj+1 . . .]2 −
1

2

∣∣∣∣ < 2−r−1
}

είναι το σύνολο των x όπου τα r + 1 πρώτα ψηφία της δυαδικής του αναπα-
ράστασης ταυτίζονται με τα r + 1 πρώτα ψηφία του 1

2
. Τότε στην δυαδική

αναπαράσταση, το (r + 1)-οστό ψηφίο του 1
2
θα ταυτίζεται με το (j + r)-οστό

ψηφίο του x (γιατί το πρώτο ψηφίο στην δυαδική αναπαράσταση του 1
2
θα

ταυτίζεται με το axj , το δεύτερο με το a
x
j+1, και συνεπώς το (r + 1)-οστό θα

ταυτίζεται με το axj+r). Επομενώς το το σύνολο αυτό είναι ένα διάστημα μήκους
2 · 2−r−j = 2−r−j+1

.

Επειδή υπάρχουν 2j−1 πιθανότητες να επιλέξουμε ax1 , . . . , a
x
j−1 ∈ {0, 1}, το συ-

μπλήρωμα Acj,r = {x ∈ I : x /∈ Aj,r} μπορεί να γραφτεί ως ένωση των 2j−1

υποδιαστημάτων μήκους 2−r−j+1
. Το μέτρο Lebesgue του Acj,r φράσσεται ε-

πομένως από 2−r (λόγω της υποπροσθετικότητάς του). Τότε επειδή από το
μέρος (I) έχουμε επιλέξει r τέτοιο ώστε 2r ≤ 2Kn2Kpβ θα ισχύει:

2r−1 ≤ Kn2Kpβ ≤ 2r

και αυτό σημαίνει ότι το

(
K⋂
j=1

Aj,r

)c

θα έχει μέτρο Lebesgue το οποίο φράσ-

σεται από K2−r ≤ 2−Kpβ

n
.

(III) Θα κατασκευάσουμε ένα νευρωνικό δίκτυο για την g όπως στο λήμμα 9.1.5 (ρη-
χό νευρωνικό δίκτυο). Παρεμβάλουμε την εξωτερική συνάρτηση g στα 2Kn+1
σημεία: {

Kn∑
j=1

2tj3
−j : (t1, . . . , tKn) ∈ {0, 1}Kn

}
∪ {1}

Συμβολίζουμε τα σημεία αυτά με:

0 = s0 < s1 < . . . < s2Kn−1 < s2Kn = 1

Για κάθε x ∈ I, έχουμε:

g̃(x) = g(s0) +
2Kn∑
j=1

g(sj)− g(sj−1)

sj − sj−1
((x− sj−1)+ − (x− sj)+) =

= g(s0)(x+ 1)+ +

(
g(s1)− g(s0)

s1 − s0
− g(s0)

)
(x)++

+
2Kn−1∑
j=1

(
g(sj+1)− g(s− j)

sj+1 − sj
− g(sj)− g(sj−1)

sj − sj−1

)
(x− sj)+

81



Η συνάρτηση g̃ μπορεί επομένως να αναπαρασταθεί στο I από ένα ρηχό ReLU
δίκτυο με 2Kn + 1 κόμβους στο κρυφό στρώμα. Επιπλέον g̃(sj) = g(sj) για
κάθε j = 0, . . . , 2Kn.
Θα έχουμε sj+1 − sj ≥ 3−Kn (δηλαδή τα πρώτα Kn ψηφία της τριαδικής ανα-
παράστασης δεν συμπίπτουν, το οποίο είναι άμεση συνέπεια του ότι sj < sj+1).

Από το λήμμα 9.1.5, ισχύει ‖f‖L∞ = ‖g‖L∞(C). Τότε:

|g̃(x)| ≤ |g(s0)|+

∣∣∣∣∣∣
2Kn∑
j=1

g(sj)− g(sj−1)

sj − sj−1

∣∣∣∣∣∣ (|(x− sj−1)+ − (x− sj)+|)
x∈I, 0≤sj≤1
≤

x∈I, 0≤sj≤1
≤ ‖g‖L∞(C) +

2Kn∑
j=1

|g(sj)− g(sj−1)|
|sj − sj−1|

|sj − sj−1| ≤

≤ ‖g‖L∞(C) +
2Kn∑
j=1

|g(sj)|+ |g(sj−1)| ≤ 2‖g‖L∞(C)2
Kn = 2‖f‖L∞2Kn

Δηλαδή τα βάρη του δικτύου φράσσονται από 2‖f‖L∞2Kn.

(IV) Το βαθύ δίκτυο που κατασκευάσαμε στο μέρος (I) το συμβολίζουμε με φ̃K
και το ρηχό δίκτυο που κατασκευάσαμε στο μέρος (III) με g̃. Συνδιάζουμε τα
δύο αυτά ReLU νευρωνικά δίκτυα ώστε να πάρουμε ένα βαθύ ReLU νευρωνικό
δίκτυο με αρχιτεκτονική:

(2K + 3, (n, 4n, . . . , 4n, n, 1, 2Kn + 1, 1))

Πράγματι, τα 2K + 3 κρυφά στρώματα προκύπτουν από τα 2K του φ̃K , το ένα
στρώμα εξόδου του φK , το ένα στρώμα εισόδου του g̃, καθώς και το μοναδικό
κρυφό στρώμα του g̃ (κατασκευάστηκε να είναι ρηχό δίκτυο). Επειδή το δίκτυο
θα υπολογίζει την

5
:

f̃(x1, . . . , xn) = g̃

(
3

n∑
q=1

3−qφ̃K(xq)

)
θα έχουμε n εισόδους (όπως ακριβώς είχαμε κάνει και στην προηγούμενη υπο-
ενότητα για το δίκτυο στο σχήμα 9.2.1) και αντίστοιχα, θα έχουμε 4n κόμβους
στα κρυφά στρώματα από το φ̃K και n εξόδους. Επιπλέον, ο ένας κόμβος προ-
κύπτει από την είσοδο του δικτύου g̃, το οποίο έχει στο μοναδικό του κρυφό
στρώμα 2Kn + 1 κόμβους, ενώ τελικά παίρνουμε την ζητούμενη έξοδο.
΄Ολα τα βάρη του τελικού ReLU δικτύου φράσσονται κατά απόλυτη τιμή από
max(2‖f‖L∞2Kn, 2Kn2Kpβ). Το επόμενο σχήμα δείχνει την μορφή του δικτύ-
ου που κατασκευάσαμε.

5
Στον δείκτη του αθροίσματος βάζουμε q γιατί ο δείκτης p της σχέσης (9.12) έχει άλλη χρήση

στο θεώρημα που παρουσιάζουμε.
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Σχήμα 9.3: Κατασκευή του ReLU δικτύου, που υπολογίζει την:

f̃(x1, . . . , xn) = g̃
(

3
∑n

q=1 3−qφ̃K(xq)
)

Από την ιδιότητα παρεμβολής g̃(sj) = g(sj) και ότι 3
n∑
q=1

3−qφK(xq) ∈ {s0, . . . , s2Kn},

χρησιμοποιώντας το μέρος (II) της απόδειξης, θα έχουμε:

f̃(x1, . . . , xn) = g̃

(
3

n∑
q=1

3−qφ̃K(xq)

)
=

= g

(
3

n∑
q=1

3−qφK(xq)

)
εάν x1, . . . , xn ∈

K⋂
j=1

Aj,r

΄Οπως έχουμε δείξει στο λήμμα 9.1.5, ‖f‖L∞ = ‖g‖L∞(C). Επειδή η g̃ είναι τμη-
ματικά γραμμική παρεμβολή της g, θα έχουμε ακόμα, ‖g̃‖L∞(I) ≤ ‖f‖L∞ . Ακό-

μα στο μέρος (II) έχουμε δείξει ότι το Lebesgue μέτρο του συνόλου

(
K⋂
j=1

Aj,r

)c

φράσσεται από
2−Kpβ

n
.
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Τελικά:

‖f − f̃‖pLp ≤
∫
∀i: xi∈

K⋂
j=1

Aj,r

∣∣∣∣∣f(x)− g

(
3

n∑
q=1

3−qφK(xq)

)∣∣∣∣∣
p

dx+

+

∫
∃i :xi /∈

K⋂
j=1

Aj,r

(2‖f‖L∞)pdx

λήμμα 9.1.5 και φράγμα

(
K⋂
j=1

Aj,r

)c
≤

λήμμα 9.1.5 και φράγμα

(
K⋂
j=1

Aj,r

)c
≤ 2pQp2−Kpβ + 2p‖f‖pL∞2−Kpβ

ap+bp≤(a+b)p

≤
ap+bp≤(a+b)p

≤ 2p(Q+ ‖f‖L∞)p2−Kpβ

΄Οπως έχουμε αναφέρει και προηγουμένως για κλάσεις συναρτήσεων με mn
πα-

ραμέτρους, το αναμενόμενο βέλτιστο σφάλμα προσέγγισης για μία β-λεία συνάρτηση
στις n διαστάσεις είναι m−β. Το προηγούμενο θεώρημα οδηγεί σε σφάλμα 2−Kβ

χρησιμοποιώντας της τάξης των 2Kn παραμέτρων δικτύου. Αυτό συμπίπτει με το
αναμενόμενο σφάλμα.
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