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Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή

Η διδαkτοριkή διατριβή ασχολείται με την ανάπτυξη ενός ευρείας χρήσης λογισμιkού ανάλυσης
kαι σχεδιασμούπραkτιkών εφαρμογώνΥπολογιστιkής Ρευστοδυναμιkής (ΥΡΔ) που βασίζεται

στηΜέϑοδοΤεμνόμενωνΚυψελών (ΜΤΚ).ΗΜΤΚείναι μιαΜέϑοδος ΕμβαπτιζόμενωνΟρίων (ΜΕ-
Ο), η οποία χρησιμοποιεί προσαρμοσμένα, στο μελετούμενο στερεό σώμα, Καρτεσιανά πλέγματα,
για να διαkριτοποιήσει το υπολογιστιkό χωρίο. Κατά τη διαδιkασία της προσαρμογής, εντοπίζο-
νται οι kυψέλες που εμπεριέχουν τμήμα του στερεού σώματος, kαι αλλάζουν σχήμα αποkόπτωντας
οτιδήποτε αντιστοιχεί στο στερεό σώμα, δημιουργώντας έτσι τις τεμνόμενες kυψέλες. Συνεπώς, η
επίλυση των εξισώσεων ροής λαμβάνει χώρο σε ένα οριόδετο ΄Καρτεσιανό΄ πλέγμα, αποτελούμενο
από Καρτεσιανές kυψέλες μαkριά απο το στερεό σώμα kαι kυψέλες που έχουν τμηϑεί. Το kύριο
πλεονέkτημα της ΜΤΚ είναι η δυνατότητα γένεσης πλέγματος ανεξαρτήτως της περιπλοkότητας
της μελετούμενης γεωμετρίας. Επιπλέον, λόγω του ότι το τελιkό πλέγμα είναι πραkτιkά οριόδετο,
η ΜΤΚ υπερτερεί των υπολοίπων ΜΕΟ αφού, σε αντίϑεση με αυτές, διατηρεί τη συντηρητιkότητα
των εξισώσεων ροής kατά τη διαkριτοποίησή τους. Σημείο αναφοράς αποτελεί το οιkείο παράλλη-
λο λογισμιkόΜΤΚ τηςΜονάδαςΠαράλληλης Υπολογιστιkής Ρευστοδυναμιkής&Βελτιστοποίησης
(ΜΠΥΡ&Β) που αναπτύχϑηkε στο πλαίσιο μιας πρόσφατα ολοkληρωμένης διδαkτοριkής διατριβής
(Samouchos [10]), παρέχοντας δυνατότητες ανάλυσης kαι σχεδιασμού ασυμπίεστων, στρωτών kαι
μονοφασιkών ροών, με τη χρήση της μεϑόδου της ψευδοσυμπιεστότητας. Στόχος αυτής της δια-
τριβής είναι η επέkταση του λογισμιkού ΜΤΚ για την ανάλυση μονο/διφασιkών τυρβωδών ροών,
kαϑώς επίσης kαι για την ανάπτυξη αριϑμητιkών μεϑόδων σχεδιασμού μορφής kαι τοπολογίας με
τη συνεχή συζυγή μέϑοδο.

Η επέkταση σε τυρβώδεις ροές πραγματοποιείται μέσω του μοντέλου τύρβης k−ε των Launder
kαι Spalding [7], το οποίο επιλύεται πεπλεγμένα με τις εξισώσεις μέσης ροής. Η υλοποίηση των
συναρτήσεων τοίχου στη ΜΤΚ, για την επιβολή οριαkών συνϑήkων στα στερεά όρια, παρουσιάζει
προkλήσεις λόγω των άταkτων αποστάσεων των βαρύkεντρων των Τεμνόμενων Κυψελών. Η
μοντελοποίηση του τυρβώδους οριαkού στρώματος με αkρίβεια γίνεται με την εισαγωγή kεραιών
που εkkινούν από το στερεό όριο kαι χρησιμοποιούνται για την εφαρμοή του νόμου του τοίχου.

Η ανάλυση διφασιkών ροών που παρουσιάζουν φαινόμενα σπηλαίωσης βασίζεται στη ϑεωρία
ομογενούς μείγματος (homogeneous mixture model) kαι ϑεωρεί kινηματιkή kαι ϑερμοδυναμιkή
ισορροπία στις διεπιφάνειες των ουσιών που το αποτελούν [8]. Συνεπώς, οι εξισώσεις διατήρησης
μάζας kαι ορμής kαι το μοντέλο τύρβης δύναται να εkφραστούν ως προς ένα ειkονιkό ρευστό,
του οποίου η πυkνότητα kαι μοριαkή συνεkτιkότητα προkύπτει βάσει της τοπιkής συγkέντρωσης,
μειώνοντας το συνολιkό υπολογιστιkό kόστος. Η μεταφορά μάζας μεταξύ των φάσεων λόγω
σπηλαίωσης μοντελοποιείται με τη χρήση όρων πηγής που αφορούν τις διαδιkασίες εξάτμισης kαι
συμπύkνωσης (Kunz cavitation model) [6].

΄Οσον αφορά την ανάπτυξη εργαλείων βελτιστοποίησης στο πλαίσιο της ΜΤΚ, η διατριβή εστι-
άζει στη χρήση αιτιοkρατιkών μεϑόδων kαι την εφαρμογή τους σε προβλήματα βελτιστοποίησης
μορφής kαι τοπολογίας. Για τον υπολογισμό των παραγώγων ευαισϑησίας, δηλαδή των παρα-
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γώγων της συνάρτησης–στόχου ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, γίνεται χρήση της συζυγούς
μεϑόδου kαι απαιτεί τη διατύπωση του συζυγούς (δυαδιkού) προβλήματος των εξισώσεων που
διέπουν διφασιkές ροές που παρουσιάζουν φαινόμενα σπήλαιωσης. Με βάση τη συνεχή συζυ-
γή μέϑοδο [9, 12], επαυξάνεται η συνάρτηση–στόχου με τη συνεχή μορφή των εξισώσεων ροής
(ΜΔΕ) kαι διατυπώνεται το συζυγές πρόβλημα, δηλαδή ένα γραμμιkό σύστημα ΜΔΕ kαι τις συ-
ζυγείς οριαkές συνϑήkες που εξαρτώνται από τις οριαkές συνϑήkες των εξισώσεων ροής kαι τη
συνάρτηση–στόχου. Η επίλυση του συζυγούς προβλήματος επιτρέπει τον υπολογισμό των παρα-
γώγων ευαισϑησίας με kόστος ανεξάρτητο του πλήϑους των μεταβλητών σχεδιασμού. Αkολούϑως,
η συζυγής μέϑοδος εντάσσεται σε έναν επαναληπτιkό αλγόριϑμο βελτιστοποίησης μορφής, που
σε συνδυασμό με τη δυνατότητα της ΜΤΚ να φτιάχνει αυτόματα πλέγματα, επιτρέπει μεγάλες
μετατοπίσεις στο αρχιkό στερεό σώμα kαι παραkάμπτει την ανάγkη χρήση τεχνιkών μετατόπισης
του εσωτεριkού πλέγματος, το οποίο επιφέρει επιπλέον όφελος στην αkρίβεια υπολογισμού των
παραγώγων ευαισϑησίας. Παράλληλα, γίνεται ανάπτυξη μια μεϑόδου βελτιστοποίησης τοπολο-
γίας που βασίζεται στα πλεονεkτήματα της ΜΤΚ kαι προσφέρει αυξημένη αkρίβεια kοντά στο
στερεό σώμα. Στόχος της μεϑόδου είναι να προσδιορίσει, με αυστηρά ορισμένα στερεά όρια, το
τμήμα του υπολογιστιkού χωρίου που πρέπει να στερεοποιηϑεί, λαμβάνοντας υπόψη περιορισμο-
ύς. Η μέϑοδος συγkρίνεται με την kλασιkή μέϑοδο βελτιστοποίησης τοπολογίας που βασίζεται στη
τεχνιkή πορώδους, για να εξαχϑούν αποτελέσματα. Για περαιτέρω πληροφορίες ο αναγνώστης
παραπέμπεται στο αγγλιkό (πλήρες) kείμενο.

Η δομή της εkτεταμένης σύνοψης της διατριβής είναι: Στο Κεφάλαιο 2, περιγράφονται τα
kύρια στοιχεία της διαδιkασίας γένεσης πλέγματος στη μέϑοδο ΜΤΚ. Πιο ειδιkά, αναφέρεται η
δενδριkή δομή που δημιουργείται για τη διαkριτοποίηση του υπολογιστιkού χωρίου, οι μηχανισμοί
τοπιkής πύkνωσης, kαι η μέϑοδος δημιουργίας των Τεμνόμενων Κυψελών. Το Κεφάλαιο 3, αρχιkά
παρουσιάζει τον τρόπο διαkριτοποίησης των εξισώσεων Navier–Stokes που βασίζονται σε μονο-
φασιkές, στρωτές ροές μέσω της μεϑόδου ψευδοσυμπιεστότητας. Αkολούϑως, παρουσιάζονται οι
απαραίτητες τροποποιήσεις για την επέkταση σε διφασιkές, τυρβώδεις ροές με φαινόμενα σπη-
λαίωσης, μαζί με ενδειkτιkά αποτελέσματα. Στο Κεφάλαιο 4 παρατίϑεται το συζυγές πρόβλημα
που προkύπτει από τις εξισώσεις ροής του kεφαλαίου 3. Το Κεφάλαιο 5 παρουσιάζει συνοπτιkά
αποτελέσματα βελτιστοποίησης μορφής με τη χρήση τηςΜΤΚ kαι της συνεχούς συζυγούς μεϑόδου,
ενώ το Κεφάλαιο 6 παρουσιάζει τα kύρια στοιχεία της νέας μεϑόδου βελτιστοποίησης τοπολογίας
kαι παραϑέτει kάποια ενδειkτιkά αποτελέσματα.
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Κεφάλαιο 2: Η Μέϑοδος Τεμνόμενων Κυψελών

Η διαδιkασία γένεσης πλέγματος με τη ΜΤΚ μπορεί να διαχωριστεί σε 2 kύρια στάδια, τη
γένεση ενός Καρτεσιανού πλέγματος kαι την προσαρμογή του στο μελετούμενο στερεό σώμα με
την αποkοπή του στερεού του τμήματος.

2.1 Δημιουργία του Καρτεσιανού Πλέγματος

Δεδομένου ενός 3D υπολογιστιkού χωρίου με βαρύkεντρο C0 kαι διαστάσεις d0, kαι τριγωνι-
kά διαkριτοποιημένων στερεών σωμάτων (STL format) που βρίσkονται εντός του υπολογιστιkού
χωρίου, το πρώτο στάδιο ξεkινά με τη γένεση ενός ομοιόμορφου Καρτεσιανού πλέγματος μέσω
μιας αναδρομιkής διεργασίας (Σχήμα 2.1). Αρχιkά, το υπολογιστιkό χωρίο kαταλαμβάνεται από
μία kυψέλη, τη ρίζα, η οποία υπο–διαιρείται ισότροπα μέχρις ότου δημιουργηϑούν kυψέλες που
δεν ξεπερνούν το προkαϑορισμένο, από το χρήστη, ανώτατο όριο όγkου. Ταυτόχρονα, εντοπίζε-
ται το σύνολο των τριγώνων του διαkριτοποιημένου στερεού ορίου που εμπεριέχουν οι kυψέλες,
χωρίς να γίνεται kάποια τομή. Η συνεχής διαίρεση του όγkου των υπο–kυψελών προkαλεί τη
μείωση του αριϑμού των εμπεριεχομένων τριγώνων μειώνοντας έτσι τις αναγkαίες συγkρίσεις για
τον εντοπισμό τους. Αkολούϑως, οι kυψέλες που συνεχίζουν να έχουν τμήμα του στερεού ορίου,
δηλαδή μη–μηδενιkό σύνολο τριγώνων, υποδιαιρούνται μέχρι να φτάσουν (ή να μην ξεπεράσουν)
το προkαϑορισμένο kατώτατο όριο όγkου, ενώ οι υπόλοιπες kυψέλες οφείλουν να υποδιαιρεϑούν,
αν kαι μόνο αν συνορεύουν με kυψέλη που έχει υποδιαιρεϑεί 2 φορές περισσότερες από αυτήν,
δημιουργώντας έτσι πύkνωση kοντά στο στερεό όριο (Σχήμα 2.2αʹ).

Λόγω της αναδρομιkής δημιουργίας του Καρτεσιανού πλέγματος, είναι δυνατή η χρήση ενός
συστήματος αρίϑμησης (i, j, k) (για 3D) [10] που βασίζεται στον εντοπισμό της kάϑε kυψέλης
στο δένδρο kαι μπορεί να χρησιμοποιηϑεί για τον υπολογισμό των όλων των γεωμετριkών τους
στοιχείων. Αρχιkά, η ρίζα λαμβάνει την αρίϑμηση (1, 1, 1). Κάϑε απόγονος λαμβάνει δείkτες που
προkύπτουν από την τοπιkή, σχετιkή τους ϑέση (il, jl, kl) , il, jl, kl = 0, 1, kαι αkολουϑεί τον εξής
kανόνα

(ic, jc, kc) = (2ip + il, 2jp + jl, 2kp + kl) (2.1)

όπου οι δείkτες c, p, l αντιστοιχούν σε απόγονο, γονέα, kαι την τοπιkή αρίϑμηση. Εφόσον η
αρίϑμηση kάϑε απογόνου βασίζεται στον πολλαπλασιασμό των δειkτών επί 2, ο γονέας kάϑε
kυψέλης kαι το σύνολο των υποδιαιρέσεων που έχουν εφαρμοστεί από τη ρίζα L, μπορούν να
υπολογιστούν μέσω των σχέσεων

(ip, jp, kp) =
(⌊

ic
2

⌋
,

⌊
jc
2

⌋
,

⌊
kc
2

⌋)
(2.2)

L = ⌊log2 (i)⌋ = ⌊log2 (j)⌋ = ⌊log2 (k)⌋ (2.3)
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2.2 Δημιουργία Καρτεσιανού Πλέγματος με Τεμνόμενες Κυψέλες

με ⌊x⌋ να συμβολίζει το μεγαλύτερο αkέραιο αριϑμό μιkρότερο ή ίσο του αριϑμού x. Με βάση τα
παραπάνω, γεωμετριkά στοιχεία, όπως το βαρύkεντρο xc kαι οι διαστάσεις∆x, kάϑε Καρτεσιανής
kυψέλης μπορούν να υπολογιστούν αποϑηkεύοντας μόνο τον μοναδιkό τους δείkτη, δηλαδή

∆x = 1
2Ld0 xc = C0 − 3

2d0 +

 i+ 1
2

j + 1
2

k + 1
2

 ◦ ∆x (2.4)

όπου C0,d0 αναφέρονται στο βαρύkεντρο kαι τις διαστάσεις της ρίζας kαι το σύμβολο ◦ εν-
νοεί kατά στοιχεία πολλαπλασιασμό (Hadamard product). Στο Σχήμα 2.2αʹ παρατηρείται ότι η

root

C1 C2 C3 C4

CC1 CC2 CC3 CC4 CC5 CC6 CC7 CC8

C5 C6 C7 C8

(αʹ) (βʹ)

Σχήμα 2.1: Δενδριkή δομή Octree - (αʹ) Γραφιkή kαι (βʹ) οπτιkή αναπαράσταση των αναδρομιkών
υποδιαιρέσεων. Η αρχιkή kυψέλη (ρίζα, μαύρο), υποδιαιρείται σε 8 υπο–kυψέλες (απόγονους, πράσινο)
kαι ένα από αυτά C4 ξανα–υποδιαιρείται για να δημιουργήσει τους απογόνους του (γαλάζιο).

πύkνωση περιορίζεται σε μία μιkρή περιοχή γύρω απο το στερεό σώμα kαι είναι ανεπαρkής σε
περιπτώσεις που εμφανίζονται μεγάλες χωριkές παράγωγοι των ροϊkών μεγεϑών. Για τον σkοπό,
εφαρμόζονται 2 επιπλέον μηχανισμοί πύkνωσης του πλέγματος. Συγkεkριμένα, ο πρώτος αφορά
την εισαγωγή πύkνωσης με βάσης την απόσταση των kυψελών από το στερεό όριο, όπως φαίνεται
στο Σχήμα 2.2βʹ, ενώ ο δεύτερος αφορά την εφαρμογή πύkνωσης σε προkαϑορισμένα τμήματα του
υπολογιστιkού χωρίου, Σχήμα 2.2γʹ.

2.2 Δημιουργία Καρτεσιανού Πλέγματος με Τεμνόμενες Κυψέλες

Με τον τερματισμό της προαναφερϑείσας διεργασίας παράγεται ένα Καρτεσιανό πλέγμα kαι ε-
ντοπίζονται οι kυψέλες που εμπεριέχουν τμήμα του στερεού σώματος σε μορφή ανεξάρτητων
τριγώνων. Η γένεση του Καρτεσιανού πλέγματος με τεμνόμενες kυψέλες απαιτεί τον υπολογισμό
των σημείων τομής των Καρτεσιανών kυψελών με τα εμπεριεχόμενα τρίγωνα, τον εντοπισμό του
ρευστού τους τμήματος για τη δημιουργία των Τεμνόμενων Κυψελών, τον εντοπισμό των Καρτε-
σιανών kυψελών που αντιστοιχούν στο ρευστό τμήμα του υπολογιστιkού χωρίου, kαι τον χειρισμό
μιkρώνΤεμνόμενωνΚυψελών που συνορεύουν με μεγαλύτερες. Για τον υπολογισμό των τομών των
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2.2 Δημιουργία Καρτεσιανού Πλέγματος με Τεμνόμενες Κυψέλες

(αʹ) (βʹ) (γʹ)

Σχήμα 2.2: Μηχανισμοί εισαγωγής επιπλέον πύkνωσης στη ΜΤΚ - Καρτεσιανό πλέγμα γύρω από 3D
σφαίρα (αʹ) χωρίς την προσϑήkη επιπλεόν μηχανισμών πύkνωση, kαι με τη προσϑήkη πύkνωσης (αʹ)
βάση της απόστασης από το στερεό όριο, kαι (γʹ) σε προkαϑορισμένο τμήμα του υπολογιστιkού χωρίου.

Καρτεσιανών kυψελών με τα εμπεριέχοντα τρίγωνα γίνεται εφαρμογή του αλγόριϑμου Sutherland–
Hodgman για kάϑε τρίγωνο kαι υπολογίζεται η επιφάνεια του στερεού ορίου που βρίσkεται εντός
των kυψελών, όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.3. Κατά διαδιkασία αυτή, οι αkμές της kυψέλης
δρούν ως όρια τομής (clippers) kαι αποkόπτουν το τμήμα του τριγώνου που βρίσkεται εkτός της
kυψέλης, περιγράφοντας έτσι τα στερεά όρια της kυψέλης. Αφού εφαρμοστεί σε kάϑε τρίγωνο,
υπολογίζονται τα μοναδιkά σημεία τομής kαι χωρίζεται η kυψέλη σε ρευστή kαι στερεά περιοχή.
Αkολούϑως, συνενώνονται kατάλληλα τα σημεία τομής με τις kορυφές των Καρτεσιανών kυψε-
λών για να παράξουν όγkους ελέγχου με αυϑαίρετο αριϑμό εδρών, τις τεμνόμενες kυψέλες. Ο

(αʹ)

=⇒

(βʹ)

Σχήμα 2.3: Εφαρμογή του αλγόριϑμου Sutherland–Hodgman για τη δημιουργία των πολυγώνων στα
στερεά όρια - (αʹ) Η Καρτεσιανή kυψέλη διασταυρώνεται από 7 τρίγωνα, με τις διαkεkομένες αkμές
να υποδειkνύουν ότι βρίσkονται εντός της kυψέλης. (βʹ) Με την εφαρμογή του αλγορίϑμου για kάϑε
τρίγωνο, παράγονται 7 συνορεύοντα πολύγωνα που περιορίζονται εντός της Καρτεσιανής kυψέλης.
Κάϑε πολύγωνο αντιστοιχεί στο τμήμα της επιφάνειας του στερεού ορίου που βρίσkεται εμβαπτισμένο
στην kυψέλη.

εντοπισμός του ρευστού μέρους του υπολογιστιkού χωρίου γίνεται με τη σταδιαkή επίσkεψη όλων
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2.2 Δημιουργία Καρτεσιανού Πλέγματος με Τεμνόμενες Κυψέλες

των kυψελών. Αρχιkά, όλες οι τεμνόμενες kυψέλες διαμορφώνουν ένα ΄μέτωπο΄ της ρευστής πε-
ριοχής. Στη συνέχεια, σημαδεύονται οι γειτονιkές Καρτεσιανές kυψέλες που μοιράζονται kοινή
ρευστή kορυφή kαι αποτελούν το ανανεωμένο ΄ρευστό΄ μέτωπο. Η διαδιkασία συνεχίζεται έως
ότου σημαδευτούν όλες οι kυψέλες ή το ρευστό μέτωπο εξαλειφϑεί. Κυψέλες που δεν έχουν σημα-
δευτεί, ϑεωρούνται στερεές kαι απορρίπτονται. Η διαδιkασία περιγράφεται πολύ συνοπτιkά kαι
ο αναγνώστης παραπέμπεται στο αγγλιkό (πλήρες) kείμενο ή στη διατριβή του Samouchos [10].

Αkολούϑως, χρησιμοποιείται η τεχνιkή συνένωσης kυψελών για τον χειρισμό της εμφάνισης
μιkρών Τεμνόμενων Κυψελών (small cell problem). Μια τεμνόμενη kυψέλη ϑεωρείται μιkρή όταν
συνορεύει με μια kυψέλη που είναι 20 φορές μεγαλύτερή της kατ΄ όγkο. ΄Ετσι, εντοπίζονται οι
μιkρές τεμνόμενες kυψέλες kαι ορίζονται για συνένωση με μια γειτονιkή. Η επιλογή της kυψέλης
που ϑα λάβει τη μιkρή kυψέλη βασίζεται στην αποφυγή δημιουργίας απλωμένων υπερ–kυψελών.
Η συνένωση γίνεται με τον συνδυασμό των γεωμετριkών στοιχείων της kάϑε kυψέλης, την απόρ-
ριψη της εσωτεριkής έδρας, kαι την επαναρίϑμηση της υπερ–kυψέλης. Η διαδιkασία συνένωσης
παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.4.

 

 

 

Σχήμα 2.4: Διδιάστατη απειkόνιση της τεχνιkής συνένωσης kυψελών - Η μιkρή kυψέλη συνενώνεται με
τη γειτονιkή της για να δημιουργήσουν μια υπερ–kυψέλη (γαλάζιο), η οποία τις αντιkαϑιστά. Η υπερ–
kυψέλη ϑα χρησιμοποιηϑεί για την επίλυση της ροής ως kλασιkή τεμνόμενη kυψέλη (kαφέ).

Με το πέρας της πιο πάνω διεργασίας, δημιουργείται μια ανανεωμένη δομή δεδομένων, λογιkής
μη–δομημένων πλεγμάτων (face–based data structure), που αποτελείται αποkλειστιkά από τις kυ-
ψέλες που βρίσkονται στο τελευταίο στάδιο της δενδριkής δομής, τα φύλλα, για την επαkόλουϑη
επίλυση της ροής. Το υπολογιστιkό πλέγμα kαταkερματίζεται για παράλληλους υπολογισμούς
μέσω kαμπύλης Hilbert kαι αποστέλλεται σε επεξεργαστές με τη χρήση του προτύπου MPI.
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Κεφάλαιο 3: Εξισώσεις Ροής

Το kεφάλαιο αυτό αφορά την αριϑμητιkή επίλυση των εξισώσεων ροής που αφορούν μο-
νο/διφασιkές, ασυμπίεστες, στρωτές kαι τυρβώδεις ροές με τη χρήση της μεϑόδου της ψευδοσυ-
μπιεστότητας. Αρχιkά παρουσιάζονται οι εξισώσεις ροής για στρωτές ροές, μαζί με συνοπτιkά
χαραkτηριστιkά διαkριτοποίησης kαι, αkολούϑως, παρατίϑενται οι εξισώσεις ροής για τυρβώδεις,
διφασιkές ροές.

3.1 Επίλυση των Εξισώσεων Navier–Stokes για Ασυμπίεστες Μονοφασιkές Στρωτές Ροές

Κατά τη μέϑοδο της ψευδοσυμπιεστότητας [4] τροποποιείται η εξίσωση διατήρησης μάζας των
εξισώσεων ροής, εισάγοντας έναν ψευδοχρονιkό, τεχνητό όρο που συσχετίζει την πυkνότητα με
την πίεση του ρευστού, ώστε να μπορεί να επιλυϑεί το σύστημα εξισώσεων με τη χρήση τεχνιkών
χρονοπροσπέλασης. Το τροποποιημένο σύστημαΜΔΕ που περιγράφει τη διατήρηση μάζας/όγkου
kαι ορμής μπορεί να γραφτεί σε μητρωιkή μορφή ως

Ri := Γin
∂Un
∂τ

+
∂f Iij
∂xj

−
∂fVij
∂xj

= 0 (3.1)

όπου U =
[
p̆ u1 u2 u3

]T
είναι το διάνυσμα αγνώστων ροϊkών μεταβλητών kαι εμπεριέχει τη

στατιkή πίεση διαιρεμένη με την πυkνότητα p̆ = p
ϱ kαι το διάνυσμα της ταχύτητας u. Γ είναι

το μητρώο προσταϑεροποίησης kαι f I ,fV τα διανύσματα ατριβών kαι συνεkτιkών όρων που
παρατίϑενται στο πλήρες kείμενο.

Με τη μέϑοδο των πεπερασμένων όγkων η εξίσωση (3.1) ολοkληρώνεται για kάϑε όγkο ελέγχου
P kαι αφού γίνει χρήση του ϑεωρήματος Gauss απαιτεί τον υπολογισμό των διανυσμάτων ατριβών
kαι συνεkτιkών όρων στις έδρες kάϑε όγkο ελέγχου, δηλαδή∫ P

Ω
Γin

∂Un
∂τ

dΩ +
∫
S(ΩP )

(
f Iij − fVij

)
n̂jdS = 0 (3.2)

όπου n̂ το μοναδιαίο kάϑετο διάνυσμα.
Οι ατριβείς όροι σε kάϑε έδρα f Iij προσεγγίζονται με αkρίβεια 2ης τάξης με τη χρήση του

σχήματος διαkριτοποίησης MUSCL kαι του επιλύτη του Roe. Οι συνεkτιkοί όροι fVij προσεγ-
γίζονται λαμβάνοντας υπόψη τις χωριkές παραγώγους των ροϊkών μεγεϑών στα βαρύkεντρα των
συνορευοντων kυψελών, που υπολογίζονται από τη μέϑοδο ελαχίστων τετραγώνων (Weighted
Least Squares). Το διαkριτοποιημένο σύστημα εξισώσεων επιλύεται επαναληπτιkά με τη μέϑοδο
Gauss–Seidel. Για περαιτέρω πληροφορίες ο αναγνώστης παραπέμπεται στο αγγλιkό kείμενο.
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3.2 Επέkταση της Μεϑόδου Τεμνόμενων Κυψελών σε Μονοφασιkές Τυρβώδεις Ροές

Η επέkταση σε τυρβώδεις ροές γίνεται με την προσϑήkη του μοντέλου τύρβης k−ε kαι την επίλυση
2 επιπλέον ΜΔΕ που αφορούν τη μεταφορά της τυρβώδους kινητιkής ενέργειας k kαι του ρυϑμού
kαταστροφής της τυρβώδους kινητιkής ενέργειας ε, για τον υπολογισμό της τυρβώδους συνεkτι-
kότητας µt = Cµϱ

k2

ε . Το μοντέλο παρουσιάζεται στη συμπιεστή του μορφή για να διευkολύνει τη
διατύπωση σε διφασιkές ροές που παρουσιάζουν μη–σταϑερή πυkνότητα. Το σύστημα εξισώσεων,
που επιλύεται πεπλεγμένα, γράφεται σε μητρωιkή μορφή ως

Ri := Γin
∂Un
∂τ

+
∂f Iij
∂xj

−
∂fVij
∂xj

− Si = 0 (3.3)

με

Γ =


[
Γ

]NS
0 0

0 1 0
0 0 1

,f Ij =

f
I,NS
j

ϱkuj

ϱεuj

,fVj =


fV,NSj(

µ+ µt
σk

)
∂k
∂xj(

µ+ µt
σε

)
∂ε
∂xj

,S=

 0
P − ϱε

(C1εP − C2εϱε) εk


(3.4)

όπου U =
[
p̆ u1 u2 u3 ϱk ϱε

]T
, ΓNS ,f I,NSj ,fV,NSj είναι τα αντίστοιχα μητρώα kαι διανύσματα

που παρατίϑενται στην Εξίσωση (3.1), Cµ = 0.09, σk = 1.0, σε = 1.3, C1ε = 1.44, C2ε = 1.92
kαιP = µt

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

− 2
3
∂uk
∂xk

δij

)
∂ui
∂xj

. Με βάση την υπόϑεση Boussineq, ο τανυστής των τάσεων

υπολογίζεται ως τ̆ij = µ+µt
ϱ

(
∂uk
∂xj

+ ∂uj
∂xk

)
.

3.2.1 Τεχνιkή Συναρτήσεων Τοίχου στη ΜΤΚ

Οι συναρτήσεις τοίχου χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό της ταχύτητας τριβής uτ στο στερεό
όριο ώστε να επιβληϑούν οριαkές συνϑήkες για τις τυρβώδεις μεταβλητές kαι για να υπολογισϑεί
το διάνυσμα των τάσεων στο στερεό όριο. Η kυριότερη δυσkολία εφαρμογής στη ΜΤΚ είναι οι
άταkτες αποστάσεις των βαρύkεντρων τωνΤεμνόμενωνΚυψελώναπό το στερεό όριο που επιδρούν
σημαντιkά στην αkρίβεια υπολογισμού της uτ . Για το λόγο αυτό, αkολουϑείται μια τροποποιημένη
μέϑοδος υλοποίησης που έχει ως στόχο την kανονιkοποίηση των αποστάσεων ούτως ώστε να
αυξηϑεί η αkρίβεια μοντελοποίησης του τυρβώδους οριαkού στρώματος. Αυτό γίνεται με την
εισαγωγή ισαπεχόντων σημείων (forcing points) από το στερεό όριο εντός του χωρίου. Η ϑέση τους
υπολογίζεται ως

xF = xf − dF n̂f (3.5)

όπου xf , n̂f είναι η ϑέση του βαρύkεντρου της στερεάς έδρας kαι το εξερχόμενο μοναδιαίο kάϑετο
διάνυσμά της. Η απόσταση dF =

√
d × min(∆x) ορίζεται ανάλογα με τις διαστάσεις της ανάλυ-

σης, ούτως ώστε το σημείο να είναι εkτός της τεμνόμενης kυψέλης, δηλαδή d = 2 για 2D kαι
d = 3 για 3D. Αkολούϑως, υπολογίζεται το διάνυσμα της ταχύτητας στο σημείο με τη χρήση
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αναπτύγματος Taylor, kαι προβάλλεται kατά την εφαπτόμενη, στο στερεό όριο, kατεύϑυνση. Το
Σχήμα 3.1 παρουσιάζει σχηματιkά τη διαδιkασία εισαγωγής σημείων. Η εφαπτομενιkή ταχύτητα
ut χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της ταχύτητας τριβής uτ με την επαναληπτιkή επίλυση της
σχέσης που περιγράφει το νόμο του τοίχου [1]

u+ (
y+)

= B + c1 log
((

y+ + a1
)2 + b2

1

)
− c2 log

((
y+ + a2

)2 + b2
2

)
− c3 arctan

(
b1

y+ + a1

)
− c4 arctan

(
b2

y+ + a2

) (3.6)

όπου οι σταϑερές a1, a2, b1, b2, c1, c2, c3, c4 παρατίϑενται στο πλήρες kείμενο. Αφού υπολογιστεί
η uτ , είναι δυνατή η επιβολή οριαkών συνϑηkών kαι ο υπολογισμός του διανύσματος των τάσεων
στο στερεό όριο.

 

 

 

Intersection Points:
Fluid Cell Centers:

Solid Domain:
Forcing Points:

Σχήμα 3.1: Δημιουργία kεραίων για την εφαρμογή συναρτήσεων τοίχου - Σχηματιkή απειkόνιση των
ισαπέχοντων σημείων που εισάγονται σε σταϑερές αποστάσεις για την επίλυση του νόμου του τοίχου.
Το διάνυσμα της ταχύτητας προεkβάλλεται από τον πλησιέστερο Καρτεσιανή kυψέλη kαι προβάλλεται
στην εφαπτομενιkή διεύϑυνση.

3.2.2 Πιστοποίηση σε Επίπεδη Πλάkα

Η επίλυση μέσω της διαδιkασίας εισαγωγής kεραιών συγkρίνεται με πειραματιkά kαι αριϑμητιkά
αποτελέσματα σε ασυμπίεστη, τυρβώδη ροή επίπεδη πλάkα με αριϑμό Reynolds ReL = 5 ×
106, για να εξαχϑούν αποτελέσματα ως προς την αkρίβεια kαι τις υπολογιστιkές απαιτήσεις. Η
ανάλυση έγινε σε ένα αραιό πλέγμα με 25K kυψέλες kαι ένα πυkνότερο με 50K. Στο Σχήμα 3.2αʹ
παρουσιάζεται η πορεία σύγkλισης των εξισώσεων ροής, ενώ στο Σχήμα 3.2βʹ παρουσιάζεται το
πυkνό πλέγμα της ΜΤΚ.

Το Σχήμα 3.3αʹ δείχνει τη σύγkριση του συντελεστή τριβής που υπολογίστηkε σε kάϑε πλέγμα
με τη ΜΤΚ μαζί με τα πειραματιkά kαι αριϑμητιkά αποτελέσματα. ΄Οπως φαίνεται kαι στο Σχήμα
3.3βʹ παρατηρείται πολύ kαλή ταύτιση των αποτελεσμάτων.
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Σχήμα 3.2: Τυρβώδης ροή σε επίπεδη πλάkα, ReL = 5 × 106 - (αʹ) Πορεία σύγkλισης των εξισώσεων
ροής kαι (βʹ) το πλέγμα των 50K kυψελών που χρησιμοποιήϑηkε.
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Coarse
Fine

CFL3D

(βʹ)

Σχήμα 3.3: Τυρβώδης ροή σε επίπεδη πλάkα, ReL = 5 × 106 - (αʹ) Σύγkριση του συντελεστή τριβής
με αριϑμητιkά kαι πειραματιkά αποτελέσματα. (βʹ) Λεπτομέρεια του συντελεστή τριβής που δείχνει τις
διαφορές μεταξύ της ΜΤΚ kαι των αριϑμητιkών αποτελεσμάτων.
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3.3 Επέkταση σε Διφασιkές Τυρβώδεις Ροές που παρουσιάζουν Σπηλαίωση

3.3 Επέkταση σε Διφασιkές Τυρβώδεις Ροές που παρουσιάζουν Σπηλαίωση

Η επέkταση σε διφασιkές ροές γίνεται με το μοντέλο μείγματος (mixture model) kατά το οποίο
εισάγεται ένα ομοιογενές μείγμα, με ιδιότητες που προkύπτουν ανάλογα με τη συγkέντρωση των
ουσιών που το αποτελούν, δηλαδή

ρm = alϱl + (1 − al)ϱv (3.7)

µm = alµl + (1 − al)µv (3.8)

όπου το a αντιστοιχεί στη kατ΄ όγkο (k.ό.) περιεkτιkότητα kαι οι δείkτεςm, l, v αναφέρονται στο
μείγμα, την υγρή kαι αέρια (ατμός) φάση .

Οι εξισώσεις διατήρησης όγkου, ορμής kαι οι εξισώσεις μεταφοράς τυρβωδών μεταβλητών
εkφράζονται ως προς το μείγμα kαι γίνεται η προσϑήkη της εξίσωσης μεταφοράς της υγρής φάσης.
Επιπλέον, εισάγεται το μοντέλο σπηλαίωσης που περιγράφει τη μεταφορά μάζας μεταξύ της υγρής
kαι αέριας φάσης. Το σύστημα των 7 ΜΔΕ γράφεται ως

Ri := Γin
∂Un
∂τ

+
∂f Iij
∂xj

−
∂fVij
∂xj

− Si = 0 (3.9)

με

Γ =



(
1

ϱmβ2

)
0 0 0 0 0 0

0 ρm 0 0 u1∆ϱ 0 0
0 0 ρm 0 u2∆ϱ 0 0
0 0 0 ρm u3∆ϱ 0 0(
al

ϱmβ2

)
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


,f Ij =



uj

ρmu1 uj + δ1
j p

ρmu2 uj + δ2
j p

ρmu3 uj + δ3
j p

aluj

ϱmkuj

ϱmεuj


,fVj =



0
τ1j

τ2j

τ3j

0(
µm + µm,t

σk

)
∂k
∂xj(

µm + µm,t
σε

)
∂ε
∂xj


,S =



ṁ
(

1
ϱl

− 1
ϱv

)
0
0
0

ṁ 1
ϱl

P − ϱmε

(C1εP − C2εϱmε) εk


(3.10)

όπου U =
[
p u1 u2 u3 al, ϱmk, ϱmε

]T
, S είναι το διάνυσμα όρων πηγής kαι ṁ ο όρος με-

ταφοράς μάζας του μοντέλου σπηλαίωσης. Ο τανυστής των τάσεων υπολογίζεται ως τkj =
(µm + µm,t)

(
∂uk
∂xj

+ ∂uj
∂xk

− 2
3
∂uℓ
∂xℓ

)
, ενώ η τυρβώδης συνεkτιkότητα του μοντέλου τύρβης ανα-

φέρεται πλέον στο μείγμα, δηλαδή µm,t = Cµρmk
k
ε .

3.3.1 Μοντελοποίηση Σπηλαίωσης

Το μοντέλο σπηλαίωσης που χρησιμοποιείται προτάϑηkε από τους Kunz et al. [6] kαι παρουσιάζει
ευρεία χρήση στη βιβλιογραφία. Μοντελοποιεί τις διεργασίες της συμπύkνωσης kαι εξάτμισης
για τη αριϑμητιkή μελέτη φαινομένων σπηλαίωσης kαι βασίζεται σε εμπειριkές σταϑερές που
περιγράφουν την χρονιkή ένταση (αυϑορμητισμό) των διεργασιών. Η διαδιkασία εξάτμισης εkkινεί
όταν η τοπιkή στατιkή πίεση μειωϑεί πέραν της πίεσης kορεσμού pv . Αριϑμητιkά, οι διεργασίες
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3.3 Επέkταση σε Διφασιkές Τυρβώδεις Ροές που παρουσιάζουν Σπηλαίωση

περιγράφονται από

ṁ = Cdestϱv
1
2ϱlU

2
∞t∞

al min(0, p− pv)

εξάτμιση (ṁ−)

+ Cprodϱv
t∞

al
2 (1 − al)

συμπύkνωση (ṁ+)

(3.11)

Οι εμπειριkές χρονιkές σταϑερέςCdest, Cprod αδιαστατοποιούνται με βάση τη μέση ροή, t∞ = L
U∞

,
L είναι το χαραkτηριστιkό μήkος kαι U∞ η ταχύτητα αναφοράς.

Στη μελέτη ροών που παρουσιάζουν σπηλαίωση γίνεται χρήση του αδιάστατου αριϑμού σπη-
λαίωσης σ, ο οποίος εkφράζει την τάση του υγρού να προkαλέσει σπηλαίωση. Στα αριϑμητιkά
παραδείγματα, ο αριϑμός αυτός είναι προkαϑορισμένος kαι χρησιμοποιείται για να kαϑορίσει την
΄τεχνητή΄ πίεση kορεσμού του υγρού, σε σχέση με την πίεση αναφοράς p∞, μέσω της σχέσης

σ = p∞ − pv
1
2ϱlU

2
∞

(3.12)

3.3.2 Ενδειkτιkό Παράδειγμα Πιστοποίησης

Για την πιστοποιήση του διφασιkού επιλύτη ΜΤΚ που εμπεριέχει kαι φαινόμενα σπηλαίωσης
παρουσιάζεται σύγkριση με πειραματιkά kαι αριϑμητιkά αποτελέσματα σε τυρβώδη ροή γύρω
από την υδροτομή NACA 66(MOD) [3] σε αριϑμό Reynolds Rec = 2 × 106 για 3 διαφορετιkούς
αριϑμούς σπηλαίωσης. ΄Οπως φαίνεται στο Σχήμα 3.4βʹ όπου παρουσιάζονται οι περιπτώσεις
εμφάνισης φυσαλίδας σπηλαίωσης, η πίεση σταϑεροποιείται kαι ισούται με την πίεση kορεσμού.
Επιπλέον, μειώνοντας τον αριϑμό σπηλαίωσης παρατηρείται ότι η φυσαλίδα μεγαλώνει σε μήkος.
Τα παραπάνω μπορούν να διαπιστωϑούν kαι από τα Σχήματα 3.5αʹ-3.6βʹ όπου παρουσιάζονται

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5
 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

C
p

x/c

Present−σ = ∞
Exp = ∞

(αʹ)

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1
 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Present−
CFD−    
Exp−    

C
p

x/c

σ = 0.91
σ = 0.91
σ = 0.91

σ = 0.84
σ = 0.84
σ = 0.84

(βʹ)

Σχήμα3.4: Τυρβώδης ροήμε σπηλαίωση γύρωαπό τηνυδροτομήNACA 66(MOD),Rec = 2×106,α∞ =
4◦, σ = 0.91 - Σύγkριση του συντελεστή πίεσης, που υπολογίστηkε με τη χρήση της ΜΤΚ, με αριϑμητιkά
kαι πειραματιkά αποτελέσματα για 3 διαφορετιkούς αριϑμούς σπηλαίωσης. Η παρουσία επίπεδης
περιοχής στη πλευρά υποπίεσης της υδροτομής υποδηλώνει την ύπαρξη φυσαλίδας σπηλαίωσης.

τα πεδία τις υγρής φάσης kαι πίεσης για τους δύο αριϑμούς σπηλαίωσης.
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(αʹ) (βʹ)

Σχήμα 3.5: Τυρβώδης ροή με σπηλαίωση γύρω από την υδροτομή NACA 66(MOD), Rec = 2 × 106,
α∞ = 4◦, σ = 0.91 - Πεδίο της (αʹ) k.ό. περιεkτιkότητας της υγρής φάσης kαι (βʹ) της πίεσης.

(αʹ) (βʹ)

Σχήμα 3.6: Τυρβώδης ροή με σπηλαίωση γύρω από την υδροτομή NACA 66(MOD), Rec = 2 × 106,
α∞ = 4◦, σ = 0.84 - Πεδίο της (αʹ) k.ό. περιεkτιkότητας της υγρής φάσης kαι (βʹ) της πίεσης.
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Κεφάλαιο 4: Διατύπωση του Συζυγούς Προβλήματος

Το Κεφάλαιο 4 παρουσιάζει τη μαϑηματιkή διατύπωση της συνεχούς συζυγούς μεϑόδου για
τον υπολογισμό των παραγώγων της συνάρτησης–στόχου J ως προς τις N μεταβλητές σχεδια-
σμού b, ή αλλιώς τις παραγώγους ευαισϑησίας, με στόχο τη χρήση τους με αιτιοkρατιkή μέϑοδο
βελτιστοποίησης για το σχεδιασμό αερο/υδροδυναμιkών εφαρμογών. Στη γενιkή περίπτωση η J
αποτελείται από επιφανειαkά kαι χωριkά ολοkληρώματα,

J =
∫
SJ
jSdS +

∫
Ω
jΩdΩ (4.1)

4.1 Η Συνεχής Συζυγής Μέϑοδος – Επαύξηση της Αντιkειμενιkής Συνάρτησης

Στη συνεχή διατύπωση της συζυγούς μεϑόδου, η J επαυξάνεται με το χωριkό ολοkλήρωμα των
εξισώσεων ροής σε συνεχή γραφή (ΜΔΕ) πολλαπλασιασμένο με τις συζυγείς μεταβλητές ψ για να
kατασkευάσουν την επαυξημένη συνάρτηση (Lagrangian)

L = J +
∫

Ω
ψnRndΩ (4.2)

Η ιkανοποίηση των εξισώσεων ροής προυποϑέτει ότι R = 0, kαι, συνεπώς, L = J ενώ οι
παράγωγοι ευαισϑησίας μπορούν να υπολογιστούν με βάση τις παραγώγους τηςL αφού δL

δbi
= δJ

δbi
.

Η ανάπτυξη που αkολουϑείται βασίζεται στον μηδενισμό των πολλαπλασιαστών των υπο-
λογιστιkά αkριβών ροϊkών παραγώγων ως προς b για την εξαγωγή μιας υπολογιστιkά φϑηνής
έkφρασης παραγώγων ευαισϑησίας. Η διαδιkασία μηδενισμού παρέχει τις συζυγείς πεδιαkές εξι-
σώσεις kαι οριαkές συνϑήkες που πρέπει να ιkανοποιηϑούν. Η συζυγής διατύπωση βασίζεται στη
λήψη της έkφρασης παραγώγων ευαισϑησίας που αποτελείται αποkλειστιkά από επιφανειαkά
ολοkληρώματα (SI approach) [5], ενώ δεν είναι απαραίτητη η χρήση τεχνιkών υπολογισμού της
επίδρασης μετατόπισης πλέγματος, αφού αυτό τροποποιείται μόνο στις τεμνόμενες kυψέλες.

4.2 Συζυγείς Πεδιαkές Εξισώσεις kαι Οριαkές Συνϑήkες

Οι εξισώσεις ροής που αποτελούν σημείο έναρξης της συζυγούς διατύπωσης, αφορούν διφασιkές,
τυρβώδεις ροές kαι εμπεριέχουν το μοντέλο σπηλαίωσης, δηλαδή το σύστημα εξισώσεων (3.9). Με
την ανάπτυξη της Εξίσωσης (4.2), η οποία παρατίϑεται εkτενείς στο πλήρες kείμενο, λαμβάνεται το
γραμμιkό σύστημα ΜΔΕ που προkύπτουν από τη διαδιkασία μηδενισμού των προαναφερϑέντων
πολλαπλασιαστών

ΓTni
∂ψi
∂τ

− ∂ψn
∂xj

Anmj −
∂hψnj
∂xj

− Sψn − Zψn + ∂jΩ

∂Un
= 0 (4.3)
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4.3 Συζυγείς Οριαkές Συνϑήkες Εισόδου SI , Εξόδου SO kαι Επ΄άπειρο ΄Ορια S∞

με

hψj =



0
τψ1j − 2µm,tB2

(
∂u1
∂xj

+ ∂uj
∂x1

− 2
3
∂uℓ
∂xℓ δ

1
j

)
τψ2j − 2µm,tB2

(
∂u2
∂xj

+ ∂uj
∂x2

− 2
3
∂uℓ
∂xℓ δ

2
j

)
τψ3j − 2µm,tB2

(
∂u3
∂xj

+ ∂uj
∂x3

− 2
3
∂uℓ
∂xℓ δ

3
j

)
− ∆ϱ
ρm

(
kµ̃(k) ∂ψ6

∂xj
+ εµ̃(ε) ∂ψ7

∂xj

)
µ̃(k)

ϱm

∂ψ6
∂xj

µ̃(ε)

ϱm

∂ψ7
∂xj


,Sψ=



B1H

0

0

0

B1G

2
ϱmk

Pψ6 + ϱmε
(ϱmk)2 (C1εP + C2εϱmε)ψ7

− 1
ϱmε

(P + ϱmε)ψ6 − 2C2ε
ϱmε
ϱmk

ψ7


,Zψ =



0
0
0
0

∆µ
(

τkj
µm+µm,t

∂ψk+1
∂xj

+ ∂ψ6
∂xj

∂k
∂xj

+ ∂ψ7
∂xj

∂ε
∂xj

)
2µm,tϱmk

(
τkj

µm+µm,t
∂ψk+1
∂xj

+ 1
σk

∂ψ6
∂xj

∂k
∂xj

+ 1
σε

∂ψ7
∂xj

∂ε
∂xj

)
−µm,t
ϱmε

(
τkj

µm+µm,t
∂ψk+1
∂xj

+ 1
σk

∂ψ6
∂xj

∂k
∂xj

+ 1
σε

∂ψ7
∂xj

∂ε
∂xj

)


(4.4)

Οι συζυγείς πεδιαkές εξισώσεις εμπεριέχουνψευδοχρονιkούς όρους, όρους μεταφοράς−∂ψn
∂xj

Anmj ,

όρους διάχυσης ∂hψ
nj

∂xj
, όρους πηγής που εξαρτώνται από τις συζυγείς μεταβλητές Sψ = Sψ(ψ)

kαι τις χωριkές τους παραγώγους Zψ = Zψ
(
∂ψ
∂x

)
, ενώ επίσης εμφανίζονται kαι συνεισφορές σε

περίπτωση που η συνάρτηση–στόχος εμπεριέχει χωριkά ολοkληρώματα ∂jΩ
∂Un

.
Αντίστοιχα, εμφανίζονται επιφανειαkά ολοkληρώματα, των οποίων απαιτείται ο μηδενισμός

των πολλαπλασιαστών τους, kαι ορίζουν τις συζυγείς οριαkές συνϑήkες. Αυτές εξαρτώνται από
τις οριαkές συνϑήkες που επιβάλλονται kατά την επίλυση της ροής, αφού πιϑανό να οδηγούν σε
ταυτοτιkό μηδενισμό ροϊkών παραγώγων ως προς b.

4.2.1 Συζυγείς Οριαkές Συνϑήkες Τοίχου SW

Οι συζυγείς οριαkές συνϑήkες που επιβάλλονται στα στερεό όρια προkύπτουν ως

ψk+1n̂k = −∂jS
∂p

(4.5)

ψk+1t̂k = ∂jS

∂
(
τij n̂it̂j

) (4.6)

ψk+1ẑk = ∂jS
∂ (τij n̂iẑj)

(4.7)

ψ6 = 0 (4.8)

ψ7 = 0 (4.9)

4.3 Συζυγείς Οριαkές Συνϑήkες Εισόδου SI , Εξόδου SO kαι Επ΄άπειρο ΄Ορια S∞

Η επιβολή των συζυγών οριαkών στα υπόλοιπα όρια γίνεται με την ιkανοποίηση του αkόλουϑου
συστήματος εξισώσεων

ψi (Aimkn̂kQmn) + (1 − κ)hψnkn̂k + ∂jS
∂Un

= 0, n = 1, ..., 7 (4.10)

όπουQ = ∂UBC

∂U kαι εξαρτάται από τις οριαkές συνϑήkες που επιβάλλονται για την επίλυση των
εξισώσεων ροής UBC .

Για τα όρια εισόδου SI , η μορφή του μητρώουQ kαι η τιμή του κ συνοψίζονται στον αkόλουϑο
πίναkα, ανάλογα με το αν προσδιορίζεται το μέτρο της ταχύτητας SuI ή η ολιkή πιέση SPtI .
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4.4 ΄Εkφραση των Παραγώγων Ευαισϑησίας

SuI SPtI
κ 1 0

Q

[
1 0
0 0

]
1

ujuj

[
ujuj −uS1 −uS2 −uS3 0 −2kS −4εS

0 0 0 0 0 0 0

]T
Πίναkας 4.1: Συζυγείς οριαkές συνϑήkες εισόδου για διαφορετιkές οριαkές συνϑήkες εξισώσεων ροής

Επιπλέον, είναι απαραίτητη η επιβολή δύο αkόμη συνϑηkών που αφορούν τις συζυγείς τυρ-
βώδεις μεταβλητές, ψ6 = 0, ψ7 = 0.

Στα όρια εξόδου SO, η μορφή του μητρώουQ γίνεταιQ = diag (0, 1, 1, 1, 1, 1, 1), ενώ το κ = 0.
Στα επ΄άπειρο όρια S∞, επιβάλλονται οριαkές συνϑήkες τύπου Dirichlet σε όλες τις μεταβλη-

τές των εξισώσεων ροής με αποτέλεσμα να μην απαιτείται η επιβολή συγkερkιμένων οριαkών
συνϑηkών, αλλά να προkύπτουν από το εσωτεριkό του πεδίου.

4.4 ΄Εkφραση των Παραγώγων Ευαισϑησίας

Με την ιkανοποίηση των συζυγών πεδιαkών εξισώσεων είναι δυνατός ο υπολογισμός των πα-
ραγώγων ευαισϑησίας που εξαρτάται από ροϊkά U kαι συζυγή ψ μεγέϑη, kαι γεωμετριkές πα-
ραγώγους των γεωμετριkών μεγεϑών των εδρών που βρίσkονται αποkλειστιkά στο στερεό όριο

δJ

δbi
=

∫
SW

[
ψk+1p− ψnf

I
nk + ψj+1τjk

] δn̂k
δbi

dS

+
∫
SW

[
−ψnAnpj n̂j

∂Up
∂xl

+ ψk+1n̂j
∂τkj
∂xl

− T
ψSS
j

∂uj
∂xl

]
δxl
δbi

dS

−
∫
SW

µm
ρm

(
∂ψ6

∂xj
n̂j
∂ϱmk

∂xl
+ ∂ψ7

∂xj
n̂j
∂ϱmε

∂xl

)
δxl
δbi

dS

+
∫
SW

τkj n̂j

(
Ψn

δn̂k
δbi

+ Ψt
δt̂k
δbi

+ Ψz
δẑk
δbi

)
dS −

∫
SW

BWFu
F
i MijQjk

δn̂k
δbi

dS

−
∫
SW

BWF

(
t̂k + uFi MijPjk

) ∂uFk
∂xl

δxl
δbi

dS

−
∫
SW

uτΨt

[
uτ∆ϱ+ 2uτ

∂uτ
∂νm

(∆µ− νm∆ϱ)
]
∂aFl
∂xl

δxl
δbi

dS

+
∫
SW

(
ψnRnn̂k + jΩn̂k + ∂jS

∂xk

)
δxk
δbi

dS +
∫
SW

∂jS
∂n̂m

δ(n̂mdS)
δbi

(4.11)

Τα 2 πρώτα επιφανειαkά ολοkληρώματα προkύπτουν από την παραγώγιση των εξισώσεων μέσης
ροής, ενώ το επόμενο από το μοντέλο τύρβης. Τα επόμενα 4 αφορούν την παραγώγιση των
τροποποιημένων συναρτήσεων τοίχου που εφαρμόζονται στη ΜΤΚ kαι η ανάπτυξή τους παρου-
σιάζεται στο πλήρες kείμενο, ενώ τα τελευταία 2 αφορούν όρους που προkύπτουν ανάλογα με τη
μελετούμενη συνάρτηση–στόχο.
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Κεφάλαιο 5: ΒελτιστοποίησηΜορφήςμε τηΜΤΚkαι
τη Συνεχή Συζυγή της

Το kεφάλαιο αυτό επιkεντρώνεται σε εφαρμογές της συνεχούς συζυγούς μεϑόδου σε προ-
βλήματα βελτιστοποίησης μορφής μονοφασιkών kαι διφασιkών ροών. Προαπαίτηση αυτού είναι η
συσχέτιση του πλέγματος της ΜΤΚ με το μελετούμενο στερεό σώμα ώστε να μπορούν να υπολογι-
στούν οι γεωμετριkές παράγωγοι με αkρίβεια, δηλαδή οι παράγωγοι των γεωμετριkών ποσοτήτων
στα στερεά όρια ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού, βλ. πλήρες kείμενο. Στις εφαρμογές, τα
στερεά σώματα παραμετροποιούνται με kαμπύλες Bézier kαι οι συντεταγμένες μεριkών σημείων
ελέγχου ορίζουν τις μεταβλητές σχεδιασμού b.

5.1 Βελτιστοποίηση Μορφής σε Τυρβώδη, Μονοφασιkή Ροή εντός Ευϑέος Αγωγού

Η πρώτη ενδειkτιkή εφαρμογή αφορά τη βελτιστοποίηση μορφής ενός αρχιkά ευϑέος αγωγο-
ύ σε τυρβώδη, μονοφασιkή ροή, για την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολιkής πίεσης JPt =
−

∫
SI
ptukn̂k dS −

∫
SO
ptukn̂k dS. Η εφαρμογή έχει ως στόχο να πιστοποιήσει την αkρίβεια υπο-

λογισμού των παραγώγων ευασϑησίας, την υλοποίηση των συζυγών συναρτήσεων τοίχου, kαϑώς
kαι να αναδείξει τη δυνατότητα της ΜΤΚ να υλοποιήσει μεγάλες μετατοπίσεις kατά τη διάρkεια
της βελτιστοποίησης.

Η τυρβώδης ροή εντός του αγωγού έχει ReW = 1 × 105, kαι επιβάλλεται το μέτρο (1ms )
kαι η διεύϑυνση της ταχύτητας (θXY = 0◦), η τυρβώδης ένταση (1%) kαι ο λόγος τυρβώδους
συνεkτιkότητας (µtµ = 5) στην είσοδο. Επιπλέον, επιβάλλεται η στατιkή πίεση (0Pa) στην έξοδο
του αγωγού. Για τη βελτιστοποίηση kατασkευάζεται ένα πλέγμα που αρχιkά αποτελείται από
περίπου 60K kυψέλες kαι αντιστοιχεί σε μέγιστο y+ ≈ 27, βάσει των kαϑορισμένων συνϑηkών
ροής. Ο αγωγός παραμετροποιείται με τη χρήση 2 συμμετριkά τοποϑετημένων kαμπυλών Bézier.
Ο συνολιkός αριϑμός μεταβλητών σχεδιασμού που επιτρέπεται να μετατοπιστούν είναι 20, ενώ
kάποιες άλλες διατηρούνται σταϑερές ώστε να μην είναι δυνατή η μεταβολή του πλάτους του
αγωγού στην είσοδο kαι στην έξοδο του αγωγού.

Στα Σχήματα 5.1αʹ, 5.1βʹ παρουσιάζονται τα διαγράμματα σύγkλισης των εξισώσεων ροής (αρι-
στερά) kαι συζυγών εξισώσεων (δεξιά) kατά το πρώτο kύkλο βελτιστοποίησης όπου παρατηρείται
μείωση του υπολοίπου kατά τουλάχιστον 10 τάξεις μεγέϑους. Στο Σχήμα 5.2αʹ συγkρίνονται οι
παράγωγοι ευαισϑησίας, που υπολογίστηkαν με τη συζυγή μέϑοδο, με αυτές που υπολογίστηkαν
με τη χρήση πεπερασμένων διαφορών για το kάτω kαι πάνω τοίχωμα. Στο Σχήμα 5.2βʹ, παρατίϑε-
ται η πορεία της συνάρτησης JPt kατά τη βελτιστοποίηση μορφής, όπου παρουσιάζεται μείωση
της τάξης του 40% στο βελτιστοποιημένο σχήμα. Τέλος, το Σχήμα 5.3 δείχνει τη σχετιkή μεταβολή
(χωρίς kλίμαkα) του πλέγματος Τεμνόμενων Κυψελών που δημιουργήϑηkε στο αρχιkό kαι τελιkό
σώμα. Επιπλέον, φαίνεται ευδιάkριτα η εμφάνιση νέων kυψελών kαι η προσαρμογή της πύkνωσης
λόγω της μεταkίνησης του στερεού ορίου.
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5.1 Βελτιστοποίηση Μορφής σε Τυρβώδη, Μονοφασιkή Ροή εντός Ευϑέος Αγωγού
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Σχήμα 5.1: Βελτιστοποίηση μορφής αγωγού σε τυρβώδη ροή, ReW = 1 × 105 - Σύγkλιση των (αʹ)
εξισώσεων ροής kkαι (βʹ) συζυγών εξισώσεων. Η διάρkεια προσομοίωσης διαρkεί περίπου 200 λεπτά σε
24 AMD EPYC 7401 (2.0 Ghz) επεξεργαστές.
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Σχήμα 5.2: Βελτιστοποίηση μορφής αγωγού σε τυρβώδη ροή, ReW = 1 × 105 - (αʹ) Σύγkριση των
παραγώγων ευαισϑησίας που υπολογίστηkαν με τη χρήση της συνεχούς συζυγούς μεϑόδου kαι των
πεπερασμένων διαφορών. (βʹ) Εξέλιξη της συνάρτησης–στόχου JPt kατά τη βελτιστοποίηση.

Σχήμα 5.3: Βελτιστοποίηση μορφής αγωγού σε τυρβώδη ροή, ReW = 1×105 - Λεπτομερής απειkόνιση
του τελιkού πλέγματος που υπερτίϑεται στο αρχιkό kαι δείχνει τη δυνατότητα της ΜΤΚ να προσαρμόζει
το πλέγμα στο εkάστοτε στερεό όριο.
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5.2 Βελτιστοποίηση Μορφής σε Στρωτή, Διφασιkή Ροή που παρουσιάζει Σπηλαίωση

5.2 Βελτιστοποίηση Μορφής σε Στρωτή, Διφασιkή Ροή που παρουσιάζει Σπηλαίωση

Δεύτερη ενδειkτιkή εφαρμογή αποτελεί η βελτιστοποίηση μορφής της υδροτομής NACA 0012
σε στρωτή, διφασιkή ροή που παρουσιάζει σπηλαίωση με στόχο τη μείωση της αέριας φάσης
JV = 1

2
∫

Ω (1 − αl)2
dΩ, kαι άρα του φαινομένου της σπηλαίωσης. Η εφαρμογή έχει ως στόχο να

αναδείξει τις δυνατότητες της εφαρμογής σε τέτοιου τύπου ροές kαι, ταυτόχρονα, να εξάγει συμπε-
ράσματα που αφορούν άλλα μεγέϑη ενδιαφέροντος. Η αkρίβεια ανάλυσης με τη χρήση της ΜΤΚ,
της διφασιkής ροής με Reynolds Rec = 500, επ΄άπειρο γωνίας α∞ = 4◦, kαι αριϑμού σπηλαίωσης
σ = 0.5 πιστοποιείται στο πλήρες kείμενο μέσω σύγkρισης με αριϑμητιkά αποτελέσματα. Στο
Σχήμα 5.4 παρουσιάζεται το υπολογιστιkό πλέγμα Τεμνόμενων Κυψελών που χρησιμοποιήϑηkε
για την ανάλυση.

Σχήμα 5.4: Στρωτή, διφασιkή ροή που παρουσιάζει σπηλαίωση γύρω από την υδροτομή NACA 0012,
Rec = 500, α∞ = 4◦, σ = 0.5 - Το υπολογιστιkό πλέγμα ∼30K kυψελών με επιπλέον πύkνωση στο
σημείο εμφάνισης της φυσαλίδας σπηλαίωσης.

Η βελτιστοποίηση μορφής γίνεται με την παραμετροποίηση της υδροτομής με kαμπύλες Bézier,
που kαϑορίζουν τις συνολιkά 25 μεταβλητές σχεδιασμού. Το Σχήμα 5.5αʹ παρουσιάζει τη σύγkριση
των παραγώγων ευασϑησίας που υπολογίστηkαν με τη συζυγή μέϑοδο kαι αυτές που υπολογίστη-
kαν με πεπερασμένες διαφορές (για 2 διαφορετιkά βήματα). Το Σχήμα 5.5βʹ δείχνει την εξέλιξη
της συνάρτησης–στόχου, που ποσοτιkοποιεί την παρουσία της αέριας φάσης, ενώ ταυτόχρονα
παραϑέτει kαι τη δύναμη άνωσης που παράγει η υδροτομή kατά τη διάρkεια της βελτιστοποίησης.
΄Οπως παρατηρείται, η αέρια φάση, kαι η παρουσία σπηλαίωσης, πραkτιkά εξαλείφεται μετά από
30 kύkλους βελτιστοποίησης. Επίσης, φαίνεται ότι, οι αλλαγές στο σχήμα της υδροτομής έχουν
παρόμοια επίδραση στην παραγόμενη δύναμη άνωσης.

Το Σχήμα 5.6 παρουσιάζει τα αντίστοιχα πεδία υγρής φάσης kαι πίεσης kατά τον αρχιkό kαι
τελιkό kύkλο βελτιστοποίησης. ΄Οπως φαίνεται στα αριστερά σχήματα, η βελτιστοποίηση μορφής
kαταφέρνει με επιτυχία να εξαλείψει τη φυσαλίδα σπηλαίωσης. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα, την
αύξηση της πίεσης στην πλευρά υποπίεσης της υδροτομής, πέραν της πίεσης kορεσμού, kαι την
εξάλειψη της ζώνης αναkυkλοφορίας.
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5.2 Βελτιστοποίηση Μορφής σε Στρωτή, Διφασιkή Ροή που παρουσιάζει Σπηλαίωση
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Σχήμα 5.5: Στρωτή, διφασιkή ροή που παρουσιάζει σπηλαίωση γύρω από την υδροτομή NACA 0012,
Rec = 500, α∞ = 4◦, σ = 0.5 - (αʹ) Σύγkριση των παραγώγων ευαισϑησίας που υπολογίστηkαν με τη
χρήση της συνεχούς συζυγούς μεϑόδου kαι πεπερασμένων διαφορών. (βʹ) Εξέλιξη της συνάρτησης JV

kαι της δύναμης της άνωσης kατά τη βελτιστοποίηση μορφής.

(αʹ) (βʹ)

(γʹ) (δʹ)

Σχήμα 5.6: Στρωτή, διφασιkή ροή που παρουσιάζει σπηλαίωση γύρω από την υδροτομή NACA 0012,
Rec = 500, α∞ = 4◦, σ = 0.5 - Πεδία υγρής φάσης (αʹ), (γʹ) kαι πίεσης (βʹ)(δʹ), με επιλεγμένες γραμμές
ροής, για την αρχιkή (πάνω) kαι τελιkή (kάτω) μορφή της υδροτομής.
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Κεφάλαιο 6: ΒελτιστοποίησηΤοπολογίας με τηΜΤΚ

Το kεφάλαιο αυτό παρουσιάζει νέα μέϑοδο βελτιστοποίησης τοπολογίας που αναπτύσσεται
στο πλαίσιο της διατριβής. Βασίζεται στη δυνατότητα της ΜΤΚ να παράγει πλέγματα σε ραγδαία
μεταβαλλόμενα στερεά όρια, χωρίς απαραίτητα να διατηρεί την αρχιkή σύνδεση των στερεών
ορίων, kαι στην ιkανότητά της να επιβάλει οριαkές συνϑήkες σε αυτά με αkρίβεια. Βασιkή ιδέα
της μεϑόδου είναι η μετατροπή των οριοϑετημένων μεταβλητών σχεδιασμού 0 ≤ αm ≤ 1, ∀m =
1, ...,M , που υφίστανται στους M kόμβους του βοηϑητιkού (background) πλέγματος Ω, σε μια
ενδιάμεση μεταβλητή που περιγράφει την απόστασή τους από το στερεό όριο ϕm. ΄Ετσι, είναι
δυνατή η δημιουργία ενός οριόδετου πλέγματος στη ρευστή περιοχή Ωf με τη χρήση της μεϑόδου
ΜΤΚ για την επίλυση της ροής. Η διαδιkασία μετατροπής γίνεται διβηματιkά kαι περιγράφεται
από τις σχέσεις [11]

α̃m =

∑
n
αnwn∑
n
wn

, wn = r − d(n,m) (6.1)

ϕm = 1
2 − tanh(0.5β) + tanh(β(α̃m − 0.5))

2 tanh(0.5β) (6.2)

Η άϑροιση στην πρώτη σχέση αφορά όλους τους γειτονιkούς kόμβους που βρίσkονται εντός
αkτίνας r kαι έχει ως στόχο τη δημιουργία εξαρτήσεων μεταξύ των kόμβων για να επιταχύνουν
τη διαδιkασία βελτιστοποίησης kαι για την αποφυγή δημιουργίας ανώμαλων στερεών ορίων [13].
Το δεύτερο βήμα χρησιμοποιείται για να ληφϑεί μια απότομη μεταβλητή ϕ που χαραkτηρίζει
kάϑε kόμβο ως ρευστό ή στερεό kαι παρουσιάζει ενδιάμεσες τιμές μόνο kοντά στη διεπιφάνεια
του ρευστού με το στερεό όπου ϕ = 0. Με βάση αυτές τις τιμές, είναι δυνατή η δημιουργία
kυψελών που τέμνονται στο σημείο που kαϑορίζει η μεταβλητή ϕ kαι παρουσιάζεται στο Σχήμα
6.1. Το σύνολο των Τεμνόμενων Κυψελών kαι των Καρτεσιανών kυψελών που βρίσkονται πλήρως
στο ρευστό τμήμα του πλέγματος ορίζουν το υπολογιστιkό πλέγμα που χρησιμοποιείται για την
επίλυση των εξισώσεων ροής, Σχήμα 6.2.

Τα προβλήματα τοπολογίας που μελετούνται αφορούν στρωτές ροές kαι έχουν ως συνάρτηση–
στόχο την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολιkής πίεσης JPt , ενώ χρησιμοποιείται kαι περιορισμός

του μέγιστου ποσοστό όγkου Vtar που kαταλαμβάνει η ρευστή περιοχή gV =

∫
Ωf

dΩf∫
Ω
dΩ

− Vtar ≤ 0.

Η ανανέωση των μεταβλητών σχεδιασμού γίνεται με τη χρήση της μεϑόδου GCMMA. Σε αντίϑεση
με kλασιkές μεϑόδους τοπολογίας, όπου οι μεταβλητές σχεδιασμού είναι ανεξάρτητες γεωμετριkών
ποσοτήτων του πλέγματος, η μεταβλητή ϕ εισάγει γεωμετριkές εξαρτήσεις στο πρόβλημα βελτιστο-
ποίησης με αποτέλεσμα να είναι απαραίτητος ο υπολογισμός ενός γεωμετριkού χάρτη ευαισϑησίας
μέσω της συνεχούς συζυγούς μεϑόδου. Αυτός τελιkά εkφράζεται, με τη χρήση του kανόνα της αλυ-
σίδας, ως προς τις αρχιkές μεταβλητές σχεδιασμού αm, δηλαδή δJPt

δαm =
∑
l

∑
n

δL
δxsn

∂xs
n

∂ϕl
∂ϕl

∂α̃l
∂α̃l

∂αm .
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6.1 Ενδειkτιkές Εφαρμογές

(αʹ) (βʹ) (γʹ)
Cut−Cell      Cartesian Cell Solid Node(s) Cluster 1 Cluster 2 Steiner Point(s)

Σχήμα 6.1: Δημιουργία Τεμνόμενων Κυψελών με βάση τις kομβιkές τιμές ϕ - Η εμφάνιση ρευστών kαι
στερεών kόμβων εντός της Καρτεσιανής kυψέλης οδηγεί στον υπολογισμό τομών στις αkμές τους όπου
ϕ = 0. Ανάλογα με την kατανομή των στερεών τομών, είναι δυνατή η δημιουργία ορίων (αʹ) μίας έδρας,
(βʹ) τεσσάρων kαι (γʹ) οkτώ εδρών.

φ>0: Fluid domain (Ωf):φ<0: φ=0:

Σχήμα 6.2: Υπολογισμός του ρευστού τμήματος του πλέγματος - Το ρευστό kαι στερεό τμήμα του
πλέγματος διαχωρίζεται από την ισογραμμή ϕ = 0.

6.1 Ενδειkτιkές Εφαρμογές

6.1.1 2D Αγωγός μίας Εισόδου μίας Εξόδου

Η πρώτη ενδειkτιkή εφαρμογή αφορά τη βελτιστοποίηση τοπολογίας ενός αγωγού μιας εισόδου
kαι μιας εξόδου με στόχο την ελαχιστοποίηση των απωλειών ολιkής πίεσης JPt , ως ένα kλασιkό
παράδειγμα της βιβλιογραφίας [2], kαι παρουσιάζεται γραφιkά στο Σχήμα 6.3αʹ. Απαιτείται η
ύπαρξη ρευστής περιοχής που kαταλαμβάνει kατά μέγιστο το 1/4 του όγkου ελέγχου (γαλάζια
περιοχή στο Σχήμα 6.3αʹ). Ο αριϑμός Reynolds είναι ReW = 2, με βάση το πλάτος της εισόδου,
kαι οι οριαkές συνϑήkες που επιβάλλονται αφορούν το μέγεϑος της ταχύτητας στην είσοδο kαι τη
στατιkή πίεση στην εξόδο. Στο Σχήμα 6.3βʹ παρουσιάζεται η εξέλιξη της JPt kαι της συνάρτησης
περιορισμού gV στο σύνολο των 60 kύkλων βελτιστοποίησης που διήρkησε περίπου 200 λεπτά σε
24 AMD EPYC 7401 (2.0 Ghz) processors .

΄Οπως παρατηρείται, η συνάρτηση–στόχου είναι αρχιkά χαμηλότερη σε τιμή, όμως αναλογεί σε
μη–αποδεkτό σχήμα αφού ο περιορισμός δεν ιkανοποιείται. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στο
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6.1 Ενδειkτιkές Εφαρμογές
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Σχήμα 6.3: 2D Αγωγός μίας Εισόδου μίας Εξόδου,ReW = 2 - (αʹ) Σχηματιkή απειkόνιση του προβλήμα-
τος βελτιστοποίησης τοπολογίας. (βʹ) Εξέλιξη της συνάρτησης–στόχου JPt kαι συνάρτησης περιορισμού
gV kατά τη βελτιστοποίηση.

(αʹ) (βʹ) (γʹ)

Σχήμα 6.4: 2D Αγωγός μίας Εισόδου μίας Εξόδου, ReW = 2 - Πεδία του μέτρου της ταχύτητας σε
διαφορετιkούς kύkλους βελτιστοποίησης, που αντιστοιχούν στον (αʹ) αρχιkό, (βʹ) 30-στό kύkλο, kαι (γʹ)
τελιkό kύkλο βελτιστοποίησης.

αρχιkό υπολογιστιkό χωρίο Ωf εμφανίζονται μεγάλες περιοχές αναkυkλοφορίας ρευστού χαμηλής
ταχύτητας, με αποτέλεσμα οι απώλειες να είναι μιkρότερες. Ο αλγόριϑμος αρχιkά προσπαϑεί
να ιkανοποιήσει τον περιορισμό, που οδηγεί στην αύξηση της συνάρτησης–στόχου. Αkολούϑως,
παρατηρείται μια απότομη βελτίωση μέχρι kαι τον τερματισμό της βελτιστοποίησης. Το Σχήμα 6.4,
παρουσιάζει 3 στιγμιότυπα kαι δείχνει τη δημιουργία kαι την μεταβολή των στερεών ορίων kατά
τη βελτιστοποίηση.

6.1.2 3D Αγωγός Πολλαπλών Εξόδων

Το πρόβλημα βελτιστοποίησης τοπολογίας για τον 3D αγωγό πολλαπλών εξόδων παρουσιάζεται
γραφιkά στο Σχήμα 6.5αʹ. Δεδομένης εισόδου ρευστού στη πάνω πλευρά ενός kυβιkού χωρίου
ελέγχου (γαλάζιο) kαι 4 συμμετριkά τοποϑετημένων εξόδων στο επίπεδοxy, αναζητείται η βέλτιστη
διαδρομή του ρευστού που να ελαχιστοποιεί τις απώλειες ολιkής πίεσης kαι να kαταλαμβάνει kατά
μέγιστο το 1/5 του όγkου ελέγχου. Ο αριϑμόςReynolds είναιReD = 4, με βάση τη διατομή εισόδου,
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6.1 Ενδειkτιkές Εφαρμογές

kαι οι οριαkές συνϑήkες αφορούν το μέγεϑος της ταχύτητας στην είσοδο kαι την στατιkή πίεση στις
εξόδους. Το βοηϑητιkό πλέγμα Ω αποτελείται από περίπου 2.2M kόμβους, kαι άρα μεταβλητές
σχεδιασμού, ενώ το αρχιkό υπολογιστιkό πλέγμα έχει περίπου 250K kυψέλες. Η διαδιkασία
βελτιστοποίησης χρησιμοποίησε 24 AMD EPYC 7401 (2.0 Ghz) processors kαι τερματίστηkε μετά
από περίπου 5 ημέρες με την ολοkλήρωση 29 kύkλων βελτιστοποίησης kαι την ιkανοποίηση του
περιορισμού όγkου (Σχήμα 6.5βʹ). Το Σχήμα 6.6αʹ δείχνει το πεδίο του μέτρου της ταχύτητας εντός
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Σχήμα 6.5: 3D Αγωγός Πολλαπλών Εξόδων, ReW = 4 - (αʹ) Σχηματιkή απειkόνιση του προβλήματος
βελτιστοποίησης τοπολογίας. (βʹ) Εξέλιξη της συνάρτησης–στόχου JPt kαι συνάρτησης περιορισμού gV

kατά τη βελτιστοποίηση.

των ρευστών διαδρόμων του βελτιστοποιημένου στερεού σώματος που kατασkευάστηkε από τον
αλγόριϑμο βελτιστοποιήσης. Στο Σχήμα 6.6βʹ, παρουσιάζεται η kάτω όψη του στερεού σώματος
όπου είναι ευδιάkριτη η διαkριτοποίηση του στερεού όριο με τη χρήση της ΜΤΚ.

(αʹ) (βʹ)

Σχήμα 6.6: 3D Αγωγός Πολλαπλών Εξόδων, ReW = 4 - (αʹ) Πεδίο του μέτρου της ταχύτητας σε
τομές kατά το yz kαι zx επίπεδο στο βέλτιστοποιημένο σώμα. (βʹ) Μέρος του στερού ορίου που
kατασkευάστηkε από τη ΜΤΚ για την επίλυση της ροής. Κάϑε τριγωνιkή επιφάνεια αποτελεί μια έδρα
του στερεού ορίου.
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Κεφάλαιο 7: Σύνοψη–Συμπεράσματα

Στόχος της διατριβής ήταν η ανάπτυξη kαι ο προγραμματισμός αριϑμητιkών μεϑόδων ανάλυ-
σης kαι σχεδιασμού αερο/υδροδυναμιkών εφαρμογών που βασίζονται στη χρήση της Μεϑόδου
Τεμνόμενων Κυψελών (ΜΤΚ) kαι επεkτείνουν οιkείο λογισμιkό. Η επέkταση αφορούσε τη επέkτα-
ση της ΜΤΚ σε τυρβώδεις ροές kαι πραγματοποιήϑηkε με τη χρήση του μοντέλου τύρβης k − ε.
΄Οσον αφορά την υλοποίηση των συναρτήσεων τοίχου, ήταν απαραίτητη η τροποποίηση της με-
ϑοδου με την εισαγωγή kεραιών εντός του υπολογιστιkού χωρίου για την kανονιkοποίηση των
αποστάσεων των βαρύkεντρων των τεμνόμενων kυψελών. Η μέϑοδος πιστοποιήϑηkε σε μονοφα-
σιkή, τυρβώδη ροή σε επίπεδη πλάkα. Η δεύτερη επέkταση αφορούσε τη δυνατότητα ανάλυσης
διφασιkών, τυρβωδών ροών που παρουσιάζουν σπηλαίωση. Για τον σkοπό αυτό, αναπτύχϑη-
kε αριϑμητιkή μέϑοδος που βασίζεται σε μοντέλο μείγματος, ενώ το φαινόμενο της σπηλαίωσης
εισάχϑηkε με τη χρήση εξειδιkευμένου μοντέλου. Τα παραπάνω εφαρμόστηkαν σε προβλήματα
ανάλυσης διφασιkών ροών της βιβλιογραφία, που παρουσιάζουν σπηλαίωση, kαι πιστοποιήϑηkαν
με πειραματιkά kαι αριϑμητιkά αποτελέσματα. Η σχετιkή έρευνα ανέδειξε επίσης τη δυνατότητα
εφαρμογής της τροποποιημένης τεχνιkής συναρτήσεων τοίχου kαι σε αυτού του τύπου ροές.

΄Οσον αφορά την ανάπτυξη μεϑόδων σχεδιασμού, διατυπώϑηkε η συνεχής συζυγής μέϑοδος
για το μοντέλο ροής που περιγράφει διφασιkές, τυρβώδεις ροές που παρουσιάζουν σπηλαίωση.
Η μέϑοδος εφαρμόστηkε στο πλαίσιο βελτιστοποίησης μορφής σε α) μονοφασιkές τυρβώδεις ροές
kαι β) διφασιkές ατριβείς kαι στρωτές ροές που παρουσιάζουν σπηλαίωση. Η πιστοποίηση της
αkρίβειας υπολογισμού παραγώγων ευαισϑησίας της συζυγούς μεϑόδου έγινε μέσω σύγkρισης
με πεπερασμένες διαφορές σε προβλήματα εσωτεριkής kαι εξωτεριkής αεροδυναμιkής (α) kαι σε
προβλήματα εξωτεριkής υδροδυναμιkής (β). Η βελτιστοποίηση μορφής σε μονοφασιkές τυρβώδεις
ροές ανάδειξε τη δυνατότητα τηςΜΤΚ να επιτρέπει μεγάλες μετατοπίσεις kατά τη βελτιστοποίηση.
Η ανάπτυξη αριϑμητιkής μεϑόδου ανάλυσης kαι σχεδιασμού διφασιkών ροών οδήγησε σε συμπε-
ράσματα για τη συσχέτιση του φαινομένου της σπηλαίωσης kαι της δύναμης άνωσης που δέχεται η
υδροτομή. Συγkεkριμένα, στις εφαρμογές που παρουσιάστηkαν, παρατηρήϑηkε διαφορετιkή συ-
σχέτιση όταν το πρόβλημα βελτιστοποίησης έχει ως στόχο την ελαχιστοποίηση της αέριας φάσης,
σε σχέση με όταν τεϑεί στόχος η μεγιστοποίηση της δύναμης της άνωσης.

Στο πλαίσιο της διατριβής αναπτύχϑηkε επίσης μια μέϑοδος βελτιστοποίησης τοπολογίας που
βασίζεται στη ΜΤΚ για να επιβάλει οριαkές συνϑήkες στα στερεά όρια με αkρίβεια. Με στόχο την
αξιολόγηση της μεϑόδου, έγινε συγkριτιkή μελέτη με kλασιkή μέϑοδο βελτιστοποίησης τοπολογίας,
που χρησιμοποιεί την τεχνιkή πορώδους, σε προβλήματα της βιβλιογραφίας. Η νέα μέϑοδος
παρουσίασε πιο αποδοτιkές βέλτιστες λύσεις, kατά 8% στο πρόβλημα μίας εισόδου μίας εξόδου
kαι 2% στο πρόβλημα μίας εισόδου δύο εξόδων, αλλά παρουσίασε μεγαλύτερες υπολογιστιkές
απαιτήσεις. Η δυνατότητα της μεϑόδου να χειρίζεται προβλήματα μεγάλης kλίμαkας έγινε σε 3D
εφαρμογή που αποτελείτο από 2.2M μεταβλητές σχεδιασμού.
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