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Πρόλογος

Η Κβαντική Θεωρία Πεδίου (Quantum Field Theory) αναπτύχθηκε κατά τη διάρκεια του 20ου αιώνα
και αποτελεί το θεωρητικό πλαίσιο που χρησιμοποιείται για την περιγραφή της φυσικής των Στοιχειώδων

Σωματιδίων, συνδυάζοντας την Κβαντομηχανική και την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας. Χρησιμοποι-

ώντας τον Λαγκρανζιανό φορμαλισμό, η Κβαντική Θεωρία Πεδίου παρέχει μέσω των κανόνων Feynman
υπολογιστικά εργαλεία για τη μελέτη αλληλεπιδράσεων σε διαφορετικές τάξεις της Θεωρίας Διαταραχών,

με σκοπό τον υπολογισμό μεγεθών όπως ο ρυθμός διάσπασης ενός σωματιδίου ή η ενεργός διατομή μιας

αλληλεπίδρασης, τα οποία μπορούν να συγκριθούν με τα αντίστοιχα δεδομένα των πειραμάτων Φυσικής

Υψηλών Ενεργειών.

Κατά τη διάρκεια υπολογισμών σε υψηλότερες τάξεις που περιλαμβάνουν βρόχους εσωτερικών γραμμών,

δηλαδή εικονικών σωματιδίων (virtual particles), προκύπτει ότι οι ορμές αυτών των σωματιδίων δεν είναι
καθορισμένες. Σε αυτά τα διαγράμματα πρέπει να ληφθούν υπόψιν συνεισφορές από όλες τις πιθανές τιμές

των εσωτερικών ορμών, γεγονός το οποίο οδηγεί σε απειρισμό των αντίστοιχων αποτελεσμάτων. Αυτό το

γεγονός αποτέλεσε μια πολύ μεγάλη δυσκολία για την θεμελίωση της Κβαντικής Θεωρίας Πεδίου για πολλά

χρόνια και η μέθοδος αντιμετώπισης αυτών των απειρισμών αναπτύχθηκε αρχικά στα τέλη της δεκαετίας

του 1940 για την Κβαντική Ηλεκτροδυναμική από τους Feynman, Schwinger, Tomanaga, Dyson και
ονομάζεται επανακανονικοποίηση. Σύμφωνα με την επανακανονικοποίηση, οι απειρίες αντιμετωπίζονται

επαναορίζοντας τις αρχικές παραμέτρους της θεωρίας με κατάλληλο τρόπο ώστε να εκφραστεί η θεωρία

συναρτήσει παραμέτρων που είναι πεπερασμένες και συνδέονται με πειραματικά μετρήσιμες ποσότητες. Η

επανακανονικοποίηση της QED σημείωσε αξιοθαύμαστη επιτυχία, παρέχοντας υπολογισμούς υψηλότερων
τάξεων που βρίσκονται σε εκπληκτική συμφωνία με τα πειραματικά δεδομένα, με τον πιο διάσημο να είναι

ο υπολογισμός της μαγνητικής ροπής του ηλεκτρονίου.

Το θέμα αυτής της εργασίας είναι η μελέτη της βαθμωτής θεωρίας ϕ4
και η εισαγωγή στην τεχνική της

επανακανονικοποιήσης, με σκοπό την έκθεση των σημαντικών ιδεών για μια θεωρία που είναι τεχνικά πιο

απλή από αυτές που περιλαμβάνονται στο Καθιερωμένο Πρότυπο. Στα πρώτα κεφάλαια, παρουσιάζεται η

θεμελίωση της Κβαντικής Μηχανικής μέσω του φορμαλισμού των ολοκληρωμάτων διαδρομής και ύστερα

επεκτείνεται στην περίπτωση Κβαντικών Θεωριών Πεδίου, αρχικά για την ελεύθερη περίπτωση και μετά

για την περίπτωση με αλληλεπιδράσεις. ΄Υστερα, παρουσιάζεται η ταξινόμηση των θεωριών ανάλογα με

την επανακανονικοποιησιμότητά τους, γίνεται συστηματική μελέτη της θεωρίας ϕ4
και των διαγραμμάτων

της και εξάγονται τα διαγράμματα που αποκλίνουν σε επίπεδο ενός βρόχου. Στο επόμενο κεφάλαιο,

εφαρμόζονται οι μέθοδοι της εξομάλυνσης και επανακανονικοποιήσης για τα αποκλίνοντα διαγράμματα και

γίνεται μελέτη των διαφορετικών “σχημάτων” επανακανονικοποιήσης. Τέλος, με βάση την πιο σύγχρονη
προσέγγιση του Wilson για τα θέματα της επανακανονικοποιήσης, η οποία βρίσκεται εκτός των στόχων
της εργασίας, γίνεται μια σύντομη αναφορά στον τρόπο με τον οποίο οι σταθερές σύζευξης της θεωρίας

ϕ4
, καθώς και των θεωριών του Καθιερωμένου Προτύπου, εξαρτώνται απ’την ενέργεια του πειράματος

(running couplings), γεγονός που έχει επιβεβαιωθεί από τα δεδομένα των σύγχρονων πειραμάτων.
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1 Ολοκληρώματα διαδρομής στην Κβαντική Μηχανική

Θα ξεκινήσουμε με την μονοδιάστατη περίπτωση ακολουθώντας [1], μελετώντας το πλάτος μετάβασης

μεταξύ δύο θέσεων q′, q′′ ανάμεσα σε δύο χρονικές στιγμές t′, t′′ όπου t′ < t′′, δηλαδή την ποσότητα (σε
μονάδες ℏ = c = 1):

⟨f |i⟩ = ⟨q′′, t′′|q′, t′⟩ (1.1)

Για ένα σύστημα με Χαμιλτονιανή Ĥ, η χρονική εξέλιξη μιας κβαντικής κατάστασης ”γεννιέται” από την
Ĥ και δίνεται από την σχέση:

|q, t⟩ = eiĤt|q⟩ (1.2)

όπου |q⟩ = |q, t = 0⟩. Αντίστοιχα για τον τελεστή της θέσης Q̂ με Q̂|q⟩ = q|q⟩ η χρονική εξέλιξη δίνεται
ως:

ˆQ(t) = eiĤtQe−iĤt
(1.3)

Για να αποκτήσουμε μια κλειστή μορφή για την (1.1), χωρίζουμε το χρονικό διάστημα t′′ − t′ σε N + 1
βήματα διάρκειας δt και για κάθε χρονική στιγμή ti όπου i = 1, ..., N εισάγουμε ένα πλήρες σύνολο

ιδιοκαταστάσεων θέσης |qi, ti − t′⟩ όπου με τον δείκτη i στο q αναφερόμαστε στη θέση της χρονικής
στιγμής ti ως προς την αρχική στιγμή t΄. Συνολικά έχουμε:

⟨q′′, t′′|q′, t′⟩ = ⟨q′′, t′′− t′|
ˆ

dqN |qN , tN − t′⟩⟨qN , tN − t′| ...
ˆ

dq1|q1, t1− t′⟩⟨q1, t1− t′| |q′, t = 0⟩ (1.4)

όπου χρησιμοποιήθηκε η σχέση πληρότητας 1̂ =
´
dqN |qN , tN − t′⟩⟨qN , tN − t′| για τις ιδιοκαταστάσεις

θέσης.

΄Ομως t′′− tN = tN − tN−1 = ... = t2− t1 = t1− t′ = δt, οπότε μπορούμε να γράψουμε για παράδειγμα
χρησιμοποιώντας την (1.2):

⟨qN , tN − t′|qN−1, tN−1 − t′⟩ = ⟨qN |e−iĤ(tN−t′)eiĤ(tN−1−t′)|qN−1⟩ = ⟨qN |e−iĤδt|qN−1⟩ (1.5)

οπότε συνολικά λαμβάνουμε για την (1.1):

⟨q′′, t′′|q′, t′⟩ =
ˆ

dq1...dqN ⟨q′′|e−iĤδt|qN ⟩⟨qN |e−iĤδt|qN−1⟩...⟨q1|e−iĤδt|q′⟩ (1.6)

Σε αυτό το σημείο, θα υποθεσούμε ότι το σύστημα περιγράφεται από μια Χαμιλτονιανή Ĥ της μορφής

Ĥ(P̂ , Q̂) = P̂ 2

2m+V (Q̂). Για να υπολογίσουμε ένα τυχαίο στοιχείο ⟨qN |e−iĤδt|qN−1⟩ θα χρησιμοποιήσουμε
την σχέση Campbell-Baker-Hausdorff:

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1
2
[A,B]+...

(1.7)

οπότε με εφαρμογή για Â = P̂ 2

2mδt, B̂ = V (Q̂)δt και αγνοώντας όρους O(δt2), καθώς στο τέλος θα
πάρουμε δt → 0, έχουμε:

e−iĤδt ≃ e−i P̂
2

2m
δte−iV (Q̂)δt

(1.8)

Για να υπολογίσουμε π.χ. το στοιχείο ⟨q2|e−iĤδt|q1⟩ εισάγουμε ένα πλήρες σύνολο ιδιοκαταστάσεων ορμής
έτσι ώστε να χρησιμοποιήσουμε την σχέση f(P̂ )|p⟩ = f(p)|p⟩ και μαζί με την σχέση V (Q̂)|q⟩ = V (q)|q⟩
έχουμε:

⟨q2|e−i P̂
2

2m
δte−iV (Q̂)δt|q1⟩ =

ˆ
dp1⟨q2|e−i P̂

2

2m
δt|p1⟩⟨p1|e−iV (Q̂)δt|q1⟩ =

ˆ
dp1e

−i
p21
2m

δte−iV (q1)δt⟨q2|p1⟩⟨p1|q1⟩

Καθώς ισχύει η σχέση ⟨q|p⟩ = 1√
2π
eipq (βάση επιπέδων κυμάτων), έχουμε ⟨q2|p1⟩⟨p1|q1⟩ = 1

2πe
ip1(q2−q1)

και ταυτοποιώντας την H(p1, q1) στα εκθετικά της παραπάνω σχέσης, λαμβάνουμε για ένα γενικό στοιχείο:

⟨qj+1|e−iĤδt|qj⟩ ≃
ˆ

dpj
2π

e−iH(pj ,qj)δteipj(qj+1−qj) (1.9)
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Με την εισαγωγή μιας πλήρους βάσης ιδιοκαταστάσεων ορμής |pj⟩, j = 0, ...N σε κάθε χρονικό διάστημα
(0,1,...,Ν) λαμβάνουμε Ν+1 παράγοντες 1/2π επομένως καταλήγουμε στο αποτέλεσμα:

⟨q′′, t′′|q′, t′⟩ = 1

(2π)N+1

ˆ N∏
i=1

dqi

N∏
j=0

dpje
ipj(qj+1−qj)e−iH(pj ,qj)δt (1.10)

Συνδυάζοντας τα γινόμενα εκθετικών και ορίζοντας επίσης q0 = q′, qN+1 = q′′:

ei
∑N

j=0 pj(qj+1−qj) e−i
∑N

j=0 H(pj ,qj)δt = ei
∑N

j=0 pj q̇jδt e−i
∑N

j=0 H(pj ,qj)δt

όπου στον πρώτο όρο χρησιμοποιήθηκε ο ορισμός της παραγώγου. Στο όριο δt → 0 έχουμε:

N∑
j=0

pj q̇jδt →
ˆ t′′

t′
dt p(t)q̇(t),

N∑
j=0

H(pj , qj)δt →
ˆ t′′

t′
dtH(p(t), q(t)) (1.11)

και επίσης: ˆ N∏
i=1

dqi

N∏
j=0

dqj →
ˆ

DqDp (1.12)

Με το Dq συμβολίζουμε την ολοκλήρωση που πραγματοποιείται πανώ σε όλες τις πιθανές διαδρομές στον
χώρο των θέσεων με σταθερά άκρα q′, q′′ όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 1: Πιθανές διαδρομές από την αρχική στην τελική θέση [5]

Αντίστοιχα, με τοDp συμβολίζουμε ολοκλήρωση πάνω σε όλες τις πιθανές διαδρομές στον χωρό ορμών
αλλά και με αυθαίρετες τιμές στα άκρα της διαδρομής, καθώς η αρχή της απροσδιοριστίας για συγκεκρι-

μένες θέσεις q′, q′′ επιβάλλει αβεβαίοτητα στις ορμές. Επομένως συνολικά από τις (1.10),(1.11),(1.12) και
”πετώντας” τους σταθερούς παράγοντες 2π (μπορούν να απορροφηθούν σε κανονικοποίηση), έχουμε:

⟨q′′, t′′|q′, t′⟩ =
ˆ

DqDp ei
´ t′′
t′ dt (p(t)q̇(t)−H(p(t),q(t)))

(1.13)

Χρησιμοποιώντας την Χαμιλτονιανή της μορφής Ĥ(P̂ , Q̂) = P̂ 2

2m +V (Q̂) και πηγαίνοντας ένα βήμα πριν το
τελικό αποτέλεσμα (1.13), μπορούμε να εκτελέσουμε τις ολοκληρώσεις ως προς τα p όπως θα δείξουμε
στη συνέχεια.

Απ΄την σχέση (1.9) χωρίς τους σταθερούς παράγοντες έχουμε:

ˆ
dpje

ipj(qj+1−qj)e−i
p2j
2m

δte−iV (qj)δt = e−iV (qj)δt

ˆ +∞

−∞
dpje

−A
2
p2j+Bpj (1.14)

όπου A = iδt
m , B = i(qj+1 − qj) είναι ποσότητες που δεν εξαρτώνται από το pj . Το παραπάνω είναι ένα

γκαουσιανό ολοκλήρωμα ως προς το pj για το οποίο θα χρησιμοποιήσουμε τη σχέση:

ˆ +∞

−∞
dxe−

A
2
x2+Bx =

√
2π

A
eB

2/2A ⇒ (1.14) = e−iV (qj)δt

√
2πm

iδt
e−

(qj+1−qj)
2

2iδt
m

(1.15)
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Επιπλέον μπορούμε να γράψουμε ότι:

− (qj+1 − qj)
2

2iδt
m =

im

2

(
qj+1 − qj

δt

)2

δt =
i

2
mq̇j

2δt (1.16)

άρα συνολικά λαμβάνουμε για το στοιχείο της (1.14):√
2πm

iδt
ei(

1
2
mq̇j

2−V (qj))δt =

√
2πm

iδt
eiL(qj ,q̇j)δt (1.17)

όπου ταυτοποιήσαμε την Λαγκρανζιανή L = 1
2mq̇2 − V (q) που αντιστοιχεί στην Χαμιλτονιανη που περι-

γράφει το σύστημα μας.

Αγνοώντας τους
(
N+1
2

)
παράγοντες 2πm/iδt που προκύπτουν συνολικά και παίρνοντας το όριο δt → 0:

⟨q′′, t′′|q′, t′⟩ =
ˆ N∏

i=1

dqi e
i
∑N

j=0 L(qj ,q̇j)δt δt→0−−−→
ˆ

Dq ei
´ t′′
t′ dtL(q(t),q̇(t)) =

ˆ
DqeiS (1.18)

όπου S η δράση του συστήματος. Η παραπάνω έκφραση ονομάζεται ολοκλήρωμα διαδρομής (Path Integral)
και εκφράζει το πλάτος μετάβασης ως ολοκλήρωμα πάνω στις πιθανές τροχίες με άκρα |q′, t′⟩ → |q′′, t′′⟩.
Στη συνέχεια μπορούμε να μελετήσουμε ποσότητες που περιλαμβάνουν τελεστές, όπως για παράδειγμα:

⟨q′′, t′′|Q̂(t1)|q′, t′⟩ = ⟨q′′|e−iĤ(t′′−t1)Q̂e−iĤ(t1−t′)|q′⟩ (1.19)

Για τον υπολογισμό εισάγουμε ένα πλήρες σύνολο ιδιοκαταστάσεων θέσης (χρονική στιγμή t1) άρα:

ˆ
dq1⟨q′′|e−iĤ(t′′−t1)|q1⟩⟨q1|Q̂e−iĤ(t1−t′)|q′⟩ =

ˆ +∞

−∞
dq1⟨q′′, t′′|q1, t1⟩q1⟨q1, t1|q′, t′⟩ (1.20)

Σε αυτό το σημείο όμως, μπορούμε να εκφράσουμε τους όρους ⟨q1, t1|q′, t′⟩, ⟨q′′, t′′|q1, t1⟩ ως δύο ολοκλη-
ρώματα διαδρομής, απ΄το q′ μέχρι το q1 και απ΄το q1 μέχρι το q′′, τα οποία μπορούμε να συνδυάσουμε σε
ένα ολοκλήρωμα διαδρομής αφού η (1.20) περιλαμβάνει και ολοκλήρωμα πάνω στο ”ενδιάμεσο” σημείο q1.
Επιπλέον, μπορούμε να γράψουμε q1 → q(t1) αφού ο δείκτης στις θέσεις δηλώνει χρόνο, οπότε συνολικά:

⟨q′′, t′′|Q̂(t1)|q′, t′⟩ =
ˆ

DqDp q(t1)e
iS

(1.21)

΄Οπως θα δούμε και αργότερα, είναι χρήσιμο να μπορούμε να υπολογίζουμε χρονολογικά διατεταγμένα

γινόμενα τελεστών (time ordered products) όπως το ⟨q′′, t′′|T̂ [Q̂(t1)Q̂(t2)]|q′, t′⟩ όπου T̂ είναι ο τελεστής
χρονολογικής διάταξης που ορίζεται απ΄την παρακάτω σχέση, τοποθετώντας τους χρονικά μεταγενέστερους

τελεστές στα αριστερά:

T̂ [Q̂(t1)Q̂(t2)] =

{
Q̂(t1)Q̂(t2) αν t1 ≥ t2
Q̂(t2)Q̂(t1) αν t2 ≥ t1

(1.22)

Στην περίπτωση όπου t1 < t2, παρεμβάλλουμε δύο πλήρη σύνολα ιδιοκαταστάσεων θέσης |q1⟩, |q2⟩ για τις
δύο χρονικές στιγμές ως εξής:

ˆ
dq1dq2⟨q′′|e−iĤ(t′′−t2)|q2⟩⟨q2|Q̂e−iĤ(t2−t1)|q1⟩⟨q1|Q̂e−iĤ(t1−t′)|q′⟩ (1.23)

οπότε δρώντας τους τελεστές Q̂ στα αριστερά και συνδυάζοντας τα τρία ολοκληρώματα διαδρομής προκύπτει
συνολικά: ˆ

DqDp q(t2)q(t1)e
i
´ t′′
t′ dt(p(t)q̇(t)−H(p(t),q(t))

(1.24)

Το ίδιο αποτέλεσμα προκύπτει και στην περίπτωση t2 < t1, επομένως:

⟨q′′, t′′|T̂ [Q̂(t1)Q̂(t2)]|q′, t′⟩ =
ˆ

DqDp q(t1)q(t2)e
iS

(1.25)
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Για τη συνέχεια, θα χρησιμοποιήσουμε την έννοια της συναρτησιακής παραγώγου που ορίζεται ως:

δ

δf(t2)
f(t1) = δ(t1 − t2) (1.26)

την οποία μπορούμε να σκεφτούμε ως την γενίκευση του κανόνα
∂
∂xi

xj = δji σε συνεχείς συναρτήσεις.
Για την συναρτησιακή παράγωγο ισχύουν οι συνηθισμένες ιδιότητες των παραγώγων, τις οποίες θα χρεια-

στούμε στη συνέχεια.

Μπορούμε να τροποποιήσουμε τη δράση του συστήματος προσθέτοντας όρους f(t)q(t) και h(t)p(t)
που αντιστοιχούν σε πηγές ”δύναμης” και ”ορμής ”, καθώς χρησιμοποιώντας τις Χαμιλτονιανές εξισώσεις
κίνησης καταλήγουμε στις σχέσεις:

d

dt
(mq̇ +mh(t)) = −dV

dq
, mq̈ = f(t)− dV

dq
(1.27)

όπου γίνεται φανερός ο ρόλος των h(t), f(t) ως πηγές ορμής και δύναμης αντίστοιχα. Η δράση πλέον
γράφεται ως:

Sf,h =

ˆ t′′

t′
dt (p(t)q̇(t)−H(p, q) + f(t)q(t) + h(t)p(t)) (1.28)

΄Εστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την ποσότητα:

− i
δ

δf(t1)
⟨q′′, t′′|q′, t′⟩f,h = −i

ˆ
DqDp

δ

δf(t1)
eiSf,h (1.29)

τότε έχουμε:

δ

δf(t1)
eiSf,h = eiSf,h

δ

δf(t1)
i

ˆ
dt f(t)q(t) = eiSf,hi

ˆ
dt δ(t− t1)q(t) = eiSf,hiq(t1) (1.30)

Συνδυάζοντας τις (1.29),(1.30) και συγκρίνοντας με την (1.21) καταλήγουμε στη σχέση:

⟨q′′, t′′|Q̂(t1)|q′, t′⟩ =
ˆ

DqDp q(t1)e
iSf,h

∣∣∣∣
f=h=0

= −i
δ

δf(t1)
⟨q′′, t′′|q′, t′⟩f,h

∣∣∣∣
f=h=0

(1.31)

όπου στο τέλος του υπολογισμού μηδενίζουμε τις πηγές για να ανακτήσουμε την έκφραση (1.21).

Την ίδια διαδικασία μπορούμε να κάνουμε και για την εισαγωγή ενός τελεστή ορμής P̂ (t1), όπου με
τον ίδιο τρόπο λαμβάνουμε ότι:

δ

δh(t1)
eiSf,h = eiSf,hip(t1) (1.32)

άρα θα ισχύει και η σχέση:

⟨q′′, t′′|P̂ (t1)|q′, t′⟩ =
ˆ

DqDp p(t1)e
iSf,h

∣∣∣∣
f=h=0

= −i
δ

δh(t1)
⟨q′′, t′′|q′, t′⟩f,h

∣∣∣∣
f=h=0

(1.33)

Επομένως βλέπουμε ότι η χρήση της συναρτησιακής παραγώγου ως προς f(t) ”κατεβάζει” έναν παράγοντα
q(t) ενώ η χρήση της ως προς h(t) ”κατεβάζει” έναν παράγοντα p(t), οπότε συνδυάζοντας τις (1.31),(1.33):

⟨q′′, t′′|T
[
Q̂(t1) ... P̂ (t1) ...

]
|q′, t′⟩ =

(
−i

δ

δf(t1)

)
...

(
−i

δ

δh(t1)

)
... ⟨q′′, t′′|q′, t′⟩f,h

∣∣∣∣
f=h=0

(1.34)

Η παραπάνω σχέση είναι πολύ σημαντική και θα την χρησιμοποιήσουμε κυρίως για εισαγωγές τελεστών

θέσης και της γενίκευσής τους όταν περάσουμε σε θεωρίες πεδίου.

Σε αυτό το σημείο θα κάνουμε μια παρένθεση, καθώς στα προβλήματα σκέδασης που θα μας απα-

σχολήσουν αργότερα δεν θα ενδιαφερόμαστε για ιδιοκαταστάσεις θέσης ως αρχική και τελική κατάσταση.

΄Εστω ότι θέλουμε να θεωρήσουμε ως αρχική και τελική κατάσταση, την βασική (ενεργειακή) κατάστα-

ση του συστήματος, στην περίπτωση όπου t′ → −∞, t′′ → +∞. Για αυτή την περίπτωση μπορούμε να
εφαρμόσουμε ένα ”κόλπο”, τροποποιώντας την Χαμιλτονιανή ως εξής:

Ĥ → (1− iϵ)Ĥ, 0 < ϵ ≪ 1 (1.35)

Θα δείξουμε ότι με αυτή την τροποποίηση, η βασική κατάσταση/κενό εξασφαλίζεται ως αρχική και ως

τελική κατάσταση.
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Για την αρχική κατάσταση, εισάγοντας ένα πλήρες σύνολο ενεργειακών ιδιοκαταστάσεων |n⟩ έχουμε:

lim
t′→−∞

|q′, t′⟩ = lim
t′→−∞

ˆ
dn ei(1−iϵ)Ĥ |n⟩⟨n|q′⟩ = lim

t′→−∞

ˆ
dn eiEnt′eϵEnt′ |n⟩Ψ∗

n(q
′) (1.36)

όπου χρησιμοποιήσαμε την εξίσωση ιδιοτιμών για την Ĥ και την σχέση ⟨q|n⟩ = Ψn(q) ⇒ ⟨n|q⟩ = Ψ∗
n(q).

Ο όρος eϵEnt′ είναι ένας όρος απόσβεσης όταν t′ → −∞, επομένως θεωρώντας ότι E0 < ... < En και

έστω E0 = 0, όλοι οι όροι τείνουν στο 0 εκτός από τον όρο της βασικής κατάστασης ei(1−iϵ)E0t′ = 1 άρα:

lim
t′→−∞

|q′, t′⟩ = Ψ∗
0(q

′)|0⟩ (1.37)

όπου το Ψ∗
0(q

′) μπορεί να απορροφηθεί σε κανονικοποιήσεις. Με τον ίδιο τρόπο, για την τελική κατάσταση
⟨q′′, t′′ → +∞| προκύπτει ένας παράγοντας απόσβεσης e−ϵEnt′′ , επομένως πάλι ”επιβιώνει” μόνο η βασική
κατάσταση ⟨0| και έχουμε:

lim
t′′→+∞

⟨q′′, t′′| = Ψ0(q
′′)⟨0| (1.38)

΄Αρα μπορούμε να γράψουμε για το πλάτος μετάβασης από κενό σε κενό:

⟨0|0⟩f,h =

ˆ
DqDp exp

[
i

ˆ +∞

−∞
dt (pq̇ − (1− iϵ)H(p, q) + fq + hp)

]
(1.39)

αφού όντως με την αντικατάσταση Ĥ → (1 − iϵ)Ĥ εξασφαλίζεται το κενό ως αρχική και τελική κα-
τάσταση όπως είδαμε. Στο τέλος φυσικά θα παίρνουμε ϵ → 0 για να εξασφαλίζεται η ερμιτιανότητα της
Χαμιλτονιανής, που είναι π.χ. προυπόθεση για τη διατήρηση της πιθανότητας στην κβαντομηχανική.

Θα γενικεύσουμε τα παραπάνω συμπεριλαμβάνοντας και αλληλεπιδράσεις. Χωρίζουμε λοιπόν την Χα-

μιλτονιανή σε δύο μέρη, H(p, q) = Hfree(p, q) + Hint(p, q) όπου Hint είναι μια ασθενής αλληλεπίδραση

την οποία θα μπορούμε να θεωρήσουμε ως διαταραχή. Σε αυτή την περίπτωση, μπορούμε να δείξουμε ότι

ισχύει η παρακάτω σχέση (με την τροποποίηση (1− iϵ) να μη γράφεται αλλά να εννοείται):

⟨0|0⟩f,h = e
−i
´+∞
−∞ dt Hint

(
−i δ

δh(t)
,−i δ

δf(t)

) ˆ
DqDp ei

´+∞
−∞ dt (pq̇−Hfree+fq+hp)

(1.40)

όπου στον πρώτο παράγοντα οι παράγωγοι είναι τα ορίσματα στις θέσεις των p, q. Μπορούμε να κατα-
λάβουμε το παραπάνω αναπτύσσοντας τον πρώτο όρο κατά Taylor αφού Hint ≪ 1 (διαταραχή), δηλαδή:(

1− i

ˆ +∞

−∞
dtHint

(
−i

δ

δh(t)
,−i

δ

δf(t)

)
+ ...

) ˆ
DqDp ei

´+∞
−∞ dt (pq̇−Hfree+fq+hp)

=

ˆ
DqDp

(
1− i

ˆ +∞

−∞
dtHint

(
−i

δ

δh(t)
,−i

δ

δf(t)

)
+ ...

)
eiSfree,f,h

όπου βάλαμε τον εξωτερικό παράγοντα μέσα στο ολοκλήρωμα διαδρομής με σκοπό να δράσει πάνω στον

όρο eiSfree,f,h . Για να πειστούμε ότι ισχύει η (1.40), θα αναφερθούμε σε μια συγκεκριμένη μορφή όρων

αλληλεπίδρασης, για παράδειγμα έστω ότι έχουμε όρους ∝ pn, qm όπου n,m θετικοί ακέραιοι. Τότε π.χ
έχουμε ότι:

− i
δ

δh(t)
− i

δ

δh(t)
eiSfree,f,h = − δ2

δ2h(t)
eiS = − δ

δh(t)

(
eiSi

ˆ +∞

−∞
dt′

δ

δh(t)
h(t′)p(t′)

)
= −i

δ

δh(t)

(
p(t)eiS

)
= −ip(t)eiSip(t) = p2(t)eiS

όπου χρησιμοποιήθηκε ο κανόνας της αλυσίδας και η ιδιότητα ολοκλήρωσης της συνάρτησης δ του Dirac.
Γενικά λοιπόν θα έχουμε ότι:

(−1)nin
δn

δnh(t)
eiSfree,f,h = pn(t)eiSfree,f,h (1.41)

(−1)mim
δm

δmf(t)
eiSfree,f,h = qm(t)eiSfree,f,h (1.42)
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΄Αρα, για μια γενική αλληλεπίδραση της μορφής Hint = αpn + βqm + γpkql, χρησιμοποιώντας τις
(1.41),(1.42):(
1− i

ˆ +∞

−∞
dt

[
α

(
−i

δ

δh(t)

)n

+ β

(
−i

δ

δf(t)

)m

+ γ

(
−i

δ

δh(t)

)k (
−i

δ

δf(t)

)l
])ˆ

DqDp eiSfree,f,h

=

ˆ
DqDp

(
1− i

ˆ
dt
[
αpn + βqm + γpkql

]
+ ...

)
eiSfree,f,h =

ˆ
DqDpe−i

´
dt Hint(p,q)eiSfree,f,h

=

ˆ
DqDp exp

[
i

ˆ +∞

−∞
dt (pq̇ −Hfree(p, q)−Hint(p, q) + f(t)q(t) + h(t)p(t))

]
= ⟨0|0⟩f,h

άρα όντως ισχύει η (1.40)

Στην ειδική περίπτωση όπου Hint = Hint(q) και για Hfree που δε περιλαμβάνει δυνάμεις μεγαλύτερες

του p2 ή αναμειξη των p, q στον ίδιο όρο, μπορούμε να γράψουμε τα παραπάνω συναρτήσει της Λαγκραν-
ζιανής, με Lfree = pq̇ −Hfree και Hint = −Lint. ΄Εστω ότι ενδιαφερόμαστε για ποσότητες της μορφής

(1.34) που περιλαμβάνουν μόνο τελεστές Q̂. Τότε θέτουμε h(t) = 0 και έχουμε τα τελικα αποτέλεσματα:

⟨0|0⟩f,h = e
+i
´+∞
−∞ dt Lint

(
−i δ

δf(t)

) ˆ
Dq ei

´+∞
−∞ dt (Lfree(q̇,q)+f(t)q(t))

(1.43)

⟨0|T
[
Q̂(t1) ... Q̂(tn)

]
|0⟩ =

(
−i

δ

δf(t1)

)
...

(
−i

δ

δf(tn)

)
⟨0|0⟩f

∣∣∣∣
f=0

(1.44)

Οι γενικεύσεις των παραπάνω σχέσεων για θεωρίες πεδίου θα αποδειχθούν πολύ χρήσιμες στη συνέχεια,

κατά τον υπολογισμό ποσοτήτων που υπεισέρχονται στη σκέδαση.

Εφαρμογή στον αρμονικό ταλαντωτή

Θα κάνουμε μια εφαρμογή υπολογισμού του ολοκληρώματος διαδρομής στο σύστημα του αρμονικού ταλα-

ντωτή μάζας m και κυκλικής συχνότητας ω [1], που αντιστοιχεί στην Λαγκρανζιανή:

L =
1

2
mq̇2 − 1

2
mω2q2 (1.45)

Για να εξασφαλίσουμε την εμφάνιση της βασικής κατάστασης του αρμονικού ταλαντωτή |0⟩ ως αρχική και
τελική κατάσταση, χρησιμοποιούμε την τροποποιημένη Χαμιλτονιανή:

Ĥ → (1− iϵ)Ĥ =
p̂2

2

(1− iϵ)

m
+

1

2
mω2(1− iϵ)q̂2 ≃ p̂2

2m(1 + iϵ)
+

1

2
mω2(1− iϵ)q̂2 (1.46)

αφού
(1−iϵ)

m = 1+ϵ2

m(1+iϵ) ≃
1

m(1+iϵ) καθώς ϵ → 0+ και αγνοήσαμε όρους ∝ ϵ2. ΄Αρα απ΄την (1.46):

m → (1 + iϵ)m, mω2 → (1− iϵ)mω2
(1.47)

και χρησιμοποιούμε τις ίδιες τροποποιήσεις και στην Λαγκρανζιανή της (1.45). Οπότε για μάζα m = 1:

L =
1

2
(1 + iϵ)q̇2 − 1

2
ω2(1− iϵ)q2 (1.48)

άρα για το πλάτος μετάβασης από την αρχική |0⟩ στην τελική ⟨0| υπό την επίδραση δύναμης f(t)θα έχουμε:

⟨0|0⟩f =

ˆ
DqeiSf =

ˆ
Dq exp

[
i

ˆ +∞

−∞
dt

(
(1 + iϵ)

2
q̇2 − ω2(1− iϵ)

2
q2 + f(t)q(t)

)]
(1.49)
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Για την δράση έχουμε, εκτελώντας παραγοντική ολοκλήρωση για τον πρώτο όρο και θεωρώντας ότι

για t → ±∞, q̇ → 0:

ˆ
dt

(
1

2
(1 + iϵ)

(
dq

dt

)2

− 1

2
ω2(1− iϵ)q2 + fq

)

=
1

2
(1 + iϵ)q

dq

dt

∣∣∣∣+∞

−∞
+

ˆ
dt

(
−1

2
(1 + iϵ)q

d2q

dt2
− 1

2
ω2(1− iϵ)q2 + fq

)
=

1

2

ˆ
dt

[
−(1 + iϵ)q

d2q

dt2
− (1− iϵ)ω2q2 + fq + fq

]
όπου γράψαμε την ταυτολογία fq = 1

2fq+
1
2fq γιατί θα φανεί χρήσιμη στην συνέχεια. Σε αυτό το σημείο

θα χρησιμοποιήσουμε τους μετασχηματισμούς Fourier των q και f, με τον χρόνο να αντικαθίσταται από
την συζυγή μεταβλητή της ενέργειας Ε:

q(t) =

ˆ
dE

2π
e−iEtq̃(E), f(t) =

ˆ
dE

2π
e−iEtf̃(E) (1.50)

οπότε αντικαθιστώντας και εκτελώντας την παραγώγιση στον πρώτο όρο:

1

2

ˆ
dt

ˆ
dE

2π

dE′

2π
e−i(E+E′)t

[
(1 + iϵ)(−iE)2q̃(E)q̃(E′)− (1− iϵ)ω2q̃(E)q̃(E′) + f̃(E)q̃(E′) + f̃(E′)q̃(E)

]
=

1

2

ˆ
dE

2π

[
(1 + iϵ)E2q̃(E)q̃(−E)− (1− iϵ)ω2q̃(E)q̃(−E) + f̃(E)q̃(−E) + f̃(−E)q̃(E)

]
όπου χρησιμοποιήθηκε ο ”ορισμός” της συνάρτησης δ του Dirac δ(E+E′) =

´
dt
2πe

−i(E+E′)t
με την οποία

εκτελούμε την ολοκλήρωση ως προς t επιβάλλοντας E′ = −E. Καθώς E,ω > 0 και ϵ → 0+ μπορούμε να
επαναορίσουμε την παράμετρο ϵ απορροφώντας τις υπόλοιπες σταθέρες και λαμβάνουμε:

1

2

ˆ
dE

2π

[
q̃(E)

(
E2 − ω2 + iϵ

)
q̃(−E) + f̃(E)q̃(−E) + f̃(−E)q̃(E)

]
(1.51)

όπου ο πρώτος παράγοντας αντιστοιχεί στο ελεύθερο κομμάτι συνολικά. Μπορούμε να προσθαφαιρέσουμε

την ποσότητα
1
2

´
dE
2π f̃(E) 1

E2−ω2+iϵ
f̃(−E) και παραγοντοποιώντας:

iS = i

ˆ
dE

2π

[(
q̃(E) +

f̃(E)

E2 − ω2 + iϵ

)
1

2

(
E2 − ω2 + iϵ

)(
q̃(−E) +

f(−E)

E2 − ω2 + iϵ

)]

− i

2

ˆ
dE

2π
f̃(E)

1

E2 − ω2 + iϵ
f̃(−E)

Σε αυτό το σημείο μπορούμε να κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής χ̃(E) = q̃(E)+ f̃(E)
E2−ω2+iϵ

και αντίστοιχα

να αλλάξουμε το μέτρο ολοκλήρωσης Dq → Dχ, αφού ο δεύτερος παράγοντας είναι απλά μια σταθερά ως
προς τα q. Επομένως λαμβάνουμε έναν παράγοντα:

ˆ
Dχ e

i
2

´
dE
2π

χ̃(E)(E2−ω2+iϵ)χ̃(−E)
(1.52)

ο οποίος είναι ίσος με το ελέθερο κομμάτι όπως στην σχέση (1.51). Καθώς χωρίς την επίδραση εξωτερικής

δύναμης αναμένουμε η βασική κατάσταση να μην αλλάξει, μπορούμε να κανονικοποιήσουμε τον όρο (1.52)

στη μονάδα, δηλαδή ⟨0|0⟩ = 1, οπότε τελικά:

⟨0|0⟩f = exp

[
− i

2

ˆ
dE

2π
f̃(E)

1

E2 − ω2 + iϵ
f̃(−E)

]
(1.53)

Χρησιμοποιώντας τους αντίστροφους μετασχηματισμούς Fourier:

f̃(E) =

ˆ
dt eiEt′f(t), f̃(−E) =

ˆ
dt′ e−iEtf(t) (1.54)
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εχουμε ότι:

⟨0|0⟩f = exp

[
i

2

ˆ
dtdt′ f(t)

(ˆ
−dE

2π

e−iE(t−t′)

E2 − ω2 + iϵ

)
f(t′)

]
(1.55)

Ορίζοντας G(t− t′) = −
∞́

−∞

dE
2π

e−iE(t−t′)

E2−ω2+iϵ
, λαμβάνουμε την τελική μορφή για το πλάτος μετάβασης ⟨0|0⟩f :

⟨0|0⟩f = exp

[
i

2

ˆ
dt dt′ f(t)G(t− t′)f(t′)

]
(1.56)

Μπορούμε να δείξουμε ότι η G(t−t′) είναι η συνάρτηση Green για την εξίσωση κίνησης του ταλαντωτή,
δηλαδή είναι λύση της εξίσωσης: (

∂2

∂t2
+ ω2

)
G(t− t′) = δ(t− t′) (1.57)

Για να το δείξουμε, έχουμε ότι:

(
∂2

∂t2
+ ω2

)
G(t− t′) = −

ˆ
dE

2π

(
∂2

∂t2
+ ω2

)
e−iE(t−t′)

E2 − ω2 + iϵ

= −
ˆ

dE

2π

−E2 + ω2

E2 − ω2 + iϵ
e−iE(t−t′) = −

ˆ
dE

2π
(−1)e−iE(t−t′) =

ˆ
dE

2π
e−iE(t−t′) = δ(t− t′)

όπου στις τελευταίες ισότητες χρησιμοποιήσαμε ότι ϵ → 0+ καθώς και τον ορισμός της συνάρτησης δ.
Το ολοκλήρωμα της G(t− t′) μπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά χρησιμοποιώντας μιγαδικά επικαμπύλια

ολοκληρώματα και το θεώρημα υπολοίπων. Σύμφωνα με το θεώρημα υπολοίπων (χωρίς να αναφερθούμε

σε αυστηρές προυποθέσεις), το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα μιας μιγαδικής συνάρτησης f(z) n πόλων ak πάνω
σε μια κλειστή, θετικά προσανατολισμένη καμπύλη γ (δηλαδή με φορά ώστε το εσωτερικό της να βρίσκεται
αριστερά της) που περιέχει τους πόλους της είναι ίσο με:

˛

γ

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f, aκ) (1.58)

Για αρνητικά προσανατολισμένη καμπύλη, ισχύει η (1.58) αλλά με αντίθετο πρόσημο.

Η συνάρτηση f(E) = e−iE(t−t′)

E2−ω2+iϵ
έχει δύο πόλους, εκεί όπου E2 = ω2−iϵ. Αγνοώντας όρους ανάλογους

του ϵ2 και θεωρώντας το Ε ως μιγαδική μεταβλήτη (z) ώστε να εκτελέσουμε το ολοκλήρωμα, μπορούμε να
γράψουμε ότι οι πόλοι θα είναι E = ω− iϵ και E = −ω+ iϵ. Μπορούμε να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα
της G(t− t′) γράφοντας το ως όριο κάποιων ολοκληρωμάτων καμπύλης που περιέχουν τους δύο πόλους,
όπως φαίνεται στο σχήμα 2 που θα εξήγήσουμε στη συνέχεια.

Χωρίς να αναφερθούμε σε λεπτομέρειες, δίνουμε ότι τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα στους δύο πόλους

υπολογίζονται ως (για ϵ → 0):

2πiRes(f(E), ω − iϵ) = 2πi

[
e−iE(t−t′)

E − (−ω + iϵ)

]
E=ω−iϵ

= πi
e−iω(t−t′)

ω
(1.59)

2πiRes(f(E),−ω + iϵ) = 2πi

[
e−iE(t−t′)

E − (ω − iϵ)

]
E=−ω+iϵ

= πi
e+iω(t−t′)

−ω
(1.60)

Θεωρούμε μια ημικυκλική καμπύλη C με βάση C1 και ημικυκλικό τόξο C2 ακτίνας R, όπως μία από τις
δύο καμπύλες του σχήματος 2 (το τελικό αποτέλεσμα θα εμφανιστεί οταν R → ∞). Τότε ισχύει:

˛

C

f(z)dz =

ˆ

C1

f(z)dz +

ˆ

C2

f(z)dz (1.61)
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Σχήμα 2: Ολοκληρώματα πάνω σε ημικύκλια που περιέχουν τους πόλους [2]

Το πρώτος μέλος της παραπάνω σχέσης υπολογίζεται από την (1.58). Θα μελετήσουμε δύο περιπτώσεις,

για t− t′ > 0 και t− t′ < 0 [6].
Για t − t′ < 0, ας μελετήσουμε το ολοκλήρωμα πάνω στο ημικύκλιο C2. Μπορούμε να παραμετρο-

ποιήσουμε τη μεταβλητή ολοκλήρωσης z ως z = |R|eiθ = |R|(cosθ + isinθ) οπότε ο εκθέτης γίνεται
e−iz(t−t′) = esinθ|R|(t−t′)e−i|R|cosθ(t−t′)

. Παρατηρούμε ότι το ολοκλήρωμα πάνω στην C1 εκτελείται πάνω

στον πραγματικό άξονα, οπότε για |R| → ∞ μας δίνει το ολοκλήρωμα που θέλουμε να υπολογίσουμε.

Μπορούμε να δούμε ότι, αφού t − t′ < 0 και το sinθ είναι φραγμένο από τη μονάδα, όταν |R| → ∞ ο

παράγοντας esinθ|R|(t−t′) → 0 για 0 < θ < π, οπότε επιλέγουμε να κλείσουμε την καμπύλη με το πάνω
ημικύκλιο, καθώς για το κάτω ημικύκλιο −π < θ < 0 το ολοκλήρωμα αποκλίνει εκθετικά για |R| → ∞.
Αυτή η ιδιότητα είναι γνωστή και πιο γενικά ως λήμμα του Jordan. ΄Αρα για 0 < θ < π το ολοκλήρωμα
πάνω στην C2 μηδενίζεται και η αριστερή πλευρά της (1.61) υπολογίζεται συμπεριλαμβάνοντας μόνο τον

πόλο με Im > 0, οπότε με χρήση της (1.59) παίρνουμε:

−
∞̂

−∞

dE

2π

e−iE(t−t′)

E2 − ω2 + iϵ
=

2πi

2π
Res(f(E),−ω + iϵ) =

i

2ω
e+iω(t−t′)

(1.62)

Για t − t′ > 0, ο παράγοντας esinθ|R|(t−t′)
τείνει στο 0 για |R| → ∞ αν −π < θ < 0 (και αντίστοιχα

απειρίζεται για 0 > θ < π), οπότε κλείνουμε την καμπύλη με το κάτω ημικύκλιο και υπολογίζουμε το
ολοκλήρωμα συμπεριλαμβάνοντας μόνο τον πόλο με Im < 0. Σε αυτή την περίπτωση η καμπύλη είναι
αρνητικά προσανατολισμένη, οπότε ισχύει η (1.58) αλλά με ένα έξτρα μείον πρόσημο. ΄Αρα σύμφωνα με

αυτό και την σχέση (1.60):

−
∞̂

−∞

dE

2π

e−iE(t−t′)

E2 − ω2 + iϵ
=

2πi

2π
Res(f(E), ω − iϵ) =

i

2ω
e−iω(t−t′)

(1.63)

΄Αρα, συνοψίζοντας τις περιπτώσεις t − t′ < 0 και t − t′ > 0, από τις σχέσεις (1.63),(1.64) έχουμε την
τελική έκφραση:

G(t− t′) =
i

2ω
e−iω|t−t′|

(1.64)

Απ΄την παραπάνω έκφραση είναι φανερό ότι G(t− t′) = G(t′ − t)
Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την σχέση (1.44) για να υπολογίσουμε χρονολογικά γινόμενα τελε-

στών θέσης, π.χ. έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την περίπτωση όπου εισάγουμε δύο τελεστές. Τότε,

χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας και την σχέση (1.56):

⟨0|T [q̂(t1) q̂(t2)] |0⟩ =
1

i

δ

δf(t1)

1

i

δ

δf(t2)
⟨0|0⟩

∣∣∣∣
f=0

=
1

i

δ

δf(t1)
e

i
2

´
dtdt′ f(t)G(t−t′)f(t′)

[
1

2

ˆ
dtdt′

δf(t)

δf(t2)
G(t− t′)f(t′) +

1

2

ˆ
dtdt′f(t)G(t− t′)

δf(t′)

δf(t2)

]
f=0
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και χρησιμοποιώντας τον ορισμό (1.26) μπορούμε να ολοκληρώσουμε ως προς t ή t΄ οπότε έχουμε:

1

i

δ

δf(t1)
e...
[
1

2

ˆ
dt′ G(t2 − t′)f(t′) +

1

2

ˆ
dt f(t)G(t− t2)

]
f=0

όπου για συντομία τα ... συμβολίζουν την (1.56). Η δεύτερη συναρτησιακή παράγωγος είτε θα δράσει

στο εκθετικό, κατεβάζοντας και άλλους όρους με ολοκληρώματα που περιέχουν πηγές f(t), είτε θα δράσει
στον όρο που περιέχει μια πήγη πλέον. Καθώς f → 0 στο τέλος, το πρώτο είδος όρων θα μηδενιστεί,
καθώς θα περιέχει τουλάχιστον μια πηγή. Οπότε θα έχουμε:

1

i
e...
[
1

2

ˆ
dt′ G(t2 − t′)δ(t′ − t1) +

1

2

ˆ
dt δ(t− t1)G(t− t2)

]
+ ∝

ˆ
... f(t) (1.65)

και μπορούμε μέσω των συναρτήσεων δ να εκτελέσουμε τις ολοκληρώσεις. Οπότε παίρνοντας f = 0 και
χρησιμοποιώντας την ιδιότητα G(t− t′) = G(t′ − t) που αναφέρθηκε παραπάνω:

⟨0|T [q̂(t1) q̂(t2)] |0⟩ =
1

i

[
1

2
G(t2 − t1) +

1

2
G(t1 − t2)

]
=

1

i
G(t1 − t2) (1.66)

Το παραπάνω μπορεί να γενικευτεί και για περισσότερους τελεστές, όπως στις θεωρίες πεδίου που θα

μελετήσουμε, όπου θα συναντήσουμε την ίδια σχέση και την γενίκευσή της, η οποία οδηγεί στο θεωρήμα

του Wick όπως θα δούμε.
Ως τελευταία εφαρμογή στο σύστημα του αρμονικού ταλαντωτή, μπορούμε να υπολογίσουμε την πι-

θανότητα |⟨0|0⟩f |2 ο ταλαντωτής να παραμείνει στην βασική του κατάσταση |0⟩ υπό την επίδραση της
εξωτερικής δύναμης f(t). Απ΄την σχέση (1.55) και χρησιμοποιώντας τους παρακάτω μετασχηματισμούς
Fourier:

f̃(E) =

+∞ˆ

−∞

dt eiEtf(t), f̃(−E) =

+∞ˆ

−∞

dt e−iEtf(t), (1.67)

έχουμε ότι:

⟨0|0⟩f = exp

[
− i

2

ˆ
dE

2π

f̃(E)f̃(−E)

E2 − ω2 + iϵ

]
(1.68)

Απ΄την (1.67) παρατηρούμε ότι f̃∗(E) = f̃(−E) άρα f̃∗(E)f̃(−E) = |f̃(E)|2. Γράφοντας τον εκθέτη της
(1.68) ως i(a+ ib) για την πιθανότητα θα έχουμε ότι:

|⟨0|0⟩f |2 = eia−be−ia−b = e−2b
(1.69)

όπου το b δίνεται από τη σχέση:

b = Im

(
−1

2

ˆ
dE

2π

1

E2 − ω2 + iϵ

)
= Im

(ˆ
dE

2π

ω2 − E2 + iϵ

(ω2 − E2)2 + ϵ2

)
=

ˆ
dE

4π

ϵ

(ω2 − E2)2 + ϵ2
(1.70)

Καθώς ϵ → 0, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ”αναπαράσταση” της συνάρτησης δ:

lim
ϵ→0

ϵ

ω2 − E2 + ϵ2
= πδ(E2 − ω2) (1.71)

καθώς για E2 ̸= ω2
η ποσότητα τείνει στο 0, ενώ για E2 = ω2

η ποσότητα απειρίζεται. Αναφέρουμε ότι η

σταθερά αναλογίας π μπορεί να προσδιοριστεί με μιγαδική επικαμπύλια ολοκλήρωση και το θεώρημα των
υπολοίπων. Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ιδιότητα της συνάρτησης δ:

δ(y(x)) =
∑
i

δ(x− ρi)

|y′(ρi)|
(1.72)

όπου ρi οι ρίζες της y(x). ΄Αρα η (1.71) γίνεται:

δ(ω2 − E2) =
δ(E − ω)

|2E|
+

δ(E + ω)

|2E|
(1.73)

14



Επομένως από τις (1.69)-(1.73) έχουμε:

|⟨0|0⟩f |2 = exp

[
−1

2

ˆ
dE |f̃(E)|2

(
δ(E − ω)

|2E|
+

δ(E + ω)

|2E|

)]
= exp

[
−|f̃(ω)|2

4ω
− |f̃(−ω)|2

4ω

]
(1.74)

και χρησιμοποιώντας ότι |f̃(−ω)|2 = f̃(−ω)f̃∗(−ω) = f̃∗(ω)f̃(ω) = |f̃(ω)|2 , λαμβάνουμε για την πιθα-
νότητα ο ταλαντωτής να παραμείνει στην βασική κατάσταση υπό την επίδραση δύναμης f(t):

|⟨0|0⟩f |2 = exp

[
−2

|f̃(ω)|2

4ω

]
= exp

[
−|f̃(ω)|2

2ω

]
(1.75)

όπου f̃(ω) είναι ο μετασχηματισμός Fourier της πηγής f(t).
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2 Ολοκληρώματα διαδρομής σε Σχετικιστικές Θεωρίες Πεδίου

Στη συνέχεια θα περάσουμε στη μελέτη σχετικιστικών θεωριών πεδίου, ξεκινώντας από την ελέυθερη

περίπτωση για βαθμωτά πεδία (spin 0) που υπακούουν την εξίσωση Klein Gordon
(
∂µ∂

µ +m2
)
ϕ(x) = 0.

Η Λαγκρανζιανή πυκνότητα που οδηγεί στην παραπάνω εξίσωση μέσω των εξισώσεων Euler−Lagrange
είναι η:

Lscalar
free =

1

2
∂µϕ ∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 =

1

2
ϕ̇2 − 1

2
(∇ϕ)2 − 1

2
m2ϕ2

(2.1)

η οποία συνδέεται με την Λαγκρανζιανή μέσω της σχέσης L =
´
d3xL. Κατά αντιστοιχία με την κανονική

ορμή p = ∂L
∂q̇ για την θέση q, έχουμε για την κανονική ορμή που αντιστοιχεί στο πεδίο φ:

Π(x) =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ (2.2)

οπότε λαμβάνουμε για την Χαμιλτονιανή πυκνότητα:

H = Π(x)ϕ̇(x)− L = ϕ̇2 − 1

2
ϕ̇2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
m2ϕ2 =

1

2
Π2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
m2ϕ2

(2.3)

΄Οπως και η Χαμιλτονιανή H = P̂ 2

2m + V (Q̂) διαχωρίζει τα p από τα q, η H της (2.3) διαχωρίζει τα Π από
τα φ, οπότε μπορούμε να γενικεύσουμε την (1.43) κάνοντας την αντιστοιχία (για τους τελεστές):

Q̂i(t) → ϕ̂(t, x⃗) (2.4)

και για τις αντίστοιχες ιδιοτιμές:

qi(t) → ϕ(t, x⃗) (2.5)

όπου ο διακριτός δείκτης i (για σύστημα i σωματιδίων) μετατρέπεται στον συνεχή δείκτη x, ενώ η θέση
q αντιστοιχίζεται στην τιμή του πεδίου ϕ. Τέλος, οι αντίστοιχες πηγές δυνάμεων f(t) μετατρέπονται σε
”πυκνότητες πηγών” J(t, x⃗).
Παρ’ολο που γενικά δε θα αναφερθούμε στην ”δεύτερη κβάντωση” σε αυτή την εργασία, σημειώνουμε

ότι το ϕ̂(t, x⃗) εκφράζεται σύναρτήσει τελεστών δημιουργίας και καταστροφής â†p, âp ως [2]:

ϕ̂(t, x⃗) =

ˆ
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
âpe

−ip·x + â†pe
+ip·x

]
(2.6)

και υπακούει τις σχέσεις μετάθεσης: [
ϕ̂(t, x⃗), Π̂(t, y⃗)

]
= iδ3(x⃗− y⃗) (2.7)

κατά αντιστοιχία με την σχέση [x̂, p̂] = i στην κβαντομηχανική.
΄Αρα, γενικέυοντας την (1.43) για ελέυθερα (Lint = 0), βαθμωτά πεδία ορίζουμε:

Z[J ]scalarfree = ⟨0|0⟩free,J =

ˆ
Dϕ exp

[
i

ˆ
d4x

(
Lsc
free(∂µϕ, ϕ) + J(x, t)ϕ(x, t)

)]
=

ˆ
Dϕ exp

[
i

ˆ
d4x

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 + J(x, t)ϕ(x, t)

)]
(2.8)

όπου όλες οι πιθανές (χωρικές) διαδρομές αντικαταστήθηκαν από πιθανές διαδρομές στον χώρο πεδίων:

Dq =
∏
i

dqi → Dϕ =
∏
x

dϕ(x) (2.9)

δηλαδή το ολοκλήρωμα υπολογίζεται πάνω σε ”διαδρομές” με διαφορετικές τιμές του πεδίου ϕ, καθώς
αλλάζει ο συνεχής χωροχρονικός δείκτης x.
Η Z[J ] ονομάζεται πεδοθεωρητικό ολοκλήρωμα διαδρομής και συμβολίστηκε έτσι λόγω της αναλογίας

με τη συνάρτηση επιμερισμού σε συστήματα στατιστικής φυσικής, ως ένα άθροισμα/ολοκλήρωμα πάνω

στις πιθανές καταστάσεις ενός συστήματος.
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Αν και δεν γράφτηκε ρητά στα παραπάνω, πάλι για να εξασφαλίσουμε την ”βασική κατάσταση” του
συστήματος ως αρχική και τελική, πρέπει να τροποποιήσουμε την Χαμιλτονιανή σύμφωνα με την σχέση

(1.35) για να το πετύχουμε. Σε αυτό το σημείο θα δείξουμε ότι αρκεί να τροποποιήσουμε την παράμετρο

μάζας της θεωρίας ως m2 → m2 − iϵ για να εξασφαλίσουμε το πλάτος μετάβασης από κενό σε κενό [1].
Ξεκινάμε από την ολική ΧαμιλτονιανήHtot =

´
d4xHsc

free και χρησιμοποιούμε τον μετασχηματισμό Fourier
του πεδίου ϕ:

ϕ(x) =

ˆ
d4p

(2π)4
e−ip·xϕ̃(p) (2.10)

όπου p = (E, p⃗) η τετραορμή και p·x = Et−p⃗·x⃗ , χρησιμοποιώντας την μετρική ηµν = diag(1,−1,−1,−1).
Οπότε έχουμε με βάση την (2.3):

(1− iϵ)

ˆ
d4xHsc

free = (1− iϵ)

ˆ
d4x

[
1

2

ˆ
d4p

(2π)4
d

dt
(e−ip·xϕ̃(p))

ˆ
d4p′

(2π)4
d

dt
(e−ip′·xϕ̃(p′))

+
1

2

ˆ
d4p

(2π)4
(∇⃗e−ip·xϕ̃(p)) ·

ˆ
d4p′

(2π4)
(∇⃗e−ip′·xϕ̃(p′)) +

1

2
m2

ˆ
d4p

(2π)4
e−ip·xϕ̃(p)

ˆ
d4p′

(2π)4
e−ip′·xϕ̃(p′)

]
Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα τον ορισμό της συνάρτησης δ(4):

ˆ
d4p

(2π)4
e−i(p+p′)·x = δ(4)(p+ p′) = δ(E + E′)δ(3)(p⃗+ p⃗′) (2.11)

Εκτελώντας τις ολοκληρώσεις ως προς p′, το παραπάνω επιβάλλει p′ = −p, δηλαδή E′ = −E και p⃗′ = −p⃗
οπότε ο πρώτος, δεύτερος και τρίτος όρος της παραπάνω σχέσης γίνονται αντίστοιχα:

(1− iϵ)

ˆ
d4p

(2π)4
1

2
E2 ϕ̃(p)ϕ̃(−p)

(1− iϵ)

ˆ
d4p

(2π)4
1

2
p⃗ · p⃗ ϕ̃(p)ϕ̃(−p)

(1− iϵ)

ˆ
d4p

(2π)4
1

2
m2 ϕ̃(p)ϕ̃(−p)

οπότε αντικαθιστώντας τα παραπάνω στην αρχική σχέση λαμβάνουμε:

(1− iϵ)

ˆ
d4xHsc

free =

ˆ
d4p

(2π)4
ϕ̃(p)

1

2

[
E2 + p⃗ · p⃗+m2 − iϵ(E2 + p⃗ · p⃗+m2)

]
ϕ̃(−p) (2.12)

Καθώς όμως E3, |p⃗|2,m2 > 0, μπορούμε να επαναορίσουμε την παράμετρο ϵ → 0 απορροφώντας τα
παραπάνω ως ϵ = ϵ(E2+ p⃗ · p⃗+m2) οπότε η αγκύλη της σχέσης (2.12) γράφεται ως E2+ p⃗ · p⃗+(m2− iϵ).
Επομένως, η τροποποίηση Hsc

free → Hsc
free(1 − iϵ) είναι ισοδύναμη με την τροποποίηση της παραμέτρου

μάζας της θεωρίας ως m2 → m2 − iϵ και εξασφαλίζει το ”κενό” ως αρχική και τελική κατάσταση.
Στη συνέχεια, θα υπολογίσουμε την Z[J ]scalarfree κατά αναλογία με την περίπτωση του αρμονικού ταλα-

ντωτή όπως είδαμε στην προηγούμενη ενότητα. Θα χρησιμοποιήσουμε τον μετασχηματισμό Fourier (2.10)
καθώς και τον αντίστοιχο για την πηγή J(x). ΄Οπως και στον αρμονικό ταλαντωτή, χρησιμοποιούμε την
ταυτότητα J(x)ϕ(x) = 1

2J(x)ϕ(x) +
1
2J(x)ϕ(x) και έχουμε για τον εκθέτη στην Z[J ]scfree:

i

ˆ
d4x

[
1

2

ˆ
d4p

(2π)4
∂µ(e

−ip·xϕ̃(p))

ˆ
d4p′

(2π)4
∂µ(e−ip′·xϕ̃(p′))− 1

2
(m2 − iϵ)

¨
d4p

(2π)4
d4p′

(2π)4
e−ip·xϕ̃(p)e−ip′·xϕ̃(p′)

+
1

2

¨
d4p

(2π)4
d4p′

(2π)4
e−i(p+p′)·xJ̃(p)ϕ̃(p′) +

1

2

¨
d4p

(2π)4
d4p′

(2π)4
e−i(p+p′)·xJ̃(p′)ϕ̃(p)

]
Χρησιμοποιούμε τις σχέσεις ∂µe−ip·x = −ipµe

−ip·x, ∂µe
−ip·x = −ipµe−ip·x, p2 = pµµ, καθώς και την (2.11)

για να ολοκληρώσουμε ως προς p′:

i

ˆ
d4p

(2π)4
1

2

[
ϕ̃(p)

(
p2 − (m2 − iϵ)

)
ϕ̃(−p) + J̃(p)ϕ̃(−p) + J̃(−p)ϕ̃(p)

]
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η οποία είναι αντίστοιχη με την (1.51), με το πρώτο κομμάτι χωρίς πηγές να αντιστοιχεί στο ελεύθερο μέρος.

Προσθαφαιρούμε την ανάλογη ποσότητα
´ d4p

(2π)4
J̃(p) 1

2(p2−m2+iϵ)
J̃(−p) και βγάζοντας κοινό παράγοντα το

p2 −m2 + iϵ μπορούμε να παραγοντοποιήσουμε ως:

i

ˆ
d4p

(2π)4

[(
ϕ̃(p) +

J̃(p)

p2 −m2 + iϵ

)
1

2
(p2 −m2 + iϵ)

(
ϕ̃(−p) +

J̃(−p)

p2 −m2 + iϵ

)]

·
(
−i

ˆ
d4p

(2π)4
J̃(p)

1

2(p2 −m2 + iϵ)
J̃(−p)

)
Κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής χ̃(p) = ϕ̃(p) + J̃(p)

p2−m2+iϵ
και καθώς ο δεύτερος όρος δεν εξαρτάται από

το ϕ, μπορούμε να αλλάξουμε και το μέτρο ολοκλήρωσης Dϕ → Dχ οπότε καταλήγουμε στη σχέση:

Z[J ]scfree =

ˆ
Dχ exp

[
i

ˆ
d4p

(2π)4
χ̃(p)

1

2
(p2 −m2 + iϵ)χ̃(−p)

]
· exp

[
− i

2

ˆ
d4p

(2π)4
J̃(p)

1

p2 −m2 + iϵ
J̃(−p)

]
΄Οπως και στον αρμονικό ταλαντωτή, παρατηρούμε ότι ο πρώτος όρος είναι το ολοκλήρωμα διαδρομής

⟨0|0⟩free,J για την περίπτωση J = 0. Θεωρώντας ότι απουσία πηγών, η κατάσταση ”κενού” δε θα
αλλάξει, μπορούμε να κανονικοποιήσουμε ως ⟨0|0⟩free,J=0 = 1 δηλαδή Z[0]scfree = 1 οπότε:

Z[J ]scfree = exp

[
− i

2

ˆ
d4p

(2π)4
J̃(p)

1

p2 −m2 + iϵ
J̃(−p)

]
(2.13)

ενώ χρησιμοποιώντας τους αντίστροφους μετασχηματισμούς Fourier των πηγών:

J̃(p) =

ˆ
d4x eip·xJ(x), J̃(−p) =

ˆ
d4y e−ip·yJ(y) (2.14)

έχουμε ότι:

Z[J ]scfree = exp

(
− i

2

ˆ
d4x

ˆ
d4y J(x)

ˆ
d4p

(2π)4
eip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ
J(y)

)
(2.15)

Σε αυτό το σημείο, ορίζουμε τον διαδότη του βαθμωτού πεδίου ως:

∆F (x− y) =

ˆ
d4p

(2π)4
eip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ
(2.16)

Η παραπάνω ποσότητα ονομάζεται διαδότης Feynman και συνδέεται με την πιθανότητα διάδοσης ενός
βαθμωτού σωματιδίου ανάμεσα σε δύο χωροχρονικά σημεία x → y ή y → x, όπως θα δούμε στη συνέχεια.
Λαμβάνοντας την (2.16) υπ΄όψιν, η (2.15) γίνεται:

Z[J ]scfree = exp

[
− i

2

ˆ
d4x

ˆ
d4y J(x)∆F (x− y)J(y)

]
, ϵ → 0+ (2.17)

η οποία είναι και η τελική έκφραση για το ολοκλήρωμα διαδρομής στην ελέυθερη περίπτωση για το βαθμωτό

πεδίο.

Θα δείξουμε τώρα ότι ο διαδότης Feynman είναι η συνάρτηση Green της εξίσωσης Klein Gordon, κατά
αναλογία με την G(t− t′) για τον αρμονικό ταλαντωτή. Θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό □ = ∂µ∂

µ

καθώς και την ιδιότητα ∂µ∂
µeip·(x−y) = ipµ∂µe

ip·(x−y) = −pµpµe
ip·(x−y)

. Οπότε έχουμε:

(□x +m2)∆F (x− y)
(2.15)
=

ˆ
d4p

(2π)4
(∂µ∂

µ +m2)eip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ
=

ˆ
d4p

(2π)4
(−p2 +m2)eip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ

= −
ˆ

d4p

(2π)4
eip·(x−y) = −δ(4)(x− y)
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όπου στις τελευταιές ισότητες πήραμε ϵ → 0 και χρησιμοποιήσαμε την σχέση (2.11).
Επομένως δείξαμε ότι ισχύει η σχέση:

(□x +m2)∆F (x− y) = −δ(4)(x− y) (2.18)

άρα η ∆F (x− y) είναι όντως η συνάρτηση Green της εξίσωσης Klein Gordon.
Τώρα θα μελετήσουμε την λεγόμενη συνάρτηση συσχετισμού 2 σημείων, δηλαδή την ποσότητα:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)]|0⟩ =
{

⟨0|ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)|0⟩ αν t1 ≥ t2
⟨0|ϕ̂(x2)ϕ̂(x1)|0⟩ αν t2 ≥ t1

(2.19)

η οποία μπορεί να γραφτεί εναλλακτικά χρησιμοποιώντας την συνάρτηση βήματος (Heaviside) για την
οποία ισχύει Θ(t) = 1 για t > 0 και Θ(t) = 0 για t < 0:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)]|0⟩ = ⟨0|
(
Θ(t1 − t2)ϕ̂(x1)ϕ̂(x2) + Θ(t2 − t1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x1)

)
|0⟩ (2.20)

Μπορούμε να γενικεύσουμε την σχέση (1.44) για τη θεωρία πεδίου:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x)ϕ̂(y)]|0⟩ = 1

i2
∂

∂J(x)

∂

∂J(y)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

(2.21)

οπότε χρησιμοποιώντας την (2.17) και την χωροχρονική γενικέυση της (1.26), έχουμε για την πρώτη

παράγωγο :

1

i

∂

∂J(y)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

=
1

i
Z[J ]scfree

∂

∂J(y)

(
− i

2

ˆ
d4x′
ˆ

d4y′J(x′)∆F (x
′ − y′)J(y′)

) ∣∣∣∣
J=0

= −1

2
Z[J ]scfree

(ˆ
d4x′
ˆ

d4y′ δ(x′ − y)∆F (x
′ − y′)J(y′) +

ˆ
d4x′
ˆ

d4y′ J(x′)∆F (x
′ − y′)δ(y′ − y)

) ∣∣∣∣
J=0

= −1

2
Z[J ]scfree

(ˆ
d4y′ ∆F (y − y′)J(y′) +

ˆ
d4x′ J(x′)∆F (x

′ − y)

) ∣∣∣∣
J=0

όπου χρησιμοποιήσαμε την ιδιότητα του κανόνα της αλυσίδας για την παραγωγίση της Z[J ] ως σύνθετη
εκθετική συνάρτηση και την ιδιότητα ολοκλήρωσης της συνάρτησης δ στην τελευταία ισότητα. Μετο-

νομάζοντας τον δείκτη ολοκλήρωσης του πρώτου όρου από y′ σε x′ και χρησιμοποιώντας την ιδιότητα
∆F (x− y) = ∆F (y − x) για τον διαδότη Feynman, η οποία μπορεί να δειχθεί, έχουμε:

1

i

∂

∂J(y)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

= −
(ˆ

d4x′ ∆F (y − x′)J(x′)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

(2.22)

Χρησιμοποιώντας την παραγώγιση γινομένου και τον κανόνα της αλυσίδας, μπορούμε να δράσουμε και την

δεύτερη συναρτησιακή παράγωγο:

1

i2
∂

∂J(x)

∂

∂J(y)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

=

(
i

ˆ
d4x′ ∆F (y − x′)

∂J(x′)

∂J(x)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣J = 0 +

(
i

ˆ
d4x′ ∆F (y − x′)J(x′)

)
∂Z[J ]scfr
∂J(x)

∣∣∣∣
J=0

= i∆F (y − x)Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

+

(ˆ
d4x′ ∆F (y − x′)J(x′)

)(ˆ
d4x′ ∆F (x− x′)J(x′)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

Καθώς στο τέλος παίρνουμε J = 0, ο δεύτερος όρος μηδενίζεται, ενώ σύμφωνα με την κανονικοποίηση
που υιοθετήσαμε νωρίτερα Z[J = 0]scfree = 1, άρα τελικά λαμβάνουμε:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x)ϕ̂(y)]|0⟩ = i∆F (x− y) = i∆F (y − x) (2.23)

Δανειζόμενοι χωρίς απόδειξη μερικά αποτελέσματα από το φορμαλισμό της δεύτερης κβάντωσης, μπο-

ρούμε να δούμε ότι η ποσότητα ⟨0|T̂ [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)]|0⟩ συνδέεται με την διαδικασία όπου ένα βαθμωτό σωμα-
τίδιο: i) αν t1 > t2 δημιουργείται στο σημείο x2 και διαδίδεται μέχρι το σημείο x1 όπου και καταστρέφεται,
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ii) αν t2 > t1 δημιουργείται στο σημείο x1 και διαδίδεται μέχρι το σημείο x2 όπου και καταστρέφεται [8].
Επομένως, η φυσική διαδικασία πίσω από την (2.23) είναι η διάδοση ενός βαθμωτού σωματιδίου ανάμεσα

στα χωροχρονικά σημεία x, y και γι’αυτο η ποσότητα ∆F (x − y) ονομάστηκε διαδότης για το βαθμωτό
πεδίο. ΄Οπως θα δούμε και αργότερα και στα διαγράμματα Feynman, είναι χρήσιμη και η αναπαράσταση του
διαδότη στον χώρο τον ορμών (μετασχηματισμός Fourier του ∆F (x− y)), η οποία (μαζί με την σύμβαση
i) γράφεται ως:

i∆̃F (p) =
i

p2 −m2 + iϵ
, ϵ → 0+ (2.24)

Σημειώνουμε ότι στα διαγράμματα Feynman που θα συναντήσουμε αργότερα, η (2.24) αντιστοιχίζεται σε
μια ευθεία γραμμή.

Μπορούμε να μελετήσουμε και συναρτήσεις συσχετισμού περισσότερων σημείων, όπως για παράδειγμα

την:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x3)ϕ̂(x3)]|0⟩ =
1

i4
∂

∂J(x1)

∂

∂J(x2)

∂

∂J(x3)

∂

∂J(x4)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

(2.25)

όπου από πράξεις που εκτελέσαμε παραπάνω παίρνουμε για τις πρώτες δύο παραγώγους:

1

i2
∂

∂J(x3)

∂

∂J(x4)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

= i∆F (x4 − x3)Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

+

(ˆ
d4x′ ∆F (x4 − x′)J(x′)

)(ˆ
d4x′ ∆F (x3 − x′)J(x′)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

ενώ δρώντας την τρίτη συναρτησιακή παράγωγο
1
i

∂
∂J(x2)

λαμβάνουμε:(
1

i
∆F (x4 − x3)

ˆ
d4x′ ∆F (x2 − x′)J(x′)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

+

(
1

i
∆F (x4 − x2)

ˆ
d4x′ ∆F (x3 − x′)J(x′)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

+
1

i

(ˆ
d4x′ ∆F (x4 − x′)J(x′)

)
∆F (x3 − x2)Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

− 1

i

(ˆ
d4x′ ∆F (x4 − x′)J(x′)

)(ˆ
d4x′ ∆F (x3 − x′)J(x′)

)(ˆ
d4x′ ∆F (x2 − x′)J(x′)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

΄Οταν δράσουμε την τελευταία παράγωγο
1
i

∂
∂J(x1)

και πάρουμε J = 0, ο τελευταίος όρος της παραπάνω
σχέσης περιέχει τουλάχιστον έναν όρο πηγής J , επομένως μηδενίζεται. ΄Οσον αφορά στους πρώτους τρείς
όρους, αν η συναρτησιακή παράγωγος δράσει στην Z[J ]scfree τότε ο όρος θα μηδενιστεί καθώς θα έχει
παραμείνει πάλι τουλάχιστον ένας όρος πηγής, όπως ο J(x′) στο μπροστινό ολοκλήρωμα. Επομένως,
τελικά παραμένουν μόνοι παράγοντες (από τους πρώτους τρείς όρους), στους οποίους η παράγωγος δρα

στο μπροστινό ολοκλήρωμα. Αυτοί οι όροι δίνουν για παράδειγμα:

1

i2
∆F (x4 − x3)

(ˆ
d4x′ ∆F (x2 − x′)

∂J(x′)

∂J(x1)

)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

= i2∆F (x4 − x3)∆F (x2 − x1) (2.26)

όπου χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό της συναρτησιακής παραγώγου, την ιδιότητα ολοκλήρωσης της συνάρ-

τησης δ και την κανονικοποίηση Z[0]scfree = 1. Οπότε συνδυάζοντας τους τρείς όρους, συνολικά έχουμε
ότι:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x3)ϕ̂(x4)]|0⟩ =i2 [∆F (x1 − x2)∆F (x3 − x4) + ∆F (x1 − x3)∆F (x2 − x4)

+ ∆F (x1 − x4)∆F (x2 − x3)
]

8

Μπορούμε να εξετάσουμε και συναρτήσεις συσχετισμού περισσότερων σημείων, ξεκινώντας με την

περίπτωση περιττού αριθμού σημείων. Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση συσχετισμού τριών σημείων:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x3)]|0⟩ =
1

i3
∂

∂J(x1)

∂

∂J(x2)

∂

∂J(x3)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

=
1

i

∂

∂J(x1)

(
i∆F (x3 − x2)Z[J ]scfree + Z[J ]scfree

ˆ
d4x′ ∆F (x3 − x′)J(x′)

ˆ
d4x′ ∆F (x2 − x′)J(x′)

)∣∣∣∣
J=0
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όπου πήραμε έτοιμη την δράση των δύο παραγώγων από προηγούμενες πράξεις. Με την δράση της τελευ-

ταίας παραγώγου στο παραπάνω, η παραγώγιση της Z[J ] του πρώτου όρου θα ”κατεβάσει” έναν παράγοντα
∝
´
d4x′ ∆F (x3 − x′)J(x′), ο οποίος θα μηδενιστεί καθώς στο τέλος παίρνουμε J = 0. Η παραγώγιση

του δεύτερου όρου (γινόμενο) θα έχει ως αποτέλεσμα έναν παράγοντα της μορφής:(
∝
ˆ

... J(x′)+ ∝
ˆ

... J(x′)+ ∝
ˆ

... J(x′)

ˆ
... J(x′)

ˆ
... J(x′)

)
Z[J ]scfree (2.27)

ο οποίος προφανώς μηδενίζεται όταν πάρουμε J = 0. ΄Αρα θα έχουμε ότι:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x3)]|0⟩ = 0 (2.28)

Μπορούμε να ”σκιαγραφήσουμε” την γενική περίπτωση περιττών ϕ(x), για την οποία θα πρέπει να
δράσουμε 2, 4, ... , 2n επιπλέον παραγώγους (σε σχέση με την περίπτωση 3 πεδίων). Καθώς η συνάρτηση
Z[J ] περιέχει 2 όρους πηγής και υπάρχει και ένας παράγοντας ∝

´
... J(x′), με άρτιες παραγωγίσεις στον

πρώτο όρο πάντα θα περισσεύει ένας παράγοντας με J(x′), άρα μηδενίζεται στο τέλος. Αντίστοιχα για
τον δεύτερο όρο, δηλαδή τη σχέση (2.27), έχουμε έναν άρτιο αριθμό παραγώγων που δρα σε μια ποσότητα

με περιττό αριθμό J(x′), άρα δεν προκέιται να ”εξουδετερωθούν” όλα τα J . Επιπλέον, παραγωγίσεις της
Z[J ]scfree κατεβάζουν έναν παραπάνω παράγοντα ∝

´
... J(x′), επομένως δεν υπάρχει συνδυασμός με τον

οποίο άρτιες παραγωγίσεις της (2.27) να καταλήξουν σε όρο χωρίς πηγή. Οπότε συνολικά όλοι οι όροι

μηδενίζονται για J = 0 και έχουμε ότι:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1) ... ϕ̂(x2n+1)]|0⟩ = 0 (2.29)

Στην περίπτωση της συνάρτησης συσχετισμού άρτιου αριθμού σημείων, το αποτέλεσμα που παίρνουμε

είναι γνωστό ως Θεώρημα τουWick το οποίο δίνεται από την παρακάτω σχέση και θα το αποδείξουμε στη
συνέχεια:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1) ... ϕ̂(x2n)]|0⟩ = in
∑
ζϵυγη

[∆F (xi1 − xi2) ...∆F (xi2n−1 − xi2n)] (2.30)

Απόδειξη του Θεωρήματος του Wick

Θα αποδείξουμε το θεώρημα του Wick χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της ισχυρής επαγωγής (strong in-
duction). Σύμφωνα με την μέθοδο της ισχυρής επαγωγής για την απόδειξη μιας πρότασης P (n) όπου n
θετικός ακέραιος, δείχνουμε ότι ισχύει το P (1) και υποθέτοντας ότι ισχύει το P (n) καθώς και το P (k)
για k < n, αρκεί να δείξουμε ότι ισχύει το P (n+ 1).

• Για n = 1: Η (2.30) έχει δειχθεί σύμφωνα με τη σχέση (2.23), όπου παίρνουμε ως μόνο δυνατό
ζεύγος (pairing) αυτό των 2 σημείων.

• Για κάποιο n υποθέτουμε ότι ισχύει η (2.30)

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1) ... ϕ̂(x2n)]|0⟩ = in
∑
ζϵυγη

[∆F (xi1 − xi2) ...∆F (xi2n−1 − xi2n)]

ενώ επίσης υποθέτουμε ότι η ίδια σχέση ισχύει για k < n

Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε την περίπτωση P (n+1), χρησιμοποιώντας τα παραπάνω. Για το P (n+1)
έχουμε:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1) ... ϕ̂(x2n+1)ϕ̂(x2n+2)]|0⟩ =
1

i2n+2

∂

∂J(x1)
...

∂

∂J(x2n+1)

∂

∂J(x2n+2)
Z[J ]scfree

∣∣∣∣
J=0

= i∆F (x2n+2 − x2n+1)
1

i2n
δx1,...,x2nZ[J ]

∣∣∣∣
J=0

+
1

i2n
δx1,...,x2n

[(ˆ
d4x′ ∆F (x2n+2 − x′)J(x′)

)(ˆ
d4x′ ∆F (x2n+1 − x′)J(x′)

)
Z[J ]

]
J=0
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όπου χρησιμοποιήσαμε το αποτέλεσμα της δράσης 2 παραγώγων από νωρίτερα και υιοθετήσαμε τον πιο

εύχρηστο συμβολισμό δx1,...,x2n = ∂
∂J(x1)

... ∂
∂J(x2n)

.

Για τον πρώτο όρο της παραπάνω σχέσης, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την υπόθεση P (n) για το

κομμάτι
1
i2n

δx1,...,x2nZ[J ]

∣∣∣∣
J=0

επομένως λαμβάνουμε έναν όρο:

i∆F (x2n+2 − x2n+1) i
n

∑
ζϵυγη των x1,...,x2n

∆(xi1 − xi2) ...∆(xi2n−1 − xi2n) (2.31)

Για τον δεύτερο όρο πρέπει να κάνουμε παραγωγίσεις γινομένων και λόγω πολύ μεγάλου όγκου πράξεων,

απλά θα σκιαγραφήσουμε τους τρόπους με τους οποίους μπορούμε να ”μοιράσουμε” τις παραγώγους του
δx1,...,x2n στα ολοκληρώματα και στην Z[J ]. ΄Εχουμε 3 περιπτώσεις:
α) ΄Ορους στους οποίους όλες οι παράγωγοι δρουν στην Z[J ], οι οποίοι μηδενίζονται όταν πάρουμε J = 0,
λόγω των J(x′) στα μπροστινά ολοκληρώματα
β) ΄Ορους στους οποίους #(2n − 1) παράγωγοι δρουν στην Z[J ] και μία παράγωγος δρα σε ένα από τα
μπροστινά ολοκληρώματα, οι οποίοι επίσης μηδενίζονται γιατί για J = 0 μηδενίζεται το άλλο ολοκλήρωμα
που απομένει

γ) ΄Ορους στους οποίους #(2n − 2) παράγωγοι δρουν στην Z[J ] και δύο παράγωγοι δρουν στα ολοκλη-
ρώματα (ένας στο κάθε ένα), οι οποίοι θα δούμε ότι είναι οι μόνοι μη μηδενικοί όροι.

Ως παράδειγμα ενός όρου γ), έστω ότι οι παράγωγοι ως προς J(x1), J(x2) δρουν στα ολοκληρώματα και
έχουμε:

1

i2
∆F (x2n+2 − x1)∆F (x2n+2 − x2)

1

i2n−2
δx3,x4,...,x2nZ[J ] (2.32)

Μπορούμε να αναγνωρίσουμε στο τελευταίο κομμάτι της (2.32) την περίπτωση P (n − 1) και να χρησι-
μοποιήσουμε την (2.30) η οποία από τις υποθέσεις ισχύει για k = n − 1 < n. Με αυτό τον τρόπο, το
τελευταίο κομμάτι της (2.32) ισούται με in−1

επί ενα άθροισμα που λαμβάνει υπ΄όψιν όλα τα ζεύγη των

x3, x4, ..., x2n. Επομένως συνολικά οι όροι γ) έχουν ως αποτέλεσμα το:

1

i2
∆F (x2n+2 − xa)∆F (x2n+1 − xb)

1

i2n−2
δ...Z[J ] (2.33)

για όλα τα δυνατά a, b ̸= 2n + 2, 2n + 1, με δ... να συμβολίζονται οι παράγωγοι ως προς τα υπόλοιπα
xk ̸= xa, xb. Με εφαρμογή της P (k) λαμβάνουμε άθροισμα με όλα τα υπόλοιπα ζεύγη των xk εκτός των
xa, xb.
Οπότε συνολικά, ο δεύτερος όρος δίνει i2in−1 = in+1

επί ∆F (x2n+2− ...)∆F (x2n+1− ...)[pairings...]
όπου τα ... συμβολίζουν όλους τους πιθανούς συνδυασμούς xk που απομένουν και είναι διαφορετικά των
x2n+2, x2n+1. Συνδυάζοντας τον δεύτερο όρο με τον πρώτο, δηλαδή την σχέση (2.31), λαμβάνουμε όλα

τα πιθανά ενδεχόμενα δηλαδή:

⟨0|T̂ [ϕ̂(x1) ... ϕ̂(x2n+1)ϕ̂(x2n+2)]|0⟩ = in+1 ·
∑

pairings

∆F (xi1 − xi2) ...∆F (xi2n+1 − xi2n+2) (2.34)

δηλαδή αποδείξαμε την περίπτωση P (n + 1). Επομένως με χρήση ισχυρής επαγωγής, αποδείχθηκε το
θεώρημα του Wick. □
΄Εχοντας πλέον μελετήσει την ελέυθερη περίπτωση, θα περάσουμε στην περίπτωση θεωριών που περι-

έχουν αλληλεπιδράσεις στην επόμενη ενότητα.
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3 Ολοκληρώματα διαδρομής για Θεωρίες Πεδίου με αλληλεπι-

δράσεις

Μπορούμε να επεκτείνουμε τα παραπάνω σε θεωρίες με αλληλεπιδράσεις βαθμωτών πεδίων, σε οποίες το

ανάλογο της σχέσης (1.43) είναι:

Z[J ] = exp

[
i

ˆ
d4xLint

(
−i

∂

∂J(x)

)]ˆ
Dϕ exp

[
i

ˆ
d4x (Lfree(∂µϕ, ϕ) + Jϕ)

]
(3.1)

= Nexp

[
i

ˆ
d4xLint

(
−i

∂

∂J(x)

)]
Z[J ]scalarfree (3.2)

όπου η Z[J ]scfree δίνεται από την (2.17). Το N είναι ένας παράγοντας κανονικοποιήσης που εξασφαλίζει
ότι απουσία πηγών, Z[J = 0] = ⟨0|0⟩ = 1 και στην αλληλεπιδρώσα περίπτωση και θα παραλείπεται από
εδώ και στο εξής. Αντίστοιχα η (1.44) γράφεται ως:

⟨0|T
[
ϕ̂(x1) ... ϕ̂(xn)

]
|0⟩ = 1

in

(
δ

δJ(x1)

)
...

(
δ

δJ(xn)

)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

(3.3)

όπου η Z[J ] δίνεται από την (3.1) που πλέον περιέχει αλληλεπιδράσεις. Συμπεριλαμβάνοντας αλληλεπι-
δράσεις θα έχουμε μια Λανγκρανζιανή:

L = Lfree + Lint =
1

2
∂µϕ ∂µϕ− 1

2
m2ϕ2 + Lint (3.4)

όπου στα πλαίσια αυτής της εργασίας π.χ. Lint =
1
3!gϕ

3
ή − 1

4!λϕ
4
όπου g, λ παράμετροι σύζευξης.

Ο λόγος που μας ενδιαφέρουν χρονολογικά γινόμενα της μορφής (3.3) είναι επειδή υπεισέρχονται στον

πολύ σημαντικό τύπο LSZ (Lehman−Symanzik−Zimmermann) στον οποίο θα αναφερθούμε σε λίγο
αφού τον αποδείξουμε (ακολουθώντας το [2]). Ο τύπος LSZ ουσιαστικά αποτελεί την ”γέφυρα” ανάμεσα
στη θεωρία και το πείραμα, συσχετίζοντας πειραματικά μετρήσιμες ποσότητες όπως η ενεργός διατομή και

ο ρυθμός διάσπασης με πιο θεωρητικές και αφηρημένες ποσότητες όπως η (3.3).

Μπορούμε να μελετήσουμε το πλάτος μετάβασης ανάμεσα σε δύο καταστάσεις |i⟩, |f⟩ είτε στην εικόνα
Schrodinger, όπου οι καταστάσεις έχουν χρονική εξέλιξη και οι τελεστές μένουν στάσιμοι, είτε στην
εικόνα Heisenberg όπου η χρονική εξέλιξη μεταφέρεται στους τελεστές και οι κβαντικές καταστάσεις είναι
χρονικά ανεξάρτητες. Επομένως για σκέδαση με ti → −∞, tf → ∞ γράφουμε το πλάτος μετάβασης:

⟨f ; +∞|i;−∞⟩Schrodinger , ⟨f |S|i⟩Heisenberg (3.5)

όπου ο S ονομάζεται πίνακας σκέδασης και μπορεί να γραφτεί στη μορφή S = 1+ iT . Για την ελεύθερη
θεωρία S = 1, επομένως όλες οι πληροφορίες για τις αλληλεπιδράσεις περιέχονται στον λεγόμενο ”πίνακα
μεταφοράς”(transfer matrix), ο οποίος μας ”μεταφέρει” απ΄την αρχική στην τελική κατάσταση. Τέλος,
για να συμπεριλάβουμε την διατήρηση της τετραορμής για την σκέδαση (αλλιώς T = 0), γράφουμε τον T
ως:

T = (2π)4δ(4)(
∑

pµinitial −
∑

pµfinal)M (3.6)

όπου τοM περιέχει τις αλληλεπιδράσεις. Επομένως για το μη τετριμμένο κομμάτι:

⟨f |S − 1|i⟩ = i(2π)4δ(4)(
∑

pµinitial −
∑

pµfinal)M (3.7)

Δανειζόμενοι για άλλη μια φορά έννοιες από τον φορμαλισμό της δεύτερης κβάντωσης, στην εικόνα

του Heisenberg, οι τελεστές â†p(t), âp(t) δημιουργούν/καταστρέφουν ένα σωματίδιο 4-ορμης p την χρονική
στιγμή t. Στα παρακάτω, θα θεωρήσουμε ότι οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής για αλληλεπιδρώντα
πεδία συμπεριφέρονται με τον ίδιο τρόπο όπως οι αντίστοιχοι των ελεύθερων πεδίων και επιπλέον θα

θεωρήσουμε ότι οι αλληλεπιδράσεις συμβαίνουν σε ένα πεπερασμένο χρονικό διάστημα και για χρόνους

t → ±∞ τα πεδία είναι ελεύθερα, γεγονός το οποίο, χωρίς να αναφερθούμε σε παραπάνω λεπτομέρειες,

συνεπάγεται ότι ∂tâ
†
p(t) = 0 για t → ±∞.
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Υιοθετόντας την αναλλοίωτη κατά Lorentz κανονικοποίηση |p⟩ =
√
2Ep â

†
p|0⟩ όπου E2

p = |p⃗ |2 +m2
,

για μια σκέδαση n → n′
μπορούμε να γράψουμε την αρχική κατάσταση n σωματιδίων ως:

|i⟩ =
√

2E1...
√

2Enâ
†
p1(−∞)... â†pn(−∞)|0⟩ (3.8)

και την τελική κατάσταση n′
σωματιδίων ως:

⟨f | =
√

2E1′ ...
√
2En′⟨0|âp′n(+∞)... âp′1(+∞) (3.9)

επομένως για |i⟩ ≠ |f⟩ όπου το 1 = δfi δεν συνεισφέρει:

⟨f |S|i⟩ = 2(n+n′)/2
√

E1...EnE1′ ...En′⟨0|âp′1(+∞)... âp′n(+∞)â†p1(−∞)... â†pn(−∞)|0⟩ (3.10)

Για να καταλήξουμε στον τύπο LSZ, αρχικά θα αποδειξούμε ότι:

i

ˆ
d4x eip·x(□+m2)ϕ(x) =

√
2Ep [âp(+∞)− âp(−∞)] (3.11)

όπου □ = ∂2
t − ∇⃗2

. Στην εικόνα του Heisenberg το πεδίο ϕ(x⃗, t) γράφεται ως:

ϕ(x) = ϕ(x⃗, t) =

ˆ
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[
âp(t)e

−ip·x + â†p(t)e
ip·x
]

(3.12)

επομένως −∇⃗2ϕ(x) = |p⃗ |2ϕ(x) επομένως χρησιμοποιώντας την σχέση διασποράς:

i

ˆ
d4x eip·x(□+m2)ϕ(x) = i

ˆ
d4x eip·x(∂2

t + E2
p)ϕ(x) (3.13)

Επιπλέον παρατηρούμε ότι ισχύει:

∂t
[
eip·x(i∂t + Ep)ϕ(x)

]
= iEpe

ip·x(i∂t + Ep)ϕ(x) + eip·x(i∂2
t + Ep∂t)ϕ(x)

= ieip·x(∂2
t + Ep)ϕ(x)

άρα αντικαθιστώντας στην (3.13) έχουμε ότι:

ˆ
dt d3x ∂t

[
eip·x(i∂t + Ep)ϕ(x)

]
=

ˆ
dt ∂t

[
eiEpt

ˆ
d3x e−ip⃗·x⃗(i∂t + Ep)ϕ(x)

]
(3.14)

Παρατηρούμε ότι η ολοκληρωτέα ποσότητα ως προς dt είναι μια ολική παράγωγος, επομένως εξαρτάται μόνο

από τις τιμές της ποσότητες όταν t → ±∞, όπου μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ότι ∂tâ†p = 0, ∂tâp = 0
και να τα αγνοήσουμε τέτοιους όρους στην παραγώγιση του ϕ(x). Αντικαθιστώντας την (3.12) στην
παραπάνω έχουμε για ποσότητα μέσα στο d3x ολοκλήρωμα:

ˆ
d3x e−ip⃗·x⃗

ˆ
d3k

(2π)3
1√
2Ek

(i∂t + Ep)
[
âk(t)e

−ik·x + â†k(t)e
ik
]

(3.15)

=

ˆ
d3x e−ip⃗·x⃗

ˆ
d3k

(2π)3
1√
2Ek

[
(Ek + Ep)âk(t)e

−ik·x + (−Ek + Ep)â
†
k(t)e

ik
]

(3.16)

΄Ομως χρησιμοποιώντας τους ορισμούς της συνάρτησης δ:

ˆ
d3x

(2π)3
ei(k⃗−p⃗)·x⃗ = δ(3)(k⃗ − p⃗),

ˆ
d3x

(2π)3
e−i(k⃗+p⃗) = δ(3)(k⃗ + p⃗) (3.17)

μπορούμε να ολοκληρώσουμε την συνάρτηση δ ως προς d3k επιβάλλοντας k⃗ = p⃗ και k⃗ = −p⃗ για τους
αντίστοιχους όρους, δηλαδή ουσιαστικά Ek = Ep, οπότε η (3.15) γίνεται:

1√
2Ep

[
2Epâp(t)e

−iEpt + (−Ep + Ep)â
†
p(t)e

iEpt
]
=
√

2Epâp(t)e
−iEpt (3.18)
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άρα αντικαθιστώντας την (3.18) στην (3.14):

ˆ +∞

−∞
dt ∂t

[
eiEpt

√
2Epâp(t)e

−iEpt
]
=
√

2Ep [âp(+∞)− âp(−∞)] (3.19)

άρα έχουμε αποδείξει την (3.11). Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης και την μιγαδική συζυγή της (3.11):

− i

ˆ
d4x e−ip·x(□+m2)ϕ(x) =

√
2Ep

[
â†p(+∞)− â†p(−∞)

]
(3.20)

Σε αυτό το σημείο, παρατηρούμε ότι το ⟨f |S|i⟩ μπορεί να γραφτεί ως:

⟨f |S|i⟩ = 2(n+n′)/2
√

E1...EnE1′ ...En′⟨0|T
[
âp′1(+∞)... âp′n(+∞)â†p1(−∞)... â†pn(−∞)

]
|0⟩ (3.21)

αφού οι τελεστές στην παραπάνω έκφραση είναι ήδη χρονολογικά διατεταγμένοι, δηλαδή αυτοί που αφορούν

μεταγενέστερους χρόνους βρίσκονται στα αριστερά.

Λύνοντας τις (3.11),(3.20) ως προς âp(+∞) και â†p(−∞) και αντικαθιστώντας στην (3.21):

⟨f |S|i⟩ = C⟨0|T
[(

i√
2Ep1′

ˆ
d4x1′ e

ip1′ ·x1′ (□1′ +m2)ϕ̂(x1′) + âp1′ (−∞)

)
...

(
...

)
(

i√
2Ep1

ˆ
d4x1 e

−ip1·x1(□1 +m2)ϕ̂(x1) + â†p1(+∞)

)
...

(
...

)]
|0⟩

όπου οι παρενθέσεις δηλώνουν παρόμοιους όρους με του x1′ για τα εξερχόμενα σωματίδια και παρόμοιους
με του x1 για τα εισερχόμενα, ενώ επίσης γράψαμε για συντόμια C την σταθερά της (3.21). Καθώς

ο τελεστής T μετακινεί όλα τα â†pi(+∞) στα αριστερά και όλα τα âpi′ (−∞) στα δεξιά, μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό του τελεστή καταστροφής:

âp|0⟩ = 0, ⟨0| â†p = 0 (3.22)

επομένως όλοι οι όροι που περιλαμβάνουν τελεστές δημιουργίας/καταστροφής στην παραπάνω έκφραση

μηδενίζονται και άρα:

⟨f |S|i⟩ =
√
2E1...2En2E1′ ..2En′

√
2E1...2En2E1′ ..2En′

in+n′⟨0|T
[ˆ

d4x1′ e
ip1′ ·x1′ (□1′ +m2)ϕ̂(x1′) ...

...

ˆ
d4x1 e

−ip1·x1(□1 +m2)ϕ̂(x1)...

]
|0⟩

Καθώς οι μόνοι τελεστές της παράστασης στους οποίους θα δράσει ο T είναι τα ϕ̂(x), περνάμε το ⟨0|T
μέσα από τα ολοκληρώματα και λαμβάνουμε το τελικό αποτέλεσμα, συμπεριλαμβάνοντας και ένα δfi για
την τετριμμένη περίπτωση |i⟩ = |f⟩:

⟨f |S|i⟩ = δfi + in+n′
ˆ

d4x1′ e
ip1′ ·x1′ (□1′ +m2) ...

ˆ
d4x1 e

−ip1·x1(□1 +m2)...

· ⟨0|T
[
ϕ̂(x1′)...ϕ̂(xn′)ϕ̂(x1)...ϕ̂(xn)

]
|0⟩ (3.23)

Το παραπάνω αποτέλεσμα ονομάζεται σχέση LSZ. Η αξία της, καθώς και ο τρόπος με τον οποίο
”λειτουργεί”, θα φανούν ξεκάθαρα σε επόμενα κεφάλαια, όπου θα την χρησιμοποιήσουμε σε μεγάλο βαθμό
για υπολογισμούς στην θεωρία ϕ4

που είναι το θέμα της συγκεκριμένης εργασίας. Σημειώνουμε ότι στην

περίπτωση ελεύθερων πεδίων όπου αυτά υπακούουν την εξίσωση Klein Gordon (□ + m2)ϕ = 0, το μη
τετριμμένο κομμάτι του ⟨f |S|i⟩ μηδενίζεται και δεν συμβαίνει σκέδαση όπως αναμένεται για θεωρίες χωρίς
αλληλεπιδράσεις. Στην περίπτωση αλληλεπιδράσεων όμως, (□+m2)ϕ ̸= 0 επομένως έχουμε συνεισφορά
στο μη τετριμμένο κομμάτι, που αντιστοιχεί σε σκέδαση.
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Η παραπάνω απόδειξη βασίζεται σε δύο προυποθέσεις [1]:

• Πρέπει ⟨0|ϕ(x)|0⟩ = 0. Καθώς ϕ ∝ â†, θέλουμε η â†|0⟩ να είναι μονοσωματιδιακή κατάσταση, όποτε
αν ⟨0|ϕ(x)|0⟩ ≠ 0 αυτό θα σήμαινε ότι ο â† δημιουργεί υπερθέσεις του κενού |0⟩ με μονοσωματιδιακές
καταστάσεις. Σε περίπτωση θεωρίας όπου δεν ισχύει η συνθήκη, αυτή μπορεί να επιτευχθεί με μια

μετατόπιση (shift) του ϕ προσθέτοντας έναν γραμμικό όρο ως προς το Y ϕ στην L (όρο ”πηγής”).

• Πρέπει ⟨k|ϕ(x)|0⟩ = eik·x, το οποίο σημαίνει απλά ότι ο â† δημιουργεί μια σωστά κανονικοποιημένη
μονοσωματιδιακή κατάσταση. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί με μια ανακλιμάκωση (rescaling) του ϕ.

Για να εξασφαλιστούν οι παραπάνω συνθήκες επαναορίζουμε τα πεδία (και τις σταθερές με κατάλληλο

τρόπο) μέσω κάποιων Zϕ, Zm, Zg ώστε η αρχική L π.χ. για την θεωρία ϕ3
:

L =
1

2
∂µϕ0 ∂

µϕ0 −
1

2
m2

0ϕ
2
0 +

1

3!
g0ϕ

3
0 + Y0ϕ0 (3.24)

να γραφτεί στην γενική περίπτωση ως:

L =
1

2
Zϕ∂µϕ ∂µϕ− 1

2
Zmm2ϕ2 +

1

3!
Zggϕ

3 + Y ϕ (3.25)

όπου συμπεριλάβαμε και τον όρο Y0ϕ0 ώστε να ικανοποιείται η πρώτη συνθήκη, όπου για την θεωρία ϕ
3

μπορεί να δειχθεί ότι γενικα δεν ισχύει χωρίς την προσθήκη του όρου Y ϕ. Για να προσδιοριστούν οι
άγνωστοι Zϕ, Zm, Zg, Y χρησιμοποιούμε τις δύο προυποθέσεις της LSZ και επιπλέον απαιτούμε η νέα
παράμετρος m να είναι η φυσική μάζα του σωματιδίου και η παράμετρος σύζευξης g να προσδιορίζεται
από την εξάρτηση κάποιας συγκεκριμένης σκέδασης από αυτη (υπάρχουν και άλλες επιλογές για τις δύο

τελευταίες συνθήκες, όπως θα δούμε αργότερα).

Η σχέση (3.25) μπορεί να γραφτεί και ως:

L = Lfree +
1

3!
Zggϕ

3 +
1

2
(Zϕ − 1)∂µϕ ∂µϕ− 1

2
(Zm − 1)m2ϕ2 + Y ϕ (3.26)

όπου οι όροι με τα Zi, Y ονομάζονται αντισταθμιστικοί όροι (counterterms). Μπορεί η Λαγκρανζιανή
(3.26) να έχει ως στόχο την επιτέυξη των προυποθέσεων της LSZ, όμως ο κύριος λόγος που θα την
χρησιμοποιήσουμε συνδέεται με τις υπεριώδεις αποκλίσεις (UV) που προκύπτουν στους υπολογισμούς σε
κβαντικές θεωρίες πεδίου, όπως θα δούμε στην συνέχεια.

Παρ΄όλο που θέμα αυτής της εργασίας αποτελεί η θεωρία ϕ4
, θα κάνουμε μια σύντομη εισαγωγική

περιγραφή του προβλήματος των αποκλίσεων, χρησιμοποιώντας την θεωρία ϕ3
ως αναφορά για αυτό το

κεφάλαιο και από το επόμενο θα ξεκινήσουμε πιο συστηματικά τη μελέτη της θεωρίας ϕ4
.

Ξεκινάμε θεωρώντας την διόρθωση ενός βρόχου (loop) στον βαθμωτό διαδότη, όπως φαίνεται στο
παρακάτω σχήμα (όπου τα ... δηλώνουν διορθώσει υψηλότερης τάξης) και θεωρούμε ότι οι εισερχόμενες

σε κορυφή ορμές είναι θετικές και οι εξερχόμενες αρνητικές.

Σχήμα 3: Διόρθωση βρόχου στον βαθμωτό διαδότη της ϕ3
[7]

Για τον υπολογισμό της διόρθωσης βρόχου του παραπάνω σχήματος στην ϕ3
, θεωρούμε χωρίς απόδειξη

τους κανόνες Feynman στον χώρο των ορμών:

• Για κάθε κορυφή: −ig

• Για κάθε εσωτερική γραμμή: Διαδότης Feynman: i∆̃F (p) = i/(p2 −m2 + iϵ)

• Ολοκλήρωση πάνω σε κάθε εσωτερική (σε βρόχο) τετραορμή:
´ d4p

(2π)4
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• Σε κάθε κορυφή διατηρείται η 4-ορμή με μια συνάρτηση δ (στο τέλος του υπολογισμού παραμένει
μόνο μια συνάρτηση δ για την ολική διατήρηση της 4-ορμής)

Χωρίς να αναφερθούμε σε λεπτομέρειες, χρησιμοποιώντας τα παραπάνω και εκτελώντας την ολοκλήρωση

της μιας συνάρτησης δ, για την διόρθωση του σχήματος 3 ”χοντρικά” θα έχουμε:

∝ (−ig)2
ˆ

d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ

i

(p+ k)2 −m2 + iϵ
(3.27)

Η ολοκλήρωση πάνω στην εσωτερική (απροσδιόριστη) ορμή k γίνεται μέχρι το k → ∞ και στο όριο αυτό
(χωρίς να αναφερθούμε αυστηρά στον τρόπο υπολογισμού) το ολοκλήρωμα συμπεριφέρεται ως:

∝
+∞ˆ

k3dk

k2k2
=

+∞ˆ
dk

k
= lnk

∣∣∣∣+∞
= +∞ (3.28)

δηλαδή κατά τον υπολογισμό της διόρθωσης βρόχου, συναντάμε στην προκειμένη περίπτωση λογαριθμική

απόκλιση, δηλαδή η διόρθωση απειρίζεται!

Το πρόβλημα αυτών των αποκλίσεων μπορεί να αντιμετωπιστεί αν η θεωρία είναι επανακανονικο-

ποιήσιμη, όπως θα δούμε στη συνέχεια, το οποίο ουσιαστικά σημαίνει ότι οι αποκλίσεις μπορούν να

”απορροφηθούν” με κατάλληλους επαναορισμούς των παραμέτρων της θεωρίας. Σε αυτό το σημείο θα
κάνουμε μια παρένθεση από την μελέτη των ίδιων των αλληλεπιδράσεων, για να ποσοτικοποιήσουμε την

έννοια των αποκλίσεων, γεγονός που θα οδηγήσει σε μια σημαντική ταξινόμηση των θεωριών όπως θα

δούμε [7].

Ξεκινάμε ορίζοντας τον επιφανειακό βαθμό απόκλισης για ένα διάγραμμα Feynman (superficial degree
of divergence) ως: D =(Δύναμη όρμης k στον αριθμήτη)-(Δύναμη ορμής k στον παρονομαστή).
Οι δυναμείς στον αριθμητή προέρχονται από τις ολοκληρώσεις, όπου στη γενική περίπτωση για κάθε

ολοκλήρωση:
´
ddk, όπου d =ο αριθμός των χωροχρονικών διαστάσεων της θέωριας. Για την περίπτωση

του βαθμωτού πεδίου που μας ενδιαφέρει, οι δυνάμεις στον αριθμητή προέρχονται από τον διαδότη ∆̃(k) ∝
k−2
.

Καθώς για κάθε βρόχο έχουμε ένα ολοκλήρωμα με d δυνάμεις ορμής και για κάθε εσωτερική γραμμή
(I) έχουμε 2 δυνάμεις ορμής απ΄τον διαδότη:

D = Ld− 2I (3.29)

όπου L είναι ο αριθμός των βρόχων. Για την περίπτωση ενός βρόχου στην ϕ3
σε 4 διαστάσεις (σχήμα 3),

έχουμε D = 1 · 4− 2 · 2 = 0 και είδαμε ότι η απόκλιση είναι λογαριθμική.
Αφού α) για κάθε εσωτερική γραμμή I έχουμε ένα ολοκλήρωμα, β) κάθε κορυφή V ”σκοτώνει” ένα

ολοκλήρωμα με την συνάρτηση δ και γ) μια συνάρτηση δ παραμένει χωρίς να ”σκοτώσει” ολοκλήρωμα,
έχουμε για τον συνολικό αριθμό βρόχων=αριθμό ολοκληρωμάτων:

L = I − (V − 1) = I − V + 1 (3.30)

Τέλος, για μια θεωρία με αλληλεπίδραση gϕN
για N ≥ 3, από κάθε κορυφή πηγάζουν Ν γραμμές.

΄Εστω E =(αριθμός εξωτερικών γραμμών) σε ένα διάγραμμα. Τότε V κορυφές σημαίνει V · N γραμμές
συνολικά, εκ των οποίων οι V ·N − E είναι εσωτερικές. ΄Ομως για να σχηματιστεί το διάγραμμα, πρέπει
οι (V · N − E) γραμμές να συνδεθούν μεταξύ τους ανά 2, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα π.χ. για
N = 3, E = 2.

Σχήμα 4: Σύνδεση μεταξύ εσωτερικών γραμμών
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Επομένως για τον αριθμό των εσωτερικών γραμμών θα έχουμε:

I =
1

2
(V N − E) (3.31)

όπου ο παράγοντας 1/2 προέρχεται από το γεγονός ότι οι εσωτερικές γραμμές συνδέονται ανά 2 σύμφωνα
με το σχήμα 4. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα π.χ, I = 1

2(2 ·3−2) = 2. Αντικαθιστώντας τις (3.30),(3.31)
στην (3.29):

D = (I − V + 1)d− (NV − E) =

[
1

2
(NV − E)− V + 1

]
d− (NV − E)

= d+ V

[(
d

2
− 1

)
N − d

]
−
(
d

2
− 1

)
E (3.32)

και πλέον έχουμε μια έκφραση για το D συναρτήσει των στοιχείων V,N,E του διαγράμματος και των
διαστάσεων d της θεωρίας.
Γενικά αν D ≥ 0, το ολοκλήρωμα αποκλίνει για k → ∞ (για D = 0 υπάρχει απόκλιση ∝ lnk, για

D = 1 απόκλιση ∝ k, για D = 2 απόκλιση ∝ k2, κλπ) και μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το D για να
ταξινομήσουμε τις θεωρίες σε τρείς κατηγορίες:

• Επανακανονικοποιήσιμη (renormalizable) ονομάζεται μια θεωρία που χαρακτηρίζεται από πε-
περασμένο αριθμό διαφορετικών D ≥ 0. Δηλαδή, αποκλίσεις εμφανίζονται (εν γένει) σε διαγράμματα
όλων των τάξεων της θεωρίας διαταραχών αλλά με συγκεκριμένα D ≥ 0. ΄Οπως θα δούμε, αυτές οι
θεωρίες χρειάζονται πεπερασμένο αριθμό παραμέτρων που θα ”απορροφήσουν” τις αποκλίσεις.

• Υπέρ-επανακανονικοποιήσιμη (super-renormalizable) ονομάζεται μια θεωρία που χαρακτη-
ρίζεται από πεπερασμένο αριθμό διαγραμμάτων που αποκλίνουν, δηλαδή οι αποκλίσεις δεν εμφανίζο-

νται μετά από κάποια τάξη στην θεωρία διαταραχών και δεν έχουμε απειρισμούς σε διαγράμματα όλων

των τάξεων.

• Μη επανακανονικοποιήσιμη (non renormalizable) ονομάζεται μια θεωρία που σε διαγράμ-
ματα κάθε τάξης της θεωρίας διαταραχών εμφανίζονται νέα D > 0, δηλαδή υπάρχει ένας άπειρος
αριθμός διαφορετικών αποκλίσεων. Μια τέτοια θεωρία χρειάζεται άπειρο αριθμό παραμέτρων που

θα απορροφήσουν τις αποκλίσεις και ικανότητα της κατά κάποιο τρόπο περιορίζεται, αλλά δε θα

αναφερθούμε με λεπτομέρεια σε αυτό το θέμα καθώς σε αυτή την εργασία θα ασχοληθούμε με

επανακανονικοποιήσιμες θεωρίες.

Οι παραπάνω έννοιες θα γίνουν πιο κατανοητές στη συνέχεια της εργασίας με συγκεκριμένα παραδείγματα.

Τέλος, για να αναδείξουμε μια σύνδεση ανάμεσα στην επανακανονικοποίηση και στη διάσταση της

σταθεράς σύζευξης μιας θεωρίας, θα αναφερθούμε στις διαστάσεις των ποσοτήτων που υπεισέρχονται

στην L για ℏ = c = 1 [1]. Οπότε [T ] = [L], [M−1] = [L] και σε μονάδες μάζας έχουμε ότι:

[m] = +1 , [xµ] = −1 , [∂µ] = +1 , [ddx] = −d (3.33)

Καθώς στα ολοκληρώματα διαδρομής η δράση εμφανίζεται στον εκθέτη (∝ eiS), πρέπει [S] = 0. Επομένως:

S =

ˆ
ddxL ⇒ [L] = d (3.34)

΄Αρα σύμφωνα με τα παραπάνω:

[∂µϕ ∂µϕ] = d ⇒ 2 + [ϕ] + [ϕ] = d ⇒ [ϕ] =
d

2
− 1 (3.35)

ενώ αντίστοιχα για τον όρο αλληλεπίδρασης:

[gϕN ] = d ⇒ [g] +N [ϕ] = d ⇒ [g]−N

(
d

2
− 1

)
= d ⇒ [g] = d−N

(
d

2
− 1

)
(3.36)
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΄Ομως παρατηρώντας ότι η έκφραση (3.36) υπάρχει ήδη μέσα στην έκφραση (3.32) για το D μπορούμε να
γράψουμε οτι:

D = d− V [g]−
(
d

2
− 1

)
E (3.37)

Απ΄το παραπάνω βλέπουμε ότι αν [g] < 0 όταν αυξάνεται το V αυξάνεται και η θετική ποσότητα −V [g],
άρα για διαγράμματα υψηλότερης τάξης (περισσότερες κορυφές V ), το D αυξάνεται συνεχώς και παίρνει
”άπειρες” διαφορετικές τιμές, οπότε σύμφωνα με την προηγούμενη κατηγοριοποίηση, η θεωρία δεν είναι
επανακανονικοποιήσιμη σε αυτή την περίπτωση.

΄Αρα, μια αλληλεπίδραση είναι (επιφανειακά) επανακανονικοποιήσιμη/υπέρ-επανακανονικοποιήσιμη αν η

σταθερά σύζευξής της έχει διαστάζεις μάζας [m]δ όπου δ ≥ 0. Σημειώνουμε ότι αν δ = 0 ⇒ [g] = 0, τότε
απ΄την (3.37) τοD δε θα εξαρτάται απ΄τον αριθμό των κορυφών, επομένως θα υπάρχουν άπειρα άποκλίνοντα
διαγράμματα αλλά με συγκεκριμένα D και άρα η θεωρία είναι επανακανονικοποιήσιμη. Αν δ > 0 η θεωρία
είναι υπέρ-επανακανονικοποιήσιμη.

Ως παραδείγματα για την παραπάνω ανάλυση, ας θεωρήσουμε τις αλληλεπιδράσεις gϕ3, gϕ4
.

Αρχικά θεωρούμε την θεωρία με αλληλεπίδραση gϕ3
.

• ΄Εστω σε d = 4 = 3 + 1 χωροχρονικές διαστάσεις. Τότε:

D = 4 + V

[
(2− 1)3− 4

]
−
(
4

2
− 1

)
E = 4− V − E (3.38)

΄Αρα, για D ≥ 0 ⇒ V + E ≤ 4, επομένως έχουμε έναν περιορισμό για τον αριθμό κορυφών και
εξωτερικών γραμμών. Ως αποτέλεσμα, υπάρχουν αποκλίσεις σε πεπερασμένο αριθμό διαγραμμάτων

και η θεωρία είναι υπέρ-επανακανονικοποιήσιμη.

Αυτό μπορεί να φανεί εξετάζοντας και τις διαστάσεις της σταθεράς σύζευξης:

[g] = 4− 3

(
4

2
− 1

)
= 1 > 0 (3.39)

• ΄Εστω σε d = 6 χωροχρονικές διαστάσεις. Τότε:

D = 6 + V

[(
6

2
− 1

)
3− 6

]
−
(
6

2
− 1

)
E = 6− 2E (3.40)

άρα για D ≥ 0 ⇒ 2E ≤ 6 οπότε υπάρχει ένας περιορισμός στον αριθμό εξωτερικών γραμμών E
(E = 1, 2, 3), αλλά ο αριθμό κορυφών V μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή. ΄Αρα υπάρχει πεπερα-
σμένος αριθμός D ≥ 0 αλλά άπειρα διαγράμματα που αποκλίνουν, οπότε η θεωρία είναι επανακανο-
νικοποιήσιμη.

Επομένως εξετάζοντας και την σταθερά σύζευξης:

[g] = 6− 3

(
6

2
− 1

)
= 0 (3.41)

όπως αναμενόταν σύμφωνα με τα προηγούμενα.

Θεωρώντας την αλληλεπίδραση gϕ4
, έχουμε:

• Σε d = 4 χωροχρονικές διαστάσεις:

D = 4 + V

[(
4

2
− 1

)
4− 4

]
−
(
4

2
− 1

)
E = 4− E (3.42)

άρα για D ≥ 0 ⇒ E ≤ 4 άρα υπάρχει περιορισμός στο E αλλά όχι στο V οπότε η θεωρία χαρακτη-
ρίζεται από πεπερασμένο αριθμό αποκλίσεων (D), αλλά υπάρχουν άπειρα αποκλίνοντα διαγράμματα,
άρα η θεωρία είναι επανακανονικοποιήσιμη.

Τέλος, για την σταθερά σύζευξης g έχουμε:

[g] = 4− 4

(
4

2
− 1

)
= 0 (3.43)

όπως δείξαμε ότι ισχύει για επανακανονικοποιήσιμες θεωρίες. Η θεωρία ϕ4
σε d = 4 διαστάσεις είναι

το κεντρικό θέμα αυτής της εργασίας και θα μελετηθεί από το επόμενο κεφάλαιο.
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Γενικά για [g] ≥ 0 χρησιμοποιώντας την (3.36) έχουμε:

d−N

(
d

2
− 1

)
≥ 0 ⇒ N ≤ 2d

d− 2
(3.44)

Σε d = 4 χωροχρονικές διαστάσεις, η παραπάνω σχέση ικανοποιείται για N ≤ 4, άρα για N = 3, 4.
Επομένως, αν απαιτήσουμε μια θεωρία να είναι επανακανονικοποιήσιμη για d = 4, μπορούμε να έχουμε
στην L μόνο όρους αλληλεπίδρασης της μορφής gϕ3, gϕ4

αλλά όχι gϕN
για N ≥ 5.

Πριν προχωρήσουμε στην μελέτη της θεωρίας ϕ4
, θα κλείσουμε αυτό το κεφάλαιο αναφέροντας κάποια

γενικά χαρακτηριστικά για τα διαγράμματα που προκύπτουν απ΄το συναρτησιακό ολοκλήρωμα, τα οποία

θα μας χρειαστούν στην συνέχεια. Ως παράδειγμα θεωρούμε την θεωρία με αλληλεπίδραση Lint =
1
3!gϕ

3

με την Λαγκρανζιανή (3.26). Καθώς η παρακάτω συζήτηση δεν σχετίζεται με τις αποκλίσεις, δε θα

αναφερθούμε προς το παρόν στους αντισταθμιστικούς όρους.

Απ΄την σχέση (3.1) έχουμε:

Z[J ] ∝ exp

[
i

ˆ
d4x

g

3!

(
−i

δ

δJ(x)

)3
]
Z0[J ] (3.45)

όπου η Z0[J ] είναι το συναρτησιακό ολοκλήρωμα της ελεύθερης θεωρίας (2.17).
Μπορούμε να αναπτύξουμε κατά Taylor τα δύο εκθετικά:

Z[J ] ∝
+∞∑
V=0

1

V !

(
ig

3!

ˆ
d4x

(
−i

δ

δJ(x)

)3
)V ∞∑

I=0

1

I!

(
i

2

ˆ
d4x d4y J(x)∆F (x− y)J(y)

)I

(3.46)

όπου χρησιμοποιήσαμε τα σύμβολα V (κορυφές) και I(εσωτερικές γραμμές) για λόγους που θα φανούν
στη συνέχεια. ΄Οπως θα δούμε, συγκεκριμένες τιμές των V, I παράγουν αντίστοιχα διαγράμματα Feynman
(χώρος θέσεων). Για να λάβουμε τα διάγραμματα, πρέπει οι συναρτησιακές παράγωγοι του πρώτου όρου να

δράσουν στις πηγές του δεύτερου όρου. Παρ΄όλα αυτά, υπάρχουν πολλές μεταθέσεις κάποιων ποσοτήτων

στην Z[J ] που παράγουν τα ίδια διαγράμματα:

1. Μετάθεση των 3 παραγώγων μεταξύ τους:

(
1
i

δ
δJ(x)

)3
−→ 3! ισοδύναμοι συνδυασμοί

2. Μετάθεση των V όρων μεταξύ τους:

[(
1
i

δ
δJ(x)

)3]V
−→ V ! ισοδύναμοι συνδυασμοί

3. Μετάθεση των 2 πηγών στον όρο
´
d4x d4y J(x)∆F (x− y)J(y) −→ 2 συνδυασμοί

4. Μετάθεση των P όρων μεταξύ τους:
[´

J∆J
]P −→ P ! συνδυασμοί

Οι παράγοντες 1,2 απαλείφονται με τους συντελεστές
1
3! ,

1
V ! της (3.46), ενώ οι παράγοντες 3,4 απαλείφονται

με τους παράγοντες
1
2 ,

1
P ! .

΄Ομως πέρα από τα παραπάνω, κάποια μετάθεση των παραγώγων/όρων κορυφής μπορεί να έχει ως

αποτέλεσμα το ίδιο διάγραμμα με κάποια μετάθεση των πηγών/όρων διαδότη. Αν λοιπόν κατά τον υπολο-

γισμό το ίδιο διάγραμμα προκύψει S φορές, πρέπει για να μην υπερμετρηθεί να διαιρέσουμε με το S, που
ονομάζεται παράγοντας συμμετρίας του διαγράμματος. Δε θα παρουσιάσουμε κάποιο κλειστό τύπο για το

S, αλλά θα σκιαγραφήσουμε κάποιες περιπτώσεις (αλγεβρικά και γεωμετρικά) στις οποίες προκύπτουν ισο-
δύναμα διαγράμματα. Σημειώνουμε ότι διαγραμματικά θα συμβολίζουμε με ευθείες γραμμές τους διαδότες

που αντιστοιχούν σε όρους i∆(x − y), με σημεία στα οποία συναντίουνται 3 γραμμές θα συμβολίζουμε
τις κορύφες που αντιστοιχούν σε όρους ig

´
d4x και με μεγάλες κουκκίδες τις πηγές που αντιστοιχούν

σε όρους i
´
d4x J(x). Τα παραπάνω θα φανούν πιο αναλυτικά όταν εξαχθούν τα διαγράμματα της ϕ4

αργότερα.

΄Οσον αφορά στα ισοδύναμα διαγράμματα:

1. Για n διαδότες με ίδια άκρα, αλγεβρικά μπορεί να δειχθεί ότι οι n! μεταθέσεις των αντίστοιχων(´
J∆J

)n
δίνουν τα ίδια διαγράμματα με τις μεταθέσεις των παραγώγων στους όρους V και προ-

κύπτουν n! διαγράμματα. Γεωμετρικά αυτό φαίνεται στα σχήματα 1α, 1β του σχήματος 5 παρακάτω.
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2. Για διαδότες που ξεκινούν και καταλήγουν στο ίδιο σημείο, αλγεβρικά η αλλαγή των άκρων του

διαδότη ισοδυναμεί με την μετάθεση των παραγώγων που θα δράσουν σε αυτόν, άρα έχουμε 2

ισοδύναμα διαγράμματα. Γεωμετρικά αυτό φαίνεται στο διάγραμμα 2 του σχήματος 5

3. Συνήθως κάποια γεωμετρική συμμετρία ενός διαγράμματος μπορεί να ”δικαιολογηθεί” αλγεβρικά από
την ισοδυναμία κάποιων μεταθέσεων όρων πηγών και όρων κορυφών. Για παράδειγμα στο σχήμα 3α

παρακάτω, προκύπτουν δύο ισοδύναμα διαγράμματα απ΄την εναλλαγή των πηγών ή των παραγώγων

που δρουν σε αυτές. Αντίστοιχα στο σχήμα 3β, προκύπτουν πάλι 2 ισοδύναμα διαγράμματα αλ-

λάζοντας τις πηγές/παραγώγους και τα άκρα του ενδιάμεσου διαδότη. Τέλος, στο διάγραμμα 3γ,

οι εναλλαγές των πηγών με τις εναλλαγές των παραγώγων των κορυφών έχουν ως αποτέλεσμα 3!
διαγράμματα. Γενικότερα, διαγράμματα που έχουν συμμετρία ως προς κάποιον άξονα περιλαμβάνουν

έναν παράγοντα 2 στο S για αυτό τον λόγο.

Δε θα αποδείξουμε αλγεβρικά τα παραπάνω, αλλά θα χρησιμοποιούμε τα 1,2 και τις γεωμετρικές συμμετρίες

των διαγραμμάτων για να προσδιορίζουμε τον παράγοντα συμμετρίας S ενός διαγράμματος.

Σχήμα 5: Ισοδύναμα διαγράμματα 1. και 2. [13]

Σχήμα 6: Ισοδύναμα διαγράμματα 3. [13]

Τέλος, στο σχήμα 7 δίνουμε κάποια παραδείγματα για τον συνολικό παράγοντα συμμετρίας κάποιων

διαγραμμάτων της θεωρίας ϕ3
, χρησιμοποιώντας τα παραπάνω. Για παράδειγμα στο διάγραμμα Α έχουμε

S = 2 · 2, όπου ο ένας παράγοντας προκύπτει απ΄τους διαδότες με τα ίδια άκρα και ο άλλος παράγοντας
προκύπτει απ΄την συμμετρία εναλλαγής των πηγών. Στο διάγραμμα Β, S = 2 · 2 όπου ο ένας παράγοντας
2 προκύπτει απ΄τους διαδότες με ίδια άκρα και ο άλλος από τον διαδότη που έχει την αρχή και το τέλος

του στο ίδιο σημείο. Αντίστοιχα στο διάγραμμα Γ S = 2 · 2 από την εναλλαγή των κάτω 2 πηγών και τον
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διαδότη με ένα άκρο, ενώ στο διάγραμμα Δ έχουμε S = 2 · 2 · 2 από τους 2 διαδότες με ένα άκρο και την
συμμετρία ως προς τον άξονα που ”κόβει” το διάγραμμα κάθετα.
Μετά από αυτή την εισαγωγική περιγραφή θεωριών με αλληλεπιδράσεις, είμαστε σε θέση να μελε-

τήσουμε τη θεωρία ϕ4
σε 4 διαστάσεις συστηματικά από το επόμενο κεφάλαιο.

Σχήμα 7: Παραδείγματα S για τη θεωρία ϕ3
[1]
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4 Η θεωρία ϕ4
σε 4 διαστάσεις

Θα ξεκινήσουμε τη μελέτη της θεωρίας ενός βαθμωτού πεδίου ϕ με αλληλεπίδραση Lint =
1
4!λϕ

4
σε d = 4

χωροχρονικές διαστάσεις, όπου λ η σταθερά σύζευξης. Για τη γενική μορφή της L με αντισταθμιστικούς
όρους έχουμε:

L =
1

2
Zϕ∂µϕ ∂µϕ− 1

2
Zmm2ϕ2 − 1

4!
Zλλϕ

4
(4.1)

= Lfree −
1

4!
Zλλϕ

4 +
1

2
(Zϕ − 1)∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2(Zm − 1)ϕ2

(4.2)

όπου στα παραπάνω όταν γράφουμε m2
εννοούμε m2 − iϵ, έτσι ώστε να εξασφαλίζεται το κένο ως αρχική

και τελική κατάσταση στο συναρτησιακό ολοκλήρωμα.

Σημειώνουμε ότι η παραπάνω αποτελεί την πιο απλή ρεαλιστική βαθμωτή θεωρία, καθώς μπορεί να

δειχθεί ότι στην ϕ3
η H δεν είναι φραγμένη από κάτω, άρα η ενέργεια δεν είναι θετικά ορισμένη. Επιπλέον,

σε αντίθεση με την θεωρία ϕ3
, δεν χρειάζεται να συμπεριλάβουμε όρο πηγής Y ϕ στην (4.1) γιατί στην

θεωρία ϕ4
η συνθήκη ⟨0|ϕ(x)|0⟩ = 0 του τύπου LSZ ικανοποιείται, όπως θα δείξουμε σε λίγο. Τέλος,

σύμφωνα με την μελέτη του προηγούμενου κεφαλάιου, [λ] = 0 σύμφωνα με τη σχέση (3.43).
Στην παρακάτω συζήτηση θα αγνοήσουμε προς το παρόν τους αντισταθμιστικούς όρους, των οποίων η

χρήση θα φανεί όταν θίξουμε το θέμα της επανακανονικοποιήσης της θεωρίας ϕ4
. Επομένως, θεωρώντας

Zi → 1 έχουμε για το συναρτησιακό ολοκλήρωμα απ΄την (3.1):

Z[J ] ∝ exp

[
−i

1

4!
λ

ˆ
d4x

(
−i

δ

δJ(x)

)4
]
exp

[
− i

2

ˆ
d4x

ˆ
d4y J(x)∆F (x− y)J(y)

]
(4.3)

=
1

V !

∞∑
V=0

(
−i

λ

4!

ˆ
d4x

(
−i

δ

δJ(x)

)4
)V ∞∑

I=0

1

I!

(
− i

2

ˆ
d4x

ˆ
d4y J(x)∆(x− y)J(y)

)I

(4.4)

όπου στην δεύτερη σειρά αναπτύξαμε τους εκθετικούς όρους κατά Taylor.
Για δεδομένα I,V λαμβάνουμε διαγράμματα Feynman τάξης λV

, τα οποία μπορούμε να σχεδιάσουμε

χρησιμοποιώντας τους κανόνες Feynman στον χώρο των θέσεων: α) ο διαδότης i∆(x − y) αντιστοιχεί
σε μια ευθεία γραμμή, β) ο όρος πηγής i

´
d4x J(x) αντιστοιχεί σε μια μεγάλη κουκκίδα και γ) ο όρος

κορυφής −iλ
´
d4x αντιστοιχεί σε ένα σημείο όπου συναντιούνται 4 γραμμές.

Καθώς κάθε όρος του αναπτύγματος Taylor συγκεκριμένου V περιέχει 4 · V παραγώγους και κάθε
μια από αυτές ”σκοτώνει” μια από τις 2·I πηγές του δεύτερου αναπτύγματος, ο αριθμός των εξωτερικών
γραμμών/πηγών που μένουν θα είναι:

E = 2I − 4V = 2(I − 2V ) (4.5)

και καθώς τα I, V είναι ακέραια, συμπεραίνουμε ότι E =άρτιος για την θεωρία ϕ4
. ΄Αρα για 1 ≤ E ≤ 4

και 0 ≤ V ≤ 2 έχουμε τους εξής πιθανούς συνδυασμούς:

Ε V Ι

2 0 1

2 1 3

2 2 5

4 0 2

4 1 4

4 2 6

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τα διαγράμματα που προκύπτουν απ΄τους παραπάνω συνδυασμούς. Σημει-

ώνουμε ότι ο παράγοντας συμμετρίας θα υπολογιστεί γεωμετρικά μετά τη σχεδίαση του κάθε διαγράμματος

και θα αγνοηθεί κατά τις πράξεις. Επιπλέον, για συντομία θα παραλείπεται η σύμβαση i σε κάθε διαδότη.
Για E = 2, V = 0, I = 1 λαμβάνουμε τον εξής όρο της Z[J ]:

∝ 1

0!

(
oρoς µϵ

δ

δJ(x)

)0 1

1!

(
− i

2

ˆ
d4x

ˆ
d4y J(x)∆(x− y)J(y)

)1

(4.6)

∝
ˆ

d4x

ˆ
d4y J(x)∆F (x− y)J(y) (4.7)
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Χρησιμοποιώντας τους κανόνες Feynman που αναφέρθηκαν παραπάνω μπορούμε να δούμε ότι το δι-
άγραμμα που σχετίζεται με τον όρο (4.6) είναι αυτό που φαίνεται στο σχήμα 8.

Σχήμα 8: Διαγράμματα με E = 2, V = 0, I = 1 [13]

Ο παράγοντας συμμετρίας S = 2 προκύπτει γεωμετρικά λόγω της εναλλαγής των πηγών.
Για E = 2, V = 1, I = 3 λαμβάνουμε τον όρο:

∝ (−iλ)

ˆ
d4x

(
−i

δ

δJ(x)

)4 ˆ
J∆12J

ˆ
J∆34J

ˆ
J∆56J (4.8)

Τα 3 ολοκληρώματα με πηγές/διαδότες προέρχονται απ΄τον όρο με I = 3 και μερικές φορές θα συμβο-
λίζουμε για συντομία: ˆ

d4xi

ˆ
d4xj J(xi)∆(xi − xj)J(xj) =

ˆ
J∆ijJ (4.9)

Για να λάβουμε τα διαγράμματα, πρέπει να ”μοιράσουμε” τις 4 παραγώγους στις 6 πηγές και υπάρχουν
δύο ενδεχόμενα:

i) 2+1+1
ii) 2+2+0
όπου η πρόσθεση είναι συμβολική και δείχνει τον αριθμό τον παραγώγων που δρα σε καθένα από τα 3 ολο-

κληρώματα πηγών. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της συναρτησιακής παραγώγου τον οποίο ξαναγράφουμε

για ευκολία:

δ

δJ(x)
J(y) = δ(4)(x− y) (4.10)

μπορούμε να ολοκληρώσουμε τις συναρτήσεις δ και λαμβάνουμε τους εξής όρους:

i) ∝ (−iλ)

ˆ
d4x∆(x− x)

ˆ
d4x4∆(x− x4)J(x4)

ˆ
d4x6 ∆(x− x6)J(x6) (4.11)

και επίσης:

ii) ∝ (−iλ)

ˆ
d4x∆(x− x)∆(x− x)

ˆ
d4x5

ˆ
d4x6 J(x5)∆(x5 − x6)J(x6) (4.12)

επομένως μπορούμε να σχεδιάσουμε τα διαγράμματα που φαίνονται στο παρακάτω σχήμα, θεωρώντας ότι

ο ∆(x− x) είναι ένας διαδότης που έχει ως αρχή και τέλος το ίδιο σημείο.

Σχήμα 9: Διαγράμματα με E = 2, V = 1, I = 3 [13]

Ο παράγοντας συμμετρίας του i) προκύπτει απ΄την εναλλαγή των δύο πηγών και από τον διαδότη με
αρχή και τέλος στο σημείο x.

34



Το διάγραμμα ii) του σχήματος 9 ονομάζεται αποσυνδεδεμένο διάγραμμα (disconnected diagram),
επειδή δε θα μπορούσαμε να περάσουμε από όλα τα σημεία του χωρίς να σηκώσουμε το μολύβι από το

χαρτί. Απ΄την άλλη, το i) του σχήματος 9 είναι ένα συνδεδεμένο διάγραμμα.
Με αφορμή το διάγραμμα ii), κάνουμε μια σημαντική παρένθεση για να αναφέρουμε ότι υπάρχουν δύο

είδη μη συνδεδεμένων διαγραμμάτων:

• Διαγράμματα όπως το ii) που περιέχουν και κομμάτια χωρίς εξωτερικά σημεία/πηγές (όπως το
”οκτάρι” του ii)), που ονομάζονται διαγράμματα ”φούσκες” (bubble diagrams). Αυτά τα διαγράμ-
ματα τα συναντάμε κατά των υπολογισμό της Z[J ] για δεδομένα V, I, αλλά μπορεί να δειχθεί ότι για
μια γενική Κβαντική Θεωρία Πεδίου αυτά τα διαγράμματα απαλείφονται και η Z[J ] υπολογίζεται με
τη συνεισφόρα μόνο συνδεδεμένων διαγραμμάτων [1],[2],[3].

• Διαγράμματα όπου τα εξωτερικά σημεία δεν βρίσκονται στο ίδιο κομμάτι, όπως το διάγραμμα που
φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 10: Διάγραμμα με μη συνδεδεμένα εξωτερικά σημεία [3]

Τέτοιου είδους διαγράμματα τα συναντάμε κατά τον υπολογισμό ποσοτήτων όπως η συνάρτηση

συσχετισμού 4 σημείων:

⟨0|T [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x3)ϕ̂(x4)]|0⟩ =
1

i4
δ

δJ(x1)

δ

δJ(x2)

δ

δJ(x3)

δ

δJ(x4)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

(4.13)

όπου μετά την δράση των παραγώγων στις πηγές λαμβάνουμε διαγράμματα όπου π.χ. τα σημεία x1, x3
δεν συνδέονται, όπως στο σχήμα 10. Αυτά τα διαγράμματα δεν απαλείφονται όπως τα διαγράμματα

”φούσκες”, αλλά μπορεί να δειχθεί [1] ότι η συνεισφορά τους στην σχέση LSZ (για σκέδαση) ή
μηδενίζεται ή έχει ως αποτέλεσμα κάποια συνάρτηση δ(4) που επιβάλλει pi = pf , επομένως |i⟩ = |f⟩
και άρα δεν έχουμε σκέδαση, οπότε ο όρος συνεισφέρει στο τετριμμένο κομμάτι του S που είναι
ανάλογο του δfi.

Λαμβάνοντας υπόψιν τα παραπάνω, από εδώ και πέρα θα αναφερόμαστε μόνο σε συνδεδεμένα διαγράμματα.

Ο υπολογισμός των υπόλοιπων συνδυασμών για 1 ≤ E ≤ 4 και 0 ≤ V ≤ 2 και τα αντίστοιχα διαγράμματα
βρίσκονται στο Παράρτημα Α της εργασίας.

΄Εχοντας μελετήσει τα διαγράμματα μέχρι E = 4, εξετάζουμε την ποσότητα:

⟨0|ϕ(x)|0⟩ = 1

i

δ

δJ(x)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

(4.14)

Καθώς η δJ(x) ”σκοτώνει” μια πηγή, θα επιβιώσουν μόνο όροι/διαγράμματα με ακριβώς μία πηγή, καθώς
αυτά που έχουν παραπάνω πηγές θα μηδενιστούν όταν πάρουμε J = 0 στο τέλος του υπολογισμού. Απ΄τα
διαγράμματα που είδαμε παραπάνω και από αυτά που παρουσιάζονται στο παράρτημα Α αλλά και καθώς

E =άρτιος, παρατηρούμε ότι στην ϕ4
δεν υπάρχουν διαγράμματα με μία μόνο πηγή, άρα ⟨0|ϕ(x)|0⟩ = 0,

οπότε η συνθήκη του τύπου LSZ ικανοποιείται, χωρίς να πρέπει να προσθέσουμε κάποιον όρο Y ϕ στην
L. (Αυτό έρχεται σε αντίθεση με την θεωρία ϕ3

όπου υπάρχουν διαγράμματα μιας πήγης τα σχήματα 7Β,

7Δ στο προηγούμενο κεφάλαιο). Επομένως, στην ϕ4
δε χρειάζεται να προσθέσουμε αντισταθμιστικό όρο

πηγής.

Προς το παρόν έχουμε υπολογίσει τα διαγράμματα της Z[J ], όμως για να περάσουμε στη μελέτη
της σκέδασης μέσω της σχέσης LSZ πρέπει να υπολογίσουμε συναρτήσεις συσχετισμού της μορφής
⟨0|T [ϕ̂(x1)...ϕ̂(xn)ϕ̂(x1′)...ϕ̂(xn′)]|0⟩ και θα χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα για την Z[J ] για να με-
λετήσουμε την κορυφή και τον διαδότη της θεωρίας στην επιθυμητή τάξη διαταραχών.

Θα χρησιμοποιήσουμε τον εξής συμβολισμό για την συνάρτηση συσχετισμού ή συνάρτηση Green
(n+m′) σημείων [9]:

G(n+m)(x1, ..., xn, x1′ , ...xm′) ≡ ⟨0|T [ϕ̂(x1)...ϕ̂(xn)ϕ̂(x1′)...ϕ̂(xm′)]|0⟩ (4.15)
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Σχήμα 11: Σκέδαση n → m′
[9]

Για μια σκέδαση n → m′
όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα, αναμένουμε η G(n+m′) να μπορεί να γραφτεί

στον χώρο των ορμών ως:

G̃(n+m′)(p1, ... , p1′ , ... ) ∝ ∆̃(p1)...Γn+m′(p1, ... , p1′ , ... )∆̃(p1′)... (4.16)

όπου ∆̃(pi) οι διαδότες των εισερχόμενων σωματιδίων, ∆̃(p′i) οι διαδότες των εξερχόμενων σωματιδίων
και Γn+m′ είναι το μη τετριμμένο κομμάτι που σχετίζεται με την αλληλεπίδραση και ονομάζεται συνάρτηση

κορυφής (proper vertex function).
Η Γn+m′ μπορεί να υπολογιστεί σε ολοένα και μεγαλύτερη τάξη θεωρίας διαταραχών, λαμβάνοντας

υπόψιν διαγράμματα/όρους με περισσότερες κορυφές V κατά τον υπολογισμό της συνάρτησης συσχετισμού
⟨0|T [ϕ̂(x1)...ϕ̂(xn)ϕ̂(x1′)...ϕ̂(xm′)]|0⟩ όπως θα δούμε στη συνέχεια.
Ξεκινάμε μελετώντας την συνάρτηση συσχετισμού 4 σημείων, που αντιστοιχεί στην κορυφή της θεω-

ρίας. Υπενθυμίζουμε ότι στην ελεύθερη περίπτωση η G4 = ⟨0|T [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x1′)ϕ̂(x2′)]|0⟩ υπολογίζεται
με βάση το θεώρημα του Wick και έχει ως αποτέλεσμα

i2 [∆F (x1 − x2)∆F (x1′ − x2′) + ∆F (x1 − x1′)∆F (x2 − x2′) + ∆F (x1 − x2′)∆F (x2 − x1′)
]
(4.17)

και αντιστοιχεί στους πιθανούς συνδυασμούς με τους οποίους δύο σωματίδια μπορούν να διαδοθούν από

ένα χωροχρονικό σημείο σε ένα άλλο (μεταξύ των xi, xi′) χωρίς να αλληλεπιδράσουν, όπως φαίνεται στο
παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 12: Διαγράμματα G4 για ελέυθερη θεωρία [3]

Στην περίπτωση αλληλεπδράσεων όμως, η G4 αντιστοιχεί στην σκέδαση δύο σωματιδίων. Απ΄τον ορισμό

(4.13) παρατηρούμε ότι πρέπει να δράσουν 4 παράγωγοι στην Z[J ] επομένως χρειαζόμαστε τα διαγράμματα
με E = 4. Σε πρώτη τάξη ως προς λ, δηλαδή για V = 1, αν αγνοήσουμε τα αποσυνδεδεμένα διαγράμματα
λαμβανουμε από το παράρτημα Α τον όρο:

− iλ

4!

ˆ
d4x

ˆ
∆xaJa

ˆ
∆xbJb

ˆ
∆xcJc

ˆ
∆xdJd (4.18)

επομένως συμβολίζοντας
1
i

δ
δJ(x1)

= δx1 :

G4 = δx1δx2δx1′ δx2′

(
− iλ

4!

)
i4
ˆ

d4x

ˆ
∆xaJa

ˆ
∆xbJb

ˆ
∆xcJc

ˆ
∆xdJd

= (−iλ)

ˆ
d4x∆(x− x1)∆(x− x2)∆(x− x1′)∆(x− x2′) (4.19)

όπου ο παράγοντας
1
4! απαλείφθηκε από τις 4! ισοδύναμες μεταθέσεις των παραγώγων.

Το παραπάνω αντιστοιχεί στο διάγραμμα επιπέδου ”δένδρου” (tree level) για τη σκέδαση 2 → 2 και
απεικονίζεται στο σχήμα 13.
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Σχήμα 13: 2 → 2 σε επίπεδο δένδρου [3]

Για να υπολογίσουμε το μη τετριμμένο κομμάτι Γ4 της παραπάνω σκέδασης σε πρώτη τάξη ως προς λ
θα χρησιμοποιήσουμε τον τύπο LSZ:

⟨f |i⟩ = i4
2∏

i=1

ˆ
d4xi e

−ik1·x1(□i +m2)
2∏

i′=1

ˆ
d4xi′ e

iki′·xi′ (□i′ +m2)⟨0|T [ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x1′)ϕ̂(x2′)]|0⟩

΄Ομως (□i + m2)∆(x − xi) = −δ(4)(x − xi) οπότε αν το χρησιμοποιήσουμε για κάθε διαδότη της (;;)
παίρνουμε συνολικά έναν όρο:

δ4(x− x1)δ
4(x− x2)δ

4(x− x1′)δ
4(x− x2′) (4.20)

Ολοκληρώνοντας τις παραπάνω συναρτήσεις δ επιβάλλουμε x1 = x2 = x1′ = x2′ οπότε:

⟨f |i⟩ = (−iλ)

ˆ
d4x e−i(k1+k2−k1′−k2′ )

= (−iλ)(2π)4δ(4)(k1 + k2 − k1′ − k2′)

όπου χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό της συνάρτησης δ.
Καθώς οι εξωτερικοί διαδότες έχουν αφαιρεθεί συμπεραίνουμε ότι:

Γ4 = −iλ (4.21)

Στο παραπάνω μπορούμε να δούμε τη λειτουργία της σχέσης LSZ: ουσιαστικά ”αφαιρεί” τους εξωτε-
ρικούς διαδότες (πριν/μετά σκέδασης) και αφήνει το ⟨f |i⟩ συναρτήσει του Γn+m′ που είναι το κομμάτι

αλληλεπίδρασης που μας ενδιαφέρει για το Tfi.

Αντίστοιχα για την συνάρτηση συσχετισμού 2 σημείων ⟨0|ϕ̂(x)ϕ̂(y)|0⟩ που αντιστοιχεί στον διαδότη,
έχουμε συνεισφορά και σε τάξη λ0

από το διάγραμμα με E = 2, V = 0 του σχήματος 8 με S = 2. ΄Αρα:

⟨0|ϕ̂(x)ϕ̂(y)|0⟩ = δxδy
i2

2

ˆ
d4x1

ˆ
d4x2 J(x1)i∆(x1 − x2)J(x2) = i∆(x− y) (4.22)

Ο παράγοντας 1/S = 1/2 απαλείφθηκε από τους 2! συνδυασμούς των παραγώγων. Η (4.22) αντιστοιχεί
στον γνωστό διαδότη του σχήματος 14.

Σχήμα 14: Διαδότης σε τάξη λ0
[3]

Τα παραπάνω αποτελούν τη συνεισφορά χαμηλότερης τάξης στη θεωρία διαταραχών για την κορυφή και

τον διαδότη και από το επόμενο κεφάλαιο θα θεωρήσουμε διορθώσεις υψηλότερης τάξης.
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5 Διορθώσεις υψηλότερης τάξης

Αρχικά θα θεωρήσουμε την διόρθωση πρώτης τάξης για τον διαδότη, χρησιμοποιώντας την σχέση (4.11)

για την περίπτωση E = 2, V = 1 που μελετήθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Μετά από απλοποίηση του
παράγοντα συμμετρίας 1/4 με τις μεταθέσεις των παραγώγων λαμβάνουμε για την συνάρτηση συσχετισμού
2 σημείων σε διόρθωση πρώτης τάξης:

δG2 = − iλ

2

ˆ
d4x′ i∆(x′ − x′)i∆(x− x′)i∆(y − x′) (5.1)

η οποία αντιστοιχεί στο παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 15: Διόρθωση πρώτης τάξης στον διαδότη [9]

Γράφοντας την (5.2) στον χώρο ορμών και χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η 4-ορμή είναι ίδια πριν και

μετά την κορυφή [9]:

δG̃2 = − iλ

2
i∆̃(0)i2∆̃2(p) = i∆̃(p)iΠ̃(0)i∆̃(p) (5.2)

όπου χρησιμοποιήσαμε τον συμβολισμό:

iΠ̃(0) ≡ i∆̃(0) = − iλ

2

ˆ
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ
(5.3)

Αυτός ο όρος αντιστοιχεί στον βρόχο του σχήματος 15 και αναφέρεται και ως όρος αυτό-ενέργειας (self-
energy). Μέχρι τώρα δεν έχουμε χρησιμοποιήσει τους αντισταθμιστικούς όρους, αλλά στη συνέχεια θα
δούμε ότι αυτοί θα περιέχονται στον όρο Π̃ ώστε να απορροφήσουν τις απειρίες.
Θεωρώντας την διόρθωση ενός βρόχου σε υψηλότερες τάξεις και συμβολίζοντας την αυτοενέργεια με

τον κύκλο Π, μπορούμε να αθροίσουμε τις συνεισφορές όλων των διαγραμμάτων ως γεωμετρική σειρά,
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Ο λόγος που θεωρούμε αυτές τις διορθώσεις στα πλάισια του ενός

βρόχου, είναι επειδή ουσιαστικά εξετάζουμε διαγράμματα που δεν είναι πιο συνθέτα αλλά απλά περιέχουν

τον ίδιο βρόχο περισσότερες φορές.

Σχήμα 16: ΄Αθροιση διαγραμμάτων σε γεωμετρική σειρά [7]

Αλγεβρικά αυτό γράφεται ως:

i∆̃(p) + i∆̃(p)iΠ̃(0)i∆̃(p) + ... =

(
1− iΠ̃(0)i

p2 −m2 + iϵ

)−1
i

p2 −m2 + iϵ
(5.4)

=
i

p2 −m2 + iϵ+ Π̃(0)
(5.5)
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Δε το έχουμε δείξει ακόμα, αλλά το Π̃(0) απειρίζεται και αυτό θα αντιμετωπιστεί με χρήση των α-
ντισταθμιστικών όρων. ΄Οπως θα δούμε, το πως επιλέγονται αυτοί οι όροι, σχετίζεται με το ”σχήμα
επανακανονικοποίησης” (renormalization scheme) που θα χρησιμοποιήσουμε, ενώ τα τελικά αποτελέσμα-
τα από φυσικής πλευράς δεν εξαρτώνται απ΄το σχήμα που θα επιλέξουμε. Υπάρχουν και διορθώσεις 2

ή και παραπάνω βρόχων στον βαθμωτό διαδότη, όπως αυτή που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Δε θα

εξετάσουμε τέτοιες διορθώσεις σε αυτή την εργασία.

Σχήμα 17: Διόρθωση 2 βρόχων [9]

Κάνοντας ένα σύντομο σχόλιο, αν επαναφέρουμε τις μονάδες ℏ μπορούμε να δούμε ότι ο διαδότης είναι
ανάλογος του ℏ, ενώ η διόρθωση ενός βρόχου είναι ανάλογη του ℏ2 και αντίστοιχα για δύο βρόχους h3
κλπ. Επομένως, στο κλασικό όριο όπου ℏ → 0 κυριαρχεί ο απλός διαδότης σε επίπεδο δένδρου. Γενικά,
για συναρτήσεις συσχετισμου n−σημείων, τα διαγράμματα επιπέδου δένδρου είναι ”κλασικοί όροι”, ενώ οι
βρόχοι αντιστοιχούν σε κβαντικές διορθώσεις.

Πριν προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε την διόρθωση ενός βρόχου στο διαδότη αναλυτικά, θα μελε-

τήσουμε και την διόρθωση 1 βρόχου στην Γ4 (διόρθωση ”κορυφής”) και θα αναφερθούμε σύντομα στους
κανόνες Feynman της ϕ4

στον χώρο των ορμών.

Για την δίορθωση δG4 στην κορυφή, θεωρούμε τα διαγράμματα της Z[J ] με E = 4, V = 2 (από το
παράρτημα Α), τα οποία φαίνονται παρακάτω.

Σχήμα 18: Διαγράμματα για E = 4, V = 2 [13]

Το διάγραμμα i) ανήκει στην κατηγορία των μη αναγώγιμων μονοσωματιδιακών διαγραμμάτων (1PI:
One particle irreducible diagram), τα οποία είναι διαγράμματα που αν αφαιρέσουμε οποιαδήποτε γραμμή
τους (αγνοώντας τις πηγές) θα παραμείνουν συνδεδεμένα. Το διάγραμμα ii) δεν είναι 1PI και δε θα το
μελετήσουμε για την διόρθωση δG4, γιατί στην πραγματικότητα δεν περιέχει διόρθωση για την κορυφή

αλλά για τον διαδότη, που έχει ήδη μελετηθεί.

Επομένως, χρησιμοποιώντας τον όρο του διαγράμματος i) απ΄το παράρτημα Α και συμβολίζοντας
1
i

δ
δJ(x1)

= δ1, έχουμε ότι:

δG4 = δ1δ2δ3δ4
(−iλ)2

24

ˆ
d4x

ˆ
d4y i2∆2(x− y)

ˆ
i∆xaJa

ˆ
i∆xbJb

ˆ
i∆ycJc

ˆ
i∆ydJd (5.6)

όπου S = 24 είναι ο παράγοντας συμμετρίας του διαγράμματος i). Από τον παραπάνω όρο λαμβάνουμε
τρεις διαφορετικές συνεισφορές μετά την δράση των παραγώγων:

39



1.

23
1

24
(−iλ)2

ˆ
d4x

ˆ
d4y i2∆2(x− y)i∆(x− x1)i∆(x− x2)i∆(y − x3)i∆(y − x4) (5.7)

2.

23
1

24
(−iλ)2

ˆ
d4x

ˆ
d4y i2∆2(x− y)i∆(x− x1)i∆(x− x3)i∆(y − x2)i∆(y − x4) (5.8)

3.

23
1

24
(−iλ)2

ˆ
d4x

ˆ
d4y i2∆2(x− y)i∆(x− x1)i∆(x− x4)i∆(y − x2)i∆(y − x3) (5.9)

όπου ο παράγοντας 23 προκύπτει από εναλλαγές των δi που έχουν ως αποτέλεσμα ισοδύναμα διαγράμματα.
Τα τρία διαγράμματα φαίνονται στο παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 19: Διαγράμματα ενός βρόχου για την σκέδαση 2 → 2 [9]

Υπολογίζουμε την διόρθωση δΓ4, έστω για τον όρο 1) με την σχέση LSZ:

⟨f |i⟩ = i4
(−iλ)2

2

2∏
i=1

ˆ
d4xi e

−ipi·xi
(
□i +m2

) 4∏
j=3

ˆ
d4xj e

ipj ·xj
(
□j +m2

)
⟨0|T

[
ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)ϕ̂(x3)ϕ̂(x4)

]
|0⟩

Χρησιμοποιώντας την (□i + m2)∆(x − xi) = −δ(4)(x − xi) (συνάρτηση Green) για τους διαδότες της
(5.7) που περιέχουν τα xi, xj λαμβάνουμε έναν όρο δ

(4)(x− x1)δ
(4)(x− x2)δ

(4)(y − x3)δ
(4)(y − x4).

Επομένως εκτελώντας τις ολοκληρώσεις ως προς xi, xj με χρήση των συναρτήσεων δ έχουμε:

⟨f |i⟩ = (−iλ)2

2

¨
d4x d4y e−i(p1+p2)·x+i(p3+p4)·y

ˆ
d4p

(2π)4
ieip·(x−y)

p2 −m2 + iϵ

ˆ
d4k

(2π)4
ieik·(x−y)

k2 −m2 + iϵ
(5.10)

όπου χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του διαδότη για τον όρο i∆2(x − y). Τέλος, χρησιμοποιώντας τον
ορισμό της συνάρτησης δ (2.11) για τις ολοκληρώσεις x, y:

⟨f |i⟩ = (−iλ)2

2

ˆ
d4p

(2π)4

ˆ
d4k

i

p2 −m2 + iϵ

i

k2 −m2 + iϵ
δ(4)(p3 − p4 − p− k)δ(4)(p1 + p2 − p− k)(2π)4

=
(−iλ)2

2

ˆ
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ

i

(p1 + p2 − p)2 −m2 + iϵ
(2π)4δ(4)(p3 + p4 − p1 − p2)

Επομένως, χωρίς την ολική διατήρηση της τετραορμής λαμβάνουμε ότι η διόρθωση κορυφής θα είναι:

δΓ4(p1 + p2) =
(−iλ)2

2

ˆ
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iϵ

i

(p1 + p2 − p)2 −m2 + iϵ
(5.11)

Για τα διαγράμματα 2),3) παίρνουμε αντίστοιχες διορθώσεις μόνο που στην θέση του p1+p2 στην (5.11) θα
έχουμε p1−p3 και p1−p4 για τα 2), 3) αντίστοιχα. Ορίζοντας s = (p1+p2)

2, t = (p1−p3)
2, u = (p1−p4)

2

(μεταβλητές Mandelstam), τα διαγράμματα 1), 2) και 3) ονομάζονται και ”κανάλια” s,t,u για την σκέδαση
2 → 2.
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Σύμφωνα με τα παραπάνω (και με χρήση άλλων παραδειγμάτων), μπορούμε να γενικέυσουμε την προη-

γούμενη διαδικασία και να διατυπώσουμε τους κανόνες Feynman για την θεωρία ϕ4
στον χώρο των ορμών:

• −iλ για κάθε κορυφή

• i
p2−m2+iϵ

για κάθε εσωτερικό διαδότη

•
´ d4p

(2π)4
, για κάθε κλειστό βρόχο

Και τέλος:

• Διατήρηση 4-ορμής σε κάθε κορυφή

• Διαιρούμε με τον παράγοντα συμμετρίας του τελικού διαγράμματος, όπου για την ϕ4
έχουμε παράγο-

ντες n! για n διαδότες με κοινά άκρα και παράγοντες 2 για διαδότες που έχουν ως αρχή και τέλος
το ίδιο σημείο.

Με αυτό τον τρόπο, μπορούμε να υπολογίζουμε την συνεισφορά ενός διαγράμματος στο ⟨f |i⟩ χωρίς την
χρήση του τύπου LSZ.
Επιστρέφοντας στο κύριο θέμα των διορθώσεων, αναφέρουμε ότι οι ποσότητες (5.3) και (5.11) (διορ-

θώσεις διαδότη, κορυφής) αποκλίνουν στο υπεριώδες. Για να προχωρήσουμε στην διαδικασία της επανακα-

νονικοποίησης, πρέπει να εκφράσουμε τις παραπάνω ποσότητες σε μια πεπερασμένη μορφή, της οποίας το

όριο θα αποκλίνει. Αυτό το ενδιάμεσο βήμα ονομάζεται εξομάλυνση (regularization) και υπάρχουν πολλών
ειδών εξομαλύνσεις που μπορούν να χρησιμοποιηθούν. Σε αυτή την εργασία θα χρησιμοποιήσουμε την

μέθοδο της διαστατικής εξομάλυνσης, από το επόμενο κεφάλαιο.

Για να δούμε όμως τον αποκλίνοντα χαρακτήρα των παραπάνω ποσοτήτων, αναφέρουμε ότι υπάρχει

και η μέθοδος της ”αποκοπής στις ορμές”, θεωρώντας τα ολοκληρώματα μέχρι κάποιο όριο ορμής Λ. Στο
παράρτημα Β, εφαρμόζεται αυτή η διαδικασία για τα παραπάνω και λαμβάνουμε π.χ. το αποτέλεσμα για τη

διόρθωση του διαδότη [9]:

Π̃(0) =
λ

32π

[
Λ2 −m2 ln

(
1 +

Λ2

m2

)]
(5.12)

όπου βλέπουμε ότι υπάρχει τετραγωνική απόκλιση όταν Λ → ∞.
Υπάρχουν και άλλες μέθοδοι εξομάλυνσης, όπως π.χ. η εξομάλυνση Pauli-Villars, αλλά για τους

υπολογισμούς της εργασίας θα προτιμήσουμε την διαστατική εξομάλυνση γιατί είναι κομψή, σέβεται τις

συμμετρίες των θεωριών (για παράδειγμα τη συμμετρία Lorentz και τις συμμετρίες βαθμίδας), ενώ γενικε-
ύεται εύκολα και σε διορθώσεις υψηλότερης τάξης.
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6 Διαστατική εξομάλυνση και επανακανονικοποίηση

Η ιδέα πίσω από την μέθοδο της διαστατικής εξομάλυνσης (Dimensional Regularization-DR) είναι η εξής:
από τις σχέσεις (5.3),(5.11) παρατηρούμε ότι υπάρχουν 4 δυνάμεις ορμής στον αριθμητή από το μέτρο

ολοκλήρωσης και τα ολοκληρώματα αποκλίνουν, αλλά αν μελετούσαμε την θεωρία σε d < 4 διαστάσεις
το ολοκλήρωμα μπορεί να συγκλίνει για αρκούντως μικρό d. Θεωρώντας σε αυτή την εργασία d = 4 − ϵ
όπου ϵ > 0, τα τελικά αποτελέσματα θα παρουσιάζουν μια εξάρτηση από το ϵ και οι απειρισμοί ανακτώνται
παίρνοντας το όριο ϵ → 0. ΄Οπως θα δούμε, οι απειρισμοί θα εμφανίζονται με την μορφή 1/ϵ όπου ϵ → 0.
Μια σύντομη παρουσίαση των βασικών τύπων της διαστατικής εξομάλυνσης γίνεται στο παράρτημα Γ.

Σημειώνουμε ότι το ϵ δεν πρέπει να συγχέεται με την απειροελάχιστη παράμετρο που χρησιμοποιήθηκε
νωρίτερα m2 → m2 − iϵ οπότε από εδώ και πέρα θα συμβολίζουμε την μάζα απλώς m2

για ευκολία.

Ξεκινάμε εφαρμόζοντας την μέθοδο διαστατικής εξομάλυνσης [1],[7] για την διόρθωση 1-βρόχου στον

διαδότη θεωρώντας το ολοκλήρωμα σε d διαστάσεις:

iΠ(0) = − iλ

2

ˆ
ddk

(2π)d
i

k2 −m2
(6.1)

Χρησιμοποιώντας κατευθείαν την σχέση (Γ.9) του παραρτήματος για ολοκληρώματα στον χώροMinkowski
για a = 0, b = 1,∆ = m2

:

iΠ(0) = − iλ

2
i2(−1)a−b 1

(4π)d/2
1

∆b−a−d/2

Γ(a+ d
2)Γ(b− a− d

2)

Γ(b)Γ(d2)

= − iλ

2

1

(4π)2−ϵ/2

1

(m2)1−2+ϵ/2
�����Γ(2− ϵ

2)Γ(
ϵ
2 − 1)

Γ(1)�����Γ(2− ϵ
2)

Απ΄το παράρτημα Γ έχουμε ότι Γ(1) = 1 και επίσης από την σχέση για το Γ(−n+ z) για n = 1, z = ϵ/2
παίρνουμε:

− iλ

2

1

(4π)2−ϵ/2

1

(m2)−1+ϵ/2

[
(−1)

(
2

ϵ
− γ + 1 +O(ϵ)

)]
(6.2)

Προφανώς το παραπάνω ”εξομαλυμένο” αποτέλεσμα απειρίζεται στο όριο ϵ → 0, δηλαδή όταν επι-
στρέφουμε στις 4 διαστάσεις και τώρα θα δούμε πως αυτό αντιμετωπίζεται.

L =
1

2
∂µϕ0 ∂

µϕ0 −
1

2
m2

0ϕ
2
0 −

1

4!
λ0ϕ

4
0 (6.3)

Η ιδέα πίσω από την επανακανονικοποίηση είναι ότι η αρχική Λαγκρανζιανή της σχέσης (6.3), την οποία

χρησιμοποιούσαμε μέχρι τώρα χωρίς να γράφουμε τους δείκτες 0 και ονομάζεται ”απογυμνωμένη” (bare)
Λαγκρανζιανή, οδηγεί σε διαγράμματα με απειρισμούς. Μεγέθη όπως τα m0, λ0 που συνδέονται με τους

απειρισμούς, πρέπει να επαναοριστούν έτσι ώστε στην L να εμφανιστούν ποσότητες που είναι πεπερα-
σμένες και μπορούν να συνδεθούν με την πειραματικά παρατηρήσιμη μάζα mphys και σταθερά σύζευξης

λphys. Επανακανονικοποιώντας τα ϕ0,m0, λ0 και καταλήγοντας στην (4.1), οι αντισταθμιστικοί όρους Zi

μπορούν να επιλεχθούν με κατάλληλο τρόπο ώστε οι απειρισμοί να απορροφηθούν και οι διορθώσεις να

μην αποκλίνουν.

Εν ολίγοις, η μέθοδος της επανακανονικοποίησης έχει ως στόχο να επαναπροσδιορίσει τις παραμέτρους

της θεωρίας, εκφράζοντας την L συναρτήσει ποσοτήτων που συνδέονται με τα πειραματικά παρατηρήσιμα
μεγέθη και έχουν πεπερασμένη τιμή.

Πριν προχωρήσουμε θα κάνουμε μια χρήσιμη παρένθεση, αναφέροντας ότι οι συνθήκες της σχέσης

LSZ που είδαμε νωρίτερα, χρησιμοποιούνται για την μελέτη του ακριβή διαδότη, που περιέχει συνεισφορές
όλων των τάξεων:

∆(x− y) = ⟨0|T [ϕ̂(x)ϕ̂(y)]|0⟩ (6.4)

και καταλήγει σε μια μορφή που είναι γνωστή ως διαδότης Lehmann-Kallen [1], που έχει τα εξής σημαντικά
χαρακτηριστικά (στο χώρο των ορμών):

• ΄Εχει πόλο p2 = m2
phys στην φυσική μάζα mphys

• Ο πόλος έχει ολοκληρωτικό υπόλοιπο 1.
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Θα χρησιμοποιήσουμε τα παραπάνω ως συνθήκες για την επιλογή των αντισταθμιστικών όρων στο λε-

γόμενο σχήμα επανακανονικοποίησης ”φλοιού μάζας” (On shell Scheme-OS).
Λαμβάνοντας υπόψιν τις συνθήκες Lehmann-Kallen, θα προσπαθήσουμε να εξηγήσουμε λίγο καλύτερα

την ιδέα πίσω από την επανακανονικοποίηση για την παράμετρο μάζας [4]. Ξεκινώντας από την (6.7) για

την ελέυθερη περίπτωση θα έιχαμε τον διαδότη
i

p2−m2
0
, αλλά απ΄τη στιγμή που υπάρχουν αλληλεπιδράσεις

λαμβάνουμε τον διαδότη
i

p2−m2−Π̃(0)
. Επομένως από τη συνθήκη για τον πόλο, θα ισχύει m2

phys =

m2
0 − Π̃(0) (στην γενικότερη περίπτωση διορθώσεων που εξαρτώνται από την εξωτερική ορμή m2

phys =

m2
0 − ˜Π(p2 = m2

phys)).
Βλέπουμε λοιπόν ότι οι αλληλεπιδράσεις συνεισφέρουν ως μια “διόρθωση μάζας“ σε σχέση με την ελε-

ύθερη θεωρία, κατά αναλογία με ένα ηλεκτρόνιο που κινείται μέσα σε ένα στερεό και χαρακτηρίζεται από μια

ενεργό μάζα λόγω των αλληλεπιδράσεων με το ιοντικό πλέγμα, η οποία διαφέρει από την “απογυμνωμένη“
μάζα του. Αυτή η μάζα θα μπορούσε να μετρηθεί εξετάζοντας το ηλεκτρόνιο έξω από το πλέγμα. Στην

περίπτωση της ϕ4
όμως, δεν υπάρχει κάποιος τρόπος με τον οποίο μπορούμε να “απενεργοποιήσουμε“ την

αλληλεπίδραση, άρα πάντα θα έχουμε κβαντικές διορθώσεις που συνεισφέρουν και ως αποτέλεσμα το m0

αποτελεί μια μη μετρήσιμη ποσότητα. Εφ’όσον Π̃(0) → ∞ και το m0 δεν μπορεί να μετρηθεί, μπορούμε

να του επιτρέψουμε να απειρίζεται κατάλληλα έτσι ώστε το mphys να προκύψει πεπερασμένο. Γράφουμε

το m0 ως γινόμενο (αντισταθμιστικοί όροι)·(m), όπου οι αντισταθμιστικοί όροι περιέχουν τις απειρίες και
το m είναι η επανακανονικοποιημένη μάζα, που είναι πεπερασμένη1.
Μετά από αυτή την παρένθεση, ξεκινάμε την διαδικασία της επανακανονικοποίησης απ΄την L της μορφής

(4.1):

L = Lfree −
1

4!
Zλλϕ

4 +
1

2
(Zϕ − 1)∂µϕ∂

µϕ+
1

2
m2(Zm − 1)ϕ2

(6.5)

την οποία έχουμε γράψει ως το ελέυθερο κομμάτι με τις επανακανονικοποιημένες παραμέτρους m,λ και
το κομμάτι που περιέχει τους αντισταθμιστικούς όρους. Για να συνεχίσουμε, θεωρούμε κάθε κομμάτι με

αντισταθμιστικούς όρους ως αλληλεπίδραση που έχει ως αποτέλεσμα έναν νέο κανόνα Feynman για τη
θεωρία. Ο πρώτος όρος είναι απλά ένας όρος κορυφής −iZλλ ενώ για τους άλλους δύο έχουμε (εκτελώντας
παραγοντική ολοκλήρωση στον πρώτο όρο και μετά παίρνοντας τον μετ/μο Fourier):

− 1

2
(Zϕ − 1)ϕ□ϕ+

1

2
m2(Zm − 1)ϕ2 ⇒ −1

2
ϕ(p)

[
−(Zϕ − 1)p2 + (Zm − 1)m2

]
ϕ(−p) (6.6)

επομένως πολύ χοντρικά βλέπουμε ότι καθώς έχουμε 2 πεδία στον παραπάνω όρο, αντιστοιχεί σε έναν

επιπλέον κανόνα Feynman i(Zϕ − 1)p2 − i(Zm − 1)m2
για τον διαδότη δύο σημείων που συμβολίζεται

με το (δεξί) σύμβολο του παρακάτω σχήματος. (Ο παράγοντας 2 απαλείφθηκε με τις μεταθέσεις των 2

πεδίων).

Σχήμα 20: Διόρθωση διαδότη και αντισταθμιστικός όρος [3]

Σε αυτό το σημείο πρέπει να κάνουμε μια πολύ σημαντική τροποποίηση που αφορά στην σταθερά σύζευξης

λ σε d διαστάσεις. ΄Οπως είδαμε νωρίτερα, στις 4 διαστάσεις [λ] = 0, αλλά από την σχέση (3.36) έχουμε
στις d διαστάσεις για την ϕ4

:

[λ] = d− 4(
d

2
− 1) = 4− d = ϵ (6.7)

επομένως λαμβάνοντας αυτό υπ΄όψιν (και καθώς [λ] = 0), εισάγουμε μια παράμετρο µ με μονάδες μάζας
(που αναφέρεται και ως μάζα μετατροπής (transmutation mass)) για να διατηρήσουμε τις σωστές μονάδες,
δηλαδή αντικαθιστούμε λ → λµϵ

. Σημειώνουμε ότι η ποσότητα µ δεν έχει φυσική σημασία καθώς δεν

1
Κατά αντίστοιχο τρόπο, το λ0 αντιστοιχεί στη σταθερά σύζευξης επιπέδου δένδρου χωρίς τις διορθώσεις υψηλότερης

τάξης και με την ίδια λογική ούτε το λ0 μπορεί να μετρηθεί, οπότε μπορούμε να το αφήσουμε να απειρίζεται με κατάλληλο

τρόπο.
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είναι παράμετρος της αρχικής θεωρίας αλλα εμφανίζεται μόνο στα πλαίσια της DR, επομένως τα φυσικά
παρατηρήσιμα μεγέθη δεν πρέπει να εξαρτώνται από αυτή, όπως θα δούμε και στη συνέχεια.

Επομένως, η επανακανονικοποιημένη (6.2) γίνεται εκτελώντας κάποιες απλοποίησεις (χωρίς να γράψου-

με τους όρους Zm, Zϕ για να μη τους ”κουβαλάμε” προς το παρόν):

iZλλµ
ϵ

2

1

(4π)2−ϵ/2

1

(m2)−1+ϵ/2

[(
2

ϵ
− γ + 1 +O(ϵ)

)]
=

iZλλ

2

(m
4π

)2(4πµ2

m2

)ϵ/2 [
2

ϵ
− γ + 1

]
(6.8)

=
iZλλ

2

(m
4π

)2
exp

(
ϵ

2
ln

4πµ2

m2

)[
2

ϵ
− γ + 1

]
≃ iZλλ

2

(m
4π

)2(
1 +

ϵ

2
ln

4πµ2

m2

)[
2

ϵ
− γ + 1

]
(6.9)

=
iZλλ

2

(m
4π

)2 [2
ϵ
− γ + 1 + ln

(
4πµ2

m2

)
−

��������
γ
ϵ

2
ln

(
4πµ2

m2

)
+

��
���

��ϵ

2
ln

(
4πµ2

m2

)]
(6.10)

=
iZλλ

2

(m
4π

)2 [2
ϵ
+ ln

(
4πµ2

eγm2

)
+ 1

]
=

iZλλ

2

(m
4π

)2 [2
ϵ
+ ln

(
µ2

m2

)
+ 1

]
(6.11)

όπου χρησιμοποιήσαμε την σχέση x = elnx
και στην πρότελευταια γραμμή αγνοήσαμε τους όρους ∝ ϵ αφού

στο τέλος ϵ → 0. Επιπλέον, στην τελευταία γραμμή απορροφήσαμε την σταθερά 4π
eγ στο µ

2
επαναοριζοντας

µ2 ≡ 4π
eγ µ

2
. Σύμφωνα με τα παραπάνω, η πλήρης έκφραση για την (6.1) μαζί με τους αντισταθμιστικούς

όρους είναι:

iΠ̃(p) =
iZλλ

2

(m
4π

)2 [2
ϵ
+ ln

(
µ2

m2

)
+ 1

]
+ i(Zϕ − 1)p2 − i(Zm − 1)m2

(6.12)

Μπορούμε να θέσουμε Zλ = 1 αφού ενδιαφερόμαστε για διορθώσεις τάξης λ στον διαδότη (το Zλ σε

τάξη λ θα υπολογιστεί στην διόρθωση κορυφής). Σε αυτό το σημείο, πρέπει να επιλέξουμε κατάλληλα τα
Zϕ, Zm έτσι ώστε γίνει απαλοιφή των απειρισμών και έχουμε δύο επιλογές:

1. Να απορροφήσουμε στους αντισταθμιστικούς όρους τις απειρίες και την μη φυσική παράμετρο μ.

Αυτό ονομάζεται σχήμα ”φλοιού μάζας”(OS). Σε αυτό το σχήμα, m = mphys και λ = λphys

2. Να απορροφήσουμε στους αντισταθμιστικούς όρους μόνο τις απειρίες. Αυτό ονομάζεται σχήμα

”τροποποιημένης ελάχιστης αφαίρεσης” (Modified Minimal Subtraction-MS) όπου το τροποποι-
ημένη αναφέρεται στην απορρόφηση της σταθεράς

4π
eγ στο µ. Σε αυτό το σχήμα, m ̸= mphys,

λ ̸= λphys και θα δούμε αργότερα τι σημαίνει αυτό.

Σχήμα OS

Αρχικά, ας μελετήσουμε το σχήμα OS. Σε αυτό το σχήμα, απαιτούμε για τα κομμάτια που δεν περιέχουν
την ορμή:

− (Zm − 1)m2 +
λ

2

(m
4π

)2 [2
ϵ
+ ln

(
µ2

m2

)
+ 1

]
= λκm +O(λ2) (6.13)

όπου κm είναι κάποια πεπερασμένη σταθερά. Αντίστοιχα παρατηρούμε ότι η διόρθωση του διαδότη δεν
περιέχει απειρίες της μορφής ∝ p2 άρα:

(Zϕ − 1) = λκϕ +O(λ2) (6.14)

για κάποια άλλη σταθερά κϕ. Σύμφωνα με τα παραπάνω έχουμε για τη διόρθωση:

iΠ̃(p) = iλκm + iλκϕp
2 +O(λ2) (6.15)

Οι σταθερές κm, κϕ μπορούν να προσδιοριστούν στην επιθυμητή τάξη θεωρίας διαταραχών χρησιμοποι-
ώντας τις συνθήκες για τον διαδότη Lehmann-Kallen που αναφέρθηκαν παραπάνω. Απ΄την σχέση (5.4):

i

p2 −m2 + Π̃(p)
(6.16)
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Καθώς στο OS έχουμε m = mphys, η συνθήκη του πόλου επιβάλλει Π̃(p
2 = m2) = 0 ενώ η συνθήκη του

υπολοίπου 1 επιβάλλει
dΠ̃
dp2

∣∣∣∣
p2=m2

= 0, κάτι το οποίο μπορεί να φανεί αναπτύσσοντας το Π̃(p) γύρω από

το m2
, όπου f η συνάρτηση στην (6.16):

Res(f, p2 = m2) = (p2 −m2)
1

p2 −m2 + Π̃(m2) + dΠ̃
dp2

|p2=m2(p2 −m2) + ...

∣∣∣∣
p2=m2

= 1 (6.17)

αν Π̃(m2) = Π̃′(m2) = 0. Εφαρμόζοντας τις παραπάνω συνθήκες στην (6.15) λαμβάνουμε ότι κm = κϕ = 0
επομένως στο OS:

Zϕ = 1 +O(λ)2

Zm = 1 +
λ

32π2

[
2

ϵ
+ ln

(
µ2

m2

)
+ 1

]
+O(λ2)

iΠ̃(p) = O(λ2)

άρα βλέπουμε ότι ο διαδότης δεν έχει διόρθωση τάξης λ. Τώρα θα δούμε ότι δεν ισχύει το ίδιο για την
διόρθωση κορυφής, που έχει διόρθωση απ΄το διάγραμμα 1-βρόχου.

Η διόρθωση κορυφής π.χ. για το s-κανάλι δίνεται από την (5.11) μόνο που στην επανακανονικοποιημένη
θεωρία ο κανόνας Feynman δίνει για κάθε κορυφή −iλZλ, οπότε συνολικά έχουμε (μαζί με τη συνεισφορά

επιπέδου δένδρου):

Γ4 = −iλZλµ
ϵ +

(−iλµϵ)2

2

ˆ
ddp

(2π)d
i

p2 −m2

i

(p1 + p2 − p)2 −m2
+

(
t, u channels

)
+O(λ3) (6.18)

όπου στον όρο ∝ λ2
θέσαμε Zλ = 1 + O(λ) αφού ενδιαφερόμαστε για διόρθωση τάξης λ2

συνολικά.

Θεωρήσαμε το ολοκλήρωμα στα πλάισια της διαστατικής εξομάλυνσης όπως πριν, αντικαθιστώντας και

λ → λµϵ
.

Ας επικεντρωθούμε στον δεύτερο όρο (διόρθωση s). Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις παραμέτρους
Feynman της σχέσης (Γ.1) του παραρτήματος για να γράψουμε:

λ2µ2ϵ

2

ˆ
ddp

(2π)d

1̈

0

dxdy δ(x+ y − 1)
1[

y(p2 −m2) + x
(
(p1 + p2 − p)2 −m2

)]2
=
λ2µ2ϵ

2

ˆ
ddp

(2π)d

1ˆ

0

dx
1

[(1− x)p2 + x(p1 + p2 − p)2 −m2]

Για τον παρονομαστή έχουμε, θέτοντας k = p1 + p2:

(1− x)p2 + x(k − p)2 −m2 = p2 − xp2 + xk2 − 2xk · p+ xp2 −m2

= p2 − 2xk · p+ x2k2 − x2k2 −m2 = (p− xk)2 + x(1− x)k2 −m2

= q2 −∆

όπου θέσαμε q = p− xk και ∆ = −x(1− x)k2 +m2
. Καθώς το xk είναι μια σταθερή ποσότητα ως προς

p, μπορούμε να αλλάξουμε το μέτρο ολοκλήρωσης ddp → ddq και έχουμε:

λ2µ2ϵ

2

1ˆ

0

dx

ˆ
ddq

(2π)d
1

[q2 −∆]2
(6.19)

Πλέον το ολοκλήρωμα ως προς το q έχει εκφραστεί σε μια βολική μορφή και μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
την γνωστή σχέση (Γ.9) του παραρτήματος για a = 0, b = 2,∆ = −x(1−x)k2+m2

και καθώς d = 4− ϵ
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λαμβάνουμε για το ολοκλήρωμα ως προς q:

λ2µ2ϵ

2

ˆ
dx i(−1)0−2 1

(4π)2−ϵ/2

1

∆2−2+ϵ/2
�����Γ(2− ϵ

2)Γ(
ϵ
2)

Γ(2)�����Γ(2− ϵ
2)

=
iλ2µϵ

2(4π)2

ˆ
dx

(
4πµ2

∆

)ϵ/2 [
2

ϵ
− γ +O(ϵ)

]
≃ iλ2µϵ

2(4π)2

ˆ
dx

[
1 +

ϵ

2
ln

(
4πµ2

∆

)][
2

ϵ
− γ

]
=

iλ2µϵ

2(4π)2

ˆ
dx

[
2

ϵ
− ln eγ + ln

(
4πµ2

m2 ∆
m2

)
−

��������
γ
ϵ

2
ln

(
4πµ2

∆

)]

=
iλ2µϵ

2(4π)2

1ˆ

0

dx

[
2

ϵ
+ ln

(
4πµ2

eγm2

)
− ln

(
∆

m2

)]
=

iλ2µϵ

16π2

[
1

ϵ
+ ln

( µ

m

)]
− iλ2µϵ

32π2

1ˆ

0

dx ln
∆

m2

Στα παραπάνω πάλι απορροφήσαμε τις σταθερές
4π
eγ στο µ και χρησιμοποιήσαμε την έκφραση x = elnx

.

Επιπλέον, γράψαμε = m2 ∆
m2 και χωρίσαμε την έκφραση σε δύο κομμάτια, εκτελώντας στο πρώτο το

τετριμμένο ολοκλήρωμα ως προς
´
dx = 1, αφού οι εκφράσεις δεν εξαρτώνται απ΄το x. Ο δεύτερος όρος

περιέχει μια μη τετριμμένη ολοκλήρωση λόγω του ∆(k) που περιέχει το x. Οι συνεισφορές των καναλιών
t, u στην (6.19) είναι ίδια με αυτή του καναλιού s μόνο που στη θέση του k2 = (p1 + p2)

2 = s έχουμε τα
k2 = u και k2 = t αντίστοιχα. Επομένως συνολικά η (6.19) γίνεται (αγνοώντας τους παράγοντες µϵ

αφού

ενδιαφερόμαστε για το όριο ϵ → 0):

Γ4 = −iλZλ +
i3λ2

16π2

[
1

ϵ
+ ln

( µ

m

)]
− iλ2

32π2

1ˆ

0

dx

[
ln

∆(s)

m2
+ ln

∆(u)

m2
+ ln

∆(t)

m2

]
(6.20)

Προφανώς η διόρθωση απειρίζεται λόγω του όρου
1
ϵ και πάλι θα χρησιμοποιήσουμε το σχήμα επανακανο-

νικοποίησης φλοιού μάζας, απορροφώντας στον όρο Zλ τον απειρισμό και τον όρο που εξαρτάται από το

µ. Επομένως απαιτούμε:

Zλ = 1 +
3λ

16π2

[
1

ϵ
+ ln

( µ

m

)]
+ λκλ +O(λ2) (6.21)

για κάποια πεπερασμένη σταθερά κλ την οποία θα συζητήσουμε σε λίγο. ΄Αρα, αντικαθιστώντας την (6.21)
στην (6.20):

Γ4 = −iλ− iλκλ − iλ2

32π2

1ˆ

0

dx

[
ln

∆(s)

m2
+ ln

∆(u)

m2
+ ln

∆(t)

m2

]
(6.22)

Υπενθυμίζοντας ότι∆(k) = −x(1−x)k2+m2
, τα ολοκληρώματα ως προς x υπολογίζονται με το πρόγραμμα

Mathematica:

1ˆ
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dx ln
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∆(k)

m2

)
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1ˆ
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dx ln
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−x(1− x)k2 +m2

m2

)
=

�
�

��−1

2
m2 − 2−

√
1− 4m2

k2
arctanh

 −1√
1− 4m2

k2
)



�
�
��

+
1

2
m2 +

√
1− 4m2

k2
arctanh

 1√
1− 4m2

k2
)

 = 2

√
1− 4m2

k2
arctanh

 1√
1− 4m2

k2

− 2 ≡ f(k2)

όπου χρησιμοποιήσαμε την ιδιότητα arctanh (−x) = − arctanh (x) και στο τέλος θέσαμε όλη την ποσότητα
ως μια συνάρτηση f , επομένως η (6.22) γίνεται:

Γ4 = −iλ− iλκλ − iλ2

32π2

[
f(s) + f(t) + f(u)

]
(6.23)

Σε αντίθεση με τη διόρθωση του διαδότη, όπου επιβάλλαμε τις συνθήκες του ακριβή διαδότη Lehmann-
Kallen για τον προσδιορισμό των σταθερών κm, κϕ, για την κορυφή δεν υπάρχει κάποια συγκεκριμένη
συνθήκη που να προσδιορίζει το κλ. Η φυσική μάζα ορίζεται μέσω του διαδότη Lehmann-Kallen αλλά δεν
ισχύει κάτι αντίστοιχο για το λ αφού διαφορετικές τιμές του κλ αντιστοιχούν σε διαφορετικούς ορισμούς
της σταθεράς σύζευξης. Η πιο συνηθισμένη επιλογή είναι το λ να τεθεί ίσο με την τιμή της κορυφής για
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μηδενικές εξωτερικές ορμές pi για i = 1, ...4 [1], [3]. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα για τις μεταβλητές Man-
delstam s = (p1+p2)

2 = (2m)2 = 4m2, u = (p1−p3)
2 = 0, t = (p1−p4)

2 = 0. Η παραπάνω συνθήκη για
τη σταθερά σύζευξης λ και οι συνθήκες που επιβάλλονται απ΄τον διαδότη Lehmann-Kallen ονομάζονται
συνθήκες επανακανονικοποίησης για το σχήμα φλοιού μάζας(OS Renormalization conditions), ισχύουν
σε κάθε τάξη και συνοψίζονται στο παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 21: Συνθήκες επανακανονικοποίησης στο σχήμα OS [3]

Επιβάλλοντας Γ4(pi = 0) = −iλ μπορεί να υπολογιστεί ότι:

1ˆ

0

dx ln

(
∆(u)

m2

)
=

1ˆ

0

dx ln

(
∆(t)

m2

)
= 0,

1ˆ

0

dx ln

(
∆(s)

m2

)
= ... = −2 (6.24)

επομένως αντικαθιστώντας:

Γ4(0, 0, 0, 0) = −iλ− iκλ +
iλ2

16π2
⇒ κλ =

λ

16π2
(6.25)

οπότε λαμβάνουμε για τη διόρθωση κορυφής τελικά:

Γ4 = −iλ− iλ2

32π2
[f(s) + f(t) + f(u)− 2] (6.26)

Το παραπάνω ολοκληρώνει την μελέτη των διορθώσεων στο σχήμα φλοιού μάζας. Στη συνέχεια θα

μελετήσουμε την επανακανονικοποίηση με το σχήμα ελάχιστης αφαίρεσης MS και θα δούμε τι συνέπειες
έχει αυτή επιλογή, καθώς η φυσική πρέπει να είναι ανεξάρτητη από το σχήμα που επιλέγουμε.

Σχήμα MS και ομάδα επανακανονικοποίησης

΄Οπως αναφέραμε νωρίτερα, στο σχήμαMS οι αντισταθμιστικοί όροι απορροφούν μόνο τις απειρίες και όχι
τους όρους που εξαρτώνται από την μη φυσική παράμετρο µ δηλαδή:

ZMS
ϕ = 1 +O(λ2)

ZMS
m = 1 +

λ

16π2

1

ϵ

ZMS
λ = 1 +

3λ

16π2

1

ϵ

Η σχέση (6.12) για την διόρθωση του διαδότη γίνεται (σε τάξη λ):

iΠ̃(p) =
iλ

2

(m
4π

)2 [
ln

(
µ2

m2

)
+ 1

]
(6.27)

Επομένως από την σχέση (6.16) βλέπουμε ότι το m2
δεν μπορεί να είναι η φυσική μάζα στην οποία υπάρχει

πόλος. Η φυσική μάζα θα δίνεται από την σχέση:

m2
phys = m2 − Π̃(p2 = m2

phys) = m2 − λ

2

(m
4π

)2 [
ln

(
µ2

m2

)
+ 1

]
(6.28)
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Καθώς η φυσική μάζα δεν πρέπει να εξαρτάται από την μη φυσική παράμετρο µ, συμπεραίνουμε ότι η
επανακανονικοποιημένη παράμετρος m πρέπει να εξαρτάται με κατάλληλο τρόπο από το µ. Αντίστοιχα,
απαιτώντας πειραματικά μετρήσιμες ποσότητες (όπως η ενεργός διατομή μιας αλληλεπίδρασης) να μην

εξαρτώνται από το µ, αποδεικνύεται ότι το λ πρέπει να εξαρτάται επίσης από το µ με κατάλληλο τρόπο.
Δηλαδή, στο σχήμα MS οι επανακανονικοποιημένες παράμετροι m,λ πρέπει να εξαρτώνται με κατάλληλο
τρόπο από την μη φυσική κλίμακα µ ώστε να εξασφαλίζεται η ανεξαρτησία των πειραματικά μετρήσιμων
μεγεθών από αυτη. Οι εξισώσεις που διέπουν την εξάρτηση των παραμέτρων από την κλίμακα μάζας µ
είναι γνωστές και ως ομάδα επανακανονικοποιήσης (Renormalization group-RG).
Για την εξαγωγή αυτών των εξισώσεων, θα χρησιμοποιήσουμε μια πιο φορμαλιστική αλλά απλή τε-

χνικά μέθοδο [1], έχοντας όμως ως κίνητρο τις ιδέες που χρησιμοποιήθηκαν παραπάνω σχετικά με την

ανεξαρτησία των φυσικών μεγεθών από την παράμετρο µ. Θα ξεκινήσουμε εξάγοντας τις σχέσεις που
συνδέεουν τις απογυμνωμένες (bare) ποσότητες με τις επανακανονικοποιημένες, τις οποίες μπορούμε να
βρούμε απ΄την ισότητα της αρχικής L με την επανακανονικοποιημένη:

L =
1

2
∂µϕ0 ∂

µϕ0 −
1

2
m2

0ϕ
2
0 −

1

4!
λ0ϕ

4
0 =

1

2
Zϕ∂µϕ ∂µϕ− 1

2
Zmm2ϕ2 − 1

4!
Zλλµ

ϵϕ4
(6.29)

Εξισώνοντας τους όρους λαμβάνουμε:

Zϕϕ
2 =ϕ2

0 ⇒ ϕ0 = Z
1/2
ϕ ϕ

Zmm2ϕ2 =m2
0ϕ

2
0 ⇒ m0 = Z

−1/2
ϕ Z1/2

m m

Zλλµ
ϵϕ4 =λ0ϕ

4
0 ⇒ λ0 = ZλZ

−2
ϕ λµϵ

Ο υπολογισμός της εξάρτησης των m,λ, ϕ από την παράμετρο µ βασίζεται στην παρατήρηση ότι οι επα-
νακανονικοποιημένες ποσότητες εξαρτώνται από το µ ενώ οι απογυμνωμένες όχι.
Θα ξεκινήσουμε μελετώντας τη σταθερά σύζευξης γράφοντας την αντίστοιχη σχέση ως:

lnλ0 = ln (ZλZ
−2
ϕ λµϵ) = ln (ZλZ

−2
ϕ ) + ln (λµϵ) (6.30)

Στη συνέχεια παραγωγίζουμε την παραπάνω σχέση ως προς lnµ απαιτώντας το λ0 να μην εξαρτάται απ΄το

µ άρα:
dλ0

d lnµ
= 0 =

d

d lnµ
ln (ZλZ

−2
ϕ ) +

d

d lnµ
[lnλ+ ϵ lnµ] (6.31)

Οι απειρίες στους αντισταθμιστικούς όρους έχουν τη μορφή 1/ϵ και για να συνεχίσουμε αναφέρουμε ότι
διορθώσεις υψηλότερης τάξης έχουν ως αποτέλεσμα μεγαλύτερες δυνάμεις του 1/ϵ οπότε μπορούμε να
γράψουμε:

Zi = 1 +
∞∑
n=0

an(λ)

ϵn
(6.32)

με αντίστοιχους συντελεστές an που εξαρτώνται από δυνάμεις του λ. Επομένως μπορούμε να γράψουμε:

ln (ZλZ
−2
ϕ ) =

∞∑
n=0

Gn(λ)

ϵn
(6.33)

για κάποιους συντελεστές Gn που θα προσδιορίσουμε σε λίγο. ΄Αρα η (6.31) γίνεται (χρησιμοποιώντας

τον κανόνα της αλυσίδας και τον συμβολισμό G′
για την παράγωγο ως προς λ):

0 =
d

dλ

(∑
n

Gn(λ)

ϵn

)
dλ

d lnµ
+

1

λ

dλ

d lnµ
+ ϵ ⇒ 1

λ

dλ

d lnµ

(
1 + λ

G′
1(λ)

ϵ
+ λ

G′
2(λ)

ϵ2
+ ...

)
= −ϵ

⇒ dλ

d lnµ
=

−ϵλ(
1 +

λG′
1(λ)
ϵ +

λG′
2(λ)

ϵ2

) ≃ −ϵλ

(
1− λG′

1

ϵ
− λG′

2

ϵ2
+

2(G′
1)

2

ϵ2
+ ...

)

⇒ dλ

d lnµ
= −ϵλ+ λ2G′

1 +
λ2G′

2

ϵ
− λ3(G′

1)
2

ϵ
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Καθώς βρισκόμαστε σε μια επανακανονικοποιημένη θεωρία, απαιτούμε το
dλ

d lnµ να είναι πεπερασμένο, γεγο-

νός το οποίο καθορίζει σχέσεις μεταξύ των συντελεστών G′
n, οι οποίες μπορούν να ελεγχθούν πηγαίνοντας

σε υψηλότερες τάξεις. Στην προκειμένη περίπτωση απαιτούμε οι όροι 1/ϵ να απαλείφονται οπότε:

λ2G′
2 − λ3(G′

1)
2 = 0 ⇒ (G′

1)
2 =

G′
2

λ
(6.34)

΄Αρα έχουμε:

dλ

d lnµ
= −ϵλ+ λ2G′

1 (6.35)

Χρησιμοποιώντας τα Zϕ, Zλ στο MS:

ln (ZλZ
−2
ϕ ) ≃ ln (Zλ) = ln (1 +

3λ

16π2ϵ
) ≃ 3λ

16π2ϵ

άρα από την (6.33) ταυτοποιούμε:

G1 =
3λ

16π2
⇒ G′

1 =
3

16π2
(6.36)

επομένως έχουμε:

dλ

d lnµ
= −ϵλ+

3λ2

16π2
+O(λ3) , ϵ → 0+ (6.37)

Η ποσότητα τάξης O(ϵ0):

β(λ) = λ2G′
1 =

3λ2

16π2
(6.38)

ονομάζεται συνάρτηση-β της ομάδας επανακανονικοποίησης για την σταθερά σύζευξης λ (RG beta func-
tion) και περιγράφει την εξάρτηση του λ από την κλίμακα μάζας µ, έτσι ώστε φυσικές ποσότητες όπως η
ενεργός διατομή μιας αλληλεπίδρασης να μην εξαρτώνται από το µ.
Μπορούμε να εξετάσουμε με αντίστοιχο τρόπο την επανακανονικοποιημένη μάζα γράφοντας:

lnm2
0 = ln (Z−1

ϕ Zm) + lnm2 ⇒ d

d lnµ
lnm2

0 = 0 =
d

d lnµ
ln (Z−1

ϕ Zm) +
2

m

dm

d lnµ

0 =
d

dλ

(∑
n

Mn(λ)

ϵn

)
dλ

d lnµ
+

2

m

dm

d lnµ
⇒ 1

m

dm

d lnµ
= −1

2

(
M ′

1

ϵ
+

M ′
2

ϵ2
+ ...

)(
−ϵλ+

3λ2

16π2
+O(λ3)

)
1

m

dm

d lnµ
= −1

2

(
−λM ′

1 +
3λ2

16π2

M ′
1

ϵ
− λM ′

2

ϵ
+O(

1

ϵ2
)

)
όπου χρησιμοποιήσαμε τη σχέση (6.37) και γράψαμε το ln (Z−1

ϕ Zm) ως σειρά σε δυνάμεις του 1/ϵ με
κάποιους συντελεστές Mn(λ). Αντίστοιχα απαιτώντας η εξάρτηση του m απ΄το µ να είναι πεπερασμένη
στο όριο ϵ → 0, ο συνολικός συντελεστής του 1/ϵ πρέπει να μηδενίζεται άρα:

3λ2

16π2

M ′
1

ϵ
− λM ′

2

ϵ
= 0 ⇒ 3λ

16π2
M ′

1 = M ′
2 (6.39)

οπότε:
1

m

dm

d lnµ
=

1

2
λM ′

1 +O(λ2) (6.40)

Τέλος, απ΄τους αντισταθμιστικούς όρους έχουμε:

ln (Z−1
ϕ Zm) ≃ ln (Zm) = ln

(
1 +

λ

16π2ϵ

)
≃ λ

16π2ϵ
⇒ M1 =

λ

16π2
⇒ M ′

1 =
1

16π2
(6.41)

οπότε από την (6.40):

γm(λ) ≡ 1

m

dm

d lnµ
=

λ

32π2
+O(λ2) (6.42)
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όπου εισήχθη ο συμβολισμός γm σύμφωνα με τη βιβλιογραφία. Η παραπάνω εξίσωση (χρησιμοποιώντας και
το λ = λ(µ) που μπορεί να βρεθεί από την (6.37)) περιγράφει την εξάρτηση της επανακανονικοποιημένης
μάζας από την παράμετρο µ, έτσι ώστε η φυσική μάζα να είναι ανεξάρτητη από αυτή. (Στη βιβλιογραφία η
ποσότητα γm(λ) ονομάζεται και ανώμαλη διάσταση μάζας, για λόγους στους οποίους δε θα αναφερθούμε).
Τέλος, μπορούμε να γράψουμε τη σχέση ανάμεσα στον “απογυμνωμένο“ και τον επανακανονικοποιη-

μένο διαδότη:

∆0(x1 − x2) ≡ ⟨0|T̂
[
ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)

]
|0⟩

⟨0|T̂
[
Zϕϕ̂(x1)ϕ̂(x2)

]
|0⟩ = Zϕ∆(x1 − x2) (6.43)

Απαιτώντας την ανεξαρτησία του ∆0(x1 − x2) από την παράμετρο µ κατά αναλογία με τα m και λ,
μπορούμε να παραγωγίσουμε την (6.43) ως προς d lnµ λαμβάνοντας υπόψιν ότι ∆(x1 − x2) = f(µ, λ,m)
και να χρησιμοποιήσουμε τον κανόνα της αλυσίδας. ΄Αρα:

d∆0(x1 − x2)

d lnµ
= 0 =

dZϕ

d lnµ
∆(x1 − x2) + Zϕ

d

d lnµ
∆(x1 − x2)

=
1

Zϕ

dZϕ

d lnµ
Zϕ∆(x1 − x2) + Zϕ

∂

∂ lnµ
∆(x1 − x2)

+ Zϕ
∂

∂ lnµ

∂λ

∂λ
∆(x1 − x2) + Zϕ

∂m

∂ lnµ

∂

∂ lnµ
∆(x1 − x2) (6.44)

Ορίζοντας γϕ(λ) =
1
2
d lnZϕ

d lnµ (”ανώμαλη διάσταση κυματοσυνάρτησης” στη βιβλιογραφία), παίρνοντας τον

μετ/μο Fourier του διαδότη και χρησιμοποιώντας την (6.37) για ϵ → 0+, δηλαδή τον ορισμό της β(λ):

∂∆̃(p)

∂ lnµ
+ 2γϕ(λ)∆̃(p) + β(λ)

∂

∂λ
∆̃(p) +mγm(λ)

∂

∂m
∆̃(p) = 0 (6.45)

Η παραπάνω είναι γνωστή ως εξίσωση Callan-Symanzik για τον διαδότη και απλά αναφέρουμε ότι έχει
εφαρμογές στην θεωρία των κρίσιμων φαινομένων (critical phenomena). Αφού για την ϕ4

σε επίπεδο

ενός βρόχου έχουμε Zϕ = 1 +O(λ2), προκύπτει ότι γϕ(λ) = O(λ2).
Το σύνολο των εξισώσεων (6.37),(6.42),(6.45) αποτελούν την ομάδα επανακανονικοποίησης, δηλαδή

περιγράφουν τις εξαρτήσεις λ(µ),m(µ), ∆̃(µ). Παρ΄όλο που το µ στην παραπάνω συζήτηση είναι μια μη
φυσική παράμετρος που εισήχθη κατά την DR και δεν συνδέεται με κάποια φυσική ενεργειακή κλίμακα,
στον επίλογο θα κάνουμε μια πολύ σύντομη αναφορά στο πλάισιο των ενεργών θεωριών όπου προκύπτει

η εξάρτηση των σταθερών σύζευξης από την ενεργειακή κλίμακα του αντίστοιχου πειράματος.
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Επίλογος και περαιτέρω μελέτες

Σε αυτή την εργασία ασχοληθήκαμε με την μελέτη της θεωρίας ϕ4
χρησιμοποιώντας το φορμαλισμό των

ολοκληρωμάτων διαδρομής και εξετάσαμε την αντιμετώπιση των απειρισμών που προκύπτουν σε διαγράμμα-

τα 1-βρόχου, χρησιμοποιώντας διαφορετικά σχήματα επανακανονικοποίησης. Στο σχήμα OS οι διορθώσεις
εκφράστηκαν συναρτήσεις της φυσικής μάζας και σύζευξης, ενώ στο σχήμα MS εξάχθηκαν οι εξισώσεις
της ομάδας επανακανονικοποίησης για τα m(µ), λ(µ) με σκοπό την ανεξαρτήσια των φυσικά μετρήσιμων
μεγεθών από την παράμετρο µ.
Κλείνοντας, αναφέρουμε ότι υπάρχει και μια πιο μοντέρνα προσέγγιση στο θέμα της ομάδας επανακανο-

νικοποίησης που οφείλεται στονWilson και βασίζεται στις λεγόμενες ενεργές θεωρίες(effective theories),
οι οποίες θεωρούμε ότι περιγράφουν φυσική κάτω από μια ενεργειακή κλίμακα Λ, ενώ πάνω από αυτη
την κλίμακα συμβάινει κάποια “νέα φυσική“ που δεν περιγράφεται από τη θεωρία. Για παράδειγμα, θεω-
ρίες στοιχειωδών σωματιδίων όπως η Κβαντική Ηλεκτροδυναμική (QED) και η Κβαντική Χρωμοδυναμική
(QCD) θεωρούνται ενεργές απ’την στιγμή που δεν συμπεριλαμβάνουν φαινόμενα Κβαντικής Βαρύτητας
που αποκτούν μεγάλη σημασία στην κλίμακα Planck ∝ 1019GeV . (Μια σύντομη αναφορά στις ενεργές
θεωρίες γίνεται στο παράρτημα Δ.)

Ξεκινώντας από μια ενεργή θεωρία με κλίμακα αποκοπής Λ0, μπορεί να εξετάσει κανείς τη φυσική που

προκύπτει σε χαμηλότερες ενεργειακές κλίμακες Λ < Λ0 χαμηλώνοντας την αποκοπή στα πλάισια των

ενεργών θεωριών, με διαδικασίες στις οποίες δε θα αναφερθούμε. Η αποκοπή Λ ουσιαστικά διαδραματίζει
το ρόλο της ενεργειακής κλίμακας των αντίστοιχων πειραμάτων και μπορεί να δειχθεί ότι [1] (για Λ όχι
πολύ μικρότερο του Λ0) για την θεωρία ϕ

4
:

λ(Λ) = λ(Λ0)−
3

16π2
λ2(Λ0) ln

(
Λ0

Λ

)
(1)

Επομένως παραγωγίζοντας ως προς ln Λ και λαμβάνοντας υπόψιν ότι λ(Λ) = λ(Λ0)+O(λ2(Λ0)) παίρνουμε:

dλ

d ln Λ
=

3

16π2
λ2(Λ) = β(λ) (2)

δηλαδή προκύπτει το γνωστό αποτέλεσμα για την συνάρτηση β της “ενεργού“ σταθεράς σύζευξης λ(Λ)
μόνο που στην θέση της αφύσικης κλίμακας µ έχουμε την αποκοπή Λ που παίζει τον ρόλο της ενέργειας
στην οποία εκτελείται το συγκεκριμένο πείραμα. Καθώς γενικά οι συναρτήσεις β που υπολογίζονται μέσω

διαστατικής εξομάλυνσης είναι ίδιες με τις συναρτήσεις β των ενεργών θεωριών, παίρνοντας µ ≃ Λ λέμε
ότι το λ(µ ≃ Λ) αντιπροσωπεύει την ενεργό σύζευξη της αλληλεπίδρασης ϕ4

σε ενεργειακή κλίμακα Λ.
Μπορούμε να ολοκληρώσουμε την σχέση (2) ανάμεσα στο λ(Λ) και στο λ(mphys) = λphys (που

προκύπτει από πράξεις στο [1]), άρα:

λ(Λ)ˆ

λ(mphys)

dλ

λ2
=

3

16π2
ln

(
Λ

mphys

)
⇒ λ(Λ) =

λphys

1− 3λphys

16π2 ln
(

Λ
mphys

) . (3)

Παρατηρούμε ότι για Λ = mphysexp
(

16π2

3λphys

)
η ενεργός σταθερά σύζευξης λ(Λ) απειρίζεται. Αυτή η

τιμή ονομάζεται πόλος Landau Λmax και σε τέτοιες κλίμακες ενέργειας η θεωρία διαταραχών δε μπορεί

να χρησιμοποιηθεί λόγω του απειρισμού της σταθεράς σύζευξης.

Ο φορμαλισμός των ολοκληρωμάτων διαδρομής που μελετήθηκε σε αυτή την εργασία για την ϕ4
μπορεί

να επεκταθεί με αντίστοιχο τρόπο σε θεωρίες που περιέχουν φερμιόνια, λαμβάνοντας υπ΄όψιν ότι αντιστοι-

χούν σε πεδία που χαρακτηρίζονται από σχέσης αντιμετάθεσης. Επιπλέον, μπορεί να επεκταθεί σε θεωρίες

που χαρακτηρίζονται από συμμετρίες βαθμίδας (gauge symmetries) για αβελιανές περιπτώσεις όπως η QED
και για μη αβελιανές όπως η QCD. Χρησιμοποιώντας τα αντίστοιχα εργαλεία, μπορούν να ”εξαχθούν” οι
κανόνες Feynman για αυτές τις θεωρίες.
Τα διαγράμματα υψηλότερης τάξης αποκλίνουν και σε αυτές τις θεωρίες, αλλά οι ιδέες πίσω από την

επανακανονικοποίηση και τον τρόπο με τον οποίο αντιμετωπίζονται οι απειρίες σε διάφορα σχήματα μπορούν

να εφαρμοστούν αντίστοιχα στις QED, QCD. Συγκεκριμένα, στο σχήμα MS μπορούν να υπολογιστούν
οι συναρτήσεις β για τις συζεύξεις αυτών των θεωριών και κατά αντιστοιχία με αυτά που αναφέρθηκαν
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παραπάνω για την ϕ4
, οι ενεργές σταθερές σύζευξης εξαρτώνται από την ενέργειακη κλίμακα του εκάστοτε

πειράματος.

Κλείνουμε αυτή την εργασία, κάνοντας μια σύντομη αναφορά στις αντίστοιχες συναρτήσεις β αυτών

των θεωριών. Στα πλαίσια της QED που περιγράφει τις ηλεκτρομαγνητικές αλληλεπιδράσεις, η σταθερά

σύζευξης είναι το ηλεκτρικό φορτίο του ηλεκτρονίου e. Ορίζοντας α = e2

4π , η αντίστοιχη συνάρτηση β(α)
μπορεί να υπολογιστεί σε τάξης ενός βρόχου ως [1]:

β(α) =
dα

d ln Λ
=

2α2

3π
+O(α3) > 0 (4)

οπότε ανάλογα με την ϕ4
:

α(Λ) =
aphys

1− 2αphys

3π ln
(

Λ
mphys

) (5)

όπου aphys =
e2phys
4π = 1

137 η σταθερά λεπτής υφής και mphys η μάζα του ηλεκτρονίου. Επομένως βλέπουμε

ότι σε μεγαλύτερες ενέργειες (ή αλλίως σε μικρότερες αποστάσεις), το ενεργό ”φορτίο” της QED έχει
μεγαλύτερη τιμή. Αυτό το φαινόμενο είναι γνωστό ως πολώση του κενού, όπου ζεύγη ”εικονικών” (virtual)
e+e− γύρω από το φορτίο πολώνονται όπως σε ένα διηλεκτρικό υλικό και ”θωρακίζουν” το φορτίο σε
μεγαλύτερο ή μικρότερο βαθμό (screening) ανάλογα με την απόσταση στην οποία ”πλησιάζουμε ” το
φορτίο [2]. Η εξάρτηση της σταθεράς σύζευξης της QED από την ενέργεια έχει παρατηρηθεί σε πειράματα
όπως το OPAL του επιταχυντή LEP (Large Electron-Positron collider) και η συμπεριφόρα της φαίνεται
στο παρακάτω σχήμα (από μελέτη της αλληλεπίδρασης e+e− → ff).

Σχήμα 22: Μέτρησεις του α(q2) σε διαφορετικές ενεργειακές κλίμακες q [12]

΄Οπως φαίνεται από την σχέση (5) και η QED έχει πόλο Landau Λmax = mphys exp(6π
2/e2phys), όπου η

θεωρία διαταραχών δε μπορεί να χρησιμοποιηθεί, αλλά έχει εκτιμηθεί οτι Λmax ∼ 10286 eV > 1019GeV
οπότε αναμένεται ότι σε αυτές τις ενέργειες η σωστή περιγραφή της φυσικής δε θα γίνεται από την QED,
αλλά θα βασίζεται σε μια θεωρία κβαντικής βαρύτητας που περιέχει και την QED.
Τέλος, για την QCD που περιγράφει τις ισχυρές αλληλεπιδράσεις έχει βρεθεί σε τάξη ενός βρόχου [2]:

β(αs) = −(11− 2

3
nF )

a2s
2π

+O(α3
s) (6)

όπου αs =
g2s
4π με gs την σταθερά σύζευξης της QCD και nF ο αριθμός γέυσεων quarks. Αφού nF < 17

στην QCD γιατί υπάρχουν 6 γεύσεις, βλέπουμε ότι β(αs) < 0 επομένως σε μεγαλύτερες ενέργειες η
σταθερά σύζευξης αs γίνεται όλοένα και πιο ασθενής, ένα φαινόμενο που είναι γνωστό ως ασυμπτωτική

ελευθερία. Αντίθετα, σε μικρές ενέργειες η τιμή της αs γίνεται πολύ μεγαλή και πρέπει να χρησιμοποιηθούν

μη διαταρακτικές μέθοδοι για την μελέτη της θεωρίας. Η εξάρτηση της αs έχει παρατηρηθεί πειραματικά

σε σύγκριση με τον υπολογισμό της β(αs) και σε υψηλότερες τάξεις, όπως φαίνεται παρακάτω.
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Σχήμα 23: Μέτρηση του αs(Q
2) ως συνάρτηση της ενεργειακής κλίμακας Q [14]

Σε μεγάλες ενέργειες τα quarks συμπεριφέρονται σαν ελέυθερα, μη αλληλεπιδρώντα σωματίδια στα πλάισια
της QCD, ενώ πιστέυεται ότι ο λόγος που δεν έχουν παρατηρηθεί ως ελέυθερα συνδέεται με το φαίνομενο
του ”περιορισμού” του φορτίου χρώματος (color confinement), γεγονός που δεν έχει αποδειχθεί αυστηρά
απο μαθηματικής πλευράς αλλά υποστηρίζεται απο θεωρητικές και πειραματικές μελέτες.
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Παράρτημα Α: Διαγράμματα της θεωρίας ϕ4

Σε αυτο το παράρτημα, εξάγονται τα υπόλοιπα διαγράμματα της ϕ4
για τις τιμές 1 ≤ E ≤ 4 και 0 ≤ V ≤ 2.

Για πληρότητα αναφέρουμε ότι για E = 4, V = 0, I = 2 προκύπτει μόνο ένα αποσυνδεδεμένο διαγράμμα
γιατί V = 0 και δεν υπάρχουν παράγωγοι, επομένως έχουμε τον όρο:

∝
ˆ

J∆12J

ˆ
J∆34J (Α.1)

που αντιστοιχεί στο παρακάτω διάγραμμα.

Σχήμα 24: Διάγραμμα για E = 4, V = 0, I = 2 [13]

Σε επόμενες περιπτώσεις θεωρούμε μόνο τα συνδεδεμένα διαγράμματα για τους λόγους που αναφέρθηκαν

στο κύριο κείμενο.

Για E = 2, V = 2, I = 5 και χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό
(
−i δ

δJ(x)

)
= δx:

Z[J ] ∝ (−iλ)2
ˆ

d4x δ4x

ˆ
d4y δ4y

(ˆ
J∆12J

ˆ
J∆34J

ˆ
J∆56J

ˆ
J∆78J

ˆ
J∆9,10J

)
(Α.2)

Καθώς x ̸= y, για να έχουμε συνδεδεμένα διαγράμματα πρέπει να υπάρχει στην τελική έκφραση τουλάχιστον
ένας διαδότης ∆(x−y), ώστε τα δύο σημεία να συνδέονται (δηλαδή έστω ότι μια παράγωγος ως προς x και
μια ως προς y δρουν στο ίδιο ολοκλήρωμα). Επιπλέον, πρέπει να δράσει τουλάχιστον μια παράγωγος σε
κάθε ολοκλήρωμα για να μην μείνει ένας όρος

´
J∆ijJ , που αντιστοιχεί σε έναν αποσυνδεδεμένο διαδότη

με δύο πηγές.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, λαμβάνουμε τους συνδυασμούς δράσεων των παραγώγων (όπου το + είναι
συμβολικο και δηλώνει το πως μοιράζονται οι 4 + 4 παράγωγοι στα 5 ολοκληρώματα):

(i) 1x1y + 1x1y + 1x1y + 1x + 1y που έχει ως αποτέλεσμα:

∝ (−iλ)2
¨

d4x d4y∆3(x− y)

ˆ
d4x6 ∆(x− x6)J(x6)

ˆ
d4x8 ∆(x− x8)J(x8)

(ii) 1x1y + 2x + 1x1y + 1y + 1y που έχει ως αποτέλεσμα:

∝ (−iλ)2
¨

d4x d4y∆2(x− y)∆(x− x)

ˆ
d4x6 ∆(x− x6)J(x6)

ˆ
d4x8∆(x− x8)J(x8)

(iii) 1x1y + 2x + 2y + 1x + 1y που έχει ως αποτέλεσμα:

∝ (−iλ)2
¨

d4x d4y∆(x− y)∆(x− x)∆(y − y)

ˆ
d4x6 ∆(x− x6)J(x6)

ˆ
d4x8 ∆(x− x8)J(x8)

Τα διαγράμματα φαίνονται στο παρακάτω σχήμα. Σύμφωνα με αυτά που έχουμε αναφέρει για τους

παράγοντες συμμετρίας, ο παράγοντας συμμετρίας του i) οφείλεται στο 3! απ΄τους 3 διαδότες με τα κοινά
άκρα και στο 2 από συμμετρία εναλλαγής των πηγών, ενώ ο παράγοντας συμμετρίας του ii) οφείλεται σε
εναλλαγή των δυο πηγών, 2 διαδότες με κοινά άκρα και έναν διαδότη που έχει αρχή και τέλος στο ίδιο

σημείο. Τέλος, ο παράγοντας συμμετρίας του iii) οφείλεται σε δύο διαδότες με αρχή και τέλος στο ίδιο
σημείο και στη συμμετρία εναλλαγής των πηγών.
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Σχήμα 25: Διαγράμματα για E = 2, V = 2, I = 5 [13]

Για E = 4, V = 1, I = 4 έχουμε ότι:

Z[J ] ∝ (−iλ)2
ˆ

d4y δ4y

(ˆ
J∆J

)4

(Α.3)

και για να μην πάρουμε αποσυνδεδεμένα διαγράμματα μοιράζουμε τις 4 παραγώγους ως 1+1+1+1 οπότε
έχουμε τον όρο:

∝ (−iλ)

ˆ
d4y

ˆ
∆yx1J

ˆ
∆yx2J

ˆ
∆yx3J

ˆ
∆yx4J (Α.4)

ο οποίος αντιστοιχεί στο παρακάτω διάγραμμα. Ο παράγοντας 4! προέρχεται από τις μεταθέσεις των πηγών.

Σχήμα 26: Διάγραμμα για E = 4, V = 1, I = 4 [13]

Τέλος, θεωρούμε την περίπτωση E = 4, V = 2, I = 6 με:

Z[J ] ∝ (−iλ)2
ˆ

d4y δ4y

ˆ
d4z δ4z (J∆J)6 (Α.5)

και για συνδεδεμένα διαγράμματα έχουμε τους εξής συνδυασμούς:

(i) 1y1z + 1y1z + 1y + 1y + 1z + 1z με αποτέλεσμα:

∝ (−iλ)2
¨

d4y d4z∆2(y − z)

ˆ
∆yx1J

ˆ
∆yx2J

ˆ
∆zx3J

ˆ
∆zx4J

(ii) 1y1z + 2y + 1y + 1z + 1z + 1z με αποτέλεσμα:

∝ (−iλ)2
¨

d4y d4z∆(y − z)∆(y − y)

ˆ
∆yx1J

ˆ
∆zx2J

ˆ
∆zx3J

ˆ
∆zx4J

Τα διαγράμματα απεικονίζονται παρακάτω. Ο παράγοντας συμμετρίας του i) οφείλεται σε κάθετη εναλλαγή
των δύο αριστερών και δεξιών πηγών, στην οριζόντια εναλλαγή των 2 και 2 πηγών και στους 2 διαδότες

με κοινά άκρα. Αντίστοιχα για το ii) οφείλεται στην συμμετρία εναλλαγής των 3 πηγών και στον διαδότη
με αρχή και τέλος στο ίδιο σημείο.
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Σχήμα 27: Διαγράμματα για E = 4, V = 2, I = 6 [13]
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Παράρτημα Β: ΠεριστροφήWick και εξομάλυνση με αποκοπή ορ-
μής

Θέλουμε να υπολογίσουμε την ποσότητα:

Π̃(0) ≡ ∆̃(0) =
iλ

2

ˆ
d4p

(2π)4
1

p2 −m2 + iϵ
(Β.1)

Αρχικά, εστιάζουμε στο ολοκλήρωμα
´
dp0 και θέτουμε την ποσότητα προς ολοκλήρωση [4]:

f(p0) =
1

p2o − |p⃗ |2 −m2 + iϵ
(Β.2)

η οποία έχει πόλους p1,20 = ±(|p⃗ |2 + m2 − iϵ) σε πρώτη τάξη ως προς ϵ. Θεωρούμε τώρα την μιγαδική
καμπύλη του παρακάτω σχήματος.

Σχήμα 28: Καμπύλη ολοκλήρωσης για το p0 στο μιγαδικό επίπεδο [4]

Καθώς η καμπύλη δεν περιέχει τους πόλους, από το θεώρημα του Cauchy έχουμε:

˛

C

dp0f(p0) = 0 ⇒
ˆ

semi−circles

+

ˆ

real axis

+

ˆ

imag axis

= 0 (Β.3)

Για το ημικυκλικό κομμάτι γράφουμε την μεταβλητή σε πολική μορφή p0 = Reiθ, άρα πάιρνοντας την
ακτίνα R → ∞ έχουμε f(p0) ∝ 1

R2 → 0 άρα μένει μόνο η συνεισφορά στους άξονες:

ˆ

Re

+

ˆ

Im

= 0 ⇒
+∞ˆ

−∞

dp0 f(p0) = −
−i∞ˆ

+i∞

dp0 f(p0) =

+i∞ˆ

−i∞

dp0 f(p0) (Β.4)

όπου λάβαμε υπόψιν την φορά ολοκλήρωσης της καμπύλης για τα άκρα των ολοκληρώσεων.

Για να έχουμε πραγματική μεταβλητή ολοκλήρωσης γράφουμε p0 = ip4 οπότε το ολοκλήρωμα στον
φανταστικό άξονα γίνεται:

i

+∞ˆ

−∞

dp4 f(ip4) (Β.5)

και επίσης p2 = (ip4)
2 − |p⃗ |2 = −(|p⃗ |2 − p24).

Καθώς όλες οι συνιστώσες της ορμής έχουν το ίδιο πρόσημο πλέον, ορίζουμε την ευκλείδια ορμή:

p2E = |p⃗ |2 + p24 = p21 + p22 + p23 + p24 (Β.6)
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και το αρχικό ολοκλήρωμα ως προς p0 γίνεται:

i

+∞ˆ

−∞

dp4
1

−p2E −m2 + iϵ
= −i

+∞ˆ

−∞

dp4
1

p2E +m2
(Β.7)

όπου στο τέλος πήραμε ϵ → 0, καθώς δεν έχει κάποια επίδραση πλέον. Η παραπάνω διαδικασία αναφέρεται
στη βιβλιογραφία ως περιστροφήWick, λόγω της ”περιστροφής” του πραγματικού άξονα στον φανταστικό
άξονα που ισοδυναμέι με την ισότητα των δύο ολοκληρωμάτων.

΄Αρα συνολικά έχουμε ότι:

Π̃(0) = −i2
λ

2

ˆ
d4pE
(2π)4

1

p2E +m2
(Β.8)

το οποίο μπορούμε να υπολογίσουμε τώρα [9]. Μετρώντας τις δυνάμεις ορμής σε αριθμήτη και παρονομαστή,

είναι φανερό ότι το ολοκλήρωμα αποκλίνει για pE → ∞.
Σε αυτό το σημείο, υποθέτουμε ότι η θεωρία ισχύει μέχρι κάποια ενεργειακή κλίμακα Λ και εφαρμόζουμε

μια ”αποκοπή” ολοκληρώντας μέχρι pE = Λ.
Το ολοκλήρωμα είναι πλέον ευκλείδιο και χρησιμοποιούμε σφαιρικές συντεταγμένες 4D για την ολο-

κλήρωση (με ακτινική συνιστώσα pE):

p1 = pE sin θ1 sin θ2 cosϕ

p2 = pE sin θ1 sin θ2 sinϕ

p3 = pE sin θ1 cos θ1

p4 = pE cos θ1

και λαμβάνοντας υπόψιν το στοιχείο όγκου:

ˆ
d4pE =

∞̂

0

dpE p3E

2πˆ

0

dϕ

π̂

0

dθ2 (sin θ2)
2

π̂

0

dθ1 sin θ1 = 2π2

∞̂

0

dpE p3E (Β.9)

έχουμε για το ολοκλήρωμα:

λ

16π2

Λ̂

0

dpE
p3E

p2E +m2
=

λ

16π2

1

2

Λ̂

0

d(pE)
2 p2E
p2E +m2

(Β.10)

και θέτοντας u = p2E +m2
παίρνουμε:

λ

32π2

Λ+m2ˆ

m2

du
u2 −m2

u
=

λ

32π2

[
i−m2 lnu

]Λ2+m2

m2

=
λ

32π2

[
Λ2 −m2 ln

(
1 +

Λ2

m2

)]
Επομένως, λαμβάνουμε το τελικό αποτέλεσμα:

Π̃(0) =
λ

32π2

[
Λ2 −m2 ln

(
1 +

Λ2

m2

)]
(Β.11)

και βλέπουμε ότι όντως η διόρθωση 1-βρόχου για τον διαδότη αποκλίνει τετραγωνικά.

Επιβάλλοντας την αποκοπή με αντίστοιχο τρόπο (και εκτελώντας τον αντίστοιχο υπολογισμό με την

χρήση των παραμέτρων Feynman που θα χρησιμοποιηθούν και στην διαστατική εξομάλυνση), λαμβάνουμε
χωρίς απόδειξη για την διόρθωση κορυφής [9], όπου q = p1 + p2:

δΓ4(q) = i
λ2

32π2

1ˆ

0

dx

[
ln

(
Λ2

M2(q)

)
− 1

]
(Β.12)

όπουM2(q) = m2−x(1−x)q2 και η διόρθωση αποκλίνει λογαριθμικά όταν πάρουμε Λ → ∞. Τα παραπάνω
αναφέρονται απλώς για πληρότητα, καθώς στο κύριο μέρος θα εξαχθούν τα αντίστοιχα αποτελέσματα με

τη χρήση της διαστατικής εξομάλυνσης.
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Παράρτημα Γ: Παράμετροι Feynman και διαστατική εξομάλυνση

Για να εκφραστούν τα ολοκληρώματα πάνω στις ορμές σε πιο χρήσιμη μορφή, χρησιμοποιούνται οι λεγόμε-

νες παράμετροι Feynman (x, y, ...) στα παρακάτω [7], που εμφανίζονται ως εξής:

1

AB
=

1ˆ

0

dx dy δ(x+ y − 1)
1

[xA+ yB]2
=

1ˆ

0

dx
1

[xA+ (1− x)B]2
(Γ.1)

1

ABn
=

1ˆ

0

dx dy δ(x+ y − 1)
nyn−1

[xA+ yB]n+1
(Γ.2)

1

ABC
=

1ˆ

0

dx dy dzδ(x+ y + z − 1)
2

[xA+ yB + zC]3
(Γ.3)

και υπάρχουν και άλλες πιο γενικές σχέσεις που δε θα χρησιμοποιηθούν σε αυτή την εργασία.

Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω παραμέτρους Feynman, τα ολοκληρώματα καταλήγουν σε μια μορφή
στην οποία μπορούμε να εφαρμόσουμε την μέθοδο της διαστατικής εξομάλυνσης (DR), όπως περιγράφεται
στο κύριο μέρος της εργασίας. Οι βασικοί τύποι που θα χρησιμοποιηθούν για την διαστατική εξομάλυνση

παρατίθενται παρακάτω [7], χωρίς τις αντίστοιχες μαθηματικές αποδείξεις.

Για παράδειγμα, στα d-διάστατα ολοκληρώματα εμφανίζεται συχνά η στερεά γωνία της d-διάστατης
σφάιρας με μοναδιαία ακτίνα που δίνεται από την εξίσωση:

Ωd =

ˆ
dΩd =

2πd/2

Γ(d/2)
(Γ.4)

όπου σε αυτή την εργασία d = 4− ϵ, θα είναι ο αριθμός των διαστάσεων κατά τη διαστατική εξομάλυνση.
Η Γ(x) είναι η συναρτήση Γάμμα, που είναι γνωστή και ως η επέκταση του παραγοντικού στους μιγαδικούς
(εκτός μη θετικών ακεραίων) και ορίζεται για θετικούς ακέραιους ως:

Γ(n) = (n− 1)! (Γ.5)

ενώ για μιγαδικούς με θετικό πραγματικο μέρος:

Γ(z) =

∞̂

0

dt tz−1e−z
(Γ.6)

Παραθέτουμε επίσης (ενδεικτικά) ορισμένες χρήσιμες ιδιότητες της συνάρτησης Γ(z) όπου στα παρακάτω
n=θετικός ακέραιος, ϵ → 0+:

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Γ(ϵ− n) = (−1)n−1Γ(−ϵ)Γ(1 + ϵ)

Γ(n+ 1− ϵ)

Γ(ϵ) ≃ 1

ϵ
− γ

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
=

1ˆ

0

dx (1− x)a−1xb−1

Γ(−n+ z) =
(−1)n

n!

[
1

z
− γ +

n∑
l=1

l−1 +O(z)

]
όπου γ είναι η σταθερά Euler-Mascheroni:

γ = lim
n→∞

(
− lnn+

n∑
k=1

1

k

)
≃ 0.5772 (Γ.7)
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Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω, μπορεί να δειχθεί για ολοκληρώματα που έχουν περιστραφεί κατά Wick
(Ευκλείδια), η παρακάτω σχέση:

ˆ
dkE

kaE
(kE +∆)b

= ∆
a+1
2

−bΓ(
a+1
2 )Γ(b− a+1

2 )

2Γ(b)
(Γ.8)

ενώ (χωρίς απόδειξη) με αναλυτική επέκταση πίσω στον χώροMinkowski λαμβάνουμε την πολύ σημαντική
σχέση για τη διαστατική εξομάλυνση σε d διαστάσεις:

ˆ
ddk

(2π)d
k2a

(k2 −∆2)b
= i(−1)a−b 1

(4π)d/2
1

∆b−a−d/2

Γ(a+ d
2)Γ(b− a− d

2)

Γ(b)Γ(d2)
(Γ.9)

Την παραπάνω σχέση θα την χρησιμοποιήσουμε σε μεγάλο βαθμό στο πλαίσιο της διαστατικής εξομάλυν-

σης χωρίς απόδειξη (που περιλαμβάνει περιστροφή Wick και αναλυτική επέκταση), καθώς οι τεχνικές
λεπτομέρειες πίσω από τις μαθηματικές σχέσεις της DR βρίσκονται εκτός των στόχων αυτής της εργα-
σίας.

60



Παράρτημα Δ: Ενεργές Θεωρίες

Σε αυτό το παράρτημα, που βρίσκεται εκτός του βασικού περιεχομένου της εργασίας καθώς το θέμα είναι

προχωρημένο, κάνουμε μια σύντομη αναφορά στις Ενεργές Θεωρίες [1],[7],[10], [11].

΄Ενα πολύ γνωστό παράδειγμα είναι η θεωρία του Fermi για τις ασθενείς αλληλεπιδράσεις που περιλαμ-
βάνει μια αλληλεπίδραση 4 φερμιονίων και φαίνεται στο παρακάτω σχήμα για τη διάσπαση του μιονίου.

Σχήμα 29: Αλληλεπίδραση 4-φερμιονίων για τη διάσπαση του μιονίου

Θεωρώντας την ίδια διαδικασία στα πλάισια του Καθιερωμένου Προτύπου, που αποτελεί μια επανακανο-

νικοποιήσιμη θεωρία, για τις ασθενείς αλληλεπιδράσεις υπάρχουν κορυφές που περιλαμβάνουν 2 φερμιόνια

και ένα από τα μποζόνια βαθμίδας W±, Z επομένως σε επίπεδο δένδρου έχουμε το παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 30: Διάγραμμα επιπέδου δένδρου για τη διάσπαση του μιονίου

Το σημαντικά στοιχεία που θα χρησιμοποιήσουμε χωρίς απόδειξη είναι ότι: α) οι κορυφές 2 φερμιονίων-

W έχουν αδιάστατη παράμετρο ζεύξης, έστω g (και αγνοούμε σε αυτή την συζήτηση τους πίνακες Dirac
γµ και γ5), β) ο διαδότης του W μπορεί να προσεγγιστεί για πολύ μικρές ορμές p2 ≪ M2

W ως:

i∆̃µν
W (p2) =

−i

p2 −M2
W

(
ηµν − pµpν

M2
W

)
≃ iηµν

M2
W

+ ... (Δ.1)

επομένως μπορεί να δειχθεί ότι για p2 ≪ M2
W λαμβάνουμε την αλληλεπίδραση 4 φερμιονίων της θεωρίας

του Fermi, η οποία χαρακτηρίζεται από σταθερά σύζευξης GF ∝ g2

M2
W
, που ονομάζεται σταθερά του Fermi

και έχει μονάδες μάζας [GF ] = −2.
Επομένως συνοψίζοντας, έχοντας εξετάσει μια επανακανονικοποιήσιμη αλληλεπίδραση σε πολύ χαμηλές

ενέργειες κατά κάποιο τρόπο ”εμφανίστηκε” μια διαφορετική αλληλεπίδραση που δεν υπήρχε στην αρχική
θεωρία (κορυφή 2 φερμιονίων-W → κορυφή 4 φερμιονιών) και που είναι μη επανακανονικοποιήσιμη, καθώς
έχει σταθερά σύζευξης με αρνητική διάσταση μάζας. Παρ΄όλο που δεν είναι επανακανονικοποιήσιμη, η

θεωρία του Fermi μπορεί να χρησιμοποιηθεί για προβλέψεις σε χαμηλές κλίμακες ενέργειας όπου ισχύει
p ≪ MW και είναι ένα παράδειγμα ενεργής θεωρίας πεδίου.

Μετά από το παραπάνω παράδειγμα που είχε ως στόχο να παρουσιάσει μερικές ιδέες σχετικά με τη

φυσική πίσω από τις ενεργές θεωρίες, θα αναφέρουμε κάποια στοιχεία για την βαθμωτή θεωρία ϕ4
στα

πλαίσια των Ενεργών Θεωριών. Η παρακάτω πιο μοντέρνα προσέγγιση στα θέματα της επανακανονικοπο-

ίησης οφείλεται στον Wilson και εξηγεί τον τρόπο με τον οποίο θεωριές με μη επανακανονικοποιήσιμες
αλληλεπιδράσεις μπορούν να έχουν την ικανότητα για πρόβλεψεις.
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Ξεκινώντας από την επανακανονικοποιημένη L (μετά από περιστροφή Wick, δηλαδή πηγαίνοντας σε
Ευκλείδιο χώρο) στο σχήμα OS:

LE =
1

2
Zϕ∂µϕ∂

µϕ+
1

2
Zmm2

phys +
1

4!
Zλλphysϕ

4
(Δ.2)

στα πλαίσια μιας ενεργού θεωρίας χρησιμοποιείται η ενεργός δράση, η οποία θεωρείται ότι αποτελεί την

θεμελιώδη θεωρία για τη μελέτη φυσικής σε ενέργεια μικρότερη του Λ0 και γράφεται ως [1]:

Leff
E =

1

2
Zϕ(Λ0)∂µϕ∂

µϕ+
1

2
m2(Λ0)ϕ

2 +
1

4!
λ(Λ0)ϕ

4 +
∑
d≥6

∑
i

Cd,i(Λ0)Od,i(ϕ, ∂ϕ) (Δ.3)

όπου m2(Λ0) = Zm(Λ0)m
2
phys, λ(Λ0) = Zλ(Λ0)λphys. Αναφέρουμε ότι για να μπορεί να χρησιμοποιηθεί

διαταρακτικά η ενεργός θεωρία πρέπει λ(Λ0) ≪ 1, m2(Λ0) ≪ Λ2
0 και Cd,i(Λ0) ≪ Λ−d+4

.

Κατά αναλογία με το Καθιερωμένο Πρότυπο και τη θεωρία του Fermi, αναμένεται ότι αλληλεπιδράσεις
από θεωρίες που ισχύουν για ενέργειες μεγαλύτερες του Λ0 μπορεί να εμφανίζονται ως μη επανακανονικο-

ποιήσιμες αλληλεπιδράσεις για ενέργειες μικρότερες του Λ0 , που περιλαμβάνουν τελεστές με [διάσταση]> 4
και συζεύξεις με αρνητική διάσταση μάζας. Για αυτό το λόγο, ο τελευταίος όρος περιλαμβάνει τελεστές

O των πεδίων (και των παραγώγων τους) που σέβονται τις συμμετρίες της L (την συμμετρία Z2, ϕ → −ϕ
στην προκειμένη περίπτωση, άρα d ≥ 6) όπως τον όρο ϕ2N

ή όρους με παραγώγους που δε θα αναφέρου-

με. (Ο δείκτης i σχετίζεται με τον αριθμό των όρων ίδιας διάστασης που δεν είναι ισοδύναμοι μετά από
ολοκληρώσεις κατά μέρη).

Για να να μελετήσουμε την φυσική σε ενέργειες Λ < Λ0, ολοκληρώνουμε πάνω στα πεδία (σε εσωτε-

ρικές γραμμές) με ορμή Λ < |k| < Λ0 και η βασική ιδέα είναι ότι αυτή η πληροφορία αυτή κατά κάποιο

τρόπο ”αποτυπώνεται” στο αντίστοιχο συντελεστή της αλληλεπίδρασης στην Leff
ως συνάρτηση της χα-

μηλότερης αποκοπής Λ, η οποία ταυτοποιείται ως η ενεργειακή κλίμακα των αντίστοιχων πειραμάτων. Με
αυτό τον τρόπο, μπορεί να αποδειχθεί και η σχέση (2) που παρουσιάστηκε στον επίλογο.

Αποδεικνύεται ότι σε ενέργειες E πολύ μικρότερες του Λ0, οι κύριες συνεισφορές προέρχονται από τις

επανακανονικοποιήσιμες αλληλεπιδράσεις, ενώ οι μη επανακανονικοποιήσιμοι όροι συνεισφέρουν σε τάξη

δυνάμεων του

(
E
Λ0

)
. Επομένως σε ενέργειες ≪ Λ0, μια Ενεργός Θεωρία μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως

μια επανακανονικοποιήσιμη θεωρία που συμπεριλαμβάνει επιπλέον διορθώσεις από έναν αριθμό μη επα-

νακανονικοποιήσιμων όρων, τους οποίους κρατάμε ανάλογα με την επιθυμητή ακρίβεια. Κατά αυτό τον

τρόπο, μπορούμε να θεωρήσουμε ως Ενεργές τις υπάρχουσες Κβαντικές Θεωρίες Πεδίου, ως την περιγρα-

φή μιας πιο θεμελίωδους θεωρίας αλλά σε χαμηλές ενέργειες και να τις χρησιμοποίησουμε για τη μελέτη

νέας φυσικής. (Για παράδειγμα θεωρώντας το Καθιερωμένο Πρότυπο ως ενεργή θεωρία και βάζοντας μη

επανακανονικοποιήσιμους όρους, ένας απ΄τους όρους χαμηλότερης τάξης έχει ως αποτέλεσμα μη μηδενική

μάζα για τα νετρίνα [11]).
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