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Περίληψη

Τα σvυμβόλαια PPA είναι μια απευθείας σvυμφωνία μεταξύ παραγωγών ανανεώσvιμης ενέργειας και
καταναλωτών για την παράδοσvη ηλεκτρικής ενέργειας. Καθώς ωσvτόσvο η διανομή της ηλεκτρικής
ενέργειας γίνεται μέσvω του ηλεκτρικού δικτύου, υπάρχουν διάφορα είδη ρίσvκου που διέπουν αυτά τα
σvυμβόλαια και που προκύπτουν από διάφορους παράγοντες. ΄Ενα από αυτά είναι η μεταβλητότητα
των τιμών της ηλεκτρικής ενέργειας σvε σvχέσvη με την παραγωγή της εκάσvτοτε μονάδας παραγωγής
ενέργειας. Το ρίσvκο που δημιουργείται από το σvυνδυασvμό αυτών των παραγόντων ονομάζεται ρίσvκο
προφίλ και η ποσvοτικοποίησvή του είναι ένα από τα κύρια κομμάτια που θα αναλυθούν σvτην παρούσvα
εργασvία. Για να γίνει αυτό εφικτό, θα χρησvιμοποιηθούν ορισvμένες γνωσvτές κατανομές όπως η Vari-
ance Gamma, η Normal-Ιnverse Gaussian, η Skewed generalized t και η Γενικευμένη Υπερβολική
για να γίνει μοντελοποίησvη των τιμών ηλεκτρικής ενέργειας και όσvο αφορά την ποσvοτικοποίησvη αυτή
καθαυτή, θα παρουσvιασvτούν κάποιες σvυναρτήσvεις που ονομάζονται μέτρα ρίσvκου. Μια περαιτέρω
ανάλυσvη κάποιων από αυτά που ονομάζονται Expected Shortfall καιValue at Risk σvυμπεριλαμβάνονται
και αυτά με τη σvειρά τους. Αφού παρουσvιασvτούν τα απαραίτητα εργαλεία θεωρίας που θα χρησvιμοποι-
ηθούν, σvκοπός είναι μέσvω της ποσvοτικοποίησvης του ρίσvκου, να βρεθεί μια δίκαια τιμή ασvφαλίσvτρου
για να καλυφθεί το σvυγκεκριμένο είδος ρίσvκου.

Λέξεις Κλειδιά:
PPA, ηλεκτρική ενέργεια, ποσvοτικοποίησvη ρίσvκου, ρίσvκο προφίλ,Variance Gamma, Normal-

Ιnverse Gaussian, Γενικευμένη Υπερβολική, (σvυνεκτικά) μέτρα ρίσvκου, Expected Shortfall, Value
at Risk, τιμή ασvφαλίσvτρου, εκτιμήτριες, EM, SANN, MCECM.
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Abstract
PPA contracts are a direct agreement between renewable source producers and consumers for

electricity delivery. Nevertheless, since the electricity is distributed through the electrical grid,
there is a number of risks which is connected with these contracts due to several factors. One of
them is the variability of electricity prices depending on the current generation of the asset. The risk
which occurs from the combination of these factors is called shape/profile risk and its quantification
is one of the main parts which are going to be analyzed in this thesis. In order to accomplish that,
some known distributions like the Variance Gamma, the Normal-Ιnverse Gaussian, the Skewed
generalized t and the Generalized Hyperbolic will be used for the electricity price modeling and
when it comes to the quantification itself; some functions which are called risk measures will be
presented as well. A further analysis of some of them, which are called Expected Shortfall and
Value at Risk is included in this thesis. After the presentation of the essential theoretical tools,
which will be used afterwards, we aim to find a fair premium price, through the quantification of
the risk, in order to minimize this risk.

Keywords:
PPA, electricity, risk quantification, shape/profile risk,Variance Gamma, Normal-Ιnverse Gaus-

sian, Generalized Hyperbolic, (coherent) risk measures, Expected Shortfall, Value at Risk, premium
price, estimators, EM, SANN, MCECM.
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1 PPAs
1.1 Βασvικοί Ορισvμοί

Ορισμός 1.1. Μια μονάδα παραγωγής ενέργειας (Power Plant) είναι μια βιομηχανική εγκατάσvτασvη
που παράγει ηλεκτρισvμό από πρωτογενή ενέγεια, δηλαδή ενέργεια που περιέχεται σvε ορυκτά καύσvιμα
και σvε ανανεώσvιμες πηγές ενέργειας και η οποία δεν έχει υποσvτεί μετατροπή ή μετασvχηματισvμό. Τα
περισvσvότερα power plants αποτελούνται από μια ή περισvσvότερες γεννήτριες, οι οποίες μετατρέπουν
τη μηχανική ενέργεια σvε ηλεκτρική, ώσvτε να τροφοδοτήσvουν με ενέργεια το ηλεκτρικό δίκτυο και
να καλυφθούν οι ενεργειακές ανάγκες της κοινωνίας. Εξαίρεσvη αποτελούν τα ηλιακά power plants,
τα οποία χρησvιμοποιούν φωτοβολταϊκα κύτταρα (τεχνολογία που μετατρέπει την ηλιακή ενέργεια σvε
ηλεκτρική) αντί για τουρμπίνες που χρησvιμοποιύν τα υπόλοιπα για να παράξουν ηλεκτρισvμό.[1]

Ορισμός 1.2. Ηλεκτρικό δίκτυο (electrical grid) είναι ένα σvύσvτημα, που έχει σvχεδιασvτεί με σvκοπό
την παροχή ηλεκτρισvμού και εκτείνεται από την παραγωγή μέχρι και την κάλυψη των καθημερινών
αναγκών των πελατών, που είναι σvυνδεδεμένοι σvε αυτό. Τα σvυσvτήματα αυτά εμφανίζονται τόσvο σvε
μικρές όσvο και σvε μεγάλες, περίπλοκες δομές πολλών χιλιομέτρων, που εξυπηρετουν από σvπίτια μέχρι
και επιχειρήσvεις.
΄Ενα ηλεκτρικό δίκτυο αποτελείται από αμέτρητες σvύνθετες διασvυνδέσvεις. Ωσvτόσvο μπορεί κανείς να

το ξεχωρίσvει σvε τρία διαφορετικά μέρη: Παραγωγή Ηλεκτρικής Ενέργειας, τη Μεταφορά Ηλεκτρικής
Ενέργειας και τη Διανομή Ηλεκτρικής Ενέργειας. Παρουσvιάζονται πιο αναλυτικά παρακάτω:

(i) Παραγωγή Ηλεκτρικής Ενέργειας:
Η παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας αποτελείται από τις μονάδες παραγωγής ενέργειας.

(ii) Μεταϕορά Ηλεκτρικής Ενέργειας:
Επιτυγχάνεται με τη χρήσvη καλωδίων που σvυνδέουν τις μονάδες παραγωγής με τα κέντρα
ζήτησvης. Το ρεύμα μπορεί τυπικά να ταξιδέψει αποσvτάσvεις εως 500 χιλιόμετρα και εξαιτίας
αυτού είναι αναπόφευκτη η απώλεια ενέργειας. Το πρόβλημα αυτό λύνεται με την αύξησvη
της τάσvης του ρεύματος. ΄Ετσvι λοιπόν το ηλεκτρικό ρεύμα περνάει αρχικά από ένα σvταθμό
μετάδοσvης, όπου αυξάνεται η τάσvη του.

(iii) Διανομή Ηλεκτρικής Ενέργειας:
Βρισvκόμασvτε πλέον σvτο σvτάδιο όπου η ηλεκτρική ενέργεια φτάνει σvτους υποσvταθμούς, όπου και
γίνεται μείωσvη της τάσvης. ΄Ετσvι το ρεύμα μεταφέρεται από αυτούς μέσvω γραμμών διανομής
σvε σvπίτια, βιομηχανίες κ.λ.π.. ΄Οπου είναι απαραίτητο, γίνεται περαιτέρω υποβιβασvμός τάσvης
με τη βοήθεια επιπλέον μετασvχηματισvτών.[2]

Ορισμός 1.3. Ενα Special Purpose Vehicle (SPV) είναι μια θυγατρική εταιρεία η οποία έχει σvχη-
ματισvτεί για να αναλάβει σvυγκεκριμένο επαγγελματικό σvκοπό/δράσvη. Τα SPVs χρησvιμοποιούνται
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σvυνήθως σvε σvυγκεκριμένες οικονομικές εφαρμογές, όπως ασvφάλισvη περιουσvιακού σvτοιχείου, σvυλ-
λογικές επιχειρήσvεις-κοινοπραξίες, σvυμφωνίες ακινήτων ή για να απομονωθούν τα περιουσvιακά σv-
τοιχεία, οι επιχειρήσvεις ή τα ρίσvκα μιας μητρικής εταιρείας.[3, p.233]
Ορισμός 1.4. ΄Ενα Corporate Power Purchase Agreement (CPPA ή PPA) είναι μια σvύμβασvη
προμήθειας μεταξύ δυο αντισvυμβαλλομένων, που καλύπτει είτε εικονικά (θα αναλύσvουμε και παρακάτω
περαιτέρω) είτε σvε φυσvική μορφή την παράδοσvη ενέργειας και έχει τη μορφή μακροχρόνιου σvυμβο-
λαίου (πχ 15ετές, 20ετές). Σύμφωνα με αυτό ο ένας αντισvυμβαλλόμενος (Corporate Offtaker)
σvυμφωνεί να αγοράσvει την ηλεκτρική ενέργεια που θέλει να καταναλώσvει κατευθείαν από ένα SPV
(ο άλλος αντισvυμβαλλόμενος), το οποίο διαθέτει μονάδα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και ανήκει
είτε σvε έναν εργολάβο (developer) είτε σvε έναν ανεξάρτητο παραγωγό ενέργειας (Indepedent Power
Producer(IPP)).[4][3, p.25, p.233]
Παρατήρηση 1.5. Οι ανανεώσvιμες πηγές ενέργειας (ΑΠΕ) ή ήπιες μορφές ενέργειας ή νέες πηγές
ενέργειας ή πράσvινη ενέργεια είναι μορφές εκμεταλλεύσvιμης ενέργειας που προέρχονται από διάφορες
φυσvικές διαδικασvίες, όπως ο άνεμος, η γεωθερμία, η κυκλοφορία του νερού και άλλες. Συγκεκριμένα
σvύμφωνα με την οδηγία 2009/28/ΕΚ του Ευρωπαϊκού Κοινοβουλίου, ως ενέργεια από ανανεώσvιμες
μη ορυκτές πηγές θεωρείται η αιολική, ηλιακή, αεροθερμική, γεωθερμική, υδροθερμική και ενέργεια
των ωκεανών, υδροηλεκτρική, από βιομάζα, από τα εκλυόμενα σvτους χώρους υγειονομικής ταφής
αέρια, από αέρια μονάδων επεξεργασvίας λυμάτων και από βιοαέρια.[5]
Παρατήρηση 1.6. ΄Ενα Renewable PPA είναι ένα PPA σvτο οποίο ο παραγωγός, που σvχετίζεται με
αυτό (ο ένας από τους δύο αντισvυμβαλλόμενους δηλαδη) διαθέτει μια μονάδα παραγωγής Ανανεώσvιμης
Πηγής Ενέργειας (ΑΠΕ).
Τέτοια σvυμβόλαια παρέχουν οικονομική σvταθερότητα τόσvο για τους παραγωγούς, όσvο και για τους

καταναλωτές. Βάσvει των PPAs διασvφαλίζεται το bankability των έργων ΑΠΕ, δηλαδή διευκολύνεται η
πρόσvβασvη σvε δανεισvμό, κυρίως μέσvω των τραπεζών καθώς ο παραγωγός ΑΠΕ μπορεί να διασvφαλίσvει
τη φερεγγυότητά του ως δανεισvτής (πισvτωτής), επειδή έχει σvτα χέρια του ένα σvυμβόλαιο μακράς
διαρκείας σvύμφωνα με το οποίο θα προμηθεύει ενέργεια έναντι χρηματικού αντιτίμου. Με ένα PPA,
όπως θα δούμε παρακάτω, ο παραγωγός (producer) δεν εκτίθεται καθόλου σvτα ρίσvκα της αγοράς
(merchant risks).
Εκτός από την προμήθευσvη ενέργειας, ο καταναλωτής προμηθεύεται και Πισvτοποιητικά Ανανεώσvιμης

Ενέργειας (Energy Attribute Certificates (EAC)) με κάθε MWh. Σημειώνουμε οτι τα EAC σvτην
Ευρώπη φέρουν την ονομασvία Guarantee of Origin (GoO) ενώ σvτην Αμερική και τον Καναδά φέρουν
την ονομασvία Renewable Energy Certificate (REC). Η παραγωγή, η ανταλλαγή και η κατανάλωσvη
ανανεώσvιμης ενέργειας μπορεί να καταγραφεί μέσvω των παραπάνω πισvτοποιητικών, ώσvτε να πισvτοποιεί-
ται ότι οι καταναλωτές τροφοδοτούν το δίκτυο με ανανεώσvιμη μορφή ενέργειας. Τα πισvτοποιητικά
αυτά μπορούν να πωληθούν σvε άλλους, ώσvτε να αντισvταθμίσvουν τις εκπομπές διοξειδίου του άνθρακα
που παράγουν.[6]
΄Ενα PPA χωρίζεται σvε δύο βασvικές κατηγορίες, τα Physical PPAs και τα Financial PPAs.
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Ορισμός 1.7 (Financial PPA). Aυτού του είδους το PPA είναι μια οικονομική σvυμφωνία μεταξύ
του παραγωγού της ανανεώσvιμης ενέργειας και του άλλου αντισvυμβαλλομένου με σvκοπό και οι δύο να
αντισvταθμίσvουν τη μεταβλητότητα των τιμών της αγοράς. Σε αντίθεσvη με το Physical PPA, που θα
δούμε σvτη σvυνέχεια, εδώ δεν έχουμε φυσvική παράδοσvη ενέργειας από τον παραγωγό της ανανεώσvιμης
ενέργειας σvτον άλλο αντισvυμβαλλόμενο. Αντί αυτού, η ενέργεια παραδίδεται από τον παραγωγό σvτο
τοπικό του δίκτυο και ο άλλος αντισvυμβαλλόμενος πρέπει να φροντίσvει ανεξάρτητα της σvυμφωνίας
για τις ενεργειακές του ανάγκες. Τα Financial PPAs αναφέρονται σvτη βιβλιογραφία και ως “virtual”
ή “synthetic” PPAs. Σε μια κάπως πιο λεπτομερή ανάλυσvη του πώς λειτουργεί ένα τέτοιου είδους
σvυμβόλαιο, ο αντισvυμβαλλόμενος σvυμφωνεί να δίνει μια σvυγκεκριμένη τιμή για κάθε κιλοβατώρα που
παρέχει ο παραγωγός σvτο δίκτυο (strike price). Καθώς ο παραγωγός λαμβάνει την τιμή της αγοράς
ως εισvόδημα, το σvυμβόλαιο λειτουργεί ως εξής: Η διαφορά μεταξύ της τιμής της αγοράς και της
strike price ανταλλάσvεται κατάλληλα ώσvτε πάντα ο παραγωγός να λαμβάνει την προσvυμφωνηθείσvα
τιμή από τον άλλο αντισvυμβαλλόμενο για την ηλεκτρική ενέργεια που παρέχει σvτο δίκτυο. [7]

Η Εικόνα 1.1 δείχνει το πως λειτουργεί ένα τέτοιο σvυμβόλαιο.

Ορισμός 1.8 (Physical PPA). Σε αυτή την κατηγορία PPA, έχουμε ένα μακρυπρόθεσvμο σvυμβόλαιο
μεταξύ δύο αντισvυμβαλλομένων, όπου ο ένας αντισvυμβαλλόμενος (seller) σvυμφωνεί να χτίσvει, να
διατηρήσvει και να λειτουργήσvει ένα σvύσvτημα παραγωγής ανανεώσvιμης ενέργειας, που να προμηθεύει
αυτή την ενέργεια σvτην επιχείρησvη του άλλου αντισvυμβαλλομένου (buyer). Η λειτουργία αυτού
του σvυμβολαίου είναι ακριβώς η ίδια με του Financial PPA με τη διαφορά οτι εδώ υπάρχει φυσvική
παράδοσvη ενέργειας. Σχετικά με την τοποθεσvία του σvυσvτήματος παραγωγής της ενέργειας, αυτή
μπορεί να είναι είτε σvτο μέρος όπου σvτεγάζεται η επιχείρησvη (on-site) είτε σvε κάποιο άλλο σvημείο
(off-site). Σε κάθε περίπτωσvη η σvύνδεσvη του σvυσvτήματος παραγωγής και της επιχείρησvης γίνεται
μέσvω του ηλεκτρικού δικτύου. Στο σvυμβόλαιο αναγράφονται σvαφώς καθορισvμένα το σvχέδιο παράδοσvης
του έργου, οι ποινές σvχετικά με την παράδοσvη του, η εμπορική εκμετάλλευσvη, ο τερματισvμός του,
καθώς και η τιμή ανα κιλοβατώρα (kWh) Η τελευταία αφορά την τιμή, που θα δίνει η επιχείρησvη που
καταναλώνει το ηλεκτρικό ρεύμα σvτην εταιρεία που κατέχει το σvύσvτημα παραγωγής. Σημειώνουμε
ότι η εταιρεία που κατέχει το σvύσvτημα παραγωγής επωμίζεται τα ρίσvκα ιδιοκτησvίας και χρήσvης του
σvυσvτήματος.[8]
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Εικόνα 1.1: PPA

Πηγή: Deloitte

Ορισμός 1.9 (Βασικό Φορτίο-Base Load). Βασvικό φορτίο (ενέργειας) είναι το ποσvό της ενέργειας
που παράγεται από έναν παραγωγό ενέργειας και είναι το απαραίτητο για να καλυφθούν οι ανάγκες του
καταναλωτή της ενέργειας.

Ορισμός 1.10 (Οριακό Κόστος-Marginal Cost). Οριακό κόσvτος είναι το επιπλέον κόσvτος που
προκύπτει από την παραγωγή μιας ακόμα μονάδας προϊόντος και βρίσvκεται από τη διαίρεσvη της
μεταβολής του σvυνολικού κόσvτους με τη μεταβολή της ποσvότητας του προϊόντος. Εσvτιάζοντας σvτις
μονάδες παραγωγής ενέργειας, που εκμεταλλεύονται τις ανανεώσvιμες πηγές ενέργειας, το οριακό κόσv-
τος τους είναι σvχεδόν μηδεν. Το μηδενικό αυτό κόσvτος προκύπτει, καθώς για την παραγωγή μιας
επιπλέον μονάδας ενέργειας (δηλαδή προϊόντος) το κόσvτος είναι σvχεδόν μηδενικό. Αυτο σvυμβαίνει,
διότι αν εξαιρέσvουμε τα έξοδα σvυντήρησvης που αντισvτοιχούν σvτην παραγωγή αυτής της ενέργειας, το
κόσvτος κατα τα άλλα είναι μηδενικό, επειδή για να παραχθεί αυτή η ενέργεια, γίνεται εκμετάλλευσvη
των ανανεώσvιμων πηγών.

Ορισμός 1.11 (Φαινόμενο Κανιβαλισμού-Cannibalisation Effect). Η τιμή της ηλεκτρικής ενέργειας
έχει μια αρνητική σvυσvχέτισvη με την προσvφορά ανανεώσvιμης ενέργειας σvτο δίκτυο και μάλισvτα αυτή η
αρνητική σvυσvχέτισvη αναμένεται να αυξηθεί κι άλλο καθώς όλο και περισvσvότερες μονάδες παραγωγής
ανανεώσvιμων μορφών ενέργειας διεισvδύουν σvτην αγορά. Για παράδειγμα, όπως προαναφέρθηκε, αν
σvε κάποιο χρονικό διάσvτημα της ημέρας υπάρχουν άνεμοι, οι ανεμογεννήτριες παρέχουν ενέργεια
σvτο δίκτυο με πολύ χαμηλό οριακό κόσvτος με αποτέλεσvμα η διοχέτευσvη ενέργειας με χαμηλό ορι-
ακό κόσvτος να αναγκάζει τα εργοσvτάσvια σvυμβατικού τρόπου παραγωγής ενέργειας (π.χ. εργοσvτάσvια
παραγωγής λιγνίτη) να μην λειτουργούν και με αυτό τον τρόπο οι τιμές ενέργειας ωθούνται προς τα
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κάτω. Στην περίπτωσvη που ο άνεμος δε θα φυσvάει τόσvο έντονα, τα εργοσvτάσvια παραγωγής λιγνίτη
για παράδειγμα, θα μπορούσvαν να διοχετεύουν παραπάνω ενέργεια σvτο δίκτυο και επειδή η παραγωγή
ενέργειας σvε αυτά έχει υψηλότερο οριακό κόσvτος, να ανεβάζουν και πάλι τις τιμες. Μια παρόμοια
κατάσvτασvη ισvχύει και με τα φωτοβολταϊκά το μεσvημέρι.

1.2 Είδη Ρίσvκου

Για την επίτευξη ενός PPA πρέπει να γίνει μια σvωσvτή κατανομή των ρίσvκων σvτα δύο αντισvυμ-
βαλλόμενα μέλη του σvυμβολαίου. Για την κατανομή των ρίσvκων λοιπόν χρησvιμοποιείται μια αρχή,
σvύμφωνα με την οποία, τα διάφορα είδη ρίσvκων διανέμονται σvε εκείνο το αντισvυμβαλλόμενο μέλος που
είναι πιο ικανό να τα διαχειρισvτεί.
Η διαχείρισvη μέρους των ρίσvκων που προκύπτουν από τέτοια σvυμβόλαια μπορεί να είναι και ευθύνη

τρίτων μελών, εκτός των δυο πρωτευόντων - κάτι το οποίο μπορεί να αναφέρεται σvε ένα τέτοιο
σvυμβόλαιο.
΄Ενα τέτοιο παράδειγμα είναι το ρίσvκο που επωμίζεται η εταιρεία που θα αναλάβει την κατασvκευή

της μονάδας παραγωγής ενέργειας, η οποία δεν είναι ένα από τα δύο αντισvυμβαλλόμενα μέλη του
σvυμβολαίου.
Στη σvυνέχεια θα δούμε μερικά από τα ρίσvκα που σvυμπεριλαμβάνονται σvε ένα PPA.

(i) Ρίσvκο Αγοράς (Merchant/Market Risk):
΄Οπως προαναφέρθηκε, ο καταναλωτής σvυμφωνεί να δίνει μια σvυγκεκριμένη τιμή ανα κιλο-

βατώρα (strike price) σvτον παραγωγό. Καθώς αυτή η τιμή σvυμφωνείται να δίνεται για μια μεγάλη
χρονική περίοδο, υπάρχει ο κίνδυνος, σvε περίπτωσvη που η τιμή της ηλεκτρικής ενέργειας μειωθεί,
ο αγορασvτής να πληρώνει ένα μεγαλύτερο ποσvό (strike price) από αυτό που θα επικρατεί σvτην
αγορά. Αυτό το σvενάριο ωσvτόσvο θα μπορούσvε να σvυμβεί σvτο μέλλον, καθώς η εισvαγωγή νέων
τεχνολογιών, οι ρυθμισvτικές τροποποιήσvεις των κρατών, οι καλύτερες δυνατότητες μεταφοράς
ή και σvυνδυασvμός αυτών παραγόντων μπορούν να μειώσvουν την τιμή του ηλεκτρισvμού.
Σχετικά με τη μείωσvη αυτού του είδους ρίσvκου πρέπει οι αγορασvτές να σvυμβουλευτούν τόσvο

έναν ειδικό σvτην αγορά ενέργειας όσvο και προβλέψεις τιμών.

(ii) Ρίσvκο Διάρκειας (Tenor Risk):
Το σvυγκεκριμένο ρίσvκο σvχετίζεται με τη διάρκεια σvτην οποία ο καταναλωτής είναι υπο-

χρεωμένος να πληρώνει σvύμφωνα με το PPA. Η διάρκεια του σvυμβολαίου μπορεί είτε να εί-
ναι προκαθορισvμένη - σvταθερή είτε να καθορίζεται από διάφορους παράγοντες που μπορεί να
προκαλέσvουν τη λύσvη του σvυμβολαίου.
Μια προκαθορισvμένη τιμή ανα κιλοβατώρα μπορεί να εγείρει είτε την απόκτησvη σvημαντικής

σvυσvσvώρευσvης κεφαλαίου αν η τιμή ενέργειας ανέβει, είτε το κλείδωμα σvε μία υψηλότερη από
την αγορά τιμή, αν η τιμή σvτην ενέργεια μειωθεί.
Σχετικά με τη μείωσvη αυτού του είδους ρίσvκου μια λύσvη μπορεί να είναι μηχανισvμοί πώλησvης
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και αγοράς (put and call mechanisms) για να αντισvταθμίσvουν τις προσvδοκίες των αντισvυμβαλ-
λόμενων του PPA. Για παράδειγμα, αν η τιμή της ενέργειας ανέβει, ο καταναλωτής μπορεί να
έχει την επιλογή να επεκτείνει τη διάρκεια του σvυμβολαίου με μία υψηλότερη τιμή. Αντίσvτοιχα,
αν η τιμή της ενέργειας μειωθεί, ο παραγωγός μπορεί να έχει την επιλογή να επεκτείνει τη
διάρκεια του σvυμβολαίου με μία χαμηλότερη τιμή. Σε τέτοιες περιπτώσvεις, οι τιμές αγοράς και
πώλησvης (put and call prices) είναι προκαθορισvμένες, έχοντας κάποια αποδεκτά άνω και κάτω
φράγματα.

(iii) Νομισvματικό (ή σvυναλλαγματικό) Ρίσvκο(Currency (or foreign exchange) risk)
Πρόκειται για το ρίσvκο που προκύπτει από την ασvυμφωνία του νομίσvματος των υποχρεώσvεων

του χρέους και του νομίσvματος των εισvοδημάτων, που εκθέτει το όλο εγχείρημα σvτην υποτίμησvη
με το πέρασvμα του χρόνου. Αυτό θα έχει ως αποτέλεσvμα τις μειωμένες επενδύσvεις σvτη χώρα
λόγω αυτού του είδους ρίσvκου.
Για να μετριασvτεί αυτού του είδους το ρίσvκο μπορούν να χρησvιμοποιηθούν Συμβάσvεις Αν-

ταλλαγής Νομισvμάτων (currency swaps)(εξηγώ ή όχι? https://el.wikipedia.org/wiki/Συμβάσvεις
_Ανταλλαγής_(Swaps)) με κάποιον τρίτο πάροχο για προσvτασvία ενάντια σvε τυχόν υποτιμήσvεις.

(iv) Πισvτωτικό Ρίσvκο (Credit Risk):
Καθώς σvτα PPA το να μπορεί ο καταναλωτής να πληρώνει το ποσvό που προκύπτει από το

σvυμβόλαιο είναι υψίσvτου σvημασvίας, η πισvτοληπική ικανοτητα (creditwirthiness) είναι και αυτή
υψίσvτου σvημασvίας. Πιο σvυγκεκριμένα, το bankability, σvτο οποίο έχουμε αναφερθεί πιο πάνω,
εξαρτάται σvε μεγάλο βαθμό από την πισvτοληπτική ικανότητα του αγορασvτή. Το πισvτωτικό ρίσvκο
καλύπτει το ενδεχόμενο κάποιος αγορασvτής να μην μπορέσvει σvτο μέλλον να πληρώσvει τα έξοδα
που προκύπτουν από ένα τέτοιο σvυμβόλαιο. Ακόμα και αν κάποιος αγορασvτής έχει μια καλή
φήμη, όσvο αφορά τη φερεγγυότητά του ως πισvτωτής, η πισvτοληπτική του ικανότητα θα ελεγχθεί
εξονυχισvτικά.
Η μετρίασvη του σvυγκεκριμένου ρίσvκου μπορεί να μετριασvτεί μέσvω της ποσvοτικοποίησvης

της πισvτοληπτικής ικανότητας ωσvτε να παρθούν αποφάσvεις βάσvει αυτού. Σημειώνουμε οτι η
ικανότητα αυτή προκύπτει από την αξιολόγησvη των χαρακτηρισvτικών των επιχειρήσvεων οι
οποίες εξετάζονται και αποτυπώνεται κάποια κλίμακα. Σε κάθε ζώνη της κλίμακας αντισvτοιχεί
σvυγκεκριμένη πιθανότητα εμφάνισvης ασvυνέπειας.

(v) Ρίσvκο Χρονοδρομολόγησvης (Scheduling Risk):
Το σvυγκεκριμένο ρίσvκο σvχετίζεται με τις αποκλίσvεις ανάμεσvα σvτις προβλέψεις για την ανα-

μενώμενη παραγωγή των γεννητριών που διοχετεύνται σvτο δίκτυο και τη και σvτην πραγματική
παραγωγή.
Τυπικά η επιβάρυνσvη αυτού του ρίσvκου εκφράζεται μέσvω τελών που καταβάλλονται σvτους

χειρισvτές του δικτύου.

(vi) Ρίσvκο Βάσvης (Basis Risk):
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Η τοποθεσvία της μονάδας παραγωγής ενέργειας έχει μεγάλη επίδρασvη σvτο ρίσvκο που αναφέρε-
ται σvαν ρίσvκο τοποθεσvίας (location risk). ΄Ενας μεγάλος αριθμός παραγόντων σvχετίζεται με
την τοποθεσvία όπως η σvυμφόρησvη της γραμμής μετάδοσvης της ενέργειας, ο αέρας, η διακοπ-
τόμενη ηλιοφάνεια, ο κορεσvμός της αγοράς και η τοπικοί κανονισvμοί-νομοθεσvίες μπορούν να
επηρρεάσvουν την τιμή ενός PPA.
΄Ενα είδος ρίσvκο τοποθεσvίας είναι και το ρίσvκο βάσvης όπου ουσvιασvτικά είναι η πιθανότητα

της ασvυμφωνίας ανάμεσvα σvτην τιμή που υπάρχει σvτην αγορά που βρίσvκεται η μονάδα παραγωγής
και σvτην προσvυμφωνηθείσvα τιμή του PPA. Με άλλα λόγια, αν ο αγορασvτής και ο παραγωγός
βρίσvκονται σvε διαφορατικές τοποθεσvίες και οι πληρωμές του PPA σvυνδέονται με την αγορά που
βρίσvκεται σvτον παραγωγό, τότε ο αγορασvτής είναι εκτεθημένος σvτο ρίσvκο βάσvης της αγοράς
που βρίσvκεται σvτην περιοχή του παραγωγού. Στην περίπτωσvη που η λιανική τιμή σvτην αγορά
του αγορασvτή και σvτην χονδρική τιμή σvτην περιοχή της αγοράς του πωλητή δε σvυνδέονται, ο
αγορασvτής είναι εκτεθειμένος σvτη μεταβλητότητα της λιανικής αγοράς ενέργειας.
Ο καταμερισvμός αυτού του ρίσvκου επιτυγχάνεται μέσvω κάποιωνVirtual PPAs που προσvφέρουν

προσvαρμογές σvτις τιμές. Εναλλακτικά κάποιοι ιδιοκτήτες μονάδων παραγωγής κάνουν σvυμφωνία
με τρίτα μέρη ώσvτε να εξισvορροπήσvουν αυτό το ρίσvκο είτε με δική τους πρωτοβουλία, είτε κατόπιν
απαιτήσvεως από τους δανεισvτές τους.

(vii) Ρίσvκο εξισvορρόπησvης (Balancing Risk):
Το σvυγκεκριμένο είδος ρίσvκου σvχετίζεται με τη σvυνεχή ανάγκη του αγορασvτή για ενέργεια.

Είναι το ρίσvκο που προκύπτει από το κόσvτος του σvυσvτήματος ενέργειας, που χρησvιμοποιείται
από τον αγορασvτή, όταν μια μονάδα παραγωγής παράγει λιγότερη ενέργεια από την προβλεπό-
μενη. ΄Οσvο περισvσvότερο σvυνεισvφέρει μια μονάδα σvτην ανισvορροπία του σvυσvτήματος παραγωγής,
τόσvο πιο υψηλό είναι το κόσvτος ανισvορροπίας. ΄Οσvο υψηλότερη είναι η σvυσvχέτισvη του προφίλ
παραγωγής ενός Power Plant με το προφίλ παραγωγής της αντίσvτοιχης του Power Plant
τεχνολογίας της αγοράς, τόσvο η ανισvορροπία του τεχνολογίας σvυσvχετίζεται με την ανισvορροπία
ολόκληρου του σvυσvτήματος ενέργειας, έχοντας ως αποτέλεσvμα υψηλότερα κόσvτη ανισvορροπίας.
΄Ενας τρόπος να μετριασvτεί αυτό το ρίσvκο είναι η εξωτερική ανάθεσvη, όπως για παράδειγμα

η ένταξη σvε μια σvυμφωνία με ένα τρίτο μέλος (ή ένα μέλος που να ανήκει σvτον ίδιο με τον αγο-
ρασvτή όμιλο), που σvυμφωνεί να παρέχει την απαιτούμενη ενέργεια σvε περίπτωσvη ανεπαρκούς
παραγωγής, ώσvτε να μπορέσvουν να καλυφθούν οι ανάγκες του αγορασvτή. Σε κάθε περίπτωσvη
το τρίτο μέλος χρεώνει με κάποιο ποσvό για να μπορέσvει να γίνει διαχείρισvη αυτού του ρίσvκου.

(viii) Ρίσvκο Ποσvότητας (Volume Risk):
Το εν λόγω ρίσvκο σvχετίζεται με τη μεταβλητότητα σvτην παραγωγή μιας μονάδας παραγωγής

σvε μια σvυγκεκριμένη περίοδο χρόνου, η οποία μπορεί να είναι μια εποχή ή ένα έτος. Αυτό το
ρίσvκο προκύπτει από τις κλιματικές διακυμάνσvεις, όπως μεγαλύτερες ταχύτητες ανέμων απο το
αναμενόμενο σvε ένα έτος ή μειωμένη ηλιοφάνεια λόγω ενός σvυννεφιασvμένου καλοκαιριού.
Οι αγορασvτές εμμένουν σvτο οτι οι παραγωγοί πρέπει να δεσvμευτούν σvε μια ελάχισvτη παραγωγή
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για ένα εύλογο χρονικό διάσvτημα, με την οποία να είναι σvύμφωνος και ο παραγωγός, ο οποίος
θα θεωρεί ότι οι εγκατασvτάσvεις του είναι δυνατόν να παράξουν την απαιτούμενη ποσvότητα σvε
αυτό το χρονικό διάσvτημα. Η αποτυχία επίτευξης του σvτόχου αυτού θα οδηγήσvει τον αγορασvτή
σvτο να αγοράσvει ενέργεια από άλλη πηγή, την οποία θα πρέπει να χρεωθεί ο παραγωγός.

(ix) Ρίσvκο Προϕίλ (Shape/Profile Risk):
Το εν λόγω ρίσvκο σvχετίζεται με το ρίσvκο ποσvότητας σvτο οποίο αναφερθήκαμε πιo πάνω

αλλα λαμβάνει υπόψιν το γεγονός ότι η ωριαία παραγωγή είναι μεταβαλλόμενη ανάλογα με την
ηλιοφάνεια ή την ταχύτητα του ανέμου, ανεξάρτητα από το αν η σvυνολική παραγωγή μιας περ-
ιόδου είναι ίσvη με την εκτιμόμενη ποσvότητα παραγωγής. Η πραγματική παραγωγή ενέργειας
από μια μονάδα παραγωγής ανανεώσvιμης ενέργειας, που είναι διακοπτόμενη μπορεί να διαφέρει
από τις προβλέψεις παραγωγής και έτσvι λοιπόν ίσvως να μην μην μπορέσvει να καλύψει τη ζήτησvη
βασvικού φορτίου του αγορασvτή (η οποία σvυνήθως είναι σvταθερή με μια διαφοροποίησvη ανάμεσvα
σvτις μέρες που λειτουργεί και που δεν λειτουργεί η εταιρεία του αγορασvτή).
Το σvυγκεκριμένο ρίσvκο μπορεί να μειωθεί με διάφορες μεθόδους. Μία από αυτές είναι

ο καταναλωτής να χρησvιμοποιήσvει το ηλεκτρικό δίκτυο σvαν παροχέα της επιπλέον ηλεκτρικής
ενέργειας που χρειάζεται ώσvτε να εξασvφαλίσvει την απαιτούμενη ενέργεια που χρειάζεται. Επίσvης
χάρη σvτην εξυπνη ψηφιακή τηλεμετρία (smart digital telemetry) και σvτον έλεγχο προόδου (pro-
cess control), o καταναλωτής μπορεί να προσvαρμόζει την παραγωγή του σvτο προφίλ παραγωγής
της μονάδας. Τέλος με την εγκατάσvτασvη σvυσvτημάτων αποθήκευσvης ενέργειας σvτις μονάδες
παραγωγής μπορεί να περιορισvτεί αυτό το ρίσvκο καθώς θα εξομαλυνθεί το προφίλ παραγωγής
και έτσvι κάθε σvτιγμή θα μπορούν να καλυφθούν οι ανάγκες του αγορασvτή. Με αυτή τη μέθοδο
μπορεί επίσvης να μειωθεί και το ρίσvκο ανισvορροπίας.

(x) Ρίσvκο Κατασvκευής (Construction Risk):
Για την κατασvκευή νέων μονάδων παραγωγής, το ρίσvκο κατασvκευής είναι άλλο ένα ρίσvκο

που πρέπει να ληφθεί υπόψιν. Η κατασvκευή μιας μονάδας σvυνήθως έχει κάποιο χρονοδιάγραμμα
σvύφωνα με το οποίο το έργο θα οφείλει να είναι έτοιμο μέχρι κάποια καταληκτική ημερομηνία.
Το ρίσvκο αυτό λοιπόν σvχετίζεται με τον κίνδυνο μη έγκαιρης παράδοσvης του έργου.
Για να μετριασvτεί αυτό το ρίσvκο ο αγορασvτής διαπραγματεύεται σvτους όρους του σvυμβολαίου

τυς προϋποθέσvεις που θα τον κάνουν να έχει το δικαίωμα απόσvυρσvης από τη σvυμφωνία, είτε
το δικαίωμα αποζημίωσvης σvε περίπτωσvη μη έγκαιρης παράδοσvης του έργου. Οι ιδιοκτήτες της
μονάδας παραγωγής από την άλλη θα δράσvουν βάσvει τον όρων του σvυμβολαίου ώσvτε να μην
ξεπερασvτεί το χρονικό όριο. Σε περιπτώσvης ανωτέρας βίας ωσvτόσvο σvυχνα μπορεί να υπάρχει η
επιλογή επέκτασvης της καταληκτικής ημερομηνίας χωρίς σvυνέπειες.

(xi) Ρίσvκο Απόδοσvης ή Λειτουργίας (Performance or Operating Risk):
Το ρίσvκο αυτό σvχετίζεται με τον κίνδυνο που υπάρχει για μία μονάδα παραγωγής να μην

παράγει τα επιθυμητά ποσvά ενέργειας.
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Για να περιορισvτεί αυτό το ρίσvκο, πρέπει ο παραγωγός να εσvτιάσvει σvτην βελτισvτοποίησvη του
τρόπου παραγωγής της μονάδας του ώσvτε να υπαρχουν τα επιθυμητά αποτελέσvματα. Ανάλογα
με τους όρους του σvυμβολαίου ο αγορασvτής θα έχει το δικαίωμα απόσvυρσvης από τη σvυμφωνία
αν η μονάδα παράγει κάτω από κάποια προσvυμφωνηθείσvα ποσvότητα παραγωγής.

(xii) Ρίσvκο Αλλαγής Νόμου (Change in Law Risk):
Είτε την περίοδο κατασvκευής της μονάδας παραγωγής είτε κατα την περίοδο λειτουργίας

μπορεί να υπάρξει κάποια αλλαγή σvτη νομοθεσvία που να επηρρεάσvει τους όρους της σvυμφωνίας
του σvυμβολαίου. Ενα χαρακτηρισvτικό παράδειγμα είναι μια πιθανή αλλαγή των νόμων σvχετικά
με τη φορολογία
Ο κύριος μηχανισvμός μετρίασvης αυτού του ρίσvκου είναι να υπάρχουν μηχανισvμοί και δικ-

λείδες ασvφαλείας ώσvτε να μπορεί να γίνει επαναδιαπραγμάτευσvη των όρων του σvυμβολαίου σvε
περιπτώσvεις αλλαγής της νομοθεσvίας.

(xiii) Ρίσvκο Ανωτέρας Βίας (Force Majeure Risk):
΄Ενα σvυμβάν ανωτέρας βίας μπορεί να λάβει χώρα σvτην μονάδα παραγωγής είτε κατα την

περίοδο κατασvκευής της είτε κατα την περίοδο λειτουργίας της που να επηρρεάσvει τους όρους
της σvυμφωνίας του έργου.΄Ενα τέτοιο γεγονός θα μπορούσvε να είναι ένας πόλεμος ή κάποιο
ακραίο καιρικό φαινόμενο.
Σε τέτοιες περιπτώσvεις ο κύριος μηχανισvμός μετρίασvης αυτού του ρίσvκου είναι όπως και σvτην

προηγούμενη περίπτωσvη ρίσvκου μηχανισvμοί και δικλείδες ασvφαλείας για επαναδιαπραγμέτευσvη
των όρων του σvυμβολαίου. από τη μεριά του αγορασvτή, αυτός θα εσvτιάσvει σvτο οτι ο παραγωγός
κάνει οτι μπορεί ώσvτε σvτην περίπτωσvη κάποιου γεγονότοτος ανωτέρας βίας, ο τελευταίος κάνει
ότι μπορεί για να αποκατασvτήσvει την ομαλή λειτουργία ή την διαδικασvία κατασvκευής της μονάδας.
Συχνά επίσvης μπορεί να υπάρχει και όρος σvύμφωνα με τον οποίο ο αγορασvτής θα μπορεί να
αποσvυρθεί από τη σvυμφωνία αν το γεγονος ανωτέρας βίας ξεπεράσvει μια μη αμελητέα διάρκεια.
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2 Μέτρα Ρίσvκου

Ενα κεντρικό ερώτημα σvτη διαχείρησvη ρίσvκου είναι η ποσvοτικοποίησvη του. ΄Ενας τρόπος να το
μετρήσvουμε είναι μέσvω των μέτρων ρίσvκου. Τα μέτρα ρίσvκου είναι σvυναρτήσvεις όπου σvαν όρισvμα
δέχονται μετρήσvιμες σvυναρτήσvεις και παίρνουν τιμές σvτους πραγματικούς αριθμούς. Αναλυτικότερα,
θεωρούμε ένα χώρο πιθανότητας (Ω,F .P ) (εφοδιασvμένο με μια σv-άλγεβρα F και ένα μέτρο πιθανότη-
τας P ) και Z := L0(Ω,F .P ) το σvύνολο όλων των F -μετρήσvιμων τυχαίων μεταβλητών που σvχεδόν
βέβαια (με πιθανότητα 1) είναι πεπερασvμένες. Εναλλακτικά λέμε ότι αν για μια τυχαία μεταβλητή
X ∈ L0(Ω,F .P ) , τότε P ({ω ∈ Ω : |X(ω)| <∞}) = 1.[9, p.564],[10, p.239]
΄Εχοντας ένα σvυγκεκριμένο σvύνολο σvεναρίων Ω λοιπόν, μια οικονομική θέσvη (financial position)

είναι μια απεικόνισvη X : Ω → R όπου X(ω) σvυμβολίζει την αποτοκισvμένη αξία μίας οικονομικής
θέσvης σvτο τέλος μιας περιόδου σvυναλλαγών (trading period) όταν πραγματοποιείται ένα σvενάριο
ω ∈ Ω. Η αποτοκισvμένη αξία αντισvτοιχεί σvτα κέρδη και τις ζημιές της θέσvης. Με τον αριθμό ρ(X)
που θα παρουσvιάσvουμε σvτη σvυνέχεια θα ποσvοτικοποιήσvουμε το ρίσvκο που σvυνδέεται με το X, όπου
με τη σvειρά του το X θα λαμβάνει τιμές σvε ένα σvύνολοM το οποίο θα είναι σvυνήθως ένας κυρτός
κώνος.

2.1 Ορισvμοί

Ορισμός 2.1. ΄Εσvτω S ⊆ Cn.To S είναι κώνος αν ∀x ∈ S και ∀ a > 0, το ax ∈ S.Αντίσvτοιχα το
S είναι κυρτός κώνος αν ∀x, y ∈ S και a ∈ [0, 1] το ax+ (1− a)y ∈ S.[11, p.89]

Παρατήρηση 2.2. Θεωρούμε έναν κυρτό κώνο S ⊆ Cn. Τότε για κάθε x, y ∈ S έχουμε οτι αρκεί
µ, λ ≥ 0 ώσvτε µx+λy ∈ S. Ουσvιασvτικά δηλαδή δεν χρειάζεται να υπάρχει ο περιορισvμός µ+λ = 1.

Απόδειξη. ΄Εσvτω x, y ∈ S. Καθώς το σvύνολο S είναι κυρτός κώνος έχουμε ότι για κάθε a ∈ [0, 1]
ισvχύει ότι ax + (1 − a)y ∈ S. από την άλλη έχουμε ότι αφου το σvύνολο S είναι κώνος ισvχύει ότι
µx, λy ∈ S. Επομένως μπορούμε να αντικατασvτήσvουμε τα x, y με τα µx, λy αντίσvτοιχα. Αφού S είναι
κυρτός κώνος λοιπόν έχουμε ότι aµx+ (1− a)λy ∈ S. Καθώς τα µ, λ είναι μη αρνητικά έχουμε ότι
μπορούμε να αντικατασvτήσvουμε τα aµ, (1 − a)λ με θ1, θ2 ≥ 0 αντίσvτοιχα. Συμπεραίνουμε λοιπόν οτι
θ1x+ θ2y ∈ S και έχουμε το ζητούμενο.

΄Εχοντας όλα τα απαραίτητα εργαλεία τώρα, μπορούμε να δώσvουμε τον ορισvμό του μέτρου ρίσvκου.

Ορισμός 2.3. Μια απεικόνισvη ρ : M → R καλείται (χρηματικό) μέτρο ρίσvκου αν ικανοποιεί τις
ακόλουθες ιδιότητες για X,Y ∈M όπουM είναι κυρτός κώνος.

(i) Monotonicity : Αν X ≤ Y , τότε ρ(X) ≥ ρ(Y ).

(ii) Cash Invariance ή Τranslation Ιnvariance : Αν m ∈ R, τότε ρ(X +m) = ρ(x)−m
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(a) Kανονικοποίησvη (Normalization): ρ(0) = 0.

Θέλοντας να δώσvουμε μια χρηματοοικονομική ερμηνεία των παραπάνω ιδιοτήτων, σvχετικά με την
ιδιότητα (i) οτι το πτωτικό ρίσvκο (downside risk), δηλαδή την πιθανή απώλεια αξίας εάν οι σvυνθήκες
της αγοράς προκαλέσvουν τη μείωσvη της τιμής ενός τίτλου[12], μειώνεται όσvο το προφίλ αποπληρωμής
αυξάνεται. Η ιδιότητα Cash Invariance προκύπτει από τη θεώρησvη του ρ(X) ως κεφαλαιακή απαίτησvη
(capital requirement), κοινώς ο αριθμός ρ(X) είναι το ποσvό που πρέπει να προσvτεθεί σvε μια θέσvη
ώσvτε αυτή να γίνει δεκτή από κάποια εποπτική αρχή. Με αυτή τη λογική, αν προσvθέσvουμε ένα ποσvό
m σvε μία θέσvη και αυτό επενδυθεί χωρίς ρίσvκο, τότε η κεφαλαιακή απαίτησvη θα μειωθεί κατα το ίδιο
ποσvό. Σχετικά με την κανονικοποίησvη η ερμηνεία είναι οτι το ρίσvκου ενός τίτλου μηδενικής τιμής
είναι μηδέν.

Παρατήρηση 2.4. Τετριμμένα λοιπόν βάσvει των παραπάνω λαμβάνουμε ότι

ρ(X + ρ(X)) = ρ(X)− ρ(X) = 0

Στη σvυνέχεια επικεντρωνόμασvτε σvτην κλάσvη των μέτρων ρίσvκου που έχουν και επιπλέον την
ιδιότητα της κυρτότητας.

Ορισμός 2.5. ΄Ενα (χρηματικό) μέτρο ρίσvκου ρ : M→ R καλείται κυρτό μέτρο ρίσvκου (convex
risk measure) αν ικανοποιεί την παρακάτω ιδιότητα:
Για X,Y ∈M , λ ∈ [0, 1]

Κυρτότητα(Convexity) : ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y )

Τέλος θα εσvτιάσvουμε σvτην κλασvη των σvυνεκτικών μέτρων ρίσvκου, όπου πρόκειται για κυρτά μέτρα
ρίσvκου που έχουν επιπλέον την ιδιότητα της Θετικής Ομοιογένειας (Positive Homogeneity).

Ορισμός 2.6. ΄Ενα κυρτό μέτρο ρίσvκου καλείται σvυνεκτικό μέτρο ρίσvκου (coherent risk measure)
αν ικανοποιεί την παρακάτω ιδιότητα:
Για X ∈M , λ ≥ 0

Θετική Ομοιογένεια(Positive Homogeneity) : ρ(λX) = λρ(X)

Παρατήρηση 2.7. Αν ισvχύει η Θετική Ομοιογένεια τότε η Kυρτότητα ισvοδυναμεί με :

Υποπροσvθετικότητα(Subadditivity) : ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )

Με αυτό τον τρόπο καθώς ο κλασvσvικός ορισvμός του σvυνεκτικού ρίσvκου δεν απαιτεί την κυρτότητα
αλλα την υποπροσvθετικότητα οδηγούμασvτε σvτον εξής ορισvμό για το σvυνεκτικό μέτρο ρίσvκου.
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Ορισμός 2.8 (Συνεκτικό Μέτρο Ρίσκου-Coherent Risk Measure). ΄Ενα σvυνεκτικό μέτρο ρίσvκου
είναι μια σvυνάρτησvη ρ : M→ R που ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες για κάθε X,Y ∈M :

(i) Θετική Ομοιογένεια(Positive Homogeneity) : ρ(λX) = λρ(X) για λ ≥ 0.

(ii) Υποπροσvθετικότητα(Subadditivity) : ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ).

(iii) Monotonicity : Αν X ≤ Y , τότε ρ(X) ≥ ρ(Y ).

(iv) Τranslation Ιnvariance : Αν m ∈ R, τότε ρ(X +m) = ρ(x)−m.

Λήμμα 2.9. ΄Ενα μέτρο ρίσvκου ρ είναι Lipschitz σvυνεχές σvυναρτήσvει της supremum νορμας ∥·∥∞:

|ρ(X)− ρ(Y )| ≤ ∥X − Y ∥∞

Απόδειξη. Ισvχύει αρχικά ότι X − Y ≤ ∥X − Y ∥∞ ⇔ X ≤ Y + ∥X − Y ∥∞ από την ιδιότητα του
Monotonicity λοιπόν λαμβάνουμε ότι

ρ(X) ≥ ρ(Y + ∥X − Y ∥∞)

ενώ από την ιδιότητα Translation Invariance ισvχύει ότι ρ(X) ≥ ρ(Y + ∥X − Y ∥∞) = ρ(Y ) −
∥X − Y ∥∞
Επομένως

ρ(X)− ρ(Y ) ≥ −∥X − Y ∥∞
όμοια με πρίν ισvχύει ότι X −Y ≥ −∥X − Y ∥∞ ⇔ X ≥ Y −∥X − Y ∥∞ οπότε όμοια με πρίν από

τις ιδιότητες Monotonicity και Translation Invariance λοιπόν λαμβάνουμε ότι

ρ(X) ≤ ρ(Y − ∥X − Y ∥∞) = ρ(Y ) + ∥X − Y ∥∞
οπότε

ρ(X)− ρ(Y ) ≤ ∥X − Y ∥∞
οπότε σvυνολικά έχουμε ότι

−∥X − Y ∥∞ ≤ ρ(X)− ρ(Y ) ≤ ∥X − Y ∥∞ ⇔ |ρ(X)− ρ(Y )| ≤ ∥X − Y ∥∞

και έχουμε το ζητούμενο
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Ορισμός 2.10. ΄Ενα μέτρο ρίσvκου ρ επάγει την κλάσvη

Aρ := {X ∈M| ρ(X) ≤ 0} (2.1)

που αποτελείται από οικονομικές θέσvεις οι οποίες είναι αποδεκτές υπο την έννοια του ότι δεν
απαιτείται επιπλέον κεφάλαιο για να μην υπάρχει ρίσvκο. Η κλάσvη Aρ ονομάζεται λοιπόν αποδεκτό
σvύνολο του μέτρου ρίσvκου ρ. Προφανώς ισvχύει ότι Aρ ⊆M.

Αντίσvτροφα τώρα, δοθείσvας μια κλάσvης A ⊆M μπορούμε να σvυσvχετίσvουμε ένα μέτρο ρίσvκου ρA
με αυτή την κλάσvη.

Ορισμός 2.11. ΄Εσvτω A ⊆M ένα αποδεκτό σvύνολο από τυχαίες μεταβλητές. Το μέτρο ρίσvκου ρA
που σvχετίζεται με αυτό το σvύνολο ορίζεται με τον εξής τρόπο: Για X ∈M έχουμε ότι

ρA(X) = inf {m ∈ R : X +m ∈ A} (2.2)

Σύμφωνα με αυτό τον ορισvμό ρA(X) είναι το το ελάχισvτο ποσvό που πρέπει να προσvτεθεί σvε μια
οικονομική θέσvη για να θεωρηθεί αυτή αποδεκτή.
Σχετικά με τους παραπάνω ορισvμούς λοιπόν μπορεί κανείς να παρατηρήσvει οτι είτε ξεκινάμε με

ένα μέτρο ρίσvκου και κατασvκευάζουμε ένα αποδεκτό σvύνολο, είτε ξεκινάμε με ένα αποδεκτό σvύνολο
τυχαίων μεταβλητών και κατασvκυάζουμε ένα μέτρο ρίσvκου.
Ακολουθούν κάποιες προτάσvεις που σvυσvχετίζουν τα μέτρα ρίσvκου με τα αποδεκτά σvύνολα.

Πρόταση 2.12. ΄Εσvτω ρ ένα κυρτό μέτρο ρίσvκου και Aρ ένα αποδεκτό σvύνολο. Τότε ισvχύουν τα
ακόλουθα:

(i) ρAρ = ρ

(ii) Aρ είναι ένα μη κενό κυρτό κλεισvτό σvύνολο σvυναρτήσvει της supremum νόρμας ∥·∥∞
(iii) Αν X ∈ Aρ και Y ∈M τέτοια ώσvτε X ≤ Y ,τότε Y ∈ Aρ

(iv) Αν ρ είναι ένα σvυνεκτικό μέτρο ρίσvκου , τότε Aρ είναι ένας κυρτός κώνος.

Απόδειξη.
(i)
Για κάποιο X ∈ Aρ

ρAρ = inf {m ∈ R : m+X ∈ Aρ}

= inf {m ∈ R : m+X ∈ {Y ∈M : ρ(Y ) ≤ 0}}
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= inf {m ∈ R : ρ(m+X) ≤ 0} = inf {m ∈ R : ρ(X)−m ≤ 0}

= inf {m ∈ R : ρ(X) ≤ m} = ρ(X)

(ii)
Αρχικά έχουμε οτι το Aρ είναι μη κενό καθώς το X = 0 ∈ Aρ διότι ρ(0) = 0 και άρα ικανοποιείται

η σvυνθήκη ρ(0) ≤ 0. Για να αποδείξουμε τώρα οτι το Aρ είναι ένα κυρτό σvύνολο θα κάνουμε μια
απόδειξη ως προς άτοπο.
Για να αποδείξουμε το οτι το σvύνολο Aρ είναι κλεισvτό θα θεωρήσvουμε κάποια ακολουθία (Xn) ∈

Aρ που σvυγκλίνει σvε κάποιο X ∈M. Ισvχύει λοιπόν ότι Xn � X. Αν αποδείξουμε οτι το όριο X της
ακολουθίας ανήκει σvτο σvύνολο Aρ έχουμε το ζητούμενο.
΄Εσvτω προς άτοπο ότι X /∈ Aρ. Αυτό σvημαίνει ότι ρ(X) > 0 και άρα υπάρχει ένας αριθμός M > 0

τέτοιος ώσvτε ρ(X) =M .
από την άλλη καθώς Xn � X ισvχύει ότι ∥Xn −X∥∞ � 0 και άρα καθώς από το Λήμμα 2.9 έχουμε

ότι
|ρ(Xn)− ρ(X)| ≤ ∥Xn −X∥∞

΄Αρα |ρ(Xn)− ρ(X)| � 0, επομένως ρ(Xn) � ρ(X) =M
από τον ορισvμό του ορίου έχουμε ότι ∀ε > 0 ∃ n0 ∈ N τέτοιο ώσvτε ∀ n ≥ n0 |ρ(Xn)−M | < ε,

οπότε
−ε < ρ(Xn)−M < ε⇔M − ε < ρ(Xn) < ε+M

Επιλέγουμε τώρα ε = M
2
και λαμβάνουμε ότι M − M

2
< ρ(Xn) <

M
2
+M ⇒ ρ(Xn) > 0 άτοπο

αφού Xn ∈ Aρ ⇒ ρ(Xn) ≤ 0.
Επομένως X ∈ Aρ και άρα ρ(X) ≤ 0 οπότε το ζητούμενο αποδείχθηκε.
Για να αποδείξουμε οτι το Aρ είναι κυρτό τώρα, έχουμε οτι ρ είναι ένα κυρτό μέτρο ρίσvκου και

έσvτω οτι το Aρ δεν είναι κυρτό. Αυτό σvημαίνει οτι αν θεωρήσvουμε X,Y ∈ Aρ τότε θα υπάρχει
κάποιο λ ∈ [0, 1] τέτοιο ώσvτε λX + (1− λ)Y /∈ Aρ. από τη σvτιγμή τώρα που ισvχύει αυτό έχουμε οτι
ρ (λX + (1− λ)Y ) > 0.
από την άλλη πλευρά έχουμε ωσvτόσvο ότι αφού X,Y ∈ Aρ, τότε ρ(X), ρ(Y ) ≤ 0 και άρα

λρ(X), (1− λ)ρ(Y ) ≤ 0 το οποίο σvημαίνει και ότι λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ) ≤ 0
Επομένως

ρ (λX + (1− λ)Y ) > λρ(X) + (1− λ)ρ(Y )

πράγμα το οποίο είναι άτοπο καθώς το ρ είναι ένα κυρτό μέτρο ρίσvκου οπότε ισvχύει και ότι

ρ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λρ(X) + (1− λ)ρ(Y )

(iii)
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Καθώς ισvχύει X ≤ Y έχουμε από την ιδιότητα του Monotonicity ότι ρ(Y ) ≤ ρ(X). Ωσvτόσvο
έχουμε οτι X ∈ Aρ οπότε ρ(X) ≤ 0. Επομένως ρ(Y ) ≤ 0 και άρα Y ∈ Aρ.

(iv)
΄Εσvτω ρ κάποιο κυρτό μέτρο ρίσvκου και θεωρούμε επιπλέον X,Y ∈ Aρ, καθώς και µ, λ ≥ 0. Για

να δείξουμε οτι το σvύνολο Aρ είναι κυρτός κώνος αρκεί σvύμφωνα με την Παρατήρησvη 2.2 να δείξουμε
ότι θ1X + θ2Y ∈ Aρ, δηλαδή οτι ρ(θ1X + θ2Y ) ≤ 0.
Εκμεταλλευόμενοι τις ιδιότητες Θετικής Ομοιογένειας και Υποπροσvθετικότητας έχουμε ότι

ρ(θ1X + θ2Y ) ≤ ρ(θ1X) + ρ(θ2Y ) = θ1ρ(X) + θ2ρ(Y ) ≤ θ1 · 0 + θ2 · 0 = 0

και έχουμε το ζητούμενο

Πρόταση 2.13. Αντίσvτροφα τώρα με την προηγούμενη πρότασvη, έσvτω A ένα μη κενό κυρτό
υποσvύνολο του M με την ιδιότητα οτι αν X ∈ A και Y ∈ M όπου X ≤ Y τότε Y ∈ A. Τότε
ισvχύουν τα παρακάτω:

(i) ρA είναι ένα κυρτό μέτρο ρίσvκου.

(ii) Αν A κυρτός κώνος τότε το μέτρο ρίσvκου ρA είναι σvυνεκτικό

(iii) A ⊆ AρA

Απόδειξη.
(i)
Θεωρούμε ένα μέτρο ρίσvκου ρA : M → R σvύμφωνα με τη σvχέσvη (2.2). Επίσvης θεωρούμε

λ ∈ [0, 1], X,Y ∈ M. Για να αποδείξουμε οτι είναι ένα κυρτό μέτρο ρίσvκου πρέπει να αποδείξουμε
οτι ικανοποιεί τις ιδιότητες Monotonicity, Τranslation Ιnvariance και Κυρτότητας.

• Κυρτότητα

ρA(λX + (1− λ)Y ) = inf {m ∈ R :m+ λX + (1− λ)Y ∈ A}

= inf {m ∈ R :λ(m+X) + (1− λ)(m+ Y ) ∈ A}

≤ λ inf {m ∈ R :m+X ∈ A}+ (1− λ) inf {m ∈ R :m+ Y ∈ A}

= λρA(X) + (1− λ)ρA(Y ).

Σημειώνουμε οτι η τελευταία ανισvότητα ισvχύει καθώς η ποσvότητα λρA(X) + (1 − λ)ρA(Y ) =
K + L είναι ένας πραγματικός αριθμός που θα κάνει μια οικονομική θέσvη να γίνει αποδεκτή.
Αυτό σvυμβαίνει διότι

(K + L) + (λX + (1− λ)Y ) = (K + λX) + (L+ (1− λ)Y )
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= λρA(X) + λX + (1− λ)ρA(Y ) + (1− λ)Y

= λ(inf{m ∈ R :m+X ∈ A}+X) + (1− λ)(inf {m ∈ R :m+ Y ∈ A}+ Y ) ∈ A

και αυτό σvυμβαίνει διότι το σvύνολο A είναι κυρτό.

• Monotonicity:
΄Εσvτω X,Y ∈M με X ≤ Y , τότε έχουμε ότι

ρA(X) = inf{m ∈ R :m+X ∈ A} ≥ inf{m ∈ R :m+ Y ∈ A} = ρA(Y )

καθώς ισvχύει αφού m+X ∈ A και m+Y ∈M και ισvχύει ότι m+X ≤ m+Y τότε m+Y ∈ A.

• Τranslation Ιnvariance:
Θεωρούμε τώρα ένα k ∈ R και X ∈M και έχουμε

ρA(X + k) = inf {m ∈ R : m+X + k ∈ A}

= inf {s− k ∈ R : s− k +X + k ∈ A} = inf {s− k ∈ R : s+X ∈ A}

= inf {s ∈ R : s+X ∈ A} − k = ρA(X)− k

και έτσvι αποδείξαμε οτι το ρA είναι ένα κυρτό μέτρο ρίσvκου.

(ii)
Για να αποδείξουμε τώρα οτι το ρA είναι ένα σvυνεκτικό μέτρο ρίσvκου, αρκεί να δείξουμε οτι

ικανοποιεί την ιδιότητα της Θετικής Ομοιογένειας.Θεωρούμε ένα a > 0 λοιπόν και έχουμε:

ρA(aX) = inf {m ∈ R : m+ aX ∈ A} = inf {m ∈ R : m+ aX ∈ A}

= inf
{
m ∈ R : α(

m

a
+X) ∈ A

}
Λαμβάνοντας υπόψιν τώρα οτι το σvύνολο A είναι ένας κυρτός κώνος έχουμε οτι αφου α(m

a
+X) ∈

A τότε αφού a > 0⇔ 1
a
> 0 και άρα το σvτοιχείο 1

a
· α(m

a
+X) = m

a
+X ∈ A. Τότε

ρA(aX) = inf
{
m ∈ R : α(

m

a
+X) ∈ A

}
= inf

{
m ∈ R :

m

a
+X ∈ A

}

= inf
{
αk ∈ R :

ak

a
+X ∈ A

}
= inf {αk ∈ R : k +X ∈ A}

= α inf {k ∈ R : k +X ∈ A} = aρA(X)
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(iii)
Σημειώνουμε αρχικά ότιAρA = {X ∈M| ρA(X) ≤ 0} = {X ∈M| inf {m ∈ R : m+X ∈ A} ≤ 0}
Θεωρούμε τώρα κάποιο X ∈ A. Tότε inf {m ∈ R : m+X ∈ A} ≤ 0. καθώς για m = 0

ικανοποιείται, επειδή X ∈ A. ΄Αρα έχουμε ότι X ∈ AρA

Πρόταση 2.14. Το σvύνολο AρA ισvούται με την κλεισvτότητα του A σvυναρτήσvει της ∥·∥∞. Πιο
σvυγκεκριμένα η σvχέσvη AρA = A ισvχύει αν και μόνο αν το A είναι ∥·∥∞-κλεισvτό.

Απόδειξη. Θεωρούμε A την κλεισvτότητα του A όσvο αφορά τη νόρμα ∥·∥∞ . Δείχνουμε πρώτα ότι
A ⊂ AρA . Αν X ∈ A υπάρχει μια ακολουθία (Xn) ∈ Aρ τέτοια ώσvτε ∥Xn −X∥∞ � 0 και από
το Λήμμα (2.9) λαμβάνουμε οτι |ρA(Xn)− ρA(X)| � 0. ΄Ομοια με πρίν που δείξαμε οτι το A είναι
κλεισvτό αποδεικνύουμε ότι ρA(X) ≤ 0 και άρα X ∈ AρA , οπότε A ⊂ AρA
Αντίσvτροφα τώρα, για να δείξουμε τώρα ότι AρA ⊂ A θεωρούμε κάποιο X ∈ AρA . Τότε

0 ≥ ρA(X) = inf {m ∈ R : m+X ∈ A} ,

και άρα υπάρχει ακολουθία (mn) τέτοια ώσvτε mn ↓ ρA(X) και mn+X ∈ A. Επειδή τώρα η τυχαία
μεταβλητή Xn := mn+X− ρA(X) ≥ X αφού mn ≥ ρA(X) τότε από την ιδιότητα του Monotonicity
ισvχύει ότι ρ(Xn) ≤ ρ(X) οπότε Xn ∈ A.
Τέλος, αφού ∥Xn −X∥∞ = |mn − ρA(X)| = mn − ρA(X) ↓ 0, λαμβάνουμε πάλι όπως πρίν οτι

X ∈ A και άρα δείξαμε ότι AρA ⊂ A. Συνοψίζοντας λοιπόν έχουμε ότι

A = AρA

2.2 Μέτρα Ρίσvκου Value at Risk και Expected Shortfall
΄Εχοντας δεί τους απαραίτητους ορισvμούς και ιδιότητες σvτα μέτρα ρίσvκου, θα γίνει εσvτίασvη σvτα μέ-
τρα ρίσvκου Value at Risk (VaR) και Expected Shortfall(ES), τα οποία είναι αρκετά γνωσvτά και
χρησvιμοποιούνται ευρέως.
Θα ξεκινήσvουμε με τον ορισvμό του μέτρου ρίσvκου Value at Risk, ωσvτόσvο πρώτα θα μας χρειασvτεί

ένας άλλος ορισvμός.

Ορισμός 2.15. Το p-ποσvοσvτημόριο (p-percentile) ή 100p% ποσvοσvτιαίο σvημειο (100p% quantile)
είναι η παρατήρησvη xp, η οποία είναι μεγαλύτερη ή ίσvη από το 100p% ακριβώς των παρατηρήσvεων.
Δοθείσvας μιας τυχαίας μεταβλητήςX με σvυνάρτησvη κατανομής FX , η σvυνάρτησvη ποσvοσvτηµορίων

(quantile function) είναι η αντίσvτροφη σvυνάρτησvη κατανομής (F−1
X ). Πιο σvυγκεκριμένα έχουμε οτι

για a ∈ (0, 1) το α−ποσvοσvτιαίο FX ορίζεται ώς:
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qa(X) = inf{x ∈ R : P[X ≤ x] = FX(x) ≥ a} (2.3)
[13, p.18]
΄Εχοντας τον παραπάνω ορισvμό μπορούμε να δώσvουμε και τον ορισvμό του μέτρου ρίσvκου Value at

Risk.
Για μια σvυνάρτησvη X ∈M έχουμε:

V aRa(X) = −qa(X) (2.4)
Σημειωνουμε οτι σvυνήθεις τιμές που χρησvιμοποιούνται για το a είναι 0.01, 0,05, 0.1.

΄Εχοντας ορίσvει το μέτρο ρίσvκου Value at Risk μπορούμε να δώσvουμε τον ορισvμό του μέτρου
ρίσvκου Expected Shortfall.

Ορισμός 2.16. Για μια σvυνάρτησvη L ∈M έχουμε:

ESa(L) = −E(L|L ≤ qa(L)) = −
1

a

∫ a

0

qu(L)du = −1

a

∫ 1

0

qu(L1L≤qa(L))du (2.5)

Το μέτρο ρίσvκου Expected Shortfall είναι ένα σvυνεπές μέτρο ρίσvκου. Για να το δείξουμε αυτό
πρέπει να αποδείξουμε αν για αυτό επαληθεύονται τα παραπάνω αξιώματα.

• Υποπροσvθετικότητα
Oρίζουμε Z = X + Y

a (ESa(X) + ESa(Y )− ESa(Z))

= E
[
X1X≤qa(X) + Y 1Y≤qa(Y ) − Z1Z≤qa(Z)

]
= E

[
X
(
1Z≤qa(Z) − 1X≤qa(X)

)
+ Y

(
1Z≤qa(Z) − 1Y≤qa(Y )

)]
≥ qa(X)E

[
1Z≤qa(Z) − 1X≤qa(X)

]
+ qa(Y )E

[
1Z≤qa(Z) − 1Y≤qa(Y )

]
= qa(X)(a− a) + qa(Y )(a− a) = 0
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Σημειώνουμε οτι η τελευταία ανισvότητα ισvχύει διότι

E
[
(X − qa(X))

(
1Z≤qa(Z) − 1X≤qa(X)

)]
≥ 0

καθώς {
1Z≤qa(Z) − 1X≤qa(X) ≥ 0 αν X > qa(X)

1Z≤qa(Z) − 1X≤qa(X) ≤ 0 αν X ≤ qa(X).

Ομοίως για τον δεύτερο όρο.

• Monotonicity
Για το μέτρο ρίσvκου V aR έχουμε:
΄Εσvτω L1 ≤ L2

Τότε ισvχύει ότι P[L1 ≤ l] ≥ P[L2 ≤ l] και καθώς έχουμε ότι

V aRa(L1) = −inf{l1 ∈ R : P[L1 ≤ l1] > a}

και
V aRa(L2) = −inf{l2 ∈ R : P[L2 ≤ l2] > a}

τότε το l1 που θα ικανοποιεί τη σvυνθήκη παραπάνω θα είναι μικρότερο ή ίσvο από το l2 που θα
ικανοποιεί την αντίσvτοιχη σvυνθήκη και άρα

V aRa(L1) ≥ V aRa(L2)⇒

ESa(L1) =
1

a

∫ 1

a

V aRu(L1)du ≥
1

a

∫ 1

a

V aRu(L2)du = ESa(L2)

• Translation equivariance
Για το μέτρο ρίσvκου V aR έχουμε:
Για b ∈ R V aRa(L+b) = −inf{l ∈ R : P[L+b ≤ l] > a} = −inf{l ∈ R : P[L ≤ l−b] > a} =

= −b−inf{l−b ∈ R : P[L ≤ l−b] > a} z=l−b= −b−inf{z ∈ R : P[L ≤ z] > a} = −b+V aRa(L)

Επομένως
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ESa(L+ b) =
1

a

∫ a

0

V aRu(L+ b)du =
1

a

∫ a

0

(V aRu(L)− b) du

=
1

a

∫ a

0

V aRu(L)du−
a

a
b = ESa(L)− b

• Θετική Ομοιογένεια
Για το μέτρο ρίσvκου V aR έχουμε:
Για c > 0 V aRa(cL) = −inf{l ∈ R : P[cL ≤ l] > a} = −inf{l ∈ R : P[L ≤ l

c
] > a} =

−c inf{ l
c
∈ R : P[L ≤ l

c
] > a}

z= l
c= −c inf{z ∈ R : P[L ≤ z] > a} = c V aRa(L)

Επομένως

ESa(cL) =

∫ a

0

V aRu(cL)du =
1

a

∫ a

0

V aRu(cL)du

=
1

a

∫ a

0

c V aRu(cL)du = cESa(L)

• Convexity
Oρίζουμε Z = λX + (1− λ)Y για λ ∈ [0, 1]

ESa(Z) = ESa(λX + (1− λ)Y )

από την ιδιότητα του Subadditivity έχουμε ότι ESa(λX + (1− λ)Y ) ≤ ESa(λX) +ESa((1−
λ)Y ), ενώ από την ιδιότητα του Positive homogeneity έχουμε ότι ESa(λX) = λESa(X) και
ESa((1− λ)Y ) = (1− λ)ESa(Y ). Επομένως δείξαμε ότι

ESa(λX + (1− λ)Y ) ≤ λESa(X) + (1− λ)ESa(Y )

Το μέτρο ρίσvκου Value at Risk - σvε αντίθεσvη με το Expected Shortfall - δεν είναι ένα σvυνεκτικό
μέτρο ρίσvκου. Ενώ οι ιδιότητες θετική ομοιογένεια, Translation equivariance και Monotonicity όπως
φαίνεται σvτις αποδείξεις πάνω ικανοποιούνται, η ιδιότητα της υποπροσvθετικότητας δεν ικανοποιείται.
Για να το δεί κανείς αυτό, θα παρουσvιασvτεί ένα παράδειγμα που αποδεικνύει οτι δεν ικανοποιείται η
σvυγκεκριμένη ιδιότητα.
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Παράδειγμα 2.17. Θεωρούμε ένα χαρτοφυλάκιο από d = 100 defaultable corporate ομόλογα.
Θεωρούμε επίσvης οτι τα ενδεχόμενα χρεοκοπίας των ομολόγων είναι ανεξάρτητα. Θεωρούμε οτι η
πιθανότητα χρεοκοπίας κάθε ομολόγου είναι 0.02. Η τωρινή τιμή των ομολόγων (χρόνος t) είναι 100.
Αν δεν υπάρξει χρεοκοπία, η αποπληρωμή ενός χρεογράφου σvτο χρόνο t + 1 (πχ ένα χρόνο μετά)
είναι 105, αλλιώς δεν υπάρχει αποπληρωμή. ΄Ετσvι λοιπόν Ri είναι το κέρδος του χρεογράφου i και
είναι 5 αν δεν επέλθει χρεοκοπία ενώ -100 αν επέλθει. Συμβολίζουμε Yi τη δείκτρια μη πτώχευσvης
της εταιρείας i δηλαδή Yi είναι ίσvο με 0 αν το ομόλογο i defaults σvτο διάσvτημα [t, t+1] και είναι ίσvο
με 1 αλλιώς. ΄Ετσvι λοιπόν έχουμε

Ri = 5Yi − 100(1− Yi) = 105Yi − 100

΄Ετσvι λοιπόν για κάθε i ισvχύει ότι P[Ri = 5] = 0.98 και P[Ri = −100] = 0.02. Παρατηρούμε από
την παραπάνω σvχέσvη οτι Ri ∈ {−100, 5}.
Συγκρίνουμε δύο χαρτοφυλάκια τώρα, όπου και τα δύο έχουν τωρινή αξία ίσvη με 10000. Το

χαρτοφυλάκιο A είναι fully concentrated και αποτελείται από 100 μονάδες του ομολόγου 1. Το χαρτο-
φυλάκιο B αντιθέτως είναι compeletely diversified, δηλαδή αποτελείται από 100 ομόλογα μίας μονάδας
το καθένα.
Για το χαρτοφυλάκιο A:
To κέρδος δίνεται από τη σvχέσvη RA = 100R1 και έτσvι ισvχύει οτι V aR0.05(RA) = V aR0.05(100R1) =

100V aR0.05(R1)
Για τον υπολογισvμό του V aR0.05(R1) τώρα έχουμε:

P[Ri ≤ x] = FR1(x) =



0 x < −100
0.02 x = −100
0.02 −100 < x < 5

1 x = 5

1 x > 5

΄Αρα από τη σvχέσvη (2.3) q0.95(R1) = inf{x ∈ R : P[R1 ≤ x] = FR1(x) ≥ 0.05} = 5 και από τη
σvχέσvη (2.4) λαμβάνουμε ότι V aR0.05(R1) = −5. Συνεπώς

V aR0.05(RA) = −500

Για το χαρτοφυλάκιο B:

RB =
100∑
i=1

Ri = 105
100∑
i=1

Yi − 100 · 100

Παρατηρούμε τώρα από τον τρόπο που έχει ορισvτεί η Yi, οτι ακολουθεί κατανομή Bernoulli με
πιθανότητα επιτυχίας p = 0.98 (πιθανότητα μη πτώχευσvης). από τη Θεωρία Πιθανοτήτων ωσvτόσvο
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ισvχύει ότι η τυχαία μεταβλητή
100∑
i=1

Yi ακολουθεί την διωνυμική κατανομή. Πιο σvυγκεκριμένα

100∑
i=1

Yi ∼ binom(n = 100, p = 0.98)

Τότε V aR0.05(RB) = V aR0.05(105
100∑
i=1

Yi−104) = 105·V aR0.05(
100∑
i=1

Yi)+104 = 104−105q0.05(
100∑
i=1

Yi)

Εκμεταλλευόμενοι τώρα τη σvχέσvη (2.3) έχουμε οτι P[
100∑
i=1

Yi ≤ 94] = 0.01548364 και

P[
100∑
i=1

Yi ≤ 95] = 0.05083045. ΄Αρα q0.05(
100∑
i=1

Yi) = 95.

Επομένως V aR0.05(RB) = 104 − 105 · 95 = 25.
Με αυτόν τον τρόπο λοιπόν μπορεί κανείς να δεί οτι το κεφάλαιο που πρέπει να προσvτεθεί σvτο

χαρτοφυλάκιο B είναι υψηλότερο από αυτό που πρέπει να προσvτεθεί σvτο χαρτοφυλάκιο A.
Προκύπτει άρα ότι σvε αυτή την περίπτωσvη

−500 =
100∑
i=1

ρ(Ri) = 100ρ(Ri) < ρ(
100∑
i=1

Ri) = 25

ενώ σvε ένα σvυνέκτικό μέτρο ρίσvκου θα έπρεπε να ισvχύει ότι

ρ(
100∑
i=1

Ri) ≤
100∑
i=1

ρ(Ri) = 100ρ(Ri)
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3 Μοντέλα Κατανομών και Προσvαρμογή

Στο σvυγκεκριμένο κεφάλαιο θα αναλυθούν τα μοντέλα κάποιων κατανομών που θα φανούν χρήσvιμες
σvτο επόμενο κεφάλαιο καθώς και ένας αλγόριθμος , ο οποίος βρίσvκει τις παραμέτρους του εκάσvτοτε
μοντέλου που αντισvτοιχούν σvτη βέλτισvτη προσvαρμογή του σvε δεδομένα. Για αρχή θα παρουσvιασvτεί
η κανονική κατανομή (Normal distribution) για την οποία υπάρχει κλεισvτός τύπος για την εκτίμησvη
των παραμέτρων της µ και σ2. Για την εύρεσvη των κατάλληλων εκτιμητριών θα παρουσvιασvτούν
κάποια σvτοιχεία θεωρίας εκτιμητικής. Στη σvυνέχεια θα παρουσvιασvτούν γενικεύσvεις της κανονικής
όπως η Γενικευμένη Αντίσvτροφη Γκαουσvιανή (Generalized inverse Gaussian - GIG), η Κανονική
- Αντίσvτροφη Γκαουσvιανή (Normal-inverse Gaussian - NIG), η Variance Gamma - VG, η Hyper-
bolic Αsymmetric (Student’s) t και η Γενικευμένη Υπερβολική (Generalized Hyperbolic - GH).
Καθώς οι παραπάνω αναφερθείσvες κατανομές έχουν παραπάνω από 2 παραμέτρους, ο υπολογισvμός
των βέλτισvτων παραμέτρων είναι ένα πιο σvύνθετο πρόβλημά από το αντίσvτοιχο της κανονικής το οποίο
δεν μπορεί να λυθεί με την εύρεσvη κάποιου κλεισvτού τύπου, οπότε αναγκάσvτικά οδηγούμασvτε σvε
κάποιον αριθμητικό τρόπο επίλυσvης του. Το πρόβλημα αυτό λοιπόν θα αναχθεί σvτη βελτισvτοποίησvη
μιας σvυνάρτησvης λογαριθμικής πιθανοφάνειας όπου σvαν μεταβλητές έχει τις παραμέτρους του μον-
τέλου που θέλουμε να προσvαρμόσvουμε σvτα εκάσvτοτε δεδομένα. Ο αλγόριθμος αυτός ονομάζεται
Multi-Cycle, Expectation, Conditional Maximization (MCECM) όπου σvαν υπορουτίνα του έχει
έναν αλγόριθμό βελτισvτοποίησvης που έχει το όνομά Solid Angle based Nearest Neighbor (SANN).

3.1 Κανονική Κατανομή

Ορισμός 3.1. Μια τυχαία μεταβλητή X ακολουθεί την κανονική (ή γκαουσvιανή) κατανομή με
παραμέτρους µ, σ2, σvυμβολίζουμε X ∼ N (µ, σ2), αν

fN(x;µ, σ
2) =

1√
2πσ2

exp
{
− 1

2σ2
(x− µ)2

}
, x ∈ R (3.1)

όπου µ ∈ R και σ > 0. Σημειώνουμε οτι η παράμετρος µ είναι το “κέντρο” της κατανομής και σ
το πόσvο “απλομένη” είναι. Για τιμές µ = 0 και σ2 = 1 έχουμε μια ειδική περίπτωσvη της κανονικής
κατανομής που λέγεται τυποποιημένη κανονική κατανομή.

Για την εκτίμησvη των παραμέτρων της κανονικής κατανομής θα χρειασvτούμε μερικούς ορισvμούς
σvχετικά με την εκτιμητική.
Θεωρούμε ένα τυχαίο δείγμαX1, ..., Xn το οποίο θα σvυμβολίζεταιX = (X1, ..., Xd)

⊤όπου για κάθε
τυχαίο δείγμα (τυχαία μεταβλητή) Xi, i ∈ {1, ..., n} έχουμε ότι Xi ∈ X ⊂ R και επομένως ισvχύει
ότι X ∈ Xn ⊂ Rn. Για κάθε i ∈ {1, ..., n} τώρα θεωρούμε p(xi,θ) τη σvυνάρτησvη πιθανότητας με
θ = (θ1, ..., θm)

⊤ άγνωσvτη m-διάσvτατη παράμετρο που παίρνει τιμές σvτον παραμετρικό χωρο Θ ⊂ Rm.
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Για το τυχαίο δείγμα λοιπόν θεωρούμε το σvτατισvτικό μοντέλο{
X,Xn,

n∏
i=1

p(xi,θ),θ ∈ Θ

}

[13, p.39]

Ορισμός 3.2. Στήριγμα (support) μιας σvυνάρτησvης πυκνότητας πιθανότητας p(x|θ) είναι το σvύνολο

S = S(θ) = {x ∈ R, p(x|θ) > 0}

Παρατήρηση 3.3. Για πρακτικούς λόγους το σvύνολο τιμών X της τυχαίας μεταβλητής X θα
σvυμπίπτει με το σvτήριγμα S.

Ορισμός 3.4. Κάθε πραγματική ή διανυσvματική σvυνάρτησvη t(x) = (t1(x), ..., tk(x))
⊤ (1 ≤ k ≤ n),

της “τιμής” x = (x1, ..., xd)
⊤ ενός τυχαίου δείγματοςX = (X1, ..., Xd)

⊤ καλείται δειγματοσvυνάρτησvη.

Ορισμός 3.5. Κάθε δειγματοσvυνάρτησvη T = t(X) : Xn → Θ ονομάζεται εκτιμήτρια (estimator)
της παραμέτρου θ ∈ Θ. H “τιμή” t του T για X = x, δηλαδή το σvημείο θ̂ = t(x) ∈ Θ, αποτελεί
την εκτίμησvη της παραμέτρου θ.

3.1.1 Κριτήριο Αμεροληψίας

Ορισμός 3.6. Αν T = t(X) είναι μια εκτιμήτρια της σvυνάρτησvης α = α(θ), θ ∈ Θ τέτοια ώσvτε:

E[T |θ] = E{t(X)|θ} = a ∀θ ∈ Θ

τότε η εκτιμήτρια T καλείται (ομοιόμορφη) αμερόληπτη εκτιμήτρια της α.
΄Οταν η εκτιμήτρια T της α = α(θ) είναι μεροληπτική τότε η ποσvότητα

b = b(T ) = E[T |θ]− α ,θ ∈ Θ

ονομάζεται μεροληψία (bias) της T.

Στη σvυνέχεια παρουσvιάζονται δύο Λήμματα που θα μας χρειασvτούν σvτη σvυνέχεια.

Λήμμα 3.7. Θεωρούμε μια τυχαία μεταβλητή X με μέσvη τιμή E[X] = µ. Η διασvπορά της X
σvύμφωνα με τον ορισvμό δίνεται από τον τύπο V ar[X] = E [(X − µ)2] = Cov(X,X), όπου Cov(·, ·)
είναι η σvυνδιασvπορά (Covariance). O τύπος της διασvποράς μπορεί να εκφασvτεί και ώς

V ar[X] = E[X2]− E[X]2
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Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι

V ar[X] = E
[
(X − E[X])2

]
= E

[
(X2 − 2XE[X] + E[X]2

]
= E[X2]− 2E[X]E[X] + E[X]2 = E[X2]− E[X]2

Λήμμα 3.8. Θεωρούμε X1, ..., Xn τυχαίες μεταβλητές ανεξάρτητες μεταξύ τους. Για τη διασvπορά

του αθροίσvματος
n∑
i=1

Xi ισvχύει ο τύπος:

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi)

Απόδειξη. Για την απόδειξη θα χρησvιμοποιήσvουμε επαγωγή ως προς τον αριθμό των τυχαίων μεταβλητών.
Για k = 2 χρησvιμοποιούμε το Λήμμα 3.7 και λαμβάνουμε ότι:

V ar[X1 +X2] = E
[
(X1 +X2)

2
]
− E [X1 +X2]

2

= E
[
X2

1

]
+ E

[
X2

2

]
+ 2E [X1X2]− E [X1]

2 − E [X2]
2 − 2E [X1X2] οι X1, X2 είναι ανεξάρτητες

= E
[
X2

1

]
+ E

[
X2

2

]
+ 2E [X1]E [X2]− E [X1]

2 − E [X2]
2 − 2E [X1]E [X2]

= E
[
X2

1

]
− E [X1]

2 + E
[
X2

2

]
− E [X2]

2 = V ar [X1] + V ar [X2]

΄Εσvτω οτι η υπόθεσvη ισvχύει για k = n− 1 ανεξάρτητες μεταξύ τους τυχαίες μεταβλητές, δηλαδή

V ar

(
n−1∑
i=1

Xi

)
=

n−1∑
i=1

V ar(Xi)

Για k = n

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
= V ar

(
n−1∑
i=1

Xi +Xn

)
και για k = 2 έχουμε ότι

V ar

(
n−1∑
i=1

Xi +Xn

)
= V ar

(
n−1∑
i=1

Xi

)
+ V ar (Xn)
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από την επαγωγική υπόθεσvη τώρα λαμβάνουμε ότι V ar

(
n−1∑
i=1

Xi

)
=

n−1∑
i=1

V ar(Xi) και άρα έχουμε

ότι

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi)

Πρόταση 3.9. Θεωρούμε ένα τυχαίο δείγμα X = (X1, ..., Xn)
⊤ από την κανονική κατανομή με

άγνωσvτη μέσvη τιμή µ και άγνωσvτη διασvπορά σ2(Συμβολίζουμε Xi ∼ N (µ, σ2)) Τότε οι δειγματοσvυ-

ναρτήσvεις T1 = 1
n

n∑
i=1

Xi = X και T2 = 1
n−1

n∑
i=1

(Xi − X)2 είναι αμερόληπτες εκτιμήτριες των

παραμέτρων µ και σ2 αντίσvτοιχα.

Απόδειξη. Για να αποδείξουμε οτι οι T1, T2 είναι αμερόληπτες εκτιμήτριες των παραμέτρων µ και σ2

αντίσvτοιχα αρκεί να δείξουμε ότι E[T1|µ, σ2] = µ , E[T2|µ, σ2] = σ2. ΄Εχουμε λοιπόν:
Για την T1:

E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n
E

[
n∑
i=1

Xi

]
=

1

n

n∑
i=1

E [Xi] =
1

n

n∑
i=1

µ =
1

n
nµ = µ

Για την T2:

E

[
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

]
=

1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Xi −X)2

]
=

1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(X2
i − 2XiX +X

2
)

]

=
1

n− 1

(
E

[
n∑
i=1

X2
i

]
− 2E

[
X

n∑
i=1

Xi

]
+ E

[
n∑
i=1

X
2

])
=

1

n− 1

(
E

[
n∑
i=1

X2
i

]
− 2nE

[
X

2
]
+ nE

[
X

2
])

=
1

n− 1

(
n∑
i=1

E
[
X2
i

]
− 2nE

[
X

2
])

=
1

n− 1

(
n∑
i=1

[
E
[
X2
i

]
− E[X2

]
])

΄Εχουμε τώρα από το Λήμμα 3.7 ότι

E
[
X2
i

]
= V ar[Xi] + E[Xi]

2 = σ2 + µ2 και E
[
X

2
]
= V ar[X] + E[X]2
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Aντίσvτοιχα επειδή τα δείγματα X1, ..., Xn είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους ισvχύει από το Λήμμα 3.8
ο τύπος

V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V ar(Xi)

επομένως

V ar[X] = V ar

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2
V ar

(
n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

V ar (Xi) =
1

n2

n∑
i=1

σ2 =
σ2

n

Επιπλέον

E[X] = E

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n

n∑
i=1

E [Xi] = µ

Επομένως E
[
X

2
]
= σ2

n
+ µ2 και άρα

E

[
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

]
=

1

n− 1

n∑
i=1

[
σ2 + µ2 − σ2

n
− µ2

]
=

1

n− 1

n∑
i=1

[
(n− 1)σ2

n

]
= σ2

Στη σvυνέχεια θα δούμε τη μέθοδο Μέγισvτης Πιθανοφάνειας που είναι μια μέθοδος κατασvκευής
εκτιμητριών.

3.1.2 Μέθοδος Μέγισvτης Πιθανοϕάνειας

Ορίζουμε αρχικά τη σvυνάρτησvη ενός τυχαίου δείγματος X = (X1, ..., Xn)
⊤ όπου Xi ∈ X ⊂ R ∀ i ∈

{1, ..., n} με παραμέτρους θ = (θ1, ..., θm)
⊤ ∈ Θ ⊂ Rm ως εξής

p(x|θ) =
n∏
i=1

p(xi|θ)

Για γνωσvτές τιμές xi (i ∈ {1, ..., n}) των τ.μ.Xi , i ∈ {1, ..., n} η σvυνάρτησvη p(x|θ) μπορεί να
θεωρηθεί σvυνάρτησvη της παραμέτρου θ με x = (x1, ..., xn)

⊤ένα σvταθερό σvημείο του Xn με τον εξής
τρόπο

L(θ) = p(x|θ) =
n∏
i=1

p(xi|θ) ,θ ∈ Θ (3.2)
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H L(θ) ονομάζεται σvυνάρτησvη πιθανοφάνειας (likelihood function) καθώς μέσvω αυτής αποτυπώνεται
το πόσvο σvυμφωνεί ένα σvυγκεκριμένο δείγμα για διάφορες τιμές της παραμέτρου θ. από τη μεγισv-
τοποίησvη της παραπάνω σvυνάρτησvης προκύπτει η Εκτιμήτρια Μέγισvτης Πιθανοφάνειας (Maximum
Likelihood Estimator(MLE)) της παραμέτρου θ που σvυμβολίζεται θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂m)

⊤. Πιο σvυγκεκριμένα
ότι:

L(θ̂) = sup
θ∈Θ

L(θ)

Καθώς η σvυνάρτησvη ln(·) είναι μια αύξουσvα σvυνάρτησvη έχουμε οτι το παραπάνω εκφράζεται και
ώς

l(θ̂) = sup
θ∈Θ

l(θ)

για l(θ) = lnL(θ)
Γνωρίζουμε τώρα ότι εκτός εάν το σvημείο θ̂ βρίσvκεται σvτο σvύνορο του παραμετρικού χώρου Θ,

οι μερικές παράγωγοι της l(θ) ως πρός θi , i = 1, ...,m θα μηδενίζονται σvε αυτό καθώς είναι σvημείο
ακροτάτου.
Με αυτή τη λογική προκύπτει το σvύσvτημα:

∂

∂θi
l(θ) , i ∈ {1, ...,m} (3.3)

Η λύσvη αυτού του σvυσvτήματος λοιπόν θα μας δώσvει την ΕΜΠ θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂m)
⊤. Σημειώνουμε οτι

για να είναι η λύσvη αυτή πράγματι σvημείο μεγίσvτου θα πρέπει ο Εσvσvιανός πίνακας
[

∂2

∂θi∂θj
l(θ)

]
m×m
να

είναι αρνητικά ορισvμένος [14, p.311].

Παράδειγμα 3.10. Θεωρούμε ένα τυχαίο δείγμα X = (X1, ..., Xn)
⊤ από την κανονική κατανομή

με άγνωσvτη μέσvη τιμή µ και άγνωσvτη διασvπορά σ2(Συμβολίζουμε Xi ∼ N (µ, σ2)). Οι ΕΜΠ για τις

παραμέτρους µ και σ2 είναι 1
n

n∑
i=1

Xi = X και 1
n

n∑
i=1

(Xi −X)2 αντίσvτοιχα.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι θ = (µ, σ2)⊤ και λογαριθμημένη σvυνάρτησvη πιθανοφάνειας είναι

l(θ) = ln
(

n∏
i=1

p(Xi|θ)

)
=

n∑
i=1

ln [p(Xi|θ)]

Βρίσvκουμε τώρα τις μερικές παραγώγους ώς πρός µ και σ2 και τις εξισvώνουμε με το 0. Για τη
μερική παράγωγο ως πρός µ έχουμε:

n∑
i=1

∂

∂µ
ln
[

1

σ
√
2π

exp
(
−(Xi − µ)2

2σ2

)]
= 0
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Κάνουμε πράξεις και λαμβάνουμε
n∑
i=1

∂

∂µ
ln
[

1

σ
√
2π

exp
(
−(Xi − µ)2

2σ2

)]
=

n∑
i=1

∂

∂µ

{
ln
[

1

σ
√
2π

]
−
(
(Xi − µ)2

2σ2

)}
=

=
n∑
i=1

∂

∂µ

{
−
(
(Xi − µ)2

2σ2

)}
=

n∑
i=1

2(Xi − µ)
2σ2

=
n∑
i=1

(Xi − µ)
σ2

΄Εχουμε ωσvτόσvο ότι
n∑
i=1

(Xi−µ)
σ2 = 0 άρα

n∑
i=1

Xi − nµ̂ = 0⇔ µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi = X (3.4)

Αντικαθισvτώντας σvτη σvυνάρτησvη πιθανοφάνειας το µ με X0,για τη μερική παράγωγο ως πρός σ2

έχουμε:
n∑
i=1

∂

∂σ2
ln
[

1

σ
√
2π

exp
(
−(Xi −X)2

2σ2

)]
= 0

Κάνουμε πράξεις και λαμβάνουμε
n∑
i=1

∂

∂σ2
ln
[

1

σ
√
2π

exp
(
−(Xi −X)2

2σ2

)]
=

n∑
i=1

∂

∂σ2

{
−1

2
ln(2πσ2)−

(
(Xi −X)2

2σ2

)}
=

= −n
2

∂

∂σ2
ln(2πσ2)− ∂

∂σ2

1

2σ2

n∑
i=1

(Xi −X)2 = −n
σ
+

1

σ3

n∑
i=1

(Xi −X)2

΄Εχουμε ωσvτόσvο ότι −n
σ
+ 1

σ3

∑n
i=1(Xi −X)2 = 0 άρα

n∑
i=1

(Xi −X)2 = nσ̂2 ⇔ σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

Παρατηρούμε οτι ενώ από τις μεθόδους που έχουμε αναλύσvει μέχρι σvτιγμής υπάρχει σvυμφωνία

σvχετικά με την εκτιμήτρια του µ οτι είναι η δειγματοσvυνάρτησvη 1
n

n∑
i=1

Xi . Το ίδιο ωσvτόσvο δεν ισvχύει

για την εκτίμησvη της παραμέτρου σ2 καθώς έχουμε καταλήξει σvτις δύο δειγματοσvυναρτήσvεις

ˆσ2
1,n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 και ˆσ2
2,n =

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 (3.5)
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Πρώτα θα δούμε κατα πόσvο η εκτιμήτρια ˆσ2
2,n είναι αμερόληπτη. ΄Εχουμε ότι

E
[

ˆσ2
2,n

]
= E

[
ˆσ2
1,n

n− 1

n

]
=
n− 1

n
E
[

ˆσ2
1,n

]
=
n− 1

n
σ2

όπου η τελευταία ισvότητα προκύπτει από το γεγονός οτι η εκτιμήτρια ˆσ2
1,n είναι αμερόληπτη. Επομένως

η εκτιμήτρια ˆσ2
2,n εμφανίζει μεροληψία η οποία είναι ίσvη με b = −σ2

n
. Θα δούμε ωσvτόσvο οτι παρόλου

που η εκτιμήτρια ˆσ2
2,n είναι ασvυμπτωτικά αμερόληπτη- πράγμα το οποίο σvημαίνει οτι για αρκετά μεγάλο

δείγμα μεγέθους n, η ˆσ2
2,n είναι πρακτικά αμερόληπτη. Παρουσvιάζεται ο ορισvμός της ασvυμπτωτικής

αμεροληψίας.

3.1.3 Κριτήριο Ασvυμπτωτικής Αμεροληψίας

Ορισμός 3.11. Θεωρούμε ένα τυχαίο δείγμα X = (X1, ..., Xn)
⊤ από ανεξάρτητες και ισvοκατανεμη-

μένες τ.μ. και σvυνάρτησvη α = α(θ), θ ∈ Θ όπου θ = (θ1, ..., θm)
⊤το διάνυσvμα παραμέτρων της

κατανομής. Τότε μια εκτιμήτρια Tn = Tn(X) που βασvίζεται σvτο μέγεθός του δείγματος λέμε οτι είναι
ασvυμπτωτικά αμερόληπτη εάν:

b(Tn) = E[Tn|θ]− a→ 0 για n→ +∞

Παρατήρηση 3.12. H εκτιμήτρια ˆσ2
2,n που σvυναντήσvαμε πρίν είναι ασvυμπτωτικά αμερόληπτη καθώς

lim
n→+∞

b( ˆσ2
2,n) = lim

n→+∞
E[ ˆσ2

2,n|(µ, σ2)]− σ2 = lim
n→+∞

n− 1

n
σ2 − σ2 = 0

Δύο άλλα σvημαντικά κριτήρια για την επιλογή μιας εκτιμήτριας είναι το κατα πόσvο μια εκτιμήτρια
είναι σvυνεπής και πόσvο είναι το μέσvο τετραγωνικό της σvφάλμα. Ακολουθούν οι σvχετικοί ορισvμοί των
κριτηρίων.

3.1.4 Κριτήριο Συνέπειας

Ορισμός 3.13. Θεωρούμε ένα τυχαίο δείγμα X = (X1, ..., Xn)
⊤ με μέγεθος n από κάποιο πλ-

ηθυσvμό {X,Xn,
∏n

i=1 p(xi,θ),θ ∈ Θ ⊂ Rm} και T n(X) = (t1(X), ..., tm(X)) μια εκτιμήτρια της

παραμέτρου θ. Η εκτιμήτρια T n ονομάζεται σvυνεπής (consistent) όταν T n
P→ θ, δηλαδή όταν για

κάθε ε > 0

lim
n→+∞

P[∥T n − θ∥ > ε] = 0

όπου ∥·∥ η Ευκλείδια απόσvτασvη. Η περίπτωσvη αυτού του είδους σvύγκλισvης λέγεται σvύγκλισvη κατά
πιθανότητα ή ασvθενής σvύγκλισvη.
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3.1.5 Κριτήριο Μέσvου Τετραγωνικού Σϕάλματος

Ορισμός 3.14. Ονομάζουμε Μέσvο Τετραγωνικό Σφάλμα (Mean Square Error) της εκτιμήτριας
T = t(X) της σvυνάρτησvης α = α(θ) ,θ ∈ Θ την ποσvότητα

MSE[T ] = E
[
{T − a}2|θ

]
= E

[
{t(X)− a}2|θ

]
Σημειώνουθμε οτι αν b(θ) είναι η αμεροληψία μιας εκτιμήτριας T τη ποσvότητας a, τότε

MSE[T ] = E
[
{T − a}2|θ

]
= E

[
{T − (a+ b) + b}2|θ

]

= E
[
{T − (a+ b) + b}2|θ

]
+ 2bE [T − (a+ b)|θ] + b2 = E

[
{T − (a+ b) + b}2|θ

]
+ b2

= E
[
{T − a}2|θ

]
+ b2

καθώς γνωρίζουμε ότι b = E[T |θ]− α και άρα

MSE[T ] = V ar[T |θ] + b2 (3.6)

Στη σvυνέχεια θα ορίσvουμε την σvύγκλισvη σvτο χώρο L2

Ορισμός 3.15. Λέμε οτι ηXn σvυγκλίνει σvτηX κατα τετραγωνικό μέσvο (quadratic mean) (σvύγκλισvη
σvτο χώρο L2) αν

E[(Xn −X)2]→ 0

για n→ +∞. Συμβολίζεται Xn
qm→ X

Λήμμα 3.16. Αν Xn
qm→ X τότε Xn

P→ X

Απόδειξη. Για την απόδειξη θα χρειασvτούμε την ανισvότητα του Markov όπου η απόδειξή της παρα-
θέτεται εδώ [15, p. 397]. Σύμφωνα με την ανισvότητα αυτή, αν μια τυχαία μεταβλητή X παίρνει μόνο
μη αρνητικές τιμές, τότε για κάθε τιμή a > 0 ισvχύει ότι

P[X ≥ a] ≤ E[X]

a

΄Εχουμε λοιπόν ότι για κάποιο ε > 0

P(|Xn −X| > ε) = P(|Xn −X|2 > ε2)
ιδιότητα Markov

≤ E[|Xn −X|2]
ε2

→ 0
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Θεώρημα 3.17. Θεωρούμε ένα τυχαίο δείγμαX = (X1, ..., Xn)
⊤. Αν για μια εκτιμήτρια T n(X) =

(t1(X), ..., tm(X)) της παραμέτρου θ ∈ Θ ⊂ Rm έχουμε για την μεροληψία b ότι b → 0 και για

την τυπική απόκλισvη της εκτιμήτριας
√
V ar[T |θ] ότι

√
V ar[T |θ] → 0 τότε T n

P→ θ, δηλαδή η
εκτιμήτρια είναι σvυνεπής

Απόδειξη. Καθώς b→ 0 και
√
V ar[T |θ]→ 0 έχουμε από τον ορισvμό του τετραγωνικού σvφάλματος

ότι MSE[Tn]→ 0 το οποίο σvημαίνει ότι Tn
qm→ θ και άρα από το Λήμμα 3.16 έχουμε το ζητούμενο.

΄Εχοντας τα απαραίτητα εργαλεία τώρα, μπορούμε να προχωρήσvουμε σvτην τελική επιλογή της
εκτιμήτριας της παραμέτρου σ2

Πρόταση 3.18. Οι εκτιμήτριες µ̂, ˆσ2
1,n και

ˆσ2
2,n των σvχέσvεων (3.4) και (3.5) αντίσvτοιχα είναι

σvυνεπείς.

Απόδειξη. Για την εκτιμήτρια του µ̂ έχουμε ότι:

V ar [µ̂] = V ar

[
1

n

n∑
i=1

Xi

]
=

1

n2
V ar

[
n∑
i=1

Xi

]
3.8
=

1

n2

n∑
i=1

V ar [Xi]

=
1

n2
nσ2 =

σ2

n

΄Ετσvι λοιπόν
lim

n→+∞

√
V ar [µ̂] = 0

Για τις εκτιμήτριες ˆσ2
1,n και

ˆσ2
2,n έχουμε ότι:

Εκμεταλλευόμενοι την Πρότασvη 2.11 (Proposition 2.11) του [16] αποδεικνύεται για την
ˆσ2
1,n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi −X)2 ότι

(n− 1) ˆσ2
1,n

σ2
∼ χ2(n− 1)

όπου χ2(n− 1) είναι η γνωσvτή κατανομή χ2 με n− 1 βαθμούς ελευθερίας.
Καθώς γνωρίζουμε οτι η διασvπορά μιας τυχαίας μεταβλητής X που ακολουθεί την κατανομή χ2

με n βαθμούς ελευθερίας είναι ίσvη με V a[X] = 2n, σvτην περίπτωσvη αυτή έχουμε ότι:

V ar

[
(n− 1) ˆσ2

1,n

σ2

]
= 2(n− 1)⇔ (n− 1)2

σ4
V ar

[
ˆσ2
1,n

]
= 2(n− 1)⇔ V ar

[
ˆσ2
1,n

]
=

2σ4

(n− 1)
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Αντίσvτοιχα καθώς ˆσ2
2,n = ˆσ2

1,n
n−1
n

V ar
[

ˆσ2
2,n

]
= V ar

[
ˆσ2
1,n

n− 1

n

]
=

(n− 1)2

n2
V ar

[
ˆσ2
1,n

]
=

2σ4(n− 1)

n2

’Ετσvι λοιπόν lim
n→+∞

√
V ar

[
ˆσ2
1,n

]
= 0 και lim

n→+∞

√
V ar

[
ˆσ2
2,n

]
= 0

΄Εχουμε τώρα για τις εκτιμήτριες µ̂, ˆσ2
1,n και

ˆσ2
2,n τα εξής:

Για την µ̂ έχουμε οτι έχει αμεροληψία b(µ̂) = 0

Για την ˆσ2
1,n έχουμε οτι έχει αμεροληψία b(

ˆσ2
1,n) = 0

Για την ˆσ2
2,n έχουμε οτι έχει αμεροληψία b(

ˆσ2
2,n)→ 0 για n→ +∞, δηλαδή ασvυμπτωτική αμερολ-

ηψία.
Επομένως και οι 3 εκτιμήτριες ικανοποιούν της προϋποθέσvεις του Θεωρήματος 3.17 και άρα είναι

και οι 3 σvυνεπείς.

Σχετικά με την εκτιμήτρια του µ έχουμε οτι η µ̂ = 1
n

n∑
i=1

Xi ικανοποιεί όλα τα κριτήρια και άρα

είναι κατάλληλη.
Σχετικά με τις εκτιμήτριες του σ2 έχουμε οτι οι ˆσ2

1,n,
ˆσ2
2,n ικανοποιούν όλα τα κριτήρια.(Η ˆσ2

2,n

είναι πρακτικά αμερόληπτη για ικανοποιητικά μεγάλο δείγμα n). Για την τελική επιλογή ωσvτόσvο θα
διαλέξουμε την εκτιμήτρια που έχει τη μικρότερη διασvπορά.

V ar
[

ˆσ2
2,n

]
− V ar

[
ˆσ2
1,n

]
=

2σ4(n− 1)

n2
− 2σ4

(n− 1)
= 2σ4

(
(n− 1)

n2
− 1

(n− 1)

)
=

2σ4

n2(n− 1)

(
(n− 1)2 − n2

)
=

2σ4

n2(n− 1)
(1− 2n) < 0 για n > 1

Συνεπώς V ar
[

ˆσ2
2,n

]
< V ar

[
ˆσ2
1,n

]
και άρα επιλέγουμε τη ˆσ2

2,n σvαν εκτιμήτρια του σ
2.

Συνοψίζοντας λοιπόν, οι εκτιμήτριες μέσvης τιμής και διασvποράς για έναν πληθυσvμό που ακολουθεί
την κανονική κατανομή με άγνωσvτη μέσvη τιμή και διασvπορά είναι

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi και σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 (3.7)
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3.2 Mixtures
Για να προχωρήσvουμε σvτον ορισvμό της γενικευμένης υπερβολικής κατανομής θα χρειασvτούν μερικοί

ορισvμοί για να γίνουν κατανοητά τα διάφορα σvημεία του τρόπου που ορίζεται η κατανομή. Αρχικά θα
χρειασvτεί να γίνει κατανοητή η έννοια της μετρησvιμότητας.

3.2.1 Μετρήσvιμες Συναρτήσvεις

Ορισμός 3.19. Μια οικογένεια M υποσvυνόλων ενός σvυνόλου X είναι μια σv-άλγεβρα, αν η M έχει
τις παρακάτω ιδιότητες:

(i) X ∈M

(ii) Αν A ∈M τότε Ac ∈M (Ac το σvυμπλήρωμα του A ώς προς X)

(iii) Αν An ∈M, n ∈ N, τότε και
∞⋃
i=1

An ∈M.

[17, p.33]

Ορισμός 3.20. Αν M είναι μια σv-άλγεβρα σvτο X, o X λέγεται μετρήσvιμος χώρος και τα σvτοιχεία
του M λέγονται μετρήσvιμα σvύνολα του X.

Ορισμός 3.21. Ορίζουμε σvαν δυναμοσvύνολο του σvυνόλου X (σvυμβολίζουμε P(X)) το

P(X) = {A |A ⊆ X} .

Πρόταση 3.22. Το δυναμοσvύνολο P(X) είναι σv-άλγεβρα.

Απόδειξη. Για να το αποδείξουμε αυτό αρκεί να ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii) και (iii)
(i)
΄Εχουμε τετριμμένα ότι X ⊆ X και άρα X ∈ P(X).
(ii)
΄Εσvτω A ∈ P(X) τότε έχουμε Ac = X \ A (Ac το σvυμπλήρωμα του A ώς προς X). Τότε καθώς

ισvχύει ότι X \ A ⊆ X έχουμε ότι Ac = X \ A ∈ P(X).
(iii)
΄Εσvτω (An)n∈N οικογένεια σvυνόλων όπου An ∈ P(X) ∀n ∈ N. Τότε

⋃
n∈N

An ⊆ X καθώς An ⊆ X

∀n ∈ N.
Συνεπώς

⋃
n∈N

An ∈ P(X).
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Πρόταση 3.23. Αν F είναι μια οικογένεια υποσvυνόλων του X, τότε υπάρχει η μικρότερη σv-άλγεβρα
M∗ σvτο X με F ⊂M∗. Η M∗ λέμε οτι είναι η σv-άλγεβρα που παράγεται από την F.

Απόδειξη. ΄Εσvτω Ω είναι η οικογένεια όλων των σv-αλγεβρών M σvτο X οι οποίες περιέχουν την F.
από την Πρότασvη 3.22 το δυναμοσvύνολο P(X) είναι μια σv-άλγεβρα σvτο X, η οποία περιέχει την F, η
οικογένεια Ω δεν είναι το κενό σvύνολο. ΄ΕσvτωM∗ είναι η τομή όλων των σv-αλγεβρών που περιέχουν
την F. Προφανώς θα ισvχύει ότι F ⊂M∗ αφού το σvύνολο M∗ περιέχει την F. Επίσvης η M∗ ως τομή
σv-αλγεβρών, περιέχεται σvε όλες τις σv-άλγεβρες του X που περιέχου την F. Αρκεί να δείξουμε ότι η
M∗ είναι σv-άλγεβρα, άρα να δείξουμε οτι ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii) και (iii)

(i)
Αφού για κάθε σv-άλγεβρα M έχουμε ότι X ⊆M τότε θα ισvχύει και για την τομή το ίδιο και άρα

X ∈M∗

(ii)
΄Εσvτω A ∈M∗. ΑφουM∗ είναι η τομή όλων των σv-αλγεβρών ισvχύει ότι A ∈M για κάθεM ∈ Ω.

Τότε αφού M είναι σv-άλγεβρα έχουμε ότι Ac = X \ A ∈M για κάθε M ∈ Ω και άρα Ac ∈M∗.
(iii)
΄Εσvτω (An)n∈N οικογένεια σvυνόλων όπου An ∈M∗ ∀n ∈ N τότε αφουM∗ είναι η τομή όλων των

σv-αλγεβρών ισvχύει ότι (An)n∈N ∈ M για κάθε M ∈ Ω. Τότε αφού M είναι σv-άλγεβρα έχουμε ότι⋃
n∈N

An ∈M για κάθε M ∈ Ω και άρα
⋃
n∈N

An ∈M∗

Ορισμός 3.24. Αν E ∈ P(R), με σ(E) σvυμβολίζουμε τη μοναδική μικρότερη σv-άλγεβρα που
περιέχει το E. Η σ(E) λέμε οτι είναι η σv-άλγεβρα που παράγεται από την E (Πρότασvη 3.23). Η
Borel σv-άλγεβρα είναι αυτή που παράγεται από τα ανοικτά σvύνολα του R και σvυμβολίζεται με B. Τα
σvτοιχεία της B λέγονται σvύνολα Borel.

Τα παραπάνω θα μας χρειασvτούν για να ορίσvουμε τη μετρήσvιμη σvυνάρτησvη.

Ορισμός 3.25. (i) Θεωρούμε M την οικογένεια μετρήσvιμων σvυνόλων και έσvτω E ∈ M. Η
επεκτεταμένη σvυνάρτησvη f : E ⊆ R→ R = R ∪ {−∞,+∞} λέγεται Lebesgue μετρήσvιμη ή
απλά μετρήσvιμη, αν

f−1(U) = {x ∈ E : f(x) ∈ U} ∈M,

δηλαδή το σvύνολο f−1(U) είναι μετρήσvιμο για κάθε ανοικτό σvύνολο U του R

(ii) ΄Εσvτω E ∈ B, δηλαδή το E είναι Borel μετρήσvιμο σvύνολο. Η επεκτεταμένη σvυνάρτησvη
f : E ⊆ R→ R λέγεται Borel μετρήσvιμη, αν κάθε ανοικτό σvύνολο U του R , το f−1(U) ∈ B.

41



3.2.2 Countable Mixtures

Σε πολλές περιπτώσvεις η τυχαία μεταβλητή ενδιαφέροντοςX είναι σvτην πραγματικότητα η υλοποίησvη
μιας εκ των k τυχαίων μεταβλητών, έσvτω X1, ..., Xk, όπου είναι άγνωσvτο από ποια προήλθε. Η
τυχαία μεταβλητή που προκύπτει λοιπόν λέμε οτι ακολουθεί μια πεπερασvμένη mixture κατανομή.
Σημειώνουμε οτι η σvυνάρτησvη της Xi (αναλογα το αν είμασvτε σvε σvυνεχή ή διακριτή περίπτωσvη)
ορίζεται ώς fX|i, i = 1..., k για να είναι η σvαφής η εξάρτησvη από το i. H σvυνάρτησvη μάζας ή πυκνότη-
τας πιθανότητας της X λοιπόν δίνεται από

fX(x) =
k∑
i=1

λifX|i(x), λi ∈ (0, 1),
k∑
i=1

λi = 1 (3.8)

όπου τα λi αναφέρονται σvαν τα mixture component βάρη. Παρακάτω θα παρουσvιασvτεί ένα
παράδειγμα για να γίνει πιο κατανοητή η έννοια.

Παράδειγμα 3.26. Θεωρούμε την k-component mixed normal , k ∈ N. Μια τυχαία μεταβλητή
X λοιπόν που ακολουθεί τη σvυγκεκριμένη κατανομή, γράφεται ως X ∼ MixN(µ,σ,λ) όπου µ =
(µ1, ..., µk)

⊤,σ = (σ1, ..., σk)
⊤, λ = (λ1, ..., λk)

⊤ και έχει σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας

fX(x|µ,σ,λ) =
k∑
i=1

λif(x|µi, σ2
i ), λi ∈ (0, 1),

k∑
i=1

λi = 1

όπου f(x|, µi, σ2
i ) =

1√
2πσ2

i

exp
{
− 1

2σ2
i
(x− µi)2

}
, x ∈ R.

Στην Eικόνα 3.1 βλέπουμε την περίπτωσvη μιας mixed normal με 3 components καθώς και τις
επιμέρους κατανομές που τη σvχηματίζουν.

Συνεχίζοντας την ανάλυσvη, η μορφή (3.8) της σvυνάρτησvης πυκνότητας ή μάζας πιθανότητας μιας
τυχαίας μεταβλητής X μπορεί να γίνει καλύτερα κατανοητή εισvάγωντας τη διακριτή τυχαία μεταβλητή
C, με σvτήριγμα C = {1, ..., k} και σvυνάρτησvη μάζας πιθανότητας

fC(c) = P[C = c] = λc, c ∈ C, λc ∈ (0, 1),
k∑
c=1

λc = 1.

Με αυτό τον τρόπο η σvυνάρτησvη πυκνοτητας ή μάζας πιθανότητας του X έχει τη μορφή

fX(x) =

∫
C
fX|C(x|c)dFC(c) =

k∑
c=1

fX|C(x|c)fc(c) =
k∑
c=1

λcfX|C(x|c). (3.9)
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Εικόνα 3.1: Μixed Normal Density με µ = (0, 1, 2)⊤,σ = (0.3, 0.3, 0.3)⊤, λ = (0.2, 0.4, 0.4)⊤

Παρατήρηση 3.27. Για k = ∞ το C δεν είναι πλέον πεπερασvμένο αλλα αριθμήσvιμα άπειρο και η
τυχαία μεταβλητή X λέμε οτι ακολουθεί μια αριθμήσvιμη mixture κατανομή.
Σε αυτό το σvημείο θα ορισvτούν οι ροπές, οι ροπογεννήτριες και οι αναμενόμενες τιμές σvυναρτήσvεων

μιας δεσvμευμένης κατανομής.

Ορισμός 3.28. ΄Εχουμε Xm = (X1, ..., Xm) και Y = (Xm+1, ..., Xn) τέτοια ώσvτε X = (Xm,Y ).
Η αναμενόμενη τιμή μιας σvυνάρτησvης g(Xm) : Rm → R δοθέντος του οτι το Y είναι σvταθερό
(Y = y) είναι

E[g(Xm) |Y = y] =

∫
x∈Rm

g(x)dFXm|Y (x|y). (3.10)

Σημειώνουμε οτι η σvυνάρτησvη g(Xm) θα μπορούσvε να αντικατασvταθεί και από την g(X) =
g(Xm,Y ) αν για παράδειγμα η g ήταν σvυνάρτησvη του σvτοχασvτικού διανύσvματος X οπού το Y
να αντικατασvταθεί από το μη σvτοχασvτικό y και να θεωρηθεί σvταθερό. Η δεσvμευμένη σvυνάρτησvη
κατανομής FX|Y σvε αυτή την περίπτωσvη θα παρέμενε η FXm|Y .

[18, p.304]

Ορισμός 3.29. ΄Εσvτω X,Y σvυγκατανεμόμενες τ.μ. με από κοινού σvυνάρτησvη πυκνότητας ή μάζας
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πιθανότητας fX,Y και έσvτω fX(x) =
∫
C2
fX,Y (x, y)dy και fY (y) =

∫
C1
fX,Y (x, y)dx οι περιθώριες

σvυναρτήσvεις πυκνότητας ή μάζας πιθανότητας των τυχαίων μεταβλητών X και Y αντίσvτοιχά (C1 =
{x ∈ R, fX(x) > 0} και C2 = {y ∈ R, fY (y) > 0}). Η δεσvμευμένη σvυνάρτησvη πυκνότητας ή μάζας
πιθανότητας της X δοδέντος ότι Y = y είναι η

fX|Y (x | y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)

με fY (y) > 0.
Κατα πλήρη αντισvτοιχία η δεσvμευμένη σvυνάρτησvη πυκνότητας ή μάζας πιθανότητας της Y δοδέν-

τος ότι X = x είναι η

fY |X(y |x) =
fX,Y (x, y)

fX(x)

με fX(x) > 0.

Μια ειδική περίπτωσvη της σvχέσvης (3.10) είναι οταν δυο τυχαίες μεταβλητές X,Y ∈ R έχουν
από κοινού σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας fX,Y . Η δεσvμευμένη μέσvη τιμή του X δοθέντος ότι
Y = y είναι

E[X |Y = y] =

∫
C1

xfX|Y (x | y)dx. (3.11)

Στο [18, p.307, p.309] αποδεικνύεται ότι

EX [g(X)] = EC [EX|C [g(X) |C]] και V ar[X] = E[V ar[X |C]] + V ar[E[X |C]] (3.12)

Συνεχίζοντας τώρα, για να υπολογισvτεί η r − οσvτή ροπή (r-moment) της τυχαίας μεταβλητής X
μπορούμε να χρησvιμοποιήσvουμε τη σvχέσvη (3.10) όπου g(X) = Xr, r ∈ N και έχουμε για c ∈ C =
{1, ..., k}

E[Xr |C = c] = µ
′

r(X |C = c) =

∫
x∈R

xrdFX|C(x |c).

Παίρνοντας τη μέσvη τιμή της παραπάνω σvχέσvης και χρησvιμοποιώντας επιπλέον οτι EX [g(X)] =
EC [EX|C [g(X) |C]] έχουμε ότι

E[Xr] = µ
′

r(X) =

∫
C
µ

′

r(X |C = c)dFC(c) =
k∑
i=1

λcµ
′

r(X |C = c). (3.13)

Θέλουμε τώρα να αναλύσvουμε τη ροπογεννήτρια (moment generating function) MX(t) = EX [e
tX ]

της X
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Στην περίπτωσvη όπου g(X) = etX με t ∈ (−h, h) και h > 0 τέτοιο ώσvτε η E[etX ] να υπάρχει,
έχουμε κατα πλήρη αντισvτοιχία με τη σvχέσvη (3.13) έχουμε ότι

E[etX ] = EC [EX|C [e
tX |C]] =

∫
C
MX|C=c(t)dFC(c) =

k∑
i=1

λcMX|C=c(t). (3.14)

3.2.3 Continuous Mixtures

Επεκτείνουμε τη μορφή (3.9) σvτην περίπτωσvη όπου η τυχαία μεταβλητή C είναι σvυνεχής με σvτήριγμα
C αντίσvτοιχο σvτη σvυνεχή περίπτωσvη. Η τυχαία μεταβλητή X λέμε ότι ακολουθεί σvυνεχή mixture
κατανομή αν η σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας εκφράζεται σvτη μορφή

fX(x) =

∫
C
fX|C(x|c)fC(c)dc (3.15)

ή ισvοδύναμα αν η σvυνάρτησvη κατανομής έχει τύπο FX(x) =
∫
C FX|C(x|c)fc(c)dc.

Οι αντίσvτοιχες περιπτώσvεις των σvχέσvεων (3.13) και (3.14) σvτη σvυνεχή περίπτωσvη είναι

E[Xr] =

∫
C
µ

′

r(X |C = c)fC(c)dc, E[etX ] =

∫
C
MX|C=c(t)fC(c)dc.

3.2.4 Variance-Mean Mixture of Normals

Θεωρούμε μια ειδική περίπτωσvη mixture τώρα που λέγεται variance-mean mixture of normals. Το
όνομα αυτό δίνεται καθώς είναι ενα mixture από normal distributions ώσvτε η μέσvη τιμή (mean) και
η διασvπορά (variance) των mixed κατανομών υπάρχουν σvε μια σvχέσvη που θα δούμε παρακάτω.
Υποθέτουμε ότι W είναι μια θετική τυχαία μεταβλητή και µ και β είναι σvταθερές. Αν η τυχαία

μεταβλητή X ικανοποιεί το ότι
X |W ∼ N (µ+ βW , W )

μπορούμε να υπολογίσvουμε τη πυκνότητα fX της X με τον παρακάτω τρόπο. Αν η Z είναι διακριτή
τυχαία μεταβλητή με σvυνάρτησvη μάζας πιθανότητας fZ τότε

fX(x) =
∑
w > 0

fw(w) ̸= 0

fN(x;µ+ βw,w)fW (w) (3.16)

ενώ αν η W είναι σvυνεχής τυχαία μεταβλητή με σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας fZ τότε

fX(x) =

∫ ∞

0

fN(x;µ+ βw,w)fW (w)dw. (3.17)
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Υπενθυμίζουμε ότι fN(x;µ + βw,w) είναι η σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας της κανονικής
κατανομής με μέσvη τιμή µ+ βW και διασvπορά W . Για λόγους σvυμβολισvμού θα λέμε ότι η κατανομή
της X είναι η Mixπ(µ, β) όπου π είναι η κατανομή της W . Σημειώνουμε οτι µ είναι η παράμετρος
θέσvης και β η παράμετρος ασvυμμετρίας ή λοξότητας (skewness). Για β = 0 η κατανομή της X είναι
σvυμμετρική γύρω από το µ.

Πρόταση 3.30. Για τη μέσvη τιμή και η διασvπορά της X είναι E[X] = µ+ βE[W ] και V ar[X] =
E[W ] + β2V ar[W ].

Απόδειξη.

E[X] =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫ +∞

−∞
x

∫ +∞

0

fN(x;µ+ βw,w)fW (w)dwdx =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
xfN(x;µ+ βw,w)dxfW (w)dw =

∫ +∞

0

(µ+ βw)fW (w)dw =

= µ

∫ +∞

0

fW (w)dw + β

∫ +∞

0

wfW (w)dw = µ+ βE[W ]

Για τον υπολογισvμό του V ar[X] έχουμε από τη σvχέσvη (3.7) οτι V ar[X] = E[X2] − E[X]2 και
επομένως αρκεί να υπολογισvτεί το E[X2]. ΄Αρα

E[X2] =

∫ +∞

−∞
x2fX(x)dx =

∫ +∞

−∞
x2
∫ +∞

0

fN(x;µ+ βw,w)fW (w)dwdx =∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
x2fN(x;µ+ βw,w)dxfW (w)dw

και καθώς
∫ +∞
−∞ x2fN(x;µ + βW,w)dx = E[W 2] = V ar[W ] + E[W ]2 = w + (µ + βw)2 = β2w2 +

(1 + 2µβ)w + µ2 έχουμε ότι

E[X2] =

∫ +∞

0

[β2w2 + (1 + 2µβ)w + µ2]fW (w)dw =

β2

∫ +∞

0

w2fX(w)dw + (1 + 2µβ)

∫ +∞

0

wfW (w)dw + µ2

∫ +∞

0

fW (w)dw =

β2E[W 2] + (1 + 2µβ)E[W ] + µ2
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Επομένως

V ar[X] = β2E[W 2] + (1 + 2µβ)E[W ] + µ2 − (µ+ βE[W ])2 = β2(E[W 2]− E[W ]2) + E[W ] =

= E[W ] + β2V ar[W ].

Πρόταση 3.31. Η ροπογεννήτρια της X είναι MX(t) = eµtMW (βt+ t2/2).

Απόδειξη.

MX(t) =

∫ +∞

−∞
etxfx(x)dx =

∫ +∞

−∞
etx
∫ +∞

0

fN(x;µ+ βw,w)fW (w)dwdx =

=

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
etxfN(x;µ+ βw,w)dxfW (w)dw =∫ +∞

0

exp
[
(m+ βw)t+

w

2
t2
]
fW (w)dw = eµtMW (βt+ t2/2).

Θα παρουσvιασvτεί τώρα και η πολυδιάσvτατη περίπτωσvη, δηλαδή όπου το X είναι ένα τυχαίο
διάνυσvμα.

Ορισμός 3.32. To τυχαίο διάνυσvμαX ∈ Rd λέμε οτι έχει μια πολυδιάσvτατη normal mean-variance
mixture κατανομή εάν

X
d
= m(W ) +

√
WAZ, (3.18)

όπου

(i) Z ∼ N (0, Ik) ,

(ii) W ≥ 0 είναι μια μη αρνητική scalar-valued τυχαία μεταβλητή ανεξάρτητη του Z,

(iii) A ∈ Rd×k είναι ένας πίνακας και

(iv) m : [0,∞)→ Rd μια μετρήσvιμη σvυνάρτησvη

Σε αυτή την περίπτωσvη έχουμε ότι

X |W = w ∼ Nd(m(w), wΣ), (3.19)

όπου Σ = AA′
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Μια σvυγκεκριμένη περίπτωσvη της σvυνάρτησvης που θα μας απασvχολήσvει είναι η

m(W ) = µ+Wβ

όπου µ,β ∈ Rd είναι παράμετροι. από τη σvχέσvη (3.19) έχουμε ότι E[X |W ] = µ + wβ και
V ar[X |W ] = wΣ και αντίσvτοιχα οι σvχέσvεις που αποδείξαμε για τη μέσvη τιμή και τη διασvπορά
σvτην Πρότασvη 3.30 αποδεικνύονται σvτην πολυδιάσvτατη περίπτωσvη μέσvω της σvχέσvης (3.12) . Πιο
σvυγκεκριμένα

E[X] = E[E[X |W ]] = µ+ βE[W ] (3.20)
και

V ar[X] = E[V ar[X |W ]] + V ar[E[X |W ]] = E[WΣ] + V ar[µ+Wβ] =

ΣE[W ] + ββ
′
V ar[W ]. (3.21)

3.3 Γενικευμένη Αντίσvτροϕη Γκαουσvιανή κατανομή

Η σvυγκεκριμένη κατανομή περιγράφεται από τρείς παραμέτρους και ορίζεται σvτην θετικό ημιάξονα
των πραγματικών αριθμών.

Ορισμός 3.33. Μια τυχαία μεταβλητή X ακολουθεί τη Γενικευμένη Αντίσvτροφη Γκαουσvιανή
κατανομή με παραμέτρους λ, χ, ψ, σvυμβολίζουμε X ∼ GIG(λ, χ, ψ), αν

fGIG(x;λ, χ, ψ) =
(ψ/χ)λ/2

2Kλ(
√
χψ)

xλ−1exp

{
−1

2
(χx−1 + ψx)

}
, x > 0 (3.22)

όπου ο παραμετρικός χώρος δίνεται από

ΘGIG := {(λ, χ, ψ) ∈ R3 : λ ∈ R, χ > 0 ψ > 0
ή λ > 0, χ = 0 ψ > 0
ή λ < 0, χ > 0 ψ = 0 }.

Σημειώνουμε ότι η σvυνάρτησvη Kλ(x) είναι η σvυνάρτησvη Bessel τρίτου είδους (Bessel function
of third kind) με δείκτη λ.

Kλ(x) =
1

2

∫ ∞

0

uλ−1 exp
(
−1

2
x(u−1 + u)

)
du, x > 0. (3.23)

Για λόγους σvυμβολισvμού θα χρησvιμοποιήσvουμε την παραπάνω σvχέσvη

Kλ(χ, ψ) =

∫ ∞

0

xλ−1 exp
(
−1

2
(χx−1 + ψx)

)
dx

48



και σvύμφωνα με το [19, p.302] αποδεικνύεται ότι

Kλ(χ, ψ) = 2

(
χ

ψ

)λ/2
Kλ(

√
χψ). (3.24)

Σχετικά με τη μέσvη τιμή και τη διασvπορά της σvυγκεκριμένης κατανομής αποδεικνύεται σvτο [19,
p.308] ότι ο τύπος για την εύρεσvη των ροπών

E[Xr] =
Kλ+r(χ, ψ)

Kλ(χ, ψ)

και άρα από το Λήμμα 3.7

V ar[X] = E[X2]− E[X]2 =
χ

ψ

[
Kλ+2(

√
χψ)Kλ(

√
χψ)− (Kλ+1(

√
χψ))2

(Kλ(
√
χψ))2

]
(3.24)
=

Kλ+2(χ, ψ)Kλ(χ, ψ)− (Kλ+1(χ, ψ))
2

(Kλ(χ, ψ))2
.

Πρόταση 3.34. Η ροπογεννήτρια της μιας τυχαίας μεταβλητής X τέτοια ώσvτε X ∼ GIG(λ, χ, ψ)

είναι MX(t) =
Kλ(χ,(ψ−2t))
Kλ(χ,ψ)

.

Απόδειξη.

MX(t) =

∫ +∞

−∞
etxfGIG(x)dx =

(ψ/χ)λ/2

2Kλ(
√
χψ)

∫ +∞

−∞
etxxλ−1 exp

{
−1

2
(χx−1 + ψx)

}
dx =

=
(ψ/χ)λ/2

2Kλ(
√
χψ)

∫ +∞

−∞
xλ−1 exp

{
−1

2
(χx−1 + (ψ − 2t)x)

}
dx

x=
√

χ
ψ−2t

y

=

(ψ/χ)λ/2

2Kλ(
√
χψ)

(√
χ

ψ − 2t

)λ ∫ +∞

−∞
yλ−1 exp

{
−1

2

(
χ

(√
χ

ψ − 2t

)−1

y−1 + (ψ − 2t)

√
χ

ψ − 2t
y

)}
dy =

(ψ/χ)λ/2

2Kλ(
√
χψ)

(√
χ

ψ − 2t

)λ ∫ +∞

−∞
yλ−1 exp

{
−1

2

(√
χ(ψ − 2t)y−1 +

√
χ(ψ − 2t)y

)}
dy =

1

2Kλ(
√
χψ)(χ

ψ
)λ/2

(
χ

ψ − 2t

)λ/2 ∫ +∞

−∞
yλ−1 exp

{
−1

2

√
χ(ψ − 2t)

(
y−1 + y

)}
dy

(3.23)
=
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(
χ

ψ−2t

)λ/2
2Kλ(

√
χ(ψ − 2t))

2Kλ(
√
χψ)(χ

ψ
)λ/2

=

(
χ

ψ−2t

)λ/2
Kλ(

√
χ(ψ − 2t))

(χ
ψ
)λ/2Kλ(

√
χψ)

(3.24)
=

Kλ(χ, (ψ − 2t))

Kλ(χ, ψ)
.

Σημειώνουμε επιπλέον οτι ισvχύει η σvχέσvη

E[lnX] =
dE[Xa]

da

∣∣∣∣
a=0

. (3.25)

[10, p.513]
Θα δούμε τώρα κάποιες γνωσvτές κατανομές που προκύπτουν για σvυγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων

(λ, χ, ψ).

3.3.1 Αντίσvτροϕη Γκαουσvιανή κατανομή

Για τιμή της παραμέτρου λ = −1
2
λαμβάνουμε την Αντίσvτροφη Γκαουσvιανή κατανομή (inverse Gaus-

sian) με σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας

f(x; η, χ) =

√
χ

2πx3
exp

{
− χ

2η2
(x− η)2

x

}
, x > 0

όπου η =
√

χ
ψ

. Λεπτομέρειες σvχετικά με την απόδειξη βρίσvκονται εδώ [19, p.313]

3.3.2 Γάμμα κατανομή

Για την οριακή περίπτωσvη όπου λ > 0, χ = 0, ψ > 0 λαμβάνουμε την κατανομή Γάμμα(Gamma).
Πιο σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητή X ∼ GIG(λ, 0, ψ) τότε ισvχύει ότι GIG(λ, 0, ψ) =
Gamma(λ, ψ/2), σvυνεπώς η X ακολουθεί την κατανομή Γάμμα με παραμέτρους λ και ψ/2.

3.3.3 Αντίσvτροϕη Γάμμα κατανομή

Για την οριακή περίπτωσvη όπου λ < 0, χ > 0, ψ = 0 λαμβάνουμε την αντίσvτροφη Γάμμα κατανομή
(Inverse Gamma). Πιο σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητή X ∼ GIG(λ, χ, 0) τότε ισvχύει ότι
GIG(λ, χ, 0) = InvGamma(−λ, χ/2), σvυνεπώς η X ακολουθεί την αντίσvτροφη Γάμμα κατανομή με
παραμέτρους −λ και χ/2.
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3.3.4 Εκθετική κατανομή

Καθώς γνωρίζουμε οτι αν θέσvουμε σvτην Γάμμα κατανομή λ = 1 θα λάβουμε την Εκθετική (Ex-
ponential) κατανομή εξάγουμε το σvυμπέρασvμα οτι για την περίπτωσvη όπου λ = 1, χ = 0, ψ > 0
λαμβάνουμε την Εκθετική κατανομή. Πιο σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητή X ∼ GIG(1, χ, 0)
τότε ισvχύει ότι GIG(1, χ, 0) = Exp(χ/2), σvυνεπώς η X ακολουθεί την Εκθετική κατανομή κατανομή
με παράμετρο χ/2.

3.3.5 Θετική Υπερβολική κατανομή

Για την περίπτωσvη όπου λ = 1, χ > 0, ψ > 0 λαμβάνουμε την Θετική Υπερβολική (Positive Hy-
perbolic) κατανομή. Πιο σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητή X ∼ GIG(1, χ, ψ) τότε ισvχύει
ότι GIG(λ, χ, 0) = pHyp(χ, ψ), σvυνεπώς η X ακολουθεί τη Θετική Υπερβολική κατανομή με
παραμέτρους χ και ψ.

3.3.6 Lévy κατανομή

Για την οριακήπερίπτωσvη όπου λ = −1/2, χ > 0, ψ = 0 λαμβάνουμε την κατανομή Lévy. Πιο
σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητή X ∼ GIG(−1/2, χ, 0) τότε ισvχύει ότι GIG(−1/2, χ, 0) =
Lévy(0, χ/2), σvυνεπώς η X ακολουθεί την κατανομή Lévy με παραμέτρους 0 και χ/2.

Oι σvχετικές αναφορές των παραπάνω κατανομών μπορούν να βρεθούν εδώ [19, pp. 308-314].

3.4 Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή

3.4.1 Ορισvμός Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής

Η περίπτωσvη της γενικευμένης υπερβολικής κατανομής είναι μια variance-mean mixture of nor-
mals όπου σvτον Ορισvμό 3.32 έχουμε ότι η W ακολουθεί τη Γενικευμένη Αντίσvτροφη Κανονική
κατανομή.
Πρόκειται για μια ευμετάβλητη κατανομή όσvο αφορά το σvχήμα τις- πράγμα που οφείλεται σvτο

γεγονός οτι αποτελείται από πέντε παραμέτρους όπως θα δούμε σvτη σvυνέχεια.
Για δοθείσvες παραμέτρους α, β, δ, θέτουμε χ := δ2 και ψ := α2 − β2. Τώρα ορίζουμε τη

Γενικευμένη Υπερβολική κατανομήμε τον εξής τρόπο: ΄Εχουμε α, δ ≥ 0, λ, µ ∈ R και b ∈ [−a, a].
Για (λ, χ, ψ) ∈ ΘGIG oρίζουμε την κατανομή με τον εξής τρόπο

GH(λ, α, β, δ, µ) :=MixGIG(λ,δ2,,α2−β2)(µ, β) (3.26)

Σχετικά με το πεδίο ορισvμού των παραμέτρων έχουμε οτι λ, µ ∈ R,α, δ ≥ 0, β ∈ [−a, a] τέτοια
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ώσvτε να ικανοποιούνται τα παρακάτω

|β| < α και δ > 0 αν λ = 0
|β| < α και δ ≥ 0 αν λ > 0
|β| = α και δ > 0 αν λ < 0

΄Εχοντας λοιπόν ότι λ, µ ∈ R,α, δ ≥ 0, β ∈ [−a, a] τέτοια ώσvτε (λ, δ2,, α2 − β2) ∈ ΘGIG, η
σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας της Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής σvύμφωνα με τη σvχέσvη
(3.17) είναι

fGH(x;λ, α, β, δ, µ) =

∫ ∞

0

fN(x;µ+ βw,w)fW (w)dw =

∫ ∞

0

fN(x;µ+βw,w)fGIG(w;λ, δ
2,, α2−β2)dw =

∫ ∞

0

fN(x;µ+βw,w)
((α2 − β2)/δ2)λ/2

2Kλ(
√
δ2(α2 − β2))

wλ−1×

exp
{
−1

2
(δ2w−1 + (α2 − β2)w)

}
dw =

=

∫ ∞

0

1√
2πw

exp
{
− 1

2w
(x− (µ+ βw))2

}
×

1

Kλ(δ2, α2 − β2)
wλ−1 exp

{
−1

2
(δ2w−1 + (α2 − β2)w)

}
dw =

=
1√

2πKλ(δ2, α2 − β2)
eβ(χ−µ)×∫ ∞

0

w(λ− 1
2
)−1 exp

{
−1

2
(w−1[(x− µ)2 + δ2] + w[α2 − β2 + β2]− 2βx+ 2βx)

}
dw︸ ︷︷ ︸

K
λ− 1

2
((x−µ)2+δ2,a2)

=
Kλ− 1

2
((x− µ)2 + δ2, a2)

√
2πKλ(δ2, α2 − β2)

eβ(x−µ)

Σχετικά με τη μέσvη τιμή, τη διασvπορά και τη ροπογεννήτρια που αντισvτοιχεί σvτη σvυγκεκριμένη
κατανομή θα χρησvιμοποιήσvουμε τα αποτελέσvματα των Προτάσvεων 3.30 και 3.31.
Για μια τυχαία μεταβλητή X ∼ GH(λ, α, β, δ, µ) λοιπόν έχουμε ότι

E[X] = µ+ βE[W ]
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V ar[X] = E[W ] + β2V ar[W ]

MX(t) = eµtMW (βt+ t2/2)

όπου W ∼ GIG(λ, δ2,, α2 − β2). ΄Αρα

E[X] = µ+ β
Kλ+1(δ

2,, α2 − β2)

Kλ(δ2,, α2 − β2)
.

V ar[X] =
Kλ+1(δ

2,, α2 − β2)

Kλ(δ2,, α2 − β2)
+ β2Kλ+2(δ

2,, α2 − β2)Kλ(δ
2,, α2 − β2)− (Kλ+1(δ

2,, α2 − β2))2

(Kλ(δ2,, α2 − β2))2
.

MX(t) = eµt
Kλ(δ

2,, (α2 − β2 − 2(βt+ t2/2)))

Kλ(δ2,, α2 − β2)
= eµt

Kλ(δ
2,, (α2 − (β + t)2)

Kλ(δ2,, α2 − β2)

όπου t ∈ (−α− β, α + β).
Για να δούμε τώρα τη μορφή της σvυγκεκριμένης κατανομής θα παρουσvιασvτούν μερικές περιπτώσvεις

των παραμέτρων. Σημειώνουμε οτι καθώς η παράμετρος µ είναι η παράμετρος θέσvης, θα τη θεωρήσvουμε
παντού 0 καθώς δε θα επηρρεάσvει το σvχήμα της κατανομής. Σχετικά με την παράμετρο β που όπως
αναφέραμε αντισvτοιχεί σvτη λοξότητα της κατανομής παρουσvιάσvουμε τρείς περιπτώσvεις όπου θα έχουμε
β < 0, β = 0, β > 0 για κάποιες τιμές των παραμέτρων α, δ, λ . To αποτέλεσvμα φαίνεται σvτην Eικόνα
3.2.
Στη σvυνέχεια θα τη θεωρήσvουμε 0 και θα δούμε διάφορα σvχήματα όπου θα κρατάμε σvταθερά τα

2 εκ των α, δ, λ και θα αλλάζουμε τις τιμές της τρίτης παραμέτρου.
Θεωρώντας α = 3.5, δ = 1 σvτην Εικόνα 3.3 φαίνονται οι κατανομές για διάφορες τιμές του λ.
Θεωρώντας λ = 1, δ = 1 σvτην Εικόνα 3.4 φαίνονται οι κατανομές για διάφορες τιμές του a.
Τέλος θεωρώντας λ = 1, α = 4 σvτην Εικόνα 3.5 φαίνονται οι κατανομές για διάφορες τιμές του δ.
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Εικόνα 3.2: Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή με λ = 2, α = 3.5, δ = 1, µ = 0

Εικόνα 3.3: Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή με α = 3.5, β = 0, δ = 1, µ = 0
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Εικόνα 3.4: Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή με λ = 1, β = 0, δ = 1, µ = 0

Εικόνα 3.5: Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή με λ = 1, a = 4, β = 0, µ = 0

.
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3.4.2 Πολυδιάσvτατη Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή

Στη σvυνέχεια ακολουθεί η πολυδιάσvτατη περίπτωσvη της Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής όπως
προτάθηκε εδώ [20].
Μια τυχαία μεταβλητή X ∈ Rd ακολουθεί την πολυδιάσvτατη Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή

αν έχει σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας

fX(x) =
(a2−β′∆β)λ/2

(2π)d/2
√

|∆|αλ−
d
2 δλKλ(δ

√
a2−β′∆β)

×

K
λ− d

2

(
a
√
δ2+(x−µ)′∆−1(x−µ)

)
eβ

′(x−µ)

(√
δ2+(x−µ)′∆−1(x−µ)

) d
2−λ

(3.27)

όπου ∆ είναι ένας d × d πίνακας με ορίζουσvα |∆| = 1, µ ∈ Rd, a > 0 και β ∈ {x ∈ Rd :
a2 − x′∆x > 0}. Κατα αντισvτοιχία με την μονοδιάσvτατη περίπτωσvη λοιπόν θα έχουμε βάσvει και του
Oρισvμού 3.32 ότι

X|W = w ∼ Nd(µ+ wβ∆, w∆)

και
W ∼ GIG(λ, δ2, a2 − β′∆β)

Η σvυγκεκριμένη παραμετρικοποίησvη είναι λοιπόν η (λ, α, µ,∆, δ,β).
Ακολουθούμε τώρα τον Ορισvμό 3.32, τη σvχέσvη (3.19) και χρησvιμοποιούμε την αρχική παραμετρικοποίησvη

του Ορισvμού 3.22 όπου W ∼ GIG(λ, χ, ψ). ’Ετσvι προκύπτει μια εναλλακτική παραμετρικοποίησvη και
αρα για τη σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας έχουμε ότι

fX(x) =
∫ ∞
0

fX|W (x|w)fW (w)dw

=
∫ ∞
0

e(x−µ)′Σ−1γ

(2π)
d
2 |Σ|

1
2w

d
2
exp

{
−Q(x)

2w
− γ′Σ−1γ

2/w

}
fW (w)dw

= (
√
χψ)λ(ψ+γ′Σ−1γ)

d
2−λ

(2π)
d
2 |Σ|

1
2Kλ(

√
χψ)

×
K
λ− d

2
(
√

(χ+Q(x))(ψ+γ′Σ−1γ))e(x−µ)′Σ−1γ

(
√

(χ+Q(x))(ψ+γ′Σ−1γ))
d
2−λ

όπου με Q(x) σvυμβολίζουμε την απόσvτασvη Mahalanobis Q(x) = (x− µ)′Σ(x− µ).
Με αυτόν τον τρόπο οδηγούμασvτε σvτην παραμετρικοποίησvη (λ, χ, ψ, µ,Σ, γ).
Τέλος, όπως αναφέραμε και πρίν, έχουμε οτι η τυχαία μεταβλητή W που λειτουργεί σvαν mixture

για την Γενυκευμένη Υπερβολική ακολουθεί τη Γενικευμένη Αντίσvτροφη. Η σvυνάρτησvη πυκνότητας
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πιθανότητας της W για X = x ∈ Rd γνωσvτό είναι

fW |X(w) =
fX,W (x,w)

fX(x)
=

fX|W (x)fGIG(w)∫∞
0 fW |X(x)fGIG(w)dw

=
(
ψ+γ′Σ−1γ
Q(x)+χ

)0.5(λ− d
2
)

×

wλ−
d
2−1exp{− 1

2(
Q(x)+χ

w
+w(ψ+γ′Σ−1γ))}

2K
λ− d

2
(
√

(Q(x)+χ)(ψ+γ′Σ−1γ))

(3.28)

και παρατηρούμε οτι η W |X ακολουθεί τη Γενικευμένη Αντίσvτροφη κατανομή με παραμέτρους
(λ− d

2
, Q(x) + χ, ψ + γ′Σ−1γ)

3.4.3 Εναλλαγή μεταξύ διαϕορετικών παραµετρικοποιήσvεων

Υπάρχουν 3 διαδεδομένες παραμετρικοποιήσvεις που χρησvιμοποιούνται τόσvο σvτη θεωρία όσvο και σvτην
εφαρμογή όπως σvτο σvτατισvτικό πακέτο ghyp σvτην R.
Οι παραμετρικοποιήσvεις λοιπόν είναι οι (λ, a, µ,Σ, γ), (λ, χ, ψ, µ,Σ, γ) και (λ, α, µ,∆, δ,β). Σημειώνουμε

οτι τις 2 από αυτές τις αναφέραμε σvτο 3.4.2. Παρατηρούμε ότι οι παράμετροι λ και µ παραμένουν αναλ-
λοίωτες ανεξαρτήτως παραμετρικοποιήσvεως. Για να μπορέσvουμε να μεταβούμε σvτην (λ, α, µ,∆, δ,β)
από τη (λ, a, µ,Σ, γ) θα χρησvιμοποιήσvουμε τη (λ, χ, ψ, µ,Σ, γ). Σχηματικά έχουμε:

(λ, a, µ,Σ, γ) 
 (λ, χ, ψ, µ,Σ, γ) 
 (λ, α, µ,∆, δ,β)

Συνεχίζουμε με το πώς αναλυτικά θα πάμε από την μία παραμετρικοποίησvη σvτην άλλη
(λ, a, µ,Σ, γ)→ (λ, χ, ψ, µ,Σ, γ) :
΄Εχουμε ότι:

ψ = a
Kλ+1(a)

Kλ(a)
και χ =

a2

ψ
= a

Kλ(a)

Kλ+1(a)

Οι παράμετροι Σ και γ παραμένουν ίδιες
(λ, χ, ψ, µ,Σ, γ)→ (λ, a, µ,Σ, γ) :

Ορίζουμε k =
√

χ
ψ

Kλ+1(
√
χψ)

Kλ(
√
χψ)

και έχουμε ότι

a =
√
χψ, Σ ≡ kΣ, γ ≡ kγ

(λ, χ, ψ, µ,Σ, γ)→ (λ, α, µ,∆, δ,β) :

∆ = |Σ|− 1
dΣ ,β = Σ−1γ

δ =

√
χ|Σ| 1d , α =

√
|Σ|− 1

d (ψ + γ′Σ−1γ)
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(λ, χ, ψ, µ,Σ, γ)→ (λ, α, µ,∆, δ,β) :

Σ = ∆, γ = ∆β, χ = δ2, ψ = α2 − β
′
∆β

Επισvτρέφοντας σvτη μονοδιάσvτατη περίπτωσvη, θα δούμε τώρα κάποιες γνωσvτές κατανομές που
προκύπτουν για σvυγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων (λ, α, β, δ, µ).

3.4.4 Κανονική - Αντίσvτροϕη Γκαουσvιανή κατανομή

Για την περίπτωσvη όπου σvτις από τις παραμέτρους της Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής επιλέξ-
ουμε λ = −1/2 λαμβάνουμε την Κανονική - Αντίσvτροφη Γκαουσvιανή κατανομή (Normal-inverse
Gaussian). Πιο σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητή X ∼ NIG(α, β, δ, µ), τότε ισvχύει ότι
NIG(α, β, δ, µ) = GHyp(−1/2, α, β, δ, µ), σvυνεπώς η X ακολουθεί την Κανονική - Αντίσvτροφη
Γκαουσvιανή κατανομή με παραμέτρους α, β, δ και µ.

3.4.5 Variance Gamma

Για την οριακή περίπτωσvη όπου σvτις από τις παραμέτρους της Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής
επιλέξουμε δ2 = 0 λαμβάνουμε την Κανονική - Αντίσvτροφη Γκαουσvιανή κατανομή (Normal-inverse
Gaussian). Πιο σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητήX ∼ V G(λ, α, β, µ) τότε ισvχύει ότιNIG(α, β, δ, µ) =
GHyp(λ, α, β, 0, µ), σvυνεπώς η X ακολουθεί την Variance Gamma κατανομή με παραμέτρους λ, α, β
και µ.

3.4.6 Hyperbolic Αsymmetric (Student’s) t κατανομή

Για την οριακή περίπτωσvη όπου σvτις από τις παραμέτρους της Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής
επιλέξουμε λ < 0, α = |β| λαμβάνουμε την Hyperbolic Αsymmetric (Student’s) t κατανομή. Πιο
σvυγκεκριμένα αν μια τυχαία μεταβλητή X ∼ HAt(λ, ω, δ, µ) τότε ισvχύει ότι HAt(λ, β, δ, µ) =
GHyp(λ, |β|, β, δ, µ) με λ < 0, σvυνεπώς η X ακολουθεί την Hyperbolic Αsymmetric (Student’s)
t κατανομή με παραμέτρους λ, β, δ και µ.

3.4.7 Υπερβολική κατανομή

Για την οριακή περίπτωσvη όπου σvτις από τις παραμέτρους της Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής
επιλέξουμε λ = 1 λαμβάνουμε την Υπερβολική (Hyperbolic) κατανομή. Πιο σvυγκεκριμένα αν μια
τυχαία μεταβλητήX ∼ Hyp(λ, α, β, µ) τότε ισvχύει ότιHyp(λ, β, δ, µ) = GHyp(1, α, β, δ, µ), σvυνεπώς
η X ακολουθεί την Υπερβολική κατανομή με παραμέτρους a, β, δ και µ.
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3.5 Προσvαρμογή παραμέτρων

3.5.1 Αλγόριθμος SANN

Οι αλγόριθμοι τυφλής αναζήτησvης προχωρούν σvε πλάτος ή βάθος με σvυσvτηματικό τρόπο, αλλά
χωρίς να έχουν καμία απολύτως πληροφορία για το αν το μονοπάτι που ακολουθούν οδηγεί σvε κάποια
τερματική κατάσvτασvη (λύσvη). Το παραπάνω έχει ως αποτέλεσvμα το ότι η τυφλή αναζήτησvη δεν
επαρκεί για μεγάλους χώρους κατασvτάσvεων που σvυνήθως εμφανίζονται σvε πραγματικά προβλήματα.
Σε τέτοιους χώρους, η τυφλή αναζήτησvη έχει τόσvο μεγάλες απαιτήσvεις σvε χώρο και διαρκεί τόσvο πολύ
χρόνο που πρακτικά η λύσvη δεν βρίσvκεται ποτέ. Σκοπός λοιπόν είναι να μειωθεί ο χρόνος αναζήτησvης,
δηλαδή ουσvιασvτικά να μειωθεί ο αριθμός των κατασvτάσvεων που εξετάζει ένας αλγόριθμος. Για να
επιτευχθεί κάτι τέτοιο είναι απαραίτητη η ύπαρξη πληροφορίας για την αξιολόγησvη των κατασvτάσvεων
η οποία θα είναι ικανή να καθοδηγήσvει την αναζήτησvη σvε κατασvτάσvεις που οδηγούν σvε μία λύσvη
και ίσvως να βοηθήσvει σvτον αποκλεισvμό ορισvμένων κατασvτάσvεων που θα οδηγήσvουν με βεβαιότητα
σvε μη-τερματικές κατασvτάσvεις. Οι αλγόριθμοι που εκμεταλλεύονται τέτοιες πληροφορίες ονομάζονται
αλγόριθμοι ευρετικής αναζήτησvης (heuristic search algorithms).
Στα προβλήματα βελτισvτοποίησvης, ένας heuristic αλγόριθμος είναι ένας αλγόριθμος όπου προσvπα-

θεί με τη λογική που αναφέραμε πρίν να βρεί σvε έναν μεγάλο χώρο κατάσvτασvης το σvημείο ή τα σvημεία
που αντισvτοιχούν σvτη βέλτισvτη τιμή μιας αντικειμενικής σvυνάρτησvης. Ο αλγόριθμος Solid Angle
based Nearest Neighbor (SANN ή SA) είναι ένας αλγόριθμος βελτισvτοποίησvης ο οποίος ανήκει σvτην
κατηγορία των metaheuristic αλγορίθμων,όπου metaheuristic αλγόριθμοι είναι μια γενίκευσvη των
heuristic αλγορίθμων που είναι πιο αποδοτικοι και πιο ευέλικτοι σvτο να λύνουν σvύνθετα προβλήματα
βελτισvτοποίησvης, όπως τα μη γραμμικά. Σημειώνουμε οτι ένας αρκετά διαδεδομένος αλγόριθμος
βελτισvτοποίησvης που ανήκει σvτην κατηγορία των heuristic αλγορίθμων είναι ο Nelder–Mead αλγόρι-
θμος, ο οποίος είναι ένας αρκετά αποδοτικός αλγόριθμος που σvυγκλίνει κατευθείαν σvτη λύσvη αρκετά
γρήγορα. Ο αλγόριθμος SANN επιπλέον ανήκει σvτην κατηγορία των αλγορίθμων τυχαίας αναζήτησvης
(Random Search Algorithms/Methods), δηλαδή πρόκειται για σvτοχασvτικούς αλγόριθμους που βασvί-
ζονται σvτη τυχαία δειγματοληψία (random sampling) μιας ακολουθίας σvημείων που ανήκουν σvτην
περιοχή των εφικτών λύσvεων (feasible region) βάσvει κάποιας σvυνάρτησvης πιθανότητας ή ακολουθίας
σvυναρτήσvεων πιθανότητας. Αυτή η κατηγορία αλγορίθμων παρουσvιάζει μια καλή απόδοσvη όσvο αφορά
την επίλυσvη προβλημάτων βελτισvτοποίησvης σvε σvυναρτήσvεις που έχουν παραπάνω από ένα βέλτισvτα
σvημεία [21, p. 20].
΄Οσvο αφορά τον αλγόριθμο SANN λοιπόν, υπάρχουν πολλές παραλλαγές του. Δύο από αυτές είναι

η κλασvσvική μορφή όπου είναι μια παραλλαγή του αρχικού αλγόριθμου SA που προτάθηκε εδώ [22] και
που μπορεί κάποιος να υλοποιήσvει σvτην R με το πακέτο optimization καλώντας τη σvυνάρτησvη optim
και θέτοντας σvαν τιμή σvτην παράμετρο method =′ SANN′ και μια άλλη παραλλαγμένη μορφή που μπορεί
κάποιος να υλοποιήσvει σvτην R με το πακέτο optimization καλώντας τη σvυνάρτησvη optim_sa. Στη
σvυνέχεια της ανάλυσvης του αλγορίθμου λοιπόν θα περιγράψουμε την παραλλαγμένη μορφή του και θα
σvυγκρίνουμε τις διαφορές με την κλασvσvική.
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Στη σvυνέχεια ακολουθεί ο αλγόριθμος καθώς και η περιγραφή των βημάτων. Η παρουσvίασvη του
αλγορίθμου βρίσvκεται εδώ (1) .

Εσvωτερικός Βρόχος
Η λειτουργία του εσvωτερικού βρόχου (σvειρές 4 εως 29) που επαναλαμβάνεται ninner φορές είναι

να επιλέξει σvυνδυασvμούς σvυμμεταβλητών σvτοχασvτικά και να σvυγκρίνει τα αποτελέσvματα. Η πρώτη δι-
αδικασvία που εκτελείται (σvειρά 5) είναι να αποθηκευτούν οι σvυνδυασvμοί σvυμμεταβλητών της τελευταίας
επανάληψης σvτη μεταβλητή xj. Στην πρώτη επανάληψη το xj ορίζεται από το χρήσvτη (x0).
Στο επόμενο βήμα (σvειρά 6) αλλάζουν οι σvυμμεταβλητές. Η διαδικασvία αλλαγής αποτελεί μια

καθορισvτική διαφοροποίησvη μεταξύ της κλασvσvικής μεθόδου και της παραλλαγμένης όσvο αφορά την
υλοποίησvη σvτην R. Η σvυνάρτησvη αλλαγής (variation function) vf χρησvιμοποιείται για να δημιουργη-
θεί το προσvωρινό διάνυσvμα σvυμμεταβλητών xi∗. Εκτός από το xi, η σvυνάρτησvη αλλαγής εξαρτάται
επίσvης από ένα δυάνυσvμα τυχαίων παραγόντων (random factors) rf και θερμοκρασvία (temperature)
t. Καθώς τα rf και t αλλάζουν με το χρόνο, η σvυνάρτησvη αλλαγής έχει δυναμικά σvτοιχεία. Η
προσvαρμογή των rf και t γίνεται σvτον εξωτερικό βρόχο και θα αναλυθεί παρακάτω. Στην κλασvσvική
μορφή του SANN, οι σvυμμεταβλητές xi∗ παράγονται προσvθέτοντας ή αφαιρώντας από το xj μια τυχαία
μεταβλητή που ακολουθεί την ομοιόμορη κατανομή. Το εύρος της τυχαίας μεταβλητής καθορίζεται
από το rf που με τη σvειρά του σvχετίζεται με το xj. Η σvυγκεκριμένη σvυνάρτησvη αλλαγής χρησvι-
μοποιείται και σvτην παραλλαγμένη μορφή. Μια άλλη παραλλαγή της σvυγκεκριμένης σvυνάρτησvης θα
μπορούσvε επίσvης να είναι μια κανονικά κατανεμημένη τυχαία μεταβλητή με μέσvη τιμή xj και τυπική
απόκλισvη rf.
Αφού παραχθούν τα xi∗, ελέγχονται οι περιορισvμοί (σvειρές 7 εως 15). Αν όλα τα σvτοιχεία του xi∗

ικανοποιούν τους αντίσvτοιχους περιορισvμούς τότε υπολογίζεται η τιμή της σvυνάρτησvης f(xi∗) με αυτά
τα σvτοιχεία. Αν υπάρχουν μη δεκτά σvτοιχεία που δεν ικανοποιούν τους περιορισvμούς τότε η διαδικασvία
επαναλαμβάνεται μέχρι όλα τα σvτοιχεία του xi∗ να ικανοποιούν τους αντίσvτοιχους περιορισvμούς. Ο
αριθμός των μη δεκτών προσvπαθειών μπορεί να είναι μια χρήσvιμη πληροφορία ώσvτε να μπορέσvουμε
να εκτιμήσvουμε την ποιότητα του πεδίου της αναζήτησvης. ΄Ετσvι λοιπόν ο αριθμός των μη δεκτών
προσvπαθειών καταμετράται και αποθηκεύεται (σvειρά 13) ώσvτε η πληροφορία να γίνει προσvβάσvιμη σvτον
εξωτερικό βρόχο. Ο αριθμός λοιπόν των δεκτών και μη δεκτών προσvπαθειών δεν επαναφέρεται σvε
κάθε εκτέλεσvη του εσvωτερικού βρόχου, αντίθετα αρχικοποιείται σvτην πρώτη εκτέλεσvη του εσvωτερικού
βρόχου και αυξάνεται μέχρι την τελευταία εκτέλεσvη.
Το επόμενο βήμα είναι η σvύγκρισvη της τιμής της σvυνάρτησvης (σvειρές 16 και 17) . Αν η τιμή της

σvυνάρτησvης για τον τρέχοντα σvυνδυασvμό σvυμμεταβλητών f(xi∗) είναι καλύτερος από τον f(xj), τα
xi∗, f(xi∗) αποθηκεύονται αντίσvτοιχα σvτα xj, f(xj). Η βασvική ιδέα του αλγορίθμου SANN είναι να
αντιμετωπίσvει το ζήτημα των τοπικών βέλτισvτων, έτσvι λοιπόν, ακόμα και αν το f(xi∗) είναι χειρότερο
από το f(xj), υπάρχει μια πιθανότητα του να αποθηκευτεί το xi∗ σvτο xj (σvειρές 18 με 25). Η
πιθανότητα να κρατήσvουμε μια χειρότερη τιμή εξαρτάται από την πιθανότητα Metropolis M
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Αλγόριθμος 1 Ψευδοκώδικας της σvυνάρτησvης optim_sa για ελαχισvτοποίησvη
1: initialize t,vf
2: calculatef(x0) with initial parameter vector x0
3: while t > tmin do
4: for i in 1 : ninner do
5: xj ← xi−1

6: call the variation function to generate xi∗ in dependence of xj , rf and t
7: check if all entries in xi∗ are within the boundaries
8: if all xi valid then
9: calculate f(xi∗)

10: else
11: while any(xi∗ invalid) do
12: call the variation function again
13: count and store invalid combinations
14: end while
15: end if
16: if f(xi∗) < f(xj) then
17: xi ← xi∗; f(xi)← f(xi∗)
18: else
19: calculate Metropolis Probability M (3.29)
20: if uniformly distributed random number [0,1] < M then
21: xi ← xi∗; f(xi)← f(xi∗)
22: else
23: xi ← xj; f(xi)← f(xj)
24: end if
25: end if
26: if threshold accepting criterion fulfilled then
27: break inner loop
28: end if
29: end for
30: reduce t for the next iteration
31: rf adaptation for the next iteration
32: end while
33: return optimized parameter vector, function value and some additional information
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M = exp
(
−|f(i∗)− f(j)|

kt

)
(3.29)

όπου k είναι μια μεταβλητή που ορίζεται από το χρήσvτη. Η σvτρατηγική αυτή έχει υιοθετηθεί
από την κλασvσvική μορφή του SANN χωρίς αλλαγές. Μπορεί κανείς να παρατηρήσvει οτι καθώς η
θερμοκρασvία t μειώνεται η πιθανότηταM μειώνεται και αυτή. Η πιθανότητα να κρατήσvουμε χειρότερες
τιμές σvυνάρτησvης εξαρτάται λοιπόν από τις ίδιες παραμέτρους σvε ολόκληρό τον εσvωτερικό βρόχο
(σvειρές 19 με 24) και όπως φαίνεται από τον αλγόριθμο το t δεν αλλάζει κατα τη διάρκεια της εκτέλεσvης
του εσvωτερικού βρόχου. Η τροποποίησvη του t είναι κομμάτι του εξωτερικού βρόχου και θα αναλυθεί
σvτη σvυνέχεια. Σημειώνουμε επίσvης οτι αν επιλεχθεί μια χειρότερη τιμή από τον προηγούμενο βέλτισvτο
σvυνδυασvμό σvυμμεταβλητών, τότε θα αποθηκευτεί πρίν πάρει τη θέσvη του η νέα τιμή για να μην υπάρξει
πιθανότητα να χαθεί το πραγματικό βέλτισvτο σvημείο.
Αποθηκεύοντας την πληροφορία κατα την εύρεσvη σvυμμεταβλητών και αντίσvτοιχων τιμών σvυνάρτησvης

μπορεί να βοηθήσvει σvτην αύξησvη της απόδοσvης του SANN . ΄Εχει υλοποιηθεί επίσvης μια σvτρατηγική
αποδοχής (threshold accepting strategy). Σύμφωνα με αυτό το κριτήριο, αν για κάποιο αριθμό
επαναλήψεων που ορίζονται από το χρήσvτη, οι απόλυτες διαφορές f(xi) και f(xj) που αποθηκεύονται
ταλαντώνονται, ο εσvωτερικός βρόχος σvπάει.

Εξωτερικός Βρόχος
Η κύρια λειτουργία του εσvωτερικού βρόχου (σvειρές 3 με 32) είναι να καλεί τον εσvωτερικό βρόχο

και να τροποποιεί τις παραμέτρους που χρειάζονται για αυτόν (σvειρές 30 και 31). ΄Ετσvι λοιπόν τα t
και rf αλλάζουν με την ολοκλήρωσvη του εσvωτερικού βρόχου. Ο εξωτερικός βρόχος επαναλαμβάνεται
μέχτι το t να γίνει μικρότερο από κάποια minimum θερμοκρασvία tmin που θα ορισvτεί από το χρήσvτη.
Σημειώνουμε οτι η εναρκτήρια θερμοκρασvία σvυμβολίζεται t0 και καθορίζεται και αυτή από το χρήσvτη.
Το t λοιπόν αλλάζει (σvειρά 30) και όπως αναφερθήκαμε και πρίν θα χρησvιμοποιηθεί σvτον εσvω-

τερικό βρόχο (σvειρά 19).Το t λοιπόν μειώνεται σvε κάθε εκτέλεσvη του εξωτερικόυ βρόχου καθώς θα
πολλαπλασvιασvτεί με έναν αριθμό r που παίρνει τιμές μεταξύ του 0 και του 1 και καθορίζεται από το
χρήσvτη.
Στη σvυνέχεια το rf αλλάζει (σvειρά 31). Η δυναμική προσvαρμογή του rf είναι ένα από τα σvτοιχεία

της σvυγκεκριμένης παραλλαγής. Καθώς κάθε σvυμμεταβλητή έχει τον δικό της τυχαίο παράγοντα
(random factor), το rf είναι κι αυτό με τη σvειρά του ένα διάνυσvμα ιδίου μήκους με το xi. ΄Οπως
αναφερθήκαμε και πρίν, το rf χρειάζεται σvτον εσvωτερικό βρόχο (σvειρές 6 και 12). Σχετικά με τον
ακριβή τρόπο προσvαρμογής του rf , όπώς και για περαιτέρω βιβλιογραφία μπορεί κάποιος να ανατρέξει
εδώ [23]
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3.5.2 Αλγόριθμος ΕM

Σε περιπτώσvεις κατανομών όπου ο αριθμός παραμέτρων είναι μεγάλος, η εύρεσvη ενός κλεισvτού τύπου
για την εκτίμησvη των παραμέτρων είναι δύσvκολη εως αδύνατη. Ωσvτόσvο, μέσvω της βελτισvτοποίησvης
της σvυνάρτησvης πιθανοφάνειας που γίνεται αριθμητικά μπορεί κανείς με αρκετή ακρίβεια να κάνει
μια εκτίμησvη των παραμέτρων. Οι αλγόριθμοι τύπου EM (Expextation Maximization) που μπορεί
κάποιος να βρεί εδώ [24] και εδώ [25] καταφέρνουν να προσvαρμόσvουν πολλά μοντέλα σvτα εκάσvτοτε δε-
δομένα. Στη σvυνέχεια θα αναλύσvουμε τον αλγόριθμο EM για την Γενικευμένη Υπερβολική κατανομή.
Σημειώνουμε οτι η παραμέτρικοποίησvη που θα χρησvιμοποιήσvουμε είναι η (λ, a, µ,Σ, γ), σvυνεπώς θα
παρουσvιάσvουμε την πολυδιάσvτατη περίπτωσvη.
Υποθέτουμε οτι έχουμε ανεξάρτητα και ισvόνομα δεδομένα x1, ...,xn και παραμέτρουςΘ = (λ, a, µ,Σ, γ).

Το πρόβλημα λοιπόν ανάγεται σvτη βελτισvτοποίησvη της σvυνάρτησvης

lnL(Θ;x1, ...,xn) =
n∑
i=1

ln fX(xi; Θ)

Το πρόβλημα αυτό ωσvτόσvο δεν είναι εύκολα επιλύσvιμο λόγω του αριθμού των παραμέτρων αλλα και
άλλων αιτιών. Γι αυτό το λόγο παρουσvιάζουμε την επαυξημένη σvυνάρτησvη πιθανοφάνειας (augmented
likelihood function)

ln L̃(Θ;x1, ...,xn, w1, ..., wn) =
n∑
i=1

ln fX|W (xi|wi;µ,Σ, γ) +
n∑
i=1

ln fW (wi;λ, a) (3.30)

και θα εσvτιάσvουμε σvτην εκτίμησvη των mixing μεταβλητών wi όπως παρουσvιάζονται σvτο Ορισvμό
3.32. Παρουσvιάζονται τώρα τα βήματα του αλγορίθμου. ΄Εσvτω οτι είμασvτε σvτο k−οσvτό βήμα του
αλγόριθμου. Οι ενέργειες σvε αυτό το βήμα είναι οι εξής:

E − step : Υπολογισvμός της δεσvμευμένης μέσvης τιμής της σvυνάρτησvης της σvχέσvης (3.30) δοθέντων
των δεδομένων x1, ...,xn kai των τρέχοντων παραμέτρων Θ[k]. Το αποτέλεσvμα παρουσvιάζεται σvτην
παρακάτω αντικειμενική σvυνάρτησvη

Q(Θ;Θ[k]) = E
[
ln L̃(Θ;x1, ...,xn, w1, ..., wn)|x1, ...,xn; Θ

[k]
]

(3.31)

M − step : Βελτισvτοποίησvη της αντικειμενικής σvυνάρτησvης σvυναρτήσvει του Θ για να πάρουμε το νέο
σvετ παραμέτρων Θ[k+1]. Σε αυτό το σvημείο έχουμε ένα πρόβλημα βελτισvτοποίησvης το οποίο μπορεί
να λυθεί με τον αλγόριθμο SANN . Ακολουθώντας σvε κάθε βήμα τα E,M steps θα οδηγηθούμε
αριθμητικά σvτην εκτιμήτρια μέγισvτης πιθανοφάνειας.
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Σημειώνουμε οτι εκτελώντας το E− step ουσvιασvτικά μεγισvτοποιούμε το δεύτερο όρο της σvχέσvης
(3.30) αριθμητικά. Η λογαριθμημένη σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας της Γενικευμένης Αν-
τίσvτροφης Κανονικής κατανομής ακολουθώντας τον Ορισvμό 3.22 είναι:

ln fW (w) =
λ

2
ln(ψ/χ)− ln(2Kλ(

√
χψ)) + (λ− 1) ln w − χ

2

1

w
− ψ

2
w (3.32)

Ωσvτόσvο χρησvιμοποιώντας την παραμετρικοποίησvη (λ, a) όπου a =
√
χψ έχουμε ένα πρόβλημα διάσvτασvης

2 αντί για 3 όπως θα είχαμε με την κλασvσvική παραμετρικοποίησvη (λ, χ, ψ) και άρα η απόδοσvη αυξάνεται.
Αναφέρουμε επίσvης οτι για να μεγισvτοποιήσvουμε τη λογαριθμημένη σvυνάρτησvη πιθανοφάνειας

πρέπει να πάρουμε τις αντίσvτοιχες μέσvες τιμές των lnw και 1
w

. Πιο σvυγκεκριμένα θέλουμε να βρούμε
τα

η
[k]
i := E[wi |xi; Θ[k]], η

[k]
i := E[w−1

i |xi; Θ[k]], η
[k]
i := E[lnwi |xi; Θ[k]]

όπου εκμεταλλευόμενοι τις σvχέσvεις (3.25) και (3.28) μπορούμε να τα υπολογίσvουμε. Λεπτομέρειες
για τον υπολογισvμό τους μπορεί κανείς να βρεί εδώ [26].

3.5.3 Αλγόριθμος MCECM

O αλγόριθμος Multi-Cycle, Expectation, Conditional Maximization είναι μια παραλλαγή του EM
αλγορίθμου που χρησvιμοποιείται από το πακέτο ghyp της R και κανείς μπορεί να τον βρεί εδώ [10, p.
83] και εδώ [26, p. 9]

3.6 ΄Ελεγχοι καλής προσvαρµογής
΄Εχοντας αναλύσvει ορισvμένα μοντέλα κατανομών, καθώς και μεθόδους προσvαρμογής των παραμέτρων

τους σvε δεδομένα, μένει να δούμε πώς μέσvω ελέγχων μπορεί κανείς να δεί πόσvο κατάλληλο είναι ένα
μοντέλο. Οι μέθοδοι που θα δούμε είναι το ισvτόγραμμα και το QQ- plot. Συχνά ωσvτόσvο παρατηρούμε
οτι παραπάνω από ένα μοντέλα θα τύχει να περιγράφουν επαρκώς καλά τα δεδομένα μας και τότε με
τη βοήθεια του κριτηρίου AIC θα δούμε ποιό είναι το καλυτερο.

3.6.1 Ισvτόγραμμα

΄Εχοντας προσvαρμόσvει τις παραμέτρους του μοντέλου βάσvει των δεδομένων, θέλουμε να δούμε κατα
πόσvο εν τελει αυτό μπορεί να περιγράψει τα δεδομένα μας. Σχεδιαζοντας λοιπόν τα δεδομένα μας σvε
κανονικοποιημένη μορφή και την κατανομή με τις παραμέτρους που εκτιμήθηκαν βάσvει των δεδομένων,
μπορούμε να δούμε κατα πόσvο η κατανομή είναι κατάλληλη. Στην Eικόνα 3.6ii παρατηρούμε ένα
παράδειγμα ισvτογράμματος όπου υπάρχει καλή προσvαρμογή.
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3.6.2 QQ-Plot

΄Ενα QQ (Quantile-Quantile) Plot είναι ένα γράφημα πιθανότητας όπου αποτελεί μια γραφική
μέθοδο για να δεί κανείς κατα πόσvο 2 κατανομές σvυμπίπτουν. Ουσvιασvτικά σvχεδιάζουμε τα ποσvοσvτη-
μόρια της πρώτης κατανομής σvτον άξονα των x και της δεύτερης σvτον άξονα των y (Για να δεί κανείς
τι είναι τα τεταρτημόρια μπορεί να ανατρέξει σvτον Ορισvμό 2.15). Αν σvυμπίπτουν, τότε θα έχουμε σvτο
γράφημα την ευθεία y = x. Για να δούμε κατα πόσvο ταιριάζει ένα σvύνολο δεδομένων με μια θεωρητική
κατανομή, σvτον ένα άξονα σvχεδιάζουμε τα τεταρτημόρια του σvυνόλου δεδομένων και σvτον άλλο τα
αντίσvτοιχα τεταρτημόρια της θεωρητικής κατανομής. Στην Eικόνα 3.6i παρατηρούμε ένα παράδειγμα
QQ-Plot που αντισvτοιχεί σvε καλή προσvαρμογή.

3.6.3 Κριτήριο AIC

΄Οταν έχουμε παραπάνω από ένα μοντέλα που δείχνουν να ταιριάζουν σvτα δεδομένα μας, μια καλή
μέθοδος για να επιλέξουμε το καλύτερο μοντέλο είναι το κριτήριο AIC. O τύπος του είναι ο εξής:

AIC = 2k − 2 ln(L̂)

όπου k είναι ο αριθμός των εκτιμημένων παραμέτρων του μοντέλου και L̂ = L(θ̂) = sup
θ∈Θ

L(θ) η

μέγισvτη πιθανοφάνεια που αντισvτοιχεί σvτο διάνυσvμα παραμέτρων θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂m)
⊤.

Δοθέντων κάποιων μοντέλων λοιπόν, το καλύτερο μοντέλο σvύμφωνα με αυτό το κριτήριο είναι
αυτό με τη μικρότερη τιμή AIC. Ουσvιάσvτικά αυτό σvυμβαίνει διότι ο όρος της πιθανοφάνειας έχει
μείον. Ο πρώτος όρος λειτουργεί σvαν ποινή για τις πολλές παραμέτρους και επομένως όσvες παραπάνω
έχουμε, αυξάνεται η τιμή AIC.
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii)

Εικόνα 3.6: QQ Plot (αρισvτερά) και Ισvτόγραμμα (δεξιά) σvε μια καλή προσvαρμογή Μοντέλου.
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4 Εφαρμογή

Γνωρίζοντας από το πρώτο κεφάλαιο τι είναι ένα PPA, αναφέραμε πως υπάρχουν διάφορα είδη
ρίσvκου που διέπουν αυτά τα σvυμβόλαια. Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να επιτευχθεί η ποσvοτικοποίησvη
του ρίσvκου που σvχετίζεται με τη μεταβλητότητα των τιμών ηλεκτρικής ενέργειας σvε σvχέσvη με την
παραγωγή μιας μονάδας ΑΠΕ μέσvω των μέτρων ρίσvκου ώσvτε να μπορέσvει να βρεθεί το ελάχισvτο
ασvφάλισvτρο που πρέπει να προσvτεθεί σvτην Strike price που πληρώνει ο αγορασvτής σvτον παραγωγό
ώσvτε το project να γίνει κερδοφόρο για μια δοθείσvα ανοχή σvτο ρίσvκο. Σημειώνουμε οτι η μορφή ρίσvκου
που θα μας απασvχολήσvει είναι το Ρίσvκο Προφίλ σvτο οποίο έγινε αναφορά σvτο πρώτο Κεφάλαιο.
Στο δεύτερο κεφάλαιο είδαμε πως το μέτρο ρίσvκου Expected Shortfall είναι ένα κατάλληλο μέτρο

καθώς ικανοποιεί κάποιες “καλές” ιδιότητες όπως κυρτότητα και σvυνεκτικότητα. Θα χρειασvτεί λοιπόν
να καταφέρουμε να βρούμε ένα μοντέλο το οποίο να περιγράφει ικανοποιητικά καλά την κίνησvη των
τιμών ηλεκτρικής ενέργειας ώσvτε να μπορούν να γίνουν προβλέψεις για το μέλλον.
Αρχικά λοιπόν θα γίνει η προσvπάθεια μοντελοποίησvης των τιμών μέσvω των μοντέλων που αναλύθηκαν

σvτο προηγούμενο κεφάλαιο. Θα προσvπαθήσvουμε λοιπόν να μελετήσvουμε την κίνησvη των τιμών και να
αποπειραθούμε να βρούμε διάφορες κατανομές που να την περιγράφουν επαρκώς καλά. Για να επιτευχ-
θεί αυτό, θα εκτιμήσvουμε μέσvω των τιμών τις παραμέτρους της εκάσvτοτε κατανομής. Σημειώνουμε ότι
δεδομένα μας είναι οι τιμές επόμενης μέρας (day-ahead prices) ηλεκτρικής ενέργειας του διασvτήματος
Νοέμβριος 2020 εως Ιούλιος 2021.
Αφού επιτευχθεί αυτό, θα περιγράψουμε την ποσvότητα που θα υπάρχει σvτο όρισvμα του μέτρου

ρίσvκου και θα δούμε πώς μέσvω της παραγωγής ψευδοτυχαίων αριθμών της κατανομής που θα βρούμε,
θα μπορέσvουμε να κάνουμε εκτιμήσvεις για το ασvφάλισvτρο.

4.1 Δεδομένα τιμών Ηλεκτρικής Ενέργειας

Σχετικά με την κατηγοριοποίησvη, τα δεδομένα μας κατηγοριοποιήθηκαν ανα ώρα, έχοντας έτσvι
24 χρονοσvειρές από τα δεδομένα. Η πρώτη χρονοσvειρά αναφέρεται σvτην πρώτη ώρα της κάθε ημέρας
(00.00-01.00), η δεύτερη σvτη δεύτερη ώρα κάθε μέρας (01.00-02.00) και ούτω κάθε εξής.
Καθώς μιλάμε για ένα μοντέλο πολλαπλών περιόδων, δοθείσvας μιας σvειράς τιμών

(
Shd
)
, h ∈

{1, ..., 24}, d ∈ {1, ..., N}, όπου N ο αριθμός των ημερών που αντισvτοιχούν σvτο δείγμα. Σημειώνουμε
ότι Shd είναι η τιμή σvτη μέρα d και σvτην αρχή της ώρας h. Συγκρίνουμε τα log returns

Xh
d =

lnSh+1
d − lnShd = ln

(
Sh+1
d

Shd

)
, h ∈ {1, ..., 23}, d ∈ {1, ..., N}

lnS1
d+1 − lnS24

d = ln
(
S1
d+1

S24
d

)
, h = 24, , d ∈ {1, ..., N − 1}

(4.1)

Ο λόγος που οδηγηθήκαμε σvε μια τέτοια κατηγοριοποίησvη είναι οτι καθώς σvχεδιάζαμε τις τιμές σvε
γράφημα ανα ημέρα, παρατηρήθηκε ότι το γράφημα είχε μια εικόνα με 2 τοπικά μέγισvτα, ένα σvτις ώρες
9-11 και άλλο ένα μεταξύ των ωρών 17-19 περίπου. Στις μεσvημεριανές ώρες 14-16 παρατηρείται ένα
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τοπικό ελάχισvτο, το οποίο οφείλεται σvτο γεγονός ότι εισvέρχεται μεγάλη ποσvότητα φωτοβολταϊκών σvτο
δίκτυο τα οποία έχουν πολύ χαμηλό οριακό κόσvτος και άρα μέσvω του φαινομένου του κανιβαλισvμού
τιμών, οι τιμές ηλεκτρικής ενέργειας μειώνονται (Ορισvμοί 1.10 και 1.11). Στην Εικόνα 4.1i φαίνονται
κάποιες ενδεικτικές ημέρες που παρατηρείται αυτό το φαινόμενο. Για να έχουμε ωσvτόσvο μια πιο
καθαρή εικόνα και να επιβεβαιώσvουμε αν όντως ισvχύει ή όχι αυτό το φαινόμενο εργαζόμασvτε ως εξής:
Παίρνουμε τους μέσvους όρους των τιμών ανα ώρα και με αυτό τον τρόπο καταλήγουμε σvε 24 τιμές
όπου κάθε μια θα μας δίνει μια αντιπροσvωπευτική τιμή της ηλεκτρικής ενέργειας ανα ώρα. Το σvχετικό
γράφημα υπάρχει σvτην Εικόνα 4.1ii όπου και μπορεί κάποιος να δεί οτι οτι το φαινόμενο των 2 τοπικών
μεγίσvτων και του ενός τοπικού ελαχίσvτου είναι σvαφές οτι υπάρχει.

Εικόνα (i) Εικόνα (ii)

Εικόνα 4.1: Ενδεικτικές ωριαίες τιμές ημερών (αρισvτερά) και μέσvοι όροι ωριαίων τιμών ανα ώρα
(δεξιά).

4.2 Εύρεσvη Κατάλληλου Μοντέλου

Σαν ένα πρώτο μοντέλο που θα προσvπαθήσvουμε να δούμε αν ταιριάζει ή όχι σvτα δεδομένα
μας το μοντέλο της κανονικής κατανομής. Πιο σvυγκεκριμένα θα ελέγξουμε αν οι τιμές

(
Xh
d

)
που

περιγράφονται σvτη σvχέσvη (4.1) ακολουθούν την κανονική κατανομή. Με τις εκτιμήτριες που υπάρχουν
σvτη σvχέσvη (3.7) θα ελέγξουμε κατα πόσvο μπορεί η κανονική κατανομή να περιγράψει τα δεδομένα.
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Αυτό θα γίνει μέσvω ενός QQ-Plot.
Εκτιμάμε λοιπόν τις παραμέτρους μέσvης τιμής και διασvποράς για όλες τις ώρες και ενδεικτικά

για τις χρονοσvειρές 3 ,6, 13 και 15 μέσvω QQ- Plots βλέπουμε σvτην Εικόνα 4.2 τα αποτελέσvματα.
Παρατηρούμε οτι η κατανομή δεν προσvαρμόζεται επαρκώς καλά σvτα δεδομένα. Για να την αποκ-
λείσvουμε ωσvτόσvο παρουσvιάζουμε για τις ίδιες χρονοσvειρές και τα αντίσvτοιχα ισvτογράμματα. Τα
αποτελέσvματα φαίνονται σvτην Εικόνα 4.3.
Παρατηρώντας και τα ισvτογράμματα, βλέπουμε οτι τα log returns των δεδομένων δεν ακολουθούν

την κανονική κατανομή. Αυτό μας κάνει να αναζητήσvουμε το μοντέλο σvε μια από τις κατατανομές της
κλάσvης Mean - Variance Mixtures. από την Εικόνα 4.3 μπορεί κανείς να δεί οτι η κατανομή των log
returns έχει μια ασvυμμετρία - κάτι το οποίο μας απορρίπτει μια σvυμμετρική κατανομή ως κατάλληλη.
Οι κατανομές που θα δοκιμάσvουμε θα είναι η Γενικευμένη Υπερβολική, η Variance - Gamma, η Υπ-
ερβολική κατανομή, η Κανονική - Αντίσvτροφη Γκαουσvιανή κατανομή και η Hyperbolic Αsymmetric
(Student’s) t κατανομή. Για λόγους πληρότητας θα σvυμπεριληφθεί και η κανονική. Για την προσ-
vαρμογή των παραμέτρων θα χρησvιμοποιήσvουμε τον αλγόριθμο SANN που παρουσvιάσvτηκε σvτο 3.5.
Ως πρώτο κριτήριο επιλογής της κατάλληλης κατανομής που θα περιγράφει την κάθε χρονοσvειρά
θα χρησvιμοποιήσvουμε το AIC. Στις Εικόνες 4.4, 4.5 και 4.6 φαίνονται τα αποτελέσvματα για κάθε
χρονοσvειρά. Τα αποτελέσvματα αναδεικνύουν τις κατανομές Γενικευμένη Υπερβολική, Υπερβολική,
Hyperbolic Αsymmetric (Student’s) t,Variance - Gamma και την Κανονική - Αντίσvτροφη Γκαουσ-
vιανή κατανομή να μην έχουν καμία μεγάλη διαφορά σvτην τιμή του κριτηρίου AIC. Σε αυτό το σvημείο να
αναφερθεί οτι και μέσvω του κριτηρίου AIC φαίνεται οτι η κανονική κατανομή δεν μπορεί να περιγράψει
επαρκώς τα δεδομένα. Στις περιπτώσvεις των χρονοσvειρών 4 και 5 όπου η Variance - Gamma δείχνει
να έχει αισvθητά καλύτερη τιμή κριτηρίου AIC, όπως παρατηρούμε σvτα Ισvτογράμματα και QQ- Plots
των αντίσvτοιχων χρονοσvειρών σvτην Εικόνα 4.7, δείχνει να μην προσvαρμόζεται τόσvο καλα σvτην πραγ-
ματικότητα. Παρατηρώντας τα αντίσvτοιχα ισvτογράμματα και QQ-Plots των υπολοίπων κατανομών, τα
αποτελέσvματα δείχνουν να είναι πανομοιότυπα. Ως αποτέλεσvμα αυτού, θα επιλέξουμε τη Γενικευμένη
Υπερβολική ως την κατανομή με την οποία θα σvυνεχίσvουμε την ανάλυσvή μας. Λαμβάνοντας υπόψιν τα
πρoαναφερθέντα αποτελέσvματα, ο κυριότερος λόγος που την επιλέγουμε είναι οτι αποτελείται από 5
παραμέτρους - κάτι το οποίο δίνει μια παραπάνω προσvαρμοσvτικότητα σvτο μοντέλο μας. Στις Εικόνες
4.8, 4.9 και 4.10 μπορεί κανείς να δεί τα ισvτογράμματα που δείχνουν τη Γενικευμένη Υπερβολική
κατανομή να περιγράφει αρκετά καλά τα δεδομένα. Αντίσvτοιχα σvτις Εικόνες 4.11, 4.12 και 4.13
φαίνονται τα QQ-Plots ενώ σvτις Εικόνες 4.14, 4.15 και 4.16 τα αντίσvτοιχα log-plots που και αυτά με
τη σvειρά τους αποτελούν ένδειξη καλής προσvαρμογής.
Λαμβάνοντας υπόψιν όλα τα παραπάνω, δείξαμε ότι για κάθε d ∈ {1, ..., N} ισvχύει ότι Xh

d ∼
GHh(λ, α, β, δ, µ) := GH(λh, αh, βh, δh, µh) με h ∈ {1..., 24}.
Σημειώνουμε οτι βάσvει της ημερήσvιας κίνησvης των τιμών, θα περιμέναμε μια κατανομή όπου θα

έχει μεγαλύτερη πυκνότητα σvτον θετικό ημιάξονα. Αυτό θα περιμέναμε να σvυμβαίνει καθώς πχ σvτο
διάσvτημα ωρών 5-9 όπου η τιμή ηλεκτρικής ενέργειας έχει μια αύξουσvα πορεία, περιμένουμε με μία
πιθανότητα μεγαλύτερη του 0.5 να ισvχύει ότι Sh+1

d > Shd ⇒ ln
(
Sh+1
d

Shd

)
> 0.
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii)

Εικόνα (iii) Εικόνα (iv)

Εικόνα 4.2: Ενδεικτικά QQ Plots Κανονικής κατανομής ωρών 3,6,13,15
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii)

Εικόνα (iii) Εικόνα (iv)

Εικόνα 4.3: Ενδεικτικά Ισvτογράμματα Κανονικής κατανομής ωρών 3,6,13,15
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.4: Κριτήρια AIC διαφόρων κατανομών σvτις ώρες 1 εώς 9
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.5: Κριτήρια AIC διαφόρων κατανομών σvτις ώρες 10 εώς 18
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα 4.6: Κριτήρια AIC διαφόρων κατανομών σvτις ώρες 19 εώς 24
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii)

Εικόνα (iii) Εικόνα (iv)

Εικόνα 4.7: Ενδεικτικά Ισvτογράμματα και QQ Plots Variance Gamma ωρών 4 και 5
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.8: Ισvτογράμματα Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 1 εώς 9
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.9: Ισvτογράμματα Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 10 εώς 18
77



Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα 4.10: Ισvτογράμματα Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 19 εώς 24
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.11: QQ Plots Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 1 εώς 9
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.12: QQ Plots Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 10 εώς 18
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα 4.13: QQ Plots Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 19 εώς 24
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.14: Log Plots Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 1 εώς 9
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα (vii) Εικόνα (viii) Εικόνα (ix)

Εικόνα 4.15: Log Plots Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 10 εώς 18
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Εικόνα (i) Εικόνα (ii) Εικόνα (iii)

Εικόνα (iv) Εικόνα (v) Εικόνα (vi)

Εικόνα 4.16: Log Plots Γενικευμένης Υπερβολικής κατανομής ωρών 19 εώς 24
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4.3 Ποσvοτικοποίησvη του Ρίσvκου

΄Οπως αναφέραμε και σvτην εισvαγωγή αυτού του κεφαλαίου, σvκοπός είναι η ποσvοτικοποίησvη του
ρίσvκου που σvχετίζεται με το προφίλ. Παίρνοντας σvαν χρονικό ορίζοντα έναν χρόνο ή αλλιώς 8760
ώρες, η ποσvότητα αυτή είναι η

Z(ω) =
8760∑
h=1

genh(ω)sh(ω) =
365∑
d=1

24∑
t=1

gent(ω)s
t
d(ω) (4.2)

όπου ω είναι κάποιο σvενάριο, genh(ω) η παραγωγή της μονάδας παραγωγής ΑΠΕ την ώρα h υπο
το σvενάριο ω και sh(ω) η τιμή της ηλεκτρικής ενέργειας την ώρα h υπο το σvενάριο ω. Σαν φυσvικό
μέγεθος, η Z(ω) αντιπροσvωπεύει το εισvόδημα της μονάδας παραγωγής ΑΠΕ σvε ένα έτος, καθώς για
κάθε ώρα h θα έχει εισvόδημα gent(ω)std(ω), δηλαδή την παραγωγή επί την τιμή ηλεκτρικής ενέργειας.
Για λόγους ομοιομορφίας του κειμένου, από εδώ και σvτο εξής θα σvυμβολίζουμε την τιμη της ηλεκτρικής
ενέργειας σvαν sh(ω) αντί για Sh(ω). Σημειώνουμε οτι η Z(ω) είναι μια τυχαία μεταβλητή ως άθροισvμα
γινομένου τυχαίων μεταβλητών.
Για να ποσvοτικοποιήσvουμε το ρίσvκο αυτής της ποσvότητας λοιπόν θα χρησvιμοποιήσvουμε τα μέτρα

ρίσvκου, έτσvι το ρίσvκο που θα αντισvτοιχεί σvε αυτή την ποσvότητα είναι το ρ(Z(ω)) και όπως έγινε
και αναφορά σvτο δεύτερο κεφάλαιο, η σvυγκεκριμένη ποσvότητα αντισvτοχεί σvτο ποσvό που πρέπει να
προσvτεθεί σvτην ποσvότητα Z(ω) ώσvτε να γίνει δεκτή από κάποια εποπτική αρχή.
Επισvτρέφωντας σvτο πρόβλημα τώρα, για να καταφέρουμε να έχουμε ένα ρίσvκο προφίλ μικρότερο

ή ίσvο του μηδέν, θα χρειασvτεί να προσvτεθεί μια τιμή ασvφαλίσvτρου σvτην strike price που δίνει κιλο-
βατώρα ο αγορασvτής σvτον παραγωγό της μονάδας ΑΠΕ. Η ελάχισvτη τιμή του ασvφαλίσvτρου, που θα
σvυμβολισvτεί µ και θα έχει μονάδα €/KWh (η ίδια μονάδα με την strike price), θα είναι η ελάχισvτη
ποσvότητα που όταν πολλαπλασvιασvτεί με ολήκληρη την ετήσvια παραγωγή της μονάδας ΑΠΕ, θα μας
δώσvει μια τιμή ρίσvκου μικρότερη ή ίσvη του 0. Εκφράζοντας μαθηματικά το προβλημα τώρα έχουμε

Minµ ώσvτε ρ(Z(ω) + µg(ω)) ≤ 0 (4.3)

όπου g(ω) =
8760∑
h=1

genh(ω) είναι η ετήσvια παραγωγή υπο το σvενάριο ω.

Σημειώνουμε τώρα για τους σvκοπούς του σvυγκεκριμένου προβλήματος θα θεωρήσvουμε την ωριαία
παραγωγή σvταθερή και άρα δε θα εξαρτάται από το σvενάριο ω. Σε αυτή την περίπτωσvη έχουμε για

την ποσvότητα της σvχέσvης (4.2) έχουμε ότι Z(ω) =
8760∑
h=1

genhsh(ω) =
365∑
d=1

24∑
t=1

gents
t
d(ω) και σvυνεπώς

η ετήσvια παραγωγή g(ω) δε θα εξαρτάται ούτε αυτή από το σvενάριο ω. Σημειώνουμε οτι η Z(ω)
παραμένει τυχαία μεταβλητή ώς άθροισvμα γινομένου τυχαίων μεταβλητών με αριθμούς. ΄Εχοντας
αυτές τις σvυνθήκες, εκμεταλλευόμενοι τώρα την ιδιότητα Translation Invariance που είδαμε σvτο
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δεύτερο Κεφάλαιο, το Πρόβλημα (4.3) γίνεται

ρ(Z(ω) + µg) ≤ 0⇔ ρ(Z(ω))− µg ≤ 0⇔ µ ≥ ρ(Z(ω))

g
.

Επομένως για να μην έχει ο παραγωγός ζημιές που να προέρχονται από το ρίσvκο προφίλ, το
ελάχισvτο ποσvό ασvφαλίσvτηρίου που πρέπει να καταβάλλει ανα κιλοβατώρα ο αγορασvτής είναι µmin =
ρ(Z(ω))

g
και το πρόβλημα λοιπόν ανάγεται σvτο να βρεθεί η τιμή ρ(Z(ω)). Για να επιτευχθεί αυτό θα

χρησvιμοποιήσvουμε το μέτρο ρίσvκου Expected Shortfall που είναι ένα σvυνεπές μέτρο ρίσvκου. Θα
υπολογίσvουμε την ποσvότητα ESa(Z(ω)), για a ∈ (0, 1). Σύμφωνα με τη θεωρία που αναπτύχθηκε
σvτο δεύτερο Κεφάλαιο σvχετικά με τα σvυγκεκριμένα μέτρα ρίσvκου, για να βρούμε τη σvυγκεκριμένη
ποσvότητα πρέπει να γνωρίζουμε την κατανομή του Z(ω). Καθώς αυτό, λόγω του τύπου της Z(ω) δεν
μπορεί να επιτευχθεί, με την παρακάτω Πρότασvη μπορούμε να την προσvεγγίσvουμε αριθμητικά .

Πρόταση 4.1. Θεωρούμε κάποιο σvυγκεκριμένο a ∈ (0, 1), X μια πραγματική τυχαία μεταβλητή με
E[X] <∞ και (X1, ..., Xn) μια τυχαία ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν
την ίδια κατανομή με την X.

Tότε με πιθανότητα 1 ισvχύει ότι

lim
n→+∞

⌊na⌋∑
i=1

Xi:n

⌊na⌋
= E(X|X ≤ qa(X)) (4.4)

όπου X1:n ≥ X2:n ≥ · · · ≥ Xn:n τα διατεταγμένα σvτατισvτικά της ακολουθίας (X1, ..., Xn).
Σημειώνουμε οτι με ⌊na⌋ σvυμβολίζουμε τον μέγισvτο ακέραιο που δεν ξεπερνά τον αριθμό na ή
αλλιώς ⌊na⌋ = sup {z ∈ Z | z ≤ na}.

Η απόδειξη της παραπάνω Πρότασvης βρίσvκεται σvτην Πρότασvη 4.1 εδώ [27].
Λαμβάνοντας υπόψιν λοιπόν την Πρότασvη 4.1, αρκεί να μπορέσvουμε να παράξουμε μια ακολουθία

ψευδοτυχαίων μεταβλητών Z1, ..., Zn που να έχουν την ίδια κατανομή με τη Z. Παρουσvιάζεται η
μέθοδος που θα υλοποιηθεί αυτό. ΄Εχουμε ότι

Z(ω) =
8760∑
h=1

genhsh(ω) =
365∑
d=1

24∑
t=1

gents
t
d(ω).

Στο 4.2 δείξαμε πώς το μοντέλο της σvχέσvης (4.1) μπορεί να περιγραφεί επαρκώς καλά αν θεωρήσvουμε
24 διαφορετικές Γενικευμένες Υπερβολικές κατανομές, μία για κάθε ώρα. Δηλαδή

ln
(
sh+1
d

shd

)
∼ GHh+1(λ, α, β, δ, µ), h = 1, 2, ..., 23

ln
(
s1d+1

s24d

)
∼ GH1(λ, α, β, δ, µ), h = 24.
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Θεωρώντας τη μέρα d λοιπόν, για h = 1, 2, ..., 23 παίρνουμε ψευδoτυχαίο δείγμα από την
GHh+1(λ, α, β, δ, µ) , έσvτω qh+1

d ενώ για h = 24 παίρνουμε ψευδoτυχαίο δείγμα από την
GH1(λ, α, β, δ, µ) , έσvτω q1d+1. Τότε για h = 1, 2, ..., 23

ln
(
sh+1
d

shd

)
= qh+1

d ⇔ sh+1
d = shde

qh+1
d = sh−1

d eq
h
d eq

h+1
d = · · · = s1d

h+1∏
i=2

eq
i
d

⇔ sh+1
d = s1d

h+1∏
i=2

eq
i
d

και το ωριαίo εισvόδημα μέρας d και ώρας h+ 1 είναι ίσvο με

sh+1
d genh+1 = genh+1s

1
d

h+1∏
i=2

eq
i
d .

Αντίσvτοιχα για h = 24

ln
(
s1d+1

s24d

)
= q1d+1 ⇔ s1d+1 = s24d e

q1d+1

και το ωριαίo εισvόδημα αυτής της μέρας d+ 1 και ώρας 1 είναι ίσvο με

s1d+1gen1 = gen1s
1
de
q1d+1

24∏
i=2

eq
i
d .

και άρα το άθροισvμα των εσvόδων για μια ημέρα είναι ίσvο με

23∑
h=1

ph+1
d genh+1 + s1d+1gen1 =

23∑
h=1

s1dgenh+1

h+1∏
i=2

eq
i
d + gen1s

1
de
q1d+1

24∏
i=2

eq
i
d

Αν θέλουμε να υπολογίσvουμε το σvυνολικό εισvόδημα σvε ένα διάσvτημα 1 έτους , δηλαδη 365 ημερών
θα έιχαμε ότι

365∑
d=1

24∑
t=1

gents
t
d(ω) = s11 +

365∑
d=1

[
23∑
h=1

s1dgenh+1

h+1∏
i=2

eq
i
d

]
+

364∑
d=1

[
gen1s

1
de
q1d+1

24∏
i=2

eq
i
d

]
. (4.5)

Συνοψίζοντας λοιπόν, παράγοντας n φορές την τιμη τιμή Z(ω) =
365∑
d=1

24∑
t=1

gents
t
d(ω) μέσvω της

σvχέσvης (4.5), εκμεταλλευόμασvτε τη σvχέσvη (4.4) και παίρνοντας τις ⌊a · n⌋ μικρότερες τιμές (πχ
a=0.05) μπορούμε να κάνουμε μια εκτίμησvη της τιμής ESa(Z(ω)).
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4.4 Μέθοδος Monte Carlo
Καθώς δεν μπορούμε να βρούμε την ακριβή τιμή ESa(Z), θα την προσvεγγίσvουμε μέσvω υλοποιήσvεων
αριθμητικά - κάτι το οποίο θα γίνει μέσvω της σvχέσvης (4.4). Στην πραγματικότητα ωσvτόσvο χρειάζεται
ένας εξαιρετικά μεγάλος αριθμος προσvομοιώσvεων για να δούμε μια εικόνα σvαφούς σvύγκλισvης. Επειδή
αυτό δεν είναι σvυνήθως εφικτό λόγω της περιορισvμένης υπολογισvτικής ισvχύος, αυτό που θέλουμε
είναι να ελέγξουμε το σvφάλμα. Πιο σvυγκεκριμένα μας ενδιαφέρει να κάνουμε μια εκτίμησvη του μέσvω
φραγμάτων-διασvτημάτων εμπισvτοσvύνης αλλα και να δούμε πόσvο γρήγορα αυτό τείνει προς το μηδέν όσvο
αυξάνουμε τον αριθμό των προσvομοιώσvεων. Για το λόγο αυτό θα εισvάγουμε το σvφάλμα ολοκλήρωσvης
Monte Carlo.

en = en(Z) = E(Z)− En(Z)

όπου En(Z) =

n∑
i=1

Zi

n
= Z και (Z1, ..., Zn) η ακολουθία των σvτατισvτικών που ακολουθούν τη ίδια

κατανομή με τη Z και που προέκυψαν από τις προσvομοιώσvεις. Σημειώνουμε επίσvης ότι η εκτιμήτρια

ESn(Z) είναι αμερόληπτη καθώς ισvχύει E[Z] =

E


n∑
i=1

Zi


n

= E[Z] και άρα E[en] = 0. Για το Μέσvο
Τετραγωνικό Σφάλμα (Mean Square Error) και τη ρίζα (Root Mean Square Error) του λοιπόν έχουμε
ότι

MSE[En(Z)] = E[e2n] και RMSE[En(Z)] =
√
E[e2n]

Η σvχέσvη (4.4) δοθέντος ότι E[Z] <∞ μας δίνει κάποια φράγματα για το σvφάλμα όπως και πληροφία
για την τάξη σvύγκλισvης όπως θα δούμε σvτην παρακάτω πρότασvη.

Πρόταση 4.2. Θεωρούμε σ = σ(Z) <∞ την τυπική απόκλισvη της τ.μ. Z. Τότε η ρίζα του Μέσvου
Τετραγωνικού Σφάλματος ικανοποιεί τη σvχέσvη

E[en(Z)
2]1/2 =

σ√
n
.

Επιπλέον η τιμή
√
nen(Z) ακολουθεί ασvυμπτωτικά την κανονική κατανομή με μέσvη τιμή 0 και

τυπική απόκλισvη σ(Z)
΄Ετσvι λοιπόν για σvταθερές a < b ∈ Rέχουμε ότι

lim
n→∞

P
(
σa√
n
< en <

σb√
n

)
= Φ(b)− Φ(a) (4.6)

όπου Φ(·) είναι η σvυνάρτησvη κατανομής της τυπικής κανονικής κατανομής.
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Η απόδειξη της παραπάνω Πρότασvης βρίσvκεται εδώ [28, p.14].
Για να εκτιμήσvουμε την τυπική απόκλισvη της Πρότασvης 4.2 τώρα θα χρησvιμοποιήσvουμε την

παρακάτω Πρότασvη.

Πρόταση 4.3. Mια αμερόληπτη εκτιμήτρια της σ2(Z) είναι

σ2
n(Z) =

1

n− 1

n∑
i=1

(
Zi − Z

)2
Απόδειξη.

E

[
1

n− 1

n∑
i=1

(Zi − Z)2
]
=

1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Zi − Z)2
]
=

1

n− 1
E

[
n∑
i=1

(Z2
i − 2ZiZ + Z

2
)

]

=
1

n− 1

(
E

[
n∑
i=1

Z2
i

]
− 2E

[
Z

n∑
i=1

Zi

]
+ E

[
n∑
i=1

Z
2

])
=

1

n− 1

(
E

[
n∑
i=1

Z2
i

]
− 2nE

[
Z

2
]
+ nE

[
Z

2
])

=
1

n− 1

(
n∑
i=1

E
[
Z2
i

]
− 2nE

[
Z

2
])

=
1

n− 1

(
n∑
i=1

[
E
[
Z2
i

]
− E[Z2

]
])

΄Εχουμε τώρα από το Λήμμα 3.7 ότι

E
[
Z2
i

]
= V ar[Zi] + E[Zi]

2 = σ2 + E[Zi]
2 και E

[
Z

2
]
= V ar[Z] + E[Z]2

Aντίσvτοιχα επειδή τα δείγματα Z1, ..., Zn είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους ισvχύει από το Λήμμα 3.8 ο
τύπος

V ar

(
n∑
i=1

Zi

)
=

n∑
i=1

V ar(Zi)

επομένως

V ar[Z] = V ar

(
1

n

n∑
i=1

Zi

)
=

1

n2
V ar

(
n∑
i=1

Zi

)
=

1

n2

n∑
i=1

V ar (Zi) =
1

n2

n∑
i=1

σ2 =
σ2

n

Επιπλέον

E[Z] = E

[
1

n

n∑
i=1

Zi

]
=

1

n

n∑
i=1

E [Zi] = E[Z]
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Επομένως E
[
Z

2
]
= σ2

n
+ E[Z]2 και άρα

E

[
1

n− 1

n∑
i=1

(Zi − Z)2
]
=

1

n− 1

n∑
i=1

[
σ2 + E[Z]2 − σ2

n
− E[Z]2

]
=

1

n− 1

n∑
i=1

[
(n− 1)σ2

n

]
= σ2

Σχετικά με την ταχύτητα σvύγκλισvης έχουμε από την Παρατήρησvη 2.22 που βρίσvκεται εδώ [28] ότι
η ποσvότητα E[e2n]

1/2 σvυγκλίνει σvτο 0 όπως η 1/
√
n. Αυτό σvημαίνει οτι αν θέλουμε να μειώσvουμε το

παραπάνω σvφάλμα κατα μία τάξη μεγέθους, τότε πρέπει να αυξήσvουμε τον αριθμό των προσvομοιώσvεων
κατα 102. Με αυτόν τον τρόπο προκύπτει οτι η ταχύτητα σvύγκλισvης της Monte Carlo O

(
σ√
n

)
είναι

1/2.
Ενδιαφερόμασvτε τώρα να κατασvκευάσvουμε ένα διάσvτημα εμπισvτοσvύνης για να προσvεγγίσvουμε την

τιμή E(Z). Αν θέλουμε να εκτιμήσvουμε ενα 95% διάσvτημα εμπισvτοσvύνης, θα επιλέξουμε σvτη σvχέσvη
(4.6)σvαν α = 1.96 και b = −a και για σvαν εκτιμήτρια της τυπικής απόκλισvης σ θα επιλέξουμε την
αμερόληπτη εκτιμήτρια της Πρότασvης 4.3. Τότε θα λάβουμε ότι Φ(b)−Φ(a) = Φ(1.96)−Φ(−1.96) =
0.975− 0.025 = 0.95 και άρα

P
(
−1.96σn√

n
< en <

1.96σn√
n

)
= 0.95⇔

P
(
−1.96σn√

n
< E(Z)− En(Z) <

1.96σn√
n

)
= 0.95⇔

P
(
En(Z)−

1.96σn√
n

< E(Z) < En(Z) +
1.96σn√

n

)
= 0.95 (4.7)

Ουσvιασvτικά από την παραπάνω σvχέσvη μπορούμε να σvυμπεράνουμε οτι η άγνωσvτη ποσvότητα E(Z)
κυμαίνεται σvτο διάσvτημα [

En(Z)−
1.96σn√

n
,En(Z) +

1.96σn√
n

]
(4.8)

με πιθανότητα 95%.
Σημειώνουμε επίσvης οτι αν θέλουμε άλλο επίπεδο εμπισvτοσvύνης α διαφορετικό του 95%, τότε

πρέπει να βρούμε έναν αριθμό A τέτοιο φ(A) = 1− 1−a
2

. Σε αυτή την περίπτωσvη θα έχουμε τη σvχέσvη
(4.7) να έχει τη μορφή

P
(
En(Z)−

Aσn√
n
< E(Z) < En(Z) +

Aσn√
n

)
= a. (4.9)
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Στην περίπτωσvη μας όπου έχουμε τη δεσvμευμένη τιμή (δηλαδή το μέτρο ρίσvκου Expected Short-
fall) ES(Z) = E(Z|Z ≤ qa(Z)), θα ισvχύει κατα πλήρη αντισvτοιχία με πριν η ανάλυσvη και οι ιδιότητες

για τα σvφάλματα. Η διαφορά είναι ότι για την ποσvότητα

n∑
i=1

Zi

n
, θα έχουμε την

⌊na⌋∑
i=1

Zi:n

⌊na⌋ όπου
Z1:n ≥ Z2:n ≥ · · · ≥ Zn:n τα διατεταγμένα σvτατισvτικά της ακολουθίας (Z1, ..., Zn) που προέκυψαν από
τις προσvομοιώσvεις. Σχετικά με τον αριθμό των προσvομοιώσvεων τώρα, αυτός είναι πλέον ⌊na⌋ καθώς
ο δειγματικός μέσvος που παίρνουμε είναι σvτις ⌊na⌋ μικρότερες τιμές της ακολουθίας (Z1, ..., Zn).

4.5 Προσvομοίωσvη

΄Εχοντας αναλύσvει το πως θα εκτιμήσvουμε το ρίσvκο προφίλ, μένει η υλοποίησvη της μεθόδου. Οι
τιμές παραγωγής από ανεμογεννήτριες και φωτοβολταϊκά έχουν δοθεί από την εταιρεία ΜΥΤΙΛΗ-
ΝΑΙΟΣ Α.Ε.. Πιο σvυγκεκριμένα έχουμε 24 τιμές που αντισvτοιχούν σvτη μέσvη παραγωγή ανα ώρα ενός
αιολικού πάρκου και 24 αντίσvτοιχες τιμές για τα φωτοβολταϊκά, τα γραφήματά των οποίων βρίσvκονται
σvτις Εικόνες [] και []. Η υλοποίησvη του κώδικα που περιγράφεται παραπάνω έγινε σvτη γλώσvσvα προ-
γραμματισvμού R. Στις Εικόνες 4.18 και 4.19 βλέπουμε την τιμή του ασvφαλίσvτρου για την περίπτωσvη
των ανεμογενητριών και των φωτοβολταϊκών αντίσvτοιχα σvυναρτήσvει του αριθμού των προσvομοιώσvεων
που κάνουμε.
Παρατηρούμε αρχικά ότι όσvο μεγαλώνει ο αριθμός των προσvομοιώσvεων, η τιμή του ασvφαλίσvτρου

και σvτις δύο περιπτώσvεις εμφανίζει κάποια τάσvη για σvύγκλισvη, ωσvτόσvο καθως ο χρόνος εκτέλεσvης από
ένα σvημείο και έπειτα ήταν εξαιρετικά μεγάλος, οι προσvομοιώσvεις σvταμάτησvαν καθώς φτάσvαμε σvε μια
επιθυμητή ακρίβεια. Στη μπλέ γραμμή και των δύο εικόνων, όπως αναγράφεται και σvε αυτές, μπορεί
κανείς να δει τον δειγματικό μέσvο, όπως και το γεγονός οτι οι τιμές του ασvφαλίσvτρου όσvο ανεβαίνει ο
αριθμος των προσvομοιώσvεων προσvεγγίζουν όλο και περισvσvότερο τη γραμμή του δειγματικού μέσvου.
Σχετικά με τα διασvτήματα εμπισvτοσvύνης τώρα, εκμεταλλευόμασvτε την Πρότασvη 4.2. Για να προσvεγ-
γίσvουμε επαρκώς καλά την τιμή ασvφαλίσvτρων και σvτις δύο περιπτώσvεις πήραμε έναν αρκετά μεγάλο
αριθμό επαναλήψεων για να ξέρουμε οτι η τιμή μας είναι αρκετά κοντά σvτην πραγματική (13.090.000
σvυγκεκριμένα).

Bλέπουμε οτι η γραμμή του δειγματικού μέσvου είναι μέσvα σvτο χωρίο που σvχηματίζεται από τα 95%
διασvτήματα εμπισvτοσvύνης - πράγμα που μας δείχνει ότι μέσvω των διασvτημάτων μπορούμε να προσvεγ-
γίσvουμε την τιμή και μάλισvτα όσvο μεγαλύτερος είναι ο αριθμός των επαναλήψεων, τόσvο καλύτερη είναι
η εκτίμησvη της τιμής. Το σvυμπέρασvμα αυτό επιβεβαιώνεται από τη σvχέσvη[

ESa,n(Z)−
1.96σ⌊na⌋√
⌊na⌋

, ESa,n(Z) +
1.96σa,n√
⌊na⌋

]
της θεωρίας ενώ οι όροι En(Z), σn αρχίζουν και σvυγκλίνουν, ο όρος

√
⌊na⌋ αυξάνεται. Σημειώνουμε

σvε αυτό το σvημείο για αποφυγή σvύγχυσvης, οτι ο όρος a της παραπάνω σvχέσvης που εδώ ισvούται με 0.05
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Ανεμογεννήτριες Φωτοβολταϊκά

-0.5002 -0.4995

Πίνακας 1: Πίνακας τιμών ταχύτητας σvύγκλισvης για Ανεμογεννήτριες και Φωτοβολταϊκά

σvχετίζεται με τον τρόπο που ορίζεται το μέτρο ρίσvκου Expected Shortfall και όχι με το 95% διάσvτημα
εμπισvτοσvύνης. Τέλος, αναφορικά με την ταχύτητα σvύγκλισvης, εργασvτήκαμε ώς εξής: Γνωρίζουμε από
τη θεωρία Monte Carlo οτι η ποσvότητα E[e2n]1/2 σvυγκλίνει σvτο 0 όπως η 1/

√
n. Επομένως θα ισvχύει

κατα προσvέγγισvη η σvχέσvη E[e2n]
1/2

1/
√
n

= k για κάποια σvταθερά k. Tότε η σvχέσvη αυτή μετατρέπεται σvτην

log
(
E[e2n]

1/2
)
= log k − 1

2
log (n)

δηλαδή η εικόνα του λογαριθμημένου RMSE σvυναρτήσvει του λογαριθμημένου αριθμού επαναλήψεων
είναι μια ευθεία με κλίσvη −1/2. Στις Εικόνες 4.20 και 4.21 βλέπουμε οτι σvε λογαριθμική κλίμακα, η
κλίσvη της ευθείας που είναι ουσvιασvτικά η ταχύτητα σvύγκλισvης παραμένει σvταθερή. Για να παράξουμε
τις τιμές της κλίσvης των ευθειών που προκύπτουν από τα δεδομένα εφαρμόζουμε τη μέθοδο των
ελαχίσvτων τετραγώνων. Παίρνοντας την απόλυτη τιμή τους για να έχουμε την ταχύτητα σvύγκλισvης
τιε παρουσvιάζουμε σvτον παρακάτω Πίνακα 1.

Εικόνα (i) Mέσvη παραγωγή ανα ώρα σvε Ανεμογεννήτριες Εικόνα (ii) Mέσvη παραγωγή ανα ώρα σvε φωτοβολταϊκά

Εικόνα 4.17: Mέσvη παραγωγή ανα ώρα σvε Ανεμογεννήτριες και Φωτοβολταϊκά
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Εικόνα 4.18: Εκτίμησvη τιμής Ασvφαλίσvτρου Ανεμογεννητριών
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Εικόνα 4.19: Εκτίμησvη τιμής Ασvφαλίσvτρου Φωτοβολταϊκών
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Εικόνα 4.20: Ταχύτητα Σύγκλισvης τιμής Ασvφαλίσvτρου Ανεμογεννητριών

Εικόνα 4.21: Ταχύτητα Σύγκλισvης τιμής Ασvφαλίσvτρου Φωτοβολταϊκών
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4.6 Συμπεράσvματα

΄Οπως αναφέραμε και σvτην αρχή, η τιμή ασvφαλίσvτρου είναι το ποσvό που πρέπει επιπλέον του Strike
price να πληρώσvει ο αγορασvτής ώσvτε το project να γίνει κερδοφόρο για μια δοθείσvα ανοχή σvτο
ρίσvκο. Στη σvχέσvη (4.3) φαίνεται η μαθηματική έκφρασvη αυτού του προβλήματος όπου μπορεί κανείς
να δεί οτι πρόκειται πλέον για ένα πρόβλημα βελτισvτοποίησvης, το οποίο με τη σvειρά του ανάγεται σvτην
ποσvοτικοποίησvη του ρίσvκου που σvχετίζεται με τα έσvοδα της μονάδας παραγωγής ΑΠΕ. Η αδυναμία
ενός απευθείας τρόπου υπολογισvμού της ποσvότητας αυτής μας οδήγησvε σvτην προσvέγγισvή της μέσvω
προσvομοιώσvεων. Λαμβάνοντας υπόψιν τώρα την Πρότασvη (4.1) μπορούμε με έναν μεγάλο αριθμό
προσvομοιώσvεων να προσvεγγίσvουμε επαρκώς καλά αυτή την τιμή- πράγμα που μπορεί να φανεί σvτις
Εικόνες 4.18 και 4.19. Συνοψίζοντας λοιπόν όλα τα παραπάνω, η μικρή τιμή ασvφαλίσvτρου μας δείχνει
οτι η μέθοδος που αναπτύχθηκε κατάφερε να καλύψει το ρίσvκο προφίλ που σvυνδέει τα σvυμβόλαια
PPA με μια αρκετά ανταγωνισvτική για την αγορά τιμή. Σχετικά με τις τιμές ασvφαλίσvτρου, η τιμή
ασvφαλίσvτρου για τα φωτοβολταϊκά που προέκυψε 0.548, ελαφρώς υψηλότερο από την αντίσvτοιχη
τιμή ασvφαλίσvτρου για τις ανεμογεννήτριες που είναι 0.543. Η αιτία αποδίδεται σvτο γεγονός ότι τα
φωτοβολταϊκά είναι πιο εκτεθημένα σvτο ρίσvκο προφίλ διότι τις μεσvημεριανες ώρες που λειτουργούν
με την μεγαλύτερη ισvχύ της μέρας, η τιμή της ενέργειας είναι χαμηλότερη απ ότι τις υπόλοιπες ώρες
όπως αυτό φάνηκε και σvτην Εικόνα 4.1ii. Eπομένως χρειάζεται μια μεγαλύτερη τιμή ασvφαλίσvτρου για
να καλυφθεί αυτή η μορφή ρίσvκου.
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Συντομογραφίες

Cov Covariance

EAC Energy Attribute Certificates

EM Expextation Maximization

GH Generalized Hyperbolic

GIG Generalized inverse Gaussian distribution

GoO Guarantee of Origin

IPP Indepedent Power Producer

kWh kilowatt hour

MCECM Multi-Cycle, Expectation, Conditional Maximization

MLE Maximum Likelihood Estimator

MSE Mean Square Error

NIG Normal-inverse Gaussian distribution

qm quadratic mean

RMSE Root Mean Square Error

SANN Solid Angle based Nearest Neighbor

SPV Special Purpose Vehicle

Var Variance

VG Variance Gamma distribution
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