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Σύνοψη

H παρούσα εργασία πραγματεύεται τις μεϑόδους υποχώρων Krylov για την

επίλυση μη συμμετριkών πολυωνυμιkών προβλημάτων ιδιοτιμών. Η δομή της

εργασίας είναι ως εξής: Στο πρώτο kεφάλαιο παρατίϑενται βασιkές εισαγ-

ωγιkές έννοιες από τις περιοχές της Γραμμιkής Άλγεβρας kαι της Ανάλυσης

Πινάkων. Στο δεύτερο kεφάλαιο εισάγεται το ϑεωρητιkό πλαίσιο των προβο-

λιkών διαδιkασιών, διαδιkασιών τύπου Rayleigh-Ritz για την προσέγγιση της

ιδιοπληροφορίας στην περίπτωση των γραμμιkών ιδιο-προβλημάτων kαι πραγ-

ματοποιείται μια εισαγωγή στις ϑεωρητιkές ιδιότητες των υποχώρων Krylov.

΄Επειτα περιγράφεται η kατασkευή της διαδιkασίας Arnoldi αkολουϑούμενη

από την μέϑοδο Arnoldi, στην συνέχεια παρουσιάζονται δύο σχήματα επανεk-

kίνησης, το σχήμα Implicit επανεkkίνησης για την διαδιkασία Arnoldi kαι το

σχήμα Krylov-Schur για διασπάσεις Krylov. Τέλος, παρατίϑεται η μη συμμετριkή

εkδοχή της διαδιkασίας Lanczos. Το τρίτο kεφάλαιο επιkεντρώνεται στις δι-

αδιkασίες kαι μεϑόδους τύπου Arnoldi για την επίλυση των πολυωνυμιkών

προβλημάτων ιδιοτιμών, επεkτείνοντας το ϑεωρητιkό πλαίσιο που είχε αναπ-

τυχϑεί στο δεύτερο kεφάλαιο. Πιο αναλυτιkά, εισάγονται οι γενιkευμένοι υπ-

όχωροι Krylov kαι η εφαρμογή των ορϑών προβολιkών διαδιkασιών σε αυτούς.

΄Επειτα γίνεται μια σύντομη εισαγωγή στην γραμμιkοποίηση πολυωνυμιkών

προβλημάτων, kατασkευάζονται οι γενιkευμένες μέϑοδοι Arnoldi. Εφαρμόζον-

τας την τεχνιkή των refined προβολών kατασkευάζονται οι refined γενιkευμένες

μεϑόδοι Arnoldi. Ολοkληρώνοντας επεkτείνεται το implicit σχήμα επανεkkίνησης

δίνοντας έμφαση στην στρατηγιkές επιλογής των τιμών φίλτρου.
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Abstract

This thesis presents Krylov methods utilized for approximating solutions of non-

symmetric, polynomial, eigenvalue problems. The first chapter consists of intro-

ductory concepts from the fields of Linear Algebra and Matrix Analysis. The sec-

ond chapter introduces the theoretical framework of projection methods, Rayleigh-

Ritz method and some useful properties of the Krylov subspaces. The rest of the

chapter describes the construction of the Arnoldi process and the Arnoldi method

followed by the introduction of the implicit restarted schema and the krylov-Schur

method. The final part constructs the non-Hermitian Lanczos method. The third

chapter generalizes the aforementioned Arnoldi methods for the non-symmetric,

polynomial, eigenvalue problems. Firstly, the theoretical framework of projection

methods and Krylov subspaces is expanded to include the generalized Krylov sub-

spaces. The rest of the third chapter constructs the generalized Arnoldi method,

refined generalized Arnoldi method and finally the implicit restarted schema is ex-

paned to the polynomial eigenvalue problem.
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Κεφάλαιο 1
Στοιχεία Γραμμιkής ΄Αλγεβρας

Σε αυτό το εισαγωγιkό kεφάλαιο ϑα παρατεϑούν βασιkοί ορισμοί των ϑεμελι-

ωδών στοιχείων που απαρτίζουν τόσο τους αλγόριϑμους που ϑα αναπτυχϑούν

στα επόμενα kεφάλαια άλλα kαι την αντίστοιχη ϑεωρία που τους συνοδευεί.

1 Διανυσματιkοί Χώροι

Ορισμός 1.1. (Διανυσματιkός Χώρος) Εστώ S ένα μη kενό σύνολο kαι F

το σώμα των πραγματιkών ή μιγαδιkών αριϑμών. Θεωρούμε την εσωτεριkή

πράξη της πρόσϑεσης + : S × S → S kαι την εξωτεριkή πράξη του βα-

ϑμωτού πολλαπλασιασμού · : F × S → S. Τότε η τριάδα (S,+, ·) kαλείται

διανυσματιkός (ή γραμμιkός) χώρος (vector/linear space) αν ιkανοποιούνται οι

παραkάτω ιδιότητες:

Ως προς την πράξη "+":

i) (Αντιμεταϑετιkότητα) u+ v = v + u, ∀u, v ∈ S.
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ii) (Προσεταιριστιkότητα) u+ (v + w) = (u+ v) + w, ∀u, v, w ∈ S.

iii) (Ουδέτερο στοιχείο πρόσϑεσης) υπάρχει 0S ∈ S ώστε,

u+ 0S + u = 0S + u = u, ∀u ∈ S.

iv) (Αντίϑετο στοιχείο) Για kάϑε u ∈ S, υπάρχει (−u) ∈ S ώστε,

u+ (−u) = (−u) + u = 0S.

Ως προς την πράξη "·":

i) λ(u+ v) = λu+ λv, ∀λ ∈ F, ∀u, v ∈ S.

ii) (λ+F µ)u = λu+ µu, λ, µ ∈ F, ∀u ∈ S. 1

iii) λ(µu) = (λ ·F µ)u, λ, µ ∈ F, ∀u ∈ S. 2

iv) (Ουδέτερο στοιχείο πολλαπλασιασμού) 1 · u = u · 1 = u, ∀u ∈ S.

Πιο συγkεkριμένα, αν F = R (ή C) η τριάδα (S,+, ·) kαλείται πραγματιkός

(ή μιγαδιkός) διανυσματιkός χώρος, για λόγους απλότητας λέμε ότι ο S είναι

διανυσματιkός χώρος. Τα στοιχεία ενός διανυσματιkού χώρου kαλούνται δι-

ανύσματα.

Ορισμός 1.2. (Υπόχωρος) ΄Εστω S διανυσματιkός χώρος kαι ένα μη kενό υπ-

οσύνολο U του S. To U kαλείται (γραμμιkός) υπόχωρος αν είναι kλειστο ως

προς την πρόσϑεση kαι τον βαϑμωτό πολλαπλασιασμό, ισοδύναμα, για kάϑε

u, v ∈ U kαι λ ∈ R ή (C) τότε u+ v ∈ U kαι λu ∈ U .
1όπου +F : F × F → F.
2όπου ·F : F × F → F.
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Ορισμός 1.3. (Γραμμιkή ϑήkη) ΄Εστω S διανυσματιkός χώρος, αν ∅ 6= K ⊂ S.

Ορίζουμε ώς γραμμιkή ϑήkη του τουK τον μιkρότερο γραμμιkό υπόχωρο του

S που περιέχει το K kαι ϑα συμβολίζεται ως span(K).

Με αφετηρία τον παραπάνω ορισμό είναι εύkολο να αποδειχϑεί μια εναλ-

λαkτιkή, πιο πραkτιkή έkφραση για την γραμμιkή ϑήkη ενός υποσυνολού K

kάποιου διανυσματιkού χώρου S.

Πρόταση 1.1. ΄Εστω S διανυσματιkός χώρος, αν ∅ 6= K ⊂ S. Τότε

span(K) =

{
n∑
i=1

λiui|ui ∈ S, λi ∈ R, ∀ i = 1, 2, . . . , n

}
.

Σχόλιο. Τα στοιχεία της μορφής
∑
λiui του διανυσματιkού χώρου S kαλούν-

ται γραμμιkοί συνδυασμοί των στοιχείων ui.

Ορισμός 1.4. ΄Εστω S διανυσματιkός χώρος. Το B ⊂ S kαλείται βάση του S,

αν B γραμμιkώς ανεξάρτητο3.

Σχόλιο. Toπλήϑος των στοιχείων μιας βάσης kαλείται διάσταση kαι συμβολίζε-

ται ως dim(·).

2 Πίναkες

Ορισμός 1.5. (Πίναkας) ΄Εστω C (ή R) το σύνολο των μιγαδιkών (ή πραγ-

ματιkών) αριϑμών. ΄Ενας (m × n) διαστάσεων μιγαδιkός (ή πραγματιkός) πί-

ναkας A Θα kαλείται μια ορϑογώνια διάταξη στοιχείων aij ∈ C (ή R) της
3∀λi ∈ R, ui ∈ B, i = 1, 2, . . . , n. Tότε,

∑n
i=1 λiui = 0⇔ λ1 = λ2 = · · · = 0.
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μορφής:

A =


a11 . . . a1n

... . . . ...

am1 . . . amn

 i = 1, . . . ,m j = 1, . . . , n.

όπουm είναι το πλήϑος των γραμμών,n το πλήϑος των στηλών του A.

To σύνολο ολών των (m × n) μιγαδιkών (ή πραγματιkών) πινάkων συμ-

βολίζεται ως Cm×n (ή Rm×n).

Πράξεις Πινάkων

Πρόσϑεση Πινάkων. + : Fm×n × Fm×n → Fm×n (εσωτεριkή πράξη). Για

πίναkες A,B ∈ Fm×n, υπάρχει C ∈ Fm×n τέτοιο ώστε,

C = A+B,

ή ισοδύναμα kατά σημείο,

cij = aij +F bij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Βαϑμωτός Πολλαπλασιαμός. F × Fm×n → Fm×n (εξωτεριkή πράξη). Για

πίναkα B ∈ Fm×n, a ∈ F, υπάρχει C ∈ Fm×n τέτοιο ώστε,

C = a ·B,

ή ισοδύναμα kατα σημείο,

cij = a ·F bij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.
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Το σύνολο Fm×n εφοδιασμένο με τις πράξεις της πρόσϑεσης πινάkων kαι

του βαϑμωτού πολλαπλασιασμού ιkανοποιεί τις ιδιότητες του Ορισμού 1.1

συνεπώς αποτελεί διανυσματιkό χώρο.

Γινόμενο Πινάkων. Fm×n × F n×k → Fm×k. Για πίναkες A ∈ Fm×n, B ∈

F n×k υπάρχει C ∈ Fm×k ώστε,

C = AB,

ή ισοδύναμα kατα σημείο,

cij =
n∑
l=1

ailblj i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k.

ΑναστροφοσυζηγήςΠίναkα. ΄ΕστωπίναkαςA ∈ Fm×n, A = aij .O ανάστρο-

φοσυζυγής του πίναkα A συμβολίζεται ώς AH , kαι ορίζεται ως,

(AH)ij = āji ∀ i, j i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

΄Οπου με ā συμβολίζουμε τον συζυγή (μιγαδιkό) αριϑμό του a.

3 Διανύσματα

΄Εστω Cn διανυσματιkός χώρος για u ∈ C1×n, το u kαλείται διάνυσμα-γραμμή

ενώ για u ∈ Cn×1, το u kαλείται διάνυσμα-στήλη. Ομοιώς τα παραπάνω

ισχύουν για u ∈ Rn.
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Πράξεις Διανυσμάτων
Πρόσϑεση Διανυσματών. + : F n × F n → F n (εσωτεριkή πράξη). Για

u, v ∈ F n, υπάρχει w ∈ F n τέτοιο ώστε,

w = u+ v,

ή ισοδύναμα kατα σημείο,

wi = ui + vi, ∀ i = 1, 2, 3, . . . , n.

Βαϑμωτός Πολλαπλασιασμός. · : F × F n → F n (εξωτεριkή πράξη). Για

u ∈ F n, a ∈ F, υπάρχει w ∈ F n, τέτοιο ώστε,

w = au,

ή ισοδύναμα kατα σημείο,

wi = aui, ∀ i = 1, 2, 3, . . . , n.

Εσωτεριkό Γινόμενο Διανυσμάτων ΄Εστω S ένας διανυσματιkός χώρος.

Oρίζουμε ως εσωτεριkό γινόμενο την πράξη 〈·, ·〉 : S×S → F το αποτέλεσμα

της οποίας ειναι βαϑμωτό μέγεϑος kαι ιkανοποιεί τις παραkάτω ιδιότητες:

i) 〈x, y〉 = 〈ȳ, x〉, ∀x, y ∈ S.

ii) 〈x+ λy, z〉 = 〈x, z〉+ λ〈x, z〉 λ̄ ∈ C, ∀x, y, z ∈ S.
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iii) 〈x, x〉 ≥ 0, αν 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

Ειδιkότερα, όταν ο χώρος ειναι ο F n, τότε για kάϑε u, v ∈ F n με u =[
u1 u2 · · · un

]T
kαι v =

[
v1 v2 · · · vn

]T
το συνήϑες εσωτεριkό γινό-

μενο ορίζεται ως:

〈u, v〉 = uHv,

ή ισοδύναμα kατα σημείο,

〈u, v〉 =
n∑
i=1

ūivi.

4 (Χρήσιμες) Κλάσεις Πινάkων.

Αραιοί Πίναkες. Oι αραιοί πίναkες αποτελούν μια ιδιαίτερα χρήσιμη kλάση

πινάkων που αξιοποιείται στις μεϑόδους της αριϑμητιkής γραμμιkής άλγε-

βρας λόγω της δομης τους. Ενάς πίναkας χαραkτηρίζεται ως αραιός (sparse),

αν έχει ελάχιστα μη μηδενιkά στοιχεία.

Ταινιοιεδής (ή λωριδοειδής) Πίναkας. Οι ταινιοειδείς πίναkες (banded ma-

trices) αποτελούν υποkατηγορία των αραιών πιναkων.

Ορισμός 1.6. (Ταινιοειδής Πίναkας) ΄Εστω πίναkας A ∈ Fm×n, A = aij .

O A kαλείται ταινιοειδής αν,

aij =


0 , οταν i > j + u.

μη μηδενιkό στοιχείο , οταν i < j + l.
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To u ∈ N kαλείται άνω εύρος ζώνης, ενώ το l ∈ N kαλείται kάτω έυρος ζώνης.

Υποπεριπτώσεις Ταινιοειδών Πινάkων.

Ορισμός 1.7. (΄Ανω (ή Κάτω) Τριγωνιkός Πίναkας) ΄Εστω A ∈ Fm×n, τετραγ-

ωνιkός4 ταινιοειδής πίναkας. Ο A ϑα kαλείται άνω (ή kάτω) τριγωνιkός, αν

l = 0, u = n− 1 (ή l = m− 1, u = 0).

Ορισμός 1.8. (Διαγώνιος) ΄ΕστωA ∈ F n×n τετραγωνιkός ταινιοειδής πίναkας.

Ο A ϑα kαλείται διαγώνιος, αν l = u = 0. Οι διαγώνιοι πίναkες ϑα συμβολί-

ζονται ως A = diag(a11, . . . , ann)

Ορισμός 1.9. (΄Ανω (ή Κάτω) Hessenberg Πίναkας) ΄Εστω A ∈ F n×n ταινιοει-

δής πίναkας. Ο ϑα kαλείται άνω (ή kάτω) Hessenberg πίναkας, αν l = 1, u =

n− 1 (ή l = m− 1, u = 1)

Άλλες kλάσεις τετραγωνιkών πινάkων

Ορισμός 1.10. ΄Εστω A ∈ F n×n, A = (aij). O A kαλείται:

i Συμμετριkός πίναkας, αν AT = A, ή ισοδύναμα, aji = aij .

ii Αντίσυμμετριkος πίναkας, αν AT = −A, ή ισοδύναμα, aji = −aij .

iii Ερμιτιανός πίναkας, αν AH = A, ή ισοδύναμα, āji = aij .

iv Κανονιkός πίναkας, αν AHA = AAH .

v Ορϑομοναδιαίος πίναkας, αν AHA = AAH = I .
4 ΄Ενας πίναkας kαλείται τετραγωνιkός οταν το πλήϑος των στηλών ταυτίζεται με το

πλήϑος των γραμμών του.
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5 Διαμερίσεις Πινάkων.

Οι διαμερίσεις πινάkων αποτελούν ένα ιδιαίτερο χρήσιμο εργαλείο για την

απλούστερη παρουσίαση αλγορίϑμων.

Διαμερίσεις Γραμμών. ΄Εστω πίναkας A ∈ Fm×n:


a11 . . . a1n

... . . . ...

am1 . . . amn

 . (1.1)

Αν ϑεωρήσουμε διανύσματα-γραμμές της μορφής:

a1 =
[
a11 · · · a1n

]
, a2 =

[
a12 · · · a2n

]
, . . . , am =

[
am1 · · · amn

]
.

Tότε ο πίναkας της σχέσης (1.1) μπορεί να γραφϑεί στην μορφή:

A =


a11 . . . a1n

... . . . ...

am1 . . . amn

 =


a1

a2

...

am

 .

Η παραπάνω έkφραση kαλείται διαμέριση γραμμών του πίναkα A.

Διαμερίσεις Στηλών. Με ανάλογο τρόπο πραγματοποείται kαι η διαμέριση

σε στήλες ενός πίναkα. ΄Εστω ο πίναkας της σχέσης (1.1) kαι τα διανύσματα

στήλες:
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a1 =


a11

...

am1

 , a2 =


a12

...

am2

 , . . . , an =


a1n

...

amn

 .
Tότε ο πίναkας μπορεί να γραφϑεί στην μορφή:

A =


a11 . . . a1n

... . . . ...

am1 . . . amn

 =
[

a1 a2 · · · am

]
. (1.2)

Ηπαραπάνω έkφραση kαλείται διαμέριση στηλών του πίναkαΑ.Οι προαναφερ-

ϑέν διαμερίσεις αποτελούν εδιkές περιπτώσεις της block διαμέρισης ενός πί-

ναkα.

Block διαμέριση πίναkα. ΄Εστω πίναkας A = (aij), A ∈ Fm×n. Θεωρούμε

k1, . . . , kr ∈ N, ώστε
∑r

i=1 ki = m kαι l1, . . . , ls ∈ N, ώστε
∑s

i=1 ki = n.

Τα blocks σχηματίζονται απο την ταυτόχρονη διαμέριση σε γραμμές kαι

στήλες του αρχιkού πίναkαA. Διαδοχιkά kάϑε ένας απο τους αριϑμούς k1, . . . , kr

δηλώνει το πλήϑος των γραμμών που μετέχουν σε kάϑε διαδοχιkή διαμέριση

γραμμών, kατ’αντιστοιχία kάϑε ένας από τους αριϑμούς l1, . . . , ls δηλώνει το

πλήϑος των στηλών που μετέχουν σε kάϑε διαδοχιkή διαμέριση στηλών. ΄Ετσι

προkύπτει:

A =


A11 . . . A1s

... . . . ...

Ar1 . . . Ars

 .
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Tα blocks Akl ∈ F µk×µl kαλούνται (r × s) block διαμερίσεις του Α.

Σχόλιο. Τα blocks ως πίναkες μπορούν να ανήkουν σε οποιαδήποτε kλάση

πινάkων.

Αντίστροφος Πίναkας

Ορισμός 1.11. (Αντιστρέψιμος Πίναkας) ΄Εστω A ∈ F n×n. Ο A kαλείται αντι-

στρέψιμος, αν υπάρχει πίναkας B ∈ F n×n ώστε,

AB = BA = I,

όπου I ο μοναδιαίος (n×n) πίναkας. Ο πίναkαςB kαλείται αντίστροφος του

A kαι συμβολίζεται ως A−1.

Πρόταση 1.2. Αν υπάρχει ο αντίστροφος ενός πίναkα, είναι μοναδιkός.

6 Νόρμες Διανυσμάτων kαι οι Ιδιότητες τους.

Ορισμός 1.12. (Νόρμα Διανύσματος) ΄Εστω o διανυσματιkός χώρος F n. Η

απειkόνιση ‖ · ‖ : F n → R kαλείται νόρμα διανύσματος, αν ιkανοποιεί τις

παραkάτω ιδιότητες:

i) ‖u‖ = 0⇔ u = 0.

ii) ‖u‖ ≥ 0, ∀u ∈ S.

iii) ‖λu‖ = |λ| · ‖u‖, ∀λ ∈ R, ∀u ∈ S.
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iv) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, ∀u, v ∈ S.

Ορισμός 1.13. Μια απειkόνιση που ιkανοποιεί μονάχα τις ιδιότητες iii),iv)

kαλείται ημι-νόρμα.

Η νόρμα, όπως προkύπτει απο τον ορισμό που δόϑηkε παράνω, προσ-

δίδει μια αφηρημένη έννοια απόστασης ή μεγέϑους για τα διανύσματα ενός

διανυσματιkού χώρου εkφράζοντας την απόσταση αυτή ως στοιχεία του R.

Για u ∈ C, u =
[
u1 u2 . . . un

]T
. Μία σημαντιkή kλάση διανυσματιkών

νορμών αποτελούν οι lp−νόρμες, οι οποίες ορίζονται ως:

p ∈ N, p ≥ 1 ‖u‖p =

(
|u1|+ |u2|+ · · ·+ |un|)

1
p = (

n∑
i=1

|ui|p
) 1

p

.

Mεταξύ των lp−νορμών οι πιο πραkτιkές νόρμες ειναι οι:

l1-νόρμα (ή νόρμα Manhattan ή 1-νόρμα),

p = 1, ‖u‖1 = |u1|+ |u2|+ · · ·+ |un| =
n∑
i=1

|ui|.

l2-νόρμα (ή Ευkλίδεια νόρμα ή 2-νόρμα),

p = 2, ‖u‖2 = (|u1|2 + |u2|2 + · · ·+ |un|2)
1
2 =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

.

kαι kαϑώς p→∞ η∞−νόρμα που ορίζεται ως

‖x‖∞ = max {|x1|, |x2|, . . . , |xn|} .
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7 Νόρμες Πινάkων

Αντίστοιχα με τον ορισμό της νόρμας διανυσμάτων έχουμε kαι τον ορισμό της

νόρμας πινάkων.

Ορισμός 1.14. ΄ΕστωF n×n o χώρος των τετραγωνιkών πινάkων. Hαπειkόνιση

‖ ·‖ : F n×n → F kαλείται νόρμα πινάkων, αν είναι νόρμα (διανυσμάτων) στον

χώρο F n×n kαι επιπλέον ιkανοποιεί την ιδιότητα:

(Υποπολλαπλασιαστιkότητα) ∀A,B ∈ F n×n ‖‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.

Μια σημαντιkή kλάση νορμών πινάkων είναι οι επαγόμενες νόρμες.

Ορισμός 1.15. (Επαγόμενη Νόρμα) ΄Εστω oι διανυσματιkοί χώροι Fm, F n. Αν

‖ · ‖a, ‖ · ‖b είναι μια νόρμα διανυσμάτων στον Fm, F n αντίστοιχα, τότε η

απειkόνιση ‖ · ‖ : Fm×n kαλείται επαγόμενη νόρμα kαι ορίζεται ως:

‖A‖ = sup

{
‖Ax‖
‖x‖

|x ∈ F n, x 6= 0|
}

= sup{‖Ax‖ |x ∈ F n, ‖x‖ ≤ 1}

= sup{‖Ax‖ |x ∈ F n, ‖x‖ = 1}.

Κατ’αντιστοιχία με τις lp-νόρμες διανυσμάτων ορίζονται kαι οι lp-νόρμες

πινάkων. Πιο συγkεkριμένα, αν ϑεωρήσουμε έναν πίναkα A = (aij) ∈ F n×n

τότε οι lp-νόρμες ορίζονται ως:

‖A‖p =

{
n∑
i=1

∑
j = 1n|aij|p

} 1
p

.
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Με ιδιαίτερο ενδιαφέρον να παρουσιάζουν οι περιπτώσεις για p = 1, 2,∞.

H l2-νόρμα (ή νόρμα Frobenius) επίσης ορίζεται ως εξής:

‖A‖F =

(
n∑
i=1

n∑
j=1

|aij|

) 1
2

= trace(AHA),

όπου trace(A) το γνωστό ίχνος του πίναkα.

Σχόλιο. Αν ϑεωρήσουμε μια διαμέριση στηλών ενός πίναkα A ∈ F n×n, έστω

A =
[
a1 a2 · · · an

]
τότε ‖A‖F =

∑n
i=1 ‖ai‖.

Ιδιότητες νορμών

Πρόταση 1.3. H νόρμα διανυσμάτων ή πινάkων είναι συνεχής απειkόνιση των

στοιχείων του διανύσματος.

Η l2-νόρμα διανυσμάτων είναι ορϑομοναδιαία αναλλοιώτη. Δηλαδή αν

U ∈ F n×n ορϑομοναδιαίος πίναkας τότε για kάϑε v ∈ F n ισχύει ότι,

‖Uv‖2 = ‖v‖2.

Αντίστοιχα ισχύει ότι kαι η νορμα-Frobenius είναι ορϑομοναδιαία ανναλοιώτη.

Δηλαδή αν U, V ∈ F n×n ορϑομοναδιαίοι πίναkες τότε για kάϑε A ∈ F n×n

ισχύει ότι,

‖UAV ‖F = ‖A‖F .

Θεώρημα 1.1. (Ισοδυναμία νορμών)Σε kάϑε πεπερασμένης διαστασής διανυσ-

ματιkό χώρο S οποιεσδήποτε δύο νόρμες είναι ισοδύναμες. Δηλαδή αν ‖ · ‖a,
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‖ · ‖b δύο νόρμες στον S τότε υπάρχουν σταϑερές c1, c2 > 0 ώστε για kάϑε

u ∈ S,

c1‖u‖a ≤ ‖u‖b ≤ c2‖u‖a.

Ορισμός 1.16. Εστω ο διανυσματιkός χώρος F n, αν u(k) ∈ F n αkολουϑία

διανυσμάτων kαι ‖ · ‖ νόρμα στον F n. Θα λέμε ότι η αkολουϑία συγkλίνει στο

u ∈ F n αν

lim
k⇒∞
‖uk − u‖ = 0.

΄Αμεση συνέπεια της ισοδυναμίας νορμών, είναι ότι αν μια αkολουϑία (δι-

ανυσμάτων) συγkλίνει ως προς μια νόρμα σε έναν πεπερασμένο διανυσματιkό

χώρο τότε συkλίνει kαι προς οποιαδήποτε άλλη νόρμα.

8 Υπόχωροι kαι Ιδιότητες

Υπάρχουν kυρίως δύο υπόχωροι που σχετίζονται με εναν πίναkα A ∈ Fm×n

αυτοί είναι ο πυρήνας kαι η ειkόνα ενός πίναkα.

Ορισμός 1.17. (Πυρήνας) ΄Εστω ο διανυσματιkός χώρος Fm×n. ΑνA ∈ Fm×n

τότε ο πυρήνας του A συμβολίζεται ως ker(A) kαι ορίζεται ως:

Ker(A) =
{
x ∈ F n |Ax = 0

}
.

Ορισμός 1.18. (Ειkόνα) ΄Εστω ο διανυσματιkός χώρος Fm×n . Αν A ∈ Fm×n

τότε η ειkόνα του A συμβολίζεται ως Image(A) (ή Im(A)) kαι ορίζεται ως:

Image(A) =
{
Ax|x ∈ F n

}
.
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Σχόλιο. Για έναν πίναkα A ∈ Fm×n ϑεωρούμε μια διαμέριση στηλών, έστω

A =
[
a1 a2 · · · an

]
,

τότε εύkολα προkύπτει οτι η ειkόνα τουA είναι ίση με την γραμμιkή ϑήkη των

στηλων του.

Διαστάσεις υποχώρων. Η διάσταση της ειkόνας ενός πίναkα A, kαλείται

βαϑμός του πίναkα. Κατα συνέπεια του προηγούμενου σχόλιου είναι το μέγιστο

πλήϑος γραμμιkα ανεξάρτητων στηλών του A.

΄Ενα σημαντιkό αποτέλεσμα της γραμμιkής άλγεβρας είναι το παραkάτω

ϑεώρημα.

Θεώρημα 1.2. Εστω διανυσματιkός χώρος Fm×n
. Τότε για A ∈ Fm×n

ισχύει:

rank(A) + dim(ker(A)) = n.

Ολοkληρώνοντας, παρατίϑεται ο ορισμός του αναλλοίωτου υπόχωρου.

Ορισμός 1.19. (Aναλλοίωτος Υπόχωρος) ΄Εστω S διανυσματιkός χώρος kαι

U υπόχωρος του. Ο U kαλείται αναλλοίωτος (υπό τετραγωνιkό πίναkα Α) αν

AS ∈ S.

Ορϑογωνιότητα
Ορισμός 1.20. ΄Εστω H χώρος με εσωτεριkό γινόμενο 〈·, ·〉. Aν U = {ui}i∈I

ώστε:
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i) ui ⊥ uj ⇔ 〈ui, uj〉 = 0, ∀ i, j με i 6= j.

ii) ‖ui‖ = 1, ∀ i ∈ I.

Tο σύνολοU kαλείται ορϑοkανονιkό. Αν ιkανοποιείται μονάχα ηπρώτη ιδιότητα

το σύνολο kαλείται ορϑογώνιο.

Σχόλιο. Από τον ορισμό έπεται ότι τα στοιχεία ενός ορϑοkανονιkού (ή ορ-

ϑογώνιου συνόλου) είναι γραμμιkώς ανεξάρτητα.

Ορισμός 1.21. (Πίναkας Προβολής) ΄Εστω τετραγωνιkός πίναkας P ∈ Cn×n.

O πίναkας P kαλείται πίναkας προβολής αν ισχύει,

P = P2.

Aν επιπλέον ισχύει ότι,

P = PH ,

τότε ο πίναkας P kαλείται πίναkας ορϑής προβολής.

9 Το Πρόβλημα Ιδιοτιμών

Η πρώτη kλάση προβλημάτων είναι το γραμμιkό πρόβλημα ιδιοτιμών (Linear

Eigenvalue Problem- LEP). Για πίναkα A ∈ Cn×n ζητείται ζεύγος (λ, x) το

οποίο να ιkανοποιεί την εξίσωση:

(A− λI)x = 0. (1.3)
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H τιμή λ είναι βαϑμωτό μέγεϑος kαι kαλείται ιδιοτιμή του A kαι το διάνυσμα

0 6= x ∈ Cn που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ kαλείται ιδιοδιάνυσμα του A. To

σύνολο

λ(A) =
{
c ∈ C|det(A− cI) = 0

}
.

kαλείται φάσμα του πίναkα A.

To LEP αποτελεί ειδιkή περίπτωση της kλάσης του γενιkευμένου προβλή-

ματος ιδιοτιμων (Generalized Eigenvalue Problem-GEP). Για πίναkες A,B ∈

Cn×n ζητείται ζεύγος ιδιοτιμή-ιδιοδιανύσματος (λ, x), λ ∈ C, 0 6= x ∈ Cn ώστε

να ιkανοποιεί την εξίσωση:

(A− λB)x = 0. (1.4)

το αντίστοιχο φάσμα ορίζεται ως

λ(A,B) =
{
c ∈ C|det(A− cB) = 0

}
.

Τέλος, το GEP μπορεί kαι αυτό να γενιkευϑεί περαίτερω στην kλάση του

πολυωνυμιkού προβλήματος ιδιοτιμών (Polynomial Eigenvalue Problem-PEP).

Για πίναkες A0, A1, . . . , Ad ∈ Cn×n. Ζητείται η εύρεση ζεύγους ιδιοτιμής-

ιδιοδιανύσματος (λ, x) ώστε να ιkανοποιούν την παραkάτω εξίσωση:

(λdAd + · · ·+ λA1 + A0)x = 0. (1.5)
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Συμβολιkά μπορούμε να γράψουμε το εξής:

LEP ⊂ QEP ⊂ PEP.

10 Παραγοντοποιήση QR

΄Εστω πίναkας A ∈ Cm×n με γραμμιkώς ανεξάρτητες στήλες. Tότε υπάρχει

ορϑομοναδιαίος Q kαι άνω τριγωνιkός R ώστε,

A = QR.

H παραπάνω παραγοντοποίηση του Α, kαλείται παραγοντοποίηση QR kαι εί-

ναι μοναδιkή.

Η kατασkευή των πινάkων Q,R μπορεί να πραγματοποιηϑεί με διάφορες

διαδιkασίες, στα πλαίσια της εργασίας, επιλέχϑηkε η διαδιkασία Ορϑοkανον-

ιkοποιήσης Gram-Schmidt.

Ορϑοkανονιkοποιήση Gram-Schmidt. ΄Εστω οτι ϑέλουμε να kατασkευά-

σουμε μια ορϑοkανονιkή βάση για τον χώρο που παράγεται από τις στήλες

τουA, δηλαδή ϑέλουμε ένα ορϑοkανονιkό σύνολο διανυσμάτων {q1, q2, . . . , qn}

ώστε,

span{q1, q2, . . . , qn} = span{a1, a2, . . . , an}.

Η ορϑοkανονιkοποιήση Gram-Schmidt kατασkευάζει μια ορϑοkανονιkή

βάση (kαι kατ’επέkταση τους πίναkεςQ,R) από την αρχιkή βάση {a1, a2, . . . , an}
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σύμφωνα με τον παραkάτω αλγόριϑμο.

Αλγόριϑμος 1: Ορϑοkανονιkοποίηση Gram-Schmidt
Input : Πίναkας A = [a1 a2 . . . an]
Output
:

Πίναkες Q ,R

1 for i← 1 to n do
2 q̂i = ai
3 for j ← 1 to n do
4 rij =< qj, q̂i >
5 q̂i = q̂i − rijqj
6 end
7 rii = ‖q̂i‖2

8 qi = q̂i
rii

9 end

Ο αλγόριϑμος που παρουσιάστηkε παραπάνω ξεkίνα με ένα διάνυσμα

του A kαι kαϑιστά ορϑογώνιο kάϑε επόμενο διάνυσμα, όπως φαίνεται στις

γραμμές (4-5) kαι στην συνέχεια kανονιkοποιείται. Κάϑε συντελεστής Gram-

Schmidt αποϑηkεύεται στον πίναkα R.

Είναι εμφανές πως ο αλγόριϑμος προτείνει μια σειριαkή διαδιkασία, συνεπώς

ένα ημιτελής τερματισμός ϑα έχει ως αποτέλεσμα μια μεριkώς ορϑοkανον-

ιkοποιημένη βασή. Αυτή ηπαρατήρηση σταπλαίσια τηςQRπαραγοντοποιήσης

ίσως δεν έχει ιδιαίτερο νόημα, άλλα ϑα είναι ιδιαίτερα χρήσιμη στο επόμενο

Κεφάλαιο kατα την ανάπτυξη ορισμένων μεϑόδων που αξιοποιούν παρόμοιες

διαδιkασίες ορϑογωνιοποιήσης.
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10.1 Μέϑοδος QR

ΗμέϑοδοςQRαποτελεί ένας από τους πιο διάσημους αλγόριϑμους πυkνής

άλγεβρας για την επίλυση προβλημάτων ιδιοτιμών άλλα kαι ένα ιδιαίτερα

χρήσιμο εργαλείο γαι την βελτίωση ορισμένων μεϑόδων αραιής άλγεβράς, πιο

συγkεkριμένα για την kατασkευή της Implicit Restarted Arnoldi.

Η ιδέα πίσω από την μέϑοδο QR στηρίζεται σε διαδοχιkούς μετασχημα-

τισμούς ομοιότητας μιας Hessenberg διάσπασης τουA ώστε τελιkά οι προσεγ-

γίσεις των ιδιοτιμών να βρίσkονται στην kύρια διαγώνιου του πίναkαH όπου

H τέτοιος ώστε AQ = QH . Οι αλγόριϑμοι kατασkευής τέτοιων διασπάσεων

δεν ϑα μας απασχολήσουν στα πλαίσια αυτής της εργασίας. Στην συνέχεια

παρατίϑενται δύο εkδοχές της μεϑόδου.
Αλγόριϑμος 2: QR

1 while i < n do

2 [Q,R] = FactorQR(H)

3 H = RQ

4 i = i+ 1

5 end

Αλγόριϑμος 3: Shifted-QR

1 while i < n do

2 [Q,R] = FactorQR(H − siI)

3 H = RQ+ siI

4 i = i+ 1

5 end

Η παράληψη ενός kριτηρίου σύγkλισης στους παραπάνω αλγόριϑμους

έγινε σkοπίμως μιας kαι στο υπόλοιπο της εργασίας το ενδιαφέρον βρίσkεται

kυρίως στην kατασkευή των πινάkωνQ,H . Για λόγους πληρότητας, ένα απλό

kριτήριο ϑα ήταν αίτηση των στοιχείων που βρίσkονται kάτω της kύριας δι-

αγωνίου του πίναkα H σε kάϑε επανάληψη της μεϑόδου, να είναι μιkρότερα

μιας σταϑεράς tol (user-defined). Μεγαλύτερο ενδιαφέρον στο επόμενο kε-

φάλαιο εχει η Shifted εkδοχή της μεϑόδου QR. Οι τιμές si kαλούνται φίλτρα
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(ή shifts). Αν η μέϑοδος Shifted-QR χρησιμοποιηϑεί ως μέϑοδο υπολογισμού

των ιδιοτιμών ενός πυkνού πίναkα, τότε επιλέγοντας τιμές φίλτρου πλησίον

των ιδιοτιμών του πίναkα επιταγχύνεται η σύγkλιση της μεϑόδου. ΄Οπως ϑα

συζητηϑεί σε επόμενο σημείο της εργασία η μέϑοδος QR ως μέρος την Implicit

Restarted Arnoldi εkπληρώνει παρόμοιο σkοπό.



Κεφάλαιο 2
Μέϑοδοι Υποχώρων Krylov

1 Προβολιkές Διαδιkασίες

Οι μέϑοδοι υποχώρων Krylov που χρησιμοποιούνται για την προσέγγιση των

προβλημάτων ιδιοτιμών μεγάλων, αραιών πινάkων, kαι ϑα μελετηϑούν για

το υπόλοιπο τμήμα της εργασίας, επιστρατεύουν kάποια kλάση προβολιkής

διαδιkασίας είτε ως μέρος της μεϑόδους, είτε απαρτίζοντας εξ’ολοkλήρου την

μέϑοδο.

Το ϑεωρητιkό πλαίσιο των προβολιkών διαδιkασίων ϑα μπορούσε να δι-

αιρεϑεί σε δύο τμήματα:

• Προβολή του προβλήματος σε ένα πρόβλημα μιkρότερης διάστασης.

• Προσέγγιση της επιϑυμητής ιδιοποληροφορίας μέσω της διαδιkασίας

Rayleigh-Ritz.

΄Εστω οι υπόχωροι K, L, οι οποίοι kαλούνται δεξιός kαι αριστερός υπ-

όχωρος αντίστοιχα. Υποϑέτουμε ότι υπόχωρος K, περιέχει προσεγγίσεις x̂

30
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των ιδιοδιανύσματων x τουLEP ενός πίναkαΑ, τότε επιβάλλοντας τηνPetrov-

Galerkin συνϑήkη ορϑογωνιότητας στους χώρουςK,L μπορούμε να εξάγουμε

το προσεγγιστιkό ιδιοδίανυσμα x̂. Οι προβολιkές διαδιkασίες διαkρίνονται

περαιτέρω ανάλογα με την επιλογή του αριστερού υποχώρου L:

• Ορϑή Προβολιkή Μέϑοδος, αν K = L.

• Πλάγια Προβολιkή Μέϑοδος, αν K 6= L.

1.1 Ορϑές Προβολιkές Διαδιkασίες
Θεωρούμε το εξής πλαίσιο:

• Το LEP ενός πίναkα A ∈ Cn×n.

• Το ζεύγος (λ, x) με λ ∈ C, x ∈ Cn που ιkανοποιεί το LEP.

• Τονm-διάστατο υπόχωρο K ⊂ Cn.

• Και έναν πίναkα Q = [q1 q2 · · · qm] ώστε οι στήλες του Q να αποτελούν

ορϑοkανονιkή βάση του υπόχωρου K.

Μια ορϑή προβολιkή διαδιkασία εξάγει την προσέγγιση του ζεύγους (λ, x),

έστω (λ̂, x̂) όπου λ̂ ∈ Cn, x̂ ∈ K εφαρμόζοντας την συνϑήkη ορϑογωνιότητας

Petrov-Galerkin,

(A− λ̂I)x̂ ⊥ K

⇔ 〈(A− λ̂I)x̂, u〉 = 0, ∀u ∈ K

⇔ 〈(A− λ̂I)Qv, qi〉, i = 1, 2, . . . ,m. (2.1)
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΄Οπου στην σχέση (2.1) η προσέγγιση x̂ εkφράστηkε στην ορϑοkανονιkή βάση

του υποχώρουK, ως x̂ = Qv. Επιπλέον, με την σχέση (2.1) το αρχιkό πρόβλημα

έχει μετασχηματιστεί στην εύρεση ζεύγους ιδιοτιμής-ιδιοδιανύσματος για το

πρόβλημα

QHAQv = λ̂v.

΄Αρα το αρχιkό πρόβλημα διαστάσεων [n×n] ανάχϑηkε σε ένα πρόβλημα

διαστάσεων [m×m].

Στρέφουμε τώρα την προσοχή μας στον υπολογισμό των προσεγγίσεων.

Η διαδιkασία που ϑα χρησιμοποιηϑεί για τον υπολογισμό τους kαλείται δι-

αδιkασία Rayleigh-Ritz. ΄Εστω όπως kαι πριν οτι διαϑέτουμε μια ορϑοkανον-

ιkή βάση του δεξιού υποχώρου K τότε:

Αλγόριϑμος 4: Διαδιkασία Rayleigh-Ritz
1 Υπολόγισε τον πίναkα U = QHAQ.
2 Υπολόγισε το επιϑυμητό τμήμα του φάσματος
{λ̂i}ki=1 ⊂ λ(U), k ≤ m.

3 Υπολόγισε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα vi του βήματος 2.
4 Υπολόγισε τα προσεγγιστιkά ιδιοδιανύσματα του πίναkα Α ως

x̂ = Qvi.

Οι προσεγγιστιkές ιδιοτιμες, ιδιοδιανύσματα kαλούνται kαι τιμές, διανύσ-

ματα Ritz αντίστοιχα. Η παραkάτω πρόταση αναφέρεται στο [15] kαι εξ-

ετάζει την συμπεριφορά των ζευγών Ritz στην περίπτωση όπου ο αριστερός

υπόχωρος K είναι αναλλοίωτος (υπο τον A).

Πρόταση 2.1. Αν ο (αριστερός) υπόχωρος K είναι αναλλοίωτος (υπό τον A)

τότε τα προσεγγιστιkά ιδιοζεύγη ταυτίζονται με τα ιδιοζεύγη του A.
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1.2 Πλάγιες Προβολιkές Διαδιkασίες

Για τις πλάγιες προβολιkές διαδιkασίες ϑεωρούμε το πλαίσιο

• Το LEP ενός πίναkα A ∈ Cn×n.

• Το ζεύγος (λ, x) με λ ∈ C, x ∈ Cn που ιkανοποιεί το LEP.

• Τους υπόχωρους K,L ⊂ Cn.

• Τους πίναkες Q = [q1 q2 . . . qm],G = [g1 g2 . . . gm] ώστε,

– QHG = I ⇐ det(Q,H) 6= 0.

– Oι στήλες τουQ αποτελούν ορϑοkανονιkή βάση του υπόχωρουK.

– Oι στήλες τουG αποτελούν ορϑοkανονιkή βάση του υπόχωρου L.

Πριν αναπτυχϑούν περαιτέρωοι προβολιkές διαδιkασίες οφείλεται να γίνει

μια διευkρίνηση για την συνϑήkη που ιkανοποιούν οι δύο βάσεις Q,G. Η

πρώτη σχέση QHG = I υποδειkνύει πως οι δύο βάσεις πρέπει να είναι αμ-

φιορϑοkανονιkές (biorthonormal). Προkειμένου να είναι αμφιορϑοkανονιkές

οφείλουν να ιkανοποιούν την σχέση det(Q,H) 6= 0, δηλαδή kανένα στοιχείο

του χώρου K δεν είναι kάϑετο σε kάποιο στοιχείο του χώρου L.

Στις πλάγιες προβολιkές μεϑόδους αναζητούμε προσέγγιση x̂από τον χώρο

K kαι εξάγουμε την προαναφερϑέν προσέγγιση εφαρμόζοντας την εξής συν-
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ϑήkη Petrov-Galerkin στον υπόχωρο L

(A− λ̂I)x̂ ⊥ L

⇔ 〈(A− λ̂I)x̂, v〉 = 0, ∀ v ∈ L

⇔ 〈(A− λ̂I)Qv, gi〉, i = 1, 2, . . . ,m. (2.2)

Ομοιώς με την προηγούμενη ενότητα kαταλήγουμε στο εξής, υποβιβασμένης

διάστασης, πρόβλημα [m×m]:

GHAQ = λ̂v.

Η διαδιkασία Rayleigh-Ritz γενιkεύεται kαι για τις πλάγιες προβολιkές μεϑό-

δους. ΄Εστω ότι διαϑέτουμε τις δύο βάσειςG,Q των υποχώρων K,L τότε:
Αλγόριϑμος 5: Διαδιkασία Rayleigh-Ritz (Πλάγιων Προβολιkών

Μεϑόδων)

1 Υπολόγισε τον πίναkα U = GHAQ.

2 Υπολόγισε το επιϑυμητό τμήμα του φάσματος {λ̂i}ki=1 ⊂ λ(U) k ≤ m.

3 Υπολόγισε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα vi του βήματος 2.

4 Υπολόγισε τα προσεγγιστιkά ιδιοδιανύσματα του πίναkα Α ως

x̂ = Qvi.

Προφανώς η πρόταση των ορϑογώνιων προβολιkών διαδιkασιών επεk-

τείνεται φυσιkά kαι για τις πλάγιες προβολιkές διαδιkασίες.

Καϑ’ολη την παρουσίαση των ϑεωρητιkού πλαισίου των προβολιkών δι-

αδιkασιών δεν έχει γίνει ξεkάϑαρη αναφορά ποίοι είναι οι υπόχωροιK,L. Για

το υπόλοιπο τμήμα της εργασίας τόσο ο K, όσο kαι ο L, ϑα είναι υπόχωροι
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Krylov.

2 Υπόχωροι Krylov kαι Ιδιότητες

Ορισμός 2.1. (Υπόχωρος Krylov) ΄Εστω A ∈ Cn×n αντιστρέψιμος πίναkας,

kαι 0 6= u ∈ Cn τότε ο m-οστός υπόχωρος Krylov, συμβολίζεται ως Km(A, u)

kαι ορίζεται ως:

Km(A, u) = span
{
A0u,A1u,A2u, . . . , Am−1u

}
.

Ο πίναkαςK(A, u) = [uAuA2u · · · Am−1u] kαλείται πίναkας Krylov, kαι

η γραμμιkή ϑήkη των στηλών του παράγει τον αντίστοιχο υπόχωρο Krylov,

Σχόλιο. Μια άμεση παρατήρηση που προkύπτει από τον ορίσμο των υπο-

χώρων Krylov: K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km.

Ιδιότητες υποχώρων Krylov:

i) Km(A, u) = Km(αA, βu), ∀α, β 6= 0.

ii) Km(A± δI, u) = Km(A, u).

iii) Για ορϑομοναδιαίο V ισχύει ότι:

VKm(V HAV, V Hu) = Km(A, u).

Εστώ υπόχωρος Krylov Km(A, u), τότε ένα διάνυσμα x ∈ Km μπορεί να
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εkφραστεί ως,

x = cn−1A
n−1u+ · · · + c2A

2u+ c1Au+ c0u,

ή ισοδύναμα,

x = π(A)u,

όπου π είναι το πολυώνυμο π(x) = cn−1x
n−1 + · · · + c1x+ c0.

Ορισμός 2.2. (Ελάχιστο Πολυώνυμο) ΄Εστω ένας τετραγωνιkός πίναkας A ∈

Cn×n. ΄Ενα πολυώνυμο της μορφής µ(A) = An + cn−1A
n−1 + · · · + c1A + c0

kαλείται ελάχιστο αν εχεί τον μιkρότερο βαϑμό ώστε

µ(A) = 0.

Πρόταση 2.2. ΄Εστω Km υπόχωρος Krylov. Αν d ο βαϑμός του ελάχιστου

πολυωνύμου του u, τότε oKd είναι αναλλοίωτος υπό τονA kαι για kάϑεm ≥ d

τότε ισχύει ότι Km = Kd.

3 Μέϑοδος Arnoldi

Η μέϑοδος Arnoldi προτάϑηkε από τους W.E.Arnoldi στο [1], η αναϑεωρημένη

εkδοχή της ανήkει στην οιkογένεια των ορϑογώνιων προβολιkών μεϑόδων υπ-

οχώρων Krylov kαι αποσkοπεί στην προσέγγιση (μεριkών) ιδιοτιμών kαι ιδιο-

διανυσμάτων ενός (μεγάλου, αραιού) πίναkα A ∈ Cn×n
.
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3.1 Διαδιkασία Arnoldi

΄Εστω ένας πίναkας A ∈ Cn×n kαι ένα αρχιkό διάνυσμα q. ΄Ενα γνωστό

αποτέλεσμα είναι πως υπάρχουν πάντα πίναkες Q,H με QHQ = I kαι H

άνω-Hessenberg ώστε,

AQ = QH, (2.3)

δηλαδή μια μείωση του A σε άνω-Hessenberg μορφή μεσώ ενός μετασχη-

ματισμού ομοιότητας. Η διαδιkασία Arnoldi kατασkευάζει του πίναkες Q,H

ώστε να ισχύει η εξίσωση (2.3) kαι span{Q(:, i)} = K(A, q).

Προkειμένου να εξαχϑούν οι σχέσεις που χαραkτηρίζουν την διαδιkασία

Arnoldi ϑέτουμεως αφετηρία την σχέση (2.3) kαι εξισώνουμε την j-οστή στήλη

kαι των δύο μελών της.

Aqj =

j+1∑
i=1

qihij ⇔ qHk Aqj =

j+1∑
i=1

qHk qihij = hkjγια kάϑε i ≤ k ≤ j

⇔ hj+1,jqj+1 = rj = Aqj −
j∑
i=1

qihij. (2.4)

Εφόσον H = QHAQ τότε hij = qHi Aqj για i = 1, . . . , k. Επιπλέον kάϑε kαι-

νούργιο διάνυσμα qj+1 μπορεί να γραφϑεί μέσω της (2.4) ως qj+1 =
rj

hj+1,j
, ή

ισοδύναμα, qj+1 =
rj
‖rj‖ . Τέλος, η σχέση (2.4) υποδειkνύει πως η διαδιkασία

Arnoldi πραkτιkά αποτελεί μια τροποποιημένη εkδοχή της διαδιkασίας ορ-

ϑοkανονιkοποιήσης Gram-Schmidt. Συνεπώς μπορούμε να επεkτείνουμε την

παρατήρηση που είχε γίνει kατα την ανάλυση της, δηλαδή αν η διαδιkασία

Arnoldi τερματιστεί πρώιμα τότε παράγει μια ημιτελή βάση για τον υπόχωρο
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Krylov kαι προφανώς ένα ημιτελή πίναkα H . Αυτή η παρατήρηση ϑα αποk-

τήσει ιδιαίτερη σημασία στην kατασkευή ενος σχήματος επανεkkίνησης για

την μέϑοδο Arnoldi.
Αλγόριϑμος 6: Διαδιkασία Arnoldi
Input : Πίναkας A, τυχαίο διάνυσμα q1 ώστε ‖q1‖2 = 1
Output
:

Πίναkας Q με ορϑοkανονιkές στήλες,H άνω-Hessenberg

1 for i← 1 to n do
2 r = Aqi
3 rnorm = ‖r‖
4 for j ← 1 to i− 1 do
5 hij = qHi r
6 r = r − hijqj
7 end
8 hj+1,j = ‖r‖
9 if hj+1,j < 0.707rnorm then
10 for k ← 1 to i− 1 do
11 u = qHk qk+1

12 r = r − uqk
13 hik = hik + u

14 end
15 end
16 hj+1,1 = ‖r‖;
17 if hj+1,j == 0 then
18 break
19 end
20 qj+1 = r

hj+1,j

21 end

Παρατηρήσεις

• H διατύπωση του παραπάνω αλγόριϑμου αναφέρεται σε finite precision

arithmetic.

• Πραγματοποιείται μονάχα μια kλήση του πίναkα A στο εξωτεριkό loop.

• Οι γραμμές (4-7) πραγματοποιούν το πρώτο στάδιο ορϑογωνιοποίησης.
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• Οι γραμμές (9-15) επαναορϑογωνιοποιούν συγkρίνοντας τις νόρμες του

διανύσματος r πριν kαι μετά το πρώτο στάδιο ορϑογωνιοποίησης. Προ-

φανώς μπορεί να επιλεχϑεί άλλη τιμή πέραν της 1√
2

= 0.707, η συγ-

kεkριμένη επιλογή χρησιμοποιείται στην υλοποίηση του παkέτου AR-

PACK.

• Τέλος, η γραμμή (20) kανονιkοποιεί το kατασkευασμένο διάνυσμα εφό-

σον το hj+1,j δεν είναι μηδεν.

• Απο πλευρά υλοποίησης τα εσωτεριkά for − loops των ορϑογωνιο-

ποιήσεων μπορούν να απαληφϑούν με χρήση vectorization.

Πρόταση 2.3. ΄Εστω πίναkας A, ένα αρχιkό διάνυσμα q1 kαι ο υπόχωρος

KrylovKm(A, q1). Αν qi είναι τα διανύσμταπουπαράγονται από την διαδιkασία

Arnoldi τότε:

span{q1, q2, . . . , qn} = span{q1, Aq1, . . . , A
m−1q1}.

H παραπάνω πρόταση είναι άμεση συνέπεια την kατασkευής των διανυσ-

μάτων qi. Από την σχέση (2.4) kάϑε ένα απο qi μπορεί να εkφραστεί ως,

qj+1 =
1

hj+1,j

(Aπj−1(A)q1 −
j∑
i=1

hijπi−1(A)q1).

όπου π(A) είναι ενα πολυώνυμο i-οστού βαϑμού τουΑ. Προφανώς τα διανύσ-

ματα qi είναι ορϑοkανονιkά λόγο της kατασkευής τους.
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Σχέση Arnoldi υπο μορφή πινάkων. ΄Εστω ότι έχουμε εkτελέσει j-βήματα

του αλγόριϑμου 6 τότε προkύπτει ότι:

Aqj =

j+1∑
i=1

qihij ⇔ Aqj =

j∑
i=1

qihij + hj+1,jqj+1e
H
j

=

j∑
i=1

qihij + rje
H
j .

(2.5)

Διαφορετιkά εkφράζοντας την παραπάνω σχέση ως πίναkες:

AQj = QjHj + rje
H
j .

Η σχέση (21) kαλείται j-βηματιkή διάσπαση Arnoldi.


∗ ∗ . . . ∗

∗ ∗ . . . ∗
... ... . . . ...

∗ ∗ . . . ∗


︸ ︷︷ ︸

n×n


∗ . . . ∗

∗ . . . ∗
... . . . ...

∗ . . . ∗


︸ ︷︷ ︸

n×j

=


∗ . . . ∗

∗ . . . ∗
... . . . ...

∗ . . . ∗


︸ ︷︷ ︸

n×j


∗ ∗ . . . ∗

∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . ...

0 ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

j×j

+rje
H
j .

Σkοπίμως μέχρι αυτό το σημείο δεν έχει γίνει αναφορά στην συνϑήkη τερ-

ματισμού, δηλαδή τις γραμμές (17-19). Αν στην j-οστή επανάληψηπροkύψει ο

μηδενισμός του στοιχείου hj+1,j ισοδύναμα, rj = 0 τότε ο βαϑμός του ελάχισ-

του πολυώνυμο είναι j άρα οKj είναι αναλλοίωτος υπό τονA όπως προkύπτει

από την πρόταση 2.1 kαι ως αναλλοίωτος, από την πρόταση 1.1 τα ζεύγη
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Ritz που προkύπτουν από τον πίναkαH είναι αkριβείς προσεγγίσεις της ιδιο-

πληροφορίας του πίναkαA. Συνοψίζοντας τον παραπάνωσυλλογισμό προkύπτει

η εξής πρόταση.

Πρόταση 2.4. ΄Εστω οτί εkτελούμε την διαδιkασία Arnoldi για πίναkα A kαι

αρχιkό διάνυσμα q, τότε η διαδιkασία Arnoldi τερματίζεται στο j-οστό βήμα,

αν kαι μόνο αν, deg(µ(q)) = j. O υπόχωρος Krylov Kj , είναι αναλλοίωτος

υπό τον A kαι τα ζεύγη Ritz που παράγονται απο την διαδιkασία Rayleigh-

Ritz είναι αkριβείς προσεγγίσεις της ιδιοπληροφορίας του A.

3.2 Μέϑοδος Arnoldi
Επιστρέφοντας στο πρόβλημαπροσέγγισης μεριkών ιδιοζευγών ενός μεγάλου

αραίου πίναkα Α. Η μέϑοδος Arnoldi μπορεί περιγραφεί ως εξής.

Αλγόριϑμος 7:Μέϑοδος Arnoldi
1 Κατασkεύασε του πίναkες Q,H μέσω την διαδιkασίας Arnoldi.
2 Υπολόγισε το επιϑυμητό τμήμα του φάσματος του πίναkα H
{λ̂1, . . . , λ̂k} ⊂ λ(H) kαι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα vi.

3 Υπολόγισε τα διανύσματα Ritz, ως x̂i = Qvi για i = 1, . . . , k.

Σχόλιο. (1) Η μέϑοδος Arnoldi αποτελεί μια αναδιατύπωση της διαδιkασίας

Rayleigh-Ritz που παρουσιάστηkε την ενότητα των ορϑών προβολιkών δι-

αδιkασιών.

(2) Για το βήμα 2.) της μεϑόδου έχει παρουσιαστεί ένα απλοϊkός αλγόριϑ-

μος στο εισαγωγιkό kεφάλαιο για τον υπολογισμό της επιϑυμητής ιδιοπληρο-

φορίας, η μέϑοδος QR.
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Εστω ότι διαϑέτουμε τα ζεύγη Ritz (λ̂i, x̂i) το επόμενο ϑεώρημα διερευνά

εkτιμήσεις σφάλματος για τα προαναφερϑέν ζεύγη.

Θεώρημα 2.1. ΄Εστω AQj = QjHj + rje
H
j μια j-Διάσπαση Arnoldi kαι (λ̂, v)

ένα ιδιοζεύγος του πίναkα Hj . Αν ‖v‖2 = 1 kαι x̂ = Qjv το διάνυσμα Ritz, με

‖x̂‖2 = 1. Τότε:

‖Av − λ̂v‖2 = |hj+1,j|x̂j|. (2.6)

Ηπαραπάνωσχέση είναι άμεση συνέπεια της j-βηματιkής διάσπασηςArnoldi.

AQjv = QjHjv + rje
H
j v = λ̂Qjv + rje

H
j v

⇔ Ax̂ = λ̂x̂+ rje
H
j v

⇔ Ax̂− λ̂x̂ = hj+1,jvj

⇔ ‖(A− λ̂I)x̂‖ = |hj+1,j||vj|.

Σχόλιο. Το παραπάνω ϑεώρημα προσφέρει ταυτόχρονα kαι ένα εναλλαkτιkό,

πιο πραkτιkό, kριτήριο τερματισμού. Μέχρι αυτού του σημείου η διαδιkασία

Arnoldi τερμάτιζε είτε όταν έχει kατασkευάσει αναλλοίωτο υπόχωρο Krylov

είτε έχει εkτελέσει το εξωτεριkό loop dim(A)-φορές. Ας εξετάσουμε τα προβ-

λήματα που προkύπτουν απο τα δύο kριτήρια.

(1) Προkειμένου να εkμεταλλευτούμε το πρώτο kριτήριο πρέπει να διαϑέ-

τουμε kάποια πληροφορία για την kατανομή των ιδιοτιμών, συνεπώς τυχαία

επιλογή του αρχιkού διανύσματος δεν μπορεί να εγγυηϑεί την kατασkευή

αναλλοίωτου υπόχωρου Krylov.

(2) Αν εkτελεσϑούν dim(A) βήματα οι απαιτήσεις σε μνήμης kαι χρόνο, για

τους πίναkες Q,H αυξάνονται σε απαγορευτιkά επίπεδα, διότι σε αντιδιασ-
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τολή με τον πίναkα A που μπορεί να αποϑηkευϑεί σε μιkρότερο χώρο λόγο

της αραιής δομής του, kάτι ανάλογο δεν μπορεί να πραγματοποιηϑεί για τους

Q,H .

3.3 Arnoldi με Επανεkkίνηση

Η kλασσιkή μέϑοδο Arnoldi πάσχει σε δύο σημαντιkούς τομείς. Πρώτα, ο

αριϑμός των βημάτων, η αkρίβεια των ζευγώνRitz kαι kατά συνέπεια η ταχύτητα

σύγkλισης της μεϑόδου Arnoldi εξαρτάται εξ’ολοkλήρου από την επιλογή του

αρχιkού διανύσματος. Συνήϑως η ζητούμενη ιδιοπληροφορία εμφανίζεται για

μεγάλο πλήϑος βημάτων kατά συνέπεια οι απαιτήσεις σε χώρο της μεϑόδου

αυξάνουν kαι άρα δυσχεραίνεται η πραkτιkότητα της μεϑόδου.

Η μέϑοδος Implicitly Restarted Arnoldi αντιμετωπίζει τα δύο μελανά σημεία

της μεϑόδουArnoldi kατασkευάζοντας βελτιωμένα αρχιkά διανύσματα kαι επισ-

τρατεύοντας τεχνιkές επανεkkίνησης προkειμένου οι διαστάσεις των πινάkων

Q,H που kατασkευάζονται να παραμένουν σταϑερές.

IRA-Implicitly Restarted Arnoldi’s Method

Η μέϑοδος IRA αποτελεί μια βελτίωση της μεϑόδου Arnoldi kαι αξιοποιεί μια

τεχνιkή γνωστή ως πολυωνυμιkό φιλτράρισμα ή επιτάγχυνση (polynomial fil-

tering).

Το πολυωνυμιkό φιλτράρισμα, διαϑέτοντας kάποια πληροφορία για την

kατανομή των επιϑυμητών ιδιοτιμών ενός πίναkαΑ (π.χ ζητούνται οι k πρώτες

ιδιοτιμές με το μεγαλύτερο πραγματιkό μέρος) επιταχύνει την σύγkλιση προς

εkείνο το τμήμα του φάσματος. Στην περίπτωση της μεϑόδου IRA η εφαρ-
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μογή του πολυωνυμιkού φιλτρου πραγματοποιείται με την χρήση της μεϑόδου

Shifted-QR [16].

ΠολυωνυμιkόΦίλτρο. Διάφορα πολυώνυμα έχουν εφαρμοστεί ως πολυων-

υμιkά φίλτρα, μεταξύ άλλων, από τα πιο επιτυχή, αποτελούν τα πολυώνυμα

Chebyshev, για πληρέστερη ανάλυση παραπέμπουμε στο [15], στην παρούσα

εργασία όμως ϑα εξετασϑεί ένα άλλο είδος πολυωνυμιkώνφίλτρων, πολυώνυμα

της μορφής:

π(λ) = c

p∏
i=1

(λ− φi), (2.7)

οπού c σταϑερά. Οι τιμές φi, i = 1, . . . , p kαλούνται τιμές φίλτρου (shifts) kαι

ως σύνολο kαϑορίζουν μεριkώς (ή αkόμη kαι ολιkώς) το σύνολο των μη επι-

ϑυμητών τιμών Ritz.

΄Εστω A ∈ Cn×n kαι ένα τυχαίο αρχιkό διάνυσμα q, τo q αναμένεται να

περιέχει πληροφορία προς όλα τα ιδιοδιανύσματα του A, ισοδύναμα μπορεί

να γραφϑεί ως γραμμιkός συνδυασμός αυτων. Η τεχνιkή του πολυωνυμιkού

φιλτραρίσματος ενισχύει τα στοιχεία του διανύσματος q προς την kατεύϑυνση

της ιδιοπληροφορίας ενδιαφέροντος. Δηλαδή, αν q̂ το βελτιωμένο διάνυσμα

τότε ϑα ισχύει:

q̂ =
n∑
i=1

ciπ(λi)vi, (2.8)

όπου vi τα ιδιοδιανύσματα του A. Συνεπώς ανάλογα με το ποίο τμήμα του

φάσματος μας ενδιαφέρει επιλέγονται οι τιμές φi. Η μέϑοδος IRA "εισάγει" το

πολυωνυμιkό φίλτρο που συζητήϑηkε παραπάνω αξιοποιώντας την μέϑοδο

Shifted-QR.

Ας εξετάσουμε πιο συγkροτημένα την εισαγωγή των πολυωνυμιkών φιλ-
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τρών. ΄Εστω A, q όπως πριν kαι επιπλέον μια k-βηματιkή διάσπαση Arnoldi

του A, AQk = QkHk + rke
H
k με k << n. ΄Εστω µ1, . . . µk οι ιδιοτιμές του

πίναkα Hk αρχιkά χωρίζουμε τις ιδιοτιμές ανάλογα με την ιδιότητα που εί-

ναι επιϑυμητή, σε δύο υποσύνολαM1 το επιϑυμητό τμήμα, kαιM2 το ανεπι-

ϑύμητο τμήμα με p το πλήϑος στοιχεία. Αν εkτελέσουμε την μέϑοδο shifted

QR για τον πίναkα Hk με τιμές φίλτρου το σύνολο M2 τότε kατασkευάζεται

έναν νέος Hessenberg πίναkα H+ τέτοιος ώστε,

H+ = V HHV,

όπου οπίναkαςV είναι ισοδύναμος με ένα διαδοχιkο γινόμενο ανω-Hessenberg

oρϑοkανονιkώνπινάkωνV1, V2, . . . , Vp. Ολοkληρώνοντας, το παραkάτωϑεώρημα

[5], υποδειkνύει πως το πολυωνυμιkόφίλτρο εφαρμόζεται μέσω την παραγοντο-

ποίησης QR της μεϑόδου shifted QR.

Θεώρημα 2.2. Για V = V1 · · ·Vp, R = R1 · · ·Rp που έχουν παραχϑεί από το

βήμα παραγοντοποίησης QR της μεϑόδου QR ισχύει ότι:

V R =

p∏
i=1

(H − φiI). (2.9)

ΔιαδιkασίαΕπανεkkίνησης. ΄Εχοντας (μεριkώς) ολοkληρώσει την περιγραφή

δημιουργίας του νέου βελτιωμένου διανύσματος στρέφουμε το ενδιαφέρον

προς την διαδιkασία επανεkkίνησης που επιστρατεύει η μέϑοδος IRA, πιο

συγkεkριμένα την δυνατότητα της μεϑόδου να διατήρει μια k-βηματιkή διάσ-

πασης σε σταϑερό μήkος k ενώ ταυτόχρονα σε kάϑε επανεkkίνηση "εμπλουτίζε-

ται" με την πληροφορία απο τo πολυωνυμιkό φιλτράρισμα.
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΄Εστω μια k-βηματιkή διάσπαση Arnoldi:

AQk = QkHk + rke
H
k .

Εισάγουμε τη πληροφορία των πολυωνυμιkών φίλτρων πολλαπλασιάζοντας

την παραπάνω σχέση με τον πίναkα V =
∏p

i=1 Vi,

AQkV = QkV V
HHV + rke

H
k V.

Θέτουμε τώρα Q+
k = QkV ,H+

k = V HHk. Tότε,

AQ+
k = Q+

kH
+
k + rke

H
k V.

Για το γινόμενο eHk V παρατηρούμε ότι:

eHk V = [0, 0, . . . , 0, v1, v2, . . . , vk−p].

Συνεπώς απο τους αρχιkούς πίναkες Q+
k , H

+
k μπορούμε να διατηρήσουμε

μονάχα τους υποπίναkες διάστασης m = k − p, δηλαδή τους Q+
k (:, 1 : m),

H+
k (1 : m, 1 : m). Τέλος προσαρμόζοντας kατάλληλα το υπόλοιπο ως :

vkmrkem kαταλήξαμε kαι πάλι σε μία διάσπασηArnoldi, η οποία "απέχει" p βή-

ματα από την αρχιkή συνεπώς μπορούμε να επαναλάβουμε την παραπάνω δι-

αδιkασία διαρkώς μέχρι την σύγkλιση στην επιϑυμητή ιδιοπληροφορία. Ενοποιη-

μένα η παραπάνω στρατηγιkή συνοψίζεται με τον αλγόριϑμο της μεϑόδου

IRA.
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Αλγόριϑμος 8:Μέϑοδος Implicitly Restarted Arnoldi
Input : Πίναkας A, αρχιkό διάνυσμα q1,maxIter
Output
:

Πίναkες Q,H

1 Q(:, 1) = q1
‖q1‖

2 H = []
3 [Qk,Hk]=Arnoldi(A,Q,H ,k)
4 while iter < maxIter do
5 [Qm,Hm]=Arnoldi(A,Qk,Hk,p)
6 [µ1, . . . , µp] = Shifts(Hm, p)
7 [H+

m,V ]=ShiftedQR(Hk,(µ1, . . . , µp))
8 Qk = QmVm(:, 1 : k)
9 Hk = V HHmV (1 : k, 1 : k)
10 iter++
11 end

4 Σχήμα Επανεkkίνησης Krylov-Schur

ΗμέϑοδοςKrylov-Schur προτάϑηkε από τονG.WStewart στο [18] kαι αποτελεί

ένα εναλλαkτιkό σχήμα επανεkkίνησης που είναι μαϑηματιkά ισοδύναμο με

το σχήμα implicit επανεkkίνησης που είχε προταϑεί από τους Lehoucq kαι

Sorensen. Η βασιkή ιδέα της μεϑόδου στηρίζεται σε μια διάσπαση Schur μιας

διάσπασης Krylov. Η δίασπαση Krylov αποτελεί γενίkευση της διάσπασης

Arnoldi.

Ορισμός 2.3. (Διάσπαση Krylov) Μια k-βηματιkή διάσπαση Krylov kαλείται

μια σχέση της μορφής:

AUk = UkBk + uk+1b
H
k+1,
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με [Uk uk+1] γραμμιkώς ανεξάρτητες στήλες που kαλούνται kαι βάση τηςKrylov

διάσπασης.

Μάλιστα από τις ιδιότητες που είχαν παραταϑεί στο kεφάλαιο 2 είναι γνω-

στό πως οι υπόχωροι Krylov δεν επηρεάζονται από translations kαι μετασχημα-

τισμούς ομοιότητας συνεπώς με την χρήση kατάλληλων μετασχηματισμών μια

διάσπαση Krylov μπορεί να υποβιβαστεί σε μια διάσπαση Arnoldi.Η απόδειξη

του προαναφερϑέν συλλογισμού μπορεί να βρεϑεί στο [18].

4.1 Μέϑοδος Krylov-Schur

΄Εστω μία διάσπαση Krylov της μορφής:

AUk = UkSk + uk+1b
H
k+1.

Λόγω της δομής του πίναkα S, δηλαδή S =

S11 ∗

0 S22

 με S11 ∈ Cp×p ,

S22 ∈ Cq×q (p + q = k) είναι πραkτιkά εύkολο να εξάγουμε μια μιkρότερης

διάστασης διάσπαση Krylov μήkους p < k που 1) διατηρεί την ιδιοπληρο-

φορία ενδιαφέροντος kαι 2) μπορεί kαι πάλι να επεkταϑεί σε μια k-βηματιkή

διάσπαση krylov. Η παραπάνω διαδιkασία επιτυγχάνεται με την χρήση της

μορφής Schur του πίναkα Sk. Πιο αναλυτιkά, για έναν πίναkα A kαι ένα αρ-

χιkό διάνυσμα v1:

1. Eπέkτεινε σε μια k-βηματιkή διάσπαση Krylov: AUk = UkSk +uk+1b
H
k+1.

2. Υπολόγισε την Schur μορφή του πίναkα Sk : SkQk = QkT .
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3. Ταξινόμησε τα στοιχεία του T , ώστε οι p τιμές Ritz ενδιαφέροντος να

βρίσkονται στο πρώτο αριστερό block του πίναkα T .

4. Κατασkεύασε τις διαμερίσεις Qk = [Qp,∼] kαι T =

T11 ∗

0 T12

 .
5. Θέσε Up = UkQp,Sp = T11 kαι bp+1 = QH

p bk+1.

6. Αν bk+1 > tol πήγαινε στο βήμα 1, διαφορετιkά σταμάτα.

Στην παραπάνω διαδιkασία η επέkταση της διάσπασης Krylov γίνεται με την

χρήση της διαδιkασίας Arnoldi με πλήρη ή μεριkή επανορϑογωνιοποίηση kαι

η διάταξη των επιϑμητών τιμών Ritz με μετασχηματισμούς ομοιότητας.

Locking. Στην περίπτωση που ένα πλήϑος των ιδιοτιμών έχει συγkλίνει τότε

είναι δυνατόν να μην συμπεριληφϑούν στους μετέπειτα υπολογισμούς. Δηλαδή

αν οι l πρώτες στήλες του πίναkα Up kατασkευάζουν προσεγγιστιkά έναν

αναλλοίωτο υπόχωρο τότε τα l πρώτα στοιχεία του διανύσματος bk+1 είναι μη-

δενιkά ή σχεδόν μηδενιkά. Σε μια τέτοια kατάσταση ο πίναkας που προkύπτει

μετά την επέkταση είναι ανωHessenberg kαι πιο συγkεkριμένα έχει την παραkάτω

μορφή:

Hk =

T M

B H

 .

Με T =

T11 ∗

0 T12

 , B =

0 b2

0 0

 , όπου b2 είναι το μη μηδενιkό τμήμα

του διανύσματος bk+1 kαι H άνω Hessenberg. Συνεπώς, με την χρήση ενός

πίναkα Q̂ =

Il 0

0 Q

, με Q ορϑομοναδιαίο μπορούμε να να μετατρέψουμε
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τον πίναkαHk σε άνω τριγωνιkό. Η παραπάνω στατηγιkή μείωσης του υπολ-

ογιστιkού kόστους kαλείται locking.

To επόμενο ϑεώρημα εξετάζει την σχέση μεταξύ των δύο σχημάτων επανεkkίνησης

που έχουν περιγραφεί μέχρι στιγμής.

Θεώρημα 2.3. ΄Εστω μια διάσπαση Arnoldi:

P := AQ = QH + rueHk ,

kαι μία διάσπαση Krylov:

Q := AV = V S + ubH .

΄Εστω ότι εkτελείται ένας kύkλος συμπίεσης-επέkτασης της IRA στην P, kαι

ένας kύkλος διάσπασης της Krylov-Schur στην Q. Αν απορριφϑούν οι ίδιες τιμές

Ritz τότε οι δύο διασπάσεις είναι ισοδύναμες.

(Απόδειξη) Αρkεί να δειχϑεί πως οι υπόχωροι που kατασkευάζουν οι δύο

διασπάσεις είναι ιδίοι. Στο αρχιkό στάδιο της kατασkευής των διασπάσεων

kατασkευάζονται τα ίδια διανύσματα. ΄Εστω ότι έχει πραγματοποιηϑεί το στά-

διο της επανεkkίνησης kαι έχουν απορριφϑεί το ίδιο τμήμα του φάσματος.

Τότε οι νέες διασπάσεις μπορούν να γραφϑούν ώς:

P̂ := AQ̂ = Q̂Ĥ + r̂ûeHk .

kαι

Q̂ := AV̂ = V̂ Ŝ + ûb̂H .
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Για kάποιο ορϑομοναδιαίο πίναkαW ισχύει ότι V̂ = Q̂W , άρα

Ŝ = V̂ HAV̂ = WHQ̂HAQ̂W = WHĤW.

Συνεπώς, οι δύο πίναkες είναι όμοιοι kαι άρα έχουν απορρίψει τις ίδιες τιμές

Ritz. Τέλος, αν P,Q οι μετασχηματισμοί που εφαρμόστηkαν στους πίναkες

Ŝ, Ĥ των P̂ , Q̂ αντίστοιχα, τότε μένει να δειχϑεί ότι οι χώροι που παράγονται

απο του πίναkες Pk = Q̂P (:, 1 : k) kαι Qk = V̂ Q(:, 1 : k) ΄Αμεσα απο την

kατασkευή, ο χώρος R(Pk) = P είναι ο ιδιοχώρος των Schur διανυσμάτων

του Ĥ kαι ομοίως για τον Ŝ o χωρός R(Qk) είναι ο ιδιόχωρος Q kαι είναι

ίδιοι. Εφόσον,WH ŜW = Ĥ ο πίναkαςWHPk παράγει τον χώρο Q συνεπώς

υπάρχει ορϑομοναδιαίος πίναkας R ώστε Qk = WHPkR kαι kατα συνέπεια

V̂ Qk = ÛWWHPkR = ÛPkR.

΄Αρα, οι υπόχωροι που παράγονται απο τους V̂ Qk, Q̂Pk είναι ίδιοι.

Για περαιτέρω ιδιότητες που αφορούν στην ευστάϑεια της μεϑόδου παρα-

πέμπουμε στο [18].

Σχόλιο. 1) Στην περίπτωση της IRA λόγο της χρήσης της μεϑόδου QR για

την εφαρμογή του πολυωνυμιkού φίλτρου υπήρχε το ενδεχόμενο να επανεμ-

φανισϑούν τιμές Ritz που αντιστοιχούν στο ανεπιϑύμητο τμήμα του φάσματος

kαι άρα να δυσχεραίνουν την σύγkλιση της μεϑόδου, το οποίο δεν συμβαίνει

στην περιπτώση του σχήματος Krylov-Schur.

2) Είναι ευkολότερο στην διαδιkασίαKrylov-Schur να μην μετέχουν στους επό-

μενους υπολογισμούς ήδη συγkλίνοντα τμήματα τουφάσματος. Στην περίπτωση
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της IRA μια στρατηγιkή αντίστοιχη του locking είναι δυσkολότερο να εφαρ-

μοσϑεί λόγο της απαίτησης της να διατηρεί συνεχώς μια "αυστηρή" διάσπαση

Arnoldi.

3) Με χρήση της μεϑόδου Krylov-Schur χάνεται η ευελιξία της επιλογής του

πολυωνυμιkού φίλτρου που υπήρχε στην IRA.

5 Μέϑοδος Lanczos

Hkλασιkή (συμμετριkή) μέϑοδος Lanczos, προτάϑηkε στο [9], είναι προγενέστερη

της μεϑόδου Arnoldi αλλά μπορεί να περιγραφεί ως μια ειδιkή περίπτωση της

δεύτερης, συγkεkριμένα όταν ο πίναkας εισόδου A είναι Ερμιτιανός, τότε ως

αποτέλεσμα της συμμετριkότητας του, προkύπτει τελιkά ότι ο άνω Hessenberg

H μετατρέπεται σε άνω τριδιαγώνιο
1
Για πλήρη ανάλυση της συμμετριkής μεϑό-

δου Lanczos παραπέμπουμε σε [5]. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η γενίkευση

της για μη ερμιτιανούς πίναkες.

5.1 Μέϑοδος Lancos με Αμφιορϑογωνιότητα

Η Γενίkευση της Lanczos σε μη Ερμιτιανούς πίναkες kαλείται Μέϑοδος

Lanczos με αμφιορϑογωνιότητα ή μη Ερμιτιανή μέϑοδος Lanczos αποτελεί

μια πλάγια προβολιkή μέϑοδος υποχώρων Krylov, δηλαδή οι δύο υπόχώροι

K, L στους οποίους επιβάλεται η συνϑήkη ορϑογωνιότητας Petrov-Galerkin,

δεν ταυτίζονται, σε αντίϑεση με τις μεϑόδους τύπου Arnoldi. Λόγω των δι-

αφορετιkών υποχώρων Krylov που αξιοποιεί η μέϑοδος, έχει την δυνατότητα
1Τριδιαγώνιος Πίναkας: ΄Ενας πίναkας kαλείται τριδιαγώνιος αν είναι άνω kαι kάτω Hes-

senberg.
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προσέγγισης αριστερών kαι δεξιών ιδιοδιανυσμάτων του πίναkα Α.

΄Εστω ένας πίναkας A ∈ Cn×n kαι διανύσματα u, v ∈ Cn. Στόχος της μη

συμμετριkής Lanczos είναι η kατασkευή βάσεων για δύο υποχώρους Krylov,

έστω K(A, u), K(AH , v) ώστε να ιkανοποιούν την σχέση αμφιορϑογωνιότη-

τας.

Ως παράγωγο της διαδιkασίας kατασkευής αμφιορϑογώνιων βάσεων είναι

η kατασkευή τριδιαγώνιου πίναkα T .

Ομοιώς με την μέϑοδο Arnoldi, η μη ερμιτιανή Lanczos χρησιμοποιείται για

την εkτίμηση μεριkών ιδιοτιμών του πίναkα A μέσω των ιδιοτιμών kαι ιδιοδι-

ανυσμάτων του τριδιαγώνιου πίναkα T .

Μια απλή εkδοχή της μεϑόδου όπως παρατίϑεται απο τον Saad στο [15].

Αλγόριϑμος 9:Μέϑοδος Biorthogonal Lanczos
Input

:

Πίναkας A, αρχιkά διάνυσμα u, v ώστε < u1, v1 >= 1

1 Initialize: β = 0, u0 = 0, v0 = 0

2 for i← 1, 2 . . . , n do

3 set αi = 〈Aui, vi〉

4 set ri+1 = Aui − αiui − βiui−1

5 set pi+1 = AHvi − ᾱivi − δivi−1

6 set δi+1 = ‖〈ri+1, pi+1〉‖
1
2

7 set βi+1 = 〈ri+1,pi+1〉
δi+1

8 set vi+1 = pi+1
¯βi+1

9 set ui+1 = ri+1

δi+1

10 end

Ο Saad επισημαίνει ότι η επιλογή των δ, β μπορεί να γίνει με ποιkίλους
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τρόπους αρkεί να ιkανοποιείται η συνϑήkη δiβi = 〈ri, pi〉. Στην παραπάνω

εkδοχή η επιλογή τους πραγματοποιείται ώστε να προkύπτει το ίδιο υπόλοιπο.

Οι τίμες Ritz προkύποτουν απο την επίλυση του γενιkευμένου προβλήματος

ιδιοτιμών Tkx = diag(〈ui, vi〉)x.

Ορισμός 2.4. (k-βηματιkή Διάσπαση Lanczos) ΄Εστω ότι έχουν εkτελεσϑεί k-

βήματα της μη ΕρμιτιανήςΜεϑόδου Lanczos,kαι {u1, . . . , um}, {v1, . . . , vm} το

αμφιορϑογώνιο σύστημα. Οι σχέσεις:

AVk = VkTk + dk+1vk+1e
H
k .

AHUk = UkTk + δk+1uk+1e
H
k .

περιγράφουν μια k-βηματιkή διάσπαση Μη Ερμιτιανής Lanczos.

Είναι άμεσα εμφανες ότι οι προηγούμενες σχέσεις είναι kαι διασπάσεις

τύπου Arnoldi για τους πίναkες A,AH . Συνεπώς το kριτήριο σύγkλισης που

είχε δοϑεί υπο μορφή πρότασης για την μέϑοδος Arnoldi μπορεί να επεkταϑεί

kαι για την μη Ερμιτιανή μέϑοδο Lanczos. Δηλαδή αν (λi, yi) ιδιοζεύγη του

πίναkα Tk, τότε για x = Vky προkύπτει πως:

‖A− λix‖ = |δk+1e
H
k ||eHk yk|. (2.10)

Τέλος, αν yi τα αριστερά ιδιοδιανύσματα του πίναkα T . Τότε, τα αριστερά

ιδιοδιανύσματα του πίναkα A προσεγγίζονται απο τα διανύσματα Uyi.
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Απώλεια Ορϑογωνιότητας-Arnoldi

΄Οπως είχε αναφερϑεί σε finite precision arithmetic η διαδιkασία Arnoldi χάνει

την ορϑογωνιότητα των στηλών του ορϑοkανονιkού πιναkαQ kαϑώς το πλήϑος

των βημάτων αυξάνεται,όταν ο αρχιkός πίναkας A είναι ill-Conditioned. Για

την ανάδειξη του παραπάνω προβλήματος υλοποιήϑηkε μια εkδοχή της δι-

αδιkασίας Arnoldi με την δυνατότητα επιλογής αν ϑα πραγματοποιηϑεί το

δεύτερο στάδιο ορϑογωνιοποιήσης. Επιλέχϑηkαν o πίναkαςwest2021 με δείkτη

kατάστασης = 7.5023e + 12 απο την ανοιχτή συλλογή πινάkων, παραkάτω

παρατίϑενται το sparsity γράφημα
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Ειkόνα 2.1: Πίναkας west2021.

Στην συνέχεια υπολογίσϑηkαν τα γινόμεναQ(:, 1)HQ(:, 1 : k) για k = 200

για τυχαίο q0 χωρίς δεύτερο στάδιο ορϑογωνιοποιήση kαι με συνεχή ορϑογ-

ωνιοποίηση.
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(a) Χωρίς επαναορϑογωνιοποίηση.
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(b) Συνεχής επαναορϑογωνιοποίηση.

Εναλλαkτιkή ποσότητα που εkφράζει την απώλεια ορϑογωνιότητας είναι

η νόρμα τ = ‖QHQ−I‖. Στην πρώτη περίπτωση προkύπτει τ = 4.0198e−11

ενώ στην δεύτερη τ = 1.1476e− 15.

Προσέγγιση Εξωτεριkών Ιδιοδιανυσμάτων

΄Ενα χαραkτηριστιkό των μεϑόδων τύπου Arnoldi είναι οτι τείνουν να προσεγ-

γίζουν τις ιδιοτιμές που αντίστοιχούν στο εξωτεριkό τμήμα του φάσματος. Για

ένα τυχαίο αραιό πίναkα [100× 100] προέkυψαν γραφιkά τα εξής αποτελέσ-

ματα για 10 kαι 20 επαναλήψεις αντίστοιχα:
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(a) 10 Επαναλήψεις.
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(b) 20 επαναλήψεις.

H παραπάνω συμπεριφορά αιτιολογείται λόγο των ιδιοτήτων των υπο-

χώρων Krylov, kαϑώς kάϑε διάνυσμα x μπορεί να γραφϑεί υπό την μορφή

x = π(A)u όπως στην ενότητα 2 του kεφαλαίου 2. Συνεπώς ενώ το διάνυσμα

q αρχιkά έχει πληροφορία προς όλα τα ιδιοδιανύσματα τουA kαϑώς αυξάνον-

ται οι επαναλήψεις τα ci των εξωτεριkών ιδιοδιανυσμάτων ενισχύονται με

αποτέλεσμα να προσεγγίζονται kαλύτερα οι ιδιοτιμές των εξωτεριkών ιδιο-

διανυσμάτων. Αντίστοιχα, την ίδια συμπεριφορά μπορούμε να παρατηρή-

σουμε kαι απο την εkτέλεση της μη ερμιτιανής Μεϑόδου Lanczos. Πιο ανα-

λυτιkά για έναν τυχαίο [100 × 100] αραιό πίναkα kαι αρχιkά διανύσματα

u, v = e1 ∈ C100×1 εkτελέσϑηkαν 50 επαναλήψεις την μη ερμιτιανής μεϑόδου

Lanczos. Παραkάτω παρατίϑεται ο πίναkας διασποράς του αρχιkού πίναkα

kαι οι προσεγγίσεις των ιδιοτιμών ταυτόχρονα με τις πραγματιkές ιδιοτιμές

του αρχιkού πίναkα.
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(a) Διάγραμμα Διασποράς. (b) 50 επαναλήψεις.

ΠαράδειγμαΕφαρμογής τηςΜεϑόδουKrylov-Schur

Ως τελευταίο παράδειγμα του δεύτερου kεφαλαίου παρατίϑεται η εφαρμογή

της μεϑόδου Krylov-Schur σε έναν τυχαίο αραίο πίναkα, με τυχαίο αρχιkό

διάνυσμα. Πιο αναλυτιkά, επιλέχϑηkε ένας [200 × 200] τυχάιος αραιός πί-

ναkας, ως επιϑυμητό τμήμα του φάσματος επιλέχϑηkαν οι έξι μεγαλύτερες

ιδιοτιμές τουA kαι τέλος για τους kύkλους διάσπασης χρησιμοποιήϑηkε διάσ-

παση Arnoldi μήkους 12. Σημειώνεται πως το στάδιο επέkτασης σε μια 12-

βηματιkή διάσπαση έχει υλοποιηϑεί με συνέχη ορϑογωνιοποίηση.

(a) Διάγραμμα Διασποράς. (b) Αποτέλεσμα της Μεϑόδου.



Κεφάλαιο 3
Γενιkευμένες Μεϑόδοι Krylov Τύπου

Arnoldi

Toπαρόν kεφάλαιο επιkεντρώνεται στην παρουσίαση των γενιkευμένων μεϑόδων

υποχώρων Krylov τύπου Arnoldi για την kλάση προβλημάτων τύπου QEP

(Quadratic-Eigenvalue-Problem), kαι στην συνέχεια για την γενιkότερη kλάση

τύπου PEP (Polynomial-Eigenvalue-Problem).

1 Πολυωνυμιkά Προβλήματα Ιδιοτιμών

Ορισμός 3.1 (QEP). Για πίναkεςM,D,K, μεΜαντιστρέψιμο πίναkα, ζητείται

ζεύγος (λ,x) που να ιkανοποιεί την εξίσωση:

(λ2M + λD +K)x = 0.

Mε λ ∈ C, 0 6= x ∈ C kαιM,D,K ∈ Cn×n.

59
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Σχόλιο. ΤοQEP έχει 2n ιδιοζεύγη, δηλαδή 2n ιδιοτιμές kαι 2n ιδιοδιανύσματα.

Η επίλυση του QEP προkύπτει σε πλήϑος εφαρμογών όπως συνήϑης δι-

αφοριkές εξισώσεις 2ου βαϑμού1 προβλήματααkουστιkής με στόχο την μείωση

του ϑορύβου οχημάτων kαι αεροσkαφών, προβλήματα ρευστομηχανιkής kατά

την μελέτη γραμμιkής ευστάϑειας ροών, φραγμένων (Constrained) προβλη-

μάτων ελαχίστων τετραγώνων, προβλήματα ανάλυσης σημάτος kαι άλλων τα

οποία παρουσιάζονται σε βάϑος στο έργο των Tisseur kαι Meerbergen [19]

Στόχος όλων των μεϑόδων που ϑα περιγραφούν στο υπόλοιπο της ερ-

γασίας είναι η προσέγγιση kάποιου τμήματος ενδιαφέροντος της ιδιοπληρο-

φορίας τωνπροβλημάτωνQEP ήPEP. Ως μεϑόδοι τύπουArnoldi επιστρατεύουν

ορϑές προβολιkές διαδιkασίες για τον υποβιβασμό του προβλήματος σε ένα

ισοδύναμο μιkρότερης διάστασης kαι στην συνέχεια την διαδιkασία Rayleigh-

Ritz για την προσέγγισης της επιϑυμητής ιδιοπληροφορίας.

2 Γενιkευμένοι Υπόχωροι Krylov

Προkειμένου να περιγράψουμε τις ορϑές προβολιkές διαδιkασίες για ταQEP

PEP πρέπει να επεkταϑεί ο ορισμός των υποχώρων Krylov σε έναν γενιkότερο

ορισμό. ΄Ετσι προkύπτουν για το QEP [2]:

Ορισμός 3.2. ΄Εστω A,B ∈ Cn×n kαι u1, u2 ∈ Cn με u1 6= 0. Αν,

r0 = u1

r1 = Au1 +Bu2

1Mq̈(t) + Cq̇(t) +Kq(t) = f(t). ΜεM,C,K ∈ Fn×n, q(t) ∈ Fn, όπου F = R ή C.
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rj = Arj−1 +Brj−2, j ≥ 2.

τότε η αkολουϑία {r0, r1, . . . , rd−1} kαλείται Γενιkευμένη Αkολουϑία Krylov 2ης

Τάξης που kαϑορίζεται απο τους πίναkες A, B, kαι τα αρχιkό διάνυσμα u1,

u2. Ο αντίστοιχος χώρος:

Gd(A,B, u1, u2) = span{r0, r1, . . . , rd−1},

kαλείται d-όστος Γενιkευμένος Υπόχωρος Krylov 2ης τάξής.

Σχόλιο. Στην περίπτωση που u2 = 0 ο d-οστός γενιkευμένος υπόχωρος Krylov

2ης kαλείται d-οστός υπόχωρος Krylov 2ης τάξης kαι συνδέονται μέσω της

σχέσης:

Gd(A,B, u1, 0) = Kd(A,B, u1).

Η έννοια των γενιkεύμενων υποχώρων Krylov 2ης τάξης μπορεί να επεk-

ταϑεί φυσιkά kαι για το PEP[3].

Ορισμός 3.3. ΄Εστω A0, A1, . . . , Ad−1 τετραγωνιkοί πίναkες kαι διανύσματα

u0, u1, . . . , ud−1 με ud−1 6= 0 ώστε

r0 = u1

r1 = u2

...

rn−2 = ud−1

rn−1 = Ad−1ud−1 + Ad−2ud−2 + A0u0

rj = Ad−1rj−1 + Ad−2rj−2 + A0rj−d, j ≥ d.
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H αkολουϑία {ri}d−1
i=0 kαλείται γενιkευμένη αkολουϑία Krylov kαι o χώρος

Gm
(
{Ai}d−1

i=0 , {ui}d−1
i=0

)
= span {rd−2, rd−1, . . . , rd+m−3} , j ≥ d.

kαλείταιm-όστος Γενιkευμένος Υπόχωρος Krylov

3 Ορϑή προβολιkή Διαδιkασία PEPs

΄Εστω τετραγωνιkοί πίναkεςA0, A1, A2, . . . , Ad αναζητούμε προσεγγιστιkό ζεύ-

γος (λ̂ ∈ C, x̂ ∈ Gm),m < d, του ζεύγους (λ, x), στον δεξίο υπόχωρο ή χώρο

προσεγγίσεων K = Gm
(
{Ai}d−1

i=0 , {ui}d−1
i=0

)
= L ϑεωρούμε επιπλέον μια ορ-

ϑοkανονιkή βάση του K, έστω Qm, τότε το x̂ = Qmg. Τότε επιβάλλοντας την

Petrov -Galerkin συνϑήkη Ορϑογωνιότητας προkύπτει:

(λ̂dAd + · · ·+ λ̂A1 + A0)x̂ ⊥ Gm.

uH(λ̂Ad + · · ·+ λ̂A1 + A0)x̂ = 0 ∀u ∈ Gm.

εφόσον x̂ = Gmq,

GH
m(λ̂dAd + · · ·+ λ̂A1 + A0)Gmq = 0.

΄Αρα,

(λ̂dQH
mAdQm︸ ︷︷ ︸
Âd

+ · · ·+ λ̂ QH
mA1Qm︸ ︷︷ ︸
Â1

+QH
mA0Qm︸ ︷︷ ︸
Â0

)q = 0.
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Τελιkά,

(λ̂dÂd + · · ·+ λ̂Â1 + Â0)q = 0. (3.1)

Συνεπώς το αρχιkό PEP διάστασης n υποβιβάστηkε σε ένα ισοδύναμο PEP

διάστασηςm.

΄Εστω τώρα το (λ̂2M + λ̂D + K)x̂ = 0 ϑεωρούμε υπόχωρο προσέγγισης

K = Gm(A,B, u1, u2) = L kαι Qm ορϑοkανονιkή βάση του K kαι προσεγγισ-

τιkό ζέυγος λ̂, x̂ αkολουϑώντας την ίδια συλλογιστιkή πορεία το ισοδύναμο

υποβιβασμένο πρόβλημα διάστασηςm που προkύπτει ϑα είναι

(λ̂2M̂ + λ̂D̂ + K̂)q = 0. (3.2)

Με M̂ = QH
mMQm, D̂ = QH

mDQm, K̂ = QH
mKQm οι πίναkες του ισοδύναμου

υποβιβασμένου QEP.

Διαϑέτοντας τα υποβιβασμέναπροβλήματα είναι εύkολο ναπροσαρμοσϑεί

η διαδιkασία Rayleigh-Ritz για τα PEPs:

Αλγόριϑμος 10: Διαδιkασία Rayleigh-Ritz (PEP)
1 Κατασkεύασε την ορϑοkανονιkή βάση Q του υπόχωρου Gm.
2 Κατασkεύασε τους πίναkες Âi = QH

mAiQm.
3 Υπολόγισε το επιϑυμητό τμήμα του φάσματος {λ̂i}ki=1 του

υποβιβασμένου προβλήματος P (λ̂, Âi) kαι τα αντίστοιχα
ιδιοδιανύσματα y.

4 Υπολόγισε τα προσεγγιστιkά ιδιοδιανύσματα x̂ = Qy.
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4 Γραμμιkοποίηση

Ηkλασσιkή προσέγγιση για την επίλυση τωνPEPs είναι μέσω την γραμμιkοποιήσης.

Η διαδιkασία την γραμμιkοποιήσης ανάγει ένα πολυωνυμιkό πρόβλημα ιδιο-

τιμών σε ένα γραμμιkό πρόβλημα ιδιοτιμών στο οποίο μπόρει να εφαρμοσϑεί

kάποια αριϑμητιkή μέϑοδος, όπως η μέϑοδος IRA για την προσέγγιση της επι-

ϑυμητής ιδιοπληροφορίας. Η γραμμιkοποίηση ενός PEP δεν είναι μοναδιkή,

στην συνέχεια ϑα παρουσιαστεί η συνηϑέστερη γραμμιkοποιήση για το QEP

kαι ϑα γενιkευϑεί για το PEP. ΄Εστω το QEP, Q(λ) = λ2M + λD + K kαι

διάνυσμα v =

λx
x

 τότε το αρχιkό QEP μπορεί να γραφϑεί στην μορφή:

(
λ

M 0

0 I


︸ ︷︷ ︸

G

−

−D −K

I 0


︸ ︷︷ ︸

C

)λx
x


︸ ︷︷ ︸

u

= 0. (3.3)

Το οποίο στην συνέχεια μπορεί περαιτέρω να αναχϑεί στο LEP αν ϑεωρή-

σουμε τον πίναkα:

H = G−1C =

−M−1D −M−1K

I 0

 =

A B

I 0

 . (3.4)

Aν ϑεωρήσουμε τώρα το PEP της μορφής:

P (Ai, λ) = Adλ
d + · · ·+ A1λ+ A0
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με A0, A1, . . . , Ad τετραγωνιkοί, αραιοί πίναkες. Για την γραμμιkοποίηση του

PEP ϑεωρούμε ενα διάνυσμα της μορφής v =


λd−1x

...

x

 τότε οι πίναkες G,C

της προηγούμενης παραγράφου μπορούν να γραφϑούν ως εξής:

C =


−Ad−1 −Ad−2 . . . A0

I 0 . . . 0
... . . . . . . ...

0 . . . I 0

 , G =


Ad

I

. . .

I

 .

Και στην συνέχεια να μετασχηματιστεί το παραπάνω γενιkευμένο πρόβλημα

στο γραμμιkό ισοδύναμο με τον πίναkαM :

M =


Md−1 Md−2 . . . M0

I 0 . . . 0
... . . . . . . ...

0 . . . I 0

 ,Mi = −A−1
d Ai i = 1, . . . , d− 1.

(3.5)

Μειονεkτήματα της Γραμμιkοποιήσης. Η γραμμιkοποίηση αυξάνει τις δι-

αστάσεις του προβλήματος kαι δεν διατηρεί τις δομιkές ιδιότητες των αρ-

χιkών πινάkων. Αkόμη ο τελιkός πίναkα, δηλαδή οι πίναkες (H ή M) που

μετασχηματίζει το πολυωνυμιkό σε γραμμιkό πρόβλημα ιδιοτιμών, συνήϑως

έιναι ill-conditioned. Συνεπώς η χρήση kάποιας μεϑόδου υποχωρών Krylov

γραμμιkών προβλημάτων ϑα έχει αυξημένο υπολογιστιkό kόστος kαι χρόνο
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ενώ παράλληλα οι ill-conditioned πίναkες ϑα επηρεάσουν την αkίβεια της

μέϑοδου.

Για περαιτέρωπληροφορίες σχετιkά με γενιkότερες τεχνιkές γραμμιkοποίησης

παραπέμπουμε στο [13]

5 Διαδιkασίες GSOAR kαι GAR

Οι γενιkεύσεις των διαδιkασίων Arnoldi για την kατασkευή ορϑομοναδιαίας

βάσης για τους υποχώρους Krylov των LEP γενιkεύονται για τα τετραγωνιkά

kαι πολυωνυμιkάπροβλήματα ιδιοτιμών με τις διαδιkασίεςGSOAR- (Generalized

SecondOrderARnoldi) kαιGAR-(GeneralizedARnoldi ) που προτάϑηkαν απο

τους Bao,Lin,Wei στο [3]. Στόχος των διαδιkασιών είναι η άμεση εφαρμογή

της διαδιkασίας στους πίναkες των αρχιkών προβλημάτων προkειμένου να

αποφευχϑεί η χρήση του πίναkα γραμμιkοποίησης.

Υπόχωροι Krylov για τις διαδιkασίες GSOAR kαι GAR. ΄Εστω το PEP kαι

ο πίναkας γραμμιkοποίησης όπως στην σχέση (3.5), αν u = [uH0 , . . . , u
H
d−1]H

αρχιkά διανύσματα, παρατηρούμε ότι τα διανύσματα της γενιkευμένης αkολου-

ϑίας Arnoldi, έστω ri μπορούν να γραφϑούν στην μορφή:


rj

rj−1

...

rj−d+1

 = M j−d+2u, j ≥ d− 1. (3.6)
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Δηλαδή ηπληροφορία πουπεριέχεται στον υπόχωροKrylov του γραμμιkοποιη-

μένου προβλήματος είναι ίδια με την πληροφορία πουπεριέχεται στον γενιkευμένο

υπόχωροKrylov. Αντίστοιχα η παραπάνωπαρατήρηση ισχύει kαι για τοQEP:

Η αkολουϑία των γενιkευμένων διανυσμάτων 2ης τάξης σχετίζεται με την αkολου-

ϑία {Hjv} ως εξής:  rj

rj−1

 = Hjv, j ≥ 1.

Τέλος, παρατίϑενται οι διαδιkασίες GSOAR kαι GAR που kατασkευάζουν

ορϑομοναδιαίες βάσης για τους αντίστοιχους γενιkευμένους υπόχωρουςKrylov.
Αλγόριϑμος 11: Διαδιkασία GSOAR
Input
:

Πίναkας A,B, αρχιkά διάνυσματα u1, u2

1 q1 = u1
‖u1‖2

2 p1 = u2
‖u2‖2

3 for j ← 1 to d do
4 r = Aqj +Bpj
5 s = qj
6 for i← 1 to j do
7 tij = qTi r
8 r ← r − qitij
9 s← s− pitij

10 end
11 tj+1,j = ‖r‖2

12 if tj+1,j = 0 then
13 stop

14 end
15 qj+1 = r

tj+1,j

16 pj+1 = s
tj+1,j

17 end

Σχόλιο. ΗδιαδιkασίαGSOAR για αρχιkό διάνυσμαu2 = 0 kαι p1 = 0 kατασkευάζει

ορϑομοναδιαία βάση για υπόχωρο Krylov 2ης τάξης kαι kαλείται SOAR.
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Αλγόριϑμος 12: Διαδιkασία GAR

1 β = ‖ud−1‖2

2


q1

p
(1)
1
...

p
(d−1)
1

 = 1
β


ud−1

ud−2

...
u(0)


3 for j ← 1 tom do

4


qj+1

p
(1)
j+1
...

q
(d−1)
j+1

 =


Md−1 Md−2 . . . M0

I 0 . . . 0
... . . . . . . ...
0 . . . I 0




qj

p
(1)
j
...

p
(d−1)
j


5 for i← 1 to j do
6 hij = (q

(d−1)
i )T qd−1

j+1

7


qj+1

p
(1)
j+1
...

p
(d−1)
j+1

 =


qj+1

p
(1)
j+1
...

p
(d−1)
j+1

− hij ·


qi

p
(1)
i
...

p
(d−1)
i


8 end
9 hj+1,j = ‖q(d−1)

j+1 ‖2

10 if hj+1,j=0 then
11 Stop
12 else

13


qj+1

p
(1)
j+1
...

p
(d−1)
j+1

 = 1
hj+1,j


qj+1

p
(1)
j+1
...

q
(d−1)
j+1


14 end
15 end
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Παρατηρήσεις Είναι άμεσα εμφανές η συσχέτιση των γενιkευμένων διαδιkασιών

Arnoldi με την διαδιkασία Arnoldi που είχε περιγραφεί στο προηγούμενο kε-

φάλαιο, kαϑώς αποτελούνται από ένα εσωτεριkό loop τροποποιημένης ορ-

ϑογωνιοποιήσης gram-Schmidt kαι στην συνέχεια μια διαδιkασία kανονιkοποιήσης

των ορϑογωνιοποιημένων διανυσματωνπουπαράχϑηkαν απο την προαναφερ-

ϑέν ορϑογωνιοποίηση. Ανάμενεται πως όλες οι προτάσεις επεkτείνονται kαι

για τις περιπτώσεις των διαδιkασιων GSOAR kαι GAR.

΄Εστω ότι έχουν εkτελεσϑείm-βήματα της διαδιkασίαςGAR χωρίς να έχει

προkύψει τερματισμός λόγο της συνϑήkης της γραμμής (10) τότε η kατάσταση

μπορεί να περιγραφεί από την παραkάτω σχέση:


Md−1 Md−2 . . . Md

I 0 . . . 0
... . . . . . . ...

0 . . . I 0




Qm

P
(1)
m

...

P
(d−1)
m

 =


Q

(d−1)
m+1

Q
(d−2)
m+1

...

Q
(1)
m

 · H̄m, (3.7)

όπου ο άνω-Hessenberg πίναkας H̄m προkύπτει από τους υπολογισμούς

των στοιχείων τους όπως πραγματοποιούνται στον αλγόριϑμο (7) kαι αντισ-

τοίχως οι πίναkες Q, P προkύπτουν από την αύξουσα παράϑεση των qi, pi

αντίστοιχα. Αν επιπλέον γραφϑεί o πίναkας H̄ γραφϑεί ως την διαμέριση Hm

hm+1,m

 τότε η παραπάνω σχέση τρέπεται στην,
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M


Qm

P
(1)
m

...

P
(d−1)
m

 =


Qm

P
(1)
m

...

P
(d−1)
m

Hm + hm+1,m


qm+1

p
(1)
m+1

...

p
(d−1)
m+1

 e
H . (3.8)

Η παραπάνω σχέση όμως, είναι μια διάσπαση τύπου Arnoldi. Προφανώς

μια διάσπαση τύπου Arnoldi ϑα είναι kαι το αποτέλεσμα της GSOAR έπειτα

αποm-βήματα της διαδιkασίας χωρίς τερματισμό λόγο της συνϑήkης της γραμ-

μής (12) του Αλγόριϑμου (8):

A B

I 0

Qm

Pm

 =

Qm+1

Pm+1

 T̂m, (3.9)

όπουQm+1 =
[
Qm Qm+1

]
, P =

[
Pm pm+1

]
kαι ο άνω Hessenberg T̂n = Tm

tm+1,m

 με Tm = tij επίσης άνω-Hessenberg. Για λόγους σαφήνειας kαλούμε

L τον πίναkα μετασχήματισμου του QEP τότε:

L

Qm

Pm

 =

Qm

Pm

Tm + Tm+1,m

qm+1

pm+1

 eH . (3.10)

Προkειμένου νααποδειχϑεί πως οαλγόριϑμοςGAR kατασkευάζει ορϑοkανον-

ιkή βάση για τον γενιkευμένο υπόχωρο ϑα χρειαστεί η παραkάτω πρόταση.
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Πρόταση 3.1. ΄Εστω A τυχαίος n× n πίναkας kαι Vm+1 = [Vmvm+1] ώστε

AVm = Vm+1Hm. (3.11)

Με Hm ένας (m + 1) ×m άνω Hessenberg πίναkας. Τότε υπάρχει άνω τριγ-

ωνιkός πίναkας Rm ώστε

VmRm = Km(A, v). (3.12)

΄Οπου K(A, u) ο πίναkας Krylov. Αν επιπλέον η υποδιαγώνιος του H έχει

m− 1 μη μηδενιkά στοιχεία kαι ο Rm είναι αντιστρέψιμος τότε,

spanVm = Km(A, v). (3.13)

Διαϑέτοντας την παραπανω πρόταση kαι την σχέση που συνδέουν τους

υπόχωρουςKrylov με τους γενιkευμένους υπόχωρουςKrylov μπορεί να διατυπ-

ωϑεί το παραkάτω ϑεώρημα.

Θεώρημα 3.1. Αν ο αλγόριϑμος GAR δεν τερματιστεί στο kριτήριο των γραμ-

μών (10) στο βήμα j τότε kατασkευάζει ορϑοkανονιkή βάση για τον γενιkευμένο

υπόχωρο Krylov Gj(A, u).
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Απόδειξη

Gj(A, u) = span{rd−2, rd−1, . . . , rd+j−3}

= span


[I 0 . . . 0]


ud−1 rd−1 . . . rd+j−3

ud−2 rd−2 . . . rd+j−4

... ... . . .
...

u0 r0 . . . rj−2




= span {[I 0 . . . 0]K(u1,M)}

= span


[I 0 . . . 0]


Qj

P
(1)
j

...

P
(d−1)
j

Rj


= span{Qj}.

Περαιτέρω για kριτήριο τερματισμού, η ερμηνεία του είναι ισοδύναμη με

αυτή που είχε δοϑεί για την περίπτωση της kλασσιkής διαδιkασίας Arnoldi kαι

επεkτείνεται kαι για τις γενιkευμένες διαδιkασίεςArnoldi, δηλαδή αν προkύψει

hj+1,j = 0 τότε ο γενιkευμένος υπόχωρος Krylov είναι αναλλοίωτος υπό τον

τον αντίστοιχο πίναkας γραμμιkοποιήσης kαι απο την πρόταση που είχε δοϑεί

για τις ορϑές προβολιkές διαδιkασίες τα ζεύγη Ritz είναι αkριβείς προσεγγί-

σεις των ιδιοζευγών του αρχιkού προβλήματος (QEP ή PEP).



73 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ KRYLOV ΤΥΠΟΥ ARNOLDI

6 Refined Μέϑοδος GSOAR kαι GAR

Ηπροηγούμενη ενότητα περιέγραψε την kατασkευή της ορϑοkανονιkής βάσης

για του γενιkευμένους υποχώρους Krylov συνέπως αkολουϑώντας την διαδι-

kασίας Rayleigh-Ritz που παρουσιάστηkε στην αρχή του kεφαλαίου μπορεί

να προσεγγισϑεί το επιϑύμητο τμήμα του φάσματος για το PEP. Ερευνητιkά

αποτελέσματα υποδειkνύουν πως η συγkλισή των διανυσμάτων Ritz αν εί-

ναι εφιkτή, είναι αργή, αkόμη kαι αν υπάρχει σύγkλιση των τιμών Ritz [6].

Προkειμένου να βελτιωϑούν οι προσεγγίσεις των ιδιοδιανυσμάτων ενός PEP

kατασkευάζονται νέα διανύσματα Ritz τα οποία kαλούνται refined διανύσ-

ματα Ritz. Πιο αναλυτιkά, εστω ζευγη Ritz (λ̂i, xi) αιτούνται διανύσματα Ritz

x̂i τα οποία να ιkανοποιούν την σχέση:

‖(λ̂diAd + · · ·+ λ̂iA1 + A0)x̂‖ = min
z∈Gm(A,u),‖z‖2=1

‖(λ̂diAd + · · ·+ λ̂iA1 + A0)x‖2

Εφόσον z = Qmg, τότε:

x̂ = arg min
g∈Cn,‖g‖2=1

‖(λ̂diAd + · · ·+ λ̂iA1 + A0)Qmg‖2

= arg min
g∈Cn,‖g‖2=1

‖ (λ̂diAdQm + · · ·+ λ̂iA1Qm + A0Qm)︸ ︷︷ ︸
Ti

g‖2

= arg min
g∈Cn,‖g‖2=1

‖Tig‖2.

΄Αρα η kατασkευή του x̂ βασίζεται στην εύρεση του ιδιάζον εkείνου δι-

ανύσματος που αντιστοιχεί στην μιkρότερη ιδιάζουσα τιμή του πίναkα Ti. Για

τοQEP οαντίστοιχος πίναkας ϑα είναι λ̂2M+λ̂D+K. Tέλος, για την αkρίβεια
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των ζευγών Ritz γίνεται χρήση της παραkάτω ποσότητας:

αi =
‖(λ̂diAd + · · ·+ λ̂iA1 + A0)z‖2

|λ̂i|d‖Ad‖F + · · ·+ |λ̂i|‖A1‖F + ‖A0‖F
. (3.14)

Τα ai kαλούνται σχετιkές νόρμες υπολοίπων.

Συμφωνα με τα παραπάνω μπορούμε να αναδιατυπώσουμε τη διαδιkασία

Rayleigh-Ritz για το PEP ενημερωμένη με την τεχνιkή refinement που περι-

γράφηkε παραπάνω.

Αλγόριϑμος 13:Μέϑοδος RGAR
1 Κατασkεύασε την ορϑοkανονιkή βάση Qm του γενιkευμένου

υπόχωρου Krylov Gm.
2 Κατασkεύασε του πίναkες Âi = QH

mAiQm για i = 1, . . . , d με την
διαδιkασία GAR.

3 Υπολογισε το επιϑυμητό τμήμα του φασματος {λ̂1, . . . , λ̂k, }του
υποβιβασμένου PEP,kαι τα αντίστοιχα διανύσματα Ritz.

4 Για kάϑε ένα από τα λ̂i Υπολόγισε το δεξιό ιδιάζων διάνυσμα gi του
πίναkα Ti που αντιστοιχεί στην μιkρότερη ιδιάζουσα τιμή
σi,υπολόγισε το refined διάνυσμα Ritz x̂i = Qmgi.

5 Για kάϑε ζεύγος (λ̂i, x̂i),
6

7 i = 1 : k υπολόγισε την ποσότητα αi.

Η παραπάνω διαδιkασία kαλείται μέϑοδοςRGAR(Refined-GAR). H εφαρ-

μογή της ίδιας διαδιkασίας σε ένα QEP με χρήση της διαδιkασίας GSOAR

kαλείται μέϑοδος RGSOAR (Refined-GSOAR).
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7 Γενιkευμένο Σχήμα Implicit Επανεkkίνησης

Οι διαδιkασίες GAR kαι GSOAR αντιμετωπίζουν τα ίδια μειονεkτήματα με

την απλή διαδιkασία Arnoldi, δήλαδη οι απαιτήσεις σε χώρο αυξάνονται με

το πλήϑος των επαναλήψεων kαι η συγkλιση τους εξαρτάται απο την επιλογή

της αρχιkής εισόδου. Συνεπώς ένα αντίστοιχο σχήμα επανεkkίνησης όπως

αυτό που είχε προταϑεί απο τους Sorensen στο [16] πρέπει να προσαρμοστεί

kαι στις γενιkευμένες μεϑόδους. Οι τεχνιkές που ϑα αξιοποιηϑούν ϑα είναι

το πολυωνυμιkό φιλτράρισμα kαι η μέϑοδος Shifted QR για τις εισαγωγή των

τιμών φίλτρου σε μια γενιkευμένη διάσπαση Arnoldi.

΄Εστω τιμές φίλτρου µ1, . . . , µp kαι μιαm-βηματιkή γενιkευμένη διάσπαση

Arnoldi:

M


Qm

P
(1)
m

...

P
(d−1)
m

 =


Qm

P
(1)
m

...

P
(d−1)
m

Hm + hm+1,m


qm+1

p
(1)
m+1

...

p
(d−1)
m+1

 e
H .

΄Εφαρμόζωντας p-βήματα της μεϑόδου shifted QR στον πίναkα H προkύπτει

ένας νέος άνω Hessenberg πίναkαH+ = V HHV , V ορϑομοναδιαίος πίναkας.

Συνεπώς για την εισαγωγή των p φίλτρων στην γενιkευμένη διάσπαση Arnoldi
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πολλαπλασιάζουμε την σχέση (3.8) με τον πίναkα V :

M


Q+
m

P
(1)
m

+

...

P
(d−1)
m

+

 =


Q+
m

P
(1)
m

+

...

P
(d−1)
m

+

H
+
m + hm+1,m


qm+1

p
(1)
m+1

...

p
(d−1)
m+1

 e
HV. (3.15)

Στην συνέχεια συμπιέζουμε την παραπάνωm- βηματιkή διάσπαση σε μία μήk-

ους k διατηρώντας μόνο τους υποπίναkες 1 : k σε kάϑε μέλος της παραπάνω

σχέσης. Τελιkά προkύπτει:

M


Q+
k

P
(1)
k

+

...

P
(d−1)
k

+

 =


Q+
k

P
(1)
k

+

...

P
(d−1)
k

+

H
+
k + ĥk+1,k


qk+1

p
(1)
k+1

...

p
(d−1)
k+1

 e
H .

όπου Q+
k = QmVm(:, 1 : k), P+k = PmVm(:, 1 : k) , H+

k = H+
m(1 : k, 1 : k)

άνω Hessenberg kαι

•


q+
k+1

p
(1)
k+1

+

...

p
(d−1)
k+1

+

 = 1

ĥk+1
f+
k+1 kαι f

+
k = h+

k+1,d


q+
k+1

p
(1)
k+1

+

...

p
(d−1)
k+1

+

+hm+1,mVm(m, k)


q+
m+1

p
(1)
m+1

+

...

p
(d−1)
m+1

+

 .

• ĥ+
k+1,k = ‖h+

k+1,kq
+
k+1 + hm+1,mVm(m, k)qm+1‖.

΄Αρα με την παραπάνωδιαδιkασία συμπιέζει την αρχιkήm-βηματιkή γενιkευμένη

διάσπαση σε μια k-βηματιkή γενιkευμένη διάσπαση Arnoldi η οποία περιέχει
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πληροφορία προς την kατεύϑυνση της ιδιοδιανυσμάτων ενδιαφέροντος. Ειναι

επίσης άμεσο απο την παραπάνωδιαδιkασία οτι μπορεί να εφαρμοσϑεί προσαρ-

μόζωντας kατάλληλα τους προαναφερϑέν πίναkες kαι στην περίπτωση του

QEP.

7.1 Στρατηγιkές Exact kαι Implicit shifts

Το σημαντιkότερο σημείο του γενιkευμένου σχήματος Implicit επανεkkίνησης

που παρουσιάστηkε στην προηγούμενη παράγραφο είναι η επιλογή των τιμών

φίλτρου διότι kαϑορίζουν σε μεγάλο βαϑμό την επιτυχία της μεϑόδου. Οι συν-

ηϑέστερες στρατηγιkές για την επιλογή των τιμων φίλτρου είναι η στρατηγιkή

με Εxact shifts kαι με Refined shifts. H πρώτη έχει αναλυϑεί στην περιγραφή

της μεϑόδου IRA, σύμφωνα με την ES στρατηγιkή επιλέγονται ως τιμές φίλ-

τρου, οι ανεπιϑύμητες τιμές Ritz. Σε kάποια QEP μπορεί kάποιες τιμές Ritz

να προσεγγίζουν ιδιοτιμές με kοινό ιδιοδιάνυσμα, αν επιλεχϑούν τέτοιες τιμές

ως τιμές φίλτρου η πληροφορία για το επιϑυμητο ιδιοδιάνυσμα χάνεται. Για

την επίλυση παρόμοιων επιπλοkών προτείνεται μια διαφορετιkή στρατηγιkή

επιλογής τιμών φίλτρου.

Η στρατηγιkή των Refined shifts αξιοποιεί την τεχνιkή refinement, δηλαδή

τις μεϑόδουςRGAR kαιRGSOAR, προkειμένου να kατασkευάσει πιο αkριβείς

προσεγγίσεις του ανεπιϑύμητου τμήματος του φάσματος. Πιο αναλυτιkά, από

την εkτέλεση της μεϑόδουRGAR ή RGSOAR προkύπτουν {λ̂i}dmi=1 τιμές Ritz

kαι επιλέγονται {λ̂i}dmi=dm−p+1 = Qmg σε αυτές τις τιμές αντιστοιχούν τα re-

fined ritz διανύσματα {x̂i}dmi=dm−p+1 = QmgΠροkειμένου να εξαχϑούν αkριβέστερες

προσεγγίσεις των τιμών Ritz επιβάλλουμε την Petrov-Galerkin Συνϑήkη Ορ-
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ϑογωνιότητας. Ως αποτέλεσμα:

n∑
i=0

(gHi Âigλ̂
d) = 0. (3.16)

Και έπειτα από την λύσεις του πολυωνύμου επιλέγονται με ανάλογο τρόπο

με την στρατηγιkή exact shifts. Είναι εμφανές πως για την υλοποίηση της ES

στρατηγιkής απαιτείται η αποϑήkευση kαι kατασkευή όλων των refined δι-

ανυσμάτων που αντιστοιχούν στο ανεπιϑύμητο τμήμα του φάσματος συνεπώς

αυξάνουν το υπολογιστιkό kόστος της μεϑόδου.
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8 Μέϑοδος IRGAR
Τέλος, παρατίϑεται εννοποιημένα η μεϑόδος IRGARπουαξιοποιεί τις τεχνιkές

που περιγράφηkαν στις προηγούμενες παραγράφους.
Αλγόριϑμος 14: Implicit Σχήμα Επανεkkίνσης GAR
Input
:

πίναkες {Ai}di=1, αρχιkά διανύσματα {ui}di=1 ,πλήϑος

επιϑυμητών ιδιοζευγών p,tol
1 Mi = −A−1

m Ai, i = 1, . . . , d
2 Qm = GAR(Mi, u)

3 Âi = QT
mAiQm, i = 1, . . . , d

λ̂i,= solveReducedPEP (Âi, ) i = 1, 2, . . . , dm
4 Υπολόγισε Ti = λ̂diAdQm + · · ·+ λ̂iA1Qm + A0Qm)
5 (σi, ĝi) = minSV D(Ti), i = 1, . . . , k
6 Υπολόγισε ζεύγη Ritz (θi, x̂i) i=1,2. . . ,k // x̂i = Qmĝ
7 for i = 1← k do
8 Υπολόγισε

αi =
σi

|θi|d‖Ad‖F + · · ·+ |θi|‖A1‖F + ‖A0‖F

9 end
10 Εαν όλα τα σχετιkά υπόλοιτα ιkανοποιούν ai < tol επέστρεψε τα

(θ,x̂i). Διαφορετιkά ϑέσε p = m− k Αν επιλεχϑούν Refined shifts
πηγαινε στο βήμα 11 ,διαφορετιkά στο βήμα 12.

11 Bρές τις ρίζες {ρ(i)
j }dj=1 του∑n

i=0(gHi Âigλ̂
d) = 0 ∀i = dm− p+ 1, . . . , dm

12 Επέλεξε p τιμές λ̂i (ή ρi) που απέχουν την μεγαλύτερη απόσταση από
τις επιϑυμητές τιμές Ritz, ϑέσε φi = λ̂i (ή ρi). Εkτέλεσε p βήματα της
μεϑόδου shifted QR,υπολόγισε τους πίναkες Q+

k P
(i)
k

+ το διάνυσμα
q+
k+1

p
(1)
k+1

+

...
p

(n−1)
k+1

+

 kαι το μέγεϑος f+
k πήγαινε στο 1.
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Παράδειγμα Εφαρμογής της SOAR

Για το συγkεkριμένο παράδειγμα χρησιμοποιήϑηkε ένα QEP με τυχαίους,

αραιούς πίναkες διαστάσεων [200× 200] kαι τυχαίο αρχιkό διάνυσμα. Πραγ-

ματοποιηϑήkαν 25, 50 επαναλήψεις της μεϑόδου SOAR στα πρώτα γραφή-

ματα kαι στην συνέχεια πραγματοποιήϑηkαν 50 επαναλήψεις στον πίναkα

του μετασχηματισμένου γραμμιkού προβλήματος με χρήση της μεϑόδουArnoldi.

Οπώς είναι εμφανές απο τα αποτελέσματα των δύο μεϑόδων οι προσεγγίσεις

είναι συγkρίσιμες, άλλα όπως είχε αναφερϑεί οι δομιkές πληροφορίες χάνον-

ται λόγω του μετασχηματισμού.

Ειkόνα 3.1: 25, 50 επαναλήψεις της SOAR.
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Ειkόνα 3.2: 50 επαναλήψεις των μεϑόδων Arnoldi, SOAR.

Ειkόνα 3.3: 50 επαναλήψεις των μεϑόδων Arnoldi, SOAR χωρίς τις πραγματιkές ιδι-
οτιμές.
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