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             Πρόλογος 

 
   Σκοπός της εργασίας αυτής είναι η µελέτη των ειδικών συναρτήσεων Bessel. 

Στην πρώτη παράγραφο του πρώτου κεφαλαίου αναφέρεται η εξίσωση Bessel και 
βρίσκονται αναλυτικά οι λύσεις της που αποτελούν και τις συναρτήσεις Bessel τις 
οποίες και θα µελετήσουµε. Στην δεύτερη παράγραφο παρουσιάζονται οι ιδιότητες 
των συναρτήσεων Bessel- µια από τις βασικές ιδιότητες είναι η ορθογωνιότητα, γιατί 
χωρίς αυτή δε θα είχαµε τις σειρές Fourier-Bessel, οι οποίες χρειάζονται τις 
εφαρµογές. Τέλος αναφέρεται και µια εφαρµογή, το πρόβληµα Diriclet σε κύλινδρο, 
όπου χρησιµοποιούνται οι σειρές Fourier-Bessel. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο επεκτείνεται η συνάρτηση Bessel στο µιγαδικό επίπεδο. 
Αποδεικνύονται ορισµένες βασικές ιδιότητες και δίνεται µια ολοκληρωτική 
αναπαράσταση της συνάρτησης αυτής. 
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Κεφάλαιο 1: Συναρτήσεις Bessel 

Α. Η εξίσωση Bessel και οι λύσεις της 
Η διαφορική εξίσωση Bessel τάξεως  p  µε [0, )p∈ ∞  είναι, 

                                                        0)( 222 =−+′+′′ ypxyxyx .                                              

(Α.1)  

Κάθε µη µηδενική λύση της (Α.1) ονοµάζεται συνάρτηση Bessel ή κυλινδρική 
συνάρτηση. 

Θα βρούµε την εξίσωση των δεικτών της (A.1). 

Η εξίσωση (A.1) παίρνει την µορφή  

2 ( ) ( ) 0x y xP x y Q x y′′ ′+ + =  

όπου οι συναρτήσεις ( )P x  και ( )Q x  έχουν τα αναπτύγµατα: 

 
0 0

( ) ,  ( )v v
v v

v v

P x x Q x xβ γ
∞ ∞

= =

= =∑ ∑  

όµως από την (Α.1) έχουµε 1)( =xP  και 2 2( )Q x x p= − . 

Η γενική εξίσωση των δεικτών είναι  

( 1) 0k k kβ γ− + + =  

όµως 1β =  και 2pγ = −  άρα η εξίσωση των δεικτών είναι  

2( 1) 0k k k p− + − =  

που σηµαίνει ότι οι δείκτες της είναι 1 2 ,  k p k p= = − . 
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Πρόταση Α.1: Έστω ότι οι συναρτήσεις ( ),  ( )P x Q x  της διαφορικής  εξίσωσης 

0)()(2 =+′+′′ yxQyxxPyx  

έχουν τα αναπτύγµατα 
0 0

( ) ,  ( )vP x x Q x xνν ν
ν ν

β γ
∞ ∞

= =

= =∑ ∑ και 1 2,k k R∈  είναι ρίζες της 

εξίσωσης των  δεικτών µε 1 2k k≥ . 

(i) Αν 1 2 {0}k k− ∉Ν∪ , τότε η διαφορική εξίσωση έχει δυο γραµµικά ανεξάρτητες 

λύσεις της µορφής 

1 2
1 2( ) ,   ( ) ,  0k kv v

v vy x x a x y x x a x x ρ′= = < <∑ ∑ . 

(ii) Αν 1 2 {0}k k− ∈Ν∪ , τότε η διαφορική εξίσωση έχει δύο γραµµικά ανεξάρτητες 

λύσεις της µορφής 

1 2
1 2 1( ) ,   ( ) ( ) ln ,  0k kv v

v vy x x a x y x ay x x x a x x ρ′= = + < <∑ ∑ . 

Όλες οι σειρές συγκλίνουν (τουλάχιστον) για x ρ< . 

(i) Αν 1 2 2 {0}k k p− = ∉Ν ∪ , τότε σύµφωνα µε την παραπάνω πρόταση διακρίνουµε 

δύο περιπτώσεις: 

 α) Η λύση της (Α.1) που αντιστοιχεί στο δείκτη 1k , είναι της µορφής 

1
0

( ) ,  0p v
v

v

y x x a x x
∞

=

= >∑ . 

Αντικαθιστούµε την 1y  και τις παραγώγους της στην (Α.1), οπότε παίρνουµε την 

ταυτότητα 

1 2
2

(1 2 ) [ ( 2 ) ] 0v
v v

v

p a v v p a a x
∞

−
=

+ + + + =∑ . 

Εποµένως 1 0a = , αφού 0p ≥ , και 

2 ,  2,3,...
( 2 )

v
va

a
v

v v p
−= − =
+

 

ή 
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1 3 ... 0a a= = =  

και                            

2 2
2 ,  r 1,2,...

4 ( )
r

ra
a

r r p
−= − =
+

. 

Από την προηγούµενη σχέση παίρνουµε 

0
2 2

( 1)
,  r 1, 2,...

2 !( )( 1)...(1 )

r

r ra
a

r r p r p p
−

= =
+ + − +

 . 

Για να απλοποιήσουµε την τελευταία έκφραση θέτουµε  0

1
2 ( 1)pa

p
=

Γ +
 , 

όπου ( )tΓ είναι η συνάρτηση Γάµµα για την οποία ισχύει 

( 1)( 2)...( ) ( 1) ( 1)p p p r p p r+ + + Γ + = Γ + + , 

οπότε οι συντελεστές της λύσεως γράφονται  

2 2

( 1)
2 ! ( 1)

r

r r pa
r p r+

−
=

Γ + +
. 

Εποµένως για τον δείκτη 1k p=  η λύση της εξίσωσης (Α.1) είναι  

                                                  
2

0

( 1)
( ) µε  x>0

! ( 1) 2

r pr

p
r

J
x

x
r p r

+∞

=

−  =  Γ + +  
∑ .                              

(A.2) 

Η συνάρτηση  ( )pJ x  ονοµάζεται συνάρτηση Bessel πρώτου είδους τάξεως p . Είναι 

φανερό ότι, αν {0}p∈Ν ∪ , τότε η συνάρτηση αυτή ορίζεται για κάθε x R∈ .                                                 

Για να βρούµε µια δεύτερη λύση της (Α.1), γραµµικώς ανεξάρτητη από την ( )pJ x , 

που να αντιστοιχεί στον δείκτη p− , εργαζόµαστε ως εξής:                                                                       

β) Η λύση της (Α.1) που αντιστοιχεί στο δείκτη 2k , είναι της µορφής 

2
0

( ) p v
v

v

y x x a x
∞

−

=

′= ∑ . 

Η λύση αυτή βρίσκεται από την ( )pJ x , αν θέσουµε στη θέση του p  το p− , οπότε 

παίρνουµε 
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2

0

( 1)
( ) µε  x>0

! ( 1) 2

r pr

p
r

J
x

x
r p r

−∞

−
=

−  =  Γ − + +  
∑ .                                 

(A.3) 

(ii) Αν 1 2 2 {0}r r p− = ∈Ν∪ , τότε διακρίνουµε δύο περιπτώσεις:                                                 

α) 
1
2

p µ= + , όπου 0,1, 2,...µ =  τότε αναζητούµε µια λύση της µορφής  

1
0

( ) p v
v

v

y x x a x
∞

=

= ∑  µε  0x > . 

Αντικαθιστούµε την 1y  και τις παραγώγους της στην (Α.1), οπότε παίρνουµε την 

ταυτότητα 

1 2
2

(1 2 ) [ ( 2 ) ] 0v
v v

v

p a v v p a a x
∞

−
=

+ + + + =∑ . 

Εποµένως 1 0,a =  αφού 0p ≥ , και 

2 ,  2,3,...
( 2 )

v
va

a
v

v v p
−= − =
+

 

 άρα 

2( 2 ) 0,  2,3,...v vv v p a a v−+ + = =  

 αφού 
1
2

p µ= +  έχουµε  

2( 2 1) 0,  2,3,...v vv v a a vµ −+ + + = =  

παρατηρούµε ότι   

1 3 2 1... 0a a a µ −= = = =  

 και  για  2 1v µ= +  όπου 0,1, 2,...µ =  έχουµε 

2 1 2 1(2 1)(2 1 2 1) 0a aµ µµ µ µ + −+ + + + + =  

άρα  

2 1(2 1)(2 1 2 1) 0 0a µµ µ µ ++ + + + + =  
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άρα θα πρέπει 2 1 0a µ+ =                                                                                                                  

άρα η ζητούµενη λύση είναι η 

2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

r pr

p
r

J
x

x
r p r

+∞

=

−  =  Γ + +  
∑ µε 0x > , 

η οποία είναι γραµµικώς ανεξάρτητη της  pJ− . 

β) Αν {0}p∈Ν ∪  τότε η διαφορική εξίσωση Bessel σύµφωνα µε την πρόταση έχει 
µια δεύτερη λύση της µορφής: 

2
0

( ) ( ) ln ,  0p v
p v

v

y x aJ x x x a x a
∞

−

=

′= + ≠∑  

βρίσκουµε ότι 

2 21

2
0 0

( 1) ( )1 ( 1)! 1
( ) ( ) ln ,   0 ,   {0}

2 ! 2 2 !( )! 2

vv p v pp
v v p

p
v v

h hp v x x
y x J x x x p

v v p v

− +− ∞
+

= =

− +− −    = − − > ∈Ν ∪   +   
∑ ∑

 

όπου 
1 1

1 ...
2vh

v
= + + + . 

Συνήθως αντί της λύσεως 2 ( )y x  χρησιµοποιούµε έναν κατάλληλο γραµµικό 

συνδυασµό των λύσεων 2 ( )y x  και ( )pJ x , τη λύση 

                                        
2

2
( ) [ ( ) ( ln 2) ( )]  µε  0p pY x y x C J x x

π
= + − >

                                   
(A.4) 

όπου lim( ln ) 0,5772vv
C h v

→∞
= − ≅  είναι η σταθερά Euler.                                                            

Ένας άλλος τρόπος ορισµού της pY  είναι ο εξής: Για 0 ,  p p> ∉Ν , θέτουµε 

1
( ) [ ( ) cos ( )]

sinp p pY x J x p J x
p

π
π −= −  

ενώ για 0 {0}p ∈Ν∪  θέτουµε 

(A.5)                                                     
0

0

( ) lim ( )p pp p
Y x Y x

→
= . 
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Αποδεικνύεται ότι οι σχέσεις (Α.4) και (Α.5) ορίζουν την ίδια συνάρτηση. Οι συναρτήσεις 

, 0pY p≥ ονοµάζονται συναρτήσεις Bessel δευτέρου τάξεως  p  ή συναρτήσεις Neuman 

τάξεως   p. Έχουµε λοιπόν αποδείξει την πρόταση : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Πρόταση Α.2: 

(i) Αν { }0p∉Ν∪ , τότε η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης Bessel τάξεως p

είναι: 

                         ( ) ( ) ( )1 2P pp xZ C J x C J x−= + , 1 2,C C  σταθερές. 

(ii) Αν { }0p∈Ν∪ , τότε η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης Bessel τάξεως p

είναι: 

                          ( ) ( ) ( )1 2P pp xZ C J x C J x= + , 1 2,C C  σταθερές. 

 



 

Β. Ιδιότητες συναρτήσεων Bessel

B.1. Συµπεριφορά των συναρτήσεων Bessel στην 
περιοχή του µηδενός

Για τις συναρτήσεις Bessel 

                                          
(σχήµα Β.1.1) 

                                          
(σχήµα Β.1.1) 

Για τις συναρτήσεις Bessel 

                                    

(σχήµα Β.1.2) 

Όλες οι συναρτήσεις Bessel που δεν είναι πολλαπλάσια του 

στην περιοχή του 0, αφού περιέχουν το λογαριθµικό όρο, όταν 

όρο px− , όταν {0}p∉Ν ∪

 

Ιδιότητες συναρτήσεων Bessel 

B.1. Συµπεριφορά των συναρτήσεων Bessel στην 
περιοχή του µηδενός 

Για τις συναρτήσεις Bessel ( ),  0pJ x p ≥  ισχύει 

0
lim ( ) 0px

J x
→

= , όταν 0p >                                             

0
lim ( ) 1px

J x
→

= ,  όταν 0p = .                                               

Για τις συναρτήσεις Bessel ( ),  0pY x p ≥  ισχύει 

0
lim ( )p
x

Y x
+→

= −∞ .
                                                                

Bessel που δεν είναι πολλαπλάσια του pJ , δεν είναι φραγµένες 

στην περιοχή του 0, αφού περιέχουν το λογαριθµικό όρο, όταν p∈Ν ∪

{0} . 

(σχήµα Β.1.1) 

10 

B.1. Συµπεριφορά των συναρτήσεων Bessel στην 

                                               

                                          

                                                            

, δεν είναι φραγµένες 

{0}∈Ν ∪ , και τον 

 



 

Β.2. Αναγωγικοί τύποι

Έχουµε ορίσει µέχρι τώρα τις συναρτήσεις 

τύπους (Α.2) και (Α.3)). Θα επεκτείνουµε τον ορισµό για κάθε 

( ) ( 1) ( ),  n nJ x J x− = −

Απόδειξη: Για 0n > .  
Σε αυτήν τη περίπτωση έχουµε 

J

όµως το ( 1)n rΓ − + +  τείνει στο άπειρο

αρνητικό r  ή 0,1, 2,..., 1r n= −

το άθροισµα του r  στην παραπάνω έκφραση µπορούµε ισοδύναµα να το πάρουµε 
από το n  ως το άπειρο 

                                               

 

(σχήµα Β.1.2) 

Αναγωγικοί τύποι 

Έχουµε ορίσει µέχρι τώρα τις συναρτήσεις pJ  για κάθε \ { 1, 2,...}p R∈ − −

τύπους (Α.2) και (Α.3)). Θα επεκτείνουµε τον ορισµό για κάθε p R∈  ορίζοντας

( ) ( 1) ( ),  n
n nJ x J x= − για n  θετικό ή αρνητικό ακέραιο.

0
έχουµε  

2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

r nr

n
r

J
x

x
r n r

−∞

−
=

−  =  Γ − + +  
∑ , 

τείνει στο άπειρο (και έτσι το 
1

( 1)n rΓ − + +
 τείνει στο 

0,1, 2,..., 1r n= −  (αυτό είναι δυνατό επειδή το n  είναι ακέραιος) έτσι 

στην παραπάνω έκφραση µπορούµε ισοδύναµα να το πάρουµε 

                                                 
2

1
( ) ( 1)

! ( 1) 2

r n
r

n
r n

x
J x

r n r

−∞

−
=

 = −  Γ − + +  
∑
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\ { 1, 2,...}∈ − −  (βλέπε 

ορίζοντας 

θετικό ή αρνητικό ακέραιο. 

τείνει στο 0 ) για 

είναι ακέραιος) έτσι 

στην παραπάνω έκφραση µπορούµε ισοδύναµα να το πάρουµε 

r n
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2( )

0

1
( 1)

( )! ( 1) 2

m n n
m n

m

x
m n m

+ −∞
+

=

 = −  + Γ +  
∑  

                                           (όπου έχουµε αλλάξει την µεταβλητή άθροισης σε 
m r n= − ) 

                                                             
2

0

1
( 1) ( 1)

( )! ( 1) 2

m n
n m

m

x
m n m

+∞

=

 = − −  + Γ +  
∑  

αλλά  

2

0

1
( ) ( 1)

! ( 1) 2

m n
m

n
m

x
J x

m n m

+∞

=

 = −  Γ + +  
∑

 
από (Α.2). 

Οπότε αυτό που µένει για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη είναι να δείξουµε ότι 

( )! ( 1) ! ( 1)m n m m n m+ Γ + = Γ + +  για n  και m  ακέραιους 

αλλά  

( )! ( 1) ( )( 1)...( 1) ! ( 1) ! ( 1)m n m m n m n m m m m m n+ Γ + = + + − + Γ + = Γ + +  

χρησιµοποιούµε επανειληµµένα τη σχέση ( 1) ( )x x xΓ + = Γ  και έτσι το αποτέλεσµα 
αποδείχθηκε. 

Για 0n < .  
Σε αυτήν την περίπτωση µπορούµε να γράψουµε n p= −  µε 0p > . Μετά αυτό που 

πρέπει να αποδείξουµε  είναι ότι  

( ) ( 1) ( )p
p pJ x J x−

−= −  

ή  

( 1) ( ) ( )p
p pJ x J x−− =  

 το οποίο φυσικά, εφόσον το p  είναι θετικό είναι το αποτέλεσµα που αποδείξαµε 
παραπάνω.  

Ας ανακεφαλαιώσουµε τι έχουµε δείξει µέχρι στιγµής:                                                         
Έχουµε δείξει ότι εάν το n  δεν είναι ακέραιος τότε η ( )nJ x  και η ( )nJ x−  είναι 

ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης Bessel (τότε λοιπόν η γενική λύση δίνεται από την 
σχέση 1 2( ) ( )n nC J x C J x−+ ) ενώ εάν το n  είναι ένας ακέραιος η ( )nJ x  και η ( )nJ x−  
είναι λύσεις της εξίσωσης Bessel και συνδέονται µε τη σχέση 

( ) ( 1) ( )n
n nJ x J x− = − . 
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Μετά από αυτήν την επέκταση ισχύουν, για κάθε p R∈ , οι αναγωγικοί τύποι 

(i) 1

( ( ))
( )

n
nn

n

d x J x
x J x

dx −=  

(ii) 1

( ( ))
( )

n
nn

n

d x J x
x J x

dx

−

+= −  

(iii) 1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x−′ = −  

(iv) 1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x +′ = −  

(v) 1 1

1
( ) ( ( ) ( ))

2n n nJ x J x J x− +′ = +  

(vi) 1 1

2
( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x− ++ =  

Απόδειξη:                                                                                                                                            

(i) Παίρνουµε την εξίσωση 
2

0

1
( ) ( 1)

! ( 1) 2

r n
r

n
r

x
J x

r n r

+∞

=

 = −  Γ + +  
∑ και την 

πολλαπλασιάζουµε µε το nx  και παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη ως προς x . 

2 2
2

0

1 1
( 1)

( ( )) ! ( 1) 2
r r n

n r n
rn

d x
d x J x r n r

dx dx

∞
+

+
=

−
Γ + +=

∑

 

                                                          

2 2 1
2

0

1
( 1) (2 2 )

! ( 1)2
r r n

r n
r

r n x
r n r

∞
+ −

+
=

= − +
Γ + +∑  

                                                          2 1
2

0

1
( 1) 2( )

!( ) ( )2
n r r n

r n
r

x r n x
r n r n r

∞
+ −

+
=

= − +
+ Γ +∑  

                                                                  (γνωρίζουµε ότι ( 1) ( )x x xΓ + = Γ ) 

                                                           
2 1

0

1
( 1)

! ( ) 2

r n
n r

r

x
x

r n r

+ −∞

=

 = −  Γ +  
∑

 

                                                           
( )1

n
nx J x−=   (µε χρήση της εξίσωσης (Α.2)).

    

 

 



14 

 

Σηµείωση: Σε αυτό το θεώρηµα δεν υπάρχει περιορισµός για το n , το οποίο 
µπορεί να είναι ακέραιος µπορεί και όχι, θετικός ή αρνητικός.

 
(ii) Έχουµε  

2
2

0

1 1
( 1)

( ( )) ! ( 1) 2
r r

n r n
rn

d x
d x J x r n r

dx dx

∞

− +
=

−
Γ + +=

∑
 

                                                            

2 1
2

0

1 1
( 1) 2

! ( 1) 2
r r

r n
r

rx
r n r

∞
−

+
=

= −
Γ + +∑

 

                                                            

2 1
2 1

1

1 1
( 1)

! ( 1) 2
r r

r n
r

rx
r n r

∞
−

+ −
=

= −
Γ + +∑

 

(αφού υπάρχει η µεταβλητή r  στον αριθµητή. Για 0r =  το δεξί µέλος εξαφανίζεται 
αφού 0! 1= )

 
                                                            

1 2( 1) 1
2( 1) 1

0

1 1
( 1) ( 1)

( 1)! ( 2) 2
s s

s n
s

s x
s n s

∞
+ + −

+ + −
=

= − +
+ Γ + +∑

 

(έχουµε θέσει 1s r= − )
 

                                                             

1 2 1
2 1

0

1 1
( 1)

! ( 2) 2
s s

s n
s

x
s n s

∞
+ +

+ +
=

= −
Γ + +∑

       

                                                             

2 1

0

1
( 1)

! ( 2) 2

s n
n s

s

x
x

s n s

+ +∞
−

=

 = − −  Γ + +  
∑

             

                                                             
1( )n

nx J x−
+= −

 

(µε χρήση της εξίσωσης (Α.2)). 

(iii) Παραγωγίζοντας το αριστερό µέλος της σχέσης (i) παίρνουµε        

1
1( ) ( ) ( )n n n

n n nnx J x x J x x J x−
−′+ =  

η διαίρεση µε το nx
 
δίνει   

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x −′+ =  

 

και έτσι  
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1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x−′ = −
 
. 

(iv) Παραγωγίζοντας το αριστερό µέλος της σχέσης (ii) παίρνουµε
  

1
1( ) ( ) ( )n n n

n n nnx J x x J x x J x− − − −
+′− + = −  

του οποίου ο πολλαπλασιασµός µε το nx
 
δίνει 

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x +′− + = −  

έτσι  

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x +′ = − . 

(v) Προσθέτουµε τις σχέσεις (iii) και (iv)  

( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) (

2

n n
n nn n

n n

n n n n n n
n n n n n n

n n n n n n

n n n

n n n

d x J x d x J x
x x J x J x

dx dx

x nx J x x J x x nx J x x J x J x J x

nx J x J x nx J x J x J x J x

J x J x J x

J x J x J

−
−

− +

− − − − −
− +

− −
− +

− +

− +

+ = −

′ ′+ + − + = +

′ ′+ − + = +
′ = +

′ = +( )) .x

 

(vi) Αφαιρούµε την (iv) από την (iii)  

( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( ).

n n
n nn n

n n

n n n n n n
n n n n n n

n n n n n n

n n n

d x J x d x J x
x x J x J x

dx dx

x nx J x x J x x nx J x J x J x J x

nx J x J x nx J x J x J x J x

n
J x J x J x

x

−
−

− +

− − − − −
− +

− −
− +

− +

− = +

′ ′+ − − + = +

′ ′+ + − = +

+ =

 

Όλες οι παραπάνω σχέσεις παραµένουν όταν οι συναρτήσεις Bessel πρώτου είδους 
αντικατασταθούν µε τις ανάλογες συναρτήσεις Bessel δευτέρου είδους. 

 

 

Όταν το n  είναι ακέραιος ισχύει  
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( ) ( 1) ( )n
n nY x Y x− = − . 

Απόδειξη: Από την εξίσωση 

( ) ( )1
( ) ( 1)nv v

n
v n

J x J x
Y x

n v v
−

=

∂ ∂ = − − ∂ ∂   

έχουμε 

( ) ( )1
( ) ( 1) nv v

n
v n

J x J x
Y x

n v v
− −

−
=−

∂ ∂ = − − ∂ ∂   

                            
                            

( ) ( )1
( 1)

( ) ( )
nv v

v n

J x J x
n v v

−−

=

 ∂ ∂
= − − ∂ − ∂ − 

 

                                                         
( ) ( )1

( 1)nv v

v n

J x J x
n v v

−

=

∂ ∂ = − + − ∂ ∂ 
 

                                                         
( ) ( )1

( 1) ( 1)n nv v

v n

J x J x
n v v

−

=

∂ ∂ = − − − ∂ ∂ 
 

άρα  

( ) ( 1) ( )n
n nY x Y x= − . 

Τα ίδια ισχύουν και για τους υπόλοιπους αναγωγικούς τύπους.                                                      
Θα αποδείξουµε ότι το αποτέλεσµα (i) ισχύει για το ( )nY x  µε παρόµια µέθοδο 

αποδεικνύεται το (ii) και στην συνέχεια οι σχέσεις (iii)-(vi) αποδεικνύονται όπως 
πριν.                                       Έτσι αυτό που έχουµε να αποδείξουµε εδώ είναι ότι  

1

( ( ))
( )

n
nn

n

d x Y x
x Y x

dx −= . 

Πρέπει να θεωρήσουµε ξεχωριστά τις υποθέσεις του ακέραιου και µη ακέραιου n .                          
α) Μη ακέραιος n .                                                                                                                                      
Εδώ µπορούµε να γράψουµε 

cos ( ) ( )
( )

sin
n n

n

n J x J x
Y x

n
π

π
−−

=  

 

 

έτσι ώστε  
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( ( )) ( ( ) ( ( ))1
cos

sin

n n n
n n nd x Y x d x J x d x J x

n
dx n dx dx

π
π

− 
= − 

   

                                                     
1 1

1
cos ( ( )) ( ( ))

sin
n n

n nn x J x x J x
n

π
π − + = − − 

     

(όπου έχουµε χρησιµοποιήσει το (i) για την 1η παράγωγο και το (ii) για την 2η 
παράγωγο)

 

                                            

1 ( 1)

1 ( 1)

1 ( 1)

1 ( 1)

1

1
cos ( ) ( )

sin
1

{cos[( 1) ] ( ) ( )}
sin[( 1) ]

1
[ cos( 1) ( ) ( )]

sin( 1)

cos( 1) ( ) ( )

sin( 1)

( ).

n
n n

n
n n

n
n n

n
n n

n
n

x n J x J x
n

x n J x J x
n

x n J x J x
n

x n J x J x

n

x Y x

π
π

π π
π π

π
π

π
π

− − −

− − −

− − −

− − −

−

 = + 

= − + +
− +

= − − +
− −

− +
=

−

=

 

β) Ακέραιος n .                                                                                                                                               
Από το (α) µέρος της απόδειξης έχουµε 

1

( )
( )

v
vv

v

dx Y x
x Y x

dx −= . 

Παίρνοντας το όριο αυτού του αποτελέσµατος για v n→  γνωρίζοντας ότι 
( ) lim ( )n vv n

Y x Y x
→

=  παίρνουµε το απαιτούµενο αποτέλεσµα.  

 

B.3. H γεννήτρια συνάρτηση 

1 1
2 ( )

x t
nt

n
n

e t J x
  ∞− 
 

=−∞

= ∑  

Απόδειξη: Αναλύουµε την 
1 1
2

x t
te

 − 
   σε γινόµενο δυναµοσειρών και δείχνουµε ότι ο 

συντελεστής του nt  είναι η ( )nJ x  
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1 1 11
2 22

0 0 , 0 , 0

1 1 1 1
( 1)

12 2 2 2 ( 1)
! ! ! ! 2 ! !

r s r s
r r s s s

r sx r s r sx t xt st t

r s r s r s

x
xt x t x t

x tte e e
r s r s r s

−
+  + −∞ ∞ ∞ ∞− − 

 

= = = =

       − −                = = = = −  
 

∑ ∑ ∑ ∑

 

Τώρα θέλουµε να πάρουµε τον συντελεστή του nt  για 0n ≥ . Για να προκύψει το 
ζητούµενο θέτουµε s r n= − . Έτσι ο συντελεστής του nt  είναι 

                                                           
2 21

( 1)
2 !( )!

r n r n
r n x

r r n

− −
−  −   − 

. 

Παίρνουµε τον πλήρη συντελεστή του nt  αθροίζοντας όλες τις επιτρεπόµενες τιµές 
του r . Αφού s r n= −  και απαιτούµε 0s ≥ , θα πρέπει r n≥ . Έτσι ο πλήρης 
συντελεστής του nt  είναι 

2

2 2

0

1 2( 1) ( 1)
2 !( )! ( )! !

p n

r n r n
r n p

r n p

x
x

r r n p n p

+

− −∞ ∞
−

= =

 
    − = −  − + 

∑ ∑  

                                                   (όπου έχουµε θέσει p r n= − ) 

                                                                                   

2

0

2( 1)
( 1) !

p n

p

p

x

p n p

+

∞

=

 
 
 = −

Γ + +∑   

(αφού το p  και το n  είναι ακέραιοι, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση   

( 1) ( )!p n p nΓ + + = + ) 

                                                                                   ( )nJ x=   

(από τη σχέση (Α.2)). 

Εάν 0n <  έχουµε τον συντελεστή του nt  για συγκεκριµένη τιµή του r  που δίνεται 
από  

2 21
( 1)

2 !( )!

r n r n
r n x

r r n

− −
−  −   − 

. 

Αλλά τώρα η απαίτηση ότι 0s ≥  µε s r n= −  ικανοποιείται για όλες τις τιµές του r . 
Έτσι ο συντελεστής του nt  είναι 
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2

2 2

0 0

1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
2 !( )! ! ( 1)

r n

r n r n
r n n r n

n n
r r

x
x

J x J x
r r n r r n

−

− −∞ ∞
−

−
= =

 
    − = − − = − =  − Γ − + 

∑ ∑
 

Αποδείχθηκε. 

Παρατήρηση: Παρατηρούµε ότι η γεννήτρια συνάρτηση των ( )nJ x  ισχύει και 

όταν \ {0}t C∈ . 

Για it e θ= έχουµε 

1 1
sin

2 2

i ie e
t i

t

θ θ

θ
−− − = = 

 
, 

οπότε η γεννήτρια συνάρτηση γίνεται 

1
sin2 cos( sin ) sin( sin )

x
t

ixte e x i xθ θ θ
 − 
  = = + . 

Εξάλλου ισχύουν οι σχέσεις 

2 2 2

2 1 2 1 (2 1)

( 1) 2cos(2 )

( 1) 2 sin(2 1)

n n n

n n n

t t n

t t i n

θ

θ

−

− − − −

+ − =

+ − = −
 

οπότε η γεννήτρια συνάρτηση δίνει  

sin
0 2 2 1

1 1

cos( sin ) sin( sin ) ( ) 2 ( )cos(2 ) 2 ( )sin(2 1)ix
n n

n n

e x i x J x J x n i J x nθ θ θ θ θ
∞ ∞

−
= =

= + = + + −∑ ∑
. 

Έχουµε καταλήξει λοιπόν στους τύπους 

0 2
1

2 1
1

cos( sin ) ( ) 2 ( )cos(2 ),

sin( sin ) 2 ( )sin(2 1) .

n
n

n
n

x J x J x n

x J x n

θ θ

θ θ

∞

=

∞

−
=

= +

= −

∑

∑
   µε ,x Rθ ∈  
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Β.4. Ολοκληρωτικές αναπαραστάσεις των 
συναρτήσεων Bessel πρώτου είδους 

1η ολοκληρωτική αναπαράσταση 

0

1
( ) cos( sin )nJ x n x d

π

ϕ ϕ ϕ
π

= −∫ , όπου n  ακέραιος 

Απόδειξη: Αφού ( ) ( 1) ( )n
n nJ x J x− = −  για n  ακέραιο το 

1 1
2 ( )

x t
nt

n
n

e t J x
  ∞− 
 

=−∞

= ∑
 

µπορεί να γραφτεί στη µορφή 

1 1
2

0
1

( ) ( 1) ( )
x t

n n nt
n

n

e J x t t J x
  ∞−  − 

=

 = + + − ∑ . 

Εάν τώρα γράψουµε it e ϕ=  τότε  

1
2 sini it e e i

t
ϕ ϕ ϕ−− = − = . 

Η παραπάνω εξίσωση γράφεται   

sin
0

1

( ) [ ( 1) ] ( )ix in n in
n

n

e J x e e J xϕ ϕ ϕ
∞

−

=

= + + −∑  

όµως όταν το n  είναι άρτιος έχουµε  

( 1) 2cosin n in in ine e e e nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −+ − = + =  

ενώ όταν το n  είναι περιττός έχουµε  

( 1) 2 sinin n in in ine e e e i nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −+ − = − =  

έτσι έχουµε 

sin
0

  

( ) 2cos ( ) 2 sin ( )ix
n n

n ά n ό

e J x n J x i n J xϕ

ρτιος περιττ ς

ϕ ϕ= + +∑ ∑  

       

sin
0 2 2 1

1 1

( ) 2cos 2 ( ) 2sin(2 1) ( )ix
k k

k k

e J x k J x i k J xϕ ϕ ϕ
∞ ∞

−
= =

= + + −∑ ∑ . 

Εξισώνοντας τα πραγµατικά και τα φανταστικά µέρη αυτής της εξίσωσης έχουµε 
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       0 2
1

cos( sin ) ( ) 2cos 2 ( )k
k

x J x k J xϕ ϕ
∞

=

= +∑                                   (B.4.1) 

           
                                  

2 1
1

sin( sin ) 2sin(2 1) ( )k
k

x k J xϕ ϕ
∞

−
=

= −∑
                                      

(B.4.2) 

εάν πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης (Β.4.1) µε cos ,  ( 0)n nϕ ≥  

και εάν πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης (Β.4.1) µε cos ,  ( 0)n nϕ ≥

και τα δύο µέλη της εξίσωσης (Β.4.2) µε sin ,  ( 1)n nϕ ≥  και ολοκληρώσουµε από το 

0  έως το π  και χρησιµοποιήσουµε τις ταυτότητες έχουµε 

0

0

0

cos cos 0 ( )

cos cos  ( 0)
2

cos cos  ( 0)

m n d m n

m n d m n

m n d m n

π

π

π

ϕ ϕ ϕ

πϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ π

= ≠

= = ≠

= = =

∫

∫

∫

 

και 

0

0

sin sin 0 (m n)

sin sin  ( 0)
2

m n d

m n d m n

π

π

ϕ ϕ ϕ

πϕ ϕ ϕ

= ≠

= = ≠

∫

∫
 

παίρνουµε τα αποτελέσµατα 

( )

( )

0

0

cos cos sin ( ) (  )

cos cos sin 0 (  )

nn x d J x n ά

n x d n ό

π

π

ϕ ϕ ϕ π ρτιος

ϕ ϕ ϕ περιττ ς

=

=

∫

∫
 

και 

0

0

sin sin( sin ) 0 (  )

sin sin( sin ) ( ) (  ).n

n x d n ά

n x d J x n ό

π

π

ϕ ϕ ϕ ρτιος

ϕ ϕ ϕ π περιττ ς

=

=

∫

∫
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                          0

[cos cos( sin ) sin sin( sin )] ( )nn x n x d J x
π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ π+ =∫
 

για όλους τους θετικούς ακέραιους n  έχουµε 

0

cos( sin ) ( )nn x d J x
π

ϕ ϕ ϕ π− =∫  Η πρόσθεση των δύο τελευταίων εξισώσεων δίνει 

 

το οποίο είναι το απαιτούµενο αποτέλεσµα για θετικό n . 

Εάν το n  είναι αρνητικό µπορούµε να θέσουµε n m= −  όπου m  είναι θετικό, έτσι 
ώστε το απαιτούµενο αποτέλεσµα να είναι 

0

cos( sin ) ( )mm x d J x
π

ϕ ϕ ϕ π −− − =∫    

(όπου m  είναι θετικό) 

αλλά 

0

0

cos( sin ) cos[ ( ) sin( )]( )m x d m x d
π

π

ϕ ϕ ϕ π θ π θ θ− − = − − − − −∫ ∫  

( όπου έχουµε αλλάξει την µεταβλητή θέτοντας θ π ϕ= −  ) 

                                       ( )
0

cos sinm m x d
π

π θ θ θ= − + −∫  

                                       0

[cos( sin )cos sin( sin )sin ]m x m m x m d
π

θ θ π θ θ π θ= − + −∫  

                                       0

( 1) cos( sin )m m x d
π

θ θ θ= − −∫  

                                       ( 1) ( )m
mJ xπ= −   

(εφόσον γνωρίζουµε ότι ισχύει για θετικό m ) 

                                       ( )mJ xπ −= ( )nJ xπ= . 
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2η ολοκληρωτική αναπαράσταση 

1 1
2 2

1

1
12( ) (1 ) ,  ( )

1 2( )
2

n

n ixt
n

x
J x t e dt n

nπ

−

−

 
 
 = − > −
Γ +

∫  

 

Απόδειξη: Θεωρώντας το ολοκλήρωµα I  οριζόµενο από 

1 1 11 1 1
2 2 22 2 2

0 01 1 1

( ) ( )
(1 ) (1 ) (1 )

! !

r rn n nixt r

r r

ixt ix
I t e dt t dt t t dt

r r

∞ ∞− − −

= =− − −

= − = − = −∑ ∑∫ ∫ ∫ . 

Τώρα εάν το r  είναι περιττός, το ολοκλήρωµα  
1 1

2 2

1

(1 )
n rt t dt
−

−

−∫  είναι µια περιττή 

συνάρτηση του t  άρα το ολοκλήρωµα είναι µηδέν ενώ εάν το r  είναι άρτιος (δηλαδή 
να ισούται µε το 2s), η ολοκληρώσιµη συνάρτηση είναι άρτια, έτσι έχουµε 

1 11 1 1 11 1 1
2 22 2 2 2 22 2 2

1 1 0 0

(1 )(1 ) (1 ) 2 (1 )
n sn n nr s s u u dut t dt t t dt t t dt
− −− − −

− −

−− = − = − =∫ ∫ ∫ ∫                                  

(όπου κάνουµε αλλαγή µεταβλητής 2 ,  2u t du tdt= = ) 

1 1
2 2

1

1 1
(1 ) ,

2 2

n rt t dt B n s
−

−

 − = + + 
 ∫  

(από τον ορισµό της συνάρτησης Beta θα πρέπει να έχουµε 
1
2

n > −  για να 

εξασφαλίσουµε τη σύγκλιση του ολοκληρώµατος) 

1 1
2 2

1

1 1
2 2(1 )

( 1)

n r

n s
t t dt

n s

−

−

   Γ + Γ +   
   − =
Γ + +∫ . 

 

Έτσι  
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2 2

2
0 0

1 1
( ) 1 1 (2 )!2 2 ( 1)
(2 )! ( 1) 2 (2 )! ( 1) 2 !

s s
s

s
s s

n s
ix x s

I n
s n s s n s s

π
∞ ∞

= =

   Γ + Γ +        = = Γ + − Γ + + Γ + + 
∑ ∑  

(χρησιµοποιώντας τη σχέση 2

1 (2 )!
2 2 !x

x
x

x
π Γ + = 

 
) 

άρα   

2

0

( 1)
1 2
2 2 ( 1) !

s n
s

n

s

x
x

I n
n s s

π

+

− ∞

=

 −       = Γ +    Γ + +   
∑

 

άρα 

1
( )

2 2

n

n

x
I n J xπ

−
   = Γ +   
     

(από την εξίσωση 
2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

r nr

n
r

J
x

x
r n r

+∞

=

−  =  Γ + +  
∑ ) 

έτσι  

1
( )

1 2
2

n

n

x
J x I

nπ

 =     Γ + 
 

 

άρα 

1 1
2 2

1

1
( ) (1 )

1 2
2

n
n ixt

n

x
J x t e dt

nπ

−

−

 = −    Γ + 
 

∫ . 

 

 

Β.5. Οι ρίζες των συναρτήσεων Bessel πρώτου είδους
 

Όσον αφορά τις ρίζες των συναρτήσεων ( )nJ x  ισχύει: 
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Πρόταση Β.5.1: (i) Οι συναρτήσεις Bessel ( ),  {0}nJ x n∈Ν∪ , έχουν αριθµήσιµο 

πλήθος θετικών απλών ριζών ,  ,kx k∈Ν  µε lim kk
x

→∞
= ∞ .                                                                                    

(ii) Μεταξύ δύο διαδοχικών θετικών ριζών της ( )nJ x  υπάρχει ακριβώς µια ρίζα της 

1( )nJ x−  και ακριβώς µια ρίζα της 1( )nJ x+ . 

Απόδειξη: (i) Οι ρίζες είναι απλές. 
 Πράγµατι· αν το 0 0x >  ήταν µια πολλαπλή ρίζα της ( )nJ x , τότε θα έπρεπε 

0 0( ) ( ) 0.n nJ x J x′= =  Το πρόβληµα αρχικών τιµών 

2 2 2
0 0( ) 0,  ( ) ( ) 0x y xy x n y y x y x′′ ′ ′+ + − = = =  

έχει, σύµφωνα µε το θεώρηµα υπάρξεως και µοναδικότητας, µια µοναδική λύση, την 
( ) 0y x ≡ . Επειδή η ( )nJ x  είναι λύση του παραπάνω προβλήµατος, θα έπρεπε 

( ) 0nJ x =  για κάθε 0x > . Αυτό όµως είναι άτοπο. Θεωρούµε τη συνάρτηση 0 ( )J x , η 

οποία γράφεται: 

sin
0 0 2 2

0 0

1 2 cos
( ) cos( sin ) ( )

x
t x t

J x x d J x dt
x t

π
θθ θ

π π
== → =

−
∫ ∫  

ή 

                                                                  0
0

2
( ) ( , )

x

J x K t x dt
π

= ∫ ,
                                           

(B.5.1)  

όπου 
2 2

cos
( , )

t
K t x

x t
=

−
.                                                                                                                             

Έστω (2 1) ,  {0},
2kt k k
π

= + ∈Ν ∪ οι θετικές ρίζες του cos t . Τότε για x tλ=  από την 

(Β.5.1) παίρνουµε 

0 1 0 1

0 1

1 1
1

0
0 00 0

: :

2 2 2 2
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( 1) ( , )

k k

k k

k

t t t t
k

k kt t

A A

J t K t t dt K t t dt K t t dt K t t dt
λ λ

λ λ λ λ λπ π π π

+ +

+

− −
+

= =

= =

= + = + − =∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫
1442443 1442443

       0 1 2 ... ( 1)A A A Aλ
λ= − + + + −  

Από τον τρόπο που ορίστηκαν τα kA  διαπιστώνεται εύκολα ότι για 0,1,..., 1k λ= −  
ισχύει 10 k kA A +< < . Εποµένως 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 2 1 1

0 0 1 2 3 1

( ) ... 0,  όταν  άρτιος

( ) ... 0,  όταν  περιττός

J t A A A A A

J t A A A A A A
λ λ λ

λ λ λ

λ

λ
−

−

= + − + + − >

= − + − + + − <  

που σηµαίνει ότι µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της cos t  υπάρχει µια τουλάχιστον 
ρίζα της 0 ( )J tλ . Μια δυναµοσειρά, όπως η 0 ( )J x , δεν µπορεί να έχει απείρου 

πλήθους ρίζες σε ένα φραγµένο διάστηµα. Εποµένως η 0 ( )J x  έχει στα διαστήµατα 

της µορφής (2 1) ,  (2 1)
2 2

k k
π π − +  

 πεπερασµένου πλήθους ρίζες, που σηµαίνει ότι 

συνολικά οι ρίζες της 0 ( )J x  είναι αριθµήσιµου πλήθους. Επειδή lim(2 1)
2k

k
π

− = +∞  

έπεται ότι η ακολουθία των ριζών της 0 ( )J x  συγκλίνει στο +∞ .                                                                           

Η αντίστοιχη ιδιότητα για της συναρτήσεις 1 2, ,...J J  προκύπτει αµέσως επαγωγικά 

από το (ii). (ii)  Έστω 1 2,x x , µε 1 2 ,x x< δύο διαδοχικές ρίζες της συναρτήσεως ( )nJ x . 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα Rolle και τους αναγωγικούς τύπους (i) και (ii), θα υπάρχει 
στο διάστηµα 1 2( , )x x  τουλάχιστον µια ρίζα της 1,  1,nJ n− ≥  και τουλάχιστον µία ρίζα 

της 1,  0nJ n+ ≥ . Επίσης προκύπτει ότι υπάρχει ακριβώς µια ρίζα της 1nJ −  και ακριβώς 

µια ρίζα της 1nJ + . 

 

 

B.6. Ορθογωνιότητα συναρτήσεων Bessel                                      
Η συνάρτηση Bessel ( )pJ x , για σταθερό 0,p ≥  έχει αριθµήσιµο πλήθος απλών 

θετικών ριζών ( ),  n nρ ∈Ν , µε την ιδιότητα lim nn
ρ

→∞
= +∞ . Για τις ρίζες της ( )pJ x  

ισχύει ο ακόλουθος προσεγγιστικός τύπος 
3
4 2k p k
π π

ρ π≈ + + . 

Στο γραµµικό χώρο [ , ]C α β  των συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [ ],α β  

εισάγουµε ένα εσωτερικό γινόµενο ως εξής:                                         
Για ( ), ( ) [ , ]f x g x C α β∈  

, : ( ) ( ) ( ) ,f g f x g x r x dx
β

α

< > = ∫  
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όπου ( ) [ , ]r x C α β∈  είναι µια αυθαίρετη και αυστηρά θετική συνάρτηση, την οποία 
ονοµάζουµε συνάρτηση βάρους. Για το παραπάνω γινόµενο ισχύουν οι γνωστές 
ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου.                                                                                                                            

Θα λέµε ότι οι συναρτήσεις ( ), ( ) [ , ]f x g x C α β∈  είναι ορθογώνιες, όταν , 0f g< >= . 

Μια ακολουθία ( )n nF ∈�  στοιχείων του [ , ]C α β  θα λέµε ότι αποτελεί ένα ορθογώνιο 

σύστηµα ως προς τη συνάρτηση βάρους ( )r x , όταν  

, 0n mF F< >=  για n m≠                                                                                

Ισχύει το επόµενο βασικό θεώρηµα, που αφορά στην ορθογωνιότητα των 
συναρτήσεων Bessel. 

Θεώρηµα Β.6.1: ∆ίνονται 0p ≥  και 0a > . Για την ακολουθία των συναρτήσεων 

Bessel ( )( )p n n
J xλ

∈�
, όπου n

n

ρ
λ

α
=  και nρ  η -ιοστήn  θετική ρίζα της ( )pJ x , 

ισχύουν: 

                                              
0

( ) ( ) 0
a

p n p mJ x J x xdxλ λ =∫ ,
  
όταν n m≠                                     

(B.6.1) 

και  

                                              
2

2 2
1

0

( ) ( )
2

a

p n p n

a
J x xdx Jλ ρ+=∫ , όταν m n=                                  

(B.6.2) 

Η ισότητα (Β.6.1) δηλώνει ότι οι συναρτήσεις ( )( )p n n
J xλ

∈Ν
 αποτελούν ένα 

ορθογώνιο σύστηµα στο διάστηµα [0, ]a  ως προς τη συνάρτηση βάρους ( )r x x= .                                                    

Στην ειδική περίπτωση που 1a =  οι ισότητες (Β.6.1) και (Β.6.2) παίρνουν την µορφή  

1

0

( ) ( ) 0p n p mJ x J x xdxρ ρ =∫ , όταν m n≠  

                

1
2

1
0

1
( ) ( ) ( )

2p n p m p nJ x J x xdx Jρ ρ ρ+=∫ , όταν m n= . 
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Β.7. Σειρές Fourier-Bessel 

∆ίνεται µια συνάρτηση ( )f x , ορισµένη στο διάστηµα [0, ]a . Σε πολλά προβλήµατα 
εφαρµογών είναι ενδιαφέρον να αναπτύξουµε τη συνάρτηση αυτή σε µια σειρά της 
µορφής 

                                                      
1

( ) ( )n p n
n

f x A J xλ
∞

=

=∑ ,       (B.7.1)                                              

όπου τα nλ  έχουν οριστεί στο προηγούµενο θεώρηµα. Η παραπάνω σειρά ονοµάζεται 

σειρά Fourier-Bessel τάξεως p  της f  και οι nA  συντελεστές Fourier-Bessel της f .                                 

Αν υποθέσουµε ότι το ανάπτυγµα της (Β.7.1) ισχύει, τότε για τον υπολογισµό των 
συντελεστών nA  θα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες ορθογωνιότητας των 

συναρτήσεων pJ , που αναφέρονται στο προηγούµενο θεώρηµα. 

Πολλαπλασιάζουµε αµφότερα τα µέλη της (Β.7.1) µε ( )p mJ x xλ  και ολοκληρώνοντας 

στο διάστηµα [0, ]a  παίρνουµε 

( .8.1) 2

10 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a a a a

B
p m n p n p m p m m p m

n o

f x J x xdx A J x J x xdx f x J x xdx A J x xdxλ λ λ λ λ
∞

=

= → =∑∫ ∫ ∫ ∫
. 

Εποµένως από την (Β.7.2), βρίσκουµε  

                                                   2 2
1 0

2
( ) ( )

( )

a

n p n
p n

A f x J x xdx
a J

λ
ρ+

= ∫ .                                    

(B.7.2) 

Το επόµενο θεώρηµα δίνει τις συνθήκες κάτω από τις οποίες µια συνάρτηση 
αναπτύσσεται σε σειρά Fourier-Bessel. 
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Θεώρηµα Β.7.1: ∆ίνεται µια συνάρτηση ( )f x  τµηµατικά λεία στο διάστηµα 

[0, ]a . Για κάθε (0, )x a∈  ισχύει 

1

( 0) ( 0)
( ),

2 n p n
n

f x f x
A J xλ

∞

=

+ + −
=∑  

όπου n
n a

ρ
λ =

 
και nρ  η -ιοστήn  θετική ρίζα της συναρτήσεως Bessel ( )pJ x . 

Οι συντελεστές nA  δίνονται από τον τύπο (Β.7.2). 

 

Παρατήρηση: Για 0x =  η σειρά συγκλίνει στο (0 0)f + , ενώ για x a=  συγκλίνει 

στο 0 . 

Παράδειγµα Β.7.1: Να αναπτυχθεί σε σειρά Fourier-Bessel τάξεως 2 η 

συνάρτηση 2( ) ,  0 1.f x x x= < <  

Λύση: Σύµφωνα µε το θεώρηµα, το ανάπτυγµα δίνεται από την ισότητα 

2
2

1

( ),  0 1,n n
n

x A J x xρ
∞

=

= < <∑  

όπου nρ  η -ιοστήn  θετική ρίζα της 2 ( )J x . 

Οι συντελεστές, σύµφωνα µε την (Β.7.2) θα είναι  

1
2

22
3 0

2
( )

( )n n
n

A x J x xdx
J

ρ
ρ

= ∫ . 

Επειδή 

( )
1

3 3
2 24

0 0

1
( ) θέτουµε ( )

n

n nx J x dx t x t J t dt
ρ

ρ ρ
ρ

= = =∫ ∫
 

από
 

1( ( )) ( )p p
p px J x x J x−′ =  έχουµε 

( )3
3 0 34

1 1
[ ( )] n

n
n n

t J t Jρ ρ
ρ ρ

=
 

άρα  



30 

 

3
2
3 3

( )2 2
( ) ( )

n
n

n n n n

J
A

J J
ρ

ρ ρ ρ ρ
= =  

και  τελικά    

2
2

1 3

1
2 ( ),  0 1

( ) n
n n n

x J x x
J

ρ
ρ ρ

∞

=

= < <∑ . 

Σηµείωση: Σύµφωνα µε την παρατήρηση, η σειρά για 0x =  συγκλίνει στο 0  και 
για 1x =  επίσης στο 0 , αφού το 2 2( 1) ( ) 0n nJ Jρ ρ= = . 

 

B.8. Παραµετρική µορφή της εξίσωσης Bessel 

Πολλές φορές, χρησιµοποιώντας το χωρισµό των µεταβλητών για την επίλυση 
µερικών διαφορικών εξισώσεων, καταλήγουµε σε προβλήµατα ιδιοτιµών της µορφής: 

 

                               2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,  0x y x xy x x p y x x aλ′′ ′+ + − = ≤ ≤          (B.8.1) 

                                         (0)y < +∞                                                             (B.8.2)      

                                         ( ) 0y a =                                                                (B.8.3)        

                                                                                                                   

όπου 0p ≥  σταθερός αριθµός και λ  παράµετρος. 

Για την επίλυση του προβλήµατος κάνουµε την αλλαγή της µεταβλητής z xλ=  και 

γράφουµε ( ) ( )
z

u z y x y
λ
 = =  
 

, οπότε η (Β.8.1) παίρνει την µορφή 

                                                 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0z u z zu z z p u z′′ ′+ + − =  

η οποία είναι εξίσωση Bessel τάξεως p  µε γενική λύση 

                                                  1 2( ) ( ) ( )p pu z C J z C Y z= + . 

Εποµένως η γενική λύση της (Β.8.1) είναι 

                                                   1 2( ) ( ) ( )p py z C J x C Y xλ λ= + . 
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Ένεκα της συνθήκης (Β.8.2) και επειδή 
0

lim ( )p
x

Y x
+→

= −∞  έπεται ότι 2 0C = . Η 

συνθήκη (Β.8.3) µας δίνει ( ) 0pJ aλ = , που σηµαίνει ότι οι τιµές της παραµέτρου λ  

που ικανοποιούν το πρόβληµα είναι ( ) ,  n
n n na n

a
ρ

λ λ ρ= = ∈Ν
 
όπου nρ  είναι οι 

θετικές ρίζες της συναρτήσεως Bessel ( )pJ x .                                                                                                           

Εποµένως µη τετριµµένες λύσεις του προβλήµατος είναι 

( ) ( )p ny x J xλ= , όπου n
n a

ρ
λ = . 

Σηµείωση: Πιο σωστά θα έπρεπε τις θετικές ρίζες της συναρτήσεως Bessel ( )pJ x  

να τις συµβολίσουµε µε ,  pn nρ ∈Ν , οπότε και pn
pn a

ρ
λ = . Όµως χρησιµοποιούµε την 

πιο πάνω γραφή όταν δεν υπάρχει περίπτωση συγχύσεως. 
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Γ. Εφαρµογή: Το πρόβληµα Diriclet σε κύλινδρο 

Θα µελετήσουµε το πρόβληµα Diriclet σε κυλινδρικά πεδία. Η εξίσωση Laplace σε 
κυλινδρικές συντεταγµένες τις συναρτήσεως ( , , )u r zθ είναι 

 2

1 1
0rr r zzu u u u

r r θθ+ + + = . 

Θα περιορίσουµε τη µελέτη µας σε µία ειδική περίπτωση, όπου η λύση δε θα 
εξαρτάται από τη γωνία θ , οπότε η εξίσωση Laplace θα έχει τη µορφή 

1
0rr r zzu u u

r
+ + =  

και θα µηδενίζουµε τη συνάρτηση u  στην παράπλευρη επιφάνεια.                                              
Το πρόβληµα αυτό περιγράφεται από τις συνθήκες   

                                                  
1

0,  0 ,  0rr r zzu u u r a z h
r

+ + = < < < <
                                     

(E) 

                                            

      

( ,0) 0,  0

( , ) ( ),  0

( , ) 0,  0

u r r a

u r h r r a

u a z z h

ϕ
= < <
= < <

= < <                                                              
(Σ) 

Θα αναζητήσουµε λύσεις της µορφής ( , ) ( ) ( )u r z R r Z z=  (χωριζόµενων µεταβλητών), 

οπότε από την εξίσωση (Ε) και τις συνοριακές συνθήκες ( ,0) 0u r = και ( , ) 0u a z =  
προκύπτουν οι εξισώσεις 

                                                    

2 2 0,  ( ) 0,r R rR r R R aµ′′ ′+ − = =
                                           (Γ.1) 

                                                                 0,  (0) 0,Z Z Zµ′′ + = =                                                          
(Γ.2) 

όπου µ  είναι η σταθερά χωρισµού των µεταβλητών. 

Αν 0µ = , τότε εύκολα διαπιστώνεται ότι ( ) 0R r = , δηλαδή έχουµε τετριµµένη λύση. 

Αν 2 0µ λ= > , τότε η (Γ.1) είναι µια παραµετρική µορφή της τροποποιηµένης 

εξίσωσης Bessel τάξεως 0 , µε γενική λύση 

                                                    0 0( ) ( ) ( )R r AI r BK rλ λ= + .                                                   

(Γ.3) 



 

Οι συναρτήσεις 0I  και 0K

δεύτερου είδους αντίστοιχα

Σηµείωση: Η τροποποιηµένη διαφορική εξίσωση Bessel είναι 

και ικανοποιείται από την τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους τάξεως 
p  

                                                         
(σχήµα Γ.1) 

 

Αν ο p  δεν είναι ακέραιος µια δεύτερη λύση της εξίσωσης αυτής γραµµικώς 

ανεξάρτητη της ( )pI x  είναι η 

                                                   
(σχήµα Γ.2) 

που ονοµάζεται τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους τάξεως 

 

0K  είναι οι τροποποιηµένες συναρτήσεις Bessel πρώτου

δεύτερου είδους αντίστοιχα. 

Η τροποποιηµένη διαφορική εξίσωση Bessel είναι  

2 2 2( ) 0x y xy x p y′′ ′+ − + =  

και ικανοποιείται από την τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους τάξεως 

                                                         

2

0

2( )
! ( 1)

k p

p
k

x

I x
k k p

+

∞

=

 
 
 =
Γ + +∑                                       

(σχήµα Γ.1) 

δεν είναι ακέραιος µια δεύτερη λύση της εξίσωσης αυτής γραµµικώς 

είναι η  

                                                   
( ) [ ( ) ( )]

2sin( )p p pK x I x I x
p

π
π −= −

                              

που ονοµάζεται τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους τάξεως 
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είναι οι τροποποιηµένες συναρτήσεις Bessel πρώτου και 

και ικανοποιείται από την τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους τάξεως 

                                      

 

δεν είναι ακέραιος µια δεύτερη λύση της εξίσωσης αυτής γραµµικώς 

                              

που ονοµάζεται τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel δευτέρου είδους τάξεως p .  



 

Επειδή οι συναρτήσεις αυτές δεν φραγµένες, συµπεραίνουµε ότι η (Γ.3) δε δίνει µη 

τετριµµένες φραγµένες λύσεις. Εποµένως θα πρέπει

αυτή οι (Γ.1) και η (Γ.2) παίρνουν τη µορφή

                                                   

(Γ.4)
 

                                                   

(Γ.5) 

Μη τετριµµένες λύσεις της (Γ.4) είναι οι συναρτήσεις

 

όπου ,  1, 2,...,n
n nn

ρ
λ ρ

α
= =

. 

H εξίσωση (Γ.5) έχει λύσεις της µορφής 

 

Όπως και στις προηγούµενες πε

 

Αν στη τελευταία ισότητα θέσουµε

(σχήµα Γ.2) 

Επειδή οι συναρτήσεις αυτές δεν φραγµένες, συµπεραίνουµε ότι η (Γ.3) δε δίνει µη 
φραγµένες λύσεις. Εποµένως θα πρέπει 2 0µ λ= − < . Στην περίπτωση 

και η (Γ.2) παίρνουν τη µορφή 

                                                   2 2 2 0,  ( ) 0,r R rR r R R aλ′′ ′+ + = =
                                           

                                                   2 0,  (0) 0Z Z Zλ′′ − = = .                                                          

Μη τετριµµένες λύσεις της (Γ.4) είναι οι συναρτήσεις 

0( ) ( )n nR r J rλ= ,                                 

,  1, 2,...,n nλ ρ  είναι η -ιοστήn  θετική ρίζα της συναρτήσεως 

εξίσωση (Γ.5) έχει λύσεις της µορφής  

( ) sinh( ),  1, 2,...n nZ z z nλ= = . 

Όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις, µια (τυπική) λύση του προβλήµατος είναι 

0
1

( , ) ( ) sinh( )n n n
n

u r z A J r zλ λ
∞

=

=∑ . 

Αν στη τελευταία ισότητα θέσουµε z h= , τότε παίρνουµε  
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Επειδή οι συναρτήσεις αυτές δεν φραγµένες, συµπεραίνουµε ότι η (Γ.3) δε δίνει µη 
. Στην περίπτωση 

                                           

.                                                          

                                                                                                                                    

θετική ρίζα της συναρτήσεως Bessel 0J

, µια (τυπική) λύση του προβλήµατος είναι  
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0
1

( ) ( )sinh( )n n n
n

r A J r hϕ λ λ
∞

=

=∑ , 

που σηµαίνει ότι οι συντελεστές sinh( )n nA hλ  πρέπει να είναι οι συντελεστές του 
αναπτύγµατος της ( )rϕ σε σειρά Fourier-Bessel.  

Από τη παραπάνω µελέτη συµπεραίνουµε ότι: 

Η λύση του προβλήµατος (Ε)-(Σ) είναι  

 0
1

( , ) ( ) sinh( )n n n
n

u r z A J r zλ λ
∞

=

=∑ , 

όπου 

 02 2
1 0

2
( ) ( )

sinh( ) ( )

a

n n
n n

A r J r rdr
h a J

ϕ λ
λ ρ

= ∫ , 

n
n a

ρ
λ =  και nρ  η -ιοστήn  θετική ρίζα της συναρτήσεως Bessel 0J .  

Παράδειγµα Γ.1: Να λυθεί το πρόβληµα (Ε)-(Σ) στην περίπτωση 1,  2a h= = και 

( ) 50rϕ = . 

Λύση: Σύµφωνα µε την παραπάνω λύση έχουµε 

 

1

02
1 0

2
50 ( )

sinh(2 ) ( )n n
n n

A J r rdr
J

ρ
ρ ρ

= ∫ . 

Eπειδή   

1

0 0 1 0 12 2
0 0

1 1 1
( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )

n

n
n n n

n n n

J r rdr r t J t tdt tJ t J
ρ

ρρ ρ ρ
ρ ρ ρ

= = = = =∫ ∫  

άρα για τους συντελεστές nA  έχουµε   

1

100
,  1, 2,...

sinh(2 ) ( )n
n n n

A n
Jρ ρ ρ

= =  

οπότε η λύση του προβλήµατος είναι  

 0

1 1

( )
( , ) 100 sinh( )

( )sinh(2 )
n

n
n n n n

J r
u r z z

J
ρ

ρ
ρ ρ ρ

∞

=

= ∑ . 
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Κεφάλαιο 2: Συναρτήσεις Bessel στο 
µιγαδικό επίπεδο. 
 

 Α. Λύσεις της συνάρτησης Bessel στην µιγαδική 
περίπτωση. 

Η διαφορική εξίσωση Bessel προκύπτει από τον χωρισµό των µεταβλητών της 
εξίσωσης Laplace σε κυλινδρικές συντεταγµένες και είναι της µορφής  

 

                             ( )2 2 2 0,z u zu z u Cλ λ′′ ′+ + − = ∈                                 (1) 

 

Για την εύρεση µιας  λύσης, µπορούµε να ακολουθήσουµε τη µέθοδο Frobenius, 
όπως στην πραγµατική πεερίπτωση, αναζητώντας λύσεις της µορφής  

  

                                         ( )
( )

0

ru z a z κ
κ

κ

∞
+

=

=∑   

Θα προτιµήσουµε µια άλλη µέθοδο χρησιµοποιώντας έναν κατάλληλο ολοκληρωτικό 
µετασχηµατισµό. 

Αναζητούµε λύσεις της µορφής 

                                   ( ) ( ) ( ),
C

u z K z w dζ ζ ζ= ∫                                         (2) 

όπου C ένας κατάλληλος δρόµος ολοκλήρωσης και  ( ),K z ζ  ένας κατάλληλος 

πυρήνας που είναι συνάρτηση ολόµορφη και ως προς z και ως προς ζ . 
Αντικαθιστούµε τη µορφή (2) στην (1), υποθέτοντας ότι επιτρέπεται η εναλλαγή της 
παραγώγισης µε την ολοκλήρωση, οπότε έχουµε 

                                ( ) ( )
2

2 2 2
2 0

C

K K
z z z K w d

z z
λ ζ ζ

 ∂ ∂
+ + − = ∂ ∂ 

∫              (3) 

Αν ο πυρήνας ( ),K z ζ  ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση  
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                         ( )
2 2

2 2 2
2 2 0
K K K

z z z K
z z

λ
ζ

∂ ∂ ∂
+ + − + =

∂ ∂ ∂
                            (4) 

τότε η (3) γίνεται 

                          ( )
2

2
2 0

C

K
K w dλ ζ ζ

ζ
 ∂

+ = ∂ 
∫                                             (5) 

Αν  0ζ   και  1ζ  είναι η αρχή και το πέρας της C , τότε ολοκληρώνοντας κατά 

παράγοντες δυο φορές παίρνουµε  

               ( ) ( )
1

0

2

2
C C

K K
w d Kw d w Kw

ζ

ζ

ζ ζ ζ ζ
ζ ζ

 ∂ ∂′′ ′= + − ∂ ∂ 
∫ ∫            

Οπότε από την (5) προκύπτει 

                   ( )
1

0

2 0
C

K
w w Kd w Kw

ζ

ζ

λ ζ
ζ

 ∂′′ ′+ + − = ∂ 
∫                                 (6) 

Μια λύση που είναι ολόµορφη τόσο ως προς z όσο και ως προς ζ στο  C   της 
διαφορικής εξίσωσης (4) είναι  

                                              ( ) sin, izK z e ζζ −=                                          (7) 

 

όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί. Επίσης η διαφορική εξίσωση 

                                                2 0w wλ′′ + =  

έχει λύσεις τις συναρτήσεις  

                                                 ( )         
i

w e
λζ

ζ
±

=                                        (8) 

 

Εποµένως αν επιλέξουµε το δρόµο ολοκλήρωσης C έτσι, ώστε ο τελευταίος όρος 
στην (6) να µηδενίζεται, τότε θα έχουµε λύσεις της διαφορικής εξίσωσης Bessel της 

µορφής (2), όπου ο πυρήνας έχει τη µορφή (7) και το ( )w ζ  τη µορφή (8). Αυτό 

συµβαίνει, λόγου χάριν για τις καµπύλες 1     C και 2 C  του παρακάτω σχήµατος: 
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Για τις ηµιευθείες , , 0i iζ π µ ζ π µ µ= − + = + ≥  ισχύει  

sin sin( ) sin( ) cos( ) cos( ) sin( ) sin( ) sinhi i i i iζ π µ π µ π µ µ µ= ± + = + = − = −m m  

 

Για τον αρνητικό φανταστικό άξονα , 0iζ µ µ= − ≥ , ισχύει 

sin sin( ) sin( ) sinh , 0i i iζ µ µ µ µ= − = − = − ≥  

 

Για τα µέρη αυτά των καµπυλών 1C  και  2C  ισχύει 

sin ( )( sinh ) Re sinh( , ) .iz i x iy i zK z e e eζ µ µζ − − + − −= = =  

Εποµένως για Re 0, lim ( , ) 0z K z
µ

ζ
→∞

> =  

Επίσης εύκολα συµπεραίνουµε ότι οι ποσότητες  

( )cos ( , )iw iz e K zλζζ ζ
ζ

±∂Κ
= −

∂
  

Και 

( ) ( , )iKw i e K zλζλ ζ±′ = ±  
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Συγκλίνουν στο 0 όταν λ→∞ . 

Έτσι συµπεραίνουµε ότι οι συναρτήσεις 
1

siniz i

C

e dζ λζ ζ− +∫  και 
2

siniz i

C

e dζ λζ ζ− +∫  

Είναι δύο (τυπικές) λύσεις της διαφορικής εξίσωσης Bessel (1). Οι δύο λύσεις  

 

 

                   (9) 

 

Ονοµάζονται συναρτήσεις Hankel. 

Παρατήρηση: Τα ολοκληρώµατα (9) υπάρχουν για Re 0z >  και οι συναρτήσεις 1Hλ  

και 2Hλ  είναι πράγµατι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης Bessel (1), και είναι 

ολόµορφες για Re 0z > . 

Γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης Bessel 

Αποδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις Hankel 1Hλ  και 2Hλ  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. 

Εποµένως η γενική λύση της (1) θα είναι 1 2
1 2 1 2( ) ( ) ( ), ,u z c H z c H z c cλ λ= +  σταθερές. 

 

Οι συναρτήσεις Bessel και Neumann 

Θα αναζητήσουµε τώρα τις λύσεις της διαφορικής εξίσωσης Bessel στην περίπτωση 
που τα λ και z είναι πραγµατικοί αριθµοί. 

Οι  λύσεις αυτές είναι ιδιαίτερα χρήσιµες για τις εφαρµογές. Γράφουµε τις 
συναρτήσεις Hankel 1Hλ και 2Hλ  στη µορφή 

                                         

 

 

 

 

                      (10) 

       1

2

1 sin

2 sin

1
( )

1
( )

iz i

C

iz i

C

z e d

z e d

ζ λζ
λ

ζ λζ
λ

ζ
π

ζ
π

− +

− +

Η = −

Η = −

∫

∫
 

    

     

1 2

1 2

( ) ( )
( )

2
( ) ( )

( )
2

H z H z
J z

H z H z
N z

i

λ λ
λ

λ λ
λ

+
=

−
=  
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Οι συναρτήσεις ( )zλζ ονοµάζονται συναρτήσεις Bessel τάξεως λ. 

Οι συναρτήσεις ( )N zλ  ονοµάζονται συναρτήσεις Neumann τάξεως λ. 

Οι συναρτήσεις ,J Nλ λ  και Hλ  ονοµάζονται επίσης κυλινδρικές συναρτήσεις 

πρώτου, δεύτερου και τρίτου είδους αντίστοιχα. 

Ισχύουν τα ακόλουθα: 

(i) Οι συναρτήσεις ( )J zλ  και ( )N zλ είναι γραµµικώς ανεξάρτητες για κάθε 

Cλ∈ . 

Πράγµατι, έστω 

( ) ( ) 0, , ,aJ z N z z C a Cλ λβ β+ = ∈ ∈ . 

Θα δείξουµε ότι α=β=0. Πράγµατι, έχουµε         

                        1 2 1 2( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0
2 2
a

H z H z H z H z
iλ λ λ λ
β

+ + − =  

ή 

                          1 2( ) ( ) 0
2 2 2 2
a a

H z H z
i iλ λ
β β   + + − =   

   
 

 

Επειδή οι συναρτήσεις 1 ( )H zλ  και 2 ( )H zλ  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες θα πρέπει  

                               0
2 2
a

i
β + = 

 
 και 0

2 2
a

i
β − = 

 
 

Οπότε α=β=0. 

(ii) Για , z Rλ ∈ οι συναρτήσεις ( )J zλ  και ( )N zλ  είναι πραγµατικές. 

Γνωρίζουµε ότι 

                               
1

1 sin1
( ) iz i

C

H z e dζ λζ
λ ζ

π
− += − ∫  

Αν 1C ′  είναι ο δρόµος που προκύπτει από τον 1C ′  εξ ανακλάσεως ως προς τον 

πραγµατικό άξονα, τότε για κάθε f , για την οποία το 
1

( )
C

f dζ ζ∫  υπάρχει , ισχύει  
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1 1

( ) ( )
C C

f d f dζ ζ ζ ζ
′

=∫ ∫ . 

Έστω 
sin( ) .izf e ζ λζζ − +=  Επειδή                                          

( ) ( , )ixw ixwe e x w C−= ∈ℜ ∈  και sin sin ( )Cζ ζ ζ= ∈  

έχουµε για , z Rλ ∈   

   ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 sin1 1 1 iz i

C C C

H z f d f d e dζ λζ
λ ζ ζ ζ ζ ζ

π π π
−

′ ′

= − = − = −∫ ∫ ∫  

Αντικαθιστώντας στο τελευταίο ολοκλήρωµα το ζ µε το –ζ, προκύπτει 

( )
22

1 sin sin1 1iz i iz i

CC

H z e d e dζ λζ ζ λζ
λ ζ ζ

π π
− + − += − = −∫ ∫ ,  

Όπου 2C  ο δρόµος της ολοκλήρωσης του σχήµατος. 

Εποµένως 

( ) ( )1 2H z H zλ λ= , για λ, z R∈ ,  

Οπότε έχουµε  

 
    Η συνάρτηση Bessel ( )J zλ  και η συνάρτηση Neumann ( )N zλ   είναι    

πραγµατικές συναρτήσεις για λ ,z C∈  και µάλιστα ισχύει: 
                              ( ) ( )1Re ,J z H zλ λ=  ( ) ( )1ImN z H zλ λ=  

 
 

Για λ ,z C∈  ισχύουν οι σχέσεις  

( ) ( )1 1iH z e H zπλ
λ λ− = ,  ( ) ( )2 2iH z e H zπλ

λ λ
−

− =                                             (11) 

Εποµένως οι συναρτήσεις Hankel ( )1H zλ  και ( )1H zλ− , αντίστοιχα, ( )2H zλ και 

( )2H zλ−  είναι γραµµικώς εξαρτηµένες λύσεις της διαφορικής εξίσωσης Bessel. 

Θα δούµε τώρα ότι οι αντίστοιχες συναρτήσεις Bessel ( )J zλ  και ( )J zλ−  και οι 

συναρτήσεις Neumann ( )N zλ  και ( )N zλ−  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες για 

ορισµένες τιµές του λ. Πράγµατι, έστω 
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                    ( ) ( ) 0aJ z J zλ λβ− + =  για κάθε z C∈ . 

Από την (11) συµπεραίνουµε ότι  

( ) ( )1 2 0
2 2

i iae H z ae H zπλ πλ
λ λ

β β−   + + + =   
   

, z C∈ , 

Και επειδή οι ( )1H zλ  και ( )2H zλ  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, έχουµε  

           0ie πλα β+ =  και 0ie πλα β− + =                   (12) 

Άρα για Zλ∉  ισχύει ( ) 0i ie eπλ πλα −− =  ή sin 0α πλ = , οπότε α=0. Από την (12) 

έχουµε β=0. Ανάλογα ισχύουν για την ( )N zλ . Εποµένως  

  
Για Zλ∉  οι συναρτήσεις Bessel ( )J zλ  και ( )J zλ− , αντίστοιχα ( )N zλ  και ( )N zλ−    
είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης Bessel είναι  
                                   
                                      ( ) ( )1 2( )u z c J z c J zλ λ−= + , 1c , 2c  σταθερές. 
 
 
                                                                                                            

Αν λ= n Z∈  οι συναρτήσεις ( )nJ z και ( )nJ z−  είναι γραµµικώς εξαρτηµένες. 

Ανάλογα ισχύουν για τις συναρτήσεις ( )nN z  και ( )nN z− . 

     Αν λ= n Z∈ , τότε οι συναρτήσεις Bessel ( )nJ z  και ( )nJ z− , αντίστοιχα , οι       

συναρτήσεις Neumann ( )nN z  και ( )nN z−  είναι γραµµικώς εξαρτηµένες . 
Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης Bessel είναι  
                               ( ) ( ) ( )1 2n nu z c J z c N z= + , 1c , 2c  σταθερές. 
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Β. Ολοκληρωτική αναπαράσταση των συναρτήσεων 
Bessel 

 

Από τις σχέσεις (9) συµπεραίνουµε ότι  

               ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 sin1 1
2 2

iz i

C C

J z H z H z e dζ λζ
λ λ λ ζ

π
− +

+

 = + = −  ∫  

 

ή 

 

                 ( ) sin1
,

2
iz i

C

J z e dζ λζ
λ ζ

π
− += − ∫  Re 0z >  

 
(13) 

Όπου C ο δρόµος ολοκλήρωσης του σχήµατος 

                 

 

 

 

 

Μια άλλη ολοκληρωτική αναπαράσταση της Jλ  προκύπτει αν κάνουµε µε την 

αντικατάσταση iw e ζ−=  στο ολοκλήρωµα (13). 
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Με την αντικατάσταση αυτή , εύκολα διαπιστώνουµε, ότι ο νέος δρόµος 
ολοκλήρωσης είναι ο C′  

                          

 

 

 

 

Επίσης έχουµε  

                                 ( )( )iie e wζ λλζ λ− − −= = , 

                       
1

sin 22

i i ze e wiziz wie e e
ζ ζ

ζ

−  − −−  −  = =  

και  

                          ( )
1 1

id dw dw
i e iwζζ −= = −
−  

Εποµένως έχουµε αναπαράσταση  

 

                      ( )
1

2

1

1
,Re 0

2

z
w

w

C

e
J w dw z

i wλ λπ

 − 
 

+
′

= − >∫  

 
(14) 
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Έστω τώρα z ένας θετικός πραγµατικός αριθµός. Κάνοντας την αντικατάσταση 
w=2ζ/z, καταλήγουµε στην ακόλουθη αναπαράσταση 

 

                       ( )
2

141
,

2 2

z

C

z
J z e d z C

i

λ ζ
λζ

λ ζ ζ
π

−
− −

′

 = ∈ 
  ∫

 

 
(15) 

 

Το ολοκλήρωµα στη (15) συγκλίνει για κάθε z C∈ . Εποµένως οι συναρτήσεις Bessel 
παριστάνονται µέσω της (15) για κάθε z C∈ . 

 

Ανάπτυγµα σε σειρά 

 

Επειδή 
( )

22 1 2
4 2

0

1

! 2

z z
z

e e
κ κ

ζ ζ
κ

κ κ ζ

  ∞− −  
 

=

−  = =  
 

∑
 

Από την (15) προκύπτει      

                               
( ) ( ) 2

1

0

11
2 2 ! 2C

z z
J z e d

i

κλ κ
ζ λ

λ κ
κ

ζ ζ
π κ ζ

∞
− −

=′

 −   =     
     

∑∫
 

Οπότε 

                         
( ) ( ) ( )

2
1

0

1 1
! 2 2 C

z
J z e d

i

κ κ λ
λ κζ

λ
κ

ζ ζ
κ π

+∞
− + +

= ′

−  =  
 

∑ ∫
 

Από τον τύπο (9) έχουµε 

                          

( )11 1
2 ( 1)C

e d
i

λ κζζ ζ
π κ λ

− + +

′

=
′Γ + +∫

 

 

Οπότε παίρνουµε το ακόλουθο ανάπτυγµα σε σειρά της 
( )J zλ

 . 
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(16) 

 

Θα εξετάσουµε τώρα µερικές ειδικές περιπτώσεις: 

(i) ( ) ( ) 2

0

1
, ,

2 ! ( 1) 2
z z

J z z C
κλ κ

λ
κ

λ
κ λ κ

∞

=

−   = ∈   Γ + +   
∑ .  Επειδή     

( )( 1) nλ κ κΓ + + = +  από την (16) συµπεραίνουµε  

              

 

 

 

(17) 

      (ii)  { }, 0n nλ = − ∈Ν∪ . Επειδή  

                                   
1

0, 0,1,..., 1
( 1)

nκ
κ λ

= = −
Γ + +

 

Συµπεραίνουµε ότι  

                         
( ) 21

( )
2 !( )! 2

n

n
n

z z
J z

n

κ κ

κ κ κ

− ∞

−
=

−   =    +   
∑  

ή αν αντικαταστήσουµε το κ µε το κ-n παίρνουµε ότι  

      

 

            
( ) 2

0

1
( ) , ,

2 !( )! 2

nn

n

z z
J z z C n

n

κ κ

κ κ κ

+∞

−
=

−   = ∈ ∈Ν   +   
∑     

 
(18) 

 

                
( ) ( ) 2

0

1
, ,

2 ! ( 1) 2
z z

J z z C
κλ κ

λ
κ

λ
κ λ κ

∞

=

−   = ∈   Γ + +   
∑

 
 

 

             ( ) ( ) { }
2

0

1
, , 0

2 !( )! 2

n

n

z z
J z z C n N

n

κ κ

κ κ κ

∞

=

−   = ∈ ∈ ∪   +   
∑         
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Από τις (17) και (18) προκύπτει η σχέση  

           

 
       ( ) ( ) ( )1 , ,n

n nJ z J z z C n− = − ∈ ∈Ν  
 

 

iii) 
1
2

λ = − . Επειδή 
1 1 3 3 1 1

......
2 2 2 2 2 2

κ κ κ      Γ + = − − Γ      
      

 και 

1
2

π Γ = 
 

 

από την (16) παίρνουµε 

                   

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 2 22
2

1
2 0 0 0

1 1 12 2
12 2 !2 1 3.... 2 1 2 !!
2

zz z
J z z

z z

κ κ κκ κ
κ

κ
κ κ κπ κ κ π κκ κ

− ∞ ∞ ∞

−
= = =

− − −   = = =    ⋅ ⋅ −    Γ + 
 

∑ ∑ ∑

 

∆ηλαδή  

            

 

 

iv) 
1
2

λ = . Εργαζόµενοι όπως στην προηγούµενη περίπτωση βρίσκουµε ότι  

    ( )1
2

2
sin ,J z z z C

zπ
= ∈  

 

Εποµένως οι συναρτήσεις Bessel ( )1
2

J z  και ( )1
2

J z
− είναι δυνατόν να 

εκφραστούν µε απλό τρόπο µέσω των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων sin z  κ cos z . 

Θα δείξουµε τώρα, ότι µεταξύ των συναρτήσεων Hankel ( )1
1

2
H z  και ( )2

1
2

H z  και 

της εκθετικής συνάρτησης ισχύουν ανάλογες σχέσεις. 

    ( )1
2

2
cos ,J z z z C

zπ−
= ∈  
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Από τους τύπους (10) για 
1
2

λ =  έχουµε  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1
,

2 2
i

J z H z H z J z H z H z
−

   = + = −      
 

Οπότε 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
,H z J z iJ z H z J z iJ z

− −
= − = +  

Έτσι από τους παραπάνω τύπους, παίρνουµε  

          ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1

2 2

2 2
sin cos , sin cosH z z i z H z z z

z zπ π
= − = +  

Οπότε 

            

(19) 

 

Οι συναρτήσεις Neumann 

Ισχύει  

                                      ( ) ( ) ( )1 2
1 1

2 2

1
2

N z H z H z
iλ
 = −  

 

Θα εκφράσουµε τις συναρτήσεις αυτές µε τη βοήθεια των συναρτήσεων Bessel 

( )J zλ  και ( )J zλ− . Για Zλ∉ , από τις σχέσεις (10) βρίσκουµε  

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, .
sin sin

i ie J z J z e J z J z
H z H z

i i

λπ λπ
λ λ λ λ

λ λλπ λπ

−
− −− −

= − =  

Εποµένως 

                             ( ) ( ) ( )cos
,

sin

J z J z
N z Zλ λ

λ

λπ
λ

λπ
−⋅ −

= ∉  

Για την περίπτωση n Zλ = ∈ , θα ορίσουµε την ( )nN z  ως εξής: 

    ( ) ( )1 2
1 1

2 2

2 2
,iz izH z i e H z i e

z zπ π
−= − =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
sin coscos

lim lim
sin cosn n n

J z J z
J zJ z J z

N z

λ λ
λ

λ λ

λ λ

π λπ λπλπ λ λ
λπ π λπ

−

−

→ →

∂ ∂
− ⋅ + −⋅ − ∂ ∂= =

 

Άρα  

                 

(20) 

 

Θα δώσουµε τώρα το ανάπτυγµα σε σειρά των συναρτήσεων ( ).nN z  Γνωρίζουµε 

ότι  

                              ( ) ( )
( )

2

0

1

2 ! 1 2
z z

J z
κλ κ

λ
κ κ λ κ

∞

=

−   =    Γ + +   
∑  

Εποµένως  

                           
( ) ( )

( )
22

0

1
( )

! 1 2

z
LogJ z z

e
κ

λλ κ

κλ λ κ λ κ

∞

=

 ∂ −∂
= ⋅ 

∂ ∂ Γ + +  
∑  

                        ( ) ( )
( )

2

0

1
( ) ( )

2 2 ! 1 2
z z z

Log J z
κ

λ κ
λ

κλ κ λ κ

∞

=

−∂
= +

∂ Γ + +∑ , 

∆ηλαδή 

            
( ) ( ) ( )

( )
2

1
0

1 1
( ) ( )

2 2 ! 2 t

J z z z z d
J z Log

dt t

κ
λ λ κ

λ λ κ
κλ κ

∞

= + +
=

∂ −
= + ⋅

∂ Γ∑  

Όµοια  

            
( ) ( ) ( )

( )
2

1
0

1 1
( ) ( )

2 2 ! 2 t

J z z z z d
J z Log

dt t

κ
λ λ κ

λ λ κ
κλ κ

∞
− −

− =− + +
=

∂ −
= − − ⋅

∂ Γ∑  

Ισχύουν οι σχέσεις 

               ( ) ( )
1 1 1 1

1 .... ,
1 ! 2 1t n

d
C n

dt t n N=
 = − − − ∈Ν Γ − − 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )1
1 , , 0n

n

n

J z J z
N z n Z zλ λ

λ
π λ λ

−

=

∂ ∂ 
= − − ∈ ≠ ∂ ∂ 
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όπου C η σταθερά Euler και 

                                         ( ) ( ) { }1
1 !, 0

n
t n

d
n n

dt t =− = − ∈Ν∪
Γ

. 

Έτσι από τη σχέση (20) για nλ =  παίρνουµε  

          

            
( ) 21

0

1 !2 1 1
( ) ( )

2 2 ! 2

n n

n n

nz z z
N z J z Log C

κ

κ

κ
π π κ π

− −

=

− −     = + − − ⋅     
     

∑  

                
( )
( )

2

1

11 1 1 1
.... 1

2 ! 1 2 ! 2

n n
z z z

n n n n

κ κ

κπ κ κ

∞

=

−       + + + − ⋅ ⋅       − +       
∑  

                   
1 1 1 1

... 1 1 ... 1
1 1n nκ κ κ κ

 ⋅ + + + + + + + + + + − − 
 

                  
                
 

Και για 0nλ = = : 

 

              ( ) ( ) ( ) 2

0 0
1

12 2 1 1
.... 1

2 ! 2 1
z z

N z J z Log C
κ κ

κπ π κ κ κ

∞

=

−     = + − ⋅ + + +     −     
∑  

 
 

 

        

  Εφαρµογή: Ακτινικά συµµετρικές λύσεις της εξίσωσης ταλάντωσης 

Γνωρίζουµε ότι οι ακτινικά συµµετρικές λύσεις ( ) ( )u x f r=  της εξίσωσης 

ταλάντωσης στον nR  

                                                    2 0u uκ∆ + =                             (21) 

Ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση  

                                            ( ) ( ) ( )21
0

n
f r f r f r

r
κ−′′ ′+ + =     (22) 

Θέτοντας  
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                                              ( ) ( )
2

2 ,
n

f r r g r rκ κ ρ
−

−
= =  

Η εξίσωση (22) µετατρέπεται στη διαφορική εξίσωση Bessel τάξεως 
2

2
n−

: 

                                ( ) ( ) ( )

2

2

2
1 21 0

n

g g gρ ρ ρ
ρ ρ

 − 
  

  ′′ ′+ + − =
 
 
 

 

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα ένα θεµελιώδες σύστηµα λύσεων της εξίσωσης αυτής 
είναι οι συναρτήσεις Hankel  

                                            ( )1
2

2
nH ρ−  και ( )2

2
2

nH ρ−  

Εποµένως λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (22) αποτελούν οι συναρτήσεις  

                                ( )
2

12
2

2

n

nr H κρ
−

−

−  και ( )
2

22
2

2

n

nr H κρ
−

−

−  

Που σηµαίνει ότι οι συναρτήσεις  

                                

(23) 

 

 

Είναι θεµελιώσεις λύσεις της εξίσωσης ταλάντωσης (21). 

•Για n=3: Οι θεµελιώδεις λύσεις της εξίσωσης ταλάντωσης στον χώρο 3R  είναι  

                                    ( )1 12
1
2

x H xκ−
 και ( )1 22

1
2

x H xκ−
  

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (19) οι λύσεις αυτές γράφονται απλούστερα  

                                

 

 

 

             ( )
2

12
2

2

n

nx H xκ
−

−
−  και       ( )

2
22

2
2

n

nx H xκ
−

−
−  

 

           
i xe
x

κ

 και 
i xe
x

κ−
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Εποµένως το σύνολο των συµµετρικά ακτινικών λύσεων της (21) για 3n =  είναι  

   

 

 

 

Όπου 1 2,c c  αυθαίρετες σταθερές. 

Για 0κ = , από την (24) προκύπτει µία µόνο λύση. Μια δεύτερη γραµµικά 

ανεξάρτητη λύση της (22) είναι ( ) 1f r = . Εποµένως η γενική λύση στην περίπτωση 

αυτή είναι  

                                                       ( ) 1 2

1
u x c c

x
= +  

•Για n=2: Οι θεµελιώσεις λύσεις της εξίσωσης στην περίπτωση αυτή είναι  

                                             ( )1
0H xκ  και ( )2

0H xκ , 

Οπότε η γενική λύση της (21) είναι  

 
                      ( ) ( ) ( )1 2

1 0 2 0u x c H x c H xκ κ= +   

 

Παρατήρηση. Στην περίπτωση n=3 οι θεµελιώδεις λύσεις έχουν στο 0 µια ανωµαλία 

της µορφής 
1
x

. Ενώ στην περίπτωση n=, οι θεµελιώδεις λύσεις έχουν στο 0 µια 

ανωµαλία της µορφής  ln x . 

 

 

 

 

 

                  ( ) 1 2 , 0
i x i xe e

u x c c
x x

κ κ

κ= + ≠  
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