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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

 
Με την εξέλιξη της κοινωνίας και της βιοµηχανίας κατά τη διάρκεια των 

τελευταίων δεκαετιών, οι µαθηµατικοί κλάδοι της περιγραφικής στατιστικής, καθώς 

και της στατιστικής συµπερασµατολογίας αποτέλεσαν εξαιρετικά σηµαντικές 

περιοχές έρευνας. Οι µέθοδοι της περιγραφικής στατιστικής αποτελούν το 

επιστηµονικό εργαλείο για τη συγκέντρωση, οργάνωση και παρουσίαση 

πειραµατικών δεδοµένων σε εύληπτη µορφή, ενώ οι µέθοδοι της στατιστικής 

συµπερασµατολογίας, καθιστούν δυνατή την προσέγγιση τόσο ποσοτικών όσο και 

ποιοτικών χαρακτηριστικών ενός ευρύτερου συνόλου, όπως αυτά απορρέουν από τη 

µελέτη ενός σχετικά µικρού υποσυνόλου του.  

Στα πλαίσια της εργασίας αυτής, δίνεται ιδιαίτερο βάρος στη στατιστική 

µελέτη προβληµάτων της ανάλυσης αξιοπιστίας ή επιβίωσης, τα πειραµατικά ή 

ερευνητικά δεδοµένα της οποίας µπορεί να αφορούν τη χρονική στιγµή που 

προκαλείται βλάβη σε ένα µηχανικό σύστηµα ή θάνατος σε ένα βιολογικό οργανισµό. 

Οι µέθοδοι της στατιστικής συµπερασµατολογίας σε τέτοιου είδους εφαρµογές, 

στοχεύουν στον προσδιορισµό των παραγόντων που επιδρούν σηµαντικά στο υπό 

µελέτη γεγονός, καθώς και στον προσδιορισµό του βέλτιστου δυνατού συνδυασµού 

συνθηκών, ώστε να επιτυγχάνεται το επιθυµητό αποτέλεσµα σε κάθε περίπτωση. Το 

αποτέλεσµα αυτό µπορεί να είναι η επίτευξη της βέλτιστης ποιότητας ενός 

παραγόµενου βιοµηχανικού προϊόντος, όπως επίσης και η ποσοστιαία αύξηση της 

αναµενόµενης διάρκειας ζωής ενός βιολογικού οργανισµού. 

Στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας γίνεται µια εισαγωγική αναφορά 

σε σχετικές µε την ανάλυση αξιοπιστίας έννοιες. Επίσης, περιγράφονται τα είδη 

πειραµατικών δεδοµένων και οι κατανοµές που συχνά προσαρµόζονται σε αυτά. Στο 

δεύτερο κεφάλαιο περιγράφεται το γραµµικό µοντέλο και οι µέθοδοι εκτίµησης των 

συντελεστών αυτού και στη συνέχεια, αναλύεται το µοντέλο αναλογικής 

διακινδύνευσης του Cox, ενώ παράλληλα γίνεται µια εισαγωγή στις µεθόδους 

ελέγχου καταλληλότητας µοντέλων και στους ελέγχους υποθέσεων. Στο τρίτο 

κεφάλαιο παρατίθενται τα βασικά είδη παραγοντικών σχεδιασµών που χρησιµεύουν 

στην οργάνωση των πειραµατικών δεδοµένων και τέλος, στο τέταρτο κεφάλαιο 

περιγράφονται αναλυτικά µέθοδοι ανάλυσης δεδοµένων που εµπεριέχουν εκτός από 

πλήρεις και αποκοµµένες παρατηρήσεις, ενώ δίνονται σχετικά παραδείγµατα. 
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ABSTRACT 
 

 

With the evolution of society and industry over the past decades, the 

mathematical fields of descriptive statistics and statistical inference have proved to be 

extremely important research areas. The methods of descriptive statistics form a 

scientific tool for collecting, organizing and presenting experimental data in a quite 

easily understandable form and the methods of statistical inference make it possible to 

approach both quantitative and qualitative characteristics of a larger whole, by 

studying those characteristics arising from a relatively small sample.  

As long as this work is related, focus is given in particular on the statistical 

study of reliability problems and survival analysis. In those cases, experimental or 

research data may concern the time when failure is observed in a mechanical system 

or death in a biological organism. The methods of statistical inference, in such 

applications, aim to identify the factors that impact significantly on the studied event, 

and also to identify the optimum combination of conditions in order to achieve the 

desired result in each case. This result might be to achieve the highest quality of an 

industrial product, as well as to increase the life expectancy of a biological organism. 

 In the first chapter of this work, an introductory reference is made to concepts 

related to reliability analysis. The different types of experimental data are also 

discussed, as well as the distributions that are often adjusted to it. In the second 

chapter, the linear model is described and also the methods of estimation of the model 

coefficients. Furthermore, the proportional hazard model of Cox is analyzed, while an 

introduction is made on the methods of validation of chosen models and hypothesis 

testing. In the third chapter, the main types of factorial designs used in organizing 

experimental data are presented and finally, in the fourth chapter methods of data 

analysis are thoroughly described, involving other than full and censored 

observations, while illustrative examples are given. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
 

1.1 Εισαγωγικές έννοιες 

 

Σε διάφορους τοµείς της επιστήµης πραγµατοποιούνται πειράµατα και 

έρευνες που έχουν σαν στόχο είτε τη βελτίωση των ανθρώπινων συνθηκών ζωής, είτε 

την αναβάθµιση της παραγωγικής διαδικασίας. Σε τοµείς όπως η βιοµηχανία, ένα 

πείραµα έχει συνήθως σαν στόχο την εξαγωγή συµπερασµάτων µε γνώµονα τη 

βελτίωση της ποιότητας του παραγόµενου προϊόντος, ενώ στον τοµέα της υγείας µια 

έρευνα συχνά αποσκοπεί στη βαθύτερη κατανόηση των λόγων που οδηγούν στην 

εκδήλωση ασθενειών και κατά προέκταση στην αµεσότερη διάγνωση και 

αντιµετώπισή τους. 

Ο κλάδος της στατιστικής που εξετάζει σε ποιά χρονική στιγµή αναµένεται να 

προκληθεί θάνατος σε κάποιο βιολογικό οργανισµό, καθώς και την πιθανότητα 

αποτυχίας σε µηχανικά συστήµατα ή µέρη αυτών, ονοµάζεται ανάλυση αξιοπιστίας ή 

επιβίωσης (reliability or survival analysis). Κάνοντας χρήση των µεθόδων της 

ανάλυσης αξιοπιστίας, ένας ερευνητής δύναται να αποφανθεί για τους παράγοντες 

που επιδρούν σηµαντικά στην εµφάνιση του υπό µελέτη γεγονότος, όπως επίσης και 

για το ποσοστό επίδρασής τους σε αυτό.  

Στην πλειονότητα των περιπτώσεων, τα πειραµατικά δεδοµένα της ανάλυσης 

επιβίωσης αφορούν, το λεγόµενο χρόνο αποτυχίας (failure time), το χρόνο δηλαδή 

κατά τον οποίο προκαλείται θάνατος ή βλάβη στο υπό µελέτη άτοµο ή αντικείµενο 

αντίστοιχα. Στις περιπτώσεις όπου ο χρόνος αποτυχίας δεν είναι δυνατό να 

παρατηρηθεί πειραµατικά, (για παράδειγµα λόγω βίαιης διακοπής του πειράµατος), 

τότε η παρατήρηση θεωρείται αποκοµµένη (censored). Η έννοια των αποκοµµένων 

δεδοµένων χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Hald (1949). Τα δεδοµένα που 

δεν είναι αποκοµµένα ονοµάζονται πλήρη. 
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Στα στατιστικά δεδοµένα της ανάλυσης επιβίωσης είναι αρκετά συχνό το 

φαινόµενο των αποκοµµένων παρατηρήσεων, οι οποίες στην πλειονότητα των 

περιπτώσεων είναι αποτέλεσµα ατελούς παρατήρησης της εξέλιξης κάποιων ασθενών 

ή ακόµα µπορούν να προκύψουν από κάποια βίαιη διακοπή του πειράµατος σε 

ανύποπτη χρονική στιγµή. Ένα βασικό χαρακτηριστικό τους είναι ότι λόγω της 

ασυµµετρίας που παρουσιάζουν, δεν ακολουθούν κανονική κατανοµή και συνεπώς 

δεν επιτρέπουν τη χρήση των συνηθισµένων στατιστικών τεχνικών για την εξαγωγή 

συµπερασµάτων.  

Σε κάποιες περιπτώσεις, όπως θα δούµε και στη συνέχεια, είναι δυνατή η 

µετατροπή των δεδοµένων ώστε να προσαρµόζονται στο µη συµµετρικό µοντέλο της 

λογαριθµο-κανονικής κατανοµής (Lee and Wang, 2003). Στην πλειονότητα των 

περιπτώσεων, όµως, προτιµάται η υιοθέτηση άλλων µη συµµετρικών µοντέλων, 

ούτως ώστε να µην κρίνεται απαραίτητη η µετατροπή των αρχικών δεδοµένων.  

Συγκεκριµένα, οι κατανοµές που συχνότερα προσαρµόζονται σε τέτοιου είδους 

εφαρµογές είναι η κατανοµή Weibull και Γάµµα (Καρώνη, 2005), λόγω κυρίως της 

ευελιξίας που παρουσιάζουν ως µοντέλα αξιοπιστίας. 

  Ένα παράδειγµα εφαρµογής κατά τη διάρκεια µελέτης της οποίας είναι πιθανό 

να προκύψουν αποκοµµένες παρατηρήσεις, αποτελεί η διαδικασία ανεύρεσης του 

αναµενόµενου χρόνου ζωής T µιας µπαταρίας αυτοκινήτου κάτω από στρεσογόνες 

συνθήκες, καθώς και του χρόνου ζωής (survival time) Τ ενός ασθενούς που πάσχει 

από καρκίνο του παγκρέατος.  

 

1.2 Είδη αποκοµµένων δεδοµένων 

 

Τα είδη αποκοµµένων δεδοµένων (Collett, 2003 ) είναι τρία: 

• Τα από δεξιά αποκοµµένα δεδοµένα (right-censored data) 

Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι παρατηρήσεις των οποίων η πραγµατική τιµή 

είναι άγνωστη, είναι όµως γνωστό ότι είναι µεγαλύτερη ή ίση µε κάποια δεδοµένη 

τιµή L. (Τ ≥ L) 

• Τα από αριστερά αποκοµµένα δεδοµένα (left-censored data) 

Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι παρατηρήσεις των οποίων η πραγµατική τιµή 

είναι άγνωστη,  είναι όµως γνωστό ότι είναι µικρότερη ή ίση µε κάποια δεδοµένη 

τιµή L. (T ≤ L) 
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• Τα δεδοµένα αποκοµµένα σε διάστηµα (doubly censored) 

Η τελευταία κατηγορία αφορά ουσιαστικά τα δεδοµένα που είναι ταυτόχρονα 

αποκοµµένα από δεξιά και από αριστερά. Αυτό σηµαίνει ότι και στην περίπτωση 

αυτή η πραγµατική τιµή είναι άγνωστη, είναι όµως γνωστό ότι βρίσκεται εντός 

κάποιου γνωστού διαστήµατος τιµών ( m ≤ Τ ≤ M ). 

Το είδος αποκοµµένων παρατηρήσεων που συναντάται συχνότερα σε στατιστικά 

δεδοµένα είναι οι από δεξιά αποκοµµένες παρατηρήσεις.  

 

1.3 Είδη αποκοπής δεδοµένων 

 

Στη συνέχεια δίνονται οι τρεις βασικοί µηχανισµοί µε τους οποίους 

καταλήγουµε σε τέτοιου είδους δεδοµένα. 

 

• Η αποκοπή τύπου Ι (type I censoring)  

Στην αποκοπή τύπου Ι η διάρκεια της µελέτης του δείγµατος είναι καθορισµένη εκ 

των προτέρων και ίση µε κάποιο t > 0. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι αν η µεταβλητή Τ 

παίρνει τιµή µικρότερη ή ίση µε τη διάρκεια της έρευνας, τότε η τιµή της Τ θεωρείται 

γνωστή. Αν, όµως, ισχύει  Τ > t τότε η µοναδική πληροφορία που έχουµε για τη 

µεταβλητή Τ είναι ότι δέχεται τιµή µεγαλύτερη από τη γνωστή t.  

 

Παράδειγµα 1.1 

 

Ας θεωρήσουµε ότι 100 µπαταρίες µελετώνται ως προς τη διάρκεια ζωής τους 

για διάστηµα επτά µηνών ( t = 7 ). Τότε οι µπαταρίες που µετά το πέρας των επτά 

µηνών θα εξακολουθούν να είναι σε λειτουργία αποτελούν αποκοµµένες 

παρατηρήσεις ( Τ >  t=7 ). Σε αυτή την περίπτωση το πλήθος των ολοκληρωµένων 

παρατηρήσεων στη διάρκεια διεξαγωγής του πειράµατος είναι τυχαίο. 

 

• Η αποκοπή τύπου ΙΙ (type II censoring)  

Στην αποκοπή τύπου ΙΙ η διάρκεια της µελέτης του δείγµατος δεν είναι ορισµένη 

εξ’αρχής. Έτσι, η διαδικασία ολοκληρώνεται όταν το γεγονός που µελετάται 

παρατηρηθεί σε έναν προκαθορισµένο αριθµό k το πλήθος ατόµων,  µε k∈N. 
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Παράδειγµα 1.2 

Στην περίπτωση του πειράµατος των 100 µπαταριών το πείραµα θα 

ολοκληρωθεί όταν συµπληρωθεί ένας συγκεκριµένος αριθµός παρατηρήσεων. Για 

παράδειγµα, έστω ότι ορίζουµε το πείραµα να ολοκληρώνεται µόλις σταµατήσει να 

λειτουργεί η κατά σειρά 80ή µπαταρία. Έτσι, η διάρκεια του πειράµατος είναι 

άγνωστη, εξασφαλίζεται όµως η εξασφάλιση επαρκούς πληροφορίας για την εξαγωγή 

αξιόπιστων στατιστικών συµπερασµάτων. Οι τελευταίες 20 παρατηρήσεις 

θεωρούνται αποκοµµένες. 

 

• Η αποκοπή τύπου ΙΙΙ (type III  / random censoring )  

Στην αποκοπή τύπου ΙΙΙ εµφανίζεται κατά κόρον στις µελέτες ιατρικής φύσεως. Το 

κύριο χαρακτηριστικό αυτού του µηχανισµού αποκοπής είναι ότι η διάρκεια της 

µελέτης είναι προκαθορισµένη, ενώ οι ασθενείς δεν εισέρχονται την ίδια χρονική 

στιγµή σε αυτήν.  

Παράδειγµα 1.3 

  Έστω ότι η Ιατρική Σχολή του πανεπιστηµίου Ιωαννίνων µε πρωτοβουλία 

οµάδας καθηγητών αποφασίζει να µελετήσει για πέντε χρόνια την επίδραση του 

καπνίσµατος στη διάρκεια ζωής ασθενών που πάσχουν από χρόνια αποφρακτική 

πνευµονοπάθεια. Ένας σεβαστός αριθµός ατόµων που πάσχουν από την ασθένεια 

αρκεί για να τεθεί η έρευνα σε λειτουργία. Αν όµως κατά τη διάρκεια διεξαγωγής της 

µελέτης αυτής προκύψουν και άλλοι πάσχοντες που ενδιαφέρονται να συµµετέχουν 

τότε είναι πιθανό να προστεθούν στο δείγµα παρά το γεγονός ότι η έρευνα είναι ήδη 

σε εξέλιξη. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα τη δηµιουργία παρατηρήσεων των οποίων η 

µορφή φαίνεται παρακάτω: 

 

Γράφηµα 1.1 



Ανάλυση πειραµατικών σχεδιασµών µε αποκοµµένες παρατηρήσεις 14

Ø Στην κατηγορία παρατηρήσεων Α ανήκει το σύνολο των ατόµων που 

εισήλθαν στην έρευνα τη χρονική στιγµή 0 0t = και το προς µελέτη 

γεγονός προκλήθηκε όσο ακόµα η µελέτη ήταν σε εξέλιξη. 

Ø Στην κατηγορία Β ανήκουν άτοµα που εισήλθαν στο πείραµα τη 

χρονική στιγµή 2 0t t>  και µέχρι και τη χρονική στιγµή 4t  όπου έληξε 

το πείραµα δεν είχε προκληθεί το υπό µελέτη γεγονός. 

Ø Στην κατηγορία Γ ανήκουν άτοµα που εισήλθαν στο πείραµα τη 

χρονική στιγµή 1 0t t>  και τη χρονική στιγµή 3t  αποχώρησαν από το 

πείραµα χωρίς ακόµα να έχει προκληθεί το υπό µελέτη γεγονός. 

Ø Στην κατηγορία ∆ ανήκουν τα άτοµα που εισήλθαν στο πείραµα στην 

αρχή του και µέχρι τη λήξη του δεν είχε ακόµα παρατηρηθεί το υπό 

µελέτη γεγονός. 

 

Ενδεικτικά αναφέραµε κάποιες περιπτώσεις. Είναι προφανές ότι οι κατηγορίες 

παρατηρήσεων Β, Γ, ∆ όπως ορίστηκαν αποτελούν από δεξιά αποκοµµένα δεδοµένα.   

 

 

1.4 Προϋποθέσεις για τη δυνατότητα ανάλυσης των χρόνων επιβίωσης 

 

Γενικά για τη µελέτη δεδοµένων επιβίωσης στα οποία περιλαµβάνονται και 

αποκοµµένες παρατηρήσεις, εκτός από την προϋπόθεση της ανεξαρτησίας των 

παρατηρήσεων µεταξύ τους, αποτελεί εξίσου βασική προϋπόθεση η ανεξαρτησία των 

χρόνων αποκοπής από τον χρόνο επιβίωσης. Έτσι, στην κατηγορία των 

παρατηρήσεων Β τα αποκοµµένα δεδοµένα προέκυψαν λόγω διαφορετικής χρονικής 

στιγµής εισόδου στη µελέτη κι εποµένως ισχύει η υπόθεση της ανεξαρτησίας. Στην 

κατηγορία των περιπτώσεων Γ όµως, η βίαιη αποµάκρυνση από το πεδίο µελέτης 

µπορεί να µεταφράζεται σε µερική ή ολική εξάρτηση της αποκοπής, από το χρόνο 

επιβίωσης. 

Για παράδειγµα αν ένας ασθενής αρνείται να συµµετάσχει πλέον σε ένα 

πρόγραµµα παρακολούθησης της υγείας του, λόγω ξαφνικής αδυναµίας που 

οφείλεται σε επιδείνωση της κατάστασής του, τότε ο χρόνος αποκοπής έχει άµεση 

εξάρτηση από τον τελικό χρόνο επιβίωσης. 
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Ας δούµε τώρα ένα αριθµητικό παράδειγµα διάρκειας ζωής µπαταριών λιθίου 

(Canadian Electronics Magazine, 2009) ελαφρά τροποποιηµένο ώστε να καθιστά 

σαφή την έννοια των αποκοµµένων δεδοµένων. Στο παράδειγµα αυτό, όπως και σε 

πολυάριθµες πειραµατικές εφαρµογές εµπεριέχονται εκτός από πλήρεις και 

αποκοµµένες παρατηρήσεις.   

Παράδειγµα 1.4 

 

Σε ένα δείγµα 20 µπαταριών ιόντων λιθίου τις οποίες φορτίζουµε καθηµερινά 

την ίδια ώρα. Μελετούµε µετά από πόσες µέρες η µπαταρία θα φτάσει να αποδίδει 

λιγότερο από το 1% της αρχικής της απόδοσης. Το πείραµα έχει οριστεί από την αρχή 

ότι θα διαρκέσει ακριβώς 1 χρόνο (365 ηµέρες). Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον 

πίνακα που ακολουθεί: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΕΙΡΑΜΑ ∆ΙΑΡΚΕΙΑΣ ΖΩΗΣ 

ΜΠΑΤΑΡΙΩΝ ΛΙΘΙΟΥ 

Α/Α 
∆ιάρκεια 

ζωής 
Α/Α ∆ιάρκεια ζωής 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

307 

298 

349 

301 

365* 

365* 

268 

328 

340 

365* 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

354 

339 

288 

361 

365* 

331 

357 

282 

345 

322 
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Στις 16 από τις 20 παρατηρήσεις είχαµε πλήρη χρόνο διάρκειας ζωής. Στις 

παρατηρήσεις όµως µε αστερίσκο, δηλαδή σε εκείνες που έχουν αύξοντα αριθµό 

5,6,10 και 15 δεν είχε παρατηρηθεί µείωση της απόδοσης των µπαταριών κάτω από 

1% µέχρι και τη χρονική στιγµή λήξης του πειράµατος. Αυτό σηµαίνει ότι οι τέσσερις 

αυτές παρατηρήσεις αποτελούν από δεξιά αποκοµµένα δεδοµένα. 

Έχει ενδιαφέρον απλώς να αναφέρουµε ότι οι µπαταρίες ιόντων λιθίου 

χρησιµοποιούνται σήµερα σε ένα τεράστιο εύρος συσκευών, από τα κινητά τηλέφωνα 

µέχρι τα υβριδικά οχήµατα, αφού µπορούν να αποθηκεύουν µεγάλα ποσά ενέργειας 

ανά µονάδα βάρους. Έτσι παρατείνεται η διάρκεια ζωής της µπαταρίας, ενώ είναι πιο 

ελαφριά αφού το λίθιο είναι το πιο ελαφρύ µέταλλο. 

 

1.5 Κατανοµές 

 

1.5.1 Βασικά στοιχεία 

 

Για τη µελέτη των κυριότερων κατανοµών που προσαρµόζονται στα δεδοµένα 

επιβίωσης είναι απαραίτητος ο ορισµός κάποιων βασικών εννοιών: 

 

1.5.1.1 Συνάρτηση Κατανοµής 

 

Η συνάρτηση κατανοµής F(t) (distribution function) της µεταβλητής Τ προκύπτει ως 

εξής: 

F(t) = P(T ≤ t), 

 

δηλαδή η συνάρτηση κατανοµής µας δίνει την πιθανότητα η τιµή της µεταβλητής που 

µελετάται να είναι µικρότερη ή ίση από κάποια δοσµένη τιµή t. Εποµένως η F(t) είναι 

αύξουσα συνάρτηση, µε 
0

lim ( ) 0
t

F t
→

=  και lim ( ) 1
t

F t
→∞

= . 

 

 

1.5.1.2 Συνάρτηση αξιοπιστίας ή συνάρτηση επιβίωσης (survival function) 

 

Η συνάρτηση αξιοπιστίας ή αλλιώς συνάρτηση επιβίωσης ορίζεται ως εξής: 

S(t) = P(T>t) = 1-F(t)  
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και αναφέρεται στην πιθανότητα ένα άτοµο να επιβιώσει για χρόνο µεγαλύτερο από 

χρόνο t (Lee-Wang,2003). 

 Έπεται, λοιπόν, άµεσα ότι πρόκειται για µια φθίνουσα συνάρτηση για την 

οποία ισχύει ότι για τη χρονική στιγµή µηδέν (t=0), η πιθανότητα επιβίωσης είναι ίση 

µε τη µονάδα (S(t)=1), ενώ για άπειρο χρόνο ( t →∞ ) η πιθανότητα επιβίωσης είναι 

µηδενική (S(t)=0).  

H γραφική παράσταση της S(t) συναρτήσει του χρόνου t, ονοµάζεται καµπύλη 

επιβίωσης (survival curve), ορισµός που δόθηκε για πρώτη φορά από τον Joseph 

Berkson (1899 – 1982) το 1942. 

Στο παρακάτω σχήµα βλέπουµε ένα παράδειγµα καµπυλών επιβίωσης µετά 

από έρευνα σε άτοµα που πάσχουν από καρκίνο του παγκρέατος (British Medical 

Journal, 1995): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 1.2 

 

1.5.1.3 Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  f(t) (probability density function,) η οποία  

συναντάται στη βιβλιογραφία ως σ.π.π  της µεταβλητής T, προκύπτει από τη σχέση:  

( ) ( ) ( )
d d

f t F t S t
dt dt

= = − . 

Σηµειώνεται ότι η συνάρτηση Κατανοµής συνδέεται µε τη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας µε τη σχέση:  

0
( ) ( ) ( )

t
F t P T t f u du= ≤ = ∫  
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Ενώ η συνάρτηση αξιοπιστίας συνδέεται µε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

µε τη σχέση:  

( ) ( ) ( )
t

S t P T t f u du
∞

= > = ∫
 

 

1.5.1.4 Συνάρτηση διακινδύνευσης 

 

Η συνάρτηση διακινδύνευσης ή συνάρτηση βαθµού κινδύνου (hazard function), 

συµβολίζεται µε h(t) και εκφράζει την τάση του προς µελέτη ατόµου ή αντικειµένου 

να αποτύχει στο χρονικό διάστηµα (t,t+δt] . Ορίζεται ως: 

 

0

[ ( ) ( )] / ( )
( ) lim

t

S t S t t S t
h t

tδ

δ
δ→

− + =   

( )
( )

f t
S t

=
 

 

Στο γράφηµα που ακολουθεί φαίνεται µε κόκκινο χρώµα η συνάρτηση 

αύξουσας διακινδύνευσης, µε πράσινο η συνάρτηση φθίνουσας διακινδύνευσης και 

µε µπλε η “διακινδύνευση µπανιέρας” (bath-tub hazard) που αποτελεί το πιο 

ρεαλιστικό µοντέλο διακινδύνευσης, αφού ξεκινά µε πτωτική τάση, συνεχίζει µε µια 

παροδική σταθεροποίηση της διακινδύνευσης και µε το πέρασµα του χρόνου αποκτά 

έντονα αυξητική τάση. 

 

 

 
                                 

Γράφηµα 1.3 
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Όταν η συνάρτηση διακινδύνευσης είναι φθίνουσα τότε η στιγµιαία 

πιθανότητα θανάτου µειώνεται µε το πέρασµα του χρόνου, κάτι που γενικά δεν 

αναµένεται να συµβεί. Αντίθετα, όταν είναι αύξουσα τότε η στιγµιαία πιθανότητα 

θανάτου αυξάνεται µε την πάροδο του χρόνου που είναι και το αναµενόµενο.  

 

1.5.1.5 Σωρευτική συνάρτηση διακινδύνευσης 

 

Η σωρευτική συνάρτηση διακινδύνευσης (cumulative hazard function), συµβολίζεται 

µε Η(t) και ορίζεται ως : 

0
( ) ( )

t
H t h u du= ∫  

Αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιµη για την επιλογή του καταλληλότερου µοντέλου 

επιβίωσης. 

Από όλα τα παραπάνω προκύπτει άµεσα ότι οι συναρτήσεις S(t), h(t), f(t), F(t) 

είναι ισοδύναµες, αφού: 

[ ]00 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ln( ( )) ln ( )

( ) ( )

t t t tf u S u
H t h u du du du S u S t

S u S u
′−

= = = = − = −∫ ∫ ∫
,  

και εποµένως: 

{ }( ) exp ( )S t H t= − . 

Με άλλα λόγια, αυτό σηµαίνει πως η γνώση µιας από τις παραπάνω συναρτήσεις 

αρκεί για τον υπολογισµό των υπολοίπων. 

 

1.5.2 Εκθετική κατανοµή  

 

Η εκθετική κατανοµή (exponential) συχνά ασχολείται µε το χρονικό διάστηµα 

µέχρι κάποιο συγκεκριµένο συµβάν. Για παράδειγµα, το µήκος που αποκτά, µέσα σε 

λίγα λεπτά, η γραµµή υπεραστικών τηλεφωνικών κλήσεων µιας επιχείρησης, καθώς 

και το χρονικό διάστηµα, σε µήνες, που διαρκεί µια µπαταρία αυτοκινήτου. Μπορεί 

να αποδειχθεί, επίσης, ότι το ποσό των χρηµάτων που έχουµε στην τσέπη µας 

ακολουθεί µια εκθετική κατανοµή.  

Η κατανοµή αυτή αποτελεί το απλούστερο, ίσως, µοντέλο διάρκειας ζωής. 

∆εν τυγχάνει όµως µεγάλης χρηστικής αξίας στον τοµέα της αξιοπιστίας, αφού σε 
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ελάχιστες περιπτώσεις κρίνεται ως το καταλληλότερο µοντέλο σε εφαρµογές που 

εµπεριέχουν αποκοµµένες παρατηρήσεις. 

 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µιας εκθετικής κατανοµής µε παράµετρο 

ρυθµού λ είναι: 

, 0,
( ; )

0, 0.

te t
f t

t

λλ
λ

− ≥
= 

<
        λ>0 

 

Μέση τιµή, διασπορά και διάµεσος 

Η µέση τιµή της αναµενόµενης τιµής µιας εκθετικά κατανεµηµένης 

µεταβλητής Τ δίνεται από τον τύπο: 

1
E[ ]T

λ
=

 
Η διασπορά της µεταβλητής Τ δίνεται από τον τύπο: 

2

1
Var[ ]T

λ
=

 
Η διάµεσος της µεταβλητής Τ δίνεται από τον τύπο: 

ln 2
m[ ] E[ ]T T

λ
= <

 

 

Συνάρτηση αξιοπιστίας 

Η συνάρτηση αξιοπιστίας της εκθετικής κατανοµής δίνεται από τον τύπο: 

( )S t ( ) t

t

ef d λτ τ −
∞

= =∫  

Συνάρτηση διακινδύνευσης 

Η συνάρτηση διακινδύνευσης είναι: 

( ) ( )
 h t

( )
f t
S t

λ= =  

Βλέπουµε ότι η συνάρτηση διακινδύνευσης είναι σταθερή και ανεξάρτητη του 

χρόνου t, δηλαδή είναι ανεξάρτητη από την ηλικία της υπό µελέτη µονάδας. Το 

γεγονός αυτό είναι που µειώνει τη χρηστικότητα του µοντέλου στο ελάχιστο, αφού 

είναι ελάχιστες οι ρεαλιστικές εφαρµογές στις οποίες η γήρανση δεν επηρεάζει την 

πιθανότητα θνησιµότητας. 
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Παράδειγµα 1.5 

 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα εκθετικής κατανοµής (Lopez, 2009) 

 

 Έστω η συνεχής τυχαία µεταβλητή X  που εκφράζει το χρόνο εξυπηρέτησης 

ενός πελάτη σε κάποιο τηλεφωνικό κέντρο µε µέση τιµή 4Xµ = = min και 

παράµετρο m=0.25. Η τυπική απόκλιση ταυτίζεται µε τη µέση τιµή, άρα η κατανοµή 

περιγράφεται ως εξής X~Exp(m). ∆ηλαδή, X~Exp(0.25). Η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας ορίζεται ως: 

( ) mxf x me−= ,  

και τελικά καταλήγουµε στο γράφηµα  που  φαίνεται παρακάτω: 

 

Γράφηµα 1.4 

1.5.3 Κατανοµή Weibull 

 

Αποτελεί την πλέον διαδεδοµένη κατανοµή για τις µεταβλητές διάρκειας 

ζωής, χάρη στη µεγάλη ευελιξία που τη χαρακτηρίζει ως µοντέλο αξιοπιστίας. 

 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από τη σχέση: 
1

( ) exp{ ( / ) }
kk kf t k t tλ λ
−−= − ,   t > 0 
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όπου η µεταβλητή λ>0 ονοµάζεται παράµετρος κλίµακας και  η µεταβλητή k>0 

καλείται παράµετρος σχήµατος. (Βούρος, 2007)  Παρατηρούµε ότι για k=1 έχουµε 

την περίπτωση της Εκθετικής κατανοµής, ενώ για διάφορες τιµές των παραµέτρων η 

µορφή της σ.π.π φαίνεται παρακάτω: 

 

                                                                                                     

Γράφηµα 1.5 

 

Για k=2 σηµειώνεται ότι έχουµε την περίπτωση της κατανοµής Rayleigh, η οποία 

είναι γνωστή για τη χρήση της στη µοντελοποίηση του ύψους κύµατος σχετικά µε 

τους θαλάσσιους κυµατισµούς. 

 

Συνάρτηση αξιοπιστίας 

Η συνάρτηση αξιοπιστίας είναι: 

( ) 1 1 ( / )

( / )
S t ( / )

k u

t t
k e d e du

η

η τ λ

λ
λ τ α τ

∞ ∞− − − −= =∫ ∫ , όπου ( / )
k

u t λ=  και τελικά, 

( ) exp{ ( / ) }kS t t λ= −  

 

Συνάρτηση διακινδύνευσης 

Η συνάρτηση διακινδύνευσης είναι: 

1( )
( )

( )
k kf t

h t k t
S t

λ − −= =  

Μέση τιµή και διασπορά 

Για τη µέση τιµή και τη διασπορά στο µοντέλο της κατανοµής Weibull έχουµε 

αντίστοιχα: 
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( ) 1E T (1 )kλ −= Γ +  και ( ) 2 1 1 2V T [ (1 2 ) { (1 )} ]k kλ − −= Γ + − Γ + , 

όπου  Γ  η συνάρτηση Γάµµα για την οποία ισχύει: 

1

0
( ) k tk t e dt

∞ − −Γ = ∫  
Στη συνέχεια βλέπουµε για διάφορες τιµές των παραµέτρων κλίµακας και 

σχήµατος το γράφηµα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής 

Weibull, καθώς και της συνάρτησης επιβίωσής της. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η 

καµπύλη της συνάρτησης διακινδύνευσης, καθώς παρατηρείται αυξητική τάση όσο 

µεγαλώνει η ηλικία. Είναι επόµενο, λοιπόν, η κατανοµή Weibull να αποτελεί χρήσιµο 

µοντέλο διάρκειας ζωής. 

 

       

Γράφηµα 1.6 

 

Παρόλο που η κατανοµή Weibull είναι ίσως το πιο διαδεδοµένο µοντέλο στην 

ανάλυση αξιοπιστίας, οι πρακτικές της εφαρµογές δε σταµατούν εκεί. Αρκετά 

καθηµερινά φαινόµενα περιγράφονται ικανοποιητικά µε χρήση της κατανοµής αυτής, 

όπως είναι για παράδειγµα τα ανεµολογικά χαρακτηριστικά στις περιοχές της 

εύκρατης ζώνης για ύψος µέχρι 100m από το έδαφος. 
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Στο παρακάτω γράφηµα φαίνεται η κατανοµή πυκνότητας πιθανότητας p(v) 

της τυχαίας µεταβλητής v που εκφράζει την ταχύτητα του ανέµου σε µια περιοχή ενός 

τετραγωνικού µέτρου εύκρατης ζώνης. 

 

 
 

Γράφηµα 1.7 

 

∆ιάµεσος=6.6m/sec  

Αυτό σηµαίνει ότι το µισό χρόνο η ταχύτητα του ανέµου έχει τιµή µικρότερη από 

6.6m/sec και τον άλλο µισό µεγαλύτερη από 6.6m/sec  

Μέση τιµή ανέµου: 7m/sec 

 

1.5.4 Κατανοµή Γάµµα (Gamma distribution) 

 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

Η δι-παραµετρική κατανοµή Γάµµα µε παράµετρο κλίµακας  λ>0 και παράµετρο 

θέσης α>0 έχει σ.π.π  
1

( )
( )

tt e
f t

α α λλ
α

− −

=
Γ  , t>0 

Συνάρτηση αξιοπιστίας 

Η συνάρτηση αξιοπιστίας της κατανοµής Γάµµα είναι σχετικά δύσχρηστη 

µορφολογικά και προκύπτει ως εξής: 

1 1

( )
( ) ( )

u

t u

e u e
S t d du

α α λτ αλ τ τ
α α

− − − −∞ ∞
= =

Γ Γ∫ ∫ , µε u=λτ  
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και τελικά, 

( ,
( )

)
( )

t
S t

α λ
α

Γ
Γ

= ,  όπου Γ(α,λt) είναι η άνω ατελής συνάρτηση Γάµµα (upper 

incomplete Gamma function) που δίνεται από τη σχέση: 

( ) 1, t  t

t
t e dtα

λ
α λ

∞ − −Γ = ∫  

Μέση τιµή και διασπορά 

Η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής Τ δίνεται από τη σχέση:  

( ) ( 1)
( )

aα
λ α λ
Γ +

Ε Τ =
Γ

=  

και η διασπορά είναι:  

( )
2

2 2
2 2 2

( 1)
V T ( ) [ ( )]

α α α α
λ λ λ
+

= Ε Τ − Ε Τ = − =  

Το γράφηµα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας της δι-παραµετρικής 

κατανοµής Γάµµα για κάποιες τιµές των παραµέτρων της φαίνεται παρακάτω: 

  

 

 

Γράφηµα 1.8 

 

 

1.5.5 Κατανοµή Gumbel 

 

Η κατανοµή Gumbel αλλιώς αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως κατανοµή 

ακραίων τιµών (Smallest Extreme Value) και επίσης αποτελεί µοντέλο διάρκειας ζωής 

(Καρώνη, 2005). Μεγάλο µέρος της πρακτικής της αξίας προκύπτει από τη σχέση: 

 

Τ~Weibull ⇔  lnT~Gumbel 
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Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από τη σχέση: 

{( ) ( )}1( ) ,
t

S t
f t e t

µ
σσ
−

−= −∞ < < ∞  

όπου µ η παράµετρος θέσης και σ η παράµετρος κλίµακας. 

 

Συνάρτηση Επιβίωσης 

Η συνάρτηση επιβίωσης της κατανοµής Gumbel είναι: 

{ }

( )
t

eS t e
µ
σ
−

−=  

Συνάρτηση ∆ιακινδύνευσης 

Τέλος, η συνάρτηση διακινδύνευσης δίνεται από τη σχέση: 

1( )
t

h t e
µ
σσ
−

−= . 

Η κατανοµή Gumbel µοντελοποιεί  το πρόβληµα της διάρκειας ζωής κάποιων 

προϊόντων, των οποίων η καταναλωτική αξία µειώνεται κατακόρυφα µόλις 

συµπληρώσουν κάποια ηλικία. Είναι επίσης κατάλληλη για τη στατιστική µελέτη των 

βροχοπτώσεων µιας περιοχής σε µηνιαία βάση (Κουτσογιάννης, 2008). Στη συνέχεια 

παρατίθεται σχετικό γράφηµα: 

  

 

Γράφηµα 1.9 

 

1.5.6 Λογαριθµοκανονική κατανοµή (lognormal distribution) 

 

Σε πολλές περιπτώσεις η τυχαία µεταβλητή Τ που µας απασχολεί δεν 

ακολουθεί κανονική κατανοµή, µε έναν απλό µετασχηµατισµό όµως συχνά 
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καταλήγουµε σε κανονική τυχαία µεταβλητή (Ε.Limpert et al, 2001). Ένας 

µετασχηµατισµός που µπορεί να προσαρµόζει τα πειραµατικά δεδοµένα σε κανονική 

κατανοµή είναι ο logT. Θεωρώντας γνωστή την κανονική κατανοµή µε τυπική 

απόκλιση σ>0 , µέση τιµή µ και σ.π.π : 

2 2( ) /(2 )

2

1
( ) , 0

2
tf t e tµ σ

πσ
− −= >   ,  t>0 

Ορίζουµε τη λογαριθµο-κανονική κατανοµή ως εξής:  

Αν Τ ~ log-normal(µ,
2σ ) 

Τότε Υ = logT  ~  Ν (µ, 
2σ ) 

 

Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από τη σχέση: 

2 2(log ) /(2 )1
( ) , 0

2
tf t e t

t
µ σ

σ π
− −= >   ,  t>0 

 

Μέση τιµή και διασπορά 

Η µέση τιµή και η διασπορά δίνονται από τις σχέσεις: 

21
2( ) e

µ σ+
Ε Τ =   

και        

  
2 22 2 2( ) ( ) ( ( )) ( 1)Var T E T E T e eµ σ σ+= − = − . 

 

Παράδειγµα 1.6 

(∆αµιανού, 2003) 

 

Ø Έστω Τ η χρονική διάρκεια επώασης µιας µεταδοτικής νόσου, τότε έχει 

διαπιστωθεί εµπειρικά ότι η µεταβλητή logT ακολουθεί κανονική κατανοµή. 

Ø Ακόµα, η αντοχή Χ ενός υλικού σε συγκεκριµένες καταπονήσεις δεν 

ακολουθεί κανονική κατανοµή. Η µεταβλητή logX όµως ακολουθεί. 

Ø Τέλος, αν P η ποσότητα ενός φαρµάκου που παραµένει στον οργανισµό µας 

µετά από συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα από τη στιγµή χορήγησής του έχει 

παρατηρηθεί ότι η logP ακολουθεί κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή.  
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Το επόµενο παράδειγµα είναι αρκετά διαφωτιστικό όσον αφορά την πρακτική 

αξία της λογαριθµο-κανονικής κατανοµής. 

 

Παράδειγµα 1.7  

(Health Service Journal, 2009) 

 

Μετά την ολοκλήρωση µιας βρετανικής έρευνας που αφορά στο πλήθος των 

ατόµων που εξυπηρετήθηκαν από ένα δείγµα 152 εργαζοµένων του εθνικού 

συστήµατος υγείας της Αγγλίας κατά το ηµερολογιακό έτος 2007, τα αποτελέσµατα 

δόθηκαν στη δηµοσιότητα.   

Στο γράφηµα 1.10 θα δούµε το ιστόγραµµα των παρατηρήσεων, καθώς και 

µια προσπάθεια προσέγγισης του µε την κανονική κατανοµή. Στη συνέχεια, στο 

γράφηµα 1.11 θα δούµε το ίδιο ιστόγραµµα παρατηρήσεων, όπως επίσης και την 

προσέγγισή του µέσω της λογαριθµο-κανονικής κατανοµής. 

 

Ιστόγραµµα - Γράφηµα συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας κανονικής 

Κατανοµής 

 

 

Γράφηµα 1.10 
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Είναι προφανές ότι η κανονική κατανοµή δεν είναι η καταλληλότερη για την 

προσέγγιση των στατιστικών δεδοµένων της έρευνας, αφού µάλιστα δεν εµπεριέχει 

καθόλου τις τιµές που ξεπερνούν το 1.000.000 σε πλήθος ατόµων.  

Αντίθετα, από το επόµενο ιστόγραµµα καθίσταται σαφές ότι η λογαριθµο-

κανονική κατανοµή προσεγγίζει µε πολύ µεγαλύτερη ακρίβεια τα δεδοµένα.  

 

Ιστόγραµµα - Γράφηµα συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

λογαριθµο-κανονικής Κατανοµής 

 

 

Γράφηµα 1.11 

 

Βλέπουµε πως το ιστόγραµµα των λογαριθµηµένων παρατηρήσεων, 

περιγράφεται µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια από τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

της λογαριθµο-κανονικής κατανοµής. 

Από το παραπάνω παράδειγµα φαίνεται η χρηστική αξία της λογαριθµο-

κανονικής κατανοµής σε πραγµατικά δεδοµένα, καθώς και η προσαρµοστικότητα 

αυτής στην προσέγγιση των πειραµατικών παρατηρήσεων.  

Σηµειώνεται ότι η λογαριθµο-κανονική κατανοµή έχει καλή προσαρµογή σε 

πραγµατικά προβλήµατα, όπου η τυχαία µεταβλητή Τ παίρνει σχετικά µικρές τιµές.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

ΤΟ ΗΜΙ-ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

ΑΝΑΛΟΓΙΚΗΣ ∆ΙΑΚΙΝ∆ΥΝΕΥΣΗΣ ΤΟΥ COX 
 

 

2.1 Εισαγωγικά στοιχεία 

 

Γενικά, βασικό στόχο κάθε έρευνας ή επιστηµονικής ανάλυσης αποτελεί η 

µοντελοποίηση των σχέσεων µεταξύ µεταβλητών. Οι µεταβλητές κατηγοριοποιούνται 

σε εξαρτηµένες και ανεξάρτητες. Οι ανεξάρτητες ή επεξηγηµατικές µεταβλητές είναι 

εκείνες των οποίων οι τιµές καταγράφονται κατά τη διάρκεια του πειράµατος, ώστε 

τελικά να καταλήξει ο ερευνητής σε ένα συµπέρασµα για την εξαρτώµενη µεταβλητή. 

Επίσης, οι δύο βασικές κατηγορίες µεταβλητών είναι οι ποσοτικές και οι ποιοτικές. 

Οι ποσοτικές µεταβλητές χωρίζονται σε  συνεχείς και διακριτές και οι ποιοτικές σε 

κατηγορικές και µεταβλητές διάταξης.. 

Το τελικό συµπέρασµα για την εξαρτώµενη µεταβλητή προκύπτει ύστερα από 

ανάλυση, κατά τη διάρκεια της οποίας καθορίζεται µεταξύ άλλων το επίπεδο 

σηµαντικότητας κάθε επεξηγηµατικής µεταβλητής. Για να συµβεί αυτό, είναι 

απαραίτητη η εκτίµηση των συντελεστών παλινδρόµησης, η οποία επιτυγχάνεται 

µέσω της συνάρτησης µερικής πιθανοφάνειας, όταν όλες οι παρατηρήσεις είναι 

πλήρεις, ή µέσω παραλλαγών αυτής, όταν στα δεδοµένα εµπεριέχονται και 

αποκοµµένες παρατηρήσεις. 

  Για τα προβλήµατα της ανάλυσης επιβίωσης και όχι µόνο, ιδιαίτερα 

δηµοφιλές είναι το µοντέλο παλινδρόµησης του Cox ή αλλιώς µοντέλο αναλογικής 

διακινδύνευσης του Cox, το οποίο επιτρέπει τη σύγκριση των επεξηγηµατικών 

µεταβλητών ακόµα και σε προβλήµατα που περιέχουν αποκοµµένες παρατηρήσεις. 

Τη χρήση του µοντέλου αυτού θα εξετάσουµε αναλυτικά στη συνέχεια.  

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφερθούµε στο γεγονός ότι ακόµα και οι 

λογοκριµένες (αποκοµµένες) παρατηρήσεις είναι πολύτιµες για την εξαγωγή 

στατιστικών συµπερασµάτων. Αν για παράδειγµα έχει οριστεί η διάρκεια 
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παρακολούθησης γυναικών µε καρκίνο του στήθους στα πέντε χρόνια, µε ενδεχόµενο 

το θάνατο και εναλλακτικό ενδεχόµενο την ίαση, τότε ενδέχεται µέχρι και το τέλος 

αυτής σε κάποιες περιπτώσεις γυναικών να µην έχει προκληθεί τίποτε από τα δύο. 

Αυτό, όµως δε σηµαίνει ότι δεν επιβίωσαν τουλάχιστον µέχρι αυτή τη χρονική 

στιγµή. Εποµένως, το να µη λάβει κάποιος υπόψη τα δεδοµένα των γυναικών αυτών 

θα διαστρέβλωνε σηµαντικά τα αποτελέσµατα της έρευνας. 

Στη συνέχεια θα δοθεί ο ορισµός του πολλαπλού γραµµικού µοντέλου 

παλινδρόµησης, καθώς και µια σύντοµη περιγραφή των µεθόδων που 

χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση των συντελεστών αυτού.  

 

2.1.1 Πολλαπλό γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης 

 

Το πολλαπλό γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης (Κουκουβίνος, 2005) 

χρησιµοποιείται για να µελετήσει τη σχέση µεταξύ µιας εξαρτώµενης µεταβλητής και 

διάφορων ανεξάρτητων µεταβλητών.   

 

Η γενική µορφή του µοντέλου είναι η εξής: 

y X β ε= +% %% , ή ισοδύναµα: 

1 1 .... , 1,2,....,i i k ik iy x x i nβ β ε= + + + =   (1) 

 

όπου Χ ο πίνακας των εξαρτηµένων (επεξηγηµατικών) µεταβλητών 1, ., kx x…% %  και y%  

η εξαρτώµενη ή αποκριτική µεταβλητή. Οι δείκτες i είναι οι n το πλήθος  

παρατηρήσεις του δείγµατος και iε  το σφάλµα κάθε παρατήρησης, µε 

1 2{ ........ }nε ε ε ε=% . 

 

2.1.2 Μέθοδοι για την εκτίµηση των συντελεστών ενός γραµµικού µοντέλου 

παλινδρόµησης 

 

Οι πιο συνηθισµένες µέθοδοι για την εκτίµηση των συντελεστών ενός 

µοντέλου παλινδρόµησης είναι η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων και η µέθοδος 

µέγιστης πιθανοφάνειας (Smith, 1997), οι οποίες περιγράφονται εν συντοµία στη 

συνέχεια. 
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2.1.2.1 Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων (Least Square Method) 

 

Η εκτιµήτρια β̂  του διανύσµατος των συντελεστών του γραµµικού µοντέλου δίνεται 

από τη σχέση: 

1 11 1ˆ ( ' ) ( ') ( )i i i iy x x x y
n n

β − −= Χ Χ Χ = ∑ ∑  

Αντικαθιστώντας το διάνυσµα των συντελεστών στο µοντέλο (1) έχουµε την 

εκτίµηση της µεταβλητής απόκρισης ŷ . 

 

2.1.2.2 Μέθοδος Μέγιστης Πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Estimation) 

 

Θεωρούµε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( | )f X β%  και ορίζουµε την 

πιθανοφάνεια ως:  

1 2
1

( ) ( | ) ( | ) ( | )... ( | )
k

i k
i

L f x f x f x f xβ β β β β
=

= =∏% % % % % , ενώ λογαριθµώντας  

έχουµε: 

1lnL( ) ln ( | ) .. ln ( | )kf x f xβ β β= +…… +% % %  

και τελικά παραγωγίζοντας ως προς β%  έχουµε την εκτιµήτρια µέγιστης 

πιθανοφάνειας β̂  που προκύπτει από τη σχέση: 

ˆ1 ( )
0ˆ ˆ( )

L
L

β
β β

∂
=

∂  
 

2.2 Το µοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης του Cox  

(Cox proportional hazard model) 

 

Το µοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης του Cox, είναι ένα µοντέλο 

παλινδρόµησης που µοντελοποιεί τη συνάρτηση διακινδύνευσης ( )h t και επιτρέπει τη 

σύγκριση των επεξηγηµατικών µεταβλητών, ώστε να γίνει δυνατή η επιλογή των 

στατιστικά σηµαντικότερων εξ αυτών. Συγκεκριµένα, εξετάζει την επίδρασή τους 

στην εκτίµηση της µεταβλητής απόκρισης και χρησιµοποιείται, όπως ήδη αναφέραµε, 

σε δεδοµένα που περιλαµβάνουν εκτός από πλήρεις και αποκοµµένες παρατηρήσεις.  
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Είναι αναµφισβήτητα ένα από τα δηµοφιλέστερα µοντέλα που 

χρησιµοποιούνται στην ανάλυση επιβίωσης, λόγω της απλής εφαρµογής του 

(Molinero, 2001).  

 

2.2.1 Ορισµός βασικών συναρτήσεων 

 

Για την κατανόηση του µοντέλου του Cox πρέπει πρώτα να ορίσουµε τις συναρτήσεις  

( ), ( ), ( ).S t h t H t  Για τις οποίες έχουµε:  

 

Συνάρτηση διακινδύνευσης 

Η συνάρτηση διακινδύνευσης για το µοντέλο αναλογικού κινδύνου του Cox, µε 

µεταβλητή απόκρισης t και διάνυσµα επεξηγηµατικών µεταβλητών x%  φαίνεται 

παρακάτω:  

1 1 ....
0( , ) ( ) k kx xh t x h t eβ β+ +=%  

Σηµειώνεται ότι η συνάρτηση διακινδύνευσης 0( )h t  εκφράζει τον κίνδυνο 

θανάτου ή αποτυχίας, όταν όλες οι επεξηγηµατικές µεταβλητές jx , για j=1,2,….,k 

είναι ίσες µε µηδέν. 

 

Θεωρούµε τώρα το λόγο: 

1

1

'
( ) '0

'
1 0

( , ) ( )
( , ) ( )

i

i i

i

x
x xi

x
i

h t x h t e
e

h t x h t e

β
β

β
+

+

−

+

= =
%%

%% %

%%

%

%
, 

 που είναι γνωστός ως αναλογία κινδύνου (hazard ratio). 

 

Το διάνυσµα ix%  αντιστοιχεί στο διάνυσµα των k επεξηγηµατικών µεταβλητών 

για το i-οστό άτοµο που συµµετέχει στο πείραµα.  

Εφόσον η τιµή των επεξηγηµατικών µεταβλητών δεν εξαρτάται από το χρόνο 

t, η ποσότητα  1( ) 'i ix xe β+− %% %  είναι σταθερή και για αυτό το µοντέλο του Cox είναι γνωστό 

ως µοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης. 

 

Ισοδύναµη έκφραση του µοντέλου είναι η εξής: 

1 1
0

h(t, )
ln[ ] ......

( ) k k

x
x x

h t
β β= + +

%
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Η τελευταία µορφή απλοποιεί σηµαντικά την ερµηνεία των συντελεστών. 

Συγκεκριµένα, το iβ  ισοδυναµεί µε το λογάριθµο του σχετικού κινδύνου όταν έχουµε 

αύξηση µιας µονάδας στη µεταβλητή ix , ενώ οι άλλες παραµένουν σταθερές. Με 

άλλα λόγια, η σχέση ieβ  εκφράζει το σχετικό ρίσκο που λαµβάνεται όταν η 

επεξηγηµατική µεταβλητή ix  αυξάνεται κατά µια µονάδα, ενώ οι υπόλοιπες 

µεταβλητές παραµένουν σταθερές. 

Γενικά, η συνάρτηση διακινδύνευσης ( , )h t x%  εξαρτάται από δύο παράγοντες: 

τη συνάρτηση 0 ( )h t  και το διάνυσµα 1 2( , ,..., )kβ β β β=%  . Η συνάρτηση 0 ( )h t , η οποία 

εξαρτάται µόνο από το χρόνο, στο µοντέλο του Cox αφήνεται αυθαίρετη και 

θεωρείται ίδια για το σύνολο των n ατόµων της µελέτης. Για το λόγο αυτό, το 

µοντέλο αναλογικού κινδύνου του Cox θεωρείται ηµι-παραµετρικό (semi-

parametric), αφού δεν καθορίζει τη µορφή της 0 ( )h t , αλλά υποθέτει ότι οι επιδράσεις 

των µεταβλητών παραµένουν σταθερές στο χρόνο και είναι προσθετικές σε µια 

συγκεκριµένη κλίµακα. 

 

Σωρευτική συνάρτηση διακινδύνευσης 

Η σωρευτική συνάρτηση διακινδύνευσης για το µοντέλο του Cox ορίζεται ως εξής:  

' '
0 0

0

( , ) ( ) ( )
t

x xH t x h u e du H t eβ β= =∫
% %% %%

 
Συνάρτηση αξιοπιστίας  

Ενώ η συνάρτηση επιβίωσης ή αξιοπιστίας δίνεται από τη σχέση: 

{ }( ) exp ( )S t H t= − ⇒  

{ } [ ]
'

'
0 0( ) exp ( ) ( )

xexS t H t e S t
β

β= − =
% %

% %  

 

2.2.2 Εκτίµηση των  συντελεστών iβ%  

 

Για την εκτίµηση των συντελεστών µε τη µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας 

είναι απαραίτητο να οριστεί πρώτα η συνάρτηση πιθανοφάνειας ( ),L β%   για την 

εύρεση της οποίας υπάρχουν αρκετές µέθοδοι. Μεταξύ αυτών η µέθοδος που δόθηκε 
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πρώτη και χρησιµοποιείται ακόµα και σήµερα, οφείλεται στον Cox και βασίζεται στη 

συνάρτηση µερικής πιθανοφάνειας.   

 

Συνάρτηση µερικής πιθανοφάνειας 

 

Ας θεωρήσουµε ότι µετά τη λήξη ενός πειράµατος έχουµε n αριθµό 

παρατηρήσεων, εκ των οποίων οι k παρατηρήσεις είναι µη αποκοµµένες (πλήρεις), 

ενώ οι n-k είναι αποκοµµένες. Θεωρούµε τους αντίστοιχους χρόνους αποτυχίας 

(1) (2) ( ), ,..., kt t t . Τότε αν jR  το σύνολο των ατόµων που βρίσκονται σε κίνδυνο τη 

χρονική στιγµή ( )jt  η συνάρτηση µερικής πιθανοφάνειας ορίζεται ως εξής:  
( )

( )

'

'
1

( )
j

i

j

xk

x
j

i R

e
L

e

β

ββ
=

∈

=∏
∑

% %

% %%
 

Τo γεγονός ότι στην παραπάνω διαδικασία δεν προσδιορίζεται η 0 ( )h t , εξηγεί 

τον όρο “µερική πιθανοφάνεια”. Στο σηµείο αυτό, αξίζει να σηµειωθεί ότι η µοναδική 

συµβολή των πειραµατικών δεδοµένων στην πιθανοφάνεια, είναι οι χρονικές στιγµές 

στις οποίες παρατηρούνται τα µη αποκοµµένα γεγονότα.  

Όπως απέδειξε ο Cox, η µερική πιθανοφάνεια µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως 

µια συνηθισµένη συνάρτηση πιθανοφάνειας για τον υπολογισµό της εκτίµησης β̂  των 

iβ% . Είναι αποτελεσµατική, όµως, µόνο στην περίπτωση που κάθε χρόνος επιβίωσης 

εµφανίζεται µόνο µια φορά στα πειραµατικά µας δεδοµένα.  

Σε αντίθετη περίπτωση οι απαραίτητοι υπολογισµοί για την εκτίµηση των 

συντελεστών είναι αρκετά πολύπλοκοι. Τα στατιστικά πακέτα που χρησιµοποιούνται 

για την εκτίµηση αυτών, χρησιµοποιούν συχνά µια προσέγγιση που δόθηκε το 1990 

από τον βρετανό µαθηµατικό R.Peto, η οποία αποδεικνύεται αποτελεσµατική υπό την 

προϋπόθεση ο αριθµός των ταυτόχρονων γεγονότων να είναι µικρός σε σύγκριση µε 

τα άτοµα που βρίσκονται σε κίνδυνο για κάθε χρονική στιγµή. Επίσης οι 

προσεγγίσεις της µερικής πιθανοφάνειας των Breslow και Efron αποδεικνύονται 

αποτελεσµατικές στην περίπτωση πολλαπλών ταυτόχρονων θανάτων. 

  Το µοντέλο του Cox ισχύει µόνο κάτω από την υπόθεση της αναλογικής 

διακινδύνευσης. Αυτό σηµαίνει ότι είναι αναγκαίο να γίνεται έλεγχος της 

αναλογικότητας των κινδύνων.  
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2.2.3 Το µοντέλο διακινδύνευσης του Cox στην περίπτωση χρονο-εξαρτώµενων 

επεξηγηµατικών µεταβλητών  

 

Στο µοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης του Cox οι µεταβλητές είναι 

ποσοτικές και σταθερές ως προς το χρόνο. Υπάρχει όµως περίπτωση αυτές να 

µεταβάλλονται, µε αποτέλεσµα να έχουµε δύο κατηγορίες χρονο-εξαρτώµενων (time-

dependent) µεταβλητών: τις εσωτερικές και τις εξωτερικές.  

Ας θεωρήσουµε ένα πρόβληµα επιβίωσης που αφορά την εξέλιξη ασθενών µε 

όγκο στον ήπαρ. Τότε στην πρώτη κατηγορία ανήκουν οι µεταβλητές των οποίων οι 

τιµές µπορούν να ληφθούν µόνο όσο ο ασθενής βρίσκεται εν ζωή, ενώ στη δεύτερη 

κατηγορία ανήκουν οι µεταβλητές που µπορούν να λάβουν τιµή ανεξαρτήτως από το 

αν ο ασθενής βρίσκεται εν ζωή ή όχι. Ένα παράδειγµα εσωτερικής χρονο-

εξαρτώµενης µεταβλητής αποτελεί το µέγεθος του όγκου του ασθενούς, ενώ ένα 

παράδειγµα εξωτερικής χρονο-εξαρτώµενης µεταβλητής αποτελεί η θερµοκρασία του 

αέρα την κάθε χρονική στιγµή. 

 

Συνάρτηση διακινδύνευσης για το µοντέλο του Cox µε χρονο-εξαρτώµενες 

µεταβλητές 

 

Έστω ότι  στο προηγούµενο παράδειγµα ο αριθµός των ασθενών που 

συµµετέχουν στην έρευνα είναι n και το σύνολο των συµµεταβλητών, δηλαδή το 

σύνολο των επεξηγηµατικών µεταβλητών που εισάγονται στο πρόβληµα, είναι p. 

Τότε, η συνάρτηση διακινδύνευσης για το i-οστό άτοµο που βρίσκεται υπό µελέτη 

δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 1

0( ) ( )

p

j ji
j

x

ih t h t e
β

=
∑

= , 

όπου jix  η τιµή της j-οστής επεξηγηµατικής µεταβλητής για το i-οστό άτοµο. 

Η σχέση αυτή αποτελεί ισοδύναµη µορφή της σχέσης: 

 1 1 ....
0( , ) ( ) k kx xh t x h t eβ β+ +=% . 

Αν τώρα θεωρήσουµε τις συµµεταβλητές xji µη σταθερές, αλλά εξαρτώµενες από το 

χρόνο τότε έχουµε την τελική µορφή: 

 
1

( )

0( ) ( ) ( )

p

j j
j

x t

jh t h t e x t
β

=
∑

=
%

% %
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Εκτιµήτρια µερικής πιθανοφάνειας 

 

Ο λογάριθµος της µερικής πιθανοφάνειας στην περίπτωση των χρονο-

εξαρτώµενων µεταβλητών δίνεται από τη σχέση: 

( )

1 1 ( )

ln ( ) ( ( ) log( ))j jk i

i

pn
x t

i ji i j
i j k R t

L x t eββ δ β
= = ∈

= −∑ ∑ ∑% , όπου:   

it  η χρονική στιγµή θανάτου του i-οστού ατόµου 

R( it ): το σύνολο των ατόµων σε κίνδυνο τη χρονική στιγµή it  

iδ : η χαρακτηριστική συνάρτηση αποκοπής για την οποία αν Α το σύνολο 

των αποκοµµένων παρατηρήσεων και Β το σύνολο των µη αποκοµµένων έχουµε: 

 
,

1,
0

i

i A
i B

δ
∈

=
∈





. 

Είναι προφανές ότι στην περίπτωση των χρονο-εξαρτώµενων συµµεταβλητών 

και η σχετική διακινδύνευση 
0

( )
( )

( )
ih t

d t
h t

=  εξαρτάται από το χρόνο, εποµένως στην 

περίπτωση αυτή δεν ισχύει η υπόθεση της αναλογικής διακινδύνευσης. 

 

2.2.4 Το στρωµατοποιηµένο µοντέλο του Cox 

 

Στην περίπτωση που σε µια στατιστική µελέτη έχουµε µια ή παραπάνω 

κατηγορικές µεταβλητές, η υπόθεση της αναλογικότητας δύναται να µην ισχύει και 

για το λόγο αυτό πρέπει να ελεγχθεί.  

Αν επιπλέον, σε µια πειραµατική διαδικασία µια από τις ανεξάρτητες 

µεταβλητές είναι για παράδειγµα το φύλο, η συνάρτηση διακινδύνευσης µπορεί να 

διαµορφώνεται διαφορετικά για τις δύο τιµές της µεταβλητής, έτσι ώστε να ισχύει η 

υπόθεση της αναλογικότητας που δε θα ίσχυε διαφορετικά. Η παραπάνω διαδικασία 

αποτελεί στρωµατοποίηση του µοντέλου ως προς τη συγκεκριµένη κατηγορική 

µεταβλητή. 

Στην περίπτωση αυτή, τα άτοµα για τα οποία η κατηγορική µεταβλητή 

λαµβάνει την ίδια τιµή (π.χ άνδρας) θεωρούµε ότι ανήκουν στο ίδιο στρώµα. Αν το 

πλήθος των στρωµάτων είναι s, τότε για κάθε στρώµα λαµβάνουµε διαφορετική 

βασική συνάρτηση διακινδύνευσης 0kh (t), όπου k={1,2,…,s}. 
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Συνάρτηση διακινδύνευσης 

Η συνάρτηση διακινδύνευσης του i-oστού ατόµου είναι η εξής:  

0( ) ( ) ikx
ik kh t h t eβ=

%
,  

όπου k το στρώµα στο οποίο ανήκει το άτοµο και ikx% το διάνυσµα τιµών των 

επεξηγηµατικών µεταβλητών για το άτοµο αυτό. 

Η εύρεση της εκτιµήτριας µέγιστης πιθανοφάνειας δεδοµένης της συνάρτησης 

διακινδύνευσης, γίνεται κατά τα γνωστά όπως διατυπώθηκε στην ενότητα 2.2.2 ή µε 

χρήση ειδικών στατιστικών πακέτων. 

 

2.3 Έλεγχοι καταλληλότητας µοντέλου 

 

Έχοντας περιγράψει τον τρόπο εύρεσης των εκτιµητριών µέγιστης 

πιθανοφάνειας, κρίνεται απαραίτητος πλέον ο έλεγχος της καταλληλότητας του 

µοντέλου για κάθε συντελεστή, ο οποίος πραγµατοποιείται κατά βάση µε δύο 

τρόπους: 

 

• Με χρήση της γραφικής µεθόδου 

• Με χρήση ελέγχου υπολοίπων 

 

2.3.1 Γραφική µέθοδος ελέγχου καταλληλότητας µοντέλου  

 

Ο γραφικός έλεγχος καταλληλότητας πραγµατοποιείται ως εξής:  

Λογαριθµώντας τη συνάρτηση επιβίωσης  

{ } '
0( , ) exp ( , ) exp{ ( ) }xS t x H t x H t e β= − = −

%%% %  ,   

έχουµε: 

0ln{ ln ( , )} ln ( ) 'S t x H t x β− − = %% % . 

Αυτό γραφικά σηµαίνει ότι οι καµπύλες ln{ ln ( , )}S t x− %  και 0ln ( )H t  πρέπει να 

είναι παράλληλες για κάθε x%  και t>0. Κατά συνέπεια όλες οι καµπύλες 

ln{ ln ( , )}iS t x− %  για διάφορα ix%  θα πρέπει να είναι παράλληλες αν ισχύει η 

αναλογικότητα κινδύνου.  

Βάσει της παραπάνω διαπίστωσης µπορούµε να αποφανθούµε γραφικά, 

σχετικά µε  την καταλληλότητα του µοντέλου, πραγµατοποιώντας έλεγχο για κάθε 
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µεταβλητή που εµπεριέχεται στο αρχικό πρόβληµα. Για να είναι η µέθοδος αξιόπιστη 

πρέπει ο αριθµός των συµµεταβλητών να είναι περιορισµένος. Το κύριο 

πλεονέκτηµα, όµως, της µεθόδου, είναι ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 

οποιοδήποτε µοντέλο αναλογικής διακινδύνευσης και όχι µόνο για το µοντέλο του 

Cox. 

Σηµειώνεται ότι στην προηγούµενη µέθοδο για να γίνει η γραφική 

αναπαράσταση της καµπύλης ln{ ln ( , )}S t x− %  γίνεται χρήση της εκτιµήτριας Kaplan-

Meier της συνάρτησης επιβίωσης, η οποία ορίζεται στη συνέχεια. 

 

2.3.1.1 Εκτιµήτρια Kaplan-Meier 

 

Η εκτιµήτρια Kaplan-Meier της συνάρτησης επιβίωσης η οποία πήρε το 

όνοµά της από τους Edward L. Kaplan και Paul Meier (Kaplan et al., 1958),  

χρησιµοποιείται σε εφαρµογές που εµπεριέχουν από δεξιά αποκοµµένες 

παρατηρήσεις γι’ αυτό και η χρηστική της αξία, ιδιαίτερα στα προβλήµατα της 

ανάλυσης επιβίωσης, είναι πολύ µεγάλη.  

Έστω  η χρονική στιγµή jt , τότε ορίζουµε ως jd  τον αριθµό των υπό 

παρατήρηση γεγονότων που πραγµατοποιούνται αυτή τη χρονική στιγµή.  

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι εκτελείται ένα πείραµα σχετικά µε το 

χρόνο περιστροφής ενός τύπου ρουλεµάν σε κάποια συγκεκριµένη συχνότητα έως 

ότου αυτά υποστούν βλάβη. Έστω ότι τη χρονική στιγµή jt  αποτυγχάνουν 3 

ρουλεµάν, τη χρονική στιγµή 'jt  αποτυγχάνει ένα και τη χρονική στιγµή ''jt  δεν  

αποτυγχάνει κανένα. Τότε, σε αντιστοιχία έχουµε:   

3, ' 1, '' 0.j j jd d d= = =  

Η εκτιµήτρια Kaplan-Meier ορίζεται ως εξής: 

1 1 2 2

1 2

( ) ........... i i

i

n dn d n d
S t

n n n
−− −

=
)

,  

όπου in  ο αριθµός των µονάδων που ήταν σε λειτουργία ακριβώς πριν από τη 

χρονική στιγµή it  και  1: i ii t t t +≤ < .   

Τελικά,  

:

( )
j

j j

j t t j

n d
S t

n≤

−
=∏

)
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2.3.2 Έλεγχος καταλληλότητας µοντέλου µέσω υπολοίπων 

 

Ένας άλλος τρόπος ελέγχου της καταλληλότητας του µοντέλου είναι µέσω 

υπολοίπων τα οποία αποτελούν ένα µέτρο συµφωνίας των προβλέψεων της 

στατιστικής ανάλυσης µε τις πραγµατικές τιµές.   

 

Στη συνέχεια υποθέτουµε το µοντέλο του Cox µε k επεξηγηµατικές µεταβλητές 

τέτοιες ώστε να ισχύει:  

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ' ...i i i k kix x x xβ β β β= + + +%
%   

και θεωρούµε ένα δείγµα n ατόµων όπου οι n-r χρόνοι επιβίωσης είναι δεξιά 

αποκοµµένοι. Η συνάρτηση διακινδύνευσης για το i άτοµο, µε i=1,2,…,n, είναι η 

εξής: 

0
ˆ ˆˆ( ) exp( ' ) ( )i ih t x h tβ= %

% ,  

µε 0̂( )h t  να είναι η εκτίµηση της βασικής συνάρτησης διακινδύνευσης. Στη συνέχεια 

θα ορίσουµε ενδεικτικά κάποιες κατηγορίες υπολοίπων. 

 

Υπόλοιπα Cox-Snell 

 

Το Cox-Snell υπόλοιπο για το i άτοµο, δίδεται από τον τύπο 

0
ˆ ˆexp( ' ) ( )CSi i ir x H tβ= %
% , 

όπου it ο παρατηρούµενος χρόνος επιβίωσης του i-οστού ατόµου.  

Τα υπόλοιπα αυτά χρησιµοποιούνται ευρέως στα παραµετρικά µοντέλα και όχι τόσο 

στο ηµι-παραµετρικό µοντέλο του Cox.  

 

Yπόλοιπα Martingale 

 

Τα υπόλοιπα Martingale ορίζονται βάσει των Cox-Snell υπολοίπων ως εξής: 

Mi i CSir rδ= − ,     όπου:     

 

0,  για αποκοµµένη παρατήρηση
1, για µη αποκοµµένη παρατήρησηiδ


= 
 . 
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Τα υπόλοιπα Martingale παίρνουν τιµές µεταξύ του −∞  και της µονάδας και 

χρησιµεύουν για την εύρεση της συναρτησιακής µορφής µιας µεταβλητής που 

πρόκειται να εισαχθεί στο µοντέλο του Cox.  

 

Υπόλοιπα Deviance  

Ορίζονται ως: 

{ } 1 2
sgn( ) 2 log( )Di Mi Mi i i Mir r r rδ δ= − + −   ,  µε  

1,  για 0
sgn( )

1,  για 0
x

x
x
>

= − <   
και χρησιµοποιούνται αντί των Martingale λόγω µεγαλύτερης ευχρηστίας στη 

γραφική τους ερµηνεία. 

 

Υπόλοιπα Schoenfeld 

Σε αντίθεση µε όσα είδαµε µέχρι τώρα, τα υπόλοιπα Schoenfeld δεν ορίζονται 

για όλα τα άτοµα του δείγµατος αλλά µόνο για τις µη αποκοµµένες παρατηρήσεις, 

ενώ δε δίνουν ακριβή τιµή για κάθε µονάδα αλλά ένα σύνολο τιµών. Ακόµα, για τον 

υπολογισµό τους δεν απαιτείται εκτίµηση της σωρευτικής συνάρτησης 

διακινδύνευσης.  

Προτού προχωρήσουµε στον ορισµό των υπολοίπων υπενθυµίζουµε  τα εξής:  

η πιθανότητα αποτυχίας της j-οστής υπό µελέτη µονάδας είναι η εξής:  

'

'

j

i

j

x

j x

i R

e
p

e

β

β

∈

=
∑

% %

% %

.  

όπου jR  το σύνολο των ατόµων που είναι σε κίνδυνο τη χρονική στιγµή jt  

Το διάνυσµα των επεξηγηµατικών µεταβλητών έχει αναµενόµενη τιµή: 

. 

'

'
( | )

k

j

i
j

j

x
k

k R

j k k x
k R

i R

x e

E x R x p
e

β

β

∈

∈

∈

= =
∑

∑
∑

% %

% %

%

% % . 

Τελικά,  τα υπόλοιπα Schoenfeld ορίζονται ως: 

ˆˆ ( | )j j jr x E x R= −% %
%

, όπου η εκτιµήτρια της αναµενόµενης µέσης τιµής 

προκύπτει µε αντικατάσταση των εκτιµητριών β̂
%

. 
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2.4 Έλεγχοι υποθέσεων 

 

Στο σηµείο αυτό θα αναφερθούµε εν συντοµία σε δύο δηµοφιλείς τρόπους 

ελέγχου υποθέσεων. Σε πολλές περιπτώσεις οι έλεγχοι υποθέσεων µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την ενίσχυση ή απόρριψη ενός ισχυρισµού,  σχετικά µε το 

επίπεδο σηµαντικότητας µιας ή περισσοτέρων επεξηγηµατικών µεταβλητών 

(Παύλου, 2006). 

 

2.4.1 Έλεγχοι λόγου πιθανοφάνειας (Likelihood Ratio tests) 

 

• Θεωρούµε τη µηδενική υπόθεση: 

0 0: jH β β= 0≠  

µε εναλλακτική την: 

 1 : 0jH β =  

• Θεωρούµε τη στατιστική συνάρτηση: 

0 0
ˆ( ) 2 ( ) 2 ( )L l lβ β β= −   

όπου l( β̂ ) ο λογάριθµος πιθανοφάνειας για το εναλλακτικό µοντέλο, δηλαδή για το 

µοντέλο χωρίς τη συµµεταβλητή jβ  και l( 0β ) ο λογάριθµος της πιθανοφάνειας για το 

µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης, δηλαδή για το µοντέλο όπου 0jβ β= .  

• Στη συνέχεια ελέγχουµε αν η L( 0β ) ακολουθεί κατανοµή 2
pX  µε βαθµό 

ελευθερίας p, ίσο µε το σύνολο των συµµεταβλητών του προβλήµατος που µελετάται. 

 

2.4.2 Έλεγχος Wald 

 

• Θεωρούµε την ελεγχοσυνάρτηση Wald για τον έλεγχο της µηδενικής 

υπόθεσης: 

 0 0:H β β= , 

η οποία ορίζεται για κάθε µεταβλητή  j ως εξής: 

2
ˆ

{ }ˆ( )
j

j

W
se

β
β

=   

• Συγκρίνουµε µε την κατανοµή 2
1X . 
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Τέλος, για την καλύτερη κατανόηση του αντικειµένου της ανάλυσης 

επιβίωσης παραθέτουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα. 

 

2.5 Παράδειγµα ανάλυσης επιβίωσης 

 

Πρόκειται για µια έρευνα του πανεπιστηµιακού νοσοκοµείου της Μαδρίτης 

(Hospital Universitario Ramon y Cajal (Kleinbaum, 2006)) η οποία αφορά ένα τυπικό 

πρόβληµα επιβίωσης, όπου µελετάται ο χρόνος επιβίωσης των ατόµων του δείγµατος 

µε χρήση τριών συµµεταβλητών: το επίπεδο χοληστερίνης στο αίµα, το φύλο και το 

αν το υπό παρατήρηση άτοµο είναι καπνιστής ή όχι.   

Για κάθε επεξηγηµατική µεταβλητή βρίσκουµε αρχικά µια εκτίµηση του 

συντελεστή (στήλη Coef), υπολογίζεται το τυπικό σφάλµα (standard error ( ( ))se β
)

 

και η ποσότητα 2( )
( )se
β
β

)

)  (ελεγχοσυνάρτηση Wald) που µέσω σύγκρισής της µε την 

κατανοµή 2X  δίνει την p-τιµή της προτελευταίας στήλης του πίνακά µας. Με τον 

τρόπο αυτό, η ελεγχοσυνάρτηση Wald επιτρέπει µια πρώτη εκτίµηση για τη στάθµη 

σηµαντικότητας της εν λόγω επεξηγηµατικής µεταβλητής. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.1 

 

Μεταβλητή Coef. st.err. 2( )
( )se
β
β

)

)

 
P σ.σ 

Χοληστερίνη 0.1091 0.0333 10.738 0.0017 p < 0.01 

Φύλο -0.0488 0.4716 0.011 0.9180 NO 

Κάπνισµα 1.0638 0.3946 7.268 0.0091 p < 0.01 

                                             

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι δεν υπάρχει άµεση σχέση ανάµεσα 

στο φύλο και στην επιβίωση του υπό µελέτη ατόµου, ενώ οι τιµές της πιθανότητας 

(στήλη p) δείχνουν ότι υπάρχει άµεση εξάρτηση της επιβίωσης από τα επίπεδα 

χοληστερίνης και το κάπνισµα, αφού οι δύο µεταβλητές είναι στατιστικά σηµαντικές 

µε στάθµη σηµαντικότητας 99%. 
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Η παραπάνω διαπίστωση ενισχύεται αν παρουσιάσουµε τον πίνακα του 

σχετικού κινδύνου µε ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης (δ.ε). 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.3 

 

Μεταβλητή Σχετικός κίνδυνος Inf δ.ε. Sup δ.ε. 

Χοληστερίνη 1.12 1.04 1.19 

Φύλο 0.95 0.38 2.40 

Κάπνισµα 2.90 1.34 6.28 

 

 

Ο σχετικός κίνδυνος δίνεται από τη σχέση ieβ .   

Στο σηµείο αυτό έχει ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε πως αν ο σχετικός 

κίνδυνος παίρνει την τιµή 1, τότε η εκτίµηση του συντελεστή της αντίστοιχης 

επεξηγηµατικής µεταβλητής είναι ίση µε µηδέν και αυτό σηµαίνει ότι αν πρόκειται 

για κάποια δίτιµη µεταβλητή όπως είναι στο παράδειγµά µας το κάπνισµα (καπνίζει: 

ναι=1 όχι=0), τότε ο κίνδυνος είναι ο ίδιος ανεξάρτητα από την τιµή της µεταβλητής.  

Αντίστοιχα, ένας σχετικός κίνδυνος µεγαλύτερος από τη µονάδα υποδεικνύει 

µεγαλύτερο κίνδυνο για τα άτοµα µε το συγκεκριµένο χαρακτηριστικό. Έτσι, στην 

περίπτωσή µας ένας καπνιστής βρίσκεται σε 2.9 φορές µεγαλύτερο κίνδυνο από έναν 

µη καπνιστή όταν όλα τα άλλα στοιχεία είναι ίδια και για τα δύο άτοµα. 

 

  

 

 

 

 



Ανάλυση πειραµατικών σχεδιασµών µε αποκοµµένες παρατηρήσεις 45

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

 

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟΙ ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΙ 
 

3.1 Εισαγωγή 

 

Με τη ραγδαία  εξέλιξη των ερευνητικών και βιοµηχανικών διαδικασιών, 

κυρίως κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών, η διεξαγωγή πειραµάτων, καθώς 

και η µελέτη των πειραµατικών δεδοµένων έχει µετατραπεί σε ένα έργο αρκετά 

σύνθετο. Σκοπός κάθε ερευνητικής διαδικασίας είναι η εξαγωγή του µεγαλύτερου 

δυνατού όγκου πληροφορίας, ούτως ώστε τα συµπεράσµατα να είναι αξιόπιστα και 

να περιορίζεται στο ελάχιστο το κόστος και η διάρκεια διεξαγωγής του εκάστοτε 

πειράµατος. Για να γίνει αυτό απαιτείται η χρήση διαδικασιών για την οργάνωση και 

στη συνέχεια την ανάλυση των πειραµατικών δεδοµένων. 

Για την οργάνωση των πειραµατικών δεδοµένων µε χρήση παραγοντικών 

σχεδιασµών ο εκάστοτε ερευνητής επιλέγει εκ των προτέρων κάποιους παράγοντες 

που θεωρεί εν δυνάµει σηµαντικούς. Σηµειώνεται ότι µε τον όρο παράγοντας 

ορίζουµε µια ποιοτική µεταβλητή η οποία δέχεται τιµές από ένα πεπερασµένο 

σύνολο. Οι τιµές αυτές ονοµάζονται στάθµες (levels), ενώ κάθε δυνατός συνδυασµός 

παραγόντων λέγεται αγωγή (treatment). Προφανώς, όταν µελετάται η επίδραση µόνο 

ενός παράγοντα οι αγωγές ταυτίζονται µε τις στάθµες. 

Ενδεικτικά αναφέρουµε κάποια είδη παραγοντικών σχεδιασµών µε δύο 

στάθµες , όπως είναι ο 2k  σχεδιασµός που λαµβάνει υπόψη k παράγοντες και απαιτεί 

2k  επαναλήψεις, ο 2k  κλασµατικός σχεδιασµός που λαµβάνει υπόψη τους ίδιους 

παράγοντες και απαιτεί µικρότερο αριθµό επαναλήψεων, ο 2k  σχεδιασµός 

αναµεµειγµένος σε  blocks, καθώς και ο σχεδιασµός ορθογώνιων αντιθέσεων. 

Στη συνέχεια µε την ανάλυση δεδοµένων είναι δυνατόν να ερευνηθεί η 

συµβολή µιας πηγής µεταβολής (παράγοντας) στην ολική µεταβολή των δεδοµένων 

(απόκριση). 
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3.1.1 Χρησιµότητα πειραµατικών σχεδιασµών 

 

Ο στατιστικός κλάδος του παραγοντικού σχεδιασµού πειραµάτων προσφέρει, 

σήµερα, µια αρκετά µεγάλη ποικιλία διαδικασιών για το σχεδιασµό πειραµάτων, µε 

τελικό στόχο τον έλεγχο της ποιότητας των προϊόντων που διατίθενται στην αγορά, 

αλλά και την εξαγωγή στατιστικών συµπερασµάτων στον τοµέα της υγείας, της 

γεωργίας και της βιοµηχανίας. Με τη χρήση των διαδικασιών αυτών, ο ερευνητής 

εντοπίζει τελικά τους στατιστικά σηµαντικότερους παράγοντες που επηρεάζουν το 

πρόβληµα µε το οποίο καταπιάνεται κι έτσι µειώνεται σηµαντικά η υποκειµενικότητα 

που περικλείει ο ανθρώπινος παράγοντας στη λήψη αποφάσεων, αφού οι σχέσεις 

µεταξύ των µεταβλητών ενός πειράµατος  µοντελοποιούνται και ερµηνεύονται 

πλήρως µε µαθηµατικούς όρους. 

 

3.1.2 Ο πειραµατικός σχεδιασµός του Taguchi 

 

Τα τελευταία χρόνια, ο σχεδιασµός του ιάπωνα G.Taguchi (robust parameter 

design) έχει, επίσης, αποδειχθεί ιδιαίτερα χρήσιµος για τη βελτίωση της ποιότητας 

των παραγόµενων τεχνολογικών προϊόντων (Sreenivas et al., 2008). Αυτό συµβαίνει 

διότι σε τέτοιου είδους εφαρµογές η απόκριση (response) εξαρτάται συχνά από 

παράγοντες σήµατος, για τους οποίους ο θόρυβος (noise) παίζει καθοριστικό ρόλο. Ο 

σχεδιασµός του Taguchi αποδεικνύεται αποτελεσµατικός στη περίπτωση αυτή, καθώς 

µέσω αυτού η παραγωγική διαδικασία γίνεται λιγότερο ευαίσθητη στο θόρυβο κι έτσι 

βελτιώνεται ραγδαία τόσο η ποιότητα του προϊόντος, όσο και η αποτελεσµατικότητα 

της παραγωγικής διαδικασίας. 

 

3.2 Είδη πειραµατικών σχεδιασµών 

 

Όπως ήδη έχουµε αναφέρει τα είδη των πειραµατικών σχεδιασµών ποικίλουν. 

Στην ενότητα αυτή θα αναφερθούµε εκτενέστερα σε κάποια από αυτά, ενώ για την 

πλήρη κατανόησή τους θα παρατεθούν σχετικά παραδείγµατα.  

Σηµειώνεται ότι στην περίπτωση αποκοµµένων παρατηρήσεων δε 

διαφοροποιείται η δοµή των πειραµατικών σχεδιασµών. Αυτό που διαφοροποιείται 

είναι η µέθοδος ανάλυσής τους. Στις µεθόδους αυτές θα αναφερθούµε εκτενώς σε 

επόµενο κεφάλαιο. 
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3.2.1 Ο 2k  παραγοντικός σχεδιασµός (full factorial design) 

 

 Ο 2k  πειραµατικός σχεδιασµός αποτελείται από τους 2k  δυνατούς 

συνδυασµούς των k παραγόντων, οι οποίοι δέχονται τιµές σε δύο στάθµες. Κάθε 

συνδυασµός τιµών παραγόντων ονοµάζεται αγωγή (treatment) ή επανάληψη (run). 

Αυτό σηµαίνει πως ένας 2k  πειραµατικός σχεδιασµός αποτελείται από 2k  

επαναλήψεις. Συχνά οι δύο στάθµες συµβολίζονται µε (-) και (+) ή µε -1 και 1 

αντίστοιχα. 

Ας θεωρήσουµε ένα 32  παραγοντικό σχεδιασµό µε παράγοντες Χ1, Χ2, Χ3. 

Τότε µπορούµε να παραστήσουµε γραφικά το σχεδιασµό αυτό, όπως φαίνεται στο 

γράφηµα 3.1. Οι ακµές του κύβου δείχνουν την αύξηση των παραγόντων και οι 

κορυφές αντιστοιχούν στις 32 8=  επαναλήψεις. 

Σηµειώνεται ότι, µε τον όρο παραγοντικό σχεδιασµό εννοούµε ότι σε κάθε 

πλήρη δοκιµή του πειράµατος εξετάζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί των σταθµών 

των παραγόντων.  

 

  

 

                          Γράφηµα 3.1 

 

Σε µορφή πίνακα ο σχεδιασµός δίνεται ως εξής: 
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      ΠΙΝΑΚΑΣ  3.1 

 

Α/Α 

Επανάληψης 

Παράγοντες 

Χ1 Χ2 Χ3 

1 -1 -1 -1 

2 1 -1 -1 

3 -1 1 -1 

4 1 1 -1 

5 -1 -1 1 

6 1 -1 1 

7 -1 1 1 

8 1 1 1 

 

Η σειρά αυτή των επαναλήψεων δεν είναι τυχαία, αλλά αποτελεί την τυπική 

µορφή επαναλήψεων. Για παράδειγµα η κορυφή 1 αναπαριστά την κατάσταση όπου 

και οι τρεις παράγοντες βρίσκονται στη χαµηλότερη στάθµη τους, ενώ η κορυφή 2 

την κατάσταση όπου ο παράγοντας Χ1 βρίσκεται στην υψηλότερη στάθµη του, ενώ 

οι παράγοντες Χ2, Χ3 στη χαµηλότερη. 

 

3.2.1.1 Παράδειγµα ενός 42  παραγοντικού σχεδιασµού (Hamada-Wu, 2000) 

 

Στη διαδικασία παραγωγής ηλεκτρονικών συσκευών  ένα πρωταρχικό βήµα 

αποτελεί η δηµιουργία λεπτών κρυσταλλικών στρωµάτων στις πλάκες πυριτίου. Για 

να γίνει αυτό οι πλάκες τοποθετούνται σε έναν περιστρεφόµενο κύλινδρο και 

ψεκάζονται µε χηµικές ουσίες, κάτω από ορισµένη θερµοκρασία και για ορισµένο 

χρονικό διάστηµα. Για τη βελτιστοποίηση της διαδικασίας πραγµατοποιήθηκε 

πείραµα στο οποίο συµπεριλήφθηκαν οι εξής τέσσερις παράγοντες: η µέθοδος 

περιστροφής του κυλίνδρου, η θέση του ψεκαστήρα, η θερµοκρασία και ο χρόνος.  

 

Ο σχεδιαστικός πίνακας φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί: 

 



Ανάλυση πειραµατικών σχεδιασµών µε αποκοµµένες παρατηρήσεις 49

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.2 

 

Α/Α 

Αγωγής 

Παράγοντες 

Μέθοδος 

περιστροφής 

Θέση 

ψεκαστήρα 
Θερµοκρασία 

( o F ) 
Χρονική 

διάρκεια 
1 εναλλασσόµενη 6 1210 Μικρή 

2 εναλλασσόµενη 2 1210 Μικρή 

3 εναλλασσόµενη 2 1220 Μεγάλη 

4 εναλλασσόµενη 6 1220 Μικρή 

5 συνεχής 2 1220 Μεγάλη 

6 συνεχής 2 1210 Μικρή 

7 εναλλασσόµενη 2 1210 Μεγάλη 

8 συνεχής 6 1220 Μικρή 

9 συνεχής 2 1210 Μεγάλη 

10 συνεχής 6 1220 Μεγάλη 

11 εναλλασσόµενη 2 1220 Μικρή 

12 συνεχής 2 1220 Μικρή 

13 εναλλασσόµενη 6 1210 Μεγάλη 

14 εναλλασσόµενη 6 1220 Μεγάλη 

15 συνεχής 6 1210 Μεγάλη 

16 συνεχής 6 1210 Μικρή 

 

Η σειρά των επαναλήψεων στο σχεδιασµό είναι τυχαία. Σηµειώνεται επίσης 

ότι η επιλογή των τεσσάρων παραγόντων έγινε σύµφωνα µε την κρίση του ερευνητή. 

Κάλλιστα θα µπορούσε να έχει επιλέξει κάποιους από αυτούς ή ακόµα να είχε 

προσθέσει άλλους, όπως η υγρασία ή η διαθεσιµότητα οξυγόνου στο δωµάτιο.  

 

Στη συνέχεια, δίνεται µια κωδικοποίηση των παραγόντων και των σταθµών, 

καθώς και ο σχεδιαστικός πίνακας που προκύπτει µετά από την κωδικοποίηση αυτή. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3.3 

 

Παράγοντας Κωδικοποίηση 

Μέθοδος περιστροφής Α 

Θέση ψεκαστήρα Β 

Θερµοκρασία ( o F ) C 

Χρονική διάρκεια D 

 

 

                                            ΠΙΝΑΚΑΣ 3.4 

 

Παράγοντας (+) (-) 

Μέθοδος περιστροφής συνεχής εναλλασσόµενη 

Θέση ψεκαστήρα 6 2 

Θερµοκρασία ( o F ) 1220 1210 

Χρονική διάρκεια Μεγάλη Μικρή 

 

 

Ο καθορισµός των σταθµών ως υψηλή (+) και χαµηλή (-) είναι προφανές ότι  

πραγµατοποιήθηκε εµπειρικά. Η µεγάλη χρονική διάρκεια ψεκασµού, δηλαδή, 

θεωρήθηκε υψηλή στάθµη, ενώ η µικρή θεωρήθηκε χαµηλή. 

Ο τελικός πίνακας σχεδιασµού για τα πειραµατικά δεδοµένα του 

παραδείγµατος 3.2.1.1 είναι ο εξής: 

 

                                           ΠΙΝΑΚΑΣ 3.5 

 

Α/Α 

Επανάληψης 

Παράγοντες 

Α Β C D 

1 - + - - 

2 - - - - 

3 - - + + 

4 - + + - 
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5 + - + + 

6 + - - - 

7 - - - + 

8 + + + - 

9 + - - + 

10 + + + + 

11 - - + - 

12 + - + - 

13 - + - + 

14 - + + + 

15 + + - + 

16 + + - - 

 

Από το παραπάνω παράδειγµα γίνεται εµφανής η χρησιµότητα της 

κωδικοποίησης των παραγόντων για την απλούστευση του σχεδιασµού, καθώς και ο 

τρόπος µε τον οποίο ο παραγοντικός σχεδιασµός οργανώνει τα πειραµατικά 

δεδοµένα. 

Γενικά, για τη διεξαγωγή του εκάστοτε πειράµατος δηµιουργείται αρχικά ένας 

πίνακας σχεδιασµού στον οποίο φαίνονται τα πειραµατικά δεδοµένα στη φυσική τους 

µορφή, για να αποφεύγονται τυχόν συγχύσεις. Στη συνέχεια κωδικοποιούνται, για να 

διευκολυνθεί η στατιστική ανάλυση αυτών. 

 

3.2.2 Ο 2k  κλασµατικός παραγοντικός σχεδιασµός (fractional factorial design) 

 

Όπως είδαµε στην ενότητα 3.2.1, ο 2k  παραγοντικός σχεδιασµός απαιτεί  2k  

επαναλήψεις. Κατ’ αντιστοιχία ο 3k  σχεδιασµός, δηλαδή ο σχεδιασµός όπου οι k 

παράγοντες δέχονται τιµές σε τρεις στάθµες, απαιτεί ακριβώς 3k  επαναλήψεις. 

Εποµένως για µεγάλο αριθµό παραγόντων, ο αριθµός των επαναλήψεων που 

απαιτείται είναι τεράστιος. (Βοx, 2005) 

Για παράδειγµα, σε ένα σχεδιασµό µε 8 παράγοντες, δύο σταθµών ο καθένας, 

οι επαναλήψεις που απαιτούνται είναι  82 =256. Ενώ, αν ο ένας παράγοντας ήταν δύο 

σταθµών και οι υπόλοιποι επτά τριών θα απαιτούνταν 1 72 *3 4374=  επαναλήψεις. 
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Από τα παραπάνω γίνεται εµφανής η επιτακτική ανάγκη για περιορισµό των 

επαναλήψεων σε προβλήµατα µε µεγάλο αριθµό παραγόντων, µε σκοπό των 

υπολογισµό των σηµαντικότερων κυρίων επιδράσεων και αλληλεπιδράσεων αυτών. 

Ως επίδραση ενός παράγοντα ορίζεται η µεταβολή που προκαλείται στην 

απόκριση (response) από τη µεταβολή στο επίπεδο του παράγοντα. Πρόκειται για τη 

λεγόµενη κύρια επίδραση (main effect) των βασικών παραγόντων, ενώ ως 

αλληλεπίδραση παραγόντων ορίζουµε τη µεταβολή που προκαλείται στην απόκριση 

από την ταυτόχρονη µεταβολή στη στάθµη των παραγόντων. 

 Όταν οι παράγοντες είναι ταξινοµηµένοι σε ένα παραγοντικό σχεδιασµό τότε 

χωρίζονται σε εγκάρσιους και διασταυρωµένους (crossed).   

 

Στο Γράφηµα 3.2 βλέπουµε ένα παράδειγµα παραγόντων που δεν 

αλληλεπιδρούν µεταξύ τους: 

 

                   Γράφηµα 3.2 

 

Ενώ στο Γράφηµα 3.3 βλέπουµε ένα παράδειγµα πειράµατος µε 

αλληλεπίδραση των παραγόντων A και B: 

 

 

                     Γράφηµα 3.3 
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Η αρχική ιδέα για τον περιορισµό των επαναλήψεων ενός πειράµατος ήταν, 

λοιπόν, ο εκάστοτε ερευνητής να επιλέγει µε προσοχή τους συνδυασµούς 

παραγόντων των οποίων οι αλληλεπιδράσεις τον ενδιαφέρουν περισσότερο και να 

αγνοεί ορισµένες αλληλεπιδράσεις υψηλής τάξης τις οποίες θεωρεί αµελητέες. Με 

τον τρόπο αυτό εκτελείται µόνο ένα κλάσµα του πλήρους παραγοντικού σχεδιασµού. 

Η διαδικασία αυτή ονοµάστηκε κλασµατικός παραγοντικός σχεδιασµός 

πειραµάτων και χρησιµοποιείται σήµερα ευρέως στις εφαρµογές λόγω της υψηλής 

απόδοσης και οικονοµίας που προσφέρει. Συµβολίζεται ως 2k p−  σχεδιασµός µε 

p k< , όπου λαµβάνονται υπόψη k παράγοντες και ο αριθµός επαναλήψεων είναι  

2k p− . 

Για παράδειγµα, στον 32  σχεδιασµό υπάρχουν δύο κύρια 
1
2

-κλάσµατα: 

• Το κύριο κλάσµα µε γεννήτορα Ι = ABC 

• Το κύριο κλάσµα µε γεννήτορα Ι = - ABC 

 

Αυτό σηµαίνει ότι η στήλη της αλληλεπίδρασης ABC λαµβάνει µόνο την υψηλή ή τη 

χαµηλή στάθµη. Έτσι,  Ι = ABC αν λαµβάνει µόνο την υψηλή και Ι = - ABC αν 

λαµβάνει αντίστοιχα µόνο τη χαµηλή. 

Στο παράδειγµα που ακολουθεί βλέπουµε ένα παράδειγµα 
1
2

-κλάσµατος ενός 

32  παραγοντικού σχεδιασµού µε γεννήτορα Ι = ABC, µε 22 4=  επαναλήψεις ( 3 12 −  

κλασµατικός σχεδιασµός). 

 

Παράδειγµα 3.1 

 

Α/Α 
Συνδυασµός 

αγωγών 

Παράγοντες Αλληλεπιδράσεις 

I A Β C AB AC BC ABC 

1 A 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 

2 B 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 

3 C 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 

4 ΑΒC 1 1 1 1 1 1 1 1 
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Οι στήλες αλληλεπίδρασης των µεταβλητών προκύπτουν µε πολλαπλασιασµό 

των αντίστοιχων στηλών και ουσιαστικά χρειάζονται για την ανάλυση των 

παρατηρήσεων και όχι για το σχεδιασµό αυτών. 

Στο παράδειγµα αυτό θα µπορούσε κατά την ανάλυση να δηµιουργηθεί 

σύγχυση ανάµεσα στην κύρια επίδραση του παράγοντα Α και την αλληλεπίδραση 

των BC αφού οι δύο στήλες ταυτίζονται, καθώς επίσης και του Β µε την AC αλλά και 

του C µε την ΑΒ, αντίστοιχα. ∆ύο ή περισσότερες επιδράσεις που έχουν αυτή την 

ιδιότητα ονοµάζονται ταυτόσηµες επιδράσεις (aliases). Αυτό δε σηµαίνει ότι οι 

επιδράσεις αυτές ταυτίζονται, αλλά ότι ο σχεδιασµός αδυνατεί να τις διαχωρίσει. 

Επίσης, η αλληλεπίδραση των ABC είναι ίδια σε κάθε επανάληψη. Αυτό σηµαίνει ότι 

δεν προσθέτει καµία παραπάνω πληροφορία για τον ερευνητή. 

 

3.2.2.1 Αναλυτική τάξη σχεδιασµών (resolution) 

 

Για την αναλυτική τάξη ενός σχεδιασµού χρησιµοποιείται συνήθως ως 

υποσηµείωση κάποιο σύµβολο της ρωµαϊκής αρίθµησης. Στο Παράδειγµα 3.1 έχουµε 

έναν  3 12III
−  σχεδιασµό, δηλαδή έναν σχεδιασµό αναλυτικής τάξης ΙΙΙ. Ειδικότερα 

αναφέρουµε (Κουκουβίνος, 2005) : 

 

Ø Σχεδιασµοί αναλυτικής τάξης ΙΙΙ 

Καµία κύρια επίδραση δεν είναι ταυτόσηµη µε άλλη, αλλά οι κύριες επιδράσεις 

είναι ταυτόσηµες µε αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων. Επίσης, αλληλεπιδράσεις δύο 

παραγόντων, µπορεί να είναι ταυτόσηµες µεταξύ τους.  

Παράδειγµα σχεδιασµού αναλυτικής τάξης ΙΙΙ αποτελεί ένας 3 12 −  σχεδιασµός µε 

Ι=ABC και συµβολίζεται 3 12III
−  

 

Ø Σχεδιασµοί αναλυτικής τάξης IV 

Καµία κύρια επίδραση δεν είναι ταυτόσηµη µε άλλη ή µε οποιαδήποτε 

αλληλεπίδραση δύο παραγόντων, αλλά αλληλεπιδράσεις δύο παραγόντων είναι 

ταυτόσηµες µε άλλες αλληλεπιδράσεις. 

Παράδειγµα σχεδιασµού αναλυτικής τάξης IV αποτελεί ένας 4 12 −  σχεδιασµός µε 

I=ABCD και συµβολίζεται 4 12IV
− . 
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Ø Σχεδιασµοί αναλυτικής τάξης V  

Καµία κύρια επίδραση ή αλληλεπίδραση δύο παραγόντων δεν είναι ταυτόσηµη µε 

άλλη κύρια επίδραση ή αλληλεπίδραση δύο παραγόντων, αλλά αλληλεπιδράσεις δύο 

παραγόντων είναι ταυτόσηµες µε αλληλεπιδράσεις τριών. 

Παράδειγµα σχεδιασµού αναλυτικής τάξης V αποτελεί ένας 5 12 −  σχεδιασµός µε 

Ι=ABCDE και συµβολίζεται 5 12V
− . 

 

Σηµειώνεται ότι, η τυπική διάταξη ενός σχεδιασµού αποτελεί έναν ορθογώνιο 

πίνακα. Οι ιδιότητες ενός ορθογώνιου πίνακα σχεδιασµού, όταν η χαµηλή και η 

υψηλή στάθµη των παραγόντων έχουν κωδικοποιηθεί µε -1 και 1, αντίστοιχα, είναι οι 

εξής: 

• Οι στήλες είναι ανά δύο ορθογώνιες,. Αυτό σηµαίνει ότι το συνολικό 

άθροισµα των γινοµένων των στοιχείων κάθε στήλης για κάθε 

επανάληψη είναι µηδέν. 

• Το άθροισµα των στοιχείων κάθε στήλης είναι µηδέν, εκτός από τη 

στήλη που συνδυάζει όλους τους παράγοντες. 

 

Η ιδιότητα της ορθογωνιότητας είναι σηµαντική, καθώς µειώνει  την 

πιθανότητας εµφάνισης ταυτόσηµων επιδράσεων (aliases). 

 

3.2.3 Σχεδιασµοί ορθογώνιων πινάκων (orthogonal arrays) 

 

Οι σχεδιασµοί ορθογώνιων πινάκων αποτελούν κλασµατικούς σχεδιασµούς 

(highly fractionated factorial designs)  και αποδεικνύονται αρκετά χρήσιµοι σε 

εφαρµογές που εµπεριέχουν αποκοµµένα δεδοµένα και για τη στατιστική τους 

ανάλυση χρησιµοποιούνται οι µέθοδοι Taguchi που θα δούµε αναλυτικά στο επόµενο 

κεφάλαιο. Για τον ορισµό ενός ορθογώνιου πίνακα σχεδιασµού πρέπει πρώτα να 

ληφθούν υπόψη τα εξής: 

• Ο αριθµός των παραγόντων που µελετώνται 

• Οι στάθµες κάθε παράγοντα 

• Οι αλληλεπιδράσεις παραγόντων για τις οποίες απαιτείται εκτίµηση 

• Οι δυσκολίες που θα προκύψουν στη διεξαγωγή του πειράµατος 
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Είδαµε ότι στον 2k  παραγοντικό ή κλασµατικό παραγοντικό σχεδιασµό 

µπορούµε να εκτιµήσουµε την αλληλεπίδραση παραγόντων. Σε κάποιες, όµως, 

περιπτώσεις δύναται να προκληθεί σύγχυση. Στο σχεδιασµό ορθογώνιων πινάκων ο 

οποίος αποτελεί εξαιρετικά τµηµατικό σχεδιασµό η πληροφορία που παράγεται είναι 

συνάρτηση της φύσης της σύγχυσης που προκαλούν άλλου τύπου σχεδιασµοί, όπως 

επίσης και ανθρώπινων υποθέσεων σχετικά µε την αναµενόµενη λειτουργία του υπό 

µελέτη συστήµατος. Αυτό, µε απλά λόγια, σηµαίνει πως η αλληλεπίδραση δύο 

παραγόντων θεωρείται αµελητέα εκτός και αν ο ερευνητής τη θεωρήσει a-priori 

σηµαντική και άξια εκτίµησης. Για να αρχίσει να γίνεται πιο κατανοητή η χρήση του 

σχεδιασµού παραθέτουµε το επόµενο εισαγωγικό παράδειγµα: 

 

Παράδειγµα 3.2 

 

Σε ένα πείραµα µε σκοπό τη βέλτιστη κατασκευή ενός τούνελ στην Ιαπωνία 

του 1959 που πραγµατοποιήθηκε από την εθνική εταιρία σιδηροδρόµων µελετήθηκαν 

οι εξής 9 παράγοντες δύο σταθµών (Blunt et al., 2002): 

 

Παράγοντες Χαµηλή στάθµη (-) Υψηλή στάθµη (+) 

Α-Είδος εργαλείου 

συγκόλλησης 
J100 B17 

Β-∆ιάρκεια ψησίµατος ράβδων Χωρίς ψήσιµο Μια ηµέρα 

C-Υλικό προς συγκόλληση SS41 SB35 

D-Πάχος υλικού προς 

συγκόλληση 
8mm 12mm 

Ε-Γωνία συγκόλλησης 70 o  60 o  

F-Άνοιγµα συγκολλητικής 

συσκευής 
1.5mm 3mm 

G-Ένταση ρεύµατος 150Α 130Α 

Η-Μέθοδος συγκόλλησης εναλλασσόµενη σταθερή 

Ι-Προθέρµανση Χωρίς προθέρµανση 
Προθέρµανση στους 

150 o C  
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Κατά την κρίση του ερευνητή εκτός από τους 9 παράγοντες του προβλήµατος, 

µπορεί να επιλέξει ένα πλήθος αλληλεπιδράσεων που θεωρεί µη αµελητέες.  Στη 

συνέχεια, βλέπουµε τον πίνακα σχεδιασµού για τους 9 παράγοντες και τις 4 

αλληλεπιδράσεις που επιλέχθηκαν.  

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.6 

 

Α/Α A G AG H AH GH B D E F I e e C AC 

1 - - - - + - - - - - - - - - - 

2 - - - - - + - + + + + + + + + 

3 - - - + + + + - - - - + + + + 

4 - - - + + + + + + + + - - - - 

5 - + + - - + + - - + + - + + + 

6 - + + - - + + + + - - + - - - 

7 - + + + + - - - - + + + - - - 

8 - + + + + - - + + - - - + + + 

9 + - + - + - + - + - + - - - + 

10 + - + - + - + + - + - + + + - 

11 + - + + - + - - + - + + + + - 

12 + - + + - + - + - + - - - - + 

13 + + - - + + - - + + - - + + - 

14 + + - - + + - + - - + + - - + 

15 + + - + - - + - + + - + - - + 

16 + + - + - - + + - - + - + + - 

 

Οι στήλες e πιθανόν να χρησιµοποιηθούν κατά την ανάλυση για την εκτίµηση 

των σφαλµάτων. 

Ο παραπάνω σχεδιασµός συµβολίζεται ως 15
16 (2 )L  ή εναλλακτικά 

συναντάται στη βιβλιογραφία ως 15(16, 2 )ΟΑ  και µπορεί ισοδύναµα να µελετηθεί ως 

ένας 9 52 −  κλασµατικός παραγοντικός σχεδιασµός, αφού είναι προφανές ότι δεν 

πρόκειται για πλήρη σχεδιασµό. 
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Σηµειώνεται ότι πλήρης παραγοντικός σχεδιασµός ονοµάζεται ο σχεδιασµός 

όπου σε κάθε συνδυασµό των σταθµών του λαµβάνουµε µη µηδενικό αριθµό 

παρατηρήσεων.  Γενικά σπάνια αρκεί µια παρατήρηση για κάθε συνδυασµό σταθµών 

διότι έτσι καθίσταται αδύνατος ο υπολογισµός σφαλµάτων. Οι πλήρεις σχεδιασµοί 

είναι ορθογώνιοι. Οι ορθογώνιοι όµως δεν είναι κατ’ ανάγκην και πλήρεις όπως 

είδαµε στο παραπάνω παράδειγµα. 

 

3.2.4 Σχεδιασµοί λατινικών τετραγώνων 

(latin square designs) 

 

Ένα Λατινικό Τετράγωνο (Κουκουβίνος, 2005) τάξης n είναι ένας n x n 

πίνακας µε ακριβώς n διαφορετικά σύµβολα, όπου κάθε σύµβολο εµφανίζεται µία 

φορά σε κάθε γραµµή και µία φορά σε κάθε στήλη. Τα Λατινικά Τετράγωνα είναι 

σχεδιασµοί 3 παραγόντων µε n στάθµες ο καθένας, όπου δε λαµβάνουµε 

παρατηρήσεις για κάθε συνδυασµό των σταθµών των τριών παραγόντων, αλλά για 

κάθε συνδυασµό σταθµών οποιονδήποτε 2 εξ’ αυτών. 

 

Λέγεται ότι είναι σε κανονική µορφή ή κανονικοποιηµένο αν η πρώτη του 

γραµµή και η πρώτη του στήλη είναι σε φυσική σειρά. Μπορούµε εύκολα να 

κανονικοποιήσουµε ένα Λατινικό Τετράγωνο µε αντιµεταθέσεις των γραµµών και 

των στηλών του. Στη συνέχεια βλέπουµε ένα Λατινικό Τετράγωνο 5 x 5 πρώτα σε 

τυχαία µορφή και στη συνέχεια κανονικοποιηµένο. 

 

Παράδειγµα 3.3 

 

Μη κανονικοποιηµένο λατινικό τετράγωνο  5 x 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

A B C D E 

D E A B C 

B C D E A 

E A B C D 

C D E A B 
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                Λατινικό τετράγωνο 5 x 5 σε κανονική µορφή 

 

A B C D E 

B C D E A 

C D E A B 

D E A B C 

E A B C D 

 

Για κάθε Λατινικό Τετράγωνο n τάξης υπάρχει τουλάχιστον ένα Λατινικό 

Τετράγωνο που σχηµατίζεται µε κυκλική εναλλαγή των γραµµάτων. ∆υο Λατινικά 

Τετράγωνα τέτοια ώστε σε όλες τις θέσεις όπου στο πρώτο εµφανίζεται ένα 

συγκεκριµένο σύµβολο, στο άλλο να εµφανίζονται όλα τα άλλα σύµβολα εκτός αυτού 

ονοµάζονται ορθογώνια. Γενικά υπάρχουν το πολύ n-1 ανά δύο ορθογώνια Λατινικά 

Τετράγωνα τάξης 1n > . Υπάρχουν όµως Λατινικά Τετράγωνα για τα οποία δεν 

υπάρχουν ορθογώνια όπως το παρακάτω: 

                                     

Παράδειγµα 3.4 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο Λατινικό Τετράγωνο του παραδείγµατος 3.4 αντί για λατινικά γράµµατα 

από το A έως το F, χρησιµοποιήθηκαν ισοδύναµα αριθµοί από το 1 έως το 6. 
 

Γενικά στο σχεδιασµό Λατινικών Τετραγώνων οι γραµµές εκφράζουν τον ένα 
παράγοντα, οι στήλες τον δεύτερο και τα γράµµατα τις αγωγές.  
 
                                           
                                
 

5 6 1 4 3 2 

6 5 2 1 4 3 

1 2 3 5 6 4 

2 3 4 6 1 5 

4 1 5 3 2 6 

3 4 6 2 5 1 
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Παράδειγµα 3.5 

 
Παράδειγµα εφαρµογής σχεδιασµού Λατινικών Τετραγώνων 

(Styan et al., 2008) 
 

Ο Palluel το 1778 χρησιµοποίησε το σχεδιασµό Λατινικών Τετραγώνων για 

να επιλέγει κάθε µέρα 4 πρόβατα προς σφαγή τα οποία όµως να είναι διαφορετικής 

ράτσας και να ακολουθούν διαφορετική δίαιτα το καθένα.  

Στη συνέχεια παρατίθεται το περί ού ο λόγος Λατινικό Τετράγωνο, οι γραµµές 

του οποίου αντιστοιχούν σε διαφορετικές ράτσες και οι στήλες σε διαφορετικές 

δίαιτες.  

Λατινικό Τετράγωνο του Palluel 

A B C D 

D A B C 

C D A B 

B C D A 

 

3.2.5 Παραγοντικοί σχεδιασµοί αναµεµειγµένοι σε οµάδες (blocks) 

 

Η ανάµειξη (confounding) είναι µια τεχνική σχεδιασµού για να 

τακτοποιήσουµε ένα πλήρες ή κλασµατικό παραγοντικό πείραµα σε blocks όπου το 

µέγεθος κάθε block είναι µικρότερο από τον αριθµό των συνδυασµών αγωγών σε µια 

επανάληψη. Με την τεχνική αυτή αποκτάται πληροφορία σχετικά µε ορισµένες 

επιδράσεις αγωγών (κυρίως υψηλής τάξης). 

Για να γίνει κατανοητή η τεχνική της ανάµειξης σχεδιασµών σε blocks, ας 

δούµε ένα παράδειγµα ενός  42  πλήρους παραγοντικού σχεδιασµού αναµεµειγµένου 

σε δύο blocks: 

Παράδειγµα 3.6 

 

 Όπως ήδη έχουµε δει στον πλήρη  42  παραγοντικό σχεδιασµό απαιτούνται 
42 =16 επαναλήψεις. Αν λοιπόν χωρίσουµε τις επαναλήψεις σε δύο οµάδες κάθε 

οµάδα θα αποτελείται από 8 επαναλήψεις. Έστω οι παράγοντες A,B,C,D. Τότε, ένας 

πιθανός προσδιορισµός των δύο blocks µε αναµεµειγµένη την αλληλεπίδραση 

υψηλότερης τάξης φαίνεται στον Πίνακα 3.7: 
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                                             ΠΙΝΑΚΑΣ 3.7 
 

    

 
 

Παρατηρούµε ότι στο πρώτο block η αλληλεπίδραση ABCD όλων των 

παραγόντων είναι πάντα θετική, ενώ στο δεύτερο πάντα αρνητική. Αυτό προκύπτει 

από το γεγονός ότι η αλληλεπίδραση ABCD υψηλότερης τάξης είναι αναµεµειγµένη 

στα δύο blocks. 

  Ένα βασικό πλεονέκτηµα του σχεδιασµού αναµεµειγµένου σε blocks είναι ότι 

ο ερευνητής µπορεί να επιλέξει τη χρονική στιγµή που θα εκτελέσει τις επαναλήψεις 

κάθε οµάδας, χωρίς κατ’ ανάγκην να πρέπει να πραγµατοποιηθούν οι επαναλήψεις 

των δύο οµάδων ταυτόχρονα. Αυτό είναι συχνά ιδιαίτερα χρήσιµο ειδικά όταν το 

πείραµα απαιτεί µεγάλο χρονικό διάστηµα για να διεξαχθεί ολόκληρο. 

Με την ίδια ακριβώς λογική λειτουργεί η ανάµειξη και στους κλασµατικούς 

παραγοντικούς σχεδιασµούς. 

 
3.2.6 Ο παραγοντικός σχεδιασµός split-plot  
 

Ο παραγοντικός σχεδιασµός διαιρεµένων τεµαχίων (split-plot factorial 

design) αναπτύχθηκε από τον Fischer το 1925 και αρχικά χρησιµοποιήθηκε κατά 

κόρον σε πειράµατα που αφορούσαν γεωργικές καλλιέργειες (Fischer, 1925). 

Ουσιαστικά πρόκειται για σχεδιασµό αναµεµειγµένο σε οµάδες στον οποίο τα ίδια τα 

blocks λειτουργούν σαν πειραµατικές µονάδες για κάποιους από τους παράγοντες.  

Αυτό σηµαίνει ότι τελικά δηµιουργούνται δύο επιπέδων πειραµατικές 

µονάδες. Οι κύριες µονάδες (whole plots) αποτελούνται από ολόκληρα τα blocks, ενώ 

οι µονάδες που εµπεριέχονται στα blocks και επίσης συµπεριφέρονται ως 

πειραµατικά αντικείµενα, θεωρούνται δευτερεύουσες (subplots ή split plots). Σε 

Block 1  Block 2 

I A 

AB B 

AC C 

BC D 

AD ABC 

BD BCD 

CD ACD 

ABCD ABD 
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αντιστοιχία µε τα δύο επίπεδα αντικειµένων υπό µελέτη, υπάρχουν και δύο επίπεδα 

τυχαιοποίησης για τη σειρά των αγωγών.  

Ας θεωρήσουµε µια µελέτη για την επίδραση δύο µεθόδων άρδευσης 

(Παράγοντας Α) και δύο διαφορετικών ειδών λιπασµάτων (Παράγοντας Β) στην 

παραγωγική διαδικασία τεσσάρων µικρών χωραφιών. Στην περίπτωση αυτή, δεν είναι 

δυνατό να εφαρµοστεί διαφορετική µέθοδος άρδευσης µέσα στο ίδιο χωράφι, 

αντίθετα όµως είναι εφικτό να χρησιµοποιηθεί διαφορετικό λίπασµα ανά λίγα 

τετραγωνικά µέτρα γης. Ας φανταστούµε, λοιπόν κάθε χωράφι να χωρίζεται σε δύο 

µέρη. Το γράφηµα που ακολουθεί είναι αρκετά διαφωτιστικό όσο αφορά τη χρήση 

πειραµατικού σχεδιασµού split-plot (Jones et al., 2009) : 

 

 
                                         

          Γράφηµα 3.4       
 
Με Α1 και Α2 συµβολίζονται οι δύο διαφορετικοί τρόποι άρδευσης και µε Β1 

και Β2 τα δύο είδη λιπασµάτων. Κάθε χωράφι αρδεύεται µε ενιαίο τρόπο, αλλά σε 

κάθε τεµάχιο αυτού χρησιµοποιείται διαφορετικό λίπασµα. Ο παράγοντας Α 

θεωρείται κύριος παράγοντας (whole-plot factor) και ο Β διαιρεµένος (split-plot 

factor). 

 
3.2.7 Ο παραγοντικός σχεδιασµός Plackett-Burman 

 

Οι σχεδιασµοί Plackett-Burman αποτελούν µια ειδική κατηγορία ορθογώνιων 

κλασµατικών σχεδιασµών, οι οποίοι κατασκευάζονται µε κυκλικές µεταθέσεις µιας 

δοσµένης εκτέλεσης ή οµάδων εκτελέσεων. ∆όθηκαν στη δηµοσιότητα το 1946 από 

τους Plackett και Burman (Plackett et al., 1946) και αποτελούν ιδιαίτερα χρήσιµο 
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στατιστικό εργαλείο, αφού επιτρέπουν την εκτίµηση k κυρίων επιδράσεων 

εκτελώντας µόνο k+1 επαναλήψεις.  

Στους σχεδιασµούς αυτούς οι επαναλήψεις είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 4. 

Στην περίπτωση όπου ο αριθµός των επαναλήψεων αποτελεί δύναµη του 2, τότε ο 

σχεδιασµός  Plackett-Burman  ταυτίζεται µε τον κλασµατικό παραγοντικό σχεδιασµό 

δύο παραγόντων, αναλυτικής τάξης ΙΙΙ.  

Στη συνέχεια θα δούµε ένα παράδειγµα τέτοιου σχεδιασµού (Lu, 1992) ο 

οποίος µάλιστα φαίνεται να εµπεριέχει και αποκοµµένες παρατηρήσεις. 

 

Παράδειγµα 3.7 

 

Σε µια µελέτη µε σκοπό τη βελτίωση της αξιοπιστίας µιας συσκευής 

θέρµανσης/ψύξης ο Specht (1985) πραγµατοποίησε ένα πείραµα διάρκειας ζωής 

κάνοντας χρήση ενός σχεδιασµού Pluckett-Burnman 12 επαναλήψεων, που λάµβανε 

υπόψη 10 παράγοντες δύο σταθµών. 

Από αυτούς οι τέσσερις αφορούσαν την κατεργασία των υλικών: 

• Α (εκτεταµένη-1,ειδική-2)  

• F (χωρίς κατεργασία-1, µε κατεργασία-2) 

• J (παλαιού τύπου-1, νέου τύπου-2) 

• Κ (ενισχυµένη-1, τυπική-2) 

∆ύο αφορούσαν µεθόδους επιλογής υλικών:  

• C (ιδιαίτερη-1, τυπική-2),  

• E (ειδική ποιότητα-1, κλασική-2)  

και τέλος, τέσσερις αφορούσαν το σχεδιασµό του προϊόντος: 

• B (στυλ1-1, στυλ2-2),  

• D (βαρύ-1,ελαφρύ-2), 

• G (µε κοφτερά µέρη-1, χωρίς-2), και   

• H (σε φυσική µορφή-1, σε µη φυσική µορφή-2)  

 

Ο πίνακας σχεδιασµού και τα δεδοµένα διάρκειας ζωής φαίνονται στη συνέχεια. 

Κάθε µονάδα χρόνου ζωής αντιστοιχεί σε 100 κύκλους λειτουργίας της συσκευής. Η 

διάρκεια ζωής µετράται είτε έως ότου επέλθει θραύση των γωνιακού σωλήνα (TCC: 

tube corner cracks) είτε έως ότου αποτύχει ο ενδιάµεσος σωλήνας (DAG: duct angle 
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cracks). Όπως θα δούµε στα πειραµατικά δεδοµένα εµπεριέχονται πλήρεις αλλά και 

αποκοµµένες παρατηρήσεις.  

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.8 

 

Α/α 
 

ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ Χρόνοι αποτυχίας 

F B A C D E G H J K TCC DAC 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 (164,∞ ) (128,140) 

2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 (164,∞ ) (164,∞ ) 

3 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 (0,42) (116, 128) 

4 1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 (93.5, 105) (56.5, 71) 

5 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 (82,93.5) (71, ��� 

6 1 2 2 2 1 2 1 2 1 1 (93.5, 105) (71,82) 

7 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 (164,∞ ) (164,∞ ) 

8 2 1 2 1 2 2 1 1 1 2 (56.5, 71) (56.5, 71) 

9 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 (164,∞ ) (164,∞ ) 

10 2 2 2 1 1 1 2 2 1 2 (56.5 , 71) (0,42) 

11 2 2 1 2 1 1 1 1 2 2 (128,140) (164,∞ ) 

12 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 (164,∞ ) (164,∞ ) 

 
 

Παρατηρούµε ότι και στις δύο αποκρίσεις, οι 5 από το σύνολο των 12 

παρατηρήσεων, δηλαδή ένα ποσοστό ύψους πάνω από 40% έχουν χρόνο αποκοπής 

τους 164 (x100) κύκλους ζωής.  

 

3.2.8 Ο 3k  παραγοντικός σχεδιασµός 

 

Με την ίδια ακριβώς λογική που ορίσαµε σε προηγούµενες ενότητες τον 2k  

πειραµατικό σχεδιασµό, στην ενότητα αυτή θα ορίσουµε, καθώς επίσης και θα δούµε 

κάποια παραδείγµατα σχετικά µε τον 3k  πλήρη και κλασµατικό παραγοντικό 

σχεδιασµό. 
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3.2.8.1 Ο 3k  πλήρης παραγοντικός σχεδιασµός (full factorial design) 

 
 Όπως είναι λογικό ο 3k  πλήρης παραγοντικός σχεδιασµός λαµβάνει υπόψη k 

αριθµό παραγόντων που δέχονται τιµές σε τρεις στάθµες και απαιτεί 3k  επαναλήψεις. 

Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι ένας 53  πλήρης παραγοντικός σχεδιασµός απαιτεί 
53 =243 επαναλήψεις, διαδικασία εξαιρετικά χρονοβόρα και επίπονη. Λόγω, λοιπόν, 

του µεγάλου αριθµού αγωγών που διαθέτουν τέτοιου είδους σχεδιασµοί, συνήθως δεν 

πραγµατοποιούνται πλήρως αλλά κλασµατικά. 

 

3.2.8.2 Ο 3k  κλασµατικός παραγοντικός σχεδιασµός (fractional factorial design) 

 
 Ήδη έχουµε εξηγήσει πως λειτουργεί ένας κλασµατικός πειραµατικός 

σχεδιασµός. Ας δούµε, λοιπόν, ένα παράδειγµα ενός 3 13 −  σχεδιασµού. 

 Ο σχεδιασµός αυτός µελετά 3 παράγοντες, έστω A, B, C οι οποίοι δέχονται 

τιµές σε τρεις στάθµες ο καθένας. Ας θεωρήσουµε ότι η χαµηλή στάθµη κάθε 

παράγοντα συµβολίζεται µε τον αριθµό 1, η µεσαία µε τον αριθµό 2 και η υψηλή µε 

τον αριθµό 3. Ο σχεδιασµός απαιτεί 3 13 − =9 επαναλήψεις και ον σχεδιαστικός πίνακας 

φαίνεται στη συνέχεια: 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3.9 

 
 

Α/Α 
Παράγοντες 

A B C 
1 1 1 1 

2 1 2 3 

3 1 3 2 

4 2 1 3 

5 2 2 2 

6 2 3 1 

7 3 1 2 

8 3 2 1 

9 3 3 3 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΩΝ ΜΕ 

ΑΠΟΚΟΜΜΕΝΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 
4.1 Εισαγωγικά στοιχεία 

 

Όπως ήδη έχουµε αναφέρει ο παραγοντικός σχεδιασµός καθώς και πιο 

συγκεκριµένα ο πειραµατικός σχεδιασµός του Taguchi χρησιµοποιούνται κατά κόρον 

από τις βιοµηχανίες και όχι µόνο, για τη βελτίωση της παραγωγικής διαδικασίας. Στις 

εφαρµογές της ανάλυσης αξιοπιστίας ή επιβίωσης, όµως, πολύ συχνά προκύπτουν 

ελλιπή (αποκοµµένα) δεδοµένα , κυρίως τύπου ΙΙ.  

Αυτό σηµαίνει ότι πριν από την έναρξη του πειράµατος ορίζεται ο συνολικός 

αριθµός αντικειµένων ή ατόµων πάνω στα οποία θα πραγµατοποιηθεί η µελέτη. Η 

λήξη, όµως, της πειραµατικής διαδικασίας δεν ορίζεται ως η χρονική στιγµή που θα 

αποτύχει και το τελευταίο αντικείµενο, αλλά ως η χρονική στιγµή όπου ένα ορισµένο 

ποσοστό αυτών θα έχει αποτύχει. 

Στις περιπτώσεις αυτές, απαιτείται από την πλευρά του αναλυτή ιδιαίτερη 

επιδεξιότητα ώστε να γίνει η προσαρµογή του καταλληλότερου µοντέλου στα 

πειραµατικά δεδοµένα, αφού, όπως θα δούµε αναλυτικά στη συνέχεια, η µέθοδος 

ανάλυσης διασποράς (analysis of variance (ANOVA) method) η οποία αποδεικνύεται 

ιδιαίτερα αποτελεσµατική σε εφαρµογές µε πλήρη δεδοµένα, δεν αποτελεί τόσο 

χρήσιµο εργαλείο όταν στα πειραµατικά δεδοµένα εµπεριέχονται εκτός από πλήρεις 

και αποκοµµένες παρατηρήσεις. 

 

4.2 Σύντοµη ιστορική αναδροµή 

 

Η προσπάθεια στατιστικής ανάλυσης αποκοµµένων παρατηρήσεων µετρά 

πάνω από τέσσερις δεκαετίες ζωής. Οι αµερικανοί Wayne Nelson και Gerald J.Hahn 

ήταν από τους πρώτους που ασχολήθηκαν εκτενώς µε το θέµα στα τέλη της δεκαετίας 

του ’60, ενώ αξιοσηµείωτη βιβλιογραφία αρχίζει να υπάρχει από τη δεκαετία του ’70 

και µετά. 
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Στους δύο αµερικανούς οφείλεται και η χρήση της µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων (LS: least square method), καθώς και της επαναληπτικής µεθόδου 

ελαχίστων τετραγώνων (ILS: iterative least square method) στην ανάλυση 

αξιοπιστίας (Hahn et al., 1981). Άλλη µέθοδος στατιστικής ανάλυσης πειραµατικών 

δεδοµένων που χρησιµοποιείται και σε εφαρµογές µε ελλιπείς παρατηρήσεις είναι η 

µέθοδος εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας (MLE: maximum likelihood estimation 

method) που χρησιµοποιείται ευρέως σε γραµµικά µοντέλα. Η µέθοδος αυτή 

χρονολογείται από τις αρχές του 20ου αιώνα, αλλά η χρήση της στην ανάλυση 

επιβίωσης καθιερώθηκε από τους Hamada και Wu (Hamada et al., 1991) αρκετά 

χρόνια µετά. 

Στις αρχές της δεκαετίας του ’80 ο κινέζος Julong Deng διατύπωσε τη θεωρία 

“grey system” (Deng, 1989), η οποία συµπεριλαµβάνει τη λεγόµενη µέθοδο “grey 

prediction” (grey prediction method) που αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιµη, αφού 

απαιτεί γενικά µικρό δείγµα ατόµων για τη διεξαγωγή της πειραµατικής διαδικασίας, 

ενώ η εφαρµογή της είναι σχετικά απλή.  

Επίσης, η µέθοδος ΜΑΑ (minute accumulating analysis) του ιάπωνα Taguchi 

(Taguchi et al., 1987), αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιµη σε δεδοµένα αποκοµµένα σε 

διάστηµα, ενώ η µέθοδος ανάλυσης του Torres χρησιµοποιείται ευρέως σε µη 

επαναλαµβανόµενους και κλασµατικούς παραγοντικούς σχεδιασµούς (Torres, 1993). 

Το 1994 οι Lu και Unal πρότειναν τον αλγόριθµο ΕΜΜ (expectation-

modeling-maximization) που χρησιµοποιεί ψευδο-πλήρη δεδοµένα και κάνει 

εφαρµογή της ανάλυσης παλινδρόµησης για τη σύγκριση των κύριων επιδράσεων και 

αλληλεπιδράσεων δύο παραγόντων (Lu et al., 1994), ενώ το 1995 οι Hamada και Wu 

χρησιµοποίησαν µια πολυπλοκότερη µέθοδο υιοθετώντας µια Μπεϋζιανή (Bayesian) 

προσέγγιση µε σκοπό να εκτιµήσουν τα ελλιπή δεδοµένα που προέκυψαν σε ένα 

κλασµατικό πειραµατικό σχεδιασµό, δεδοµένου ότι η εκτιµήτρια µέγιστης 

πιθανοφάνειας δεν υπήρχε ή απειριζόταν (Hamada et al., 1995). 

Τέλος, ιδιαίτερα αποτελεσµατική αποδεικνύεται, επίσης, η χρήση µη 

παραµετρικών (non-parametrical) µεθόδων και ανάλυσης παλινδρόµησης για την 

ανάλυση αποκοµµένων δεδοµένων που προέκυψαν σε επαναλαµβανόµενους ή µη 

πειραµατικούς σχεδιασµούς, αφού µε τον τρόπο αυτό λαµβάνεται υπόψη και η 

µεταβλητότητα των παραγόντων. 
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4.3 Μέθοδοι ανάλυσης δεδοµένων 

 

Στη συνέχεια θα δούµε κάποιες προτεινόµενες µεθόδους για την ανάλυση 

πειραµατικών δεδοµένων που εµπεριέχουν αποκοµµένες παρατηρήσεις: 

 

4.3.1 Μέθοδος εκτίµησης ελαχίστων τετραγώνων για αποκοµµένα πειραµατικά 

δεδοµένα 

 

Σε πειράµατα που εµπεριέχουν αποκοµµένες παρατηρήσεις, η µέθοδος 

εκτίµησης ελαχίστων τετραγώνων µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση της 

µέσης τιµής  και της διασποράς µόνο κάτω από την υπόθεση της κανονικότητας των 

πειραµατικών δεδοµένων. 

Έστω ότι το σύνολο των παρατηρήσεων 1 2 ...r r n sX X X+ + −< < <  αποτελεί ένα 

κανονικά κατανεµηµένο δείγµα δεδοµένων τύπου ΙΙ, αποκοµµένων σε διάστηµα µε 

µέση τιµή µ και διασπορά 2σ .  

Τότε η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής των iX  µε i = r+1 , r+2 ,…., n-s 

εκφράζεται ως εξής: 

( ) ( ),i
iF X

µ
σ

Χ −
= Φ   1r i n s+ ≤ ≤ −  

Όπου η συνάρτηση Φ() αποτελεί την τυπική αθροιστική συνάρτηση της κανονικής 

κατανοµής. Από την παραπάνω εξίσωση προκύπτει η εκτιµήτρια: 

ˆˆ ( ) ( ),
ˆ

i
iF X

µ
σ

Χ −
= Φ   1r i n s+ ≤ ≤ −  για την οποία είναι γνωστό ότι 

ισχύει: 

ˆ ( )
1i

i
F X

n
=

+
  (D’Agostino et al., 1986) 

Η τελευταία εξίσωση γράφεται αλλιώς: 

 1
,

ˆ ˆ 1ˆ( ( ))
ˆ ˆ ˆ

i
i i

X
F X

µ µ
σ σ σ

− −
Φ = = − + Χ  1r i n s+ ≤ ≤ −  (1) 

Η (1) µπορεί να θεωρηθεί γραµµικό µοντέλο παλινδρόµησης της µορφής: 

0 1i iY β β= + Χ  , 

µε 1 ˆ( ( ))i iY F X−= Φ , 0

ˆ
ˆ
µ

β
σ

= −  και 1

1
ˆ

β
σ

= . 
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Εποµένως, οι εκτιµήτριες µέσης τιµής και διασποράς που συµβολίζονται 

µε µ̂ καισ̂  αντίστοιχα, µπορούν να υπολογισθούν από την ελαχιστοποίηση του 

αθροίσµατος τετραγωνικών σφαλµάτων ως εξής: 

2 2
0 1

1 1

min min ( )
n s n s

i i i
i r i r

Yε β β
− −

= + = +

= − − Χ∑ ∑  (2) 

Με µερική παραγώγιση της (2) ως προς 0β και 1β έχουµε τις εκτιµήτριες: 

 1
1

2

1

( )
1ˆ
ˆ( )

n s

i i
i r

n s

i
i r

X X Y

X X
β

σ

−

= +
−

= +

−
= =

−

∑

∑
  και 0 1

ˆ ˆβ β= Υ − Χ  (3) 

Από την (3) προκύπτουν οι ζητούµενες εκτιµήτριες ως: 

2

1

1

( )
ˆ

( )

n s

i
i r
n s

i i
i r

X X

X X Y
σ

−

= +
−

= +

−
=

−

∑

∑
  και  ˆ ˆµ σ= Χ − Υ . 

Σηµειώνεται ότι για r=0 έχουµε την περίπτωση δεξιά αποκοµµένων 

δεδοµένων τύπου ΙΙ, ενώ για s=0 έχουµε την περίπτωση αριστερά αποκοµµένων 

δεδοµένων τύπου ΙΙ αντίστοιχα. 

 

4.3.2 Επαναληπτική µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων για αποκοµµένα 

πειραµατικά δεδοµένα 

 

 Η µέθοδος αυτή αναφέρεται στην ξένη βιβλιογραφία ως (ILS: iterative least 

squares) και αποτελεί µια εξίσου απλή µέθοδο ανάλυσης δεδοµένων στην οποία 

αρχικά οι αποκοµµένοι χρόνοι αποτυχίας αντιµετωπίζονται σαν να ήταν πλήρεις.  

 Ας δούµε τα βήµατα της µεθόδου: 

 

i. Σ’ αυτό το βήµα και µόνο, τα ελλιπή δεδοµένα θεωρούνται πλήρη και σ’ 

αυτά γίνεται µια πρώτη εφαρµογή της γνωστής µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων. 

ii. Στη συνέχεια και µε χρήση των αποτελεσµάτων αυτής της πρώτης 

εφαρµογής, εκτιµάται ο αναµενόµενος χρόνος αποτυχίας για κάθε 

αποκοµµένη παρατήρηση. 
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iii. Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων επαναλαµβάνεται και αυτή τη 

φορά οι ελλιπείς παρατηρήσεις που στο βήµα i θεωρήθηκαν πλήρεις 

λαµβάνουν την τιµή που εκτιµήθηκε στο βήµα ii.  

iv. Τα βήµατα ii και iii επαναλαµβάνονται, µέχρις ότου µετά από πολλαπλές 

επαναλήψεις της µεθόδου, οι εκτιµήσεις φτάσουν να συγκλίνουν σε µια 

τιµή. 

 

Ο βασικός περιορισµός της επαναληπτικής µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων 

έγκειται στο γεγονός ότι το τελικό µοντέλο επηρεάζεται σηµαντικά από το αρχικά 

επιλεγµένο, καθώς και το ότι δε λαµβάνονται υπόψη οι αλληλεπιδράσεις και η 

απόκλιση των παραγόντων. 

 

4.3.3 Μέθοδος ΜΑΑ για την ανάλυση πειραµατικών δεδοµένων αποκοµµένων σε 

διάστηµα 

 

Στη µέθοδο ΜΑΑ (minute accumulating analysis) του Taguchi τα δεδοµένα 

κωδικοποιούνται µε 0 και 1. Σε κάθε επανάληψη, αν το υπό µελέτη αντικείµενο είναι 

σε λειτουργία εκφράζεται µε το σύµβολο 1, ενώ αν έχει αποτύχει εκφράζεται µε 0. 

Στη συνέχεια, τα δεδοµένα αντιµετωπίζονται σαν να προήλθαν από σχεδιασµό split-

plot. Σαν “whole-plot factors” θεωρούµε όλους τους παράγοντες ελέγχου, ενώ σαν 

“split-plot factor” τον παράγοντα χρόνο (Tong et al., 1995). 

Στα πλαίσια της εργασίας αυτής δε θα ασχοληθούµε περαιτέρω µε τη 

συγκεκριµένη µέθοδο, µιας και το γεγονός ότι κατά την ανάλυση των δεδοµένων οι 

αποκοµµένοι χρόνοι αντιµετωπίζονται σαν να ήταν πλήρεις χρόνοι αποτυχίας, οδηγεί 

συχνά σε ελλιπή συµπεράσµατα, αφού οι µη παρατηρούµενοι χρόνοι αποτυχίας 

µπορεί να απέχουν πολύ από τους χρόνους αποκοπής. 

 
4.3.4 Ανάλυση πειραµατικών σχεδιασµών κάνοντας χρήση της ανάλυσης του 
Torres 
 

Στη µέθοδο αυτή θα χρησιµοποιήσουµε αρχικά τη µέθοδο ελαχίστων 

τετραγώνων µε σκοπό να εκτιµήσουµε τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση κάθε 

αγωγής.  
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Στη συνέχεια θα εφαρµόσουµε την ανάλυση του Torres µε σκοπό την εκτίµηση 

της επίδρασης κάθε παράγοντα και κάποιων συνδυασµών παραγόντων στην ολική 

απόκριση (Tong et al., 2006).  

Τα βήµατα αυτής περιγράφονται εν συντοµία παρακάτω: 

a. Θεωρούµε ένα διάνυσµα L που εµπεριέχει τις εκτιµήσεις ελαχίστων 

τετραγώνων του συνόλου των αγωγών, καθώς και το διάνυσµα ταξινόµησης 

αυτού R. 

b. Ορίζουµε έναν πίνακα Χ που να αποτελείται από 1 και -1 και του οποίου η 

πρώτη στήλη είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα και οι υπόλοιπες αναφέρονται 

στους κατά τον ερευνητή σηµαντικούς παράγοντες και συνδυασµούς 

παραγόντων. 

c. Ορίζουµε το R  ως  διάνυσµα  απόκρισης,  οι συντελεστές παλινδρόµησης του 

οποίου υπολογίζονται από την παρακάτω σχέση:  

            1[ ]T T
Ra X X X R−=  

d. Οι εκτιµηµένοι στο προηγούµενο βήµα συντελεστές και επιδράσεις, 

χρησιµοποιούνται για την κατασκευή ενός διαγράµµατος κανονικής 

πιθανότητας, από τη µελέτη του οποίου ο ερευνητής τελικά αποφαίνεται για 

το βέλτιστο συνδυασµό σταθµών παραγόντων. 

 

4.3.5 Μέθοδος για την ανάλυση αποκοµµένων δεδοµένων που προκύπτουν από 

τον παραµετρικό σχεδιασµό του Taguchi 

 

Στα περισσότερα πειράµατα η συλλογή πειραµατικών δεδοµένων αποσκοπεί 

στην ανάλυση της µέσης απόκρισης. Ο Taguchi, όµως, όπως ήδη έχουµε δει, δίνει 

γενικά µεγάλη έµφαση στη µελέτη της απόκλισης της απόκρισης, χρησιµοποιώντας 

ένα δείκτη αναλογίας σήµατος/θορύβου (signal-to-noise (S/N) ratio). Αρκετές είναι οι 

µεθοδολογίες ανάλυσης που λαµβάνουν υπόψη την αναλογία αυτή, κάποιες όµως από 

αυτές έχουν ευρεία εφαρµογή και χωρίζονται ανάλογα µε το είδος της απόκρισης 

στην οποία αποσκοπούν.  

Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιείται ελαφρώς διαφορετική µεθοδολογία όταν ο 

ερευνητής ζητά την ελαχιστοποίηση της τιµής απόκρισης (smaller-the-better), 

διαφορετική όταν ζητά τη µεγιστοποίηση αυτής (larger-the-better) και τέλος 

διαφορετική όταν αποσκοπεί σε συγκεκριµένη τιµή (nominal-the-best). (Byrne et al., 
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1987). Στην τελευταία περίπτωση, προηγείται της ανάλυσης µια διαδικασία που 

ακολουθείται µε σκοπό η µέση τιµή της απόκρισης να πλησιάσει τη ζητούµενη τιµή, 

όσο αυτό είναι δυνατό (Peace, 1993). 

 

i. Το πρώτο βήµα για την ενίσχυση της αξιοπιστίας του παραγόµενου 

προϊόντος είναι φυσικά η µείωση της απόκλισης. Εποµένως, αρχικά ο 

ερευνητής πρέπει να εντοπίσει τους παράγοντες που την επηρεάζουν 

σηµαντικά  και στη συνέχεια να καθορίσει το συνδυασµό των 

επιπέδων των παραγόντων που επηρεάζεται λιγότερο από το θόρυβο. 

Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται και η τελική µείωση της απόκλισης. 

ii. Αφού πραγµατοποιηθεί η µείωση της απόκλισης των δεδοµένων, το 

επόµενο βήµα είναι να µετατοπισθεί η µέση τιµή ώστε να ταυτίζεται 

µε τη ζητούµενη. Ο ερευνητής σ’ αυτό το σηµείο επικεντρώνεται 

στους παράγοντες που επηρεάζουν σηµαντικά την απόκριση, αλλά όχι 

την απόκλιση αυτής κι έτσι γίνεται δυνατή η µετακίνηση της 

κατανοµής των παρατηρήσεων ώστε η µέση τιµή αυτών να ταυτίζεται 

µε τη ζητούµενη, αλλά να µην επηρεαστεί η ίδια η κατανοµή τους.  

 

Με τον τρόπο, δηλαδή, αυτό γίνεται δυνατή η µετακίνηση της µέσης τιµής 

απόκρισης προς την επιθυµητή τιµή (target value). 

Αν, όµως, σκοπός της πειραµατικής διαδικασίας είναι απλώς η 

ελαχιστοποίηση της απόκρισης τότε ο τύπος για το δείκτη αναλογίας σήµατος 

θορύβου δίνεται ως εξής: 

2
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1
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SN y
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= − ∑  
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όπου µε 2s  συµβολίζεται η σχέση 
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stb: smaller-the-better. 
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Αντίστοιχα, αν ζητείται η µεγιστοποίηση της απόκρισης (ltb: larger-the-

better), τότε ο ερευνητής καλείται να πραγµατοποιήσει τις κατάλληλες µετατροπές 

ώστε τελικά το πρόβληµα να αναχθεί στην προηγούµενη περίπτωση: smaller-the-

better κι έτσι να χρησιµοποιηθεί ο δείκτης αναλογίας της σχέσης (4). 

Τέλος, στην περίπτωση που η ζητούµενη απόκριση θέλουµε να παίρνει 

συγκεκριµένη τιµή (ntb: nominal-the-best) ο δείκτης αναλογίας δίνεται από την 

παρακάτω σχέση: 

 
2

210log( )ntb

y
SN

s
=  (5). 

 

Ας δούµε τώρα αναλυτικά τα βήµατα που ακολουθούνται τελικά για την 

ανάλυση αποκοµµένων δεδοµένων που προκύπτουν από τον πειραµατικό σχεδιασµό 

του Taguchi: 

 

i. Αν η απόκριση είναι τύπου larger-the-better, τότε πρέπει αρχικά να 

µετατραπεί σε smaller-the-better, ενώ αν είναι τύπου smaller-the-better ή 

nominal-the-best, τότε στο πρώτο βήµα δεν πραγµατοποιείται καµία απολύτως 

ενέργεια . 

ii. Μέσω της ήδη γνωστής µας µεθόδου εκτίµησης ελαχίστων τετραγώνων (least 

square estimation method) υπολογίζεται η εκτιµήτρια µέσης τιµής και τυπικής 

απόκλισης για κάθε µια από τις αγωγές (treatments). 

iii. Η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση που εκτιµήθηκαν στο βήµα ii 

χρησιµοποιούνται για να υπολογισθούν οι δείκτες αναλογίας 

σήµατος/θορύβου (S/N ratios) για κάθε µια αγωγή ξεχωριστά. Σε κάθε τύπο 

απόκρισης χρησιµοποιείται η αντίστοιχη σχέση για το δείκτη 

σήµατος/θορύβου (4) ή (5). 

iv. Το επίπεδο ενός παράγοντα επιλέγεται βάσει της τιµής του δείκτη αναλογίας 

σήµατος/θορύβου. Όταν η απόκριση είναι τύπου smaller-the-better, τότε ο 

συνδυασµός σταθµών παραγόντων που αντιστοιχεί στον υψηλότερο µέσο 

δείκτη αναλογίας επιλέγεται ως βέλτιστος, ενώ όταν η απόκριση είναι τύπου 

nominal-the-best ακολουθείται η διαδικασία που περιγράψαµε νωρίτερα για 

την τελική επιλογή του βέλτιστου συνδυασµού επιπέδων παραγόντων. 
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4.3.6 Μη παραµετρική µέθοδος για την ανάλυση πειραµατικών δεδοµένων µε 

αποκοµµένες παρατηρήσεις 

 

Συχνά στην ανάλυση δεδοµένων µε αποκοµµένες παρατηρήσεις 

χρησιµοποιούνται µη παραµετρικές µέθοδοι, καθώς αυτές γίνονται εύκολα 

κατανοητές από τον εκάστοτε ερευνητή, έχουν απλή εφαρµογή και δεν απαιτούν 

προϋπάρχουσα γνώση για την κατανοµή των µεταβλητών. Η µη παραµετρική 

µέθοδος που θα αναλυθεί στη συνέχεια, σε συνδυασµό µε την ανάλυση 

παλινδρόµησης όχι µόνο λαµβάνει υπόψη την απόκλιση των παραγόντων, αλλά 

µπορεί ακόµα να φανεί χρήσιµη σε επαναλαµβανόµενα ή µη πειράµατα που 

εµπεριέχουν από δεξιά ή από αριστερά αποκοµµένες παρατηρήσεις.  

Ακόµα, στα πλαίσια της µεθόδου αυτής γίνεται χρήση των τάξεων των 

παρατηρήσεων. Στη συνέχεια, βλέπουµε ένα παράδειγµα ενός ταξινοµηµένου 

δείγµατος 7 παρατηρήσεων. Στην πάνω γραµµή του γραφήµατος φαίνονται οι 

πραγµατικές τιµές των παρατηρήσεων  για  τη  µεταβλητή  x  σε αύξουσα σειρά, ενώ 

στην τελευταία γραµµή φαίνεται η τάξη κάθε παρατήρησης.  

Γενικά σε ένα δείγµα n παρατηρήσεων η µικρότερη παρατήρηση θεωρείται 

πως είναι τάξης 1 (rank 1) και η µεγαλύτερη τάξης n (rank n). 

 

 
    Γράφηµα 4.1 

 

Η χρήση των τάξεων των παρατηρήσεων, αντί για τις ακριβείς τιµές των 

δεδοµένων, προσφέρει αρκετά πλεονεκτήµατα, αφού µε τον τρόπο αυτό απλοποιείται 

σηµαντικά η διαδικασία ανάλυσης των πειραµατικών δεδοµένων. Επιπλέον, η 

κατανοµή των τάξεων παραµένει αναλλοίωτη σε µονότονες µεταθέσεις των 
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δεδοµένων, καθώς επίσης και σε οποιαδήποτε αλλαγή κλίµακας στην περίπτωση 

ποσοτικών µεταβλητών. Τέλος, αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιµη όταν δεν υπάρχει 

αρκετή πληροφορία για το είδος της κατανοµής που ακολουθούν τα πειραµατικά 

δεδοµένα. 

 Στο σηµείο αυτό, θα δούµε αναλυτικά τα βήµατα που ακολουθούνται από τη 

µη παραµετρική µέθοδο ανάλυσης δεδοµένων (Tong et al., 1996): 

 

I. Σαν πρώτο βήµα, απαραίτητος είναι ο διαχωρισµός των πειραµατικών 

δεδοµένων σε πλήρη (uncensored) και αποκοµµένα (censored). Με uY  θα 

συµβολίζουµε το σύνολο των πλήρων και µε cY  το σύνολο των αποκοµµένων. 

II. Στη συνέχεια αν ορίσουµε uZ  τον πίνακα των σταθµών των παραγόντων για 

τα πλήρη δεδοµένα και ˆ
uβ  τον πίνακα των εκτιµητριών των συντελεστών 

παλινδρόµησης µπορούµε να βρούµε, πάντα µε χρήση της ανάλυσης 

παλινδρόµησης, τη σχέση ανάµεσα στο διάνυσµα uY  και στον πίνακα uZ  

όπου: 

             |
ˆˆ

u uZ u uZµ βΥ =  (6), µε |
ˆ ˆ

u uu YY µ Ζ=  

III. Σαν τρίτο βήµα απαιτείται η εύρεση της εκτιµήτριας ĉY  τοποθετώντας στη 

σχέση (6) αντί για τον πίνακα uZ , τον πίνακα cZ , δηλαδή τον πίνακα 

σταθµών παραγόντων για τα αποκοµµένα δεδοµένα. 

IV. Επόµενο βήµα αποτελεί η ταξινόµηση της εκτιµήτριας αποκοµµένων 

δεδοµένων ĉY , µε τα δεδοµένα να τοποθετούνται σε αύξουσα σειρά. Το 

ταξινοµηµένο διάνυσµα συµβολίζεται 1 2
ˆ [ , ,..., ]c n n NR r r r+ += , όπου Ν είναι το 

µέγεθος του δείγµατος και n το πλήθος των παρατηρήσεων που δεν είναι 

αποκοµµένες. Έτσι, αν έχουµε µια παρατήρηση ir  αποκοµµένη από δεξιά θα 

πρέπει να βρίσκεται ανάµεσα στις παρατηρήσεις 1nr +  και Nr , ενώ αν έχουµε 

µια παρατήρηση ir  αποκοµµένη από αριστερά, θα βρίσκεται ανάµεσα στις 

παρατηρήσεις 1 και Ν-n. 

V. Στο πέµπτο βήµα βρίσκουµε το µοντέλο παλινδρόµησης για τη µέση 

απόκριση και την τυπική απόκλιση για κάθε µια από τις επαναλήψεις. Αν  

ορίσουµε τους πίνακες ˆ[ | ]T
u cR R R=  και [ | ]T

u cZ Z Z=  τότε µπορούµε να 
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υπολογίσουµε για τη j-οστή επανάληψη τη µέση τιµή των τάξεων jR  και την 

τυπική απόκλιση των τάξεων jS . Στη συνέχεια, βρίσκουµε τη σχέση µεταξύ 

των jR  και Ζ, καθώς και των jS και Ζ από τις παρακάτω σχέσεις: 

                  |
ˆˆR Z RZµ β=   και  |

ˆˆS Z SZµ β=  ,                              .  

όπου ˆ
Rβ  και ˆ

Sβ  είναι οι πίνακες των εκτιµητριών των συντελεστών 

παλινδρόµησης. 

VI. Εντοπισµός των παραγόντων που επηρεάζουν σηµαντικά τη µέση απόκριση, 

καθώς και την τυπική απόκλιση. Σ’ αυτό µπορούν να φανούν χρήσιµα τα 

γραφήµατα των εκτιµητριών ˆ
Rβ  και ˆ

Sβ . 

VII. Εντοπισµός του βέλτιστου συνδυασµού σταθµών παραγόντων.  

 

Γενικά, για την επιτυχή εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου συνίσταται η χρήση 

της σε πειράµατα όπου τουλάχιστον τα 
2
3

 των παρατηρήσεων αποτελούν πλήρη 

πειραµατικά δεδοµένα. 

 

4.3.7 H µέθοδος ανάλυσης αποκοµµένων δεδοµένων “grey prediction” 

 

Η µέθοδος αυτή δεν απαιτεί ιδιαίτερες προϋποθέσεις και η εφαρµογή της είναι 

σχετικά απλή, γι’ αυτό συχνά χρησιµοποιείται και από ερευνητές που δε διαθέτουν 

ισχυρό στατιστικό υπόβαθρο. 

Αρχικά ο ερευνητής επεξεργάζεται τα πειραµατικά δεδοµένα ως εξής: 

 

i. ∆ηµιουργεί µια ακολουθία στοιχείων (0)x , όπου τοποθετεί τα 

πειραµατικά δεδοµένα µε την ίδια σειρά µε την οποία τα εξέλαβε από 

το πείραµα. 

ii. ∆ηµιουργεί από τη  (0)x  µια νέα ακολουθία δεδοµένων (1)x  ως εξής: 

 

Αν   (0) (0) (0) (0)( (1), (2),...., ( ))x x x x n=  

          = (0)( ( ) : 1,2,..., )x k k n= , 
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Τότε η ακολουθία (1)x  συµβολίζεται ως 1-AGO (accumulated generating 

operation) της (0)x  και δίνεται ως εξής: 

 
1 2

(1) (0) (0) (0)

1 1 1

( ( ), ( ),...., ( ))
n

k k k

x x k x k x k
= = =

= ∑ ∑ ∑ .  

Έτσι, η ακολουθία (0)x  µπορεί εύκολα να βρεθεί εκτελώντας την αντίστροφη 

διαδικασία (IAGO: inverse accumulated generating operation). H διαδικασία µε 

σύµβολα δίνεται ως:  IAGO (1)x = (0)x  και για τη ( )(0)x κ  ισχύει η αναδροµική σχέση: 

(0) (1) (1)( ) ( ) ( 1)x k x k x k= − + . 

 

Στη συνέχεια, ο ερευνητής καλείται να κατασκευάσει ένα µοντέλο, όπως είναι 

για παράδειγµα τα GM(1,1), GM(1,N) και GM(0,N). O συµβολισµός GM (grey 

modeling) αναφέρεται στο γεγονός ότι πρόκειται για µοντέλο της µεθόδου που 

µελετάµε. Η πρώτη παράµετρος µέσα στην παρένθεση συµβολίζει την τάξη της 

παραγώγισης του µοντέλου και η δεύτερη τον αριθµό των παραγόντων που 

µελετώνται.  

Το µοντέλο που κατασκευάζεται είναι ένα µοντέλο διαφορικών εξισώσεων, 

κάτι που σηµαίνει ότι η κατασκευή του στηρίζεται σε ένα σύνολο γραµµικών 

διαφορικών εξισώσεων. Το σύνηθες διαφορικό µοντέλο πρώτης τάξης δίνεται ως 

εξής:   

dx
x b

dt
α+ = . 

 

Οι διαφορικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται κατά κύριο λόγο για τη διαφόριση 

συνεχών (µη διακριτών) δεδοµένων. Η ακολουθία δεδοµένων (0)x , όµως, αποτελείται 

από διακριτές, µη διαφορίσιµες παρατηρήσεις. Για το λόγο αυτό ο Deng 

χρησιµοποίησε το σύνηθες διαφορικό µοντέλο για να κατασκευάσει ένα µοντέλο 

διαφορικών εξισώσεων για την ακολουθία (1)x  και το αποτέλεσµα ήταν το εξής: 

 
(1)

(1)dx
x b

dt
α+ =  (Deng, 1982), 
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Βάσει αυτού ας παρακολουθήσουµε την κατασκευή του µοντέλου GM(1,1) 

που αποτελεί και το δηµοφιλέστερο µοντέλο της µεθόδου “grey prediction”. 

(0) (1)( ) ( )x k Z k bα+ =  (6),   όπου (1) (1) (1)1 1
( ) ( ) ( 1)

2 2
Z k x k x k= + −   

και τα α,b είναι παράµετροι του µοντέλου, των οποίων οι τιµές προκύπτουν µε χρήση 

της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων.   

 

Από την εξίσωση (6), τώρα, για k=2,3,…,n έχουµε: 

 

 (0) (1)(2) (2)x Z bα+ =  

 (0) (1)(3) (3)x Z bα+ =  

 ……………………. 
(0) (1)( ) ( )x n Z n bα+ =  

Έστω, λοιπόν, (0) (0) (0)[ (2), (3),...., ( )]T
NY x x x n= ,  

(1)

(1)

(1)

(2) 1
(3) 1

...... ...
( ) 1

Z
Z

B

Z n

−
−

=

−

 και ˆ [ , ]Ta a b= . 

Τότε το µοντέλο γίνεται ˆNY Ba=  και µε πολλαπλασιασµό από αριστερά του 

ανάστροφου TB  έχουµε: 

 ˆ 0T T
NB Y B Ba− = .  

Τέλος, µε εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων, προκύπτει ο 

πίνακας των παραµέτρων του µοντέλου ως εξής: 

 1ˆ ( )T T
Na B B B Y−= . 

Έτσι, αντικαθιστώντας τις τιµές των παραµέτρων, η εξίσωση απόκρισης 

δίνεται από τη σχέση: 

 (1) (0)( 1) [ (1) ] akb b
x k x e

a a
+ = − +  (7)  

Από την τελευταία, προκύπτει η (0)x  , αφού (0)x = IAGO (1)x . Έχουµε, λοιπόν: 

 (0) (1) (1)( 1) ( 1) ( )x k x k x k+ = + −  

       = (0)(1 )[ (1) ]a akb
e x e

a
−− − . 
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Έστω, τώρα, η ακολουθία (0) (0) (0) (0)( (1), (2),...., ( ))x x x x n=  όπως ορίστηκε 

στην αρχή. Τότε ορίζουµε το δείκτη αναλογίας κλάσης, που συµβολίζεται µε (0) ( )kσ  

ως εξής: 

 
(0)

(0)
(0)

( 1)
( ) , 2,3,..., .

( )
x k

k k n
x k

σ +
= =  

Βασικό προαπαιτούµενο για τη χρήση της µεθόδου είναι ο δείκτης αναλογίας 

κλάσης (class ratio) να βρίσκεται ανάµεσα στις τιµές 0.1353 και 7.389 κατά την 

κατασκευή του GM(1,1) (Deng, 1993). 

 

Περιληπτικά τα βήµατα για την κατασκευή του µοντέλου φαίνονται στη συνέχεια: 

 

I. Έχοντας την ακολουθία δεδοµένων (0) (0) (0) (0)( (1), (2),...., ( ))x x x x n= , 

υπολογίζουµε το δείκτη αναλογίας κλάσης (class ratio) 

II. Εφαρµόζουµε τη διαδικασία AGO (accumulated generating operation) για τη 

δηµιουργία της ακολουθίας (1) ( )x k  

III. Υπολογίζουµε την ακολουθία (1) (1) (1)1 1
( ) ( ) ( 1)

2 2
Z k x k x k= + − . 

IV. Υπολογίζουµε τις παραµέτρους α και b του µοντέλου χρησιµοποιώντας τη 

µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων 

V. Αφού υπολογίσουµε τις τιµές των α και b τις αντικαθιστούµε στην εξίσωση 

απόκρισης (εξίσωση (7)) κι έτσι έχουµε το µοντέλο GM(1,1). 

 

Μετά την ολοκλήρωση και της διαδικασίας κατασκευής του µοντέλου, ο 

ερευνητής είναι πλέον έτοιµος να ακολουθήσει τα δύο απλά στάδια από τα οποία 

απαρτίζεται η µέθοδος ανάλυσης δεδοµένων “grey prediction”.  

Ας δούµε αναλυτικά τα βήµατα των δύο αυτών σταδίων ανάλυσης: 

 

Στάδιο 1ο: Υπολογιστική προσέγγιση των αποκοµµένων δεδοµένων κάθε 

επανάληψης του πειράµατος 

  

i. ∆ιαχωρισµός του συνόλου cY  των αποκοµµένων παρατηρήσεων από το 

σύνολο uY  των πειραµατικών δεδοµένων που είναι πλήρη. 
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ii. Κατασκευή της ακολουθίας (0)x  βάσει του συνόλου uY , υπολογισµός του 

δείκτη αναλογίας κλάσης (class ratio) και έλεγχος για το αν αυτός βρίσκεται 

εντός των επιτρεπτών ορίων για κάθε αγωγή. 

iii. Εφαρµογή της διαδικασίας AGO µε σκοπό την κατασκευή µοντέλων GM(1,1)  

που βασίζονται στη (0)x  του βήµατος ii, όπως αυτή προκύπτει σε κάθε 

επανάληψη του πειράµατος. 

iv. Υπολογισµός κατά προσέγγιση των αποκοµµένων παρατηρήσεων κάθε 

επανάληψης, µε χρήση των µοντέλων GM(1,1) του βήµατος iii. 

v. Συνδυασµός των κατά προσέγγιση υπολογισµένων παρατηρήσεων µε τα 

πλήρη δεδοµένα, µε σκοπό την τελική δηµιουργία ψευδο-πλήρων δεδοµένων. 

 

Στάδιο 2ο 

 

 Χρήση της γνωστής ανάλυσης διασποράς (ANOVA method), για την ανάλυση 

των πλήρων και ψευδο-πλήρων δεδοµένων του πειράµατος, µε σκοπό την επιλογή 

του βέλτιστου συνδυασµού σταθµών παραγόντων. 

  

Στη συνέχεια βλέπουµε σχηµατικά τα δύο αυτά στάδια της µεθόδου: 

 

 

 

 

Γράφηµα 4.2 
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4.4 Παραδείγµατα ανάλυσης πειραµατικών σχεδιασµών µε αποκοµµένες 

παρατηρήσεις 

 

Στην ενότητα αυτή θα δούµε κάποια αριθµητικά παραδείγµατα ανάλυσης 

παραγοντικών σχεδιασµών στα οποία εµπεριέχονται αποκοµµένες παρατηρήσεις. Με 

τον τρόπο αυτό, στοχεύουµε στην βαθύτερη και πληρέστερη κατανόηση των µεθόδων 

ανάλυσης που περιγράφθηκαν στην προηγούµενη ενότητα.   

 

4.4.1 Ένα αριθµητικό παράδειγµα πειραµατικού σχεδιασµού 

 

4.4.1.1 Περιγραφή του προβλήµατος 

 

 Ας δούµε την περιγραφή ενός άκρως ρεαλιστικού πειράµατος 16 

επαναλήψεων (Montgomery, 2001), καθώς και την ανάλυση των δεδοµένων αυτού µε 

χρήση της µεθόδου που περιγράφθηκε στην ενότητα 4.3.4.  

Το πείραµα λαµβάνει χώρα σε ένα εργοστάσιο παραγωγής ηµι-αγωγών και 

πραγµατοποιείται µε σκοπό τη µελέτη των επιδράσεων 6 παραγόντων δύο σταθµών ο 

καθένας, στην καµπυλότητα των παραγόµενων συσκευών. Στον πίνακα 4.1 βλέπουµε 

τις µεταβλητές του πειράµατος µε τα επίπεδά τους. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.1 

 

Κωδικοποίηση 

παράγοντα 
Πλήρης ονοµασία παράγοντα 

Χαµηλή 

στάθµη 

Υψηλή 

στάθµη 

A Θερµοκρασία σφυρηλάτησης ( 0 C) 55 75 

B ∆ιάρκεια σφυρηλάτησης (sec) 10 25 

C Πίεση σφυρηλάτησης (Ton) 5 10 

D Θερµοκρασία πύρωσης ( 0 C) 1580 1620 

E 
∆ιάρκεια κύκλου πυρακτώσεως 

(hours) 
17.5 29 

F 
Τελική θερµοκρασία δρόσου 

πυράκτωσης ( 0 C) 
20 26 
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Κάθε συνδυασµός επιπέδων παραγόντων επαναλήφθηκε 4 φορές, κάτι που 

σηµαίνει ότι πρόκειται για έναν επαναλαµβανόµενο (replicated) κλασµατικό 6 22 −  

πειραµατικό σχεδιασµό, σε κάθε επανάληψη του οποίου πραγµατοποιήθηκε µέτρηση 

της καµπυλότητας του παραγόµενου προϊόντος. 

Όλη η σχετική πληροφορία για το πείραµα φαίνεται στον πίνακα που 

ακολουθεί: 

         

         ΠΙΝΑΚΑΣ 4.2 

 

Α/Α 

Αγωγής 

Παράγοντες 
Παρατήρηση µετά από 

κάθε επανάληψη 

A B C D E F Χ1 Χ2 Χ3 Χ4 

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 167 128 149 185 

2 1 -1 -1 -1 1 -1 62 66 44 20 

3 -1 1 -1 -1 1 1 41 42 43 50 

4 1 1 -1 -1 -1 1 73 81 39 30 

5 -1 -1 1 -1 1 1 47 47 40 89 

6 1 -1 1 -1 -1 1 219 258 147 296 

7 -1 1 1 -1 -1 -1 121 90 92 86 

8 1 1 1 1 1 -1 191 186 162 106 

9 -1 -1 -1 1 -1 1 32 23 77 69 

10 1 -1 -1 1 1 1 78 158 60 45 

11 -1 -1 -1 1 1 -1 43 27 28 28 

12 1 -1 -1 1 -1 -1 186 137 159 158 

13 -1 1 1 1 1 -1 110 86 101 158 

14 1 1 1 1 -1 -1 65 109 126 71 

15 -1 1 1 1 -1 1 155 158 145 145 

16 1 1 1 1 1 1 93 124 110 133 
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4.4.1.2 Ανάλυση των δεδοµένων του πειράµατος 

 

Στην ενότητα αυτή θα θεωρήσουµε, για την ανάλυση των πειραµατικών 

δεδοµένων, τις µεγαλύτερες παρατηρήσεις του πίνακα 4.2, τύπου ΙΙ από δεξιά 

αποκοµµένα δεδοµένα και τη µεταβλητή απόκρισης κανονικά κατανεµηµένη. Έτσι, οι 

παράµετροι n, r και s της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων παίρνουν τιµές n=4, s=1 

και r=0 αφού πρόκειται για δεδοµένα αποκοµµένα από δεξιά. Στη συνέχεια, σε 

επόµενη ενότητα θα συγκρίνουµε το αποτέλεσµα της ανάλυσης µε αποκοµµένες 

παρατηρήσεις µε το αποτέλεσµα της ανάλυσης µε πλήρεις, µε σκοπό να αποδείξουµε 

την εγκυρότητα των αποτελεσµάτων της µεθόδου. 

Στον πίνακα 4.3 φαίνονται τα αποτελέσµατα της µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων (LSE method) και στην τελευταία στήλη φαίνεται η τάξη (rank) αυτών.  

 

                                                        ΠΙΝΑΚΑΣ 4.3 

 

Α/Α (1)X  (2)X  (3)X  LSE Rank 

1 128 149 167 157.993 13 

2 20 44 62 52.796 4 

3 41 42 43 42.512 2 

4 30 39 73 59.771 6 

5 40 47 47 47.000 3 

6 147 219 258 237.062 16 

7 86 90 92 90.914 8 

8 106 162 186 172.711 15 

9 23 32 69 54.778 5 

10 45 60 78 69.497 7 

11 27 28 28 28.000 1 

12 137 158 159 158.364 14 

13 86 101 110 105.238 10 

14 65 71 109 95.171 9 

15 145 145 155 151.836 12 

16 93 110 124 116.948 11 
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Εποµένως όπως προκύπτει από τον πίνακα 4.3: 

[157.99,52.8,42.51,59.77,47,237.06,90.91,172.71,54.78,69.5,28,158.36,105.24,95.17,151.84,116.95]TL=
και [13,4,2,6,3,16,8,15,5,7,1,14,10,9,12,11]TR =  

Σκοπός µας είναι τελικά να επιτύχουµε την κατασκευή ενός διαγράµµατος 

κανονικής πιθανότητας και µέσω αυτού να αποφανθούµε για το βέλτιστο συνδυασµό 

σταθµών παραγόντων. Έχοντας αυτό κατά νου, υπολογίζουµε το διάνυσµα εκτίµησης 

των συντελεστών παλινδρόµησης Ra  για τους σηµαντικότερους παράγοντες του και 

συνδυασµούς παραγόντων του προβλήµατος, δηλαδή στην περίπτωση αυτή για τους:  

A, B, C, D, E, F, AB, AC, AD, AE, AF, BD, BF, ABD και ACD.   

Στον πίνακα 4.4 που ακολουθεί φαίνεται το διάνυσµα Ra , καθώς και ο 

δείκτης κανονικότητας για κάθε παράγοντα. 

                                                       ΠΙΝΑΚΑΣ 4.4 

 

Παράγοντες Ra  

∆είκτης 

κανονικότητας 

*(n.p) 

Τάξη 
Αθροιστική 

πιθανότητα 

A 1.750 1.2450 14 0.8934 

B 0.125 -0.2491 6.5 0.4016 

C 2.000 1.7394 15 0.9590 

D 0.125 -0.2491 6.5 0.4016 

E -1.875 -1.2450 2 0.1066 

F -0.750 -0.9458 3 0.1721 

AB 1.125 0.9458 13 0.8279 

AC 0.500 0.2491 9.5 0.5984 

AD -0.125 -0.6113 4.5 0.2705 

AE 0.875 0.7137 12 0.7623 

AF 0.500 0.2491 9.5 0.5984 

BD 0.750 0.5150 11 0.6967 

BF -0.125 -0.6113 4.5 0.2705 

ABD 0.250 0.0000 8 0.5000 

ACD -2.625 -0.7394 1 0.0410 

*n.p: normal probability 



Ανάλυση πειραµατικών σχεδιασµών µε αποκοµµένες παρατηρήσεις 85

 

Εκµεταλλευόµενοι τα στοιχεία του πίνακα 4.4 µπορούµε πλέον να 

κατασκευάσουµε το διάγραµµα κανονικής πιθανότητας µαζί µε την προσαρµοσµένη 

ευθεία παλινδρόµησης:  

 

 

     

        Γράφηµα 4.3 

 

Από το διάγραµµα αυτό φαίνεται ότι η επίδραση του παράγοντα Ε και η 

αλληλεπίδραση των παραγόντων ACD είναι σηµαντική. Επειδή η ζητούµενη 

απόκριση πρέπει να είναι όσο το δυνατό µικρότερη, ορίζουµε τον παράγοντα Ε στην 

υψηλή του στάθµη, αφού η εκτιµήτρια του συντελεστή παλινδρόµησής του δέχεται 

αρνητική τιµή (-1.875).   

 

Επίσης, αφού η αλληλεπίδραση ACD φαίνεται να είναι σηµαντική πρέπει να 

συνεκτιµηθούν και οι εκτιµητές των συντελεστών για τους παράγοντες και 

συνδυασµούς παραγόντων: A,C,D,AC,AD και ACD.  

 

Στον επόµενο πίνακα φαίνεται το πώς επηρεάζεται η τιµή της απόκρισης 

(rank), από διαφορετικούς συνδυασµούς των επιδράσεων και αλληλεπιδράσεων 

A,C,D,AC,AD και ACD. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4.5 

 

Παράγοντες A C D AC AD ACD 
Απόκριση 

(rank) 

Συντελεστής 

Παλινδρόµησης 
1.750 2.000 0.125 0.500 -0.125 -2.625 - 

Περίπτωση 1 1 1 1 1 1 1 1.625 

>> 2 1 1 -1 1 -1 -1 6.875 

>> 3 1 -1 1 -1 1 -1 1.875 

>> 4 1 -1 -1 -1 -1 1 -3.375 

>> 5 -1 1 1 -1 -1 -1 2.625 

>> 6 -1 1 -1 -1 1 1 -3.125 

>> 7 -1 -1 1 1 -1 1 -5.625 

>> 8 -1 -1 -1 1 1 -1 -0.875 

 

Από τον πίνακα 4.5 καθίσταται σαφές ότι τη µικρότερη απόκριση την έχουµε 

στην κατάσταση 7, όπου οι παράγοντας Α και C βρίσκονται στη χαµηλή στάθµη τους 

και ο παράγοντας D στην υψηλή. Έτσι, έχουµε καταλήξει ότι η βέλτιστη στάθµη για 

τους παράγοντες A και C είναι η χαµηλή, ενώ για τους παράγοντες D και E η υψηλή. 

Για τους παράγοντες E και F αντίστοιχα πάλι µπορούµε να αποφανθούµε από τους 

συντελεστές παλινδρόµησής τους κι έτσι έχουµε τον παράγοντα Ε να έχει βέλτιστο 

επίπεδο το χαµηλό και τον F το υψηλό.  

Συνοψίζοντας, ο βέλτιστος συνδυασµός σταθµών παραγόντων είναι ο εξής: 

A B C D E F− − − + + + . 

 

4.4.1.3 Σύγκριση του αποτελέσµατος της ανάλυσης του πειράµατος µε 

αποκοµµένα και πλήρη δεδοµένα  

 

Αν τα δεδοµένα ήταν πλήρη, τότε οι παράγοντες A, B, C, D και E θα 

θεωρούνταν σηµαντικοί. Με το βέλτιστο επίπεδο των παραγόντων A, B και C να 

είναι το χαµηλό και των παραγόντων D και E το υψηλό. Η διαφορά του 

αποτελέσµατος αυτού από το αποτέλεσµα της ενότητας 4.4.1.2 είναι ότι στην 
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προηγούµενη ανάλυση ο παράγοντας Β δε θεωρήθηκε σηµαντικός. Παρόλα αυτά, το 

βέλτιστο επίπεδο και για τον παράγοντα αυτόν βρέθηκε να είναι το χαµηλό. 

 

4.4.2 Αριθµητικό παράδειγµα ανάλυσης παραµετρικού σχεδιασµού του Taguchi 

 

4.4.2.1 Περιγραφή του προβλήµατος 

 

Το ακόλουθο πείραµα πραγµατοποιήθηκε µε σκοπό την εξεύρεση του 

βέλτιστου τρόπου προσάρτησης µιας υποδοχής, πάνω σε ένα συνθετικό σωλήνα, 

ούτως ώστε να εξασφαλίζεται η ασφαλής και αξιόπιστη χρήση αυτού στη σύνδεση 

εξαρτηµάτων κινητήρων αυτοκινήτων. Τελικός σκοπός, µε άλλα λόγια, του 

πειράµατος είναι η δυνατότητα µεγιστοποίησης της εξωτερικής δύναµης που ασκείται 

στα εξαρτήµατα, χωρίς να υπάρχει κίνδυνος βλάβης του κινητήρα και αποκόλλησης 

των εξαρτηµάτων αυτού (Byrne et al., 1987). 

Οι παράγοντες που µελετήθηκαν ήταν στο σύνολό τους 7, τέσσερις από 

αυτούς ήταν παράγοντες ελέγχου τριών σταθµών ο καθένας και τρεις ήταν 

παράγοντες θορύβου. Οι τρεις αυτοί παράγοντες θορύβου, πιο συγκεκριµένα ο 

χρόνος, η θερµοκρασία και η σχετική υγρασία τη στιγµή του πειράµατος δε θα 

συµπεριληφθούν στην παρούσα ανάλυση. Αντίθετα, για τους 4 παράγοντες ελέγχου 

έχουµε τον πίνακα που ακολουθεί: 

 

                                                       ΠΙΝΑΚΑΣ 4.6 

 

Κωδικοποίηση Παράγοντας Στάθµες 

A Παρεµβολές Λίγες-1 Αρκετές-2 Πολλές-3 

B 
Πάχος τοιχώµατος 

σύνδεσης 
Λεπτό-1 Μέτριο-2 Παχύ-3 

C Βάθος διείσδυσης Επιφανειακό-1 Μέτριο-2 Βαθύ-3 

D 
Ποσοστό βύθισης 

στην υποδοχή 
Μικρό-1 Μεσαίο-2 Υψηλό-3 
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Η δύναµη που χρειάζεται για την αποκόλληση των εξαρτηµάτων, µετράται 8 

φορές για κάθε συνδυασµό σταθµών παραγόντων. Συνολικά οι αγωγές που 

µελετώνται είναι 9. Άρα πρόκειται για έναν επαναλαµβανόµενο (replicated) 

κλασµατικό 4 23 −  παραγοντικό σχεδιασµό, η ανάλυση του οποίου θα πραγµατοποιηθεί 

µε τη βοήθεια της µεθόδου της ενότητας 4.3.5. 

Στον πίνακα 4.7 που ακολουθεί, προσαρτάται όλη η σχετική µε το πείραµα 

πληροφορία. Σηµειώνεται ότι, οι µεγαλύτερες παρατηρήσεις θεωρούνται από δεξιά 

αποκοµµένα δεδοµένα τύπου ΙΙ και αυτό σηµαίνει ότι οι τιµές των παραµέτρων για τη 

µετέπειτα εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων, µε σκοπό την εκτίµηση της 

µέσης τιµής και διασποράς, είναι οι εξής: 

n=8 , r=0   και     s=1. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.7 

 

A/A 

Παράγοντας Παρατήρηση σε κάθε επανάληψη 

S/N 

ratio A B C D X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

1 1 1 1 1 15.6 9.5 16.9 19.9 19.6 19.6 20.0 19.1 24.045 

2 1 2 2 2 15.0 16.2 19.4 19.6 19.7 19.8 24.2 21.9 25.522 

3 1 3 3 3 16.3 16.7 19.1 15.6 22.6 18.2 23.3 20.4 25.335 

4 2 1 2 3 18.3 17.4 18.9 18.6 21.0 18.9 23.2 24.7 25.904 

5 2 2 3 1 19.7 18.6 19.4 25.1 25.6 21.4 27.5 25.3 26.908 

6 2 3 1 2 16.2 16.3 20.0 19.8 14.7 19.6 22.5 24.7 25.326 

7 3 1 3 2 16.4 19.1 18.4 23.6 16.8 18.6 24.3 21.6 25.711 

8 3 2 1 3 14.2 15.6 15.1 16.8 17.8 19.6 23.2 24.4 24.832 

9 3 3 2 1 16.1 19.9 19.3 17.3 23.1 22.7 22.6 28.6 26.152 

 



Ανάλυση πειραµατικών σχεδιασµών µε αποκοµµένες παρατηρήσεις 89

4.4.2.2 Ανάλυση των δεδοµένων του πειράµατος 

 

Στο πρόβληµα αυτό, η ζητούµενη απόκριση είναι τύπου larger-the-better, 

εποµένως σύµφωνα µε τα βήµατα της µεθόδου που περιγράψαµε αναλυτικά στην 

ενότητα 4.3.5, σαν πρώτο βήµα πρέπει να πραγµατοποιήσουµε τις κατάλληλες 

µετατροπές ώστε η απόκριση να γίνει τύπου smaller-the-better. Στα πλαίσια της 

διαδικασίας αυτής, τα τύπου ΙΙ από δεξιά αποκοµµένα δεδοµένα (right censored data) 

του πειράµατος θα µετατραπούν σε τύπου ΙΙ από αριστερά αποκοµµένα δεδοµένα 

(left censored data). Αυτό σηµαίνει αυτόµατα πως οι τιµές των παραµέτρων n,r και s 

διαµορφώνονται ως εξής: 

n=8 ,  r=1   και   s=0. 

Στον πίνακα 4.8 βλέπουµε τα από αριστερά πλέον αποκοµµένα δεδοµένα του 

πειράµατος: 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.8 

 

Α/Α 
Παρατηρούµενη δύναµη αποκόλλησης  

(1)X  (2)X  (3)X  (4)X  (5)X  (6)X  (7)X  (8)X  

1 - 0.05025 0.05102 0.05102 0.05236 0.05917 0.06410 0.10526 

2 - 0.04566 0.05076 0.05076 0.05102 0.05155 0.06173 0.06667 

3 - 0.04425 0.05236 0.05236 0.05495 0.05988 0.06135 0.06410 

4 - 0.04310 0.05291 0.05291 0.05291 0.05376 0.05464 0.05747 

5 - 0.03906 0.03984 0.03984 0.04673 0.05076 0.05155 0.05376 

6 - 0.04444 0.05051 0.05051 0.05102 0.06135 0.06173 0.06803 

7 - 0.04237 0.05236 0.05236 0.05376 0.05435 0.05952 0.06098 

8 - 0.04310 0.05618 0.05618 0.05952 0.06410 0.06623 0.07042 

9 - 0.04329 0.04425 0.04425 0.05025 0.05181 0.05780 0.06211 

 

Στη συνέχεια, µε την εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων 

βρίσκουµε την εκτιµήτρια µέσης τιµής και τυπικής απόκλισης κάθε αγωγής, ενώ από 

τον τύπο 2 210log( )stbSN s y= − +  υπολογίζουµε το δείκτη αναλογίας θορύβου για 

κάθε µια από αυτές. Στον πίνακα 4.9 που ακολουθεί φαίνονται τα σχετικά 

αποτελέσµατα. 
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                     ΠΙΝΑΚΑΣ 4.9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Υπάρχουν παραπάνω από ένας τρόποι ανάλυσης  δεδοµένων που µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν από το σηµείο αυτό και µετά. Στην παρούσα ανάλυση θα 

κατασκευάσουµε  το διάγραµµα του µέσου δείκτη θορύβου (average S/N ratio) για 

κάθε επίπεδο των τεσσάρων παραγόντων ελέγχου. Έτσι, γνωρίζοντας ότι ζητούµενο 

είναι η κατά το δυνατό µεγαλύτερη απόκριση (larger-the-better) µπορούµε να 

αποφανθούµε µέσω του διαγράµµατος για τη σηµαντικότητα και το βέλτιστο επίπεδο 

κάθε παράγοντα. 

 

                       Γράφηµα 4.4 

Α/Α 

αγωγής 
µ̂  σ̂  SN ratio 

1 0.05577 0.00123 23.627 

2 0.05196 0.00013 25.475 

3 0.05330 0.00011 25.300 

4 0.05045 0.00006 25.845 

5 0.04420 0.00009 26.888 

6 0.05309 0.00016 25.260 

7 0.05107 0.00010 25.675 

8 0.05622 0.00019 24.742 

9 0.04860 0.00012 26.052 
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Πράγµατι, από το γράφηµα 4.4 διαφαίνεται ότι το βέλτιστο επίπεδο για τους 

παράγοντες A και Β είναι το επίπεδο 2, για τον C το 3 και για τον D το 1. Επίσης, 

σηµαντικότεροι φαίνεται να είναι οι παράγοντες A και C, ενώ λιγότερο σηµαντικοί οι 

B και D. Συνεπώς, βέλτιστος συνδυασµός σταθµών παραγόντων είναι ο: 2 2 3 1A B C D . 

 

4.4.2.3 Σύγκριση του αποτελέσµατος της ανάλυσης του πειράµατος µε 

αποκοµµένα και πλήρη δεδοµένα  

 

Στην παρούσα πειραµατική εφαρµογή, η ανάλυση µε πλήρη δεδοµένα δε θα 

είχε επιφέρει διαφορετικά αποτελέσµατα. Οι τέσσερις παράγοντες θα θεωρούνταν 

σηµαντικοί, µε βέλτιστα επίπεδα τα ίδια µε αυτά που προέκυψαν στην ανάλυση της 

ενότητας 4.4.2.2. 

Μετά  από αυτή τη σύντοµη εφαρµογή της µεθόδου καθίσταται πλέον σαφής 

η µεγάλη χρηστική αξία της, αφού εύκολα µπορεί να εφαρµοστεί ακόµα και από 

άτοµα που δεν έχουν ευρεία γνώση στατιστικών µεθόδων. Η χρήση της είναι απλή, 

όχι ιδιαίτερα χρονοβόρα και µπορεί να εφαρµοστεί σε ευρεία γκάµα βιοµηχανικών 

πειραµάτων. 

 

4.4.3 Αριθµητικό παράδειγµα µη παραµετρικής ανάλυσης δεδοµένων στα οποία 

εµπεριέχονται αποκοµµένες παρατηρήσεις 

 

4.4.3.1 Περιγραφή του προβλήµατος 

  

Στο παρόν παράδειγµα θα µελετήσουµε έναν 8L  ορθογώνιο πειραµατικό 

σχεδιασµό µε πέντε παράγοντες, δύο σταθµών ο καθένας. Το σύνολο των 

εκτελούµενων συνδυασµών επιπέδων παραγόντων είναι 8 και κάθε συνδυασµός 

εκτελείται δύο φορές. Το είδος της ζητούµενης απόκρισης είναι smaller-the-better.  

Στον πίνακα 4.10 βλέπουµε τα πειραµατικά δεδοµένα. Οι παρατηρήσεις που 

δίνονται µε το σύµβολο * αποτελούν από δεξιά αποκοµµένα δεδοµένα µε σηµείο 

αποκοπής το 67. Οι τελευταίες δύο στήλες ( uR ) υποδεικνύουν την τάξη κάθε µη 

αποκοµµένης παρατήρησης και θα φανούν χρήσιµες κατά την ανάλυση των 

δεδοµένων µε βάση τη µέθοδο της ενότητας 4.3.6. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4.10 

 

Α/Α 

Αγωγής 

ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ 
ΑΠΟΚΡΙΣΗ uR  

A B C D E 

1 1 1 1 1 1 66 66 10.5 10.5 

2 1 1 2 2 2 *(68) 63 - 7.5 

3 1 2 1 2 2 *(80) *(88) - - 

4 1 2 2 1 1 63 65 7.5 9 

5 2 1 1 1 2 *(73) *(71) - - 

6 2 1 2 2 1 37 42 1 4 

7 2 2 1 2 1 38 39 2 3 

8 2 2 2 1 2 57 48 6 5 

 

4.4.3.2 Ανάλυση των δεδοµένων του πειράµατος 

 

I. Από τον πίνακα 4.10 λαµβάνουµε το διάνυσµα πλήρων (uncensored) 

δεδοµένων uY , καθώς και το αντίστοιχο διάνυσµα τάξεων uR : 

[66,66,63,63,65,37,42,38,39,57,48]T
uY =   

και [10.5,10.5,7.5,7.5,9,1,4,2,3,6,5]T
uR = . 

 

II. Στη συνέχεια µε τη βοήθεια της ανάλυσης παλινδρόµησης, βρίσκουµε τη 

σχέση ανάµεσα στο διάνυσµα uY  και τον πίνακα uZ  των σταθµών 

παραγόντων των 5 αποκοµµένων δεδοµένων του πειράµατος. Έχουµε: 

 

uZ = 

 A B C D E AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 4 2 2 2 2 1 

1 2 1 2 2 1 2 4 4 2 2 2 1 4 2 2 

1 2 1 1 2 1 4 2 4 2 2 4 2 2 1 2 

1 2 2 2 1 2 4 4 2 4 4 2 4 2 4 2 
                     (5x16) 

       και |ˆ 88 17.5 1.5 0.5 8.5 6
u uZ A B C D EµΥ = − − − − +  (8) 
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III. Εκτιµούµε τα αποκοµµένα δεδοµένα εισάγοντας το επίπεδο των 

παραγόντων κάθε αγωγής στην εξίσωση (8). Έτσι για την αγωγή 2 η 

αποκοµµένη παρατήρηση εκτιµάται να έχει την τιµή 63, για την αγωγή 3 

την τιµή 62 και τέλος για την αγωγή 5 την τιµή 54.5. 

 

IV. Αφού το πείραµα εµπεριέχει 5 από δεξιά αποκοµµένες παρατηρήσεις σε 

ένα σύνολο 16 παρατηρήσεων, οι τάξεις αυτών θα είναι από 12 µέχρι 16. 

Το διάνυσµα  ταξινόµησης των  αποκοµµένων  (censored)  δεδοµένων του 

πειράµατος προκύπτει ως εξής: 

              ˆ [16,14,15,12,13]T
cR =  

 

V. Υπολογίζουµε τη µέση τιµή των τάξεων jR  , καθώς και την τυπική 

απόκλιση  αυτών jS  χρησιµοποιώντας  το  διάνυσµα  ˆ[ | ]T
u cR R R= .  Τα 

αποτελέσµατα φαίνονται στον πίνακα 4.11: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.11 

 

Αγωγή 1 2 3 4 5 6 7 8 

jR  10.5 11.75 14.5 8.25 12.5 3 2.5 5.5 

jS  0 3.32 0.5 0.75 0.5 1.5 0.5 0.5 

 

Τελικά κατασκευάζουµε όπως και πριν τα µοντέλα παλινδρόµησης: 

|ˆ 7.25 1.75 4.25 1.75 1.25 5 4 0.75R Z A B C D E AB ACµ = + + − − + − − (9) και 

|ˆ 3.02 0.73 1.57 3.07 1.02 0.52 0.54 1.29S Z A B C D E AB ACµ = − + − + + + + − (10) 

 

VI. Κατασκευάζουµε το διάγραµµα κανονικής πιθανότητας για το µοντέλο  

(9) (Γράφηµα 4.5), µε σκοπό τον έλεγχο της  υπόθεσης της κανονικότητας 

των παρατηρήσεων. Στη συνέχεια, πραγµατοποιούµε την ίδια ακριβώς 

διαδικασία για το µοντέλο (10) (Γράφηµα 4.6). 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4.12 

Επίδραση A B C D E AB AC 

ˆ
Rβ  1.75 4.25 -1.75 -1.25 5 -4 -0.75 

n.p 0.35147 0.75613 -0.75613 -0.35147 1.36459 -1.36459 0 

 

 

 Γράφηµα 4.5 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.13 

 

Γράφηµα 4.6  

Επίδραση A B C D E AB AC 

ˆ
sβ  0.7315 -1.574 3.074 1.0185 0.5185 0.537 -1.287 

n.p 0.35147 -1.36459 1.36459 0.75613 -0.35147 0 -0.75613 
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VII. Αφού πραγµατοποιηθεί ο έλεγχος κανονικότητας, το τελικό βήµα είναι ο 

εντοπισµός του βέλτιστου συνδυασµού επιπέδων παραγόντων. Από το 

γράφηµα 4.5 προκύπτει ότι οι παράγοντες ΑΒ, Ε, Α και Β επιδρούν 

σηµαντικά στη µέση τιµή, ενώ από το γράφηµα 4.6 προκύπτει, αντίστοιχα, 

πως οι παράγοντες AC, A, B και C επιδρούν σηµαντικά στην τυπική 

απόκλιση. Από την εξίσωση (9) καθίσταται σαφές ότι βέλτιστο επίπεδο για 

τον παράγοντα Ε είναι το επίπεδο 1, αφού ο τύπος της απόκρισης είναι 

smaller-the-better. Για τους παράγοντες Α και Β έχουµε τα εξής: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.14 

 

Παράγοντες A Β ΑΒ |ˆR Zµ  

Συντελεστής Παλινδρόµησης 1.75 4.25 -4 - 

Περίπτωση 1 1 1 1 2 

>> 2 1 2 2 2.25 

>> 3 2 1 2 -0.35 

>> 4 2 2 4 -4 

 

Από τον πίνακα 4.14 προκύπτει ότι το βέλτιστο επίπεδο για τους παράγοντες Α 

και Β είναι το επίπεδο 2, αφού στην Περίπτωση 4 ελαχιστοποιείται η µέση απόκριση. 

Αντίστοιχα, από τον πίνακα 4.15, επιβεβαιώνεται ότι το βέλτιστο επίπεδο για τον 

παράγοντα Α είναι το 2, ενώ για τον παράγοντα C βέλτιστο φαίνεται να είναι το 

επίπεδο 1, αφού στην Περίπτωση 3 ελαχιστοποιείται η µέση τυπική απόκλιση. 

 

          ΠΙΝΑΚΑΣ 4.15 

 

Παράγοντες A C ΑC |ˆS Zµ  

Συντελεστής Παλινδρόµησης 0.7315 3.074 -1.287 - 

Περίπτωση 1 1 1 1 2.5185 

>> 2 1 2 2 4.3055 

>> 3 2 1 2 1.963 

>> 4 2 2 4 2.463 
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Τέλος, από τη σχέση (10) επιβεβαιώνεται ότι το βέλτιστο επίπεδο για τον 

παράγοντα B είναι το 2. Τελικά, από την εφαρµογή της µεθόδου, βέλτιστος 

συνδυασµός επιπέδων είναι ο εξής: 2 2 1 1A B C E . 

 

4.4.3.3 Σύγκριση του αποτελέσµατος της ανάλυσης του πειράµατος µε 

αποκοµµένα και πλήρη δεδοµένα  

 

 Στην περίπτωση ανάλυσης των δεδοµένων του πίνακα 4.10 χωρίς να 

θεωρηθούν αποκοµµένες οι 5 από τις 16 παρατηρήσεις, ο βέλτιστος συνδυασµός 

σταθµών παραγόντων που θα προέκυπτε από την ανάλυση του πίνακα ANOVA είναι 

ο εξής: 2 2 2 1A B C E .  Συνεπώς, το τελικό αποτέλεσµα της µη παραµετρικής µεθόδου 

που ακολουθήθηκε, δε διαφέρει σηµαντικά από αυτό της  παραδοσιακής ανάλυσης 

διασποράς. 

 

4.4.4 Παράδειγµα ανάλυσης δεδοµένων µε χρήση της µεθόδου “grey prediction” 

 

Στα πλαίσια της ενότητας αυτής θα µελετήσουµε έναν πλήρη παραγοντικό 

σχεδιασµό δύο µεταβλητών, κάθε µια από τις οποίες λαµβάνει τιµές σε δύο στάθµες. 

Στην πειραµατική διαδικασία, πραγµατοποιήθηκαν 8 επαναλήψεις του πειράµατος 

για κάθε συνδυασµό σταθµών παραγόντων, στις οποίες δεν προέκυψαν αποκοµµένες 

παρατηρήσεις. Στην παρούσα ανάλυση όµως, όπως κάναµε και σε προηγούµενες 

ενότητες, θα θεωρήσουµε τις δύο τελευταίες παρατηρήσεις µεγαλύτερης τάξης 

αποκοµµένες, δηµιουργώντας έτσι από δεξιά αποκοµµένα δεδοµένα τύπου ΙΙ. Στη 

συνέχεια, αφού πραγµατοποιήσουµε την ανάλυση αυτών µε τη µέθοδο “grey 

prediction” και καταλήξουµε σε συµπεράσµατα, θα τα συγκρίνουµε µε το 

αποτέλεσµα της ανάλυσης µε πλήρη πειραµατικά δεδοµένα. 

 

4.4.4.1 Περιγραφή του προβλήµατος 

 

Σκοπός του πειράµατος είναι ο καθορισµός των σηµαντικών παραγόντων, 

καθώς και του βέλτιστου συνδυασµού επιπέδων αυτών, ώστε να µεγιστοποιείται ο 

αναµενόµενος  χρόνος ζωής των παραγόµενων πυκνωτών επιφάνειας (Condra, 1993).  
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Στην πραγµατικότητα, µελετάται ο χρόνος ζωής 8 πυκνωτών σε κάθε αγωγή. 

Παρόλο που το πείραµα ολοκληρώνεται όταν αποτύχουν και οι 8, στην παρούσα 

ανάλυση θεωρείται πως η πειραµατική διαδικασία περατώνεται µόλις αποτύχουν οι 6 

πρώτοι από αυτούς. Ο πίνακας των πλήρων πειραµατικών δεδοµένων είναι ο εξής: 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.16 

Α/Α 

Αγωγής 

Παράγοντες Παρατηρούµενη απόκριση 

Α Β 1y  2y  3y  4y  5y  6y  7y  8y  

1 1 1 430 950 560 210 310 230 250 230 

2 1 2 1080 1060 890 450 430 320 340 430 

3 2 1 890 1060 680 310 310 310 250 230 

4 2 2 1100 1080 1080 460 620 370 580 430 

 

Στον πίνακα 4.17 που ακολουθεί, βλέπουµε τα δεδοµένα του πειράµατος κατ’ 

αύξουσα σειρά: 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.17 

Α/Α 

Αγωγής 

Παράγοντες Παρατηρούµενη απόκριση 

Α Β 1y  2y  3y  4y  5y  6y  7y  8y  

1 1 1 210 230 230 250 310 430 560 950 

2 1 2 320 340 430 430 450 890 1060 1080 

3 2 1 230 250 310 310 310 680 890 1060 

4 2 2 370 430 460 580 620 1080 1080 1100 

 

4.4.4.2 Ανάλυση των δεδοµένων του πειράµατος 

 

 Κάνοντας χρήση των βηµάτων της µεθόδου που περιγράφθηκαν αναλυτικά 

στην ενότητα 4.3.7, πραγµατοποιούµε την παρακάτω ανάλυση για τα δεδοµένα του 

πίνακα 4.18.  

Στάδιο 1ο : 

i. Με uY  συµβολίζουµε το σύνολο των δεδοµένων που θεωρούνται πλήρη και µε 

cY  το σύνολο των αποκοµµένων. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 4.18 

 

Α/Α 

Αγωγής 

Παράγοντες uY  cY  

Α Β 1y  2y  3y  4y  5y  6y  7y  8y  

1 1 2 210 230 230 250 310 430 - - 

2 1 2 320 340 430 430 450 890 - - 

3 2 1 230 250 310 310 310 680 - - 

4 2 2 370 430 460 580 620 1080 - - 

 

ii. Κατασκευάζουµε το διάνυσµα (0)x  για κάθε αγωγή και υπολογίζουµε το 

δείκτη αναλογίας κλάσης (πίνακας 4.19): 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.19 

 

Α/Α (0)x  Class ratio 

1 (210,230,230,250,310,430) (-,0.91,1.00,0.92,0.81,0.72) 

2 (320,340,430,430,450,890) (-,0.94,0.79,1.00,0.96,0.51) 

3 (230,250,310,310,310,680) (-,0.92,0.81,1.00,1.00,0.46) 

4 (370,430,460,580,620,1080) (-,0.86,0.93,0.79,0.95,0.57) 

 

Σηµειώνεται ότι, όλοι οι δείκτες της τρίτης στήλης του πίνακα βρίσκονται µέσα 

στα επιτρεπτά όρια από 0.1353 µέχρι 7.389. 

iii. Εφαρµόζουµε τη διαδικασία AGO µε σκοπό την κατασκευή µοντέλων 

GM(1,1)  για κάθε αγωγή. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.20 

 

Α/Α (0)x  GM(1,1) ( (0) ( 1)x k + =…)  

1 (210,230,230,250,310,430) 0.18085 0.18085974.5835(1 ) ke e−−  

2 (320,340,430,430,450,890) 0.25217 0.25217968.482(1 ) ke e−−  

3 (230,250,310,310,310,680) 0.27133 0.27133613.023(1 ) ke e−−  

4 (370,430,460,580,620,1080) 0.2571 0.25711172.946(1 ) ke e−−  
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iv. Υπολογίζουµε κατά προσέγγιση τις αποκοµµένες παρατηρήσεις κάθε 

επανάληψης, µε χρήση των µοντέλων GM(1,1) του πίνακα 4.20. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.21 

 

Α/Α 
Εκτιµήσεις αποκοµµένων παρατηρήσεων 

(0) (7)x  (0) (8)x  

1 477.185 571.777 

2 980.143 1261.268 

3 742.012 973.303 

4 1243.65 1608.261 

 

Ο τελικός πίνακας σχεδιασµού περιλαµβάνει τα πλήρη πειραµατικά δεδοµένα 

του πίνακα 4.18, καθώς και τα δεδοµένα  του πίνακα 4.21. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.22 

 

Α/Α 

Αγωγής 

Παράγοντες Ψευδο-πλήρη πειραµατικά δεδοµένα 

Α Β 1y  2y  3y  4y  5y  6y  7y  8y  

1 1 1 210 230 230 250 310 430 *477.185 *571.777 

2 1 2 320 340 430 430 450 890 *980.143 *1261.268 

3 2 1 230 250 310 310 310 680 *742.012 *973.303 

4 2 2 370 430 460 580 620 1080 *1243.65 *1608.261 

 

Στάδιο 2ο : 

Για τα ψευδο-πλήρη δεδοµένα του πίνακα 4.22 χρησιµοποιούµε τη γνωστή 

από την κλασική στατιστική ανάλυση διασποράς (analysis of variance), µε σκοπό να 

εντοπίσουµε τον παράγοντα ή τους παράγοντες που επιδρούν σηµαντικά στο χρόνο 

ζωής των πυκνωτών. Είναι γενικά γνωστό, ότι ένας στατιστικός αναλυτής δύναται µε 

χρήση ανάλυσης διασποράς να εξετάσει αν η µεταβλητότητα των τιµών της 

εξαρτηµένης µεταβλητής εξηγείται από τις ανεξάρτητες µεταβλητές (Οικονόµου, 

2010). Στη συνέχεια, βλέπουµε την κατασκευή του πίνακα ANOVA για το 

παράδειγµα αυτό. 
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     ΠΙΝΑΚΑΣ 4.23 

ANOVA 

Πηγή SS df MS F p-value 

A 178033.3 1 178033.3 1.654911 0.208827 

B 774715 1 774715 7.201373 0.012091 

AB 1177.909 1 1177.909 0.010949 0.917408 

Σφάλµα 3012206 28 107578.8 - - 

Ολική 3966132 31 - - - 

SS: sum of squares, df: degrees of freedom,     MS: mean square 

όπου,  MS
SS
df

=    και    
MS

F
df

=  . 

 

H p-τιµή για τον παράγοντα Β είναι µικρότερη από τη στάθµη 

σηµαντικότητας α=0.05, άρα ο παράγοντας Β θεωρείται ότι επιδρά σηµαντικά στην 

απόκριση. 

Για να αποφανθούµε για το βέλτιστο συνδυασµό παραγόντων και εφόσον από 

τον πίνακα ANOVA υποδεικνύεται πως η αλληλεπίδραση ΑΒ δεν είναι σηµαντική, 

σχεδιάζουµε όπως και στο γράφηµα 3.2 το διάγραµµα των κύριων επιδράσεων για 

τους παράγοντες Α και Β. 

 

 

Γράφηµα 4.7 
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Από το γράφηµα 4.7 προκύπτει ότι ο βέλτιστος συνδυασµός σταθµών 

παραγόντων, δηλαδή ο συνδυασµός που µεγιστοποιεί τη µέση διάρκεια ζωής 

(average life) είναι ο εξής: 1 2A B . 

 

4.4.4.3 Σύγκριση του αποτελέσµατος της ανάλυσης του πειράµατος µε 

αποκοµµένα και πλήρη δεδοµένα  

 

 Για να αποφανθούµε σχετικά µε το αν η µέθοδος της προηγούµενης ενότητας 

είναι αξιόπιστη, ας δούµε ποιο θα ήταν το αποτέλεσµα για το βέλτιστο συνδυασµό 

επιπέδων παραγόντων µετά από την ανάλυση των πλήρων δεδοµένων του 

πειράµατος. Ο πίνακας ANOVA για τα πλήρη αποκοµµένα δεδοµένα θα ήταν ο εξής: 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.23 

ANOVA 

Πηγή SS df MS F p-value 

A 79003.13 1 79003.13 0.83488 0.368667 

B 385003.1 1 385003.1 4.068591 0.053367 

AB 703.125 1 703.125 0.00743 0.931921 

Σφάλµα 2649588 28 94628.13 - - 

Ολική 3114297 31 - - - 

 

Στην περίπτωση αυτή, η p-τιµή για τον παράγοντα Β είναι σχεδόν ίση µε τη 

στάθµη σηµαντικότητας α=0.05, κάτι που υποδεικνύει πως ο παράγοντας Β είναι 

σηµαντικός. Η αλληλεπίδραση των παραγόντων Α και Β έχει p-τιµή 0.93 >> 0.05, 

άρα δεν επιδρά σηµαντικά στο χρόνο ζωής των πυκνωτών. 

 

Ας δούµε, λοιπόν, και στην περίπτωση των πλήρων πειραµατικών δεδοµένων 

το διάγραµµα των κύριων επιδράσεων των παραγόντων (γράφηµα 4.8): 
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    Γράφηµα 4.8 

 

Όπως φαίνεται ξεκάθαρα από το διάγραµµα αυτό, ο βέλτιστος συνδυασµός 

επιπέδων παραγόντων προκύπτει και σε αυτή την περίπτωση ο 1 2A B . Εποµένως, τα 

συµπεράσµατα της ανάλυσης µε πλήρη και µε αποκοµµένα δεδοµένα στο παρόν 

παράδειγµα ταυτίζονται κι έτσι καταλήγουµε να θεωρήσουµε αξιόπιστη τη µέθοδο 

ανάλυσης που χρησιµοποιήθηκε στην ενότητα 4.4.4.2. 

 
 
4.5 Συµπεράσµατα 
 

Η ποικιλία των µεθόδων ανάλυσης πειραµατικών σχεδιασµών στους οποίους 

εµπεριέχονται αποκοµµένες παρατηρήσεις αποδεικνύεται πως είναι αρκετά µεγάλη. 

Όπως προέκυψε από την προηγούµενη ανάλυση, κάποιες από τις µεθόδους αυτές, 

όπως για παράδειγµα η µέθοδος “grey prediction”, έχουν αρκετά εύκολη εφαρµογή 

χωρίς να απαιτείται ιδιαίτερα επιστηµονικό υπόβαθρο από την πλευρά του ερευνητή. 

Το γεγονός αυτό αυξάνει κατά πολύ τη χρηστική τους αξία.  

Επίσης, εξαιρετικά χρηστικές φαίνεται πως είναι οι µέθοδοι ανάλυσης 

αποκοµµένων δεδοµένων που προκύπτουν από τον παραµετρικό σχεδιασµό του 

Taguchi, λόγω κυρίως της πολύ µεγάλης γκάµας βιοµηχανικών πειραµάτων στα 

όποια δίνουν επαρκή και αξιόπιστα συµπεράσµατα.  

Γενικά, οι µέθοδοι ανάλυσης σχεδιασµών µε αποκοµµένες παρατηρήσεις 

αποτελούν σηµαντικό και αναπόσπαστο κοµµάτι του συνόλου των µεθόδων 

στατιστικής συµπερασµατολογίας, ενώ η ευρεία χρήση τους συµβάλλει σηµαντικά 

στη βελτίωση της παραγωγικής διαδικασίας και κατά συνέπεια στη βελτίωση των 

σύγχρονων συνθηκών ζωής.  
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