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Πρόλογος

Το παρών σύγραµµα αποτελεί µια πτυχιακή εργασία ϐασιζόµενη στη ϑεωρία τελεστών. Οι

συµπαγείς τελεστές οι οποίοι είναι και το ϑέµα το οποιο πραγµατεύται αυτη η πτυχιακή

εργασία, συνιστούν µια σηµαντική κλάση ϕραγµένων τελεστών. Η ιδέα προέρχεται απο την

ϑεωρία ολοκληρωτικών εξισώσεων δευτέρου ϐαθµού. Επίσης παρέχουν µια ϕυσική γενίκευ-

ση τελεστών µε εύρος πεπερασµένης διάστασης. ΄Ενα από τα ϐασικά προβλήµατα στη ϑεωρία

τελεστών, που παραµένει µέχρι σήµερα αναπάντητο, είναι το πρόβληµα του αναλλοίωτου υπο-

χώρου: Αν κάθε ϕραγµένος τελεστής Τ σε ένα χώρο Banach Ε έχει µη τετριµµένο αναλλοίωτο

υπόχωρο. Στην περίπτωση που είναι Ε = l1, έχει δοθεί απάντηση από τον P.Enflo πρώτα (το

1981) και αργότερα (το 1984) από τον C.J.Read. Οι Enflo και Read έδωσαν παραδείγµατα

ϕραγµένων τελεστών στον l1, οι οποίοι δεν έχουν µη τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωρο. Είναι

άγνωστο όµως µέχρι σήµερα, ποιοι χώροι Banach έχουν αυτή την ιδιότητα του l1. Το πρό-

ϐληµα παραµένει ακόµα ανοικτό ακόµα και στην περίπτωση που ο Ε είναι ανακλαστικός

χώρος Banach ή χώρος Hilbert. Θετική απάντηση έχει δοθεί για συγκεκριµένους τελεστές

και για ειδικές κατηγορίες τελεστών, όπως είναι οι συµπαγείς τελεστές.

Στο πρώτο κεφάλαιο αναπτύσσεται η ϑεωρία των συµπαγών τελεστών σε χώρους Banach,

η ϑεώρια Riesz-Fredholm, το πρόβληµα του αναλλοίωτου υποχώρου καθώς και η ϑεωρία

ασθενών συµπαγών τελεστών. Στην παραγραφο αυτη επισης δίνονται δύο σηµαντικά παρα-

δείγµατα συµπαγών τελεστών οι Hilbert Schmidt και οι trace-class τελεστές.

Το δεύτερο κεφάλαιο πραγµατεύεται τη ϕασµατική ανάλυση των συµπαγών τελεστών καθώς

και των αυτοσυζυγών συµπαγών τελεστών. Επίσης στο κεφαλαίο αυτό δίνεται ένα παράδειγµα

ολοκληρωτικού τελεστή του οποίου ϐρίσκεται το ϕάσµα και οι ιδιοσυναρτήσεις του.
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Το τρίτο κεφάλαιο αναφέρεται στο ϕασµατικό ϑεώρηµα, πρώτα για ϕυσιολογικούς τελεστές

σε χώρους πεπερασµένης διάστασης και κατόπιν για συµπαγείς αυτοσυζυγείς και συµπαγείς

ϕυσιολογικούς τελεστές, σε απειροδιάστατους χώρους. Το κεφάλαιο κλείνει µε διάφορες ε-

ϕαρµογές του ϕασµατικού ϑεωρήµατος.

Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο της διπλωµατικής δίνονται ορισµενα παραδείγµατα συµ-

παγών ολοκληρωτικών τελεστών όπως είναι οι τελεστές Fredholm και Voltera. Στο τέλος της

πτυχιακής εργασίας υπάρχουν: πίνακας συµβόλων, ευρετήριο ελληνικών και ξενόγλωσσων

όρων και ένα παράρτηµα ϑεωρίας,στοιχεία χρησιµα για τον αναγνώστη.

Στο σηµείο αυτό ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή ∆ηµήτριο Κραββαρίτη για την πο-

λύτιµη ϐοήθεια του που είχα στην επιλυση διαφόρων προβληµάτων που παρουσιάστηκαν

καθώς και για το ϑετικό κλίµα συνεργασίας που ϕρόντισε νας δηµιουργήσει από την πρώτη

στιγµή.



Κεφάλαιο 1

Θεωρία Συµπαγών Τελεστών

1.1 Συµπαγείς Τελεστές

Ορισµοί 1.1.1

1. ΄Εστω Ε και F δυο χώροι Banach.Θα λεµέ οτι ενας τελεστής Τ ∈ L(E,F ) είναι συµπαγής

αν το Τ(ΒE ) είναι σχετικά συµπαγές για την ισχυρή τοπολογία. Συµβολίζουµε µε K(E,F )

το σύνολο των συµπαγών τελεστών και ϑέτουµε K(E)=K(E,E).

2. ΄Ενας τελεστής Τ σε ένα χωρο Banach Ε καλείται συµπαγής τελεστής (ή απόλυτα συνε-

χής τελεστής) αν, για κάθε ϕραγµένη ακολουθία (xn) στον Ε, η ακολουθία (Τxn) περιέχει

µια συγκλίνουσα υπακολουθία.

Πρόταση 1.1.1 Οι συµπαγείς τελεστές είναι ϕραγµένοι.

Απόδειξη. Αν ένας τελεστής Τ δεν είναι ϕραγµένος, τότε υπάρχει µια ακολουθία (xn) τέτοια

ώστε ||xn||=1, για ολα τα n ∈ N και ||(Τxn)|| → ∞. Τότε η (Τxn) δεν περιέχει συγκλίνου-

σα υπακολουθία, το οποίο σηµαίνει οτι ο τελεστής Τ δεν είναι συµπαγής. ΄Ατοπο, άρα οι

συµπαγέις τελεστές είναι ϕραγµένοι.
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Πρόταση 1.1.2 Το σύνολο των συµπαγών τελεστών K(E) είναι γραµµικός υπόχωρος του

L(E).

Απόδειξη.

i. ΄Εστω Α, Β ∈ K(E) και (xn) µια ϕραγµένη ακολουθία στοιχείων του Ε. Τότε, επειδή:

� ο Α είναι συµπαγής έπεται οτι υπάρχει υπακολουθία (xin ) της (xn), ώστε η (Αxin )

να συγκλίνει.

� ο Β είναι συµπαγής έπεται οτι υπάρχει υπακολουθία (xink
) της (xin ), ώστε η (Βxink

)

να συγκλίνει.

Τότε η ακολουθία (Α+Β)xink
συγκλίνει και είναι µια υπακολουθία της ακολουθίας

(Α+Β)xn. ΄Αρα (Α+Β) ∈ K(E).

ii. ΄Εστω Α ∈ K(E), (xn) µια ϕραγµένη ακολουθία στοιχείων του Ε και λ ∈ C. Τότε, επειδή:

� ο Α είναι συµπαγής έπεται οτι υπάρχει υπακολουθία (xin ) της (xn), ώστε η (Αxin )

να συγκλίνει.

Τότε η ακολουθία (λΑxin ) συγκλίνει και είναι µια υπακολουθία της ακολουθίας (λΑxn).

΄Αρα (λΑ) ∈ K(E).

Συνεπώς το σύνολο των συµπαγών τελεστών K(E) είναι ένας γραµµικός υπόχωρος του L(E).

Πρόταση 1.1.3 Κάθε τελεστής σε έναν πεπερασµένης διάστασης χώρο Hilbert είναι συµπα-

γής.

Απόδειξη. Πράγµατι, αν Τ είναι ένας τελεστής στον CN, τότε είναι ϕραγµένος. Επιπλέον,

αν (xn) είναι µία ϕραγµένη ακολουθία, τότε η (Τxn) είναι µια ϕραγµένη ακολουθια στον CN.

Από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass η (Τxn) περιέχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία.
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Θεώρηµα 1.1.1 ΄Εστω Τ ένας συµπαγής τελεστής σε ένα χώρο Hilbert Η και έστω S ένας

ϕραγµένος τελεστής στον Η. Τότε ΤS και SΤ είναι συµπαγείς.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) µια ϕραγµένη ακολουθία στον Η. Εφόσον ο S είναι ϕραγµένος, η

ακολουθία (Sxn) είναι ϕραγµένη. Επίσης αφού ο Τ είναι συµπαγής, η ακολουθία (ΤSxn)

περιέχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία, το οποίο σηµαίνει οτι ο ΤS είναι συµπαγής. ΄Οµοια,

εφόσον ο Τ είναι συµπαγής, η ακολουθία (Τxn) περιέχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία

(Τxpn ). ΄Οµως, εφόσον S είναι ϕραγµένος (και άρα συνεχής), η ακολουθία (STxpn ) συγκλίνει.

΄Αρα ο τελεστής ST είναι συµπαγής.

Πόρισµα 1.1.1 ΄Εστω Ε ένας απειροδιάστατος χώρος Banach. Τότε :

1. Ο ταυτοτικός τελεστής Ι δεν είναι συµπαγής, παρ΄ ολο που είναι ϕραγµένος.

Πράγµατι, έστω µια ορθοκανονική ακολουθία (en) στον Ε. Τότε η ακολουθία Ιen = en δεν

περιέχει συγκλίνουσα υπακολουθία. ΄Αρα Ι /∈ K(E) άρα K(E) $ B(E).

2. Κάθε αντιστρέψιµος τελεστής του L(E) δεν είναι συµπαγής.

΄Εστω Τ ∈ K(E), Τ αντιστρέψιµος. Τότε Τ−1 ∈ B(E) ΤΤ−1 = Ι ∈ K(E), ΄Ατοπο.

Παρατηρήσεις 1.1.1

1. Οι ϕραγµένοι τελεστές δεν είναι απαραίτητα και συµπαγείς.

2. Ενας συνεχής τελεστής είναι πεπερασµένου ϐαθµού αν το εύρος του είναι πεπερασµένης

διάστασης, δηλαδή αν dimR(Τ) <∞.

3. Το σύνολο όλων των συµπαγών τελεστών σε ένα χώρο Hilbert Η είναι ένας διανυσµατικός

χώρος.

4. ΄Εστω S ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος ενός χώρου Hilbert Η. Ο τελεστής

προβολής ΡS είναι συµπαγής τελεστής.

Θεώρηµα 1.1.2 Το σύνολο K(E,F ) είναι ένας κλειστός υπόχωρος του L(E,F ) (για τη νόρµα

||.|| L(E,F )).
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Απόδειξη. Υποθετουµε ότι Τn ∈ K(E,F ),Τ ∈ L(E,F ) και ||Τn-Τ|| L(E,F ) → 0. Επείδη ο

F είναι πλήρης ως χώρος Banach, αρκεί να δείξουµε οτι για κάθε ε>0 το Τ(ΒE) µπορεί να

καλυφθεί µε έναν πεπερασµένο αριθµό από µπάλες Β(f i,ε) του F. ΄Εστω n σταθερό τέτοιο ώστε

||Τn-Τ|| L(E,F ) < ε/2. Επειδή το Τn(ΒE) είναι σχετικά συµπαγές ισχύει Τn(ΒE) ⊂
⋃
i∈I

Β(fi,ε/2)

µε Ι πεπερασµένο. ΄Αρα Τ(ΒE) ⊂
⋃
i∈I

Β(f i,ε).

Πόρισµα 1.1.2 ΄Εστω (Τn) µια ακολουθία συνεχών τελεστών πεπερασµένου ϐαθµού απο τον

Ε στον F και Τ ∈ L(E,F ) τέτοια ώστε ||Τn-Τ|| L(E,F ) → 0. Τότε Τ ∈ K(E,F ).

Πόρισµα 1.1.3 Το περίφηµο πρόβληµα της προσεγγίσεως (Banach-Grothendieck) αφορά το

αντίστροφο του παραπάνω πορίσµατος, δηλαδή για δεδοµένο συµπαγή τελεστή υπάρχει ακο-

λουθία τελεστών (Τn) πεπερασµένου ϐαθµού τέτοια ώστε ||Τn-Τ|| L(E,F) → 0.

Απόδειξη. Γενικά η απάντηση είναι αρνητική ακόµα και για ορισµένους κλειστούς υπο-

χώρους του lp (1<p< ∞,p 6=2). Ωστόσο είναι δυνατό να υπάρξει λύση του προβλήµατος της

προσεγγίσεως στην περίπτωση που ο F είναι χώρος Hilbert. Πράγµατι έστω Κ=T (BE). Για

δεδοµένο ε>0 καλύπτουµε το Κ µε
⋃
i∈I

Β(f,ε), Ι πεπερασµένο. ΄Εστω G γραµµικός χώρος που

παράγεται απο τα fi και έστω Τε=ΡG ◦ Τ (ο Τε είναι πεπερασµένου ϐαθµού). Θα δείξουµε οτι

||Τε-Τ|| L(E,F ) < 2ε. Αν x ∈ ΒE, τότε υπάρχει ι0 ∈ Ι τέτοιο ώστε

||Tx− fio || < ε (1.1.3.α)

άρα

||PG ◦ T − PGfio|| < ε,

δηλαδή

||PG ◦ T − fio || < ε (1.1.3.β)

Συνδυάζοντας τις (1.1.3.α) και (1.1.3.β), ϐλέπουµε ότι

||PG ◦ T − Tx|| < ε ∀x ∈ BE,

δηλαδή,

||Tε − T |L(E,F) < 2ε
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Θεώρηµα 1.1.3 ΄Εστω Α ∈ K(H) και (Τn), Τn ∈ B(H) µια ϕραγµένη ακολουθία τελεστών,

τέτοια ώστε ||Τnx - Τx|| → 0 για κάθε x ∈ Η. Τότε Τ ∈ L(H) και ||ΤnΑ - ΤΑ|| → 0, δηλαδή ΤnΑ

|| ||
−−→

ΤΑ.

Απόδειξη. Αν ||Τn|| ≤ c για κάθε n ∈ N, τότε ||Τx|| = lim
n
||Τnx|| ≤ c||x||. ΄Αρα ||Τ|| ≤ ||c||

΄Εστω ότι ||ΤnΑ - ΤΑ|| 9 0. Τότε υπάρχει ε > 0 και υπακολουθία (Τni
) ώστε ||Τni

Α - ΤΑ|| >

ε. Εποµένως υπάρχει ακολουθία (xni
), ||xni

|| = 1 τέτοια ώστε ||Τni
Αxni

- ΤΑxni
|| > ε. Επειδή

ο Α είναι συµπαγής, υπάρχει υπακολουθία (xnj
) της xni

, τέτοια ώστε η (Αxnj
) να συγκλίνει,

έστω στο y. ΄Αρα

ε < ||Tnj
Axnj

− TAxnj
|| ≤ ||(Tnj

− T )(Axnj
− y)||+ ||(Tnj

− T )y||

≤ 2c||Axnj
− y||+ ||Tnj

y − Ty|| → 0,

άτοπο. Εποµένως ||ΤnΑ - ΤΑ|| → 0.

Πόρισµα 1.1.4 ΄Εστω Η διαχωρίσιµος χώρος Hilbert, τότε Α ∈ K(H) αν και µόνο αν υπάρχει

ακολουθία τελεστών πεπερασµένης τάξης, η οποία να συγκλίνει ως προς την τοπολογία της

νόρµας, στον Α.

Απόδειξη. ΄Εστω Α ∈ K(H), (xn) µια ορθοκανονική ϐάση του Η και οι τελεστές Εn =
n∑
i=1

xi

⊗xi. Οι Εn, n ∈ N∗ είναι ορθογώνιες προβολές, οπότε ||Εn|| = 1 για κάθε n ∈ N∗. ΄Αρα

οι (Εn) είναι ϕραγµένη ακολουθία και για κάθε x ∈ Η είναι lim
n

Εnx =
∞∑
i=1

〈x,xi〉xi = x = Ιx.

Εποµένως από το προηγούµενο ϑεώρηµα (1.1.4), έπεται ||ΕnΑ - Α|| → 0. ΄Οµως οι Εn είναι

πεπερασµένης τάξης (rankEn = n), οπότε και οι ΕnΑ είναι πεπερασµένης τάξής.

Το αντίστροφο προκύπτει άµεσα από την πρόταση (1.1.2), αφού καθε πεπερασµένης τάξης

τελεστής είναι συµπαγής.

Θεώρηµα 1.1.4 Ο συζυγής ενός συµπαγούς τελεστή σε ένα χώρο Hilbert ειναι συµπαγής και

αντίστροφα.
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Απόδειξη. ΄Εστω Τ ένας συµπαγής τελεστής σε ένα χώρο Hilbert Η και έστω (xn) µια ϕραγµένη

ακολουθία στον Η, τέτοια ώστε, ||xn|| ≤ Μ για κάποια Μ και για όλα τα n ∈ N. Ορίζουµε

yn=Τ∗ xn, n=1,2....Εφόσον Τ∗ είναι ϕραγµένος, η ακολουθία yn είναι ϕραγµένη. Επιπλέον

περιέχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία ykn τέτοια ώστε η ακολουθία Τykn να συγκλίνει στον

Η. Τώρα για κάθε n,m ∈ N, έχουµε

�

||ykm − ykn|| = ||T ∗xkm − T ∗xkn||2

=< T ∗(xkm − xkn), T ∗(xkm − xkn) >

=< TT ∗(xkm − xkn), (xkm − xkn) >

≤ ||TT ∗(xkm − xkn)||||xkm − xkn||

≤ 2M ||(Tykm − Tykn)|| → 0.

όταν m,n → ∞. Εποµένως ykn είναι µια ακολουθία Cauchy στον Η, το οποίο υποδη-

λώνει ότι η ykn συγκλίνει. Αυτό αποδεικνύει οτι ο Τ∗ είναι συµπαγής τελεστής.

� Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι Τ∗ ∈ K(H), τοτε ϑα δείξουµε οτι Τ ∈ K(H). Από τα

παραπάνω προκύπτει οτι Τ∗∗ ∈ K(H) και επειδή Τ∗∗(Η)=Τ(Η) συνεπάγεται ότι ο τελεστής

Τ είναι συµπαγής.

Λήµµα 1.1.1 ΄Εστω S ένα υποσύνολο ενός χώρου Ε µε εσωτερικό γινόµενο τέτοιο ώστε η

γραµµική ϑήκη του S να είναι πυκνή στο Ε. Αν (xn) µια ϕραγµένη ακολουθία στον Ε και

< xn, y >→< x, y > ∀y ∈ S,

τότε

xn
w−→ x.

Λήµµα 1.1.2 Ασθενώς συγκλίνουσες ακολουθίες σε ένα χώρο Hilbert είναι ϕραγµένες, δη-

λαδή αν (xn) είναι µια ασθενώς συγκλίνουσα ακολουθία, τότε υπάρχει ένας αριθµός Μ τέτοιος

ώστε ||xn|| ≤ Μ για ολα τα n ∈ N
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Θεώρηµα 1.1.5 ΄Ενας τελεστής Τ σε ένα χώρο Hilbert Η είναι συµπαγής αν και µόνο αν

ισχύει η συνεπαγωγη, xn
w−→ x => Txn → Tx.

Απόδειξη. ΄Εστω Τ ένας συµπαγής τελεστής. Υποθέτουµε ότι xn
w−→ x και ότι Txn 9 Tx. Τότε

υπάρχει ε > 0 και µία υπακολουθία xpn της xn τέτοια ώστε

||Txpn − Tx|| > ε (1.1.5.α)

για όλα τα n ∈N. Εφόσον η ακολουθία xpn είναι ασθενώς συγκλίνουσα, τότε απο το παραπάνω

λήµµα είναι και ϕραγµένη. Η συµπάγεια του Τ υποδηλώνει ότι η ακολουθία Τxpn έχει µια

ισχυρώς συγκλίνουσα υπακολουθία Τxqn. Επίσης, για κάθε y ∈ Η έχουµε,

< Txn, y >=< xn, T
∗y > → < x, T ∗y >=< Tx, y >,

έτσι ώστε Τ xn
w−→ Τx και Τxqn

w−→ Τx. Εφόσον ήδη γνωρίζουµε ότι η ακολουθία (Τxqn ) είναι

ισχυρώς συγκλίνουσα και οτι συγκλίνει ασθενως έχουµε ότι Τxqn → Τx. Αυτό οµως αντιτίθεται

στην σχέση (1.1.5.α)

Υποθέτουµε τώρα ότι ο τελεστής Τ είναι τέτοιος ώστε Txn → Tx όποτε xn
w−→ x. ΄Εστω (zn) µια

αυθαίρετη ϕραγµένη ακολουθία στον Η. Θέλουµε να δείξουµε ότι η (Τzn) έχει συγκλίνου-

σα υπακολουθία. ΄Εστω (en) µία πλήρης ορθοκανονική ακολουθία στον Η και έστω Μ µία

σταθερά τέτοια ώστε ||zn)|| ≤ Μ για όλα τα n ∈ N. Εφόσον

| < zn, e1 > | ≤M,

για όλα τα n ∈ N, η ακολουθία zn) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (z1,n) τέτοια ώστε η

ακολουθία |<zn,e1>| να συγκλίνει. ΄Οµοια, αφού

| < z1,n, e2 > | ≤M,

για όλα τα n ∈ N, η ακολουθία z1,n) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (z2,n) τέτοια ώστε η

ακολουθία |<z2,n,e2>| ≤ Μ να συγκλίνει. ΄Οµοια, ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, κατα-

σκευάζουµε ακολουθλιες (zm, n), m=1,2,3..... τέτοιες ώστε

1. (zm+1,n) είναι µία υπακολουθία της (zm,n) για κάθε m ∈ N, και



14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΘΕΩΡΙΑ ΣΥΜΠΑΓΩΝ ΤΕΛΕΣΤΩΝ

2. το όριο lim
n→∞

<zm,n,em> υπάρχει για κάθε m ∈ N.

Τώρα ορίζουµε

xn = zn,n, n = 1, 2

Προφανώς, η (xn) είναι µια υπακολουθία (zn) και το όριο lim
n→∞

< xn, en > υπάρχει για κάθε

για κάθε m ∈ N. Θα δείξουµε ότι η (xn) είναι ασθενώς συγκλίνουσα. Ορίζουµε

ak = lim
n→∞

< xn, ek > k = 1, 2, ....

Για κάθε l,n ∈ N έχουµε,

l∑
k=1

| < xn, ek > |2 ≤
∑
| < xn, ek > |2 = ||xn||2 ≤M2.

Αρχικά αφήνωντας το n να τρέξει στο άπειρο δηλαδή n→∞ έχουµε,

l∑
k=1

|ak|2 ≤M2,

και έπειτα, αφήνωντας το l να τρέξει στο άπειρο δηλαδή →∞ έχουµε,

∞∑
k=1

|ak|2 ≤M2

Ορίζουµε

z =
∞∑
k=1

akek

Τότε για κάθε m ∈ N έχουµε,

< xn, em > − < z, em > =< xn, em > −

{
∞∑
k=1

akek, em

}
=< xn, em > − < amem, em >

=< xn, em > −am → 0 καθως n→∞

Συνεπώς, <xn,em>→ <z,em> καθώς το n→∞ για κάθε m ∈ N. Εφόσον η ϑήκη e1,e2,.....

είναι πυκνή στον Η, έπεται από το λήµµα 1.1 ότι xn
w−→ z. Εποµένως Txn → Tz.
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Πόρισµα 1.1.5 Αν Τ είναι ένας συµπαγής τελεστής σε ένα χώρο Hilbert Η και (xn) είναι µία

ορθοκανονική ακολουθία στον Η, τότε lim
n→∞

Τxn → 0.

Απόδειξη. Οι ορθοκανονικές ακολουθίες συγκλίνουν ασθενώς στο 0.

Παρατηρήσεις 1.1.2

1. Απο το παραπάνω ϑεώρηµα προκύπτει ότι ο αντίστροφος ενός συµπαγούς τελεστή σε έναν

απειροδιάστατο χώρο Banach, αν υπάρχει, είναι µη-ϕραγµένος.

2. Οι ϕραγµένοι τελεστές είναι ακριβώς αυτοί οι τελεστές που απεικονίζουν ισχυρώς συγ-

κλίνουσες ακολουθίες σε ισχυρώς συγκλίνουσες ακολουθίες. Το παραπάνω ϑεώρηµα

αποδεικνύει ότι οι συγµπαγείς τελεστές σε ένα χώρο Hilbert µπορούν να χαρακτηριστούν

ως εκείνοι οι τελεστές οι οποίοι απεικονίζουν ασθενώς συγκλίνουσες ακολουθίες σε ισχυ-

ϱώς συγκλίνουσες ακολουθίες. Από αυτήν την σκοπιά, η συµπάγεια των τελεστών είναι

µία ισχυρότερη µορφή συνέχειας. Για αυτό το λόγο οι συµπαγείς τελεστές συχνά καλούν-

ται και ως απόλυτα συνεχείς τελεστές. Η παραπάνω συνθήκη έχει χρησιµοποιηθεί απο

τον F.Riesz σαν ορισµός για την συµπάγεια τελεστών. Αντίθετα ο Hilbert χρησιµοποίησε

τον ακόλουθο ισοδύναµο ορισµό για τους συµπαγέις τελεστές.

Ορισµός 1.1.2 Αν Ε και F είναι χώροι Banach και Τ ∈ K(E,F ), τότε ο Τ είναι απόλυτα

συνεχής αν για κάθε ακολουθία (xn) στον Ε τέτοια ώστε xn
w−→ x έπεται ότι ||Txn - Tx|| → 0.

Πρόταση 1.1.4 Αν Τ είναι ένας συµπαγής τελεστής, τότε ο Τ είναι απόλυτα συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) µια ακολουθία στον Ε τέτοια ώστε xn
w−→ 0. Από την αρχή οµοιόµορφου

ϕράγµατος έχουµε Μ = sup||xn|| ≤ ∞. Ως εκ τούτου (Τxn) ⊆ TBE. Χώρις ϐλάβη της

γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε οτι Μ ≤ 1.Εφόσον ο Τ είναι συµπαγής, υπάρχει µια

υπακολουθία (xnk
) και ενα y στον F τέτοιο ώστε ||Τxnk

- y|| → 0. ΄Οµως xnk

w−→ 0 και ο Τ

είναι συνεχης απο τον Ε στον F µε την ασθενη τοπολογία. Συνεπώς (Τxnk
) w−→ 0. Οπότε y = 0.

Αφού το 0 είναι το µοναδικό σηµείο συσσώρευσης της (Τxn) και η ακολουθία αυτή περιέχεται

σε συµπαγές σύνολο έπεται ότι ||Τxn|| → 0.
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1.2 Η ϑεωρία Riesz-Fredholm

Λήµµα 1.2.1 (Λήµµα Riesz) ΄Εστω Ε ένας γραµµικός χώρος µε νόρµα και Μ⊂Ε ένας κλειστός

υπόχωρος τέτοιος ώστε Μ6=Ε. Τότε

∀ε > 0 3 u ∈ E τετoιo ωστε ||u|| = 1 και dist(u,M) ≥ 1.

Απόδειξη. ΄Εστω v ∈ Ε και v /∈Μ. Επειδή ο Μ είναι κλειστός υπόχωρος, έχουµε d = dist(v,M)

> 0. Επιλέγουµε m0 ∈ Μ τέτοιο ώστε

d ≤ ||v −m0|| ≤
d

1− ε

τότε το

u =
v −m0

||v −m0||
είναι το Ϲητούµενο. Πράγµατι αν m ∈ Μ, έχουµε

||u−m|| =

∥∥∥∥∥v −m0||v −m0|| −m

∥∥∥∥∥ ≥ 1− ε,

αφού

m0 + ||v −m0||m ∈M

Παρατήρηση 1.2.1 Αν dimΜ< ∞ (ή, γενικότερα αν ο Μ είναι ανακλαστικός), µπορούµε να

επιλέξουµε ε=0 στο παραπάνω λήµµα, αλλά όχι στη γενική περίπτωση.

Θεώρηµα 1.2.1 (Riesz) ΄Εστω Ε ένας γραµµικός χώρος µε νόρµα τέτοιος ώστε η ΒE να είναι

συµπαγής. Τότε ο Ε είναι πεπερασµένης διάστασης.

Απόδειξη. Με απαγωγή σε άτοπο ας υποθέσουµε οτι ο Ε είναι απείρου διαστάσεως. Τότε

υπάρχει ακολουθία υποχώρων (Εn) πεπερασµένης διαστάσεως τέτοια ώστε Εn−1$Εn. Σύµ-

ϕωνα µε το προηγούµενο λήµµα (1.2.1) µπορούµε να κατασκευάσουµε µια ακολουθία (un)

µε ||un|| = 1 και dist(un,En−1≥ 1
2
. Ειδικότερα, ||un-um||≥ 1

2
για m<n. ΄Αρα η ακολουθία (un)

δεν έχει καµία συγκλίνουσα υπακολουθία,γεγονός που έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση

οτι η ΒE είναι συµπαγής.
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Θεώρηµα 1.2.2 (Εναλλακτικότητα Fredholm) ΄Εστω Τ ∈ K(E). Τότε

1. ο Ν(Ι - Τ) είναι πεπερασµένης διάστασης,

2. ο R(Ι - Τ) είναι κλειστός και, ακριβέστερα

R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥

3. Ν(Ι - Τ) = { 0 } <=> R(Ι - Τ) = Ε

4. dimΝ(Ι - Τ) = dimΝ(Ι - Τ∗)

Παρατήρηση 1.2.2 Η εναλλακτικότητα Fredholm αφόρα την επίλυση της εξίσωσης u - Tu

= f. Εκφράζει ότι : είτε για κάθε f ∈ Ε η εξίσωση u - Tu = f έχει µοναδική λυση, είτε η

οµογενής εξίσωση u - Tu = 0 έχει n γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις και, στην περίπτωση αυτή,

η µη οµογενής εξίσωση u - Tu = f είναι επιλύσιµη αν και µόνο αν η f ικανοποιεί n συνθήκες

ορθογωνιότητας (δηλαδή f ∈ Ν(Ι - Τ∗)⊥).

Παρατήρηση 1.2.3 Η τρίτη ιδιότητα είναι γνωστή ως πεπερασµένη διάσταση. Αν dimΕ <∞,

ένας γραµµικός τελεστής από τον Ε στον εαυτό του είναι αµφιµονοσήµαντος αν και µονο αν είναι

επί. Αντίθετα, σε απειρη διάσταση ένας ϕραγµένος τελεστής µπορεί να είναι αµφιµονοσήµαντος

χώρις να είναι και επί και αντίστροφα: π.χ., η µετακίνηση δεξία (αντ. αριστερά) στον ( l2).

Συνεπώς, το τρίτο συµπέρασµα του παραπάνω ϑεωρήµατος εκφράζει µια αξιοσηµείωτη ιδιότητα

τελεστών της µορφής (Ι - Τ) ∈ K(E).

Απόδειξη.

1. ΄Εστω Ε1 = Ν(Ι - Τ). Τότε ΒE1 ⊂ Τ(ΒE) και άρα η ΒE1 είναι συµπαγής. Από το ϑεώρηµα

(1.2.1) του Riesz, ο Ε1 είναι πεπερασµένης διάστασης.

2. ΄Εστω fn = un - Tun → f. Πρέπει να δείξουµε ότι f ∈ R(Ι - Τ). Θέτουµε dn = dist(un,N(I -

T)). Επείδη ο Ν(Ι - Τ) είναι πεπερασµένης δίαστασης ύπαρχει υn ∈ Ν(Ι - Τ) τέτοιο ώστε
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dn = ||un - υn||. ΄Εχουµε

fn = (un − υn)− T (un − υn). (1.2.2.α)

Θα δείξουµε ότι η ||un - υn|| είναι ϕραγµένη. Με απαγωγή σε άτοπο, ας υποθέσουµε ότι

υπάρχει υπακολουθία τέτοια ώστε ||unk
- υnk

|| → ∞. Θέτοντας wn = un−υn
||un−υn|| , ϑα είχαµε

τότε λόγω της (1.2.2.α), wnk
- Τwnk

→ ∞. Εξάγοντας µια υπακολουθία από την (wnk
)

(την οποία σηµειώνουµε για απλούστευση πάλι µε (wnk
)) µπόρουµε να υποθέσουµε ότι

Τwnk
→ z. ΄Αρα wnk

→ z και z ∈ Ν(Ι - Τ).

Εξάλλου,

dist(wn, N(I − T )) =
dist(un, N(I − T )

||un − υn||
= 1

(αφού un ∈ Ν(Ι - Τ). Στο όριο παίρνουµε dist(z,N(I - T) = 1, που είναι άτοπο. Εποµένως, η

||un - υn|| παραµένει ϕραγµένη και, επειδή ο Τ είναι συµπαγής µπορούµε να εξάγουµε

µία υπακολουθία τέτοια ώστε Τ(||unk
- υnk

||)→ l. Από την (1.2.2.α), προκύπτει ότι unk

- υnk
→ f + l. Θέτοντας g = f + l έχουµε g - Tg = f, δηλαδή f ∈ R(Ι - Τ). ΄Αρα έχουµε

αποδείξει ότι ο τελεστής Ι - Τ είναι µια κλειστή εικόνα. ΄Αρα µπορούµε να εφαρµόσουµε

τις σχέσεις,

R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥ και R(I − T ∗) = N(I − T )⊥.

3. � Θα δείξουµε πρώτα τη συνεπαγωγή =>. Με απαγωγή σε άτοπο, ας υποθέσουµε

ότι

E1 = R(I − T ) 6= E.

Ο Ε1 είναι χώρος Banach και Τ(Ε1) ⊂ Ε1. ΄Αρα Τ|E1 ∈ K(E) και ο Ε2 = (Ι -

Τ)(Ε1) είναι ένας κλειστός υπόχωρος του Ε1. Επιπλέον Ε2 6= Ε1 (αφου (Ι - Τ) αµ-

ϕιµονοσήµαντος). Θέτοντας Εn = (Ι - Τ)n(Ε) παίρνουµε έτσι µια γνησίως ϕθίνουσα

ακολουθία κλειστών υποχώρων. Σύµφωνα µε το λήµµα (1.2.1) του Riesz, υπάρχει

ακολουθία (un) τέτοια ώστε un ∈ Εn, ||un|| = 1 και dist(un,En+1) ≥ 1
2
. ΄Εχουµε

Tun − Tum = −(un − Tun) + (um − Tum) + (un − um).
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Σηµειώνουµε ότι, αν n > m, τότε Εn+1 ⊂ Εn ⊂ Εm+1 ⊂ Εm και εποµένως

−(un − Tun) + (um − Tum) + un ∈ Em+1.

΄Αρα ||Τun - Τum|| ≥ 1
2
που είναι άτοπο αφού ο Τ είναι συµπαγής. Συνεπώς

R(Ι - Τ) = Ε.

� Αντίστροφα, υποθέτουµε οτι R(Ι - Τ) = Ε. Τότε λόγω της σχέσης Ν(Τ∗) = R(Τ)⊥

έχουµε Ν(Ι - Τ∗) = R(Ι - Τ)⊥ = {0}. Επειδή Τ∗ ∈ K(E ′) µπορούµε να εφαρµόσουµε

τα παραπάνω στον Τ∗ και να συµπεραίνουµε ότι R(Ι - Τ∗) = Ε΄. Εποµένως λόγω της

σχέσης Ν(Τ) = R(Τ∗)⊥ έχουµε ότι Ν(Ι - Τ) = R(Ι - Τ∗) = {0}.

4. ΄Εστω d = dimΝ(Ι - Τ), d∗ = dimΝ(Ι - Τ∗). Θα δείξουµε πρώτα οτι d∗ ≤ d. Με απαγωγή

σε άτοπο, ας υποθέσουµε οτι d < d∗. Επειδή ο χώρος Ν(Ι - Τ) είναι πεπερασµένης διά-

στασης, έχει ένα τοπολογικό συµπλήρωµα στον Ε. Υπάρχει άρα ένας συνεχής τελεστής

προβολής Ρ από τον Ε επί του Ν(Ι - Τ).

Εξάλλου, ο R(Ι - Τ) = Ν(Ι - Τ∗)⊥ είναι πεπερασµένης συνδιάστασης d∗ και εποµένως ο

R(Ι - Τ) έχει στον Ε ενα τοπολογικό συµπλήρωµα, έστω F, διάστασης d∗. Επειδή d <

d∗, υπάρχει µια γραµµική απεικόνιση Λ : Ν(Ι - Τ) → F που είναι αµφιµονοσήµαντη

και όχι επί. Θέτουµε S = Τ + (Λ ◦ Ρ). Τότε S ∈ K(E) αφού η απεικόνιση Λ ◦ Ρ είναι

πεπερασµένου ϐαθµού.

Θα δείξουµε ότι Ν(Ι - S) = {0}. Πράγµατι, αν

0 = u− Su = (u− Tu)− (Λ ◦ Pu)

τότε

u− Tu = 0 και Λ ◦ Pu = 0

δηλαδή u ∈ Ν(Ι - Τ) και Λu = 0, οπότε u = 0. Εφαρµόζοντας την τρίτη σχέση του

ϑεωρήµατος στον τελεστή S, ϐλέπουµε οτι R(Ι - S) = Ε, που είναι άτοπο, αφού υπάρχει

f ∈ F µε f /∈ R(Λ). Η εξίσωση u - Su = f δεν έχει λυση. Εποµένως έχουµε δείξει ότι d∗

≤ d. Εφαρµόζοντας το αποτέλεσµα αυτό στον Τ∗, ϐλέπουµε ότι

dimN(I − T ∗∗) ≤ dimN(I − T ∗) ≤ dimN(I − T )
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Επειδή Ν(Ι- Τ∗∗) ⊃ Ν(Ι - Τ) συµπεραίνουµε ότι d∗ = d.

1.3 Hilbert-Schmidt και Trace class τελεστές

Ορισµός 1.3.1 ΄Ενας τελεστής Τ ∈ L(H), όπου Η διαχωρίσιµος χώρος Hilbert, λέγεται

Hilbert-Schmidt αν υπάρχει ορθοκανονική ϐάση (en), n ∈ N∗ τέτοια ώστε :
∞∑
n=1

||Τen||2 < ∞.

Συµβολίζουµε µε B2(H) το συνολο των Hilbert-Schmidt τελεστών στον Η, δηλαδή:

B2(H) = {A ∈ B(H) : ||A||2 <∞}

µε

||A||2 =

√∑
i∈I

||Aei||2

Πρόταση 1.3.1 ΄Εστω Α ∈ Β(Η) και έστω (ei)i∈I ( fj )j∈J δύο ορθοκανονικές ϐασεις του Η. Τότε∑
i∈I

||Aei||2 =
∑
j∈J

||A∗fj||2 ∈ [0,∞]

Απόδειξη. Υποθέτωντας ότι το πρώτο όριο υπάρχει, από το ϑεώρηµα Fubini έχουµε,∑
i∈I

||Aei||2 =
∑
i∈I

∑
j∈J

| < Aei, fj > |2

=
∑
i∈I

∑
j∈J

| < A∗fj, ei > |2 =
∑
j∈J

||A∗fj||2

Η παραπάνω ισότητα ισχύει για δύο ορθοκανονικές ϐάσεις του Η. ΄Ετσι ϑέτοντας fj = ej έπεται

οτι για κάθε ορθοκανονική ϐάση (fj ) έχουµε ότι,∑
j

‖Afj‖2 =
∑
j

‖A∗fj‖2.

΄Αρα έπεται ότι, ∑
i

‖Aei‖2 =
∑
j

‖Afj‖2 =
∑
j

‖A∗fj‖2.

΄Εποµένως µε ϐάση τα παραπάνω και το δεύτερο όριο υπάρχει.



1.3. HILBERT-SCHMIDT ΚΑΙ TRACE CLASS ΤΕΛΕΣΤΕΣ 21

Πρόταση 1.3.2 Κάθε Hilbert-Schmidt τελεστής είναι συµπαγής.

Απόδειξη. ΄Εστω Τ ένας Hilbert-Schmidt τελεστής και (en) µια ορθοκανονική ϐάση τέτοια

ώστε :
∞∑
n=1

||Τen||2 <∞. Ορίζουµε τους τελεστές πεπερασµένης τάξης Τk:

Tkx = Tk

∞∑
n=1

〈x, en〉en =
k∑

n=1

〈x, en〉Ten

Είναι rankΤk ≤ k. ΄Αρα ο Τk είναι συµπαγής για κάθε k και (Τ - Τk)x =
∞∑

n=k+1

〈x,en〉Τen, οπότε

||(T − Tk)x|| ≤
∞∑

n=k+1

|〈x, en〉|||Ten|| ≤ (
∞∑

n=k+1

|〈x, en〉|2)
1
2 (

∞∑
n=k+1

||Ten||2)
1
2

≤ ||x||(
∞∑

n=k+1

||Ten||2)
1
2 ⇒

||T − Tk|| ≤ (
∞∑

n=k+1

||Ten||2)
1
2 → 0⇒ Tk

|| ||−−→ T ⇒ T ∈ K(H).

Θεώρηµα 1.3.1 (Hilbert-Schmidt) Για κάθε αυτοσυζυγή, συµπαγή τελεστή Τ σε έναν απει-

ϱοδιάστατο χώρο Hilbert Η, υπάρχει µια ορθοκανονική ακολουθία ιδιοδιανυσµάτων (un) που

αντιστοιχούν σε µη µηδενικές ιδιοτιµές λn τέτοιες ώστε κάθε στοιχείο x ∈ Η να έχει µοναδική

αναπαράσταση της µορφής

x =
∞∑
n=1

αnun + υ, (1.3.1)

όπου τα αn ∈ C και το υ ικανοποιεί την εξίσωση Τυ = 0. Αν ο Τ έχει απείρως πολλές διακεκρι-

µένες ιδιοτιµές λ1,λ2,..., τότε λn → 0 οταν n →∞.

Μια σηµαντική ιδιότητα σε πεπερασµένης διάστασης τελεστές είναι το ίχνος. Αυτό, πράγµατι,

έχει την ιδιότητα και να είναι εύκολο να υπολογιστεί όταν ο τελεστής είναι εκφρασµένος ως

πίνακας µε µια συγκεκριµένη ϐαση, αλλά και της υπαρξής του ανεξάρτητα από την επιλογή

της ϐάσης.



22 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΘΕΩΡΙΑ ΣΥΜΠΑΓΩΝ ΤΕΛΕΣΤΩΝ

Ορισµός 1.3.2 ΄Εστω Η ένας χώρος Hilbert και έστω Τ ένας ϑετικός συµπαγής τελεστής µε

µη µηδενικές ιδιοτιµές (λn( Τ ) )n≥1. Το ίχνος του Τ είναι το άθροισµα της σειράς,

∑
n≥1

λn(T )

Πρόταση 1.3.3

1. ΄Εστω Η ένας διαχωρίσιµος χώροος Hilbert. Αν Τ είναι ένας ϑετικός συµπαγής τελεστής

και (en) µια οποιαδήποτε ορθοκανονικη ϐάση του Η, τότε έχουµε,

Tr(T ) =
∑
n≥1

< Ten, en > . (1.3.2)

2. Αν Τ1, Τ2 είναι δύο ϑετικοί συµπαγείς τελεστές και (a, b) ∈ [0,∞] , τότε έχουµε

Tr(aT1 + bT2) = aTr(T1) + bTr(T2)

3. Αν ο Τ είναι ϑετικός συµπαγής τελεστής, και αν U ∈ Β(Η) ένας ορθοµοναδιαίος ϕραγµένος

τελεστής, τότε ο UTU−1 ειναι ϑετικός και συµπαγής και επιπλέον,

Tr(UTU−1) = Tr(T )

Απόδειξη.

1. Επειδή Τ ϑετικός, η σειρά που αναφέρεται έχει νόηµα στο [0,+∞] ως σειρά µε µη αρνητι-

κόυς όρους. Αν επιλέξουµε (en) την ϐάση των ιδιοδιανυσµάτων του Τ µε T(en) = λn(Τ)en

τότε έχουµε 〈 T(en),en 〉 = λn(Τ) και τότε η (1.3.2) ισχύει για αυτή τη ϐάση. Οπότε αρκεί

να δείχθεί ότι το δεξιό µέλος είναι ανεξάρτητο από την ορθοκανονική που επιλέγει για

τον υπολογισµό.
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΄Εστω (fm)m>1 µια άλλη ορθοκανονική ϐάση. ΄Εχουµε∑
m≥1

〈T (fm), fm〉 =
∑
m≥1

∑
n≥1

λn(T )|〈fm, en〉|2

=
∑
n≥1

λn(T )
∑
m≥1

|〈fm, en〉|2

=
∑
n≥1

λn(T )
∑
m≥1

|〈en, fm〉|2

=
∑
n≥1

λn(T )||en||2 = Tr(T )

2. Ο τελεστής (aT1 + bT2) είναι προφανές οτι είναι συµπαγής και ϑετικός. ΄Εστω λοιπόν µια

ορθοκανονική ϐαση (en) του Η, τότε έχουµε :

∑
n≥1

< (aT1 + bT2)(en), en) >= a
∑
n≥1

< T1(en), en > +b
∑
n≥1

< T2(en), en >

3. Αυτό είναι επίσης προφανές διότι,

< UTU−1en, en >=< Tfn, fn >

µε fn = U−1en = U∗en λογω της ορθοµοναδιαιότητας του U, και επειδή η en είναι ορθο-

κανονική ϐάση τότε και η fn είναι αφού ο U είναι ορθοµοναδιαιος. ΄Αρα από το πρώτο

σκέλος της πρότασης αποδεικνύεται και το Ϲητούµενο.

Ορισµός 1.3.3 ΄Εστω Η ένας διαχωρίσιµος χώρος Hilbert. ΄Ενας συµπαγής τελεστής Τ ∈

Κ(Η) λέγεται trace class αν

Tr(‖T‖) = Tr(
√

(T ∗T )) < +∞

Αν sn(T) είναι οι µη-µηδενικές ιδιοτιµές του ‖Τ‖, έχουµε τότε τον ακόλουθο ορισµό :

Tr(|T |) =
∑
n≥1

sn(T ).
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Πρόταση 1.3.4 Η σειρά συγκλίνει απολύτως και είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της ϐάσης.

Απόδειξη. ΄Εστω λi ∈ C τέτοιο ώστε |<Aei,ei>| = λi|<Aei,ei>| και |λi| = 1 (i ∈ I ). Τότε για

κάθε πεπερασµένο υποσύνολο I0 ⊆ I έχουµε την ακόλουθη εκτίµηση,∑
i

| < Aei, ei > | =
∑
i

λi < Aei, ei >=
∑
i

λi < A,< ·, ei > ei >2

=< A,
∑
i

λi < ·, ei > ei >2≤ ||A||1||
∑
i

λi < ·, ei > || ≤ ||A||1

΄Αρα η σειρά συγκλίνει απολύτως.

΄Εστω fj (j ∈ J) µία άλλη ορθοκανονική ϐάση στον Η τότε έχουµε,∑
i

< Aei, ei > =
∑
i,j

< Aei, fj >< fj, ei > =
∑
j,i

< fj, ei >< ei, A
∗fi >

=
∑
j

< fj, A
∗fj >=

∑
< Afj, fj >,

και εποµένων η σειρά είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της ϐάσης.

Πρόταση 1.3.5 Για οποιαδήποτε ϕυσιολογικό τελεστή Τ ∈ TC(H) µε µη-µηδενικές ιδιοτιµές

(λn)n≥1, η σειρά ∑
n≥1

λn

συγκλίνει απολύτως και έχουµε

Tr(T ) =
∑
n≥1

λn

Απόδειξη. Αν Τ ∈ Τ῝(Η) είναι ϕυσιολογικός, µπορούµε να πάρουµε µια ορθοκανονική ϐάση (en)

για την οποία Τ(en) = λnen για να υπολογίσουµε το ίχνος της
∑
n≥1
〈Τ(en),en〉, έτσι έχουµε

∑
n≥1

< T (en), en >=
∑
n≥1

λn

η οποία είναι συγκλίνουσα σειρά µε τιµή Tr(T).

Πρόταση 1.3.6 Για κάθε ορθοµοναδιαίο ϕραγµένο τελεστή S ∈ Β(Η) και κάθε τελεστή Τ ∈

Κ(Η), έχουµε ST, TS ∈ TC(H) και

Tr(ST ) = Tr(TS)
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Απόδειξη. Αν ο τελεστής S είναι ορθοµοναδιαίος, είναι προφανές οτι ST, TS ∈ TC(H) για κάθε

Τ ∈ Τ῝(Η). Πράγµατι, (ST)∗(ST) = T∗T, (TS)∗(TS) = S−1T∗TS,ο οποίος έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε

τον Τ∗Τ. Επιπλέον, αν (en) µια ορθοκανονική ϐάση, έχουµε

∑
n≥1

< (ST )(en), en >=
∑
n≥1

< S(TS)(fn), en >=
∑
n≥1

< (TS)(fn), fn >,

όπου fn = S−1enείναι µια άλλη ορθοκανονίκη ϐάση επειδή ο S είναι ορθοµοναδιαίος. Το

γεγόνος οτι το ίχνος έιναι ανεξάρτητο από την επιλογή της ϐάσης µας οδηγεί στο αποτέλεσµα

Tr(TS) = Tr(ST) για έναν ορθοµοναδιαίο τελεστή S.

1.4 Αναλλοίωτοι Υπόχωροι

Ορισµός 1.4.1 ΄Εστω Ε ένας χώρος Banach και Τ ∈ B(E). ΄Ενας κλειστός υπόχωρος Μ του

Ε λέγεται αναλλοίωτος υπόχωρος του Τ, αν για κάθε x ∈ E είναι Tx ∈ M, ισοδύναµα ΤΜ⊆Μ.

Ο Μ είναι µη τετριµµένος αν Μ 6= {0}, E. Το σύνολο όλων των αναλλοίωτων υποχώρων του Τ

ϑα το συµβολίζουµε µε Lat T.

Πρόταση 1.4.1 1. Αν Μ1, Μ2 ∈ Lat T κλειστοί, τότε Μ1 ∨ Μ2 ≡M1 +M2 ∈ Lat T και Μ1

∧ Μ2 ≡ Μ1 ∩ Μ2 ∈ Lat T.

2. Αν {Μi i ∈ Ι} ⊆ Lat T κλειστοί, τότε ∨{Μi ∈ Ι}, η κλειστή γραµµική ϑήκη του
⋃
i∈I

Μi ∈ Lat

T, και ∧{Μi ∈ Ι} ≡
⋂
i∈I

Μi ∈ Lat T.

Ορισµός 1.4.2 ΄Εστω Τ ∈ B(E). ΄Ενας κλειστός υπόχωρος Μ του Ε καλείται υπεραναλλοίω-

τοςγια τον Τ, αν ΑΜ⊆Μ, για κάθε τελεστή Α που αντιµετατίθεται µε τον Τ. Είναι δηλαδή ΑΜ⊆Μ,

αν ΑΤ = ΤΑ.

Λήµµα 1.4.1 Αν A, είναι µια υπάλγεβρα του B(E), η οποία περιέχει τη µονάδα, Lat A =

{{0},X} και αν Κ ∈ K(E) είναι ένας µη µηδενικός συµπαγής τελεστής, τότε υπάρχει τελεστής

Α ∈ A τέτοιος ώστε ker(AK - I) 6= {0}.
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Παρατήρηση 1.4.1 Το 1973 ο V.Lomonosov απέδειξε ένα ϑεώρηµα το οποίο έδωσε απαν-

τήσεις σε γενικότερα προβλήµατα σχετικά µε την ύπαρξη αναλλοίωτων υποχώρων. ΄Οταν

εµφανίστηκε το αποτέλεσµα αυτό, προκάλεσε µεγάλο ενθουσιασµό, διότι δηµιούργησε την πε-

ποίθηση ότι έλυνε ή ήταν κοντά στη λύση, του προβλήµατος του αναλλοίωτου υποχώρου. Μέχρι

το 1980 δεν υπήρχε παράδειγµα τελεστή που να µην ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος

Lomonosov. Το 1980 όµως, οι Hadvin-Nordgren-Radjavi-Rosenthal κατασκεύασαν ένα τέτοιο

παράδειγµα τελεστή που δεν ικανοποιούσε το ϑεώρηµα Lomonosov. Ας σηµειωθέι ότι µέχρι και

σήµερα δεν είναι γνωστό πόσο µεγάλη είναι η κλάση των τελεστών στην οποία εφαρµόζεται το

ϑεώρηµα Lomonosov.

Θεώρηµα 1.4.1 (Θεώρηµα Lomonosov) Αν ο Τ ∈ B(E) δεν είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτι-

κού τελεστή και ισχύει ΤΚ = ΚΤ για κάποιο µη-µηδενικό συµπαγή τελεστή Κ, τότε ο Τ έχει µη

τετριµµένο υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

Απόδειξη. ΄Εστω A = {Τ΄} το σύνολο των τελεστών που αντιµετατίθενται µε τον Τ. Θέλουµε να

δείξουµε οτι LatA 6= {{0},Ε}. ΄Εστω ότι αυτό δεν ισχύει. Τοτε απο το λήµµα (1.4.1) έχουµε

οτι ϑα υπάρχει τελεστής Α στην A µε Μ = ker(AK - I) 6= {0}. ΄Οµως Μ ∈ Lat (AK), οπότε

ο περιορισµός ΑΚ|M του ΑΚ ϑα είναι ο ταυτικός τελεστής. Επειδή ο ΑΚ είναι συµπαγής, ο

ΑΚ|M ϑα ειναι συµπαγής ως τελεστής επί του Μ. Εποµένως dim M < ∞. Επιπλέον, επειδή

ΑΚ ∈ A, για κάθε x ∈ Μ ϑα είναι (ΑΚ)(Τx) = Τ(ΑΚx) = Τx, οπότε Μ ∈ Lat T. ΄Οµως dim M <

∞, οπότε ο Τ|M ϑα πρέπει να έχει µια ιδιοτιµή, έστω λ. Τότε ker(Τ - λI) = Ν 6= {0}. Επειδή ο

Τ δεν είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού, είναι Ν 6= Ε και εύκολα διαπιστώνεται οτι ο Ν είναι

υπεραναλλοίωτος υπόχωρος του Τ. Το αποτέλεσµα των Aronszajn-Smith είναι τώρα ένα απλό

πόρισµα του ϑεωρήµατος Lomonosov.

Παρατήρηση 1.4.2 Το 1954 οι Aronszajn-Smith έδειξαν οτι κάθε συµπαγής τελεστής σε

χώρο Banach έχει µη τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωρο.

Πόρισµα 1.4.1 Καθε συµπαγής τελεστής σε ένα χώρο Banach έχει µη τετριµµένο αναλλοίωτο

υπόχωρο.
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Πόρισµα 1.4.2 ΄Εστω Ε χώρος Banach, άπειρης διάστασης και Α ∈ L(E). Αν υπάρχει

πολυώνυµο p τέτοιο ώστε ο τελεστής p(A) να είναι συµπαγής, τότε ο Α έχει µη τετριµµένο

αναλλοίωτο υπόχωρο.

Πόρισµα 1.4.3 Αν Κ1, Κ2 ∈ L(E) και Κ1Κ2 = Κ2Κ1, τότε Κ1 και Κ2 έχουν ένα κοινό µη

τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωρο.

1.5 Ασθενώς Συµπάγεις Τελεστές

Οι ασθενώς συµπαγείς τελεστές αποτελούν γενίκευση των συµπαγών τελεστών, αλλά η υπό-

ϑεση δεν είναι αρκετά ισχυρή ώστε να αντλουµε αρκετές καλές πληροφορίες για την δοµή

τους.

Ορισµός 1.5.1 ΄Εστω Ε και F δυο χώροι Banach.Θα λεµέ οτι ενας τελεστής Τ ∈ L(E,F )

είναι ασθενώς συµπαγής αν το T (BE) είναι ασθενώς συµπαγές για την ασθενή τοπολογία.

Πρόταση 1.5.1

1. Αν είτε ο Ε είτε ο F είναι ανακλαστικός, τότε κάθε τελεστής Τ ∈ L(E,F ) είναι ασθενώς

συµπαγής.

2. Αν ο Τ : Ε → F είναι ασθενώς συµπαγής και Α ∈ L(F,R), τότε ο ΑΤ είναι ασθενώς

συµπαγής.

3. Αν ο Τ : Ε → F είναι ασθενώς συµπαγής και Α ∈ L(R,E), τότε ο ΤΒ είναι ασθενώς

συµπαγής.

Από την παραπάνω πρόταση εξάγουµε το συµπέρασµα ότι η ασθενής συµπάγεια ενός τελεστή

δεν είναι ισχυρή υπόθεση. Για παράδειγµα, αν ο Ε είναι ανακλαστικός, κάθε τελεστής Τ

∈ L(E) είναι ασθενώς συµπαγής. Συγκεκριµένα, κάθε τελεστής σε ένα χώρο HIlbert είναι

ασθενώς συµπαγής. ΄Ετσι κάθε ϑεώρηµα σχετικά µε ασθενώς συµπαγείς τελεστές είναι ένα
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ϑεώρηµα για όλους τους τελεστές σε ένα ανακλατικό χώρο. Στην πραγµατικότητα, υπάρχει

ένας ϐαθµός εγκυρότητας για το αντιστροφο του παραπάνω πορίσµατος. Στην ουσία ισχύει

ότι τα ϑεωρήµατα σχετικά µε τελεστές σε ανακλαστικούς χώρους είναι επίσης ϑεωρήµατα για

ασθενώς συµπαγείς τελεστές.

Θεώρηµα 1.5.1 ΄Ενας συνεχής τελεστής Τ ∈ L(E,F ) είναι ασθενώς συµπαγής αν και µόνο

αν το Τ∗∗Ε∗∗ περιέχεται στην κανονική εµφύτευση κF του F στον F∗∗.

Απόδειξη. ΄Εστω ΒE, ΒE∗∗ να είναι οι µοναδιαίες µπάλες των χώρων Ε, Ε∗∗ αντίστοιχα.

Ας σηµειώσουµε ότι ο Τ∗∗ είναι συνεχής µε τις Ε∗, F∗ τοπολογίες στις Ε∗∗, F∗∗ αντίστοιχα.

Συνεπως, αφού Τ∗∗ είναι µία επέκταση του Τ,

T ∗∗(BE1) ⊆ T ∗∗(κBE) = κ(TBE) ⊆ κ(TBE), (1.4.1.α)

όπου ΒE1 είναι το Ε∗-κλείσιµο του κΒE και οι µπάρες δηλώνουν τα κλεισίµατα στην τοπολογία

F∗. Αν ο τελεστής Τ είναι ασθενώς συµπαγής, τοτε το T (BE) είναι συµπαγές στην F∗ τοπολογία

του F και άρα το κT (BE) είναι συµπαγές και συνεπώς κλειστό στην F∗ τοπολογία του F∗∗.

Εποµένως αν ο Τ είναι ασθενώς συµπαγής έχουµε ότι,

T ∗∗(BE1) ⊆ κ(TBE),

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα Goldstine ΒE = ΒE∗∗ και άρα Τ∗∗(ΒE∗∗ )⊆T (BE) το οποίο αποδεικνύει

ότι

T ∗∗E∗∗ ⊆ κF. (1.4.1.β)

Αντίστροφα, έστω Τ ένας τελεστής Τ ∈ L(E,F ) που ικανοποιεί την (1.4.1.β). Τότε ο Τ∗∗ είναι

συνεχής µε την Ε∗, F∗ τοπολογιές στις Ε∗∗, F∗∗, αντίστοιχα, και Τ(ΒE∗∗ ) είναι Ε∗ συµπαγές

στην Ε∗∗. Εποµένως το Τ∗∗(ΒE ∗ ∗)⊆ κF είναι F∗ συµπαγές. ΄Αρα η F∗-οµοιοµορφική εικόνα

κ(ΤΒE) του Τ(ΒE) είναι ένα υποσύνολο ενός F∗ συµπαγούς υποσυνόλου του κF. Συνεπώς, το

F∗-κλείσιµο του κT (BE) είναι ένα F∗-συµπαγές υποσύνολο του κF, και το F∗ κλείσιµο του

Τ(ΒE) είναι ένα F∗ συµπαγές υποσύνολο του F.
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Θεώρηµα 1.5.2 Γραµµικός συνδυασµός ασθενώς συµπαγών τελεστών είναι ασθενώς συµπα-

γής τελεστής. Το γινόµενο ενός ασθενούς συµπαγούς γραµµικού τελεστή και ενός ϕραγµένου

γραµµικού τελεστή είναι ασθενώς συµπαγής τελεστής.

Απόδειξη. ΄Εστω Τ, U ∈ L(E,F ), W ∈ L(F,C), V ∈ L(C,E), α,β ∈ R και έστω Τ, U να είναι

ασθενώς συµπαγείς τελεστές. Τότε,

(aT + bU)∗∗E∗∗ = (aT ∗∗ + bU∗∗)E∗∗ ⊆ κF,

(TV )∗∗C∗∗ = T ∗∗V ∗∗C∗∗ ⊆ T ∗∗E∗∗ ⊆ κF,

(WT )∗∗E∗∗ = W ∗∗T ∗∗E∗∗ ⊆ W ∗∗κF = WF ⊆ κC.

Πόρισµα 1.5.1 Αν είτε ο Ε είτε ο F είναι ανακλαστικός, κάθε τελεστής Τ ∈ L(E,F ) είναι

ασθενώς συµπαγής.

Απόδειξη.

� ΄Εστω Τ ∈ L(E,F ). Αν ο F είναι ανακλαστικός, τοτε

T ∗∗E∗∗ ⊆ E∗∗ = κF.

� και αν ο Ε είναι ανακλαστικός,

T ∗∗E∗∗ = T ∗∗κE = κTE ⊆ κF

Λήµµα 1.5.1 Αν Ε και F είναι χώροι Banach και Τ ∈ L(E,F ), τότε ο Τ είναι ασθενώς συµπα-

γής αν και µόνο αν ο Τ∗ είναι συνεχής όσον αφορά τις Ε∗∗,F τοπολογίες στις Ε∗,F∗ αντίστοιχα.

Θεώρηµα 1.5.3 Αν Ε και F είναι χώροι Banach και Τ ∈ L(E,F ), τότε ο Τ είναι ασθενώς

συµπαγής αν και µόνο αν ο Τ∗ είναι ασθενώς συµπαγής.
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Απόδειξη.

� ΄Εστω Τ ένας ασθενώς συµπαγής τελεστής. Από το ϑέωρηµα του Alaoglu έχουµε ότι το

ΒE∗ είναι συµπαγές. Λόγω της ασθενούς συµπάγειας του Τ από το παραπάνω λήµµα

έπεται ότι ο Τ∗ είναι συνεχής όσον αφορά τις Ε∗∗,F τοπολογίες στις Ε∗,F∗ αντίστοιχα.

Επίσης επειδή το γινόµενο ενός συνεχούς τελεστή και ενός ασθενούς συµπαγούς τελε-

στή είναι ασθενώς συµπαγής τελεστής έπεται οτι Τ∗(ΒE∗ ) είναι συµπαγές για την Ε∗∗

τοπολογία του Ε∗. Συνεπώς ο Τ∗ είναι ασθενώς συµπαγής.

� Αντίστροφα, αν ο Τ∗ είναι ασθενώς συµπαγής έπεται από το παραπάνω λήµµα ότι ο

τελεστής Τ∗∗ είναι συνεχής όσον αφορά τις Ε∗, F∗∗∗ τοπολογίες στις Ε∗∗, F∗∗ αντίστοιχα.

Αν ΒE, ΒE∗∗ είναι οι κλειστές µοναδιαίες µπάλες στους χώρους Ε, Ε∗∗ αντίστοιχα, και

αν κ είναι η κανονική εµφύτευση του Ε στον Ε∗∗ τότε από το ϑεώρηµα του Goldstine

έχουµε οτι το κΒE είναι Ε∗ πυκνό στην ΒE∗∗ και εποµένως από την συνέχεια του Τ∗∗

ϐλεπουµε ότι το Τ∗∗(ΒE∗∗ ) περιέχεται στο F∗∗∗ κλείσιµο του Τ∗∗(κΒE) = κΤ(ΒE). Σύµφωνα

µε ϑεώρηµα που λέει ότι ένα κυρτό υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού γραµµικο χώρου

είναι Ε∗ κλειστό αν και µόνο αν είναι κλειστό λαµβάνουµε ότι το F∗∗∗ κλείσιµο του

κυρτού συνόλου κΤΒE είναι το ίδιο µε το ισχυρό κλείσιµο. Εποµένως Τ∗∗Ε∗∗ ⊆ κF και

άρα ο Τ είναι συµπαγής.

Η συµπάγεια ενος τελεστή Τ σε χώρους Banach είναι αλληλένδετη µε την συµπάγεια του

τελεστή Τ∗. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το ϑεώρηµα του Schauder το οποίο δίνεται παρακάτω

ισχύει τόσο για ισχύρως συµπαγέις τελεστές όσο και για ασθενώς συµπαγείς τελεστές.

Θεώρηµα 1.5.4 (Θεώρηµα Schauder ) Αν ο Τ ∈ L(E,F ), τότε ο Τ είναι συµπαγής αν και

µόνο αν ο Τ∗ είναι συµπαγής.

Απόδειξη.

� Υποθέτουµε ότι ο Τ είναι ένας συµπαγής τελεστής και έστω (y∗n) µία ακολουθία στην

BF ∗. Θα δείξουµε ότι η ακολουθία (Τ∗y∗n) περιέχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Από το

ϑεώρηµα του Alaoglu, υπάρχει ένα y∗ ∈ BF ∗ τέτοιο ώστε y∗n
w∗−→ y∗. Θα αποδείξουµε ότι
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(Τ∗y∗n → Τ∗y∗) κατα νόρµα.

Λόγω της συµπάγειας του Τ έχουµε ότι για κάθε ε > 0 ότι το Τ(ΒE) µπορεί να καλυφθεί

µε έναν πεπαρασµένο αριθµό από µπάλες Β(fi, ε3 ) του F. Εποµένως, Τ(ΒE) ⊂
⋃
i∈I

Β(f, ε
3
)

µε Ι πεπερασµένο ή Τ(ΒE) ⊂
m⋃
k=1

{ y ∈ F : ||y - yk|| < ε
3
} όπου y1,...ym συγκεκριµένα

διανύσµατα του F. Εφόσον y∗n
w∗−→ y∗ υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε |<yk,y∗ - y∗n>| < ε

3
για

1 ≤ k ≤ m.΄Εστω x ένα τυχαίο στοιχείο της ΒE και επιλέγουµε ένα (yk) τέτοιο ώστε ||Τx

- yk|| < ε
3
. Τότε,

| < x, T ∗y∗ − T ∗y∗n > | = | < Tx, y∗ − y∗n > |

≤ | < Tx− yk, y∗ − y∗n > |+ | < yk, y
∗ − y∗n > |

≤ 2||Tx− yk||+
ε

3
< ε

΄Αρα ||Τ∗y∗|| - ||Τ∗y∗n|| ≤ ε.

� Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι Τ∗ ∈ K(F ∗, E∗). Από τα παραπάνω προκύπτει ότι Τ∗∗

∈ K(F ∗∗, E∗∗) και ειδικά ότι το Τ∗∗(ΒE) είναι σχετικά συµπαγές στον Ε∗∗. Επειδή Τ(ΒE)

= Τ∗∗(ΒE) και ο Ε είναι κλειστός στον Ε∗∗, συµπεραίνουµε ότι το Τ(ΒE) είναι σχετικά

συµπαγές στον Ε.
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Κεφάλαιο 2

Φασµατική Θεωρία Συµπαγών Τελεστών

2.1 Φασµατική Θεωρία Συµπαγών Τελεστών

Ορισµοί 2.1.1 1. ΄Εστω Τ ∈ L(E). Το επιλύον σύνολο είναι

ϱ(Τ) = {λ ∈ R : (Τ - λΙ) είναι αµφιµονοσήµαντος από τον Ε επί του Ε}.

2. Το ϕάσµα σ(Τ) είναι το συµπλήρωµα του επιλύοντος συνόλου, σ(Τ) = R\ϱ(Τ). Λέµε ότι το

λ είναι µια ιδιοτιµή και γράφουµε λ ∈ Ιδ(Τ), αν

N(T − λI) 6= 0.

Ο Ν(Τ - λΙ) καλείται ιδιόχωρος και είναι το σύνολο όλων των ιδιοδιασµάτων που αντιστοι-

χούν στην κάθε ιδιοτιµή λ. Η διάσταση του χώρου αυτού καλείται πολλαπλότητα του λ.

Μία ιδιοτιµή πολλαπλότητας ένα καλείται απλή ή µη-εκφυλισµένη. Μια ιδιοτιµή πολ-

λαπλότητας µεγαλύτερης της µονάδας καλείται πολλαπλή ή εκφυλισµένη. Σε τέτοιες

περιπτώσεις ο αριθµός των γραµµικών ανεξάρτητων ιδιοδιανυσµάτων καλείται ϐαθµός

εκφυλισµού.

Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι, αν λ ∈ ϱ(Τ), τότε ο (Τ - λΙ)−1 ∈ L(E).

33
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Παρατήρηση 2.1.1 Είναι ϕανερό οτι Ιδ(Τ) ⊂ σ(Τ). Γενικά, ο εγκλεισµός αυτός είναι αυστηρός

(εκτός, ϐέβαια, αν dimΕ <∞ αφού τότε Ιδ(Τ) = σ(Τ) ) : µπορεί να υπάρχει λ τέτοιο ώστε

N(T − λI) = {0} και R(T − λI) 6= E

(ένα τέτοιο λ ανήκει στο ϕάσµα, αλλά δεν είναι ιδιοτιµή). Για παράδειγµα, ας πάρουµε στον Ε

= l2, Τu = (0,υ1,υ2,...), όπου u = (u1,u2,...) (δηλαδή ο Τ είναι η µετακίνηση δεξιά). Τότε 0 ∈

σ(Τ) και 0 /∈ Ιδ(Τ).

Παρατήρηση 2.1.2 Είναι σηµαντικό να τονίσουµε οτι κάθε ιδιοδιάνυσµα αντιστοιχεί ακριβώς

σε µία ιδιοτιµή, αλλά πάντα υπάρχουν απείρως πολλά ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε

µια ιδιοτιµή. Πράγµατι, κάθε πολλαπλότητα ενός ιδιοδιανύσµατος είναι ένα ιδιοδιάνυσµα.

Επιπροσθέτως, αρκετά γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα µπορεί να αντιστοιχούν στην ίδια

ιδιοτιµή. Το σύνολο όλων των ιδιοδιασµάτων που αντιστοιχούν σε µία συγκεκριµένη ιδιοτιµή

ενός τελεστή είναι ένας διανυσµατικός χώρος.

Θεώρηµα 2.1.1 ΄Εστω Τ ένας αντιστρέψιµος τελεστής σε ένα διανυσµατικό χώρο Ε και έστω

Α ένας τελεστής στον Ε. Τότε οι τελεστές Α και ΤΑΤ−1 έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.

Απόδειξη. ΄Εστω λ µία ιδιοτιµή του Α. Αυτό σηµαίνει οτι υπάρχει ένα µη µηδενικό διάνυσµα

u τέτοιο ώστε Αu=λu. Αφού ο Τ είναι αντιστρέψιµος, Τu 6= 0 και

TAT−1(Tu) = TAu = T (λu) = λTu

Συνεπώς το λ είναι µια ιδιοτιµη του ΤΑΤ−1. Ας υποθέσουµε τώρα οτι λ είναι µία ιδιοτιµή

του ΤΑΤ−1, ΤΑΤ−1u=λu για κάποιο µη-µηδενικό διάνυσµα u=Τu. Εφόσον ΑΤ−1u=λΤ−1u και

Τ−1u 6= 0, το λ είναι µία ιδιοτιµή του τελεστή Α.

Πρόταση 2.1.1 ΄Εστω Β ένας γραµµικός υπόχωρος ενός χώρου Ε µε εσωτερικό γινόµενο και

έστω Α η προβολή στον Β. Οι µόναδικές ιδιοτιµές του Α είναι το 0 και το 1.

Απόδειξη. Πράγµατι, αν, για καποια λ ∈ C, και 0 6= ∈ Ε, έχουµε Αu=λu

λυ=λ2υ
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επειδή Α2=Α. Επιπλέον, λ=0 ή λ=1. Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στο 0 είναι τα

διανύσµατα του Ε τα οποία είναι ορθογώνια στο Β. Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στο

1 είναι όλα τα στοιχεία του Β.

Θεώρηµα 2.1.2 ΄Ολες οι ιδιοτιµές ενός ορθµονοδιαίου τελεστή σε ένα χώρο HIlbert είναι

µιγαδικοί αριθµοί µέτρου 1.

Απόδειξη. ΄Εστω λ µία ιδιοτιµή ενός ορθοµονοδιαίου τελεστή Τ και έστω u ένα ιδιοδιάνυσµα

αντίστοιχο του λ, u 6= 0. Τότε

< Tu, Tu >=< λu, λu >= |λ|2||u||2.

επίσης,

< Tu, Tu >=< u, T ∗Tu >=< u, u >= ||u||2.

Συνεπώς |λ|=1

Θεώρηµα 2.1.3 Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές ενός ορθοµο-

ναδιαίου τελεστή σε ένα χώρο Hilbertείναι ορθογώνιες.

Απόδειξη. ΄Εστω τώρα ότι ο Τ είναι ένας ορθοµοναδιαίος τελεστής σε ένα χώρο Hilbert Η.

Τότε ΤΤ∗=Τ∗Τ= Ι και ||Τu|| = ||u|| για όλα τα u ∈ Η. Αρχικά, παρατηρούµε ότι αν λ1 6= λ2 τότε

λ1λ2 6= 1. Πράγµατι, αν λ1λ2 = 1 τότε

λ2 = λ1λ2λ2 = λ1|λ2|2 = λ1,

επειδή |λ2| = 1, από το ϑεώρηµα (2.1.2). Τώρα

λ1λ2 < u1, u2 >=< λ1u1, λ2u2 >=< u1, A
∗Au2 >=< u1, u2 > .

Αφού λ1λ2 6= 1, έχουµε ότι <u1,u2> = 0, το οποίο αποδεικνύει ότι τα ιδιοδιανύσµατα u1 και

u2 είναι ορθογώνια.
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Θεώρηµα 2.1.4 Για κάθε ιδιοτιµή λ ενός ϕραγµένου τελεστή Τ, έχουµε |λ| ≤ ||Α||.

Απόδειξη. ΄Εστω u ένα µη-µηδενικό ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Εφόσον

Αu=λu, έχουµε

||λu|| = ||Tu||

και συνεπώς

||λ||||u|| = ||T ||||u||

΄Αρα έχουµε |λ|≤ ||Τ||. Αν οι ιδιοτιµές ϑεωρούνται ως σηµεία στο µιγαδικό επίπεδο το πα-

ϱαπάνω αποτέλεσµα δηλώνει οτι όλες οι ιδιοτιµές ενός ϕραγµένου τελεστή ϐρίσκονται µέσα

στον κύκλο µε ακτίνα ||Τ||.

Παράδειγµα 2.1.1 ΄Εστω ο ολοκληρωτικός τελεστής Α : L2([0,2π])→ L2([0,2π]) ο οποίος ορί-

Ϲεται ως,

(Au)(t) =

∫ 2π

0

cos(t− y)u(y)dy.

Να δειχθεί οτι ο Τ έχει ακριβώς µία µηδενική ιδιοτιµή την λ = π, και ότι οι ιδιοσυναρτήσεις του

είναι

u(t) = acost+ bsint

όπου a και b τυχαίες σταθερές.

Απόδειξη. Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

(Au)(t) =

∫ 2π

0

cos(t− y)u(y)dy = λu(t)

ή

cost

∫ 2π

0

cos(y)u(y)dysint

∫ 2π

0

sin(y)u(y)dy = λu(t). (2.1.1.α)

Αυτό σηµαίνει ότι, για λ 6= 0, u είναι ένας γραµµικός συνδυασµός ηµιτονοειδών και συνηµι-

τονοειδών συναρτήσεων της µορφής:

u(t) = acost+ bsint
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όπου a και b τυχαίες σταθερές στον C. Αντικαθιστώντας αυτο στην (2.1.1.α), παίρνουµε

πa = λa και πb = λb.

Εποµένως, λ = π, το οποίο σηµαίνει οτι ο Α έχει ακριβώς µία µη µηδενική ιδιοτιµή και οι

ιδιοσυναρτήσεις του δίνονται από την εξίσωση u(t) = acost + bsint. Αυτός είναι ένας δυο

διαστάσεων ιδιόχωρος και άρα η πολλαπλότητα της ιδιοτιµής είναι ίση µε 2.

Από την σχέση (2.1.1.α) παρατηρούµε ότι η τιµή λ = 0 είναι ιδιοτιµή του Α. Οι αντίστοιχες

ιδιοσυναρτήσεις είναι όλες συναρτήσεις ορθογώνιες στο cost και sint. Εποµένως, το λ=0 είναι

µία ιδιοτιµή άπειρης πολλαπλότητας. ————————————————–

Λήµµα 2.1.1 ΄Εστω (λn)n≥1 µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών διαφορετικών µεταξύ τους

τέτοια ώστε

λn → λ

και

λn ∈ (T )\{0} ∀n.

τότε λ = 0.

Με άλλα λόγια, όλα τα σηµεία του σ(Τ)\{0} είναι µεµονωµένα.

Απόδειξη. Γνωρίζουµε οτι λn ∈ Ιδ(Τ). ΄Εστω en 6= 0 µε (Τ - λnΙ)en = 0. ΄Εστω Εn ο γραµµικός

χώρος που παράγεται απο τα e1,e2,...,en. Θα δείξουµε ότι Εn $ Εn+1 για κάθε n. Αρκεί να

επαληθεύσουµε ότι, για κάθε n, τα διανύσµατα e1,e2,...,en είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Θα

το δείξουµε µε επαγωγή ως προς n. Ας δεχθούµε ότι το συµπέρασµα ισχύει µέχρι τον όρο n

και ας υποθέσουµε οτι en+1 =
n∑
n=1

αiei. Τότε

Ten+1 =
n∑
n=1

αiλiei =
n∑
n=1

αiλn+1ei

Εποµένως αi(λi - λn+1) = 0 για κάθε i = 1,2,...,n και άρα αi = 0 για κάθε i = 1,2,...n που

είναι άτοπο. Συνεπώς Εn $ ΕN+1 για κάθε n. Εξάλλου είναι ϕανερό ότι (Τ - λnΙ)Εn ⊂ Εn−1.

Εφαρµόζοντας το λήµµα Riesz κατασκευάζουµε µια ακολουθία (un)n≥1 τέτοια ώστε un ∈ Εn,
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||υn|| = 1 και dist(un,En−1) ≥ 1
2
για n≥2. ΄Εστω 2 ≤ m < n, οπότε

Em−1 ⊂ Em ⊂ En−1 ⊂ En.

΄Εχουµε∥∥∥∥∥Tunλn
− Tum

λm

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Tun − λnunλn
− Tum − λmum

λm
+ un − um

∥∥∥∥∥ ≥ dist(un, En−1) ≥
1

2
.

Αν λn → λ 6= 0, καταλήγουµε σε άτοπο, αφού η (Τun) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.

Θεώρηµα 2.1.5 ΄Εστω Τ ∈ K(E) µε dimΕ =∞. Τότε ισχύει

1. 0 ∈ σ(Τ),

2. σ(Τ)\0 = Ιδ(Τ)\0

3. ένας από τους ακόλουθους ορισµούς :

- σ(Τ)= { 0 },

- σ(Τ)\{0} είναι πεπερασµένο,

- σ(Τ)\{0} είναι µια ακολουθία που τείνει στο 0.

Απόδειξη.

1. Υποθέτουµε οτι 0 /∈ σ(Τ). Τότε ο Τ είναι αµφιµονοσήµαντος επί και ο Ι = Τ ◦ Τ−1 είναι

συµπαγής. ΄Αρα η ΒE είναι συµπαγής και εποµένως από το ϑεώρηµα (1.2.1)του Riesz

ο Ε είναι πεπερασµενης διαστάσεως.

2. ΄Εστω λ ∈ σ(Τ), λ 6= 0. Θα δείξουµε ότι λ ∈ Ιδ(Τ). Με την εις άτοπο απαγωγή, ας

υποθέσουµε οτι Ν(Τ - λΙ) = {0}. Τότε από το ϑεώρηµα εναλλακτικότητας Fredholm

γνωρίζουµε ότι R(Τ - λΙ) = Ε και αρα λ ∈ ϱ(Τ), που είναι άτοπο.
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3. Για κάθε ακέραιο n ≥ 1, το σύνολο

σ(T ) ∩ {λ ∈ R : |λ| ≥ 1

n
}

είναι κενό η πεπερασµένο(αν περιείχε άπειρο πλήθος σηµείων ϑα υπήρχε ένα σηµείο

συσσωρεύσεως, αφού το σ(Τ) είναι συµπαγές και ϑα καταλήγαµε σε άταπο λόγω του

παραπάνω λήµµατος (2.1.1)). ΄Οταν το σ(Τ)\{0} περιέχει ένα άπειρο πλήθος σηµείων,

µπορούµε να τα διατάξουµε σε µια ακολουθία που τείνει στο 0.

Παρατήρηση 2.1.3 Για δεδοµένη ακολουθία (αn) που τείνει στο 0, µπορούµε να κατασκευά-

σουµε έναν συµπαγή τελεστή τέτοιον ώστε σ(Τ) = (αn)∪{0}. Αρκεί να ϑεωρήσουµε στον Ε = l2

τον τελεστή Τ : u = (un) 7→ Τu = (αnun). Σηµειωτέον οτι ο Τ είναι συµπαγής, επειδή υπάρχει

ακολουθία τελεστών (Τn) πεπερασµένου ϐαθµού τέτοια ώστε ||Τn - Τ|| → 0. Στο παράδειγµα

αυτό ϐλέποµε επίσης ότι το 0 µπορεί να ανήκει, ή όχι στο Ιδ(Τ). Επιπλέον, αν 0 ∈ Ιδ(Τ), τότε

µπορεί ο αντίστοιχος ιδιόχωρος, δηλαδή ο Ν(Τ) να είναι απείρου διαστάσεως.

2.2 Φασµατική Ανάλυση των αυτοσυζυγών συµπαγών τε-

λεστών

Υποθέτουµε στη συνέχεια ότι ο Ε = Η είναι χώρος Hilbert και ότι Τ ∈ L(H). Ταυτίζοντας τον

Η΄ µε τον Η, µπορούµε να ϑεωρήσουµε οτι Τ∗ ∈ L(H).

Ορισµός 2.2.1 Λέµε ότι ένας τελεστής Τ ∈ L(H) είναι αυτοσυζυγής αν Τ∗ = Τ, δηλαδή

(Tu, v) = (u, Tv) ∀u, v ∈ H.

Θεώρηµα 2.2.1 ΄Ολες οι ιδιοτιµές ενός αυτοσυζυγή τελεστή σε ένα χώρο Hilbert είναι πραγ-

µατικοι αριθµοί.
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Απόδειξη. ΄Εστω λ µία ιδιοτιµή ενός αυτοσυζυγή τελεστή Τ και έστω u ένα ιδιοδιάνυσµα

αντίστοιχο της ιδιοτιµής λ, u 6= 0. Τότε,

λ < u, u >=< λu, u >=< Au, u >=< u,Au >=< u, λu >= λ < u, u >

Αφου <υ,υ> > 0 συµπεραίνουµε ότι λ=λ

Θεώρηµα 2.2.2 ΄Ολες οι ιδιοτιµές ενός ϑετικού τελεστή είναι µη-αρνητικές. ΄Ολες οι ιδιοτιµές

ενός αυστηρά ϑετικού τελεστή είναι ϑετικές.

Απόδειξη. ΄Εστω Τ ένας ϑετικός τελεστής και έστω Τx=λx για κάποιο x 6= 0. Εφόσον ο Τ είναι

αυτοσυζυγής, έχουµε

0 ≤ < Tx, x >= λ < x, x >= λ||x||2

Συνεπώς λ ≥ 0.

΄Εστω Α ένας ϑετικός τελεστής και έστω Τx=λx x 6= 0. Εφόσον ο Τ είναι αυτοσυζυγής, έχουµε

0 < < Tx, x >= λ < x, x >= λ||x||2.

Συνεπώς λ > 0.

Θεώρηµα 2.2.3 Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διακεκριµένες ιδιοτιµές ενός αυτοσυ-

Ϲυγή τελεστή σε ένα χώρο Hilbert είναι ορθογώνιες.

Απόδειξη. ΄Εστω Τ ένας αυτοσυζυγής τελεστής και έστω u1και u2 ιδιοδιανύσµατα που αντι-

στοιχούν στις διακεκριµένες ιδιοτιµές λ1 και λ2 έτσι ώστε Τu1 = λ1u1 και Τu2 = λ2u2. Από το

ϑεώρηµα (2.2.1) οι ιδιοτιµές λ1 και λ2 είναι πραγµατικές. Τότε

λ1 < u1, u2 >=< Tu1, u2 >=< u1, Tu2 >=< u1, λ2u2 >= λ2 < u1, u2 >= λ2 < u1, u2 >,

και εποµένως

(λ1 − λ2) < u1, u2 >= 0.

Εφόσον λ1 6= λ2, έχουµε <u1,u2> = 0, άρα u1,u2 είναι ορθογώνιες.
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Πόρισµα 2.2.1 ΄Ολες οι ιδιοτιµές ενός ϕραγµένου αυτοσυζυγή τελεστή Τ ικανοποιούν την

ανίσωση

|λ| ≤ sup
||x||≤1

| < Ax, x > |.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα (2.1.4) έχουµε οτι |λ| ≤ ||Τ||. Επίσης από τον ορισµό του

αυτοσυζυγούς τελεστή ισχύει ότι ||Τ|| = sup
||x||=1

|〈Tx,x〉|. Εποµένως από τα παραπάνω ισχύει η

Ϲητούµενη ανισότητα,

|λ| ≤ sup
||x||≤1

| < Ax, x > |.

Πόρισµα 2.2.2 Αν Τ είναι ένας µη-µηδενικός συµπαγής αυτοσυζυγής τελεστής σε ένα χώρο

Hilbert Η, τότε υπάρχει ένα διάνυσµα w τέτοιο ωστε ||w|| = 1 και

| < Tw,w > | = sup
||x||≤1

| < Tx, x > |.

Απόδειξη. ΄Εστω w, ||w|| = 1, να είναι ένα ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί σε µία ιδιοτιµή

λ τέτοια ώστε |λ| = ||Τ||. Τότε

| < Tw,w| >= | < λw,w > | = |λ|||w||2 = |λ| = ||A|| = sup
||x||≤1

< Tx, x > |.

Πρόταση 2.2.1 Αν Τ ∈ L(H) ένας συµπαγής, αυτοσυζυγής τελεστής. Τότε οι ιδιόχωροί του Τ,

που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές, είναι ορθογώνιοι.

Απόδειξη. ΄Εστω λ, µ, λ 6= µ, οι δύο ιδιοτιµές του Τ και Νλ, Νµ οι αντίστοιχοι ιδιόχωροί.

Είναι λ, µ ∈ R και αν x ∈ Νλ, y ∈ Νµ τότε :

λ < x, y > =< Tx, y >=< x, Ty >= µ < x, y >= µ < x, y >=> (λ− µ) < x, y >= 0

=> < x, y >= 0 => x⊥y. Aρα Nλ⊥Nµ
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Πρόταση 2.2.2 ΄Εστω Τ ∈ L(H) ένας αυτοσυζυγής τελεστής. Θέτουµε

m = inf
u∈H,|u|=1

(Tu, u) και M = sup
u∈H,|u|=1

(Tu, u)

Τότε σ(Τ) ⊂ [m,Μ], m ∈ σ(Τ) και Μ ∈ σ(Τ).

΄Εστω λ > Μ. Θα δείξουµε ότι λ ∈ ϱ(Τ). ΄Εχουµε

(Tu, u) ≤M |u|2 ∀u ∈ H,

και εποµένως,

(λu− Tu, u) ≥ (λ−M)|u|2 = α|u|2 ∀u ∈ H µε α > 0.

Εφαρµόζοντας το ϑέωρηµα Lax-Milgram , ϐλεπουµε ότι ο λΙ - Τ είναι αµφιµονοσήµαντος

και επί. Θα δείξουµε τώρα οτι Μ ∈ σ(Τ). Το α(u,υ) = (Μu - Tu,υ) είναι ένα διγραµµικό

συναρτησιακό, συµµετρικό και

α(u, υ) ≥ 0 ∀ υ ∈ H.

Εφαρµόζοντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz στο συναρτησιακό α(u,υ), παίρνουµε

‖(Mu− Tu, υ)‖ ≤ (Mu− Tu, u)1/2(Mυ − Tυ, υ)1/2 ∀u, υ ∈ H,

από όπου προκύπτει, ειδικά, ότι

|Mu− Tu| ≤ C(Mu− Tu, u)1/2 ∀u ∈ H.

΄Εστω (un) µια ακολουθία τέτοια ώστε |υn| = 1 και (Τun,un)→Μ. Λόγω της τελευταίας εξισωσης

ϐλέπουµε ότι |Μun - Τun| και άρα Μ ∈ σ(Τ) (διότι, αν Μ ∈ ϱ(Τ), τότε un = (ΜΙ - Τ)−1(Μun -

Τun → 0). Οι ιδιότητες του m προκύπτουν αν αντικατασταθεί ο Τ µε τον -Τ.

Πόρισµα 2.2.3 ΄Εστω Τ ∈ L(H) ένας αυτοσυζυγής τελεστής τέτοιος ώστε σ(Τ) = {0}. Τότε Τ

= 0.
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Απόδειξη. Από την προηγούµενη πρόταση (2.2.2) γνωρίζουµε ότι

(Tu, u) = 0 ∀u ∈ H.

Προκύπτει ότι

2(Tu, υ) = (T (u+ υ), u+ υ)− (Tu, u)− (Tυ, υ) = 0 ∀u, υ ∈ H

΄Αρα Τ = 0.

Θεώρηµα 2.2.4 ΄Εστω (Ρn) µια ακολουθία ανά δύο ορθογωνίων τελεστών προβολής σε ένα

χώρο Hilbert Η και έστω (λn) µια ακολουθία αριθµών τέτοια ώστε λn → 0 όταν n →∞. Τότε

1.
∞∑
n=1

λnΡn συκλίνει στο B(H,H) και εποµένως ορίζει ϕραγµένο τελεστή.

2. Για κάθε n ∈ N, η λn είναι ιδιοτιµή ενός τελεστη Τ =
∞∑
n=1

λnΡn, και κάθε άλλη πιθανή

ιδιοτιµή του Τ είναι το 0.

3. Αν όλα τα λn είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε ο τελεστής Τ είναι αυτοσυζυγής.

4. Αν όλες οι προβολές Ρn είναι πεπερασµένης διάστασης, τοτε ο Τ είναι συµπαγής.

Απόδειξη.

1. Λόγω της πληρότητας του B(H,H), αρκεί να δείξουµε ότι η ακολουθία των µερικών

αθροισµάτων
∞∑
n=1

λnΡn είναι Cauchy ακολουθία. ΄Εστω ε ένας αυθαίρετος ϑετικός αριθ-

µός. Αφού λn → 0, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε |λn| < ε για όλα τα n > n0. Για κάθε x

∈ Η και κάθε k, m ∈ N τέτοια ώστε n0 < k < m, έχουµε∥∥∥∥∥
m∑
n=k

λnPnx

∥∥∥∥∥
2

=
m∑
n=k

||λnPnx||2 =
m∑
n=k

|λn|2||Pnx||2

≤ ε2
m∑
n=1

||Pnx||2 = ε2

∥∥∥∥∥
m∑
n=k

xPnx

∥∥∥∥∥
2

≤ ε2

∥∥∥∥∥
m∑
n=k

Pn

∥∥∥∥∥
2

||x||2,
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Το άθροισµα
m∑
n=k

Ρn είναι ένα πεπερασµένο αθροισµα τελεστών προβολών και άρα είναι

τελεστης προβολη µε νόρµα ίση µε τη µονάδα. Συνεπώς από την προηγούµενη σχέση

ισχύει ∥∥∥∥∥
m∑
n=k

λnPn

∥∥∥∥∥ = sup
||x||=1

m∑
n=k

λnPnx

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

για κάθε n0 < k < m, το οποίο αποδεικνύει οτι η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων
m∑
n=k

λnΡn είναι Cauchy ακολουθία.

2. Ορίζουµε το εύρος του Ρn ως R(Pn) και έστω n0 ∈ N. Αν u ∈ R(Pn0 ), τότε Ρn0u = u και

Ρnu = u για όλα τα n 6= n0, επείδη οι προβολές Ρn είναι ορθογώνιες. ΄Αρα,

Tu =
∞∑
n=1

λnPnu = λn0u

το οποίο δείχνει ότι το λn0 είναι µία ιδιοτιµή του Τ. Για να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν

µη µηδενικές ιδιοτιµές, υποθέτουµε ότι u είναι ενα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή λ. Θέτουµε υn = Pnu, n = 1,2,..., και έστω w = Qu, όπου Q είναι η προβολή

στο ορθογώνιο συµπλήρωµα του R(T). Τότε,

u =
∞∑
n=1

υn + w (2.2.5.α)

µε w ⊥ R(Pn) για όλα τα n ∈ N. Προφανώς,

A(
∞∑
n=1

υn + w) = A(
∞∑
n=1

υn) =
∞∑
n=1

Aυn

αφού Ρnw = 0 και ο Τ είναι συνεχής. ΄Επεται, οτι η χαρακτηριστική εξίσωση µπορεί να

γραφτεί στη µορφή:
∞∑
n=1

λnυn = λ(
∞∑
n=1

υn + w)

ή
∞∑
n=1

(λ− λn)υn + λw = 0. (2.2.5.β)

Εφόσον όλα τα διανύσµατα στην (2.2.5.β) είναι ορθογώνια, το άθροισµα µηδενίζεται

µόνο αν κάθε όρος είναι ίσος µε µηδέν. Συνεπώς λw = 0, και για κάθε n ∈ N είτε λ = λn
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είτε υn = 0. Τέλος, αν το u στην σχέση (2.2.5.α) είναι ένα µη µηδενικό ιδιοδιάνυσµα,

τότε είτε w = 0 ειτε υk = 0 για κάποια k ∈ N. Εποµένως, λ = 0 ή λ = λk για κάποια k ∈

N, από την (2.2.5.β).

3. ΄Εστω ότι όλα τα λn είναι πραγµατικοί αριθµοί. Αφού προβολές είναι αυτοσυζυγείς

τελεστές, για καθε x,y ∈ Η, έχουµε

< Tx, y > =
∞∑
n=1

< λnPnx, y >=
∞∑
n=1

λn < Pnx, y >

=
∞∑
n=1

λn < x, Pny >=
∞∑
n=1

< x, λnPny >=

〈
x,
∞∑
n=1

λnPny

〉
=< x, Ty > .

4. Αν όλες οι προβολές Ρn είναι πεπερασµένης διάστασης, τότε ο Τ είναι συµπαγής απο το

πόρισµα (1.1.2).

Θεώρηµα 2.2.5 Υποθέτουµε ότι ο Η είναι διαχωρίσιµος. ΄Εστω Τ ένας αυτοσυζυγής συµπαγής

τελεστής. Τότε ο Η έχει µια ϐάση Hilbert που αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του Τ.

Απόδειξη. ΄Εστω (λn)n≥1 η ακολουθία των διαφορετικών µεταξύ τους ιδιοτιµών του Τ, εκτός

του 0, και λ0 = 0. Θέτουµε Ε0 = Ν(Τ) και Εn = Ν(Τ - λnΙ). Υπενθυµίζουµε ότι

0 ≤ dimE0 ≤ ∞ και oτι 0 < dimEn <∞.

Θα δείξουµε πρώτα ότι ο Η είναι άθροισµα Hilbert των (Εn)n≥0:

1. Οι χώροι (Εn)n≥0 είναι ανά δύο ορθογώνιοι. Πράγµατι, αν u ∈ Εm και υ ∈ Εn µε m 6=

n, τότε

Tu = λmu, Tυ = λnυ

και

(Tu, υ) = λm(u, υ) = (u, Tυ) = λn(u, υ).

΄Αρα

(u, υ) = 0
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2. ΄Εστω F ο γραµµικός χώρος που παράγεται απο τους (Εn)n≥0. Θα δείξουµε ότι ο F είναι

πυκνός στο Η. Είναι ϕανερό ότι Τ(F) ⊂ F. Προκύπτει ότι Τ(F⊥) ⊂ F⊥. Πράγµατι, αν

u ∈ F⊥ και υ ∈ F, τότε (Τu,υ) = (u,Τυ) = 0. Ο τελεστής Τ0 = Τ|F⊥ είναι αυτοσυζυγής

συµπαγής. Εξάλλου, σ(Τ0) = {0}. Πράγµατι, αν

l ∈ σ(T0)\{0}, τoτε λ ∈ Iδ(T0)

και άρα υπάρχει u ∈ F⊥ τέτοιο ώστε Τ0u = λu. Εποµένως, το λ είναι µία από τις ιδιοτιµές

του λn του Τ και u ∈ F⊥∩Εn. Συνεπώς, u = 0, που είναι άτοπο. Απο το πορισµα (2.2.3)

προκύπτει οτι Τ0 = 0 και εποµένως

F⊥ ⊂ N(T ) ⊂ F καιF⊥ = {0}.

Συνεπώς ο F είναι πυκνός στον Η.

Τέλος επιλέγουµε σε κάθε Εn µια ϐάση Hilbert. Η ένωση των ϐάσεων αυτών είναι µια

ϐάση Hilbert του Η που αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του Τ.

Παρατήρηση 2.2.1 ΄Εστω Τ ένας αυτοσυζυγής συµπαγής τελεστής. Από τα παραπάνω µπο-

ϱούµε να γράψουµε κάθε u ∈ Η στη µορφή

u =
∞∑
n=0

un µε un ∈ En,

οπότε Τu =
∞∑
n=0

λnυn. Ορίζουµε

Tku =
k∑

n=1

λnun.

Είναι ϕανερό ότι ο Τk είναι ένας τελεστής πεπερασµένου ϐαθµού και ότι

||Tk − T || ≤ sup
n≥k+1

|λn| → 0 oταν k → 0.

Ξαναβρίσκουµε έτσι το αποτέλεσµα οτι ο Τ είναι όριο µιας ακολουθίας τελεστών (Τk) πεπερα-

σµένου ϐαθµού.



Κεφάλαιο 3

Φασµατικό Θεώρηµα

3.1 Το ϕασµατικό ϑεώρηµα-πεπερασµένη διάσταση

΄Ενα σύστηµα n γραµµικών εξισώσεων (µε µιγαδικούς συντελεστές) µε n (µιγαδικούς) αγνώ-

στους ορίζει µία σχέση:

Ax = y

όπου Α : Cn → Cn είναι γραµµική απεικόνιση και y ∈ Cn. Η λύση του συστήµατος είναι

άµέση, αν συµβεί να υπάρχει µια ϐάση {e1, e2,....., en} του Cn µε την ιδιότητα Aen = λnen

όπου λn ∈ C, αν δηλαδή η Α διαγωνοποιείται ως προς την {ek}. Το ϕασµατικό ϑεώρηµα σε

χώρους πεπερασµένης διάστασης χαρακτηρίζει τους τελεστές που διαγωνοποιούνται ως προς

µια ορθοκανονική ϐάση του χώρου. Στην παράγραφο αυτή ϑα επεκτείνουµε το ϑεώρηµα

αυτό για συµπαγέις τελεστές σε απειροδιάστατους χώρους Hilbert.

Ορισµός 3.1.1 ΄Εστω Η ένας διαχωρίσιµος χώρος Hilbert. ΄Ενας τελεστής Τ ∈ Β(Η) λέγεται

διαγωνοποιήσιµος αν υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση {en } του Η και µια ακολουθία a = {

an} µιγαδικών αριθµών ώστε Ten = anen για κάθε n ∈ N. Τότε ‖an‖ = ‖‖Ten‖‖ ≤ ‖‖Τ‖‖ για

κάθε n ∈ N, άρα a ∈ l∞, και για κάθε x =
∑
n

xnen ∈ H,

T (
∑
n

xnen) =
∑
n

anxnen

47
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Θεώρηµα 3.1.1 (Φασµατικό ϑεώρηµα στην πεπερασµένη διάσταση) ΄Εστω Τ ∈ B(H), dimΗ

<∞, λ1,λ2,...λk οι διάφορες ανά δυο ιδιοτιµές του Τ, Νi, 1 ≤ i ≤ κ οι αντίστοιχοι ιδιόχωροι και

Ρi η ορθή προβολή επι του Νi 1 ≤ i ≤ κ. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

1. Νi⊥Νj, αν i 6= j,
κ∑

n=1

Νi = Η.

2. Ρi⊥Ρj, αν i 6= j,
κ∑

n=1

Ρi = I και Τ =
κ∑

n=1

λiΡi.

3. Ο Τ είναι ϕυσιολογικός.

Απόδειξη.

(1)=>(2) Κάθε x ∈ Η γράφεται µονοσήµαντα ως

x = x1 + x2 + ...+ xκ, oπoυ xi ∈ Ni και xi⊥xj, i 6= j.

τότε,

Tx = Tx1 + Tx2 + ...+ Txκ = λ1x1 + λ2x2 + ...+ λκxκ. (3.1.1.α)

Ωστόσο γνωρίζουµε ότι ΡiΡj = 0, i 6= j και επειδή για κάθε i 6= j είναι Νj⊆Νi⊥, έχουµε

Ρix = xi. Εποµένως,

x = x1 + x2 + ...+ xκ = P1x+ P2x+ ...+ Pκx

= (P1 + P2 + ...+ Pκ)x => I = P1 + P2 + ...+ Pκ.

Επίσης η σχέση (3.1.1.α) γράφεται :

Tx = λ1x1 + λ2x2 + ...+ λκxκ = λ1P1x+ λ2P2x+ ...+ λκPκx

= (λ1P1 + λ2P2 + ...+ λκPκ)x

=> T = λ1P1 + λ2P2 + ...+ λκPκ.

(2)=>(3) Είναι Τ∗ = λ1Ρ1 + λ2Ρ2 + . . . + λkΡk, οπότε ΤΤ∗ = |λ1|2Ρ1 + |λ2|2Ρ2 + |λk|2Ρk = Τ∗Τ =>

Τ ϕυσιολογικός.

(3)=>(1) ΄Εστω Τ ϕυσιολογικός ϑα δείξουµε ότι :
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1. Το x είναι ιδιοδιάνυσµα του Τ µε ιδιοτιµλη λ, αν και µόνο αν το x είναι ιδιοδιάνυσµα

του Τ∗ µε ιδιοτιµή λ.

Πράγµατι, επειδή Τ - λΙ είναι ϕυσιολογικός, είναι : ||Τx - λx|| = ||Τ∗x - λx||.

2. Οι ιδιόχωροι Νi είναι ανά δύο κάθετοι.

Πράγµατι, έστω xi ∈ Νi, xj ∈ Νj, i 6= j. Τότε, Τxi = λxi, Τxj = λxj και

λi〈xi, xj〉 = 〈λixi, xj〉 = 〈Txi, xj〉 = 〈xi, T ∗xj〉 = 〈xi, λjxj〉 = λj〈xi, xj〉

οπότε, επειδή λi 6= λj είναι 〈xi,xj〉 = 0.

3. Κάθε ιδιόχωρος Νi είναι και Τ∗ αναλλοίωτος (Τ-αναλλοίωτος πάντα).

Πράγµατι, αν xi ∈ Νi τότε Τxi = λixi => Τ∗xi = λixi => Τ∗xi ∈ Νi.

Θεώρηµα 3.1.2 ΄Εστω (Νi), i ∈ N∗ µια ακολουθία ανά δύο κάθετων υποχώρων του Η και Ρi

η ορθή προβολή στον Νi. Τότε για κάθε x ∈ Η, η σειρά
∞∑
i=1

Ρix συγκλίνει σε ένα x΄ ∈ Η τέτοιο,

ώστε x - x΄⊥Νi, για κάθε i = 1,2,...

Απόδειξη. Είναι,

0 ≤ ||x−
∞∑
i=1

Pix||2 = ||x||2 − 2
∞∑
i=1

〈x, Pix〉+
∞∑
i=1

〈Pix, Pix〉

= ||x||2 −
∞∑
i=1

||Pix||2 ⇒
∞∑
i=1

||Pix||2 ≤ ||x||2 ⇒
∞∑
i=1

||Pix||2 συγκλινει.

΄Εστω sn =
n∑
i=1

Ρix. Τότε, για m > n είναι ||sm - sn||2 =
m∑

i=n+1

||Ρix||2 → 0, όταν n,m→∞. ΄Αρα

η ακολουθία (sn) είναι ϐασική και εποµένως συγκλίνει. ΄Εστω sn → x΄. Για κάθε j (σταθερό)

και για κάθε n > j είναι Ρj(
n∑
i=1

Ρix) = Ρjx και επειδή Pj συνεχής, έπεται

Pj(
n∑
i=1

Rix) = Pjx => Pjx
′ = Pjx => Pj(x− x′) = 0 => x− x′⊥Nj (3.1.1)

΄Εστω ότι τα Νi παράγουν τον Η, δηλαδή [Ni, i ∈ N] = Η. Τότε x - x΄⊥ Η, οπότε x - x΄ = 0 και

x = x΄ =
∞∑
i=1

Ρix. Στην περίπτωση αυτή λέµε, ότι ο Η είναι το άπειρο ευθύ εσωτερικό άθροισµα

των υποχώρων Νi και το συµβολίζουµε µε Η =
∞⊕
i=0

Νi.



50 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΦΑΣΜΑΤΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ

3.2 Το ϕασµατικό ϑεώρηµα για συµπαγείς τελεστές

Ο στόχος µας είναι να επιτύχουµε µια διαγώνια µορφή για έναν τελεστή Τ ∈ Β(Η). Κάτι τέτοιο

όµως δεν είναι δυνατό για έναν αυθαίρετο τελεστή: αν ο Τ είναι διαγωνοποιήσιµος ως προς

µια ορθοκανονική ϐάση του Η, τότε είναι ϕυσιολογικός. Ας υποθέσουµε οτι ο Τ είναι ένας

ϕυσιολογικός τελεστής σ΄ έναν χώρο Hilbert Η. Αναγκαία συνθήκη για την διαγωνοποιησι-

µότητα του Τ είναι η ύπαρξη ιδιοτιµών. Αυτή η συνθήκη όµως δεν ικανοποιείται πάντα σε

απειροδιάστατους χώρους καθώς υπάρχουν τελεστές όπως ο πολλαπλασιαστικός τελεστής ο

οποίος είναι µεν ϕυσιολογικός και αυτοσυζυγής αλλά δεν έχει ιδιοτιµές.

Θεώρηµα 3.2.1 (Φασµατικό ϑεώρηµα για αυτοσυζυγείς συµπαγείς τελεστές) ΄Εστω Τ ∈ B(H)

ένας συµπαγής αυτοσυζυγής τελεστής, {λi}, i ≥ 1 οι διαφορετικές µη µηδενικές ιδιοτιµές του

(για τις οποίες µπορούµε χώρις ϐλάβη της γενικότητας, να υποθέσουµε ότι |λ1|ι≥ |λ2|ι≥...) και

Ρi η ορθή προβολή επί του ιδιόχωρου Νi αντίστοιχου της ιδιοτιµής λi, i ≥ 1. Τότε,

T =
∞∑
i=1

λiPi,

όπου σειρά συγκλίνει ως προς τη νόρµα του B(H).

Απόδειξη. ΄Εστω Νi ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λi και Ν0 = kerΤ. Οι χώροι αυτοί

είναι ανά δύο κάθετοι. Με ϐάση το προηγούµενο ϑεώρηµα (3.1.2) ορίζονται οι υπόχωροι,

M ′ =
∞⊕
i=0

Ni και M =

{
∞⊕
i=0

Ni

}⊥
.

Θα δείξουµε κατ΄ αρχάς οτι οι υπόχωροι Μ΄, Μ είναι Τ-αναλλοίωτοι.

� Αν m΄ ∈Μ΄, τότε m΄ =
∞∑
i=1

xi,
∞∑
i=1

||xi||2 <∞ και Τm’ =
∞∑
i=1

λixi, τότε η σειρά
∞∑
i=1

λixi συγκλίνει.

Πράγµατι, είναι
∞∑
i=1

||λixi||2 ≤ ||Τ||2
∞∑
i=1

||xi||. ΄Αρα Τm΄ ∈ Μ΄, οπότε ΤΜ΄⊆Μ΄.

� Αν m ∈ Μ τότε για κάθε m΄ ∈ Μ΄ είναι 〈Τm,m΄〉 = 〈m,Τm΄〉 = 0, αφού Τm΄ ∈ Μ΄ και

Μ⊥Μ΄. ΄Αρα Τm⊥Μ΄. Εποµένως Τm ∈ Μ και ΤΜ⊆Μ. ΄Εστω ΤM ο περιορισµός του Τ στο

Μ. Τότε ο ΤM είναι συµπαγής, αυτοσυζυγής και δεν έχει ιδιοτιµές, διότι δεν υπάρχουν
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ιδιοδιανύσµατα του Τ στον Μ. ΄Αρα σ(ΤM ) ⊆ {0} οπότε, ΤM = 0. Εποµένως για κάθε x

∈ Μ είναι Τx = ΤMx = 0 και άρα Μ ⊆ Ν0. ΄Οµως Μ⊥Ν0. ΄Αρα Μ = {0}. Εποµένως,{
∞⊕
i=0

Ni

}⊥
= {0}, oπoτε H =

∞⊕
i=0

Ni,

και άρα για κάθε x ∈ Η, έχουµε :

x =
∞∑
i=1

Pix => Tx =
∞∑
i=1

TPix =
∞∑
i=1

PiTx =
∞∑
i=1

λiPix,

όπου η σειρά
∞∑
i=1

λiΡix συγκλίνει. Μένει να δειχθεί ότι η σειρά
∞∑
i=1

λiΡi συγκλίνει, ως προς τη

νόρµα του B(H), στον Τ. Είναι :

||Tx−
∞∑
i=1

λiPix||2 = ||
∞∑

i=n+1

λiPix||2 =
∞∑

i=n+1

|λi|2||Pix||2.

Η παραπάνω σχέση ή ϑα έχει πεπερασµένο πλήθος όρων, οπότε η απόδειξη ολοκληρώνεται

ή λi → 0. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N∗ τέτοιο ώστε |λi| < ε για κάθε i > n0. Αν n >

n0 είναι,

||Tx−
∞∑
i=1

λiPix||2 < ε2
∞∑

i=n+1

||Pix||2 ≤ ε2
∞∑
i=0

||Pix||2 = ε2||x||2 =>

||T −
n∑
i=1

λiPi||2 = sup
x 6=0

||Tx−
n∑
i=1

λiPix||

||x||
< ε => ||T −

n∑
i=1

λiPi|| → 0.

΄Αρα Τ =
∞∑
i=1

λiΡi ως προς τη νόρµα.

Θεώρηµα 3.2.2 ΄Εστω (xn) µια ορθοκανονική ακολουθία διανυσµάτων του Η και (µn) µια

ακολουθία πραγµατικών αριθµών, η οποία είναι είτε µηδενική είτε πεπερασµένη. Η γραµµική

απεικόνιση Τ : Η→ Η, που ορίζεται από τη σχέση

Tx =
∞∑
i=1

µi〈x, xi〉xi

είναι ένας συµπαγής αυτοσυζυγής τελεστής.
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Απόδειξη. Είναι,

||Tx||2 =
∞∑
i=1

|µi|2〈x, xi〉2||xi||2 ≤ sup|µi|2
∞∑
i=1

|µi|2|〈x, xi〉|2 ≤ sup |µi|2||x||2.

΄Αρα Τ ∈ L(H). Αν η ακολουθία είναι πεπερασµένη τότε και ο Τ είναι τελεστής πεπερασµένης

τάξης και άρα συµπαγής. ΄Εστω µn → 0 και ο πεπερασµένης τάξης τελεστής Τn =
∞∑
i=1

µi〈

x,xi〉xi, n ∈ N∗. Τότε, επειδή

||T − Tn||2 = sup
||x||=1

∥∥∥∥∥
∞∑

i=n+1

µi〈x, xi〉xi

∥∥∥∥∥
2

≤ sup
i>n
|µi|2 → 0,

έπεται οτι ο Τ είναι συµπαγής. Επιπλέον, για x,y ∈ Η, είναι :

〈Tx, y〉 =
∞∑
i=1

µi〈x, xi〉〈xi, y〉 = 〈x, Ty〉

οπότε ο Τ είναι και αυτοσυζυγής.

Θεώρηµα 3.2.3 ΄Εστω Τ ∈ K(H) ένας συµπαγής αυτοσυζυγής τελεστής και Τ =
∞∑
i=1

λiΡi. Αν

S ∈ B(H) τότε : ΤS = SΤ <=> SΡi = ΡiS για κάθε i≥ 1.

Απόδειξη.

� ΄Εστω SΡi = ΡiS για καθε i ≥ 1. Τότε,

∞∑
i=1

λiSPi =
∞∑
i=1

λiPiS, ισoδυναµα S(
∞∑
i=1

λiPi) = (
∞∑
i=1

λiPi)S.

΄Οµως, ακολουθία (
∞∑
i=1

λiΡi), συγκλίνει ως προς τη νόρµα, στον Τ, οπότε SΤ = ΤS.

� Αντιστρόφως, έστω ΤS = ΤS και ο Νi, ο ιδιόχωρος αντίστοιχος της ιδιοτιµής λi. Θα

δείξουµε κατ΄ αρχάς ότι ο Νi είναι S αναλλοίωτος. ΄Εστω x ∈ Νi. Τότε (Τ - λiΙ)Sx = S(Τ -

λiΙ) = 0. ΄Αρα Sx ∈ Νi, δηλαδή SΝi⊆Νi, οπότε ΡiSΡi = SΡi. Επειδή είναι και S∗Τ = ΤS∗,

(αφού (ΤS)∗ = (SΤ)∗ => S∗Τ = ΤS∗) ο Νi είναι και S∗-αναλλοίωτος, οπότε ΡiS∗Ρi = S∗Ρi

=> ΡiSΡi = ΡiS. ΄Αρα SΡi = ΡiS για κάθε i ≥ 1.



3.2. ΤΟ ΦΑΣΜΑΤΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΓΙΑ ΣΥΜΠΑΓΕΙΣ ΤΕΛΕΣΤΕΣ 53

Λήµµα 3.2.1 ΄Εστω Μ ένας κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert Η και Τ ∈ B(H). Αν ο Μ

είναι Α-αναλλοίωτος και Τ|M = S ∈ S(M) είναι ο περιορισµός του Τ στον Μ, τότε ο συζυγής S∗

είναι ο περιορισµός του Τ∗ στον Μ, αν και µόνο αν ο Μ είναι Τ∗-αναλλοίωτος. Αν επιπλέον ο Τ

είναι ϕυσιολογικός, τότε και ο S είναι ϕυσιολογικός.

Απόδειξη.

� Επειδή S∗ ∈ S(M) είναι S∗Μ ⊆ Μ, οπότε αν, S∗ = T∗|M τότε T∗Μ ⊆ Μ.

� Αντιστρόφως, έστω T∗Μ ⊆ Μ. Για να δείξουµε ότι S∗ = T∗|M , αρκεί να δείξουµε ότι S∗x

= T∗x για κάθε x ∈ Μ. ΄Εστω x, y ∈ Μ. Τότε :

〈S∗x, y〉 = 〈x, Sy〉 = 〈x, Ty〉 = 〈T ∗x, y〉.

΄Αρα (S∗x - T∗x) ⊥ y για κάθε y ∈ Μ, οπότε, (S∗x - T∗x) ∈ Μ⊥. ΄Οµως, Τ∗Μ ⊆ Μ, οπότε

(S∗x - T∗x) ∈ Μ. ΄Αρα (S∗x - T∗x) ∈ Μ ∩ Μ⊥ = {0} και εποµένως (S∗x = T∗x) για κάθε x

∈ Μ. Αν τώρα ο Τ είναι ϕυσιολογικός, τοτε για κάθε x ∈ Μ έχουµε:

||S∗x|| = ||T ∗x|| = ||Tx|| = ||Sx||,

και άρα απο τον ορισµό του ϕυσιολογικού τελεστή ο S είναι ϕυσιολογικός.

Θεώρηµα 3.2.4 (Φασµατικό ϑεώρηµα για συµπαγείς ϕυσιολογικούς τελεστές πρώτη µορφή)

Αν Α ∈ B(H), τότε υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση (en) του Η από ιδιοδιανύσµατα του Α και

µια ακολουθία (λn) µιγαδικών αριθµών τέτοια ώστε,

Ax =
∞∑
n=1

λn〈x, en〉en

για κάθε x ∈ Η

Απόδειξη. ΄Εστω Α συµπαγής ϕυσιολογικός τελεστής και ο αυτοσυζυγής συµπαγής τελεστής

Τ = ΑΑ∗. Από την απόδειξη του ϑεωρήµατος (3.2.1), έχουµε ότι οι ιδιόχώροι Νi του Τ είναι

ανά δύο κάθετοι κα παράγουν τον Η. Οι ιδιόχωροι αυτοί είναι αναλλοίωτοι από τους Α, Α∗.
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Πράγµατι, αρκεί να δειχθεί ότι οι Α, Α∗ αντιµετατίθενται µε τον Τ (αν ΒΤ = ΤΒ και x ∈ Νi τότε,

0 = Β(Τ- λiΙ)x = (Τ - λiΙ)Βx, οπότε Bx ∈ Νi και άρα ΒΝi ⊆ Νi). Είναι

A(A∗A) = (AA∗)A = (A∗)A και A∗(A∗A) = A∗(AA∗) = (A∗A)A∗.

Εποµένως, από το προηγούµενο λήµµα (3.2.1), αν Βi = Α|Ni
, ο περιορισµός του Α στον Νi,

τότε Β∗i = Α∗|Ni
, και ο Βi είναι ϕυσιολογικός, αφού ο Α είναι ϕυσιολογικός. ΄Οταν τώρα είναι

λi 6= 0, ο αντίστοιχος ιδιόχωρος Νi είναι πεπερασµένη διάστασης και ο Βi ως ϕυσιολογικός

τελεστής σε χώρο πεπερασµένης διάστασης διαγωνοποιείται. ΄Αρα υπάρχει µια ορθοκανονική

ϐάση {ein: n = 1,2,...,ki} του Νi από ιδιοδιανύσµατα του Βi. Η αριθµήσιµη ένωση όλων αυτών

των ϐάσεων, είναι µια ορθοκανονική ϐάση του χώρου Ν = [Ni : λi ∈ σ(T )\{0}], αποτελούµενη

από ιδιοδιανύσµατα του τελεστή Β = Α|N . Η απόδειξη ϑα ολοκληρωθεί, αν δείξουµε οτι kerΑ

= Ν⊥. Ο Τ = Α∗Α είναι συµπαγής, αυτοσυζυγής τελεστής µε ανά δύο κάθετους ιδιόχωρους Νi,

που παράγουν τον Η. Αρα Ν⊥ = Ν0 = kerT. ΄Οµως kerΑ∗Α = kerΑ και εποµένως Ν⊥ = kerΑ.

Πρόταση 3.2.1 ΄Εστω Η χώρος Hilbert. Αν (αn) είναι µια µηδενική ακολουθία µιγαδικών

αριθµών και (Ρn) µια ακολουθία ανά δύο κάθετων προβολών, τότε η σειρά
∞∑
n=1

αnΡn συγκλίνει

ως προς τη νόρµα του B(H).

Απόδειξη. ΄Εστω sn =
n∑
i=1

αiΡi. Τότε για κάθε x ∈ Η και για n > m έχουµε,

||(sn − sm)x||2 = ||
n∑

i=m+1

αiPix||2 =
n∑

i=m+1

||αiPix||2

≤ max
m+1≤i≤n

|α1|2
n∑

i=m+1

||Pix||2

= max
m+1≤i≤n

|α1|2||
n∑

i=m+1

Pix||2 ≤ max
m+1≤i≤n

|α1|2||x||2

΄Οµως η (αi) είναι µηδενική, οπότε για ε > 0 υπάρχει i0 ∈ N τέτοιο ώστε |αi| < ε για κάθε i >

i0. Εποµένως για n > m > i0 έχουµε ||sn - sm|| < ε, που σηµαίνει οτι η ακολουθία (sn) είναι

ϐασική ως προς τη νόρµα του B(H) και άρα συγκλίνει.
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Θεώρηµα 3.2.5 (Φασµατικό ϑεώρηµα για συµπαγείς ϕυσιολογικούς τελεστές δεύτερη µορ-

ϕή) ΄Εστω Τ ∈ B(H) ένας συµπαγής τελεστής. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

1. Οι ιδιόχωροι (Νi) του Τ είναι αριθµήσιµου πλήθους, ανά δυο κάθετοι και παράγουν τον

Η.

2. Οι ορθές προβολές Ρi επί των ιδιόχωρων (Νi) µε αντίστοιχες ιδιοτιµές λi, είναι ανά δύο

κάθετες, αριθµήσιµου πλήθους και ισχύει

∞∑
i=1

Pix = x ∀ x ∈ H καιT =
∞∑
i=1

λiPi

όπου η δεύτερη σειρά συγκλίνει ως προς την νόρµα του B(H).

3. Ο τελεστής Τ είναι ϕυσιολογικός.

Απόδειξη.

(1)⇒(2) Από το ϑεώρηµα (3.1.2) έχουµε ότι η σειρά
∞∑
i=1

Pix συγκλίνει για κάθε x ∈ Η και µάλιστα,

επειδή Η = ⊕Νi, είναι
∞∑
i=1

Pix = x. Επίσης για κάθε x ∈ Η είναι Pix ∈ Νi, οπότε ΤPix =

λixi και λόγω της συνέχειας του Τ, έχουµε:

Tx =
∞∑
i=1

TPix =
∞∑
i=1

λiPix. (3.2.5.α)

΄Οµως από την πρόταση (3.2.1), λόγω του ότι η ακολουθία (λi) είναι µηδενική, η σειρά
∞∑
i=1

λiΡi συγκλίνει ως προς τη νόρµα του B(H), οπότε από τη σχέση (3.2.5.α) ϑα συγκλίνει

υποχρεωτικά στον Τ. ΄Αρα είναι Τ =
∞∑
i=1

λiΡi, ως προς τη νόρµα.

(2)⇒(3) Είναι, για κάθε x ∈ Η

||T ∗x||2 = ||
∞∑
i=1

λiPix||2 =
∞∑
i=1

|λi|2||Pix||2 = ||
∞∑
i=1

λiPix||2 = ||Tx||2.

Εποµένως ||T∗x||2 = ||Τx||2 για κάθε x ∈ Η, οπότε ο Τ είναι ϕυσιολογικός.
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(3)⇒(1) Από το ϑεώρηµα (3.2.4) έχουµε ότι αν ο Τ είναι ϕυσιολογικός τελεστής τοτε οι ιδιόχωροί

του είναι ανα δύο κάθετοι και παράγουν τον Η. Μένει λοιπόν να δείξουµε οτι οι ιδιόχωροι

του Τ ειναι αριθµησίµου πλήθους.Ας υποθέσουµε οτι σp(Τ) είναι άπειρο και δεν αποτελεί

µηδενική ακολουθία, ϑα υπάρχει ϑετικός αριθµός δ ώστε το σύνολο { λ ∈ σp(Τ) : ‖λ‖ ≥

δ } να είναι άπειρο. Θα υπάρχει λοιπόν µια ακολουθία (λn) διακεκριµένων ιδιοτιµών

ώστε ‖λn‖ ≥ δ για κάθε n ∈ N. Αν xn είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα ώστε Τxn =

λnxn, η ακολουθία (xn) είναι ορθοκανονική, γιατί οι ιδιόχωροι του Τ είναι ανά δύο

κάθετοι. Εποµένως από το ϑεώρηµα (2.1.5) οδηγούµαστε σε άτοπο και άρα το σp(Τ)

έχει πεπερασµένη διάσταση και δεν περιέχει το µηδεν. ΄Αρα και το σύνολο των ιδιόχωρων

ειναι πεπερασµένο.

3.3 Εφαρµογές ϕασµατικού ϑεωρήµατος

Πρόταση 3.3.1 ΄Εστω Τ ένας συµπαγής αυτοσυζυγής τελεστής σε ένα χώρο Hilbert, µε ακο-

λουθία µη µηδενικών ιδιοτιµών (λn).Η ακολουθία (xn) είναι µια ορθοκανονική ϐάση του (kerT )⊥

= ImT και κάθε x ∈ Η γράφεται ώς x = x0 +
∞∑
i=1

〈x,xi〉xi όπου x0 ∈ kerT.

Απόδειξη. Είναι Τxi = λixi ⇒ xi = 1
λ
Τxi ∈ ImT και από το ϕασµατικό ϑεώρηµα έχουµε Τx

=
∞∑
i=1

λi〈x,xi〉xi. ΄Αρα η γραµµική ϑήκη [{xn}] του {xn} είναι πυκνή στο ImA, οπότε [{xn}] =

ImT = (kerT)⊥. Από Η = kerT⊕(kerT)⊥, κάθε x ∈ Η γράφεται x = x0 + x1, όπου x0 ∈ kerT

και x1 ∈ (kerT)⊥. ΄Οµως x1 =
∞∑
i=1

〈x1,xi〉xi =
∞∑
i=1

〈x,xi〉xi, αφού 〈x1,xi〉 = 〈x,xi〉 για κάθε i.

Πρόταση 3.3.2 Για κάθε λ 6= 0, λ 6= λn για όλα τα n ≥ 1, ο τελεστής λΙ - Τ είναι αντιστρέψιµος

µε

(λI − T )−1y =
1

λ
[y +

∞∑
i=1

λi
λ− λi

〈y, xi〉xi]
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Απόδειξη. ΄Εστω y ∈ Η. Θα δείξουµε ότι υπάρχει µοναδικό x ∈ Η τέτοιο ώστε (λΙ - Τ)x = y.

Πράγµατι, η τελευταία ισότητα γράφεται :

λx = y + Tx = y +
∞∑
i=1

λi〈x, xi〉xi (3.3.2.α)

Από τη σχέση (3.3.2.α) προκύπτει :

λ〈x, xk〉 = 〈y, xk〉+ λk〈x, xk〉 ⇒ (λ− λk)〈x, xk〉 = 〈y, xk〉, k ≥ 1. (3.3.2.β)

Λύνοντας τη σχέση (3.3.2.α) ως προς x, αφού αντικαταστήσουµε το 〈x,xi〉 από τη σχέση

(3.3.2.β), παίρνουµε

x =
1

λ
[y +

∞∑
i=1

λi
λ− λi

〈y, xi〉xi]. (3.3.2.γ)

Η σειρά στην τελευταία σχέση συγκλίνει, διότι η ακολουθία ( λi
λ−λi ) είναι ϕραγµένη ως µηδε-

νική.

Αντιστρόφως, µε απλό υπολογισµό, προκύπτει ότι ο λΙ - Τ απεικονίζει κάθε x, που δίνεται από

τον τύπο (3.3.2.γ), στο y. Εποµένως για κάθε y ∈ Η υπάρχει µοναδικό x, αυτό που δίνεται

από τον τύπο (3.3.2.γ), τέτοιο ώστε (λΙ - Τ)x = y. ΄Αρα η απεικόνιση λΙ - Τ είναι αντιστρέψιµη

µε

(λI − T )−1y =
1

λ
(I +K)y (3.3.1)

όπου Κy =
∞∑
i=1

λi
λ−λi 〈y,xi〉xi. Επειδη η ακολουθία ( λi

λ−λi ) είναι µηδενική, ο Κ είναι ϕραγµένος

συµπαγής τελεστής. ΄Αρα από τη σχέση (3.3.2.γ) προκύπτει ότι ο (λΙ - Τ)−1 είναι ϕραγµένος

και εποµένως ο λΙ - Τ είναι αντιστρέψιµος.

Πρόταση 3.3.3 Αν Τ ∈ B(H) είναι συµπαγής ϕυσιολογικός τελεστής και λ ∈ C\{0}, δεν είναι

ιδιοτιµή του Τ τότε ο τελεστής λΙ - Α είναι αντιστρέψιµος µε

(λI − T )(−1) =
∞∑
i=1

1

λ− λi
Pi (3.3.2)

όπου η σειρά συγκλίνει κατα σηµείο.

Απόδειξη. Αφού ο Τ είναι συµπαγής έπεται από την ϑεώρηµα (1.2.2) οτι λΙ - Τ είναι

ένα προς ένα και επί και συνεπώς αντιστρέψιµος. Από το ϑεώρηµα (3.2.5) έχουµε οτι
∞∑
i=1

Pix
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= x για κάθε x ∈ Η και Τ =
∞∑
i=1

λiPi, όπου (λi) οι ιδιοτιµές του Τ και Pi οι ορθές προβολές στους

αντίστοιχους ιδιόχωρους. Θα δείξουµε οτι (λΙ - Τ)−1x =
∞∑
i=1

1
λ−λi Pix, x ∈ Η. Για αυτό αρκεί να

δείξουµε ότι, για κάθε x ∈ Η, η σειρά
∞∑
i=1

1
λ−λi Pix συγκλίνει. Πράγµατι, τότε ϑα είναι

(λI − T )
∞∑
i=1

1

λ− λi
Pix =

∞∑
i=1

1

λ− λi
(λI − T )Pix =

∞∑
i=1

1

λ− λi
(λ− λi)Pix

=
∞∑
i=1

Pix = x

δηλαδή το Ϲητούµενο. Θεώρουµε τους τελεστές Κn =
n∑
i=1

1
λ−λi Pi. Τότε, για κάθε x ∈ Η και m

> n > 1 είναι

||Kmx−Knx||2 = ||
m∑

i=n+1

1

λ− λi
Pix||2 =

m∑
i=n+1

1

|λ− λi|2
||Pix|| ≤

1

d2

m∑
i=n+1

||Pix||2 → 0,

όταν m,n→∞ (Πρόταση (3.2.1)), όπου d = inf
n
|λ - λi| > 0, αφού λ /∈ σp(Τ). ΄Αρα η ακολουθία

(Κnx) είναι ϐασική και εποµένως συγκλίνει. ΄Εστω Κx = lim
n

Κnx. Ορίζεται έτσι η γραµµική

απεικόνιση Κ : x → Κx, η οποία είναι και ϕραγµένη, αφού ||Κx||2 =
∑
n

||Κnx||2 ≤ 1
d2
||x||2.

Είναι Κx =
∞∑
i=1

1
λ−λi Pix και Κx = (λΙ - Τ)−1xγια κάθε x ∈ Η.

Θεώρηµα 3.3.1 Αν Τ ∈ B(H) είναι ένας συµπαγής τελεστής, τότε υπάρχουν ορθοκανονικές

ακολουθίες διανυσµάτων (xn), (yn) και µια ακολουθία ϑετικών αριθµών (κn), τέτοιες ώστε Τx

=
∞∑
n=1

κn〈x,xn〉yn, x ∈ Η. Επιπλέον, αν η (kn) δεν είναι πεπερασµένη και ϑέσουµε (Tmx) =

m∑
n=1

κn〈x,xn〉yn τότε ||Τ - Τm|| → 0, όταν m → 0. Οι αριθµοί k2
n είναι ιδιοτιµές του συµπαγούς

αυτοσυζυγή τελεστή Τ∗Τ, όπου η κάθε µία επαναλαµβάνεται τόσες ϕορές όση η γεωµετρική της

πολλαπλότητα (όση δηλαδή η διάσταση του αντίστοιχου ιδιόχωρου).

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς ο τελεστής Τ∗Τ είναι συµπαγής, αλλά είναι και ϑετικός, αφού 〈Τ∗Τx,x〉

= 〈Τx,Τx〉 = ||Τx||2 ≥ 0. ΄Αρα είναι αυτοσυζυγής συµπαγής τελεστής. Εποµένως µε ϐάση

το ϕασµατικό ϑεώρηµα ο Τ∗Τ γράφεται : Τ∗Τx =
∞∑
n=1

µn〈x,xn〉xn. Επιπλέον οι ιδιοτιµές του

Τ∗Τ είναι ϑετικοί αριθµοί. Πράγµατι είναι : Τ∗Τx = λx ⇒ λ〈x,x〉 = 〈Τ∗Τx,x〉 = 〈Tx,Tx〉 ≥ 0.
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Μπορούµε εποµένως να ϑέσουµε µn = k2
n, kn > 0. Είναι ||Τxn||2 = 〈Τ∗Τxn,xn〉 = k2

n, οπότε

||Τxn|| = kn. ΄Αρα η ακολουθία των ιδιοδιανυσµάτων (yn) : yn = 1
kn

Τxn είναι ορθοκανονική.

Επειδή κάθε x ∈ Η γράφεται x = x0 +
∑
〈x,xn〉xn µε Τ∗Τx0 = Τx0 = 0, έχουµε

Tx =
∞∑
n=1

〈x, xn〉Txn =
∞∑
n=1

kn〈x, xn〉yn =
∞∑
n=1

kn(xn ⊗ yn)(x)

Τέλος, αν Τmx =
m∑
n=1

κn〈x,xn〉yn και η ακολουθία kn δεν είναι πεπερασµένη, τότε :

||(T − Tm)x||2 =
∥∥ ∞∑
n=M+1

kn〈x, xn〉yn
∥∥2 =

∞∑
n=m+1

k2n|〈x, xn〉|2 ≤ k2m+1||x||2,

οπότε ||Τ - Τm|| → 0, όταν m→∞. ΄Αρα Τ =
∞∑
n=1

kn(xn⊗ym)

Πόρισµα 3.3.1 Αν Τ ∈ B(H) και Τ∗Τ είναι συµπαγής τελεστής, τότε και ο Τ είναι συµπαγής

Παράδειγµα 3.3.1 Θεωρούµε την ολοκληρώτικη εξίσωση

f(t)− λ
∫ b

a

k(t, s)f(s)ds = g(t), t ∈ [a, b], (3.3.1.α)

όπου η συνάρτηση πυρήνας k(t,s) ορίζει έναν αυτοσυζυγή συµπαγή τελεστή Τ : L2[a,b]→ L2[a,b],

(Kf)(t) =
∫ b
a
k(t,s)f(s)ds και g ∈ L2[a,b] γνώστη συνάρτηση. Ζητάµε την λύση f ∈ L2[a,b] της

εξισωσης (3.3.1.α).

Απόδειξη. Από το ϕασµατικό ϑεώρηµα ο τελεστής Τ γράφεται :

Tf =
∞∑
n=1

µn〈f, xn〉xn (3.3.1.β)

όπου (µn) η ακολουθία των µη µηδενικών ιδιοτιµών του Τ µε αντίστοιχη ορθοκανονική ακο-

λουθία ιδιοδιανυσµάτων (xn). Η σχέση (3.3.1.α) γράφεται ισοδύναµα, ως εξίσωση στο χώρο

L2[a,b],

f − λTf = g. (3.3.1.γ)

Απο τη σχέση (3.3.1.γ) πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά µε xm προκύπτει :

〈f, xm〉 − λµm〈f, xm〉 = 〈g, xm〉 ⇒ (1− λµm)〈f, xm〉 = 〈g, xm〉. (3.3.1.δ)

∆ιακρίνουµε τώρα δύο περιπτώσεις :
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� Το 1
λ

δεν είναι ιδιοτιµή του Τ. Τότε ο τελεστής Ι - λΤ είναι αντιστρέψιµος και άρα η

εξίσωση (3.3.1.γ) έχει µοναδική λύση. Στην περίπτωση αυτή είναι 1 - λµm 6= 0 για όλα

τα m ≥ 1 οπότε από τη σχέση (3.3.1.δ) έχουµε:

〈f, xm〉 =
〈g, xm〉

1− λµm
. (3.3.1.ε)

Συνδυάζοντας τώρα τις σχέσεις (3.3.1.β), (3.3.1.γ) και (3.3.1.ε) παίρνουµε:

f = g +
∞∑
n=1

λµn〈g, xn〉
1− λµn

xn. (3.3.1.ζ)

Η σειρά στην τελευταία σχέση συγκλίνει ως προς τη νόρµα του L2[a,b], διότι η ακολου-

ϑία ( λµn
1−λµn ), ως µηδενική είναι ϕραγµένη και

∞∑
n=1

|〈g,xn〉|2 ≤ ||g||2. Η σχέση (3.3.1.ζ)

γράφεται αναλυτικά:

f(x) = g(x) +
∞∑
n=1

λµn
1− λµn

(

∫ b

a

g(t)xn(t)dt)xn(x) σ.π. στo [a, b]. (3.3.1.η)

� Το 1
λ

είναι ιδιοτιµή του Τ. Τότε υπάρχει πεπερασµένο πλήθος ϕυσικών αριθµών m

τέτοιοι ώστε 1
λ

= µm ⇒ 1 - λµm = 0. Θεωρούµε τα σύνολα Α = {m ∈ N∗ : 1 - λµm 6=

0} και Β = {m ∈ N∗ : 1 - λµm = 0}. Στην περίπτωση αυτή αν η εξίσωση έχει λύση,

από τη σχέση (3.3.1.δ) ϑα έχουµε 〈g,xm〉 = 0 για κάθε m ∈ Β. Αυτή αποτελεί ικανή και

αναγκαία συνθήκη ώστε να έχει λύση η εξίσωση. Πράγµατι, το σύνολο {xm : m ∈ Β}

είναι ϐάση του ker(Ι - λΤ) = ker(Ι - λΤ∗). Επειδή ο 1
λ

είναι ιδιοτιµή του Τ, είναι ker(Ι -

λΤ) 6= {0} και Im(Τ - λ−1Ι) κλειστός υπόχωρος, αφού Τ συµπαγής. ΄Οµως η εξίσωση έχει

λύση, αν και µόνο αν g ∈ Im(Ι - λΤ) = Im(Τ - λ−1Ι) = Im(T − λ−1I = (ker(Τ - λ−1Ι)∗)⊥ =

ker(Ι - λΤ∗)⊥, που ισοδυναµεί µε 〈g,xm〉 = 0 για κάθε m ∈ Β.

Εποµένως, αν g ικανοποιεί τη σχέση 〈g,xm〉 = 0 για κάθε m ∈ Β, τότε η εξίσωση λύνεται

και η λύση της ϑα έχει τη µορφή

f = g +
∑
n∈A

λµn〈g, xn〉
1− λµn

xn +
∑
n∈B

cnxn,

όπου cn, n ∈ Β αυθαίρετες σταθερές.



Κεφάλαιο 4

Ολοκληρωτικοί Τελεστές

΄Οπως έχει προανεφερθεί οι συµπαγείς τελεστές συνιστούν µια σηµαντική κλάση ϕραγµένων

τελεστών των οποίων η ιδέα προέρχεται απο την ϑεωρία ολοκληρωτικών εξισώσεων δευτέρου

ϐαθµού. Εποµένως η µελέτη των συµπαγών τελεστών συνδέεται άρρηκτα µε την µελέτη

ολοκληρωτικών εξισώσεων. Παρακάτω δίνεται ένα παράδειγµα ολοκληρωτικού τελεστή για

τον οποίο ϑα αποδειχθεί ότι είναι συµπαγής.

Παράδειγµα 4.0.2 Σηµαντικά παραδείγµατα συµπαγών τελεστών είναι οι ολοκληρωτικοί τε-

λεστές Τ στον L2([a,b]) που ορίζονται ως,

(Tx)(s) =

∫ b

a

K(s, t)x(t) dt,

όπου a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί και Κ συνεχής συνάρτηση. Να αποδειχτεί η συµπάγεια

αυτού του τελεστή.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ∈ L2([a,b]) και ||xn|| ≤ Μ για n = 1,2...... και για κάποιο Μ > 0. Τότε

|(Txn)(s)| ≤
∫ b

a

|K(s, t)xn(t)| dt ≤Mmax|K(s, t)|
√
b− a
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και συνεπώς η ακολουθία (Txn) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη. Επι προσθέτως για κάθε s1,s2,

∈ [α,β], έχουµε

|(Txn)(s1)− (Txn)(s2)| ≤
∫ b

a

|K(s1, t)−K(s2, t)||xn(t)| dt

≤

√∫ b

a

|K(s1, t)−K(s2, t)|2 dt

√∫ b

a

|xn(t)|2 dt

≤
√
b− a max

t∈(a,b)
|K(s1, t)−K(s2, t)|.

Εφόσον Κ ειναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση, από την τελευταία ανισότητα έχουµε ότι η

ακολουθία Τ(xn) είναι ισοσυνεχής. Εποµένως από το ϑεώρηµα Arzela η ακολουθία Τ(xn) πε-

ϱιέχει µια οµοιόµορφα συγκλίνουσα υπακολουθία. Αυτο αποδεικνύει ότι ο τελεστής Τ είναι

συµπαγής, επειδή οµοιόµορφη σύγκλιση στο [a,b] ισοδυναµεί µε σύγκλιση στο L2([a,b]).

4.1 Ολοκληρωτικοί Τελεστές Fredholm

Θεώρουµε τον χώρο Banach X = C[a,b] a, b ∈ R, τον χώρο L2[a,b] τον οποιο ϑα συµβολίζουµε

µε H και είναι ένας χώρος Hilbert, καθώς και τα σύνολα:

Ra,b = [a, b]× [a, b] ⊂ R2,

∆a,b = {(s, t) ∈ Ra,b : t ≤ s}.

όπου το σύνολο Ra,b είναι ένα τετράγωνο στο χώρο R2 και το ∆a,b ένα τρίγωνο στο χώρο Ra,b.

Θεώρουµε τη συνάρτηση k : Ra,b → C ώστε να είναι συνεχής. Για κάθε s ∈ [a,b] ορίζουµε τη

συνάρτηση ks(t) = k(s,t), t ∈ [a,b]. Επίσης, ορίζουµε τους αριθµούς Μ, Ν ως

M = max{|k(s, t)| : (s, t) ∈ Ra,b},

N2 =

∫ b

a

∫ b

a

|k(s, t)|2dsdt =

∫ b

a

{
∫ b

a

|ks(t)|2dt}ds =

∫ b

a

||ks||2Hdt.
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Ορίζουµε τώρα τη συνάρτηση f : [a,b]→ C για κάθε u ∈ H ως

f(s) =

∫ b

a

k(s, t)u(t)dt.. (*)

Λήµµα 4.1.1 Για κάθε u ∈ L2[a,b] η συνάρτηση που ορίζεται από την (*) ανήκει στο X ⊂ H.

Επιπλέον

||f ||X ≤M(b− a)
1
2 ||u||H, (4.1.1.α)

||f ||H ≤ N ||u||H (4.1.1.β)

Απόδειξη. Υποθέτουµε οτι ε > 0 και s ∈ [a,b]. Τότε µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 µε

οποιοδήποτε s’ ∈ [a,b] τέτοιο ώστε |s - s’| <, τότε

|f(s)− f(s′) ≤
∫ b

a

|k(s, t)− k(s′, t)||u(t)| ≤ ||ks − ks′||H||u||H ≤ ε(b− a)
1
2 ||u||H,

απο την ανισότητα Caychy-Schwarz. Αυτό δείχνει ότι η f είναι συνεχής. ΄Ενας παρόµοιος

υπολογισµός µας δείχνει ότι :

|f(s)− f(s′)| ≤
∫ b

a

|k(s, t)|||u(t)||dt ≤ ||ks||H||u||H,

από την οποία ϐγαίνει η (4.1.1.β), και επίσης∫ b

a

|f(s)|2ds ≤ ||u||2H
∫ b

a

||ks||2Hds,

από την οποία ϐγαίνει η (4.1.1.β)

Από το λήµµα (4.1.1) µπορούµε να ορίσουµε ένα τελεστή Κ : H → H ϑέτοντας Κu = f, για

οποιοδήποτε u ∈ H, όπου η f ορίζεται από την (*). ∆ιαπιστώνουµε λοιπόν, ότι ο Κ είναι

γραµµικός και, από το λήµµα (4.1.1) ότι είναι και ϕραγµένος µε

||K||H ≤ N.

Ο τελεστής Κ καλείται ολοκληρωτικός τελεστής Fredholm και η συνάρτηση k ονοµάζεται

πυρήνας του τελεστή Κ. Αν ϑεώρησουµε την f ως γνωστή συνάρτηση και το u ως άγνωστο η

(*) καλείται ολοκληρωτική εξίσωση. Στην πραγµατικότητα, αυτός ο τύπος της εξίσωσης είναι
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γνωστός ως πρώτου ϐαθµού ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm. Η ολοκληρωτική εξίσωση

Fredholm δεύτερου ϐαθµού έιναι της µορφης:

f(s) = u(s)− µ
∫ b

a

k(s, t)u(t)dt, s ∈ [a, b], (**)

όπου 0 6= µ ∈ C. Οι εξισώσεις (*) και (**) µπορούν να γραφτούν στη τελεστική µορφή:

Ku = f, (4.1.1)

(I − µK)u = f (4.1.2)

Πρόταση 4.1.1 Ο ολοκληρωτικός τελεστής Τ : H → H είναι συµπαγής.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ο Τ είναι ένας Hilbert-Schmidt τελεστής και εποµένως από την

πρόταση (1.3.2) ϑα είναι και συµπαγής. ΄Εστω (en) µια ορθοκανονική ϐάση του Η. Για κάθε

s ∈ [a,b] και n ∈ N έχουµε,

(Ken)(s) =

∫ b

a

k(s, t)en(t)dt = (ks, en),

όπου en είναι ο συζυγής του en. ΄Οµως η ακολουθία (en) είναι και αυτή µια ορθοκανονική

ϐάση και

∞∑
n=1

||Ten||2 =
∞∑
n=1

∫ b

a

|ks, en|2ds =

∫ b

a

∞∑
n=1

|ks, en|2ds

=

∫ b

a

||ks||2ds <∞,

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Ορισµός 4.1.1 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος και Τ ∈ L(V). Μία ϐαθµωτή τιµή µ ∈ F

είναι χαρακτηριστική τιµή του Τ αν η εξίσωση υ - µΤυ = 0 έχει µη µηδενική λυση υ ∈ V.

Παρατήρηση 4.1.1 Αξίζει να σηµείωθει ότι, για οποιαδήποτε τελεστή Τ, το σηµείο µ = 0 δεν

µπορεί να είναι χαρακτηριστική τιµή του Τ, και µ 6= 0 είναι µια χαρακτηριστική τιµή του Τ αν και

µόνο αν λ = µ−1 είναι ιδιοτιµή του Τ. Συνεπώς υπάρχει µια ένα προς ένα αντιστοιχία ανάµεσα

στις χαρακτηριστικές τιµές και στις µη µηδενικές ιδιοτιµές του Τ.
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Τώρα, η οµογενής περίπτωση της 8.6 µπορεί να γραφτεί ως (Ι - µΚ)u = 0, έτσι το µ είναι µια

χαρακτηριστική τιµή του Κ αν αυτή εξίσωση έχει µη µηδενική λύση u(µη µηδενικό u σηµαίνει

µη µηδενικό σαν ένα στοιχείο του X ή του H. Εποµένως µπορούµε να εξηγήσουµε τη διαφορά

µεταξύ των εξισώσεων πρώτου και δεύτερου είδους µε την παρατήρηση ότι η εξίσωση πρώτου

είδους αντιστοιχεί στην περίπτωση του λ = 0 ενώ η εξίσωση δεύτερου είδους αντιστοιχεί στην

περίπτωση όπου λ 6= 0.

Παράδειγµα 4.1.1 Θεωρούµε την εξίσωση Fredholm δευτέρου ϐαθµού:

u(s)− µ
∫ 1

0

es−tu(t)dt = f(s), (4.1.1.α΄)

για s ∈ [0,1] και κάποια σταθερά µ 6= 0. Να ϐρεθούν λύσεις της u.

Απόδειξη. Αναδιατάσοντας την εξίσωση (4.1.1.α΄) κάθε λύση της u έχει την µορφή:

u(s) = f(s) + (µ

∫ 1

0

e−tu(t)dt)es = f(s) + ces, (4.1.1.β΄)

όπου c είναι µια άγνωστη σταθερά η οποία ϑα υπολογιστεί αργότερα. Αντικαθιστώντας την

σχέση (4.1.1.β΄) στην (4.1.1.α΄) ϐρίσκουµε ότι

c(1− µ) = µ

∫ 1

0

e−tf(t)dt. (4.1.1.γ΄)

Ας υποθέσουµε ότι µ 6= 1. Τότε η σταθερά c ορίζεται µοναδικά από την σχέση (4.1.1.γ΄), και

έτσι η εξίσωση (4.1.1.α΄) έχει µοναδική λύση την

u(s) = f(s) +
µ
∫ 1

0
e−tf(t)dt

1− µ
es.

Αν µ = 1, τότε η εξίσωση (4.1.1.γ΄) δεν έχει λύση έκτος αν∫ 1

0

e−tf(t)dt = 0, (4.1.1.δ΄)

όπου η (4.1.1.γ΄) ικανοποιείται για κάθε c ∈ C, και η εξίσωση (4.1.1.β΄), µε τυχαίο c παρέχει

τον πλήρες σύνολο των λύσεων της (4.1.1.α΄). Σε αυτή την περίπτωση η οµογενής εξίσωση

που αντιστοιχεί στον συζυγή τελεστή είναι :

u(t)−
∫ 1

0

es−tu(s)ds = 0,
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για s ∈ [0,1], και µπορεί να δειχθεί ότι οποιαδήποτε λύση αυτής της εξίσωσης είναι ϐαθµωτό

πολλαπλάσιο της συνάρτησης ut = e−t. Το σύνολο όλων των λύσεων αυτής της εξίσωσης είναι

µιας διάστασης υποχώρος µε ϐάση αύτη τη συνάρτηση.

4.2 Ολοκληρωτικοί Τελεστές Voltera

Σε αυτή την παράγραφο ϑεωρούµε µια σηµαντική κατηγορία ολοκληρωτικών τελεστών Κ που

έχουν την µορφή:

Ku(s) =

∫ s

a

k(s, t)u(t)dt, s ∈ [a, b] (4.2.1)

όπου το άνω όριο του ολοκληρώµατος στον ορισµό του Κ είναι µεταβλητό και η συνάρτηση

πυρήνα k : ∆a,b → C είναι συνεχής. ΄Οταν ο Κ έχει την µορφή της παραπάνω εξίσωσης

καλείται ολοκληρωτικός τελεστής Voltera και οι αντίστοιχες εξισώσεις (*) και (**) ϑεώρουνται

οι πρώτου και δευτέρου ϐαθµού ολοκληρωτικές εξισώσεις Voltera.

Επιπλέον ||Κu||2 ≤ ( 1√
2
) και άρα ||Κ|| ≤ 1√

2
.

Οι τελεστές Voltera µπορούν να ϑεωρηθούν σαν µια ειδική κατηγορία τελεστών Fredholm

επεκτείνοντας τον ορισµό της συνάρτησης πυρήνα από το σύνολο ∆a,b στο σύνολο Ra,b ορίζον-

τας k(s,t) = 0 όταν το t > s. Ωστόσο αυτή η επέκταση της συνάρτησης πυρήνα γενικά δεν

είναι συνεχής κατά µήκος της γραµµής s = t στο σύνολο Ra,b. Η ιδιοµορφία αυτή είναι που

κανουν ξεχωρίστους του τελεστές Voltera και καθιστούν την µελετη τους ξεχωριστή απο αυτή

των τελεστων Fredholm.

Λήµµα 4.2.1 Αν Κ είναι ένας ολοκληρωτικός τελεστής Voltera τότε υπάρχει σταθερά C > 0

τέτοια ώστε ||Κn||H ≤ Cm

n!
, για κάθε ϑετικό ακέραιο n ≥ 1.

Απόδειξη. Για κάθε u ∈ H χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουµε,

|(Ku)(s)| ≤
∫ s

a

|ks(t)||u(t)|dt ≤ (

∫ s

a

|ks(t)|2dt)
1
2 ||u||H ≤M(b− a)

1
2 ||u||H,

|(K2u)(s)| ≤
∫ s

a

|ks(t)||(Ku)(t)|dt ≤ (s− a)M2(b− a)
1
2 ||u||H.
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Με επαγωγή, µε τον ίδιο τρόπο όπως στην δεύτερη ανισότητα παραπάνω, µπορούµε να το

δείξουµε οτι για κάθε n ≥ 2,

|(Knu)(s)| ≤
∫ s

a

|ks(t)|(Kn−1u)(t)|dt ≤ (s− a)n−1

(n− 1)!
Mn(b− a)

2
2 ||u||H

Με ολοκλήρωση παίρνουµε

||Knu||H ≤
Mn(b− a)n

(n− 1)!
√

2n− 1
||u||H ≤

Cn

n!
||u||H,

για κάποια σταθερά C, από το οποίο το Ϲητούµενο είναι άµεσο.

Θεώρηµα 4.2.1 ΄Ενας Κ ολοκληρωτικός τελεστής Voltera στον H δεν έχει µη µηδενικές

ιδιοτιµές. Εποµένως

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε οτι το λ είναι µια ιδιοτιµή του Κ, τέτοιο ώστε, Κu = λu, για κάποιο

u 6= 0. Τότε από το λήµµα (4.2.1), για όλους τους ακέραιους n ≥ 1 έχουµε,

|λ|n||u||H = ||Knu||H ≤ ||Kn||H||u||H ≤
Cn

n!
||u||H,

το οποίο σηµαίνει ότι |λ| = 0
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Παράρτηµα Α΄

Συµπλήρωµα Θεωρίας

Θεώρηµα Α΄.0.2 (Banach-Alaoglu). Η κλειστή µοναδιαία µπάλα ΒE∗ = {f ∈ Ε∗ : ||f || ≤ 1}

είναι συµπαγής για την ασθενή * τοπολογία σ(Ε∗,Ε).

Θεώρηµα Α΄.0.3 (Goldstine). ΄Εστω Ε ένας χώρος Banach. Τότε το J(ΒE ) είναι πυκνό στη

ΒE∗∗ για την τοπολογία σ(Ε∗∗,Ε∗).

Θεώρηµα Α΄.0.4 (Arzela-Ascoli). ΄Εστω Κ συµπαγής µετρικός χώρος και H ένα ϕραγµένο

υποσύνολο του C(K). Υποθέτουµε ότι το H είναι οµοιόµορφα ισοσυνεχές, δηλαδη:

∀ε > 0, ∃δ > 0 τετoιo ωστε d(x1, x2) < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε ∀f ∈ H.

Τότε το H είναι σχετικά συµπαγές στο C(K).

Θεώρηµα Α΄.0.5 (Lax-Milgram). ΄Εστω α(u,υ) ενα διγραµµικό, συνεχές και πιεστικό συναρ-

τησιακό. Τότε για κάθε ϕ ∈ Η΄ υπάρχει u ∈ Η µοναδικό τέτοιο ώστε :

α(u, υ) = 〈ϕ, υ〉 ∀υ ∈ H
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