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Ειςαγωγό 

κοπόσ τησ διπλωματικόσ εργαςύασ αυτόσ, η οπούα εκπονόθηκε ςτα πλαύςια τησ χολόσ 

Εφαρμοςμϋνων Μαθηματικών και Υυςικών Επιςτημών με ςκοπό την απόκτηςη του 

Διπλώματοσ,  εύναι κυρύωσ η παρουςύαςη του λογιςτικού μϋρουσ τησ Γραμμικόσ Ωλγεβρασ 

με τη μελϋτη των πινϊκων και των εφαρμογών τουσ. 

 Ο ρόλοσ τησ Γραμμικόσ Ωλγεβρασ ςτισ Εφαρμοςμϋνεσ Επιςτόμεσ εύναι εξαιρετικϊ 

ςημαντικόσ. Η Γραμμικό Ωλγεβρα εύναι το υπόβαθρο για τη μελϋτη προβλημϊτων 

Μαθηματικών, Υυςικόσ αλλϊ και Μηχανικόσ. 

Η παρούςα Διπλωματικό εργαςύα αποτελεύται από τρύα κεφϊλαια.Σο πρώτο κεφϊλαιο 

αποτελεύ μια αναφορϊ ςτην ϊλγεβρα πινϊκων, ςτισ ορύζουςεσ, ςτην επύλυςη των 

γραμμικών ςυςτημϊτων, ςτη θεωρύα των χαρακτηριςτικών ποςών και τησ 

διαγωνοπούηςησ πινϊκων καθώσ και την εύρεςη του ελαχύςτου πολυωνύμου,  βαςικϊ 

εργαλεύα τα οπούα χρειαζόμαςτε για την εργαςύα αυτό. 

Σο δεύτερο κεφϊλαιο, όπου παρουςιϊζονται ςυγκεκριμϋνεσ εφαρμογϋσ τησ 

διαγωνοπούηςησ πινϊκων, χωρύζεται ςε τρύα μϋρη: το πρώτο μϋροσ αναλύεται η θεωρύα 

των τετραγωνικών μορφών και παρουςιϊζονται οι εφαρμογϋσ τουσ ςτη Γεωμετρύα όπου 

γύνεται η ταξινόμηςη καμπυλών και επιφανειών 2ου βαθμού. το δεύτερο μϋροσ γύνεται 

εφαρμογό των μεθόδων τησ Γραμμικόσ Ωλγεβρασ ςτη Μηχανικό με αναφορϋσ ςτο 

τανυςτικό γινόμενο, την πολικό ανϊλυςη και τη μαθηματικό περιγραφό τησ Κινηματικόσ 

ενόσ ςτερεού ςώματοσ και των ςυνεχών μϋςων. Σο τρύτο μϋροσ αναφϋρεται ςτα Διακριτϊ 

Δυναμικϊ υςτόματα και τισ εξιςώςεισ διαφορών. 

το τρύτο κεφϊλαιο εξετϊζουμε τουσ πύνακεσ που δεν εύναι διαγωνοποιόςιμοι και 

προςπαθούμε να βρούμε μια απλούςτερη μορφό τουσ. Αναζητούμε δηλαδό κανονικϋσ 

μορφϋσ εύτε ωσ προσ τη ςχϋςη ιςοδυναμύασ εύτε ωσ προσ τη ςχϋςη ομοιότητασ. 

το ςημεύο αυτό, θα όθελα να ευχαριςτόςω τον Καθηγητό κύριο . Καρανϊςιο για την 

ϊριςτη ςυνεργαςύα που εύχαµε κατϊ την διϊρκεια τησ εκπόνηςησ τησ εργαςύασ αυτόσ. Για 

το υλικό που μου παραχώρηςε και για την απεριόριςτη βοόθεια που μου παρεύχε. 

Ευχαριςτώ επύςησ τα ϊλλα δύο μϋλη τησ επιτροπόσ τουσ Αναπληρωτϋσ Καθηγητϋσ Α. 

Παπαιωϊννου και Π. Χαρρρϊκο για τον πολύτιμο χρόνο που διϋθεςαν για να μελετόςουν 

και να αξιολογόςουν την παρούςα εργαςύα. 

Σϋλοσ θα όθελα να ευχαριςτόςω τουσ γονεύσ μου, για την υποςτόριξό τουσ όλα αυτϊ τα 

χρόνια και δικούσ μου ανθρώπουσ που μου ςυμπαραςτϊθηκαν ςε όποια δυςκολύα 

αντιμετώπιςα. 
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Κεφϊλαιο 1 

Ειςαγωγικϋσ Ϊννοιεσ 

 

1.1  Γενικϊ 
Από τη Γραμμικό Ωλγεβρα θεωρούμε γνωςτϋσ μερικϋσ από τισ βαςικότερεσ ϋννοιϋσ τησ. 
Ιδιαύτερα θεωρούνται γνωςτϊ τα περύ ΄΄διανυςματικών χώρων΄΄ και ΄΄γραμμικών  
διανυςματικών χώρων με εςωτερικό γινόμενο΄΄. Ϊτςι λοιπόν: 
 
Θεωρούμε ϋνα διανυςματικό χώρο V  πϊνω ςε ϋνα ςώμα K . Σο ςώμα K  λϋγεται πεδύο 
ςυντελεςτών του διανυςματικού χώρου V και τα ςτοιχεύα του V   λϋγονται διανύςματα. 
Ο διανυςματικόσ χώροσ V  λϋγεται πραγματικόσ ό μιγαδικόσ αν K   ό K   
αντύςτοιχα. 
Ο  πύνακασ  Α τύπου (μ ,ν)  με ςτοιχεύα από ϋνα ςώμα K   εύναι μια διϊταξη μν αριθμών ij     

( 1,2,...,i  , 1,2,...,j v ), ςτοιχεύων του ςυνόλου K  ςε μ-γραμμϋσ και ν-ςτόλεσ , 

11 12 1

21 22 2

1 2

,

a a a

a a a
A

a a a





  

 
 
 
 
 
  

  

ϋτςι ώςτε ο αριθμόσ  ij  να βρύςκεται ςυγχρόνωσ ςτην   i-γραμμό και ςτην j-ςτόλη. Ο 

πύνακασ A  ςυμβολύζεται ακόμη με  ijA  . Οι αριθμού ij
 
λϋγονται ςτοιχεύα του πύνακα. 

Ϊνασ πύνακασ  λϋγεται πραγματικόσ , μιγαδικόσ ό φανταςτικόσ  αν τα ςτοιχεύα του εύναι 

πραγματικού, μιγαδικού ό  καθαρϊ φανταςτικού, αντύςτοιχα. 

Σο ςύνολο όλων των πινϊκων τύπου    με ςτοιχεύα από το ςώμα K  το ςυμβολύζουμε 

με ( )K
  .  

Ειδικότερα όταν    το ςύνολο αυτό  το ςυμβολύζουμε με ( )
n

K  .  

Ϊνασ πύνακασ 1 v  ονομϊζεται  πύνακασ-γραμμό  ενώ ϋνασ  πύνακασ  τύπου 1  πύνακασ- 

ςτόλη.  Ϊνασ πύνακασ τύπου 1 1  ϋχει τη μορφό  A a , a K  και ταυτύζεται με το 

ςτοιχεύο a K . 
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Ειδικϋσ κατηγορύεσ πινϊκων  

 Σετραγωνικού πύνακεσ : Εύναι οι πύνακεσ που ϋχουν ύςο αριθμό γραμμών και ςτηλών. 

Ϊνασ τετραγωνικόσ πύνακασ τύπου  ( ,v v ) θα λϋγεται τετραγωνικόσ πύνακασ ν-τϊξησ 

με γενικό μορφό την 

11 12 1

21 22 1

1 2

a a a

a a a

a a a





  

 
 
 
 
 
 

 

Σα ςτοιχεύα 11 22, , ,a a a , λϋγονται ςτοιχεύα τησ κύριασ διαγωνύου  του πύνακα ενώ 

τα    
1 2( 1) 1, , ,a a a      λϋγονται ςτοιχεύα τησ δευτερεύουςασ  διαγωνύου  του πύνακα. 

Σο ϊθροιςμα των ςτοιχεύων τησ κύριασ διαγωνύου λϋγεται ύχνοσ του A  και 

ςυμβολύζεται με ( )ί A  ό  trA  . Εύναι δηλαδό 

11 22ί trA a a aA       

Ϊνασ τετραγωνικόσ πύνακασ ( )ijA a λϋγεται κϊτω τριγωνικόσ  αν όλα τα ςτοιχεύα του 

που βρύςκονται πϊνω από την κύρια διαγώνιο εύναι μηδϋν, δηλαδό 0ika  , i k .  

Αντύςτοιχα, όταν όλα τα ςτοιχεύα του A  που εύναι κϊτω από την κύρια διαγώνιο εύναι 

μηδϋν, δηλαδό 0ika  , i k , ο πύνακασ λϋγεται ϊνω τριγωνικόσ.  Αν  τα μόνα μη 

μηδενικϊ ςτοιχεύα του A  βρύςκονται πϊνω ςτην κύρια διαγώνιο, δηλαδό 0ika  , ,i k  

τότε ο A  λϋγεται διαγώνιοσ. Ο διαγώνιοσ πύνακασ ,vI   που όλα τα ςτοιχεύα τησ 

διαγωνύου εύναι ύςα με τη μονϊδα, λϋγεται μοναδιαύοσ  ν-τϊξησ. Ϊναν διαγώνιο πύνακα 

  με ςτοιχεύα 1 2, ,..., v    ςτη διαγώνιο, τον ςυμβολύζουμε με  

1 2( , ,..., )vdiag      

 Ανϊςτροφοι πύνακεσ :  Από κϊθε πύνακα vA 
 
μπορούμε να καταςκευϊςουμε  ϋναν 

ϊλλο πύνακα B  του οπούου οι γραμμϋσ θα εύναι οι ςτόλεσ του A  με την ύδια ςειρϊ. Ο 

πύνακασ B  ονομϊζεται ανϊςτροφοσ του A  και τον ςυμβολύζουμε με A .   Ϊτςι αν   

( )ijA    και ( )ijA a  τότε ij ija   για κϊθε  1,2,...,i v , 1,2,...,j  . 

 υμμετρικού - αντιςυμμετρικού πύνακεσ :  Ϊνασ τετραγωνικόσ πύνακα A  λϋγεται 

ςυμμετρικόσ  αν   A A    και  αντιςυμμετρικόσ αν .A A      

Για κϊθε πύνακα  ( )vA   ο  πύνακασ με ςτοιχεύα τα ςυζυγό των ςτοιχεύων του A   

λϋγεται ςυζυγόσ του A  και ςυμβολύζεται με A .  Αν  ijA   θα εύναι  ijA  .                                                                                                                             

Προφανώσ ϋνασ πύνακασ A εύναι πραγματικόσ  αν και μόνο αν A A   και καθαρϊ φαντα-
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ςτικόσ  αν και μόνο αν  A A  .  Για  κϊθε πύνακα ( )vA   τον πύνακα ( )vA 



   

που ορύζεται από τη ςχϋςη  A A A


    θα τον λϋμε αναςτροφο ςυζυγό  του A .                                                                                                

 Ερμιτιανού – αντιερμιτιανού πύνακεσ :  Ϊνασ τετραγωνικόσ πύνακασ θα λϋγεται 

ερμιτιανόσ  αν A A   και αντιερμιτιανόσ  αν A A   . 

1.2   Πρϊξεισ ςτο ( )
μ ν

Κ
  

Ϊςτω  ijA    και  ijB   δύο, ύδιου τύπου ,    πύνακεσ με ςτοιχεύα από το ύδιο 

ςώμα .K   Ψσ ϊθροιςμα  A B  των πινϊκων A  και B ορύζουμε ϋναν πύνακα  ijA B     

τύπου    που ϋχει ωσ  ςτοιχεύα τα αθρούςματα των αντύςτοιχων ςτοιχεύων των 

πινϊκων A  και  B , δηλαδό 

ij ij ij     

Αν K   τότε ορύζουμε ωσ  γινόμενο του πύνακα A  επύ το  ϋναν πύνακα  ijA  ,  

ύδιου τύπου      με τον A , του οπούου τα ςτοιχεύα προκύπτουν από τα αντύςτοιχα 

ςτοιχεύα του A   με πολλαπλαςιαςμό επύ  , δηλαδό  

 ij ij   

Ο αντύθετοσ  ενόσ πύνακα καθώσ και η διαφορϊ  δύο πινϊκων ορύζονται αντύςτοιχα από 

τισ ςχϋςεισ 

( 1)A A       και    ( )A B A B       

Ο    πύνακασ του οπούου όλα τα ςτοιχεύα εύναι ύςα με μηδϋν λϋγεται  μηδενικόσ    

πύνακασ και ςυμβολύζεται με   ό απλϊ με . 

Από τουσ παραπϊνω οριςμούσ προκύπτουν κϊποιεσ βαςικϋσ ιδιότητεσ, οι οπούεσ εύναι: 

i. ( ) ( )A B C A B C      

ii. A A   

iii. ( )A A    

iv. A B B A    

v. ( )A B A B      

vi. ( )A A A       

vii. ( ) ( )A A    

viii. 1 , 0A A A   
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Επιπλϋον ιςχύουν : 

i.  
T T TA BA B    

ii.  
* * *A BA B    

iii.  
T TAA   

iv.  
* *AA   

v.  tr trA tA B rB   

vi.  r t AAt r    

Βαςικό ςυνϋπεια: Κϊθε πύνακασ A
 

 γρϊφεται ωσ ϊθροιςμα ενόσ ςυμμετρικού και 

ενόσ αντιςυμμετρικού πύνακα ύδιου τύπου. 

   
1 1

2 2
A A A A A      

1.3   Γινόμενο πινϊκων 
Σο γινόμενο AB  δύο πινϊκων εύναι μια πρϊξη μεταξύ πινϊκων, που εύναι τϋτοιοι ώςτε ο 

αριθμόσ των ςτηλών του A  να εύναι ύςοσ με τον αριθμό των γραμμών του B . Δηλαδό αν  

( )A K
 

 τότε πρϋπει ( )B K
 

 .  Σο  γινόμενο  AB  θα εύναι τότε ϋνασ πύνακασ  

( )ijAB   τύπου    που το τυχαύο ςτοιχεύο του δύνεται από τη ςχϋςη  

1 1 2 2ij i j i j i j           

Προφανώσ ιςχύει AB BA  γιατύ  ακόμα κι όταν ορύζεται το ϋνα γινόμενο δεν ορύζεται 

πϊντα και το ϊλλο. Όμωσ ακόμα κι αν ορύζονται και τα δύο γινόμενα AB  και BA  αυτϊ 

εύναι γενικϊ διαφορετικού τύπου πύνακεσ. 

Αν ιςχύει η ιςότητα AB BA   οι πύνακεσ ονομϊζονται αντιμεταθετικού. 

 Ειδικϋσ περιπτώςεισ πύνακων : Ϊςτω A  εύναι ϋνασ 1 v  πύνακασ γραμμό και B  ϋνασ 1v  

πύνακασ ςτόλη. Σότε ϋχουμε 

 
1

   AB   , δηλαδό εύναι ϋνασ αριθμόσ . 

  2

1 2 1 2 2

1

1

y

y
y y y

y

x x x x x x  
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     BA


  , δηλαδό εύναι ϋνασ τετραγωνικόσ πύνακασ ν-τϊξησ.  

 

1 1 1 2 1

2 2 1 2 2 2

1

1

1 2

2

y x y x y x

y x y x y x

y

y
x x x

y x y xy y x







    

   
   
   
   
   
     

 

υγκρύνοντασ λοιπόν τα  γινόμενα AB   και BA  παρατηρούμε την επαλόθευςη του 

ιςχυριςμού μασ πωσ  AB BA . 

Ιδιότητεσ : 

i.   ( )BCA AB C  

ii.  
T T TAB B A  

iii.  
* * *AB B A  

iv.  A A CC AB B    

v.  C AB BCA C    

vi.   ( ) ( )A A B AB B     

Οριςμόσ  1.3.1. Ϊνασ τετραγωνικόσ πύνακασ  A


 λϋγεται αντιςτρϋψιμοσ ό ομαλόσ, αν 

υπϊρχει πύνακασ B  με την ιδιότητα AB BA I   , όπου  I  ο μοναδιαύοσ πύνακασ. Ο B  αν 

υπϊρχει εύναι και  μοναδικόσ. Πρϊγματι, αν υπόρχε και ϊλλοσ πύνακασ B  με  

AB B A I   τότε 

   B B I B AB B A B IB B         

Σον μοναδικό αυτόν πύνακα B τον λϋμε  αντύςτροφο του A  και τον ςυμβολύζουμε με 1A . 

Βαςικού πύνακεσ : 

 Αν  1 TA A  ο πύνακασ ονομϊζεται ορθογώνιοσ. Ιςοδύναμα γρϊφεται και 
T TA A AA I  . 

 Αν  1 *A A    ο πύνακασ ονομϊζεται ορθομοναδιαύοσ. Ιςοδύναμα γρϊφεται και 
* *A A AA I  . 

1.4   ύνθετοι  πύνακεσ 
Ϊνασ  πύνακασ A  λϋγεται ςύνθετοσ  αν τα ςτοιχεύα του εύναι επύςησ πύνακεσ. Πρϋπει όμωσ 

να επιβεβαιώνουν την εξόσ ιδιότητα: Σα ςτοιχεύα-πύνακεσ που βρύςκονται ςτην ύδια 
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γραμμό να ϋχουν τον ύδιο αριθμό γραμμών και τα ςτοιχεύα που βρύςκονται ςτην ύδια 

ςτόλη να ϋχουν τον ύδιο αριθμό ςτηλών. Κϊθε τμόμα του πύνακα A  ονομϊζεται 

υποπύνακασ. 

Ϊνα παρϊδειγμα εύναι το εξόσ: 

   

11 12 11

11 12

21 22 21

21 22

11 12 11

a a b
A A

a a b
A A

c c d

    
      

       
   

 

 

με      11 12 11

11 12 21 11 12 22 11

21 22 21

, , , .
a a b

A A A c c A d
a a b

   
      
     

 

Οι ςύνθετοι πύνακεσ 

 

11

22

A

A

A

 
 
 
 
 
 

        

111 12

222

AA A

AA

A







 
 
 
 
 
   

 

όπου με  παριςτϊνουμε τουσ μηδενικούσ πύνακεσ, ονομϊζονται ςύνθετοσ διαγώνιοσ και 

ςύνθετοσ (ϊνω) τριγωνικόσ  αντύςτοιχα και η παρουςύα τουσ μασ διευκολύνει, όπωσ θα 

δούμε ςτη ςυνϋχεια. 

 

1.5  Ορύζουςα 

Οριςμόσ  1.5.1.  Ορύζουςα  εύναι μια απεικόνιςη :D K

   η οπούα ικανοποιεύ τισ 

ιδιότητεσ: 

1. 1 1 2( , , , , ) ( , , , )iD A cA A cD A A A   για κϊθε c K . 

2. 1 1( , , , , , , ) ( , , , , , , )i j i j jD A A A A D A A cA A A   ,  για κϊθε c K  και για 

κϊθε i j . 

3. ( ) 1D I  , όπου I  ο μοναδιαύοσ     πύνακασ.  

Ο αριθμόσ ( )D A K που αντιςτοιχεύ ςτον πύνακα A  λϋγεται ορύζουςα  του πύνακα .A   

Σην ορύζουςα ενόσ πύνακα A  θα ςυμβολύζουμε ακόμη και ωσ  det A  ό  A . Όταν ο 

πύνακασ ( )ijA a  δύνεται αναλυτικϊ με τα ςτοιχεύα του τότε την ορύζουςα του A  θα 

την ςυμβολύζουμε και ωσ  
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11 12 1

21 22 2

1 2

a a a

a a a

a a a





  

 

Θεώρημα 1.5.1.  Αν D  εύναι μια απεικόνιςη με τισ ιδιότητεσ 1 και 2 του οριςμού 1.5.1 τότε 

για κϊθε  , 1,2, ,i j    με  i j  ιςχύουν: 

1. 1 1( , , , , , , ) ( , , , , , , )i j j iD A A A A D A A A A   . 

2. Αν οι ςτόλεσ του A  εύναι γραμμικώσ εξαρτημϋνεσ τότε  ( ) 0D A  . 

3. Αν οι ςτόλεσ ενόσ πύνακα B  αποτελούν μετϊθεςη των ςτηλών του A   τότε 

( ) ( )D B D A  , όπου το «+» αντιςτοιχεύ ςε ϊρτια μετϊθεςη και το «-» ςε περιττό 

μετϊθεςη. 

4. 1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )i i i iD A B C A D A B A D A C A     . 

Απόδειξη:(1) 

1

.2, 1

1

.2, 1

1

.2, 1

1

.1

1

( , , , , , , )

( , , , , , , )

( , , , , , , )

( , , , , , , )

( , , , , , , )

i j

c

i j j

c

i j j i j

c

j i

j i

D A A A A

D A A A A A

D A A A A A A A

D A A A A

D A A A A

























 

   

 

 

 

  (2) Αν οι ςτόλεσ του A  εύναι γραμμικώσ εξαρτημϋνεσ τότε κϊποια από αυτϋσ θα εύναι 

γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των υπολούπων, οπότε εφαρμόζοντασ κατϊλληλα την ιδιότητα 2 

την αντικαθιςτούμε με την μηδενικό ςτόλη.  Ϊτςι από την ιδιότητα 1 προκύπτει 

( ) 0.D A   

       (3) Εύναι ϊμεςη ςυνϋπεια τησ (1).  

       (4)  Ϊχοντασ υπόψη την περύπτωςη (1),   αρκεύ να δεύξουμε την (4) για 1i  .  

   Θεωρούμε την 1 1 2( , , , )D B C A A . Αν οι ςτόλεσ 2 ,..., nA A  εύναι γραμμικώσ εξαρτημϋνεσ 

τότε 2( , ,..., ) 0nD X A A   για κϊθε ςτόλη X  και ϊρα η (4) ιςχύει. 

Ϊςτω επομϋνωσ ότι οι 2 ,..., nA A  εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητεσ. Εκλϋγουμε ϋνα διϊνυςμα 

1A  ϋτςι ώςτε τα  1 2, ,..., nA A A να εύναι βϊςη του χώρου 1n , δηλαδό κϊθε ςτοιχεύο του 

1n  γρϊφεται ωσ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των 1 2, ,..., nA A A . 
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 Σότε θα ϋχουμε:
 

1

1

i i

i

B A






     
και

      1

1

i i

i

C A





  

Οπότε    

1 1 2 2

1

.2

1 1 1 2

.1

1 1 1 2

1 1 2 1 1 2

.2

2 2

1 2 1

( , ,..., ) ( ( ) , ,..., )

(( ) , ,..., )

(( ) ( , ,..., )

( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ) ( ,

n i i i

i

i i i i

D B C A A D A A A

D A A A

D A A A

D A A A D A A A

D A A A A A A

D B A A D C













 



 



 

 

 

 

 



  

 

 

 

 

 



 
2 ,..., )A A

 

Ορύζουςεσ βαςικών πινϊκων 

 Εϊν ϋχουμε πύνακα A   2 2 , με  1 2 ,α   α   τα διανύςματα ςτόλεσ του A  τότε ιςχύει  

1 2 1 2( ) ,  D  α   α α  α    και ϊρα η ζητούμενη ορύζουςα θα εύναι   

11 12

11 22 21 12

21 22

det
a a

a a a a
a a

 
  

   

 Εϊν ϋχουμε πύνακα A  3 3 , με  1 2 3,  ,α  α  α   τα διανύςματα ςτόλεσ του A   τότε ιςχύει 

2 3 31 1 2(  ) , ,  (  )D  α   α   α α α   α  και ϊρα η ζητούμενη ορύζουςα εύναι:  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

det

a a a

a a a

a a a

 
 


 
  

11 22 33 21 32 13 31 12 23 11 32 23

21 12 33 31 22 13

 

                     

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

  

 
 

     Εϊν ϋχουμε πύνακα ( )ijA a  τριγωνικό τότε ιςχύει το παρακϊτω θεώρημα: 

Θεώρημα 1.5.2  Αν ( )ijA a  εύναι ϋνασ τριγωνικόσ (ϊνω ό κϊτω) πύνακασ τότε 

11 22( )D A a a a
,  δηλαδό η ορύζουςα του  ιςούται με το γινόμενο των ςτοιχεύων τησ 

κύριασ διαγωνύου του. 

i. Η ορύζουςα ενόσ τριγωνικού πύνακα εύναι ύςη με μηδϋν αν και μόνο αν τουλϊχιςτον 

ϋνα από τα ςτοιχεύα τησ κύριασ διαγωνύου του εύναι μηδϋν. 

ii. Η ορύζουςα του μοναδιαύου πύνακα εύναι ύςη με τη μονϊδα. 

Από την ϋκφραςη τησ ορύζουςασ , τισ ιδιότητεσ του μικτού γινομϋνου αλλϊ και τη 

γεωμετρικό θεώρηςη τησ ςχϋςησ ϋχουμε:
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1. 2 31 1 23(  ,  ) ,  (  ,  ),D Dc cα    α α α   α α  

2. 1 31 2 1 2 3( +  ,  ) ,  ,(  ,  )DcD α   α α α α   α α  

3. ( ) ( , , ) 1D I D i j k  

4. 2 2 31 13(  ,  ) (  , ,  ,  )D D α   α α α   α α  

5. 2 1 31 3 2(    ,  ) 0  ,,    ,D  α   α α α   α α  γραμμικώσ ανεξϊρτητα, δηλαδό μη 

ςυνεπύπεδα. 

Θεώρημα 1.5.3  Αν  ϋχουμε ,A B  δύο      πύνακεσ τότε ( ) ( ) ( ).D AB D A D B             

Θεώρημα 1.5.4  Αν ϋνασ τετραγωνικόσ    πύνακασ A εύναι αντιςτρϋψιμοσ τότε ( ) 0.D A   

Απόδειξη:   Ϊςτω ότι ο A  εύναι αντιςτρϋψιμοσ. Σότε υπϊρχει ο 1A  και εύναι 1AA I  , 

οπότε 1( ) ( ) 1D AA D I   . Επομϋνωσ, από το θεώρημα 1.5.3. θα εύναι 
1 1( ) ( ) ( ) 1D AA D A D A     και ϊρα ( ) 0D A  .  

Οριςμόσ 1.5.2.  Ϊνασ τετραγωνικόσ πύνακασ λϋγεται κανονικόσ αν .A A AA   

Θεώρημα 1.5.5  Αν TA   εύναι ο ανϊςτροφοσ  του τετραγωνικού πύνακα A
 
τότε 

( ) ( )TD A D A .  

Οριςμόσ 1.5.3  Ο πύνακασ ( ) ( )T

ji ijA A  λϋγεται ςυμπληρωματικόσ  του πύνακα A  και 

ςυμβολύζεται .adjA   

11 21 1

12 22 2

1 2

A A A

A A A
adjA

A A A





  

 
 
 
 
 
 

 

υνϋπειεσ 

 Ϊνασ πύνακασ A  με ορύζουςα   0D A  εύναι αντιςτρϋψιμοσ και ο αντύςτροφόσ του 

δύνεται από τη ςχϋςη
 

 1 1
A adjA

D A

  .  

 Ο αντύςτροφοσ ενόσ πύνακα υπϊρχει αν και μόνο αν   0D A  .  

Ϊνασ αντιςτρϋψιμοσ πύνακασ λϋγεται ομαλόσ. Επομϋνωσ ϋνασ πύνακασ A   εύναι ομαλόσ αν 

και μόνο αν ( ) 0D A  . 

Οριςμόσ 1.5.4  Δύο τετραγωνικού  πύνακεσ A  και B ύδιου τύπου n n  λϋγονται  όμοιοι,  αν 

υπϊρχει αντιςτρϋψιμοσ πύνακασ P  τϋτοιοσ ώςτε: 
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1B P AP  

Παρϊδειγμα 1.5.1  Να βρεθεύ ο αντύςτροφοσ πύνακασ του 

3 2 1

0 1 3

1 0 2

A

 
 


 
  

 

 Αρχικϊ πρϋπει να βρεθεύ ο ςυμπληρωματικόσ πύνακασ adjA  και ςτη ςυνϋχεια θα βρεθεύ 

ο αντύςτροφοσ από τον τύπο 
 

 1 1
A adjA

D A

   . 

1 1

11

1 3
( 1) 2,

0 2
A   

   

   

1 2

12

0 3
( 1) 3,

1 2
A    



        

1 3

13

0 1
( 1) 1,

1 0
A   



               2 1

21

2 1
( 1) 4,

0 2
A 


  

    

2 2

22

3 1
( 1) 7,

1 2
A   



        

2 3

23

3 2
( 1) 2,

1 0
A 


   



    3 1

31

2 1
( 1) 7,

1 3
A 


   

    

3 2

32

3 1
( 1) 9,

0 3
A    

        

3 3

33

3 2
( 1) 3.

0 1
A 


    

Ωρα ο ςυμπληρωματικόσ πύνακασ adjA  εύναι ο 

  

2 4 7

3 7 9

1 2 3

adjA

 
 

  
 
    

       11 21 313 0 1 3 2 0 4 1 7 6 7 13D A A A A                

Ωρα ο αντύςτροφοσ πύνακασ θα  εύναι 

 
 1

2 4 7

3 7
1 1

13
9

1 2 3

A adjA
D A



 
 
 
 
  

   

Για  επαλόθευςη μπορούμε να ελϋγξουμε αν ιςχύει: 1A A I   

 1

2 4 7 3 2 1 6 6 1 12 14 2 21 18 3 1 0 0
1 1

3 7 9 0 1 3 3 3 7 6 9 9 0 1 0
13 13

1 2 3 1 0 2 2 2 4 4 7 6 0 0 1

A A I

               
       

          
       
                   

 

 

1.6  Φαρακτηριςτικϊ ποςϊ πινϊκων 
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Ϊςτω ( )K
  το ςύνολο των    τετραγωνικών πινϊκων με ςτοιχεύα  από το ςώμα K . 

Ϊνασ  πύνακασ ( )A K


  ορύζει ϋνα γραμμικό μεταςχηματιςμό  : n nT K K τϋτοιο 

ώςτε  T x x y     με  ,Y AX     ,nKx
1n

X


 .  

Ονομϊζουμε  ιδιοτιμϋσ του πύνακα  A   τισ ιδιοτιμϋσ του γραμμικού μεταςχηματιςμού  T   

και ιδιοδιανύςματα  του πύνακα A  τα διανύςματα ςτόλεσ που αντιςτοιχούν ςτα 

ιδιοδιανύςματα του T .  Ωρα ο αριθμόσ K  εύναι μια ιδιοτιμό του A  αν υπϊρχει 

διϊνυςμα 
1n

X


 με  X  τϋτοιο ώςτε  

AX X     ό ιςοδύναμα    ( )A I X                                  (1.1)             

 όπου ( )I K


  ο μοναδιαύοσ πύνακασ. 

Αν  , , , 1,2, ,i jA a i j n     και  1 2

T

nX x x x     τότε η  (1.1)  γρϊφεται 

 
 

11 1 12 2 1

11 1 12 2 1

11 1 12 2 1

( ) 0

0

( ) 0.

n n

n n

n n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x







   

   

   

                                                        (1.2) 

Σώρα θα ορύςουμε τη χαρακτηριςτικό εξύςωςη και το χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του 

πύνακα A .  

Οριςμόσ 1.6.1.   Φαρακτηριςτικό εξύςωςη του πύνακα A   ονομϊζεται  η εξύςωςη      

det( ) 0A I   ό πιο αναλυτικϊ  

11 12 1

21 22 2

1 2

0

a a a

a a a

a a a





  














.        

Οριςμόσ 1.6.2.  Φαρακτηριςτικό πολυώνυμο  του  A   εύναι η εξύςωςη 

( ) ( 1) det( ) det( )n

AX A I I A        

 Από τουσ δύο τελευταύουσ οριςμούσ  προκύπτουν οι ιδιοτιμϋσ και τα ιδιοδιανύςματα  του 

πύνακα αντύςτοιχα. Οι ιδιοτιμϋσ  και τα ιδιοδιανύςματα του πύνακα A  λϋγονται  χαρακτη-

ριςτικϊ  ποςϊ   του A .  

 Σο χαρακτηριςτικό πολυώνυμο ενόσ πύνακα A  εύναι ϋνα πολυώνυμο βαθμού n  

 
1

1 1 0( ) ( 1) [ ... ]n n n

A nX b b b   
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όπου ϋχει n  ςτο ςύνολο πραγματικϋσ και μιγαδικϋσ ρύζεσ και n  ςτο ςύνολο πραγματικϋσ 

ό μιγαδικϋσ ιδιοτιμϋσ. 

Οπότε ιςχύει 
1 2

1 2( ) ( 1) ( ) ( ) ...( ) 0imm mn

A iX              

όπου 
1 2, ,..., i    οι i  διακεκριμϋνεσ ρύζεσ του χαρακτηριςτικού πολυωνύμου, ιδιοτιμϋσ 

του πύνακα, με πολλαπλότητα  
1 2, ,..., im m m  αντύςτοιχα,  όπου ιςχύει  1 2 ... im m m n    . 

Οριςμόσ 1.6.3. Ο αριθμόσ των φορών που εμφανύζεται μια ιδιοτιμό ςτο χαρακτηριςτικό 

πολυώνυμο του πύνακα ονομϊζεται αλγεβρικό  πολλαπλότητα  τησ ιδιοτιμόσ. Δηλαδό αν
1 2

1 2( ) ( 1) ( ) ( ) ...( ) imm mn

A iX              με  
i j   τότε η αλγεβρικό πολλαπλότητα 

τησ i  εύναι im .  

Οριςμόσ 1.6.4. Σο ςύνολο των ιδιοτιμών ενόσ πύνακα λϋγεται φϊςμα του πύνακα και 

ςυμβολύζεται ςυνόθωσ με ( )A .  

Οριςμόσ 1.6.5. Ιδιοχώροσ ενόσ πύνακα A  που αντιςτοιχεύ ςτην ιδιοτιμό  καλεύται το 

ςύνολο 

{ : }E x Ax x    

το οπούο εύναι υπόχωροσ του 
1
.

n  

 Οριςμόσ 1.6.6. Η διϊςταςη dim E του ιδιοχώρου μύασ ιδιοτιμόσ καλεύται γεωμετρικό 

πολλαπλότητα τησ ιδιοτιμόσ και ιςούται με την μηδενικότητα του πύνακα  A I . Η 

γεωμετρικό πολλαπλότητα εύναι μικρότερη ό ύςη από την αλγεβρικό πολλαπλότητα τησ 

ιδιοτιμόσ.  

Παρϊδειγμα 1.6.1 Να υπολογύςετε τισ ιδιοτιμϋσ και τα ιδιοδιανύςματα του πύνακα 

 

1 1

1 3
A

 
  
 

 

Βόμα 1. Τπολογύζουμε το χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του πύνακα Α. 

 

 

2

1 1 1 0 1 1
( ) det det det

1 3 0 1 1 3

1 1
(1 )(3 ) 1 ( 2)

1 3

AX A I


  



  



         
           

       

 
     


 

 

Βόμα 2. Τπολογύζουμε τισ λύςεισ τησ χαρακτηριςτικόσ εξύςωςησ  
2

1 2( ) 0 ( 2) 0 2, 2AX          
 

Επομϋνωσ 1 2   εύναι ιδιοτιμό του πύνακα A  με αλγεβρικό πολλαπλότητα 2. 
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Βόμα 3.  Για να βρούμε τα ιδιοδιανύςματα λύνουμε για 2  , το ομογενϋσ ςύςτημα 

 

1 1 1 2 1

2 2 1 2 2

1 2

1 2

1 2

21 1
( ) 0 2

3 21 3

0

0

x x x x x
A I x Ax x

x x x x x

x x
x x

x x

 
        

                     

   
    

  
 

Ο ιδιοχώροσ που αντιςτοιχεύ ςτην ιδιοτιμό 2 εύναι  
2 2 2

1
,

1
E x x

   
   

  
 

Ωρα για 1 2  επιλϋγουμε το ιδιοδιϊνυςμα  1 1 1
T

X   με 2dim 1E   

 Η γεωμετρικό πολλαπλότητα τησ ιδιοτιμόσ 
1 2    που εύναι 1, δεν ταυτύζεται με 

την αλγεβρικό τησ πολλαπλότητα που εύναι 2. 

Πρόταςη 1.6.1  Δύο όμοιοι πύνακεσ A   και 1B P AP  ϋχουν την ύδια χαρακτηριςτικό 

εξύςωςη και ϊρα τισ ύδιεσ ιδιοτιμϋσ. Αν X και Y εύναι ιδιοδιανύςμτα των A  και B

αντύςτοιχα, που προκύπτουν από την ύδια ιδιοτιμό, τότε  X PY . 

Πόριςμα 1.6.2.  Ο αριθμόσ των γραμμικώσ ανεξϊρτητων ιδιοδιανυςμϊτων του A  

αντιςτοιχων τησ ιδιοτιμόσ 0  εύναι ύςοσ με τη διϊςταςη του  
0

E και επομϋνωσ ιςχύει η 

ςχϋςη 
0 0dim ( )E n rank IA    . 

Παρϊδειγμα 1.6.2  Να υπολογύςετε τισ ιδιοτιμϋσ και τα ιδιοδιανύςματα του πύνακα 

1 2

3 2
A

 
  
 

. 

Βόμα 1. Τπολογύζουμε το χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του πύνακα A . 

 

2

1 2 1 0 1 2
( ) det det det

3 2 0 1 3 2

1 2
3 4

3 2

AX A I


  



 



       
           

      


  


 

Βόμα 2. Τπολογύζουμε τισ λύςεισ τησ χαρακτηριςτικόσ εξύςωςησ 

  
2

1 2( ) 0 3 4 0 4, 1AX             
 

 

Βόμα 3.  Για να βρούμε τα ιδιοδιανύςματα λύνουμε για 4  , το ομογενϋσ ςύςτημα 

 

1 1 1 2 1

1 2

2 2 1 2 2

2 41 2
( ) 0 4 3 2

3 2 43 2

x x x x x
A I x Ax x x x

x x x x x
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Ωρα για  
1 4   ϋχουμε τη γενικό λύςη  2 3

T
X k ,

 
k . Σα διανύςματα αυτϊ (εκτόσ 

από το μηδενικό που προκύπτει με  0k  ) εύναι ιδιοδιανύςματα αντύςτοιχα τησ ιδιοτιμόσ

4  . Ο αντύςτοιχοσ ιδιοχώροσ εύναι ο    4 2 3 ,
T

E k k 
 
και ϋχει ωσ βϊςη το 

διϊνυςμα π.χ.   1 2 3 .
T

X    

Για 1   προκύπτει  το ςύςτημα 

 

1 1 1 2

1 2

2 2 1 2

2 2 01 2
( ) 0 0

3 3 03 2

x x x x
A I x x x

x x x x


       
                      

  

 

που ϋχει γενικό λύςη  1 1 ,
T

X k k   .  

Ωρα τα διανύςματα που αντιςτοιχούν ςτην ιδιοτιμό 
2 1     εύναι τα  1 1

T
X k  και ο  

αντύςτοιχοσ ιδιοχώροσ εύναι ο    1 1 1 , .
T

E k k  
 
Μια  βϊςη θα εύναι  το διϊνυςμα     

π.χ.   2 1 1 .
T

X     

 

Η χαρακτηριςτικό εξύςωςη εύναι μια n  βαθμού 

αλγεβρικό εξιςωςη ωσ προσ  με ςυντελεςτϋσ από το 

ςώμαK  .  

Σο K  μπορεύ να εύναι το  ό το . 

Διακρύνουμε λοιπόν δύο περιπτώςεισ: 

 Αν K  , τότε  ο ( )nA
 θεωρεύται ωσ γραμμικόσ 

μεταςχηματιςμόσ του n  και επομϋνωσ μόνο οι 

πραγματικϋσ ρύζεσ τησ χαρακτηριςτικόσ εξύςωςησ εύναι ιδιοτιμϋσ του A . 

 

 Αν  K    τότε ο ( )nA  θεωpεύται ωσ γραμμικόσ μεταςχηματιςμόσ του n  και 

επομϋνωσ όλεσ οι ρύζεσ τησ χαρακτηριςτικόσ εξύςωςησ εύναι ιδιοτιμϋσ του A . Η 

χαρακτηριςτικό εξύςωςη ϋχει ςτο  n ακριβώσ ρύζεσ. Αυτό ιςχύει και ςτην ειδικό 

περύπτωςη που τα ςτοιχεύα του A  εύναι πραγματικού αριθμού αλλϊ ο A  θεωpεύται ωσ 

ςτοιχεύο του ( )n . 

 

 

  

Σχήμα 1.1 
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1.7   Διαγωνοπούηςη πινϊκων 
 

Οριςμόσ 1.7.1.  Ϊνασ πύνακασ  ( )
n

A K εύναι διαγωνοποιόςιμοσ αν εύναι όμοιοσ με ϋναν 

διαγώνιο πύνακα. Ιςοδύναμα, αν υπϊρχει αντιςτρϋψιμοσ πύνακασ  ( )
n

P K και 

διαγώνιοσ πύνακασ  τϋτοιοι ώςτε να εύναι 
1( )i A P P   ό ιςοδύναμα 1( )i APi P                                      (1.3) 

Σότε λϋμε ότι ϋχουμε μια διαγωνοπούηςη του A .                                                                             

Εύναι φανερό ότι, η ιςότητα ( )ii εύναι ακριβώσ ο οριςμόσ ομοιότητασ των πινϊκων ,A  , 

γι΄ αυτό ςυχνϊ χρηςιμοποιούμε αυτόν ωσ ιςοδύναμο οριςμό διαγωνοπούηςησ πύνακα, ο 

δε πύνακασ P  ονομϊζεται πύνακασ ομοιότητασ. 

Θεώρημα 1.7.1. Ϊνασ πύνακασ ( )
n

A K εύναι διαγωνοποιόςιμοσ αν και μονο αν ϋχει n  

γραμμικώσ ανεξϊρτητα ιδιοδιανύςματα. 

Θεώρημα 1.7.2.  Αν 1A P P  εύναι μια διαγωνοπούηςη του A  τότε ο διαγώνιοσ πύνακασ 

  ϋχει ωσ διαγώνια ςτοιχεύα τισ ιδιοτιμϋσ του A , ενώ ο πινακασ P  ϋχει ωσ ςτόλεσ τα 

ιδιοδιανύςματα του A , αντύςτοιχα των ιδιοτιμών του με την ύδια ςειρϊ που αυτϋσ 

παρουςιϊζονται ςτον   . 

Απόδειξη: Ϊςτω 1A P P  μια διαγωνοπούηςη του A . Σα ςτοιχεύα τησ διαγωνύου   εύναι 

οι ιδιοτιμϋσ του και τα αντύςτοιχα ιδιοδιανύςματα του εύναι τα  

                                                    
 0 0 ... 1 0 ... 0  

T

kF 
             

(η μονϊδα ςτην k-θϋςη).                                               

Ωρα από την πρόταςη 1.6.1 ο A  ϋχει τισ ύδιεσ ιδιοτιμϋσ με τον   και τα ιδιοδιανύςματα 

του , 1,2,...,kX k n
 ςυνδϋονται με τα αντύςτοιχα ιδιοδιανύςματα του 

  με τη ςχϋςη 

k kPF X . Επομϋνωσ το ιδιοδιϊνυςμα kX του A  εύναι το διϊνυςμα τησ k-ςτόλησ του P . 

Ωρα ο πύνακασ P  ϋχει ωσ ςτόλεσ τα ιδιοδιανύςματα του A  με την ύδια ςειρϊ που εύναι οι 

αντύςτοιχεσ ιδιοτιμϋσ ςτον  . 
    

 

Πόριςμα 1.7.1. Αν ϋνασ πύνακασ ( )
n

A K ϋχει n  διαφορετικϋσ ιδιοτιμϋσ  τότε εύναι 

διαγωνοποιόςιμοσ. 

Διαδικαςύα διαγωνοπούηςησ  

Ϊςτω A  ϋνασ διαγωνοποιόςιμοσ πύνακασ. Για να βρούμε μια διαγωνοπούηςη του A  

ακολουθούμε τα παρακϊτω βόματα : 

1. Τπολογύζουμε το χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του A ,όπου οι ρύζεσ του εύναι οι 

ιδιοτιμϋσ του πύνακα A . 
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2. Για κϊθε ιδιοτιμό 1 2, , , n    υπολογύζουμε μια βϊςη του αντύςτοιχου 

ιδιοχώρου και ςχηματύζουμε τον n n  διαγώνιο πύνακα  1 2( , , , )ndiag       

(λαμβϊνοντασ υπόψη την πολλαπλότητα των ιδιοτιμών). 

3. Τπολογύζουμε τα ιδιοδιανύςματα που αντιςτοιχούν ςε κϊθε ιδιοτιμό και 

ςχηματύζουμε ϋνα ςύνολο από r  ιδιοδιανύςματα 1 2, , , rX X X  .  

 Αν r n  , ο πύνακασ A δεν διαγωνοποιεύται. 

 Αν r n  , ο πύνακασ A  διαγωνοποιεύται. 

4. χηματύζουμε τον πύνακα P   με ςτόλεσ τα ιδιοδιανύςματα του A  , δηλαδό 

1 2[ , , , ]nP X X X    (με ςειρϊ αντύςτοιχη με αυτό των ιδιοτιμών ςτον  ),οπότε 

ϋχουμε διαγωνοπούηςη του 

1

21:

n

A P AP









 
 
   
 
 
 

. 

Παραδειγμα 1.7.1 Εξετϊςτε εϊν διαγωνοποιεύται ο πύνακασ  

1 1 4

3 2 1

2 1 1

A

 
 

 
 
  

   και 

εκτελϋςτε τη διαγωνοπούηςό του. 

Σο χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του πύνακα A  εύναι 

 

 

3 2

1 0 0 1 1 4 1 1 4

( ) det det 0 1 0 3 2 1 det 3 2 1

0 0 1 2 1 1 2 1 1

2 5 6 ( 2)( 1)( 3) 0

AX I A



   



     

         
      

              
               

       

 

Επομϋνωσ οι ιδιοτιμϋσ εύναι 1 2   , 2 1  , 3 3  .   

 

 Για την ιδιοτιμό 1 2    αντιςτοιχούν ιδιοδιανύςματα που εύναι οι μη μηδενικϋσ 

λύςεισ 

 

       του ςυςτόματοσ 
1

1 2

3

3 1 4 0

( ) 0 3 4 1 0

2 1 1 0

x

A I X x

x



     
     

    
     
          

. 

 Οπότε,  

2

1 2 3 1 1

2 11 2 3

1 2 3 1 1 1

3 11 2

1 2 3 13

3 4 0 1
3 4 0

3 4 0 1 , 0
5( ) 0

2 0 1

x x x x x
x xx x x

x x x x x x x
x xx x

x x x xx

        
             

                                           

. 
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Ωρα για 
1 2    επιλϋγουμε το ιδιοδιϊνυςμα  1 1 1 1

T
X    με 

2dim 1E 
 

 

 Για την ιδιοτιμό 
2 1   αντιςτοιχούν ιδιοδιανύςματα που εύναι οι μη μηδενικϋσ λύςεισ 

    του ςυςτόματοσ 
1

2 2

3

0 1 4 0

( ) 0 3 1 1 0

2 1 2 0

x

A I X x

x



     
     

    
     
          

. 

 Οπότε,  

2 3 1 3

2 3

1 2 3 2 3 3 3

1 3

1 2 3 3 3

4 0 1
4

3 0 4 4 , 0

2 2 0 1

x x x x
x x

x x x x x x x
x x

x x x x x

           
        

                                  

. 

 

Ωρα για 2 1   επιλϋγουμε αντύςτοιχο ιδιοδιϊνυςμα το  2 1 4 1
T

X    με 1dim 1E 
 

 Για την ιδιοτιμό 3 3  , αντιςτοιχούν ιδιοδιανύςματα που εύναι οι μη μηδενικϋσ λύςεισ 

του ςυςτόματοσ     
1

3 2

3

2 1 4 0

( ) 0 3 1 1 0

2 1 4 0

x

A I X x

x



      
     

     
     
          

. 

 Οπότε,  

 

1 2 3 1 1

1 2 3 2 1

1 2 3 2 1 1 1

1 2 3 3 1

1 2 3 3 1

2 4 0 1
2 4 0 2

3 0 2 2 , 0
3 0

2 4 0 1

x x x x x
x x x x x

x x x x x x x
x x x x x

x x x x x

          
              

                                           
 

Ωρα για 3 3   επιλϋγουμε αντύςτοιχο ιδιοδιϊνυςμα το  3 1 2 1
T

X   με 3dim 1E  .
 

Σα ιδιοδιανύςματα 1 2 3, ,X X X  εύναι γραμμικϊ ανεξϊρτητα γιατύ ςε διακεκριμϋνεσ 

ιδιοτιμϋσ αντιςτοιχούν γραμμικϊ ανεξϊρτητα ιδιοδιανύςματα. Για να βρούμε την 

διαγωνοπούηςη του A  καταςκευϊζουμε τον πύνακα P  

1 1 1

1 4 2

1 1 1

P

 
 

 
 
    

και τελικϊ ϋχουμε  

1

2 0 0

0 1 0

0 0 3

P AP

 
 

  
 
  

. 

Παρατόρηςη 1.7.1.  α) Αν ϋνασ πύνακασ A  εύναι διαγωνοποιόςιμοσ με ιδιοτιμϋσ 

1 2, , , n   , τότε 
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1k kA P P                                                                  (1.4) 

για κϊθε φυςικό αριθμό k .  

Επειδό όμωσ 1 2( , , , )k k k k

ndiag     , ο υπολογιςμόσ του kA  ανϊγεται τελικϊ ςτην 

εύρεςη ενόσ αντύςτροφου πύνακα, του 1P  και τον πολλαπλαςιαςμό τριών πινϊκων, των 
1, ,kP P .  

β) Αν ο πύνακασ A   εύναι αντιςτρϋψιμοσ, τότε από την 1A P P  ϋπεται η 1 1 1A P P    , 

όπου 
1 1 1 1

1 2( , , , )ndiag        . Αποδεικνύεται τότε επαγωγικϊ ότι  

k kA P P    

για κϊθε φυςικό αριθμό k . 

 Επομϋνωσ όταν ο πύνακασ A  εύναι αντιςτρϋψιμοσ η ςχϋςη 1k kA P P   ιςχύει για κϊθε 

ακϋραιο αριθμό k .  

Παραδειγμα 1.7.2 Ο πύνακασ 10A  του προηγούμενου παραδεύγματοσ θα εύναι  

Αφού      

1 1 4

3 2 1 ,

2 1 1

A

 
 

 
 
  

1 1 1

1 4 2

1 1 1

P

 
 

 
 
  

 και 

2 0 0

0 1 0

0 0 3

 
 

 
 
  

 

θα ϋχουμε  

110

10 10 1 10

10

1 1 1 2 0 0 1 1 1

1 4 2 0 1 0 1 4 2

1 1 1 0 0 3 1 1 1

A P P





      
    

        
           

 

1.8  Ελϊχιςτο πολυώνυμο 

Οριςµόσ 1.8.1.  Ϊςτω ( )
n

A K . Σο µοναδικό πολυώνυμο ( )Am   για το οπούο  

 ( )Am   . 

 Σο ( )Am   ϋχει ςυντελεςτό μεγιςτοβϊθμιου όρου τη μονϊδα. 

 Σο ( )Am  ϋχει το µικρότερο βαθµό από όλα τα πολυώνυµα µε τισ δύο προηγούµενεσ 

ιδιότητεσ, 

ονομϊζεται ελϊχιςτο πολυώνυμο του πύνακα A .  
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Πρόταςη 1.8.1. Σο ελϊχιςτο πoλυώνυµo του ( )
n

A K  διαιρεύ κϊθε ϊλλο πoλυώνυμo

( )f   τϋτοιο ώςτε ( )f A  .  

Απόδειξη: Ϊςτω ( )   το πηλύκο και ( )  το υπόλοιπο από τη διαύρεςη του ( )f  µε το 

( )Am  . Σότε  

( ) ( ) ( ) ( )Af m        

Προφανώσ, επειδό ( )Am A   και ( )f A  ϋπεται ότι ( )A  . Αλλϊ ο βαθμόσ του ( )   

εύναι μικρότεροσ του βαθμού του ( )Am  . Επειδό όμωσ το ( )Am    εύναι το ελϊχιςτο 

πολυώνυμο του A , αυτό μπορεύ να ςυμβεύ μόνο αν ( ) 0   , οπότε το ( )Am   διαιρεύ το 

( )f  . 

Πρόταςη 1.8.2. Σο ελϊχιςτο πολυώνυμο ( )Am   ενόσ πύνακα ( )
n

A K ϋχει τισ  ύδιεσ 

ρύζεσ με το χαρακτηριςτικό πολυώνυμο ( )AX   , αλλϊ με πoλλαπλότητεσ μικρότερεσ ό ύςεσ 

από εκεύνεσ των ριζών του χαρακτηριςτικού πολυωνύμου.  

Απόδειξη: Επειδό ( ) / ( )A AX m  ςυνεπώσ και κϊθε ρύζα του ( )Am  εύναι ρύζα του ( )AX  . 

Αντύςτροφα, αν   εύναι μια ρύζα του ( )AX   δηλ. εύναι ιδιοτιμό του πύνακα A  τότε 

υπϊρχει μη μηδενικό διϊνυςμα x  τϋτοιο ώςτε k kAx x A x x    . 

 Αν λοιπόν 

0 1( ) ... k

A km m m m        

τότε θα ϋχουμε 

0 1 0 10 ( ) ( ... ) ( ... ) ( )k k

A n k k Am A x m I m A m A x m m m x m x              

Επειδό όμωσ 0x  , θα ϋχουμε ότι ( ) 0Am    και το  εύναι ρύζα του ελϊχιςτου 

πολυωνύμου. 

Πόριςμα 1.8.1. Αν το χαρακτηριςτικό πoλυώνυμo ( )AX   του ( )
n

A K , ϋχει n

διακεκριμϋνεσ ρύζεσ, τότε ςυμπύπτει με το ελϊχιςτο πολυώνυμο.  

Πρόταςη 1.8.3. Ϊνασ πύνακασ ( )
n

A K  εύναι διαγωνοποιόςιμοσ αν και μόνο αν το 

ελϊχιςτο πολυώνυμο του πύνακα εύναι γινόμενο διακεκριμϋνων πρωτοβαθμύων 

παραγόντων, δηλαδό 

1 2( ) ( )( )...( )A km                                                           (1.5) 
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όπου
1 2, ,..., k    οι ιδιοτιμϋσ εύναι ανϊ δύο διαφορετικϋσ. 

Αν το ελϊχιςτο πολυώνυμο του πύνακα A  εύναι τησ μορφόσ (1.5), ςύμφωνα με τον οριςμό 

του ελαχύςτου πολυωνύμου ϋχουμε  

1 2( ) ( )( )...( )A km A A I A I A I        

Επομϋνωσ, για να ελϋγξουμε αν ο πύνακασ A εύναι διαγωνοποιόςιμοσ, αρκεύ να εξετϊςουμε 

αν επαληθεύεται η ιςότητα  

1 2( )( )...( )kA I A I A I                                                  (1.6) 

όπου 1 2, ,..., k   εύναι οι διακεκριμϋνεσ ιδιοτιμϋσ του A . 
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Κεφϊλαιο 2 

  
Εφαρμογϋσ  τησ Διαγωνοπούηςησ 

  
Ι) Σετραγωνικϋσ μορφϋσ & Εφαρμογϋσ  

Πινϊκων ςτη Γεωμετρύα 

 

2.1  Σετραγωνικϋσ μορφϋσ 

  
Πριν αςχοληθούμε με τισ εφαρμογϋσ των πινϊκων ςτη Γεωμετρύα θα πρϋπει να ορύςουμε 

τι εύναι τετραγωνικό μορφό και πωσ αυτό αναγεται ςτην κανονικό μορφό. 

 Η τετραγωνικό μορφό  δύο  μεταβλητών x  και y , ορύζεται ωσ ϋνα πολυώνυμο 2ου 

βαθμού τησ μορφόσ 

2 22x xy y     

Σο πολυώνυμο αυτό μπορούμε να το εκφρϊςουμε ωσ 

 2 22 T
x

x xy y x y X AX
y

 
  

 

   
      

   
 

όπου ο πύνακασ A  εύναι ςυμμετρικόσ και 
x

X
y

 
  
 

. 

Σα ςτοιχεύα ςτην κύρια διαγώνιο του πύνακα A  εύναι οι ςυντελεςτϋσ των τετραγωνι-

ςμϋνων όρων του πολυωνύμου, ενώ τα υπόλοιπα εύναι το μιςό του ςυντελεςτό του 

γινομϋνου .xy   
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Παρϊδειγμα 2.1.1 Οι παρακϊτω περιπτώςεισ εύναι τετραγωνικϋσ μορφϋσ δύο 

μεταβλητών. 

 2 2
2 3

2 6 7
3 7

x
x xy y x y

y

   
      

   
   ,  2 2

6 0
6 3

0 3

x
x y x y

y

   
     

   
 

Οι τετραγωνικϋσ μορφϋσ δεν περιορύζονται μόνο ςε δύο μεταβλητϋσ. Η γενικό μορφό 

τετραγωνικών μορφών ορύζεται ωσ εξόσ. 

Οριςμόσ 2.1.1  Μύα τετραγωνικό μορφό με n  μεταβλητϋσ 
1 2, ,..., nx x x ϋχει την μορφό 

 

1

2

1 2 n

n

x

x
x x x A

x

 
 
 
 
 
 

                                                        (2.1) 

όπου ο πύνακασ A  εύναι ςυμμετρικόσ. 

Εϊν 

1

2

n

x

x
x

x

 
 
 
 
 
   

και  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

A

  

  

  

 
 
 
 
 
   

τότε η (2.1)  μπορεύ να γραφτεύ ωσ 

2 2 2

11 1 22 2

T

nn n ij i j

i j

x Ax x x x a x x  


     . 

Εϊν χρηςιμοποιόςουμε το γεγονόσ ότι ο πύνακασ A  εύναι ςυμμετρικόσ ( )TA A , τότε η 

ςχϋςη Tx Ax  μπορεύ να εκφραςτεύ ωσ εςωτερικό γινόμενο. Δηλαδό, 

( ) , ,T Tx Ax x Ax Ax x x Ax    

Οριςμόσ 2.1.2  Η τετραγωνικό μορφό Tx Ax  θα ονομϊζεται θετικϊ οριςμϋνη εϊν 0Tx Ax 

για κϊθε 0x  ,  και ο ςυμμετρικόσ πύνακασ A   θα ονομϊζεται θετικϊ οριςμϋνοσ πύνακασ 

εϊν η Tx Ax  εύναι θετικϊ οριςμϋνη τετραγωνικό μορφό. 

Θεώρημα 2.1.1  Ϊςτω A  πραγματικόσ ςυμμετρικόσ πύνακασ, τϊξεωσ  . Σότε η 

τετραγωνικό μορφό Tx Ax  εύναι:  

 Θετικϊ οριςμϋνη ακριβώσ όταν όλεσ οι ιδιοτιμϋσ του A  εύναι θετικϋσ. 

 Θετικϊ ημιοριςμϋνη ακριβώσ όταν όλεσ οι ιδιοτιμϋσ του A  εύναι μη αρνητικϋσ. 

 Αόριςτη ακριβώσ όταν ο πύνακασ A  ϋχει θετικϋσ και αρνητικϋσ ιδιοτιμϋσ.  
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Παρϊδειγμα 2.1.2  Θα δεύξουμε ότι ο ςυμμετρικόσ πύνακασ                                    

2 1 1

1 2 1

1 1 2

A

 
 


 
  

 

εύναι θετικϊ οριςμϋνοσ.Σο χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του A  εύναι 

 

 

2

2 1 1 1 0 0

( ) det 0 det 1 2 1 0 1 0 0

1 1 2 0 0 1

2 1 1

det 1 2 1 (1 ) (4 ) 0.

1 1 2

AX A I  



  



    
    

          
        

 
 

    
 
  

 

Επομϋνωσ οι ιδιοτιμϋσ εύναι 1 1   (διπλό)  και 2 4  . Εφόςον όλεσ οι ιδιοτιμϋσ εύναι 

θετικϋσ, ο πύνακασ A εύναι θετικϊ οριςμϋνοσ και για κϊθε 0.x   

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 2 3 3 12 2 2 2 2 2 ( ) ( ) ( ) 0Tx Ax x x x x x x x x x x x x x x x            

 Οριςμόσ 2.1.2  Ϊςτω πύνακασ  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

A

  

  

  

 
 
 
 
 
 

 

εύναι ϋνασ τετραγωνικόσ πύνακασ, τότε θα ονομϊζουμε ωσ κύριουσ υπο-πύνακεσ του A  
όλουσ εκεύνουσ τουσ υπο-πύνακεσ που μπορούν να καταςκευαςτούν από τισ πρώτεσ r  

γραμμϋσ και r ςτόλεσ του πύνακα A  για 1,2,...,r n . Οι υπο-πύνακεσ αυτού ορύζονται ωσ :

  

 
11 12 13

11 12

1 11 2 3 21 22 23

21 22

31 32 33

, , ,...,A A A

  
 

   
 

  

 
   

     
    

11 12 1

21 22 2

1 2

.

n

n

n

n n nn

A

  

  

  

 
 
 
 
 
 

 

Θεώρημα 2.1.2  Ϊνασ ςυμμετρικόσ πύνακασ A  ονομϊζεται θετικϊ οριςμϋνοσ εϊν όλοι οι 

κύριοι υπο-πύνακεσ του ϋχουν θετικό ορύζουςα δηλαδό 1 20, 0,..., 0.nA A A    Ϊνασ 

ςυμμετρικόσ πύνακασ A  ονομϊζεται αρνητικϊ οριςμϋνοσ εϊν και μόνο εϊν

1 2 30, 0, 0,..., ( 1) 0.n

nA A A A      
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Παρϊδειγμα 2.1.3 Θα δεύξουμε ότι ο ςυμμετρικόσ πύνακασ  

2 1 3

1 2 4

3 4 9

A

  
 

 
 
          

εύναι θετικϊ οριςμϋνοσ.

 

Ελϋγχουμε τισ ορύζουςεσ των υπο-πινϊκων του A  

2 1 3
2 1

2 2, 4 1 3, 1 2 4 1
1 2

3 4 9

 


     




 Όλεσ οι ορύζουςεσ εύναι θετικϋσ ϊρα ο πύνακασ A  εύναι θετικϊ οριςμϋνοσ. 

2.2  Διαγωνοπούηςη Σετραγωνικών 

Μορφών 
 

Ϊςτω η τετραγωνικό μορφό 

 

 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

n

nT

n

n n nn n

x

x
x Ax x x x

x

  

  

  

   
   
   
   
   
   

 

 

όπου ο πύνακασ A  εύναι ςυμμετρικόσ. 

 

Ξϋρουμε ότι αν ϋνασ πύνακασ A  εύναι ςυμμετρικόσ τότε διαγωνοποιεύται από ορθογώνιο 

πύνακα Q ( 1 TQ Q  ). Δηλαδό TA Q Q  . 

Θεωρούμε το μεταςχηματιςμό x Qy  , όπου    1 2

T

ny y y y  

και 1 2, ,..., ny y y  εύναι οι νϋεσ μεταβλητϋσ. Εϊν αντικαταςτόςουμε με x Qy   ςτην 

παραπϊνω τετραγωνικό μορφό Tx Ax , τότε θα πϊρουμε  
 

( ) ( ) ( )T T T T TF x x Ax Qy A Qy y Q AQy y y      

Επομϋνωσ, 
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1 1

2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2

0 0

0 0
( ) ...

0 0

T

n n n

n n

y

y
F x y y y y y y y y

y




  



   
   
         
   
   
     

Δημιουργούμε δηλαδό, μύα νϋα τετραγωνικό μορφό ςτην οπούα δεν υπϊρχουν γινόμενα 

μεταξύ μεταβλητών. 

 

Θεώρημα 2.2.1  Ϊςτω η τετραγωνικό μορφό Tx Ax  με μεταβλητϋσ 1 2, ,..., nx x x , όπου ο 

πύνακασ A  εύναι ϋνασ ςυμμετρικόσ πύνακασ. Εϊν ο πύνακασ Q  ϋχει ωσ ςτόλεσ του τα 

ορθομοναδιαύα ιδιοδιανύςματα του πύνακα A  και αν οι νϋεσ μεταβλητϋσ 1 2, ,..., ny y y

ορύζονται από την ςχϋςη x Qy , τότε αντικαθιςτώντασ για x  ςτην τετραγωνικό μορφό 
Tx Ax  θα πϊρουμε 

 
2 2 2

1 1 2 2( ) ...T

n nF x y y y y y         

όπου 1 2, ,..., n   εύναι οι ιδιοτιμϋσ του πύνακα A  και 

1

2

0 0

0 0

0 0

T

n

Q AQ







 
 
   
 
 
 

 

Η νϋα αυτό μορφό ονομϊζεται κανονικό ό διαγώνια μορφό. 

Παρϊδειγμα 2.2.1. Να βρεθεύ η  διαγώνια μορφό τησ τετραγωνικόσ μορφόσ 

2 2

1 1 2 2( ) 5 6 5F x x x x x    

Ϊχουμε   

  1

1 2

2

5 3

3 5

T
x

x Ax x x
x

   
   

   
 

Η χαρακτηριςτικό εξύςωςη θα εύναι 

 

2 2

5 3 1 0
det 0 det 0

3 5 0 1

5 3
det 0 (5 ) 3 0 (2 )(8 ) 0

3 5

A I 


  



     
         

    

  
         

  

 

Οι δύο ιδιοτιμϋσ του πύνακα A  θα εύναι 2   και 8  . 

 Ωρα η κανονικό μορφό του θα εύναι  
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  1 2 2

1 2 1 2

2

2 0
( ) 2 8

0 8

y
F x y y y y

y

  
    

     

 

Εύρεςη ορθοκανονικόσ βϊςησ 

Οριςμόσ 2.2.1. Ϊςτω V ϋνασ διανυςματικόσ χώροσ με εςωτερικό γινόμενο. Μύα βϊςη του 

V  λϋγεται ορθοκανονικό αν αποτελεύται από μοναδιαύα διανύςματα, ανϊ δύο ορθογώνια 

μεταξύ τουσ, δηλαδό εύναι ϋνα ορθοκανονικοποιημϋνο ςύνολο διανυςμϊτων του V . 

Θεώρημα 2.2.2 (Μϋθοδοσ ορθοκανονικοπούηςησ Gram-Schmidt). Ϊςτω V  ϋνασ διανυ-

ςματικόσ χώροσ με εςωτερικό γινόμενο. Ϊςτω ακόμη  1 2, ,..., n  v v v  μύα βϊςη του V . 

Σότε από την   καταςκευϊζεται μύα ορθογώνια βϊςη  1 2, ,..., n  u u u  του V  τϋτοια 

ώςτε να ϋχει τισ ιδιότητεσ , 0i j u u  , i j  και  1 2, ,...,i iu v v v  , 1,2,...,i n . 

Απόδειξη: Εύναι i v 0 . Θϋτουμε 1 1u v  και ζητούμε να καταςκευϊςουμε ϋνα διϊνυςμα 

2u :  

2 2 1 u v u  ,  

όπου   , προςδιοριςτϋοσ ςυντελεςτόσ, τϋτοιοσ ώςτε 2 1, 0u u . Εύναι 

2 1 2 1 1 2 1 1 10 , , , ,     u u v u u v u u u  , 

από όπου παύρνουμε  

2 1

2

1

,
 

v u

u
  και επομϋνωσ  2 1

2 2 12

1

,
 

v u
u v u

u
. 

Εύναι 2 u 0  γιατύ αλλιώσ τα 1 2,u v  θα όταν γραμμικώσ εξαρτημϋνα (ϊτοπο).  

Επύςησ  2 1 2,u v v .  

Όμοια καταςκευϊζουμε ϋνα διϊνυςμα  

3 3 1 1 2 2   u v u u  , 

όπου 1 2,   εύναι προςδιοριςτϋοι ςυντελεςτϋσ τϋτοιοι ώςτε 3 1 3 2, , 0 u u u u . Από τισ 

ςχϋςεισ αυτϋσ βρύςκουμε ότι 
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3 1

1 2

1

,
 

v u

u
, 3 2

2 2

2

,
 

v u

u
, οπότε 3 1 3 2

3 3 1 22 2

1 2

, ,
  

v u v u
u v u u

u u
 

και 
3 u 0   γιατύ αλλιώσ το 3v  θα όταν γραμμικόσ ςυνδιαςμόσ των 

1 2,u u  και ϊρα των 

1 2,v v  (ϊτοπο). Επιπλϋον εύναι  3 1 2 3, ,u v v v .  

Επαγωγικϊ, με τον ύδιο τρόπο, καταςκευϊζουμετα μη μηδενικϊ διανύςματα  1 2, ,..., ku u u , 

όπου  

1 2 1

1 2 12 2 2

1 2 1

, , ,k k k k

k k k

k







    
v u v u v u

u v u u u
u u u

. 

 Σα διανύςματα αυτϊ από τον τρόπο καταςκευόσ τουσ, εύναι μη μηδενικϊ και 

ικανοποιούν τισ ιδιότητεσ του θεωρόματοσ 2.2.2.  Ϊςτω τώρα ότι ιςχύει η τελευταύα 

ςχϋςη. Αν  

1 1

1

k

k k i i

i

 



 u v u , i  , 1,2,...,i k  

τότε 

1 1 1

1

, , , , , ,
k

k j k j i i j k j j j j

i

   



   u u v u u u v u u u  

οπότε εύναι 1, 0k j u u  αν και μόνο αν 1

1 1 2
1

,k
k i

k k i

i i



 



 
v u

u v u
u

. 

Επομϋνωσ το 1ku  εύναι ορθογώνιο με κϊθε ju , 1,2,...,j k . Επύςησ 1k u 0  και 

 1 1 2 1, ,...,k k u v v v . 

 Καταςκευϊζεται επομϋνωσ ϋνα ορθογώνιο ςύνολο  1 2, ,..., n  u u u  διανυςμϊτων που 

εύναι γραμμικώσ ανεξϊρτητο και ικανοποιεύ τη ςχϋςη  

   1 2 1 2, ,..., , ,...,n nu u u v v v . 

Ωρα το ςύνολο  1 2, ,..., n  u u u  εύναι μια ορθογώνια βϊςη του V . Σϋλοσ κανονικο-

ποιώντασ τα διανύςματα τησ βϊςησ αυτόσ παύρνουμε την ορθοκανονικό βϊςη  

1 2
0

1 2

, ,..., n

n


  

  
  

uu u

u u u
. 
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Πόριςμα 2.2.1. Κϊθε πραγματικόσ διανυςματικόσ χώροσ με εςωτερικό γινόμενο ϋχει μύα 

ορθοκανονικό βϊςη. 

2.3  Καμπύλεσ και επιφϊνειεσ 2ου βαθμού 

 
Η γενικό εξύςωςη μιασ καμπύλησ 2ου βαθμού και μιασ επιφϊνειασ 2ου βαθμού εύναι    

 

 2 2

11 22 12 1 22 2 2 0a x a y a xy x y                       και                                        (2.2)       

2 2 2

11 22 33 12 13 23 1 2 32 2 2 2 2 2 0a x a y a z a xy a xz a yz x y z                                      (2.3) 

αντύςτοιχα , όπου , ,ij ia    . 

Οι δύο αυτϋσ εξιςώςεισ εύναι ειδικϋσ μορφϋσ για 2   και 3   τησ,  

2 0    X AX X                                             (2.4) 

όπου: 

11 12 1

21 22 1

1 2

a a a

a a a

a a a

A





  

 
 
  
 
 
 

  ,    2

1x

x

x

 
 
 
 
 
 

X   ,     2

1

  ,     






 



 
 
  
 
 
   

 

Αυτό που μασ ενδιαφϋρει εύναι η εύρεςη ενόσ ςυςτόματοσ ςυντεταγμϋνων τϋτοιο ώςτε οι 

εξιςώςεισ  (2.2), (2.3) να ϋχουν απλούςτερη μορφό . την  μορφό λοιπόν που μασ εξυπη-

ρετεύ εύναι να απουςιϊζουν τα γινόμενα  , ,xy xz yz  των ςυντεταγμϋνων και  όςο το 

δυνατό περιςςότεροι πρωτοβϊθμιοι όροι. Σα γινόμενα των ςυντεταγμϋνων οφεύλονται 

ςτα μη διαγώνια ςτοιχεύα του A  τησ τετραγωνικόσ μορφόσ TX AX . Η απαλοιφό λοιπόν 

θα γύνει με αναγωγό ςτην κανονικό μορφό. 

 την  απαλοιφό των πρωτοβϊθμιων όρων διακρύνουμε 2 περιπτώςεισ: 

1. Σων καμπυλών και επιφανειών που ϋχουν κϊποιο κϋντρο ςυμμετρύασ. 

2. Σων καμπυλών και επιφανειών που δεν ϋχουν κϋντρο ςυμμετρύασ. 

 

Οριςμόσ 2.3.1.  Ϊνα ςημεύο 1 2( , ,..., ) v

v     λϋγεται κϋντρο ςυμμετρύασ τησ καμπύλησ 

(αντύςτοιχα τησ επιφϊνειασ) που δύνεται από την εξύςωςη (2.4) αν για κϊθε  

1 2( , ,..., ) v

v     τϋτοιο ώςτε το    να ανόκει ςτην καμπύλη  (αντύςτοιχα την 

επιφϊνεια), δηλαδό να επαληθεύει την εξύςωςη (2.4), ϋπεται ότι και το     ανόκει ςε 
αυτό. 

 

Πρόταςη 2.3.1.  Ϊνα  ςημεύο v  εύναι κϋντρο ςυμμετρύασ τησ (2.4) αν και μόνο αν ο 

αντύςτοιχοσ πύνακασ ςτόλη     εύναι λύςη του ςυςτόματοσ  A   . 

Απόδειξη. Σο ςημεύο v  εύναι κϋντρο ςυμμετρύασ τησ (2.4) αν και μόνο αν για κϊθε  
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v  με 

( ) ( ) 2 ( ) 0           

ϋπεται και 

( ) ( ) 2 ( ) 0           

Αφαιρώντασ κατϊ μϋλη τισ δύο εξιςώςεισ προκύπτει η εξύςωςη 

2 2 4 0                                                                (2.5) 

Όμωσ                                                  ,      

Ωρα η (2.5) γρϊφεται 

4 ( ) 0                                                                  (2.6) 

Επειδό η (2.6) ιςχύει για κϊθε v  για το οπούο το  επαληθεύει την (2.4) ϋπεται 

ότι 

                                                                        (2.7) 

Αντιςτρόφωσ: 

Αν για ϋνα v  το Ξ εύναι λύςη τησ   , τότε θα ιςχύει και η 4 ( ) 0    

για κϊθε v .  

Αν το   εύναι τϋτοιο ώςτε το   να επαληθεύει την 

2 0    X AX X , 

οπότε θα ιςχύει και η ( ) ( ) 2 ( ) 0         .  

Σότε, αφαιρώντασ κατϊ μϋλη τισ εξιςώςεισ  

( ) ( ) 2 ( ) 0          
και                                            4 ( ) 0    

θα προκύψει η εξύςωςη  

( ) ( ) 2 ( ) 0          

 Ωρα το   εύναι κϋντρο ςυμμετρύασ. 

 

 Πόριςμα 2.3.1. Η  2 0    X AX X   ϋχει κϋντρο ςυμμετρύασ αν και μόνο αν 

( )rankA rank A  . 

 

Παραδειγμα 2.3.1   Η καμπύλη 2 2

1 2 1 23 4 6 9 0x x x x     γρϊφεται  

 

   1 1

1 2

2 2

1 0
2 2 3 9 0

0 3

x x
x x

x x

    
        

     
 

Εύναι 

 

                               

1 0

0 3
A

 
  
 

       και                 
2

3


 
  
 

  

Σο ςύςτημα  0A    γρϊφεται αναλυτικϊ  
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1 1

2 2

2 0 2

3 3 0 1

 

 

     
   

      
 

και ϋχει μοναδικό λύςη το   2 1


    .  Επομϋνωσ το (2, 1)  εύναι το μοναδικό 

κϋντρο ςυμμετρύασ τησ καμπύλησ. 

 

2.4 Καμπύλεσ και επιφϊνειεσ με κϋντρο 
 

Ϊςτω ότι ϋνα  ςημεύο v  εύναι κϋντρο ςυμμετρύασ τησ  

2 0      .                                                                   (2.8) 

Θϋτω  . Σότε  η εξύςωςη θα γρϊφεται 

 

( ) ( ) 2 ( ) ) 0         , 

2 2 ( 2 ) 0                 

Και τελικϊ                   

 2 ( ) 0,                                                   (2.9) 
 

όπου 2 .        
Επειδό όμωσ το    εύναι κϋντρο ςυμμετρύασ, θα ιςχύει 0   και ϊρα η (2.9) γύνεται 

 

0.                                               (2.10) 
Θα πρϋπει τώρα  να μεταςχηματιςτεύ η 0    ετςι ώςτε ςτην εξύςωςη που θα 

προκύψει να απουςιϊζουν οι όροι με τα γινόμενα ςυντεταγμϋνων. Για να γύνει αυτό, 

αρκεύ η τετραγωνικό μορφό   να αναχθεύ ςτην κανονικό μορφό. 

 

Ϊςτω ο ορθογώνιοσ πύνακασ Q  που ϋχει ςτόλεσ τα ιδιοδιανύςματα του πύνακα A . Με το 

μεταςχηματιςμό 

Y QZ  

η (2.10)  γύνεται ( ) ( ) 0TQZ A QZ    ό  ( ) 0TZ Q AQ Z      

Όμωσ 1 2( , ,..., )nQ AQ diag        όπου i οι ιδιοτιμϋσ του πύνακα A . 

Επομϋνωσ, 

0TZ Z                                                (2.11) 

 ό ιςοδύναμα ,                           
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2 2 2

1 1 2 2 ... 0.n nz z z                                        (2.12) 

Η (2.11), ιςοδύναμα η (2.12), λϋγεται κανονικό εξύςωςη μύασ καμπύλησ ό επιφϊνειασ με 

κϋντρο. Αν rankA    ,  τότε
1 ... 0       και ϊρα δεν θα εμφανύζονται μερικϋσ από 

τισ ςυντεταγμϋνεσ ςτην εξύςωςη (2.12). Ο μεταςχηματιςμόσ Y QZ περιγρϊφει μια αλ-

λαγό του ςυςτόματoσ ςυντεταγμϋνων   ώςτε το νϋο ςύςτημα   να ϋχει την ύδια αρχό 

  με το   και διανύςματα βϊςησ τισ ςτόλεσ του πύνακα Q  (ιδιοδιανύςματα του A ). Η 

ςύνθεςη των μεταςχηματιςμών   και Y QZ  δύνει το μεταςχηματιςμό. 

QZ   .  

Παρϊδειγμα 2.4.1  Ϊςτω η δευτεροβϊθμια εξύςωςη 

2 2

1 1 2 25 6 5 8 0.x x x x     

Η εξύςωςη αυτό περιϋχει τον όρο του γινομϋνου των δύο μεταβλητών 1 2.x x                 

Θϋτουμε 

5 3

3 5
A

 
  

      

και    
0

0


 
  
 

 

Σο  ςύςτημα A     θα εύναι  

1 2 1

1 2 2

5 3 0 0

3 5 0 0

  

  

     
   

        

Ωρα θα ϋχει λύςη το 0 . Από το παραδειγμα 2.2.1  ϋχουμεdet 0A  και οι δύο ιδιοτιμϋσ 

του πύνακα A  εύναι 2   και 8  . Επειδό det 0A , η λύςη αυτό εύναι μοναδικό και ϊρα 

η αρχό Ο θα εύναι το μόνο κϋντρο ςυμμετρύασ τησ καμπύλησ. 

Σα αντύςτοιχα ορθομοναδιαύα διανύςματα θα εύναι  
11

12

 
 
 

  και  
11

.
12

 
 
 

  

Ο πύνακασ Q  θα εύναι 

1 1

cos( ) sin( )2 2

1 1 sin( ) cos( )

2 2

Q
 

 

 
   

    
   
 
   

Ωρα η κανονικό μορφό  θα εύναι  

  1 2 2

1 2 1 2

2

2 0
( ) 2 8

0 8

y
F x y y y y

y
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Επομϋνωσ,   
2

2 2 2 2 21
1 2 1 2 22

2 8 8 0 2 8 8 1
2

y
y y y y y            δηλαδό ϋχουμε μια ϋλλειψη.  

Ωρα η ζητούμενη γωνύα εύναι 45  . Δηλαδό η ϋλλειψη περιςτρϋφεται κατϊ  γωνύα 

45  . 

1 1 1

2 2 2

1 1

cos(45 ) sin(45 )2 2

1 1 sin(45 ) cos(45 )

2 2

y x x

y x x

 
        

         
       
 
 

. 

 

Παρϊδειγμα 2.4.2  Ϊςτω η δευτεροβϊθμια εξύςωςη 

2 2

1 2 1 24 6 16 23 0.x x x x      

Η εξύςωςη αυτό  δεν περιϋχει τον όρο του γινομϋνου των δύο μεταβλητών 1 2x x  αλλϊ 

περιϋχει τα ζεύγη 2

1 1,x x και 2

2 2,x x .  

 Θϋτουμε 

1 0

0 4
A

 
  

 
και 

3

8


 
  
 

  

Σο  ςύςτημα A    θα εύναι  

1 1

2 2

3 3

4 8 2

 

 

      
   

         

Εφαρμόζοντασ τον μεταςχηματιςμό   ό αναλυτικϊ, 

1 1 3x y  και 2 2 2x y   
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προκύπτει 2 2

1 24 16 0y y     δηλαδό η  
2 2

1 2 1
16 4

y y
   

ε αντύθεςη λοιπόν με την αρχικό εξύςωςη τησ οπούασ η γραφικό παρϊςταςη δοςμϋνη 

ςτο  xOy  ϋχει μετατοπιςτεύ κατϊ το διϊνυςμα (−3,2), η γραφικό παρϊςταςη τησ τελικόσ 

εξύςωςησ εύναι μύα υπερβολό όπου βρύςκεται πϊνω ςε νϋουσ  καρτεςιανούσ ϊξονεσ με 

αρχό το ςημεύο (-3,2) ωσ προσ το xOy .  

2.5 Καμπύλεσ και επιφϊνειεσ χωρύσ κϋντρο 

την παρϊγραφο αυτό θεωρούµε καµπύλεσ και επιφϊνειεσ µε γενικό εξύςωςη την 

2 0    X AX X  

για τισ οπούεσ το ςύςτηµα A    δεν ϋχει λύςη ωσ προσ  . 

 Δηλαδό                           ( )rankA rank A   

Εύναι προφανϋσ ότι και ς' αυτόν την περύπτωςη µπορεύ να εφαρµοςθεύ ο 

µεταςχηµατιςµόσ X QY , όπου Q  ο πύνακασ των ορθοκανονικών ιδιοδιανυςµϊτων του 

A .  

Εφαρμόζοντασ το μεταςχηματιςμό X QY , προκύπτει η εξύςωςη  

2 0Y Y QY                                                           (2.13) 

Εύναι rankA    , ( 2,3)  , διότι αν όταν rankA   θα εύχαµε και ( )rank A   , 

οπότε η καµπύλη ( ό η επιφϊνεια) θα εύχε κϋντρο. Επομϋνωσ τουλϊχιςτον µύα ιδιοτιμό 

του A  εύναι µηδϋν. Ϊτςι η εξύςωςη (2.13) γρϊφεται:  

2 2 2

1 1 2 2 1 1... 2 ... 2 ... 2 0y y y m y m y m y                                         (2.14) 

τη ςυνϋχεια εξετϊζουμε χωριςτϊ τισ καμπύλεσ από τισ επιφϊνειεσ. 

Καμπύλεσ 2ου βαθμού χωρύσ κϋντρο 

Αφού 2rankA   , ϋπεται ότι 1rankA .  Ωρα μύα μόνο ιδιοτιμό εύναι μηδϋν, και 

επομϋνωσ η εξύςωςη (2.14) θα ϋχει τη μορφό:  

2

1 1 1 2 22 2 0y m y m y                                                          (2.15) 

Η εξύςωςη (2.15), με τη ςειρϊ τησ, ενώνοντασ  τουσ όρουσ 2

1y  και 1 12m y γρϊφεται: 
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2
2

1 1
1 1 2 2

1 2 1

1
2 0

2

m m
y m y

m
 

 

    
         

    
                                      (2.16) 

Με το μεταςχηματιςμό (παρϊλληλη μετατόπιςη του προηγουμϋνου ςυςτόματοσ)  

1
1 1

1

,
m

z y


   
2

1
2 2

2 1

1

2

m
z y

m




 
   

 
 

η  (2.16) γύνεται:  

2 2

1 1 2 22 0z m z    

Η εξύςωςη αυτό παριςτϊνει παραβολό. Επομϋνωσ η μόνη καμπύλη 2ου βαθμού χωρύσ 

κϋντρο εύναι η παραβολό.  

Επιφϊνειεσ  2ου βαθμού χωρύσ κϋντρο 

Επειδό εύναι 3   ο βαθμόσ του πύνακα A  μπορεύ να εύναι 1 ό 2. Διακρύνουμε λοιπόν τισ 

εξόσ περιπτώςεισ: 

 2rankA . Σότε μια ιδιοτιμό εύναι 0, ϋςτω η 3 0  . Η  (2.14)  γρϊφεται 

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 3 32 2 2 0y y m y m y m y         

Αν ομαδοποιόςουμε κατϊλληλα τουσ όρουσ και χρηςιμοποιόςουμε το μεταςχηματιςμό 

 1
1 1

1

,
m

z y


  2
2 2

2

,
m

z y


   
2 2

1 2
3 3

3 1 2

1

2

m m
z y

m


 

 
    

 
 

 καταλόγουμε ςτην 

2 2

1 1 2 2 3 32 0z z m z     

 1rankA . Σότε δύο ιδιοτιμϋσ  εύναι 0, ϋςτω 2 3 0   . Η  (2.14)  γρϊφεται 

2

1 1 2 2 3 32 2 0z m z m z     

Η εξύςωςη αυτό με τον ορθογώνιο  μεταςχηματιςμό 

 
2 2 3 3 3 2 2 3

1 1 2 3
2 2 2 2

2 3 2 3

, , ,
m z m z m z m z

w z w w
m m m m

  
   

 
                  (2.17) 

καταλόγει ςτην      
2 2 2

1 1 2 2 32 0w w m m     
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 Παρϊδειγμα 2.5.1 Να βρεθεύ η κανονικό μορφό  τησ καμπύλησ 

2 2

1 1 2 2 1 22 10 6 25 0x x x x x x     
 

Θϋτουμε   
1 1

1 1
A

 
  

 
και 

5

3


 
  

 
  

Σο χαρακτηριςτικό πολυώνυμο θα εύναι      

 
1 1

det det 0 ( 1)( 1) 1 0 ( 2) 0
1 1

I A


    


 
           

 
 

Οι ιδιοτιμϋσ του A  εύναι 0  και 2  . Παρατηρούμε ότι 1, ( ) 2rankA rank A    , ϊρα η 

καμπύλη δεν ϋχει κϋντρο. Ο πύνακασ των ορθοκανονοικοποιημϋνων διανυςμϊτων Q  και ο 

Q   εύναι:     

1 1

2 2

1 1

2 2

Q

 
 
 
 

 
 

,  
1

8 2
2

Q      

Εκτελώντασ τον μεταςχηματιςμό X QY  η αρχικό γρϊφεται διαδοχικϊ: 

2

2 1 22 8 2 2 2 25 0y y y     ό 

2

2 1

2 3 2
4 2 0

2 2
y y

   
         

   
 

Θϋτοντασ 1 1

3 2

2
z y  , 2 2

2

2
z y  η τελευταύα εξύςωςη  γύνεται 

2

2 14 2 0z z  , 

από την οπούα ςυμπεραύνουμε ότι η αρχικό εξύςωςη παριςτϊνει μια παραβολό. 

Παρϊδειγμα 2.5.2. Να μεταςχηματιςθεύ ςτην κανονικό τησ μορφό η εξύςωςη  

2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 29 6 6 2 10 8 5 0x x x x x x x x x x x        
 

 και να βρεθεύ το εύδοσ τησ επιφανεύασ που παριςτϊνει. 

Ϊχουμε:        

9 3 3

3 1 1

3 1 1

A

 
 

  
 
  

 και 

5

4

0



 
 


 
  

. 
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Οι ιδιοτιμϋσ του A  εύναι 1 11   και 2 3 0   , οπότε 1, ( ) 2rankA rank A   .  

Επομϋνωσ η επιφϊνεια δεν ϋχει κϋντρο. Ο πύνακασ Q  των αντιςτούχων ορθοκανονικών 

ιδιοδιανυςμϊτων του A   εύναι 

3 2
0

11 22

1 1 3

11 2 22

1 1 3

11 2 22

Q

 
 
 
 

  
 
 

 
 

 

Ο μεταςχηματιςμόσ X QY ανϊγει την αρχικό εξύςωςη ςτην 

2

1 1 2 311 2 11 4 2 2 22 5 0y y y y      

ό                                          

2

1 2 3

11
11 4 2 2 22 6 0

11
y y y

 
      

 
. 

τη ςυνϋχεια με τον μεταςχηματιςμό (παρϊλληλη μετατόπιςη)  

1 1

11

11
z y  , 2 2

6

4 2
z y  , 3 3z y  

και κατόπιν με τον ορθογώνιο μεταςχηματιςμό, (τησ μορφόσ (2.17)) 

1 1w z ,    2 3
2

2 2 22

30

z z
w

 
 ,    2 3

3

22 2 2

30

z z
w

 
  

προκύπτει η  

2

1 211 2 30 0w w   

που εύναι η κανονικό εξύςωςη παραβολικού κυλύνδρου. 

 

2.6  Σαξινόμηςη καμπυλών και επιφανειών 

 
 Η πλόρησ διερεύνηςη και ταξινόμηςη των καμπυλών και των επιφανειών 2ου βαθμού 

παρουςιαζονται εδώ με τη μορφό πινϊκων. 
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Ϊνασ εναλλακτικόσ τρόποσ ταξινόμηςησ των επιφανειών μπορεύ να γύνει με την ϋννοια 

τησ αδρϊνειασ (inertia) ενόσ 3 3  ςυμμετρικού πύνακα.  

Οριςμόσ 2.6.1  Ϊςτω ο ςυμμετρικόσ πύνακασ A  μεγϋθουσ  2 2  ό3 3 . Θα ονομϊζουμε 

inertia (αδρϊνεια) του πύνακα A , ( )In A , την διατεταγμϋνη τριϊδα των αριθμών ςχετικϊ 

με το πλόθοσ των ιδιοτιμών του πύνακα A  που εύναι : (θετικϋσ, αρνητικϋσ, μηδενικϋσ). 

Παραδειγμα 2.6.1 Να βρεθεύ το ( )In A  για κϊθε ϋναν από τουσ παρακϊτω πύνακεσ. 

α) 
1 0

0 4
A

 
  

 
      β) 

2 2

2 2
B

 
  
 

      γ) 

2 1 1

1 2 1

1 1 2

C

 
 


 
  

 

Τπολογύζουμε τισ ιδιοτιμϋσ των πινϊκων και ϋχουμε 
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α) 
1 0

det( ) 0 0 ( 1)( 4) 0
0 4

I A


  



       


 

Δηλαδό 1  και  4   .   Ωρα  ( ) (1,1,0)In A   

β) 2
2 2

det( ) 0 0 ( 2) 4 0 ( 4) 0
2 2

I B


   


 
          

 
 

Δηλαδό 0  και  4  .   Ωρα  ( ) (1,0,1)In B   

γ)   2

2 1 1

det 0 det 1 2 1 ( 1) ( 4) 0.

1 1 2

I C



   



   
 

         
 
    

 

Δηλαδό 1 1   (διπλό)  και 2 4  . Ωρα  ( ) (3,0,0)In C   

Η αναγνώριςη των επιφανειών ςτον χώρο δύνεται ςτον παρακϊτω πύνακα  

 

( ) (3,0,0)In A   Ελλειψοειδϋσ 

( ) (2,0,1)In A   Ελλειπτικό παραβολοειδϋσ 

( ) (2,1,0)In A   Μονόχωνο υπερβολοειδϋσ 

( ) (1,2,0)In A   Δύχωνο υπερβολοειδϋσ 

( ) (1,1,1)In A   Τπερβολικό παραβολοειδϋσ 

( ) (1,0,2)In A   Παραβολικόσ κύλινδροσ 

 

ΙΙ) Εφαρμογϋσ Πινϊκων ςτη Μηχανικό  

2.7 Σανυςτικό γινόμενο διανυςμϊτων 

την παρϊγραφο αυτό θα αναφερθούμε ςε ϋννοιεσ και προτϊςεισ ςχετικϋσ με τουσ τανυ-

ςτϋσ 2ησ τϊξησ που εύναι κεντρικόσ ςημαςύασ ςτην Μηχανικό των ςυνεχών μϋςων. τη 

Μηχανικό των ςυνεχών μϋςων, χρηςιμοποιεύται ευρύτατα η ϋννοια του τανυςτό 2ησ τϊξησ 

που εύναι ταυτόςιμη με την ϋννοια του γραμμικού μεταςχηματιςμού  T VL  ςε ϋνα 

Ευκλεύδειο χώρο V . 
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τη ςυνϋχεια οι διανυςματικού χώροι που θα αναφερόμαςτε θα εύναι Ευκλεύδειοι και το 

εςωτερικό τουσ γινόμενο θα ςυμβολύζεται με ,  . 

Οριςμόσ 2.7.1. Θεωρούμε ϋνα Ευκλεύδειο χώρο V  (με εςωτερικό γινόμενο ,  )και δύο 

διανύςματα ,u v V . Ονομϊζουμε τανυςτικό γινόμενο των διανυςμϊτων ,u v  ϋναν  

γραμμικό μεταςχηματιςμό που τον ςυμβολύζουμε με u v  και ορύζεται, για κϊθε x V , 

από τη ςχϋςη:  

  , .u v x x v u   
 

Επειδό ςτον παραπϊνω οριςμό του τανυςτικού γινομϋνου υπειςϋρχονται δύο 

διανύςματα, το γινόμενο αυτό καλεύται και δυαδικό γινόμενο. 

  

Πρόταςη 2.7.1. Για κϊθε , ,u v w V , ,  και ( )T VL ιςχύουν οι ιδιότητεσ: 

(i) ( ) ( ) ( )u v w u v v w          

(ii) ( ) ( ) ( )u v w u v u w          

(iii) *( )u v v u    

(iv) dim ( ) 1u v R  

(v) ( )T u v Tu v    

(vi) *( ) ( )u v T u T v    

(vii) ( )( ) ,u v w r v w u r     

(viii) ( ) ,tr u v u v   

(ix) det( ) 0u v   

Από τισ παραπϊνω ιδιότητεσ προκύπτει η διατύπωςη του τανυςτικού γινομϋνου 

ςυναρτόςει των ςυνιςτωςών των διανυςμϊτων u  και v. 

i i k i k i ku v u e v u v e e                                                           (2.18) 

Πρόταςη 2.7.2.  Αν  1 2, ,..., ne e e e  εύναι µύα ορθοκανονικό βϊςη του V , τα 2n  τανυςτικϊ 

γινόμενα i je e  , , 1,2,...,i j n εύναι µύα βϊςη του ( )VL  και µϊλιςτα αν ( )T VL  τότε 

(ςύµβαςη ϊθροιςησ)  

1 1

n n

ij i j ij i j

j i

T e e e e 
 

 
    

 
  ,                                                 (2.19) 

όπου   ( )ijT  εύναι ο πύνακασ του T ωσ προσ τη βϊςη  1 2, ,..., ne e e e . 

Απόδειξη.   Ϊχουμε k ik iTe e  και ϊρα, αν k kx x e V  , τότε  

( ) ( ) ( , ) ( ) 0ij i j ij i j k k k k ij k j i k ik ij kj iT e e x T e e x e x Te e e e x e                
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Επομϋνωσ ( )ij i jTx e e x   για κϊθε x V .  

Ωρα ιςχύει η (2.19). Επομϋνωσ τα 
i je e  , , 1,2,...,i j n  παρϊγουν το χώρο ( )VL .  

Θα δεύξουµε ότι εύναι και γραμμικώσ ανεξϊρτητα. Πρϊγματι, ϋςτω 0ij i je e   , ij  . 

Σότε θα ϋχουµε :  

( ) ( ) , 0ij i j k ij i j k ij k j i ij kj i ik ie e e e e e e e e e e            . 

Ωρα 0ik  . 

Οριςμόσ 2.7.2. Σα ςτοιχεύα ij του πύνακα  T  λϋγονται ςυνιςτώςεσ του τανυςτό T  ωσ 

προσ τη  βϊςη e  και ςτη Μηχανικό των ςυνεχών μϋςων ςυνόθωσ ςυμβολύζονται με ijT . 

Επομϋνωσ θα εύναι j ij iTe T e , οπότε , ,j k ij i k ij ik kjTe e T e e T T       .  

 Ωρα  ,ij i jT e Te   . 

Οριςμόσ 2.7.3. Ϊνασ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ δυαδικών γινομϋνων ςυνιςτϊ ϋνα καρτεςιανό 

τανυςτό 2ασ τϊξεωσ. Σο δυαδικό γινόμενο, ωσ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των μοναδιαύων 

δυαδικών γινομϋνων εύναι ϋνασ καρτεςιανόσ τανυςτόσ 2ασ τϊξεωσ, ςυμβολικϊ 

παριςτϊνεται ωσ εξόσ,  

ij i jA A e e   

Οριςμόσ 2.7.4. Ο τανυςτόσ ij i jI e e  ονομϊζεται μοναδιαύοσ τανυςτόσ.  

Οριςμόσ 2.7.5. Ϊνασ τανυςτόσ 2ασ τϊξεωσ ο οπούοσ ϋχει την ιδιότητα οι ςυνιςτώςεσ του ςε 

κϊθε ςύςτημα ςυνταγμϋνων να ταυτύζονται με τισ ςυνιςτώςεσ του μοναδιαύου τανυςτό 

καλεύται ιςότροποσ.  Συπικό παρϊδειγμα ιςότροπου τανυςτό 2ασ τϊξεωσ εύναι ο τανυςτόσ 

των τϊςεων ςε ϋνα ιδεατό ρευςτό. 

Παρϊδειγμα 2.7.1. Οι ςυνιςτώςεσ του u v  εύναι   i jij
u v u v   

Απόδειξη: Ϊχουμε λοιπόν    , , , , .i j i j j i i jij
u v e u v e e e v u v e u u v               

Παρϊδειγμα 2.7.2.  Αν T u u  , τότε ,Tx x u u   . Επομϋνωσ το Tx  εύναι η προβολό του x  

κατϊ τη διεύθυνςη του διανύςματοσ u .  

Παρατόρηςη 2.7.1. Γενικϊ, αν W  εύναι ϋνασ αντιςυµµετρικόσ τανυςτόσ του D  τότε 

υπϊρχει µοναδικό διϊνυςµα D  µε Wv v   (δηλαδό η δρϊςη του W  ιςοδυναµεύ µε 

«εξωτερικό» πολλαπλαςιαςµό επύ το  ).  

Πρϊγματι, αν  
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0

0

0

W

 

 

 

 
 

 
 
    

εύναι ο πύνακασ του W  ωσ προσ µύα δεξιόςτροφη ορθοκανονικό βϊςη του D , τότε το 

διϊνυςµα   ϋχει ςυνιςτώςεσ ( , , )    και αν ( , , )v x y z , οι ςυνιςτώςεσ του v  

δύνονται από τον πύνακα ςτόλη    W x y z


.                                                                      

  Εύναι   , ,v z y x z ay x          .                                                                                    

  Σο   λϋγεται αξονικό (axial)  διϊνυςµα του W  και εύναι 0W  .  

Εποµϋνωσ το   ανόκει ςτον ιδιόχωρο 0E  τησ ιδιοτιµόσ 0   του W  που ϋχει διϊςταςη 

ϋνα (αφού οι ϊλλεσ δύο ιδιοτιµϋσ του εύναι φανταςτικϋσ ςυζυγεύσ οπότε δύνουν 

διαφορετικϊ ιδιοδιανύςµατα). Εποµϋνωσ το   παρϊγει τον ιδιόχωρο 0E  που θα εύναι µύα 

ευθεύα που διϋρχεται από την αρχό και λϋγεται ϊξονασ του W .  

τον διανυςµατικό χώρο των τανυςτών 2ησ τϊξησ (ιςοδύναµα ςτον ( )VL ) ορύζεται η 

απεικόνιςη  

*( ) ( ) ,( , ) ( )V V S T S T tr S T    L L  

Αποδεικνύεται ότι εύναι ϋνα εςωτερικό γινόµενο ςτον ( )VL . Α ν ,ij ijT S  εύναι οι 

ςυνιςτώςεσ των ,S T ωσ προσ µύα ορθοκανονικό βϊςη τότε εύναι  

, 1

n

ij ij

i j

S T S T


   

και ιςχύουν οι ιδιότητεσ 

i. IS trS  

ii. * *( ) ( ) ( )R ST S R T RT S      

iii. , ( )u Sv S u v     

iv. ( ) ( ) , ,u v w x u w v x        

Πρόταςη 2.7.3. Ϊςτω  S VL ςυμμετρικόσ και  1 2 3, ,e e e μύα ορθοκανονικό βϊςη από 

ιδιοδιανύςματα αντύςτοιχα ςτισ ιδιοτιμϋσ 1 2 3, ,   . Σότε  

1 1 1 2 2 2 3 3 3S e e e e e e                                                         (2.20) 
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Αντιςτρόφωσ, αν ο S  γρϊφεται με τη μορφό (2.20), όπου  ie ορθοκανονικό βϊςη του D  

τότε τα 
i  εύναι ιδιοτιμϋσ του S  και τα 

ie  τα αντύςτοιχα ιδιοδιανύςματα. 

 

2.8 Σετραγωνικό ρύζα πύνακα 

Πολικό ανϊλυςη 

Ϊςτω V ϋνασ Ευκλεύδειοσ διανυςματικόσ χώροσ και  S VL  ϋνασ ςυμμετρικόσ 

γραμμικόσ μεταςχηματιςμόσ . Ο S θα λϋγεται θετικϊ ημιοριςμϋνοσ αν , 0Sx x    για κϊθε  

x V .  ημειώνουμε ότι η ςυνθόκη , 0Sx x    ςυνεπϊγεται ότι ο S εύναι ςυμμετρικόσ. 

 Πρϊγματι εύναι * , , , ,S x x x Sx x Sx Sx x            για κϊθε x V .  

Πρόταςη 2.8.1. Αν ϋνασ ςυμμετρικόσ μεταςχηματιςμόσ  S VL εύναι θετικϊ 

ημιοριςμϋνοσ, τότε όλεσ του οι ιδιοτιμϋσ του εύναι μη αρνητικϋσ, και υπϊρχει ϋνασ 

(μοναδικόσ) θετικόσ ςυμμετρικόσ  μεταςχηματιςμόσ T  τϋτοιοσ ώςτε 2S T . Ο 

μεταςχηματιςμόσ T  ονομϊζεται τετραγωνικό ρύζα του S  και θα γρϊφουμε 1/2T S .  

Απόδειξη:  Ϊςτω   μύα ιδιοτιμό του S  με αντύςτοιχο ιδιοδιϊνυςμα x .  

Σότε                                        
2

, , 0Sx x x x x        .   

Ωρα 0  . Επειδό ο S  εύναι ςυμμετρικόσ θα υπϊρχει μύα ορθοκανονικό βϊςη u   από 

ιδιοδιανύςματα του S  ωσ προσ την οπούα ο S  ϋχει πύνακα τον διαγώνιο 

1 2( , , , )diag     , όπου i  οι ιδιοτιμϋσ του S . Ο διαγώνιοσ πύνακασ 

1 2( , , , )B diag    ορύζει ωσ προσ την προηγούμενη βϊςη ϋνα ςυμμετρικό 

μεταςχηματιςμό ( )T VL .  

 Ϊςτω τώρα δύο διανύςματα ,x y V  με y Sx . Σότε για τουσ αντύςτοιχουσ πύνακεσ 

ςτόλεσ ,X Y  των ςυνιςτωςών ιςχύει Y X   και επειδό 2B    θα ϋχουμε 

2B X X Y   . 

Όμωσ ο B  εύναι ο πύνακασ του T  ωσ προσ τη βϊςη u  και ϊρα 2T x y  και επειδό y Sx , 

ϋπεται ότι 2S T . 

 Σϋλοσ, ο T  εύναι θετικόσ. Πρϊγματι, ωσ προσ την ορθοκανονικό βϊςη u  εύναι  
2 2

1 1, ... 0Tx x x x      ,      για κϊθε 1 1 ...x x u x u V     . 
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Παρατόρηςη 2.8.1. Ϊχουμε δεύξει ότι ϋνασ πύνακασ ( )A K  μπορεύ να θεωρηθεύ ωσ 

γραμμικόσ μεταςχηματιςμόσ του K  και ϊρα, αν αυτόσ εύναι θετικϊ ημιοριςμϋνοσ, 

μπορούμε να βρούμε την (θετικό) τετραγωνικό του ρύζα 1 2B A . Από την προηγούμενη 

απόδειξη προκύπτει ότι αν 
1 2( , ,..., )A Pdiag P    , τότε  

1 2

1 2( , ,..., )B A Pdiag P      

όπου P  ϋνασ ορθογώνιοσ πύνακασ που διαγωνοποιεύ τον A  και 
i  οι ιδιοτιμϋσ του A .  

Θεώρημα 2.8.1 (πολικό ανϊλυςη). Ϊςτω V  ϋνασ Eυκλεύδειoσ διανυςματικόσ χώρoσ και 

( )F VL  με F «1-1». Σότε υπϊρχουν ςυμμετρικού μεταςχηματιςμού , ( )S U VL  και ϋνασ 

ορθογώνιοσ μεταςχηματιςμόσ ( )Q VL  μονοςόμαντα οριςμϋνοι τϋτοιοι ώςτε  

F QS UQ  . 

Η ανϊλυςη αυτό του F εύναι μοναδικό και μϊλιςτα εύναι S F F , U FF  .  

Ο πύνακασ S  αντιςτοιχεύ ςτη λεγόμενη δεξιϊ πολικό ανϊλυςη του F , ενώ ο πύνακασ U  

αντιςτοιχεύ ςτην αριςτερό πολικό ανϊλυςη του F .  

Όταν ο πύνακασ F εύναι ςυμμετρικόσ τότε οι πύνακεσ U και S ταυτύζονται. 

Απόδειξη. Προφανώσ ο F F  εύναι ςυμμετρικόσ 
2

, , 0F Fx x Fx Fx Fx    . Ωρα ο 

F F  εύναι θετικϊ ημιοριςμϋνοσ. ύμφωνα με την πρόταςη 2.8.1. υπϊρχει η (θετικό) 

τετραγωνικό του ρύζα 1 2( )S F F  με S  να εύναι θετικϊ ημιοριςμϋνοσ και 2TF F S .      

Από την τελευταύα ςχϋςη ϋχουμε:   

 
1

2TF F S


  

Θϋτoυμε  
1

TQ F S


 οπότε F QS . Αρκεύ να δεύξουμε ότι ο Q  εύναι ορθογώνιοσ.        

Εύναι 1T TQ S F  και  
1

2TF F S


 .  

Ωρα 

   
1 1

1 2T T T T T TQ Q S F F S S F F S S S S I
 

      

Επoμϋνωσ ο Q  εύναι ορθογώνιοσ.  

Όμοια αποδεικνύεται και η F UQ . Για την μοναδικότητα ϋςτω 1 1 2 2F Q S Q S  οπότε 

εύναι και 1 1 2 2

T TS Q S Q . Ωρα  
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1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

T T T T TS F F S Q Q S S Q Q S S     

Όμωσ ο θετικϊ ημιοριςμϋνοσ γραμμικόσ μεταςχηματιςμόσ 
1 2

T TS S ϋχει μοναδικό θετικό 

τετραγωνικό ρύζα, οπότε εύναι 
1 2S S . Πολλαπλαςιϊζοντασ την 

1 1 2 2Q S Q S  από δεξιϊ με 

1 2

1 2S S  ϋχουμε και 
1 2Q Q .  

Παρϊδειγμα 2.8.1. Θεωρούμε τον γραμμικό μεταςχηματιςμό  3f L με 

   1 2 3 1 2 2 3, , 3 ,2 , .f x x x x x x x   

Ψσ προσ την κανονικό βϊςη ο πύνακασ του f εύναι ο  

3 1 0

0 2 0

0 0 1

F

 
 

  
 
 

 

 Επομϋνωσ  από την παρατόρηςη 2.8.1 ϋχουμε  

3 3 3 3 0
1

3 3 1 3 0
2 2

0 0 2 2

TS F F

  
 

    
 
  

 και   
1

1 3 3 1 0
1

1 3 1 3 0 .
2 2

0 0 2 2

TQ F


  
 

    
 
  

 

2.9  Κύνηςη ςτερεού ςώματοσ με ϋνα 

ςταθερό ςημεύο 
Η µαθηµατικό περιγραφό τησ κύνηςησ ενόσ ςτερεού ςώµατοσ, µε ϋνα ςταθερό ςηµεύο, 

εύναι ϋνα παρϊδειγμα ϊµεςησ εφαρµογόσ τησ θεωρύασ των ορθογωνύων και 

αντιςυµµετρικών μεταςχηματιςμών.  

(α) Μετατόπιςη. Θεωρούμε ϋνα ςτερεό ςώμα που μετακινεύται από μύα θϋςη A  ςε μια 

θϋςη B  διατηρώντασ ϋνα ςταθερό ςημεύο  .  Ϊνα ςημεύο ( )P x  του ςώματοσ θα 

μετακινηθεύ ςτη νϋα θϋςη ( )P y  .Θεωρούμε την απεικόνιςη  

3 3: ,M x y Mx    

που αντιςτοιχεύ το διϊνυςμα θϋςησ ενόσ ςημεύου P  του ςώματοσ ςτη θϋςη A  με το 

αντύςτοιχο του P  ςτη θϋςη B  . 
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Θεώρηµα 2.9.1. (Θεώρηµα Euler)  Οποιαδόποτε μετατόπιςη ενόσ ςτερεού που διατηρεύ 

ϋνα ςηµεύο του ςταθερό, εύναι ιςοδύναμη µε µύα ςτροφό του ςτερεού γύρω από ϋναν 

ϊξονα που περνϊ από το ςταθερό ςηµεύο.  

Αν  Q M  εύναι ο ορθογώνιοσ πύνακασ του M  ωσ προσ τη βϊςη  1 2 3, ,e e e  , τότε η 

y Mx                                                                    (2.20) 

 εύναι ιςοδύναμη με την  

Y QX                                                                   (2.21) 

όπου  ,X Y  οι πύνακεσ ςτόλεσ των ςυνιςτωςών των ,x y  αντύςτοιχα, ωσ προσ τη βϊςη  . 

Η μετατόπιςη του ςτερεού μπορεύ επομϋνωσ να περιγραφεύ µε τη βοόθεια του 

ορθογωνύου πύνακα Q  από την εξύςωςη (2.21).  

Αν i iMe  , 1,2,3i   ο πύνακασ Q  μπορεύ τότε να θεωρηθεύ ωσ ο πύνακασ αλλαγόσ βϊςησ 

από την   ςτην  1 2 3, ,     . την περύπτωςη αυτό η ςχϋςη (2.21)  ςυνδϋει τισ 

ςυντεταγμϋνεσ του ύδιου ςηµεύου ωσ προσ τισ δύο διαφορετικϋσ βϊςεισ (το Y  ϋχει τισ 

ςυντεταγμϋνεσ του ςηµεύου ωσ προσ την    και το X  ωσ προσ την  ).  

Θεωρούµε τώρα τα δύο ςυςτόµατα 

ςυντεταγμϋνων  1 2 3, , ,O e e e   και 

 1 2 3, , ,      Η θϋςη του  ωσ προσ το 

μπορεύ να προςδιοριςτεύ µε τη βοόθεια τριών 

ανεξϊρτητων μεταβλητών, όπωσ εύναι π.χ. οι 

γωνύεσ Euler. Εποµϋνωσ ο Q  εύναι ο πύνακασ του 

μεταςχηματιςμού 

 X QX      όταν     

1 3

2 1 1

3 2

( )

( )

( )

X Q X

X Q X

X Q X











 

  με   
i

i i

i

x

X y

z

 
 


 
  

  θα εύναι : 

3 1 3( ) ( ) ( )Q Q Q Q    

(β) υνεχόσ κύνηςη. Η ςυνεχόσ κύνηςη ενόσ ςτερεού ςτη διϊρκεια τησ οπούασ ϋνα ςηµεύο 

του παραµϋνει ςταθερό, μπορεύ να θεωρηθεύ ςαν µύα διαδικαςύα ςυνεχών μετατοπύςεών 

του, µύα για κϊθε χρονικό ςτιγµό t . Μπορεύ επομϋνωσ να περιγραφεύ από µύα μονο-

παραµετρικό οικογϋνεια ιςομετριών { ( ),M t t  µε (0) }M I  του 3 .   

Η θϋςη ( )x t  ενόσ ςηµεύου του ςώµατοσ κατϊ τη χρονικό ςτιγµό t  ςυνδϋεται µε την 

αρχικό του θϋςη, x  µε την ςχϋςη 

Σχήμα 2.1 
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 ( ) ,x t Mx ιςοδύναμα ( ) ( ) ,X t Q t X                                         (2.22) 

όπου  ( ) ( )Q t M t ο πύνακασ του ( )M t ωσ προσ μύα δεδομϋνη ορθοκανονικό βαςη του 3 .   

Η ταχύτητα του ςημεύου που βρύςκεται τη χρονικό ςτιγμό t  ςτη θϋςη ( )x t ορύζεται από 

την ( ) ( )v t x t , όπου η παρϊγωγοσ ( )x t  τησ διανυςματικόσ ςυνϊρτηςησ ( )x t , εύναι η 

διανυςματικό ςυνϊρτηςη με ςυνιςτώςεσ τισ παραγώγουσ των ςυνιςτωςών τησ. 

 Σότε από τη (2.22) ϋχουμε,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).TV t X t Q t X Q t Q t X t      

Θϋτοντασ ( ) ( ),TR Q t Q t  ϋχουμε  

                   ( ) ( ) ( ).V t R t X t                                                               (2.23) 

Ο πύνακασ ( )R t  εύναι αντιςυμμετρικόσ.  

Πρϊγματι παραγωγύζοντασ τη ςχϋςη ( ) ( )TQ t Q t I  προκύπτει  

( ) ( ) ( ) ( ) 0T TQ t Q t Q t Q t    ό ιςοδύναμα, ( ) ( ) 0TR t R t  . 

Όμωσ για κϊθε αντιςυμμετρικό πύνακα R  υπϊρχει, ϋνα διϊνυςμα   (βλϋπε παρατόρηςη 

2.7.1) τϋτοιο ώςτε για κϊθε διϊνυςμα x  με αντύςτοιχο πύνακα ςτόλη των ςυνιςτωςών 

του τον X  να ιςχύει:   

Αν ( ) ( ) ( )Y t R t X t  τότε εύναι ( ) ( ) ( )y t t x t  . Αν ( )t  το αξονικό διϊνυςμα του ( )R t  

τότε η (2.23) γρϊφεται ιςοδύναμα:  

( ) ( ) ( )v t t x t   

Σο διϊνυςμα ( )t  λϋγεται γωνιακό ταχύτητα του ςτερεού τη χρονικό ςτιγμό t .               

Από τη ςχϋςη αυτό προκύπτει ότι τα ςημεύα του ςτερεού που βρύςκονται, κατϊ τη 

χρονικό ςτιγμό t , επϊνω ςτην ευθεύα ( )t  που περνϊ το O  και εύναι παρϊλληλη προσ το 

διϊνυςμα ( )t  (ικανοποιούν δηλαδό την ( ) ( )x t t ), ϋχουν ταχύτητα ( ) ( ) 0v t x t  .   

Επομϋνωσ, μπορούμε να θεωρόςουμε ότι ςτη χρονικό ςτιγμό t  το ςτερεό περιςτρϋφεται 

γύρω από την ευθεύα ( )t (ςτιγμιαύοσ ϊξονασ περιςτροφόσ), η οπούα όμωσ με την πϊροδο 

του χρόνου αλλϊζει θϋςη ςτο χώρο, όπωσ  ςυμβαύνει ςτην περύπτωςη του ςτρόβου.   
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2.10 Κινηµατικό των ςυνεχών μϋςων 

(Ελαςτικότητα) 
Με τον όρο «ςυνεχό μϋςα» εννοούµε φυςικϊ ςώµατα που υπόκεινται ςε παραμορφώςεισ 

(ελαςτικϊ, ρευςτϊ κ.λ.π.). Ο όροσ «κινηµατικό» αναφϋρεται ςτη µαθηµατικό περιγραφό 

τησ γενικόσ κύνηςησ - παραµόρφωςόσ τουσ. Η κινηµατικό που θα αναπτύξουµε αποτελεύ 

ϋνα ςηµαντικό παρϊδειγμα εφαρµογόσ των μεθόδων τησ Γραµµικόσ Ωλγεβρασ και 

ιδιαύτερα τησ θεωρύασ των χαρακτηριςτικών ποςών. Βαςικό ρόλο παύζει το θεώρηµα τησ 

πολικόσ ανϊλυςησ. 

 Θεωρούµε ϋνα ςυνεχϋσ µϋςο που κατϋχει ϋνα χωρύο 0B  του εποπτικού χώρου. 

Τποθϋτουµε ότι το ςυνεχϋσ υπόκειται ςε µύα γενικό κύνηςη - παραμόρφωςη, κϊτω από 

οριςμϋνεσ δυνϊµεισ και ςτην τελικό του θϋςη κατϋχει ϋνα χωρύο B . Η κύνηςη αυτό θα 

περιγρϊφεται από µύα απεικόνιςη 0:f B B   που απεικονύζει ςημεύα του 0B  ςε ςημεύα 

του B . Οι ιδιότητεσ που πρϋπει να υποθϋςουμε για τη ςυνϊρτηςη f  πηγϊζουν από τη 

φυςικό κατϊςταςη που θϋλουμε να περιγρϊψουμε. Ϊτςι υποθϋτουμε ότι:  

1. Δεν υπϊρχει «ςύγκρουςη» ςημεύων του ςυνεχούσ με την ϋννοια ότι διαφορετικϊ 

ςημεύα του ςυνεχούσ που κατϋχουν διαφορετικϋσ θϋςεισ ςτο χωρύο 0B , κατϋχουν 

διαφορετικϋσ θϋςεισ και ςτη θϋςη B . Επύςησ κϊθε ςημεύο ςτο χωρύο B  προϋρχεται από 

ϋνα ςημεύο του χωρύου 0B . Τποθϋτουμε δηλαδό ότι η f  εύναι «1-1» και «επύ».  

2. Η παραμόρφωςη εύναι αρκετϊ «ομαλό». Τποθϋτουμε επομϋνωσ ότι η f , ωσ απεικόνιςη 

μεταξύ ςημειακών χώρων, εύναι διαφορύςιμη τϊξησ kC , (δηλαδό υπϊρχουν οι μερικϋσ 

παρϊγωγοι τησ f  μϋχρι και τϊξησ k  και εύναι ςυνεχεύσ) για αρκετϊ μεγϊλο k . Η υπόθεςη 

αυτό εξαςφαλύζει την ύπαρξη ςε κατϊλληλη περιοχό κϊθε ςημεύου 0P B  μύασ 

αμφιμονοςόμαντησ γραμμικόσ απεικόνιςησ 3 3:F   που απεικονύζει εφαρμοςτϊ 

διανύςματα v  ςτο Px  ςε εφαρμοςτϊ διανύςματα Fv  ςτο ( )P f P B   .     

Η F  λϋγεται εφαπτόμενη ό παρϊγωγοσ απεικόνιςη τησ f  ςτο ςημεύο P . Εύναι det 0F   

και λόγοι όπωσ αυτού τησ προηγούμενησ παραγρϊφου μασ οδηγούν να υποθϋςουμε ότι η 

f  εύναι τϋτοια ώςτε det 0F  . Αν από την αρχό θεωρηθεύ ϋνα ςύςτημα ςυντεταγμϋνων 

ςτον εποπτικό χώρο τότε η f  θεωρεύται ωσ 3 3:f  . Αν ςυμβεύ η f  να εύναι 

γραμμικό (περύπτωςη γραμμικόσ ελαςτικότητασ), τότε η F  ςυμπύπτει με την f .  

 ύμφωνα με το Θεώρημα τησ πολικόσ ανϊλυςησ υπϊρχει θετικϊ ημιοριςμϋνοσ 

(ςυμμετρικόσ) μεταςχηματιςμόσ S  και ορθογώνιοσ μεταςχηματιςμόσ Q  τϋτοιοι ώςτε 

F QS .  
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Επειδό det 0S  , det 0F  , ϋπεται ότι det 1Q  . Η κινηματικό διαδικαςύα ςε μύα περιοχό 

του P  μπορεύ να περιγραφεύ από το αποτϋλεςμα που επιφϋρει F  ςτα εφαρμοςτϊ δια-

νύςματα ςτο P .  Αν v  εύναι ϋνα τϋτοιο διϊνυςμα τότε εικόνα του Fv  εύναι  

u Fv QSv  . 

Ο λόγοσ των μηκών των δύο διανυςμϊτων 

u
s

v
 ,                                                                           (2.24) 

χαρακτηρύζει το πόςο μεταβϊλλονται τα μόκη, κατϊ τη παραμόρφωςη, ςε μύα περιοχό 

του ( )P x . 

 Παρατηρούμε ότι,  

 
2

u u u Fv Fv v F Fv v Cv        ,                            (2.25)  

όπου 2C F Fv S  .  

Αν 
0

v
v

v


 

εύναι το μοναδιαύο διϊνυςμα που αντιςτοιχεύ ςτο v , τότε η (2.24) γρϊφεται  

1 2

0 0( )s v Cv  .                                                          (2.26) 

Επομϋνωσ ο τανυςτόσ C  χαρακτηρύζει πλόρωσ τη μεταβολό των μηκών κατϊ διεύθυνςη 

του v . Ο αριθμόσ s  λϋγεται παραμόρφωςη κατϊ τη κατεύθυνςη του v  και ο C  δεξιόσ 

τανυςτόσ του Cauchy - Green. Από την ςχϋςη (2.26) προκύπτει ότι η κύνηςη ςε μύα περιο-

χό του ςημεύου P  εύναι κύνηςη ςτερεού ςώματοσ, αν και μόνο αν C I , δηλαδό ο C  εύναι 

ο ταυτοτικόσ μεταςχηματιςμόσ. Ο C  από τον οριςμό του εύναι ςυμμετρικόσ και θετικϊ 

ημιοριςμϋνοσ. Ωρα ϋχει τρεισ μη αρνητικϋσ ιδιοτιμϋσ 1 2 3, ,   , με αντύςτοιχα ορθοκανονι-

κϊ ιδιοδιανύςματα 1 2 3, ,   . Δηλαδό ιςχύουν οι ςχϋςεισ:  

i i iC  , i j ij    , , 1,2,3i j  . 

Σότε οι παραμορφώςεισ κατϊ την κατεύθυνςη των ιδιοδιανυςμϊτων εύναι:  

1/2 1/2( ) ( ) .i i i i i i is C           

οι παραμορφώςεισ is  λϋγονται κύριεσ παραμορφώςεισ, ενώ οι διευθύνςεισ των i  κύριοι 

ϊξονεσ παραμόρφωςησ  τα οπούα παρουςιϊζονται και ςτο παρακϊτω ςχόμα.  
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Πρόταςη 2.10.1. Οι κύριοι ϊξονεσ παραμόρφωςησ παραµϋνουν ορθογώνιοι και μετϊ την 

παραμόρφωςη.  

Ιςοδύναμα:                               0,i jF F     ,i j   , 1,2,3.i j                                                                                  

Απόδειξη: Ιςχύει 

( )T

i j i j i j i j j j i j j ijF F F F C                        

από όπου προκύπτει το ζητούμενο. 

 Ο 1/2S C  ϋχει τα ύδια ιδιοδιανύςµατα µε τον C  ενώ οι ιδιοτιµϋσ του εύναι οι αριθµού 

i is  , δηλαδό οι κύριεσ παραµορφώςεισ κατϊ τισ διευθύνςεισ των κυρύων αξόνων 

παραµόρφωςησ. Ωρα 

i i i i iS s                                                                   (2.27) 

Σότε, αν ,i j  

( )i j i j i jS S s s                                                                 (2.28)
 
 

και ϊρα  

i j i i i iF QS Q Q                                                              (2.29) 

Από τισ ςχϋςεισ (2.28) και (2.29)  προκύπτει ο τρόποσ επύδραςησ τησ παραμόρφωςησ, 

 

Σχήμα 2.2 

Σχήμα 2.3 
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δηλαδό του P , ςτισ κύριεσ διευθύνςεισ παραμόρφωςησ: Αρχικϊ δρα ο ςυμμετρικόσ μετα-

ςχηματιςμόσ S  δύνοντασ τα 
iS  που ςύμφωνα με την  (2.27) εύναι ςυγγραμμικϊ με τα 

i  

και 
i i iS s  . Επομϋνωσ με τη δρϊςη του S  τα μόκη των 

i  διαςτϋλλονται αν 1is   ό 

ςυςτϋλλονται αν 1is  . τη ςυνϋχεια ο ορθογώνιοσ μεταςχηματιςμόσ Q  δρα ςτα 
iS  

αφόνοντασ τα μόκη τουσ και την μεταξύ τουσ καθετότητα αναλλούωτα. Σο τελικό αποτϋ-

λεςμα εύναι μύα τριϊδα ορθογωνύων διανυςμϊτων 
1 2 3, ,F F F   , που ϋχει προκύψει από 

μύα ςτροφό περύ ϊξονα από την τριϊδα 1 2 3, ,S S S   .              

 Μπορούμε επομϋνωσ να πούμε ότι η κινηματικό διαδικαςύα ςε μύα περιοχό ενόσ ςημεύου 

P  του ςυνεχούσ μϋςου αναλύεται ςε μύα ςύνθεςη κινόςεων : Mύα «γνόςια» παραµόρφω-

ςη η οπούα περιγρϊφεται από τον S  και ςτη ςυνϋχεια µύα ςτροφό η οπούα περιγρϊφεται 

από τον Q .  

Παρϊδειγµα 2.10.1. (διαξονικό ϋλξη ςτο επύπεδο 1 2x x ). Θεωρούµε τον κύλινδρο 

2 2

1 2 3 1 2{( , , ) : 1}B x x x x x    που υπόκειται ςτην παραµόρφωςη που περιγρϊφεται από τη 

γραµµικό απεικόνιςη f  του παραδεύγµατοσ 2.8.1.  

Θα υπολογύςουµε τα κινηµατικϊ µεγϋθη τησ παραµόρφωςησ και θα την αναλύςουµε ςε 

µύα «γνόςια» παραµόρφωςη που ακολουθεύται από µύα ςτροφό. Οι κύριεσ 

παραµορφώςεισ εύναι οι ιδιοτιµϋσ του 1 2 3: 6, 2, 1S s s s   . Οι κύριοι ϊξονεσ 

παραµόρφωςησ προκύπτουν από τα αντύςτοιχα ορθοκανονικϊ ιδιοδιανύςµατα του S :  

1 2 3

1 3 3 1
( , ,0), ( , ,0), (0,0,1).
2 2 2 2

       

Από τισ κύριεσ παραμορφώςεισ προκύπτει ότι κατϊ τισ διευθύνςεισ των 1 2,    τα μόκη 

διαςτϋλλονται (περιςςότερο κατϊ τη διεύθυνςη του 1  ) ενώ κατϊ τη διεύθυνςη του 3

δεν ςηµειώνεται καµύα μεταβολό μόκουσ.  

 

      Σχήμα 2.4  (α)                               Σχήμα 2.4   (β)                               Σχήμα 2.4  (γ) 

 

 



 
60 

                                                                                                                                    Μήτσιου Αρσενόη 
 

 

Ο  μεταςχηματιςμόσ του S  αναλυτικϊ εύναι 

   

   

1 1 2

2 1 2

3 3

1 1
3 3 3 3 ,

2 2 2 2

1 1
3 3 3 3 ,

2 2 2 2

.

z x x

z x x

z x

   

   

  

και περιγρϊφει μύα «γνόςια» παραμόρφωςη του κυκλικού κυλύνδρου Β (ςχόμα 2.4 (α) ) 

ςε ϋνα ομοαξονικό ελλειπτικό κύλινδρο (ςχόμα 2.4 (β) ). Ο μϋγιςτοσ ϊξονασ τησ ϋλλειψησ 

- τομόσ με το επύπεδο 
1 2z Oz ςχηματύζει γωνύα 60   με τον ϊξονα 

1Oz . τη ςυνϋχεια ο 

μεταςχηματιςμόσ Q  ςτρϋφει τον προηγούμενο ελλειπτικό κύλινδρο κατϊ γωνύα 150   

κατϊ την αρνητικό φορϊ (ςχόμα 2.4 (γ)). Σο ύδιο αποτϋλεςμα προκύπτει και με απ' 

ευθεύασ εφαρμογό του μεταςχηματιςμού F .  

Πρϊγματι η εξύςωςη 2 2

1 2 1x x   του κυκλικού κυλύνδρου μεταςχηματύζεται με τον 

μεταςχηματιςμό ( )x F y ςτην εξύςωςη 2 2

1 1 2 2 3y y y y   , που περιγρϊφει τον ελλειπτικό 

κύλινδρο (ςχόμα 2.4(γ)). 

ΙΙΙ) Διακριτϊ δυναμικϊ ςυςτόματα και 

εξιςώςεισ διαφορών  

2.11  Διακριτϊ δυναμικϊ ςυςτόματα 

την παρϊγραφο αυτό θα αςχοληθούμε με εφαρμογϋσ των χαρακτηριςτικών ποςών 

πινϊκων ςτα διακριτϊ δυναμικϊ ςυςτόματα και τισ εξιςώςεισ διαφορών. Σϋτοια ςυςτό-

ματα και εξιςώςεισ χρηςιμοποιούνται ωσ μαθηματικϊ μοντϋλα για την περιγραφό 

οικολογικών, οικονομικών, μηχανολογικών, φυςικών κ.ϊ. ςυςτημϊτων. Η κατϊςταςη 

των ςυςτημϊτων αυτών περιγρϊφεται από οριςμϋνεσ μεταβλητϋσ που οι τιμϋσ τουσ 

προκύπτουν από μετρόςεισ ςε τακτϋσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ. 

Παρϊδειγμα 2.11.1  Ϊςτω tx  το μϋγεθοσ ενόσ πληθυςμού (π.χ. αριθμόσ εντόμων, βακτη-

ρύων, κ.λ.π.) τη χρονικό ςτιγμό (ό γενιϊ) t . Κϊθε ϊτομο ςτη γενιϊ t  ςυνειςφϋρει, πριν 

πεθϊνει, r  ϊτομα ςτην επόμενη γενιϊ ( r  : κατϊ κεφαλό αναπαραγωγό). Πωσ ο πληθυ-

ςμόσ μεταβϊλλεται με το χρόνο; 

Δεδομϋνου ότι ο πληθυςμόσ αρχικϊ εύναι 0x , μπορούμε να υπολογύςουμε τον πληθυςμό 

ςτισ επόμενεσ γενιϋσ ωσ εξόσ : 
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 ςτο τϋλοσ του 1ου ϋτουσ γύνεται: 
1 0x rx , 

 ςτο τϋλοσ του 2ου ϋτουσ γύνεται: 
2 1x rx ,  

 ςτο τϋλοσ του ( 1)k  ϋτουσ γύνεται: 
1k kx rx  .  

Η τελευταύα εξύςωςη εύναι τησ μορφόσ  

1k kx x                                                                                (2.30) 

όπου ( ), 0,1,2...kx k   μύα ακολουθύα πραγματικών αριθμών και  , και λϋγεται 

γραμμικό διακριτό δυναμικό ςύςτημα  μύασ διϊςταςησ με ςταθερούσ ςυντελεςτϋσ. 

Παρατηρούμε ότι υπϊρχει ϋνα γενικό πρότυπο λύςεων ςε κϊθε βόμα τησ μορφόσ 

0

k

kx x                                                                                (2.31) 

Ϊνα γραμμικό διακριτό δυναμικό ςύςτημα δύο διαςτϊςεων ϋχει τη μορφό  

1 11 12

1 21 22

k k k

k k k

x a x a y

y a x a y





 

 
                                                                 (2.32) 

όπου    ,k kx y δύο ακολουθύεσ πραγματικών αριθμών και ija  . 

 Αν k

k

k

x
X

y

 
  
 

 , 11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

, το ςύςτημα (2.32) γρϊφεται:  

 1k kX AX                                                                         (2.33) 

Σην ύδια μορφό ϋχει και ϋνα ςύςτημα n - διαςτϊςεων με nA
 και

 1 2( ) ( ) ( )... ( )k nx x k x k x k x k


  . 

Εύναι φανερό ότι αν εύναι γνωςτό το 0x  τότε εύναι γνωςτού όλοι οι όροι τησ ακoλoυθύασ 

 kx . Kϊθε ακoλoυθύα  kx  που επαληθεύει την (2.33) λϋγεται λύςη του ςυςτόματοσ. Η 

λύςη του ςυςτόματοσ (2.33) με 0(0)X x  προκύπτει ϊμεςα από την επαναληπτικό 

διαδικαςύα:  

0

k

kX A X                                                                        (2.34) 

και εξαρτϊται μόνο από την τιμό του (0)X .  

Επειδό η μορφό (2.34) περιϋχει τη δύναμη kA  η οπούα δεν εύναι ιδιαύτερα εύχρηςτη 

προτιμούμε να βρούμε μια πιο απλό ϋκφραςό τησ η οπούα προκύπτει όταν ο πύνακασ A  
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εύναι διαγωνοποιόςιμοσ, δηλαδό όταν υπϊρχει μύα βϊςη  1 2, ,..., nV V V από ιδιοδιανύςμα-

τα του A  ςτον χώρο 
1n . Σότε το 

0X  γρϊφεται  

0 1 1 2 2 ... n nX cV c V c V    . 

Αν 
1 2, ,..., n    εύναι οι αντύςτοιχεσ ιδιοτιμϋσ τότε από την 

i i iAx X  ϋπεται ότι 

1 ...k k k

i i i i iA V A V V     και ϊρα η λύςη (2.34) παύρνει την μορφό  

0 1 1 1 2 2 2 ... .k k k k

k n n nX A X c V c V c V        

 

υνόθωσ γρϊφουμε τη ςχϋςη αυτό διατϊςςοντασ τισ ιδιοτιμϋσ από αυτόν με τη 

μεγαλύτερη απόλυτη τιμό προσ αυτό με την μικρότερη.                                                                 

Αν    0: k

k kX X A X  εύναι μύα λύςη του ςυςτόματοσ τότε τα ςημεύα 1 2, ,..., ,...kx x x του n  

με πύνακεσ ςτόλεσ τουσ 1 2, ,..., ,...kX X X  λϋμε ότι ορύζουν την τροχιϊ του δυναμικού 

ςυςτόματοσ που περιλαμβϊνει το 0X . 

υςτόματα με δύο ό περιςςότερεσ διαςτϊςεισ χρηςιμοποιούνται για τη καταςκευό 

μαθηματικών προτύπων για ςυςτόματα όπου απαιτούνται περιςςότερεσ από μύα 

μεταβλητϋσ για την περιγραφό τουσ.  

2.12  Εξιςώςεισ διαφορών 

 

 Οριςμόσ 2.12.1. Μια εξύςωςη διαφορών εύναι μια εξύςωςη που ςυςχετύζει τουσ διϊφορουσ 

όρουσ μιασ ακολουθύασ αριθμών 0 1 2{ , , ,...}y y y . Οι όροι τησ ακολουθύασ { }ny  θεωρούνται 

ϊγνωςτοι και ο ςκοπόσ μασ εύναι να τουσ βρούμε.  

Παραδεύγματα εξιςώςεων διαφορών εύναι:  

 (α)  1 8 1n ny y                                 (β)  2

1 5 1n ny y                         (γ)  2 1 2 1n n ny y y n       

Οριςμόσ 2.12.2.  Η τϊξη ό το βόμα μιασ εξύςωςησ διαφορών ορύζεται από την διαφορϊ 

μεταξύ του μεγαλύτερου και του μικρότερου δεύκτη των όρων τησ ακολουθύασ που 

εμφανύζονται ςτην εξύςωςη.  

το προηγούμενο παρϊδειγμα δηλαδό  οι εξιςώςεισ (α) και (β) εύναι 1ησ τϊξησ, ενώ η (γ) 

εύναι 2ησ τϊξησ.  

Οριςμόσ 2.12.3. Λύςη μιασ εξύςωςησ διαφορών ονομϊζεται η ακολουθύα { }ny  που 

ικανοποιεύ την εξύςωςη n  . 
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Θεωρούμε τουσ αριθμούσ 
0, 1,2,..., , , 0i na i n a a    και μια ακολουθύα  ,kz k

πραγματικών αριθμών. Μια εξύςωςη τησ μορφόσ 

  0 1 1 1 1...k n k n n k n k ka y a y a y a y z k                                           (2.35) 

λϋγεται γραμμικό εξύςωςη διαφορών τϊξησ n .   

Η ακολουθύα  kz  αποτελεύ την μη-ομογενό ακολουθύα ό την εξαναγκαςμϋνη ακολουθύα 

τησ εξύςωςησ. Εϊν όλοι οι όροι τησ  kz εύναι μηδϋν, τότε η γραμμικό εξύςωςη διαφορών 

ονομϊζεται ομογενόσ εξύςωςη.  

 Οι  , 1,2,...,ia i n  αποτελούν τουσ ςυντελεςτϋσ τησ εξύςωςησ.  Όταν οι ακολουθύεσ αυτϋσ 

εύναι ςταθερϋσ, τότε η εξύςωςη διαφορών εύναι με ςταθερούσ ςυντελεςτϋσ, διαφορετικϊ 

εύναι με μεταβλητούσ ςυντελεςτϋσ. 

 

Ϊςτω  το ςύνολο όλων των πραγματικών ακολουθιών  ,kx k  και η εξύςωςη (2.35). 

Ορύζουμε την απεικόνιςη 

:T     τϋτοια ώςτε       ,k kT y z  

όπου η   kz  δύνεται από την εξύςωςη(2.35). Η  T  εύναι γραμμικό, οπότε το ςύνολο των 

λύςεων τησ αντύςτοιχησ ομογενούσ εξύςωςησ διαφορών εύναι ο πυρόνασ τησ T  και 

επομϋνωσ εύναι υπόχωροσ του  . 

Ιςχύουν: 

1) Η εξύςωςη (2.35) ϋχει μοναδικό λύςη, αν εύναι γνωςτϊ τα 0 1 1, ,..., ny y y  . Πρϊγματι από 

την (2.35) ϋχουμε τισ ςχϋςεισ: 

a) Αν  1 1 ...n k k k n n ky z a y a y       

b)  1 1 1 1

1
...k k n k k n n k

n

y z y a y a y
a

           από τισ ορύζεται η μοναδικό λύςη  ky .  

(Από τισ  (a) ορύζονται τα n ky   για 0k   και από τισ (b)  τα ky για 0k  ). 

2) Αν 0L εύναι ο υπόχωροσ των λύςεων τησ αντύςτοιχησ ομογενούσ εξύςωςησ τησ (2.35) 

τότε 0dim L n .  Πρϊγματι, από την 1, η απεικόνιςη 0: nS L   με 

   0 1 1, ,...,k nS y y y y  εύναι ϋνασ ιςομορφιςμόσ και επομϋνωσ 0dim dim .nL n   

3)  Όπωσ και ςτα γραμμικϊ ςυςτόματα, το ςύνολο L  των λύςεων τησ (2.35) εύναι ϋνασ 

ςημειακόσ χώροσ με αντύςτοιχο διανυςματικό τον 0L , δηλαδό εύναι 0L x L  , όπου 

x  μια τυχούςα λύςη τησ (2.35). 
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 Παρατόρηςη 2.12.1  τισ εξιςώςεισ διαφορών υπϊρχει μια  ορύζουςα, η ορύζουςα του  

Casorati,  η οπούα ορύζεται ωσ εξόσ: Ϊςτω ςτην εξύςωςη διαφορών 2ησ τϊξησ  θεωρούμε 

δυο ακολουθύεσ  ku  και  kv . Η ακολουθύα, που ορύζεται από την ορύζουςα:  

1 1

( , ) ,
k k

k k

k k

u v
C u v k

u v 

    

ονομϊζεται ορύζουςα του Casorati . 

 

Θεώρημα 2.12.1. Εϊν οι ακολουθύεσ  ku  και  kv  εύναι λύςεισ τησ γραμμικόσ ομογενούσ 

εξύςωςησ διαφορών , τότε  

α) εϊν η ορύζουςα του Casorati ( , ) 0,k kC u v k   , τότε οι λύςεισ  ku  ,  kv εύναι 

γραμμικϊ ανεξϊρτητεσ και  

β) εϊν η ορύζουςα του Casorati ( , ) 0,k kC u v k   , τότε οι λύςεισ  ku  ,  kv εύναι 

γραμμικϊ εξαρτημϋνεσ. 

Παρατόρηςη 2.12.2  Ϊςτω η ομογενόσ εξύςωςη διαφορών 

0 1 1 1 1... 0k n k n n k n ka y a y a y a y           k  ,                         (2.36) 

η (2.36) μπορεύ πϊντα να γραφεύ ςτη μορφό 

1k kX AX   k   

(δηλαδό να αντικαταςταθεύ από ϋνα δυναμικό ςύςτημα), όπου kX εύναι διανύςματα του 

1n  και A  ϋνασ n n  πύνακασ. Πρϊγματι αρκεύ να θεωρόςουμε ωσ: 

1

1

k

k

k

k n

y

y
X

y



 

 
 
 
 
 
 

,  

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n n n

A

a a a a 

 
 
 
 
 
 
     

 

Παρϊδειγμα 2.12.1 Να γραφεύ ωσ ϋνα δυναμικό ςύςτημα η εξύςωςη 

3 2 15 3 2 0,k k k ky y y y k        

Από την εξύςωςη ϋχουμε 3 1 22 3 5 .k k k ky y y y      
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Ϊςτω   
1

2

k

k k

k

y

X y

y





 
 


 
  

. 

Σότε   
1 1

1 2 2 1

3 1 2 2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 .

2 3 5 2 3 5

k k k

k k k k k

k k k k k

y y y

X y y y AX

y y y y y

 

   

   

        
       

     
       
                

 

Εξιςώςεισ τησ μορφόσ (2.36) χρηςιμοποιούνται και ςτα Χηφιακϊ ςυςτόματα όπου η 

ακολουθύα  ky περιγρϊφει γνωςτό ςόμα ειςόδου (input) και η  kz το ςόμα εξόδου 

(output). Μια τϋτοια εξύςωςη ονομϊζεται γραμμικό φύλτρο και οι αριθμού 0 1, ,..., na a a

ςυντελεςτϋσ του φύλτρου (ςυνόθωσ το 0 1a   ). 

Παρϊδειγμα 2.12.2  Θεωρούμε το γραμμικό φύλτρο  

2 10.35 0.5 0.35 ,k k k ky y y z k                                                   (2.37) 

 Αν το ςόμα ειςόδου εύναι το  cos( / 4),ky k k  , το οπούο προϋρχεται από τη 

δειγματοληψύα  του ςυνεχούσ ςόματοσ cos( / 4)y t , θα υπολογύςουμε το 

«φιλτραριςμϋνο» ςόμα εξόδου  kz .  

Εύναι  

           ...,cos( 4),cos(2 4),cos(3 4),... ... ,1, 0.7,0, 0.7, 1, 0.7,0,...k

k o

y   


  
     

         

(2.38) 

και από την (2.37) ωσ ςόμα εξόδου παύρνουμε το  

  ...,0.7,0, 0.7, 1, 0.7,0,...k

k o

z


  
    
  

, 

που όπωσ βλϋπουμε από την (2.38), εύναι το  ky μετατοπιςμϋνο προσ τα αριςτερϊ 

κατϊ  μύα θϋςη. Σο ςόμα   kz δηλαδό, εύναι απλϊ μύα μετατεθημϋνη εκδοχό του 

αρχικού ςόματοσ   ky , παρουςιϊζοντασ μύα χρονικό προπόρευςη. 

 Αν το ςόμα ειςόδου εύναι το  cos(3 / 4),ky k k   ,το οπούο προϋρχεται από τη 

δειγματοληψύα  του υψηλότερησ ςυχνότητασ ςυνεχούσ ςόματοσ cos(3 / 4)y t , 

δηλαδό αν  
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  ..., 1 , 0.7,0, 0.7,1, 0.7,0,...k

k o

y


  
    
  

 

ωσ ςόμα εξόδου παύρνουμε το μηδενικό ςόμα    0 .kz    

Δηλαδό το φύλτρο επιτρϋπει να περνϊ το χαμηλόσ ςυχνότητασ ςόμα ενώ κόβει το 

υψηλόσ ςυχνότητασ ςόμα. Tο φύλτρο αυτό ονομϊζεται «low pass filter». 
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Κεφϊλαιο 3 

Κανονικϋσ Μορφϋσ Πινϊκων 

 

3.1 Κανονικό Μορφό Πινϊκων ωσ προσ τη 

χϋςη Ιςοδυναμύασ  
 

το  ςύνολο ( )K
   των    πινϊκων µε ςτοιχεύα από το ςώµα K  ( K   ό ) η 

ϋννοια τησ ιςοδυναµύασ πινϊκων 1( ~ )B A B Q AP  ορύζει ςτο ( )K
   µύα ςχϋςη 

ιςοδυναµύασ, η οπούα χωρύζει το ( )K
  ςε κλϊςεισ ιςοδυναµύασ.  

’ ϋναν πύνακα η εναλλαγό δύο γραμμών (ό ςτηλών), το γινόμενο γραμμόσ (ό ςτόλησ) επύ 

αριθμό 0    και το ϊθροιςμα μιασ γραμμόσ με  μια ϊλλη  πολλαπλαςιαςμϋνη με ϋναν 

αριθμό  (ό ςτηλών) ονομϊζονται ςτοιχειώδεισ μεταςχηματιςμού γραμμών (ςτηλών ). 

Με τουσ ςτοιχειώδεισ μεταςχηματιςμούσ ςκοπόσ μασ εύναι να μεταςχηματύςουμε τον 

   πύνακα A  ςε απλούςτερη  μορφό. Ϊτςι, με ςτοιχειώδεισ μεταςχηματιςμούσ 

γραμμών ο ςύνθετοσ πύνακασ 

I A  

μεταςχηματύζεται ςτον 

R B
 

όπου 

11 12 1

22 1

b b b

b b
B

b b





 

 
 
 
 
 
  

,                                       όταν    
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και 

11 12 1

22 20

0

0

b b b

b b

B
b







 
 
 
 

  
 
 
 
  

,                                          όταν    

χωρύσ κατ’ ανϊγκη όλα τα  «διαγώνια ςτοιχεύα»  να εύναι διϊφορα του μηδενόσ. τη 

ςυνϋχεια θεωρούμε τον ςύνθετο πύνακα 

I

B



 

και με ςτοιχειώδεισ μεταςχηματιςμούσ ςτηλών μεταςχηματύζουμε αυτό ςτον πύνακα 

r

S

C
 

όπου ο πύνακασ rC  γενικϊ ϋχει μύα από τισ ακόλουθεσ μορφϋσ: 

rD 
 
                  

D
  

                   

D 
 
               

D                                (3.1) 

ο δε διαγώνιοσ πύνακασ D  δεν ϋχει μηδενικϊ διαγώνια ςτοιχεύα. Αντύςτοιχα των πινϊκων 

ςτην (3.1) ϋχουμε 

,r             r               r            r     

και προφανώσ με επιπλϋον ςτοιχειώδεισ μεταςχηματιςμούσ ςτον πύνακα 
r

S

C
 

μπορούμε 

να καταλόξουμε ώςτε r rD I  .  

Ο πύνακασ rC ονομϊζεται κανονικό μορφό του πύνακα A  και εύναι μοναδικόσ. Εύναι τησ 

µορφόσ              

r

r

I
C

 
  
 

                                                                                                                                   

όπου rI  εύναι ο µοναδιαύοσ r r  πύνακασ και  µηδενικού πύνακεσ κατϊλληλων 
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διαςτϊςεων, που εύναι ιςοδύναµοι µε τον A . Οι πύνακεσ ,R S  εύναι αντιςτρϋψιμοι και 

αποδεικνύεται η αξιοςημεύωτη ςχϋςη 

rC RAS                                                                        (3.2) 

Η τϊξη του διαγώνιου πύνακα D  ό ιςοδύναμα, το πλόθοσ των μη μηδενικών γραμμών του 

πύνακα B  ονομϊζεται βαθμόσ  του A  και ςυμβολύζεται rank A  .  

Από την ( 3.1 ) εύναι φανερό ότι για κϊθε    πύνακα A  ϋχουμε  

rank A             και            rank A   

Επιπλϋον, όταν r    και ο πύνακασ A  εύναι αντιςτρϋψιμοσ, 

rank A r  

Επειδό ο βαθµόσ ( )rank A  του πύνακα A  ιςούται µε r  και οι ιςοδύναµοι πύνακεσ ϋχουν 

τον ύδιο βαθµό, ϋπεται ότι όλοι οι ιςοδύναµοι πύνακεσ θα ϋχουν την ύδια κανονικό μορφό.  

Ωρα κϊθε κλϊςη ιςοδυναµύασ θα ϋχει ακριβώσ ϋναν πύνακα κανονικόσ µορφόσ ωσ 

αντιπρόςωπό τησ. Επύπλϋον επειδό  ( ) min ,rank A k     ϋχουµε ότι το πλόθοσ των 

κλϊςεων ιςοδυναµύασ, ςτισ οπούεσ χωρύζεται το ( )K
   από τη ςχϋςη ιςοδυναµύασ 

πινϊκων, εύναι ύςο µε 1k  , όςοι δηλαδό οι πύνακεσ κανονικόσ µορφόσ rC , 1,2,...,r k  και 

ο µηδενικόσ    πύνακασ (µηδενικό κλϊςη).  

Σο ςύνολο για παρϊδειγμα 
3 4 χωρύζεται ςε τϋςςερισ κλϊςεισ: τη µηδενικό και ςε 

τρεύσ ακόµη κλϊςεισ  

(  3 min 3,4k   ) µε αντιπροςώπουσ τουσ πύνακεσ:  

1

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

C

 
 


 
  

 , 2

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

C

 
 

  
 
 

 , 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

C

 
 


 
  

 

Ϊτςι κϊθε µη µηδενικόσ 3 4  πύνακασ A  εύναι ιςοδύναµοσ µε 1C , αν ( ) 1rank A  , µε 2C , 

αν ( ) 2rank A   και µε 3C , αν ( ) 3rank A  . 
 

Παρϊδειγμα 3.1.1 Να βρεθεύ η κανονικό μορφό rC  του πύνακα   

0 0 1 2

2 6 5 2

1 3 2 0

A

 
 

  
 
  

 και 

οι αντιςτρϋψιμοι πύνακεσ ,R S , ώςτε rRAS C  .  
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Ϊχουμε 

3 1

2 3 2

3 3 2

3
2

1 0 0 0 0 1 2 0 0 1 1 3 2 0

0 1 0 2 6 5 2 ~ 0 1 2 0 0 1 2

0 0 1 1 3 2 0 1 0 0 0 0 1 2

0 0 1 1 3 2 0

~ 0 1 2 0 1 1 2

1 1 2 0 0 0 0

I A

R B

 

   

  

   
   

            
      

 
 

       
  

 

2 2 1

3 3 1 3 4 3

4 4 1 2 3

3
2 2

4

1 0 0 0 1 3 2 0 1 2 3 4

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 2

~ ~0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 3 2 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 1 2 0 0 1 2 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

I

B

   
       

    

      
    
    
     
     

      
      

    
       

    
    

2

S

C






 
  
 






 

Επομϋνωσ εύναι 2C RAS ,  με 2rank A   όπου 

0 0 1

0 1 2

1 1 2

R

 
 

 
 
  

, 

1 2 3 4

0 0 1 0

0 1 0 2

0 0 0 1

S

  
 
 
 
 
 

, 
2

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

C

 
 

  
 
   

Όταν ο πύνακασ A  εύναι τετραγωνικόσ και ςτο ςύνθετο πύνακα R B   όλα τα διαγώνια 

ςτοιχεύα  του ϊνω τριγωνικού πύνακα B  εύναι μη μηδενικϊ, με ςτοιχειώδεισ 

μεταςχηματιςμούσ γραμμών ςτον πύνακα R B    μπορούμε να μηδενύςουμε τα ςτοιχεύα 

1 2 1,, ,...,i i i ib b b   και μετϊ να μεταςχηματύςουμε με τα ςτοιχεύα iib  ςε 1. Ϊτςι, θα 

καταλόξουμε ςτο ςύνθετο πύνακα 

R I    

Επειδό  RA I  ςυμπεραύνουμε ότι 1R A . 



 
71 

                                                                                                                                    Μήτσιου Αρσενόη 
 

3.2  Κανονικϋσ Μορφϋσ Πινϊκων ωσ προσ 

τη χϋςη Ομοιότητασ 
 

την παραγραφο αυτό θα αναζητόςουμε κανονικϋσ μορφϋσ για γραμμικϋσ απεικονύςεισ 

μεταξύ του ύδιου χώρου και κατϊ ςυνϋπεια για τετραγωνικούσ πύνακεσ με  μια ειδικότερη 

ςχϋςη ιςοδυναμύασ, τη γνωςτό ςχϋςη ομοιότητασ πινϊκων. Σο γεγονόσ ότι δεν εύναι 

διαγωνοποιόςιμοι όλοι οι γραμμικού μεταςχηματιςμού ( )vT UL , όπωσ και όλοι οι 

τετραγωνικού πύνακεσ καθιςτϊ την περύπτωςη αυτό πιο δύςκολη. 
Για να εύναι μύα γραμμικό απεικόνιςη ( , )T U VL διαγωνοποιόςιμη θα πρϋπει να υπϊρχει 

μύα βϊςη ςτον 
vU από ιδιοδιανύςματα τησ T . Σότε ο πύνακασ που αντιςτοιχεύ ςτη 

γραμμικό απεικόνιςη T  ωσ προσ τη βϊςη αυτό εύναι διαγώνιοσ. 

Για να εύναι ϋνασ τετραγωνικόσ πύνακασ ( )
v

A KÐ  
διαγωνοποιόςιμοσ θα πρϋπει να 

υπϊρχει μύα βϊςη ςτον  vK  από ιδιοδιανύςματα του A . Σότε ο πύνακασ A  εύναι όμοιοσ με 

ϋναν διαγώνιο πύνακα  . Τπϊρχει δηλαδό αντιςτρϋψιμοσ πύνακασ P , που λϋγεται πύνα-

κασ ομοιότητασ τϋτοιοσ ώςτε 1A P P  .  

το ςύνολο των κλϊςεων ιςοδυναμύασ του ,
v οι οπούεσ ορύζονται από τη ςχϋςη ομοιό-

τητασ υπϊρχουν κλϊςεισ που δεν περιϋχουν κανϋνα διαγώνιο πύνακα. Εύναι αυτϋσ που 

αντιςτοιχούν ςε μη διαγωνοποιόςιμουσ πύνακεσ. Επομϋνωσ, αν  ϋνασ πύνακασ (ό ϋνασ 

γραμμικόσ μεταςχηματιςμόσ) δεν ειναι διαγωνοποιόςιμοσ,  μπορεύ να πϊρει μια απλού-

ςτερη μορφό, η οπούα  λϋγεται κανονικό μορφό ωσ προσ τη ςχϋςη ομοιότητασ. 

 Οι πιο ςυνηθιςμϋνεσ κανονικϋσ μορφϋσ ωσ προσ τη ςχϋςη ομοιότητασ εύναι:  

α) Η τριγωνικό μoρφό και η κανονικό μoρφό Jordan.  Αφορούν γραμμικϋσ απεικονύςεισ 

και πύνακεσ που οι ιδιοτιμϋσ τουσ ανόκoυν όλεσ μϋςα ςτο ςώμα K . Σο χαρακτηριςτικό 

τουσ πολυώνυμο ( )X   παραγοντοποιεύται πϊνω ςτο K  ςε γινόμενο πρωτoβϊθμιων 

παραγόντων, δηλαδό ϋχει τη μoρφό  

1 2( ) ( )( ) ( )X            , 

όπου 1 2, ,..., K     (όχι κατ' ανϊγκη διϊφορεσ μεταξύ τουσ).  

β) Η ρητό κανονικό μορφό. Αναφϋρεται ςε όλεσ τισ γραμμικϋσ απεικονύςεισ επύ ενόσ 

διανυςματικού χώρου U  και τουσ τετραγωνικούσ πύνακεσ χωρύσ καμιϊ δϋςμευςη για τισ 

ιδιοτιμϋσ τουσ (οι οπούεσ μπορεύ και να μην υπϊρχουν ςτο ςώμα K , όπωσ π.χ. 

πραγματικού πύνακεσ με μιγαδικϋσ ιδιοτιμϋσ). Βαςύζεται μόνο ςτο γεγονόσ ότι το 

χαρακτηριςτικό τουσ πολυώνυμο ( )X t παραγοντοποιεύται πϊντα κατϊ μοναδικό τρόπο 
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με παρϊγοντεσ ανϊγωγα πολυώνυμα διαφορετικϊ μεταξύ τουσ και με ςυντελεςτό 

μεγιςτοβϊθμιου όρου τη μονϊδα, δηλαδό ϋχει τη μορφό  

1 2

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) knn n

kX t t t t    , 

όπου ( )i t  , 1 i k   διϊφορα ανϊ δύο, ανϊγωγα πολυώνυμα με ςυντελεςτό 

μεγιςτοβϊθμιου όρου τη μονϊδα και 
in , 1 i k   φυςικού αριθμού.  

3.2.1 Σριγωνικό Μορφό – Θεώρημα Schur 

Θεώρημα 3.2.1.1. (Θεώρημα Schur) . Ϊςτω U   ϋνασ διανυςματικόσ χώροσ με εςωτερικό 

γινόμενο oριςμϋνoσ πϊνω ςε ϋνα ςώμα K .  Αν ο γραμμικόσ μεταςχηματιςμόσ ( )vT UL  

ϋχει όλεσ τισ ιδιοτιμϋσ) του ςτο ςώμα K  τότε υπϊρχει ορθοκανονικό βϊςη B  του vU  ωσ 

προσ την οπούα ο πύνακασ τησ T  εύναι τριγωνικόσ (μπορεύ να επιλεγεύ ϊνω ό κϊτω 

τριγωνικόσ).  

 Αν θϋλαµε ο T  να αντιςτοιχεύ ςε κϊτω τριγωνικό πύνακα, τότε βρύςκουµε τον ϊνω 

τριγωνικό πύνακα A  για τον T  , οπότε ο A  θα εύναι ο κϊτω τριγωνικόσ πύνακασ που 

αντιςτοιχεύ ςτον T .  

Οριςμόσ 3.2.1.1  Ϊνασ πύνακασ ( )
v

A KÐ εύναι τριγωνοποιόςιμοσ ςτο K  αν εύναι όμοιοσ 

με ϋναν ϊνω τριγωνικό πύνακα, δηλαδό αν υπϊρχει αντιςτρϋψιμοσ πύνακασ ( )
v

B KÐ

τϋτοιοσ ώςτε ο πύνακασ 

1B AB D 
                                                                       (3.3) 

να εύναι ϊνω τριγωνικόσ. 

Θεώρημα 3.2.1.2. Αν ο v v  πύνακασ ( )
v

A KÐ  ϋχει όλεσ τισ ιδιοτιµϋσ του ςτο ςώµα K , 

τότε:  

1.  Αν K 
 
ο πύνακασ A  εύναι όµοιοσ µε ϋνα τριγωνικό πύνακα D  µϋςω ενόσ 

ορθοµοναδιαύου πύνακα Q  δηλαδό 1A QDQ .  

2.  Αν K   υπϊρχει ορθογώνιοσ πύνακασ P  και ϊνω τριγωνικόσ πύνακασ D  

τϋτοιοσ ώςτε 1A PDP .  

Γενικϊ λοιπόν ιςχύει: 

Πρόταςη 3.2.1.1. Κϊθε τετραγωνικόσ πύνακασ ( )
v

A KÐ  µε ιδιοτιµϋσ ςτο ςώµα K  εύναι 

όµοιοσ προσ ϋνα ϊνω τριγωνικό πύνακα (και επύςησ προσ ϋνα κϊτω τριγωνικό πύνακα) .  
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Απόδειξη. Θα εφαρµόςουµε επαγωγό ωσ προσ την τϊξη v  του πύνακα A . Η Πρόταςη 

3.2.1.1 ιςχύει τετριµϋνα για 1v  .  

Ϊςτω ότι ιςχύει για τουσ πύνακεσ µϋχρι και ( 1) ( 1)v v   , 2v  . Αν 
1  εύναι µύα ιδιοτιµό 

του A  µε αντύςτοιχο µοναδιαύο ιδιοδιϊνυςµα 
1X , µε την µϋθοδο Gram-Schmidt, κα-

ταςκευϊζουµε µύα ορθοκανονικό βϊςη  1 2, ,..., vX X X  του vK  και ςχηµατύζουµε τον 

πύνακα 
1Q , που ϋχει ωσ ςτόλεσ τα διανύςµατα 1 2, ,..., vX X X . Ο πύνακασ 

1Q  εύναι 

ορθοµοναδιαύοσ και η πρώτη ςτόλη του πύνακα 
1 1Q AQ εύναι το διϊνυςµα  

1 1 1 1 1 1 1Q AX Q X e     , 

 (παρατηρεύςτε ότι    1 1 1 1 2 1 1... 1 0 ... 0vQ X X X X X X X
       ), 

οπότε   

1

1 1

1

0

0

Q AQ
A





  
 
 
 
 
 

 με   
1
( )

v
A K


Ð  

Ωρα ιςχύει η υπόθεςη τησ επαγωγόσ για τον πύνακα 1A  και επομϋνωσ υπϊρχει 

oρθoμoναδιαύoσ ( 1) ( 1)v v    πύνακασ 2Q  και ϊνω τριγωνικόσ πύνακασ 1 1
D

 


τϋτοιοι ώςτε 1 2 1 2D Q AQ .  

Αν θϋςουμε 
3

1

1 0 0

0

0

Q
D

 
 
 
 
 
 

 τότε ο 3Q  εύναι ορθομοναδιαύοσ v v  πύνακασ και 

ϋχουμε: 

1 1

3 1 1 3

2 1 2 1

0 0

0 0

Q Q AQ Q D
Q AQ D

 

 



      
   
     
   
   
                               

(3.4) 

Θϋτουμε 1 3Q QQ .  

Σότε από τισ ςχϋςεισ (3.4) ϋχουμε Q AQ D  , όπου Q oρθoμoναδιαύoσ και D  ϊνω 

τριγωνικόσ πύνακασ. 
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Παρατόρηςη 3.2.1.1. Για τον A  υπϊρχουν oρθoμoναδιαύoσ πύνακασ Q  και ϊνω 

τριγωνικόσ πύνακασ D  τϋτοιοι ώςτε D Q A Q  , οπότε D Q AQ   και ο πύνακασ D


εύναι κϊτω τριγωνικόσ. Σότε ο A  εύναι ορθομοναδιαύα τριγωνοποιόςιμοσ.    

Παρϊδειγμα 3.2.1.1. Για τον πύνακα  

0 1 0

4 4 0

2 1 2

A

 
 

 
 
  

  

να βρεθεύ ϊνω τριγωνικόσ πύνακασ D  και oρθoγώνιoσ πύνακασ Q  τϋτοιοι ώςτε 

D Q AQ .  Σο χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του πύνακα εύναι το 3( ) ( 2)AX     με 

μοναδικό ιδιοτιμό την 1 2 
 
(τριπλό ρύζα).                                                                                    

Από ( 2 ) 0A I X   προκύπτει ομογενϋσ ςύςτημα, του οπούου η λύςη εύναι ο ιδιόχωροσ 

2 1 3 1 3{ (1 2 0) (0 0 1) : , }T TE x x x x    

 Ϊνα μοναδιαύο ιδιοδιϊνυςμα τησ ιδιοτιμόσ π.χ. 1 2   εύναι το  1 0 0 1X


 . 

Θεωρώ τα διανύςματα  2 1 0 0X


 ,  3 0 1 0X


  , τα οπούα μαζύ με το 1X  (ωσ 

πρώτο διϊνυςμα) αποτελούν  μύα ορθοκανονικό βϊςη του 3 . 

Ωρα ο ορθομοναδιαύοσ πύνακασ  1 1 2 3

T
Q x x x ,θα εύναι  1

0 1 0

0 0 1

1 0 0

Q

 
 


 
  

 . 

 Σότε εύναι 
1 1

2 2 1

0 0 1

0 4 4

Q AQ

 
 


 
  

 και ϋςτω 
1

0 1

4 4
A

 
  

 
. 

 Σο χαρακτηριςτικό πολυώνυμο του  πύνακα 1A  θα εύναι το 
1

2 2( ) 4 4 ( 2)AX          

με  ιδιοτιμϋσ 1 2  , (διπλό ρύζα). Αν ακολουθόςουμε την ύδια διαδικαςύα όπωσ 

προηγούμενα για τον πύνακα 1A
 
ϋχουμε ότι, η λύςη του ςυςτόματοσ που προκύπτει από 

( 2 ) 0A I X  εύναι ο ιδιόχωροσ  

2 1 1{ (1 2) : }TE x x  . 

Ϊνα μοναδιαύο ιδιοδιϊνυςμα αντύςτοιχο τησ ιδιοτιμόσ εύναι το  1

1
1 2

5
Y


 .  
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Μύα ορθοκανονικό βϊςη του 2  με πρώτο διϊνυςμα το 
1Y  εύναι η 

   1 2

1 1
1 2 , 2 1

5 5
Y Y

  
   

 
  και ϋςτω 

2

1 21

2 15
Q

 
  

 
  .  

Σότε  
2 1 2 1

2 5

0 2
Q AQ D  

  
 

.  

Αν   
3

2

1 0 0
1 0 0

1 2
0

0 5 5

0 2 1
0

5 5

Q

Q

 
  
  

      
  
   
 
 

 και   
1 3

1 2
0

5 5

2 1
0

5 5

1 0 0

Q Q Q

 
 

 
 

   
 
 
  

 
,  

ϋχουμε 

1

2 4 / 5 3 / 5 2 4 / 5 3 / 5

0 2 5
0

0 0 2
0

Q AQ D

D



 
   
      
    

  

. 

Πόριςμα 3.2.1.1. Ϊνασ πύνακασ ( )
v

A K  
τριγωνοποιεύται αν και μόνο αν το χαρακτη-

ριςτικό του πολυώνυμο αναλύεται ςε γινόμενο πρωτοβϊθμιων παραγόντων ςτο K  . 

Πόριςμα 3.2.1.2. Κϊθε πύνακασ ( )
v

A τριγωνοποιεύται.  

Αξιοποιώντασ το θεώρημα Schur μπορούμε να αποδεύξουμε μύα ςημαντικό ιδιότητα που 

ςχετύζεται με τισ ιδιοτιμϋσ και το ύχνοσ ενόσ πύνακα 

Πρόταςη 3.2.1.2. ε κϊθε ( )
v

A K ιςχύει 

1 2 ...trA      
 

όπου 1 2, ,..., K     εύναι οι ιδιοτιμϋσ του πύνακα A . 

Διαγωνοπούηςη πινϊκων ειδικόσ μορφόσ 

 Κϊθε ερµιτιανόσ πύνακασ ( )
v

A  διαγωνοποιεύται και µϊλιςτα από ϋνα 

ορθοµοναδιαύο πύνακα Q .  

Απόδειξη. Ϊςτω D  ϋνασ ϊνω τριγωνικόσ πύνακασ µε τον οπούο ο A  εύναι όµοιοσ µε 

πύνακα οµοιότητασ τον Q . Σότε D Q AQ   και D Q A Q Q AQ D      . Ωρα ο D  

εύναι ερµιτιανόσ και επειδό εύναι και ϊνω τριγωνικόσ, θα εύναι διαγώνιοσ.  
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 Κϊθε ςυμµετρικόσ πύνακασ ( )
v

A  εύναι διαγωνοποιόςιμοσ και µϊλιςτα από ϋνα 

ορθογώνιο πύνακα P .  

Κϊθε ϊνω τριγωνικόσ (ό κϊτω τριγωνικόσ) πύνακασ που εύναι όµοιοσ µε τον πύνακα A  

ϋχει ωσ διαγώνια ςτοιχεύα τισ ιδιοτιµϋσ του A .  

Παρατόρηςη 3.2.1.2. Δυο όµοιοι, ϊνω τριγωνικού πύνακεσ, µπορεύ να διαφϋρουν 

ςηµαντικϊ µεταξύ τουσ.  

Για παρϊδειγµα οι πύνακεσ   
1

1 1 4

0 2 2

0 0 3

A

 
 


 
  

 και 
2

2 1 3 2

0 1 2

0 0 3

A

 
 

  
 
  

 

εύναι όµοιοι µε πύνακα οµοιότητασ τον ορθοµοναδιαύο πύνακα 

1 1 0
1

1 1 0
2

0 0 2

Q

 
 

  
 
 

. 

Οι πύνακεσ 1A , 2A  δεν εύναι διαφορετικού µόνο ωσ προσ τα µη διαγώνια ςτοιχεύα, αλλϊ και 

τα διαγώνια ςτοιχεύα τουσ εύναι µε διαφορετικό ςειρϊ.  

3.2.2 Κανονικό Μορφό Jordan 

Γνωρύζουμε  ότι υπϊρχουν πύνακεσ ( )
v

A K  οι οπούοι δε διαγωνοποιούνται.             

Ϊνασ πύνακασ εύναι μη διαγωνοποιόςιμοσ όταν τα γραμμικϊ ανεξϊρτητα ιδιοδιανύςματϊ 

του δεν εύναι αρκετϊ, ώςτε να καταςκευαςτεύ ϋνασ αντιςτρϋψιμοσ πύνακασ , μϋςω του 

οπούου επιτυγχϊνεται η διαγώνια μορφό.                                                                                              

ε αυτϋσ τισ περιπτώςεισ χρειϊζεται να επεκτεύνουμε το ςύνολο των γραμμικϊ ανεξϊρ-

τητων ιδιοδιανυςμϊτων του αντύςτοιχου ιδιοχώρου ςε μύα βϊςη, η οπούα πρϋπει να ϋχει 

διϊςταςη ύςη με την αλγεβρικό πολλαπλότητα τησ αντύςτοιχησ ιδιοτιμόσ. Η επϋκταςη 

κατορθώνεται με τη βοόθεια των  «γενικευμϋνων ιδιοδιανυςμϊτων».                                             

ε αυτόν την ενότητα παρουςιϊζεται η θεωρύα που αφορϊ την ύπαρξη και την κατϊ-

ςκευό ενόσ πύνακα, που εύναι αντύςτοιχοσ του πύνακα τησ διαγωνοπούηςησ του A . Η νϋα 

μορφό παραγοντοπούηςησ του πύνακα A  δεν εύναι διαγώνια, αλλϊ «πολύ κοντϊ» ςτη 

διαγώνια μορφό, εύναι μύα μορφό απλό και εξύςου χρόςιμη και ονομϊζεται κανονικό 

μορφό Jordan.                            

Η Jordan κανονικό µορφό ενόσ n n   πύνακα A  εύναι ϋνασ κατϊλληλοσ διαγώνιοσ κατϊ 

µπλοκ πύνακασ. Ϊςτω 1 2, ,..., k     (1 )k n  εύναι οι διαφορετικϋσ μεταξύ τουσ ιδιοτιμϋσ 

του πύνακα A   και 1 2, ,..., kn n n   εύναι οι αλγεβρικϋσ τουσ πολλαπλότητεσ.  
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Αν ςυμβολύςουμε με 
iJ  το Jordan block που αντιςτοιχεύ ςτην ιδιοτιμό

i  τότε αυτό εύναι 

ϋνασ 
i in n  πύνακασ ο οπούοσ ορύζεται ωσ εξόσ.  

Διακρύνω τισ περιπτώςεισ 

1) n nA R   τότε υπϊρχουν οι εξόσ υποπεριπτώςεισ 

Α) Αν η ιδιοτιμό i  εύναι πραγματικόσ αριθμόσ και ϋχει την ύδια αλγεβρικό και 

γεωμετρικό πολλαπλότητα 
i in m  τότε εύναι 

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ...

i

i

i

i

J







 
 
 
 
 
 

. 

Β) Αν  η ιδιοτιμό i  εύναι πραγματικό και ϋχει διαφορετικό αλγεβρικό και 

γεωμετρικό πολλαπλότητα i in m  τότε το iJ ϋχει την μορφό  

1

2

, 1

0 ... 0 0

0 ... 0 0

0 0 ... 0 0

0 0 0 ...

0 0 0 ... 0

i

i i

i i

i

i

i i n

i

J

 

 



 





 
 
 
 

  
 
 
 
  

,                  όπου 0ij  ό 1 .  

Σο  Jordan block iJ  ςχηματύζεται από im  υπό-block τα οπούα ϋχουν  την μορφό  

διϊςταςη >1 διϊςταςη =1 

1 0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 0 ... 0 0

0 0 0 ... 1

0 0 0 ... 0

i

i

i

i

i











 
 
 
 
 
 
 
 
    

όπου η διϊςταςό τουσ καθορύζεται από 

την πτώςη των τϊξεων των πινϊκων 

( )S

i nA I   όπου 1,2,3...s  ,    

 

 

 

 i  
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Γ) Αν η ιδιοτιμό 
i  εύναι μιγαδικόσ αριθμόσ τότε και ο 

i εύναι επύςησ ιδιοτιμό του 

πύνακα και αν 
i a bi     τότε οι δύο ςυζυγεύσ ιδιοτιμϋσ ,i i   μασ δύνουν το Jordan 

block  
i

a b
J

b a

 
  

 
. 

2) n nA C   τότε ιςχύουν  μόνο οι  περιπτώςεισ όπου ο πύνακασ ϋχει πραγματικϊ ςτοιχεύα 

(δηλαδό οι περιπτώςεισ Α και Β). 

Θεώρημα 3.2.2.1  (Jordan παραγοντοπούηςη) Για κϊθε πύνακα n nA  , υπϊρχει ϋνασ 

αντιςτρϋψιμοσ πύνακασ n nX   τϋτοιοσ ώςτε 1X AX J  .   

Αν ο πύνακασ A  διαγωνοποιεύται τότε X P   , όπου P  ο πύνακασ ομοιότητασ. 

Αν ο πύνακασ A   δεν διαγωνοποιεύται, τότε X P , όπουP   ο πύνακασ μετϊβαςησ. 

Η µη διαγωνοπούηςη του A  οφεύλεται, όπωσ προεύπαμε ,ςτο ότι τα γραμμικώσ ανεξϊρ-

τητα ιδιοδιανύςματα του δεν εύναι αρκετϊ ώςτε να δώςουν µύα βϊςη  . 

 Ιςοδύναµα, υπϊρχουν ιδιόχωροι (τουλϊχιςτον ϋνασ) που αντιςτοιχούν ςε πολλαπλϋσ 

ιδιοτιµϋσ και oι οπoύoι ϋχουν διϊςταςη μικρότερη από την αλγεβρικό πολλαπλότητα τησ 

αντύςτοιχησ ιδιοτιµόσ. Οι ιδιόχωροι αυτού επεκτεύνονται µε τα "γενικευµϋνα 

ιδιοδιανύςµατα", ώςτε η διϊςταςό τουσ να γύνει ύςη µε την αλγεβρικό πολλαπλότητα τησ 

αντύςτοιχησ ιδιοτιμόσ. 

Οριςμόσ 3.2.2.1.  Ϊςτω ( )
v

A K .  Ϊνα μη μηδενικό διϊνυςμα 1nx K   λϋγεται 

γενικευμϋνο ιδιοδιϊνυςμα του A  αν για την ιδιοτιμό i K   ιςχύει  

( ) 0p

iA I x   , 

για κϊποιο p  . την περύπτωςη αυτό λϋμε ότι το 1nx K   αντιςτοιχεύ ςτην ιδιοτιμό 

i .  Σο ςύνολο 

 1 : ( ) 0,
i

n p

iK x K A I x p        

ονομϊζεται γενικευμϋνοσ ιδιόχωροσ τησ ιδιοτιμόσ i . 

 Αν p  εύναι ο μικρότεροσ φυςικόσ αριθμόσ με την παραπϊνω ιδιότητα, τότε το ςύνολο 

 1 2( ) , ( ) ,..., ( ) ,p p

i i iA I x A I x A I x x       

ονομϊζεται αλυςύδα από γενικευμϋνα ιδιοδιανύςματα και ο αριθμόσ p ονομϊζεται μόκοσ 

τησ αλυςύδασ.          
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Οριςμόσ 3.2.2.2 Ο πύνακασ P , που ϋχει ωσ ςτόλεσ τα ιδιοδιανύςματα τησ κανονικόσ βϊςησ 

Jordan   , με την ύδια ςειρϊ, λϋγεται  πύνακασ ομοιότητασ και ικανοποιεύ τη ςχϋςη 

1J P AP  

Οριςμόσ 3.2.2.3  Για ϋναν τετραγωνικό πύνακα A  χρηςιμοποιούμε τον μεταςχηματιςμό  

1

2 1

3 2

1

( )

( )

( )

( )

i

i

i

i p p

A I X

A I X X

A I X X

A I X X







 

 

 

 

 

 

Από τισ εξιςώςεισ αυτϋσ προκύπτουν τα ιδιοδιανύςματα iX  που μασ βοηθούν ςτην 

δημιουργύα του πύνακα ομοιότητασ P . Σα διανύςματα αυτϊ εύναι γραμμικϊ ανεξϊρτητα. 

 

ε όλεσ τισ περιπτώςεισ η Jordan μορφό του πύνακα A   εύναι 

1

2

i

i

i

i

in

J

J
J

J

 
 
 
 
 
  

.  

Για να καταςκευϊςουμε τουσ πύνακεσ ijJ πρϋπει να γνωρύζουμε  

 Σισ ιδιοτιµϋσ 1 2, ,..., k  
 µε τισ αντύςτοιχεσ αλγεβρικϋσ τουσ πολλαπλότητεσ 

1 2, ,..., km m m . 

  Σισ γεωµετρικϋσ τουσ πολλαπλότητεσ 1 2, ,..., kn n n . 

 Σα µόκη των ξϋνων µεταξύ των περιόδων που αντιςτοιχούν ςε κϊθε ιδιοτιµό.  

Παρϊδειγμα 3.2.2.2  Να δειχθεύ ότι ο πύνακασ   

2 1 0

1 0 1

1 3 1

A

 
 

 
 
  

 

δεν διαγωνοποιεύται, να βρεθεύ η κανονικό μορφό Jordan και ο πύνακασ P . 

Σο  χαρακτηρηςτικό πολυώνυμο του πύνακα A  εύναι 

  3 2 2

2 1 0

( ) det det 1 1 3 4 ( 2) ( 1)

1 3 1

AX I A
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 Επομϋνωσ οι ιδιοτιμϋσ εύναι 
1 21, 2    (διπλό). 

 

 Για την ιδιοτιμό 
1 1   , αντιςτοιχούν ιδιοδιανύςματα που εύναι οι μη μηδενικϋσ 

λύςεισ  του ςυςτόματοσ     
1 1

1 2 2

3 3

2 1 0

1 0 1 1

1 3 1

x x

Ax x x x

x x



     
     

    
     
          

. 

Οπότε, 

2

1 2 1 1 2 1 1

2 1

1 3 2 1 3 2 1 1 1

3 1

1 2 3 3 1 2 3 13

2 3 0 1
3

0 3 3 , 0
4

3 3 2 0 4 4

x x x x x x x
x x

x x x x x x x x x x
x x

x x x x x x x xx

            
           

                                                    

Ωρα για 1 1    επιλϋγουμε αντύςτοιχο ιδιοδιϊνυςμα το  1 1 3 4
T

X    με 1dim 1.E 
 

Η γεωμετρικό πολλαπλότητα τησ ιδιοτιμόσ 
1  ιςουται με 1 1n  , ταυτύζεται δηλαδό με την 

αλγεβρικό τησ πολλαπλότητα 1 1m  . 

 

 Για την ιδιοτιμό 2 2   αντιςτοιχούν ιδιοδιανύςματα που εύναι οι μη μηδενικϋσ λύςεισ 

του ςυςτόματοσ  
1 1

2 2 2

3 3

2 1 0

1 0 1 2

1 3 1

x x

Ax x x x

x x



     
     

   
     
          

. 

 Οπότε,  

 

2

1 2 1 2 1 1

1 3

1 3 2 1 3 2 1 1

2

1 2 3 3 1 2 3 13

2 2 0 1

2 2 0 0 , 0
0

3 2 3 0 1

x x x x x x
x x

x x x x x x x x x
x

x x x x x x x xx

          
          

                                             

. 

Ωρα για 2 2  επιλϋγουμε αντύςτοιχο ιδιοδιϊνυςμα το  2 1 0 1
T

X   με 2dim 1.E 
 

Η γεωμετρικό πολλαπλότητα τησ ιδιοτιμόσ 2  ιςούται με 2 1n  , δεν ταυτύζεται δηλαδό 

με την αλγεβρικό τησ πολλαπλότητα η οπούα εύναι 2 2m  . 

Ωρα ο πύνακασ A  δεν διαγωνοποιεύται οπότε για να βρώ την Jordan κανονικό μορφό θα 

πρϋπει να υπολογύςω τα Jordan Block. 

Εύναι  1 1J  
 
και 

2

2 1

0 2
J

 
  
 

 , οπότε η Jordan κανονικό μορφό του πύνακα A  θα εύναι 

 

1

2

1 0 0

( ) 0 2 1

0 0 2

J
J A

J
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Βϊςη Jordan: Ϊχουμε 
2 2m 

 
και 

2 1n 
 
ϊρα χρειαζόμαςτε για τη βϊςη

2 , 
2 2 1m n 

  

ακόμη ιδιοδιϊνυςμα. Σο ιδιοδιϊνυςμα αυτό θα προκύψει από τη ςχϋςη 
3 2( 2 ) .A I X X 

Ωρα 

1 1

3 2 2 2

3 3

2 1 0 2 0 0 1 0 1 0 1

( 2 ) 1 0 1 0 2 0 0 1 2 1 0

1 3 1 0 0 2 1 1 3 1 1

x x

A I X X x x

x x

              
              

                        
                            

 

2

2 1

2

1 2 3

3 1

1 2 3 3

1
1

2 0 1
2

3 1 2

x x c
x

x x x x
x x

x x x cx

    
      

                           

 

Οπότε για 0c   παύρνουμε  3 0 1 2
T

X   ϊρα ο πύνακασ P  θα εύναι ο 

1 1 0

3 0 1

4 1 2

P

 
 

 
 
    

Εύρεςη κανονικόσ Μορφόσ Jordan με διαγρϊμματα.    

 Ϊςτω V  ϋνασ διανυςματικόσ χώροσ με dimV n , 1 2, ,..., k    οι διϊφορεσ μεταξύ τουσ 

ιδιοτιμϋσ  του T , όλεσ ςτο ςώμα K .  Ϊςτω ακόμη 
1

k

i

i

 


  μύα βϊςη Jordan για τον T , 

όπου i  μύα διατεταγμϋνη βϊςη του γενικευμϋνου ιδιόχωρου ( )
i

K T  του T  που εύναι 

ϋνωςη των ξϋνων μεταξύ των περιόδων που αντιςτοιχούν ςτην ιδιοτιμό i .                                                  

Αν  iT , εύναι ο περιοριςμόσ του T ςτον υπόχωρο ( )
i

K T και  i iA T


  εύναι ο πύνακασ 

του iT , ωσ προσ τη βϊςη i , η κανονικό μορφό Jordan εύναι ο πύνακασ  J T


 που 

δύνεται ςτη ςχϋςη  

1

2

i

i

i

i

in

J

J
A

J

 
 
 
 
 
  

.                                                                                                                 

Τπενθυμύζουμε ότι οι περύοδοι εύναι διατεταγμϋνεσ με τϋτοιο τρόπο ώςτε τα μόκη τουσ 

jp να φθύνουν : 1 2 .
inp p p    

Για παρϊδειγμα αν η 1 2 3 4i         εύναι ϋνωςη τεςςϊρων περιόδων , 1,2,3,4i i   
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με  μόκη 
1 2 2 43, 2, 2, 1p p p p     αντύςτοιχα, τότε ο 

iA  θα εύναι ο πύνακασ 

1

2

3

4

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

i

i

i i

i i

i

i i

i i

i

i

J

J
A

J

J

















 
 
 
  
  
   
  
  
  
 
 
    

Αν τοποθετόςουμε τα ςτοιχεύα κϊθε περιόδου ςε μύα ςτόλη και ςε κϊθε ςτοιχεύο τησ 

περιόδου αντιςτοιχύςουμε ϋναν αςτερύςκο, θα προκύψει ο παρακϊτω πύνακασ. 

1  2  3  4  

2

1( )iT I x   

1( )iT I x   

1x  

2( )iT I x   

2x  

 

2( )iT I x   

3x  

 

4x  

 

 

1 : (3 3)iJ   2 : (2 2)iJ   3 : (2 2)iJ   4 : (1 1)iJ   

    

ό διατηρώντασ μόνο τουσ αςτερύςκουσ, χωρύσ την αναγραφό των ςτοιχεύων των 

περιόδων, ϋχουμε το παρακϊτω διϊγραμμα τησ ιδιοτιμόσ i  

* * * *

* * *

*
 

Κϊθε ςτόλη του διαγρϊμματοσ αντιςτοιχεύ και ςε ϋνα ςτοιχειώδη πύνακα Jordan με ιδιο-
τιμό i , του Jordan μπλόκ iA . Σο πλόθοσ των αςτερύςκων ςε κϊθε ςτόλη, που ιςούται με 

το μόκοσ τησ αντύςτοιχησ περιόδου, καθορύζει τη διϊςταςη του αντύςτοιχου ςτοιχειώδη 
πύνακα Jordan.  

υγκεκριμϋνα, ςτην 1η ςτόλη του διαγρϊμματοσ αντιςτοιχεύ ο πρώτοσ ςτοιχειώδησ 
πύνακασ Jordan 1iJ  που εύναι τύπου 3 3 , γιατύ τρεισ αςτερύςκοι υπϊρχουν ςτη 1η ςτόλη. 

Ο 2iJ , που αντιςτοιχεύ ςτη 2η ςτόλη, εύναι τύπου 2 2 , αφού δύο αςτερύςκοι υπϊρχουν 

ςτη 2η ςτόλη κ.ο.κ.  

Παρϊδειγμα 3.2.2.3  Να βρεθεύ η κανονικό µορφό Jordan ενόσ γραµµικού µεταςχηµα-

τιςµού µε dim( ) 7V   και  
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1 1 1 11 12

2 2 2 21

2, 4, 2, 2 , 2

3, 3, 1, 3

m n p p

m n p





    

    
 

Από τα δεδομϋνα προκύπτουν τα διαγρϊμματα 

1 2   
2 3    

* * * 

* * * 

 * 

Ϊχουμε δύο διαφορετικϋσ ιδιοτιμϋσ ϊρα η μορφό Jordan J  θα ϋχει 2 Jordan μπλοκ 1 2,A A . 

Η ιδιοτιμό 1 2   θα ϋχει:  

α) Σόςουσ αςτερύςκουσ, όςη  η αλγεβρικό τησ πολλαπλότητα im ,  δηλαδό 4.  

β) Σόςεσ ςτόλεσ, όςη  η γεωμετρικό τησ πολλαπλότητα in , δηλαδό 2  (όςοι εύναι και οι 

αντύςτοιχοι ςτοιχειώδεισ πύνακεσ Jordan).  

γ) Οι δύο ςτόλεσ  θα ϋχουν 2 αςτερύςκουσ, όςεσ εύναι και οι τϊξεισ των ςτοιχειωδών 

πινϊκων Jordan 11J  , 12J  (εύναι 2 2 ).  

Η ιδιοτιμό 1 3    θα ϋχει:  

α) Σόςουσ αςτερύςκουσ, όςη  η αλγεβρικό τησ πολλαπλότητα im ,  δηλαδό 3.  

β) Σόςεσ ςτόλεσ, όςη  η γεωμετρικό τησ πολλαπλότητα in , δηλαδό 1. (Δηλαδό ϋνασ 

πύνακασ  Jordan 21J   ) 

γ) Η  ςτόλη θα ϋχει 3 αςτερύςκουσ, όςη εύναι και η τϊξη του ςτοιχειώδη πύνακα Jordan 

21J  (εύναι 3 3 ).  

Επομϋνωσ θα ϋχουμε                              1

2

A
J

A

 
  
 

 

Ωρα                                             

2 1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0

0 0 2 1 0 0 0
 

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 3 1 0

0 0 0 0 0 3 1

0 0 0 0 0 0 3

J

 
 
  
   
 

  
   

  
  
  

  
    

. 
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3.2.3 Ρητό Μορφό 

 Η ρητό κανονικό μορφό ενόσ γραμμικού μεταςχηματιςμού ό ενόσ τετραγωνικού πύνακα 

εύναι ανεξϊρτητη από την ύπαρξη ό μη ιδιοτιμών και από το αν οι ιδιοτιμϋσ (όταν 

υπϊρχουν) ανόκουν ό όχι ςτο ςώμαK . Βαςύζεται μόνο ςτο γεγονόσ ότι το 

χαρακτηριςτικό πολυώνυμο ( )X   αναλύεται πϊντα, κατϊ μοναδικό τρόπο, ςε γινόμενο 

παραγώντων τησ μορφόσ 1 2

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) kmm m

kX         , όπου τα ( )i  εύναι 

ανϊγωγα πολυώνυμα, διϊφορα μεταξύ τουσ  με ςυντελεςτό μεγιςτοβϊθμιου όρου τη 

μονϊδα. 

Η θεωρητικό δομό μιασ ρητόσ κανονικόσ μορφόσ εύναι ανϊλογη με αυτόν τησ κανονικόσ 

μορφόσ Jordan. Ϊτςι λοιπόν αναλογικϊ ϋχουμε: 

 τη θϋςη των διωνύμων i   χρηςιμοποιούνται τα ανϊγωγα πολυώνυμα ( )i  που 

εύναι παρϊγοντεσ του χαρακτηριςτικού πολυωνύμου. 

 τη θϋςη των γενικευμϋνων ιδιοχώρων ( )
i

K T , χρηςιμοποιούνται οι υπόχωροι 

( )
i

K T , που εύναι γενύκευςη των ( )
i

K T . 

 τη θϋςη των περιόδων, που απαρτύζουν την κανονικό βϊςη Jordan, 

χρηςιμοποιούνται   T -κυκλικϋσ βϊςεισ που ςχηματύζουν τη ρητό κανονικό βϊςη. 

 ε κϊθε ( )i  αντιςτοιχεύ ϋνα διϊγραμμα που ϋχει  ωσ ςτόλεσ τισ αντύςτοιχεσ T - 

κυκλικϋσ βϊςεισ, όπωσ οι περύοδοι ςτα διαγρϊμματα των ιδιοτιμών ςτην κανονικό 

μορφό Jordan. 

Για κϊθε γραμμικό μεταςχηματιςμό ( )T VL υπϊρχει διατεταγμϋνη βϊςη   του V

τϋτοια ώςτε ο πύνακασ  C T


  του T  να  εύναι τησ μορφόσ  

1

2

v

C

C
C

C

 
 
 
 
 
 

  , 

όπου τα διαγώνια ςτοιχεύα iC  εύναι πύνακεσ (ϊρα ο C  εύναι μπλοκ – διαγώνιοσ). Ο πύνα-

κασ  C  λϋγεται ρητό κανονικό μορφό του T  και η αντύςτοιχη βϊςη   ρητό κανονικό 

βϊςη του T . Σο χαρακτηρηςτικό πολυώνυμο του T  εύναι το    

( ) det( )TX I C   . 

Οριςμόσ 3.2.3.1. Ϊςτω  V ϋνασ διανυςματικόσ χώροσ, ( )T VL , x V  , 0x  , 
2( ) [ , , ,...]xU C T x Tx T x   και , τότε το ςύνολο 2 1( ) { , , ,..., }k

xB T x Tx T x T x  εύναι μια βϊςη  

του ( )xC T η οπούα λϋγεται T -κυκλικό βϊςη του ( )xC T που παρϊγεται από το x . 
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 Οριςμόσ 3.2.3.2. Ϊςτω ( )T VL   με χαρακτηρηςτικό πολυώνυμο 

1 2

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ...( ( )) kmm m

T kX        ,              όπου ( )i t ,1 i k   

εύναι ανϊγωγα πολυώνυμα , διϊφορα μεταξύ τουσ, με ςυντελεςτό μεγιςτοβϊθμιου όρου 

τη μονϊδα και im  . Για κϊθε : (1 )i i k   ορύζουμε το ςύνολο ( )
i

K T ωσ: 

( ) { : ( ( )) 0
i

p

iK T x V T x   
 
για κϊποιο *}.p

 

Πρόταςη 3.2.3.1. Αν ( )T VL  με , 0x V x   και ο T -μηδενιςτόσ του x  εύναι τησ μορφόσ

( ( )) pt  , όπου ( )t  ϋνα ανϊγωγο πολυώνυμο με ςυντελεςτό μεγιςτοβϊθμιου όρου τη 

μονϊδα, τότε το ( )t  διαιρεύ το ελϊχιςτο πολυώνυμο του T και ( )x K T  . 

Θεώρημα 3.2.3.1. . Ϊςτω ( )T VL   με χαρακτηρηςτικό πολυώνυμο 

 
1 2

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ...( ( )) kmm m

T kX        ,              όπου ( )i t ,1 i k   

εύναι ανϊγωγα πολυώνυμα , διϊφορα μεταξύ τουσ, με ςυντελεςτό μεγιςτοβϊθμιου όρου 

τη μονϊδα και im  . Σότε:   

 Σο ελϊχιςτο πολυώνυμο του T ϋχει τουσ ύδιουσ παρϊγοντεσ  ( )i t ,1 i k   με το 

( )TX   , ωσ ανϊγωγα, διϊφορα μεταξύ τουσ, πολυώνυμα με ςυντελεςτό 

μεγιςτοβϊθμιου όρου τη μονϊδα. 

 dim ( )
i i iK T d m  , όπου ( ( ))i id rank t , 1 i k  .  

 Αν   εύναι μια ρητό βϊςη του V  τότε το ςύνολο ( )
ii K T    εύναι μια βϊςη του 

( )
i

K T , 1,2,...,i k  .                                                                                                                

Αντιςτρόφωσ  Αν i  εύναι μια βϊςη του ( )
i

K T , τότε η  
1

k

i
i

 


  εύναι μια βϊςη του V . 

Ειδικότερα, αν κϊθε i  εύναι ϋνωςη ξϋνων μεταξύ των T -κυκλικών βϊςεων , τότε η  

εύναι μια ρητό κανονικό βϊςη του T .   

 

Θεώρημα 3.2.3.2  Ϊςτω ( )t  ϋνα ανϊγωγο πολυώνυμο με ςυντελεςτό μεγιςτοβϊθμιου 

όρου τη μονϊδα, παρϊγοντασ του χαρακτηριςτικού πολυωνύμου ( )TX   του ( )T VL .   

Αν d εύναι ο βαθμόσ του ( )t , il  ο αριθμόσ των αςτερύςκων ςτην i  γραμμό του 

διαγρϊμματοσ, που αντιςτοιχεύ ςτο ( )t ωσ προσ μια ρητό κανονικό βϊςη του T και 

( ( )) dim ( ( ))r T R T  , τότε: 
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1

1

1
[dim ( ( ))]

1
[ ( ( ) ) ( ( ) )] , 1j j

j

l V r T
d

l r T r T j
d



 


  


  


                                                (3.5) 

Οριςμόσ 3.2.3.3 ε κϊθε πολυώνυμο 1

1 1 0( ) ...n n

nt t a t a t a 

      αντιςτοιχεύ ϋνασ 

πύνακασ τησ μορφόσ 

0

1

1

0 0 0

1 0 0

0 0 1 n

a

a
A

a 

 
 


 
 
 

 

 . 

Ο πύνακασ αυτόσ ονομϊζεται ςυνοδόσ ό ςυνοδεύων πύνακασ.  

Εύρεςη Ρητόσ Κανονικόσ Μορφόσ με διαγρϊμματα    

Ϊςτω ( )T VL  και 1 2

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) kmm m

T kX          το χαρακτηριςτικό πολυώνυμο 

του T  , όπου ( )i t  , 1 i k   εύναι ανϊγωγα πολυώνυμα, διϊφορα μεταξύ τουσ, με 

ςυντελεςτό μεγιςτοβϊθμιου όρου τη μονϊδα και 
im   . Σότε : 

α) τον T αντιςτοιχούν k το πλόθοσ διαγρϊμματα, όςοι και οι παρϊγοντεσ ( )i t  , 1 i k   

του  ( )TX t . Επομϋνωσ ςε κϊθε παρϊγοντα ( )i t  ακριβώσ ϋνα διϊγραμμα. το διϊγραμμα 

αυτό: 

i) Ο αριθμόσ των αςτερύςκων εύναι ύςοσ με im  και ο αριθμόσ των ςτηλών ιςούται 

με τον αριθμό των ςυνοδών πινϊκων που ςχετύζονται με το ( )i t . Ωρα κϊθε ςτόλη 

καθορύζει και τον αντύςτοιχο ςυνοδό πύνακα. Πιο ςυγκεκριμϋνα: 

ii) Αν jp  εύναι ο αριθμόσ των αςτερύςκων ςτην j - ςτόλη τότε ο αντύςτοιχοσ 

ςυνοδόσ πύνακασ εύναι τύπου ( ) ( )i j i jd p d p  και εύναι ο ςυνοδόσ πύνακασ του 

πολυωνύμου ( ( )) jp

i t . 

iii) ’ ϋνα διϊγραμμα οι αριθμού jp , που δύνουν τον αριθμό των αςτερύςκων ςτην       

j - ςτόλη, εύναι κατϊ φθύνουςα τϊξη. 

ημειώνεται ότι ςε κϊθε j - ςτόλη αντιςτοιχεύ μύα T - κυκλικό βϊςη j  από i jd p  το 

πλόθοσ ςτοιχεύα ( όπου ( )i id rank t ). Σο ςτοιχεύο ju , που παρϊγει τη βϊςη j , εύναι 

τϋτοιο ώςτε ( ( )) 0jp

i jT u  , δηλαδό το ( ( )) jp

i t εύναι ο T - μηδενιςτόσ του ju . Σο ςύνολο 

i j
j

    εύναι βϊςη του ( )
i

K T  και αποτελεύ το τμόμα, μύασ ρητόσ κανονικόσ βϊςησ  , 
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που αντιςτοιχεύ ςτον παρϊγοντα ( )i t . Ϊτςι με τον τρόπο αυτό καταςκευϊζουμε τη βϊςη 

 , που εύναι η 
1

k

i
i

 


  . 

β) Η διϊταξη των αςτερύςκων ςτα διϊγραμματα και επομϋνωσ και ο αριθμόσ και η μορφό 

των ςτηλών, καθορύζονται από τουσ τύπουσ (3.5).     

Παρϊδειγμα 3.2.3.1. Να βρεθεύ η ρητό κανονικό μορφό ενόσ γραμμικού μεταςχηματιςμού  
9( )T L   που ϋχει διαιρϋτεσ του χαρακτηριςτικού πολυωνύμου τα ανϊγωγα 

πολυώνυμα 2

1( ) 3t t   , 2( ) 1t t   , 2

3( ) 2 3t t t    με αντύςτοιχα διαγρϊμματα: 

1 2 3( ) ( ) ( )t t t  

    



 

Ϊχουμε 31 2

1 2 3( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))
mm m

TX        και 1 2d  αφού 2

1( ) 3t t   . 

Σο διϊγραμμα του 1( )t ϋχει δύο αςτερύςκουσ ( 1 2m  ) και δύο ςτόλεσ( 1 2,p p ), ϊρα θα 

αντιςτοιχούν δύο ςυνοδού πύνακεσ τύπου  

1 1 1 1( ) ( ) (2 1) (2 1) 2 2d p d p        και 1 2 1 2( ) ( ) (2 1) (2 1) 2 2d p d p        

Ωρα θα ϋχουμε τον ύδιο πύνακα δύο φορϋσ τύπου, που εύναι ο ςυνοδόσ πύνακασ του 
1

1 1( ) ( )t t  . 

Ωρα  
1 2

0 3

1 0
C C

 
   

 
. 

Ϊχουμε 2 1d  αφού 2( ) 1t t   . 

Σο διϊγραμμα του 2 ( )t ϋχει τρεισ αςτερύςκουσ ( 2 3m  )και δύο ςτόλεσ ( 1 2,p p ), ϊρα δύο 

ςυνοδούσ πύνακεσ  3C , 4C .  

Η 1η ςτόλη ϋχει δύο αςτερύςκουσ,
 1 2p   ϊρα ο 3C θα εύναι ο ςυνοδόσ πύνακασ τύπου  

2 1 2 1( ) ( ) (1 2) (1 2) 2 2d p d p         του 1 2 2

2 2( ( )) ( ( )) 2 1
p

t t t t     ,  

οπότε 3

0 1

1 2
C

 
  

 
.  

Η 2η ςτόλη ϋχει ϋνα αςτερύςκο 2 1p  , ϊρα ο 4C
 θα εύναι ο ςυνοδόσ πύνακασ τύπου  

2 2 2 2( ) ( ) (1 1) (1 1) 1 1d p d p         του 2 1

2 2 2( ( )) ( ) ( ) 1
p

t t t t      ,  
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οπότε  4 1C   . 

 Σϋλοσ ϋχουμε 
3 2d  αφού 2

3( ) 2 3t t t     και το διϊγραμμα του 
3( )t ϋχει ϋναν 

αςτερύςκο (
3 1m   )και μια ςτόλη ( 1p ), ϊρα ο 5C θα εύναι ο ςυνοδόσ πύνακασ  τύπου  

3 1 3 1( ) ( ) (1 2) (1 2) 2 2d p d p          του 1 1 2

3 3( ( )) ( ) 2 3
p

t t t t     , 

οπότε 
5

0 3
.

1 2
C

 
  
 

 

Επομϋνωσ η ρητό κανονικό μορφό του T θα εύναι ο 9 9  πύνακασ 

 

 

1

2

3

4

5

0 3 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 3 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 3

0 0 0 0 0 0 0 1 2

C

C

C C

C

C

   
  
  
  
    
   
             
  
      
 
  
  
   

 

Παρϊδειγμα 3.2.3.2 Να βρεθεύ η ρητό κανονικό μορφό C του πύνακα A  και αντιςτρϋ-

ψιμοσ πύνακασ P τϋτοιοσ ώςτε 1C P AP , όπου  

4 1 0 0

0 4 1 0

0 0 4 0

0 0 0 3

A

 
 
 
 
 
 

. 

Σο χαρακτηριςτικό πολυώνυμο 1 2 3

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( 4) ( 3)
m m

AX t t t      
 του 

A  ϋχει δύο 

διαιρϋτεσ, τα ανϊγωγα πολυώνυμα  1( ) 4t t    με 1 3m  και 2( ) 3t t   με 2 1m    . 

 Σο διϊγραμμα του 1( )t  ϋχει τρεισ αςτερύςκουσ  αφού 1 3m  . 

Για να βρούμε πόςοι εύναι οι αςτερύςκοι τησ πρώτησ γραμμόσ χρηςιμοποιούμε τον τύπο 

1

1
[dim ( ( ))]l V r T

d
   με 4dim dim 4V   , 1d  και ( ( )) dim ( ) dim( )r T T A I      . 
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4 4 1 0 0 0 1 0 0

0 4 4 1 0 0 0 1 0

0 0 4 4 0 0 0 0 0

0 0 0 4 3 0 0 0 1

I A

     
   

  
     
   
   

   

. Ωρα dim( ) 3I A   .  

Ωρα  1η γραμμό ϋχει  1

1
( ) 4 3 1

1
l t     αςτερύςκο. 

Δεν χρειϊζεται να υπολογύςουμε τουσ αςτερύςκουσ ςτισ ϊλλεσ γραμμϋσ αφού ςε ϋνα 

διϊγραμμα οι αριθμού 
jp , που δύνουν τον αριθμό των αςτερύςκων ςτην j - ςτόλη, εύναι 

κατϊ φθύνουςα τϊξη. Ϊτςι λοιπόν ϋχουμε μύα ςτόλη με τρεισ αςτερύςκουσ και ο ςυνοδόσ 

πύνακασ θα εύναι ο 
1C

 
τύπου  

1 1( ) ( ) (3 1) (3 1) 3 3d p d p          του 3 3 2

1( ( )) 12 48 64t t t t      ,  

οπότε  1

0 0 64

1 0 48

0 1 12

C

 
 

 
 
  

 

Σο διϊγραμμα του 2 ( )t  ϋχει ϋναν αςτερύςκο αφού 2 1m  , 1d  αφού 2( ) 3t t   και ϊρα 

ϋνα ςυνοδό πύνακα, τον 2C , τύπου  

1 1( ) ( ) (1 1) (1 1) 1 1d p d p           του 1

2( ( )) 3t t   , οπότε .  

Επομϋνωσ τα διαγρϊμματα 1( ),t 2 ( )t  θα εύναι  

1 2( ) ( )t t 

 





 

και η ρητό κανονικό μορφό του πύνακα  θα εύναι  

 

. 

Για τον προςδιοριςμό του πύνακα P  αρκεύ να καταςκευϊςουμε μια ρητό κανονικό βϊςη 

 . Η διαδικαςύα εύναι παρόμοια με την εύρεςη κανονικόσ Jordan βϊςησ. 

 2 3C 

C A

0 0 64 0

1 0 48 0

0 1 12 0

0 0 0 3

C
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 Από τα διαγρϊμματα των 
1( )t , 

2 ( )t φαύνεται ότι πρϋπει να βρούμε δύο διανύςματα 
1u  

και 
2u , με μηδενιςτϋσ αντύςτοιχα τα πολυώνυμα 3

1( ( ))t  και 
2 ( )t , τϋτοια ώςτε 

 2

1 1 1 2, , ,u Au A u u  . 

 Πρϊγματι, επειδό το διϊγραμμα του
1( )t ϋχει μια ςτόλη με τρεισ αςτερύςκουσ και ο 

βαθμόσ του 
1( )t εύναι 1d  , αφού 

1( ) 4t t   , το τμόμα 
1  τησ βϊςησ   που αντιςτοιχεύ 

ςτο 
1( )t θα εύναι μύα A - κυκλικό βϊςη με 3 1 3   ςτοιχεύα. Επομϋνωσ θα ϋχει τη μορφό 

 2

1 1 1 1, ,u Au A u   με 3

1 1( ) 0A u   και 2

1 1( ) 0A u  , δηλαδό το 3

1( )A  εύναι ο μηδενιςτόσ 

του 1u .  

Ιςοδύναμα 3 3

1 1( ( ) ) (( 4 ) )u N A N A I    και 2 2

1 1( ( ) ) (( 4 ) )u N A N A I   .  

Εύναι  2

1 2(( 4 ) ) ,N A I e e   και  3

1 2 3(( 4 ) ) , ,N A I e e e  . 

 Ωρα, ωσ 1u , μπορούμε να πϊρουμε το 1 3u e , οπότε η 

   2

1 1 1 1, , (0,0,1,0) ,(0,1,4,0) ,(1,8,16,0)u Au A u     . 

 Σο διϊγραμμα του 2 ( )t  ϋχει ϋνα αςτερύςκο (ςε μύα ςτόλη) και ο βαθμόσ του 2 ( )t  εύναι 

1d  , οπότε χρειαζόμαςτε ϋνα διϊνυςμα 2u  τϋτοιο ώςτε 2 2( ) 0A u   δηλαδό 

2( 3 ) 0A I u   

Αυτό ςημαύνει ότι το 2u  εύναι ϋνα ιδιοδιϊνυςμα του A . Εύναι ( 3 ) (0,0,0,1)N A I      , 

οπότε 2 (0,0,0,1)u   (αν εύχαμε περιςςότερα ιδιοδιανύςματα, θα πϋρναμε εκεύνο που 

όταν γραμμικώσ ανεξϊρτητο με το  2

1 1 1, ,u Au A u ).  

Ωρα μύα ρητό κανονικό βϊςη εύναι η  (0,0,1,0) ,(0,1,4,0) ,(1,8,16,0) ,(0,0,0,1)    
 

 και ο ζητούμενοσ πύνακασ 

0 0 1 0

0 1 8 0

1 4 16 0

0 0 0 1

P

 
 
 
 
 
 

. 

Ρητό Κανονικό Μορφό και Ελϊχιςτο Πολυώνυμο 

 Από το Θεώρημα 3.2.3.1 και τη διαδικαςύα εύρεςησ τησ ρητόσ κανονικόσ μορφόσ ενόσ 

γραμμικού μεταςχηματιςμού T , προκύπτει ότι η μορφό αυτό ϋχει ϊμεςη ςχϋςη και με το 

ελϊχιςτο πολυώνυμο του T .  
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 Ϊςτω ( )T VL , 1 2

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) kmm m

T kX          το χαρακτηριςτικό πολυώνυμο 

και 1 2

1 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) kpp p

T km          το ελϊχιςτο πολυώνυμο του T , όπου ( )i t , 

1 i k   εύναι ανϊγωγα πολυώνυμα, διϊφορα μεταξύ τουσ, με ςυντελεςτό 

μεγιςτοβϊθμιου όρου τη μονϊδα. Ο διανυςματικόσ χώροσ ( )
i

K T  ϋχει μύα βϊςη που εύναι 

ϋνωςη, ( )
ju T , 1,2,..., ij n , T - κυκλικών βϊςεων 

ju . Ϊςτω ( ( )) ijp

i t , 1,2,..., ij n  με 

1 2 ...
ii i i inp p p p     οι αντύςτοιχοι μηδενιςτϋσ των διανυςμϊτων iu (τα οπούα 

παρϊγουν τισ βϊςεισ αυτϋσ). Για κϊθε 1,2,...,i k  τα πολυώνυμα ( ( )) ijp

i t  εύναι τα 

χαρακτηριςτικϊ πολυώνυμα των ςυνοδών πινϊκων τησ ρητόσ κανονικόσ μορφόσ, που 

αντιςτοιχούν ςτον παρϊγοντα ( )i t και λϋγονται ςτοιχειώδεισ διαιρϋτεσ του T . Ο αριθμόσ 

των φορών που παρουςιϊζεται ϋνασ  ςτοιχειώδησ διαιρϋτησ ςτην  ανϊλυςη του ( )TX   

λϋγεται πολλαπλότητα του ςτοιχειώδη διαιρϋτη. Η ρητό κανονικό μορφό καθορύζεται 

πλόρωσ μόνο όταν εύναι γνωςτού όλοι οι ςτοιχειώδεισ διαιρϋτεσ και οι πολλαπλότητϋσ 

τουσ.  

Ο περιοριςμόσ του T ςτον υπόχωρο ( ) [ ( )]
j ju uC T T  ϋχει ελϊχιςτο πολυώνυμο το 

( ( )) ijp

i t  , το οπούο ταυτύζεται με το χαρακτηριςτικό του πολυώνυμο. Σο χαρακτηριςτικό 

πολυώνυμο του περιοριςμού του T ςτον υπόχωρο  ( )
i

K T  εύναι το ( ( )) im

i t . Επομϋνωσ 

από τον Οριςμό  3.2.3.1. θα ϋχουμε:  

1 2( ( )) ( ( )) ( )) ( ( )) ini i i i
pm p p

i i i it t t t                                                     (3.6) 

Παρϊδειγμα 3.2.3.3.  Ϊςτω V ϋνασ διανυςματικόσ  χώροσ πϊνω ςτο ςώμα , dim 6V  , 

και ( )T VL  με ελϊχιςτο πολυώνυμο το 2 2( ) ( 2)( 5)m      . Να βρεθούν όλεσ οι 

πιθανϋσ ρητϋσ κανονικϋσ μορφϋσ του T . 

Ϊχουμε δύο παρϊγοντεσ (ανϊγωγα  πολυώνυμα) τουσ 2

1( ) 2t     και  2( ) 5t   . 

Πρϋπει το ϊθροιςμα των βαθμών όλων των ςτοιχειωδών διαιρετών του T να ιςούται με 

dim 6V  . Ωρα οι ςτοιχειώδεισ διαιρϋτεσ του T μπορεύ να εύναι οι  

2 2 22, 2,( 5)      ό 2 2 22,( 5) ,( 5)      ό 2 22,( 5) , 5, 5       . 

Επομϋνωσ οι αντύςτοιχεσ ρητϋσ κανονικϋσ μορφϋσ εύναι: 

0 2 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 25

0 0 0 0 1 10

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ό

0 2 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 25 0 0

0 0 1 10 0 0

0 0 0 0 0 25

0 0 0 0 1 10

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 ό

0 2 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 25 0 0

0 0 1 10 0 0

0 0 0 0 5 0

0 0 0 0 0 5
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Παρϊδειγμα 3.2.3.4. Ϊςτω ο πύνακασ  

1 3 3

3 1 3

3 3 5

A

 
 

 
 
  

. 

 Να βρεθεύ η κανονικό ρότη μορφό του. 

Ο A  ϋχει χαρακτηριςτικό πολυώνυμο το 2( ) ( 1)( 2)AX       και ελϊχιςτο πολυώνυμο 

το 2( ) ( 1)( 2)Am      ϊρα οι ςτοιχειώδεισ διαιρϋτεσ του A  εύναι οι 
2( 1)( 2)   , 

ϋχουμε δηλαδό μια μόνο περύπτωςη και επομϋνωσ η ρητό μορφό θα εύναι η  

 

1 0 0

0 0 4

0 1 4

C

 
 

 
 
   .
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