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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Σκοπός του µελετητή τόσο κατά τον σχεδιασµό ενός έργου, καθώς και κατά την 

κατασκευή αλλά και τη συντήρηση του, καθόλη τη σκοπούµενη διάρκεια ζωής του, είναι 

η ασφάλεια, η οικονοµία, η λειτουργικότητα, η ανθεκτικότητα και η αισθητική. Επιπλέον, 

ο κλάδος της µηχανικής και των κατασκευών χαρακτηρίζεται από σηµαντικές 

περιβαλλοντικές επιπτώσεις, ενώ αντιπροσωπεύει ένα µεγάλο µέρος της οικονοµίας. Ως 

εκ τούτου, υπάρχουν αυξανόµενα ενδιαφέροντα για τη βελτίωση των κοινωνικών, 

οικονοµικών και περιβαλλοντικών επιδόσεων των έργων πολιτικού µηχανικού. 

Ως βέλτιστος σχεδιασµός κατασκευών, µπορεί να οριστεί η διαδικασία διερεύνησης 

ενός δοµικού συστήµατος το οποίο ικανοποιεί τις απαιτούµενες προδιαγραφές, όπου 

µπορεί να ταξινοµηθεί στις παρακάτω τέσσερις (4) κατηγορίες: 

• Βελτιστοποίηση µεγέθους των διατοµών (Sizing optimization) 

• Βελτιστοποίηση σχήµατος (Shape optimization) 

• Βελτιστοποίηση τοπολογίας (Topology optimization) 

• Βελτιστοποίηση πολλαπλών στόχων (Multi-objective optimization) 

Με την ανάπτυξη υπολογιστικών εργαλείων, η βελτιστοποίηση γίνεται πιο δηµοφιλής 

ενώ εφαρµόζεται σε µεγαλύτερες και πιο σύνθετες κατασκευές πολιτικού µηχανικού. 

Από τον 20ο αιώνα, µε την εµφάνιση και την ανάπτυξη υπολογιστικών µεθόδων 

σχεδιασµού και ανάλυσης κατασκευών, οι µέθοδοι βελτιστοποίησης που βασίζονται σε 

τεχνικές µαθηµατικού προγραµµατισµού, έχουν προταθεί και υιοθετηθεί στον τοµέα του 

πολιτικού µηχανικού. 

Στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία, το βασικό αντικείµενο µελέτης εστιάζει στην 

βελτιστοποίηση τοπολογίας ενός δισδιάστατου φορέα από διακριτά µέλη και η σύγκριση 

ορισµένων µαθηµατικών διατυπώσεων του προβλήµατος. Κατά την  διαδικασία 

βελτιστοποίησης τοπολογίας ενός φορέα από διακριτά µέλη, κατανέµεται ένας αριθµός 

από προκαθορισµένα στοιχεία, ορίζονται οι οριακές συνθήκες και τα εφαρµοζόµενα 

φορτία και η βελτιστοποίηση χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της κατανοµής των 

διατοµών. Ως µεταβλητές σχεδιασµού ορίζεται το εµβαδό διατοµής των στοιχείων, όπου 

µέλη µε περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο θεωρούνται αναποτελεσµατικά και 

αφαιρούνται από την αρχική δοµή, αλλάζοντας έτσι τη συνδεσιµότητα του συστήµατος. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ο χρήστης καλείται να ορίσει το αρχικό χωρίο 

σχεδιασµού, τις συνθήκες στήριξης και τα εφαρµοζόµενα φορτία και στην συνέχεια 
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µέσω της µαθηµατικής αποτύπωσης του προβλήµατος πραγµατοποιείται η ανάλυση 

σύµφωνα µε ορισµένους περιορισµούς. 

Στην παρούσα µελέτη γίνεται η σύγκριση της διαδικασίας βελτιστοποίησης 

τοπολογίας ανάλογα µε το αρχικό χωρίο που ορίζει ο χρήστης καθώς και µε την 

µαθηµατική αποτύπωση που επιλέγεται. Πιο συγκεκριµένα η βελτιστοποίηση 

τοπολογίας γίνεται για τρία (3) διαφορετικά χωρία σχεδιασµού, ενώ η ανάλυση 

πραγµατοποιείται µέσω δύο (2) διαφορετικών µαθηµατικών αλγορίθµων, το κριτήριο 

βελτιστοποίησης (Optimality Criteria - OC) και τον αλγόριµθό εσωτερικόυ σηµείου 

(Interior Point algorithm - IP). Η παραπάνω διαδικασία πραγµατοποιείται για δύο (2) 

διαφορετικούς τύπους κατασκευών, δικτυωµατικούς και πλαισιωτούς φορείς, για δύο 

διαφορετικές περιπτώσεις φόρτισης. 

Έτσι, στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια βιβλιογραφική ανασκόπηση, ενώ στο δεύτερο 

κεφάλαιο πραγµατοποιείται η βελτιστοποίηση τοπολογίας ενός δικτυωµατικού φορέα για 

τις περιπτώσεις που περιγραφτήκαν παραπάνω. Η βελτιστοποίηση τοπολογίας 

πραγµατοποιείται µε µοναδικό περιορισµό, το επιθυµητό συνολικό όγκο του τελικού 

χωρίου, ενώ στη συνέχεια πραγµατοποιείται µια βελτιστοποίηση µεγέθους των 

διατοµών ώστε να ικανοποιούνται ορισµένοι πρόσθετοι περιορισµοί. Στο τρίτο κεφάλαιο 

της εργασίας επαναλαµβάνεται ακριβώς η ίδια διαδικασία για έναν πλαισιωτό φορέα και 

τέλος, στο τέταρτο κεφάλαιο εξάγονται ορισµένα συµπεράσµατα συγκριτικά µε το αρχικό 

χωρίο σχεδιασµού και την µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος. 

Για την υλοποίηση των παραπάνω συντάχτηκες υπολογιστικός κώδικας στην γλώσσα 

προγραµµατισµού Python, όπου χρησιµοποιήθηκαν οι παρακάτω βιβλιοθήκες ανοικτού 

κώδικα: 

- Numpy (µαθηµατικές πράξεις / πίνακες) 

- Scipy (συναρτήσεις βελτιστοποίησης) 

- Matplotlib (γραφήµατα) 

- OpenseesPy (στατική επίλυση) 
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1. ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ  

Σκοπός του µελετητή τόσο κατά τον σχεδιασµό ενός έργου, καθώς και κατά την 

κατασκευή αλλά και τη συντήρηση του, καθόλη τη σκοπούµενη διάρκεια ζωής του, είναι 

η ασφάλεια, η οικονοµία, η λειτουργικότητα, η ανθεκτικότητα και η αισθητική. Συνεπώς, 

ως βέλτιστος σχεδιασµός κατασκευών, µπορεί να οριστεί η διαδικασία διερεύνησης ενός 

δοµικού συστήµατος το οποίο ικανοποιεί την αυστηρή τήρηση των παραπάνω 

περιορισµών. 

Η χρήση τεχνικών βελτιστοποίησης για το σχεδιασµό κατασκευών είναι ιδιαίτερα 

σηµαντική, καθώς ο κατασκευαστικός κλάδος είναι υπεύθυνος για ένα µεγάλο µερίδιο 

της παγκόσµιας κατανάλωσης φυσικών πόρων. Έτσι, η βελτιστοποίηση µπορεί να 

συµβάλει στη µείωση της κατανάλωσης φυσικών πόρων, βελτιώνοντας τη βιωσιµότητα 

του τοµέα, ενώ παράλληλα µπορεί να οδηγήσει σε καινοτόµες σχεδιαστικές λύσεις για 

συγκεκριµένα δοµικά συστήµατα. 

1.1 Πεδία εφαρμογής 

Στόχος της βελτιστοποίησης είναι ο προσδιορισµός του καλύτερου δυνατού 

αποτελέσµατος υπό συγκεκριµένες συνθήκες. Στον τοµέα του πολιτικού µηχανικού, η 

χρήση τεχνικών βελτιστοποίησης µπορεί να εκτελεστεί σε κάθε στάδιο ενός έργου, 

όπως ο σχεδιασµός, η κατασκευή, η λειτουργία και η συντήρηση. Σύµφωνα µε την 

βιβλιογραφία, το αντικείµενο εφαρµογής των παραπάνω διαδικασιών µπορεί να 

ταξινοµηθεί στις παρακάτω τέσσερις (4) κατηγορίες [1]: 

• Ελαχιστοποίηση κόστους 

Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους, το οποίο συνήθως 

επιτυγχάνεται µε τη µείωση του βάρους ή του όγκου της κατασκευής. 

• Βελτίωση δοµικής απόδοσης 

Στόχος είναι η βελτίωση ορισµένων ιδιοτήτων της κατασκευής, όπως η µηχανική 

συµπεριφορά, η αεροδυναµική απόδοση, η δυναµική σεισµική απόδοση, ώστε να 

ικανοποιούν τις σχεδιαστικές απαιτήσεις. 

• Ελαχιστοποίηση περιβαλλοντικών επιπτώσεων 

Στόχος είναι η µείωση της κατανάλωσης ενέργειας για τη βελτίωση της 

περιβαλλοντικής απόδοσης της κατασκευής. 
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• Βελτιστοποίηση πολλαπλών στόχων 

Ο στόχος της βελτιστοποίησης περιλαµβάνει περισσότερους από έναν από τους 

τρεις (3) παραπάνω στόχους. 

Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζονται οι αναλογίες των επιλεγµένων άρθρων για 

κάθε αντικείµενο βελτιστοποίησης. Όπως παρατηρείται, οι περισσότερες έρευνες 

εστιάζουν στην ελαχιστοποίηση του κόστους, αντιπροσωπεύοντας το 62.19%, ενώ το 

21.92% των άρθρων που συλλέχθηκαν προσανατολίζεται στην βελτίωση της δοµικής 

απόδοσης. Λίγες µελέτες περιλαµβάνουν ταυτόχρονα περισσότερες από έναν από τους 

παραπάνω στόχους ταυτόχρονα, ενώ το ποσοστό που επικεντρώνονται στη µείωση των 

περιβαλλοντικών επιπτώσεων είναι αµελητέο. 

Με την πάροδο των χρόνων, η συνολική τάση της έρευνας για τη βελτιστοποίηση 

δοµικών έργων πολιτικού µηχανικού παρουσιάζει µια ανοδική πορεία, ενώ παράλληλα η 

παραπάνω αναλογία των άρθρων αλλάζει συνεχώς. 

Αξίζει να σηµειωθεί πως τα τελευταία χρόνια µια πιο κοινή προσέγγιση είναι η 

ταυτόχρονη εξέταση της ελαχιστοποίησης του κόστους και των περιβαλλοντικών 

επιπτώσεων, η οποία σύµφωνα µε τα παραπάνω κατηγοριοποιείται ως βελτιστοποίηση 

πολλαπλών στόχων. 



Σχήμα 1.1: Αναλογία άρθρων για κάθε στόχο βελτιστοποίησης


1.2 Κατηγορίες βελτιστοποίησης 

Η χρήση τεχνικών βελτιστοποίησης στον τοµέα του πολιτικού µηχανικού, στοχεύει 

στην εύρεση της καλύτερης δυνατής διάταξης των δοµικών στοιχείων της κατασκευής 

για την επίτευξη ορισµένων στόχων υπό συγκεκριµένες συνθήκες. Η βελτιστοποίηση 

κατασκευών διακρίνονται σε τέσσερις (4) κατηγορίες: 

Ελαχιστοποίηση κόστους 
Βελτίωση δομικής απόδοσης
Ελαχιστοποίηση περιβαλλοντικών επιπτώσεων
Βελτιστοποίηση πολλαπλών στόχων
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• Βελτιστοποίηση µεγέθους των διατοµών (Sizing optimization) 

Στο πρόβληµα της βελτιστοποίησης του µεγέθους των διατοµών ενός φορέα, ως 

παράµετροι σχεδιασµού χρησιµοποιούνται οι διαστάσεις των διατοµών των 

δοµικών στοιχείων. Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του βάρους της κατασκευής 

συγκεκριµένης τοπολογίας και σχήµατος υπό ορισµένους περιορισµούς, όπως τις 

αναπτυσσόµενες τάσεις στα µέλη, την µετακίνηση των κόµβων κ.α. 

• Βελτιστοποίηση σχήµατος (Shape optimization) 

Στο πρόβληµα της βελτιστοποίησης σχήµατος, ως παράµετροι σχεδιασµού 

χρησιµοποιούνται κοµβικές συντεταγµένες των δοµικών στοιχείων. Στόχος είναι η 

εύρεση του του βέλτιστου σχήµατος ώστε να ελαχιστοποιεί ένα συγκεκριµένο 

λειτουργικό κόστος ενώ ικανοποιεί δεδοµένους περιορισµούς. 

• Βελτιστοποίηση τοπολογίας (Topology optimization) 

Η βελτιστοποίηση τοπολογίας προσφέρει µια συστηµατική δυνατότητα αναζήτησης 

για βέλτιστη κατανοµή υλικού, ενώ ικανοποιούνται οι περιορισµοί σχεδιασµού. Η 

βελτιστοποίηση τοπολογίας είναι πιο γενική από τις άλλες µεθόδους, όπως η 

βελτιστοποίηση µεγέθους και σχήµατος, καθώς επιτρέπει την ταυτόχρονη 

σχεδίαση τόσο της σύνδεσης όσο και των µεγεθών µελών. Αρχικά ορίζεται ο 

χώρος σχεδιασµού ή αναφοράς (ground structure), ο τύπος υλικού, οι συνθήκες 

στήριξης και οι φορτίσεις και έπειτα γίνεται η ανάλυση του φορέα και η 

επαναληπτική διαδικασία που θα οδηγήσει στη βέλτιστη τοπολογία, δηλαδή στην 

καλύτερη δυνατή κατανοµή υλικού στην κατασκευή. 

• Βελτιστοποίηση πολλαπλών στόχων (Multi-objective optimization) 

Κατά την βελτιστοποίηση πολλαπλών στόχων εξετάζονται δύο (2) ή περισσότεροι 

από τους παραπάνω στόχους για καλύτερα αποτελέσµατα, περιλαµβάνοντας 

περισσότερους από έναν από τους τρεις (3) παραπάνω στόχους. Μία 

βελτιστοποίηση που περιλαµβάνει ταυτόχρονα το µέγεθος, το σχήµα και την 

τοπολογία είναι γνωστή ως βελτιστοποίηση διάταξης (layout optimization). 

Με την ανάπτυξη υπολογιστικών εργαλείων, η βελτιστοποίηση γίνεται πιο δηµοφιλής 

ενώ εφαρµόζεται σε µεγαλύτερες και πιο σύνθετες κατασκευές πολιτικού µηχανικού, 

ειδικά στη βελτιστοποίηση τοπολογίας. Ένας από τους κύριους στόχους της 

βελτιστοποίησης είναι η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους της κατασκευής. Στα 

κατασκευαστικά έργα, το χαµηλότερο κόστος είναι κύριος στόχος, µε την προϋπόθεση 

της ικανοποίησης των απαιτήσεων της δοµικής απόδοσης. Πρόσφατα, µε την 
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αυξανόµενη προσοχή στο περιβαλλοντικό ζήτηµα και τη βιώσιµη ανάπτυξη, η µείωση 

των περιβαλλοντικών επιπτώσεων έχει γίνει ένας άλλος σηµαντικός στόχος λόγω της 

σηµαντικής ποσότητας εκποµπών CO2 στη βιοµηχανία πολιτικού µηχανικού [2]. 

1.3 Μαθηματική έκφραση βελτιστοποίησης 

Κατά τη διαδικασία της βελτιστοποίησης, η στατική ανάλυση επαναλαµβάνεται 

πολλές φορές ώστε να αξιολογούνται τα αποτελέσµατα του κάθε βήµατος µέχρι να 

επιτευχθεί η επιθυµητή σύγκλιση, κάτι που είναι ένα τεράστιο υπολογιστικό κόστος. Ως 

εκ τούτου, είναι απαραίτητη η εφαρµογή µιας µεθόδου στατικής ανάλυσης που να είναι 

υπολογιστικά φθηνή, ειδικά για µεγάλες και πολύπλοκες κατασκευές. Για τον σκοπό 

αυτό, η ανάλυση διεξάγεται συνήθως µε βάση τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων 

(Finite Element Analysis). 

Κατά την διατύπωση του προβλήµατος είναι απαραίτητος ο προσδιορισµό των τριών 

ακόλουθων ποσοτήτων, δηλαδή των αντικειµενικών συναρτήσεων, των µεταβλητών 

σχεδιασµού και των περιορισµών. 

• Αντικειµενική συνάρτηση (Objective function) 

Η αντικειµενική συνάρτηση αναφέρεται σε µια συνάρτηση ή ένα σύνολο 

συναρτήσεων που αντικατοπτρίζουν την ποιότητα του αποτελέσµατος 

βελτιστοποίησης. Συνήθως η αντικειµενική συνάρτηση (f), είναι µια συνάρτηση που 

θέλουµε να ελαχιστοποιηθεί, αλλά σε ορισµένες περιπτώσεις απαιτείται η 

µεγιστοποίηση µιας αντικειµενικής συνάρτησης. 

• Μεταβλητές σχεδιασµού (Design variable) 

Οι µεταβλητές σχεδιασµού (x), είναι ένα διάνυσµα αριθµητικών τιµών που 

αλλάζουν εντός ενός προκαθορισµένου εύρους κατά τη διάρκεια της 

βελτιστοποίησης, προκειµένου να καθοριστεί ο σχεδιασµός της κατασκευής. Οι 

µεταβλητές σχεδιασµού µπορούν να χωριστούν σε δύο κατηγορίες ανάλογα µε την 

τιµή τους, σε µεταβλητές συνεχούς σχεδίασης και σε µεταβλητές διακριτής 

σχεδίασης. Οι τιµές των µεταβλητών συνεχούς σχεδίασης κυµαίνονται εντός ενός 

συγκεκριµένου εύρους, ενώ οι διακριτές µεταβλητές σχεδίασης έχουν 

µεµονωµένες τιµές. 

• Περιορισµοί (Constrains) 

Οι περιορισµοί αναφέρονται στις απαιτήσεις ασφάλειας και συντήρησης που 

πρέπει να πληρούνται κατά τη διαδικασία βελτιστοποίησης. Σύµφωνα µε τη µορφή 
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της έκφρασης, οι περιορισµοί µπορούν να χωριστούν σε δύο κατηγορίες, σε 

περιορισµούς ισότητας και περιορισµούς ανισότητας. Σηµειώνεται πως οι 

περιορισµοί θα µπορούσαν να συνδυαστούν µε την αντικειµενική συνάρτηση ως 

συναρτήσεις ποινής για τη µετατροπή της περιορισµένης αντικειµενικής 

συνάρτησης σε µη περιορισµένη. 

Εποµένως, µια γενική διατύπωση ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης κατασκευών 

µπορεί να οριστεί ως εξής: 

  (1.1a) 

  (1.1b)  

  (1.1c) 

Όπου: 

-Χ είναι συνήθως ένα διάνυσµα X = [x1, x2, x3, …, xn] και αντιπροσωπεύει το σύνολο 

των µεταβλητών σχεδιασµού, όπου n είναι ο αριθµός των µεταβλητών σχεδιασµού. 

-  είναι η αντικειµενική συνάρτηση. 

-Τα  και  αναφέρονται σε περιορισµούς ανισότητας και ισότητας, όπου m 

και p είναι ο αριθµός των περιορισµών και S είναι ο χώρος αναζήτησης του 

προβλήµατος βελτιστοποίησης. 

Για παράδειγµα, η ελαχιστοποίηση κόστους, συνήθως ποσοτικοποιείται ως το 

συνολικό βάρος του συστήµατος. Το σύστηµα χωρίζεται σε πολλά δοµικά στοιχεία και οι 

διατοµές επιλέγονται ως µεταβλητές σχεδιασµού, καθώς το συνολικό βάρος της 

κατασκευής σχετίζεται άµεσα µε γεωµετρικά χαρακτηριστικά των δοµικών στοιχείων. Ως 

εκ τούτου, η αντικειµενική συνάρτηση ορίζεται: 

  (1.2) 

Όπου: 

- W: το συνολικό βάρος της κατασκευής 

-γ: η πυκνότητα του υλικού 

Minimize/Maximize: f (X )

Subject to: gi(X ) ≤ 0, i = 1, 2, 3, . . . , m

h(X ) = 0, j = 1, 2, 3, . . . , p ; X ∈ S

f (X )

gi(X ) hj(X )

Minimize: W =
n

∑
i=1

γ g Ai Li

5



- g: η επιτάχυνση της βαρύτητας 

-Αi = [A1, A2, A3, …, An] το εµβαδό των διατοµών των δοµικών στοιχείων, όπου 

αντιπροσωπεύει το σύνολο των µεταβλητών σχεδιασµού και n είναι ο αριθµός των 

µεταβλητών σχεδιασµού. 

- Li = [L1, L2, L3, …, Ln] το µήκος κάθε δοµικού στοιχείου 

Ένας άλλος κοινώς αποδεκτός στόχος για τη βελτιστοποίηση των κατασκευών είναι η 

βελτίωση της δοµικής απόδοσης. Για τον προσδιορισµό της αντικειµενικής συνάρτησης 

χρησιµοποιούνται δείκτες όπως η ακαµψία ή η ενέργεια παραµόρφωσης. Σε αυτόν τον 

τύπο βελτιστοποίησης, η αντικειµενική συνάρτηση µπορεί να εκφραστεί ως: 

  (1.3) 

Όπου: 

- C: η ενέργεια παραµόρφωσης της κατασκευής 

- F: το διάνυσµα των φορτίων που εφαρµόζεται στην κατασκευή. 

- u: το διάνυσµα των µετατοπίσεων 

Στον κλάδο των πολιτικών µηχανικών, υπάρχει πάντα ένα κοινό κριτήριο αξιολόγησης 

ενός έργου, το οποίο είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους µεγιστοποιώντας την 

ασφάλεια και τη δυνατότητα συντήρησης. Ωστόσο, αυτοί οι στόχοι µπορεί να έρχονται 

σε σύγκρουση µεταξύ τους, µε αποτέλεµα η βελτίωση ενός στόχου να συνεπάγεται 

επιδείνωση ενός άλλου. Ως εκ τούτου, ορισµένες µελέτες έχουν επικεντρωθεί στην 

εξισορρόπηση των “ανταγωνιστικών” στόχων στον τοµέα της δοµικής βελτιστοποίησης. 

Αυτός ο τύπος δοµικής βελτιστοποίησης συνήθως ονοµάζεται βελτιστοποίηση 

πολλαπλών στόχων. Μία από τις κύριες διαφορές µεταξύ της βελτιστοποίησης 

πολλαπλών στόχων και της βελτιστοποίησης ενός στόχου είναι ότι στη βελτιστοποίηση 

πολλαπλών στόχων λαµβάνονται υπόψιν περισσότερες από µία αντικειµενικές 

συναρτήσεις. 

1.3.1 Τεχνικές αριθμητικής αναζήτησης


Τα τελευταία χρόνια, ο µαθηµατικός προγραµµατισµός και οι τεχνικές αριθµητικής 

αναζήτησης έχουν γίνει µια από τις πιο συχνά εφαρµοσµένες προσεγγίσεις στον τοµέα 

της δοµικής βελτιστοποίησης, για την αναζήτηση της βέλτιστης λύσης µε 

Minimize: C = FT u(x)
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αποτελεσµατικό τρόπο. Σε αυτό το πεδίο, οι Kuhn και Tucker [3], παρουσίασαν 

ορισµένες θεµελιώδεις τεχνικές µαθηµατικού προγραµµατισµού, συµπεριλαµβανοµένης 

της µεθόδου πολλαπλασιαστή Lagrange και του θεωρήµατος ισοδυναµίας. 

Η διαδικασία αναζήτησης βέλτιστης λύσης ξεκινά συνήθως από έναν αρχικό 

σχεδιασµό και σταδιακά βελτιώνει την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µέχρι να 

επιτευχθεί σύγκλιση. Οι τεχνικές βελτιστοποίησης που βασίζονται στις αρχές του 

µαθηµατικού προγραµµατισµού µπορούν γενικά να ταξινοµηθούν σε δύο (2) 

κατηγορίες, στις προσεγγίσεις που βασίζονται στην παραγωγό (gradient-based 

approaches) και στις ευρετικές προσεγγίσεις (heuristic approaches). 

Οι προσεγγίσεις που βασίζονται στην παράγωγο (gradient-based approaches) της 

συνάρτησης µπορεί χωριστεί περαιτέρω στις τέσσερις (4) παρακάτω κατηγορίες: 

• Μέθοδος Γραµµικού Προγραµµατισµού (Linear Programming - LP) 

Οι µέθοδοι γραµµ ικού προγραµµατισµού αναφέρονται σε µεθόδους 

βελτιστοποίησης µε γραµµικές αντικειµενικές συναρτήσεις και περιορισµούς. Σε 

αυτήν την περίπτωση η βέλτιστη λύση βρίσκεται επί του συνόρου µίας ή 

περισσοτέρων συναρτήσεων περιορισµού. Σε προβλήµατα αυτού του είδους 

(κυρτά) ένα τοπικό ελάχιστο είναι οπωσδήποτε και το καθολικό ελάχιστο του 

προβλήµατος. 

• Μέθοδος Μη Γραµµικού Προγραµµατισµού (Non Linear Programming - NLP) 

Όταν τουλάχιστον µία από τις αντικειµενικές συναρτήσεις ή τις συναρτήσεις 

περιορισµών είναι µη γραµµική, οι µέθοδοι βελτιστοποίησης ονοµάζονται µέθοδοι 

µη γραµµικού προγραµµατισµού. Σε αυτή την περίπτωση (µη κυρτό πρόβληµα) η 

εύρεση ενός τοπικού ελαχίστου δεν πιστοποιεί την εύρεση ενός καθολικού 

ελαχίστου. 

• Μέθοδος Κριτηρίων Βελτιστοποίησης (Optimality Criteria - OC) 

Οι µέθοδοι κριτηρίων βελτιστοποίησης χρησιµοποιούνται συνήθως για τον 

υπολογισµό των πολλαπλασιαστών Lagrange, οι οποίοι χρησιµοποιούνται για την 

εύρεση τοπικών ελάχιστων/µέγιστων µιας συνάρτησης που υπόκειται σε 

περιορισµούς ισότητας, καθώς και για την ικανοποίηση του συγκεκριµένου 

κριτηρίου βελτιστοποίησης. 
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• Μέθοδος Εφικτής Κατεύθυνσης (Feasible Direction - FD) 

Στις µεθόδους εφικτής κατεύθυνσης, η αναζήτηση του βέλτιστου ξεκινά από ένα 

σηµείο που ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς και στη συνέχεια, το σηµείο 

µετακινείται σε καλύτερο σηµείο µε βάση την ακόλουθη επαναληπτική σχέση: 

  (1.4) 

Όπου: 

- Xi, Xi+1: το σηµείο έναρξης και το τελικό σηµείο της επανάληψης 

- Si: η κατεύθυνση της κίνησης, όπου προσδιορίζεται µε βάση δύο αρχές, µια µικρή 

κίνηση ώστε να µην παραβιάζονται οι περιορισµοί και µια κατεύθυνση που 

µειώνει την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Εποµένως, η βέλτιστη λύση 

µπορεί να επιτευχθεί µετά από πολλές επαναλήψεις. 

-λ: η απόσταση κίνησης, της οποίας η τιµή είναι πάντα προκαθορισµένη ώστε το 

Xi+1 να εµπίπτει στην εφικτή περιοχή 

Οι ευρετικές µέθοδοι (heuristic approaches) αναφέρονται σε προσεγγίσεις επίλυσης 

προβληµάτων που επιτυγχάνουν τη λύση µε δοκιµή και σφάλµα (trial and error). Αυτού 

του είδους οι µέθοδοι βελτιστοποίησης περιλαµβάνουν πολλές τεχνικές µηχανικής 

εκµάθησης, όπως τεχνητά νευρωνικά δίκτυα και µηχανές υποστήριξης διανυσµάτων, 

που στοχεύουν στη βελτίωση της ακρίβειας των λύσεων µε επαναλήψεις. Αν και οι 

ευρετικές µέθοδοι είναι σχετικά εύκολο να προγραµµατιστούν µε υψηλή υπολογιστική 

ταχύτητα, µπορεί να παγιδευτούν σε κάποιο τοπικό βέλτιστο. Ως εκ τούτου, έχουν 

αναπτυχθεί µεταευρετικές µέθοδοι (metaheuristic methods), για καλύτερα αποτελέσµατα 

βελτιστοποίησης. Οι µεταευρετικές µέθοδοι είναι ανεξάρτητες από το πρόβληµα και 

χρησιµοποιούν ορισµένη τυχαιοποίηση για τη µετάβαση από κάποιο τοπικό βέλτιστο 

στον αναζήτησή του καθολικού βέλτιστου. 

1.4 Εργαλεία βελτιστοποίησης 

Για τα προβλήµατα βελτιστοποίησης είναι σηµαντικό να επιλέγονται κατάλληλα 

υπολογιστικά εργαλεία και πλατφόρµες σχεδιασµού για την εκτέλεση του κώδικα 

βελτιστοποίησης. Στο παρελθόν, ο σχεδιασµός και η ανάλυση πραγµατοποιούνταν µε 

χειροκίνητους υπολογισµούς µέσω δοκιµής και λάθους (trial and error), που 

χαρακτηριζόταν από µεγάλο φόρτο εργασίας και επιρρεπή σε σφάλµατα. Με την 

Xi+1 = Xi + λ Si
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ανάπτυξη της τεχνολογίας, πολλά υπολογιστικά εργαλεία και πλατφόρµες σχεδιασµού 

έχουν αναπτυχθεί για να παρέχουν ένα περιβάλλον για δοµική µοντελοποίηση, ανάλυση 

και σχεδιασµό. Ορισµένα πακέτα λογισµικών, όπως το ETABS και το SAP, βελτιώνουν 

σηµαντικά την ταχύτητα υπολογισµού και οδηγούν σε καλύτερα αποτελέσµατα. Ωστόσο, 

είναι λιγότερο αποτελεσµατικά σε κατασκευές µεγάλης κλιµακας. 

Εκτός από την χρήση των παραπάνω λογισµικών, το MATLAB είναι επίσης ένα 

ευρέως χρησιµοποιούµενο εργαλείο, το οποίο πολύ συχνά συνδυάζεται µε διάφορα 

λογισµικά για την επίλυση προβληµάτων βελτιστοποίησης. Για παράδειγµα οι 

Σωτηρόπουλος και Λαγαρός πρότειναν µια πλατφόρµα για βελτιστοποίηση τοπολογίας 

πλαισιωτών κατασκευών συνδυάζοντας το λογισµικό SAP2000 και τη συνάρτηση 

fmincon στην εργαλειοθήκη του MATLAB [5]. 

Τα υπάρχοντα υπολογιστικά εργαλεία και οι πλατφόρµες σχεδιασµού µπορούν να 

ικανοποιήσουν τις απαιτούµενες απαιτήσεις. Ωστόσο, η ανάπτυξη νέων εργαλείων ή 

ολοκληρωµένων πλατφορµών εξακολουθεί να είναι απαραίτητη για την περαιτέρω 

βελτίωση της ικανότητας βελτιστοποίησης και της υπολογιστικής απόδοσης. 

1.5 Βελτιστοποίησης τοπολογίας 

Η βελτιστοποίηση τοπολογίας χρησιµοποιείται ευρέως από τον κλάδο του πολιτικού 

µηχανικού για την ελαχιστοποίηση της ποσότητας του χρησιµοποιούµενου υλικού και 

της ενέργειας παραµόρφωσης των κατασκευών, διατηρώντας παράλληλα τη µηχανική 

τους αντοχή. Η βελτιστοποίηση τοπολογίας είναι µια µαθηµατική µέθοδος που 

βελτιστοποιεί χωρικά την κατανοµή του υλικού εντός ενός καθορισµένου τοµέα, 

ικανοποιώντας δεδοµένους περιορισµούς. Οι παραδοσιακές λύσεις για τα προβλήµατα 

δοµικής βελτιστοποίησης σε κατασκευές προσδιορίστηκαν µε τη χρήση µεθόδων 

άµεσης αναζήτησης σε µια τοπολογία ισοτροπικού στερεού και κενού (Isotropic Solid 

and Empty - ISE). Σε αυτές τις µεθόδους, τα στοιχεία είτε γεµίζονται από ένα δεδοµένο 

ισότροπο υλικό είτε δεν περιέχουν υλικό. Ωστόσο, λόγω του µεγάλου αριθµού των 

στοιχείων, η εφαρµογή αυτών των µεθόδων χαρακτηρίζεται υπολογιστικά ως εξαιρετικά 

δαπανηρή. Ως εκ τούτου, από τη δεκαετία του 1980, η κύρια εστίαση σε αυτόν τον τοµέα 

ήταν η ανάπτυξη πιο αποτελεσµατικών µεθόδων για την απόκτηση ταχύτερων λύσεων. 

Στην επιστηµονική βιβλιογραφία, υπάρχουν πολλές τεχνικές για την εκτέλεση µιας 

βελτιστοποίησης τοπολογίας. Οι δύο (2) πιο δηµοφιλείς µέθοδοι είναι η τεχνική Στερεού 

Ισότροπου Υλικού µε Ποινικοποίηση (Simplified Isotropic Material with Penalization - 

SIMP) και η τεχνική Εξελικτικής Δοµικής Βελτιστοποίησης (Bidirectional Evolutionary 

Structural Optimization  - BESO). 
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Η τεχνική Στερεού Ισότροπου Υλικού µε Ποινικοποίηση (SIMP) βασίζεται στον 

προσδιορισµό της βέλτιστης κατανοµής του υλικού, µεταβάλλοντας την πυκνότητα του 

υλικού εντός του προκαθορισµένου χωρίου. Το προκαθορισµένο χωρίου διακρίνεται σε 

στοιχεία και εφαρµόζεται µια ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων για τον προσδιορισµό 

της απόδοσης της δοµής, που ακολουθείται από µια βελτιστοποίηση της πυκνότητας 

κάθε στοιχείου του χωρίου. Στη συνέχεια, αναλύεται η διαµόρφωση µε τις νέες 

πυκνότητες των στοιχείων και εκτελείται ξανά η βελτιστοποίηση. Η διαδικασία 

βελτιστοποίησης επαναλαµβάνεται µέχρι την επίτευξη της σύγκλισης. 



Σχήμα 1.2: Γραφική αναπαράσταση βελτιστοποίησης τοπολογίας


Η Εξελικτικής Δοµικής Βελτιστοποίησης (ESO) βασίζεται στην ιδέα της προοδευτικής 

αφαίρεσης των µη αποδοτικών υλικών από µια κατασκευή. Το µη απαραίτητο υλικό 

αφαιρείται χρησιµοποιώντας ένα κριτήριο απόρριψης που προσδιορίζει το 

αναποτελεσµατικό υλικό. Η µέθοδος αυτή, έχει το πλεονέκτηµα ότι είναι εύκολη στην 

κατανόηση και στην εκµάθηση. 

1.5.1 Μέθοδος Στερεού Ισότροπου Υλικού με Ποινικοποίηση


Ο στόχος σε ένα γενικό (δισδιάστατο) πρόβληµα βελτιστοποίησης τοπολογίας, είναι η 

εύρεση της βέλτιστης τοπολογίας µιας δοµής ώστε να ελαχιστοποιείται µια δεδοµένη 

αντικειµενική συνάρτηση, f, υπό ορισµένους περιορισµούς. Συγκεκριµένα, οι 

προϋποθέσεις για τη διατύπωση του προβλήµατος είναι ο καθορισµός του αρχικού 

χωρίου σχεδιασµού Ω, όπου θα δηµιουργηθεί η βελτιστοποιηµένη κατασκευή, το 

κλάσµα όγκου της βελτιστοποιηµένης κατασκευής, οι συνοριακές συνθήκες και οι 
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συνθήκες φόρτισης. Η µέθοδος Στερεού Ισότροπου Υλικού µε Ποινικοποίηση (SIMP), 

είναι µια µέθοδος κατανοµής υλικού για την εύρεση της βέλτιστης διάταξης ενός δοµικού 

συστήµατος, που αποτελείται από γραµµικά ελαστικό ισότροπο υλικό. Εποµένως, το 

ερώτηµα που πρέπει να απαντηθεί, είναι πώς πρέπει να κατανεµηθεί ο όγκος του 

υλικού στον τοµέα Ω, προκειµένου να ελαχιστοποιηθεί ένα συγκεκριµένο κριτήριο. 



Σχήμα 1.3: Αρχική περιοχή σχεδίασης, όρια και συνθήκες φόρτωσης


Η τυπική µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος, µε αντικειµενική συνάρτηση την 

ενδοτικότητα της κατασκευής, εκφράζεται ως εξής: 

  (1.5a) 

  (1.5b) 

  (1.5c) 

Όπου: 

- C: η ενέργεια παραµόρφωσης της κατασκευής 

- F: το διάνυσµα των φορτίων που εφαρµόζεται στην κατασκευή. 

- u: το διάνυσµα των µετατοπίσεων 

- V(x): ο συνολικός όγκος του εκάστοτε βήµατος  

- V0: o αρχικός όγκος του χωρίου 

- volfrac: το κλάσµα του τελικού όγκου που επιβάλλεται στο πρόβληµα 

- x: το διάνυσµα της µεταβλητής σχεδιασµού 

- xele: η πυκνότητα κάθε πεπερασµένου στοιχείου 

Ω

t

Minimize: C = FT u(x)

Subject to:
V(X )

V0
= volfrac

0 < xmin < xele < 1, ele = 1, 2, 3, . . . , Nele
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- Nele: ο συνολικός αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων που χρησιµοποιούνται για 

τη διακριτοποίηση του χωρίου 

1.5.2 Βελτιστοποίησης τοπολογίας με την μέθοδο SIMP


Αρχικά, καθορίζεται το χωρίο σχεδιασµού, οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες 

φόρτισης και στη συνέχεια γίνεται η διακριτοποίηση του χωρίου. Για παράδειγµα, στο 

παρακάτω σχήµα προσδιορίζεται το αρχικό χωρίο σχεδιασµού, όπου η διακριτοποίησή 

γίνεται αποτελείται από 120 ορθογωνικά στοιχεία στην οριζόντια διεύθυνση και 50 

ορθογωνικά στοιχεία στην κατακόρυφη διεύθυνση. 



Σχήμα 1.4: Διακριτοποίηση αρχικού χωρίου


Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η βελτιστοποίηση τοπολογίας αναζητάει τη βέλτιστη 

κατανοµή του υλικού σε ένα χωρίο υπό δεδοµένες συνθήκες φόρτισης και στήριξης. 

Έτσι, η µεταβλητή σχεδιασµού είναι µία συνεχής συνάρτηση της µορφής: 

  (1.6)  

Σύµφωνα µε την παραπάνω συνάρτηση του υλικού, είναι δυνατό να συσχετίσουµε 

όλες τις πιθανές παραµέτρους που µας ενδιαφέρουν για την ανάλυση µας. Για 

παράδειγµα, το µέτρο ελαστικότητας Ε περιγράφεται ως: 

  (1.7) 

d (x, y) = { 1, αν χρειάζοµαι υλικό     
0, αν δεν χρειάζοµαι υλικό

E (x, y) = E d (x, y)
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Αντίστοιχα, αν θέλουµε να λύσουµε ένα δυναµικό πρόβληµα, µπορούµε να 

συσχετίσουµε και την πυκνότητα κατά αυτό τον µονοσήµαντο τρόπο. Δηλαδή όπου 

χρειάζοµαι υλικό η πυκνότητα είναι ρ, ενώ αν δεν χρειάζοµαι υλικό η πυκνότητα είναι ίση 

µε το 0. Σύµφωνα µε αυτούς τους ορισµούς, εφαρµόζονται αρκετές διαδικασίες τοπικής 

βελτιστοποίησης, µία από τις οποίες είναι η µέθοδος SIMP, η οποία περιγράφεται σε 

αυτή την ενότητα. 

Λαµβάνοντας υπόψιν την διακριτοποίηση του σχήµατος 1.4, η διαδικασία τοπικής 

βελτιστοποίησης θα ξεκινήσει µε την θεώρηση ότι υπάρχει παντού υλικό και σε κάθε 

κύκλο βελτιστοποίησης θα αφαιρείται υλικό. Εποµένως, στο τέλος ενός κύκλου 

βελτιστοποίησης µπορεί να καταλήξει στο παρακάτω σχήµα, όπου τα στοιχεία µε λευκό 

χρώµα έχουν d = 0, ενώ τα στοιχεία µε µαύρο χρώµα αντιστοιχούν σε d = 1. 



Σχήμα 1.5: Κατανομή υλικού κατά την διαδικασία βελτιστοποίησης


Ως εκ τούτου, από µία συνεχή συνάρτηση κατανοµής υλικού, µέσω της 

διακριτοποίησης, καταλήγει να είναι µια διακριτή συνάρτηση, δηλαδή ένα διάνυσµα 

µεταβλητών κατανοµής: 

  (1.8) 

Εποµένως, η διακριτοποίηση που εισάγεται στο χωρίο και επιλύεται µε την αριθµητική 

µέθοδο (µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων) διακριτοποιεί και την παραπάνω συνάρτηση 

d(x,y). Συνεπώς, το αρχικό απειροβάθµιο πρόβληµα γίνεται ένα πρόβληµα µε “n” 

βαθµούς ελευθερίας. 

Στόχος λοιπόν είναι η εύρεση της βέλτιστης τιµής του διανύσµατος “d” που 

ελαχιστοποιούν µια συνάρτηση κόστους. Η προφανής συνάρτηση κόστους είναι η 

ελαχιστοποίηση του βάρους, όµως, όπως αναφέρθηκε και σε προηγούµενη ενότητα, σε 

{d̄} = {1d 2d 3d . . . nd}
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αυτά τα προβλήµατα βέλτιστης τοπολογίας ως αντικειµενική συνάρτηση χρησιµοποιείται 

συνήθως η ενέργεια παραµόρφωσης (§ 1.3 Μαθηµατική έκφραση βελτιστοποίησης). 

  (1.9) 

Η πρώτη εφαρµογή της µεθόδου SIMP πραγµατοποιήθηκε σύµφωνα µε τον 

παρακάτω περιορισµό, όπου το  volfrac (volume fraction ratio) το ορίζει ο χρήστης 

  (1.10) 

Για την υλοποίηση της παραπάνω διαδικασίας, ορίζεται η συνάρτηση κόστους: 

  (1.11) 

όπου λ, o πολλαπλασιαστή Lagrange. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η βέλτιστη λύση 

προκύπτει σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση (Optimality Criteria - OC). 

  ⇒  (1.12) 

Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, για τον αριθµητικό αλγόριθµο θα χρειαστούµε τις 

παράγωγους της συνάρτησης κόστους C σε σχέση µε τις µεταβλητές σχεδιασµού d.  

Αυτό επιτυγχάνεται µε απλό τρόπο: 

  (1.13) 

Άρα η συνάρτηση κόστους προκύπτει: 

  (1.14) 

Δεδοµένου ότι σε κάθε βήµα της ανάλυσης πρέπει να ισχύει η ισορροπία: 

  (1.15) 

C({d̄}) = F [u({d})]T

Subject to:
V(X )

V0
= volfrac

J({d}) = C({d}) + λ G ({d})

∂ J({d})
∂ d

= 0
∂ C({d})

∂ d
+ λ

∂ G ({d})
∂ d

= 0

∂ C({d})
∂ d

=
∂ [u({d})]T

∂ d
F

∂ J({d})
∂ d

=
∂ [u({d})]T

∂ d
F + λ

∂ G ({d})
∂ d

= 0

F = [K({d})] u({d})
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Η παραγώγιση της παραπάνω σχέσης: 

  ⇒  

  ⇒  

  ⇒  

   (1.16) 

Συνδυάζοντας την παραπάνω εξίσωση µε την εξίσωση 1.15, προκύπτει: 

  ⇒   

  (1.17)  

Επιστρέφοντας λοιπόν στην εξίσωση 1.14, η συνάρτηση κόστους προκύπτει: 

  (1.18)  

Στην παραπάνω εξίσωση κόστους, το µητρώο K είναι συνολική δυσκαµψία της 

κατασκευής, το οποίο προκύπτει από την υπέρθεση των στοιχείων της δοµής 

  (1.19) 

Εποµένως, η παράγωγος του κάθε στοιχείου i, προκύπτει: 

  (1.20) 

Όπου η δυσκαµψία του κάθε στοιχείου µπορεί να περιγραφτεί: 

  ⇒  (1.21) 

∂ F
∂ d

=
∂ K({d})

∂ d
u({d}) +

∂ u({d})
∂ d

K({d})

∂ K({d})
∂ d

u({d}) = −
∂ u({d})

∂ d
K({d})

∂ [K({d})]T

∂ d [u({d})]T = −
∂ [u({d})]T

∂ d [K({d})]T

∂ K({d})
∂ d [u({d})]T = −

∂ [u({d})]T

∂ d
K({d})

∂ [u({d})]T

∂ d
F = [K({d})]

∂ [u({d})]T

∂ d
u({d})

∂ [u({d})]T

∂ d
F = −

∂ K({d})
∂ d [u({d})]T u({d})

∂ J({d})
∂ d

= −
∂ K({d})

∂ d [u({d})]T u({d}) + λ
∂ G ({d})

∂ d
= 0

[K ] =
n

∑
i=1

Ki({d})

∂ K({d})
∂ d

=
n

∑
i=1

∂ iK({d})
∂ id

iK = E [K̂ ]E=1
iK = id E [K̂ ]E=1
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Ως εκ τούτου, η µερική παράγωγος του κάθε στοιχείου είναι σταθερή, µε αποτέλεσµα 

να µην είναι δυνατό να προσδιοριστεί η κατεύθυνση στην οποία πρέπει να κινηθεί ο 

αλγόριθµος ώστε να µειώσει η συνάρτηση τις τιµές της. Για να αντιµετωπιστεί λοιπόν το 

πρόβληµα της σταθερής παραγώγου εντάσσεται ο όρος της ποινικοποίηση 

(penalisation), µε την θεώρηση ότι: 

  (1.22) 

όπου p η παράµετρος ποινικοποίησης (penalty parameter), το οποίο το ορίζει ο 

χρήστης, επιτυγχάνοντας έτσι οι παράγωγοι  του κάθε στοιχείου να µην είναι σταθερές, 

µετατρέποντας παράλληλα το πρόβληµα σε ένα συνεχές πρόβληµα, καθώς το d πλέον 

µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή µεταξύ µηδέν και ένα (0≤ d ≤ 1). 

  (1.23) 

Έτσι, η συνάρτηση κόστους για κάθε στοιχείο προκύπτει: 

  (1.24) 

Η παραπάνω εξίσωση είναι µία µη γραµµική εξίσωση ως προς id. Για την επίλυση της 

παραπάνω εξίσωσης, η παραπάνω σχέση µεταγράφεται σε µια εξίσωση της µορφής 

x=g(x), υπολογίζοντας το x ευρεστικά. Συνεπώς, προκύπτει η ευρεστική σχέση: 

  (1.25) 

Στην παραπάνω εξίσωση είναι άγνωστος και ο πολλαπλασιαστής Lagrange (λ). 

Συνεπώς, η αναζήτησή της λύσης ξεκινάει µε µία υποθετική τιµή του λ, υπολογίζοντας το     
id και στη συνέχεια, για τις τιµές του λ και d που επιλέχθηκαν γίνεται ο έλεγχος 

ικανοποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης 1.24, µέχρι να επιτευχθεί η σύγκλιση. 

Συνοψίζοντας την παραπάνω διαδικασία, σε κάθε δοκιµή σχεδιασµού η οποία 

εκφράζεται από ένα διάνυσµα d, υπολογίζονται οι µετακινήσεις στους κόµβους µέσω της 

εξίσωσης ισορροπίας, υπολογίζεται το καινούργιο διάνυσµα d, µέχρι να επιτευχθεί η 

επιθυµητή σύγκλιση. 

iK = (id)p E [K̂ ]E=1

∂ iK({d})
∂ id

= p (id)p−1 E [K̂ ]E=1

∂ J({d})
∂ id

= − p (id)p−1 E [K̂ ]E=1 [u({d})]T u({d}) + λ
V
V0

= 0

id =
p (id)p + E [K̂ ]E=1 [u({d})]T u({d})

λ V /V0
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Σηµειώνεται πως παρόλο που η συνάρτηση έχει µετατραπεί σε ένα συνεχές 

πρόβληµα, η διακριτοποίηση που οριστικέ στην αρχή, δηλαδή ότι το d, σε επίπεδο 

στοιχείου, µπορεί να πάρει την τιµή µηδέν ή ένα, έχει ως αποτέλεσµα να λειτουργεί ως 

ένας διακόπτης για το κάθε στοιχείο. Ως εκ τούτου, κατά την διαδικασία της προκύπτει 

το φαινόµενο της σκακιέρας, δηλαδή γειτονικά στοιχεία να είναι 0 ή 1, δηµιουργώντας 

σκαλοπάτια, τα οποία είναι σχεδιαστικά ανέφικτα. Εποµένως, για να λειτουργήσει η 

µέθοδος, δίνοντας σχεδιαστικά αποτελέσµατα, εµπεριέχει ένα βήµα οµογενοποίησης 

των id γειτονικών στοιχείων. Πιο συγκεκριµένα για κάθε στοιχείο, ορίζεται µια ακτίνα 

γύρο του, και σύµφωνα µε τα id που έχουν υπολογιστεί θεωρείται ότι όλα έχουν τον ίδιο 

µέσο όρο. 



Σχήμα 1.6: Ομογενοποίηση στοιχείων


Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης του 

χωρίο που προσδιορίστηκε παραπάνω (σχ. 1.4), χωρίς την οµογενοποίηση (σχ. 1.7a) 

που αναφέρθηκε παραπάνω, αλλά και µε την οµογενοποίηση (σχ. 1.7b).  



Σχήμα 1.7: Αποτελέσματα βελτιστοποίησης χωρίς (a) και με ομογενοποίηση (b)


(a)

(b)
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Όπως είναι φανερό, η οµογενοποίηση των στοιχείων έχει ως αποτέλεσµα την 

δηµιουργία µιας πιο αποδεκτής σχεδιαστικά λύσης, όµως η αναφερόµενη σκακιέρα 

συνεχίζει να υπάρχει κοντά στο σύνορο (σχ. 1.8). Εποµένως η συγκεκριµένη γεωµετρία 

χρειάζεται περεταίρω επεξεργασία ώστε να είναι δυνατό να κατασκευαστεί. 



Σχήμα 1.8: Ανομοιομορφία αποτελεσμάτων βελτιστοποίησης


1.6 Βελτιστοποίησης τοπολογίας με προκατασκευασμένα στοιχεία 

Στη βελτιστοποίησης τοπολογίας µε την χρήση προκατασκευασµένων στοιχείων, 

στόχος είναι η σχεδίαση της βέλτιστης δοµής µέσω ευθύγραµµων στοιχείων. Για 

παράδειγµα, κατά την βελτιστοποίηση ενός δικτυωµατικού φορέα, ως µεταβλητές 

σχεδιασµού ορίζεται το εµβαδό διατοµής των στοιχείων. Στη βιβλιογραφία αυτό το 

πρόβληµα ανάγεται σε προβλήµατα βελτιστοποίησης µεγέθους, καθώς  µεταβάλετε το 

µέγεθος των δοµικών στοιχείων. Ωστόσο, εάν επιτρέψουµε σε αυτές τις περιοχές να 

λάβουν την τιµή µηδέν, τότε το πρόβληµα ανάγεται σε προβλήµατα βελτιστοποίησης 

τοπολογίας, καθώς όταν συµβεί αυτό, οι ράβδοι αφαιρούνται από τη δοµή, αλλάζοντας 

τη συνδεσιµότητα µεταξύ των κόµβων και κατά συνέπεια την τοπολογία της κατασκευής. 



Σχήμα 1.9: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυωματικού φορέα
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1.6.1 Δικτυωματικός φορέας


Κατά την βελτιστοποίηση τοπολογίας δικτυωµατικού φορέα, αντί να κατανέµεται το 

υλικό ανάλογα µε την πυκνότητα του κάθε πεπερασµένου στοιχείου, κατανέµεται ένας 

αριθµός από προκαθορισµένα στοιχεία. Ο τοµέας σχεδιασµού είναι διακριτικός µε ένα 

κοµβικό πλέγµα που συνδέεται µε ένα πυκνό σύνολο δυνητικών δοµικών µελών. 

Οι συνοριακές συνθήκες και τα εφαρµοζόµενα φορτία θεωρούνται γνωστά και η 

βελτιστοποίηση χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της κατανοµής των διατοµών. Ως 

µεταβλητές σχεδιασµού ορίζεται το εµβαδό διατοµής των στοιχείων, όπου µέλη µε 

περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο θεωρούνται αναποτελεσµατικά και 

αφαιρούνται από την αρχική δοµή, αλλάζοντας έτσι τη συνδεσιµότητα του συστήµατος. 

Η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος µε αντικειµενική συνάρτηση την 

ελαχιστοποίηση της ενδοτικότητας περιγράφεται ως εξής: 

  (1.26a) 

  (1.26b) 

  (1.26c) 

  (1.26d) 

Όπου: 

- C: η ενέργεια παραµόρφωσης της κατασκευής 

- F: το διάνυσµα των φορτίων που εφαρµόζεται στην κατασκευή. 

- u: το διάνυσµα των µετατοπίσεων 

- a: το διάνυσµα των εµβαδών των στοιχείων 

- K: το καθολικό µητρώο ακαµψίας της κατασκευής 

- L: το διάνυσµα των µηκών των στοιχείων 

- Vlim: ο όγκος της τελικής κατασκευής 

Στο παρακάτω σχήµα, παρουσιάζεται η βελτιστοποίηση τοπολογίας δικτυωµατικού 

φορέα. Πρόκειται για έναν πρόβολο, όπου στο άκρο του ασκείται µια οριζόντια δύναµη. 

Το πάχος της γραµµής στην τελική σχεδίαση του χωρίου, αντιπροσωπεύει το εµβαδό 

της διατοµής. 

Minimize: C(a) = FT u(a)

Subject to: F = K(a) u(a)

aT L ≤ Vlim

amin < aele < amax, ele = 1, 2, 3, . . . , Nele
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Σχήμα 1.10: Βελτιστοποιημένος σχεδιασμός προβόλου αποτελούμενο από στοιχεία δικτυώματος


1.6.2 Καμπτόμενα πλαίσια


Οι κατασκευές δικτυωµατικών φορέων µεταφέρουν φορτία µόνο αξονικά, εποµένως, 

εάν δεν ληφθεί υπόψη ο λυγισµός των στοιχείων, µια µεµονωµένη µεταβλητή 

σχεδιασµού (εµβαδόν διατοµής των µελών) είναι επαρκής για να εκφράσει τη δοµική 

απόδοση. 

Οι πλαισιωτές κατασκευές είναι ικανές να µεταφέρουν φορτία µε µηχανισµούς όπως 

αξονικά και διατµητικά φορτία αλλά και µέσο της καµπτικής ροπής. Ως εκ τούτου, η 

ροπή αδράνειας έχει σηµαντικό ρόλο στον ποσοτικό προσδιορισµό της δοµικής 

απόδοσης και πρέπει να ενσωµατωθεί στη διαδικασία σχεδιασµού. Για απλά σχήµατα 

διατοµής, όπως κυκλικές ή ορθογώνιες τοµές, µπορεί να προκύψει µια αναλυτική 

εξίσωση για τη συσχέτιση του εµβαδού της διατοµής µε τη ροπή αδράνειας. 

  (1.27) 

Ωστόσο, οι πραγµατικές κατασκευές σχεδιάζονται συνήθως από µια διαθέσιµη 

βιβλιοθήκη τυπικών τµηµάτων, όπως εργοστασιακά στοιχεία “Ι” ή “H”, καθιστώντας τη 

δηµιουργία µιας σχέσης µεταξύ του εµβαδού διατοµής και άλλων ιδιοτήτων διατοµής 

απαραίτητη. Μια πρώτη επιλογή για τη δηµιουργία αυτής της σχέσης είναι η χρήση 

µοντέλων γραµµικής παλινδρόµησης. Αυτά τα µοντέλα παρέχουν µια εξίσωση που 

συσχετίζει τον µέσο όρο της ροπής αδράνειας για δεδοµένη επιφάνεια διατοµής. Στην 

ανάλυση παλινδρόµησης, προτιµάται η χρήση ενός µοντέλου µε ελάχιστο αριθµό 

παραµέτρων για τον έλεγχο του τυπικού σφάλµατος των εκτιµώµενων παραµέτρων, 

διατηρώντας παράλληλα αποδεκτή ακρίβεια πρόβλεψης [6]. Επιπλέον, απαιτείται οι 

I = { π A2 /4, για κυκλικές διατοµές     

A2 /12, για τετραγωνικές διατοµές
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προβλέψεις του µοντέλου να είναι πάντα θετικές και να είναι µηδενικές εάν το εµβαδόν 

διατοµής είναι µηδέν. Εποµένως, η σχέση µεταξύ του εµβαδού διατοµής και της ροπής 

αδράνειας της διατοµής προκύπτει [7]: 

  (1.28) 

Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται η προσεγγιστική καµπύλη που δίνει τη σχέση 

του εµβαδού της διατοµής και της ροπής αδράνειας, µετά από την ανάλυση 

παλινδρόµησης, για τις διατοµές HEA, IPE και CHS [5]. Παρατηρείται ότι επιτυγχάνεται 

πολύ ακριβής προσέγγιση και για τα τρία είδη διατοµών. 



Σχήμα 1.11: Προσεγγιστική καμπύλη μετά από ανάλυση παλινδρόμησης για τη ροπή αδράνειας [5]


Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος της 

βελτιστοποίησης τοπολογίας περιγράφεται όπως και στους δικτυωµατικούς φορείς, 

όπου οι οριακές συνθήκες και τα εφαρµοζόµενα φορτία θεωρούνται γνωστά και η 

βελτιστοποίηση χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της κατανοµής των διατοµών. Ως 

µεταβλητές σχεδιασµού ορίζεται το εµβαδό διατοµής των στοιχείων, όπου µέλη µε 

περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο θεωρούνται αναποτελεσµατικά και 

αφαιρούνται από την αρχική δοµή, αλλάζοντας έτσι τη συνδεσιµότητα του συστήµατος. 

Στο παρακάτω σχήµα, παρουσιάζεται η βελτιστοποίηση τοπολογίας ενός πλαισιωτού 

φορέα. Πρόκειται για έναν πρόβολο, όπου στο άκρο του ασκείται µια οριζόντια δύναµη. 

Το πάχος της γραµµής στην τελική σχεδίαση του χωρίου, αντιπροσωπεύει το εµβαδό 

της διατοµής. 

I = a1 a + a2 a2 + a3 a3
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Σχήμα 1.12: Βελτιστοποιημένος σχεδιασμός προβόλου αποτελούμενο από στοιχεία δοκού 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2. ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑΣ ΔΙΚΤΥΩΜΑΤΙΚΟΥ ΦΟΡΕΑ 

Όπως αναφέρθηκε και σε προηγούµενη ενότητα, κατά την βελτιστοποίηση 

τοπολογίας ενός δικτυωµατικού φορέα, αντί να κατανέµεται το υλικό ανάλογα µε την 

πυκνότητα του κάθε πεπερασµένου στοιχείου, κατανέµεται ένας αριθµός από 

προκαθορισµένα στοιχεία. Οι οριακές συνθήκες και τα εφαρµοζόµενα φορτία 

θεωρούνται γνωστά και η βελτιστοποίηση χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της 

κατανοµής των διατοµών. Ως µεταβλητές σχεδιασµού ορίζεται το εµβαδό διατοµής των 

στοιχείων, όπου µέλη µε περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο θεωρούνται 

αναποτελεσµατικά και αφαιρούνται από την αρχική δοµή, αλλάζοντας έτσι τη 

συνδεσιµότητα του συστήµατος. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η διαδικασία βελτιστοποίησης τοπολογίας ενός 

δικτυωµατικού φορέα ορίζεται ως εξής. Αρχικά, καθορίζεται το χωρίο σχεδιασµού, οι 

συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες φόρτισης. Στην συνέχεια υπολογίζονται οι 

µετακινήσεις στους κόµβους, µέσω των εξισώσεων ισορροπίας και προσδιορίζεται το 

καινούργιο διάνυσµα των εµβαδών του κάθε στοιχείου. 

2.1 Σχεδιασμός αρχικού χωρίου σχεδιασμού 

Η δηµιουργία του αρχικού χωρίου σχεδιασµού σκοπεύει στην σύνθεση µιας αραιής 

βέλτιστης τοπολογία από έναν πεπερασµένο αριθµό κόµβων και µελών στο χωρίο 

σχεδιασµού. Σε ένα δισδιάστατο πρόβληµα, αρχικά ο χρήστης καλείται να ορίσει το 

χωρίο σχεδιασµού, το συνολικό µήκος και ύψος της διατοµής και στη συνέχεια 

προσδιορίζει την πύκνωση του δικτύου, δηλαδή την απόσταση των κόµβων και στις δύο 

διευθύνσεις. Για παράδειγµα, για ένα τετραγωνικό χωρίο πλευράς τριών (3) µέτρων o 

χρήστης θα µπορούσε να ορίσει τις παρακάτω περιπτώσεις: 

i. Διάταξη κόµβων - 4x4, αποστάσεις κόµβων 1m και στις δύο διευθύνσεις (σχ. 2.1a) 

ii.Διάταξη κόµβων - 5x4, αποστάσεις κόµβων 0.75m στην οριζόντια διεύθυνση και 1m 

στην κατακόρυφη διεύθυνση (σχ. 2.1b) 

23





Σχήμα 2.1: Πιθανή διάταξη κόμβων για ένα τετραγωνικό χωρίο πλευράς 3m


Ο καθορισµός των δοµικών στοιχείων στο πρόβληµα µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε 

δύω (2) τρόπους, το πλήρως συνδεδεµένο σύστηµα και το σύστηµα που καθορίζεται 

από τον χρήστη. Ένα πλήρως συνδεδεµένο χωρίο µπορεί εύκολα να δηµιουργηθεί 

συνδέοντας όλα τα πιθανά µέλη. Από την άλλη πλευρά, µία δοµή που καθορίζεται από 

τον χρήστη σχεδιάζεται σύµφωνα µε τις προτιµήσεις του µελετητή. Ωστόσο, για ένα 

σύνολο µε µεγάλο αριθµό κόµβων, η προετοιµασία της εργασία που καθορίζεται από 

τον χρήστη είναι πολύ επίπονη και είναι δύσκολο να δηµιουργηθεί ένα σύστηµα που 

µπορεί να οδηγήσει στο καθολικό βέλτιστο. Μία εναλλακτική λύση είναι η δηµιουργία 

των µελών σύµφωνα µε την αρχή της κοµβικής γειτνίασης, όταν οι κόµβοι είναι 

οµοιόµορφα κατανεµηµένοι σε µία ορθογώνια δοµή. Σηµειώνεται πως το αρχικό χωρίο 

σχεδιασµού πρέπει να πληροί τις παρακάτω προϋποθέσεις: 

i.Ο φορέας πρέπει να είναι σταθερός, µε τις κατάλληλες συνθήκες στήριξης για τον 

περιορισµό των µετατοπίσεων και της περιστροφής της κατασκευής. 

ii.Ο αριθµός των στοιχείων δεν πρέπει είναι τόσο µεγάλος, όσο ένα πλήρως 

συνδεδεµένο συνδεδεµένο σύστηµα, ενώ παράλληλα θα πρέπει να υπάρχουν και 

περιττά µέλη που πρέπει να εξαλειφθούν, δηλαδή, να είναι στατικά απροσδιόριστο. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, για ένα σύστηµα µε n κόµβους και nc (nc ≥ 3) 

µεταφορικούς περιορισµούς, ο ελάχιστος αριθµός µελών mmin είναι 2n−nc και ο µέγιστος 

αριθµός µελών mmax είναι n(n−1)/2. Εποµένως, ο αριθµός των µελών m θα πρέπει να 

είναι εντός του εύρους (mmin, mmax) [8]. 

Όµως, ο πραγµατικός δυνατός αριθµός των στοιχείων, δεν είναι  απαραίτητο ότι θα 

ικανοποιείται από την παραπάνω συνθήκη. Αυτό συµβαίνει γιατί η σύνδεση όλων των 

κόµβων µεταξύ τους, πολλές φορές έχει ως αποτέλεσµα την υπερκάλυψη ενός 

0 . 75 m
1 m1 m

1 m

(a) (b)
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στοιχείου, καθώς µπορεί δύο (ή παραπάνω) στοιχεία να είναι συνευθειακά. Στο 

παράδειγµα του σχήµατος 2.1a, ο µέγιστος αριθµός των στοιχείων είναι 120. Όπως 

φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί, για την συγκεκριµένη διάταξη των κόµβων, η 

εφαρµογή του πλήρως συνδεδεµένου χωρίου δεν είναι δυνατή καθώς ορισµένα από τα 

στοιχεία υπερκαλύπτονται. Αυτό γίνεται αντιληπτό από το διαφορετικό πάχος των 

γραµµών που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 



Σχήμα 2.2: Υπερκάλυψη στοιχείων ενός πλήρως συνδεδεμένου χωρίου


Όπως είναι προφανές, ο προσδιορισµός των στοιχείων του αρχικού χωρίου στοχεύει 

στην σχεδίαση όσο το δυνατό µικρότερων στοιχείων ώστε να δηµιουργηθεί ένα 

σύστηµα που µπορεί να οδηγήσει στο καθολικό βέλτιστο. Για τον σκοπό αυτό 

υιοθετήθηκε η παρακάτω διαδικασία. Αρχικά ορίζεται ο κόµβος αρχής ο οποίος θα 

συνδεθεί µε όλους του υπόλοιπους κόµβους. Για κάθε στοιχείο που καλείται να 

σχεδιαστεί υπολογίζεται πρώτα η γωνία του µέλους στο καθολικό σύστηµα, µην 

επιτρέποντας στο πρόγραµµα να δηµιουργήσει ένα στοιχείο µε την ίδια ακριβώς γωνία. 

Έτσι, για την παραπάνω διάταξη, ενώ σε ένα πλήρως συνδεδεµένο χωρίο ο κόµβος 

µηδέν (Ν0) θα συνδεότανε µε όλους τους υπόλοιπους κόµβους, τώρα συνδέεται µόνο µε 

τους παρακάτω, µη διαγραµµένους κόµβους (σχ. 2.3a):  

   

Αντίστοιχα, ο κόµβος ένα (Ν1) θα συνδεότανε µε όλους τους υπόλοιπους κόµβους, 

τώρα συνδέεται µόνο µε τους παρακάτω, µη διαγραµµένους κόµβους (σχ. 2.3b): 

   

[N1 ; N2 ; N3 ; N4 ; N5 ; N6 ; N7 ; N8 ; N9 ; N10 ; N11 ; N12 ; N13 ; N14 ; N15 ]

[N2 ; N3 ; N4 ; N5 ; N6 ; N7 ; N8 ; N9 ; N10 ; N11 ; N12 ; N13 ; N14 ; N15]
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Σχήμα 2.3: Σύνδεση κόμβων για την αποφυγή υπερκάλυψης


Σύµφωνα µε την παραπάνω διαδικασία, ο αριθµός των στοιχείων στο αρχικό 

σχεδιαστικό χωρίο δεν µπορεί να υπερβεί τα 86 στοιχεία, σε αντίθεση µε τον αρχική 

προσέγγιση (120 στοιχεία). Αντίστοιχα για την διάταξη του σχήµατος 2.2b (Διάταξη 

κόµβων - 5x4), ο µέγιστος αριθµός των στοιχείων που προκύπτει από την χρήση της 

εξίσωσης είναι 190 στοιχεία. Ωστόσο, µέσω της εφαρµογή της παραπάνω διαδικασίας ο 

αριθµός των στοιχείων δεν µπορεί να ξεπεράσει τα 131 µέλη. 

Ως εκ τούτου, γίνεται αντιληπτό, ότι δεν είναι δυνατό να οριστεί µια καθολική σχέση 

που να προσδιορίζει τον µέγιστο αριθµό των στοιχείων σύµφωνα µε τον αριθµό των 

κόµβων στο χωρίο, καθώς εξαρτάται από την διάταξη των κόµβων. Στο παρακάτω 

σχήµα παρουσιάζεται το αρχικό χωρίο σχεδιασµού, για τις διαφορετικές περιπτώσεις 

διάταξης των κόµβων του σχήµατος 2.2, µε τον µέγιστο δυνατό αριθµό στοιχείων. 



Σχήμα 2.4: Αρχικό σχεδιαστικό χωρίο για δύο διαφορετικές διατάξεις κόμβων


N0 N4 N8 N12

N1 N5 N9 N13

N2 N6 N10 N14

N11N3 N7 N15

N0 N4 N8 N12

N1 N5 N9 N13

N2 N6 N10 N14

N11N3 N7 N15

(a) (b)

(a) (b)
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Επιπλέον, για την παραγωγή του αρχικού χωρίου σχεδιασµού, δίνεται η δυνατότητα 

στον χρήστη να επιλέξει το µέγιστο επιτρεπτό µήκος ενός στοιχείου σύµφωνα µε µια 

ακτίνα r. Με αυτό τον τρόπο δίνεται η δυνατότητα στον χρήστη να επέµβει στον 

σχεδιασµό του χωρίου µε εύκολο τρόπο, τροποποιώντας την µέθοδος του πλήρως 

συνδεδεµένου συστήµατος. 

Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται ένα αρχικό χωρίο διαστάσεων 4x8 µε την 

απόσταση των κόµβων να είναι ένα (1) µέτρο και στις δύο διευθύνσεις. Στο αριστερά 

σχήµα (2.5a) ορίζεται ένα µέγιστο επιτρεπτό µήκος 2m, στο µεσαίο (2.5b) ένα µέγιστο 

µήκος 3m, ενώ στο τελευταίο σχήµα (2.5c) δεν υπάρχει κάποιος περιορισµός, δηλαδή 

αρχικό χωρίο σχεδιάζεται µε τον µέγιστο δυνατό αριθµό στοιχείων. 



Σχήμα 2.5: Αρχικό σχεδιαστικό χωρίο για τρεις διαφορετικές ακτίνες


2.2 Εξισώσεις ισορροπίας 

Στην συγκεκριµένη ενότητα περιγράφεται η ανάπτυξη της µεθόδου της µητρωικής 

ανάλυσης η οποία επιτρέπει τον υπολογισµό των αξονικών δυνάµεων που καταπονούν 

τα µέλη καθώς και τις µετατοπίσεις των κόµβων ενός δισδιάστατου δικτυώµατος. Για τον 

προσδιορισµός των εξισώσεων ισορροπίας, η µέθοδος της µητρωικής ανάλυσης 

βασίζεται στη ανάπτυξη ενός διακριτού συστήµατος εξισώσεων ισορροπίας, το οποίο θα 

περιγράφει το δικτύωµα: 

  (2.1) 

rmin

(a) (b) (c)

{F} = [K ] {u}
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 Όπου F είναι το διάνυσµα των εξωτερικών δράσεων στους κόµβους, u το διάνυσµα 

των µετατοπίσεων των κόµβων, ενώ Κ είναι το συνολικό µητρώο δυσκαµψίας που 

υπολογίζεται σύµφωνα µε τη γεωµετρία του δικτυώµατος, τις διαστάσεις της διατοµής 

και του υλικού που έχει επιλεγεί για κάθε µέλος και προκύπτει έπειτα από 

συναρµολόγηση των εξισώσεων ισορροπίας του κάθε µέλους. 

Για τον προσδιορισµό του συνολικού µητρώου δυσκαµψίας, γίνεται αρχικά η 

κατάστρωση του µητρώου δυσκαµψίας, του κάθε µέλους ξεχωριστά. Ας θεωρήσουµε 

µια οµοιόµορφη, πρισµατική ράβδο µήκους L, µέτρου ελαστικότητας Ε και µε εµβαδό 

της διατοµής του Α (σχ. 2.6). 



Σχήμα 2.6: Στοιχείο ράβδου με τυχαίο προσανατολισμό στο επίπεδο x-y


Στο σχήµα 2.6 περιγράφεται ένα στοιχείο ράβδου δύο κόµβων µε τυχαίο 

προσανατολισµό στο επίπεδο x, y. Η γωνία από τον καθολικό άξονα x µε τον τοπικό 

άξονα x̅, ονοµατίζεται θ, όπου οι θετικές γωνίες είναι αριστερόστροφες, αντίθετα µε τη 

φορά των δεικτών του ρολογιού. Το µητρώο δυσκαµψίας µίας ράβδου στον τοπικό 

άξονα δίνεται από την σχέση: 

  (2.2) 

Στην περίπτωση όπου το καθολικό σύστηµα συντεταγµένων x, y είναι ίδιο µε το 

τοπικό σύστηµα x̅, y̅, η εξίσωση ισορροπίας περιγράφεται από την σχέση: 

  (2.3) 

y

ȳ x̄

i

j

Fi,y ui,y

Fi,x ui,x

Fj,y, uj,y

Fj,x uj,x

F̄i ūi

F̄j, ūj

x

Kloc. =
E A

L [ 1 −1
−1 1 ]

{
Fi

Fj} =
E A

L [ 1 −1
−1 1 ] {ui

uj}
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Στην περίπτωση όµως όπου χρειάζεται να πραγµατοποιηθεί ανάλυση ενός 

δικτυώµατος, όπου τα στοιχεία έχουν διαφορετικό προσανατολισµό, απαιτείται ο 

µετασχηµατισµός των εξισώσεων ισορροπίας µε βάση ένα γενικευµένο σύστηµα ως 

προς το οποίο θα αναφέρονται όλοι οι κόµβοι και όλα τα στοιχεία. Στο γενικό µητρώο η 

ανάλυση των επικόµβιων δυνάµεων στο τοπικό σύστηµα συντεταγµένων δίνεται από 

την σχέση: 

  (2.4) 

όπου ως Τ µπορεί να θεωρηθεί το µητρώο µετασχηµατισµού: 

  (2.5) 

Κάτα αντιστοιχία, ισχύουν οι σχέσεις µετασχηµατισµού των µετατοπίσεων 

  (2.6) 

Αντικαθιστώντας στην σχέση 2.3 τις σχέσεις 2.4 και 2.6 προκύπτει: 

  ⇒  ⇒  (2.7) 

Συνεπώς, το γενικό µητρώο δυσκαµψίας µιας ράβδου προκύπτει από την σχέση: 

   (2.8) 

Όπου έπειτα από πράξεις προκύπτει: 

   (2.9) 

{
Fi

Fj} = [cos θ sin θ 0 0
0 0 cos θ sin θ]

Fxi

Fyi

Fxj

Fyj

T = [cos θ sin θ 0 0
0 0 cos θ sin θ]

ū = T u

F̄ = Kloc ū F T = Kloc T u F = TT Kloc T u

Kglob. = TT Kloc T

Kglob. =
E A

L

cos2 θ cos θ sin θ −cos2 θ −cos θ sin θ
cos θ sin θ sin2 θ −cos θ sin θ −sin2 θ

−cos2 θ −cos θ sin θ cos2 θ cos θ sin θ
−cos θ sin θ −sin2 θ cos θ sin θ sin2 θ
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Έτσι, η εξίσωση ισορροπίας στο καθολικό σύστηµα συντεταγµένων για κάθε στοιχείο, 

µε τυχαίο προσανατολισµό προκύπτει: 

  (2.10) 

Συνεπώς, για κάθε στοιχείο που επέρχεται στο µοντέλο, σύµφωνα µε την 

προηγούµενη ενότητα (§2.1), υπολογίζεται το µητρώο δυσκαµψίας του στο καθολικό 

σύστηµα συντεταγµένων. Αφού προσδιοριστούν όλα τα στοιχεία του χωρίου, 

υπολογίζεται η συνολική δυσκαµψία της κατασκευής, µέσω της υπέρθεσης όλων των 

παραπάνω µητρώων. 

Όπως περιγράφεται και σε επόµενη ενότητα, Οι συνοριακές συνθήκες και τα 

εφαρµοζόµενα φορτία θεωρούνται γνωστά και µε γνωστό το διάνυσµα των των 

εµβαδών διατοµής των στοιχείων υπολογίζονται οι µετακινήσεις των κόµβων. Σύµφωνα 

λοιπόν µε τι µετακινήσεις των κόµβων, είναι πλέον εφικτός ο υπολογισµός όλων των 

κρίσιµων µεγεθών των στοιχείων όπως η ενέργεια παραµόρφωση, η αναπτυσσόµενη 

τάση, κ.α. 

2.3 Μαθηματική έκφραση 

Όπως παρουσιάστηκε και στην βιβλιογραφική ανασκόπηση, η γενική διατύπωση του 

προβλήµατος βελτιστοποίησης βασίζεται στην ελαχιστοποίησης της ενδοτικότητας της 

κατασκευής. 

Υπενθυµίζεται πως οι συνοριακές συνθήκες και τα εφαρµοζόµενα φορτία θεωρούνται 

γνωστά και η βελτιστοποίηση χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της κατανοµής των 

διατοµών. Ως µεταβλητές σχεδιασµού ορίζεται το εµβαδό διατοµής των στοιχείων, όπου 

µέλη µε περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο θεωρούνται αναποτελεσµατικά και 

αφαιρούνται από την αρχική δοµή, αλλάζοντας έτσι τη συνδεσιµότητα του συστήµατος. 

Η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος µε αντικειµενική συνάρτηση την 

ελαχιστοποίηση της ενδοτικότητας περιγράφεται ως εξής: 

  (2.11a) 

  (2.11b) 

  (2.11c) 

Fxi

Fyi

Fxj

Fyj

=
E A
L

cos2 θ cos θ sin θ −cos2 θ −cos θ sin θ
cos θ sin θ sin2 θ −cos θ sin θ −sin2 θ
−cos2 θ −cos θ sin θ cos2 θ cos θ sin θ

−cos θ sin θ −sin2 θ cos θ sin θ sin2 θ

uxi
uyi
uxj
uyj

Minimize: C(x) = FT u(x)

Subject to: x a L = V

0 < xele < 1, ele = 1, 2, 3, . . . , Nele
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Όπου: 

- C: η ενέργεια παραµόρφωσης της κατασκευής 

- F: το διάνυσµα των φορτίων που εφαρµόζεται στην κατασκευή. 

- u: το διάνυσµα των µετατοπίσεων 

- a: το διάνυσµα των εµβαδών των στοιχείων 

- x: το διάνυσµα όπου καθορίζει το εµβαδό των στοιχείων 

- K: το καθολικό µητρώο ακαµψίας της κατασκευής 

- L: το διάνυσµα των µηκών των στοιχείων 

- V: ο επιθυµητός όγκος της τελικής κατασκευής 

Για την επίλυση αυτού του προβλήµατος βελτιστοποίησης, µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων, η παράµετρος που εισάγεται είναι η πυκνότητα κάθε 

πεπερασµένου στοιχείου. Ως µεταβλητές σχεδιασµού ορίζεται το εµβαδό διατοµής κάθε 

στοιχείου: 

  (2.12) 

Βέβαια, όπως περιγράφεται σε επόµενη ενότητα, το εύρος που κυµαίνεται η 

µεταβλητή σχεδιασµού ae είναι [xmin ; 1], όπου xmin είναι µια µικρή τιµή κοντά στο µηδέν, 

προκειµένου να αποφευχθούν αριθµητικές αστάθειες. 

Σύµφωνα µε την µέθοδο SIMP, που περιγράφεται σε προηγούµενη ενότητα (§1.5.2), 

η ενδοτικότητα της κατασκευής προκύπτει από την σχέση: 

  (2.13) 

όπου p η παράµετρος ποινικοποίησης (penalty parameter), το οποίο το ορίζει ο 

χρήστης και η συνηθέστερη τιµή είναι p=3. Σύµφωνα την όσα αναφέρθηκαν στην 

βιβλιογραφική ανασκόπηση, η εισαγωγή της παραµέτρου ποινικοποίησης, εισάγετε στο 

πρόβληµα για να αποφευχθεί το πρόβληµα της σταθερής παραγωγού, µετατρέποντας 

παράλληλα το πρόβληµα σε ένα συνεχές πρόβληµα, καθώς το x πλέον µπορεί να πάρει 

οποιαδήποτε τιµή µεταξύ µηδέν και ένα (0 ≤ x ≤ 1). 

xe a = { 1, αν χρειάζοµαι το στοιχείο     
0, αν δεν χρειάζοµαι το στοιχείο

C(x) =
Nele

∑
e=1

(xe)p [K̂ ]ae=1 uT
e ue
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Το πρόβληµα της µαθηµατικής βελτιστοποίησης που διατυπώθηκε παραπάνω, 

µπορεί να επιλυθεί χρησιµοποιώντας διάφορους µαθηµατικούς αλγόριθµους που 

απαιτούν τον υπολογισµό της παραγώγου, όπως ο Optimality Criteria (OC) ή την χρήση 

ευτερικών µεθόδων όπου αναφέρονται σε προσεγγίσεις επίλυσης προβληµάτων που 

επιτυγχάνουν τη λύση µε δοκιµή και σφάλµα (trial and error), όπως ο Interior Point 

algorithm. 

2.3.1 Optimality criteria


Σύµφωνα µε την µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος που προσδιορίστηκε 

παραπάνω (εξ. 2.11), ζητείται η ελαχιστοποίηση της ενδοτικότητας της κατασκευής 

σύµφωνα µε έναν περιορισµό G(x). Για την υλοποίηση της διαδικασίας αυτής αυτό το 

εφαρµόζεται η µέθοδος Lagrangian όπου η συνάρτηση εκφράζεται ως εξής: 

  (2.14) 

όπου λ, o πολλαπλασιαστή Lagrange. 

Η χρήση της µεθόδου Optimality Criteria (OC), απαιτεί τον υπολογισµό της 

παραγωγού. 

  (2.15) 

Έτσι, η βέλτιστη πιθανή λύση προκύπτει µε την εύρεση της ελάχιστης τιµής του νέου 

διανύσµατος xe, σύµφωνα µε την σχέση: 

  ⇒  (2.16) 

Για την επίλυση της παραπάνω εξίσωσης, πρέπει µα υπολογιστεί και η τιµή του 

πολλαπλασιαστή Lagrange, λ. Ο υπολογισµός του λ επιτυγχάνεται επιλέγοντας 

επαναληπτικά το λ για κάθε xe µέχρι την ικανοποίηση της ακόλουθης εξίσωσης: 

  ⇒  (2.17) 

L(xe, λ) =
Nele

∑
e=1

(xe)p [K̂ ]ae=1 uT
e ue + λ G (x)

∂ L
∂ xe

=
Nele

∑
e=1

(−p (xe)p−1 [K̂ ]ae=1 uT
e ue) + λ

∂ G (xe)
∂ xe

∂ L
∂ xe

= 0 xnew
e =

p (xnew
e )p [K̂ ]ae=1 uT

e ue

λ

∂ L
∂ λ

= 0
Nele

∑
e=1

(xe ae) − V = 0
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Επιπλέον, το xe µπορεί να κυµαίνεται στο εύρος τιµών µεταξύ 0 και 1 (0 ≤ xe ≤ 1), ενώ 

παράλληλα, αποτρέπονται οι έντονες µεταβολές του διανύσµατος µέσω του συντελεστή 

m. Έτσι, οι καινούργιες τιµές του διανύσµατος xe, προκύπτουν από την σχέση: 

  (2.18) 

όπου  

Συνοψίζοντας την παραπάνω διαδικασία, αρχικά ορίζεται από τον χρήστη το αρχικό 

χωρίο σχεδιασµού και καθορίζονται οι συνοριακές συνθήκες και τα εφαρµοζόµενα 

εξωτερικά φορτία στους κόµβους. Με γνωστά πλέον τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά των 

στοιχείων (µέτρο ελαστικότητας, εµβαδό διατοµής), τις συνθήκες στήριξης και τα 

εφαρµοζόµενα φορτία, προσδιορίζονται οι µετατοπίσεις των κόµβων µέσω των 

εξισώσεων ισορροπίας και υπολογίζεται η αντικειµενική συνάρτηση (η ενδοτικότητας της 

κατασκευής). Στην συνέχεια, εφαρµόζεται µια επαναληπτική διαδικασία για τον 

υπολογισµό τόσο του πολλαπλασιαστή Lagrange (λ), όσο και των µεταβλητών 

σχεδιασµού (xe). Κατά την διάρκεια της επαναληπτικής διαδικασίας, ορίζεται αρχικά µια 

σχετικά µεγάλη τιµή για το λ για την οποία υπολογίζονται οι µεταβλητές σχεδιασµού 

µέσω της εξίσωσης 2.16. Με γνωστή λοιπόν την τιµή του λ αλλά και των µεταβλητών 

σχεδιασµού γίνεται ο έλεγχος ικανοποίησης των περιορισµών του προβλήµατος 

σύµφωνα µε την εξίσωση 2.17. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται έως ότου 

ικανοποιείται η εξίσωση 2.17. Με τις καινούργιες τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού, 

επαναλαµβάνεται η παραπάνω διαδικασία µέχρι η αντικειµενική συνάρτηση να 

σταµατήσει µεταβάλλεται ή έχει πραγµατοποιηθεί ένα µεγάλος κύκλος επαναλήψεων. 

Στο σχήµα 2.7, παρουσιάζεται η παραπάνω διαδικασία σε ένα διάγραµµα ροής, όπου 

στο κίτρινο πλαίσιο περιγράφεται η επαναληπτική διαδικασία όπου υπολογίζεται η 

αντικειµενική συνάρτηση και στο πράσινο πλαίσιο περιγράφεται η εσωτερική 

επαναληπτική διαδικασία εύρεσης του πολλαπλασιαστή Lagrange (λ) και των 

καινούριων µεταβλητών σχεδιασµού (xe). 

xnew
e =

max [0 ; xe − m] dc
λ < max [0 ; xe − m]

dc
λ i f max [0 ; xe − m] <

dc
λ < min [1 ; xe + m]

min [1 ; xe + m] dc
λ > min [1 ; xe + m]

dc = p (xnew
e )p [K̂ ]ae=1 uT

e ue
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Σχήμα 2.7: Διάγραμμα ροής βελτιστοποίησης τοπολογίας (Optimality Criteria)


Προκειµένου να καταστεί πιο αντιληπτό, η παραπάνω διαδικασία εφαρµόζεται σε ένα 

σχετικά µικρό χωρίο του σχήµατος 2.8. Το αρχικό χωρίο έχει διαστάσεις (5 x 4)m, όπου 

οι κόµβοι τοποθετήθηκαν σε απόσταση 1m και στις δύο διεύθυνσης. Για διαµόρφωση 

του αρχικού φορέα, επιλέχθηκε η µέθοδος πλήρους σύνδεσης των κόµβων µε µέγιστο 

επιτρεπόµενο µήκος στοιχείο τα 3m. 



Σχήμα 2.8: Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου σε Optimality Criteria


Με την θεώρηση πως το κάθε στοιχείο έχει αρχικό εµβαδό διατοµής ae = 1 m2, ο 

συνολκός όγκος της αρχικής κατασκευής ανέρχεται στα V0 = 113.42 m3. Εφαρµόζοντας 
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λοιπόν την διαδικασία βελτιστοποίησης τοπολογίας, σύµφωνα µε το διάγραµµα ροής 

του σχήµατος 2.7, µε σκοπό την µείωση του αρχικού όγκου V0 στο 10% (V = 10% V0), 

προκύπτει η δοµή του σχήµατος 2.9. 



Σχήμα 2.9: Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου σε Optimality Criteria


Η δοµή του σχήµατος 2.9 προσδιορίστηκε σε επτά (8) επαναλήψεις. Σε κάθε 

επανάληψη της µεθόδου, υπολογίζεται η αντικειµενική συνάρτηση, µέχρι η τιµή της 

συνάρτησης να σταµατήσει µεταβάλλεται ή έχει πραγµατοποιηθεί ένα µεγάλος κύκλος 

επαναλήψεων. Όπως φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί, η τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης µειώνεται αισθητά στις πρώτες επαναλήψεις, ενώ στην συνέχεια η 

µεταβολή της είναι µικρή, όπου στην 8η επανάληψη παρατηρείται υπερβολικά µικρή 

µεταβολή. 



Σχήμα 2.10: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης (O-C)
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Επιπλέον, σε κάθε βήµα της µεθόδου, πραγµατοποιείται µια εσωτερική επαναληπτική 

διαδικασία για την εύρεση της τιµής του πολλαπλασιαστή Lagrange (λ) αλλά και των 

µεταβλητών σχεδιασµού, µε την προϋπόθεση να πληροίτε ο περιορισµός V = 10% V0. 

Στο διάγραµµα 2.11, που ακολουθεί, παρουσιάζονται οι απαιτούµενες επαναλήψεις για 

την εύρεση του λ. 



Σχήμα 2.11: Διάγραμμα μεταβολής πολλαπλασιαστή Lagrange


Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η τιµή του πολλαπλασιαστή Lagrange, 

προσδιορίζεται ώστε κατά των υπολογισµό των µεταβλητών σχεδιασµού από την 

εξίσωση 2.17, να ικανοποιείται ο περιορισµός V = 10% V0. Έτσι, σε κάθε εσωτερική 

επανάληψη ο τελικός όγκος της κατασκευής είναι ίδιος µε τιµή V = 10% V0 (Σχ. 2.12). 



Σχήμα 2.12: Διάγραμμα μεταβολής συνολικού όγκου (εσωτερικές επαναλήψεις)
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ο αλγόριθµος καλείται στην εύρεση της βέλτιστης 

κατανοµής του υλικού, µε την ελάχιστη δυνατή ενδοτικότητα της κατασκευής, ώστε να 

επιτευχθεί ο επιθυµητός όγκος. Κατά την διαδικασία της βελτιστοποίησης, είναι πιθανό 

το εµβαδόν ορισµένων στοιχείων, τα οποία θεωρούνται αναποτελεσµατικά, να ορίζεται 

ίσο µε το µηδέν (0). Ως εκ τούτου, η αφαίρεση ορισµένων στοιχείων από την δοµή, είναι 

πιθανό να καταλήξει σε ένα στατικά αόριστο σύστηµα, όπου δεν είναι η δυνατή η 

επίλυση του φορέα, µε αποτέλεσµα την απενεργοποίηση του αλγόριθµου. Για τον 

σκοπό αυτό ορίζεται ένα ελάχιστο µέτρο για το εµβαδό του κάθε στοιχείου, της τάξεως 

του 10-9, για την αποφυγή τέτοιον προβληµάτων. 

Για παράδειγµα, σύµφωνα µε το αρχικό χωρίο του σχήµατος 2.8, θα προκύψει η 

βέλτιστη τοπολογία του σχήµατος 2.9, σύµφωνα µε το οποίο παρατηρούµε ότι τα µέλη 

που θεωρούνται αναποτελεσµατικά αφαιρούνται από την αρχική δοµή. Παρόλα αυτά, αν 

πραγµατοποιηθεί η κατάλληλη µεγέθυνση (σχ. 2.13b), θα παρατηρήσουµε ότι κατά την 

διαδικασία την βελτιστοποίησης, τα µέλη που θεωρούνται αναποτελεσµατικά 

λαµβάνονται υπόψιν µε  το ελάχιστο δυνατό εµβαδό. Σηµειώνεται πως τα µέλη αυτά, 

λαµβάνονται υπόψιν µόνο για τον υπολογισµό των µετατοπίσεων των κόµβων, δηλαδή 

κατά την χρήση των εξισώσεων ισορροπίας. 



Σχήμα 2.13: Φορέας σχεδιασμού κατά την χρήση των εξισώσεων ισορροπίας


Σκοπός όµως της διαδικασίας της βελτιστοποίησης, είναι η δηµιουργία µίας δοµής η 

οποία είναι δυνατόν τόσο να κατασκευαστεί, όσο και να ελεγχθεί στα διαθέσιµα 

εµπορικά λειτουργικά προγράµµατα. Συνεπώς σε κάθε επαναληπτική διαδικασία η 

βέλτιστη τοπολογία η οποία προκύπτει πρέπει να µπορεί να σχεδιαστεί χωρίς να 

λαµβάνονται υπόψιν τα µέλη µε ένα κατώτατο όριο διατοµής. Όπως αναφέρθηκε 

(a) (b)
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παραπάνω, η αφαίρεση ορισµένων στοιχείων από την δοµή, είναι πιθανό να καταλήξει 

σε ένα στατικά αόριστο σύστηµα, όπου δεν είναι η δυνατή η επίλυση του φορέα, 

Στην µορφολογία του σχήµατος 2.13a, παρατηρούµε ότι για την βέλτιστη τοπολογία η 

οποία προκύπτει, δεν είναι δυνατό να γίνει η προσοµοίωση σε κάποιο λειτουργικό 

πρόγραµµα, καθώς το τελικό µοντέλο είναι στατικά αόριστο. Η παρατήρηση αυτή µπορεί 

να γίνει εύκολα αντιληπτή από την παρακάτω σχέση, όπου για να είναι ένα σύστηµα 

στατικά ορισµένο πρέπει: 

  ⇒  (2.19) 

όπου n ο αριθµός των κόµβων, nc οι µεταφορική περιορισµοί και m ο αριθµός των 

στοιχείων. Στο παράδειγµα του σχήµατος 2.13a, η παράνω σχέση δεν ισχύει καθώς: 

  ⇒  (2.20) 

Συνεπώς, κατά την διάρκεια της βελτιστοποίησης πρέπει να γίνεται ο έλεγχος για το 

αν τελικός το σύστηµα το οποίο προκύπτει είναι στατικά αόριστο. 

Βέβαια, όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε, αν στην συγκεκριµένη τοπολογία, 

αφαιρεθούν οι κόµβοι στους οποίους συντρέχουν συνευθειακά µέλη και γίνει η 

συγχώνευση των στοιχείων, τότε το σύστηµα είναι στατικά ορισµένο και η επίλυση του 

φορέα µπορεί να πραγµατοποιηθεί κανονικά (σχ. 2.14). 



Σχήμα 2.14: Συγχώνευση συνευθειακών στοιχείων 

2 n − nc ≤ m 18 > 14

2 n − nc ( = 2 11 − 4) ≤ m ( = 14) 18 ≤ 14

(a) (b)
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Έτσι, κατά την διάρκεια της βελτιστοποίησης, για τον προσδιορισµό των µεταβλητών 

σχεδιασµού που προκύπτουν, εντάσσεται ακόµα ένα βήµα, κατά το οποίο αρχικά γίνεται 

η συγχώνευση των συνευθειακών στοιχείων και ελέγχεται το σύστηµα αν είναι στατικά 

απροσδιόριστο. Συνεπώς, για την εύρεση των µεταβλητών σχεδιασµού, προστίθεται 

ακόµα ένα βήµα στο οποίο γίνεται η συγχώνευση των στοιχείων και ελέγχεται η 

στατικότητα του φορέα (σχ. 2.15). 



Σχήμα 2.15: Τελικό διάγραμμα ροής βελτιστοποίησης τοπολογίας (OC)


2.3.2 Αλγόριθμοι εσωτερικού σημείου (Interior-Point algorithms - IP)


Οι αλγόριθµοι εσωτερικού σηµείου (Interior-Point algorithms) κυριάρχησαν στην 

έρευνα για τις µεθόδους κυρτής βελτιστοποίησης από τις αρχές της δεκαετίας του 1990 

µέχρι πρόσφατα. Είναι δηµοφιλείς επειδή επιτυγχάνουν υψηλή ακρίβεια σε µικρό αριθµό 

επαναλήψεων, σχεδόν ανεξάρτητα από το µέγεθος, τον τύπο και τα δεδοµένα του 

προβλήµατος. Κάθε επανάληψη απαιτεί τη λύση ενός συνόλου γραµµικών εξισώσεων 

µε σταθερές διαστάσεις και γνωστή δοµή. Ως αποτέλεσµα, ο χρόνος που απαιτείται για 

την επίλυση διαφορετικών περιπτώσεων µιας δεδοµένης οικογένειας προβληµάτων 

µπορεί να εκτιµηθεί µε µεγάλη ακρίβεια. Το κλειδί για την αποτελεσµατικότητα της 
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επίλυσης µε την µέθοδο εσωτερικού σηµείου είναι το σύνολο των γραµµικών εξισώσεων 

που λύνονται σε κάθε επανάληψη. Αυτές οι εξισώσεις µερικές φορές ονοµάζονται 

εξισώσεις Newton, επειδή µπορούν να ερµηνευθούν ως γραµµικοποίηση των µη 

γραµµικών εξισώσεων που χαρακτηρίζουν την κεντρική διαδροµή, ή εξισώσεις Karush-

Kuhn-Tucker (KKT), επειδή µπορούν να ερµηνευθούν ως βέλτιστες συνθήκες ενός 

προβλήµατος τετραγωνικής βελτιστοποίησης περιορισµένης ισότητας. Το κόστος 

επίλυσης των εξισώσεων του Newton καθορίζει το µέγεθος των προβληµάτων που 

µπορούν να λυθούν µε µια µέθοδο εσωτερικού σηµείου. Τα πακέτα βελτιστοποίησης 

γενικής χρήσης βασίζονται σε παραγοντοποιήσεις αραιής µήτρας για την 

αποτελεσµατική επίλυση των εξισώσεων Newton. Αυτή η προσέγγιση είναι πολύ 

επιτυχηµένη στον γραµµικό προγραµµατισµό όπου προβλήµατα µε αρκετές χιλιάδες 

µεταβλητές και περιορισµούς επιλύονται τακτικά. Η επιτυχία αυτή µπορεί να αποδοθεί 

σε δύο γεγονότα. Πρώτον, οι εξισώσεις Newton ενός αραιού γραµµικού προβλήµατος 

µπορούν συνήθως να αναχθούν σε αραιά θετικά καθορισµένα σύνολα εξισώσεων, τα 

οποία µπορούν να λυθούν πολύ αποτελεσµατικά µε αραιές µεθόδους 

παραγοντοποίησης. Δεύτερον, τα πυκνά γραµµικά προβλήµατα, τα οποία φυσικά δεν 

είναι ασυνήθιστα στην πράξη, µπορούν συχνά να µετατραπούν σε αραιά προβλήµατα 

µε την εισαγωγή βοηθητικών µεταβλητών και περιορισµών. Αυτό αυξάνει τις διαστάσεις 

του προβλήµατος, αλλά εάν το πρόβληµα που προκύπτει είναι αρκετά αραιό, το καθαρό 

κέρδος στην απόδοση είναι συχνά σηµαντικό [9]. 

Στην παρούσα µελέτη, χρησιµοποιήθηκε µια δωρεάν και ανοιχτού κώδικα βιβλιοθήκη 

Python που χρησιµοποιείται για επιστηµονικούς και τεχνικούς υπολογισµούς, το SciPy. 

Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιήθηκε η ενότητα για βελτιστοποίηση γραµµικού 

προγραµµατισµού µε σκοπό την ελαχιστοποίηση µιας γραµµικής αντικειµενικής 

συνάρτησης που υπόκειται σε περιορισµούς γραµµικής ισότητας και ανισότητας: 

  (2.21a) 

  (2.21b) 

  (2.21c) 

  (2.21d) 

Όπου: 

- c: Οι συντελεστές της γραµµικής αντικειµενικής συνάρτησης. 

- x: το διάνυσµα των των µεταβλητών σχεδιασµού. 

min
x

= CT x

Subject to: Aub ≤ bub

Aeq = beq

lb ≤ x ≤ ub
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- Aub: o πίνακας περιορισµών ανισότητας. Κάθε γραµµή του Aub καθορίζει τους 

συντελεστές ενός περιορισµού γραµµικής ανισότητας στο x. 

- bub: Το διάνυσµα περιορισµού ανισότητας. Κάθε στοιχείο αντιπροσωπεύει ένα άνω 

όριο στην αντίστοιχη τιµή του Aub. 

- Aeq: o πίνακας περιορισµών ισότητας. Κάθε σειρά του Aeq καθορίζει τους 

συντελεστές ενός περιορισµού γραµµικής ισότητας στο x. 

- beq: το διάνυσµα περιορισµού ισότητας. Κάθε στοιχείο του Aeq πρέπει να ισούται µε 

το αντίστοιχο στοιχείο του beq. 

- lb , ub: lb (lower bound), ub (upper bound) είναι µία ακολουθία (min, max) ζευγών για 

κάθε στοιχείο στο x. 

Η µέθοδος αυτή ξεκινά µε αρχικές κάποιες αρχικές “εικασίες” των µεταβλητών του 

προβλήµατος και επαναληπτικά επιχειρεί να λύσει τις (µη γραµµικές) συνθήκες Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) για το πρόβληµα µε έναν σταδιακά µειωµένο όρο. 

Στην παρούσα µελέτη, η γενική διατύπωση του προβλήµατος βελτιστοποίησης 

βασίζεται στην ελαχιστοποίησης της ενδοτικότητας της κατασκευής σύµφωνα µε την 

σχέση: 

  (2.22a) 

  (2.22b) 

  (2.22c) 

Η εισαγωγή του προβλήµατος στην βιβλιοθήκη SciPy ακολουθεί τα παρακάτω 

βήµατα: 

i. Εισαγωγή της αντικειµενικής συνάρτησης: 

  (2.23) 

ii.Εισαγωγή των επιθυµητών περιορισµών ισότητας και ανισότητας. Στην 

συγκεκριµένη περίπτωση, εφαρµόζεται µόνο ο παρακάτω περιορισµός ισότητας. 

  ⇒  (2.24) 

min
x

C(x) =
Nele

∑
e=1

= xe [K̂ ]ae=1 uT
e ue

Subject to: x a L = V

0 < xele < 1, ele = 1, 2, 3, . . . , Nele

c = {x̄}
Nele

∑
e=1

[K̂ ]ae=1 uT
e ue

Nele

∑
e=1

xe ae Le = V
Nele

∑
e=1

xe ae Le =
V
V0
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Με την θεώρηση πως το κάθε στοιχείο έχει αρχικό εµβαδό διατοµής ae = 1 m2, o 

πίνακας περιορισµών ισότητας (Aeq) και το διάνυσµα περιορισµού ισότητας (beq) 

προκύπτει: 

  (2.25a) 

  (2.25b) 

iii.Εισαγωγή ορίων στις µεταβλητές σχεδιασµού. Το xe µπορεί να κυµαίνεται στο 

εύρος τιµών µεταξύ 0 και 1 (0 ≤ xe ≤ 1), ενώ παράλληλα αποτρέπονται οι έντονες 

µεταβολές του διανύσµατος µέσω του συντελεστή m. Έτσι, τα όρια των τιµών του 

διανύσµατος xe, προκύπτουν: 

  (2.26) 

Η χρήση της παραπάνω µεθοδολογία στο αρχικό χωρίο του σχήµατος 2.8 (σχ. 2.16a) 

έχει ως αποτέλεσµα την βέλτιστη τοπολογία του σχήµατος 2.16b. 



Σχήμα 2.16: Φορέας σχεδιασμού κατά την χρήση των εξισώσεων ισορροπίας


Η δοµή του σχήµατος 2.16b προσδιορίστηκε σε δώδεκα (12) επαναλήψεις. Στο 

σχήµα 2.17 που ακολουθεί, σε κάθε επανάληψη της µεθόδου, υπολογίζεται η 

αντικειµενική συνάρτηση, µέχρι η τιµή της συνάρτησης να σταµατήσει µεταβάλλεται ή 

έχει πραγµατοποιηθεί ένα µεγάλος κύκλος επαναλήψεων. 

Aeq = {L̄}

beq =
V
V0

Nele

∑
e=1

Le

bounds =

max [0 ; x1 − m] min [1 ; x1 + m]
max [0 ; x2 − m] min [1 ; x2 + m]

⠇

max [0 ; xNele
− m] min [1 ; xNele

+ m]

(a) (b)
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Σχήμα 2.17: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης (I-P)


Όπως και στην µεθοδολογία που περιγράφτηκε στην προηγούµενη ενότητα (§ 2.3.1), 

για την αρµονική λειτουργία του αλγορίθµου, δηλαδή κατά την χρήση των εξισώσεων 

ισορροπίας, τα µέλη που θεωρούνται αναποτελεσµατικά λαµβάνονται υπόψιν µε το 

ελάχιστο δυνατό εµβαδό (σχ. 2.18b). Παράλληλα, υιοθετείται η διαδικασία συγχώνευσης 

συνευθειακών στοιχείων (2.18c) και ο έλεγχος για την στατικότητα του φορέα (2.18d). 



Σχήμα 2.18: Διαδικασία εύρεσης τελικής τοπολογίας


(c) (d)

(a) (b)
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2.4 Παραδείγματα εφαρμογής 

Ανακεφαλαιώνοντας, κατά την βελτιστοποίηση τοπολογίας ενός χωρίου µε 

ευθύγραµµα ραβδωτά στοιχεία, ο χρήστης καλείται να ορίσει τις παρακάτω 

παραµέτρους: 

i. Το δίκτυο των κόµβων στο χωρίο 

ii. Το µέγιστο επιτρεπτό µήκος του κάθε στοιχείου στο αρχικό χωρίο σχεδιασµού 

iii.Την µέθοδο σχεδιασµού 

Στις παρακάτω ενότητες γίνεται η σύγκριση της τελικής βέλτιστης τοπολογίας που 

προκύπτει, καθώς και του υπολογιστικού κόστους, αναλόγως τις αρχικές επιλογές του 

χρήστη. Για αυτές τις ανάγκες, επιλέχθηκε η εύρεση της βέλτιστης τοπολογίας για ένα 

χωρίο συνολικού µήκους τέσσερα µέτρα (4m) και ύψους οκτώ µέτρα (8m). Πρόκειται για 

έναν φορέα πρόβολο, µε αρθρώσεις στη βάση του και µία οριζόντια φόρτιση στο 

ελεύθερο άκρο (σχ. 2.19). 



Σχήμα 2.19: Χώρος σχεδίασης φορέα


Για το σκοπό αυτό δηµιουργήθηκαν τρεις (3) διαφορετικές περιπτώσεις σύνθεσης του 

αρχικού χωρίου, µε µέγιστο µήκος στοιχείων τα δύο µέτρα (σχ. 2.20a), τα τρία µέτρα 

(σχ. 2.20b) και τα τέσσερα µέτρα (σχ. 2.20c), στα οποία η γίνεται η εύρεση της βέλτιστης 

τοπολογίας σύµφωνα µε τις δύο (2) µεθόδους που παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες 

ενότητες (optimality criteria - OC & Interior-Point method  - IP). Για όλες τις περιπτώσεις, 

η απόσταση των κόµβων και στις δύο διευθύνσεις είναι ένα µέτρο (1m), διάταξη κόµβων 

5 x 9. 
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Σχήμα 2.20: Αρχικό χωρίο σχεδιασμού για μέγιστο μήκος στοιχείων 2m (a), 3m (b) και 4m (c)


2.4.1 Βελτιστοποίηση τοπολογίας προβόλου - Optimality Criteria


Για την σύγκριση των αποτελεσµάτων ανάλογα µε τα τρία (3) διαφορετικά χωρία του 

σχήµατος 2.20, γίνεται η υπόθεση εύρεση της βέλτιστης τοπολογίας για την επίτευξη 

ενός τελικού χωρίου µε ένα συγκεκριµένο όγκο. Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται 

οι αρχικοί όγκοι των χωρίων (V0), σύµφωνα µε την υπόθεση ότι το εµβαδό διατοµής του 

κάθε στοιχείου είναι ae = 1 m2. Προκυµένου να µπορεί να γίνει η επιθυµητή σύγκριση, 

πρέπει ο τελικός όγκος της κατασκευής (V) να είναι ίδιος και για τις τρεις (3) 

περιπτώσεις, µε αποτέλεσµα σε κάθε δοκιµή να έχουµε διαφορετικό λόγο όγκων (vfrac). 

(a) (b) (c)

Πίνακας 2.1: Αρχικού και τελικοί όγκοι των χωρίων σχεδιασμού

Χωριό 
σχεδιασμού

Αρχικός όγκος χωρίου Λόγος τελικού προς 
αρχικού όγκου (V/V0)

Τελικός όγκος 
κατασκευής

V0 vfrac V

σχ. 2.20a 166.51 m3 0.14 23.31 m3

σχ. 2.20b 399.06 m3 0.058 23.14 m3

σχ. 2.20c 882.80 m3 0.027 23.83 m3
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Εφαρµογή σχήµατος 2.20a (µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου 2m) 

Στο σχήµα 2.21 που ακολουθεί παρουσιάζεται η βέλτιστη τοπολογία που προκύπτει 

για το επιθυµητό λόγο όγκου του πίνακα 2.1, ενώ στο σχήµα 2.22 που ακολουθεί, 

φαίνεται η τελική γεωµετρία του φορέα µετά την συγχώνευση των στοιχείων. 



Σχήμα 2.21: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος για μέγιστο αρχικό μήκος στοιχείων 2m




Σχήμα 2.22: Τελική γεωμετρία δικτυωματικού φορέα (1η εφαρμογή)
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Παρακάτω,  φαίνεται η τιµή τις αντικειµενικής συνάρτησης, για κάθε επανάληψη της 

µεθόδου, µέχρι η τιµή της συνάρτησης να σταµατήσει µεταβάλλεται ή έως ότου έχει 

πραγµατοποιηθεί ένα µεγάλος επαναλήψεων. 



Σχήμα 2.23: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης σχήματος 2.20a (O-C)


Εφαρµογή σχήµατος 2.21b (µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου 3m) 

Αντίστοιχα, παρουσιάζεται η βέλτιστη τοπολογία του σχήµατος 2.21b και η τελική 

γεωµετρία του φορέα µετά την συγχώνευση των στοιχείων. 



Σχήμα 2.24: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος για μέγιστο αρχικό μήκος στοιχείων 3m
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Σχήμα 2.25: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης σχήματος 2.20b (O-C)


Εφαρµογή σχήµατος 2.21c (µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου 4m) 

Τέλος παρατίθενται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης τοπολογίας του σχήµατος 

2.21c, µε µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου στο αρχικό χωρίο σχεδιασµού τέσσερα 

µέτρα (4m). 



Σχήμα 2.26: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος για μέγιστο αρχικό μήκος στοιχείων 4m
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Σχήμα 2.27: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης σχήματος 2.20c (O-C)


Σύγκριση αποτελεσµάτων 

Στα παρακάτω διαγράµµατα παρουσιάζεται η πρόοδος της αντικειµενικής 

συνάρτησης για τις τρεις (3) διαφορετικές περιπτώσεις σύνθεσης του αρχικού χωρίου 

σχεδιασµού (σχ. 2.28), καθώς και ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης για την εύρεση της 

βέλτιστης τοπολογίας (σχ. 2.29). 



Σχήμα 2.28: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής για τις διαφορετικές περιπτώσεις σύνθεσης του 

αρχικού χωρίου σχεδιασμού (O-C)
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Σχήμα 2.29: Διάγραμμα της απαιτούμενης χρονικής διάρκειας του κώδικα για τις διαφορετικές 

περιπτώσεις σύνθεσης του αρχικού χωρίου σχεδιασμού (O-C)


Η πρώτη ανάγνωση των παραπάνω αποτελεσµάτων, οδηγεί στο συµπέρασµα ότι,   

για έναν πολύ µικρό αριθµό στοιχείων στο αρχικό χωρίο σχεδιασµού, απαιτούνται 

περισσότερες επανάληψης για την εύρεση της τελικής γεωµετρίας µε αποτέλεσµα την 

αύξηση του υπολογιστικού κόστους (αύξηση του χρόνου). 

Βέβαια, η µεταβολή της αντικειµενικής συνάρτησης για το αρχικό χωρίο σχεδιασµού 

µε τον µικρότερο αριθµό στοιχείων, είναι πολύ µικρή µετά την δωδέκατη επανάληψη. 

Ωστόσο, αυτή η µικρή µεταβολή έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση των επαναλήψεων και 

κατ’ επέκταση την αύξηση του απαιτούµενου χρόνου υλοποίησης της ανάλυσης. 

Επιπλέον, όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε, για τον ίδιο αριθµό επαναλήψεων, ο 

χρόνος ολοκλήρωσης της κάθε επανάληψης ελαττώνεται αισθητά, όσο µειώνεται ο 

αρχικός αριθµός των στοιχείων. 

Ένα ακόµα στοιχείο σύγκρισης ήταν η επιτυχία υλοποίησης του αλγορίθµου 

σύµφωνα µε τους περιορισµούς που προσδιορίστηκαν στο πρόβληµα. Στο παρακάτω 

σχήµα φαίνεται η επί της εκατό απόκλιση του εκάστοτε χωρίου σε κάθε επανάληψη. 

Όπως ήταν αναµενόµενο, η απόκλιση είναι ιδιαίτερα µικρή, όπου η µέγιστη που 

παρατηρείται είναι της τάξεως του 0.08%, µε την τιµή της µέγιστης απόκλισης της 

τελικής γεωµετρίας να είναι της τάξεως του 0.04%. 

Τέλος, για την τελική βέλτιστη τοπολογία του εκάστοτε χωρίου, πραγµατοποιείται µία 

µη γραµµική ανάλυση, µε την χρήση της βιβλιοθήκης OpenSeesPy. Η ανάλυση 

πραγµατοποιήθηκε λαµβάνοντας υπόψιν τόσο την µη γραµµικότητα γεωµετρίας, όσο και 

την µη γραµµικότητα του υλικού (σχ. 2.31) 
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Σχήμα 2.30: Απόκλιση κλάσματος όγκου σύμφωνα με τον εκάστοτε περιορισμό (O-C)


Προκειµένου να ληφθεί υπόψιν η µη γραµµικότητα του υλικού, ορίζεται ως υλικό 

χάλυβας µε µέτρο ελαστικότητας E = 210 GPa, τάση διαρροής fy=250MPa και µέτρο 

κράτυνσης b = 0.01. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται το διάγραµµα δύναµης µετατόπισης  

του κόµβου όπου εφαρµόζεται η οριζόντια δύναµη, για τις τελικές γεωµετρίες των τριών 

(3) διαφορετικών περιπτώσεων. 



Σχήμα 2.31: Μη γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας (O-C)
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2.4.2 Βελτιστοποίηση τοπολογίας προβόλου - Interior-Point


Για την σύγκριση των δύο µεθόδων, πραγµατοποιήθηκε ακριβώς η ίδια ανάλυση για 

τα τρία (3) διαφορετικά χωρία του σχήµατος 2.20. 

Εφαρµογή σχήµατος 2.20a (µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου 2m) 

Στο σχήµα 2.32 παρουσιάζεται η βέλτιστη τοπολογία που προκύπτει για το επιθυµητό 

λόγο όγκου του πίνακα 2.1, ενώ στο σχήµα 2.33 που ακολουθεί, φαίνεται η τιµή τις 

αντικειµενικής συνάρτησης, για κάθε επανάληψη της µεθόδου. 



Σχήμα 2.32: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος για μέγιστο αρχικό μήκος στοιχείων 2m




Σχήμα 2.33: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης σχήματος 2.20a (I-P)
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Εφαρµογή σχήµατος 2.20b (µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου 3m) 

Αντίστοιχα, παρουσιάζεται η βέλτιστη τοπολογία του σχήµατος 2.21b και η τελική 

γεωµετρία του φορέα µετά την συγχώνευση των στοιχείων, καθώς και η µεταβολή της 

αντικειµενικής συνάρτησης κατά της διαδικασία της βελτιστοποίησης (σχ. 2.35). 



Σχήμα 2.34: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος για μέγιστο αρχικό μήκος στοιχείων 3m




Σχήμα 2.35: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης σχήματος 2.20b (I-P)
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Εφαρµογή σχήµατος 2.20c (µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου 4m) 

Τέλος παρατίθενται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης τοπολογίας του σχήµατος 

2.21c, µε µέγιστο µήκος του εκάστοτε στοιχείου στο αρχικό χωρίο σχεδιασµού τέσσερα 

µέτρα (4m) 



Σχήμα 2.36: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος για μέγιστο αρχικό μήκος στοιχείων 3m




Σχήμα 2.37: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής συνάρτησης σχήματος 2.20c (I-P)
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Σύγκριση αποτελεσµάτων 

Στα παρακάτω διαγράµµατα παρουσιάζεται η πρόοδος της αντικειµενικής 

συνάρτησης για τις τρεις (3) διαφορετικές περιπτώσεις σύνθεσης του αρχικού χωρίου 

σχεδιασµού (σχ. 2.38), καθώς και ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης για την εύρεση της 

βέλτιστης τοπολογίας (σχ. 2.39). 



Σχήμα 2.38: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής για τις διαφορετικές περιπτώσεις σύνθεσης του 

αρχικού χωρίου σχεδιασμού (I-P)




Σχήμα 2.39: Διάγραμμα της απαιτούμενης χρονικής διάρκειας για τις διαφορετικές περιπτώσεις 

σύνθεσης του αρχικού χωρίου σχεδιασμού (I-P)
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Από τα παραπάνω διαγράµµατα προκύπτει ότι ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης της 

διαδικασίας, εξαρτάται από τον αριθµό των στοιχείων που ορίζονται στο αρχικό χωρίο 

σχεδιασµού. Τόσο ο συνολικός χρόνος όσο και ο χρόνος ολοκλήρωσης της κάθε 

επανάληψης ελαττώνεται αισθητά, όσο µειώνεται ο αρχικός αριθµός των στοιχείων. 

Αυτό γίνεται ιδιαίτερα αντιληπτό κατά την σύγκριση των δύο πρώτων χωρίων, δηλαδή 

του χωρίου µε µέγιστο µήκος στοιχείου τα δύο (2m) και τα τρία (3m) µέτρα, καθώς η 

πρώτη διάταξη χρειάζεται περισσότερες επαναλήψεις για την σύγκλιση των 

αποτελεσµάτων αλλά ο τελικός χρόνος υλοποίησης είναι αρκετά λιγότερος. 

Τέλος, όπως και στην προηγούµενη µέθοδο, πραγµατοποιείται µία µη γραµµική 

ανάλυση, µε την χρήση της βιβλιοθήκης OpenSeesPy. Η ανάλυση πραγµατοποιήθηκε 

λαµβάνοντας υπόψιν τόσο την µη γραµµικότητα γεωµετρίας, όσο και την µη 

γραµµικότητα του υλικού (σχ. 2.40). Τα δεδοµένα τα οποία ορίζονται είναι ακριβώς τα 

ίδια όπως µε την προηγούµενη µέθοδο, δηλαδή ως υλικό ορίστηκε χάλυβας µε µέτρο 

ελαστικότητας E = 210 GPa, τάση διαρροής fy=250MPa και µέτρο κράτυνσης b = 0.01. 



Σχήμα 2.40: Μη γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας (I-P)
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2.4.3 Σύγκριση αποτελεσμάτων Optimality Criteria & Interior-Point


Στην συγκεκριµένη ενότητα γίνεται η σύγκριση των αποτελεσµάτων των αρχικών 

χωρίων σχεδιασµού του σχήµατος 2.20 σύµφωνα µε τις παραµέτρους που εισήχθησαν 

στις παραγράφους §2.4.1 και §2.4.2. Παρακάτω (σχ. 2.41-2.42), παρουσιάζονται τα 

τελικά αποτελέσµατα βέλτιστης τοπολογίας σύµφωνα µε τις δύο µεθόδους για τις 

διαφορετικές περιπτώσεις των αρχικών χωρίων σχεδιασµού. 



Σχήμα 2.41: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος (O-C)




Σχήμα 2.42: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος (I-P)
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Στα παρακάτω διαγράµµατα µε συνεχόµενη γραµµή εµφανίζονται τα αποτελέσµατα 

που επιλύθηκαν µέσω του Optimality Criteria (OC) και µε διακεκοµµένη γραµµή τα 

αποτελέσµατα που επιλύθηκαν µέσω του Interior Point algorithm (I-P). 

Στα σχήµα 2.43 που ακολουθεί, εµφανίζεται η πρόοδος των αντικειµενικών 

συναρτήσεων σε κάθε βήµα της επαναληπτικής διαδικασίας, ενώ στο σχήµα 2.44, 

γίνεται µια µεγέθυνση για την καλύτερη εποπτεία της τελικής τιµής των συναρτήσεων 

αυτών. Τέλος, στο σχήµα 2.45 παρουσιάζεται ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης για την 

εύρεση της βέλτιστης τοπολογίας για κάθε περίπτωση. 



Σχήμα 2.43: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής




Σχήμα 2.44: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής
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Σχήμα 2.45: Διάγραμμα της απαιτούμενης χρονικής διάρκειας του κώδικα


Όπως προκύπτει από τα παραπάνω διαγράµµατα, η επίλυση της τοπολογίας µε του 

αλγόριθµους εσωτερικού σηµείου (I-P), έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση του 

υπολογιστικού κόστους της ανάλυσης. Μάλιστα, η παραπάνω παρατήρηση ισχύει 

ακόµα και για την σύγκριση διαφορετικών χωρίων σχεδιασµού. Εξαίρεση αποτελεί το 

χωρίο σχεδιασµού για µέγιστο µήκος στοιχείων τα δύο µέτρα (2m), όπου βέβαια η τελική 

δοµή προκύπτει για έναν αρκετά µεγάλο αριθµό επαναλήψεων. 

Επιπλέον, παρατηρείται ότι οι αλγόριθµοι εσωτερικού σηµείου, ξεκινάνε από µία 

µεγάλη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και απαιτούνται περισσότερες επαναλήψεις 

σε σύγκριση µε την άλλη µέθοδο, καταλήγοντας όµως σε (περίπου) ίδια τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης. Στο παρακάτω γράφηµα, παρατηρείται η απόδοση της κάθε 

µεθόδου σε σχέση µε την τελικής τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης µε τον 

απαιτούµενο χρόνο υλοποίησης της διαδικασίας. 



Σχήμα 2.46: Διάγραμμα απόδοσης των δύο μεθόδων


r=2

r=3r=4

0

0,001

0,01

0,1

1 OC
IP
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Όπως γίνεται αντιληπτό, η αύξηση των στοιχείων στο αρχικού χωρίο σχεδιασµού, 

καθιστά την εφαρµογή της µεθόδου µε την χρήση των αλγορίθµων εσωτερικού σηµείο 

λιγότερο αποδοτική, σε σύγκριση µε την χρήση της µεθόδου Optimality Criteria, καθώς 

ο χρόνος απαίτησης για την εύρεση της βέλτιστης λύσης, σε συνδυασµό µε την τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης είναι λιγότερο αποδοτικός. 

Στο παρακάτω γράφηµα, γίνεται µια ελαστική ανάλυση, για την τελική βέλτιστη 

τοπολογία της κατασκευής, όπου µέλη µε περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο, 

που θεωρούνται αναποτελεσµατικά, έχουν αφαιρεθεί από την δοµή, ενώ παράλληλα 

έχει γίνει η συγχώνευση των στοιχείων. 



Σχήμα 2.47: Γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας


Όπως γίνεται αντιληπτό από το παραπάνω διάγραµµα, η βέλτιστη τοπολογία µε την 

χρήση αλγορίθµων εσωτερικού σηµείου, έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας δοµής 

µε µεγαλύτερη δυσκαµψία, για κάθε αρχικό χωρίο σχεδιασµού. Επιπλέον, παρατηρείται 

ότι για µικρό αριθµό στοιχείων η διαφορά στην συνολική δυσκαµψία είναι µικρή, ενώ για 

µεγαλύτερο αριθµό στοιχείων η διαφορά αυτή είναι µεγαλύτερη. 

Τέλος, πραγµατοποιήθηκε η σύγκριση των αποτελεσµάτων για µια µη γραµµική 

ανάλυση, λαµβάνοντας υπόψιν τόσο την µη γραµµικότητα γεωµετρίας, όσο και την µη 

γραµµικότητα του υλικού, όπως περιγράφτηκε και στις προηγούµενες ενότητες. Τα 

δεδοµένα τα οποία ορίζονται είναι ακριβώς τα ίδια όπως µε την προηγούµενη µέθοδο, 

δηλαδή ως υλικό ορίστηκε χάλυβας µε µέτρο ελαστικότητας E = 210 GPa, τάση 

διαρροής fy=250MPa και µέτρο κράτυνσης b = 0.01. 
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Σχήμα 2.48: Μη γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας


2.4.4 Βελτιστοποίηση μεγέθους των διατομών (Sizing Optimization)


Σε αυτή την παράγραφο, πραγµατοποιείται µία βελτιστοποίηση του µεγέθους των 

διατοµών για την τελική τοπολογία που δηµιουργικέ στις παραπάνω ενότητες. Στόχος 

είναι η εύρεση των κατάλληλων διατοµών, ώστε υπό την δεδοµένη γεωµετρία να 

πληρούνται ορισµένοι περιορισµοί και η σύγκριση του απαιτούµενου βάρους του υλικού 

για κάθε περίπτωση. Σηµειώνεται πως η τελική βέλτιστη τοπολογία τόσο µε την χρήση 

της µεθόδου optimality criteria, όσο και µε την χήση των αλγορίθµων εσωτερικού 

σηµείου, έχει ακριβώς την ίδια γεωµετρία στην περίπτωση όπου το µέγιστο µήκος των 

στοιχείων στο αρχικό χωρίο σχεδιασµού είναι δύο µέτρα (rmin = 2m). Συνεπώς, η 

βελτιστοποίηση του µεγέθους των διατοµών πραγµατοποιείται για τις παρακάτω 

περιπτώσεις γεωµετρίας: 

• rmin = 2m 

• rmin = 3m - Optimality Criteria (O-C) 

• rmin = 3m - Interior Point algorithm (I-P) 

• rmin = 4m - Optimality Criteria (O-C) 

• rmin = 4m - Interior Point algorithm (I-P) 

Επιπλέον, για την υλοποίηση της διαδικασίας είναι απαραίτητο να προσδιοριστούν τα 

απαραίτητα στοιχεία, καθώς και οι απαραίτητοι περιορισµοί. Για τις ανάγκες της 

συγκεκριµένης διαδικασίας, µε δεδοµένη την εκάστοτε γεωµετρία και τα υλικά που 
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πρόκειται να χρησιµοποιηθούν, στόχος είναι η εύρεση του ελάχιστου δυνατού βάρους 

της κατασκευής, ώστε να πληρούνται ορισµένοι περιορισµοί. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, ως υλικό επιλέγεται χάλυβας µε µέτρο ελαστικότητας E = 

210 GPa, τάση τάση διαρροής fy=250MPa και κράτυνσης b = 0.01, ενώ ως περιορισµοί 

ορίζονται οι εξής: 

•Μέγιστη επιτρεπόµενη τάση σε κάθε στοιχείο: σmax = fy/1.5 (= 166.6 MPa) 

•Μέγιστη οριζόντια µετατόπιση κόµβου ελέγχου: umax = H/400 (= 0.2 m) 

Επιπλέον, εισάγονται κάποια όρια στις µεταβλητές σχεδιασµού, όπου το εµβαδό των 

διατοµών µπορεί να κυµαίνεται στο εύρος τιµών µεταξύ µίας πολύ µικρής τιµής και την 

µονάδα (1). Η εφαρµογή µιας πολύ µικρής τιµής στα όρια των µεταβλητών σχεδιασµού 

εισάγεται ώστε να µην προκύψει κατά την διαδικασία εύρεσης της λύσης ένα στατικά 

αόριστο σύστηµα µε αποτέλεσµα την απενεργοποίηση του αλγορίθµου. Έτσι, η 

µαθηµατική αποτύπωση του προβλήµατος προκύπτει: 

  (2.27a) 

  (2.27b) 

  (2.27c) 

  (2.27d) 

Στον παρακάτω πίνακα εµφανίζονται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης, καθώς 

και τα αποτελέσµατα της ελαστικής ανάλυσης του τελικού φορέα για µία οριζόντια δράση 

Px = 1000 kN, ενώ στο παρακάτω γράφηµα γίνεται η σύγκριση του τελικού βάρους της 

κατασκευής για το εκάστοτε πρόβληµα. 

min
x

= C(a) =
Nele

∑
e=1

ae Le

Subject to: σe ≤ σmax = 166 MPa

un ≤ umax = 0.02 m

10−5 ≤ ae ≤ 1

Πίνακας 2.2: Αποτελέσματα βελτιστοποίησης μεγέθους διατομών και ελαστικής ανάλυσης

Χωριό 
σχεδιασμού

Optimality Criteria (O-C) Interior Point algorithm (I-P)

Wtot (kg) σmin (MPa) σmax (MPa) Wtot (kg) σmin (MPa) σmax (MPa)

rmin = 2m 1913.9 -131.249 131.252 1913.9 -131.249 131.252

rmin = 3m 1854.56 -133.367 133.338 1757.73 -137.099 137.071

rmin = 4m 1789.00 -135.763 135.882 1774.76 -136.301 136.306
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Σχήμα 2.49: Γράφημα απαίτησης συνολικού βάρους υπό δεδομένους περιορισμούς


Σύµφωνα µε το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι για έναν µικρό αριθµό 

στοιχείων στο αρχικό χωρίο σχεδιασµού, οι δύο µέθοδοι επιστρέφουν το ίδιο 

αποτέλεσµα, ενώ η σταδιακή αύξηση των στοιχείων στην χρήση του optimality criteria, 

έχει ως αποτέλεσµα την µείωσει του απαιτούµενου βάρους για την ικανοποίηση των 

περιορισµών που ορίστηκαν στο πρόβληµα. Βέβαια, όπως παρατηρείται, δεν συµβαίνει 

το ίδιο και στην χρήση του αλγορίθµου εσωτερικού σηµείου, όπου για µεγάλο αριθµό 

στοιχείων στο αρχικό χωρίο δεν επιστρέφει απαραίτητα µικρότερο βάρος. Βέβαια η 

τελική απόφαση που καλείται να πάρει ο µηχανικός εξαρτάται από πολλές 

παραµέτρους, όπως η δυσκολία κατασκευής, η συνολική απόκριση του φορέα, κ.α. 

Στα σχήµατα που ακολουθούν παρουσιάζεται η τελική γεωµετρία που προκύπτει, 

όπου το πάχος της γραµµής συµβαδίζει µε το απαιτούµενο εµβαδό της διατοµής. 

Επίσης, παρουσιάζονται τα εφελκυόµενα (µπλε χρώµα) και τα θλιβόµενα (κόκκινο 

χρώµα) µέλη της κατασκευής, καθώς και η παραµορφωµένη εικόνα. 



Σχήμα 2.50: Αποτελέσματα ανάλυσης για r0 = 2m (O-C & I-P)
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Σχήμα 2.51: Αποτελέσματα ανάλυσης για r0 = 3m (O-C)




Σχήμα 2.52: Αποτελέσματα ανάλυσης για r0 = 3m (I-P)
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Σχήμα 2.53: Αποτελέσματα ανάλυσης για r0 = 4m (O-C)




Σχήμα 2.54: Αποτελέσματα ανάλυσης για r0 = 4m (I-P) 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2.4.5 Παράδειγμα εφαρμογής προβόλου Νο2


Στην παρούσα ενότητα, επαναλαµβάνεται ακριβώς το ίδιο παράδειγµα µε το 

προηγούµενο, αλλάζοντας την θέση εφαρµογής του φορτίου, στο κέντρο του προβόλου. 



Σχήμα 2.55: Αρχικό χωρίο σχεδιασμού για μέγιστο μήκος στοιχείων 2m (a), 3m (b) και 4m (c)


Επαναλαµβάνοντας λοιπόν ακριβώς την ίδια διαδικασία, για ακριβώς τις ίδιες 

συνθήκες και παραδοχές, παρουσιάζονται αρχικά τα σχηµατικά αποτελέσµατα της 

βελτιστοποίησης τοπολογίας. 



Σχήμα 2.56: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος (O-C)


(a) (b) (c)
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Σχήμα 2.57: Βελτιστοποίησης τοπολογίας δικτυώματος (I-P)


Στην συνέχεια παρατίθενται η πρόοδος των αντικειµενικών συναρτήσεων σε κάθε 

βήµα της επαναληπτικής διαδικασίας καθώς και ο απαιτούµενος χρόνος υλοποίησης της 

εκάστοτε διαδικασίας. 

Όπως προκύπτει από τα παρακάτω διαγράµµατα, η επίλυση της τοπολογίας µε τους 

αλγόριθµους εσωτερικού σηµείου (I-P), έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση του 

υπολογιστικού κόστους της ανάλυσης, καθώς αυξάνεται κατά πολύ ο χρόνος εκτέλεσης 

της διαδικασίας. Επιπλέον, δεν παρατηρείται αξιοσηµείωτη διαφορά στην τελική τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτηση ανάµεσα µεταξύ των δύο µεθόδων. 



Σχήμα 2.58: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής
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Σχήμα 2.59: Διάγραμμα της απαιτούμενης χρονικής διάρκειας του κώδικα


Στο παρακάτω γράφηµα, παρατηρείται η απόδοση της κάθε µεθόδου σε σχέση µε την 

τελικής τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης µε τον απαιτούµενο χρόνο υλοποίησης της 

διαδικασίας. 



Σχήμα 2.60: Διάγραμμα απόδοσης των δύο μεθόδων


Επιπλέον, γίνεται µια ελαστική ανάλυση, για την τελική βέλτιστη τοπολογία της 

κατασκευής, όπου µέλη µε περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο, που θεωρούνται 

αναποτελεσµατικά, έχουν αφαιρεθεί από την δοµή, ενώ παράλληλα έχει γίνει η 

συγχώνευση των στοιχείων. Όπως γίνεται αντιληπτό από το παρακάτω διάγραµµα, η 

βέλτιστη τοπολογία µε την χρήση αλγορίθµων εσωτερικού σηµείου, έχει ως αποτέλεσµα 

την δηµιουργία µιας δοµής µε µεγαλύτερη δυσκαµψία, για κάθε αρχικό χωρίο 

σχεδιασµού. Επιπλέον, παρατηρείται ότι για µικρό αριθµό στοιχείων η διαφορά στην 

συνολική δυσκαµψία είναι µικρή, ενώ για µεγαλύτερο αριθµό στοιχείων η διαφορά αυτή 
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είναι µεγαλύτερη. Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση για µέγιστο µήκους στοιχείου τα δύο 

µέτρα (2m), όπου µε την χρήση του Optimality Criteria, η τελική γεωµετρία έχει την 

µεγαλύτερη δυσκαµψία, από όλες τις περιπτώσεις. 



Σχήμα 2.61: Γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας


Παρακάτω, γίνεται η σύγκριση των αποτελεσµάτων για µια µη γραµµική ανάλυση, 

λαµβάνοντας υπόψιν τόσο την µη γραµµικότητα γεωµετρίας, όσο και την µη 

γραµµικότητα του υλικού, όπως περιγράφτηκε και στις προηγούµενες ενότητες. Τα 

δεδοµένα τα οποία ορίζονται είναι ακριβώς τα ίδια όπως µε την προηγούµενη µέθοδο, 

δηλαδή ως υλικό ορίστηκε χάλυβας µε µέτρο ελαστικότητας E = 210 GPa, τάση 

διαρροής fy=250MPa και µέτρο κράτυνσης b = 0.01. 



Σχήμα 2.62: Γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας
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Τέλος, πραγµατοποιείται µία βελτιστοποίηση του µεγέθους των διατοµών για την 

τελική τοπολογία που δηµιουργικέ παραπάνω, ακριβώς µε τα ίδια δεδοµένα µε την 

ενότητα (§2.4.4). 

Στον παρακάτω πίνακα εµφανίζονται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποιήσεις, καθώς 

και τα αποτελέσµατα της ελαστικής ανάλυσης του τελικού φορέα για µία οριζόντια δράση 

Px = 1000 kN, ενώ στο παρακάτω γράφηµα γίνεται η σύγκριση του τελικού βάρους της 

κατασκευής για το εκάστοτε πρόβληµα. 



Σχήμα 2.63: Γράφημα απαίτησης συνολικού βάρους υπό δεδομένους περιορισμούς


Στα σχήµατα που ακολουθούν παρουσιάζεται η τελική γεωµετρία που προκύπτει, 

όπου το πάχος της γραµµής συµβαδίζει µε το απαιτούµενο εµβαδό της διατοµής, τα 

εφελκυόµενα στοιχεία εµφανίζονται µε µπλε χρώµα, ενώ τα θλιβόµενα µέλη της 

κατασκευής µε κόκκινο χρώµα. 

Πίνακας 2.3: Αποτελέσματα βελτιστοποίησης μεγέθους διατομών και ελαστικής ανάλυσης Νο2

Χωριό 
σχεδιασμού

Optimality Criteria (O-C) Interior Point algorithm (I-P)

Wtot (kg) σmin (MPa) σmax (MPa) Wtot (kg) σmin (MPa) σmax (MPa)

rmin = 2m 1913.9 -131.277 131.280 1913.9 -131.249 131.252

rmin = 3m 1738.68 -137.710 137.707 1608.21 -143.260 143.195

rmin = 4m 1673.84 -140.385 140.374 1571.87 -144.828 144.828
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Σχήμα 2.64: Αποτελέσματα ανάλυσης O-C




Σχήμα 2.65: Αποτελέσματα ανάλυσης I-P
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3. ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑΣ ΠΛΑΙΣΙΑΚΟΥ ΦΟΡΕΑ 

Η διαδικασία βελτιστοποίησης τοπολογίας ενός πλαισιακού φορέα ορίζεται ακριβώς 

όπως πραγµατοποιείται η ανάλυση ενός δικτυωµατικού φορέα, καθώς αρχικά 

καθορίζεται το χωρίο σχεδιασµού, οι συνοριακές συνθήκες και οι συνθήκες φόρτισης. 

Στην συνέχεια υπολογίζονται οι µετακινήσεις στους κόµβους, µέσω των εξισώσεων 

ισορροπίας και προσδιορίζεται το καινούργιο διάνυσµα των µεταβλητών σχεδιασµού του 

κάθε στοιχείου. 

Σε αντίθεση µε τους δικτυωµατικούς φορείς, όπου µεταφέρουν τα φορτία µόνο 

αξονικά, και εποµένως εάν δεν ληφθεί υπόψη ο λυγισµός των στοιχείων, µια 

µεµονωµένη µεταβλητή σχεδιασµού (εµβαδόν διατοµής των µελών) είναι επαρκής για 

να εκφράσει τη δοµική απόδοση, οι πλαισιωτές κατασκευές είναι ικανές να µεταφέρουν 

φορτία µε µηχανισµούς όπως αξονικά και διατµητικά φορτία αλλά και µέσο της 

καµπτικής ροπής, µε αποτέλεσµα η ροπή αδράνειας έχει σηµαντικό ρόλο στον ποσοτικό 

προσδιορισµό της δοµικής απόδοσης και πρέπει να ενσωµατωθεί στη διαδικασία 

σχεδιασµού. Συνεπώς, η µεταβλητή σχεδιασµού δεν µπορεί να βγει κοινός παράγοντας 

από το µητρώο ακαµψίας έτσι ώστε να υπολογιστεί η παράγωγος. Προκειµένου το 

µητρώο ακαµψίας να γίνει διαφορίσιµο, πρέπει η ροπή αδράνειας να εκφραστεί 

συνάρτηση του εµβαδού. 

Όπως αναφέρθηκε και σε προηγούµενο ενότητα οι Σωτηρόπουλος και Λαγαρός 

πρότειναν µια η σχέση µεταξύ του εµβαδού διατοµής και της ροπής αδράνειας. Στην 

παρούσα µελέτη όµως γίνεται η χρήση διατοµών µε απλή γεωµετρία (τετραγωνικές και 

κυκλικές διατοµές). 

  (3.1) 

Σύµφωνα λοιπόν µε την παραπάνω εξίσωση που εκφράζει τη ροπή αδράνειας 

συναρτήσει του εµβαδού, το πρόβληµα λύνεται ακριβώς όπως η βελτιστοποίηση 

τοπολογίας ενός δικτυωµατικού φορέα, µε την µοναδική διαφορά να έγκειται στην 

κατάστρωση του µητρώου στιβαρότητας του εκάστοτε στοιχείου και κατ’ επέκταση του 

συνολικού µητρώου δυσκαµψίας της κατασκευής. 

Στις παρακάτω ενότητες περιγράφονται οι εξισώσεις ισορροπίας για πλαισιωτούς 

φορείς και στην συνέχεια παρουσιάζονται ακριβώς οι ίδιες εφαρµογές που 

εφαρµόστηκαν στους δικτυωµατικούς φορείς.  

I = { π A2 /4, για κυκλικές διατοµές     

A2 /12, για τετραγωνικές διατοµές
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3.1 Εξισώσεις ισορροπίας 

Οι βαθµοί ελευθερίας του στοιχείου δοκού σταθερής διατοµής, εκτός των 

µετατοπίσεων, περιλαµβάνουν επίσης και περιστροφές περί τους κόµβους στα άκρα. Οι 

πρόσθετοι αυτοί βαθµοί ελευθερίας επιτρέπουν την παρουσία καµπτικών ροπών, µε 

αποτέλεσµα το διάνυσµα µετατόπισης στο βασικό σύστηµα να αποτελείται από την 

αξονική επιµήκυνση e και τις δύο περιστροφές κάµψης θ1, θ2 και το διάνυσµα βασικής 

δύναµης, που συµβολίζεται µε S, αποτελείται από την αξονική δύναµη P και δύο ροπές 

κάµψης M1, M2. 

  (3.2a) 

  (3.2b) 



Σχήμα 3.1: Στοιχείο δοκού με τυχαίο προσανατολισμό στο επίπεδο x-y


Προκειµένου να εκφραστούν οι διάφορες ποσότητες σε κάθε σύστηµα, απαιτείται η 

εφαρµογή µίας σχέσης τόσο µεταξύ των δυνάµεων όσο και των µετατοπίσεων στο 

βασικό και το τοπικό καρτεσιανό σύστηµα, ως εξής: 

  ⇒  (3.3a) 

S = [P M1 M2]T

v = [e θ1 θ2]T

x̄

x̄
ȳ

ȳ

x

x

y

y

Fe1
Fe2
Fe3
Fe4
Fe5
Fe6

=

−1 0 0
0 1/L 1/L
1 0 0
1 0 0
0 −1/L −1/L
0 0 1

P
M1
M2

Pe = be S
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  ⇒  (3.3b) 

Σηµειώστε ότι οι αντίθετοι µετασχηµατισµοί, δηλαδή οι δυνάµεις από το Pe στο S και 

οι µετατοπίσεις από το v στο Pe δεν είναι διαθέσιµοι. Μόλις γίνουν γνωστές οι ακραίες 

περιστροφές θ1, θ2, οι ροπές του στοιχείου λαµβάνονται ως: 

  ⇒  (3.4) 

Έτσι, ο πίνακας ακαµψίας για το επίπεδο πρόβληµα λαµβάνεται ως: 

  (3.5) 

Στην περίπτωση όµως όπου χρειάζεται να πραγµατοποιηθεί η ανάλυση ενός 

πλαισιωτού φορέα, όπου τα στοιχεία έχουν διαφορετικό προσανατολισµό, απαιτείται ο 

µετασχηµατισµός των εξισώσεων ισορροπίας µε βάση ένα γενικευµένο σύστηµα ως 

προς το οποίο θα αναφέρονται όλοι οι κόµβοι και όλα τα στοιχεία. Ο µετασχηµατισµός 

µεταξύ του τοπικού και του παγκόσµιου συστήµατος συντεταγµένων προκύπτει 

χρησιµοποιώντας τον πίνακα µετασχηµατισµού, T. 

  (3.6) 

Για το δισδιάστατο πρόβληµα του σχήµατος 3.2, η δύναµη και τα διανύσµατα 

µετατόπισης στο τοπικό καρτεσιανό σύστηµα (Pe, ue) καθώς και στο καθολικό σύστηµα 

(Pg, ug), το οποίο είναι κοινό για όλα τα στοιχεία της δοµής παράλληλα µε τους 

καθολικούς άξονες x και y, ορίζονται ως εξής: 

e
θ1

θ2

= [
−1 0 0 1 0 0
0 1/L 1 0 −1/L 0
0 −1/L 0 0 1/L 1]

u1
u2
u3
u4
u5
u6

v = bT
e ue

P
M1
M2

= [
EA /L 0 0

0 4EI /L 2EI /L
0 2EI /L 4EI /L]

e
θ1

θ2

S = KN v

Ke = be KN bT
e

T =

cos β sin β 0 0 0 0
−sin β cos β 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos β sin β 0
0 0 0 −sin β cos β 0
0 0 0 0 0 1
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  (3.7a) 

  (3.7b) 

  (3.7c) 

  (3.7d) 



Σχήμα 3.2: Μετασχηματισμός στο καθολικό σύστημα συντεταγμένων


Σύµφωνα µε το παραπάνω σχήµα η εξαγωγή της σχέση µεταξύ καρτεσιανού και 

βασικών δυνάµεων είναι: 

 ⇒  (3.8a) 

Κατ’ αντιστοιχία η σχέση των µετατοπίσεων είναι: 

  (3.8b) 

Έτσι, το µητρώο ακαµψίας ενός στοιχείου στο καθολικό σύστηµα συντεταγµένων 

προκύπτει: 

  (3.9) 

Pe = [Fe1 Fe2 Fe3 Fe4 Fe5 Fe6]T

ue = [ue1 ue2 ue3 ue4 ue5 ue6]T

Pg = [Fg1 Fg2 Fg3 Fg4 Fg5 Fg6]
T

ug = [ug1 ug2 ug3 ug4 ug5 ug6]
T

x

y

ȳ x̄

Fg1

Fg2

Fg3

Fg4

Fg5

Fg6

=

−cos θ −sin θ /L −sin θ /L
−sin θ cos θ /L cos θ /L

0 1 0
cos θ sin θ /L sin θ /L
sin θ cos θ /L −cos θ /L

0 0 1

P
M1
M2

Pg = b S

v = bT ue

Kel.
gl. = b KN bT
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3.2 Παραδείγματα εφαρμογής 

Στην παρούσα ενότητα διεξάγεται ένα ευρύ φάσµα εφαρµογών προκειµένου να γίνει 

η σύγκριση των αποτελεσµάτων ανάλογα µε τις παραµέτρους που ορίζει ο χρήστης στο 

πρόγραµµα. Πρόκειται για το ίδιο χωρίο σχεδιασµού που χρησιµοποιήθηκε στους 

δικτυωµατικούς φορείς της προηγούµενης παραγράφου, δηλαδή για έναν φορέα 

πρόβολο µε πατκτώσεις στη βάση του ο οποίος αναλύεται για δύο (2) περιπτώσεις 

φόρτισης, µία οριζόντια φόρτιση στο ελεύθερο άκρο (σχ. 3.3a) και µία οριζόντια φόρτιση 

στο µέσο (σχ. 3.3b). 



Σχήμα 3.3: Χώρος σχεδίασης, συνθήκες στήριξης και φόρτισης φορέα


Όπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο, εξετάζονται τρία (3) διαφορετικά χωρία µε 

µέγιστο µήκος στοιχείων τα δύο µέτρα (σχ. 3.4a), τα τρία µέτρα (σχ. 3.4b) και τα 

τέσσερα µέτρα (σχ. 3.4c), στα οποία η γίνεται η εύρεση της βέλτιστης τοπολογίας 

σύµφωνα µε τις δύο (2) µεθόδους που παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες ενότητες 

(optimality criteria - OC & Interior-Point method  - IP). Για όλες τις περιπτώσεις, η 

απόσταση των κόµβων και στις δύο διευθύνσεις είναι ένα µέτρο, διάταξη κόµβων 5 x 9. 

Επιπλέον, όπως περιγράφεται παραπάνω, στους πλαισιωτούς η µεταβλητή 

σχεδιασµού δεν µπορεί να βγει κοινός παράγοντας από το µητρώο ακαµψίας έτσι ώστε 

να υπολογιστεί η παράγωγος, καθώς τα στοιχεία δοκού χαρακτηρίζονται από την ροπή 

αδράνειας και το εµβαδό. Προκειµένου το µητρώο ακαµψίας να γίνει διαφορίσιµο, 

πρέπει η ροπή αδράνειας να εκφραστεί συναρτήσει του εµβαδού. Για τον σκοπό αυτό 

επιλέχθηκε η χρήση τετραγωνικής διατοµής όπου: 

  (3.10) 

(α) (b)

I = A2 /12
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Σχήμα 3.4: Αρχικό χωρίο σχεδιασμού για μέγιστο μήκος στοιχείων 2m (a), 3m (b) και 4m (c)


Για την σύγκριση των αποτελεσµάτων, γίνεται η υπόθεση εύρεσης της βέλτιστης 

τοπολογίας για την επίτευξη ενός τελικού χωρίου µε ένα συγκεκριµένο όγκο. Στον 

παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται οι αρχικοί όγκοι των χωρίων (V0), σύµφωνα µε την 

υπόθεση ότι το εµβαδό διατοµής του κάθε στοιχείου είναι ae = 1 m2. Προκυµένου να 

µπορεί να γίνει η επιθυµητή σύγκριση, πρέπει ο τελικός όγκος της κατασκευής (V) να 

είναι ίδιος και για τις τρεις (3) περιπτώσεις, µε αποτέλεσµα σε κάθε δοκιµή να έχουµε 

διαφορετικό λόγο όγκων (vfrac). 

(a) (b) (c)

Πίνακας 3.1: Αρχικού και τελικοί όγκοι των χωρίων σχεδιασμού πλαισιακού φορέα

Χωριό 
σχεδιασμού

Αρχικός όγκος χωρίου Λόγος τελικού προς 
αρχικού όγκου (V/V0)

Τελικός όγκος 
κατασκευής

V0 vfrac V

σχ. 3.4a 166.51 m3 0.14 23.31 m3

σχ. 3.4b 399.06 m3 0.058 23.14 m3

σχ. 3.4c 882.80 m3 0.027 23.83 m3
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3.2.1 Οριζόντια φόρτιση στο ελεύθερο άκρο


Στα παρακάτω σχήµατα παρουσιάζονται τα αποτέλεσµα της βελτιστοποίησης 

τοπολογίας για µία οριζόντια φόρτιση στο ελεύθερο άκρο του προβόλου για τις τρεις (3) 

διαφορετικές δοµές του αρχικού χωρίου σχεδιασµού, σύµφωνα µε την χρήση του 

αλγόριθµου Optimality Criteria (O-C) και του Interior Point (I-P). Στην συνέχεια 

παρατίθενται τα διαγράµµατα µεταβολής της αντικειµενικής συνάρτησης καθώς και ο 

απαιτούµενος χρόνος εκτέλεσης για την κάθε διαδικασία. 



Σχήμα 3.5: Βελτιστοποίησης τοπολογίας πλαισιωτού φορέα (O-C)




Σχήμα 3.6: Βελτιστοποίησης τοπολογίας πλαισιωτού φορέα (I-P)
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Σχήμα 3.7: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής πλαισιωτού φορέα




Σχήμα 3.8: Διάγραμμα της απαιτούμενης χρονικής διάρκειας κώδικα


Όπως φαίνεται στα παραπάνω σχήµατα, η τελική δοµή στα αποτελέσµατα της 

βελτιστοποιηµένης κατασκευής είναι περίπου η ίδια και για τις δύο µεθόδους επίλυσης. 

Βέβαια, ο απαιτούµενος χρόνος εκτέλεσης για την επίλυση µε την χρήση του 

αλγορίθµου εσωτερικού σηµείου (I-P), είναι αισθητά µεγαλύτερος. 

Ακόµα µία παρατήρηση έγκειται στην τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Όπως 

φαίνεται στο σχήµα 3.7, για έναν µικρό αριθµό στοιχείων, η βέλτιστη τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης προκύπτει µέσω της χρήσης του optimality criteria και 

µάλιστα σε πολύ µικρότερο χρόνο. Η σταδιακή αύξηση των στοιχείων στην αρχική δοµή 

έχει ως αποτέσµα η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι περίπου η ίδια και για τις 
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δύο µεθόδους, ενώ για έναν µεγάλο αριθµό στοιχείων, η τιµή της συνάρτησης έχει πολύ 

µικρότερη τιµή µέσο του αλγόριθµου εσωτερικού σηµείου αλλά σε πολύ µεγαλύτερο 

χρόνο. Τέλος, στο παρακάτω γράφηµα παρατηρείται η απόδοση της κάθε µεθόδου, 

όπου προκύπτει πολλαπλασιάζοντας την τελική τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µε 

τον απαιτούµενο χρόνο εκτέλεσης της διαδικασίας. Η κλίµακα του γραφήµατος είναι 

λογαριθµική, όπου η βέλτιστη περίπτωση προκύπτει για την µικρότερη τιµή, καθώς 

παρέχει την µικρότερη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, σε συνάρτηση µε τον 

απαιτούµενο χρόνο. 



Σχήμα 3.9: Διάγραμμα απόδοσης των δύο μεθόδων


Επιπρόσθετα, γίνεται µια ελαστική ανάλυση, για την τελική βέλτιστη τοπολογία της 

κατασκευής, όπου µέλη µε περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο, που θεωρούνται 

αναποτελεσµατικά, έχουν αφαιρεθεί από την δοµή, ενώ παράλληλα έχει γίνει η 

συγχώνευση των στοιχείων. 



Σχήμα 3.10: Γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας πλαισιωτού φορέα


r=2

r=3r=4

1
10

100
1000
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Τέλος, πραγµατοποιείται µία βελτιστοποίηση του µεγέθους των διατοµών για την 

τελική τοπολογία που δηµιουργικέ παραπάνω. Για τις ανάγκες της συγκεκριµένης 

διαδικασίας, µε δεδοµένη την εκάστοτε γεωµετρία και τα υλικά που πρόκειται να 

χρησιµοποιηθούν, στόχος είναι η εύρεση του ελάχιστου δυνατού βάρους της 

κατασκευής, ώστε να πληρούνται ορισµένοι περιορισµοί. 

Στην παρούσα µελέτη, η ανάλυση για την βελτιστοποίηση του µεγέθους των 

διατοµών πραγµατοποιείται σύµφωνα µε τις παρακάτω παραδοχές: 

•Ως υλικό επιλέγεται χάλυβας µε µέτρο ελαστικότητας E = 210 GPa και τάση 

διαρροής fy=250MPa 

•Επιλέγονται τετραγωνικές διατοµές 

•Μέγιστη οριζόντια µετατόπιση κόµβου ελέγχου: umax = H/400 (= 0.2 m) 

• Ικανοποίηση του ελέγχου αλληλεπίδρασης διατοµής (EN 1993-1-1:2005) 

Σύµφωνα µε το EN 1993-1-1:2005, για τον έλεγχο ελαστικού ή πλαστικού 

σχεδιασµού των µεταλλικών κατασκευών, η συντηρητική προσέγγιση της γραµµικής 

αλληλεπίδρασης σε ένα δισδιάστατο πρόβληµα θεωρείται σύµφωνα µε την παρακάτω 

σχέση: 

  (3.11) 

Όπου: 

- NEd, My,Ed: Τα αναπτυσσόµενα εντατικά µεγέθη, αξονική και καµπτική ροπή. 

-ΝRd: η πλαστική αντίσταση της διατοµής σε αξονική δύναµη. 

  (3.11a) 

- My,Rd: η καµπτική ροπή αντίσταση της διατοµής. 

  (3.11b) 

Οι µεταβλητές σχεδιασµού για το πρόβληµα βελτιστοποίησης είναι το εµβαδό της 

διατοµής των στοιχείων της κατασκευής. Κατ’ επέκταση, η πλαστική ροπή αδράνειας 

DC =
NEd

NRd
+

My,Ed

My,Rd
≤ 1

NRd =
A fy
γM0

My,Rd =
Wpl,y fy

γM0
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εκφράζεται ως συναρτήσει του εµβαδού. Έτσι, για µία τετραγωνική διατοµή η πλαστική 

ροπή αδράνειας ορίζεται σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 

  ⇒  (3.12) 

Επιπλέον, εισάγονται κάποια όρια στις µεταβλητές σχεδιασµού, όπου το εµβαδό των 

διατοµών µπορεί να κυµαίνεται στο εύρος τιµών µεταξύ µίας πολύ µικρής τιµής και την 

µονάδα (1). Η εφαρµογή µιας πολύ µικρής τιµής στα όρια των µεταβλητών σχεδιασµού 

εισάγεται ώστε να µην προκύψει κατά την διαδικασία εύρεσης της λύσης ένα στατικά 

αόριστο σύστηµα µε αποτέλεσµα την απενεργοποίηση του αλγορίθµου. Έτσι, η 

µαθηµατική αποτύπωση του προβλήµατος προκύπτει: 

  (3.13a) 

  (3.13b) 

  (3.13c) 

  (3.13d) 

Στον παρακάτω πίνακα εµφανίζονται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποίησης, καθώς 

και τα αποτελέσµατα της ελαστικής ανάλυσης του τελικού φορέα για µία οριζόντια δράση 

Px = 10000 kN, ενώ στο παρακάτω γράφηµα γίνεται η σύγκριση του τελικού βάρους της 

κατασκευής για το εκάστοτε πρόβληµα. 

Wpl,y =
b h2

6
Wpl,y =

A3/2

6

min
x

= C(a) =
Nele

∑
e=1

ae Le

Subject to: DC ≤ 1

un ≤ umax = 0.02 m

10−5 ≤ ae ≤ 1

Πίνακας 3.2: Αποτελέσματα βελτιστοποίησης μεγέθους διατομών και ελαστικής ανάλυσης

Χωριό σχεδιασμού
Optimality Criteria (O-C) Interior Point algorithm (I-P)

Wtot (kg) Design Check Wtot (kg) Design Check

rmin = 2m 18939 0.695 19482 0.935

rmin = 3m 18313 0.756 17658 0.687

rmin = 4m 16741 0.655 16741 0.655
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Σχήμα 3.11: Γράφημα απαίτησης συνολικού βάρους υπό δεδομένους περιορισμούς


Στα σχήµατα που ακολουθούν παρουσιάζεται η τελική γεωµετρία που προκύπτει, 

όπου το πάχος της γραµµής συµβαδίζει µε το απαιτούµενο εµβαδό της διατοµής. 



Σχήμα 3.12: Αποτελέσματα ανάλυσης πλαισιωτού φορέα (O-C)
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Σχήμα 3.13: Αποτελέσματα ανάλυσης πλαισιωτού φορέα (I-P)


3.2.2 Οριζόντια φόρτιση στο μέσο του ελεύθερου άκρου


Όπως και στους δικτυωµατικούς φορείς, πραγµατοποιείται ακριβώς το ίδιο 

παράδειγµα, αλλάζοντας την θέση εφαρµογής του φορτίου, στο κέντρο του προβόλου. 

Επαναλαµβάνοντας λοιπόν ακριβώς την ίδια διαδικασία, για ακριβώς τις ίδιες συνθήκες 

και παραδοχές, παρουσιάζονται αρχικά τα σχηµατικά αποτελέσµατα της 

βελτιστοποίησης τοπολογίας. 



Σχήμα 3.14: Βελτιστοποίησης τοπολογίας πλαισιωτού φορέα (O-C)
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Σχήμα 3.15: Βελτιστοποίησης τοπολογίας πλαισιωτού φορέα (I-P)


Παρακάτω, παρατίθενται τα διαγράµµατα µεταβολής της αντικειµενικής συνάρτησης 

καθώς και ο απαιτούµενος χρόνος εκτέλεσης για την κάθε διαδικασία. 



Σχήμα 3.16: Διάγραμμα μεταβολής αντικειμενικής πλαισιωτού φορέα
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Σχήμα 3.17: Διάγραμμα της απαιτούμενης χρονικής διάρκειας κώδικα


Όπως φαίνεται στα παραπάνω σχήµατα, για έναν µικρό αριθµό στοιχείων στην 

αρχική δοµή, η µικρότερη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης προκύπτει µέσω της 

χρήσης του κριτηρίου βελτιστοποίησης (O-C) και µάλιστα σε πολύ µικρότερο χρόνο σε 

σύγκριση µε την χρήση του αλγορίθµου εσωτερικού σηµείου. Η αύξηση των στοιχείων 

στην αρχική δοµή (r0 = 4m), έχει ως αποτέλεσµα η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 

να είναι µικρότερη µέσω της χρήσης του αλγορίθµου εσωτερικού σηµείου, όµως σε 

πολύ µεγαλύτερο χρόνο. 

Στο παρακάτω γράφηµα παρατηρείται η απόδοση της κάθε µεθόδου, όπου 

προκύπτει πολλαπλασιάζοντας την τελική τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µε τον 

απαιτούµενο χρόνο εκτέλεσης της διαδικασίας. 



Σχήμα 3.18: Διάγραμμα απόδοσης των δύο μεθόδων
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Επιπρόσθετα, γίνεται µια ελαστική ανάλυση, για την τελική βέλτιστη τοπολογία της 

κατασκευής, όπου µέλη µε περιοχές κάτω από ένα συγκεκριµένο όριο, που θεωρούνται 

αναποτελεσµατικά, έχουν αφαιρεθεί από την δοµή, ενώ παράλληλα έχει γίνει η 

συγχώνευση των στοιχείων. 



Σχήμα 3.19: Γραμμική ανάλυση βέλτιστης τοπολογίας πλαισιωτού φορέα


Τέλος, πραγµατοποιείται µία βελτιστοποίηση του µεγέθους των διατοµών για την 

τελική τοπολογία που δηµιουργικέ παραπάνω, ακριβώς µε τα ίδια δεδοµένα µε την 

ενότητα (§3.2.1). 

Στον παρακάτω πίνακα εµφανίζονται τα αποτελέσµατα της βελτιστοποιήσεις, καθώς 

και τα αποτελέσµατα της ελαστικής ανάλυσης του τελικού φορέα για µία οριζόντια δράση 

Px = 10000 kN, ενώ στο παρακάτω γράφηµα γίνεται η σύγκριση του τελικού βάρους της 

κατασκευής για το εκάστοτε πρόβληµα. 

Πίνακας 3.3: Αποτελέσματα βελτιστοποίησης μεγέθους διατομών και ελαστικής ανάλυσης-1

Χωριό σχεδιασμού
Optimality Criteria (O-C) Interior Point algorithm (I-P)

Wtot (kg) Design Check Wtot (kg) Design Check

rmin = 2m 18112 0.910 18112 0.910

rmin = 3m 17233 0.837 16197 0.745

rmin = 4m 16609 0.814 15707 0.634
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Σχήμα 3.20: Γράφημα απαίτησης συνολικού βάρους υπό δεδομένους περιορισμούς


Στα σχήµατα που ακολουθούν παρουσιάζεται η τελική γεωµετρία που προκύπτει, 

όπου το πάχος της γραµµής συµβαδίζει µε το απαιτούµενο εµβαδό της διατοµής. 



Σχήμα 3.21: Αποτελέσματα ανάλυσης O-C
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Σχήμα 3.22: Αποτελέσματα ανάλυσης I-P 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4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Στην παρούσα µεταπτυχιακή εργασία, το βασικό αντικείµενο µελέτης εστιάζει στην 

βελτιστοποίηση τοπολογίας ενός δισδιάστατου φορέα από διακριτά µέλη και η σύγκριση 

ορισµένων µαθηµατικών διατυπώσεων του προβλήµατος. Κατά την  διαδικασία 

βελτιστοποίησης τοπολογίας ενός φορέα από διακριτά µέλη, ο χρήστης καλείται να 

ορίσει το αρχικό χωρίο σχεδιασµού, τις συνθήκες στήριξης και τα εφαρµοζόµενα φορτία 

και στην συνέχεια µέσω της µαθηµατικής αποτύπωσης του προβλήµατος 

πραγµατοποιείται η ανάλυση σύµφωνα µε ορισµένους περιορισµούς. Σκοπός της 

εργασίας ήταν η αξιολόγηση των στοιχείων που καλείται να ορίσει ο χρήστης κατά την 

διαδικασία της βελτιστοποίησης σύµφωνα µε το αρχικό χωριό σχεδιασµού, καθώς και 

την µαθηµατική αποτύπωση του προβλήµατος. Η διαδικασία αυτή πραγµατοποιήθηκε 

τόσο για δικτυωµατικούς φορείς όσο και για πλαισιωτές κατασκευές, για δύο (2) 

διαφορετικές συνθήκες φόρτισης. Η σύγκριση των αποτελεσµάτων εστιάζει στον 

συνολικό χρόνο εκτέλεσης της διαδικασίας, καθώς και την τελική δυσκαµψία του φορέα 

προς κατασκευή. Επιπλέον, γίνεται και µια βελτιστοποίηση µεγέθους των διατοµών µε 

δεδοµένους περιορισµούς, ώστε να υπολογιστεί ο απαιτούµενος συνολικός όγκος της 

κατασκευής. 

Αρχικά εξετάζεται ο αριθµός των στοιχείων που εισάγονται στο αρχικό χωρίο 

σχεδιασµού. Ο τρόπος σύνθεσης του αρχικού χωρίου έγινε µέσω της πλήρους 

συνδεσιµότητας των κόµβων, όπου ο χρήστης µπορεί να επέµβει στο σχεδιασµό 

ορίζοντας ένα µέγιστο επιτρεπόµενο µήκος των µελών. Ο απαιτούµενος χρόνος 

εκτέλεσης της εκάστοτε διαδικασίας, ανεξάρτητα από την µαθηµατική διατύπωση του 

προβλήµατος, αυξάνεται καθώς µεγαλώνει ο συνολικός αριθµός των στοιχείων στο 

αρχικό χωρίο σχεδιασµού. Βέβαια, η αύξηση των µελών στο αρχικό χωρίο έχει ως 

αποτέλεσµα την δηµιουργία µίας δοµής µε µεγαλύτερη δυσκαµψία. Ωστόσο, η διαφορά 

της δυσκαµψίας σταδιακά ελαττώνεται µε την αύξηση των στοιχείων στο αρχικό χωρίο 

σχεδιασµού, καταλήγοντας στο συµπέρασµα ότι η άτακτη αύξηση των στοιχείων στο 

χωρίο δεν είναι απαραίτητα η βέλτιστη επιλογή, καθώς η αύξηση του χρόνου εκτέλεσης 

της διαδικασίας είναι δυσανάλογη της αύξησης της δυσκαµψίας. 

Το ίδιο ακριβώς συµπέρασµα προκύπτει και από την βελτιστοποίηση µεγέθους των 

διατοµών στην τελική δοµή. Με εξαίρεση µία µόνο εφαρµογή, ο απαιτούµενος συνολικός 

όγκος των στοιχείων µειώνεται καθώς αυξάνεται ο αριθµός των στοιχείων στο αρχικό 

χωρίο. Οµοίως όµως, η µείωση του τελικού όγκου είναι δυσανάλογη µε τον απαιτούµενο 
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χρόνο εκτέλεσης της διαδικασίας, καθιστώντας πάλι την άτακτη αύξηση των στοιχείων 

στο αρχικό χωρίο µη εποικοδοµητική. 

Στην συνέχεια γίνεται η σύγκριση της µαθηµατικής διατύπωσης του προβλήµατος 

που χρησιµοποιήθηκαν παραπάνω, δηλαδή της µεθόδου κριτηρίου βελτιστοποίησης 

(Optimality Criteria - OC), και της ευρετικής µεθόδου µέσω του αλγορίθµου εσωτερικού 

σηµείου (Interior Point - IP). Όπως προέκυψε, ο χρόνος εκτέλεσης µε την χρήση του 

αλγορίθµου εσωτερικού σηµείου, είναι αρκετά µεγαλύτερος, για όλες τις περιπτώσεις, σε 

σύγκριση µε την µέθοδο κριτηρίου βελτιστοποίησης. Μάλιστα, η αύξηση των στοιχείων 

στην αρχική δοµή έχει ως αποτέλεσµα ο χρόνος εκτέλεσης της διαδικασίας µε τον 

αλγόριθµο εσωτερικού σηµείου να αυξάνεται υπερβολικά, έως και έξι (6) φορές 

περισσότερο. Βέβαια, η τελική δοµή που προκύπτει έχει µεγαλύτερη δυσκαµψία, όµως, 

πάλι ο χρόνος εκτέλεσης είναι δυσανάλογος µε την αύξηση της δυσκαµψίας. Επιπλέον, 

ακόµα µια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι για έναν µικρό αριθµό στοιχείων, η τελική 

δοµή η οποία προκύπτει είναι η ίδια και για τις δύο (2) µεθόδους, καθιστώντας έτσι την 

χρήση του optimality criteria, πιο εποικοδοµητική. Τέλος, κατά την διαδικασία 

βελτιστοποίησης του µεγέθους της τελικής δοµής, παρατηρείται µικρότερος 

απαιτούµενος όγκος για την επίτευξη ορισµένων περιορισµών κατά την χρήση του 

αλγόριθµου εσωτερικού σηµείου, όπου βέβαια αυξάνεται το υπολογιστικό κόστος. 

Ο σχεδιασµός µίας κατασκευής είναι ένα σύνθετο και πολύπλοκο πρόβληµα. Ο 

µηχανικός καλείται να σχεδιάσει µια κατασκευή µε στόχο την ασφάλεια, την οικονοµία, 

την λειτουργικότητα, την ανθεκτικότητα και την αισθητική, καθόλη τη διάρκεια ζωής του 

έργου. Η επίτευξη µίας δοµής µε µικρότερο απαιτούµενο όγκο στοιχείων, και κατ’ 

επέκταση µικρότερο βάρος, είναι ένας βασικός στόχος του µηχανικού, χωρίς αυτό να 

σηµαίνει απαραίτητα και µικρότερο κόστος (πχ. οικονοµικό), καθώς η πολυπλοκότητα 

της κατασκευής της τελικής δοµής είναι σηµαντικός παράγοντας. Συνεπώς, η χρήση 

µεθόδων βελτιστοποίησης είναι ένα χρήσιµο εργαλείο στα χέρια του µηχανικού, χωρίς 

όµως να εκτοπίζει την κρίση του για την τελική απόφαση. 
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