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Περίληψη 

 

Οι πιθανότητες, τμήμα του ευρύτερου τομέα των στοχαστικών μαθηματικών, κατέχουν 

σημαίνουσα θέση τόσο στην σύγχρονη επιστημονική σκέψη και πρακτική όσο και στην 

καθημερινή ζωή. Τις τελευταίες δεκαετίες, το ολοένα αυξανόμενο ενδιαφέρον για την 

ανάπτυξη ενός συνεκτικού πιθανοτικού συλλογισμού αντανακλάται στην τάση 

τροποποίησης των προγραμμάτων σπουδών και ένταξης του μαθήματος των πιθανοτήτων 

σε όλες τις βαθμίδες εκπαίδευσης σε πολλές χώρες. 

Η παρούσα διπλωματική εργασία επιχειρεί μέσα από την ανασκόπηση μαθηματικών, 

φιλοσοφικών και ψυχολογικών ερευνών να αναδείξει αφενός τη διαχρονική δυσκολία 

κατανόησης των εννοιών της τυχαιότητας και των πιθανοτήτων από τους μαθητές και 

αφετέρου τις συναφείς προκλήσεις της διδακτικής των πιθανοτήτων.  Στο πλαίσιο αυτό 

εξετάζεται η διδασκαλία των πιθανοτήτων σύμφωνα με το υπάρχον πρόγραμμα σπουδών 

της Γ’ Γυμνασίου και διατυπώνονται προτάσεις βελτίωσης με γνώμονα τη βαθύτερη 

κατανόηση των πιθανοτικών εννοιών και την ανάπτυξη του πιθανοτικού συλλογισμού, 

λαμβάνοντας υπόψιν τις επισημάνσεις των ανωτέρω ερευνών στη διδακτική των 

πιθανοτήτων. 
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Thesis Title: RANDOMNESS AND PROBABILITY: HISTORICAL OVERVIEW AND 

DIDACTIC APPROACHES IN SECONDARY EDUCATION 

 

Abstract 

Probability, part of the broader field of stochastic mathematics, occupies a prominent place 

both in modern scientific thought and practice and in everyday life. In recent decades, the 

ever-increasing interest in the development of a coherent probabilistic reasoning is reflected 

in the tendency to modify curricula and include the subject of probabilities at all levels of 

education in many countries. 

This thesis attempts, through the review of mathematical, philosophical and psychological 

researches, to highlight on the one hand the perennial difficulty of students in understanding 

the concepts of randomness and probability and on the other hand the related challenges of 

probability education. In this context, probability instruction according to the existing 

curriculum of the 3rd year of Junior High School is examined and improvement proposals are 

formulated with a view to a deeper understanding of probabilistic concepts and the 

development of probabilistic reasoning, taking into account the highlights of the above 

research in probability education. 
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Εισαγωγή 
 

Το πλήθος των ερευνών1 που έχουν διεξαχθεί σχετικά με την κατανόηση της έννοιας των 

πιθανοτήτων και τη διδακτική της προσέγγιση, αναδεικνύει τις πολυσχιδείς προκλήσεις τις 

οποίες καλείται να αντιμετωπίσει η διδακτική των μαθηματικών στο εν λόγω αντικείμενο.  Η  

πρώτη δυσκολία οφείλεται στην τάση αιτιοκρατικής εξήγησης των φαινομένων, η οποία, 

όπως επισημαίνει ο Fischbein (1975)2, καλλιεργείται συστηματικά από το εκπαιδευτικό 

σύστημα. Η μονοδιάστατη αυτή προσέγγιση δυσχεραίνει την επίτευξη του απώτερου σκοπού 

της διδακτικής των πιθανοτήτων, που είναι η εισήγηση ενός διαφορετικού τρόπου 

συλλογισμού, του πιθανοτικού συλλογισμού.  

Το δεύτερο σημείο δυσκολίας αφορά τη θεωρία και τη φιλοσοφία της επιστήμης. Όπως 

χαρακτηριστικά σημειώνουν οι Batanero et al. (1998)3 η αξιωματική θεωρία των 

πιθανοτήτων δεν επιλύει, ούτε υπεισέρχεται στα ζητήματα που ενδεχομένως ανακύπτουν 

σχετικά με την φύση των αντικειμένων που αναπαριστούν οι πιθανότητες. Συνέπεια τούτου, 

είναι το γεγονός ότι ο ευρύτερος κλάδος των πιθανοτήτων ενσωματώνει διαφορετικές 

ερμηνείες και κατ’ επέκταση διαφορετικές θεωρίες σχετικά με τις πιθανότητες. Οι σύγχρονες 

προσεγγίσεις ορισμού της πιθανότητας, που συνυπάρχουν στην επιστημονική πρακτική, 

είναι οι ακόλουθες: η Κλασική θεωρία, η θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων και η 

Υποκειμενική θεωρία.  

Από την πλευρά της διδακτικής, ανακύπτει το ζήτημα επιλογής διδακτέας 

θεωρίας/συνδυασμού θεωριών και προσδιορισμού των εκπαιδευτικών στόχων. 

Επιπρόσθετα, οι πολλαπλοί ορισμοί της πιθανότητας σηματοδοτούν και πρακτικές δυσκολίες 

κατά τη διδασκαλία, καθώς κάθε θεωρία εισάγει τους μαθητές σε διαφορετικό εννοιολογικό 

πλαίσιο αναφορών. Υπό αυτό το πρίσμα, ο σκοπός της διδακτικής των πιθανοτήτων 

συνίσταται στην αποσαφήνιση αυτών των εννοιών σε μια διδακτική προσπάθεια όπου θα 

αποφεύγονται οι μονοσήμαντες προσεγγίσεις και θα προάγεται η κριτική σκέψη. Στο σημείο 

αυτό έγκειται και η βασική ουσία του πιθανοτικού συλλογισμού. Οι μαθητές οικοδομούν 

σταδιακά μια διαφορετικού τύπου συλλογιστική, καθώς διδάσκονται ότι οι θεωρίες των 

πιθανοτήτων παρέχουν ένα ευρύτερο εννοιολογικό πλαίσιο για τη μοντελοποίηση των 

φαινομένων της πραγματικότητας.  

Η διδασκαλία πολλαπλών μαθηματικών μοντέλων βοηθά τους μαθητές να αποκτήσουν μια 

συνολική εποπτεία των τυχαίων διεργασιών. Χρησιμοποιούμε τη θεωρία των πιθανοτήτων 

για τη μοντελοποίηση και την περιγραφή φαινομένων που, ελλείψει γνωστού 

ντετερμινιστικού πλαισίου λειτουργίας, υποθέτουμε ότι εκτυλίσσονται τυχαία. Για αυτόν τον 

                                                             
1 Αναφορά στις εν λόγω έρευνες γίνεται στο κεφάλαιο 3. 
2 Fischbein, E. (1975). The Intuitive Sources of Probabilistic Thinking in Children. Springer Netherlands, 

σελ. 171-173. 
3 Carmen Batanero, David R. Green & Luis Romero Serrano (1998) Randomness, its meanings and 

educational implications, International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 

29:1, σελ. 113. 
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λόγο, οι πιθανότητες ερμηνεύονται με όρους τυχαιότητας και αντίστοιχα η τυχαιότητα 

προσεγγίζεται και λαμβάνει περιεχόμενο συναρτήσει των πιθανοτήτων. Με άλλα λόγια, η 

τυχαιότητα προσλαμβάνει διαφορετικό νόημα, ανάλογα με την εκάστοτε ερμηνευτική 

προσέγγιση που ακολουθείται για τις πιθανότητες. 

Περαιτέρω, ο ορισμός της έννοιας της τυχαιότητας, η οποία έχει κεντρικό ρόλο στα 

στοχαστικά μαθηματικά, εγείρει επιπρόσθετες προκλήσεις για τη διδακτική. Ο λόγος είναι 

ότι το ζήτημα της τυχαιότητας υπερβαίνει το φάσμα των πιθανοτήτων και άπτεται γενικά της 

επιστήμης και της φιλοσοφίας. Σε αντίθεση με την επιστήμη της φιλοσοφίας, όπου 

απουσιάζει ένας ευρέως αποδεκτός ορισμός της τυχαιότητας, στα μαθηματικά και 

ειδικότερα στον κλάδο της θεωρητικής πληροφορικής, έχει υιοθετηθεί ο ορισμός του 

Kolmogorov4. Παρατηρείται ωστόσο, ότι κατά την διδασκαλία των πιθανοτήτων η έννοια της 

τυχαιότητας δεν αναλύεται, ούτε αναδεικνύεται και κατά συνέπεια η ερμηνεία της επαφίεται 

στις προϋπάρχουσες διαισθητικές αντιλήψεις των μαθητών. 

Τέλος, ένα τρίτο σημείο δυσκολίας που πρέπει να ληφθεί υπ’ όψιν και να αξιολογηθεί κατά 

την εκπαιδευτική διαδικασία είναι αφενός τα στάδια ανάπτυξης των γνωστικών λειτουργιών 

και των συλλογιστικών των μαθητών και αφετέρου οι διαισθητικές αντιλήψεις τους και οι 

ευρετικές μέθοδοι που χρησιμοποιούν για την προσέγγιση των πιθανοτικών εννοιών. Όλα τα 

ανωτέρω συνθέτουν ένα πλαίσιο εντός του οποίου σχεδιάζεται και από το οποίο 

ανατροφοδοτείται η διδασκαλία. Σκοπός της διδακτικής είναι να αναδείξει όλες αυτές τις 

παραμέτρους και να τις ενσωματώσει σε μια ολοκληρωμένη πρακτική προσέγγιση που θα 

καθιστά δυνατή τη βαθύτερη κατανόηση των σύνθετων εννοιών της τυχαιότητας και των 

πιθανοτήτων. 

Στην παρούσα διπλωματική εργασία επιχειρείται μια επισκόπηση των κύριων μαθηματικών, 

φιλοσοφικών και ψυχολογικών ερευνών με σκοπό να συγκεντρωθούν και να αναδειχθούν 

αφενός οι διαχρονικές δυσκολίες κατανόησης των εννοιών της τυχαιότητας και της 

πιθανότητας από τους μαθητές και αφετέρου οι συναφείς προκλήσεις της διδακτικής των 

πιθανοτήτων. Στη συνέχεια, εξετάζεται η διδασκαλία των πιθανοτήτων σύμφωνα με το 

υπάρχον πρόγραμμα σπουδών της Γ’ Γυμνασίου και διατυπώνονται προτάσεις βελτίωσης με 

βάση τις παρατηρήσεις-συμπεράσματα των ανωτέρω ερευνών. Ειδικότερα, η εργασία 

περιλαμβάνει τις παρακάτω έξι ενότητες: 

Στην πρώτη ενότητα εξετάζεται η έννοια της πιθανότητας, οι σύγχρονες ερμηνευτικές 

προσεγγίσεις της και οι  μεταβολές περιεχομένου της έννοιας της τυχαιότητας. Επιπρόσθετα 

αναλύεται η διδασκαλία των πιθανοτήτων με τη χρήση μοντέλων, τα προτερήματα και οι 

δυσκολίες αυτής της μεθόδου και οι επιμέρους διαφοροποιήσεις της. Τέλος, παρουσιάζονται 

ορισμένες βασικές στοχαστικές ιδέες των οποίων η σταδιακή εκμάθηση συνιστά διαχρονικό 

αντικείμενο διδασκαλίας. 

Στην δεύτερη ενότητα επιχειρείται μια ιστορική αναδρομή των κύριων φιλοσοφικών και 

επιστημονικών θέσεων για την έννοια της τυχαιότητας. Αναδεικνύονται οι προσπάθειες 

προσδιορισμού του εννοιολογικού περιεχομένου της τυχαιότητας, η δυσκολία της 

                                                             
4 Βλ. ορισμό Kolmogorov Κεφ. 2.3 σελ. 50. 
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ερμηνευτικής της προσέγγισης, καθώς και οι συχνές πεποιθήσεις για τις ιδιότητές της. Τέλος, 

παρουσιάζονται οι προσπάθειες ενός μαθηματικού ορισμού της τυχαιότητας. 

Στην τρίτη ενότητα παρουσιάζονται οι έρευνες σχετικά με τα αναπτυξιακά στάδια του 

πιθανοτικού συλλογισμού των μαθητών, τις διαισθητικές τους αντιλήψεις σχετικά με τις 

πιθανοτικές έννοιες και τις ευρετικές μεθόδους που εφαρμόζουν για την επίλυση 

προβλημάτων. Επιπρόσθετα, γίνεται αναφορά στις συλλογιστικές που συνήθως 

αναπτύσσουν  οι μαθητές στο Γυμνάσιο σχετικά με τις πιθανότητες. 

Στην τέταρτη ενότητα παρουσιάζονται η διδακτέα ύλη και οι διδακτικοί στόχοι του 

μαθήματος των πιθανοτήτων του υπάρχοντος5 προγράμματος σπουδών και της πρότασης 

για την αναθεώρηση αυτού από το Ινστιτούτο Εκπαιδευτικής Πολιτικής (Ι.Ε.Π). 

Στην πέμπτη ενότητα παρουσιάζεται η διδασκαλία της ενότητας «5.2 Δειγματικός χώρος και 

Ενδεχόμενα» του σχολικού βιβλίου που έλαβε χώρα σε μαθητές της τρίτης τάξης του 

Πρότυπου Γυμνασίου Αναβρύτων υπό το υπάρχον πρόγραμμα σπουδών. Γίνεται η γραπτή 

αποτίμηση της εκπαιδευτικής διαδικασίας, η ποιοτική και η ποσοτική ανάλυση του φύλλου 

αξιολόγησης που συμπληρώθηκε στα πλαίσια του συγκεκριμένου μαθήματος.  

Στην έκτη και τελευταία ενότητα παρουσιάζονται τα συμπεράσματα της εν λόγω διδασκαλίας 

και γίνεται συγκριτική ανάλυση των διδακτικών στόχων που επιτεύχθηκαν, λαμβάνοντας 

υπόψιν το σύνολο των παρατηρήσεων που διατυπώθηκαν στην παρούσα διπλωματική 

εργασία. Σε αυτό το πλαίσιο αναδεικνύονται τυχόν ελλείψεις και προτείνονται βελτιωτικές 

ενέργειες για τη διαμόρφωση μιας νέας πρότασης διδασκαλίας.  

 

Κεφάλαιο 1 Πιθανότητες  
 

1.1 Η Έννοια της Πιθανότητας 
 

Τις τελευταίες δεκαετίες η μελέτη των πιθανοτήτων κερδίζει όλο και περισσότερο 

ενδιαφέρον, τόσο από θεωρητικής πλευράς όσο και για τις σημαντικές πρακτικές εφαρμογές 

της στη σύγχρονη κοινωνία. Πολύ σημαντικές προσωπικές, κοινωνικές, οικονομικές-

επιχειρηματικές και πολιτικές αποφάσεις λαμβάνονται σύμφωνα με συλλογισμούς, στους 

οποίους η πιθανοτική σκέψη έχει έναν πρωτεύοντα ρόλο. Κατά συνέπεια, μια ελλιπής 

κατανόηση αυτής της κεντρικής έννοιας, έχει άμεσες πρακτικές συνέπειες στην καθημερινή 

ζωή, ειδικότερα όπου μεσολαβούν λανθασμένες διαισθητικές αντιλήψεις και παρερμηνείες. 

Ένας από τους σκοπούς της διδακτικής των μαθηματικών είναι ο εντοπισμός των ανωτέρω 

παρανοήσεων και η διευκόλυνση κατανόησης της εν λόγω έννοιας.  

Πολυάριθμες έρευνες στην ψυχολογία και στην παιδαγωγική έχουν αναδείξει το ζήτημα της 

δυσκολίας που έχουν οι μαθητές στην κατανόηση της έννοιας της πιθανότητας. Πέραν των 

                                                             
5 Στο έτος 2022. 
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ψυχολογικών, κοινωνικών και γνωσιολογικών διαστάσεων του ζητήματος, οι οποίες θα 

αναδειχθούν σε ιδιαίτερο κεφάλαιο, η δυσκολία κατανόησης της πιθανότητας πρέπει να 

αναζητηθεί στην ίδια την ιστορική ανάπτυξη των πιθανοτήτων ως κλάδου των μαθηματικών.  

Σύμφωνα με τους Batanero et al. (2005)6 η ανάλυση και παρακολούθηση της ιστορικής 

εξέλιξης των μαθηματικών εννοιών είναι θεμελιώδους σημασίας για τη διδακτική, καθώς 

περιλαμβάνει μια ενδεικτική καταγραφή εννοιών, προβληματισμών και δυσκολιών που 

ενδεχομένως να παρουσιάζουν ιδεολογική συνάφεια με τις αντίστοιχες αντιλήψεις των 

μαθητών για τις εν λόγω έννοιες. Αυτό το ζήτημα είναι ιδιαιτέρως σημαντικό για τη διδακτική 

των πιθανοτήτων, διότι στην αξιωματική θεμελίωσή τους από τον Kolmogorov δεν 

υπεισέρχονται ζητήματα για τη φύση των αντικειμένων που αναπαρίστανται με πιθανότητα.  

Παρατηρείται ότι ιστορικά έχουν διατυπωθεί αρκετές διαφορετικές ερμηνείες για την έννοια 

της πιθανότητας, οι οποίες κατ’ επέκταση οδηγούν και σε διαφορετικές πρακτικές 

εφαρμογές. Σε αυτήν την κατεύθυνση, ο Konold (1991)7 επισημαίνει τη δυσκολία ανεύρεσης 

ενός ενιαίου και συγκροτημένου ορισμού της πιθανότητας, αναφέροντας πως πρόκειται για 

μια «ρευστή» έννοια. Οι φιλοσοφικές και επιστημονικές προσεγγίσεις για το τι τελικά είναι 

η πιθανότητα γνωρίζουν από το παρελθόν μεγάλες διαφοροποιήσεις που συνεχίζονται ως τις 

μέρες μας. 

Για τον ιστορικό των μαθηματικών Ian Hacking (1975)8 η έννοια της πιθανότητας 

χαρακτηρίζεται από έναν δυισμό. Αφενός έχει μια αντικειμενική χροιά βασιζόμενη σε 

στατιστικά δεδομένα και νόμους και αφετέρου μια γνωσιολογική, κατά την οποία κάποιος 

αποδίδει ορισμένο βαθμό πίστης σε υπό διερεύνηση προτάσεις. Η πιθανότητα ήρθε να 

γεφυρώσει την απόσταση μεταξύ πίστεως (πεποιθήσεως για κάτι) και γνώσεως. Παρουσιάζει 

ενδιαφέρον το γεγονός ότι η διττή αυτή φύση, μεταξύ αντικειμενικότητας και 

υποκειμενικότητας, δεν απέτρεπε την άνθιση πολλών διαφορετικών προσεγγίσεων και 

ερμηνειών.  

Όπως σημειώνει ο Shaughnessy (1992)9 οι ιστορικές και οι φιλοσοφικές διαφοροποιήσεις για 

τη φύση της πιθανότητας είναι τέτοιες, που όχι μόνο δυσχεραίνουν την έρευνα γύρω από την 

διδακτική των πιθανοτήτων αλλά επηρεάζουν και τη δυνατότητα των ερευνητών να 

αντιπαραβάλλουν ευρήματα διαφορετικών ερευνών μεταξύ τους. Ένα από τα κύρια 

ζητήματα που υπογραμμίζονται εδώ είναι το γεγονός πως η επιλογή μιας συγκεκριμένης 

εννοιολογικής προσέγγισης από τον εκάστοτε ερευνητή, δεν εξαντλείται μόνο στην επιλογή 

ενός ορισμού για την πιθανότητα, αλλά αφορά σε ένα συνακόλουθο με αυτόν τον ορισμό 

                                                             
6 Batanero, C., Henry, M., Parzysz, B. (2005). The Nature of Chance and Probability. In: Jones, G.A. (eds) 

Exploring Probability in School. Mathematics Education Library, vol 40. Springer, Boston, MA.  
7 Konold, C. (1991). Understanding Students’ Beliefs About Probability. In: Von Glasersfeld, E. (eds) 

Radical Constructivism in Mathematics Education. Mathematics Education Library, vol 7. Springer, 

Dordrecht, σελ. 139. 
8 Hacking, Ian (1975). The Emergence of Probability: A Philosophical Study of Early Ideas About 

Probability, Induction and Statistical Inference. Cambridge University Press, σελ. 39. 
9 Shaughnessy, J. M. (1992). Research in probability and statistics: Reflections and directions. In D. A. 
Grouws (Ed.), Handbook of research on mathematics teaching and learning: A project of the National 
Council of Teachers of Mathematics (pp. 465–494). Macmillan Publishing Co, Inc. 
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σύνολο θεμελιωδών εννοιών, όπως ο δειγματικός χώρος, οι πρωταρχικές αντιλήψεις γύρω 

από την τυχαιότητα, την αντικειμενικότητα, την προβλεψιμότητα κλπ.  

Η συνύπαρξη όλων των διαφορετικών ερμηνευτικών προσεγγίσεων, οι οποίες έχουν 

διαφορετικό πεδίο εφαρμογής, καθιστά το έργο της διδακτικής των πιθανοτήτων εξαιρετικά 

πολυσχιδές. Για τον λειτουργικό σχεδιασμό της διδακτικής προσπάθειας πρέπει να δοθεί 

ιδιαίτερη προσοχή στα παρακάτω: 

1. Στην επιλογή, μέσα από ένα σύνολο διαφορετικών ερμηνειών, μιας μαθηματικής 

προσέγγισης (ή ενός συνδυασμού αυτών) για τη διδασκαλία των πιθανοτήτων με 

βάση μια συγκεκριμένη προοπτική/συγκεκριμένους εκπαιδευτικούς στόχους, 

αναλόγως του αναπτυξιακού σταδίου των μαθητών. 

2. Στη σημαντική διαφοροποίηση του ευρύτερου εννοιολογικού πλαισίου και των 

συμπληρωματικών εννοιών αναλόγως της κύριας προσέγγισης που θα επιλεγεί. 

Πολλές έννοιες μπορεί να είναι πιο εύληπτες κάτω από ένα συγκεκριμένο σχήμα ή 

να παρουσιάζουν προοδευτικά, με την διδασκαλία νέων εννοιών, αντικρουόμενο και 

ασύμβατο περιεχόμενο. 

3. Στα ευρήματα των ψυχολογικών και παιδαγωγικών ερευνών αναφορικά με τις 

δυσκολίες κατανόησης και τις συνήθεις αντιλήψεις των μαθητών για τις παραπάνω 

έννοιες. 

 

 

1.2 Σύγχρονες Προσεγγίσεις Ορισμών 
 

Τρεις είναι οι κυριότερες θεωρίες που έχουν διατυπωθεί για τον ορισμό της έννοιας της 

πιθανότητας: η Κλασική Θεωρία, η Θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων και η Υποκειμενική 

Θεωρία.  Παρακάτω αναπτύσσονται τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της κάθε ερμηνευτικής 

προσέγγισης.  

Κλασική Θεωρία 

H κλασική θεωρία, η οποία αποδίδεται στον Laplace (1814)10, γνώρισε μεγάλη δυναμική στα 

πρώτα στάδια ανάπτυξης της θεωρίας πιθανοτήτων βρίσκοντας ευρεία εφαρμογή στα 

τυχερά παιχνίδια. Σύμφωνα με τη θεωρία αυτή, η πιθανότητα ενός ενδεχομένου ορίζεται ως 

το κλάσμα του πλήθους των ευνοϊκών για το ενδεχόμενο αποτελεσμάτων προς το πλήθος 

όλων των δυνατών αποτελεσμάτων του πειράματος τύχης. Δηλαδή σε ένα πείραμα τύχης με 

ισοπίθανα αποτελέσματα η πιθανότητα ενός ενδεχομένου Α δίνεται από τον παρακάτω 

τύπο: 

𝑃(𝐴) =
𝜋𝜆ή𝜃𝜊𝜍 휀𝜐𝜈𝜊ϊ𝜅ώ𝜈 𝜋휀𝜌𝜄𝜋𝜏ώ𝜎휀𝜔𝜈

𝜋𝜆ή𝜃𝜊𝜍 𝛿𝜐𝜈𝛼𝜏ώ𝜈 𝜋휀𝜌𝜄𝜋𝜏ώ𝜎휀𝜔𝜈
=

𝛮(𝛢)

𝛮(𝛺)
 

                                                             
10 Laplace, Pierre Simon. Essai philosophique sur les probabilités. Paris: Courcier, 1814. 
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Η κλασική θεωρία εισάγει ως προϋπόθεση τον ισοπίθανο δειγματικό χώρο. Δηλαδή 

προϋποθέτει ότι όλα τα δυνατά αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης έχουν τις ίδιες 

πιθανότητες να εμφανιστούν. Πρόκειται για μια υποκειμενική εκ των προτέρων (a priori) 

εκτίμηση, καθώς εκτιμώνται οι πιθανότητες πριν καν εκτελεστεί το πείραμα τύχης. Κατά τον 

Laplace δεν συντρέχουν επαρκείς λόγοι για να αμφισβητηθεί η υποκειμενική διάσταση μιας 

τέτοιας εκ των προτέρων εκτίμησης, σύμφωνα με την οποία τα ενδεχόμενα κατατάσσονται 

σε αυτά που είναι δυνατόν να συμβούν ή να μην συμβούν. Κατ’ επέκταση, εφόσον δεν 

υπάρχουν λόγοι να αμφισβητηθεί το ισοπίθανο του δειγματικού χώρου, δεν συντρέχει λόγος 

να εκτελεστεί το πείραμα τύχης. Η κλασική πιθανότητα ονομάζεται για τον λόγο αυτό και 

θεωρητική ή a priori, ακριβώς γιατί οι προϋποθέσεις έχουν τεθεί εκ των προτέρων. 

Ένα σημείο κριτικής αυτής της θεώρησης, πλην της υποκειμενικής κρίσης των ισοπίθανων 

ενδεχομένων, αφορά στην αδυναμία εφαρμογής της στον φυσικό κόσμο, δεδομένου ότι 

προαπαιτεί μια εγγενή συμμετρία στο πείραμα τύχης, η οποία δύσκολα συναντάται στην 

εμπειρική πραγματικότητα. Για παράδειγμα, κατά τη διδασκαλία γίνεται συχνά αναφορά σε 

ένα «δίκαιο» ζάρι, θέλοντας έτσι να δηλώσουμε πως παρά το γεγονός ότι παρουσιάζει ήδη 

μια φυσική συμμετρία, οι προϋποθέσεις του κλασικού ορισμού είναι ιδεατές. Υπό αυτό το 

πρίσμα, η κλασική πιθανότητα γίνεται αντιληπτή σαν μια αντικειμενική ιδιότητα ενός 

συνόλου αντικειμένων και γεγονότων. Η θεωρητική πιθανότητα ένα ζάρι να φέρει έναν 

συγκεκριμένο αριθμό είναι λόγω συμμετρίας 1/6. 

Από την πλευρά των μαθηματικών ο κλασικός ορισμός είναι εφαρμόσιμος μόνο σε τυχαίες 

διεργασίες, όπου το σύνολο των δυνατών αποτελεσμάτων είναι πεπερασμένο. Σε ένα άπειρο 

σύνολο αποτελεσμάτων, η πιθανότητα για όλα ανεξαιρέτως τα επιμέρους ενδεχόμενα, θα 

ήταν μηδενική.  

Η κλασική θεωρία παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη διδακτική των μαθηματικών, 

αφενός διότι μέσω του κλασικού ορισμού συντελείται μια ταξινόμηση των τυχαίων 

διεργασιών βάσει του δειγματικού χώρου (π.χ. κορώνα ή γράμματα κατά τη ρίψη κέρματος, 

γέννηση αγοριού/κοριτσιού), αφετέρου γιατί η τυχαιότητα συνδέεται άρρηκτα με την έννοια 

του ισοπίθανου δειγματικού χώρου. Στο βιβλίο των Μαθηματικών της Γ’ Γυμνασίου 

αναφέρεται χαρακτηριστικά ότι: «Στο εξής, όταν λέμε ότι η επιλογή γίνεται στην τύχη θα 

εννοείται ότι όλα τα δυνατά αποτελέσματα είναι ισοπίθανα». 

Θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων 

Σύμφωνα με τη θεωρία αυτή η πιθανότητα ενός ενδεχομένου ορίζεται ως το όριο στο οποίο 

τείνει η σχετική συχνότητα εμφάνισής του, ύστερα από επαναλαμβανόμενες εκτελέσεις ενός 

πειράματος υπό πανομοιότυπες συνθήκες. Σε αντίθεση με την Κλασική Θεωρία, η Θεωρία 

των Σχετικών Συχνοτήτων βασίζεται σε εμπειρικά δεδομένα και συνιστά μια εκ των υστέρων 

(a posteriori) εκτίμηση της πιθανότητας, καθώς προϋποθέτει την πραγματοποίηση ενός 

ικανοποιητικού αριθμού επαναλήψεων του πειράματος και την εκτίμηση των εξαγόμενων 

αποτελεσμάτων. Η ερμηνευτική αυτή προσέγγιση, η οποία παρουσιάζει το πλεονέκτημα ότι 

παρέχει μια φυσική ερμηνεία/τρόπο μέτρησης της πιθανότητας, χρησιμοποιείται ευρέως 

στις σύγχρονες εφαρμοσμένες επιστήμες. 
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Σε αυτή την προσέγγιση γίνεται επίκληση του εμπειρικού νόμου των Μεγάλων Αριθμών, 

σύμφωνα με τον οποίο ύστερα από επαναλαμβανόμενα πανομοιότυπα πειράματα η σχετική 

συχνότητα εμφάνισης ενός ενδεχομένου τείνει στην πιθανότητά του. Καθώς αυξάνονται οι 

επαναλήψεις, παρατηρείται μια σταδιακή σταθεροποίηση της σχετικής συχνότητας γύρω 

από ορισμένη τιμή, την πιθανότητά του. Στο ελληνικό εκπαιδευτικό σύστημα έμμεση 

αναφορά στη Θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων γίνεται στο εγχειρίδιο της Α’ Λυκείου11, όπου 

αναφέρεται ότι η θεωρητική τιμή στην οποία τείνει η σχετική συχνότητα ενός ενδεχομένου 

είναι αυτή του κλασικού ορισμού της πιθανότητας. Κατά συνέπεια ο δειγματικός χώρος 

θεωρείται εκ των προτέρων ισοπίθανος. Το ενδεχόμενο να φέρουμε κορώνα {Κ} κατά την 

ρίψη ενός κέρματος τείνει στην a priori πιθανότητά του με σχετική συχνότητα: 

𝑓𝑘 =
𝑘

𝜈
 

Στην πραγματικότητα, αν και τα δεδομένα είναι εμπειρικά, η τιμή στην οποία θα 

σταθεροποιηθεί η σχετική συχνότητα είναι υποθετική. Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο στη 

Θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων η πιθανότητα έχει τη μορφή εκτίμησης ή προσδοκίας. 

Πρόκειται για ένα από τα μειονεκτήματα της προσέγγισης αυτής, καθώς δεν μπορεί να 

εξαχθεί ένα ακριβές νούμερο. Επίσης, δύσκολα μπορεί να λειτουργήσει η εν λόγω θεωρία 

για την εκτίμηση τυχαίων φαινομένων στον φυσικό κόσμο, όταν η συχνότητα εμφάνισής τους 

είναι μικρή,  ενώ σε κάθε περίπτωση δύσκολα πληρούται η προϋπόθεση επανάληψής τους 

υπό όμοιες ακριβώς συνθήκες.  

Υπό το πρίσμα αυτής της θεωρίας η πιθανότητα ερμηνεύεται ως ένα μετρήσιμο φυσικό 

μέγεθος. Πρόκειται για μια εμπειρική παρατήρηση ανεξάρτητη του παρατηρητή. Στη Θεωρία 

των Σχετικών Συχνοτήτων, η τυχαιότητα παρουσιάζεται σαν μια αντικειμενική12 ιδιότητα 

φυσικών πραγμάτων ή καταστάσεων.  O Von Mises (1957)13 διατυπώνει ότι είναι ακριβώς η 

συνθήκη της τυχαιότητας που δεν επιτρέπει την εύρεση κάποιας επιλεκτικής μεθόδου 

τέτοιας, ώστε να μπορεί κανείς διαλέγοντας στοιχεία/παρατηρήσεις να οδηγηθεί σε 

θεμελιώδεις αστοχίες στην εκτίμηση του ορίου στο οποίο τείνουν οι σχετικές συχνότητες. 

Από την σκοπιά της διδακτικής, η παράλληλη εφαρμογή και των δύο ανωτέρω θεωριών (της 

Κλασικής και της Θεωρίας των Σχετικών Συχνοτήτων),  ειδικά αν η διεξαγωγή του μαθήματος 

γίνεται διαδραστικά ή με υπολογιστικά προγράμματα, θα μπορούσε να συμβάλει στην 

κατανόηση σύνθετων ενδεχομένων, στον εμπειρικό έλεγχο του Νόμου των Μεγάλων 

Αριθμών και στην αντιπαραβολή των δεδομένων με πιθανές λανθασμένες εντυπώσεις των 

μαθητών. 

 

                                                             
11 Βλ. παράγραφος 1.2 του σχολικού εγχειριδίου Μαθηματικών της Α’ Λυκείου. 
12 Batanero, C., & Serrano, L. (1999). The Meaning of Randomness for Secondary School Students. In 

Journal for Research in Mathematics Education (Vol. 30, Issue 5, p. 558). National Council of Teachers 

of Mathematics.  
13 Saldanha, L., Liu, Y. (2014). Challenges of Developing Coherent Probabilistic Reasoning: Rethinking 

Randomness and Probability from a Stochastic Perspective. In: Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) 

Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, Dordrecht, σελ. 371. 
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Υποκειμενική Θεωρία 

Στην υποκειμενική θεωρία η πιθανότητα ερμηνεύεται ως εκείνος ο βαθμός πεποίθησης που 

μπορεί να έχει κανείς σχετικά με την εκδήλωση ενός γεγονότος σε μια δεδομένη στιγμή. 

Αποτελεί ένα μέτρο της πίστης μας στην αλήθεια ενός ισχυρισμού (Konold, 1991, σελ. 142). 

Σε αυτήν τη θεώρηση η πιθανότητα αποκτά εμφανώς μια υποκειμενική διάσταση, καθώς η 

εκτίμησή της επαφίεται στις γνώσεις και στη συλλογιστική του υποκειμένου. Δηλαδή δεν 

αποτελεί μια αντικειμενική ιδιότητα των πραγμάτων, ανεξάρτητη της υποκειμενικής 

διαμεσολάβησης του ανθρώπου. Ένας εκ των θεμελιωτών αυτής της προσέγγισης, ο De 

Finetti (1974)14, θέλοντας να σημειώσει ακριβώς αυτήν τη μη αντικειμενική υπόσταση 

δηλώνει εμφατικά πως «η πιθανότητα δεν υπάρχει».   

Οι εφαρμογές που μπορεί να γνωρίσει η θεωρία αυτή είναι ανεξάντλητες. Η υποκειμενική 

πιθανότητα μπορεί να εφαρμοστεί παντού, ακόμα και σε φαινόμενα που δεν θεωρούνται 

πως προκύπτουν τυχαία. Εφόσον η πιθανότητα δεν είναι πλέον ένα φυσικό μέγεθος και δεν 

έχει έναν αντικειμενικό τρόπο μέτρησης, τα στοιχεία που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για 

την εξαγωγή συμπερασμάτων είναι απεριόριστα. Αυτή η ελευθερία αποτελεί ταυτόχρονα 

ένα πλεονέκτημα χρήσης και ένα μειονέκτημα αξιοπιστίας.  

Η μεγάλη σημασία και δυναμική αυτής της προσέγγισης στηρίζεται στη δυνατότητα 

αναθεώρησης μιας προϋπάρχουσας υποκειμενικής γνώμης. Σύμφωνα με το θεώρημα του 

Bayes (1763)15  η πιθανότητα ενός ενδεχομένου δύναται να αναθεωρείται συνεχώς υπό το 

φως νέων δεδομένων. Στην αξιωματική θεωρία του Kolmogorov (1933) ο τύπος του Bayes 

έχει την μορφή της δεσμευμένης πιθανότητας16, εξηγείται μέσω ενός διαγράμματος Venn και 

λαμβάνει εξ ’ορισμού την μορφή: 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
 

Ο τύπος του Bayes δίνει τη δυνατότητα για έναν εκ των υστέρων (a posteriori) έλεγχο μιας 

υπόθεσης {Υ}, δεδομένης της εκπλήρωσης ενός γεγονότος/ενδεχομένου {Ε}. Αυτή η a 

posteriori πιθανότητα είναι η δεσμευμένη πιθανότητα 𝑃(𝛶|𝛦). Για να μπορέσει κάποιος να 

συνεχίσει τον συλλογισμό χρειάζεται εκ των προτέρων (prior) μια υποκειμενική 

εκτίμηση/πιθανότητα για την ίδια την υπόθεση, δηλαδή την 𝑃(𝑌). Η εκτίμηση αυτής της 

αρχικής (prior) πιθανότητας είναι υποκειμενική, με την έννοια ότι δεν υπάρχει κανόνας που 

να την εξάγει. Μπορεί κανείς να αποτυπώσει με αυτήν από προσωπικές πεποιθήσεις μέχρι 

πειραματικά δεδομένα, αναλογίες ή πορίσματα των άλλων θεωριών για την πιθανότητα. Στο 

τέλος, αυτή η αρχική (prior) πιθανότητα 𝑃(𝑌) αναθεωρείται υπό το φως των νέων δεδομένων 

                                                             
14 Borovcnik, M., Kapadia, R. (2014). A Historical and Philosophical Perspective on Probability. In: 

Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, 

Dordrecht. 
15 Mr. Bayes, & Mr. Price. (1763). An Essay towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances. By 

the Late Rev. Mr. Bayes, F. R. S. Communicated by Mr. Price, in a Letter to John Canton, A. M. F. R. S. 

Philosophical Transactions (1683-1775), σελ. 370–418. 
16 Βλ. εγχειρίδιο μαθηματικών Γενικής Παιδείας Γ’ Λυκείου, ενότητα 3.4. 
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{Ε}, δηλαδή ισούται με την 𝑃(𝛶|𝛦). Ο τύπος του Bayes για μια υπόθεση {Υ} και ένα 

ενδεχόμενο {Ε} δίνεται ως: 

𝑃(𝑌|𝐸) =
𝑃(𝐸|𝑌)𝑃(𝑌)

𝑃(𝐸)
=

𝑃(𝐸|𝑌)𝑃(𝑌)

𝑃(𝐸|𝑌)𝑃(𝑌) + 𝑃(𝐸|¬𝑌)𝑃(¬𝑌)
 

Αν και ο τύπος του Bayes αναπαριστά μια φυσική και λογική διαδικασία αναθεώρησης 

προσωπικών πεποιθήσεων είναι φανερά μη διαισθητικός. Παρ’ όλα αυτά, όπως σημειώνουν 

οι Batanero et al. (2005), μια παρατήρηση με ιδιαίτερη αξία από την πλευρά της διδακτικής, 

σε αυτήν την προσέγγιση, εν αντιθέσει με τις άλλες, δεν γίνεται σύγχυση του θεωρητικού 

μοντέλου περιγραφής της πραγματικότητας με την ίδια την πραγματικότητα. Επιπλέον, η 

εξοικείωση με τις αρχές και τη λειτουργία του θεωρήματος του Bayes παρέχει στους μαθητές 

ένα υπόβαθρο για τον χειρισμό θεμάτων της στατιστικής και διαδικασιών που μεσολαβούν 

για τη λήψη αποφάσεων17. Αποτελεί μια σύνθεση απλών λογικών βημάτων που γεφυρώνουν 

τα εμπειρικά δεδομένα και κάποιες πρωταρχικές πληροφορίες με τη λήψη μιας απόφασης18. 

Τα προτερήματα της μεθόδου του Bayes είναι πως δεν προϋποθέτει συμμετρικούς χώρους ή 

πολλαπλές επαναλήψεις, προκειμένου να οδηγηθεί κάποιος σε ένα συμπέρασμα. Στον 

αντίποδα, τα μειονεκτήματα της εν λόγω μεθόδου συνίστανται αφενός στο ότι η αξιοπιστία 

των αποτελεσμάτων κρίνεται ανάλογα με τις διαδικασίες που ακολουθήθηκαν, αφετέρου 

στο ότι ποτέ κανείς δεν μπορεί να είναι βέβαιος πως έχει προβεί σε μια ορθή αναθεώρηση 

μιας υπόθεσης.  

Τέλος, όπως σημειώνει ο Kyburg (1974)19, εφόσον η πιθανότητα δεν είναι ένα αντικειμενικό 

μέγεθος, η έννοια της τυχαιότητας παύει να φαντάζει σαν μια αντικειμενική ιδιότητα και 

κρίνεται υποκειμενικά ανάλογα με την πρότερη γνώση του ατόμου. Όπως και η πιθανότητα, 

έτσι και η τυχαίοτητα ενός γεγονότος αναθεωρείται και υφίσταται υπό συνθήκη. 

Συνοπτικός Πίνακας Θεωριών 

Στον παρακάτω πίνακα παρατίθενται συνοπτικά τα βασικά σημεία ομοιότητας και διαφοράς 

των τριών θεωριών που αναλύθηκαν. Να σημειωθεί ότι, όσον αφορά στην πιθανότητα, οι 

χαρακτηρισμοί «αντικειμενική/υποκειμενική», «υπάρχει/δεν υπάρχει» αντανακλούν μια 

πραγματική ιστορική συζήτηση για την οντολογία της. Αντίθετα, η έννοια της τυχαιότητας 

δεν προσδιορίζεται άμεσα, αλλά διαμέσου της εκάστοτε θεωρίας των πιθανοτήτων. Δηλαδή, 

                                                             
17 Saldanha, L., Liu, Y. (2014). Challenges of Developing Coherent Probabilistic Reasoning: Rethinking 

Randomness and Probability from a Stochastic Perspective. In: Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) 

Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, Dordrecht., σελ. 372. 
18 Borovcnik, M., Kapadia, R. (2014). A Historical and Philosophical Perspective on Probability. In: 

Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, 

Dordrecht, σελ. 27. 
19 Carmen Batanero, David R. Green & Luis Romero Serrano (1998) Randomness, its meanings and 

educational implications, International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 

29:1, σελ.113-123. 
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η έννοια της τυχαιότητας δεν αντανακλά τις ιστορικές θέσεις20 των ερευνητών και 

επιστημόνων επί του θέματος. 

 

Θεωρία Μέτρο 
Πιθανότητας 

Πηγή Χαρακτήρας Φύση Τυχαιότητα 

 
 
Κλασική 
 
 
 
Σχετικών 
Συχνοτήτων 
 
 
 
 
Υποκειμενική 

 
Ακριβής Τιμή 

 
Δειγματικός 
Χώρος 

 
A priori 

 
Φυσικό 
Μέγεθος 

 
Αντικειμενική 
Ιδιότητα 
Ισοπίθανων 

 
Υποθετικό 
Όριο 

 
Εμπειρικά 
Δεδομένα 

 
A posteriori 

 
Φυσικό 
Μέγεθος 

 
Αντικειμενική 
Ιδιότητα 

 
Υπό Συνθήκη 
Πιθανότητα 

 
Γνώση και 
Πεποιθήσεις 

 
A priori και a 
posteriori 

 
Μέτρο 
Αβεβαιότητας 

 
Υποκειμενική 
Αβεβαιότητα 

 

Τέλος, αξίζει να αναφερθεί ότι πολλοί ερευνητές, μεταξύ των οποίων οι Borovcnik & Kapadia 

(2014, σελ. 30) και Batanero et al. (2005), προτάσσουν την εκμάθηση και των τριών μεθόδων 

μέσω μοντέλων διδασκαλίας που θα αξιοποιούν τις διαφορές τους. Η επιλογή ορισμένης 

προσέγγισης ως καταλληλότερης κρίνεται ανάλογα με τη φύση του προβλήματος που 

καλείται να επιλύσει. Ο Shaughnessy (1992) υπογραμμίζει πως η έννοια της πιθανότητας με 

την οποία εφοδιάζεται κάποιος απέναντι σε μια συγκεκριμένη περίπτωση, εξαρτάται από τα 

ζητούμενα και τον τύπο των προβλημάτων που καλείται να αντιμετωπίσει. 

 

1.3 Διδακτικά Μοντέλα Πιθανοτήτων 
 

Η δημιουργία μοντέλων για την περιγραφή και αναπαράσταση των τυχαίων φαινομένων, 

τυγχάνει όλο και μεγαλύτερης εφαρμογής στη διδασκαλία των πιθανοτήτων τις τελευταίες 

δεκαετίες. Επιπρόσθετα, η τεχνολογική πρόοδος και η ευρεία χρήση τεχνολογικών μέσων 

έχουν συμβάλει στην ανάπτυξη αυτής της μορφής διδασκαλίας.  

Η χρήση μοντέλων στη διδασκαλία δεν λειτουργεί απλώς σαν ένα συμπληρωματικό εργαλείο 

στα χέρια του εκπαιδευτικού. Έχει ως στόχο όχι μόνο την εξοικείωση των μαθητών με τις 

πραγματικές εφαρμογές της θεωρίας των πιθανοτήτων, αλλά και την  καλύτερη κατανόηση 

των εννοιών της θεωρίας και την προώθηση του πιθανοτικού συλλογισμού και της 

στατιστικής συμπερασματολογίας. Η μοντελοποίηση ως διαδικασία περιλαμβάνει μια κατά 

προσέγγιση αποτύπωση των τυχαίων διεργασιών της πραγματικότητας. Στο πλαίσιο αυτό οι 

                                                             
20 Αναφορά στις εν λόγω θέσεις γίνεται παρακάτω στο πλαίσιο του Κεφαλαίου 2. 
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μαθητές καλούνται να έχουν έναν πιο ενεργητικό και κριτικό ρόλο, καλλιεργώντας 

συλλογιστικές ελέγχου, προσαρμογής και αναθεώρησης των αποφάσεων τους. 

Η ανάπτυξη των παραπάνω ικανοτήτων αποτελεί ζητούμενο στη σύγχρονη εποχή της 

κυριαρχίας των δεδομένων και της ευρείας χρήσης υπολογιστικών εφαρμογών. Αυτήν 

ακριβώς την ανάγκη καλείται να εξυπηρετήσει η ένταξη του μαθήματος  της στατιστικής  στα 

περισσότερα σχολικά προγράμματα σπουδών. Οι Batanero et al. (2005) αναγνωρίζουν τις 

πιθανότητες σαν εκείνο το θεωρητικό εργαλείο με το οποίο προσεγγίζονται τα προβλήματα 

που προκύπτουν από τη στατιστική. 

Οι Borovcnik και Kapadia (2011)21 συνοψίζουν τους λόγους για τους οποίους οι πιθανότητες  

έχουν σημαίνουσα θέση στη διδασκαλία, ως ένα εργαλείο μοντελοποίησης και 

προετοιμασίας για τη στατιστική: 

 Οι πιθανότητες παρέχουν ένα εννοιολογικό πλαίσιο/υπόβαθρο για τη 

μοντελοποίηση φαινομένων της πραγματικότητας. 

 Οι πιθανότητες αποτελούν ένα κομβικό σημείο για την κατανόηση των βάσεων της 

στατιστικής συμπερασματολογίας, της έννοιας του τυχαίου δείγματος και της 

διαχείρισης των εμπειρικών δεδομένων. 

Συνοψίζοντας, από διδακτικής πλευράς, η χρήση μοντέλων παρουσιάζει πλεονεκτήματα, 

καθώς προσφέρει μια άμεση και διαρκή σύνδεση των εννοιών της θεωρίας των πιθανοτήτων 

με την πραγματικότητα. Ωστόσο, μια τέτοια κατεύθυνση διδασκαλίας ενέχει αρκετές 

θεωρητικές και πρακτικές δυσκολίες. Η κυριότερη απ’ αυτές έγκειται στο γεγονός ότι το μέσο 

διδασκαλίας, το μοντέλο, αποτελεί ταυτόχρονα και αντικείμενο διδασκαλίας, την ίδια τη 

μοντελοποίηση. Οι μαθητές, καλούνται ταυτόχρονα με την κατανόηση των εννοιών της 

θεωρίας να κατανοήσουν τον σκοπό της μοντελοποίησης και τον τρόπο χρήσης της. 

Η έννοια του μοντέλου και η χρήση διδακτικών μοντέλων πιθανοτήτων 

Παλαιότερα, η έννοια του μοντέλου είχε τη σημασία του ιδεώδους παραδείγματος – 

προτύπου που εσωκλείει τις θεωρητικές έννοιες, χωρίς ωστόσο να επηρεάζεται από 

εννοιολογικές παρεμβάσεις και παρερμηνείες. Στη σύγχρονη εποχή έγινε ορατή η ανάγκη 

αναθεώρησης της προσέγγισης αυτής. Η ιδεώδης αποτύπωση της πραγματικότητας έδωσε 

τη θέση της σε πιο δυναμικά μοντέλα που, ενσωματώνοντας θέσεις της θεωρίας, επιτρέπουν 

ταυτόχρονα την αξιολόγηση, ερμηνεία και εξαγωγή συμπερασμάτων για την ίδια την 

πραγματικότητα. Ο Henry (2001)22 δίνει τον ακόλουθο ορισμό του μοντέλου: 

                                                             
21 Maasz, J., & O’Donoghue, J. (Eds.). (2011). Real-World Problems for Secondary School Mathematics 

Students. SensePublishers, σελ. 39. 
22 Henry, M. (2001). Notion de modèle et modélisation dans l'enseignement. In Commission Inter- IREM 

Statistique et Probabilités, Autour de la modélisation en probabilités (pp. 149-159), Besançon, France: 

PUFC, σελ. 151. 
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«Ένα μοντέλο είναι μια αφαιρετική, απλοποιημένη και εξιδανικευμένη αναπαράσταση ενός 

αντικειμένου του πραγματικού κόσμου ή ενός συστήματος σχέσεων ή μιας εξελικτικής 

διαδικασίας  που πηγάζει μέσα από την περιγραφή της πραγματικότητας23». 

Η εξοικείωση των μαθητών με τη χρήση διδακτικών μοντέλων γίνεται σταδιακά. Αρχικά 

χρησιμοποιούνται αντικείμενα και παραδείγματα μέσα από την καθημερινότητα. Στη 

συνέχεια λαμβάνει χώρα η «εξιδανίκευση» των αντικειμένων, με την έννοια επιλογής και 

εκτίμησης των χαρακτηριστικών τους ιδιοτήτων και δημιουργίας των κατάλληλων 

αναπαραστάσεών τους. Το τελικό ζητούμενο είναι η οικοδόμηση ενός πιθανοτικού μοντέλου, 

το οποίο μιμούμενο τυχαίες διεργασίες της εμπειρικής πραγματικότητας, θα επιτρέπει να 

αποδοθούν με τη συμβολική γραφή των μαθηματικών γενικές ιδέες, ιδιότητες και 

τυποποιημένες μορφές.  

Ένα κλασικό μοντέλο που χρησιμοποιείται στη διδασκαλία είναι αυτό της ρίψης ενός 

κέρματος. «Εξιδανικεύοντας» το κέρμα, θεωρώντας δηλαδή ότι είναι «δίκαιο», συμμετρικό, 

ομοιογενές κ.α., λαμβάνουμε σαν υπόθεση το ισοπίθανο του δειγματικού χώρου. Έπειτα24 η 

περιγραφή του πειράματος μπορεί να επεκταθεί με μαθηματικούς όρους δοκιμών Bernoulli. 

Το μοντέλο αναπαράστασης του ιδανικού κέρματος ονομάζεται και θεωρητικό (a priori) 

μοντέλο, λόγω του ότι αντλεί χαρακτηριστικά από την κλασική θεωρία των πιθανοτήτων.  

Σε ένα επόμενο στάδιο, οι μαθητές εισάγονται στις έννοιες του καλού και του ανεπαρκούς 

μοντέλου, με κριτήριο το κατά πόσο το εκάστοτε μοντέλο εξυπηρετεί τις ανάγκες για τις 

οποίες δημιουργήθηκε. Εξετάζονται οι αρχικές υποθέσεις, το πλαίσιο κάτω από το οποίο 

λειτουργεί το εκάστοτε μοντέλο και η σύνδεσή του με την πραγματικότητα. Παραδείγματος 

χάριν, το θεωρητικό μοντέλο συγκρίνεται με το αντίστοιχο εμπειρικό, δηλαδή με 

πραγματικές ή προσομοιωμένες ρίψεις. Μια τέτοια σύγκριση είναι χρήσιμη, αφενός για να 

μην συγχέεται το μοντέλο με την πραγματικότητα και αφετέρου για μην τυποποιείται 

μονομερώς η πραγματικότητα με βάση ένα συγκεκριμένο μοντέλο. Οι Konold et al (2011)25 

σημειώνουν πως, αν εκτελέσουμε δοκιμές γυρνώντας το κέρμα σαν σβούρα, μολονότι εν 

πρώτοις θεωρείται προφανές ότι πρέπει ακολουθήσουμε το θεωρητικό μοντέλο, εν τέλει μια 

επαρκής σειρά εμπειρικών δοκιμών αποδεικνύει ότι η συγκεκριμένη προσέγγιση δεν είναι η 

ενδεδειγμένη για την περιγραφή αυτού του πειράματος.  

Οι Borovcnik και Kapadia (2011, σελ. 41) βλέπουν τη διαδικασία της μοντελοποίησης σαν 

έναν επαναλαμβανόμενο κύκλο. Σπανίως κάποιος γνωρίζει εξ αρχής όλα τα δεδομένα και τις 

παραμέτρους ενός προβλήματος. Περισσότερα μοντέλα πρέπει να χρησιμοποιηθούν 

                                                             
23 Στο πρωτότυπο: «un modèle est une interprétation abstraite, simplifiée et idéalisée d’un objet du 

monde réel, ou d’un système de relations, ou d’un processus évolutif issus d’une description de la 

réalité». 
24 Το στάδιο αυτό προϋποθέτει συζήτηση για την ανεξαρτησία των αποτελεσμάτων των ρίψεων. 
25 Konold, C., Madden, S., Pollatsek, A., Pfannkuch, M., Wild, C., Ziedins, I., Finzer, W., Horton, N. J., & 

Kazak, S. (2011). Conceptual Challenges in Coordinating Theoretical and Data-centered Estimates of 

Probability. In Mathematical Thinking and Learning (Vol. 13, Issues 1–2, pp. 68–86). Informa UK Limited. 

Ο Konold εδώ κάνει αναφορά σε μια δραστηριότητα που ανέπτυξαν οι Rider and Lee (2006). 

Χρησιμοποιήθηκαν ορισμένα κέρματα που λόγω ασυμμετρίας αποκλίνουν αρκετά από τις θεωρητικές 

προσδοκίες. 
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παράλληλα, να συγκριθούν και να εξεταστούν ως προς την εσωτερική τους συνέπεια, τις 

απαιτούμενες για τη λειτουργικότητά τους προϋποθέσεις και τη σχέση τους με την 

πραγματικότητα. Μέσω της επανάληψης αυτής της διαδικασίας εξάγονται συμπεράσματα 

για τη χρησιμότητά τους. 

Στάδια Μοντελοποίησης 

Οι Henry (2001, σελ. 153-157), Chaput et al. (2011)26 διακρίνουν τρία στάδια στη διαδικασία 

μοντελοποίησης: τη δημιουργία ενός πρωταρχικού άτυπου μοντέλου, τη μαθηματική 

τυποποίηση και την επαλήθευση. 

Το πρώτο στάδιο είναι και το σημαντικότερο, καθώς εμπεριέχει μια πρωταρχική περιγραφή 

της πραγματικότητας και τη δημιουργία ενός άτυπου μοντέλου για αυτήν. Οι μαθητές 

καλούνται να περιγράψουν σε πρώτη φάση με απλά λόγια μια πραγματική κατάσταση. Στη 

συνέχεια η αρχική αυτή περιγραφή συγκρίνεται με προσχεδιασμένα θεωρητικά μοντέλα, 

προκειμένου να εξαχθούν συμπεράσματα για το ποια χαρακτηριστικά της περιγραφής αυτής 

συμφωνούν με το εκάστοτε θεωρητικό μοντέλο. Με άλλα λόγια, οι μαθητές σε αυτό το 

στάδιο πρέπει να εντοπίσουν ποια χαρακτηριστικά του υπό εξέταση αντικειμένου μπορούν 

να απλοποιηθούν και να συγκεντρωθούν κάτω από μια νέα δομή που θα αποτελέσει το 

άτυπο μοντέλο.  Επί της ουσίας τοποθετούν σε ένα εννοιολογικό πλαίσιο τα δεδομένα και τις 

παραμέτρους και διατυπώνουν τις προσδοκίες τους από το μοντέλο. Η αντίστοιχη διαδικασία 

με εμπειρικά μοντέλα περιέχει οδηγίες και πρωτόκολλα εκτέλεσης πειραμάτων. 

Το δεύτερο στάδιο αφορά στη μαθηματική τυποποίηση. Οι μαθητές καλούνται να 

αναπαραστήσουν το μοντέλο και τα υπό διερεύνηση ερωτήματα με τη συμβολική γραφή των 

μαθηματικών. Σημαντικό σημείο αυτού του σταδίου είναι η μεταφορά και ο έλεγχος των 

αρχικών προσδοκιών και συμβάσεων του μοντέλου σε μαθηματικές υποθέσεις. 

Το τρίτο στάδιο αφορά στην επαλήθευση των μαθηματικών αποτελεσμάτων που προέκυψαν 

βάσει του μοντέλου. Ειδικότερα, ελέγχεται αν απαντήθηκαν τα υπό διερεύνηση ερωτήματα, 

αν τηρήθηκαν οι μαθηματικές υποθέσεις, αν οι απαντήσεις σχετίζονται με τα πραγματικά 

δεδομένα και γενικότερα αν το υπό εξέταση μοντέλο οδηγεί σε έγκυρα αποτελέσματα και 

αντανακλά ορθά τις σχέσεις των παραμέτρων. 

Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει σχηματικά τα αναλυτικά στάδια της διαδικασίας 

μοντελοποίησης σύμφωνα με τον Henry (2001): 

 

 

 

 

 

                                                             
26 Modeling and Simulations in Statistics Education 
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Στάδιο Μοντελοποίησης Αντικειμενικός Σκοπός Δραστηριότητα 

Πραγματικότητα Μελέτη ενός πραγματικού 
φαινομένου ή μιας 
πειραματικής διαδικασίας. 

Απλή περιγραφή του 
φαινομένου και των 
παραμέτρων του. 
Δημιουργία πρωτοκόλλων 
πειραματισμού. 

Άτυπο Μοντέλο Γενίκευση και αφαιρετική 
διαδικασία. Εντοπισμός των 
ιδιοτήτων του αντικειμένου. 

Παρουσίαση του μοντέλου 
λεκτικά, σχηματικά, 
χρησιμοποιώντας αναλογίες. 
Διατύπωση των 
προϋποθέσεων λειτουργίας 
και των κρίσιμων 
ερωτημάτων. 

Μαθηματική Τυποποίηση Συμβολική αναπαράσταση 
και μαθηματική τυποποίηση 
των ιδιοτήτων και των 
υποθέσεων του μοντέλου. 

Θεωρητική περιγραφή των 
μαθηματικών σχέσεων που 
εκφράζουν τις μεταβλητές. 

Μαθηματικός Έλεγχος Έλεγχος αν οι ιδιότητες του 
μοντέλου συμβαδίζουν με 
τις μαθηματικές υποθέσεις. 

Παρουσίαση των 
αποτελεσμάτων χρήσης του 
μοντέλου και διατύπωση 
των απαντήσεων.  

Σύγκριση Μοντέλου - 
Πραγματικότητας 

Τυποποίηση και γενίκευση 
των αποτελεσμάτων σε ένα 
εννοιολογικό πλαίσιο. 
Σύγκριση με τα εμπειρικά 
δεδομένα. 

Σύγκριση των 
αποτελεσμάτων με τα 
εμπειρικά αποτελέσματα. 
Εκτίμηση πιθανών 
σφαλμάτων. 

Γενικεύσεις και Προβλέψεις Γενίκευση χρήσης του 
μοντέλου και σε άλλες 
καταστάσεις. Εκτίμηση της 
ενδεχόμενης λειτουργίας 
του. 

Εκτίμηση της εγκυρότητας 
του μοντέλου υπό άλλες 
προϋποθέσεις. 

 

Δυσκολίες κατά την διδασκαλία των πιθανοτήτων με τη χρήση μοντέλων 

Όπως σημειώνουν οι Borovcnik και Kapadia (2011, σελ. 40), η προοπτική της διδασκαλίας με 

χρήση των μοντέλων είναι πολλά υποσχόμενη, διότι, αν και μπορεί να μην κατανοούνται όλοι 

οι παράμετροι ενός προβλήματος, ο μαθητής αποκτά μια καλή εποπτεία για τις 

προϋποθέσεις λειτουργίας ενός μοντέλου και τους περιορισμούς που τίθενται αναπόφευκτα 

κατά τη μοντελοποίηση μιας πραγματικής κατάστασης. Από την άλλη πλευρά, η διδασκαλία 

αυτή, αποβλέποντας στην οικοδόμηση ενός διαφορετικού τρόπου συλλογισμού, είναι 

συνυφασμένη με ορισμένες δυσκολίες, καθώς πρόκειται για μια πολυεπίπεδη διαδικασία 

που απαιτεί πολύ προσεκτικό σχεδιασμό και αρκετό χρόνο, ενώ ελλοχεύει ο κίνδυνος 

σύγχυσης εννοιών εκ μέρους των μαθητών. 
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Περαιτέρω, το ίδιο το εκπαιδευτικό σύστημα27 δεν προάγει συγκριτικές προσεγγίσεις. Η 

διδασκαλία των πιθανοτήτων επί του παρόντος γίνεται με έναν μονοδιάστατο τρόπο. 

Προωθούνται παραδείγματα αναπαράστασης αντικειμένων, κάνοντας εκπτώσεις 

περιεχομένου και ιδιοτήτων. Οι υποθέσεις των προβλημάτων δεν αναλύονται, επιδέχονται 

μονοσήμαντες απαντήσεις χωρίς εναλλακτικές και χωρίς πειραματισμούς επί των 

παραμέτρων. 

Μοντέλα και Προσομοιώσεις 

Με την ανάπτυξη των υπολογιστικών εφαρμογών, το ενδιαφέρον για τις υπολογιστικές 

προσομοιώσεις τυχαίων φαινομένων έχει έρθει στο προσκήνιο. Οι προσομοιώσεις μπορούν 

να αποτελέσουν ένα πολύ χρήσιμο διδακτικό εργαλείο στη διδακτική των πιθανοτήτων.  

Σε ένα πρώτο επίπεδο διδασκαλίας, η ίδια η προσομοίωση ενός φαινομένου λαμβάνει τη 

μορφή ενός άτυπου μοντέλου. Δίνει τη δυνατότητα να εξηγηθούν και να αναλυθούν 

πρωταρχικές έννοιες της θεωρίας, πριν πραγματοποιηθεί η μετάβαση στη συμβολική 

γλώσσα των μαθηματικών. Σε ένα δεύτερο επίπεδο, η χρήση προσομοιώσεων συμβάλλει 

στην εξοικείωση των μαθητών με δυσκολότερες έννοιες, καθώς αποτυπώνονται στη 

συνείδησή τους εικόνες σχετικές με την κατανομή,  την ανεξαρτησία, τον εμπειρικό νόμο των 

μεγάλων αριθμών, τη διασπορά κ.α.  

Για παράδειγμα, στην περίπτωση της ρίψεως ενός ζαριού, η γραφική αναπαράσταση 

εμπειρικών δεδομένων που συμφωνούν με το θεωρητικό μοντέλο μπορεί να λειτουργήσει 

ως μια πρώτη εισαγωγή στη διδασκαλία της ομοιόμορφης κατανομής. Παρομοίως η Bennett 

(1998)28 δίνει σημαντικά παραδείγματα από την ιστορική ανάδειξη της κανονικής κατανομής, 

που θα μπορούσαν να προσομοιωθούν χρησιμοποιώντας τις (έστω και διακριτές) κατανομές 

από το άθροισμα των αποτελεσμάτων της ρίψης δύο ζαριών ή αντίστοιχα των κεφαλών στη 

ρίψη ενός κέρματος.  

Η χρήση προσομοιώσεων διευκολύνει την κατανόηση θεωρητικών εννοιών, για τις οποίες οι 

μαθητές δεν έχουν προδιαμορφωμένες αντιλήψεις. Παράλληλα, μπορεί να αναδείξει τις 

ασυμφωνίες των διαισθητικών αντιλήψεών των μαθητών με δεδομένα που προκύπτουν από 

πραγματικές δοκιμές. Επιπρόσθετα, οι προσομοιώσεις μπορούν να συμβάλουν στην 

ανάπτυξη κριτικών ικανοτήτων των μαθητών, όπως της ικανότητας συγκριτικού ελέγχου 

μοντέλων, διόρθωσης παραμέτρων κατά τη μοντελοποίηση, αναγνώρισης ελλείψεων ή 

προϋποθέσεων λειτουργίας ενός μοντέλου σε σχέση με την πραγματικότητα κ.α. 

Παρά τη σημαντική διδακτική αξία των προσομοιώσεων στη διδασκαλία των πιθανοτήτων, 

όπως σημειώνουν οι Chaput et al. (2011), η εισαγωγή τους γίνεται συνήθως πολύ αργά στο 

εκπαιδευτικό πρόγραμμα, ενώ ενσωματώνονται στη διδασκαλία με διεκπεραιωτικό και 

μηχανικό τρόπο, εξαντλούμενο στην απλή αναπαράσταση των αποτελεσμάτων. Μια τέτοια 

προσέγγιση δεν μπορεί να έχει τα επιθυμητά αποτελέσματα. Οι προσομοιώσεις είναι 

                                                             
27 Στο υπάρχον Ελληνικό πρόγραμμα η διδασκαλία των πιθανοτήτων στην Γ’ Γυμνασίου είναι εκτός της 

ύλης των εξετάσεων, έχει δηλαδή προαιρετικό χαρακτήρα. 
28 Deborah J. Bennett. (1998) Randomness Harvard University Press σελ 91-101. Σημείωση: αποτελεί παράλληλα 

σημαντική εισαγωγή στην έννοια του τυχαίου σφάλματος. 
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χρήσιμες στον βαθμό που έχει προηγηθεί η διδασκαλία της θεωρίας των πιθανοτήτων. Το 

ζήτημα που θίγεται αφορά τον ευρύτερο σχεδιασμό του εκπαιδευτικού προγράμματος 

σχετικά με τις πιθανότητες και τη στατιστική. Για να μπορούν οι μαθητές να 

αποκωδικοποιήσουν τα αποτελέσματα μιας προσομοίωσης,  θα πρέπει να έχουν εξοικειωθεί 

προηγουμένως με πιθανοτικά μοντέλα.  

Τέλος, όπως σημειώνουν οι Batanero et al. (2005), οι προσομοιώσεις μπορούν να 

λειτουργήσουν σαν ένα βοηθητικό μοντέλο στην εξεύρεση λύσεων σε ένα πρόβλημα 

πιθανοτήτων, αλλά δεν μπορούν να έχουν αποδεικτική ισχύ, καθώς κάτι τέτοιο εξαρτάται 

από τις αρχικές υποθέσεις και το υπόβαθρο λειτουργίας. Η επαφή των μαθητών με τους 

πιθανοτικούς συλλογισμούς πρέπει να γίνεται σταδιακά, με τη διδασκαλία της θεωρίας να 

υποστηρίζεται από προσομοιώσεις που επεκτείνουν την εμπειρία τους σχετικά με τις τυχαίες 

διεργασίες των φαινομένων.   

Μοντέλα και Διδακτικές προσεγγίσεις 

Οι Pfannkuch και Ziedins (2014)29 διακρίνουν δύο  κατηγορίες διδακτικών προσεγγίσεων με 

τη χρήση μοντέλων. Η πρώτη, κύριοι εκφραστές της οποίας είναι οι Borovcnik και Kapadia, 

αφορά σε μια προσέγγιση εστιασμένη κυρίως στις απαιτούμενες προϋποθέσεις και τις 

συνέπειες που απορρέουν από τη θεωρία των πιθανοτήτων (theory-driven). Η δεύτερη έχει 

σαν κύριο εκφραστή τον Konold και εστιάζει κυρίως στην ανάδειξη των πιθανοτικών εννοιών 

κυρίως μέσω της ανάλυσης των εμπειρικών δεδομένων (data-driven). 

Στην πρώτη προσέγγιση δεν οικοδομείται κάποιο καινούριο μοντέλο. Το πρόβλημα και τα 

δεδομένα είναι γνωστά εξ αρχής και οι μαθητές προσπαθούν να βρουν με ποιο πιθανοτικό 

μοντέλο θα το εκφράσουν. Αφού επιλυθεί το πρόβλημα, οι μαθητές επεξεργάζονται τις 

παραμέτρους και τις επιμέρους σχέσεις τους με αντικειμενικό σκοπό την κατανόηση των 

ερωτημάτων που απαντάει το μοντέλο και των συνεπειών τους.  Αυτή η προσέγγιση δίνει 

ιδιαίτερη έμφαση στην κατανόηση των υποθέσεων, των ιδιοτήτων και των κατανομών 

συγκεκριμένων μαθηματικών μοντέλων. 

Η υιοθέτηση της εν λόγω προσέγγισης αποδίδει περισσότερο σε παιδιά μεγαλύτερης ηλικίας 

(π.χ. σε μαθητές Λυκείου), τα οποία έχουν προηγουμένως διδαχθεί κατανομές. Μπορεί 

ωστόσο να παρουσιαστεί και σε μικρότερα παιδιά. Ένα παράδειγμα που θα μπορούσε να 

παρουσιαστεί στο Γυμνάσιο αποτελεί το πρόβλημα της βιβλιοθήκης30: 

«Ένα βιβλίο επιλέχθηκε τυχαίως από μια βιβλιοθήκη. Προσδιορίστε την πιθανότητα αυτό να 

είναι γραμμένο στα Αγγλικά, αν υπάρχουν στη βιβλιοθήκη 500 Αγγλικοί τίτλοι σε σύνολο 1000 

βιβλίων. 

 Ένας μαθητής διεξήγαγε το πείραμα πηγαίνοντας στην βιβλιοθήκη πάνω από 2000 φορές 

διαλέγοντας κάθε φορά στην τύχη ένα βιβλίο. Οδηγήθηκε στο συμπέρασμα μια σχετικής 

                                                             
29 Pfannkuch, M., Ziedins, I. (2014). A Modelling Perspective on Probability. In: Chernoff, E., Sriraman, 

B. (eds) Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, Dordrecht, σελ. 110-115. 
30 Borovcnik, M., Kapadia, R. (2014). From Puzzles and Paradoxes to Concepts in Probability. In: 

Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, 

Dordrecht, σελ. 50-51. 
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συχνότητας κοντά στο 0.67. Από την άλλη πλευρά, ο βιβλιοθηκάριος, διαλέγοντας τυχαίως 

τίτλους από τον κατάλογο της βιβλιοθήκης οδηγήθηκε στο συμπέρασμα μιας σχετικής 

συχνότητας της τάξεως του 0.5. Γιατί;»        

Αν η διαδικασία μια τυχαίας εκλογής ήταν κοινή, θα έπρεπε να έβρισκαν και οι δύο το ίδιο 

αποτέλεσμα31. Το λεγόμενο «παράδοξο της βιβλιοθήκης» έχει σαν στόχο να θέσει υπό 

συζήτηση την έννοια της τυχαιότητας. Η τυχαιότητα δεν μπορεί να έχει καθολική χροιά γιατί 

καθορίζεται από το εκάστοτε μοντέλο που χρησιμοποιείται για να την εκφράσουμε. Είναι το 

διαφορετικό μοντέλο με το οποίο προσεγγίζεται η πραγματικότητα που οδηγεί στη 

διαφοροποίηση των σχετικών συχνοτήτων. Οι πιθανότητες είναι σύμφυτες πιο πολύ στο ίδιο 

το μοντέλο παρά σε ένα πραγματικό φαινόμενο, δεν αποτελούν ένα αντικειμενικό μέγεθος 

του κόσμου, αλλά του μοντέλου με το οποίο αυτός προσεγγίζεται.  

Σύμφωνα με τη δεύτερη διδακτική προσέγγιση (data-driven), η χρήση μοντέλων αλλά και η 

κατανόηση των πιθανοτικών εννοιών διαμεσολαβείται από τις κατανομές. Κατά την άποψή 

του Konold δεν χρειάζονται τα θεωρητικά μοντέλα, καθώς αποδεικνύεται ότι είναι ανεπαρκή 

για την αναπαράσταση των υπό εξέταση φαινομένων. Αυτός είναι και ο λόγος που τα 

περισσότερα αντικείμενα πειραματικών δοκιμών που χρησιμοποιεί δεν παρουσιάζουν 

κάποια συμμετρία. Θεωρώντας δεδομένες κάποιες θεωρητικές προϋποθέσεις, εκτελούνται 

επανειλημμένα πειράματα με τέτοιου τύπου αντικείμενα. Ύστερα από μια σειρά δοκιμών, 

μέσα από την κατανομή των εμπειρικών δεδομένων, προκύπτει ένα μοντέλο που θα 

μπορούσε να προβλέψει την μελλοντική εξέλιξη των αποτελεσμάτων. 

Σε ένα παράδειγμα της δικής του προσέγγισης ζητήθηκε από τους μαθητές να λάβουν με 

διαφορετικούς τρόπους πολλαπλές μετρήσεις της περιφέρειας του κεφαλιού ενός 

συγκεκριμένου μαθητή. Στη συνέχεια οι μαθητές κατηγοριοποίησαν τους τύπους των 

σφαλμάτων που μπορούν να συμβούν σε αυτές τις μετρήσεις. Με βάση τα εμπειρικά αυτά 

δεδομένα κατασκεύασαν ένα μοντέλο ανά κατηγορία σφάλματος. Οι παράμετροι των 

μοντέλων ενσωματώθηκαν σε λογισμικό του ίδιου του Konold, έτσι ώστε να προσομοιωθεί η 

διαδικασία. Ύστερα από πολλές προσομοιώσεις οι μαθητές σύγκριναν τα αποτελέσματα με 

τις δικές τους εμπειρικές μετρήσεις. Αν τα αποτελέσματα από τις προσομοιώσεις δεν 

συμφωνούσαν με το αρχικό μοντέλο, γινόταν διαφορετική αρχική παραμετροποίηση μέχρι 

να προκύψει ένα μοντέλο καλής προσαρμογής. 

Οι Pfannkuch και Ziedins (2014) εντοπίζουν αρκετά θετικά στοιχεία και στις δύο 

προσεγγίσεις. Για μια ολοκληρωμένη όμως διδασκαλία συνιστούν η εκμάθηση των 

πιθανοτήτων να μην γίνεται μονομερώς με κάποια από τις δύο κατευθύνσεις. Προτείνουν 

μια σύνθεση της διδασκαλίας και των δύο προσεγγίσεων, η οποία δεν θα περιορίζεται μόνο 

σε κλασικά παραδείγματα (π.χ. του αθροίσματος των αποτελεσμάτων ρίψης δύο ζαριών). 

Συμπερασματικά, αναγνωρίζοντας το πολυσχιδές και μακρόπνοο έργο της διδασκαλίας των 

πιθανοτήτων μέσω της μοντελοποίησης, εντοπίζουν τους παρακάτω τομείς που πρέπει να 

λαμβάνονται υπόψιν: 

                                                             
31 Μια μαθηματική προσέγγιση/ επίλυση του προβλήματος δίνεται στο Παράρτημα Β’. 

 



24 
 

 Εκμετάλλευση της κυκλικής συνδετικής σχέσης που υπάρχει μεταξύ των θεωρητικών 

και των εμπειρικών μοντέλων. 

 Καθαρή κατανόηση και ενσωμάτωση της θεωρίας των πιθανοτήτων, των 

μαθηματικών μοντέλων, των αρχικών υποθέσεων και των προσεγγίσεων, όπως είναι 

ο όρος της προσαρμογής και ο νόμος των μεγάλων αριθμών. 

 Κατανόηση του σκοπού της μοντελοποίησης. 

 Πειραματισμός με όλες τις διδακτικές προσεγγίσεις και σύνθεσή τους. 

Παραδείγματα Μοντέλων 

Οι Eichler και Vogel (2014)32 έδωσαν τρία παραδείγματα για τη διδασκαλία των τριών 

θεωριών της πιθανότητας στο Γυμνάσιο με τη χρήση μοντέλων.  Στα παραδείγματά τους, τα 

οποία παρουσιάζονται συνοπτικά παρακάτω, δίνεται ιδιαίτερη έμφαση στην αμφίδρομη 

σχέση της θεωρίας με τα εμπειρικά δεδομένα: 

Κλασική Θεωρία 

Σε αυτό το παράδειγμα το αντικείμενο που χρησιμοποιείται είναι ένα κοινό ζάρι και το 

ζητούμενο είναι η εξέταση της πιθανότητας να φέρει κανείς 6. Αντικειμενικός σκοπός της 

δραστηριότητας είναι η επιβεβαίωση, μέσω των πειραμάτων, του θεωρητικού μοντέλου. 

Ακολουθούνται τα εξής βήματα: 

1. Ορισμός και διατύπωση της διαδικασίας. 

2. Αναγνώριση του κατάλληλου θεωρητικού μοντέλου και εκτίμηση της πιθανότητας 

βάσει αυτού, δηλαδή διατύπωση της a priori πιθανότητας. 

3. Επαλήθευση αυτής της πρόβλεψης μέσω των εμπειρικών δεδομένων που 

παρήχθησαν μέσω πραγματικών δοκιμών ή μέσω προσομοίωσης, με τη βοήθεια του 

νόμου των μεγάλων αριθμών. 

4. Εξαγωγή συμπερασμάτων και ερμηνεία αποτελεσμάτων, όπως το μετά από πόσες 

δοκιμές οι σχετικές συχνότητες εμφάνισης τείνουν στην a priori πιθανότητα. 

Θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων 

Σε αυτήν την δραστηριότητα χρησιμοποιείται ένα ζάρι του οποίου οι γειτονικές πλευρές 

έχουν διαφορετικό εμβαδό33 και ζητείται μια εκτίμηση των πιθανοτήτων της κάθε πλευράς. 

Αντικειμενικός σκοπός αυτής της δραστηριότητας είναι σε πρώτο στάδιο η κατασκευή μέσω 

των εμπειρικών δεδομένων ενός εμπειρικού μοντέλου και σε δεύτερο στάδιο η επικύρωσή 

του μέσω νέων εμπειρικών δεδομένων. Τα βήματα είναι τα εξής: 

1. Ορισμός και διατύπωση της διαδικασίας. 

2. Εκτίμηση σχετικών συχνοτήτων. Σε αυτό το βήμα ενδεχομένως οι μαθητές να 

προσπαθούν να προβούν στην εκτίμηση των πιθανοτήτων μέσω του λόγου των 

εμβαδών. Το ζητούμενο όμως είναι να εκτελεστούν πειραματικές δοκιμές και μέσω 

                                                             
32 Eichler, A., Vogel, M. (2014). Three Approaches for Modelling Situations with Randomness. In: 

Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, 

Dordrecht, σελ. 75. 
33 Cuboid die ή Riemer-Quader die. 
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των αποτελεσμάτων, μετά από έναν ικανό αριθμό δοκιμών, να εξαχθούν οι σχετικές 

συχνότητες των πλευρών. 

3. Οικοδόμηση του εμπειρικού μοντέλου που μπορεί να εκφράσει το φαινόμενο. Είναι 

κρίσιμο να γίνει κατανοητό από τους μαθητές ότι οι σχετικές συχνότητες του 

προηγούμενου βήματος είναι εκτιμήσεις και όχι πιθανότητες. Για την οικοδόμηση 

του μοντέλου εξετάζονται και λαμβάνονται υπόψιν κάποιες προϋποθέσεις. Για 

παράδειγμα κάποιος λόγω γεωμετρίας μπορεί να θεωρήσει πως οι απέναντι πλευρές 

πρέπει να έχουν ίσες πιθανότητες. Για να εκφραστεί αυτό, λαμβάνονται οι μέσες 

τιμές των αποτελεσμάτων που έφεραν οι απέναντι πλευρών σαν αντιπροσωπευτικές 

σχετικές συχνότητες και οικοδομείται το εμπειρικό μοντέλο. 

4. Αξιολόγηση του μοντέλου μέσω εκ νέου εκτέλεσης πειραματικών δοκιμών ή 

προσομοιώσεων. 

5. Εξαγωγή συμπερασμάτων και ερμηνεία αποτελεσμάτων. 

Υποκειμενική Θεωρία 

Αυτή η δραστηριότητα, κάνοντας χρήση της υποκειμενικής πιθανότητας και του τύπου του 

Bayes, μπορεί να γνωρίσει πολλές παραλλαγές και γι’ αυτό συστήνεται ο χωρισμός των 

μαθητών σε διαφορετικές ομάδες.  

Τα αντικείμενα που χρησιμοποιούνται είναι ένα κοινό ζάρι (K) και ένα πεπλατυσμένο ζάρι 

(Π), όπως στο προηγούμενο παράδειγμα. Οι κατανομές τους, όπως προέκυψαν από τις 

προηγούμενες δραστηριότητες είναι 1/6 για κάθε πλευρά του κανονικού ζαριού και 

P(1)=P(6)=0.05, P(2)=P(5)=0.10, P(3)=P(4)=0.35 του πεπλατυσμένου. 

Η συνθήκη διεξαγωγής της δραστηριότητας είναι απλή. Ένας μαθητής διαλέγει ένα από τα 

δύο ζάρια και εκτελεί ρίψεις. Οι άλλοι μαθητές χωρίς να ξέρουν ποιο από τα δύο διάλεξε 

προσπαθούν να οδηγηθούν σε ένα συμπέρασμα εκτιμώντας τις πληροφορίες που 

λαμβάνουν από τα αποτελέσματα, αναθεωρώντας τις απόψεις τους σε κάθε ρίψη. Η 

διαδικασία ελέγχου και αναθεώρησης, η σύνδεση του μαθηματικού μοντέλου με την 

εμπειρία είναι συνεχής. Τα βήματα είναι τα εξής: 

1. Ορισμός και διατύπωση της διαδικασίας. 

2. Εκτίμηση της διαδικασίας βάσει των παρεχόμενων πληροφοριών. Σε αυτό το βήμα, 

αφού δεν υπάρχουν πληροφορίες, οι μαθητές μπορεί να προβούν στην θεωρητική 

υπόθεση πως η πιθανότητα να έχει διαλέξει ο συμμαθητής τους ένα από δύο ζάρια 

είναι ίση, δηλαδή 𝑃(𝐾) = 𝑃(𝛱) = 1
2⁄ . Πρόκειται για την αρχική (prior) πιθανότητα 

με την οποία θα ξεκινήσει το πείραμα. 

3. Εκτίμηση των εμπειρικών δεδομένων και αναθεώρηση της αρχικής τους 

υποκειμενικής πιθανότητας/υπόθεσης υπό το φως αυτών των δεδομένων. Για 

παράδειγμα ο μαθητής φέρνει 1. Γίνεται η εκτίμηση πως ένα κανονικό ζάρι είναι πιο 

πιθανό να φέρει 1 από ότι ένα πεπλατυσμένο, αφού 𝑃(1|𝐾) > 𝑃(1|𝛱). Κατά 

συνέπεια οι μαθητές αναθεωρούν την γνώμη τους και υπολογίζουν την πιθανότητα 

να κατέχει το κανονικό ζάρι έχοντας φέρει 1, δηλαδή την 𝑃(𝐾|1).  

𝑃(𝐾|1) =
𝑃(1|𝐾)𝑃(𝐾)

𝑃(1)
=

𝑃(1|𝐾)𝑃(𝐾)

𝑃(1|𝐾)𝑃(𝐾) + 𝑃(1|𝛱)𝑃(𝛱)
=

10

13
≈ 0.769 
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Αυτή η πιθανότητα αντιπροσωπεύει τη νέα αναθεωρημένη πίστη (a posteriori) των 

μαθητών στο να έχει ο άλλος μαθητής επιλέξει ένα κανονικό ζάρι. Κατά συνέπεια 

πλέον 𝑃(𝐾) = 𝑃(𝐾|1) = 0.769 και 𝑃(𝛱) = 0.231. 

4. Επανάληψη της διαδικασίας μέχρι να προκύψει μια καθαρή απάντηση. Μετά από 

κάθε ρίψη οι μαθητές χρησιμοποιούν την a posteriori πίστη τους ως αρχική (prior) 

πιθανότητα του επόμενου βήματος. 

5. Εξαγωγή συμπερασμάτων και ερμηνεία αποτελεσμάτων. Η λήψη μιας απόφασης 

βασίζεται στην υποκειμενική επεξεργασία των εμπειρικών δεδομένων αλλά και στα 

ίδια τα δεδομένα. Λάθος υποθέσεις ή άλλα δεδομένα μπορούν να οδηγήσουν σε 

διαφορετικά αποτελέσματα. Τα αποτελέσματα της παραπάνω διαδικασίας δεν είναι 

απαραιτήτως σωστά, είναι όμως βέλτιστα δεδομένων των διαθέσιμων 

πληροφοριών. 

 

 

1.4 Σημαντικά Διδακτικά Αντικείμενα 
 

Σύμφωνα με τον Heitele (1975)34 υπάρχουν θεμελιώδεις διδακτικές έννοιες και ιδέες γύρω 

από τις οποίες πρέπει να περιστρέφεται η εκπαίδευση. Τα παιδιά πρέπει να διδάσκονται ήδη 

από τις πρώτες βαθμίδες εκπαίδευσης με τρόπο συνεχή και σταθερό τις εν λόγω ιδέες και να 

εμβαθύνουν σε αυτές, καθώς αυξάνονται οι γνωστικές τους ικανότητες. Βασικός σκοπός 

αυτής της προσέγγισης είναι η δημιουργία πρώιμων διαισθητικών αντιλήψεων για 

θεμελιώδεις στοχαστικές έννοιες, που αποτελούν βάση για πιο εξεζητημένα διδακτικά 

αντικείμενα. 

Οι Batanero et al. (2005) αναφέρουν μια σύνοψη των θεμελιωδών στοχαστικών ιδεών που 

πρέπει να λαμβάνονται σοβαρά υπόψιν ως στέρεο και διαχρονικό υπόβαθρο διδασκαλίας: 

Πειράματα τύχης, Ενδεχόμενα και Δειγματικός Χώρος 

Πρόκειται για πρωταρχικές έννοιες στις οποίες οικοδομείται η διδασκαλία της κλασικής 

θεωρίας. Η ικανότητα να μπορεί ένας μαθητής να διακρίνει όλα τα δυνατά αποτελέσματα 

(ενδεχόμενα) σε ένα πείραμα τύχης είναι καθοριστικής σημασίας στον σχηματισμό του 

δειγματικού χώρου. Η ικανότητα αυτή πρέπει να καλλιεργείται συστηματικά, καθώς δεν είναι 

δεδομένη, ούτε προκύπτει διαισθητικά. Σπουδαίοι μαθηματικοί, όπως για παράδειγμα ο 

d’Alembert, έχουν κρίνει λανθασμένα την έκβαση ενός απλού πειράματος τύχης, όπως είναι 

η ρίψη δύο κερμάτων. Σε ερώτημα ποια είναι η πιθανότητα να έρθει τουλάχιστον μια φορά 

κεφαλή, δόθηκε η απάντηση 2 3⁄ .  Λαμβάνοντας υπόψιν ότι ο δειγματικός χώρος του εν λόγω 

πειράματος περιλαμβάνει τέσσερα στοιχεία, Ω={ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ,ΓΓ}, διαπιστώνεται ότι στην υπό 

κρίση απάντηση είτε δεν έγινε δεκτό ότι τα ενδεχόμενα {ΚΓ} και {ΓΚ} είναι διαφορετικά, είτε 

θεωρήθηκε πως άπαξ και έρθει κεφαλή στην πρώτη ρίψη δεν υπάρχει λόγος να συνεχιστεί η 

διαδικασία, δηλαδή ότι ο δειγματικός χώρος στην περίπτωση αυτή είναι Ω={Κ, ΓΚ, ΓΓ}.  

                                                             
34 Heitele, D. An epistemological view on fundamental stochastic ideas. Educ Stud Math 6, 187–205 

(1975). 
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Ανεξαρτησία Ενδεχομένων 

Η προσεκτική παρουσίαση της έννοιας της ανεξαρτησίας έχει σημασία, διότι αν και εκ 

πρώτης άποψης φαίνεται εύκολα αντιληπτή -τουλάχιστον διαισθητικά-, ωστόσο η μεταφορά 

της στη συμβολική γραφή των μαθηματικών δεν είναι απλή. Η ανεξαρτησία των ενδεχομένων 

διαμεσολαβείται από τον πολλαπλασιαστικό κανόνα: 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) 

Για παράδειγμα, τα περισσότερα διδακτικά παραδείγματα που χρησιμοποιούνται για την 

εισαγωγή στις πιθανότητες προέρχονται από τον χώρο των τυχερών παιχνιδιών, όπου 

παρουσιάζεται μια φυσική ανεξαρτησία των ενδεχομένων και, ως εκ τούτου, γίνονται εύκολα 

αντιληπτά από τα παιδιά. Ωστόσο, παρατηρείται ότι τα παιδιά δυσκολεύονται να 

αναπαραστήσουν συμβολικά την ανεξαρτησία των αποτελεσμάτων σύμφωνα με τον 

παραπάνω πολλαπλασιαστικό κανόνα. Μια αρχική προσέγγιση στο ζήτημα της συμβολικής 

αναπαράστασης της ανεξαρτησίας θα μπορούσε να είναι η άσκηση σε σύνθεση απλών 

πειραμάτων. Για παράδειγμα, η ρίψη ενός κέρματος και ενός ζαριού, όπου ο δειγματικός 

χώρος του πειράματος προκύπτει από το καρτεσιανό γινόμενο {Κ,Γ} x {1,2,3,4,5,6}, η 

πιθανότητα να έρθει κεφαλή και 6 είναι 𝑃({𝐾1, 𝛫2, . . , 𝛫6} ∩ {𝛫6, 𝛤6}) =
1

2
×

2

12
=

1

12
.  

Ο προσθετικός κανόνας 

Πρόκειται για έναν θεμελιώδη κανόνα που εσωκλείει και προϋποθέτει πολλές διαφορετικές 

έννοιες, όπως τα σύνθετα ενδεχόμενα, τα ξένα ενδεχόμενα και την τομή τους. Διδάσκεται σε 

άτυπη μορφή από πολύ νωρίς και η βαρύτητά του έγκειται στο ότι μπορεί να αποτελέσει μια 

βάση για την καλύτερη αφομοίωση της αξιωματικής θεωρίας.  

Ισοπίθανος δειγματικός χώρος 

Η έννοια του ισοπίθανου δειγματικού χώρου ή της ίσης πιθανότητας των απλών 

ενδεχομένων είναι πολύ βασική ως εισαγωγική έννοια στις πιθανότητες. Παρά το γεγονός ότι 

οι μαθητές μπορεί να εκπαιδεύονται σε τέτοιους δειγματικούς χώρους, να αποκτούν 

ικανότητες χειρισμού και εκτίμησης πιθανοτήτων, βάσει της απαρίθμησης των ευνοϊκών 

περιπτώσεων της αρχής του Laplace, υπάρχει περίπτωση να μην συνειδητοποιούν το πλαίσιο 

υπό το οποίο λειτουργούν. Η μετάβαση από την αναπαράσταση της συμβολικής γραφής στη 

γραφική, δίνει μια άμεση εικόνα του ισοπίθανου δειγματικού χώρου. Παράλληλα 

προεικονίζει και την έννοια της κατανομής, ειδικά όταν εκτελείται πολλαπλή μετάβαση από 

ισοπίθανο δειγματικό χώρο, π.χ. ρίψη ζαριού, σε μη ισοπίθανο, π.χ. άθροισμα των ενδείξεών 

του. 

Η αρχή της απαρίθμησης  

Η αρχή της απαρίθμησης είναι σύμφυτη με τις εισαγωγικές έννοιες της θεωρίας των 

πιθανοτήτων. Σύμφωνα με την αρχή αυτή, αν μια πράξη μπορεί να συμβεί με n το πλήθος 

τρόπους και μια άλλη με m, τότε και οι δύο μαζί μπορούν να συμβούν με nm το πλήθος 

τρόπους. Η αρχή της απαρίθμησης έχει προφανή χρησιμότητα στην κατασκευή δειγματικών 

χώρων σύνθεσης απλών πειραμάτων (π.χ. κέρμα και ζάρι), δηλαδή στο καρτεσιανό γινόμενο 
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απλών δειγματικών χώρων. Η αναπαράσταση πειραμάτων με δεντροδιαγράμματα συνιστά 

πρακτική εφαρμογή της εν λόγω αρχής. 

Τυχαίες μεταβλητές  

Η έννοια της τυχαίας μεταβλητής είναι κεντρική στα σύγχρονα μαθηματικά. Η οικοδόμηση 

μιας διαισθητικής ιδέας για το περιεχόμενο της είναι πολύ σημαντικό να καλλιεργηθεί από 

πολύ νωρίς. Η έννοια της προσδοκίας ή του προσδοκώμενου αποτελέσματος, έχοντας μια 

φυσική συνάφεια με τα τυχερά παιχνίδια, μπορεί να αποτελέσει μια πολύ καλή υποδομή για 

την εισαγωγή των μαθητών στην έννοια της τυχαίας μεταβλητής.  

Νόμος των μεγάλων αριθμών 

Το θεώρημα του Bernoulli για τη σταθεροποίηση των σχετικών συχνοτήτων αφενός αποτελεί 

τη βάση εξήγησης της αντίστοιχης θεωρίας, αφετέρου αποτελεί το ενδιάμεσο βήμα των 

μαθητών για την εισαγωγή τους στη στατιστική. 

Άλλες αναφορές στη λίστα του Heitele που επισημαίνουν οι Batanero et al. άπτονται κυρίως 

παραμέτρων ανάπτυξης μιας πιθανοτικής και στατιστικής συλλογιστικής που προάγει την 

κριτική σκέψη, καθώς και συσχετίσεων παραμέτρων. Τέτοιο ρόλο διαδραματίζουν οι 

προσομοιώσεις και η μοντελοποίηση που αναφέρθηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο. Στην 

ίδια κατεύθυνση καλλιέργειας της κριτικής ικανότητας θα πρέπει να εισάγεται η έννοια του 

τυχαίου δείγματος, εξετάζοντας το αν η τυχαιότητα προκύπτει συναρτήσει της 

αντιπροσωπευτικότητας, της διασποράς, του πλήθους του κ.α.  

 

Κεφάλαιο 2 Η Ιστορία της Τυχαιότητας 
 

Η έντονη παρουσία του στοιχείου τυχαιότητας στον σύγχρονο κόσμο και η συνακόλουθη 

ανάγκη για ολοένα μεγαλύτερη κατανόηση των τυχαίων φαινομένων έχει οδηγήσει στην 

ένταξη της θεωρίας των πιθανοτήτων σε όλα τα σύγχρονα σχολικά εκπαιδευτικά 

προγράμματα. Παρά τις παρανοήσεις και τις λανθασμένες αντιλήψεις που ενδεχομένως να 

υπάρχουν, η διδασκαλία των πιθανοτήτων διεξάγεται θεωρώντας την έννοια της τυχαιότητας 

γνωστή και δεδομένη. Ωστόσο, δεν υπάρχει ένας ενιαίος και κοινώς αποδεκτός ορισμός της 

τυχαιότητας. 

 

Μέσα από την ιστορική αναδρομή35 που ακολουθεί γίνεται φανερό πως η έννοια της 

τυχαιότητας έχει λάβει διαφορετικά περιεχόμενα στην πάροδο των ετών. Ορίζεται αποθετικά 

σε σχέση με ένα μεγάλο σύνολο ετερογενών πραγμάτων, όπως η μοίρα, ο σκοπός, ο 

σχεδιασμός, η προβλεψιμότητα, η θεϊκή προνοητικότητα, οι φυσικοί νόμοι, ο ντετερμινισμός 

και γενικά η γνώση των καθοριστικών αιτιών. Παρατηρείται επίσης πως από την αρχαιότητα 

μέχρι και τον 20ο αιώνα δεν υπήρξε ουσιαστική διαλεκτική πρόοδος όσον αφορά στις έννοιες 

                                                             
35 Η ιστορική αυτή αναδρομή έχει στηριχθεί κυρίως στα βιβλία των David (1962), Hacking (1990), 
Bennett (1998) και Landsman & Wolde (2016) που παρατίθενται στη βιβλιογραφία. 
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της προβλεψιμότητας και της μη προβλεψιμότητας, του αναγκαίου και του ενδεχομενικού, 

του ντετερμινισμού και της τυχαιότητας. Είναι εμφανές πως το περιεχόμενο της τυχαιότητας 

είναι ευμετάβλητο και ποικίλλει ανάλογα με τις περιστάσεις. 

 

Η απουσία ενός πλήρους ορισμού της τυχαιότητας προκαλεί παρανοήσεις. Λαμβάνοντας 

υπόψιν την έντονη επιρροή που ασκούν στη μαθηματική σκέψη των μαθητών το πολιτισμικό 

και κοινωνικό τους περιβάλλον και εξετάζοντας υπό το πρίσμα αυτό την ιστορική αναδρομή 

που ακολουθεί, αναδεικνύεται η σημασία της ύπαρξης ενός ενιαίου ορισμού της τυχαιότητας 

και αντίστροφα η σύγχυση που προκαλείται από την απουσία του. Η κουλτούρα, οι 

θρησκευτικές πεποιθήσεις, οι δεισιδαιμονίες, τα τυχερά παιχνίδια και η ίδια η γλώσσα που 

χρησιμοποιείται στο κοινωνικό περιβάλλον ανάπτυξης των μαθητών διαμορφώνουν μια 

άτυπη γνώση εκτός σχολείου, καθορίζοντας εκ των προτέρων τις αντιλήψεις των παιδιών 

σχετικά με την τυχαιότητα, οδηγώντας σε πολλαπλές ή ακόμα και αντικρουόμενες ερμηνείες. 

 

Η πρόσβαση στην άτυπη αυτή γνώση αποτελεί για έναν εκπαιδευτικό πραγματικό βοήθημα, 

ώστε να διευκολυνθεί η σταδιακή κατανόηση της πολύπλοκης έννοιας της τυχαιότητας από 

τους μαθητές. Η αναφορά στην ιστορική εξέλιξη της έννοιας της τυχαιότητας επιτελεί διπλό 

σκοπό: Αφενός φέρνει στο προσκήνιο τις προϋπάρχουσες αντιλήψεις των μαθητών για την 

υπό κρίση έννοια, αφετέρου αποτελεί ένα πρόσφορο έδαφος για περαιτέρω συζήτηση μέσα 

στην τάξη, κινητοποιώντας το ενδιαφέρον και εγείροντας γόνιμο προβληματισμό. 

 

 2.1 Θεοί, Μύθοι και Τυχερά Παιχνίδια  
 

Στην αρχαιοελληνική μυθολογία η θεά Τύχη αποτελεί προσωποποίηση της ευμάρειας και του 

πλούτου μιας πόλης, αλλά και θεά της σύμπτωσης, του απροσδόκητου ευτυχούς συμβάντος. 

Απεικονίζεται συνήθως ως μια γυναίκα που κρατάει το Κέρας της Αμάλθειας, ένα δοχείο σε 

σχήμα κέρατος από όπου ξεχύνονται άφθονοι φυσικοί καρποί, σύμβολο αφθονίας. Είναι μια 

ευμενής Θεά, με θετική παρουσία και συχνά προσφωνείται ως «Αγαθή Τύχη». Ο Πίνδαρος 

τη θεωρούσε ως μια από τις τρεις Μοίρες, ενώ συνδέθηκε και με άλλες θεότητες όπως η 

Ελπίδα, ο Καιρός και η Μοίρα.   

 

Ιδιαίτερο σημειολογικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η αναπαράσταση της θεάς Fortuna, της 

αντίστοιχης ρωμαϊκής θεότητας για την τύχη. Σύμφωνα με τον αρχικό μύθο η θεά κάθεται σε 

έναν σφαιρικό βράχο, ενώ μεταγενέστερα απεικονίζεται να κρατάει ένα πηδάλιο και να 

κατευθύνει τον κύκλο της ζωής. Η πιο δημοφιλής αναπαράσταση όμως είναι εκείνη όπου η 

Fortuna στρέφει τον περίφημο «τροχό της τύχης» («Rota Fortunae»), αλλάζοντας τη θέση των 

ανθρώπων πάνω σε αυτόν. Πρόκειται για τη θεά της αέναης εναλλαγής, της εφήμερης 

κυκλικής τροχιάς που ακολουθεί η άνοδος και η πτώση των θνητών. Ευθύνεται τόσο για το 

καλό όσο και για το κακό. Οι θνητοί υπομένουν τα καπρίτσια και τις ιδιοτροπίες της σα να 

είναι μαριονέτες.  

 

Ο Ρωμαίος τραγωδός Πακούβιος (220 π.Χ. – 130 π.Χ.) σκιαγραφεί το πορτρέτο της θεάς 

Fortuna ως εξής: 
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«Οι φιλόσοφοι λένε πως η Fortuna είναι τρελή, τυφλή και άμυαλη και διδάσκουν ότι στέκεται 

επάνω σε έναν κυλιόμενο σφαιρικό βράχο. Μας διαβεβαιώνουν ότι όταν η τύχη σπρώχνει 

αυτόν τον βράχο, η Fortuna πέφτει. Επαναλαμβάνουν ότι είναι τυφλή για αυτόν τον λόγο, 

επειδή ακριβώς δεν βλέπει που κατευθύνεται, την αποκαλούν τρελή, επειδή είναι βάρβαρη, 

αλλοπρόσαλλη και ασταθής. Άμυαλη, γιατί δεν μπορεί να διακρίνει το ωφέλιμο από το 

ανώφελο36» 

 

Το παραπάνω απόσπασμα δε συνιστά παιγνιώδη υπερβολή, αποτέλεσμα της ζωηρής 

φαντασίας του Ρωμαίου τραγωδού, αλλά απηχεί τις λαϊκές παραδόσεις, τους μύθους και τις 

αντιλήψεις των ανθρώπων της εποχής εκείνης σχετικά με την τύχη. Οι χαρακτηρισμοί που 

της αποδίδονται («τρελή», «τυφλή», «αλλοπρόσαλλη», «ασταθής») αντανακλούν σε έναν 

βαθμό και σύγχρονες αντιλήψεις. Ιδιαίτερη αξία παρουσιάζει η ακόλουθη παρατήρηση: 

«Μας διαβεβαιώνουν ότι όταν η τύχη σπρώχνει αυτόν τον βράχο, η Fortuna πέφτει». Εύλογα 

αναρωτιέται κανείς: Πώς είναι δυνατόν η ίδια η προσωποποίηση της τύχης, η θεά Fortuna, 

να είναι έρμαιο και θύμα της τύχης, όταν υποτίθεται ότι την εξουσιάζει; Πρόκειται για σχήμα 

οξύμωρο που αποκαλύπτει ότι σύμφωνα με τη λαϊκή σοφία αφενός η τύχη μπορεί να 

προσωποποιηθεί ως θεά, αφετέρου η φύση της τύχης είναι τέτοια που δεν εξουσιάζεται, δεν 

γνωρίζει κυβερνήτη37. Αν αυτό συνέβαινε, τότε θα επρόκειτο για κατ’ επίφαση τύχη, αφού 

δεν θα όριζε τα μελλούμενα τυχαίως, αλλά σύμφωνα με τη βούλησή της. Ο μύθος της θεάς 

Fortuna αναδεικνύει κάποια αναντίρρητα και θεμελιώδη χαρακτηριστικά της τύχης, αυτά της 

αβέβαιης, απρόβλεπτης και εκ των προτέρων ακαθόριστης φύσης της. 

 

Ας παραμερίσουμε όμως τη μυθική διάσταση της τύχης και ας εξετάσουμε τι σήμαινε η τύχη 

στην πράξη, στην καθημερινότητα των ανθρώπων. Δεν αποτελούσε μια αφηρημένη 

σύλληψη, αλλά πραγματικό βίωμα της καθημερινής ζωής.  Ο ρόλος της, διαχρονικός σε όλους 

τους πολιτισμούς, μπορεί εύκολα να γίνει αντιληπτός, αν αναλογιστούμε ότι στις πρώιμες 

κοινωνίες η προσφυγή στην τύχη αποτελεί συχνή επιλογή για τη λήψη σημαντικών 

αποφάσεων. Η λύση αυτή προτιμάται για τρεις βασικούς λόγους: Θεωρείται ότι εγγυάται ένα 

δίκαιο αποτέλεσμα, συμβάλλει στην αποφυγή διενέξεων και αποτυπώνει τρόπον τινά τη 

θεϊκή βούληση. Φαίνεται ότι, όταν η τύχη καθορίζει το αποτέλεσμα, δεν καταλείπεται κανένα 

περιθώριο για μεροληπτική μεταχείριση, αφού η ανθρώπινη θέληση, γνώση και εξουσία δεν 

μπορεί να παρέμβει. Η τύχη λειτουργεί σαν εξισορροπητική δίκαιη δύναμη. 

   

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα προσφυγής στην τύχη για τη λήψη κρίσιμων αποφάσεων 

βρίσκουμε στους «Βίους των Καισάρων», όπου ο Σουητώνιος περιγράφει το εξής συμβάν: ο 

μοχθηρός Αυτοκράτορας Αύγουστος απαίτησε από έναν πατέρα και τον γιό του να 

τραβήξουν κλήρο ή να παίξουν «Μόρρα»38, για να αποφασιστεί ποιος από τους δύο θα 

πεθάνει. 

 

                                                             
36 Pacuvius , Scaenicae Romanorum Poesis Fragmenta. Vol. 1, ed. O. Ribbeck, 1897 p.365-375 
37 Ο Δάντης στη Θεία Κωμωδία αποκαλεί την τύχη «γενικό αφέντη και υπηρέτη», αναδεικνύοντας 

αυτήν ακριβώς την αντίφαση. Dante Alighieri (1555), La Divina Commedia, “Inferno”, VII. 78-84. 
38 Παιχνίδι που παίζεται με τα χέρια, το οποίο υπάρχει μέχρι σήμερα και είναι δημοφιλές στην Ιταλία. 
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Στο Μαντείο των Δελφών χρησιμοποιούσαν τους αστραγάλους39, μια μορφή αρχαίου ζαριού, 

σαν μέσο για την αποκάλυψη της θείας βούλησης σε κρίσιμα ερωτήματα. Ρίχνονταν τέσσερις 

ή πέντε αστράγαλοι και κάθε συνδυασμός που προέκυπτε αντιστοιχούσε σε συγκεκριμένη 

απάντηση. Το σφράγισμα της μοίρας, η δυναμική μιας τελεσίδικης απόφασης είναι 

ολοφάνερη στην παροιμιώδη φράση «ο κύβος ερρίφθη» που αναφώνησε ο Ιούλιος Καίσαρας 

πριν διαβεί τον Ρουβίκωνα. 

 

Αντίστοιχα, στα Ομηρικά έπη οι ήρωες συχνά τραβούν κλήρο, προκειμένου να αποφασίσουν 

πώς θα πράξουν. Παρά την αναμφισβήτητη δύναμη των θεών να καθορίζουν τα μελλούμενα, 

οι ήρωες λαμβάνουν μέτρα που εγγυώνται τη διεξαγωγή της διαδικασίας με όσο πιο δίκαιο 

και αντικειμενικό τρόπο γίνεται. Παραδείγματος χάριν, στην Ιλιάδα, κατά την μονομαχία 

Μενελάου και Πάρη, ο Έκτορας τραβάει κλήρο, για να αποφασιστεί ποιος από τους δύο θα 

ρίξει πρώτος το ακόντιο. Μάλιστα, πριν τραβήξει τον λαχνό, ανακουνά το κράνος και στρέφει 

το βλέμμα του προς τα πίσω, ώστε να μην υπάρχει καμία αμφιβολία ότι το αποτέλεσμα 

επήλθε τυχαία. Παρόμοιες εγγυήσεις βρίσκουμε σε αρκετά αρχαία κείμενα, με πιο συνήθη 

την πραγματοποίηση της κλήρωσης από ένα παιδί που είναι τυφλό, συμβολίζοντας έτσι 

ταυτόχρονα την αγνότητα και την αμεροληψία. Η διαδικασία της τύχης έχει κανόνες.  

 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι στα Ομηρικά Έπη οι μηχανισμοί και τα 

μέσα παραγωγής τυχαίων αποτελεσμάτων (π.χ. λαχνοί) συχνά παρουσιάζονται ως δρώντα 

υποκείμενα και όχι ως αντικείμενα. Για παράδειγμα, στο απόσπασμα της Ιλιάδας, το οποίο 

περιγράφει την κλήρωση για την ανάδειξη του στρατιώτη που θα πολεμούσε με τον Έκτορα, 

αναφέρεται ότι οι λαχνοί τοποθετήθηκαν στο κράνος, ανακινήθηκαν και ένας λαχνός 

«ξεπήδησε» έξω από αυτό. Η απόδοση υπερφυσικών ιδιοτήτων σε αντικείμενα είναι αρκετά 

συνηθισμένη, ειδικά όταν στο επίκεντρο αναφοράς βρίσκεται η τύχη40. 

 

Η χρήση αντικειμένων που μπορούν να λειτουργήσουν ως μηχανισμοί παραγωγής τυχαίων 

αποτελεσμάτων ήταν διαδεδομένη ήδη από την αρχαιότητα. Υπάρχουν διάσπαρτα 

αρχαιολογικά ευρήματα όπως ξύλινες ή πήλινες μάρκες, κουκούτσια καρπών, κοχύλια, 

βότσαλα και άλλα αντικείμενα με δύο, τρεις ή τέσσερις πλευρές, με σήμανση (κυρίως 

βούλες) ή και χωρίς, με διάφορα σχήματα (ορθογώνια, τρίγωνα, κύβοι) που αποδεικνύουν 

ότι η χρήση αντικειμένων σαν το σημερινό ζάρι ήταν ευρέως διαδεδομένη σε όλον τον κόσμο.  

 

                                                             
39 Για τους αστράγαλους βλ. περισσότερα παρακάτω 
40 Αξίζει στο σημείο αυτό να γίνει αναφορά στις έρευνες των Piaget και Inhelder, στις οποίες 

συμμετείχαν παιδιά ηλικίας 4-7 ετών που ερωτήθηκαν πώς προέκυψε το τελικό μοτίβο, ύστερα από 

τη μίξη σφαιρών διαφορετικού χρώματος. Τα παιδιά απαντούσαν πως αγνοούν την εξέλιξη, καθώς: 

«Αυτές (οι σφαίρες) ξέρουν πού να πάνε γιατί είναι αυτές που πρέπει να το κάνουν», «Κανείς δεν 

μπορεί να ξέρει, γιατί δεν είμαστε μπάλες» (Deborah J. Bennett , Randomness σελ. 30. Βασική πηγή 

Jean Piaget, Barbel Inhelder The Origin of the Idea of Chance in Children 1975 σελ. 7). Δείχνουν να 

αποδίδουν στις σφαίρες ιδιότητες έμψυχων όντων. 
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Όλα αυτά τα αντικείμενα που σήμερα μπορούν να 

αναγνωριστούν ως η πρώιμη μορφή του ζαριού 

χρησιμοποιούνταν όχι μόνο για τη λήψη 

αποφάσεων, όπως προαναφέρθηκε,  αλλά και ως 

παιχνίδια. Αρχαιολογικές έρευνες έχουν φέρει στο 

φως διάφορα επιτραπέζια παιχνίδια από τη 

Βαβυλώνα, την Παλαιστίνη, την Αίγυπτο και την 

Ελλάδα. Στη Βαβυλώνα έχει βρεθεί άθικτο ένα 

ταμπλό με πιόνια που χρονολογείται από το 2.700 

π.Χ. Στο παλάτι της Κνωσσού στην Κρήτη 

ανακαλύφθηκε ένας περίπλοκος πίνακας που 

κατασκευάστηκε μεταξύ 2.400-2.100 π.Χ., παρόμοιος 

με το σημερινό τάβλι. Ανασκαφές σε έναν αιγυπτιακό 

τάφο στη Θήβα αποκάλυψαν ένα εντυπωσιακό παιχνίδι που χρονολογείται περίπου το 1878-

1786 π.Χ. και το οποίο παιζόταν με πιόνια που είχαν τη μορφή κυνηγόσκυλων και τσακαλιών 

και ήταν κατασκευασμένα από ελεφαντόδοντο (“Hounds and Jackals”). 

 

Στις περισσότερες περιπτώσεις έχουν βρεθεί μόνο ταμπλό, χωρίς πιόνια. Τα πιόνια 

ενδεχομένως να ήταν κατασκευασμένα από υλικό που δεν άντεξε στη φθορά του χρόνου ή 

ίσως να χρησιμοποιούνταν για τον σκοπό αυτό βότσαλα, κοχύλια ή άλλα φυσικά αντικείμενα, 

τα οποία δεν είναι αναγνωρίσιμα σήμερα ως ζάρια. Υπάρχει όμως και η πιθανότητα τα 

παιχνίδια αυτά να μην παίζονταν με κάποιο είδος πιονιού ή ζαριού, αλλά με τα χέρια, όπως 

το παιχνίδι «μονά ή ζυγά» ή το παιχνίδι «Μόρρα». Παρόμοια παιχνίδια απεικονίζονται σε 

τοιχογραφίες τάφων στην Αίγυπτο την 3η χιλιετία π.Χ. 

 

Το αρχαιότερο εξάπλευρο ζάρι, φτιαγμένο από πηλό, 

χρονολογείται περίπου το 2.750 π.Χ. και βρέθηκε σε 

ανασκαφές στο βόρειο Ιράκ. Παρόμοια πήλινα αντικείμενα 

έχουν βρεθεί την ίδια χρονική περίοδο και στην Ινδία και 

μεταγενέστερα στην Αίγυπτο και στην αρχαία Ελλάδα. Το 

γνωστότερο όμως αντικείμενο που χρησιμοποιούνταν σαν 

ζάρι και χρονολογείται από το 3.500 π.Χ. είναι ο 

«αστράγαλος» (“astragalus”), ο οποίος προέρχεται από 

κόκκαλο, τον αστράγαλο αρνιού, ελαφιού ή κατσικιού. Ο 

αστράγαλος είχε τέσσερις αρκετά διαφορετικές πλευρές, οι οποίες δεν χρειάζονταν 

σήμανση, όπως το σημερινό ζάρι, για να διακρίνονται μεταξύ τους. 

 

Στην αρχαία Ελλάδα και στους Ρωμαϊκούς χρόνους τα τυχερά παιχνίδια ήταν ιδιαίτερα 

δημοφιλή και αποτελούσαν μια ευχάριστη ασχολία για όλους τους πολίτες ανεξαρτήτως 

κοινωνικής τάξης. Στην ευρεία διάδοσή τους, στις πολύπλοκες παραλλαγές τους και στο 

διαρκές ενδιαφέρον που μας προκαλούσαν, οφείλουμε να αποδώσουμε, πολλούς αιώνες 

αργότερα, τα πρώτα βήματα της επιστήμης στον άγνωστο κόσμο της τύχης και των κανόνων 

της. Τα πρώτα μαθηματικά γραπτά, που προεικόνιζαν αυτό που αργότερα θα ονομαστεί 

Hounds and Jackals board 

Αρχαίο ζάρι- «αστράγαλος» 
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θεωρία των πιθανοτήτων, προέρχονται από τον Galileo Galilei  41 «Σκέψεις σχετικά με 

παιχνίδια ζαριών» και τον Gerolamo Cardano «Βιβλίο των τυχερών παιγνίων» τον 16ο αιώνα 

και, όπως υποδηλώνουν οι τίτλοι τους, αφορούσαν τυχερά παιχνίδια. Παρά την ανάπτυξη 

της θεωρίας πιθανοτήτων όμως, αυτό που ονομάζουμε τύχη ή τυχαιότητα θα παραμείνει μια 

έννοια με «ασταθές» περιεχόμενο, τουλάχιστον μέχρι τον 20ο αιώνα. 

 

2.2 Τύχη και Ντετερμινισμός 
 

Η τύχη, όπως θα δούμε στη συνέχεια, αποτελεί μια πολυδιάστατη έννοια. Οι περισσότεροι 

έχουν διαμορφώσει μια πρώτη αντίληψη για το περιεχόμενο της με βάση την εμπειρία. Στην 

καθημερινή ζωή η τύχη συχνά θεωρείται συνώνυμη της αβεβαιότητας, καθώς δεν διέπεται 

από κάποια τάξη, κανόνα ή σκοπό. Η παρουσία της υποδηλώνεται με έκπληξη, ως κάτι το 

εντελώς απρόβλεπτο ή ως σύμπτωση, ως έλλειψη οποιουδήποτε προσχεδιασμού και 

προκαθορισμού. Άλλοτε γίνεται αντιληπτή ως μια εξισορροπητική δίκαιη δύναμη εγγυώμενη 

αμεροληψία ή ακόμη και ως έκφραση της θεϊκής βούλησης ή της μοίρας. Οι ιδιότητες που 

της προσδίδουμε έχουν άλλοτε αντικειμενικό και άλλοτε υποκειμενικό χαρακτήρα. Η τύχη 

έχει τόσες πολλές εκφάνσεις, γεγονός που καθιστά έναν μονοσήμαντο ορισμό σίγουρα 

προβληματικό. 

Αυτό που ενδεχομένως δεν είναι άμεσα αντιληπτό είναι το γεγονός πως ο ορισμός της τύχης 

δεν είναι πρωτίστως φιλοσοφικό ζήτημα αλλά επιστημονικό. Θα μπορούσαμε να πούμε ότι 

η τύχη ανήκει στα φαινόμενα της εμπειρίας μας, με την έννοια ότι συχνά αντιλαμβανόμαστε 

και εξηγούμε διάφορα φαινόμενα του φυσικού κόσμου αποδίδοντάς τα σε τυχαίες 

διεργασίες. Από αυτή την άποψη η τύχη παρουσιάζει στενή συσχέτιση με τις φυσικές 

επιστήμες. Όπως θα δούμε και στη συνέχεια, το περιεχόμενο της τύχης συνεχώς 

μεταβάλλεται και διαπλάθεται, απηχώντας τις εκάστοτε κυρίαρχες αντιλήψεις, τόσο σε 

φιλοσοφικό όσο και σε επιστημονικό επίπεδο.   

 

Κοινό χαρακτηριστικό των περισσότερων ορισμών της τύχης, το οποίο μαρτυρά τη δυσκολία 

του εγχειρήματος, είναι το γεγονός ότι η τύχη ορίζεται αποθετικά, σε 

συνάρτηση/αντιπαραβολή με την αιτιοκρατία (ντετερμινισμό). Στη μακρά ιστορία της 

σκέψης, τύχη και αιτιοκρατία είναι δύο έννοιες αλληλοεξαρτώμενες∙ η μία παρουσιάζεται ως 

το αντίπαλον δέος της άλλης.  

 

Η αιτιοκρατία (ντετερμινισμός) αποτελεί μια βαθιά ριζωμένη φιλοσοφική και επιστημονική 

θεώρηση, κεντρικής σημασίας στις φυσικές επιστήμες. Σύμφωνα με τη θέση αυτή κάθε 

φυσικό φαινόμενο συνδέεται αιτιωδώς και νομοτελειακά με μια προγενέστερη κατάσταση, 

η οποία λειτουργεί ως καθοριστική αιτία του φαινομένου αυτού. Με άλλα λόγια, η σχέση 

αιτίου αποτελέσματος αποτυπώνει έναν νόμο σύμφωνα με τον οποίο πίσω από κάθε συμβάν 

βρίσκεται ένα αίτιο ή μια αιτιακή αλυσίδα. Ανακαλύπτοντας νόμους και κανονικότητες στη 

                                                             
41 Το έργο του Galileo Galilei “Thoughts about Dice Games”, το οποίο γράφτηκε κατά παραγγελία του 
Μεγάλου Δούκα της Τοσκάνης, αποτελεί μια προσπάθεια να εξηγήσει ένα παράδοξο σχετικά με ένα 
πείραμα ρίψης τριών ζαριών. 
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λειτουργία της φύσης ήταν αναπόφευκτο για τον άνθρωπο όλων των εποχών να αναπτύξει 

ποικίλες αντιλήψεις ντετερμινιστικού χαρακτήρα. 

 

Η διάσταση μεταξύ τύχης και αιτιοκρατίας είναι εμφανής στα παρακάτω αποσπάσματα δύο 

επιστολών του Αϊνστάιν στον Μπορν, σχετικά με μια εργασία του τελευταίου για την 

κβαντομηχανική, η οποία δημοσιεύτηκε το 192642: 

 

«Η κβαντομηχανική απαιτεί μεγάλη προσοχή. Μια εσωτερική φωνή, μου λέει όμως, πως δεν 

είναι η πραγματική θεωρία. Μας προσφέρει πολλά, αλλά δύσκολα μας φέρνει πιο κοντά στα 

μυστικά του Θεού. Είμαι πεπεισμένος πως εκείνος δεν παίζει ζάρια.» (Αϊνστάιν σε Μπορν 

1926). 

 

«Οι επιστημονικές μας προσδοκίες βρίσκονται στον αντίποδα. Εσύ πιστεύεις ότι ο Θεός παίζει 

ζάρια και εγώ (πιστεύω) σε τέλειους νόμους και στον κόσμο των πραγμάτων που υπάρχουν 

σαν αληθινά αντικείμενα, τα οποία προσπαθώ να συλλάβω με έναν ευρέως θεωρητικό 

τρόπο.» (Αϊνστάιν σε Μπορν 1944). 

 

Η θέση του Αϊνστάιν αποτελεί μια σαφή δήλωση υπέρ του ντετερμινισμού και αναδεικνύει 

με χαρακτηριστικό τρόπο τη σχέση τύχης και αναγκαιότητας. Η τύχη, η οποία εκπροσωπείται 

εδώ από το κατεξοχήν σύμβολο των τυχερών παιχνιδιών, το ζάρι, αντιπαραβάλλεται στους 

τέλειους νόμους, στην αντικειμενική ύπαρξη, στην τάξη των πραγματικών και αληθινών 

αντικειμένων, στα μυστικά του Θεού και εν τέλει, συμπερασματικά, στην ίδια τη λειτουργία 

της φύσης.  

 

Για να συλλάβουμε την έννοια της τύχης και να κατανοήσουμε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά 

της είναι αναγκαίο να εξετάσουμε τη διαχρονική συσχέτισή της με την αιτιοκρατία.  

 

2.2.1 Αρχαιότητα 

 

Τις απαρχές του εν λόγω προβληματισμού τις εντοπίζουμε στην αρχαία Ελληνική φιλοσοφία. 

Οι όροι της συζήτησης είναι ήδη πολύ καλά διαμορφωμένοι από τους Προσωκρατικούς. 

Εξέχουσα θέση λαμβάνει η σκέψη των Ατομικών φιλοσόφων σχετικά με την ατομική θεωρία 

και την αναγκαιότητα που τη διέπει. 

 

Ο κόσμος των Ατομικών προκύπτει εξολοκλήρου από τις αλληλεπιδράσεις των ατόμων, δεν 

έχει αρχή και τέλος, είναι μηχανιστικός και κάθε στάδιό του καθορίζεται υποχρεωτικά με 

αιτιώδη τρόπο από το προηγούμενό του. Όλα τα συμβάντα έχουν μια αιτία και όλες οι αιτίες 

συνοδεύονται από αναγκαίες συνέπειες. Χαρακτηριστική είναι η φράση που αποδίδεται στον  

Λεύκιππο (το 450 π.Χ.) «Οὐδὲν χρῆμα μάτην γίγνεται, ἀλλὰ πάντα ἐκ λόγου τε καὶ ὑπ’ 

ἀνάγκης»43. Σύμφωνα με όσα γνωρίζουμε για τους Ατομικούς, η παραπάνω φράση έχει την 

σημασία πως τίποτα δεν συμβαίνει στην τύχη, αλλά όλα έχουν μια αιτία και υπαγορεύονται 

                                                             
42 Landsman, K. Randomness? What Randomness?. Found Phys 50, 61–104 (2020). 
43 Leucippus fragment (67. B.2) from Η. Diels, Die fragmente der Vorsofratiker, 6th ed. (Berlin, 1951), 

quoted in Sambursky, 1959a, σελ.50.  
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από αναγκαιότητα. Παρομοίως, ο Διογένης Λαέρτιος (3ος αιώνας μ.Χ.) μας πληροφορεί για 

τις θέσεις του Δημόκριτου (460-370 π.Χ.): «πάντα τε κατ’ άνάγκην γίνεσθαι, τής δίνης αιτίας 

ονσης τής γενέσεως πάντων, ήν άνάγκην λέγει». Σύμφωνα με αυτό το απόσπασμα όλα 

συμβαίνουν εξ ανάγκης και η πρωτογενής κοσμική δίνη (αναφορά στη δημιουργία των 

κόσμων) είναι για τον Δημόκριτο συνώνυμη της ανάγκης. 

 

Έχει ενδιαφέρον να υπογραμμίσουμε ότι η έννοια της ανάγκης στους Ατομικούς λαμβάνει 

καθολική χροιά. Ο κόσμος και όλες του οι εκφάνσεις είναι μια απόλυτη αναγκαιότητα. Σε 

φιλοσοφικό επίπεδο πρόκειται για ένα μοντέλο καθολικού ντετερμινισμού που 

διαμορφώνεται από μια άπειρη αλυσίδα αιτιακών σχέσεων, αφού κάθε αίτια ανάγεται σε 

άλλη και ούτω καθεξής. Μη αναγώγιμες αρχές δεν υπάρχουν, αφού, αν υπήρχαν, θα 

θεωρούνταν αναίτιες. Υπό αυτό το πρίσμα η τύχη δεν έχει αντικειμενική υπόσταση. 

Εκλαμβάνεται ως άγνοια των καθοριστικών αιτιών, στον βαθμό που η πολυπλοκότητα τους 

ξεπερνά τις δυνάμεις του ανθρώπινου μυαλού να τις συλλάβει. Η τύχη λοιπόν σημαίνει 

άγνοια, δεν μπορεί να θεωρηθεί ως αίτιο κανενός φαινομένου και αφού δεν υπάρχει είναι 

συμβατή με την αναγκαιότητα. 

 

Μπορούμε να παρατηρήσουμε δύο εντυπωσιακές συνέπειες του παραπάνω συστήματος 

ιδεών των Ατομικών φιλοσόφων. Η πρώτη είναι το στοιχείο ενός απόλυτα προκαθορισμένου 

κόσμου. Η αντίληψη αυτή προκάλεσε την αντίδραση αρκετών φιλοσόφων. Παρ’ όλα αυτά, 

το στοιχείο της αναγκαιότητας σαν κεντρικής ιδέας -τουλάχιστον στον φυσικό κόσμο- είτε 

παρέμεινε αξεπέραστο, είτε ενσωματώθηκε σε περαιτέρω θεωρίες. Η δεύτερη συνέπεια 

είναι πως ένας τέτοιος κόσμος, που λειτουργεί σαν ένας τεράστιος μηχανισμός, έχει αιτίες 

και αναγκαίες σχέσεις, η γνώση των οποίων μπορεί να μας οδηγήσει στην τέλεια 

προβλεψιμότητά του. Η οπτική της προβλεψιμότητας όμως είναι αρκετά μεταγενέστερη, 

καθώς εμφανίστηκε με την επιστημονική επανάσταση του 16ου αιώνα. 

 

Επόμενος σταθμός στην ιστορία της σκέψης είναι ο Αριστοτέλης (384 – 322 π.Χ.). Ο 

Αριστοτέλης διαχώριζε τον κόσμο στον υπερσελήνιο κόσμο της τέλειας κανονικότητας και 

στον υποσελήνιο κόσμο, για τον οποίο ανέπτυξε ένα πολύπλοκο σύνολο σχέσεων που τον 

διέπουν. Σε αυτόν τον κόσμο θα βρούμε όλες τις μορφές της αιτιότητας, τη συνύπαρξη της 

τελεολογίας με την αναγκαιότητα, αλλά και την παρουσία της τύχης. Μπορούμε να 

αντιληφθούμε το τελικό αίτιο (σκοπό) να υπάρχει μέσα σε αυτόν τον κόσμο ως ανάγκη, με 

την έννοια ενός αναπόφευκτου προσανατολισμού. Η τύχη, υπό αυτό το πλαίσιο, αφορά μόνο 

όσα γίνονται κατ’ εξαίρεση. 

 

Πιο αναλυτικά, στη φιλοσοφία του, θα συναντήσουμε το τυχαίο να υπάρχει ως δυνατότητα 

(δυνάμει σκόπιμο γεγονός). Η φύση του είναι συμπτωματική. Απορρέει, όταν συμβαδίζουν 

δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες μεταξύ τους αιτιακές αλυσίδες, η αλληλεπίδραση των 

οποίων οδηγεί σε ένα απροσδόκητο αποτέλεσμα, μια συγκυρία. Για παράδειγμα κατά τον 

Αριστοτέλη μια απρόσμενη συνάντηση στην αγορά αποδίδεται ως «αίτιο κατά συμβεβηκός», 

δηλαδή κάτι που συμβαίνει όχι κατ’ ανάγκη, αλλά από σύμπτωση. Αυτός ο όρος 

χρησιμοποιείται για τυχαία συμβάντα που αφορούν κυρίως ανθρώπινες δραστηριότητες. 

Χρησιμοποιεί επίσης τον όρο «αυτόματο», ο οποίος έχει ευρύτερη σημασία και 

συμπεριλαμβάνει τόσο τα έμψυχα όσο και μερικά άψυχα όντα. Το «αυτόματο» υποδηλώνει 
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ένα ακαθόριστο εξωτερικό αίτιο, το οποίο παρεμβαίνει και ματαιώνει την επέλευση ενός 

επιθυμητού αποτελέσματος. Από τους παραπάνω ορισμούς συμπεραίνουμε ότι ο 

Αριστοτέλης αντιλαμβάνεται την τύχη ως ένα ασυνήθιστο, σπάνιο γεγονός που συμβαίνει 

κατ’ εξαίρεση, αποκλίνοντας από τον σκοπό της φύσης (π.χ. τερατογενέσεις). Η τύχη 

λαμβάνει τη μορφή ενός αόριστου, ακαθόριστου αιτίου και έχει την έννοια της δυνατότητας, 

της σύμπτωσης, του ατυχήματος και της εξαίρεσης από τον κανόνα.  

 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός πως παρά τα όσα γνωρίζουμε για τον 

πρωταγωνιστικό ρόλο που κατείχε η έννοια της ανάγκης στον κόσμο των Ατομικών («πάντα 

τε κατ’ άνάγκην γίνεσθαι..») ο Αριστοτέλης τους επιτίθεται «χρεώνοντάς» τους την εισαγωγή 

του τυχαίου στις μεταβολές του κόσμου. Σύμφωνα με όσα παραθέτει ο Σταγειρίτης 

φιλόσοφος για τον Δημόκριτο, μπορεί η κοσμική τάξη να κυβερνάται από αναγκαιότητα, 

ωστόσο, η ίδια η δημιουργία της αποδίδεται στην τύχη («από ταυτομάτου γάρ γενέσθαι την 

δίνην»). Ανεξάρτητα του αν όντως ο Δημόκριτος πρέσβευε κάτι τέτοιο ή όχι, από την κριτική 

του Αριστοτέλη προκύπτει  έμμεσα μια άλλη πολύ σημαντική ερμηνεία για την τύχη, αυτή 

της έλλειψης σκοπού ή σχεδίου. Επιγραμματικά, μπορούμε να αντιληφθούμε πως η εξήγηση 

του κόσμου με όρους μηχανικής αναγκαιότητας και μόνο, δεν μπορεί να αναγνωρίσει τελικά 

αίτια στη φυσική πραγματικότητα και ως εκ τούτου, για τον Αριστοτέλη, οι σκοποί 

επαφίενται στην τύχη. Επιπλέον, μέσω των παραπάνω αλλά και μέσω των πολυεπίπεδων 

σχέσεων που αναπτύχθηκαν στη φιλοσοφία του, για πρώτη φορά στην ιστορία, τύχη και 

αναγκαιότητα, έγιναν έννοιες ασυμβίβαστες. 

 

Λιγότερο από εκατό χρόνια μετά τις παραπάνω φιλοσοφικές σχολές αναπτύχθηκε η 

Επικούρεια φιλοσοφία, η βαρύτητα της οποίας θα λάβει την δέουσα προσοχή και θέση, σε 

πάρα πολλούς τομείς της ανθρώπινης διανόησης, χιλιάδες χρόνια αργότερα. Ο Επίκουρος 

(341 π.Χ. – 270 π.Χ.) θέλοντας να διαρρήξει τα στενά δεσμά της Δημοκρίτειας αναγκαιότητας, 

αφήνοντας χώρο για την ελευθερία της βούλησης σε ένα εντελώς προκαθορισμένο από 

αιτιακές αλυσίδες σύμπαν, είναι ενδεχομένως ο πρώτος άνθρωπος που εισάγει με τρόπο 

τόσο εμφατικό την ενδεχομενικότητα και το μη ντετερμινιστικό στοιχείο στον καθορισμό του 

κόσμου. Μέσα από το έργο De Rerum Natura («Περί της φύσεως των πραγμάτων») του 

Ρωμαίου ποιητή Λουκρήτιου (94 π.Χ. – 55 π.Χ.), έχουμε την εξής μαρτυρία σχετικά με την 

Επικούρεια παρέκκλιση των ατόμων: 

 

«Τα άτομα που πέφτουν στο κενό σε κάθετη ευθεία, τραβηγμένα 

απ’ το δικό τους βάρος, ξαφνικά σε χρόνο ακαθόριστο και τόπο 

εξίσου ακαθόριστο, ελαφρά απ’ την τροχιά της πτώσης 

αποκλίνουν, τόσο μονάχα όσο για να πεις πως κάτι έχει αλλάξει στη 

φορά τους. Χωρίς την ιδιότητα αυτή, στο άπατο κενό θα πέφταν 

όλα σε κάθετη καθένα τους τροχιά, όπως των όμβρων πέφτουν οι 

σταγόνες, κι ούτε θα υπήρχε σύγκρουση καμιά ούτε θα ήταν 

δύναμη να κρούσει τα άτομα απέξω και ποτέ δε θα γεννούσε 

τίποτα η φύση44.» 

                                                             
44 Λουκρητίου, Περί Φύσεως. Βιβλίο ΙΙ, Στίχοι 217-224. Μετάφραση Παπαγγελής Θ., Εκδόσεις 
Gutenberg, (2021), σελ 358.  
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Με την εισαγωγή του στοιχείου της παρέκκλισης στην Ατομική θεωρία από τον Επίκουρο, 

υπογραμμίζεται η εγγενής θέση της τύχης στον κόσμο και τις μεταβολές του. Αποκτά 

αντικειμενική υπόσταση και θεμελιώδη ρόλο. Είναι σημαντικό να διευκρινίσουμε πως η 

έννοια της τύχης στην φιλοσοφία του Επίκουρου λαμβάνει κυριολεκτικά τη σημασία του 

αναίτιου και του μη προκαθορισμένου γεγονότος. Επιπρόσθετο ενδιαφέρον προκύπτει διότι 

αυτό το περιεχόμενο ενδεχομένως αποτελεί και το μοναδικό το οποίο μπορούμε να 

προσδώσουμε στην τύχη εκτός αιτιοκρατικού πλαισίου σκέψης. Οι περισσότερες ερμηνείες 

ενέχουν γνωσιολογικούς (epistemic) παράγοντες, αφού διερευνούν τα αίτια και τις πηγές της 

ατελούς μας γνώσης ή εν γένει της αβεβαιότητας. 

 

Η φιλοσοφική πραγματεία του Επίκουρου δέχτηκε στο σύνολό της πολύ μεγάλη κριτική από 

τους μεταγενέστερους και ειδικά για τη θεωρία της παρέκκλισης. Οι Στωικοί απέρριψαν την 

ύπαρξη αναίτιων γεγονότων και επανήλθαν στη γενική αιτιακή αρχή με την κατεύθυνση που 

θέλει την τύχη συνώνυμη μιας «κρυμμένης» αιτίας. 

 

Τέλος, αξίζει στο σημείο αυτό να αναφερθεί η τοποθέτηση του Κικέρωνα (106 π.Χ. – 43 π.Χ.) 

στο έργο του «Περί Μαντικής» σχετικά με το θέμα της μαντείας: 

 

«Πιστεύετε πως παίζοντας με τέσσερις αστραγάλους, αν έρθουν τέσσερις διαφορετικές 

πλευρές («αποτέλεσμα της Αφροδίτης»45), αυτό θα είναι λόγω τύχης. Αλλά, αν υποθέσουμε 

ότι κάνετε εκατό δοκιμές και έχετε και στις εκατό το αποτέλεσμα της Αφροδίτης, θα το λέγατε 

και αυτό τυχαίο; [...] Τίποτα δεν είναι τόσο απρόβλεπτο όσο το αποτέλεσμα από το ρίξιμο 

ενός ζαριού, παρόλα αυτά, κάθε άνθρωπος που παίζει συχνά, κάποια στιγμή θα φέρει το 

αποτέλεσμα της Αφροδίτης και συνεχίζοντας μπορεί να το φέρει και δεύτερη και τρίτη φορά 

συνεχόμενα. Είμαστε άραγε τόσο ανόητοι να το αποδώσουμε αυτό στην προσωπική 

διαμεσολάβηση της θεάς Αφροδίτης και όχι στην καθαρή τύχη;» 

 

Σύμφωνα με το παραπάνω απόσπασμα ο Κικέρωνας δείχνει να αντιλαμβάνεται πως ένα 

θεωρητικά απίθανο γεγονός – όπως το να προκύψει 100 συνεχόμενες φορές το «αποτέλεσμα 

της Αφροδίτης» στη ρίψη αστραγάλων - είναι κάτι που μακροπρόθεσμα, ύστερα από πολλές 

δοκιμές, μπορεί να συμβεί. Το παράδειγμά του δείχνει να προεικονίζει αυτό που θα 

ονομαστεί «Νόμος των πραγματικά μεγάλων αριθμών46» πολλούς αιώνες αργότερα. 

 

Ένα άλλο ζήτημα που θίγεται από τον Κικέρωνα στο έργο του είναι αυτό της κληρομαντείας. 

Ακόμη και στις μέρες μας είναι αρκετά διαδεδομένη η ταύτιση ή η αντίληψη της τύχης ως 

μοίρας. Η μαντεία, η πρόσβαση στη γνώση των μελλοντικών γεγονότων, έχει νόημα μόνο αν 

ο κόσμος στον οποίο ζούμε είναι ήδη προκαθορισμένος από έναν Θεό και εάν αυτός ο Θεός 

έχει την πρόθεση να αποκαλύψει τα σχέδιά του σε εμάς μέσω του μάντη. Ο Κικέρωνας, όμως, 

εντοπίζει μια λογική αντίφαση, διότι, αν ο κόσμος είναι προκαθορισμένος, κατά συνέπεια 

                                                             
45 «αποτέλεσμα της Αφροδίτης»: όταν ρίχνονται τέσσερις αστράγαλοι και έρχονται όλοι με 
διαφορετικές πλευρές. 
46 Diaconis, P. and Mosteller, F. ``Methods of Studying Coincidences.'' J. Amer. Statist. Assoc. 84, 853-
861, 1989.  
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κάθε γεγονός είναι βέβαιο ότι θα συμβεί, άρα σίγουρα δεν θα είναι τυχαίο. Η τύχη σε αυτό 

το πλαίσιο είναι ασύμβατη με την έννοια της μοίρας. 

 

Αυτά ήταν σε γενικές γραμμές τα φιλοσοφικά ρεύματα της αρχαιότητας που ασχολήθηκαν 

εκτενώς με το ζήτημα της τύχης. Αρκετά από τα συμπεράσματά τους εξακολουθούν να 

αποτελούν αντικείμενο προβληματισμού μέχρι σήμερα. Αν και υπάρχουν στοιχεία για  την 

ανάπτυξη της λογικής και για υπολογισμούς συνδυασμών ενδεχομένων, δεν αναπτύχθηκε 

μια πρώιμη έστω μορφή της θεωρίας πιθανοτήτων, ίσως επειδή η συνεχής καταγραφή 

επαναλαμβανόμενων αποτελεσμάτων δεν ήταν μια συνηθισμένη πρακτική. Για τον ιστορικό 

F. N. David (1962)47 η μη ανάπτυξη της θεωρίας πιθανοτήτων οφείλεται στο γεγονός ότι το 

επιστημονικό πνεύμα της εποχής ήταν έτσι δομημένο που δεν επιτρέπονταν οι θεωρητικές 

υποθέσεις βάσει εμπειρικών δεδομένων. Διαβάζοντας το ίδιο επιχείρημα ανάποδα, 

μαρτυρείται και η βαρύτητα των εμπειρικών δεδομένων στην ανάπτυξη των πιθανοτήτων και 

της στατιστικής. 

 

2.2.2 Μεσαιωνικά Χρόνια 

 

Με την εγκαθίδρυση του Χριστιανισμού (το 380 μ.Χ. υπό τον Μέγα Θεοδόσιο) ως επίσημης 

θρησκείας της Ρωμαϊκής αυτοκρατορίας και μέχρι το τέλος του Μεσαίωνα όλες έννοιες που 

προσέλαβε η τύχη στην αρχαιότητα εξοβελίστηκαν ως παγανιστικές. Οι κληρομαντικές 

πρακτικές περιθωριοποιήθηκαν και εφαρμόζονταν από μυστικιστικές ομάδες, ενώ τα τυχερά 

παιχνίδια απαγορεύτηκαν, αν και δεν γνώρισαν πραγματική κάμψη στην καθημερινή ζωή.  

 

Χαρακτηριστική της αντίληψης που κυριάρχησε για πάνω από μια χιλιετία είναι η σκέψη του 

Αγίου Αυγουστίνου (Αυγουστίνος Ιππώνος 354 – 430 μ.Χ) σύμφωνα με τον οποίο τίποτε δεν 

συμβαίνει τυχαία, όλα, ακόμα και στην μικρότερή τους λεπτομέρεια, καθορίζονται σύμφωνα 

με τη θέληση του Θεού. Αν κάποια πράγματα παρουσιάζονται σαν να προέκυψαν τυχαία, 

αυτό δεν οφείλεται στη φύση αυτών καθ’ εαυτών των γεγονότων, αλλά στην άγνοια που 

τρέφει ο άνθρωπος για τις προθέσεις του Παντοδύναμου. Ο άνθρωπος οφείλει να 

αποκαλύπτει και να υποκύπτει στο θέλημα του Θεού και όχι να συσκοτίζει αυτήν την 

προσπάθεια αναζητώντας κανονικότητες και συσχετισμούς μεταξύ των γεγονότων του 

φυσικού ή ηθικού κόσμου. 

 

Αυτήν την χρονική περίοδο έλαβαν χώρα πολύ σημαντικές θεολογικού περιεχομένου 

συζητήσεις, αλλά στο θέμα που εξετάζουμε, πρωτοποριακές ιδέες δεν υπήρξαν. Κύριο 

ζήτημα ήταν κυρίως η αναθεώρηση της Αριστοτελικής θεωρίας μέσα από την οπτική του 

Χριστιανισμού. Αποκορύφωμα τέτοιων προσπαθειών μπορούμε να δούμε στο έργο Summa 

Theologiae του Θωμά του Ακινάτη (1225 μ.Χ.– 1274 μ.Χ.), όπου αφήνεται ένα περιθώριο στην 

τύχη, νοούμενη όπως η σύμπτωση στον Αριστοτέλη. Αξίζει να σημειώσουμε πως υπό αυτό 

το πλαίσιο, λόγω του συμπτωματικού της χαρακτήρα, η τύχη είναι συμβατή με τη θεϊκή 

προνοητικότητα, όπως ισχυρίστηκε πολλούς αιώνες νωρίτερα και ο Βοήθιος (477 μ.Χ. – 524 

                                                             
47 F. N. David (1962) Games, Gods and Gambling, σελ 35 
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μ.Χ.). Η τύχη – μοίρα όντως μπορεί να γεννήσει ερωτήματα, αφού η συμπτωματική της φύση 

κρύβει τους πραγματικούς σκοπούς από εμάς, αλλά όχι από τον Θεό. 

 

2.2.3 Επιστημονική Επανάσταση Μέχρι Σήμερα 

 

Κατά την επιστημονική επανάσταση του 16ου και 17ου αιώνα διακρίνουμε μεταξύ άλλων, 

δραστικές αλλαγές και αξιοσημείωτη πρόοδο στους τομείς της μηχανικής και της 

αστρονομίας. Η νέα αυτή αντίληψη του κόσμου, είχε πραγματικά πολύ μεγάλη δυναμική. 

Προσέφερε ακρίβεια, τάξη, νόμους, σχεδιασμό και απέκλειε την τύχη. Για τον ντετερμινισμό 

εκείνων των αιώνων και τις διάφορες εκφάνσεις του, η τύχη ήταν μια αρνητικά φορτισμένη 

λέξη που σήμαινε εν ολίγοις άγνοια των αιτιών και των νόμων που υπαγορεύουν τα 

φαινόμενα. 

 

Το έτος 1692 ο John Arbuthnot (1667 – 1735), επηρεασμένος από την Νευτώνεια μηχανική, 

στην εισαγωγή της μετάφρασής του βιβλίου «De Ratiociniis in Ludo Aleae» του Christiaan 

Huygens (1629 – 1695) σχετικά με την θεωρία πιθανοτήτων στα τυχερά παιχνίδια, γράφει: 

 

«Είναι αδύνατο για ένα ζάρι, έχοντας συγκεκριμένη δύναμη και κατεύθυνση να μην πέσει σε 

μια καθορισμένη πλευρά. Το μόνο που δεν γνωρίζω είναι η δύναμη και η κατεύθυνση που το 

κάνουν να πέφτει σε αυτήν την καθορισμένη πλευρά και για αυτό το ονομάζω τυχαίο, που 

δεν είναι όμως τίποτα άλλο παρά άγνοια48.» 

 

Το συγκεκριμένο παράδειγμα με το ζάρι είναι τόσο διαδεδομένο, που θα μπορούσε να 

ειπωθεί πως συνοψίζει τη σύγκρουση τύχης και ντετερμινισμού μέχρι και επί των ημερών 

μας. Έχει ωστόσο ενδιαφέρον να γίνει αναφορά σε μια συζήτηση πάνω στο ίδιο θέμα που 

έλαβε χώρα αρκετά χρόνια νωρίτερα, το 1646, μεταξύ του φιλόσοφου Thomas Hobbes (1588 

– 1679) και του επισκόπου του Derry, Dr. Bramhall. Ο Hobbes υπερασπίζεται φανερά τις 

προκαθορισμένες από τον Θεό συνθήκες κατά τη ρίψη. Ο επίσκοπος αντιλέγει 

υπογραμμίζοντας την ενδεχομενικότητα που προκύπτει μέσω του πλήθους και της ποικιλίας 

των συνθηκών κατά τη ρίψη και προχωράει ακόμα παραπέρα λέγοντας: «το αποτέλεσμα 

είναι προκαθορισμένο, αφού συμβεί, αλλά όχι πριν η ρίψη γίνει». Το ζήτημα που θέτει ο 

επίσκοπος κείται εκτός του φιλοσοφικού πλαισίου αποδοχής ή μη της τύχης και αφήνει 

ανοιχτό ένα πεδίο μαθηματικής διερεύνησης. 

 

Δεχόμενοι τη μαθηματικοποίηση της φύσης σαν γενικό πρόταγμα της επιστημονικής 

επανάστασης, αναγνωρίζουμε παράλληλα και τον πρωταγωνιστικό ρόλο των μαθηματικών 

σε αυτό το εγχείρημα. Ο κόσμος γίνεται προσιτός και αναλύεται μέσα από την ανάπτυξη των 

μαθηματικών εννοιών. Χαρακτηριστική είναι η σκέψη του Leibniz (1646 – 1716) για τη λογική 

δομή του κόσμου: 

 

«Βλέπουμε πως όλα εξελίσσονται μαθηματικά – αδιαμφισβήτητα – σε ολόκληρο τον κόσμο, 

έτσι ώστε αν κάποιος μπορούσε να έχει επαρκή εικόνα της βαθύτερης ουσίας των πραγμάτων 

                                                             
48 Landsman, K. Randomness? What Randomness?. Found Phys 50, 61–104 (2020). 
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και επιπρόσθετα να έχει δυνατό μνημονικό και ευφυία να θεωρήσει όλες τις παραμέτρους 

και να τις υπολογίσει, τότε θα ήταν προφήτης και θα έβλεπε το μέλλον στο παρόν σαν μέσα 

σε καθρέφτη49.» 

 

Για τον Leibniz τίποτα στον κόσμο δεν συμβαίνει χωρίς αιτία. Στη μεταφυσική του 

υποστηρίζει πως ο Θεός έφτιαξε τον καλύτερο δυνατό κόσμο, αφού δεν θα είχε λόγο να 

αποτύχει σε αυτό. Η πράξη της δημιουργίας έχει σαν σκοπό το καλύτερο δυνατό αποτέλεσμα. 

Μια από τις πολλές διαφωνίες του με τον Νεύτωνα εντοπίζεται και σε αυτό το ζήτημα. Ο 

Νεύτωνας υποστήριζε ότι ο Θεός έφτιαξε μεν με τη θέλησή του τον κόσμο, αλλά χωρίς να 

έχει κάποιον ιδιαίτερο σκοπό. Η άποψη αυτή αποτελεί για τον Leibniz επίκληση στην καθαρή 

τύχη: «Μια βούληση χωρίς λόγο, θα ήταν σαν την Επικούρεια τύχη. Ένα Θεός που λειτουργεί 

κάτω από μια τέτοια θέληση, είναι Θεός μόνο κατ’ όνομα» . 

 

Διαβάζοντας αποσπάσματα απ’ το έργο του Leibniz και πολλών άλλων εκείνης της εποχής και 

λαμβάνοντας υπόψιν τη δύναμη και την προοπτική που απέκτησε η ανθρωπότητα με την 

ανακάλυψη νόμων στη λειτουργία της φύσης, δημιουργείται η εντύπωση πως η έννοια της 

τύχης δεν θα ελάμβανε κανένα ουσιαστικό περιεχόμενο στην κοσμοθεωρία της εποχής. Αυτή 

η παρατήρηση είναι εν μέρει μόνο αληθινή. Στην πραγματικότητα η απόρριψη της τύχης ήταν 

μόνο τυπική. Την ίδια εποχή παρατηρούνται τα πρώτα θεμελιώδη βήματα στη θεωρία των 

πιθανοτήτων. Αν και φαινομενικά παράδοξο, αυτό το είδος του «μηχανικού» 

ντετερμινισμού50 που αναπτύχθηκε και ο παλμός που βλέπουμε να διαπνέει το πνεύμα της 

εποχής, όπως αποτυπώνεται στο απόσπασμα του Leibniz, μόνο εν μέρει απέκλεισαν κάθε 

μορφή συζήτησης για την τύχη, αφού προώθησαν την άλγεβρα πιθανοτήτων. 

 

Οι σκέψεις του Abraham de Moivre (1667 – 1753), ο οποίος έγραψε το έργο «The Doctrine of 

Chances» και είναι από τους πρώτους που έθεσαν τις βάσεις του Κεντρικού Οριακού 

Θεωρήματος, είναι ενδεικτικές για την αντιμετώπιση της έννοιας τύχης παρά την ανάπτυξη 

των πιθανοτήτων: 

 

«Η τύχη, στα αθεϊστικά γραπτά ή τις πραγματείες, είναι μια λέξη άνευ σημασίας. Δεν φέρνει 

τίποτα το καθοριστικό στην Ύπαρξη – όχι πραγματικά στην ίδια την Ύπαρξη, πιο πολύ στην μη 

ύπαρξη -  Δεν μπορεί να οριστεί, ούτε να κατανοηθεί, ούτε και κανένας συλλογισμός που την 

αφορά μπορεί να εξακριβωθεί ή να αντικρουστεί, εκτός από αυτόν: ότι πρόκειται απλά για 

μία λέξη51.» 

 

Τον 17ο και 18ο αιώνα τίθενται τα θεμέλια της θεωρίας των πιθανοτήτων και αναπτύσσονται 

απόψεις και προσεγγίσεις που φτάνουν ως τις μέρες μας. Με την ανάδειξη αυτής της 

καινούριας θεωρίας δεν λαμβάνει χώρα μια απλή μετάθεση των προβληματισμών για τον 

ορισμό και το περιεχόμενο της τύχης στις πιθανότητες. Η θεωρία των πιθανοτήτων 

                                                             
49 Landsman, K. Randomness? What``Randomness?. Found Phys 50, 61–104 (2020). 
50 Επίσης συχνά γίνεται λόγος και για την επιρροή της Νευτώνειας Θεολογίας, για τον Δημιουργό-Θεό 

που εγγυάται την στατιστική ομαλότητα. Τον 18ο αιώνα, πίσω από την ανάλυση μαθηματικών 

αποτελεσμάτων θα βρούμε κυρίως θεολογικές και κοινωνιολογικές εξηγήσεις. 
51 Landsman, K. Randomness? What Randomness?. Found Phys 50, 61–104 (2020). 
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διαχωρίζεται και αναπτύσσεται ανεξάρτητα από τις αντιλήψεις για την τύχη. Καινούριοι 

προβληματισμοί προστίθενται. Από μια σύγχρονη οπτική, κοιτώντας το ζήτημα των τυχαίων 

διεργασιών στο σύνολό του, οι ερμηνευτικές δυσκολίες πολλαπλασιάζονται αναπόφευκτα. 

Ο προβληματισμός πλέον είναι διπλός, εστιάζει όχι μόνο στο τι συνιστά τύχη αλλά και στο τι 

είναι οι πιθανότητες. Προσδίδεται διαφορετικό περιεχόμενο στην τύχη και στην πιθανότητα 

από σχολές σκέψης που ακολουθούν προσεγγίσεις όπως η Κλασική θεωρία (ή a priori), η 

θεωρία των Σχετικών Συχνοτήτων (ή a posteriori) και η Υποκειμενική θεωρία. Από την οπτική 

της διδακτικής των μαθηματικών, το ζήτημα της διδασκαλίας των πιθανοτήτων γίνεται 

εξαιρετικά πολυπαραγοντικό. 

 

Κατά τον 18ο αιώνα, αυτός ο σαφής διαχωρισμός της τύχης από τις πιθανότητες είναι 

εμφανής σε πολλά κείμενα, όπως στο έργο «Έρευνα για την Ανθρώπινη Αντίληψη» του 

Σκωτσέζου φιλοσόφου David Hume (1711 – 1776) στο κεφάλαιο που αφορά στις 

πιθανότητες: 

 

«Παρόλο που στον κόσμο μας δεν υπάρχει αυτό που λέμε τύχη [...] υπάρχει σίγουρα η 

πιθανότητα, η οποία εγείρεται από την υπεροχή των προσδοκιών της μιας πλευράς έναντι 

κάποιας άλλης. Καθώς αυτή η υπεροχή αυξάνεται, μειώνει τις προσδοκίες της άλλης πλευράς 

και η πιθανότητα λαμβάνει μια αναλογική αύξηση που οδηγεί σε έναν υψηλότερο βαθμό 

πίστης ή πρόκρισης για την πλευρά που εντοπίζουμε την εν λόγω υπεροχή». (1748) 

 

Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι με τη σταδιακή ανάπτυξη της θεωρίας των πιθανοτήτων 

άρχισε να διαμορφώνεται η αντίληψη ότι οι τυχαίες διεργασίες πρέπει να παρουσιάζουν το 

χαρακτηριστικό της ομοιομορφίας, με την έννοια ότι ένα τυχαίο αποτέλεσμα αποτελεί μέρος 

ενός συνόλου ισοδύναμων αποτελεσμάτων52. Με άλλα λόγια γίνεται δεκτό ότι μια τυχαία 

διεργασία πρέπει να ακολουθεί ομοιόμορφη κατανομή με ισοπίθανα αποτελέσματα.  

  

Για δύο συνεχόμενους αιώνες λαμβάνουν χώρα εκπληκτικές ανακαλύψεις στη φυσική, την 

αστρονομία, τη μηχανική και πολλούς άλλους τομείς. Παράλληλα συντελείται σημαντική 

πρόοδος και στην ανάπτυξη της θεωρίας πιθανοτήτων. Ο πολυμαθής Pierre – Simon Laplace, 

σταθμός στην ιστορία των πιθανοτήτων, ως ο θεμελιωτής αυτού που σήμερα ονομάζουμε 

κλασικό ορισμό της πιθανότητας, στο έργο του «Essai Philosophique sur les pobabilites» το 

1814 αναφέρει:  

 

«Οφείλουμε να θεωρήσουμε την τωρινή κατάσταση του σύμπαντος σαν αποτέλεσμα της 

προηγούμενης κατάστασής του αλλά και σαν αιτία αυτής που θα ακολουθήσει. Έστω ότι για 

μια στιγμή υπάρχει μια ιδιοφυία, η οποία μπορεί να αντιληφθεί όλες τις δυνάμεις που 

κινητοποιούν τη φύση και την αντίστοιχη κατάσταση όλων των πραγμάτων που την 

συνθέτουν – μια ιδιοφυία αρκούντως ικανή να υποβάλει αυτά τα δεδομένα σε ανάλυση – θα 

ενσωμάτωνε στον ίδιο τύπο τις κινήσεις των μεγαλύτερων σωμάτων στο σύμπαν και των πιο 

                                                             
52 Αξίζει να σημειωθεί ότι ο Hume είναι από τους λίγους που δίνουν ένα παράδειγμα μη ομοιόμορφης 
κατανομής απλών ενδεχομένων, χρησιμοποιώντας το παράδειγμα ενός ζαριού που έχει ίδιες τις 
τέσσερις από τις έξι πλευρές του. 
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μικρών ατόμων. Για μια τέτοια ιδιοφυία τίποτα δεν θα ήταν αβέβαιο, το μέλλον, όπως και το 

παρελθόν, θα ήταν εμφανή στα μάτια της.» 

 

Από το παραπάνω απόσπασμα προκύπτει ότι η επιρροή του Leibniz είναι κάτι παραπάνω από 

εμφανής. Η αναλογία μεταξύ του προφήτη του Leibniz και της ιδιοφυίας του Laplace είναι 

εύλογη, ωστόσο, η μεγάλη διαφορά έγκειται στο ότι ο Laplace ομιλεί μέσα από ένα 

ολοκληρωτικά ντετερμινιστικό πλαίσιο.  

 

Στο σημείο αυτό έχει ενδιαφέρον να αναφερθεί ένας διάλογος μεταξύ του Laplace και του 

Ναπολέοντα Βοναπάρτη, με αντικείμενο την παρουσία του Θεού στο πλαίσιο των νέων 

μοντέλων της ουράνιας μηχανικής για τη δημιουργία και λειτουργία του σύμπαντος. Στην 

ερώτηση του Βοναπάρτη γιατί ο Laplace στο βιβλίο του «Ουράνια Μηχανική» δεν κάνει καμία 

αναφορά στον δημιουργό του σύμπαντος, εκείνος απαντά με την περίφημη φράση «δεν είχα 

ανάγκη από μια τέτοια υπόθεση53». Ο «δαίμονας του Laplace», όπως χαρακτηριστικά έμεινε 

στην ιστορία η εν λόγω ιδιοφυία, δεν έχει ανάγκη τη θεϊκή προνοητικότητα για την ευστάθεια 

του σύμπαντος, δεν χρειάζεται να είναι πανταχού παρών για να γνωρίζει τα πράγματα, δεν 

απαιτείται να έχει καν συνείδηση. Είναι πιο πολύ μια υπολογιστική μηχανή υψηλής ισχύος 

που ανάγει τα πάντα στο επίπεδο των φυσικών νόμων και με τα ανάλογα δεδομένα εξάγει 

μηχανικά τα συμπεράσματα.  

 

Η τύχη δεν αντιτίθεται πλέον σε έναν θεϊκό προκαθορισμό. Δεν σηματοδοτεί κάτι αναίτιο ή 

μη ντετερμινιστικό αλλά τα όρια της απόλυτης γνώσης και αυτά της μέγιστης υπολογιστικής 

ισχύος. Η τύχη λοιπόν αποδίδεται σε γεγονότα για τα οποία έχουμε ελλιπή γνώση των 

φυσικών νόμων που τα διέπουν ή σε γεγονότα που, λόγω της πολλαπλότητας των αιτίων 

τους, προκύπτει εγγενής μαθηματική δυσκολία επεξεργασίας τους. 

 

Το απόσπασμα με τον «δαίμονα του Laplace» δίνεται συχνά ως ο ορισμός του 

«επιστημονικού» ντετερμινισμού του. Έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον να αναδείξουμε ορισμένες 

συνέπειες που προκύπτουν από αυτόν τον ορισμό και που αποτελούν σημεία τριβής σε 

φιλοσοφικό και επιστημονικό επίπεδο μέχρι και σήμερα.  

 

Αρχικά το ντετερμινιστικό μοντέλο που περιγράφεται δείχνει να υπόσχεται τέλεια 

προβλεψιμότητα (αλλά και αντιστρεψιμότητα). Εξ’ αντιδιαστολής, όμως, θα μπορούσαμε  να 

οδηγηθούμε στο συμπέρασμα πως κάθε γεγονός που χαρακτηρίζεται από αβεβαιότητα είναι 

μη ντετερμινιστικό, άρα και καθαρά τυχαίο. Για τον Laplace ωστόσο δεν υπάρχουν μη 

ντετερμινιστικά φυσικά φαινόμενα. Η αβεβαιότητα του αποτελέσματος της ρίψης ζαριών ή 

των τυχερών παιχνιδιών, ανάγεται στο στάδιο πριν επέλθει το αποτέλεσμα. Η εξέτασή της 

είναι θεωρητική. Το ενδιαφέρον προκύπτει γιατί λιγότερο από μισό αιώνα μετά την 

διατύπωση του Laplace τυποποιήθηκαν φαινόμενα, η προβλεψιμότητα των οποίων ήταν 

πρακτικά αδύνατη. Η περίπτωση αφορά τη θερμοδυναμική (στις μέρες μας τον ευρύτερο 

κλάδο της Στατιστικής Μηχανικής). Για παράδειγμα, η απόλυτη οριοθέτηση των παραγόντων 

που συγκροτούν μια αρχική κατάσταση είναι αδύνατη, αν πρέπει να λάβουμε υπόψιν την 

αλληλεπίδραση ενός επτάκις εκατομμυρίου σωματιδίων αερίου μέσα σε ένα δοχείο (ομοίως 

                                                             
53 «Je n’avais pas besoin de cette hypothèse-là». 
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και η αντιστρεψιμότητά της). Οι μετρήσεις συνθηκών όπως η θερμοκρασία ή η πίεση γίνονται 

στατιστικά. Καθορίζονται από μέσες τιμές «κρυμμένων» μεταβλητών όπως είναι οι θέσεις 

των σωματιδίων κ.α. Στο «ντετερμινιστικό χάος», παρατηρούμε φαινόμενα που, αν και 

ακολουθούν ντετερμινιστικούς νόμους, μικρές διαταραχές των αρχικών συνθηκών μπορούν 

μακροπρόθεσμα να οδηγήσουν σε εντελώς απρόβλεπτα αποτελέσματα. Η διαδικασία που 

ακολουθείται και εκεί είναι πιθανοτική/στατιστική.  

 

Η βαρύτητα του παραδείγματος της στατιστικής μηχανικής δεν έγκειται στην αμφισβήτηση 

του ντετερμινιστικού της χαρακτήρα, αλλά στην σπουδαιότητα που εξέλαβαν στατιστικές και 

πιθανοτικές προσεγγίσεις εντός ντετερμινιστικού πλαισίου. Παρόλα αυτά, είχε φυτρώσει ο 

σπόρος της αμφιβολίας ή της προοπτικής πως οι νόμοι των πιθανοτήτων θα μπορούσαν να 

παρέχουν μια σοβαρή εναλλακτική έναντι των ντετερμινιστικών. Η θέση του Laplace, 

ωστόσο, πως η εν λόγω αβεβαιότητα υπάρχει επειδή ίσως η ίδια η θεωρία να είναι ελλιπής 

ή λόγω αδύναμης υπολογιστικής ισχύος δεν μπορούσε ακόμα να ξεπεραστεί.  

 

Μια άλλη αξιοσημείωτη περίπτωση αδυναμίας προβλεψιμότητας της συμπεριφοράς ενός 

συστήματος απαντάται στην κλασική μηχανική. Γνωρίζουμε πως η εξέλιξη μιας φυσικής 

διεργασίας είναι μοναδικά καθορισμένη από τις αρχικές συνθήκες. Σε μία έκθεσή του στην 

Ακαδημία Επιστημών της Γαλλίας το 1877 ο Γάλλος μαθηματικός και φυσικός Joseph 

Boussinesq παρουσίασε πως ορισμένες διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξης μπορεί να μην 

έχουν μοναδική λύση και πως για αυτές τις περιπτώσεις, θα πρέπει να θεωρήσουμε πως 

παρεμβαίνουν μη φυσικοχημικές δυνάμεις στην εξέλιξη της όλης διεργασίας54. Ο Boussinesq 

θέλησε ενδεχομένως να συνδέσει το γεγονός αυτό με την ελεύθερη βούληση έναντι του 

ντετερμινισμού. Ωστόσο, εκείνο που ανέδειξε είναι αυτό που σήμερα ονομάζουμε 

προϋποθέσεις του θεωρήματος ύπαρξης και μοναδικότητας της λύσης του Picard, σύμφωνα 

με το οποίο, εν προκειμένω, πέρα από τη γνώση των αρχικών συνθηκών πρέπει και οι 

δυνάμεις στον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα να είναι ομοιόμορφα Lipschitz συνεχείς.  

 

Το 1986, επ’ αφορμή εορτασμών για τον Νεύτωνα, ο Sir James Lighthill  (1924 – 1998) σε μια 

απολογητική διάλεξή του στη Βρετανική Βασιλική Ακαδημία Επιστημών επεσήμανε το λάθος 

των μεγάλων γενικεύσεων που έκαναν οι πρόγονοί μας σχετικά με την προβλεψιμότητα και 

τη σύνδεσή της με τον ντετερμινισμό. Το σφάλμα αυτό οφειλόταν κατά τον Lighthill στον 

γενικό ενθουσιασμό του παρελθόντος που πήγαζε από τις απρόσμενες επιτυχίες της 

Νευτώνειας μηχανικής55. Σε συνέχεια της παραδοχής αυτής, γεννάται εύλογα το ερώτημα 

του τι είναι τελικά ο ντετερμινισμός χωρίς τη δυνατότητα πρόβλεψης και κατ’ επέκταση τι 

είναι η ίδια η προβλεψιμότητα. Όλα αυτά τα ερωτήματα θέτουν για τον ντετερμινισμό ένα 

επίπεδο προβληματισμού παρόμοιο με αυτό που αναπτύχθηκε ανά τους αιώνες για την τύχη. 

Έχει ο ντετερμινισμός οντολογική θέση στον κόσμο, όπως οντολογική ήταν η Επικούρεια τύχη 

ως παρέκκλιση, ή έχει θέση γνωσιολογική, δηλαδή εξαρτάται από τα όρια, τις πηγές και τις 

                                                             
54 Bera, M. N., Acín, A., Kuś, M., Mitchell, M. W., & Lewenstein, M. (2017). Randomness in quantum 
mechanics: philosophy, physics and technology. In Reports on Progress in Physics (Vol. 80, Issue 12, p. 
124001). IOP Publishing. 
55 Bricmont, J. (1995). SCIENCE OF CHAOS OR CHAOS IN SCIENCE? In Annals of the New York Academy 
of Sciences (Vol. 775, Issue 1, pp. 131–175). Wiley, παραπομπή 11, σελ. 161. 
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προϋποθέσεις της γνώσης ή της εμπειρίας μας, όπως γινόταν δεκτό για την τύχη; Τέτοιου 

χαρακτήρα ζητήματα απασχολούν τους επιστήμονες μέχρι και στις μέρες μας. 

 

Πέρα από τα θέματα φυσικής ο 19ος αιώνας χαρακτηρίζεται από δραστικές αλλαγές και 

καινοτόμες προσπάθειες σε φιλοσοφικό, πολιτικό, πολιτιστικό και ευρύτερα επιστημονικό 

επίπεδο. Μια εξ’ αυτών, αναμφίβολης πλέον αξίας, ήταν η Δαρβινική θεωρία της εξέλιξης και 

το μοντέλο της φυσικής επιλογής. Αν και ο Κάρολος Δαρβίνος (1809 – 1882) έγραψε την 

«Καταγωγή των ειδών» πριν την Μενδελική κληρονομικότητα και προφανώς πριν την 

ανακάλυψη του DNA, η τύχη κατέχει κεντρικό ρόλο στη θεωρία του: 

 

«Σε μια τέτοια περίπτωση, κάθε αμυδρή διαφοροποίηση, η οποία με το πέρασμα του χρόνου 

τυχαίνει να εμφανίζεται, η οποία ευνοεί με κάθε τρόπο τα άτομα όλων των ειδών στην 

καλύτερη προσαρμογή τους στις μεταβαλλόμενες συνθήκες του περιβάλλοντός τους, θα έχει 

την τάση να επικρατήσει».(1859) 

 

Ο Δαρβίνος δεν είχε γνώση ούτε των μηχανισμών μεταβίβασης των χαρακτηριστικών, ούτε 

των λαθών στις λειτουργίες του DNA, για να εξηγήσει τη διαφοροποίηση των 

χαρακτηριστικών. Η τύχη στα γραπτά του έχει την σημασία της έλλειψης σκοπού και 

σχεδιασμού, για αυτό καμιά φορά η φυσική επιλογή προσφωνείται και «τυφλή». 

 

Ο 19ος αιώνας, ο αιώνας της «διάβρωσης του ντετερμινισμού», όπως αποκαλείται από τον 

ιστορικό των μαθηματικών Ian Hacking (1936- ), ξεκινά με τον Laplace και τελειώνει με τον 

Αμερικάνο φιλόσοφο και επιστήμονα Charles Sanders Peirce (1839 – 1914) που θέτει υπό 

ολική αμφισβήτηση την κοινή πεποίθηση πως κάθε συμβάν του σύμπαντός μας καθορίζεται 

από κάποιον νόμο. Ο Peirce πίστευε πως ο κόσμος μας είναι ενδόμυχα τυχαίος. Στο κείμενό 

του «The Doctrine of Necessity Examined», όπου ασκεί κριτική στο «δόγμα της 

αναγκαιότητας», τελειώνει με το εξής συμπέρασμα: 

 

«Πιστεύω ότι έχω υποβάλει σε μία δίκαιη εξέταση όλους τους σημαντικούς λόγους για τους 

οποίους προσκολλούμαστε στη θεωρία της καθολικής αναγκαιότητας και ότι έδειξα τη 

μηδαμινότητά τους56». 

 

Η πιο σημαντική όμως συνισταμένη αυτού που ο Hacking ονομάζει διάβρωση του 

ντετερμινιστικού μοντέλου σκέψης, δεν έχει να κάνει με τις πολύ σημαντικές επιστημονικές 

ανακαλύψεις, αλλά με τη συστηματική τήρηση καταλόγων με αριθμητικά δεδομένα πολιτών. 

Η «εξημέρωση» της τύχης, ήρθε σταδιακά μέσα από την ολοένα αυξανόμενη καταγραφή και 

στατιστική επεξεργασία δεδομένων που αφορούσαν θανάτους, γεννήσεις, εγκληματικότητα, 

αυτοκτονίες, φόρους και πολλά άλλα χαρακτηριστικά του πληθυσμού που ο κρατικός 

μηχανισμός θέλησε να ελέγξει και να διασταυρώσει. Στην πορεία των ετών οι τεχνικές 

συλλογής δεδομένων εξελίχθηκαν, όπως εξελίχθηκαν και οι τεχνικές επεξεργασίας των 

δεδομένων αυτών σε επιστήμη. 

 

                                                             
56 Landsman, K. Randomness? What Randomness?. Found Phys 50, 61–104 (2020). 
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Στη συνείδησή αρκετών επιστημόνων άρχισε να λαμβάνει χώρα μια σταδιακή μεταμόρφωση. 

Οι στατιστικές και πιθανοτικές προσεγγίσεις από εκεί που θεωρούνταν απλώς βοηθητικά 

μοντέλα επεξεργασίας, άρχισαν να δείχνουν ότι αποκτούν τη δική τους αυτονομία. 

Ανακαλύφθηκαν νέοι κανόνες και νόμοι για να περιγραφούν και να κατανοηθούν φαινόμενα 

του φυσικού και κοινωνικού γίγνεσθαι. Ένα νέο είδος «αντικειμενικής γνώσης» άρχισε να 

δημιουργείται. Σιγά σιγά διαμορφώνεται η αντίληψη ότι ο κόσμος δεν υπόκειται απαραίτητα 

σε παγκόσμιας εμβέλειας φυσικούς ντετερμινιστικούς νόμους και πως «όσο πιο τυχαίος 

είναι, τόσο μεγαλύτερος είναι ο βαθμός ελέγχου αυτού»57. Η προσέγγιση αυτή γνώρισε 

ευρύτερη αποδοχή κυρίως με την εμφάνιση της κβαντομηχανικής στις αρχές του 20ου αιώνα. 

 

Αυτό είναι το ιστορικό πλαίσιο των 2.500 ετών μέσα από το οποίο μπορούμε να 

κατανοήσουμε την επιμονή και τις ενστάσεις του Αϊνστάιν στην αρχή της παρούσας ενότητας 

και τις αναφορές του στους τέλειους νόμους, τις ενδεχόμενες ελλείψεις της θεωρίας και τη 

μεταφορική χρήση του Θεού, υπονοώντας τη λειτουργία της φύσης. Στον αντίποδα, ο Μπορν 

(1882 – 1970) εισηγήθηκε μέσω της εργασίας του το 192658:  

 

«Η κβαντομηχανική του Schrodinger μας παρέχει μια πολύ συγκεκριμένη απάντηση στο 

ερώτημα του αποτελέσματος μιας σύγκρουσης. Παρόλα αυτά, αυτή η απάντηση, δεν 

περιλαμβάνει καμία αιτιακή σχέση. Δεν αποκτά κανείς κάποια απάντηση στο ερώτημα του 

«ποια είναι η κατάσταση του συστήματος μετά την σύγκρουση» αλλά μόνο στο ερώτημα του 

«πόσο πιθανό είναι ένα συγκεκριμένο αποτέλεσμα μετά τη σύγκρουση» (το οποίο πρέπει να 

ικανοποιεί την αρχή διατήρησης της ενέργειας) Αυτό φανερώνει το όλο πρόβλημα του 

ντετερμινισμού. Από την οπτική της κβαντομηχανικής δεν υπάρχει κανένα μέγεθος που θα 

μπορούσε αιτιακά να καθορίσει το αποτέλεσμα μιας σύγκρουσης σε κάθε μεμονωμένη 

περίπτωση. Ωστόσο, μέχρι στιγμής, δεν έχουμε καμία πειραματική ένδειξη ότι υπάρχουν 

εσωτερικές ιδιότητες ατόμων που επιβάλλουν συγκεκριμένο αποτέλεσμα. Πρέπει να 

ελπίζουμε πως θα ανακαλύψουμε αργότερα τέτοιες ιδιότητες που να καθορίζουν τα 

μεμονωμένα αποτελέσματα (ίσως κάποια στάδια εσωτερικών ατομικών κινήσεων); Ή μήπως 

πρέπει να πιστεύουμε ότι η συμφωνία μεταξύ θεωρίας και πειράματος σχετικά με την 

αδυναμία μας να θέσουμε τις συνθήκες για μια αιτιακή ακολουθία γεγονότων, αποτελεί μια 

προκαθορισμένη αρμονία, η οποία εδράζεται ακριβώς στη μη ύπαρξη τέτοιων συνθηκών; 

Προσωπικά τείνω προς την εγκατάλειψη του ντετερμινισμού στον ατομικό κόσμο. Αλλά αυτό 

είναι ένα φιλοσοφικό ερώτημα για το οποίο τα φυσικά επιχειρήματα από μόνα τους δεν 

αρκούν. 

 

Από την ερμηνεία αλλά και το έργο του Μπορν σχετικά με την κυματική εξίσωση, η οποία 

πλέον «δεν αντιπροσωπεύει ένα φυσικά παρατηρήσιμο κλασικό κύμα αλλά ένα κύμα 

πιθανότητας»59, συνεπάγεται πως οποιαδήποτε μέτρηση στην κβαντομηχανική μπορεί να 

γίνει μόνο σε μια πιθανοτική/στατιστική περιγραφή της πραγματικότητας. Ένα χρόνο μετά τη 

δημοσίευση της εργασίας που σήμερα αποκαλούμε «κανόνα του Born» δημοσιεύτηκε η 

«Αρχή της Απροσδιοριστίας» (1927) από τον Werner Heisenberg (1901 - 1976). Ο ίδιος ο 

                                                             
57 Hacking, I. (1990). The Taming of Chance. Cambridge University Press. 
58 Landsman, K. Randomness? What Randomness?. Found Phys 50, 61–104 (2020). 
59 Στέφανος Τραχανάς, ΚΒΑΝΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ Ι, Πανεπιστημιακές Εκδόσεις Κρήτης, 2007, σελ. 121. 
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Heisenberg πίστευε πως η κβαντομηχανική είναι μη ντετερμινιστική όχι μόνο λόγω της 

αβεβαιότητάς μας για το αποτέλεσμα αλλά και λόγω της αποτυχίας μας να διευκρινίσουμε 

τις αρχικές συνθήκες με ακρίβεια. Το ευρύτερο ζήτημα που εγείρεται με την κβαντομηχανική 

είναι πως η θέση της τύχης στη θεωρία είναι θεμελιώδης και κατά συνέπεια πως ο 

χαρακτήρας της είναι εγγενής, δηλαδή έχει αντικειμενική υπόσταση. Ο εν λόγω 

προβληματισμός εξακολουθεί να απασχολεί και να διχάζει την επιστήμη μέχρι και σήμερα. 

 

Μέσα από την επιλεκτική αναδρομή στους κύριους σταθμούς της ανθρώπινης διανόησης 

σχετικά με τον ορισμό της τύχης, διαπιστώνεται ότι πρόκειται για μια έννοια ρευστή με 

διαρκώς μεταβαλλόμενο περιεχόμενο. Οι λέξεις που χρησιμοποιήθηκαν, για να 

προσεγγιστεί, χάνουν σιγά σιγά τη σημασία τους και αυτό γιατί ορίζουν την τύχη αποθετικά, 

σε σχέση με τα εμφανή χαρακτηριστικά μιας άλλης κοσμοθεωρίας, της αιτιοκρατίας, στους 

κόλπους της οποίας η τύχη απουσίαζε. Προσδίδονται στην τύχη γνωσιολογικές προεκτάσεις. 

Ταυτίζεται αφενός με την αδυναμία του ανθρώπινου μυαλού να συλλάβει τα αίτια και τους 

νόμους που καθορίζουν τα φυσικά φαινόμενα, αφετέρου με την ατέλεια των υπολογιστικών 

μας ικανοτήτων.  

 

Θεωρούμε τους νόμους των πιθανοτήτων και της στατιστικής ως απλά βοηθητικά εργαλεία 

για την προσέγγιση της πραγματικότητας, αλλά δεν θεωρήσαμε ποτέ, όπως θα έλεγε ο Pierce 

στο τέλος του 19ου αιώνα, πως ενδεχομένως οι ήδη γνωστοί και οικείοι φυσικοί νόμοι ή 

ακόμα και οι άγνωστοι, είναι οι ίδιοι πολύ καλές προσεγγίσεις μιας τυχαίας 

πραγματικότητας. Πώς μπορούμε να αποδείξουμε πως ο κόσμος στον οποίο ζούμε είναι 

ντετερμινιστικός; Το ερώτημα αυτό «κατεβάζει» τον ντετερμινισμό στο επίπεδο της τύχης, 

θέτοντας παρόμοια ερωτήματα γνωσιολογικής φύσεως για την προέλευση και την πηγή της 

τόσο διαδεδομένης πεποίθησής μας αναφορικά με την αιτία και τον συσχετισμό της με το 

αποτέλεσμα. Μια τέτοια προσέγγιση αναδεικνύει την αλληλεξάρτησή μεταξύ των εννοιών 

της τύχης και του ντετερμινισμού, ως δύο όψεων του ίδιου νομίσματος. 

 

Η επιλεκτική αναφορά προσώπων της ιστορίας που καταπιάστηκαν με το ζήτημα της τύχης 

κλείνει με τον σπουδαίο Γάλλο μαθηματικό Henri Poincare (1854 – 1912). Η παρέμβαση του 

Poincare λειτουργεί κατά κάποιον τρόπο «λυτρωτικά». Ξεπερνώντας τη φαινομενική 

διάσταση μεταξύ της ύπαρξης ή μη της τύχης και της προσπάθειάς μας για την κατάκτηση 

και γνώση όλων των αιτιών, στρέφει το ενδιαφέρον του σε αυτό που θα μπορούσαμε να 

φανταστούμε ως την πραγματική μαθηματική δομή του κόσμου. Ο Poincare αντιλαμβάνεται 

τον αντικειμενικό χαρακτήρα της πολυπλοκότητας των αιτιών και ότι μικρές μεταβολές σε 

μια αρχική αιτία μπορούν να οδηγήσουν με τεράστια απόκλιση σε κάποιο σύνθετο 

αποτέλεσμα. Είναι ακριβώς μέσα σε αυτήν την πραγματικότητα που οι νόμοι της τύχης δεν 

αποτελούν απλά ένα βοήθημα ελλείψει ικανοποιητικής θεωρίας, αλλά μια άλλη 

αντικειμενική όψη της ίδιας πραγματικότητας. «Η τύχη, πρέπει να είναι κάτι παραπάνω από 

το όνομα που δίνουμε στην άγνοιά μας»60. Έχει ενδιαφέρον να υπογραμμίσουμε πως ο 

Poincare γράφει πριν τις ριζοσπαστικές ανακαλύψεις στην κβαντομηχανική, αντλώντας 

παραδείγματα από θεωρίες που σήμερα εντάσσονται στους τομείς της στατιστικής 

μηχανικής και του χάους, σκέφτεται δηλαδή και γράφει εντός ντετερμινιστικού πλαισίου. Τα 

                                                             
60 Henri Poincare, Science and Method, Part I, Chapter 4, 1908, σελ. 2. 
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φαινόμενα της τύχης είναι εκείνα των οποίων οι νόμοι μας είναι άγνωστοι, αλλά η άλγεβρα 

πιθανοτήτων μπορεί να μας δώσει επαρκή πληροφόρηση για την εξέλιξή τους. Η 

πληροφόρηση αυτή δε θα χάσει την αξία της, ακόμα και αν αυτοί οι άγνωστοι νόμοι κάποτε 

ανακαλυφθούν. Ο Poincare στο έργο του «Science et Methode» (1908), αλλά και στην πρώτη 

σελίδα του «Calcul des Probabilites» (1912) γράφει: 

 

«Να ξεκινήσουμε με το τι είναι η τύχη; Οι αρχαίοι διέκριναν τα φαινόμενα μεταξύ αυτών που 

έδειχναν να υπακούν σε αρμονικούς νόμους και καθορίστηκαν μια για πάντα και σε εκείνα 

που αποδίδονταν στην τύχη, τα οποία ήταν αυτά που δεν μπορούσαν να προβλεφθούν, γιατί 

δεν υπόκεινταν σε κάποιο νόμο. Σε κάθε τομέα, οι ακριβείς νόμοι δεν καθόριζαν τα πάντα, 

υπογράμμιζαν μόνο τα όρια μέσα στα οποία η τύχη ήταν ελεύθερη να κινηθεί. Υπό αυτήν την 

έννοια, η λέξη «τύχη» έχει ακριβές και αντικειμενικό νόημα. Αυτό που είναι τυχαίο για έναν, 

είναι επίσης τυχαίο και για τον άλλον και παραμένει ως έχει ακόμα και για τους Θεούς.» 

 

 

2.3 Γεννήτριες Αποτελεσμάτων, Τυχαίες Ακολουθίες και 

Μαθηματική Τύχη 
 

Όπως αναφέρει η Bennett (1998, σελ. 133-150), στις αρχές του προηγούμενου αιώνα η 

ζήτηση για τυχαίους αριθμούς ήταν τεράστια. Πολλοί μαθηματικοί δημιουργούσαν εκτενείς 

πίνακες με αριθμούς που υποτίθεται ότι ήταν τυχαίοι. Αρχικά η παραγωγή τους γινόταν 

μηχανικά, καταγράφοντας τις ενδείξεις από γεννήτριες τυχαίων αποτελεσμάτων, όπως είναι 

το ζάρι, ο κλήρος κ.α. Πίνακες με χιλιάδες αριθμούς παρήχθησαν με αυτόν τον τρόπο. Η 

ζήτηση για μια τέτοια διαδικασία προέκυπτε από την ανάγκη επιβεβαίωσης νέων θεωριών 

στη στατιστική και φαινομένων που μελετούσαν οι φυσικές επιστήμες.  

Ωστόσο,  γρήγορα έγινε κατανοητό ότι χρησιμοποιώντας συνεχώς τους ίδιους πίνακες, αυτοί 

χάνουν τη λειτουργικότητά τους. Η διαπίστωση αυτή κατέστησε τη ζήτηση νέων πινάκων όλο 

και πιο επιτακτική. Σε μια προσπάθεια να απλοποιηθούν  και να επιταχυνθούν οι διαδικασίες 

παραγωγής, άρχισαν να εφαρμόζονται αριθμητικές μέθοδοι εξεύρεσης τυχαίων αριθμών σε 

προϋπάρχοντες πίνακες μηχανικά παραχθέντων τυχαίων αριθμών. Οι αριθμητικές αυτές 

μέθοδοι σχημάτισαν την πρώιμη έννοια του ψευδοτυχαίου αριθμού, δηλαδή ενός τυχαίου 

αριθμού που παράχθηκε από έναν προκαθορισμένο αλγόριθμο.  

Αυτές οι πρακτικές σε συνδυασμό με το γεγονός ότι η δειγματοληψία ως αναπτυσσόμενος 

κλάδος της στατιστικής επιζητούσε τυχαία δείγματα, έθεσαν στο επίκεντρο το ζήτημα του τι 

είναι η τυχαιότητα για τα μαθηματικά. Το ερώτημα αυτό είναι πολυεπίπεδο. Αρχικά 

προκύπτει ένας λογικός διαχωρισμός που αφορά στην πηγή και στην εγγύηση της 

τυχαιότητας. Η τυχαιότητα είτε πηγάζει από το μέσο με το οποίο διεξάγεται είτε αξιολογείται 

βάσει ελέγχου των αποτελεσμάτων της.  

Για παράδειγμα, αν και στις έξι ρίψεις ζαριού έρθει ως αποτέλεσμα ο αριθμός 6, από τη μία 

πλευρά μπορεί να θεωρείται  πως πρόκειται για ένα πραγματικά τυχαίο φαινόμενο, απλά και 

μόνο γιατί το αποτέλεσμα προήλθε από ένα ζάρι. Από την άλλη πλευρά, όμως, ένα τέτοιο 
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αποτέλεσμα ενδεχομένως να μην είναι σύμφωνο με τη διαίσθησή μας για την τυχαιότητα61. 

Επιπρόσθετα, με την ανάπτυξη των υπολογιστικών εφαρμογών ανακύπτει και το πρόβλημα 

του πώς κρίνεται μαθηματικά το φερόμενο ως τυχαίο εξαγόμενο ενός προκαθορισμένου 

αλγορίθμου.  Άλλωστε, τα μαθηματικά σαν επιστήμη ενδεχομένως να πρέπει να είναι σε 

θέση να αποφανθούν για την τυχαιότητα κάθε αποτελέσματος ανεξαρτήτως του τρόπου με 

τον οποίο παράχθηκε. Παρόμοια ζητήματα απασχόλησαν αρκετούς μαθηματικούς στην 

προσπάθεια να δοθεί ένας μαθηματικός ορισμός της τυχαιότητας.    

Στα σύγχρονα μαθηματικά, σύμφωνα με τους Jolfaee et al. (2014)62, η λέξη τυχαίο (random) 

ερμηνεύεται ως το απρόβλεπτο αποτέλεσμα μιας φυσικής διαδικασίας, όπως είναι τα 

αποτελέσματα από ρίψεις ζαριών και κερμάτων. Η λέξη ψευδοτυχαίο αποδίδει νόημα στους 

αριθμούς που εξάγονται από προγράμματα υπολογιστών. Αυτές οι δύο διαδικασίες 

θεωρούνται κοινές, υπό την έννοια πως μέσω μιας μηχανικής διαδικασίας παράγονται 

τυχαίως νούμερα. Οι αριθμοί που παράγονται από υπολογιστές χαρακτηρίζονται 

«ψευδοτυχαίοι», γιατί, παρόλο που το αποτέλεσμα θεωρείται απρόβλεπτο, υπάρχει πάντα 

κάποιος αλγόριθμος που το εξάγει. Ένα άλλο κοινό σημείο και στις δύο προσεγγίσεις 

αποτελεί η ύπαρξη της κατανομής. Τα περισσότερα πειράματα τύχης που διδάσκονται στο 

σχολείο αναφέρονται σε ομοιόμορφη κατανομή. Ομοίως λειτουργούν και τα ευρέως 

χρησιμοποιούμενα λογισμικά που παράγουν τυχαίους αριθμούς. Αυτές οι διαδικασίες, που 

μπορούν να ιδωθούν και με διαφορετικές κατανομές, θέτουν εμμέσως το ζήτημα του πώς 

μπορούμε να προσεγγίσουμε την τυχαιότητα ανεξάρτητα από την κατανομή. Προκειμένου 

να εκτιμηθεί η τυχαιότητα ενός «γυμνού» αποτελέσματος, χρησιμοποιείται ο όρος της 

τυχαίας ακολουθίας ως μιας σειράς αποτελεσμάτων ή παρατηρήσεων. 

Η πρώτη απόπειρα για τον μαθηματικό ορισμό της τυχαιότητας έγινε από τον Von Mises στις 

αρχές του προηγούμενου αιώνα. Η προσπάθειά του είχε σαν σκοπό να προσφέρει μια 

διαισθητικά καλύτερη προοπτική στη θεωρία των σχετικών συχνοτήτων παρέχοντας μια πιο 

εύληπτη εικόνα για την τυχαιότητα. Σύμφωνα με τον Von Mises μια ακολουθία 

παρατηρήσεων είναι τυχαία, αν δεν υπάρχει κανένας63 τρόπος να προβλέψουμε σε ποιο 

σημείο της ακολουθίας ένα συγκεκριμένο αποτέλεσμα θα επέλθει64. Ο ορισμός του καλείται 

και ως «αδυναμία ενός συστήματος ευνοϊκού πονταρίσματος» (the impossibility of a 

gambling system), θέλοντας με αυτόν τον τρόπο να υποδηλωθεί η διαισθητικά αντιληπτή 

ιδιότητα μιας τυχαίας ακολουθίας, δηλαδή η αδυναμία προβλεψιμότητάς της. Με άλλα 

λόγια, σύμφωνα με τον ορισμό του Von Mises, δεν υπάρχει κάποιο σύστημα, έτσι ώστε 

κάποιος να μπορεί να αλλάξει τη σχετική συχνότητα εμφάνισης ενός συγκεκριμένου 

αποτελέσματος υπέρ του.  Οι Jolfaee et al. (2014, σελ. 398) παρατηρούν ότι ο ορισμός του 

Von Mises είναι άρρηκτα συνδεδεμένος με την έννοια της ανεξαρτησίας των παρατηρήσεων. 

                                                             
61 Τα συμπεράσματα κατά την εξέταση τυχαίων ακολουθιών διαφοροποιούνται αναλόγως του αν 
πρόκειται για πεπερασμένη ή άπειρη ακολουθία. 
62 Jolfaee, S., Zazkis, R., & Sinclair, N. (2014). “It Is Very, Very Random Because It Doesn’t Happen Very 

Often”: Examining Learners’ Discourse on Randomness. In Advances in Mathematics Education (pp. 

397–416). Springer Netherlands, σελ. 399.  
63 Επειδή ήταν μια έννοια που επεξεργάστηκε αρκετές φορές σε κάποιες μορφές δίνεται ως να είμαστε 

πεπεισμένοι ότι δεν υπάρχει κανένας τρόπος. 
64 Bennett, D. (2011). Defining Randomness. In Philosophy of Statistics (pp. 633–639). Elsevier. 
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Ο επόμενος ορισμός δόθηκε από τον Kolmogorov (1963, 1965) στα πλαίσια της θεωρίας της 

υπολογιστικής πολυπλοκότητας. Σύμφωνα με τον Kolmogorov τυχαία είναι εκείνη η 

ακολουθία που παρουσιάζει τη μέγιστη πολυπλοκότητα. Η δήλωση αυτή σημαίνει ότι η 

περιγραφή μιας τέτοιας ακολουθίας δεν μπορεί να συμπτυχθεί, δεν υπάρχει δηλαδή κάποιος 

κανόνας, πρόγραμμα ή αλγόριθμος που να μπορεί να την αναπαράξει συνοπτικότερα από 

αυτή καθαυτή την περιγραφή της, στοιχείο προς στοιχείο ακριβώς (algorithmically 

incompressible or irreducible). Ο ορισμός αυτός θα μπορούσε να αναδιατυπωθεί ως εξής: Ο 

μαθηματικός τύπος περιγραφής μιας πεπερασμένης τυχαίας ακολουθίας θα έχει κατ’ ανάγκη 

την ίδια έκταση (μήκος) με την ακολουθία αυτή.  

Στη γλώσσα της θεωρητικής πληροφορικής, ο Chaitin (1975)65, ακολουθώντας τον παραπάνω 

ορισμό δήλωσε πως μια ακολουθία είναι τυχαία, εάν ο μικρότερος αλγόριθμος που είναι 

ικανός να την αναπαραστήσει έχει τα ίδια bits πληροφορίας με την ακολουθία. Η Bennett 

(1998, σελ. 164) σημειώνει πως ο Chaitin είδε στην προσέγγιση του Kolmogorov τη 

δυνατότητα ύπαρξης βαθμών τυχαιότητας. Όσο εκτενέστερη/πολυπλοκότερη είναι η 

συνοπτικότερη δυνατή περιγραφή μιας ακολουθίας, τόσο πιο τυχαία θεωρείται η ακολουθία 

αυτή και τόσο περισσότερο τείνει προς την απόλυτη τυχαιότητα. Υπό αυτήν την έννοια 

προκύπτουν μετρήσιμοι βαθμοί τυχαιότητας. 

Ένας από τους προβληματισμούς που ανακύπτουν αναφορικά με τους παραπάνω ορισμούς 

είναι πως η έννοια της απόλυτης τυχαιότητας μπορεί να εφαρμοστεί μόνο σε άπειρες 

ακολουθίες. Κατά συνέπεια, η τυχαιότητα κατατάσσεται στις θεωρητικές έννοιες. Η 

προσέγγιση των Kolmogorov – Chaitin ικανοποιεί μια διαισθητική συνθήκη της τυχαιότητας, 

αυτή της έλλειψης περιοδικότητας. Μια ακανόνιστη διάταξη των στοιχείων μιας ακολουθίας 

γίνεται πιο εύκολα δεκτή66 σαν τυχαία. Ένα άλλο ζήτημα που προκύπτει, είναι πως η εν λόγω 

προσέγγιση δεν απορρίπτει μόνο τις ακολουθίες με περιοδικότητα. Τα δεκαδικά ψηφία του 

π, δεν είναι τυχαία σύμφωνα με τα κριτήρια των Kolmogorov – Chaitin, παρόλο που το πρώτο 

δισεκατομμύριο των ψηφίων του ικανοποιεί άλλα στατιστικά τεστ σχετικά με τη διασπορά, 

την ομοιόμορφη κατανομή και τη μη προβλεψιμότητά του67.  

Η Bennett (1998, 2011) αντιλαμβάνεται ότι παρά τις διαφωνίες σχετικά με την πηγή68 της 

τυχαιότητας και παρά τις ανεπάρκειες των εναλλακτικών ορισμών και τις αντιφάσεις τους, 

εντούτοις υπάρχει συμφωνία σε θεμελιώδη σημεία. Ναι μεν είναι δύσκολο να οριστεί η 

τυχαιότητα, ωστόσο ο ορισμός της οφείλει να ικανοποιεί κάποιες διαισθητικές συνθήκες. 

Πρέπει να εσωκλείει τις έννοιες της αβεβαιότητας και της μη προβλεψιμότητας, καθώς και 

να εξασφαλίζει την αίσθηση μιας δίκαιης κατανομής μακροπρόθεσμα.  

                                                             
65 Deborah J. Bennett. (1998) Randomness Harvard University Press, σχόλιο 18, κεφ. 9, σελ. 206. 
66 Αυτή η παρατήρηση είναι ιδιαιτέρως εμφανής στους μαθητές, οι οποίοι δύσκολα κατανοούν το ότι 
έξι συνεχόμενες κεφαλές έχουν την ίδια πιθανότητα με οποιοδήποτε άλλο απλό αποτέλεσμα έξι 
ρίψεων ενός κέρματος. 
67 Jolfaee, S., Zazkis, R., & Sinclair, N. (2014). “It Is Very, Very Random Because It Doesn’t Happen Very 

Often”: Examining Learners’ Discourse on Randomness. In Advances in Mathematics Education (pp. 

397–416). Springer Netherlands, σελ. 400. 
68 Η Bennett θεωρεί ότι ο ορισμός των Kolmogorov-Chaitin εδράζεται τόσο στη διαδικασία όσο και στο 

αποτέλεσμα. Bennett, D. (2011). Defining Randomness. In Philosophy of Statistics (pp. 633–639). 

Elsevier. 
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Η Bennett (1998, σελ. 172) βασιζόμενη στην άποψη του Kolmogorov πως τυχαιότητα μπορεί 

να αποδοθεί μόνο κατά προσέγγιση σε πεπερασμένους πληθυσμούς, καθώς και σε αυτήν 

του Chaitin για βαθμούς τυχαιότητας, λαμβάνει θέση υπέρ μιας σχετικής τυχαιότητας. Η 

τυχαιότητα είναι σχετική τόσο ως προς το μέτρο της όσο και ως προς τι και ποιόν εξυπηρετεί. 

Μια ακολουθία είναι σχετικώς τυχαία αναλόγως των στατιστικών τεστ που πέρασε και 

συναρτήσει του σκοπού για τον οποίο θέλουμε να την χρησιμοποιήσουμε. 

Οι Landsman et al. (2016)69 συγκλίνουν σε μια θέση παρόμοια με την παραπάνω. Εφόσον δεν 

μπορεί να υπάρξει απόλυτη τυχαιότητα, προκειμένου κάποιος να την ορίσει, χρειάζεται να 

προσδιορίσει σχετικά με τι κάποια φερόμενα ως τυχαία γεγονότα θα θεωρούνται όντως 

τυχαία. Με άλλα λόγια, πρέπει να προσδιορίζεται με βάση ποιον ορισμό/κανόνα ένα 

αποτέλεσμα χαρακτηρίζεται ως τυχαίο. Εφόσον οι κανόνες ποικίλλουν, προκύπτει 

αναπόφευκτα μια διαβάθμιση αυτού που ορίζουμε ως τυχαιότητα. Το εκάστοτε περιεχόμενό 

της διαμορφώνεται αναλόγως του πλαισίου στο οποίο εφαρμόζεται. 

Ο Terrence Tao (2008)70 αναζητεί υποδείγματα τυχαιότητας σε ακολουθίες εξετάζοντας την 

αλγεβρική τους δομή. Βασικό ζητούμενο είναι να μην υπάρχει επαναλαμβανόμενη ροή 

πληροφορίας μεταξύ των όρων, δηλαδή οι n-1, n, n+1 όροι να μην παρουσιάζουν σταθερή 

σχέση.  

Οι Durand et al. (2003)71 διαφωνούν συνολικά με την αλγοριθμική προσέγγιση της 

τυχαιότητας, ειδικά όταν η θεωρία των πιθανοτήτων δεν χρησιμοποιεί αλγορίθμους. Στη δική 

τους προσέγγισή επινοείται η έννοια της τυπικής αντιπροσωπευτικότητας. Μια ακολουθία 

είναι τυχαία, αν αποτελεί τυπική αντιπροσώπευση όλης της κλάσης των ακολουθιών, με την 

έννοια ότι δεν έχει κάποια διακριτική ιδιότητα που να την ξεχωρίζει.  

Οι Jolfaee et al. (2014, σελ. 399) σημειώνουν πως οι κατηγορίες του Tsonis (2008) για την 

τυχαιότητα παρουσιάζουν περισσότερα κοινά στοιχεία με τον τρόπο αντίληψης της έννοιας 

αυτής στην καθημερινότητα. Ο Tsonis πρότεινε τρεις διαφορετικές μορφές τυχαιότητας: 

1. Η πρώτη απορρέει από την άγνοια των κανόνων λειτουργίας ενός συστήματος, είτε 

αυτοί υπάρχουν είτε όχι. 

2. Η δεύτερη από τη θεωρία του χάους, όπου μικρές διαφοροποιήσεις των αρχικών 

συνθηκών προκαλούν απρόβλεπτα αποτελέσματα. 

3. Η τρίτη από μια στοχαστική διαδικασία κατά την οποία αναρίθμητοι εξωτερικοί 

παράγοντες επηρεάζουν ένα σύστημα με τις αλλεπάλληλες δράσεις τους. 

Οι Jolfaee et al. (2014) καταλήγουν στο συμπέρασμα πως αυτή η πληθώρα και η ασυμφωνία 

ορισμών και προσεγγίσεων αντανακλάται στην αδυναμία των μαθητών να αναγνωρίσουν ή 

να κατασκευάσουν παραδείγματα τυχαιότητας. Επιπρόσθετα, ο τρόπος με τον οποίο 

                                                             
69 The Challenge of Chance. (2016). In K. Landsman & E. van Wolde (Eds.), The Frontiers Collection. 

Springer International Publishing, σελ. 51. 
70 Jolfaee, S., Zazkis, R., & Sinclair, N. (2014). “It Is Very, Very Random Because It Doesn’t Happen Very 

Often”: Examining Learners’ Discourse on Randomness. In Advances in Mathematics Education (pp. 

397–416). Springer Netherlands, σελ. 399. 
71 Όπως παραπάνω, σελ. 399. 
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αντιλαμβάνονται και συζητούν τους όρους και τις ιδιότητες της τυχαιότητας συχνά αποκλίνει 

σε σχέση με την κοινώς αποδεκτή επιστημονική συλλογιστική. 

Κεφάλαιο 3 Έρευνες για τις Πιθανοτικές Αντιλήψεις των 

Μαθητών 
 

Η διδασκαλία των πιθανοτήτων είναι στενά συνδεδεμένη με την επιστήμη της ψυχολογίας. 

Οι θεωρίες της γνωσιακής ψυχολογίας και γενικά τα ευρήματα των ψυχολογικών ερευνών 

αποτελούν πολύτιμο οδηγό για την κατανόηση του τρόπου σκέψης των μαθητών, της 

ανάπτυξης των γνωστικών τους λειτουργιών και των άτυπων προϋπαρχουσών γνώσεών τους, 

τα οποία συνιστούν το πλαίσιο εντός του οποίου σχεδιάζεται και υλοποιείται η διδασκαλία. 

Παρακάτω παρατίθενται ορισμένες πολύ σημαντικές έρευνες και θεωρίες που πρέπει να 

λαμβάνονται υπόψιν στη διδακτική των πιθανοτήτων. 

 

3.1 Η Θεωρία των Αναπτυξιακών Σταδίων των Piaget & Inhelder 
 

Οι Piaget και Inhelder (1951)72 ήταν οι πρώτοι που διερεύνησαν τις αντιλήψεις των παιδιών 

σχετικά με τις έννοιες της τυχαιότητας και της πιθανότητας. Στην έρευνά τους, η οποία 

επικεντρώθηκε στην κατανόηση της κλασσικής έννοιας των πιθανοτήτων, προβάλλεται  μια 

άμεση σύνδεση των διανοητικών σταδίων ανάπτυξης των παιδιών με τον σχηματισμό 

πιθανοτικών αντιλήψεων. Διέκριναν τέσσερα στάδια ανάπτυξης:  

 

1. Το στάδιο των αισθησιοκινητικών λειτουργιών (έως την ηλικία των 4 ετών) 

2. Το προσυλλογιστικό (preoperational) στάδιο (4-7 ετών) 

3. Το στάδιο των συγκεκριμένων νοητικών λειτουργιών (concrete operational) (7 – 11 

ετών) 

4. Το στάδιο των αφηρημένων νοητικών λειτουργιών (formal operational) (παιδιά άνω 

των 11 ετών).  

Σύμφωνα με τους Piaget και Inhelder, τα παιδιά που ανήκουν στο προσυλλογιστικό στάδιο 

ανάπτυξης δεν μπορούν να κάνουν την διάκριση μεταξύ βέβαιων και αβέβαιων-τυχαίων 

γεγονότων, καθώς δεν έχουν αναπτυχθεί ακόμη οι λογικο-αριθμητικές νοητικές λειτουργίες 

που θα τους επέτρεπαν να αντιληφθούν τη σχετική διάκριση.  Τα παιδιά στο στάδιο αυτό 

αδυνατούν να προβούν σε ιεραρχικές κατηγοριοποιήσεις και αντιλαμβάνονται τον κόσμο 

διαισθητικά. Παρατηρείται δε η τάση να επεξηγούν-ερμηνεύουν τα διάφορα γεγονότα όχι με 

λογικούς κανόνες, αλλά με υποκειμενικό - εγωκεντρικό τρόπο, δηλαδή με βάση τα 

προσωπικά τους βιώματα.  

 

                                                             
72 Piaget, J., & Inhelder, B. (1951). La genèse de l'idée de hasard chez l'enfant. [The genesis of the idea 
of chance in the child]. Presses Universitaires de France. 
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Σύμφωνα με τον Piaget και την Inhelder η ιδέα της τυχαιότητας αρχίζει να σχηματίζεται μετά 

τα επτά έτη, κατά το στάδιο των συγκεκριμένων λειτουργιών. Στο στάδιο αυτό, τα παιδιά 

αρχίζουν να εφαρμόζουν επαγωγικούς συλλογισμούς και δεν στηρίζονται τόσο στις 

υποκειμενικές και προσωπικές τους εμπειρίες. Αποκτούν εξοικείωση με έννοιες, όπως η 

αναγκαιότητα, οι αιτιακοί νόμοι κ.λπ. και αρχίζουν να αντιλαμβάνονται τη διαφορά μεταξύ 

βέβαιων και αβέβαιων γεγονότων μέσω ανάπτυξης συγκεκριμένων λογικο-αριθμητικών 

λειτουργιών. Ωστόσο, δεν είναι σε θέση να προβούν σε εξαντλητική ανάλυση όλων των 

πιθανών ενδεχομένων. Και τούτο διότι σύμφωνα με τους Piaget και Inhelder, η εύρεση του 

συνόλου του δειγματικού χώρου προϋποθέτει να ληφθούν υπόψιν ενδεχόμενα και 

υποθέσεις, αλλά τα παιδιά μπορούν να διαχειριστούν μόνο πραγματικά (εξαγόμενα) 

αποτελέσματα.   

 

Στο επόμενο στάδιο ανάπτυξης, αυτό των αφηρημένων νοητικών λειτουργιών, τα παιδιά 

είναι πλέον σε θέση να συνθέσουν τις συμπληρωματικές έννοιες του βέβαιου και του 

αβέβαιου σε μια ενιαία πιθανοτική ιδέα/εικόνα. Με άλλα λόγια, αναπτύσσεται σταδιακά η 

αρχή της «πιθανοτικής σύνθεσης» (probabilistic composition), η οποία θεωρείται από τους 

Piaget και Inhelder ως η ψυχολογική βάση για την κατανόηση των πιθανοτήτων. Τα παιδιά 

μπορούν να αναπτύξουν συστηματική σκέψη και να κατανοήσουν πιο σύνθετες καταστάσεις. 

Έχουν πλέον αναπτύξει και καλλιεργήσει τις απαραίτητες νοητικές λειτουργίες, για να 

προσδιορίσουν όλους τους πιθανούς συνδυασμούς που συνιστούν τον δειγματικό χώρο ενός 

σύνθετου πειράματος τύχης και να τους συσχετίσουν με το σύνολο των δυνατών εξαγόμενων 

ενός δειγματικού χώρου.  

 

Συμπερασματικά, οι Piaget και Inhelder υποστηρίζουν την άποψη ότι η ιδέα της τυχαιότητας 

στα παιδιά δεν μπορεί να αναπτυχθεί παρά μόνο συμπληρωματικά με εκείνη της αιτιότητας. 

Η αιτιότητα αποτελεί το πλαίσιο αναφοράς για τον προσδιορισμό των τυχαίων γεγονότων. 

Κατά συνέπεια, τα παιδιά δεν μπορούν να κατανοήσουν την τυχαιότητα πριν από το στάδιο 

των συγκεκριμένων λειτουργιών, οπότε, όπως προαναφέρθηκε, αρχίζουν να ξεχωρίζουν τα 

βέβαια από τα αβέβαια γεγονότα και να κατανοούν τους παράγοντες που συμβάλλουν στα 

αναγκαία γεγονότα. 

 

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται συνοπτικά τα τρία τελευταία αναπτυξιακά στάδια 

των Piaget και Inhelder: 

 

Αναπτυξιακό 
Στάδιο 
 

Λογικές και 
Αριθμητικές 
Λειτουργίες 

Αναλυτικοί 
Συλλογισμοί 

Πιθανοτικοί 
Συλλογισμοί 

Προσυλλογιστικό 
(4-7 έτη) 

Περισσότερο 
διαισθητικές παρά 
λογικές λειτουργίες. 
Αδυναμία διάκρισης 
μέρους και όλου. 

Έλλειψη ικανότητας 
εκτέλεσης πράξεων 
πολλαπλασιασμού. 

Αδυναμία διάκρισης 
βέβαιου και 
αβέβαιου 
ενδεχομένου. 
 

Συγκεκριμένων 
Λειτουργιών 
(7-11 έτη) 

Ικανότητα 
διάκρισης, 
ιεράρχησης και 

Ανάπτυξη 
συνδυαστικής 
σκέψης και 

Πρώιμη αντίληψη της 
τυχαιότητας και της 
έννοιας του 
ενδεχομένου. 
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συσχέτισης 
γεγονότων. 

αντίληψης 
αλληλεξαρτήσεων. 

Αφηρημένων 
Νοητικών 
Λειτουργιών 
(11+ έτη) 

Τυπικοί συλλογισμοί 
και λειτουργίες. 

Πλήρης ανάπτυξη 
αναλυτικής σκέψης. 

Αντίληψη 
πιθανοτικών 
συλλογισμών και 
ικανότητα κρίσεως 
πολλαπλών 
εξαγομένων. 

 

 

3.2 Η Θεωρία των Πιθανοτικών Διαισθήσεων (intuitions) του 

Fischbein 
 

Ο Fischbein (1975) υιοθετώντας εν μέρει το πλαίσιο των αναπτυξιακών σταδίων των Piaget 

και Inhelder, επικεντρώθηκε περισσότερο στις πιθανοτικές διαισθήσεις των μαθητών και στη 

σημασία της συστηματικής διδασκαλίας για την ανάπτυξη του πιθανοτικού συλλογισμού 

τους. Η μεγάλη συνεισφορά του Fischbein έγκειται στον εναρμονισμό των ευρημάτων των 

ψυχολογικών – παιδαγωγικών ερευνών με την πρακτική και τους αντικειμενικούς σκοπούς 

της διδασκαλίας. Όπως σημειώνουν οι E.S. Mooney et al. (2014)73, η θεωρία των 

αναπτυξιακών σταδίων του πιθανοτικού συλλογισμού του Fischbein είναι παράλληλα και μια 

θεωρία για την ίδια τη διδασκαλία των πιθανοτήτων. 

 

Κύριο αντικείμενο του εκτενούς έργου του Fischbein είναι ο εντοπισμός εκείνων των 

συνειδητών ή μη δομών που επηρεάζουν την αφομοίωση της διδασκαλίας. Οι δομές αυτές 

αποδίδονται υπό το σχήμα των διαισθήσεων. Οι διαισθήσεις είναι γνωσιακές κατακτήσεις 

που παρεμβαίνουν άμεσα στην πρακτική και νοητική δράση, λόγω της αμεσότητας, της 

σφαιρικότητας και της προφανούς ισχύος που τις χαρακτηρίζει. Διακρίνονται σε δύο είδη: 

 

 Τις «πρωτογενείς» (primary) διαισθήσεις, οι οποίες προέρχονται από την εμπειρία του 

ατόμου και σχηματίζονται πριν και ανεξάρτητα από την επίδραση της συστηματικής 

διδασκαλίας (π.χ. οι πρωταρχικές διαισθήσεις του χώρου και του χρόνου κλπ.). 

 Τις «δευτερογενείς» (secondary) διαισθήσεις, οι οποίες δομούνται συστηματικά κατά τη 

διάρκεια της εκπαιδευτικής διαδικασίας (π.χ. η ιδέα ότι ένα σώμα διατηρεί την κατάσταση 

κίνησης ή ηρεμίας του μέχρι να παρέμβει κάποια εξωτερική δύναμη).  

Οι πρωτογενείς διαισθητικές αντιλήψεις των παιδιών αποτελούν ιδιαίτερα σημαντικό 

παράγοντα που πρέπει να λαμβάνεται υπόψιν κατά την εκπαιδευτική διαδικασία, καθώς 

αποτελούν υπόβαθρο της γνωστικής ανάπτυξης των μαθητών. Στην έρευνά του o Fischbein 

επιχείρησε να αναδείξει παρανοήσεις και προκαταλήψεις που πρέπει να ξεπεραστούν (π.χ. 

γλωσσικές προκαταλήψεις λόγω αδυναμίας εξεύρεσης σαφών ορισμών για τις έννοιες του 

                                                             
73 Mooney, E. S., Langrall, C. W., & Hertel, J. T. (2014). A Practitional Perspective on Probabilistic 
Thinking Models and Frameworks. In Advances in Mathematics Education (pp. 495–507). Springer 
Netherlands, σελ. 498. 
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δυνατού, του αδύνατου και του βέβαιου, έλλειψη λογικών ικανοτήτων κλπ.), ώστε να 

δημιουργηθεί ένα συνεκτικό διαισθητικό υπόβαθρο για την ανάπτυξη του πιθανοτικού 

συλλογισμού.  

 

Οι παρατηρήσεις του Fischbein (1975, σελ. 117-131) σχετικά με τα αναπτυξιακά στάδια των 

Piaget και Inhelder συνοψίζονται παρακάτω: 

 

 Κατά τους Piaget και Inhelder η ιδέα της τυχαιότητας αρχίζει να γίνεται αντιληπτή μετά τα 

επτά έτη, κατά το στάδιο των «συγκεκριμένων λειτουργιών». Ο Fischbein (1975, σελ. 156-

158) συμφωνεί εν μέρει με τη συγκεκριμένη τοποθέτηση. Διαχωρίζοντας την 

επιστημονική έννοια της τύχης, η κατανόηση της οποίας απαιτεί τη συνδρομή 

προϋποθέσεων που σχετίζονται με το αναπτυξιακό στάδιο των μαθητών, επισημαίνει πως 

υπάρχει και μια διαισθητική έννοια της τυχαιότητας, η οποία αναπτύσσεται πριν το 

στάδιο των «συγκεκριμένων λειτουργιών». Αυτή η πρωταρχική διαισθητική αντίληψη 

υπάρχει και διαμορφώνεται παράλληλα με τη διαισθητική αντίληψη της αναγκαιότητας 

στην καθημερινότητα των παιδιών, πριν από τα επτά τους έτη. Με άλλα λόγια, ο Fischbein 

θεωρεί ότι ήδη κατά το προσυλλογιστικό στάδιο υπάρχουν μερικώς σχηματισμένες 

πιθανοτικές έννοιες στην αντίληψη των παιδιών. 

 Σε αντίθεση με τους Piaget και Inhelder, ο Fischbein θεωρεί ότι κατά το στάδιο των 

«αφηρημένων νοητικών λειτουργιών» οι μαθητές δεν είναι ακόμα ικανοί να 

χρησιμοποιούν συστηματικές νοητικές διεργασίες, προκειμένου να προβαίνουν στην 

εξαντλητική απαρίθμηση όλων των δυνατών διατάξεων και συνδυασμών ενός δοσμένου 

συνόλου στοιχείων, παρά μόνο μέσω της κατάλληλης διδασκαλίας. Παρατηρεί, ωστόσο, 

ότι τα παιδιά είναι σε θέση να προσδιορίσουν και να συγκρίνουν μεταξύ τους πιθανότητες 

με μεγαλύτερη ευκολία σε σχέση με το προηγούμενο στάδιο.  

 Οι Piaget και Inhelder υποστηρίζουν την άποψη ότι η ανάπτυξη πιθανοτικής σκέψης 

συναρτάται με τη δυνατότητα κατανόησης της σχέσης του μέρους με το όλον και της 

έννοιας του δειγματικού χώρου, καθώς και με την ανάπτυξη της συνδυαστικής σκέψης. 

Στον αντίποδα, κατά τον Fischbein πρωταρχικό ρόλο στην ανάπτυξη των πιθανοτικών 

ιδεών διαδραματίζουν οι πρωτογενείς διαισθητικές αντιλήψεις των μαθητών σχετικά με 

τις έννοιες αυτές (οι οποίες, όπως αναφέρθηκε ανωτέρω υπάρχουν ήδη πριν την ηλικία 

των επτά ετών).  

Ακολουθεί συνοπτικός πίνακας με τα κύρια χαρακτηριστικά των αναπτυξιακών σταδίων του 

πιθανοτικού συλλογισμού κατά τον Fischbein: 

 

Στάδιο Διαισθητική 
Αντίληψη της 
Τυχαιότητας 

Συνδυαστικοί και 
Αναλυτικοί 
Συλλογισμοί 

Εκτίμηση 
Πιθανοτήτων 

Επίδραση 
Διδασκαλίας 

Προσχολικό 
(0-7 έτη) 

Πρώιμη 
αντίληψη της 
αβεβαιότητας. 

Μικρή ικανότητα 
συνδυασμού 
απλών υλικών 
αντικειμένων. 

Πρώιμη 
πιθανοτική κρίση 
κατά την εκτίμηση 
περιπτώσεων. 

Ελάχιστη 
επίδραση. 

Συγκεκριμένων 
Λειτουργιών 

Δημιουργία 
ενός 

Οικοδόμηση 
απλών λειτουργιών 

Διαισθητική 
σύγκριση 

Πρώιμη 
ανάπτυξη 
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(7-12 έτη) οργανωμένου 
εννοιολογικού 
πλαισίου για 
την τυχαιότητα 
(7-8 έτη). 
Ταυτόχρονα 
δημιουργία 
παρερμηνειών. 

μέσω ασκήσεων 
δοκιμής και 
λάθους (πλάνης). 
 
 

προσδοκώμενων 
αποτελεσμάτων 
σε απλές 
περιπτώσεις. 
(9-10 έτη). 

αναλογικών 
και 
συγκριτικών 
συλλογισμών 
 

Αφηρημένων 
Νοητικών 
Λειτουργιών 
(12+ έτη) 

Αναπτύσσονται 
συλλογιστικές 
που οδηγούν 
στην καλύτερη 
αφομοίωση των 
πιθανοτικών 
εννοιών. 

Μη πλήρης  
ανάπτυξη 
συστηματικών 
διαδικασιών, αλλά 
ικανοποιητική 
ανταπόκριση στη 
διδασκαλία. 

Επαρκής 
ανάπτυξη 
ικανοτήτων. 

Αποδοτική, 
μπορεί να 
οδηγήσει 
στην 
οικοδόμηση 
των τυπικών 
πιθανοτικών 
εννοιών. 

 

Μια σημαντική παρατήρηση του Fischbein (1975, σελ. 171-173) αφορά συνολικά στην 

επίδραση της εκπαιδευτικής διαδικασίας στις αντιλήψεις των μαθητών. Παρατηρεί ότι το 

εκπαιδευτικό σύστημα καλλιεργεί συστηματικά την τάση προς μια αιτιοκρατική εξήγηση των 

φαινομένων. Οι πιθανοτικές διαισθητικές αντιλήψεις των παιδιών διαμεσολαβούνται και 

αλλάζουν ριζικά κάτω από την υπερπληθώρα ντετερμινιστικών θεμάτων που 

παρουσιάζονται κατά τη διδασκαλία. Ο μαθητής διδάσκεται πως για να γίνει πλήρως 

κατανοητό ένα φαινόμενο πρέπει να αποδοθεί σε αυτό μια μοναδική αιτιακή αλυσίδα 

γεγονότων, δηλαδή ότι η επίλυση ενός προβλήματος έγκειται στον μονοσήμαντο 

προσδιορισμό ενός αιτίου.  

Υπό την επίδραση μιας τέτοιας διδασκαλίας, τα τυχαία συμβάντα θεωρούνται ανεξήγητα και 

εκτός ελέγχου, ενώ από την άλλη πλευρά οι μονοσήμαντες συνδέσεις ντετερμινιστικού 

χαρακτήρα είναι αποδεκτές και απαραίτητες, για να εκλογικευτούν τα φαινόμενα. Αρκετά 

συχνά, όταν ένας μαθητής είναι αδύνατον να προβλέψει μια ακολουθία γεγονότων, 

καταφεύγει σε στερεοτυπικά σχήματα που του φαίνονται κατανοητά προσπαθώντας να 

εφαρμόσει μια λογική δομή στην ακολουθία. Αναζητεί δηλαδή συσχετίσεις και εξαρτήσεις 

γεγονότων εντός της ακολουθίας, προκειμένου να εξαλείψει την αβεβαιότητά του (Negative 

recency effect74). 

Συνοψίζοντας τη θέση του Fischbein, η προτίμηση των μαθητών για μονοσήμαντες 

απαντήσεις ντετερμινιστικού χαρακτήρα δικαιολογείται σε μεγάλο βαθμό από  την επιρροή 

του κοινωνικού τους περιβάλλοντος και της διδασκαλίας στο σχολείο. Το παιδί διδάσκεται 

άμεσα ή έμμεσα πως η εξήγηση συνίσταται στον προσδιορισμό ενός αιτίου, πως μια 

πρόβλεψη πρέπει να είναι βέβαιη και πως η αβεβαιότητα και η απροσδιοριστία δεν είναι 

αποδεκτές επιστημονικές θέσεις. Ο προβληματισμός που εγείρεται δεν αφορά μόνο στη 

διδασκαλία των πιθανοτήτων, αλλά γενικά στον τρόπο διδασκαλίας αρκετών φαινομένων 

από πολύ μικρή ηλικία. 

                                                             
74 Fischbein, E. (1975). The Intuitive Sources of Probabilistic Thinking in Children. Springer Netherlands, 
σελ. 125. 



56 
 

3.3 Στάδια Διαμόρφωσης Πιθανοτικού Συλλογισμού 
 

Υπό την επίδραση του έργου των Piaget, Inhleder και Fischbein το ερευνητικό ενδιαφέρον 

στράφηκε σε περαιτέρω σύνδεση των διανοητικών σταδίων και των αντιληπτικών 

ικανοτήτων των μαθητών με τα διδακτικά αντικείμενα της θεωρίας των πιθανοτήτων. Σκοπός 

των ερευνών ήταν ο εντοπισμός και η ταξινόμηση των χαρακτηριστικών εκείνων, τα οποία 

θα καθοδηγούσαν τον σχεδιασμό της εκπαιδευτικής διαδικασίας.  

Ο Shaughnessy (1992) κατηγοριοποίησε τέσσερις μορφές αντιληπτικής ικανότητας και 

συλλογιστικής με βάση την κατανόηση των στοχαστικών διαδικασιών από τους μαθητές. 

Κάθε κατηγορία περιγράφει διαφορετικά χαρακτηριστικά του πιθανοτικού συλλογισμού:  

1. Μη στατιστικός (Non-statistical):  Συλλογισμοί βασισμένοι σε υποκειμενικές κρίσεις, 

ντετερμινιστικά μοντέλα, αιτιώδης εξήγηση αποτελεσμάτων, έλλειψη αντίληψης 

τυχαιότητας και τυχαίων συμβάντων. 

2. Πρώιμος-στατιστικός (Naïve-statistical): Χρήση πολλαπλών ευρετικών, μη 

κανονιστικοί συλλογισμοί (βασισμένοι ως επί το πλείστον σε εμπειρικές γνώσεις), 

πρώιμη αντίληψη της τυχαιότητας και των τυχαίων συμβάντων. 

3. Εξελισσόμενος–στατιστικός (Emergent-statistical): Ικανότητα εφαρμογής 

κανονιστικών συλλογισμών σε απλά προβλήματα, ικανότητα διάκρισης μεταξύ 

διαισθητικών και μαθηματικών κρίσεων, σταδιακή κατανόηση πολλαπλών 

μαθηματικών αναπαραστάσεων της πιθανότητας. 

4. Πρακτικός–στατιστικός (Pragmatic-statistical): Εις βάθος κατανόηση των 

διαφορετικών πιθανοτικών μοντέλων, πολλαπλές ικανότητες σύγκρισης, επιλογής 

και εφαρμογής κανονιστικών συλλογισμών. 

Οι Bryant και Nunes (2014)75 προβάλλουν τέσσερεις γνωσιακές ικανότητες σαν 

προϋποθέσεις για την κατανόηση των πιθανοτήτων από τους μαθητές: 

 Κατανόηση της τυχαιότητας 

 Κατανόηση και υπολογισμός του δειγματικού χώρου 

 Ποσοτικοποίηση και σύγκριση πιθανοτήτων 

 Κατανόηση συσχετίσεων γεγονότων 

Στο μοντέλο του Piaget για τα στάδια γνωστικής ανάπτυξης βασίστηκαν μετέπειτα και άλλες 

προσπάθειες μελέτης και ταξινόμησης της αναπτυξιακής πορείας των μαθητών και της 

εξέλιξης του πιθανοτικού τους συλλογισμού. Η ταξινομία SOLO76 αποτελεί μια τέτοια 

προσπάθεια. Χωρίζεται σε πέντε στάδια, το αισθησιοκινητικό (0-2 ετών), το εικονικό (2-6 

ετών), το στάδιο των συγκεκριμένων συμβολικών λειτουργιών (6-14 ετών), το τυπικό-

κανονιστικό (14-20 ετών) και το λογικό (20 ετών και πάνω). Στην ταξινομία SOLO βασίστηκαν 

                                                             
75 Brase, G. L., Martinie, S., & Castillo-Garsow, C. (2014). Intuitive Conceptions of Probability and the 
Development of Basic Math Skills. In Advances in Mathematics Education (pp. 161–194). Springer 
Netherlands, σελ. 182. 
76 Structure of the Observed Learning Outcomes. 
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οι παρακάτω ερευνητές77, προκειμένου να αξιολογήσουν τα πορίσματα τους από τη 

διδασκαλία πιθανοτήτων: 

Οι Watson et al. (1997)78 διαχωρίζουν τις απαντήσεις των μαθητών σε μαθηματικά 

προβλήματα, συμπεριλαμβανομένων των πιθανοτήτων, σε τέσσερις κατηγορίες: i) στις μη 

δομημένες απαντήσεις (prestructural), όπου η επίλυση των προβλημάτων γίνεται θεωρητικά 

χωρίς τη χρήση συγκεκριμένων στοιχείων και αντικειμένων, ii) στις μονοδιάστατες 

(unistructural) απαντήσεις, όπου τα προβλήματα εξετάζονται μόνο από μια συγκεκριμένη 

σκοπιά, iii) στις πολυδιάστατες (multistructural) απαντήσεις, όπου γίνεται η σύνδεση 

διαφόρων διαστάσεων και iv) στις συσχετιστικές (relational) απαντήσεις, όπου επιδιώκεται 

η σύνθεση των σχέσεων μεταξύ διαφορετικών παραγόντων.  

Οι Jones et al. (1997) διεξήγαγαν έρευνα σχετικά με τον τρόπο συλλογισμού και τις 

προσεγγίσεις των μαθητών για τον δειγματικό χώρο, την πιθανότητα ενός ενδεχομένου, τη 

σύγκριση και την υπό συνθήκη πιθανότητα. Παρόμοια έρευνα διεξήγαγε και η Way (2003). 

Ένα κοινό χαρακτηριστικό των παραπάνω ερευνών είναι η αναγνώριση μεταβατικών 

σταδίων, κατά τα οποία απλές πιθανοτικές έννοιες μπορούν να γίνουν κατανοητές αλλά 

παρουσιάζεται δυσκολία στην ένταξή τους σε πιο πολύπλοκα συστήματα σκέψης και 

συλλογισμών79. 

Οι E.S. Mooney et al. (2014, σελ. 502) συνθέτουν τα ευρήματα των σύγχρονων ερευνών για 

τα αναπτυξιακά στάδια του πιθανοτικού συλλογισμού των μαθητών.  Η σύνθεσή τους 

περιλαμβάνει τα ακόλουθα τέσσερα στάδια: 

Μη δομημένοι (Prestructural) Πιθανοτικοί Συλλογισμοί 

Οι συλλογιστικές που αναπτύσσουν οι μαθητές είναι ακανόνιστες, υποκειμενικές και μη 

μαθηματικές. Παρουσιάζουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά: 

 Διαισθητική κατανόηση της τυχαιότητας. 

 Πίστη ότι μπορούν να ελέγξουν το αποτέλεσμα. 

 Πίστη ότι τα διαδοχικά γεγονότα είναι πάντοτε συσχετιζόμενα. 

 Δυσκολία σχηματισμού δειγματικών χώρων και διαχωρισμού δίκαιων και αδίκων 

καταστάσεων. 

 Ιδιόμορφοι συλλογισμοί κατά τις προβλέψεις. 
 

Μονοδιάστατοι (Unistructural) Πιθανοτικοί Συλλογισμοί 

Οι συλλογιστικές που αναπτύσσουν οι μαθητές περιέχουν ποσοτικοποιήσεις και αριθμούς 

αλλά όχι αναλογίες. Παρουσιάζουν τα εξής χαρακτηριστικά: 

                                                             
77 Mooney, E. S., Langrall, C. W., & Hertel, J. T. (2014). A Practitional Perspective on Probabilistic 
Thinking Models and Frameworks. In Advances in Mathematics Education (pp. 495–507). Springer 
Netherlands, σελ. 498.  
78 Way, J. (2003). The development of young children’s notions of probability. Proceedings of CERME3, 
Bellaria, σελ. 52. 
79 Way, J. (2003). The development of young children’s notions of probability. Proceedings of CERME3, 
Bellaria, σελ. 54-55. 
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 Τάση για επανεμφάνιση κρίσεων βάσει υποκειμενικών πεποιθήσεων.  

 Κατανόηση της τυχαιότητας στη βάση του «όλα είναι πιθανά». 

 Ποσοτικοποίηση προβλέψεων  ακραίων τιμών πιθανοφάνειας. 

 Σχηματισμός δειγματικών χώρων ενός και δύο βημάτων. 

 Διάκριση μεταξύ δίκαιων και άδικων καταστάσεων. 

 Σύγκριση πιθανοτήτων. 

 Καθορισμός πιθανοτήτων υπό συνθήκη. 

 Γνώση ότι οι πιθανότητες αλλάζουν υπό διαδοχικά γεγονότα. 

 

Πολυδιάστατοι (Multistructural ) Πιθανοτικοί Συλλογισμοί 

Οι συλλογιστικές που αναπτύσσουν οι μαθητές περιέχουν ποσοτικοποιήσεις και αναλογίες. 

Παρουσιάζουν τα παρακάτω χαρακτηριστικά: 

 Ικανότητα χρήσης ποσοστών, πιθανοτήτων και προσδοκιών. 

 Ικανότητα συστηματικού σχηματισμού δειγματικού χώρου ενός και δύο βημάτων. 

 Ικανότητα να παρέχουν παραδείγματα και τρόπους τυχαίας συμπεριφοράς. 

 Συνειδητοποίηση της ενδεχόμενης αλλαγής στις πιθανότητες και στην ανεξαρτησία 

των ενδεχομένων σε πειράματα με ή χωρίς επανάθεση.  

 Διατύπωση προβλέψεων, ενίοτε βάσει της ευρετικής της αντιπροσωπευτικότητας80. 

 

Συσχετιστικοί (Relational) Πιθανοτικοί Συλλογισμοί 

Οι συλλογιστικές που αναπτύσσουν οι μαθητές δείχνουν ικανότητα διασύνδεσης των 

διαφόρων πιθανοτικών εννοιών. Παρουσιάζουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά: 

 Συλλογισμοί βασισμένοι στις πιθανότητες. 

 Ικανότητα καθορισμού πιθανοτήτων σε σύνθετες καταστάσεις όπου δεν υπάρχει 

ισοπιθανότητα. 

 Ικανότητα συστηματικού σχηματισμού δειγματικού χώρου δύο και τριών βημάτων. 

 Σύνδεση πιθανοτήτων και δειγματικού χώρου. 

 Εξέταση κατανομής αποτελεσμάτων. 

 Αντίληψη τυχαίων διεργασιών χωρίς να επηρεάζονται από την τάξη ή την ισορροπία 

των αποτελεσμάτων. 

 

Η Savard (2014)81 αναγνωρίζει τη σπουδαιότητα και την αξία χρήσης τέτοιων 

κατηγοριοποιήσεων. Επισημαίνει, ωστόσο, την κριτική στάση που πρέπει να τηρείται έναντι 

τέτοιων προσπαθειών. Η πρώτη της παρατήρηση αφορά στην έννοια της αντίληψης: Η 

συστηματική κατηγοριοποίηση αντιληπτικών ικανοτήτων ενδέχεται να παραβλέπει την αξία 

που έχουν για τους ίδιους τους μαθητές οι αντιλήψεις αυτές, καθώς και το γεγονός ότι οι 

μαθητές μπορεί να έχουν πολλαπλές αντιλήψεις για ένα συγκεκριμένο ζήτημα. Για 

                                                             
80 Για την ευρετική της αντιπροσωπευτικότητας βλ. παρακάτω κεφ. 3.4. 
81 Savard, A. (2014). Developing Probabilistic Thinking: What About People’s Conceptions? In Advances 
in Mathematics Education (pp. 283–298). Springer Netherlands, σελ. 287-289. 
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παράδειγμα, αναφέρει, ένας μαθητής μπορεί να επιχειρηματολογεί για ένα δίκαιο κέρμα 

λέγοντας πως «όλοι οι παίκτες έχουν ίσες πιθανότητες να κερδίζουν, γιατί το κέρμα έχει δύο 

όψεις και δεν μπορεί κανείς να πει ποια πλευρά θα έρθει, αφού δεν είναι αυτός που ρίχνει 

το κέρμα» (Savard 2008a) . 

Το επιχείρημα της Savard είναι ότι μπορεί ένας μαθητής να επιλύει ικανοποιητικά το 

μαθηματικό σκέλος των προβλημάτων που του τίθενται, χωρίς όμως αυτό να σημαίνει ότι 

έχει αφομοιώσει το εννοιολογικό πλαίσιο λειτουργίας των πιθανοτήτων. Σε αυτό το σημείο 

έγκειται η δεύτερη παρατήρησή της: Το κριτήριο ταξινόμησης γνωστικών σταδίων και 

δεξιοτήτων δεν μπορεί να είναι η απλή επίλυση ασκήσεων, αλλά η ανάπτυξη μιας 

συλλογιστικής που συνεκτιμά τη μεταβλητότητα και την αναθεώρηση των αποτελεσμάτων 

λόγω της φύσεως των τυχαίων φαινομένων. 

 

3.4 Ευρετικές Μέθοδοι και Μεροληπτικές Κρίσεις  
 

Οι άτυπες ιδέες-αντιλήψεις των παιδιών αναφορικά με τις έννοιες της τυχαιότητας και των 

πιθανοτήτων και ο τρόπος συλλογισμού για τη λήψη αποφάσεων σε καταστάσεις 

αβεβαιότητας αποτέλεσαν κατά τη δεκαετία του 1970 αντικείμενο έρευνας των ψυχολόγων 

Tversky και Kahneman. Οι ανωτέρω επικέντρωσαν τη μελέτη τους στη χρήση ευρετικών 

μεθόδων (άλλως γνωστών και ως «διανοητικών συντομεύσεων» ή «εμπειρικών κανόνων») 

για την επίλυση προβλημάτων και στην ανάδειξη των συναφών μεροληπτικών κρίσεων.  

 

Ως ευρετικές (heuristics) ορίζονται σύμφωνα με τους Kahneman και Tsversky (1972) οι 

νοητικές διεργασίες - στρατηγικές που χρησιμοποιούνται για την απλοποίηση λήψης 

αποφάσεων σε συνθήκες αβεβαιότητας-τυχαιότητας. Από την έρευνα που διεξήγαγαν 

(1974)82 διαπίστωσαν ότι μολονότι οι ευρετικές μέθοδοι συμβάλλουν στην απλοποίηση της 

συλλογιστικής διαδικασίας που απαιτείται για την εκτίμηση πιθανοτήτων, εντούτοις αρκετές 

φορές οδηγούν σε συστηματικά σφάλματα και παρερμηνείες.  

 

Στο έργο τους “Judgment under Uncertainty: Heuristics and Biases” (1974) διέκριναν τις 

ακόλουθες κατηγορίες ευρετικών σχετικά με την εκτίμηση των πιθανοτήτων: i) την 

αντιπροσωπευτικότητα (representativeness), ii) τη διαθεσιμότητα (availability) και iii) την 

αγκύρωση και προσαρμογή (adjustment and anchoring).  Ειδικότερα: 

 

Η ευρετική της αντιπροσωπευτικότητας (representativeness heuristic) 

 

Με τη χρήση της ευρετικής αντιπροσωπευτικότητας τα άτομα εκτιμούν την πιθανότητα ένα 

αντικείμενο να ανήκει σε ή να προέρχεται από μια γενική κατηγορία βάσει του βαθμού 

ομοιότητάς του με τα αντικείμενα  της κατηγορίας αυτής. Ένα χαρακτηριστικό πείραμα που 

διεξήγαγαν οι Tversky και Kahneman για να εξηγήσουν την εν λόγω ευρετική είναι το 

ακόλουθο: Έδωσαν σύντομες περιγραφές της προσωπικότητας ορισμένων ατόμων, τα οποία 

                                                             
82 Tversky & Kahneman (1974), Judgment under Uncertainty: Heuristics and Biases Science, vol 185, 
σελ. 1124-1131. 
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επιλέχθηκαν τυχαία από ένα δείγμα εκατό επαγγελματιών μηχανικών και δικηγόρων. 

Ακολούθως ζήτησαν από τους συμμετέχοντες να αξιολογήσουν την πιθανότητα η κάθε 

περιγραφή να ανήκει σε έναν μηχανικό ή έναν δικηγόρο. Διαπίστωσαν ότι οι συμμετέχοντες 

αποφάσιζαν με κριτήριο το κατά πόσον η συγκεκριμένη περιγραφή ήταν αντιπροσωπευτική 

των στερεοτύπων για τα συγκεκριμένα επαγγέλματα.  

 

Η εκτίμηση των πιθανοτήτων με βάση το κριτήριο της αντιπροσωπευτικότητας, οδηγεί σε 

σημαντικά σφάλματα, καθώς παραβλέπονται αρκετοί παράγοντες που θα μπορούσαν να 

καθορίσουν ένα αποτέλεσμα. Ενδεικτικά, δεν λαμβάνεται υπόψιν η εκ των προτέρων 

πιθανότητα των αποτελεσμάτων (prior probability). Για παράδειγμα, στο παραπάνω πείραμα 

οι συμμετέχοντες στην πλειοψηφία τους αποφάσιζαν, όπως προαναφέρθηκε, αποκλειστικά 

με βάση την ομοιότητα της δοθείσας περιγραφής με το προφίλ ενός μηχανικού ή δικηγόρου, 

ακόμη και αν υπήρχαν περισσότερες πιθανότητες να ανήκει σε έναν μηχανικό, δεδομένου 

ότι π.χ. στο δείγμα συμμετείχαν 70 μηχανικοί και 30 δικηγόροι.  

 

Επιπρόσθετα, στην ευρετική της αντιπροσωπευτικότητας δεν λαμβάνεται υπόψιν το μέγεθος 

του δείγματος. Για να εξηγήσουν τη συγκεκριμένη προβληματική, οι ερευνητές έθεσαν σε 

μαθητές το ακόλουθο ερώτημα: «Έστω ένα μεγάλο νοσοκομείο με 45 γεννήσεις ανά ημέρα 

και ένα μικρότερο με 15 γεννήσεις ανά ημέρα. Στην περίοδο ενός έτους, σε ποιο νοσοκομείο 

καταγράφηκαν περισσότερες ημέρες όπου πάνω από το 60% των γεννήσεων ήταν αγόρια;» 

Στο εν λόγω πρόβλημα οι περισσότεροι μαθητές απάντησαν πως και στις δύο περιπτώσεις 

υπάρχει η ίδια πιθανότητα, κρίνοντας από την αντιπροσωπευτικότητα του 50% των 

γεννήσεων αρρένων στον γενικό πληθυσμό. Δεν εκτίμησαν ότι στο μικρότερο νοσοκομείο, με 

το μικρότερο δείγμα, ήταν πιο εύκολο να επιτευχθεί το 60%. Αντίθετα σε άλλες μορφές 

ερωτήσεων απάντησαν διαισθητικά με βάση την αναλογία του δείγματος, χωρίς να 

συνεκτιμούν το μέγεθός του. Για παράδειγμα, στην ερώτηση «σε ένα δοχείο περιέχονται 

μπάλες που κατά 2/3 είναι ενός χρώματος και κατά 1/3 ενός άλλου. Κάποιος τραβάει από το 

δοχείο 4 κόκκινες μπάλες και μια άσπρη ενώ κάποιος άλλος 12 κόκκινες και 8 άσπρες. Ποιος 

από τους δύο είναι πιο σίγουρος ότι το δοχείο έχει κατά 2/3 κόκκινες μπάλες και κατά 1/3 

άσπρες;» οι περισσότεροι απάντησαν πως ο πρώτος έχει περισσότερες πιθανότητες για να 

είναι σίγουρος, κρίνοντας από την ισχυρή αναλογία του δείγματος. Ομοίως, λοιπόν, και σε 

αυτό το παράδειγμα η κρίση είναι διαισθητική χωρίς να λαμβάνει υπόψιν της το μέγεθος του 

δείγματος.  

 

Η ευρετική της αντιπροσωπευτικότητας συχνά οδηγεί σε παρανόηση της έννοιας της 

τυχαιότητας. Παραδείγματος χάριν, κατά τη ρίψη νομίσματος όπου τα δυνατά αποτελέσματα 

είναι Κορώνα (Κ) ή Γράμματα (Γ), οι περισσότεροι άνθρωποι θεωρούν πιο αντιπροσωπευτική 

και άρα πιο πιθανή την ακολουθία αποτελεσμάτων Κ-Γ-Κ-Γ-Γ-Κ σε σχέση με την ακολουθία Γ-

Γ-Γ-Κ-Κ-Κ-Κ, η οποία δεν δείχνει να είναι τυχαία, καθώς δεν είναι αντιπροσωπευτική ενός 

ισοπίθανου δειγματικού χώρου. Σε αυτήν την κατηγορία παρανοήσεων εντάσσεται και η 

λεγόμενη «αρνητική επίδραση πρόσφατου αποτελέσματος» (negative recency effect) η ́

άλλως γνωστή ως η «πλάνη του τζογαδόρου» (gambler’s fallacy). Για παράδειγμα, αν 

επανειλημμένα ο «τροχός της τύχης» σταματάει στο κόκκινο, οι περισσότεροι θεωρούν ότι 

είναι πιο πιθανό στον επόμενο γύρο ο τροχός να σταματήσει στο μαύρο, πιστεύοντας ότι το 

αποτέλεσμα αυτό είναι πιο αντιπροσωπευτικό μιας τυχαίας ακολουθίας αποτελεσμάτων. Η 
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τυχαιότητα γίνεται εσφαλμένως αντιληπτή σαν μια διαδικασία που λειτουργεί διορθωτικά 

προς αποκατάσταση της ισορροπίας.  

 

Η ευρετική της διαθεσιμότητας (availability) 

 

Η δεύτερη ευρετική για την οποία μίλησαν στο έργο τους οι Tsversky και Kahneman είναι η 

διαθεσιμότητα. Αυτή η ευρετική επιτρέπει στους ανθρώπους να αξιολογούν πόσο πιθανό 

είναι να συμβεί ορισμένο γεγονός, με βάση την ευκολία με την οποία μπορούν να 

ανακαλέσουν στη μνήμη τους παρόμοια γεγονότα.  

 

Σύμφωνα με τον Shaugnessy (1992, σελ. 472) η ευρετική της διαθεσιμότητας χρησιμοποιείται 

συνήθως, όταν τα άτομα δεν κατέχουν κάποια κανονιστική (normative) μέθοδο για την 

επίλυση ενός προβλήματος, οπότε καταφεύγουν σε προσωπικές προκαταλήψεις (biases) η ́

στα πιο εύκολα ανακαλούμενα στη μνήμη τους παραδείγματα. Για παράδειγμα, κάποιος 

μπορεί να προβλέψει το ποσοστό των μεσηλίκων ατόμων που κινδυνεύουν να υποστούν 

καρδιακή προσβολή, με κριτήριο τον αριθμό τέτοιων περιστατικών που γνωρίζει από το 

ευρύτερο περιβάλλον του.  

 

Η ευρετική της διαθεσιμότητας αποτελεί μια χρήσιμη ένδειξη για την εκτίμηση των 

συχνοτήτων και των πιθανοτήτων. Ωστόσο, οδηγεί σε προκαταλήψεις, ορισμένες εκ των 

οποίων αναφέρονται συνοπτικά παρακάτω:  

 

i) Προκαταλήψεις συνδεόμενες με τη δυνατότητα ανάκτησης γεγονότων. Παραδείγματος 

χάριν, είναι πιο εύκολο να ανακληθούν στη μνήμη πιο πρόσφατα γεγονότα σε σχέση με 

παλαιότερα. Επίσης, ορισμένα περιστατικά επηρεάζουν τα άτομα πιο έντονα σε σχέση με 

άλλα και κατ’ επέκταση εντυπώνονται πιο εύκολα στη μνήμη τους, γεγονός που μπορεί να 

επηρεάσει την αξιοπιστία των προβλέψεων τους, όταν χρησιμοποιούν την ευρετική της 

διαθεσιμότητας.  

 

ii) Προκαταλήψεις συνδεόμενες με την αποτελεσματικότητα του ερευνητικού συνόλου. Για 

να εξηγήσουν τις συγκεκριμένες προκαταλήψεις οι Tsversky και Kahneman (1974) έθεσαν το 

ερώτημα αν ένα ορισμένο γράμμα (π.χ. το “α”) είναι πιο συχνό ως πρώτο ή ως τρίτο σε μια 

λέξη. Παρατήρησαν ότι οι άνθρωποι αξιολογούσαν τη σχετική συχνότητα με βάση την 

ευκολία με την οποία μπορούσαν να σκεφτούν λέξεις από τις δύο παραπάνω κατηγορίες. 

Δεδομένου ότι είναι πιο εύκολο να βρει κανείς λέξεις ψάχνοντας με το πρώτο παρά με το 

τρίτο γράμμα, οι περισσότεροι άνθρωποι έκριναν ότι οι λέξεις που αρχίζουν με το 

συγκεκριμένο γράμμα είναι σημαντικά περισσότερες σε σχέση με αυτές που το 

περιλαμβάνουν τρίτο στη σειρά.  

 

iii) Προκαταλήψεις λόγω της φαντασίας. Παρατηρείται συχνά ότι κάποιος αξιολογεί τη 

συχνότητα ενός γεγονότος όχι με βάση παρόμοια γεγονότα που μπορεί να ανακαλέσει στη 

μνήμη του, αλλά με βάση την ευκολία με την οποία μπορεί να κατασκευάσει τέτοια γεγονότα 

στη φαντασία του. Ωστόσο, η ευκολία αυτή δεν αντανακλά την πραγματική συχνότητα ενός 

γεγονότος και συνεπώς ο συγκεκριμένος τρόπος συλλογισμού οδηγεί σε μεροληπτικές 

κρίσεις. 
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Η ευρετική αγκύρωσης και προσαρμογής (adjustment and anchoring) 

 

Η ευρετική αγκύρωσης και προσαρμογής επιτρέπει στα υποκείμενα να εκτιμήσουν μία 

άγνωστη τιμή ξεκινώντας από ένα αρχικό σημείο αναφοράς, το οποίο λειτουργεί ως 

«άγκυρα» (anchor) και προσαρμόζοντάς το προς τα πάνω ή προς τα κάτω.  Για να εξηγήσουν 

τη λειτουργία της ευρετικής αυτής, οι Tversky και Kahneman ζήτησαν από διάφορους 

συμμετέχοντες να υπολογίσουν το ποσοστό των αφρικανικών χωρών που συμμετέχουν στον 

Οργανισμό Ηνωμένων Εθνών (ΟΗΕ), ρωτώντας τους αν είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από 

μια συγκεκριμένη τιμή π.χ. 65%. Διαπίστωσαν ότι οι απαντήσεις των συμμετεχόντων ως επί 

το πλείστον κυμαίνονταν κοντά στην αρχική τιμή. 

Η ευρετική της αγκύρωσης και προσαρμογής δεν λειτουργεί μόνο όταν δίνεται ως δεδομένη 

μια αρχική τιμή, αλλά και όταν τα άτομα βασίζουν τις εκτιμήσεις τους στο αποτέλεσμα 

ημιτελών υπολογισμών. Για παράδειγμα, ζητήθηκε από μία ομάδα μαθητών Λυκείου να 

υπολογίσουν εντός πέντε δευτερολέπτων το αποτέλεσμα της πράξης 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 

1 και από μια άλλη ομάδα μαθητών να υπολογίσει το αποτέλεσμα της πράξης 1 x 2 x 3 x 4 x5 

x 6 x 7 x 8. Παρατηρήθηκε ότι επειδή το αποτέλεσμα των πρώτων σταδίων του 

πολλαπλασιασμού είναι μεγαλύτερο στη φθίνουσα ακολουθία αριθμών, η πρώτη ομάδα 

μαθητών έδωσε κατά μέσο όρο την απάντηση 2.250, ενώ η δεύτερη ομάδα 512 (η ορθή 

απάντηση είναι 40.320). Η παραπάνω μελέτη της διαισθητικής αριθμητικής εκτίμησης των 

μαθητών κατέδειξε ότι οι μαθητές προσάρμοσαν την τελική εκτίμηση τους με βάση τους 

αρχικούς -έστω και ημιτελείς- υπολογισμούς τους. 

Συνοπτικά, η χρήση της ευρετικής αγκύρωσης και προσαρμογής οδηγεί σε ανακριβή 

αποτελέσματα. Οι εκτιμήσεις των ατόμων τείνουν να επηρεάζονται από τα αρχικά σημεία 

αναφοράς με αποτέλεσμα διαφορετικά σημεία αναφοράς να οδηγούν σε διαφορετικές 

εκτιμήσεις.  

 

Προσέγγιση του επομ́ενου εξαγομ́ενου (Outcome approach)  

O Konold (1991) όρισε άλλη μιά ευρετική, την “προσέγγιση του επόμενου εξαγόμενου”, η 

οποία χρησιμοποιείται για τη λήψη αποφάσεων σε καταστάσεις αβεβαιότητας. Σύμφωνα με 

την ευρετική αυτή, πρωταρχικός στόχος των μαθητών σε καταστάσεις αβεβαιότητας δεν 

είναι η εκτίμηση της πιθανότητας ενός συμβάντος αλλά η επιτυχής πρόβλεψη του 

αποτελέσματος μιας μεμονωμένης δοκιμής. Ο Konold παρατήρησε πως οι ντετερμινιστικοί 

συλλογισμοί είναι κυρίαρχοι στη συνείδηση των μαθητών και υπό αυτό το πλαίσιο 

αντιλαμβάνονται ότι σκοπός της πιθανότητας είναι η πρόβλεψη του επόμενου 

αποτελέσματος. Σύμφωνα με την αντίληψη αυτή, το ερώτημα πόσο πιθανό είναι να επέλθει 

ένα ορισμένο αποτέλεσμα ερμηνεύεται ως ερώτημα για το αν το συγκεκριμένο αποτέλεσμα 

θα προκύψει πράγματι ή όχι στην επόμενη δοκιμή. 

Για παράδειγμα, οι περισσότεροι μαθητές που καλούνται να ερμηνεύσουν το δελτίο 

πρόγνωσης καιρού σύμφωνα με το οποίο υπάρχει 70% πιθανότητα βροχής την επόμενη 

μέρα, θεωρούν ότι πράγματι θα βρέξει την επόμενη μέρα. Αν τελικώς δεν βρέξει, θεωρούν 

την πρόβλεψη καιρού εσφαλμένη.  Με άλλα λόγια, οι πιθανότητες αξιολογούνται με βάση 
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την εγγύτητά τους προς τις τιμές 100%, 0% και 50%, οι οποίες αντιστοιχούν με τη σειρά τους 

στις απαντήσεις “ναι”, “όχι” και “δεν γνωρίζω”. Οι μαθητές που ακολουθούν τον 

συγκεκριμένο τρόπο συλλογισμού θεωρούν ότι η πιθανότητα 70% να βρέξει είναι αρκετά 

κοντά στο ποσοστό 100% και επομένως δικαιολογεί τον ισχυρισμό ότι θα βρέξει την επόμενη 

μέρα. Παρατηρείται επίσης ότι για τη διατύπωση του συμπεράσματος τους οι μαθητές 

επικεντρώνονται σε μια συγκεκριμένη περίπτωση και δεν εξετάζουν συνολικά την 

κατάσταση, λαμβάνοντας υπόψιν ένα δείγμα περισσότερων όμοιων δοκιμών. 

Περαιτέρω, τα υποκείμενα που υιοθετούν την προσέγγιση του επόμενου εξαγόμενου τείνουν 

να βασίζονται σε μια αιτιοκρατική εξήγηση της εμφάνισης και της μεταβλητότητας των 

συμβάντων. Παραδείγματος χάριν, αρκετοί μαθητές θεωρούν ότι η πιθανότητα βροχής 70% 

υποδηλώνει μετρήσεις παραγόντων που προκαλούν βροχή, όπως 70% υγρασία ή 

νεφοκάλυψη.  

Συνοψίζοντας83, τα κύρια χαρακτηριστικά́ της προσέγγισης αυτής είναι i) η πρόβλεψη των 

αποτελεσμάτων των μεμονωμένων δοκίμων, ii) η ερμηνεία των πιθανοτήτων ως 

προβλέψεων και κατ’ επέκταση ο χαρακτηρισμός τους ως σωστών ή λανθασμένων μετά από́ 

μία και μονή δοκιμή και iii) η εκτίμηση των πιθανοτήτων με βάση αιτιακές σχέσεις και όχι 

λαμβάνοντας υπόψιν την κατανομή. 

Συμπερασματικά, οι παραπάνω ευρετικές είναι επιβοηθητικές για τη λήψη αποφάσεων σε 

συνθήκες αβεβαιότητας, ανάλογα με το πλαίσιο και τη φύση των προβλημάτων που τίθενται. 

Ωστόσο, καθώς συνιστούν άτυπες-εμπειρικές μεθόδους, συχνά οδηγούν, όπως έχει ήδη 

επισημανθεί, σε  προκαταλήψεις και εσφαλμένες εκτιμήσεις. Για τον λόγο αυτό θα πρέπει να 

συνεκτιμώνται κατά τη διδασκαλία των πιθανοτήτων.  

 

3.5 Έρευνες Σχετικά με την Έννοια της Τυχαιότητας στους Μαθητές 
 

Οι Tahneman και Tversky (1972)84 διεξήγαγαν επίσης έρευνα σχετικά με την αντίληψη της 

τυχαιότητας. Στην έρευνά τους η διαισθητική αντίληψη της τυχαιότητας διακρίνεται από δύο 

χαρακτηριστικές ιδιότητες: i) την ακανόνιστη μορφή, δηλαδή την απουσία 

επαναλαμβανόμενων μοτίβων ή κατανομών και ii) την τοπική αντιπροσωπευτικότητα (local 

representativeness). Η πρώτη ιδιότητα συγκλίνει προς τον μαθηματικό ορισμό των 

Kolmogorov και Chaitin για την μέγιστη πολυπλοκότητα85. Η δεύτερη ιδιότητα, η τοπική 

αντιπροσωπευτικότητα (local representativeness), αποτελεί μια λανθασμένη εφαρμογή του 

νόμου των μεγάλων αριθμών σε μικρής κλίμακας αποτελέσματα. Κατά μία έννοια, η 

τυχαιότητα μπορεί να είναι απρόβλεπτη αλλά λειτουργεί διορθωτικά αποδίδοντας 

                                                             
83 Saldanha, L., Liu, Y. (2014). Challenges of Developing Coherent Probabilistic Reasoning: Rethinking 
Randomness and Probability from a Stochastic Perspective. In: Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) 
Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, Dordrecht, σελ. 378. 
84 Kahneman, D., & Tversky, A. (1972). Subjective probability: A judgment of representativeness. In 
Cognitive Psychology (Vol. 3, Issue 3, pp. 430–454). Elsevier BV. 
85 Βλ. περισσότερα για τον ορισμό των Kolmogorov και Chaitin παραπάνω, κεφ. 2.3. 



64 
 

δικαιοσύνη στην κατανομή των αποτελεσμάτων, ανεξαρτήτως του πλήθους των αντίστοιχων 

πειραμάτων. 

Στο επίπεδο των ερευνών, η διερεύνηση των διαισθητικών ιδεών για την τυχαιότητα γίνεται 

κατά κανόνα με δύο τρόπους86. Σύμφωνα με τον πρώτο τρόπο ζητείται από τους μαθητές να 

παράγουν νοητά και να καταγράψουν ακολουθίες με αποτελέσματα από απλά πειράματα 

τύχης, όπως είναι η ρίψη ενός κέρματος. Αυτή η προσέγγιση αφορά τα επονομαζόμενα 

προβλήματα παραγωγής τυχαίων ακολουθιών. Ο δεύτερος τρόπος αφορά προβλήματα 

σύγκρισης τυχαίων ακολουθιών με γνώμονα την τυχαιότητά τους. Ζητείται από τους μαθητές 

να συγκρίνουν ή να αναγνωρίσουν τυχαίες ακολουθίες αποτελεσμάτων που μπορούν να 

προκύψουν από απλά πειράματα τύχης.  

Ο Green (1990)87 διεξήγαγε μια έρευνα με προβλήματα παραγωγής τυχαίων ακολουθιών σε 

500 μαθητές ηλικίας 7 με 11 ετών. Ζήτησε από τους μαθητές να αναπαράξουν μια ακολουθία 

αποτελεσμάτων 50 ρίψεων ενός κέρματος. Στη συνέχεια ανέλυσε τις απαντήσεις των 

μαθητών ως προς τη σχετική συχνότητα των αποτελεσμάτων, την ανεξαρτησία και την 

αρμονία (συνέπεια) εντός των ακολουθιών. Οι μαθητές ήταν σε θέση να αποτυπώσουν μια 

τιμή της σχετικής συχνότητας κοντά στο θεωρητικό όριο του 1/2. Αντίθετα, όμως, έδειξαν μια 

προβληματική αποτύπωση της ανεξαρτησίας των αποτελεσμάτων, αφού ο μέσος όρος της 

έκτασης των επαναλαμβανόμενων αποτελεσμάτων ήταν 4 (π.χ. ..ΚΚΚΚ..) και ο μέσος όρος 

των εναλλαγών από κορώνα σε κεφαλή, ήταν 26. Οι μαθητές ήταν τόσο συνεπείς στην 

αποτύπωση του θεωρητικού ορίου της σχετικής συχνότητας εξετάζοντας ακόμα και 

τμηματικά την ακολουθία, γεγονός που δείχνει ελλιπή κατανόηση της διασποράς.  

Οι Falk και Konold (1998)88 παρατηρούν ότι είναι πιο δύσκολο για τους μαθητές να 

αποτυπώσουν την τυχαιότητα σε προβλήματα παραγωγής από το να την αναγνωρίσουν σε 

προβλήματα σύγκρισης. Αξίζει να σημειωθεί ότι στην έρευνα του Green (1990) οι 305 

μαθητές είχαν συμμετάσχει σε παρόμοια έρευνά του το 1986. Και τις δυο φορές ο Green 

παρέθεσε προβλήματα σχετικά με την τυχαιότητα και την σύγκριση πιθανοτήτων. Σε μια 

συγκριτική παράθεση των ευρημάτων παρατηρείται εντυπωσιακή αύξηση της απόδοσης των 

μαθητών στην σύγκριση πιθανοτήτων, σε αντίθεση με τα προβλήματα της τυχαιότητας, όπου 

οι διαισθητικές αντιλήψεις φάνηκε να παρέμειναν στάσιμες. 

Στις έρευνες που πραγματοποίησε ο Green (1983,1991)89 χρησιμοποιώντας προβλήματα  

σύγκρισης ακολουθιών προέκυψαν κάποιες άλλες διαισθητικές αντιλήψεις. Συγκεκριμένα, 

ζήτησε από μαθητές ηλικίας 11-16 ετών να διακρίνουν μεταξύ τυχαίων ή μη ακολουθιών. Οι 

περισσότεροι, ανεξαρτήτως ηλικίας, απέρριπταν λανθασμένα ακολουθίες που είχαν πολύ 

                                                             
86 Carmen Batanero. Understanding randomness: Challenges for research and teaching. CERME 9 - 
Ninth Congress of the European Society for Research in Mathematics Education, Charles University in 
Prague, Faculty of Education, Feb 2015, Prague, Czech Republic. pp.34-49. 
87 Green (1990) A Longitudinal Study of Pupils’ Probability Concept ICOTS 3, σελ. 320-328. 
88 Jolfaee, S., Zazkis, R., & Sinclair, N. (2014). “It Is Very, Very Random Because It Doesn’t Happen Very 
Often”: Examining Learners’ Discourse on Randomness. In Advances in Mathematics Education (pp. 
397–416). Springer Netherlands, σελ. 401. 
89 Carmen Batanero. Understanding randomness: Challenges for research and teaching. CERME 9 - 
Ninth Congress of the European Society for Research in Mathematics Education, Charles University in 
Prague, Faculty of Education, Feb 2015, Prague, Czech Republic. pp.34-49. 
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ακανόνιστη εξέλιξη, που δεν έδειχναν μια ίση αναλογία κεφαλής/γραμμάτων και που είχαν 

μακριές σειρές επαναλαμβανόμενων αποτελεσμάτων.  

Ο Toohey (1995)90 επεξεργαζόμενος τα αποτελέσματα παρόμοιων ερευνών με του Green 

οδηγήθηκε στη διάκριση δύο ιδιαίτερων προσεγγίσεων μέσω των οποίων αναγνωρίζεται ή 

επιβεβαιώνεται η τυχαιότητα. Σύμφωνα με τον Toohey οι μαθητές κρίνουν εφαρμόζοντας 

μια τοπική (local) και μια συνολική (global) εποπτεία επί των αποτελεσμάτων. Στην τοπική 

ελέγχουν μεμονωμένα αποτελέσματα, ενώ στη συνολική ελέγχουν με γνώμονα την κατανομή 

των σχετικών συχνοτήτων. Επιπρόσθετα, στα συμπεράσματά του ο Toohey ενέταξε ένα 

σύνολο εννοιών σαν προϋποθέσεις για την κατανόηση της τυχαιότητας, όπως η ίση ή η άνιση 

πιθανοφάνεια, η πολλαπλότητα των αποτελεσμάτων, η αιτιότητα και η μη προβλεψιμότητα. 

Οι Batanero και Serrano (1999) διεξήγαγαν παρόμοιες έρευνες με τον Green ζητώντας από 

277 μαθητές ηλικίας 14-17 ετών να συγκρίνουν ακολουθίες από ρίψη κερμάτων και 

κατανομές από διασκορπισμένα πούλια σε ένα επίπεδο ταμπλό με διαγραμμίσεις (ένα 

παιχνίδι που λέγεται “counters”). Οι απαντήσεις των μαθητών σχετίζονταν άμεσα με τις 

σχετικές συχνότητες, την κατανομή των αποτελεσμάτων, το μήκος της σειράς των 

επαναλήψεων και τη μη προβλεψιμότητα. Σε πολλές απαντήσεις οι μαθητές ακολούθησαν 

μικτές προσεγγίσεις. Χρησιμοποιούσαν την ευρετική της αντιπροσωπευτικότητας, έκριναν με 

βάση το θεωρητικό όριο των σχετικών συχνοτήτων, δεν κατανοούσαν την ανεξαρτησία των 

αποτελεσμάτων ή, αντίθετα, εκλάμβαναν την απουσία επαναλαμβανόμενου μοτίβου ως 

απόδειξη μη τυχαίας εξέλιξης. Υπήρξαν και περιπτώσεις αποφυγής απάντησης με το σκεπτικό 

ότι πρόκειται για τυχαίες διεργασίες και άρα μη προβλέψιμες. Παράλληλα, διαπιστώθηκε 

πως οι ιδέες των μαθητών σχετικά με την τυχαιότητα παρουσίαζαν ομοιότητες με 

χαρακτηριστικά που γνώρισε η έννοια μέσα στην ιστορία. Τέλος, αντίθετα με τα ευρήματα 

του Green, οι μαθητές έδειξαν να αντιλαμβάνονται καλύτερα ορισμένα χαρακτηριστικά της 

τυχαιότητας, καθώς μεγάλωναν. 

Στην έρευνά τους οι Pratt (2000)91 και Pratt & Noss (2002)92 συμπεραίνουν ότι οι μαθητές 

ηλικίας 10-11 ετών συνδυάζουν τη μη προβλεψιμότητα των τυχαίων διαδικασιών με την 

αδυναμία τους να ελέγξουν το αποτέλεσμα ενός πειράματος. Αντίθετα, όταν εξετάζουν 

ακολουθίες αποτελεσμάτων, επικεντρώνονται στα μοτίβα και τις επαναλήψεις δείχνοντας 

καλύτερη κατανόηση της έννοιας της τυχαιότητας και της κατανομής των αποτελεσμάτων.   

Οι Konold et al. (1991)93 στην έρευνά τους ακολούθησαν διαφορετικές προσεγγίσεις. 

Ζήτησαν από μαθητές να αξιολογήσουν αν διάφορες φυσικές διαδικασίες έχουν τυχαίο ή μη 

χαρακτήρα. Στις ερωτήσεις τους περιλαμβάνονταν γεγονότα με ισοπίθανα και μη ισοπίθανα 

αποτελέσματα. Η κατηγοριοποίηση των ευρημάτων τους παραπέμπει στις ερμηνείες που 

δόθηκαν στην τυχαιότητα μέσα στην ιστορία. Πιο συγκεκριμένα οι απαντήσεις των μαθητών 

διακρίνονται ως εξής: 

                                                             
90 Βλ. όπως παραπάνω, παραπομπή 88. 
91 Βλ. όπως παραπάνω, παραπομπή 88. 
92 Βλ. όπως παραπάνω, παραπομπή 87. 
93 Batanero, C., & Serrano, L. (1999). The Meaning of Randomness for Secondary School Students. In 
Journal for Research in Mathematics Education (Vol. 30, Issue 5, p. 558). National Council of Teachers 
of Mathematics. 
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 Τυχαιότητα και ισοπιθανότητα. Οι μαθητές θεωρούν πως τυχαία είναι τα φαινόμενα 

στα οποία κατανέμονται μόνο ίσες πιθανότητες επί των αποτελεσμάτων τους. 

Δυσκολεύονται να δεχτούν ως τυχαία μια ανισοκατανομή των πιθανοτήτων 

διαφορετικών ενδεχομένων. 

 Τυχαιότητα ως έννοια αντίθετη της αιτιότητας ή τυχαιότητα ως αιτία. 

 Τυχαιότητα ως αβεβαιότητα, μέσω των πολλαπλών δυνατών αποτελεσμάτων ενός 

πειράματος. 

 Τυχαιότητα σαν μοντέλο ανάλυσης και αναπαράστασης κάποιων φαινομένων λόγω 

της σχετικής μας γνώσης επ’ αυτών. 

Οι Konold και Falk (1994)94 συνειδητοποιούν ότι η έννοια της τυχαιότητας είναι εξαιρετικά 

περίπλοκη και δημιουργεί προβλήματα στη διδακτική των πιθανοτήτων. Αφενός, αν δεν 

διδαχθεί στους μαθητές, εκείνοι θα παραμείνουν με τις προϋπάρχουσες διαισθητικές 

αντιλήψεις τους. Αφετέρου, λόγω της πολυπλοκότητάς της, η διδασκαλία της είναι δυσχερής 

και ενδεχομένως να επιτείνει τη σύγχυση των μαθητών. Υπό αυτές τις συνθήκες οι Konold 

και Falk προκρίνουν μια εισαγωγική διδασκαλία στην έννοια της τυχαιότητας με τη χρήση 

ακολουθιών και σύμφωνη με την ερμηνεία (απλοποιημένα) της μέγιστης πολυπλοκότητας 

των Kolmogorov και Chaitin. Μια ακολουθία που δεν μπορεί περαιτέρω να συμπτυχθεί 

ικανοποιεί τις διαισθητικές αντιλήψεις των μαθητών και είναι εύκολα αφομοιώσιμη. 

Περαιτέρω, οι Konold et al. (1991)95 προτείνουν μια ευρύτερη προσέγγιση του ζητήματος της 

τυχαιότητας με γνώμονα την ανάπτυξη και τη διδασκαλία του πιθανοτικού συλλογισμού 

στους μαθητές. Ειδικότερα, προτείνουν μια νέα ευρεία αντίληψη της τυχαιότητα ως έννοιας-

συνόλου, η οποία θα εσωκλείει πολλές διαφορετικές υπο-έννοιες, όπως αυτές των τυχαίων 

πειραμάτων, του δειγματικού χώρου, των πιθανοτήτων κ.α. Όπως τονίζουν, σκοπός της 

διδασκαλίας δεν είναι απλά η αναγνώριση ή όχι, εκ μέρους των μαθητών, των τυχαίων 

φαινομένων, αλλά η μαθηματική διαχείρισή τους. Σε αυτήν την κατεύθυνση, η τυχαιότητα 

πρέπει να γίνεται αντιληπτή ως ένα μαθηματικό μοντέλο διαχείρισης συγκεκριμένων 

φαινομένων τις πραγματικότητας. 

 

3.6 Συλλογιστική Μαθητών Γυμνασίου για τις Πιθανότητες 
 

Η Watson, J. (2005)96 έκανε μια επιλεκτική ανασκόπηση των ερευνών σχετικά με τους 

πιθανοτικούς συλλογισμούς που συνήθως αναπτύσσουν οι μαθητές στο Γυμνάσιο. Η 

συγκεντρωτική της μελέτη καλύπτει ένα ευρύ φάσμα ιδεών που σχετίζονται με τη διδακτική 

των πιθανοτήτων και αφορά τόσο σε θεωρητικές έννοιες όσο και σε πιο τεχνικές. Η κατάταξη 

και η συλλογή αυτών των ερευνών δεν συντελείται βάσει του διδακτικού αντικειμένου. Η 

                                                             
94 Konold, Falk (1994), Random Means Hard to Digest. Focus on Learning Problems in Mathematics, v16 
n1, σελ. 2. 
95 Batanero, C., & Serrano, L. (1999). The Meaning of Randomness for Secondary School Students. In 
Journal for Research in Mathematics Education (Vol. 30, Issue 5, p. 558). National Council of Teachers 
of Mathematics. 
96 Watson, J. (2005). The Probabilistic Reasoning of Middle School Students. In: Jones, G.A. (eds) 
Exploring Probability in School. Mathematics Education Library, vol 40. Springer, Boston, MA.  
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οπτική της Watson στρέφεται στις προϋπάρχουσες στοχαστικές αντιλήψεις και 

συλλογιστικές των μαθητών που λειτουργούν ως βαρόμετρο για την ποιότητα της 

διδασκαλίας. Παρακάτω παρατίθενται συνοπτικά οι κυριότερες προϋπάρχουσες στοχαστικές 

αντιλήψεις των μαθητών μέσης εκπαίδευσης αναφορικά με τις πιθανότητες. 

Τυχαιότητα 

Οι μαθητές Γυμνασίου έχουν ήδη ανεπτυγμένη κοινωνική ζωή και έχουν έρθει σε επαφή με 

διάφορες ερμηνείες της έννοιας της τυχαιότητας μέσα από τυχερά παιχνίδια και γενικότερες 

συζητήσεις. Οι προδιαμορφωμένες αντιλήψεις τους σχετικά με την έννοια αυτή 

παρουσιάζουν κοινά στοιχεία με αυτές των ενηλίκων.   

Συγκριτικές έρευνες σε τάξεις του Δημοτικού και του Γυμνασίου έχουν δείξει πως οι μαθητές 

του Γυμνασίου εν αντιθέσει με αυτούς του Δημοτικού (Fischbein και Gazit (1984)) δεν 

εξακολουθούν να έχουν την πεποίθηση πως μπορούν να κατευθύνουν θετικά την έκβαση 

μιας τυχαίας διαδικασίας (positive influence). Επίσης, στην έρευνά τους οι Amir και Williams 

(1999)97 έδειξαν ότι πολλοί μαθητές ηλικίας 11 και 12 ετών έχουν ανεπτυγμένες 

δεισιδαιμονίες. Συνήθως συσχετίζουν την έννοια της τυχαιότητας με ορισμένα πρόσωπα. Για 

παράδειγμα, θεωρούν ότι κάποιοι είναι τυχεροί εκ φύσεως και αποδίδουν καλύτερα στα 

τυχερά παιχνίδια ή το αντίθετο. Επιπρόσθετα, η έννοια της τυχαιότητας σύμφωνα με τους 

μαθητές ερμηνεύει συνήθως ένα απρόσμενο και ασυνήθιστο γεγονός. 

Δικαιοσύνη 

Η έννοια της δικαιοσύνης στον πιθανοτικό συλλογισμό διαμεσολαβείται μέσα από την 

κατανόηση της τυχαιότητας. Η δικαιοσύνη σαν όρος αναφέρεται πολλές φορές κατά τη 

διάρκεια της διδασκαλίας. Για παράδειγμα, γίνεται συχνά η αναφορά σε ένα δίκαιο ζάρι. 

Παρ’ όλα αυτά, η κατανόηση από τους μαθητές της έννοιας της δικαιοσύνης μέσω της 

τυχαιότητας μπορεί να μην είναι δεδομένη.  

Οι Vidakovic, Berenson, Brandsma (1998)98 διεξήγαγαν ένα πείραμα υπό την συνθήκη ενός 

προβλήματος. Δύο άτομα έπαιζαν με ένα ζάρι. Είχαν συμφωνήσει ότι ο ένας θα κέρδιζε, όταν 

ερχόταν {1,2,3,4} και ο άλλος, όταν ερχόταν {5,6}. Κάποιοι μαθητές, ενώ μπορούσαν να 

αντιληφθούν ότι πρόκειται για ένα άδικο παιχνίδι, δεν μπορούσαν να το μετατρέψουν σε 

δίκαιο. Και τούτο διότι σύμφωνα με τον συλλογισμό τους ένας εκ νέου διαμοιρασμός, όπως 

{1,2,3} και {4,5,6} στον καθένα θα ήταν επίσης άδικος, αφού τα {1,2,3} έρχονται πιο συχνά. 

Τα ευρήματα των Green (1983), Amir και Williams (1999) συνηγορούν στο ότι πάνω από το 

ένα τέταρτο των μαθητών πιστεύουν πως ο αριθμός 6 είναι πιο δύσκολο να έρθει σε σχέση 

με άλλους. Οι Watson και Moritz (2003b) ισχυρίζονται πως οι μαθητές διατηρούν δυο 

διαφορετικές πεποιθήσεις ταυτόχρονα. Όλα τα ζάρια είναι δίκαια, αλλά κάποιοι αριθμοί 

έρχονται πιο εύκολα. Σε άλλα πορίσματα ο Green (1983) διαπιστώνει πως γενικά οι ακραίες 

τιμές θεωρούνται πιο δύσκολο να συμβούν. 

                                                             
97 Amir, G. S., & Williams, J. S. (1999). Cultural influences on children's probabilistic thinking. The Journal 
of Mathematical Behavior, 18(1), 85–107. 
98 Vidakovic D., Berenson S.B., Brandsma J.A. (1998). Children's intuitions of probabilistic concepts 
emerging from fair play, σελ. 69-70. 
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Η γλώσσα της τύχης 

Οι σχετικές με τη χρήση της γλώσσας έρευνες παρουσιάζουν πολύ μεγάλο ενδιαφέρον, 

καθώς διαπραγματεύονται παράλληλα τις αντιλήψεις των μαθητών και τους γλωσσικούς 

όρους σύμφωνα με τους οποίους πρέπει να διεξάγεται η διδασκαλία.  

Τα ευρήματα της ιδιαίτερα σημαντικής έρευνας του Green (1984) φανερώνουν ότι περίπου 

το ένα πέμπτο των μαθητών συγχέει τις φράσεις «πολύ πιθανό» και «πιθανό» με κάτι που 

πάντα συμβαίνει και περίπου το ένα τρίτο το «απίθανο» και το «όχι και τόσο πιθανό» με κάτι 

που δεν πρόκειται να συμβεί. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει και η ταύτιση από το 68% 

των μαθητών της φράσης «μπορεί, μπορεί και όχι να συμβεί» σαν ικανοποιητική περιγραφή 

του όρου των «50-50» πιθανοτήτων. Παράλληλα, άλλες έρευνες σημειώνουν την ταύτιση του 

«50-50» με φράσεις, όπως «οτιδήποτε μπορεί να συμβεί» και με καταστάσεις όπου υπάρχει 

ισοπιθανότητα ή όπου υπάρχουν μόνο δύο ενδεχόμενα και ας μην είναι ισοπίθανα. 

Η κατανόηση φράσεων σχετικής πιθανοφάνειας από τους μαθητές έχει αποτελέσει 

αντικείμενο και άλλων ερευνών. Στην έρευνά τους οι Fischbein και Gazit (1984) 

συμπεραίνουν ότι το μεγαλύτερο ποσοστό των μαθητών μπορεί να αντιστοιχίσει ορθά 

γεγονότα σε φράσεις, όπως «βέβαιο ενδεχόμενο», «αδύνατο ενδεχόμενο» και «τυχαίο 

συμβάν». Αντίθετα, στην έρευνα του Green (1984) το 67% των μαθητών δεν αποδίδει σωστού 

περιεχομένου γεγονότα στη φράση «πολύ πιθανό».  

Τέλος, αρκετές έρευνες, όπως των Konold και Garfield (1992), Watson και Moritz (2003a), 

έχουν δείξει ότι οι προτάσεις που εμπεριέχουν ποσοστά (π.χ. φράσεις της μορφής «25% 

πιθανότητα να χάσω το λεωφορείο») γίνονται πιο εύκολα κατανοητές από τους μαθητές. 

Σύμφωνα με τις έρευνες αυτές η εξοικείωση των μαθητών με τη χρήση ποσοστών συμβάλλει 

μετέπειτα και στην καλύτερη κατανόηση της διδασκαλίας των πιθανοτήτων. 

Απλά ενδεχόμενα 

Η έννοια του απλού ενδεχομένου, αποτελώντας μια εισαγωγική έννοια στον χώρο των 

πιθανοτήτων, δεν συναντά μεγάλη δυσκολία στην κατανόησή της. Παρ’ όλα αυτά, οι μαθητές 

κυρίως των πρώτων τάξεων του Γυμνασίου δυσκολεύονται να ερμηνεύσουν σωστά 

προβλήματα στα οποία εμπεριέχεται η σύγκριση απλών δεδομένων. Πέρα από τις όποιες 

δεισιδαιμονίες, που προαναφέρθηκαν, το ερευνητικό ενδιαφέρον στρέφεται στη μορφή της 

απάντησης που δίνουν οι μαθητές. Φαίνεται πως υπάρχει μια εγγενής δυσκολία στο να 

δοθούν απαντήσεις στη συμβολική γραφή των μαθηματικών και αντ’ αυτών προτιμώνται πιο 

περιγραφικές. Τα ευρήματα των Watson, Collis και Moritz (1997) φανέρωσαν ότι παρά τα 

υψηλά ποσοστά σωστών απαντήσεων στην ερώτηση «τι είναι πιο πιθανό, το 1, το 6 ή είναι 

ισοπίθανα;» μόνο το 5% των μαθητών της Α’ Γυμνασίου και το 22% της Γ’ έδωσαν μια 

ποσοτικοποιημένη απάντηση της μορφής «γιατί υπάρχει 1/6 πιθανότητα για όλα τα 

νούμερα.» 

Σύγκριση ενδεχομένων με τη χρήση αναλογιών  

Η σχέση των πιθανοτήτων με τις αναλογίες είναι πολύ στενή και λόγω των κλασματικών 

μορφών, αλλά και λόγω αυτού που ο Fischbein αποκαλεί διαίσθηση της σχετικής συχνότητας. 

Αρκετές έρευνες έχουν δείξει ότι η ελλιπής κατανόηση των αναλογιών δυσχεραίνει με τη 
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σειρά της την κατανόηση των πιθανοτήτων, καθώς πολλά ζητήματα αναλύονται υπό τις 

τυπικές μορφές κλασμάτων, λόγων και ποσοστών. Παρ’ όλα αυτά, σύμφωνα με το ευρέως 

γνωστό πόρισμα των Fischbein και Gazit (1984) η πρόοδος των μαθητών στον έναν κλάδο, 

δεν σημαίνει αντίστοιχα και πρόοδο στον άλλο -το αντίθετο. Η χρήση αναλογιών, σχετικών 

και κανονικοποιημένων συχνοτήτων χρησιμοποιείται επίσης και σε εισαγωγικά μαθήματα 

στην μέθοδο του Bayes. Όπως επισημαίνεται, όμως, από τους Saldanha και Liu (2014)99 η 

εκπαιδευτική αξία της χρήσης αναλογιών κατά τη διδασκαλία των πιθανοτήτων αποτελεί ένα 

αμφιλεγόμενο θέμα σε αρκετές έρευνες. 

Σχετικά με τη σύγκριση ενδεχομένων με τη χρήση αναλογιών, οι περισσότεροι μαθητές, 

ειδικά των πρώτων τάξεων του Γυμνασίου τείνουν να προσδίδουν μεγαλύτερες πιθανότητες 

σε πληθυσμιακά μεγαλύτερα δείγματα. Για παράδειγμα, στους Fischbein και Gazit (1984), 

στην ερώτηση «από ποιο δοχείο υπάρχει μεγαλύτερη πιθανότητα να εξαχθεί μια μπλε 

μπάλα, αν το πρώτο δοχείο έχει 10 κόκκινες και 20 μπλε και το δεύτερο έχει 100 κόκκινες και 

200 μπλε;» περίπου οι μισοί μαθητές ηλικίας 11-12 ετών, δεν αντιλήφθηκαν το ισοπίθανο 

των περιπτώσεων και επέλεξαν ως σωστή τη δεύτερη περίπτωση. Παρόμοιες έρευνες και σε 

μη ισοπίθανους χώρους, όπως του Green (1983,1991) οδηγούν σε παρόμοια συμπεράσματα. 

Σύνθεση πειραμάτων και σύνθετα γεγονότα 

Η σύνθεση απλών πειραμάτων τύχης, όπως είναι το άθροισμα της ρίψης δύο ζαριών, οδηγεί  

γενικά σε αλλαγή του δειγματικού χώρου και πολλές φορές και της ίδιας της κατανομής. 

Πρόκειται για μια μεταβολή την οποία συχνά δυσκολεύονται να κατανοήσουν οι μαθητές. 

Δυσκολία κατανόησης των σύνθετων ενδεχομένων παρατηρείται ακόμα και σε πιο απλά 

παραδείγματα, π.χ. σε ισοπίθανους δειγματικούς χώρους. Σε έρευνα των Fischbein και 

Schnarch (1997) κάτω από το 20% των μαθητών όλου του Γυμνασίου απάντησε σωστά στην 

ερώτηση για το τι είναι πιο πιθανό, ένα 5 και ένα 6 ή δύο 6 κατά τη ρίψη δύο ζαριών. Στην 

έρευνα των Moritz και Watson (2000) μόνο το 3% των μαθητών έδωσε ακριβή αριθμητική 

απάντηση στην ερώτηση για την πιθανότητα να έρθει τέσσερις συνεχόμενες φορές κεφαλή, 

στην ρίψη ενός κέρματος. 

Οι Tarr και Jones (1997) ύστερα από αναλυτικές συνεντεύξεις κατέληξαν πως η εξελικτική 

πορεία των μαθητών στην κατανόηση της ανεξαρτησίας των σύνθετων γεγονότων χωρίζεται 

σε τέσσερα στάδια: 

I. Στο πρώτο στάδιο υπερέχουν οι υποκειμενικές κρίσεις επί των διαδοχικών 

γεγονότων και στηρίζονται σε αδικαιολόγητες προσδοκίες για το αποτέλεσμα. 

II. Στο δεύτερο στάδιο σχηματίζεται ένας μεταβατικός συλλογισμός. Σε ορισμένες 

περιπτώσεις οι μαθητές αναγνωρίζουν πότε σχετίζονται ή δεν σχετίζονται τα 

ενδεχόμενα. 

III. Στο τρίτο στάδιο σχηματίζονται άτυποι ποσοτικοποιημένοι συλλογισμοί και γίνεται 

αντιληπτό πότε το πρώτο ενδεχόμενο επηρεάζει ή όχι το δεύτερο. 

                                                             
99 Saldanha, L., Liu, Y. (2014). Challenges of Developing Coherent Probabilistic Reasoning: Rethinking 
Randomness and Probability from a Stochastic Perspective. In: Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) 
Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, Dordrecht. σελ. 380. 
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IV. Στο τέταρτο στάδιο αναπτύσσονται οι τυπικοί αριθμητικοί συλλογισμοί και γίνεται η 

σαφής διάκριση μεταξύ των ανεξάρτητων και των εξαρτημένων ενδεχομένων. 

Γενίκευση ισοπίθανων δειγματικών χώρων 

Αρκετές έρευνες έχουν δείξει τη συνηθισμένη τάση των μαθητών να γενικεύουν την έννοια 

του ισοπίθανου δειγματικού χώρου και σε χώρους που δεν έχουν αυτήν την ιδιότητα. Στην 

έρευνά τους οι Batanero et al. (1996) υπολόγισαν το ποσοστό των μαθητών που θεώρησε 

λανθασμένα ότι υπάρχει ισοπιθανότητα αποτελεσμάτων μεταξύ του 18% και 48%. Αυτή η 

διαισθητική απόδοση ισοπιθανότητας από τους μαθητές εφαρμόζεται τόσο σε απλά όσο και 

σύνθετα ενδεχόμενα. 

 

Κεφάλαιο 4 Οι Πιθανότητες στο Ελληνικό Πρόγραμμα Σπουδών 
 

4.1 Υπάρχον Πρόγραμμα Σπουδών (2022) 
 

Στο υπάρχον ελληνικό πρόγραμμα σπουδών η διδασκαλία των πιθανοτήτων εισάγεται πρώτη 

φορά στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση και πιο συγκεκριμένα στην τάξη της Γ’ Γυμνασίου. Οι 

σημαντικές έννοιες που έχουν προηγουμένως διδαχθεί οι μαθητές είναι στην Α’ Γυμνασίου 

οι κλασματικές μορφές, τα ποσοστά και οι αναλογίες και στην Β’ Γυμνασίου η έννοια της 

σχετικής συχνότητας100 εντός των ορίων που καλύπτει η υποενότητα της περιγραφικής 

Στατιστικής. 

Ο ορισμός της πιθανότητας που διδάσκεται στα πλαίσια του μαθήματος της Γ’ Γυμνασίου 

αφορά στην κλασική θεωρία της πιθανότητας του Laplace. Η εισαγωγή των μαθητών στις 

πιθανοτικές έννοιες γίνεται μέσω της θεωρίας συνόλων. Η διδασκαλία αναλύεται σε τρεις 

υποενότητες: 

I. Εισαγωγή στην έννοια και τη συμβολική αναπαράσταση ενός συνόλου. Ιδιαίτερη 

έμφαση δίνεται, έτσι ώστε οι μαθητές να αποκτήσουν οικειότητα και ικανότητα 

χειρισμού των εξής εννοιών: του στοιχείου του ανήκειν σε ένα σύνολο, του 

υποσυνόλου, της ισότητας, του κενού, της ένωσης, της τομής, του συμπληρώματος 

και της συμβολικής και διαγραμματικής (Venn) αναπαράστασης αυτών. 

 

II. Εισαγωγή στις έννοιες των δειγματικών χώρων και των ενδεχομένων. Στην 

υποενότητα αυτή οι μαθητές διδάσκονται τις ακόλουθες έννοιες: πείραμα τύχης, 

δειγματικός χώρος, ενδεχόμενο, βέβαιο και αδύνατο ενδεχόμενο, ασυμβίβαστα 

ενδεχόμενα, πράξεις ενδεχομένων, διατεταγμένο ζεύγος, συμβολικές 

αναπαραστάσεις και δεντροδιαγράμματα. 

 

                                                             
100 Το θεωρητικό όριο των σχετικών συχνοτήτων, ως ορισμός της πιθανότητας, δίνεται περιγραφικά 
στην Α’ Λυκείου στην ενότητα 1.2 του βιβλίου Άλγεβρα και Στοιχεία Πιθανοτήτων. 
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III. Εισαγωγή στην έννοια της πιθανότητας. Ιδιαίτερη έμφαση δίνεται έτσι ώστε οι 

μαθητές να αποκτήσουν οικειότητα και ικανότητα χειρισμού των εννοιών που 

υπεισέρχονται στον κλασικό ορισμό της πιθανότητας, όπως: ευνοϊκές περιπτώσεις 

ενδεχομένου, πλήθος δυνατών περιπτώσεων πειράματος, ισοπιθανότητα και 

βασικοί κανόνες λογισμού πιθανοτήτων, όπως ο προσθετικός κανόνας. 

 

Στην πράξη, τα κύρια σημεία ενδιαφέροντος αφορούν στον τρόπο γραφής, δηλαδή στην 

απόδοση όλων των παραπάνω εννοιών με τη συμβολική γραφή των μαθηματικών, στην 

κατανόηση του όρου του διατεταγμένου ζεύγους και στην ικανότητα κατασκευής 

δεντροδιαγραμμάτων. Παράλληλα, το μάθημα των πιθανοτήτων της Γ’ Γυμνασίου συνήθως 

δεν εντάσσεται στην εξεταστέα ύλη. Κατά συνέπεια έχει τον χαρακτήρα του προαιρετικού 

μαθήματος και, όπου διδάσκεται, αυτό γίνεται με επιλεκτική διδασκαλία της ύλης. Στην Α’ 

Λυκείου το μάθημα των πιθανοτήτων εντάσσεται πλέον στην εξεταστέα ύλη και οι μαθητές 

επαναλαμβάνουν και εμβαθύνουν στις ίδιες έννοιες. 

 

4.2 Πρόταση Νέου Προγράμματος Σπουδών 
 

Το νέο Πρόγραμμα Σπουδών για το μάθημα των Μαθηματικών στο Δημοτικό, στο Γυμνάσιο 

και στο Λύκειο, το οποίο υιοθετήθηκε κατόπιν εισήγησης του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής 

Πολιτικής (Ι.Ε.Π) φέρνει μια ριζική αλλαγή στη διδασκαλία των πιθανοτήτων. Σύμφωνα με το 

νέο Πρόγραμμα, η εισαγωγή των μαθητών στις πιθανοτικές έννοιες θα ξεκινάει πλέον από 

την Α’ Δημοτικού. Επιπρόσθετα, προβλέπονται σαν μέσα προώθησης και βελτίωσης της 

διδασκαλίας διαδραστικά πειράματα, καθώς και προσομοιώσεις. Ο κλάδος εντός του οποίου 

εντάσσονται οι Πιθανότητες, αλλά και η Στατιστική, φέρει τον τίτλο «Στοχαστικά 

Μαθηματικά». Σκοπός της διδασκαλίας αυτού του κλάδου, σύμφωνα με το νέο Πρόγραμμα 

Σπουδών είναι ο παρακάτω: 

«Ο βασικός σκοπός της διδασκαλίας της Στατιστικής και των Πιθανοτήτων είναι να αναπτύξει 

την ικανότητα του/της μαθητή/-τριας να αξιολογεί κριτικά πληροφορίες, να εξάγει 

συμπεράσματα, να κάνει προβλέψεις και να λαμβάνει αποφάσεις κάτω από αβέβαιες 

συνθήκες. Η βασική διαφορά των Στοχαστικών Μαθηματικών από τις άλλες θεματικές 

περιοχές των Μαθηματικών είναι ότι μελετά προβλήματα που σχετίζονται με τη 

μεταβλητότητα δεδομένων, δηλαδή με τη διαφορετικότητα που υπάρχει γύρω μας (π.χ. τα 

άτομα διαφέρουν, οι συνθήκες ενός πειράματος διαφέρουν)…». 

Και συνεχίζει για το μάθημα των Πιθανοτήτων: «Το περιεχόμενο των Πιθανοτήτων 

αναπτύσσεται από την αβεβαιότητα διαφόρων γεγονότων και την έννοια της πιθανότητας 

στο Δημοτικό, στον υπολογισμό πιθανοτήτων με τον κλασικό ορισμό στο Γυμνάσιο και στις 

έννοιες της δεσμευμένης πιθανότητας στο Λύκειο.». Παρακάτω ακολουθεί μια συνοπτική 

παρουσίαση των προτεινόμενων αλλαγών. 
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4.2.1 Δημοτικό 

 

Το νέο Πρόγραμμα Σπουδών για το μάθημα των Μαθηματικών στο Δημοτικό101, εφαρμόζεται 

ήδη πιλοτικά από το σχολικό έτος 2021-2022 σε όλα τα Πρότυπα και Πειραματικά Δημοτικά 

Σχολεία της χώρας, σε συνδυασμό με τα ισχύοντα Προγράμματα Σπουδών, ενώ από το 

σχολικό έτος 2023-2024 θα εφαρμοσθεί σε όλα τα Δημοτικά Σχολεία της χώρας. 

Η διδασκαλία των πιθανοτικών εννοιών προτείνεται να ξεκινάει από την Α’ Δημοτικού και να 

συνεχίζεται προοδευτικά μέχρι την Στ’ Δημοτικού. Οι μαθητές θα έρχονται σε μια πρώτη 

επαφή με απλές περιγραφικές αναφορές, οι οποίες σταδιακά ενσωματώνονται σε ή 

συγκρίνονται με αποτελέσματα από πραγματικά πειράματα τύχης μέσα στην τάξη. Στην Στ’ 

Δημοτικού οι μαθητές θα είναι ικανοί να περιγράψουν, να καταγράψουν, να υπολογίσουν 

και να συγκρίνουν θεωρητικές και εμπειρικές πιθανότητες. Συνοπτικά για κάθε τάξη: 

Α’ Δημοτικού: Περιγραφή όλων των δυνατών αποτελεσμάτων ενός πειράματος τύχης. 

Περιγραφή βέβαιων, πιθανών, αδύνατων ενδεχομένων. Χαρακτηρισμός δίκαιου ή αδίκου 

παιχνιδιού τύχης. Μέσα διδασκαλίας: ζάρι, τροχός. 

Β’ Δημοτικού: Διερεύνηση συνδυασμών και αναδιατάξεων αντικειμένων. Περιγραφική 

σύγκριση πιθανοτήτων. Μέσα διδασκαλίας: τροχός. 

Γ’ Δημοτικού: Σύγκριση πιθανοτήτων μέσα από δοκιμές και εμπειρικά δεδομένα. Μέσα 

διδασκαλίας: τροχός. 

Δ’ Δημοτικού: Συγκριτική εκτίμηση πιθανοτήτων σε κλίμακα εύρους από αδύνατο έως βέβαιο 

ενδεχόμενο. Διερεύνηση συχνοτήτων εμφάνισης και διατύπωση προβλέψεων μέσω 

πειραμάτων τύχης. Μέσα διδασκαλίας: κέρμα, ζάρι, τροχός. 

Ε’ Δημοτικού: Υπολογισμός πιθανοτήτων σε κλασματική μορφή και απόδοσή τους σε κλίμακα 

από 0 έως 1. Σύγκριση πιθανοτήτων εμφάνισης ενδεχομένων διαφορετικών πειραμάτων. 

Μέσα διδασκαλίας: κέρμα, ζάρι, τροχός. 

Στ’ Δημοτικού: Περιγραφή και καταγραφή όλων των δυνατών αποτελεσμάτων σύνθεσης 

απλών πειραμάτων. Υπολογισμός πιθανοτήτων και σύγκριση με συχνότητες εμφάνισης. 

Διατυπώσεις προβλέψεων. Μέσα διδασκαλίας: σύνθετα πειράματα με κέρματα, ζάρια, 

τροχούς. 

 

4.2.2 Γυμνάσιο 

 

Το νέο Πρόγραμμα Σπουδών για το μάθημα των Μαθηματικών στο Γυμνάσιο102 εφαρμόζεται 

πιλοτικά -σε συνδυασμό με τα ισχύοντα Προγράμματα Σπουδών- σε όλα τα Πρότυπα και 

                                                             
101 Υπουργική Απόφαση Αριθμ. 160386/Δ1, Πρόγραμμα Σπουδών για το μάθημα των Μαθηματικών 
στο Δημοτικό Σχολείο, ΦΕΚ 5814/τ.Β’/10-12-2021. 
102 Υπουργική Απόφαση Αριθμ. 141379/Δ2, Πρόγραμμα Σπουδών του μαθήματος των Μαθηματικών 
των Α ,́ Β  ́και Γ  ́τάξεων Γυμνασίου, ΦΕΚ 5260/τ.Β’/12-11-2021. 
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Πειραματικά Γυμνάσια της χώρας από το σχολικό έτος 2021-2022, ενώ από το σχολικό έτος 

2023-2024 θα εφαρμοστεί σε όλα τα Γυμνάσια της χώρας. 

Η διδακτέα ύλη των πιθανοτήτων στο Γυμνάσιο φαίνεται να γνωρίζει μια σημαντική 

μετατόπιση σε σχέση με το προηγούμενο Πρόγραμμα Σπουδών.  Πλέον,  η αναπαράσταση 

των πιθανοτήτων στη συμβολική γραφή των μαθηματικών, η εύρεση δειγματικών χώρων, η 

χρήση πινάκων και δεντροδιαγραμμάτων θα διδάσκονται από την Α’ Τάξη Γυμνασίου. 

Επιπρόσθετα, θα γίνεται σύνδεση στατιστικής και πιθανοτήτων σε αρκετές εφαρμογές. Οι 

μαθητές στο τέλος του Γυμνασίου θα γνωρίζουν τον νόμο των μεγάλων αριθμών και θα 

αντιλαμβάνονται την ερμηνεία της πιθανότητας ως του θεωρητικού ορίου των σχετικών 

συχνοτήτων. Ειδικότερα: 

Α’ Γυμνασίου: Προσδιορισμός δειγματικών χώρων πολλών σταδίων, χρήση πινάκων και 

δεντροδιαγραμμάτων, εισαγωγή στη μαθηματική συμβολική γραφή των πιθανοτήτων, 

εκμάθηση του κλασικού ορισμού της πιθανότητας. επίσης, προτείνεται η μοντελοποίηση 

διάφορων προβλημάτων και μια εισαγωγή στις τυχαίες ακολουθίες. 

Β’ Γυμνασίου: Διάκριση ασυμβίβαστων ενδεχομένων, βασική αρχή απαρίθμησης και 

υπολογισμών πιθανοτήτων ενδεχομένων, προσθετικός νόμος. Επιπρόσθετα, χρήση 

ψηφιακών εργαλείων, προσομοιώσεις, αναδιατάξεις αριθμογραμμών και διατυπώσεις 

συγκριτικών συλλογισμών με τη χρήση στατιστικών μέτρων μεταβλητότητας. 

Γ’ Γυμνασίου: Εκμάθηση νόμου των μεγάλων αριθμών, προσομοιώσεις, δοκιμές με 

διαφορετικού πλήθους επαναλήψεις, συνειδητοποίηση των διαφορών της θεωρητικής 

πιθανότητας και των εμπειρικών δεδομένων από δοκιμές, αναγνώριση ότι η σχετική 

συχνότητα πλησιάζει την θεωρητική πιθανότητα. 

 

4.2.3 Λύκειο 

 

Το νέο Πρόγραμμα Σπουδών για το μάθημα των Μαθηματικών στο Λύκειο103 - πλην των 

Μαθηματικών Γ’ Λυκείου Προσανατολισμού- εφαρμόζεται πιλοτικά σε συνδυασμό με τα 

ισχύοντα Προγράμματα Σπουδών σε όλα τα Πρότυπα και Πειραματικά Γενικά Λύκεια της 

χώρας από το σχολικό έτος 2021-2022. Από το σχολικό έτος 2023-2024 θα εφαρμοσθεί στην 

Α’ τάξη όλων των Γενικών Λυκείων της χώρας. Από το σχολικό έτος 2024-2025 θα εφαρμοσθεί 

στη Β’ τάξη όλων των Γενικών Λυκείων της χώρας. Τέλος, από το σχολικό έτος 2025-2026 θα 

εφαρμοσθεί στη Γ’ τάξη όλων των Γενικών Λυκείων της χώρας. 

Στο Λύκειο δίνεται πρώτη φορά έμφαση σε μη ισοπίθανους δειγματικούς χώρους. Οι 

μαθητές θα διδάσκονται τον αξιωματικό ορισμό της πιθανότητας και θα επιλύουν πιο 

σύνθετα προβλήματα με αναδιατάξεις, μεταθέσεις και τυχαίες εκλογές αντικειμένων. Θα 

εισάγονται στις κατανομές (κανονική κατανομή), θα ορίζουν την δεσμευμένη πιθανότητα και 

                                                             
 
103 Υπουργική Απόφαση Αριθμ. 145377/Δ2, Πρόγραμμα Σπουδών του μαθήματος των Μαθηματικών 
των Α’, Β’ και Γ’ τάξεων Γενικού Λυκείου, ΦΕΚ 5390/τ.Β’/19-11-2021. 
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προοδευτικά θα διδάσκονται πιο σύνθετους κανόνες λογισμού πιθανοτήτων, όπως ο τύπος 

Bayes και το θεώρημα της ολικής πιθανότητας. Πιο συγκεκριμένα: 

Α’ Λυκείου: Πιθανοτικά μοντέλα, μη ισοπίθανοι δειγματικοί χώροι, διατύπωση υποθέσεων, 

αξιωματικός ορισμός πιθανότητας, επίλυση προβλημάτων. 

Β’ Λυκείου: Υπολογισμοί πιθανοτήτων με προβλήματα αναδιάταξης και μεταθέσεων, 

κανονική κατανομή, δεσμευμένη πιθανότητα. 

Γ’ Λυκείου: Πολλαπλασιαστικός κανόνας, δεσμευμένη πιθανότητα και ανεξαρτησία, 

θεώρημα ολικής πιθανότητας, θεώρημα Bayes. 

 

4.3 Παρατηρήσεις 
 

Αναμφίβολα μέσα από την εισήγηση του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής το αναλυτικό  

πρόγραμμα σπουδών εκσυγχρονίζεται, τουλάχιστον από την πλευρά των στοχαστικών 

μαθηματικών και εναρμονίζεται με κάποιες επίκαιρες προτάσεις της διδακτικής των 

μαθηματικών.  

Κρίνεται ως πολύ σημαντική η είσοδος του μαθήματος των πιθανοτήτων ήδη από την Α’ 

Δημοτικού, συνεισφέροντας έτσι στη συστηματική καλλιέργεια αντιλήψεων και 

συλλογισμών κρίσιμων για τη μετέπειτα κατανόηση της θεωρίας των πιθανοτήτων. 

Επιπρόσθετα, προωθείται μια μορφή διδασκαλίας που έχει σαφή στόχευση την ανάπτυξη 

του πιθανοτικού συλλογισμού. Κάτι τέτοιο είναι εμφανές, όχι μόνο από τη διεύρυνση της 

διδασκαλίας των πιθανοτήτων σε όλες τις βαθμίδες, αλλά και από τη θεματολογία, τους 

εκπαιδευτικούς στόχους που τίθενται και τα μέσα που προτείνονται, όπως για παράδειγμα 

τα ψηφιακά εργαλεία και οι προσομοιώσεις στη Β’ Γυμνασίου, καθώς και ο στατιστικός 

έλεγχος των αποτελεσμάτων ως προς τη μεταβλητότητα. 

Παρά τα θετικά στοιχεία, διαπιστώνεται ότι το νέο Πρόγραμμα Σπουδών για το Λύκειο δεν 

παρουσιάζει την ίδια δυναμική με τα Προγράμματα των προηγούμενων τάξεων για τη 

διδασκαλία των πιθανοτήτων. Παρατηρείται μια προσκόλληση σε ισοπίθανους δειγματικούς 

χώρους και μια έλλειψη στη σύνδεση με τη στατιστική, ενώ η ερμηνεία των πιθανοτήτων ως 

σχετικών συχνοτήτων εξαντλείται στην επιβεβαίωση της κλασικής θεωρίας. Επίσης, οι 

μαθητές δεν ασκούνται στη μοντελοποίηση προβλημάτων της πραγματικής ζωής, αλλά σε 

θεωρητικές ασκήσεις χωρίς προσομοιώσεις και εμπειρικά δεδομένα, δεν αλληλοεπιδρούν 

και δεν εφαρμόζουν πιθανοτικούς συλλογισμούς στην αντιμετώπιση προβλημάτων και 

ζητημάτων λήψης αποφάσεων. Χαρακτηριστικά αναφέρεται ότι ο τύπος του Bayes 

διδάσκεται στη Γ’ Λυκείου. Επιπρόσθετα, η υποκειμενική ερμηνεία της πιθανότητας δεν 

διδάσκεται. 
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Κεφάλαιο 5 Διδασκαλία Πιθανοτήτων και Διεξαγωγή Έρευνας 

σε Μαθητές Γ’ Γυμνασίου 
 

5.1 Εισαγωγή 
 

Παρακάτω παρατίθεται η έρευνα-διδασκαλία που πραγματοποιήθηκε στα πλαίσια του 

μαθήματος 6ου εξαμήνου της σχολής ΣΕΜΦΕ, «Αρχές Διδακτικής Μεθοδολογίας – Διδακτικής 

των Μαθηματικών», που διδάχθηκε το ακαδημαϊκό έτος 2018-2019 με επιβλέπουσα την 

Καθηγήτρια κα. Παυλοπούλου Καλλιόπη. Η εργασία απαρτίζεται από τρία μέρη: i) Την 

παρακολούθηση δύο διδακτικών ωρών μιας τάξης σχολείου δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης, 

ii) την διδασκαλία δύο ωρών κάποιας ενότητας από την προβλεπόμενη ύλη και iii) τη γραπτή 

αποτίμηση όλης της διδακτικής διαδικασίας και στρατηγικής. 

Το σχολείο που επιλέχθηκε ήταν το Πρότυπο Γυμνάσιο Αναβρύτων, Τμήμα Γ3 και η διδακτική 

ενότητα το κεφάλαιο  «5.2 Δειγματικός χώρος και Ενδεχόμενα» του βιβλίου της Γ’ Γυμνασίου. 

Η παρακολούθηση και η διδασκαλία έγινε με την άδεια και υπό την επίβλεψη του καθηγητή 

κ. Μέλλιου Σπυρίδωνα. 

 

5.2 Ανάλυση Μαθηματικού Αντικειμένου 
 

Αντικείμενο διδασκαλίας της παρούσας εργασίας αποτελεί η διδακτική ενότητα  «5.2 

Δειγματικός χώρος  – Ενδεχόμενα», η οποία διδάσκεται σε μαθητές της Γ’ Γυμνασίου στο 

μάθημα των μαθηματικών,  στα πλαίσια της δευτεροβάθμιας υποχρεωτικής εκπαίδευσης. 

Η εν λόγω ενότητα έπεται μιας πρώτης επαφής των μαθητών με την έννοια του συνόλου και 

προηγείται της έννοιας και του ορισμού της κλασικής πιθανότητας. Το μάθημα, λοιπόν, 

αποτελεί ένα εισαγωγικό βήμα σε μια ενότητα των μαθηματικών, η οποία είναι ήδη 

φορτισμένη με διαισθητικές αντιλήψεις από την καθημερινότητα, την κοινωνικοποίηση και 

τις δραστηριότητες των μαθητών. 

Σε αυτό το πρώτο στάδιο, βασικό μέλημα της διδασκαλίας είναι η εξοικείωση και ο 

επιτυχημένος χειρισμός εκ μέρους του μαθητή όλων των αφηρημένων εννοιών στο σύστημα 

της συμβολικής αναπαράστασης. Στην κατεύθυνση αυτή, δίνεται πρωτίστως βαρύτητα στην 

εδραίωση ενός νέου συντακτικού της συμβολικής γλώσσας των μαθηματικών και 

συγκεκριμένα της συμβολικής περιγραφής των συνόλων. Όταν ο μαθητής, σε δεύτερο χρόνο, 

έρθει σε επαφή με προβλήματα πιθανοτήτων, όπου οι αναπαραστάσεις και οι μεταβάσεις 

που απαιτούνται είναι αρκετά σύνθετες, θα πρέπει να είναι σε θέση να αντιλαμβάνεται και 

να χειρίζεται τα στοιχειώδη μέρη από τα οποία σχηματίζεται η πιθανοτική συλλογιστική στην 

συμβολικής της γραφή. 

Στα πλαίσια της συγκεκριμένης διδακτικής ενότητας, οι έννοιες οι οποίες εμπίπτουν στην 

παραπάνω ανάλυση είναι το ίδιο το σύνολο, τα στοιχεία του συνόλου, η πληθικότητα, το 
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ανήκειν ή μη σε ένα σύνολο, το κενό σύνολο, το υποσύνολο και οι συνακόλουθες μεταβάσεις 

τους στη γλώσσα των πειραμάτων τύχης, δηλαδή στον δειγματικό χώρο και τα ενδεχόμενα, 

βέβαια και αδύνατα. 

Ξεχωριστό και πολύ σημαντικό τμήμα της διδασκαλίας αποτελεί η εκπαίδευση των μαθητών 

στη χρήση δεντροδιαγράμματος και πίνακα για την εύρεση του συνόλου του δειγματικού 

χώρου. Η εκμάθηση αυτών των τεχνικών είναι πολύ χρήσιμη, διότι ο μαθητής 

παρακολουθώντας τη μετάβαση από το σύστημα της γραφικής αναπαράστασης στο 

συμβολικό, έρχεται σε άμεση οπτική επαφή με σύνολα –δειγματικούς χώρους από σύνθετα 

πειράματα τύχης που ενδεχομένως δεν έχει συναντήσει στην καθημερινότητά του, σύνολα 

δηλαδή των οποίων δεν έχει αποκτήσει από πριν μια διαισθητική εποπτεία.  

Το στάδιο αυτό είναι αρκετά σημαντικό, διότι ο μαθητής με μικρά βήματα λογικής, ασκώντας 

οπτικό έλεγχο, οικοδομεί με ασφάλεια ένα αποτέλεσμα που μέχρι πριν του ήταν εντελώς 

άγνωστο και αφηρημένο. Η μετάβαση από το γραφικό σύστημα στο συμβολικό είναι δομικού 

χαρακτήρα, καθώς παράγει και ταυτόχρονα ασκεί έλεγχο στο ζητούμενο αποτέλεσμα. 

 

5.3 Προτεινόμενη Διδασκαλία 
 

Για τη διδασκαλία της ενότητας χρησιμοποιήθηκαν : 

 Παρουσίαση του εκπαιδευτικού υλικού σε διαδραστικό πίνακα, η οποία  αποτέλεσε 

τον βασικό κορμό της διδασκαλίας. 

 Φύλλο εργασίας με ασκήσεις, για την ταυτόχρονη με την διδασκαλία επανάληψη και 

εμπέδωση βασικών εννοιών.  

 Κριτήριο αξιολόγησης –Σύντομη επισκόπηση, όπου τα παιδιά καλούνταν να 

απαντήσουν σε σύντομες ερωτήσεις πάνω στο μάθημα που διδάχθηκαν. 

Χαρακτηριστική έμφαση δόθηκε : 

 Στην έννοια του ενδεχομένου ως υποσυνόλου του δειγματικού χώρου. 

 Στην πληθικότητα των ενδεχομένων και του δειγματικού χώρου. 

 Στην έννοια του κενού συνόλου, ως αδύνατου ενδεχομένου. 

 Στην κατασκευή δειγματικών χώρων με την χρήση γραφικών απεικονίσεων. 

Με τη χρήση του διαδραστικού πίνακα δόθηκε η δυνατότητα παρουσίασης πειραμάτων 

τύχης ανά στάδιο εξέλιξης, καθώς και γραφικών αναπαραστάσεων των εννοιών που 

ορίστηκαν. Με τον τρόπο αυτό, οι μαθητές εξοικειώνονταν με τους ορισμούς και ταυτόχρονα 

με τις μεταβάσεις αυτών σε ποικίλες αναπαραστάσεις, διατηρώντας μία συνολική εποπτεία. 
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Πείραμα: 
Ρίχνουμε ένα κέρμα δυο φορές 

1η ρίψη | 2η ρίψη 

Δειγματικός χώρος  
 

Ω={ΚΓ,ΚΚ,ΓΚ,ΓΓ} 

ΚΓ 

ΚΚ 

ΓΚ 

ΓΓ 

Δυνατά 

Αποτελεσματά 

 

Κεντρική θέση στη διδασκαλία κατέχουν τα ενδεχόμενα ως υποσύνολα του δειγματικού 

χώρου και η πληθικότητά τους, διότι μέσω αυτών ο μαθητής εισάγεται μετέπειτα στην έννοια 

της κλασικής πιθανότητας. Η παρουσίαση πειραμάτων όπου οι μαθητές θα μπορούν να 

μετρούν και να διακρίνουν τα αποτελέσματα, καθώς και η παρουσίαση γραφικών 

απεικονίσεων, όπως για παράδειγμα ομόκεντρων κύκλων, συμβάλλει στην καλύτερη 

κατανόηση των εννοιών του πλήθους και του ανήκειν. 

Ιδιαίτερη βαρύτητα δίνεται επίσης στην αποσαφήνιση της έννοιας του κενού συνόλου. Το 

διάγραμμα Venn είναι πολύτιμο για μια αρχική προσέγγιση της έννοιας του κενού συνόλου 

και της σχέσης του με τον δειγματικό χώρο, ως υποσύνολό του. 

Τέλος, η χρήση δεντροδιαγράμματος και πίνακα αποτελεί, όπως προαναφέρθηκε, ένα 

χρήσιμο μαθηματικό εργαλείο για την εξαγωγή και επαλήθευση αποτελεσμάτων.  

Εύρεση δειγματικού χώρου  
 

Δεντροδιάγραμμα 

 

 Δύο και παραπάνω 
γεγονότων 

 

 Αποτέλεσμα-μονοπάτι 

 

Πίνακας 

 

 Δύο γεγονότων 

 

 

 Αποτέλεσμα-
διατεταγμένο ζεύγος 

Αρχή 

1η φάση 
2η φάση 

2η  φάση 

1η φάση 

2η φάση 

Κ Γ 

Κ ΚΚ ΚΓ 

Γ ΓΚ ΓΓ 
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Αμέσως παρακάτω παρουσιάζεται το σχεδιάγραμμα του μαθήματος που εφαρμόστηκε, το 

φύλλο εργασίας και το φύλλο αξιολόγησης που διανεμήθηκαν στους μαθητές.  

 

5.3.1 Σχεδιάγραμμα Μαθήματος 

 

 

ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΝΑΒΡΥΤΩΝ 

ΣΧΕΔΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 

Τάξη Γ’ Γυμνασίου 

Διδακτική Ενότητα: § 5.2 Δειγματικός χώρος και Ενδεχόμενα 

 

Α) ΓΝΩΣΤΙΚΟ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΟ 

Πείραμα τύχης, δειγματικός χώρος, ενδεχόμενα, πραγματοποίηση και ευνοϊκές περιπτώσεις 

ενδεχομένου, βέβαιο και αδύνατο ενδεχόμενο, εύρεση δειγματικού χώρου μέσω 

δεντροδιαγράμματος και πίνακα. 

Β) ΕΠΟΠΤΙΚΑ ΜΕΣΑ 

Διαδραστικός πίνακας (προβολή μέσω Power Point). 

Πράσινος πίνακας και κιμωλία. 

Φύλλο εργασίας 

Γ) ΑΙΘΟΥΣΑ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑΣ 

Αίθουσα με διαδραστικό πίνακα (τμήμα Γ3). 

Δ) ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΠΟΥ ΠΡΕΠΕΙ ΝΑ ΔΙΑΘΕΤΟΥΝ ΟΙ ΜΑΘΗΤΕΣ 

Έννοιες συνόλου, υποσυνόλου, καταγραφή συνόλων και υποσυνόλων με αναγραφή, 

περιγραφή των στοιχείων τους και μέσω διαγράμματος Venn, έννοια στοιχείου που ανήκει 

σε σύνολο. 

Ε) ΔΙΔΑΚΤΙΚΟΙ ΣΤΟΧΟΙ 

1) Αναγνώριση ενός πειράματος τύχης. 

2) Προσδιορισμός δειγματικού χώρου ενός πειράματος τύχης. 

3) Προσδιορισμός ενδεχομένων ενός πειράματος τύχης. 

4) Διάκριση βέβαιου και  αδύνατου ενδεχόμενου. 
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5) Χρήση δεντροδιαγράμματος και πίνακα για τον προσδιορισμό δειγματικών χώρων και 

ενδεχομένων. 

ΣΤ) ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 

Ομαδοσυνεργατική: Οι μαθητές θα δουλέψουν σε ζευγάρια με ένα κοινό φύλλο εργασίας, 

όπως είναι καθισμένοι στα θρανία. 

Καθοδηγούμενη: από τη μεριά του διδάσκοντα, για την ανάπτυξη διαλόγου μεταξύ 

διδάσκοντα-μαθητή και μαθητών μεταξύ τους (διαλεκτική μέθοδος), έτσι ώστε να 

οδηγηθούν οι μαθητές σε εξαγωγή συμπερασμάτων σχετικά με τις ερωτήσεις του φύλλου 

εργασίας. 

Ζ) ΔΙΔΑΚΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 

Η εισαγωγή των μαθητών στους δειγματικούς χώρους και τα ενδεχόμενα θα γίνει με τη χρήση 

απλών συνόλων από πειράματα ή παιχνίδια της καθημερινότητάς τους, κάνοντας πιο οικεία 

και προσιτή την αφηρημένη έννοια τους. 

Σε πιο σύνθετα πειράματα τύχης οι μαθητές θα μάθουν να χρησιμοποιούν τις απεικονίσεις 

του δεντροδιαγράμματος και του πίνακα, έτσι ώστε να προσδιορίζουν με ασφάλεια τα 

εμπλεκόμενα σύνολα. 

Στη διδακτική διαδικασία θα χρησιμοποιηθούν ποικίλα παραδείγματα και γραφικές 

αναπαραστάσεις, με σκοπό να καλυφθούν και να ανταποκριθούν σε όσο το δυνατόν 

περισσότερα επίπεδα διανοητικής αντίληψης των μαθητών. Τέλος, θα παρουσιαστούν όλες 

οι τυπικές μεταβάσεις από αναπαράσταση σε αναπαράσταση. 

 Η)  ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΠΟΡΕΙΑ 

Α’ φάση: (5 λεπτά) Εργαλεία: Διαδραστικός πίνακας, Φύλλο εργασίας, σελ. 1. 

Διευκρίνιση πειράματος τύχης μέσω συζήτησης και παραδειγμάτων. 

 

Β’ φάση: (10 λεπτά ) Εργαλεία: Διαδραστικός πίνακας, Φύλλο εργασίας, σελ. 1,2. 

Διευκρίνιση και προσδιορισμός δειγματικού χώρου μέσω απλών πειραμάτων, όπως η ρίψη 

ζαριού και κέρματος. 

Απλές εφαρμογές παραδειγμάτων. 

Γ’ φάση: (10 λεπτά) Εργαλεία: Διαδραστικός πίνακας, Φύλλο εργασίας, σελ. 2,3. 

Διευκρίνιση και προσδιορισμός ενδεχομένων. 

Απλά πειράματα και σύνθετες ερωτήσεις κατανόησης για τις σχέσεις των ενδεχομένων και 

του δειγματικού χώρου. 

Δ’ φάση: (10 λεπτά) Εργαλεία: Διαδραστικός πίνακας, Φύλλο εργασίας, σελ. 4,6. 
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Προσδιορισμός δειγματικού χώρου και ενδεχομένων σύνθετων πειραμάτων μέσω 

δεντροδιαγράματος και πίνακα. 

Ε’ φάση: (10λεπτά) Αξιολόγηση: Σύντομη επισκόπηση. 

 

5.3.2 Φύλλο Εργασίας  

 

ΠΡΟΤΥΠΟ  ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΝΑΒΡΥΤΩΝ 

ΤΑΞΗ Γ’3 ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

Μάθημα: Μαθηματικά  

  

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Διδακτική Ενότητα: Δειγματικός χώρος – Ενδεχόμενα 

 

1. Πειράματα 

 

Α) Ως πείραμα τύχης ορίζεται το πείραμα του οποίου το αποτέλεσμα μπορούμε/ δεν 

μπορούμε να προβλέψουμε με απόλυτη βεβαιότητα, όσες φορές και αν το επαναλάβουμε. 

Β) Σημειώστε με ΝΑΙ ή ΟΧΙ, αν είναι πειράματα τύχης: 

 Η ρίψη ενός ζαριού:  

 Το φύλο των παιδιών μιας τετραμελούς οικογένειας:  

 Η απόσταση που διανύει ένα αυτοκίνητο με συγκεκριμένη ταχύτητα και χρόνο:  

 Ο αριθμός των σημείων που εφάπτονται δύο κύκλοι:  

 

 

2. Δειγματικός χώρος 

  

Α) Δειγματικό χώρο ονομάζουμε το σύνολο ………………………………………………………….. ενός 

πειράματος τύχης. 

 

Β) Το πλήθος των στοιχείων του δειγματικού χώρου συμβολίζεται με ………… 

Γ) Ρίχνω ένα ζάρι. Το σύνολο του δειγματικού χώρου με αναγραφή των στοιχείων του είναι 

Ω= …………………….. 

Δ) Βρείτε το πλήθος των στοιχείων του Ω στις παρακάτω περιπτώσεις: 
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 Ρίψη ζαριού: Ν(Ω)= …... 

 Ρίψη νομίσματος: Ν(Ω)=….. 

 Μήνες έτους: Ν(Ω)= …... 

 

3. Ενδεχόμενα 

Α) Ρίχνω ένα ζάρι. Το ενδεχόμενο Α={x ∈ Ω, όπου x μικρότερος από 4} είναι το υποσύνολο 

………………  με  Ν(Α)= ……. . 

Β) Έστω ότι ο δειγματικός χώρος είναι Ω= {1,2,3,α,β,γ}. Σημειώστε με ΝΑΙ ή ΟΧΙ, αν τα 

παρακάτω είναι ενδεχόμενα: 

 Α= {1,α} ……. 

 Β= {β,γ,1} ……. 

 Γ={1α, 2β, 3γ} ……. 

 Δ= {1,2,3,α,β,γ} ……. 

 Ε=Ø  ……. 

Γ) Ρίχνουμε ένα ζάρι και φέρνουμε 5. Ποια από τα παρακάτω ενδεχόμενα 

πραγματοποιούνται;  

α) Α={1,3,5}     β) Β={1,2,3,4,6}     γ) Γ={5,1}     δ) Δ={2,3} 

 

Δ) Ρίχνω ένα ζάρι. Το ενδεχόμενο Β={x ∈ Ω, όπου x περιττός} έχει σαν ευνοϊκές περιπτώσεις 

τα στοιχεία  …………... 

 

Ε) Επιλέγω στην τύχη μια ημέρα της εβδομάδας. Ποιο απο τα παρακάτω είναι βέβαιο 

ενδεχόμενο; 

Α. Η ημέρα είναι βροχερή.   

Β. Η ημέρα έχει 24 ώρες. 
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Γ. Έχω την γιορτή μου! 

Δ. Είναι Δευτέρα. 

 

ΣΤ) Αν Ω={ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ,ΓΓ} ποιο από τα παρακάτω είναι αδύνατο ενδεχόμενο; 

α. Α={Κ,Γ}     β. Β={ΚΓ}     γ. Γ={ΚΓ,ΓΚ}     δ. Δ={ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ} 

 

4.  Εύρεση Δειγματικού χώρου σύνθετων πειραμάτων 

 

Α) Ρίχνουμε δύο φορές το κέρμα. Να συμπληρώσετε το δεντροδιάγραμμα: 

 

 

Β) Δύο φίλοι παίζουν το παιχνίδι «πέτρα, μολύβι, χαρτί». Να συμπληρώσετε τον πίνακα των 

διατεταγμένων ζευγών: 

 Πέτρα Μολύβι Χαρτί 

Πέτρα (Π,Π) (Π,Μ) (Π,Χ) 

Μολύβι  (Μ,Μ)  

Χαρτί (Χ,Π) (Χ,Μ)  

 

Πόσες είναι οι ευνοϊκές περιπτώσεις του ενδεχομένου Α={να έρθουν ισοπαλία}; 

Α={…………………………..} και Ν(Α)=……. 

Κ
Κ

....

....
....

Γ

Μονοπάτι 

 

ΚΓ 

 

ΓΓ 

Δειγματικός χώρος 

Ω=…………………… 
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Πόσες είναι οι ευνοϊκές περιπτώσεις του ενδεχομένου Β={ταυτόχρονη εμφάνιση πέτρας και 

χαρτιού}; Β={………………..} με Ν(Β)=……… 

 

5.3.3 Φύλλο Αξιολόγησης – Σύντομη Επισκόπηση 

 

ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΝΑΒΡΥΤΩΝ 

Μάθημα: Μαθηματικά Τάξη: Γ’3 ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

Σύντομη Επισκόπηση 

Διδακτική Ενότητα: Δειγματικός χώρος – Ενδεχόμενα 

1. Να κάνετε σωστή αντιστοίχιση δειγματικών χώρων και ενδεχομένων. 

Δειγματικοί χώροι Ω  Ενδεχόμενα Α  Αντιστοίχιση 

α. {1,2,3,4,5,6}  1. {α,γ}   

β. {α,β,γ}  2. {1}   

γ. {α,2β,3γ}  3. {ΚΓ}   

δ. {Κ,Γ}  4. {2β}   

ε. {ΚΚ,ΓΚ,ΚΓ,ΓΓ}  5. {Κ}   

 

2. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ( Σ ) ή Λανθασμένες ( Λ ) . 

 

α. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις για την πραγματοποίηση ενός ενδεχομένου είναι 

περισσότερες από το πλήθος των στοιχείων του δειγματικού χώρου Ω.   

β. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις για την πραγματοποίηση του ενδεχομένου Α={ 0 } είναι 

μηδενικές.  

γ. Αν Α είναι ένα βέβαιο ενδεχόμενο τότε Ν(Α)=Ν(Ω).   

δ. Αν Ω={1,2,3,4,5,6,7,8,9} το ενδεχόμενο Α={x∈Ω, όπου x≥9} είναι αδύνατο. ` 

 

3. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. 

 

α. Ρίχνουμε ένα ζάρι. Το ενδεχόμενο Α={x∈Ω, όπου x άρτιος} πραγματοποιείται αν 

φέρουμε: 

Α. 8        Β. 6        Γ. 1 ή 3 ή 5       Δ. Ω={1,2,3,4,5,6} 

 

β. Ρίχνουμε ένα νόμισμα δύο φορές. Ο δειγματικός χώρος του πειράματος είναι 

Ω={ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ,ΓΓ}. Το ενδεχόμενο να φέρουμε τουλάχιστον μια φορά γράμματα είναι 

το σύνολο: 

Α. {Γ,Γ}       Β. {Γ,ΓΚ,ΓΓ}       Γ. {ΓΓ,ΚΓ,ΓΚ}       Δ. {Γ} 
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γ. Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές και φέρνουμε πρώτα άσσο και μετά τέσσερα. Ποιο 

από τα παρακάτω ενδεχόμενα πραγματοποιείται: 

Α. {1,4}      Β. {(4,1)}      Γ. {5}     Δ. {(1,4)} 

 

δ. Ένα συρτάρι έχει 25 λευκές (Λ) και 25 κόκκινες (Κ) κάλτσες, όλες μονές. Τραβάμε 

στην τύχη μέχρι να σχηματίσουμε ένα κανονικό ομόχρωμο ζευγάρι. Ποιο σύνολο 

είναι ο δειγματικός  χώρος του πειράματος: 

Α. {ΚΚ,ΛΛ}      Β. {ΚΚ,ΚΛ,ΛΚ,ΛΛ}      Γ. {ΚΚ,ΚΛΚ,ΚΛΛ,ΛΛ,ΛΚΚ,ΛΚΛ}     Δ. {Κ,Λ,ΚΚ,ΛΛ} 

 

5.4 Εφαρμογή της Διδασκαλίας στην Τάξη - Σχολιασμός 
 

Τα επιμέρους στάδια της διδασκαλίας αναλύθηκαν παραπάνω στο Σχέδιο Μαθήματος. 

Η παρουσίαση πειραμάτων με τη χρήση διαδραστικού πίνακα, καθώς και ο εμπλουτισμός 

της παράδοσης με αντίστοιχες εικόνες, σχήματα και εν γένει γραφικές αναπαραστάσεις, 

φαίνεται ότι βοήθησαν σημαντικά  στην αφομοίωση του μαθήματος και διατήρησαν ζωηρό 

το ενδιαφέρον των μαθητών. Η προοδευτική παρουσίαση των πειραμάτων παρείχε στους 

μαθητές τον αναγκαίο χρόνο να σκεφτούν και να διατυπώσουν ερωτήσεις/απορίες.  

Καθ’ όλη τη διάρκεια του μαθήματος υπήρχαν ερωτοαποκρίσεις μεταξύ μαθητών-

διδάσκοντα με βάση την παρουσίαση και εξέλιξη στον διαδραστικό πίνακα. Παρατηρήθηκε 

ότι οι μαθητές δυσκολεύονταν να κατανοήσουν την έννοια του διατεταγμένου ζεύγους και 

έκαναν συχνά λάθη. 

Για τις ανάγκες διδασκαλίας της έννοιας του κενού συνόλου, πέρα από την παρουσίαση 

PowerPoint, παρουσιάστηκε στον πίνακα εφαρμογή του διαγράμματος Venn. 

(Σημειώνεται ότι το διάγραμμα Venn υπήρχε στο αρχικό σχέδιο της παρουσίασης, αλλά 

αφαιρέθηκε τελικά λόγω περιορισμένου χρόνου). 

Tέλος, λόγω παρέλευσης της διδακτικής ώρας το κριτήριο αξιολόγησης διανεμήθηκε την 

επόμενη μέρα, σε ώρα ασκήσεων. Οι μαθητές είχαν στη διάθεσή τους πέντε λεπτά. Η έννοια 

του διατεταγμένου ζεύγους αποτέλεσε και πάλι θέμα συζήτησης και επεξήγησης, ακριβώς 

πριν την αξιολόγηση. 

Αποτιμώντας συνολικά τη διαδικασία, θα έλεγα ότι υπήρχε άριστη συνεργασία με τα παιδιά, 

ήταν πολύ δεκτικά, συμμετείχαν στο μάθημα και έδειχναν ενδιαφέρον. 
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5.5 Αξιολόγηση – Ανάλυση Αποτελεσμάτων  

 

5.5.1 Απαντήσεις Φύλλου Αξιολόγησης 

 

ΠΡΟΤΥΠΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΝΑΒΡΥΤΩΝ 

Μάθημα: Μαθηματικά Τάξη: Γ’3 ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

Σύντομη Επισκόπηση 

Διδακτική Ενότητα: Δειγματικός χώρος – Ενδεχόμενα 

1. Να κάνετε σωστή αντιστοίχιση δειγματικών χώρων και ενδεχομένων. 

Δειγματικοί χώροι Ω  Ενδεχόμενα Α  Αντιστοίχιση 

α. {1,2,3,4,5,6}  1. {α,γ}  α.2 

β. {α,β,γ}  2. {1}  β.1 

γ. {α,2β,3γ}  3. {ΚΓ}  γ.4 

δ. {Κ,Γ}  4. {2β}  δ.5 

ε. {ΚΚ,ΓΚ,ΚΓ,ΓΓ}  5. {Κ}  ε.3 

 

2. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ( Σ ) ή Λανθασμένες ( Λ ) . 

 

α. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις για την πραγματοποίηση ενός ενδεχομένου είναι 

περισσότερες από το πλήθος των στοιχείων του δειγματικού χώρου Ω.  ΛΑΘΟΣ 

β. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις για την πραγματοποίηση του ενδεχομένου Α={ 0 } είναι 

μηδενικές. ΛΑΘΟΣ 

γ. Αν Α είναι ένα βέβαιο ενδεχόμενο τότε Ν(Α)=Ν(Ω).  ΣΩΣΤΟ 

δ. Αν Ω={1,2,3,4,5,6,7,8,9} το ενδεχόμενο Α={x∈Ω, όπου x≥9} είναι αδύνατο. ΛΑΘΟΣ 

 

3. Να επιλέξετε της σωστή απάντηση. 

 

α. Ρίχνουμε ένα ζάρι. Το ενδεχόμενο Α={x∈Ω, όπου x άρτιος} πραγματοποιείται αν 

φέρουμε: 

Α. 8        Β. 6        Γ. 1 ή 3 ή 5       Δ. Ω={1,2,3,4,5,6} 

 

β. Ρίχνουμε ένα νόμισμα δύο φορές. Ο δειγματικός χώρος του πειράματος είναι 

Ω={ΚΚ,ΚΓ,ΓΚ,ΓΓ}. Το ενδεχόμενο να φέρουμε τουλάχιστον μια φορά γράμματα είναι 

το σύνολο: 

Α. {Γ,Γ}       Β. {Γ,ΓΚ,ΓΓ}       Γ. {ΓΓ,ΚΓ,ΓΚ}       Δ. {Γ} 

 

γ. Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές και φέρνουμε πρώτα άσσο και μετά τέσσερα. Ποιο 

από τα παρακάτω ενδεχόμενα πραγματοποιείται: 

Α. {1,4}      Β. {(4,1)}      Γ. {5}     Δ. {(1,4)} 
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δ. Ένα συρτάρι έχει 25 λευκές (Λ) και 25 κόκκινες (Κ) κάλτσες, όλες μονές. Τραβάμε 

στην τύχη μέχρι να σχηματίσουμε ένα κανονικό ομόχρωμο ζευγάρι. Ποιο σύνολο 

είναι ο δειγματικός  χώρος του πειράματος: 

              Α. {ΚΚ,ΛΛ}      Β. {ΚΚ,ΚΛ,ΛΚ,ΛΛ}      Γ. {ΚΚ,ΚΛΚ,ΚΛΛ,ΛΛ,ΛΚΚ,ΛΚΛ}     Δ. {Κ,Λ,ΚΚ,ΛΛ} 

 

5.5.2 Ποσοτική Ανάλυση 

 

Παρακάτω γίνεται η παράθεση των αποτελεσμάτων στις ερωτήσεις του φύλλου αξιολόγησης 

που απαντήθηκε από τους μαθητές. Η ποσοτική τους ανάλυση παρουσιάζεται με την μορφή 

των ποσοστών επιτυχίας ανά ερώτηση και με την ίδια σειρά που διατυπώθηκαν. 

 Ερώτηση 1 

Στην ερώτηση 1, ζητήθηκε να γίνει αντιστοίχιση ενδεχομένων με τους δειγματικούς χώρους 

στους οποίους ανήκουν. Τα παραδείγματα που χρησιμοποιήθηκαν ήταν μικτά, άλλα 

προέκυπταν από την διδασκαλία, άλλα ήταν άγνωστα και εντελώς αφηρημένα. Επιπρόσθετα 

έγινε χρήση μικτών χώρων με αριθμούς και γράμματα. Αντικειμενικός σκοπός ήταν να 

ελεγχθούν οι έννοιες και οι σχέσεις συνόλου- υποσυνόλου. 

Το ποσοστό επιτυχίας σε αυτήν την ερώτηση ήταν 100%. 

 Ερώτηση 2.α 

Στην ερώτηση 2.α, ζητήθηκε η κρίση σχετικά με τις ευνοϊκές περιπτώσεις ενός ενδεχομένου 

συγκριτικά με τον δειγματικό χώρο Ω. Η ερώτηση αυτή είχε τον διπλό σκοπό να ελέγξει 

αφενός την διαισθητική (και διδαχθείσα) έννοια του ενδεχομένου ως υποσυνόλου του δ.χ. 

και αφετέρου την ίδια την έννοια του δειγματικού χώρου Ω. 
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 Ερώτηση 2.β 

Στην ερώτηση 2.β, ζητήθηκε η εκτίμηση του κατά πόσο οι ευνοϊκές περιπτώσεις του 

ενδεχομένου Α={0} είναι μηδενικές. Η ερώτηση αυτή, σε πρώτο επίπεδο, έφερνε τους 

μαθητές προ μιας εννοιολογικής συνάφειας, του {0} με τον όρο «μηδενικές» και σε δεύτερο 

επίπεδο έφερνε στο παρασκήνιο την έννοια του κενού συνόλου, το οποίο, όπως διδάχθηκε, 

έχει πραγματικά μηδενικές ευνοϊκές περιπτώσεις να πραγματοποιηθεί. 

 

 

 Ερώτηση 2.γ 

Στην ερώτηση 2.γ, ζητήθηκε η κρίση επί του ορισμού του βέβαιου ενδεχομένου Α, ως 

N(A)=N(Ω). Σκοπός ήταν να ελεγχθεί η γνώση του ορισμού του βέβαιου ενδεχομένου στην 

συμβολική αναπαράσταση της γλώσσας των μαθηματικών. 
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 Ερώτηση 2.δ 

Στην ερώτηση 2.δ, ζητήθηκε η κρίση του αν δοθέντος Ω={1,2,3,4,5,6,7,8,9} το ενδεχόμενο 

Α={x∈Ω, όπου x≥9} να είναι αδύνατο. Σε πρώτο επίπεδο η ερώτηση αυτή αφορούσε την 

κατανόηση της έννοιας του αδύνατου ενδεχομένου. Σε δεύτερο επίπεδο, καθώς η 

διατύπωσή της έγινε αμιγώς στην συμβολική γραφή των μαθηματικών και ο δ.χ. δεν είχε 

προηγηθεί στην διδασκαλία, είχε σαν σκοπό να ελέγξει τον χειρισμό και την κατανόηση των 

μαθητών σε πιο πολύπλοκους συμβολισμούς περιεχομένου. 

 

 

 Ερώτηση 3.α 

Στην ερώτηση 3.α, ζητήθηκε μια περίσταση υπό την οποία το ενδεχόμενο Α={x∈Ω, όπου x 

άρτιος} μπορεί να πραγματοποιηθεί κατά την ρίψη ενός ζαριού. Μεταξύ των τεσσάρων 

δυνατών απαντήσεων που δόθηκαν στους μαθητές, οι δύο ήταν λάθος και η μία 

παραπλανητική. Ο δειγματικός χώρος δινόταν περιγραφικά και προέκυπτε υπό την συνθήκη 

του «ρίχνουμε ένα ζάρι». 
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 Ερώτηση 3.β  

Στην ερώτηση 3.β, δόθηκε ο δειγματικός χώρος του πειράματος της ρίψης δύο κερμάτων 

(είχε διδαχθεί) και ζητήθηκε το σύνολο/ενδεχόμενο να φέρουμε τουλάχιστον μια φορά 

γράμματα. Στην άσκηση αυτή το ζητούμενο διατυπώθηκε περιγραφικά στην γλωσσική 

αναπαράσταση. Οι μαθητές έπρεπε να κάνουν την μετάβαση στην συμβολική γραφή σε ένα 

πρόβλημα που σύνθετο και μπορεί να προκύψουν δυσκολίες στην διάταξη των γραμμάτων. 

 

 

 Ερώτηση 3.γ 

Στην ερώτηση 3.γ, ζητήθηκε το ενδεχόμενο να έρθει πρώτα άσσος και μετά τέσσερα κατά την 

ρίψη δύο ζαριών. Ο δειγματικός χώρος αυτού του πειράματος είχε παρουσιαστεί στην τάξη. 

Στο ερώτημα δεν παρουσιαζόταν η αναπαράσταση του δειγματικού χώρου. Στόχος της 

ερώτησης ήταν ο έλεγχος της κατανόησης του διατεταγμένου ζεύγους και του τρόπου 

γραφής του. Στις δυνατές απαντήσεις δόθηκε μια παραπλανητική επιλογή που βρισκόταν σε 

συνάφεια με την ορθή, αλλά με λάθος συμβολισμό. 
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 Ερώτηση 3.δ 

Στην ερώτηση 3.δ, δινόταν το παράδειγμα ενός πειράματος, η φύση και τα ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά του οποίου δεν είχαν διδαχθεί στην τάξη. Ζητήθηκε ο δειγματικός του χώρος, 

ο οποίος ήταν ασύμμετρος και μη ισοπίθανος.  

 

 

Πρέπει να σημειωθεί ότι 9 στους 21 μαθητές (ποσοστό 42.8%) έκαναν λάθος μόνο σε μια 

ερώτηση και πιο συγκεκριμένα, κατά πλειοψηφία, στην 3.δ. Σε ποσοστό 81% οι μαθητές 

έκαναν το πολύ δύο λάθη, τρεις μαθητές έκαναν τρία λάθη και ένας τέσσερα. 
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Συγκεντρωτικός πίνακας επιτυχιών (Ε) και αποτυχιών (Α) των αριθμημένων φύλλων 

αξιολόγησης: 

 

 ΑΣΚΗΣΗ 1 ΑΣΚΗΣΗ 2 ΑΣΚΗΣΗ 3  

ΜΑΘΗΤΕΣ Αντιστοίχιση Α 
 

Β Γ Δ Α Β Γ Δ 

1 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α 

2 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α Α 

3 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α Ε 

4 Ε Ε Α Ε Ε Ε Ε Ε Α 

5 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α Α 

6 Ε Ε Α Ε Ε Ε Ε Ε Α 

7 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α 

8 Ε Ε Α Ε Α Α Ε Ε Α 

9 Ε Ε Α Ε Ε Ε Ε Ε Α 

10 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α Ε 

11 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α Α 

12 Ε Ε Ε Α Ε Ε Ε Ε Α 

13 Ε Ε Α Ε Ε Ε Ε Ε Α 

14 Ε Ε Α Ε Ε Α Ε Ε Α 

15 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α 

16 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α 

17 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α 

18 Ε Ε Α Ε Ε Ε Α Α Α 

19 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α 

20 Ε Α Ε Ε Ε Ε Ε Α Α 

21 Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Ε Α 

ΣΥΝΟΛΑ 
ΕΠΙΤΥΧΙΩΝ 

21/21 20/21 14/21 20/21 20/21 19/21 20/21 14/21 2/21 

ΠΟΣΟΣΤΑ 100% 95.2% 66.66% 95.2% 95.2% 90.4% 95.2% 66.66% 9,5% 

ΕΠΙΜΕΡΟΥΣ 100% 88% 65% 

 

 

5.5.3 Ποιοτική Ανάλυση 

 

Τα μεγάλα ποσοστά επιτυχίας φανερώνουν ότι η διδασκαλία της συγκεκριμένης ενότητας 

πέτυχε τους στόχους της στα βασικά σημεία ενδιαφέροντος, όπως ήταν η κατανόηση και η 

εξοικείωση των μαθητών με τις έννοιες του ενδεχομένου ως υποσυνόλου του δειγματικού 

χώρου, του αδύνατου και βέβαιου ενδεχομένου, της πληθικότητας του ενδεχομένου, της 

συμβολικής αναπαράστασης της μαθηματικής γραφής, της αναγνώρισης των εξαγομένων 

ενός πειράματος τύχης και της συνθήκης πραγματοποίησης ενός ενδεχομένου. Κατά την 

ανάλυση των αποτελεσμάτων πρέπει να συνεκτιμηθεί  το γεγονός ότι η αξιολόγηση έγινε 

χωρίς προηγουμένως να έχουν προετοιμαστεί οι μαθητές και ο χρόνος που τους δόθηκε ήταν 

10 λεπτά για 9 ερωτήσεις. 
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Στην Ερώτηση 1 (τύπου αντιστοίχισης) η επιτυχία ανήλθε στο 100%, γεγονός που φανερώνει 

ότι, όταν δίνεται στους μαθητές το βασικό σύνολο, μπορούν με ευκολία να ξεχωρίσουν 

κάποιο υποσύνολό του. Η άσκηση μπορεί να δείχνει απλοϊκή, ωστόσο είναι χρήσιμη, διότι 

με αυτή τη δοσμένη μορφή, είτε με απλές αντιπαραβολές συνόλων, είτε με αμοιβαίους 

αποκλεισμούς, οι μαθητές είναι σε θέση να ξεχωρίζουν στοιχεία δειγματικών χώρων και κατ’ 

επέκταση πειραμάτων, τα οποία εκ πρώτης όψεως μοιάζουν αρκετά μεταξύ τους. 

Επιπρόσθετα, προκύπτει πως κατανοούν ποια είναι τα μεμονωμένα στοιχεία ενός συνόλου, 

ακόμα και όταν αυτά παρέχονται σε μικτές μορφές αριθμών και γραμμάτων (π.χ. {2β}), 

παρότι δεν το είχαν διδαχθεί.  

Στον δεύτερο κύκλο ερωτήσεων (τύπου Σ/Λ) η επιτυχία ανήλθε στο 88%, γεγονός που 

φανερώνει ότι οι μαθητές κατανόησαν σε ικανοποιητικό βαθμό τους ορισμούς και ήταν σε 

θέση να επεξεργαστούν και να απαντήσουν ορθά σε ερωτήσεις σύνθετου περιεχομένου 

(συμβολικού και γλωσσικού). 

Στον τρίτο κύκλο ερωτήσεων (τύπου πολλαπλής επιλογής) η επιτυχία ανήλθε στο 65%. Τα 

υποερωτήματα αυτής της ενότητας είναι αρκετά πιο σύνθετα από των άλλων. Απαιτούσαν 

από τους μαθητές αρκετά βήματα επεξεργασίας, αποκλεισμών και μεταβάσεων από ένα 

σύστημα αναπαράστασης σε ένα άλλο. Στα βασικά της σημεία η προσπάθεια κρίνεται 

επιτυχής, με εξαίρεση τις επιδόσεις στο υποερώτημα 3.δ που θα αναλυθούν παρακάτω. 

 

5.5.4 Ανάλυση Λανθασμένων Απαντήσεων 

 

Ανάλυση μεμονωμένων περιπτώσεων 

Υπήρξαν λάθη που δεν παρουσίασαν κάποιο επαναλαμβανόμενο μοτίβο και ενδεχομένως να 

προέκυψαν από απροσεξία ή βιασύνη. Η ποιοτική ανάλυση αυτών των λαθών δεν προσφέρει 

κάποια σημαντική πληροφορία Πιο συγκεκριμένα: 

Στο γραπτό υπ’ αρ. 20, ο μαθητής απαντάει λανθασμένα στην ερώτηση 2.α, δηλαδή 

Ν(Α)>Ν(Ω) και έπειτα απαντά σωστά στην 2.γ για το βέβαιο ενδεχόμενο, δηλαδή Ν(Α)=Ν(Ω)  

Πρόκειται για δύο αντικρουόμενες δηλώσεις. επίσης, είναι ο μόνος μαθητής που κάνει λάθος 

στην συγκεκριμένη ερώτηση (2.α) . 

Στο γραπτό υπ’ αρ. 8, στο ερώτημα 3.α, ενώ ζητείται άρτιος αριθμός, ο μαθητής επιλέγει την 

απάντηση με τους περιττούς αριθμούς. Επίσης, στο ίδιο γραπτό δίνεται η μοναδική 

λανθασμένη απάντηση του ερωτήματος 2.δ, στην οποία ενδεχομένως να μην πρόσεξε ότι 

συμπεριλαμβάνεται η ισότητα στη σχέση x≥9. Το ίδιο γραπτό συγκεντρώνει τα περισσότερα 

λάθη από όλα τα άλλα. 

Στο γραπτό υπ’ αρ. 12, δίνεται λανθασμένη απάντηση στην ερώτηση 2.γ. Αν και ο ίδιος 

μαθητής απαντά σωστά στην ερώτηση 2.α, δεν προκύπτει αντίφαση από τις απαντήσεις του. 

Συνεπώς, είτε πρόκειται για απλή απροσεξία, είτε δεν έγινε κατανοητός ο ορισμός του 

βέβαιου ενδεχομένου στη συμβολική του αναπαράσταση. Στο ίδιο γραπτό υπάρχει λάθος 

μόνο στην τελευταία ερώτηση 3.δ. 
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Ανάλυση κοινών λαθών 

 Ερώτηση 2.β 

Στο ερώτημα 2.β το ποσοστό επιτυχίας ανήλθε σε 66%. Εκτιμάται ότι οι λανθασμένες 

απαντήσεις αυξήθηκαν, επειδή το μηδέν, {0}, στοιχείο του μονοσυνόλου Α, βρίσκεται σε 

εννοιολογική συνάφεια με το κατηγορούμενο «..μηδενικές». Το λάθος αυτό είναι χρήσιμο, 

έτσι ώστε ο μαθητής να κατανοήσει αφενός ότι το ίδιο το μηδέν μπορεί να αποτελέσει 

στοιχείο δειγματικού χώρου και αφετέρου ότι οι πραγματικά μηδενικές περιπτώσεις 

ισοδυναμούν με το κενό σύνολο Ø. Παρ’ όλα αυτά, το ερώτημα ως αρκετά παραπλανητικό 

ενδεχομένως είναι καταλληλότερο για ζητήματα τεχνικής διαχείρισης και εξέτασης παρά σαν 

ενδεικτικό μέτρο κατανόησης των πιθανοτικών εννοιών που παρεμβάλλονται. 

 Ερώτηση 3.γ 

Στο ερώτημα 3.γ το ποσοστό επιτυχίας ανήλθε σε 66%. Προκύπτει ότι αρκετοί μαθητές 

αντιμετώπισαν σημαντική δυσκολία στην κατανόηση της συμβολικής αναπαράστασης του 

διατεταγμένου ζεύγους. Το λάθος παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, δεδομένου ότι 

παρόμοια λάθη σημειώθηκαν και κατά τη διδασκαλία του μαθήματος. 

Στο συγκεκριμένο ερώτημα η πληροφορία «φέρνουμε πρώτα άσσο και μετά τέσσερα» 

βρίσκεται σε αντιστοιχία ένα προς ένα με την πληροφορία στις απαντήσεις α.{1,4} και 

δ.{(1,4)}. Η προσθήκη των παρενθέσεων δεν έτυχε προσοχής ή δεν κατανοήθηκε από 

αρκετούς μαθητές, οι οποίοι επέλεξαν την απάντηση α. Ταυτόχρονα η συμβολική 

αναπαράσταση της απάντησης α, δηλαδή το σύνολο {1,4}, είναι πιο οικεία στους μαθητές 

λαμβάνοντας υπόψιν ότι ενδεχόμενα από τη ρίψη ενός ζαριού προβλήθηκαν περισσότερο 

κατά την διδασκαλία.  

Είναι σημαντικό να τονιστεί ότι στο ακριβώς προηγούμενο ερώτημα, το 3.β, διατυπώνεται 

ένα παρεμφερές (σχετικά με τη διάταξη αποτελεσμάτων) ερώτημα, αλλά με γράμματα αυτή 

την φορά αντί αριθμών (άρα και χωρίς την προσθήκη παρενθέσεων), με την επιπρόσθετη 

διαφορά ότι το σύνολο του δειγματικού χώρου δίνεται στους μαθητές. Το ποσοστό επιτυχίας 

σε αυτό το ερώτημα ανέρχεται σε 95%. Η παρατήρηση αυτή συμφωνεί με την ποιοτική 

ανάλυση του ερωτήματος 1, το οποίο οι μαθητές απάντησαν με απόλυτη επιτυχία. 

Η δυσκολία των μαθητών σχετικά με τη συμβολική γραφή ενός διατεταγμένου ζεύγους 

αριθμών ήταν αναμενόμενη, γι’ αυτό και προστέθηκε η συγκεκριμένη ερώτηση. Παρ’ όλα 

αυτά, οι σωστές απαντήσεις ήταν αρκετές, ειδικά, αν ληφθεί υπόψιν ότι οι μαθητές δεν είχαν 

ασκηθεί πρακτικά μόνοι τους στον σχηματισμό δειγματικών χώρων με τη χρήση πινάκων 

τέτοιων ζευγών. Η συνήθης δυσκολία του διατεταγμένου ζεύγους έγκειται περισσότερο στην 

έννοια της διάταξης παρά στη συμβολική γραφή του. Η συγκεκριμένη ερώτηση όμως δεν 

εξέτασε τόσο αυτήν την κατεύθυνση. 

 Ερώτηση 3.δ 

Το ποσοστό επιτυχίας στο ερώτημα 3.δ ανήλθε σε μόλις 9.5%, γεγονός που οφείλεται στον 

αρκετά πιο σύνθετο χαρακτήρα του προβλήματος, στον χρόνο και την πρακτική εφαρμογή 

που χρειάζεται για να λυθεί και στην ελλιπή εξοικείωση των μαθητών με σχηματισμούς 
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δεντροδιαγραμμάτων. Επιπρόσθετα, η μετάβαση από το γλωσσικό στο γραφικό σύστημα 

αναπαράστασης ήταν δύσκολη και ιδιόμορφη. 

Πιο συγκεκριμένα, το δεντροδιάγραμμα, το οποίο έπρεπε να κατασκευάσουν νοητά οι 

μαθητές, ήταν ασύμμετρο και όχι συμμετρικό, όπως παρουσιάστηκε επανειλημμένως στην 

τάξη (ωστόσο, η εφαρμογή 1 της §5.2 του σχολικού βιβλίου αποτελεί ένα τέτοιο παράδειγμα- 

βλ. Παράρτημα Β’). Οι μαθητές καλούνταν να εκτελέσουν ένα πολύπλοκο ενδιάμεσο βήμα, 

πριν καταλήξουν στην απάντησή τους. Ενδεχομένως αν οι προσφερόμενες απαντήσεις ήταν 

σε μορφή δεντροδιαγραμμάτων, το ποσοστό επιτυχίας να ήταν αρκετά υψηλότερο.  

Η παράθεση του συγκεκριμένου παραδείγματος εξυπηρετεί (όπως και το αντίστοιχο του 

σχολικού βιβλίου) μόνο για εξάσκηση στον σχηματισμό δεντροδιαγραμμάτων για την εύρεση 

δειγματικών χώρων. Από την πλευρά της διδακτικής των πιθανοτήτων δεν παρουσιάζει 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον, διότι και στην περίπτωση που επιλυόταν, δεν θα μπορούσε να 

ερμηνευτεί σωστά, ακόμα και αν οι μαθητές είχαν διδαχτεί τον κλασικό ορισμό της 

πιθανότητας, καθώς δεν αναλύεται σε ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα (Στα συμπεράσματα 

παρατίθεται διαφοροποιημένη εκδοχή του). 

Από την άλλη πλευρά, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η ανάλυση των λανθασμένων 

απαντήσεων. Η λανθασμένη απάντηση Β. {ΚΚ,ΚΛ,ΛΚ,ΛΛ} συγκέντρωσε την απόλυτη 

πλειοψηφία σε ποσοστό 90.5%, παρά το γεγονός ότι τα ενδεχόμενα αυτού του συνόλου δεν 

συνιστούν όλα ζευγάρι με κάλτσες όμοιου χρώματος. Η επιλογή αυτή έγινε γιατί η απάντηση 

Β. είναι όμοια με την αναπαράσταση ενός δειγματικού χώρου οικείου στους μαθητές, αυτού 

της ρίψης δύο κερμάτων. Το ζήτημα ενδεχομένως να χρήζει περεταίρω διερεύνησης στην 

περίπτωση που οι μαθητές διαμεσολαβούν συστηματικά νέα πειράματα τύχης μέσω 

γνωστών και «κυρίαρχων» από πλευράς διδασκαλίας μοντέλων, όπως είναι οι ρίψεις 

κερμάτων και ζαριών.   

Αξίζει επίσης να σημειωθεί πως το συγκεκριμένο ερώτημα παρακίνησε το ενδιαφέρον και 

τον ενθουσιασμό των περισσότερων μαθητών και οδήγησε σε συσκέψεις και κρυφές 

συνεργασίες, γεγονότα που είναι αρκετά σημαντικά από παιδαγωγικής άποψης και 

φανερώνουν έναν προβληματισμό γύρω από την ορθότητα της απάντησης που επέλεξαν 

κατά πλειοψηφία ως σωστή. Υπήρξαν και δύο γραπτά με κοινό χαρακτηριστικό την 

προσπάθεια σχηματισμού του δειγματικού χώρου στο φύλλο αξιολόγησης και την αλλαγή 

της αρχικά σωστής απάντησής τους «την τελευταία στιγμή». 

 

Κεφάλαιο 6 Συμπεράσματα και Προτάσεις 
 

Σύμφωνα με το υπάρχον (2022) πρόγραμμα σπουδών, η διδασκαλία των πιθανοτήτων στο 

Γυμνάσιο αναλύεται σε τρεις ενότητες οι οποίες προοδευτικά συνθέτουν τον κλασικό ορισμό 

της πιθανότητας και εμπεριέχουν στοιχεία λογισμού πιθανοτήτων104. Βασικά διδακτικά 

αντικείμενα αυτών των ενοτήτων είναι η έννοια του συνόλου, οι γραφικές αναπαραστάσεις 

                                                             
104 Όπως ο προσθετικός κανόνας, αν και συνήθως είναι εκτός ύλης Γυμνασίου. 
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(Venn, δεντροδιάγραμμα, πίνακας διατεταγμένων ζευγών) και η κλασική ερμηνεία της 

πιθανότητας.  

Οι τρεις αυτές ενότητες εισηγούνται κάτι νέο στη μαθησιακή διαδικασία. Πρώτον, η θεωρία 

συνόλων, πέρα από ένα εννοιολογικά καινούριο πλαίσιο, εισάγει μια νέα συμβολική γραφή. 

Δεύτερον, οι γραφικές αναπαραστάσεις προτείνουν έναν διαφορετικό τρόπο συλλογισμού 

που προϋποθέτει διπλή μετάβαση, από το συμβολικό ή γλωσσικό σύστημα στο γραφικό και 

έπειτα πάλι στο συμβολικό. Τρίτον, η πιθανότητα, υπεισέρχεται πρώτη φορά ως έννοια και 

δομείται ως μαθηματικό αντικείμενο. 

Η έρευνα - διδασκαλία που πραγματοποιήθηκε στο Τμήμα Γ’3 του Πρότυπου Γυμνασίου 

Αναβρύτων105 είχε ως αντικείμενο τη διδασκαλία και εξοικείωση των μαθητών με τις βασικές 

έννοιες που πλαισιώνουν τον κλασικό ορισμό της πιθανότητας (π.χ. έννοια συνόλου, 

δειγματικός χώρος κλπ.). Στα βασικά σημεία106 ενδιαφέροντος της διδακτικής των 

πιθανοτήτων, οι μαθητές ανταποκρίθηκαν ικανοποιητικά, όπως προκύπτει και από τα 

αποτελέσματα της ποσοτικής και ποιοτικής ανάλυσης.  

Η εξοικείωση των μαθητών με νέες συμβολικές αναπαραστάσεις, καθώς και η κατανόησή 

των πιθανοτικών εννοιών, όπως είναι ο δειγματικός χώρος, το ενδεχόμενο, οι ευνοϊκές 

περιπτώσεις κ.α. κρίνεται επιτυχής. Η ικανότητα χρήσης γραφικών αναπαραστάσεων για τη 

δημιουργία δειγματικών χώρων, δεν μπορεί να αξιολογηθεί εύκολα υπό τις συνθήκες 

διεξαγωγής της εν λόγω έρευνας-διδασκαλίας, κυρίως λόγω απουσίας προηγούμενης 

πρακτικής εξάσκησης των μαθητών. Ωστόσο, λαμβάνοντας υπόψιν τα παραδείγματα που 

διδάχθηκαν, σε συνδυασμό με τα αποτελέσματα του φύλλου αξιολόγησης, διαπιστώνεται 

ότι οι μαθητές έδειξαν να αφομοιώνουν γρήγορα τη χρήση γραφικών αναπαραστάσεων. 

Θεωρείται πως οι λιγοστές δυσκολίες που παρουσιάστηκαν μπορούν να ξεπεραστούν μέσω 

πρακτικής εξάσκησης των μαθητών στον συγκεκριμένο τύπο ασκήσεων. 

Ένα ποιοτικό χαρακτηριστικό που πρέπει να τονιστεί είναι η συμπεριφορά και η συμμετοχή 

των μαθητών κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. Η διεξαγωγή του μαθήματος με τη χρήση 

οπτικοακουστικών μέσων, η διάδραση, οι συνεχείς ερωτοαποκρίσεις και η ταυτόχρονη 

συμπλήρωση του φύλλου εργασίας με παραλλαγές των θεμάτων, κράτησαν το ενδιαφέρον 

και την προσοχή των μαθητών καθ’ όλη τη διάρκεια του μαθήματος. Θεωρείται ότι αυτό το 

σχέδιο διδασκαλίας συνέβαλε στην άμεση κατανόηση απλών εννοιών και λειτούργησε ως 

βάση για πιο σύνθετες. 

Ωστόσο, εκτιμάται ότι οι υψηλές αποδόσεις στο φύλλο αξιολόγησης δεν είναι αποτέλεσμα 

μόνο της διδασκαλίας. Οι μαθητές έδειξαν καθ’ όλη την διάρκεια του μαθήματος ότι είχαν τη 

δυνατότητα να ανταποκριθούν, πιο γρήγορα, σε πιο σύνθετα προβλήματα. Εικάζεται ότι το 

γενικό επίπεδο των μαθητών της Γ’ Γυμνασίου είναι ήδη πολύ υψηλό, τουλάχιστον για την 

κατανόηση των συγκεκριμένων διδακτικών αντικειμένων. Άλλωστε, οι μαθητές της τάξης 

αυτής είναι ήδη εξοικειωμένοι με πολύ πιο σύνθετες συμβολικές αναπαραστάσεις (π.χ. 

εξισώσεις δεύτερου βαθμού) και με πολύ πιο αφηρημένες έννοιες. Η παρατήρηση αυτή 

συνάδει και με την εισήγηση του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής (Ι.Ε.Π) για την αλλαγή 

                                                             
105 Βλ. αναλυτικά παραπάνω, Κεφ. 5. 
106 Βλ. σχετική ανάλυση παραπάνω στο Κεφ. «5.2 Ανάλυση Μαθηματικού Αντικειμένου». 
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του προγράμματος σπουδών και την επί της ουσίας μεταφορά της ύλης της Γ’ Γυμνασίου, 

στην Α’ και την εισαγωγή των πιθανοτικών εννοιών ήδη από το Δημοτικό. 

Όλες οι παραπάνω παρατηρήσεις αφορούν στην αξιολόγηση της διεξαχθείσας έρευνας-

διδασκαλίας υπό το συγκεκριμένο πρόγραμμα σπουδών (2022). Για μια πιο ολοκληρωμένη 

τοποθέτηση όμως, πρέπει να εξεταστεί η διδακτική προσέγγιση που ακολουθήθηκε υπό το 

πρίσμα του συνόλου των διδακτικών προσεγγίσεων και της ευρύτερης προβληματικής για τη 

διδασκαλία των πιθανοτήτων, όπως αυτή αναπτύχθηκε στην παρούσα διπλωματική. Υπό 

αυτήν την οπτική, η κριτική ανασκόπηση της έρευνας – διδασκαλίας θα φανερώσει πιθανές 

ελλείψεις και αδυναμίες, μέσω των οποίων μπορούν να διατυπωθούν προτάσεις βελτίωσης. 

Είναι φανερό πως στην συγκεκριμένη προσέγγιση που ακολουθήθηκε, οι μαθητές εισάγονται 

έμμεσα και προοδευτικά στον χώρο των πιθανοτήτων. Το χαρακτηριστικό αυτό συνιστά 

συγχρόνως πλεονέκτημα και μειονέκτημα. Προσφέρει μεν μια άμεση κατανόηση των όρων 

που συνθέτουν τον κλασικό ορισμό, αλλά δεν προσφέρεται για μια άμεση διερεύνηση της 

έννοιας της πιθανότητας. Η πιθανότητα σε αυτήν τη μορφή διδασκαλίας είναι προκύπτουσα 

έννοια. Με άλλα λόγια, προκύπτει σαν μαθηματική οντότητα μέσα από την ανάλυση και τον 

χειρισμό των ιδιοτήτων των συνόλων. Το ζήτημα που επισημαίνεται αφορά το γεγονός ότι 

δεν θίγονται σημαντικές έννοιες που είναι ήδη εννοιολογικά φορτισμένες από την κοινωνική 

ζωή των μαθητών. 

Παράλληλα, η εν λόγω έμμεση προσέγγιση, ελέγχεται και ως προς της συνεισφορά της στην 

ανάπτυξη του πιθανοτικού συλλογισμού. Και τούτο διότι οι μαθητές, χωρίς να συζητούνται 

φανερά οι ιδιότητες της τυχαιότητας και οι συνακόλουθες πιθανοτικές έννοιες, εισάγονται 

έμμεσα μεν στη θεωρία, αλλά μέσω ενός προδιαμορφωμένου και μονοδιάστατου 

εννοιολογικού πλαισίου. Αυτό έχει σαν συνέπεια να αποδέχονται εξαρχής ως δεδομένο ένα 

συγκεκριμένο πλαίσιο λειτουργίας και να μην αντιλαμβάνονται ότι η φύση του πιθανοτικού 

συλλογισμού είναι η επιλογή του πλαισίου με το οποίο θα προσεγγιστεί η πραγματικότητα.   

Για παράδειγμα, στις προτεινόμενες ασκήσεις της ενότητας 5.2 του σχολικού βιβλίου 

αναφέρεται συχνά η φράση «επιλέγουμε στην τύχη107». Η διατύπωση αυτή υπεισέρχεται 

χωρίς ανάλυση, βασιζόμενη στις προϋπάρχουσες διαισθητικές αντιλήψεις των μαθητών 

σχετικά με τους ισοπίθανους δειγματικούς χώρους. Στην αμέσως επόμενη ενότητα, όπου και 

παρατίθεται ο ορισμός της κλασικής πιθανότητας, διατυπώνεται ο κυκλικός συλλογισμός: 

«Αν κάθε αριθμός επιλέγεται στην τύχη και δεν έχει κανένα πλεονέκτημα έναντι των άλλων, 

τότε όλοι οι αριθμοί έχουν την ίδια δυνατότητα επιλογής και λέμε ότι τα δυνατά 

αποτελέσματα του δειγματικού χώρου είναι ισοπίθανα. Στο εξής, όταν λέμε ότι η επιλογή 

γίνεται στην τύχη θα εννοείται ότι όλα τα δυνατά αποτελέσματα είναι ισοπίθανα108». 

Παράλληλα, για τις ανάγκες εξήγησης και εφαρμογής του προσθετικού κανόνα (όπου 

διδάσκεται) παρουσιάζονται παραδείγματα μη ισοπίθανων δειγματικών χώρων. Γεννάται το 

ερώτημα του πόσο δεκτικοί είναι οι μαθητές σε αυτές τις αναφορές και κατά πόσον  

συμμορφώνονται με αυτές οι προϋπάρχουσες διαισθητικές τους αντιλήψεις. 

                                                             
107 Ενότητα 5.2 : Ερώτηση κατανόησης 7 και προτεινόμενες ασκήσεις 1, 3, 5. 
108 Ενότητα 5.3. 
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Μέσα από την έρευνα-διδασκαλία που διεξήχθη στο Πρότυπο Γυμνάσιο Αναβρύτων δεν 

δόθηκε βαρύτητα στη διερεύνηση των διαισθητικών αντιλήψεων των μαθητών. Αυτές οι 

πρωτογενείς αντιλήψεις, όπως σημειώνουν οι Fischbein (1975, σελ. 18) και άλλοι ερευνητές, 

αποτελούν τη βάση οποιασδήποτε νέας γνώσης. Κάθε διδακτική προσπάθεια λοιπόν, οφείλει 

αφενός να αναδεικνύει και αφετέρου να συνυπολογίζει αυτές τις αντιλήψεις ως 

παραμέτρους στον σχεδιασμό του μαθήματος.  

Ενδεχομένως αυτή η προσέγγιση διδασκαλίας να παρουσιάζει ιδιαίτερη διδακτική αξία για 

τους μαθητές της Γ΄ Γυμνασίου. Οι μαθητές αυτής της ηλικίας, όπως προαναφέρθηκε, έχουν 

ήδη ανεπτυγμένες ικανότητες διαχείρισης σύνθετων συμβολικών αναπαραστάσεων και κατά 

συνέπεια οι διαισθητικές τους αντιλήψεις μπορεί να μην είναι εύκολα διακριτές. Όπως 

σημειώνει η Savard (2014, σελ. 287-288), οι μαθητές μπορεί να έχουν περισσότερες 

αντιλήψεις, οι οποίες υπεισέρχονται κατά περίπτωση σε συλλογισμούς και συνυπάρχουν 

παράλληλα με τη μαθηματικά ορθή προσέγγιση.  Επιπρόσθετα, ο Konold (1989, σελ. 88) 

διαπιστώνει πως κάποιος μπορεί να εφαρμόζει ορθά μια μαθηματική προσέγγιση σε 

προβλήματα με απλούς δειγματικούς χώρους, αλλά να προσφεύγει ξανά σε διαισθητικές 

ευρετικές μεθόδους, όταν αντιμετωπίζει πιο σύνθετα προβλήματα. Αυτές οι παρατηρήσεις 

είναι πολύ σημαντικές σε μια διδασκαλία που έχει σαν απώτερο σκοπό την ανάπτυξη και την 

καλλιέργεια του πιθανοτικού συλλογισμού. Ως εκ τούτου, η διερεύνηση των διαισθητικών 

αντιλήψεων και των ευρετικών μεθόδων των μαθητών, πρέπει να λαμβάνονται υπ’ όψιν κατά 

τον σχεδιασμό της διδασκαλίας.   

Με βάση την κριτική ανασκόπηση της διεξαχθείσας έρευνας – διδασκαλίας που προηγήθηκε, 

θα μπορούσαμε να προτείνουμε ορισμένες βελτιώσεις στην προσέγγιση που ακολουθήθηκε. 

Οι βελτιωτικές ενέργειες, όπως έχει ήδη αναδειχθεί, αφορούν αφενός στην παρουσίαση των 

ποικίλων εννοιών της τυχαιότητας και των πιθανοτήτων και αφετέρου στη διερεύνηση των 

διαισθητικών αντιλήψεων των μαθητών. Θεωρείται πως κάτι τέτοιο είναι εφικτό και μπορεί 

να προσαρμοστεί σε κάθε εισαγωγικό μάθημα πιθανοτήτων, αναλόγως του επιπέδου των 

μαθητών, της αντίστοιχης διδακτέας ύλης και του χρόνου που διατίθεται.  

Πιο συγκεκριμένα, ο εκπαιδευτικός θα μπορούσε να εντάξει στη διδασκαλία μια συνοπτική 

αναφορά της ιστορικής εξέλιξης των εννοιών της τυχαιότητας (βλ. κεφ. 2 της παρούσας 

διπλωματικής εργασίας) και των πιθανοτήτων. Η εν λόγω προσθήκη, υπό τη μορφή 

συζήτησης με τους μαθητές, επιτελεί έναν διπλό σκοπό. Αφενός φέρνει στο προσκήνιο τη 

θεματολογία του μαθήματος, αναδεικνύοντας την πολλαπλότητα των εννοιών και τη 

δυσκολία των προσεγγίσεων και των συλλογισμών, αφετέρου εντάσσει τους μαθητές σε ένα 

πλαίσιο γόνιμου προβληματισμού που προάγει την κριτική στάση και διατηρεί το 

ενδιαφέρον τους. Επιπρόσθετα, ο εκπαιδευτικός αποκτά μια πρώτη εικόνα των αντιλήψεων 

και των θέσεων των μαθητών αναφορικά με αυτές τις έννοιες. Όπως σημειώνουν οι Batanero 

και Serrano (1999), οι υποκειμενικές αντιλήψεις και γενικότερα η συλλογιστική των μαθητών 

σχετικά με πολλές στοχαστικές έννοιες συχνά παρουσιάζουν κοινά σημεία με τις εκάστοτε 

ερμηνείες που δόθηκαν στις έννοιες αυτές κατά την ιστορική τους εξέλιξη. 

Σε δεύτερο χρόνο και παραμένοντας στο πνεύμα της συζήτησης, ο καθηγητής μπορεί να 

θέσει στους μαθητές προβλήματα τυχαίων ακολουθιών, είτε ζητώντας τους να τις 

οικοδομήσουν είτε να τις συγκρίνουν, περνώντας έτσι σε πιο πρακτικά ζητήματα, τα οποία 
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μπορούν να ιδωθούν και μέσω απλών παραδειγμάτων πειραμάτων τύχης. Η παράλληλη με 

την ανάπτυξη του μαθήματος συμπλήρωση του φύλλου εργασίας, δύναται να περιέχει, όπως 

και το φύλλο αξιολόγησης, προβλήματα πιθανοτήτων που θα αναδεικνύουν και θα εξετάζουν 

ορισμένες από τις πιο κοινές παρερμηνείες ή διαισθήσεις που είναι γνωστό ότι συνήθως 

διατηρούν οι μαθητές (ορισμένες ασκήσεις αυτής της μορφής παρατίθενται στο Παράρτημα 

A’ ).  

Εν κατακλείδι, το κύριο ζητούμενο της διδασκαλίας ενός τόσο σύνθετου και απαιτητικού 

γνωστικού αντικειμένου, όπως είναι η θεωρία πιθανοτήτων, συνίσταται στη σταδιακή 

οικοδόμηση του πιθανοτικού συλλογισμού των μαθητών. Η διεξαγωγή του μαθήματος μέσω 

εποικοδομητικού διαλόγου και αμφίδρομης έκθεσης ιδεών μεταξύ εκπαιδευτικού και 

μαθητών έχει ιδιαίτερη αξία για τη μακροπρόθεσμη βελτίωση της ποιότητας και των 

επιδιωκόμενων αποτελεσμάτων της διδασκαλίας. 
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Παράρτημα A’ 
 

Παρακάτω παρατίθενται ορισμένες συμπληρωματικές ασκήσεις, σύμφωνες με την ανάλυση 

που προηγήθηκε και που μπορούν να προστεθούν στην διδασκαλία, είτε για παράλληλη με 

την διδασκαλία συμπλήρωση του φύλλου εργασίας, είτε στο φύλλο αξιολόγησης.  Οι εν λόγω 

ασκήσεις γνωρίζουν πολλές παραλλαγές. Εν προκειμένω έχει γίνει η προσαρμογή τους έτσι 

ώστε να ταιριάζουν με την διδακτέα ύλη της ενότητας 5.2. 

Τυχαίες Ακολουθίες 

Με την συγκεκριμένη άσκηση συνδέονται οι έννοιες της ανεξαρτησίας, της συχνότητας, των 

αναμενόμενων θεωρητικών τιμών, της διασποράς και εν γένει της τυχαιότητας με πολλές 

διαισθητικές αντιλήψεις. Πρόκειται για πολύ βασική άσκηση που συναντάται σε πολλές 

διερευνητικές προσεγγίσεις, π.χ. Green (1991). 

Σκεφτείτε ότι ρίχνετε ένα κέρμα 20 φορές. Κάθε ρίψη μπορεί να φέρει είτε {Κ} κεφαλή, είτε 

{Γ} γράμματα. Πως μπορεί να δείχνει μια ακολουθία γραμμάτων ενός τέτοιου πειράματος; 

Καταγράψτε την άποψή σας: 

                    

 

Βέβαια και Αδύνατα Ενδεχόμενα 

Στις παρακάτω ερωτήσεις εξετάζεται η κατανόηση των μαθητών για τα βέβαια και αδύνατα 

ενδεχόμενα. Στην πρώτη ερώτηση δίνεται το πείραμα τύχης και ζητείται η μαθηματική 

έκφραση. Στην δεύτερη ερώτηση εξετάζεται η συλλογιστική πολλών βημάτων των μαθητών, 

μια διαδικασία σημαντική και για τον σχηματισμό δεντροδιαγραμμάτων.  

I. Ένα μαθητής ρίχνει ένα ζάρι. Περιγράψτε στην μαθηματική τους μορφή τα 

παρακάτω: 

 Ένα βέβαιο γεγονός 

 Ένα αδύνατο γεγονός 

 

II. Σε ένα κλειστό κουτί υπάρχουν 4 κόκκινες, 3 πράσινες και 2 λευκές μπάλες. Πόσες 

μπάλες πρέπει να βγάλει έξω κάποιος έτσι ώστε να είναι σίγουρος ότι θα έχει 

τουλάχιστον μια από κάθε χρώμα109; 

 

Α. 3     Β. 6     Γ. 2     Δ. 8     Ε. 7 

 

 

                                                             
109 Fischbein, E., Gazit, A. Does the teaching of probability improve probabilistic intuitions?. Educational 
Studies in Mathematics 15, (1984). σελ. 5. 
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Αντιπροσωπευτικότητα 

Στις παρακάτω ερωτήσεις εξετάζεται η ευρετική της αντιπροσωπευτικότητας. Οι μαθητές 

συνήθως εκτιμούν τα αποτελέσματα κρίνοντας αναλόγως του πόσο αντιπροσωπευτικά των 

ευρύτερων ιδιοτήτων ενός συστήματος ή ενός πληθυσμού, είναι.  

I. Έστω ότι ρίχνουμε ένα κέρμα έξι φορές. Ποιο από τα παρακάτω αληθεύει: 

 Το ενδεχόμενο Α = {Κ,Κ,Κ,Κ,Κ,Κ}, έχει περισσότερες ευνοϊκές περιπτώσεις να 

πραγματοποιηθεί. 

 Το ενδεχόμενο Β = {Κ,Γ,Γ,Κ,Κ,Γ}, έχει περισσότερες ευνοϊκές περιπτώσεις να 

πραγματοποιηθεί. 

 Τα ενδεχόμενα Α και Β, έχουν ίσες ευνοϊκές περιπτώσεις να πραγματοποιηθούν. 

 

II. Σε ένα παιχνίδι ΛΟΤΤΟ επιλέγονται 6 αριθμοί σε σύνολο 40. Κάποιος (Α) επιλέγει τους 

αριθμούς 1,2,3,4,5,6 και κάποιος άλλος (Β) τους 39,1,17,33,8,27. Ποιος από τους δύο 

έχει περισσότερες ευνοϊκές περιπτώσεις για να κερδίσει110; 

 

(i) o (A)     (ii) o (Β)     (iii) o (A) και (Β) έχουν ίσες ευνοϊκές περιπτώσεις να κερδίσουν 

 

Η πλάνη του τζογαδόρου  

Πρόκειται για πολύ γνωστά προβλήματα της κατηγορίας Gambler Fallacy και Negative (ή 

Positive) Recency Effect. 

Ένας μαθητής έριξε ένα κέρμα τρεις φορές και έφερε και στις τρεις κεφαλή. Θέλει να 

ξαναρίξει το κέρμα και μια τέταρτη φορά. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις να φέρει πάλι κεφαλή 

είναι111:  

 Λιγότερες από το να φέρει γράμματα  

 Ίσες με το να φέρει γράμματα 

 Περισσότερες από το να φέρει γράμματα 

 

Πολλαπλές Αντιλήψεις 

Όπως αναφέρθηκε οι μαθητές μπορούν να διατηρούν πολλαπλές αντιλήψεις και να τις 

εφαρμόζουν σε συλλογισμούς παράλληλα με την μαθηματικά αποδεκτή προσέγγιση.  

                                                             
110 Fischbein, E., & Schnarch, D. (1997). The Evolution with Age of Probabilistic, Intuitively Based 
Misconceptions. In Journal for Research in Mathematics Education (Vol. 28, Issue 1, p. 96). National 
Council of Teachers of Mathematics, σελ. 98. 
111 Fischbein, E., & Schnarch, D. (1997). The Evolution with Age of Probabilistic, Intuitively Based 
Misconceptions. In Journal for Research in Mathematics Education (Vol. 28, Issue 1, p. 96). National 
Council of Teachers of Mathematics, σελ. 5. 
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Το παρακάτω πρόβλημα του Konold (1995)112, χωρίζεται σε δύο σκέλη : 

I. Ποια από τις παρακάτω ακολουθίες αποτελεσμάτων έχει τις περισσότερες ευνοϊκές 

περιπτώσεις να πραγματοποιηθεί κατή την ρίψη ενός δίκαιου κέρματος πέντε φορές: 

 

(α) Κ,Κ,Κ,Γ,Γ     (β) Γ,Κ,Κ,Γ,Κ     (γ) Γ,Κ,Γ,Γ,Γ     (δ) Κ,Γ,Κ,Γ,Κ     (ε) Όλες έχουν τις ίδιες 

 

II. Ποια από τα παραπάνω αποτελέσματα πιστεύετε ότι είναι λιγότερο πιθανό να 

πραγματοποιηθεί;  

Παρακάτω δίνεται μια παραλλαγή του προβλήματος που διατύπωσαν οι Vidakovic, 

Berenson, Brandsma (1998, σελ. 69-70). 

Δύο φίλοι παίζουν με ένα ζάρι. Ο ένας κερδίζει όταν έρθουν οι αριθμοί 1, 2 και ο άλλος όταν 

έρθουν οι 3, 4, 5, 6. Ένας μαθητής επισήμανε ότι αυτό το παιχνίδι δεν είναι δίκαιο και πως 

πρέπει ο ένας να κερδίζει όταν έρχονται οι 1, 2, 3 και ο άλλος 4, 5, 6. Τι πιστεύετε για αυτήν 

την επισήμανση;  

 Έτσι το παιχνίδι γίνεται δίκαιο 

 Είναι άδικο γιατί οι 1, 2, 3 έρχονται συχνότερα 

 Είναι άδικο γιατί οι 4, 5, 6 έρχονται συχνότερα 

 Το παιχνίδι θα ήταν πιο δίκαιο αν ο ένας κέρδιζε με 1, 3, 6 και ο άλλος με 2, 4, 5 

 

Σύνθετα Γεγονότα 

I. Κάποιος προσπαθεί να φέρει «εξάρες». Είναι πιο εύκολο να το επιτύχει ρίχνοντας 

δύο ζάρια ταυτόχρονα ή ένα την φορά; 

 

(α) Είναι το ίδιο     (β) Ένα ζάρι τη φορά     (γ) και τα δύο μαζί 

 

II. Κάποιος ρίχνει δύο ζάρια ταυτόχρονα. Τι από τα παρακάτω έχει τις περισσότερες 

ευνοϊκές περιπτώσεις να πραγματοποιηθεί; 

 

(α) Να έρθει ένα ζευγάρι 5, 6     (β) Να έρθει ένα ζευγάρι 6, 6     (γ) Και τα δύο έχουν 

ίσες ευνοϊκές περιπτώσεις 

 

Αναλογίες 

Σύμφωνα με τους Fischbein, Gazit (1984) η διδασκαλία των αναλογιών στους μαθητές δεν 

συνεπάγεται απαραίτητα και βελτίωση των πιθανοτικών τους συλλογισμών.  

                                                             
112 Saldanha, L., Liu, Y. (2014). Challenges of Developing Coherent Probabilistic Reasoning: Rethinking 
Randomness and Probability from a Stochastic Perspective. In: Chernoff, E., Sriraman, B. (eds) 
Probabilistic Thinking. Advances in Mathematics Education. Springer, Dordrecht, σελ.378. 
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I. Ο μαθητής Α’ έχει ένα κουτί με 10 λευκές και 20 μαύρες μπάλες. Ο μαθητής Β’ έχει 

ένα άλλο κουτί με 30 λευκές και 60 μαύρες μπάλες. Βγάζουν ταυτόχρονα, μία μία τις 

μπάλες από κάθε κουτί. Κερδίζει όποιος βγάλει πρώτος μια λευκή μπάλα113.  

 

(α) Κερδίζει ο Α      (β) Κερδίζει ο Β      (γ) Το παιχνίδι είναι δίκαιο και για τους δύο 

 

Άγνοια του δειγματικού χώρου 

Η αγνόηση του μεγέθους του δειγματικού χώρου πρόκειται για πολύ συνηθισμένη συνέπεια 

για μαθητές που λειτουργούν με την ευρετική της αντιπροσωπευτικότητας. Παρακάτω η 

αντιπροσωπευτικότητα που έχει κάποια σχετική συχνότητα ή η αναμενόμενη θεωρητική 

τιμή, επισκιάζει την σημασία του μεγέθους του δειγματικού χώρου.  

Σε αυτό το παράδειγμα η αντιπροσωπευτικότητα του λόγου 1/2 των γεννήσεων μεταξύ των 

φύλων δεν αφήνει να διαφανεί πως μεγαλώνοντας ο δειγματικός χώρος τα απλά ενδεχόμενα 

αποκτούν μικρότερη πιθανότητα. 

Περίπου τα μισά όλων των νεογέννητων παιδιών είναι κορίτσια, ενώ τα άλλα μισά είναι 

αγόρια. Στο νοσοκομείο Α’ γεννούνται 3 παιδιά κάθε ημέρα. Στο νοσοκομείο Β’ γεννούνται 5 

παιδιά κάθε ημέρα. Κατά την διάρκεια ενός έτους, ποιο νοσοκομείο θα έχει τις περισσότερες 

μέρες όπου γεννήθηκαν μόνο κορίτσια114; 

(α) Νοσοκομείο Α’     (β) Νοσοκομείο Β’     (γ) Και τα δύο νοσοκομεία θα έχουν περίπου τις 

ίδιες μέρες 

Στο παρακάτω παράδειγμα αναδεικνύεται το πόσο ισχυρή μπορεί να είναι μια πεποίθηση 

για την αντιπροσωπευτικότητα ενός ποσοστού. Ακολουθώντας αυτή την πεποίθηση, οι 

μαθητές συνήθως εφαρμόζουν το ποσοστό, ως αντιπροσωπευτικό, όλων των δυνατών 

αποτελεσμάτων. Παράλληλα επισκιάζεται και η πολύ σημαντική πιθανοτική αντίληψη του 

ότι καθώς μεγαλώνει ο δειγματικός χώρος αναμένεται οι σχετικές συχνότητες να τείνουν 

προς την αναμενόμενη θεωρητική τιμή. 

Σε μια πόλη υπάρχουν δύο νοσοκομεία. Ένα μικρό στο οποίο γεννούνται κατά μέσο όρο 15 

παιδιά την ημέρα και ένα μεγάλο στο οποίο γεννούνται κατά μέσο όρο 45 παιδιά ανά ημέρα. 

Κατά την διάρκεια ενός έτους καταγράφηκαν οι μέρες όπου στο μικρό νοσοκομείο 

γεννήθηκαν πάνω από 9 αγόρια (δηλαδή πάνω από το 60% ) και στο μεγάλο νοσοκομείο 

γεννήθηκαν πάνω από 27 αγόρια (δηλαδή πάνω από το 60% ). Σε ποιο από τα δύο νοσοκομείο 

υπήρχαν περισσότερες τέτοιες μέρες115; 

                                                             
113 Fischbein, E., Gazit, A. Does the teaching of probability improve probabilistic intuitions?. Educational 
Studies in Mathematics 15, (1984), σελ. 5. 
114 Engel, J., Sedlmeier, P. On middle-school students' comprehension of randomness and chance 
variability in data. Zentralblatt füur Didaktik der Mathematik 37, 168–177 (2005). 
115 Fischbein, E., & Schnarch, D. (1997). The Evolution with Age of Probabilistic, Intuitively Based 
Misconceptions. In Journal for Research in Mathematics Education (Vol. 28, Issue 1, p. 96). National 
Council of Teachers of Mathematics, σελ. 99. 
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(α) Στο μεγάλο νοσοκομείο     (β) Στο μικρό νοσοκομείο     (γ) Ίσες μέρες και για τα δύο 

νοσοκομεία 

 

Η επίδραση της χρονικής αλληλουχίας  

Σε αυτή την άσκηση, γνωστή ως The Falk Phenomenon ή The Effect of the Time Axis, οι 

μαθητές συνήθως απαντούν σωστά το πρώτο σκέλος και διαφοροποιούνται στο δεύτερο 

σκεπτόμενοι πως ένα συμβάν έχοντας μια συγκεκριμένη αιτία δεν μπορεί να 

επαναπροσδιοριστεί, αλλάζοντας έτσι και την αιτία αυτή καθ’ εαυτή. Μέσα σε μια χρονική 

ακολουθία γεγονότων, οποιαδήποτε αντιστροφή ή επαναπροσδιορισμός των σχέσεων 

έρχεται σε αντίθεση με την διαισθητική μας αντίληψη για την αιτιώδη συνάφεια δύο και 

παραπάνω καταστάσεων. Κατά αυτή την έννοια, οι μαθητές μένουν συνήθως 

προσκολλημένοι στις αρχικές συνθήκες, αγνοώντας τις πληροφορίες που παρεμβάλλονται. 

Δύο μαθητές, έχουν ο καθένας από ένα κουτί που περιέχει δύο λευκές και δύο μαύρες 

μπάλες. 

I. Ο ένας μαθητής τραβάει την πρώτη μπάλα από το κουτί και είναι λευκή. Χωρίς να την 

τοποθετήσει πάλι πίσω, τραβάει άλλη μια μπάλα. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις αυτή η 

δεύτερη μπάλα να είναι λευκή, σε σχέση με το να είναι μαύρη: 

 

(α) είναι περισσότερες     (β) είναι λιγότερες     (γ) είναι ίσες 

 

II. Ο άλλος μαθητής τραβάει την πρώτη μπάλα αλλά δεν βλέπει τι χρώμα είναι. Έπειτα 

τραβάει και την δεύτερη μπάλα και βλέπει ότι είναι λευκή. Οι ευνοϊκές περιπτώσεις 

η πρώτη μπάλα να είναι λευκή, σε σχέση με το να είναι μαύρη: 

 

(α) είναι περισσότερες     (β) είναι λιγότερες      (γ) είναι ίσες 

 

Δειγματικός Χώρος 

Σε ένα σκοτεινό δωμάτιο, υπάρχει ένα συρτάρι με δύο κόκκινες και μια λευκή κάλτσα. Αν 

τραβήξουμε δύο κάλτσες, ποιος είναι ο δειγματικός χώρος του πειράματος116; 

(α) Ω = {ΚΚ, ΚΛ}     (β) Ω = {Κ, Λ}      (γ) Ω = {ΚΚ, ΚΛ, ΛΚ}      (δ) Ω = {ΚΚ, ΚΛ, ΛΚ, ΛΛ} 

Οι ευνοϊκές περιπτώσεις να τραβήξουμε δύο κόκκινες κάλτσες, σε σχέση με ένα δίχρωμο 

ζευγάρι είναι: 

(α) περισσότερες     (β) λιγότερες     (γ) ίσες 

Αν τραβήξουμε τόσες κάλτσες όσες χρειάζεται για να έχουμε ένα ομόχρωμο ζευγάρι, πως 

διαμορφώνεται ο δειγματικός χώρος του πειράματος: 

                                                             
116 Η ιδέα προέρχεται από Deborah J. Bennett. (1998) Randomness Harvard University Press, σελ.53 
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(α) Ω = {ΚΚ, ΚΛΚ}     (β) Ω = {Κ, Λ, ΚΚ}     (γ) Ω = {ΚΚ, ΚΛΚ, ΛΚΚ}     (δ) Ω = {ΚΚ, ΚΛΚ, ΛΚΚ, ΛΛ}     (ε) 

δεν αλλάζει 

 

Κατανομές 

Ο Konold στις προσεγγίσεις του δίνει ιδιαίτερη βαρύτητα στις κατανομές. Παρακάτω 

παρατίθεται ένα τυπικό παράδειγμα της μεθόδου του. Οι περισσότεροι μαθητές 

διαμορφώνουν έναν συλλογισμό με κύριο σκοπό τον αποκλεισμό των ακραίων 

περιπτώσεων. Κατά αυτόν τον τρόπο επιλέγουν το γράφημα 3 παρακάτω: 

Το Ε.Μ.Π κατέγραψε στοιχεία από πάρα πολλές οικογένειες που έχουν τέσσερα παιδιά. Ποιο 

γράφημα δείχνει να προσαρμόζεται καλύτερα σχετικά με το πόσα αγόρια υπάρχουν σε αυτές 

τις οικογένειες117: 

(α)  (β)  (γ)  

  

  

                                                             
117 Konold, C., & Kazak, S. (2008). Reconnecting Data and Chance. In Technology Innovations in 
Statistics Education (Vol. 2, Issue 1). California Digital Library (CDL), σελ. 14 
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Παράρτημα Β’ 
 

Το Πρόβλημα της Βιβλιοθήκης 

Ένα βιβλίο επιλέχθηκε τυχαίως από μια βιβλιοθήκη. Προσδιορίστε την πιθανότητα αυτό να 

είναι γραμμένο στα Αγγλικά αν υπάρχουν στην βιβλιοθήκη 500 Αγγλικοί τίτλοι σε σύνολο 

1000 βιβλίων. 

 Ένας μαθητής διεξήγαγε το πείραμα πηγαίνοντας στην βιβλιοθήκη πάνω από 2000 φορές 

διαλέγοντας κάθε φορά στην τύχη ένα βιβλίο. Οδηγήθηκε στο συμπέρασμα μια σχετικής 

συχνότητας κοντά στο 0.67. Από την άλλη πλευρά, ο βιβλιοθηκάριος, διαλέγοντας τυχαίως 

τίτλους από τον κατάλογο της βιβλιοθήκης οδηγήθηκε στο συμπέρασμα μιας σχετικής 

συχνότητας της τάξεως του 0.5. Γιατί;        

Το πρόβλημα αυτό, όπως αναφέρθηκε, φανερώνει την σύγχυση μοντέλου και 

πραγματικότητας. Αν η φράση «επιλέγω τυχαία» ερμηνεύεται πάντα υπό τον ορισμό του 

Laplace, τότε κάθε εκλογή ενός αντικειμένου θα είχε την ίδια πιθανότητα για όλους. Κάτι 

τέτοιο όμως αφορά την προσέγγιση και όχι την πραγματικότητα, στην οποία μπορούν να 

εφαρμοστούν αναρίθμητα διαφορετικές προσεγγίσεις.  

Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε πως η βιβλιοθήκη είχε δύο δωμάτια, ένα μικρό και ένα 

μεγάλο. Ο φοιτητής επιλέγει ένα βιβλίο στην τύχη ακολουθώντας μια διαδικασία δύο 

βημάτων. Πρώτα ρίχνει ένα νόμισμα για να αποφασίσει σε ποιο δωμάτιο θα μπει και έπειτα 

διαλέγει ένα βιβλίο σύμφωνα με έναν τυχαίο αριθμό. Έστω ότι στο μεγάλο δωμάτιο υπήρχαν 

410 Αγγλικοί τίτλοι σε σύνολο 900 βιβλίων και στο μικρό δωμάτιο 90 σε σύνολο 100. Τότε, η 

επίσης τυχαία διαδικασία εκλογής ενός βιβλίου από τον φοιτητή οδηγεί σε μια σχετική 

συχνότητα ≈ 0.67, αφού 
1

2
×

410

900
+

1

2
×

90

100
≈ 0.6777. 

 

Ενότητα 5.2 Σχολικού Βιβλίου 
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4  Μαθαίνω τι ονομάζεται πείραμα τύχης, ποιος είναι ο
  δειγματικός χώρος του και πώς αυτός προσδιορίζεται.
4  Μαθαίνω τι ονομάζεται ενδεχόμενο ενός πειράματος τύχης,
  πότε πραγματοποιείται και πότε είναι βέβαιο ή αδύνατο.
4  Γνωρίζω πώς γίνονται οι πράξεις μεταξύ ενδεχομένων και
  ποια ενδεχόμενα ονομάζονται ασυμβίβαστα.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ       
1.  Σε ποιο από τα παρακάτω πειράματα μπορείτε να προβλέψετε το αποτέλεσμά του
  με απόλυτη βεβαιότητα;
  α) Ρίχνουμε ένα ζάρι. Ποια θα είναι η ένδειξή του;
  β) Μετράμε τη θερμοκρασία μιας ποσότητας καθαρού νερού που βράζει. Ποια θα
    είναι η ένδειξη του θερμομέτρου;
  γ) Ρίχνουμε ένα νόμισμα. Ποια θα είναι η πάνω όψη του;
  δ) Επιλέγουμε ένα τυχαίο άρτιο αριθμό και τον διαιρούμε με το 2. Ποιο θα είναι το
    υπόλοιπο της διαίρεσης;
  ε) Επιλέγουμε στην τύχη ένα τριψήφιο αριθμό που τα ψηφία του είναι 1 ή 2. Ποιος
    θα είναι ο αριθμός αυτός;
  στ) Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. Ποιο θα είναι το ζεύγος των ενδείξεων;
2.  Σε καθένα από τα πειράματα που δεν μπορείτε να προβλέψετε το αποτέλεσμά του,
  γνωρίζετε τα δυνατά του αποτελέσματα; Ποια είναι αυτά;

Πείραμα τύχης – Δειγματικός χώρος 
Σε πολλές περιπτώσεις, όταν κάνουμε ένα πείραμα, μπορούμε με βεβαιότητα να προ-
βλέψουμε το αποτέλεσμά του. Για παράδειγμα:
– Aν μετρήσουμε τη θερμοκρασία μιας ποσότητας καθαρού νερού που βράζει, είμαστε
 βέβαιοι ότι η ένδειξη του θερμομέτρου θα είναι 100° Kελσίου.
– Αν επιλέξουμε ένα τυχαίο άρτιο αριθμό και τον διαιρέσουμε με το 2, είμαστε επίσης
 βέβαιοι ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης θα είναι μηδέν.
Υπάρχουν όμως και πειράματα, τα οποία όσες φορές και αν τα επαναλάβουμε, δεν 
μπορούμε να προβλέψουμε το αποτέλεσμά τους με απόλυτη βεβαιότητα. Ένα τέτοιο 
πείραμα λέγεται πείραμα τύχης. Για παράδειγμα,
– Αν ρίξουμε ένα ζάρι δεν είμαστε σε θέση κάθε φορά να προβλέψουμε την ένδειξή
 του, αν και γνωρίζουμε ότι το σύνολο των δυνατών αποτελεσμάτων του είναι το
 h1, 2, 3, 4, 5, 6j
 Το σύνολο αυτό συμβολίζεται με Ω και ονομάζεται δειγματικός χώρος του πειράματος.

Γενικά
 Δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης ονομάζεται το σύνολο των δυνατών
 αποτέλεσμάτων του και συμβολίζεται με Ω.

Δειγματικός χώρος – Ενδεχόμενα5. 2
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Για παράδειγμα, κατά τη ρίψη ενός νομίσματος τα δυνατά αποτελέσματα είναι κεφαλή (Κ) 
και γράμματα  (Γ), οπότε ο δειγματικός χώρος του πειράματος είναι Ω = hΚ, Γ j.
Το πλήθος των στοιχείων ενός δειγματικού χώρου Ω συμβολίζεται με N(Ω) .

Π.χ. στη ρίψη ενός ζαριού είναι Ν(Ω) = 6, ενώ στη ρίψη ενός νομίσματος είναι Ν(Ω) = 2.

Εύρεση δειγματικού χώρου ενός πειράματος τύχης 
Σε πολλά πειράματα τύχης, όπως στη ρίψη ενός ζαριού ή ενός νομίσματος, μπορούμε 
να προσδιορίσουμε το δειγματικό χώρο εύκολα και άμεσα.
Υπάρχουν όμως και πειράματα τύχης στα οποία προσδιορίζουμε ευκολότερα το 
δειγματικό τους χώρο, αν εφαρμόσουμε ειδικές τεχνικές ή μεθόδους.
Για παράδειγμα, αν επιλέξουμε στην τύχη ένα τριψήφιο αριθμό που τα ψηφία του είναι 1 
ή 2, για να προσδιορίσουμε το δειγματικό χώρο εργαζόμαστε ως εξής:
Γράφουμε ποιο μπορεί να είναι το πρώτο ψηφίο και σε κάθε περίπτωση γράφουμε ποιο 
μπορεί να είναι το δεύτερο ψηφίο κ.ο.κ.

Mε το διπλανό διάγραμμα, που ονομάζεται 
δεντροδιάγραμμα, βρίσκουμε ευκολότερα 
όλα τα στοιχεία του δειγματικού χώρου.
O δειγματικός χώρος Ω αποτελείται από
όλους τους τριψήφιους αριθμούς με ψηφία 
1 ή 2, δηλαδή είναι:
Ω = h111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222j,
και περιέχει 8 στοιχεία (Ν(Ω) = 8).

Aν ρίξουμε ένα ζάρι δύο φορές και 
σημειώσουμε κάθε φορά την ένδειξή του, 
τότε για να προσδιορίσουμε ευκολότερα 
το δειγματικό χώρο, χρησιμοποιούμε το 
διπλανό πίνακα. Ο δειγματικός χώρος Ω
αποτελείται από όλα τα διατεταγμένα 
ζεύγη του πίνακα, δηλαδή είναι:
Ω = h (1, 1), (1, 2), (1, 3), ..., (6, 5), (6,6) j,
και περιέχει 36 στοιχεία (Ν(Ω) = 36).
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Mέρος Α - Κεφάλαιο 5ο

1ο ψηφίο 2ο ψηφίο 3ο ψηφίο Αποτέλεσμα

   1 111
  1
   2 112
 1
   1 121
  2
   2 122

   1 211
  1
   2 212
 2
   1 221
  2
   2 222

2η ρίψη
1η ρίψη 1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

4 (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
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Eνδεχόμενα 
Αν ρίξουμε ένα ζάρι, γνωρίζουμε ότι ο δειγματικός χώρος είναι Ω = h1, 2, 3, 4, 5, 6 j.
Το σύνολο Α = h2, 4, 6 j, που είναι υποσύνολο του Ω, ονομάζεται ενδεχόμενο του 
πειράματος και συγκεκριμένα είναι το ενδεχόμενο να φέρουμε άρτιο αριθμό.
Ομοίως, το Β = h1, 2, 3 j είναι το ενδεχόμενο να φέρουμε αριθμό μικρότερο του 4.

Γενικά
 Ενδεχόμενο ενός πειράματος τύχης ονομάζεται κάθε υποσύνολο του δειγματικού
 χώρου Ω.

Αν ρίξουμε ένα ζάρι και φέρουμε τον αριθμό 6, που ανήκει στο σύνολο Α = h2, 4, 6 j, τότε 
λέμε ότι το ενδεχόμενο Α πραγματοποιείται. Το ενδεχόμενο όμως Α πραγματοποιείται 
ακόμη και αν κατά τη συγκεκριμένη εκτέλεση του πειράματος εκτός από 6 φέρουμε 2 
ή 4. Γι’ αυτό τα στοιχεία 2, 4, 6 του ενδεχομένου Α ονομάζονται ευνοϊκές περιπτώσεις 
για την πραγματοποίησή του.
Για ένα ενδεχόμενο Α, το πλήθος των ευνοϊκών του περιπτώσεων, δηλαδή το πλήθος 
των στοιχείων του, συμβολίζεται με Ν(Α). Για το ενδεχόμενο Α = h2, 4, 6 j είναι Ν(Α) = 3.

Βέβαιο – Αδύνατο ενδεχόμενο
Αν ρίξουμε ένα ζάρι, τότε το ενδεχόμενο να φέρουμε ένδειξη μικρότερη του 7 είναι το
Ω =  h1, 2, 3, 4, 5, 6j. Το ενδεχόμενο αυτό πραγματοποιείται σε οποιαδήποτε εκτέλεση 
του πειράματος και γι’ αυτό ονομάζεται βέβαιο ενδεχόμενο.
Το ενδεχόμενο όμως να φέρουμε ένδειξη μεγαλύτερη του 6 είναι . Το ενδεχόμενο 
αυτό δεν πραγματοποιείται σε καμία εκτέλεση του πειράματος και γι’ αυτό ονομάζεται 
αδύνατο ενδεχόμενο.

Πράξεις με ενδεχόμενα
Όπως είδαμε, το ενδεχόμενο είναι σύνολο, οπότε παριστάνεται και με διάγραμμα Venn. Οι 
πράξεις μεταξύ ενδεχομένων γίνονται όπως και οι πράξεις μεταξύ συνόλων. Έτσι έχουμε:

• Ένωση δύο ενδεχομένων Α, Β ονομάζεται το ενδεχόμενο
Α  Β που πραγματοποιείται, όταν πραγματοποιείται ένα 
τουλάχιστον από τα Α, Β.
Π.χ. αν Α = h2, 4, 6 j  και  Β = h1, 2, 3j, τότε 

Α  Β = h1, 2, 3, 4, 5, 6 j.

• Τομή δύο ενδεχομένων Α, Β ονομάζεται το ενδεχόμενο
Α  Β που πραγματοποιείται, όταν πραγματοποιούνται 
ταυτόχρονα το Α και το Β.
Π.χ. αν Α = h2, 4, 6j  και  Β = h1, 2, 3 j, τότε

 Α  Β = h 2 j .
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• Συμπλήρωμα ενός ενδεχομένου Α ονομάζεται το ενδεχό-
 μενο Α9 που πραγματοποιείται, όταν δεν πραγματο-
 ποιείται το Α.

Π.χ. στο πείραμα τύχης «ρίψη ενός ζαριού» αν
Α = h2, 4, 6 j, τότε Α9 = h1, 3, 5 j.

Ασυμβίβαστα ενδεχόμενα
Σ’ ένα πείραμα τύχης δύο ενδεχόμενα Α, Β είναι δυνατόν να 
μην έχουν κανένα κοινό στοιχείο, δηλαδή να ισχύει

Α  Β = .
Π.χ. στη ρίψη ενός ζαριού, τα ενδεχόμενα Α = h1, 3 j και
Β = h2, 4, 6j δεν έχουν κανένα κοινό στοιχείο, οπότε σε
οποιαδήποτε εκτέλεση του πειράματος δεν είναι δυνατόν να 
πραγματοποιηθούν ταυτόχρονα. Στην περίπτωση αυτή λέμε 
ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ασυμβίβαστα.

Γενικά
 Δύο ενδεχόμενα Α και Β ονομάζονται ασυμβίβαστα, όταν Α  Β =  .

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1  Σ’ ένα τουρνουά σκακιού ένας παίκτης αποκλείεται από τη συνέχεια των αγώνων,
αν ηττηθεί μία φορά ή φέρει δύο ισοπαλίες. Αν ένας παίκτης έδωσε το πολύ 
τρεις αγώνες, ποια είναι τα αποτελέσματα που θα μπορούσε να έχει φέρει 
μέχρι εκείνη τη στιγμή;

Λύση 
To πιθανό αποτέλεσμα ενός σκακι-
στή για κάθε παιχνίδι είναι ήττα (Η), 
ισοπαλία (Ι) ή νίκη (Ν). Τα δυνατά 
αποτελέσματα που έφερε ένας 
παίκτης που έδωσε το πολύ τρεις 
αγώνες, προκύπτουν ευκολότερα 
από το διπλανό διάγραμμα.
To σύνολο όλων των αποτελε-
σμάτων είναι:
Ω = hΗ, ΙΗ, ΙΙ, ΙΝΗ, ΙΝΙ, ΙΝΝ, ΝΗ, ΝΙΗ,
  ΝΙΙ, ΝΙΝ, ΝΝΗ, ΝΝΙ, ΝΝΝj
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2  Σ’ ένα κουτί υπάρχουν 4 μπάλες αριθμημένες από το 1 έως το 4. Επιλέγουμε στην
τύχη μια μπάλα, καταγράφουμε τον αριθμό της, την επανατοποθετούμε στο 
κουτί και στη συνέχεια επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία άλλη μια φορά.
α) Να προσδιοριστεί ο δειγματικός χώρος του πειράματος τύχης.
β) Να προσδιοριστούν τα ενδεχόμενα.
 Α. Οι δύο μπάλες έχουν τον ίδιο αριθμό.
 Β. Ο αριθμός της πρώτης μπάλας είναι μεγαλύτερος από τον αριθμό της
  δεύτερης μπάλας.
 Γ. Ο αριθμός μιας μόνο μπάλας είναι 3.

Λύση 
α) Ο δειγματικός χώρος του πειράματος απο-

τελείται από τα 16 στοιχεία του διπλανού 
πίνακα, οπότε είναι:
Ω = h (1, 1), (1, 2), (1, 3), ..., (4, 3) (4, 4) j.

β) Το ενδεχόμενο Α έχει ως στοιχεία εκείνα τα ζεύγη του Ω στα οποία ο πρώτος
αριθμός είναι ίδιος με τον δεύτερο.
    Άρα:   Α = h (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4) j.
Το ενδεχόμενο Β έχει ως στοιχεία εκείνα τα ζεύγη του Ω στα οποία ο πρώτος 
αριθμός είναι μεγαλύτερος από τον δεύτερο.
    Άρα:   Β = h (2, 1) (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2) (4, 3) j.
Το ενδεχόμενο Γ έχει ως στοιχεία εκείνα τα ζεύγη του Ω στα οποία μόνο ένας 
από τους δύο αριθμούς είναι το 3.
    Άρα:   Γ = h (3, 1), (3, 2), (3, 4), (1, 3), (2, 3), (4, 3) j.

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1  Ποια από τα παρακάτω είναι πειράματα τύχης:
α) Ρίχνω ένα ζάρι και καταγράφω την πάνω όψη του.
β) Αφήνω ένα βαρύ σώμα να πέσει και καταγράφω τη φορά της κίνησής του.
γ) Βγάζω ένα φύλλο από μία τράπουλα και σημειώνω ποιο είναι.
δ) Ανοίγω ένα βιβλίο και σημειώνω τον αριθμό που αντιστοιχεί στη δεξιά σελίδα του.

2  Επιλέγουμε διαδοχικά δύο μαθητές Γυμνασίου και
καταγράφουμε την τάξη όπου φοιτούν. Ένας 
μαθητής για να βρει το δειγματικό χώρο έφτιαξε 
το διπλανό πίνακα. Μήπως έκανε κάποιο λάθος;
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3  Το δεντροδιάγραμμα με το οποίο
ένας μαθητής ήθελε να προσ-
διορίσει όλους τους τριψήφιους
αριθμούς με ψηφία 2, 3, 5, που το 
καθένα χρησιμοποιείται μία μόνο 
φορά, έμεινε ημιτελές. Μπορείτε 
να το συμπληρώσετε;

4  Αν ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης είναι Ω = h0, 2, 4, 6, 8, 10 j, ποια
από τα παρακάτω σύνολα είναι ενδεχόμενα του πειράματος;
α) Α = h4, 8, 10 j  β) Β = h0, 2, 3, 6 j  γ) Γ = h4, 7, 8, 10 j  δ) Δ = h6 j

5  Ρίχνουμε ένα ζάρι και φέρνουμε 6. Ποια από τα παρακάτω ενδεχόμενα πραγμα-
 τοποιούνται:

α) Α = h2, 4, 6 j  β) Β = h1, 3, 5 j   γ) Γ = h 4, 5, 6 j   δ) Δ = h1, 2, 3 j

6  ‘Ενα κουτί περιέχει κόκκινες, κίτρινες και μαύρες μπίλιες. Αν επιλέξω μια μπίλια
ποιο από τα παρακάτω ενδεχόμενα είναι αδύνατο;
α) Η μπίλια είναι κόκκινη.    β) Η μπίλια είναι κίτρινη.
γ) Η μπίλια είναι πράσινη.   δ) Η μπίλια δεν είναι μαύρη.

7  Επιλέγω στην τύχη ένα μήνα του έτους. Ποιο από τα παρακάτω ενδεχόμενα είναι
βέβαιο;
α) Ο μήνας έχει 31 ημέρες. 
β) Ο μήνας είναι θερινός.
γ) Το όνομα του μήνα αρχίζει από Μ.
δ) Ο μήνας έχει περισσότερες από 27 ημέρες.

8  Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε ενδεχόμενο της
 στήλης (Α) το σωστό συμπέρασμα από τη στήλη (Β).

Στήλη Α Στήλη Β

 α. Α  Β

 β. Α  Β

 γ.   Α9

 1. Δεν πραγματοποιείται το Α.
 2. Πραγματοποιείται ένα τουλάχιστον από
  τα Α, Β.
 3. Δεν πραγματοποιείται το Β.
 4. Πραγματοποιούνται ταυτόχρονα και το Α
  και το Β.
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    ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1  Το κυλικείο ενός σχολείου διαθέτει για φαγητό σάντουϊτς (σ), τυρόπιτα (τ), γλυκό (γ)
 και για αναψυκτικό πορτοκαλάδα (π), λεμονάδα (λ).

Επιλέγουμε στην τύχη ένα μαθητή που αγόρασε ένα είδος φαγητού και ένα είδος 
αναψυκτικού και καταγράφουμε την προτίμησή του. Ποιος είναι ο δειγματικός 
χώρος του πειράματος;

2  Ρίχνουμε ένα νόμισμα τρεις φορές. Ποιος είναι ο δειγματικός χώρος του πειράματος;

3  Σ’ έναν προκριματικό όμιλο των Πανευρωπαϊκών αγώνων Μπάσκετ κληρώθηκαν 
να παίξουν τέσσερις ομάδες Α, Β, Γ, Δ δίνοντας μεταξύ τους από δύο αγώνες 
(εντός και εκτός έδρας). Με τη βοήθεια ενός πίνακα να βρείτε όλα τα ζεύγη των 
αντιπάλων.

4   Σ’ ένα κουτί υπάρχουν τρεις μπάλες, μία κόκκινη, μία άσπρη και μία μπλε που 
διαφέρουν μόνο ως προς το χρώμα. Επιλέγουμε τυχαία μια μπάλα και καταγράφουμε 
το χρώμα της.
α) Με πόσες το πολύ κινήσεις θα πάρουμε την κόκκινη μπάλα;
β) Με πόσες κινήσεις μπορούμε να αναγνωρίσουμε το χρώμα κάθε μπάλας;
γ)  Θεωρείστε την πρώτη κίνηση ως ξεχωριστό πείραμα. Ποιος είναι ο δειγματικός 

του χώρος;

5  Σ’ ένα τηλεοπτικό παιχνίδι συμμετέχουν 4 άντρες (Δημήτρης, Κώστας, Μιχάλης,
Παναγιώτης) και 3 γυναίκες (Ειρήνη, Ζωή, Σταματίνα). Επιλέγουμε στην τύχη έναν 
άντρα και μια γυναίκα για να διαγωνιστούν και καταγράφουμε τα ονόματα των 
αντιπάλων. Να προσδιορίσετε:
α) Το δειγματικό χώρο του πειράματος.
β) Τα ενδεχόμενα  Α: διαγωνίστηκαν η Ειρήνη ή η Ζωή.
       Β: Δε διαγωνίστηκε ο Μιχάλης.

6  Ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης είναι Ω = h0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 j.
Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn τα ενδεχόμενα
Α = h x[Ω, όπου x διαιρέτης του 9 j  και  Β = h x[Ω, όπου x < 6 j
και να προσδιορίσετε το ενδεχόμενο που πραγματοποιείται, όταν:
α) Πραγματοποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α, Β.
β) Πραγματοποιούνται ταυτόχρονα το Α και το Β.
γ) Δεν πραγματοποιείται το Β.

7  Οι δράστες μια κλοπής διέφυγαν μ’ ένα αυτοκίνητο και μετά από την κατάθεση
διαφόρων μαρτύρων έγινε γνωστό ότι ο τετραψήφιος αριθμός της πινακίδας του 
αυτοκινήτου είχε πρώτο και τέταρτο ψηφίο το 2. Το δεύτερο ψηφίο ήταν 6 ή 8 ή 9 
και το τρίτο ψηφίο του ήταν 4 ή 7.
α) Ποιο είναι το σύνολο των πιθανών αριθμών της πινακίδας του αυτοκινήτου;
β) Να προσδιορίσετε τα ενδεχόμενα:
 Α: Το τρίτο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας είναι το 7.
 Β: Το δεύτερο ψηφίο του αριθμού της πινακίδας είναι 6 ή 8.
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