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δηλαδή η  δεν εμφυτεύεται με προβολή στον . 

Στην απόδειξη της ΙΙ.§4.13 έγινε ουσιώδης χρήση της ΙΙ.§4.12, δηλαδή υποτέθηκε αρχικά ότι η πολλαπλότη-

τα βρίσκεται εμφυτευμένη σε κάποιον ευκλείδειο χώρο (ισχυρή υπόθεση συμπάγειας). Με ένα περιπολοκό-

τερο επιχείρημα, που εμπλέκει μια έννοια λείας προσέγγισης εμβυθίσεων από εμφυτεύσεις, η ΙΙ.§4.13 γενι-

κεύεται ως εξής: 

ΙΙ.§4.14. (Ασθενές θεώρημα Whitney - 1936). 

Κάθε -πολλαπλότητα εμφυτεύεται στον . 

Με ένα περίπλοκο επιχείρημα της διαφορικής τοπολογίας, το θεώρημα βελτιώνεται ως εξής: 

ΙΙ.§4.15. (Ισχυρό θεώρημα Whitney). 

Κάθε -πολλαπλότητα εμφυτεύεται στον  και κάθε -πολλαπλότητα εμβυθίζεται στον .  

Αυτό το αποτέλεσμα δεν μπορεί να βελτιωθεί περαιτέρω, αφού είναι γνωστό ότι οι μη προσανατολίσιμες, 

συμπαγείς -πολλαπλότητες χωρίς σύνορο είναι μη εμφυτεύσιμες ομοιομορφικά στον .  
ΙΙ.§4.16. Καμία συμπαγής μιγαδική -πολλαπλότητα δεν εμφυτεύεται ολομορφικά στον . 

ΑΠΟΔ. Έστω  ολομορφική εμφύτευση συμπαγούς μιγαδικής -πολλαπλότητας στον . Τότε 

κάθε συνιστώσα   της  είναι μια ολομορφία πάνω στην . Από προηγούμενη πρόταση, η 

 είναι σταθερή σε κάθε συνεκτική συνιστώσα της , δηλαδή η  απεικονίζει τις συνεκτικές συνιστώσες 
της  σε σημεία του , άτοπο, διότι θεωρήθηκε εμφύτευση. ∎ 
 

 

§4 – Απεικονίσεις σταθερού βαθμού 
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Νηματικές δέσμες 

§1. ΦΥΛΛΩΣΕΙΣ 

Συμβολίζεται  η ψευδοομάδα των αμφιδιαφορίσεων μεταξύ ανοικτών συνόλων του  που διατη-

ρούν το σύνολο των -διάστατων επιπέδων που είναι παράλληλα στον -διάστατο υπόχωρο . Η 

 παράγεται πάνω στους περιορισμούς σε ανοικτά σύνολα του  των αμφιδιαφορίσεων της μορφής 

 

δηλαδή εκείνες που το σύστημα συντεταγμένων   έχουν διαφορικό  . 

-πλάκα του ανοικτού   καλείται η τομή αυτού με ένα παράλληλο στον   -διάστατο επίπε-

δο. Με αυτήν την ορολογία, η  συγκροτείται από τις αμφιδιαφορίσεις μεταξύ ανοικτών υποσυνόλων του 

 που απεικονίζουν -πλάκες σε -πλάκες. 
   -φύλλωση της -διάστασης διαφορικής πολλαπλότητας  καλείται μια διαμέριση  της  

για την οποία υπάρχει -άτλαντας  της  τέτοιος ώστε για κάθε , το  είναι 

ένωση πλακών του . 
 

 

 

 

 

 

 

 

Από την απαίτηση της -συμβατότητας μεταξύ των χαρτών  συνάγεται εύκολα ότι τα φύλλα 
 της  είναι -διάστατες υποπολλαπλότητες της , οργανωμένες κατά τρόπο ώστε να προσιδιά-

ζουν τοπικά στην διαμέριση του  από τα παράλληλα στον   -διάστατα επίπεδα. Επανορίζοντας 

την  ως ψευδοομάδα των αμφιδιαφορίσεων που διατηρούν τις -πλάκες μεταξύ ανοικτών υποσυνόλων 

του ημίχωρου , επιτρέπουμε στην  και στα φύλλα της  να είναι πολλαπλότητες με σύνορο. 
Εκλεπτύνοντας την διαμέριση  ώστε τα φύλλα  να είναι συνεκτικές πολλαπλότητες, η  επάγεται 

από την ακόλουθη σχέση ισοδυναμίας επί της :  υπάρχει ακολουθία -χαρτών    και -

πλάκες   τέτοιες ώστε  και . Επομένως, υπό την απαίτη-

ση της συνεκτικότητας των φύλλων, με κάθε -άτλαντα  της  σχετίζεται το πολύ μια φύλλωση , τα 

φύλλα της οποίας είναι συγκολλήσεις -πλακών μέσω συναρτήσεων μετάβασης ανάμεσα σε πλάκες του . 
Οι ισοσταθμικές κάθε εμβάπτυσης  συγκροτούν -φύλλωση 

της  (λαμβάνουμε ως -χάρτες τις περιοχές στις οποίες η  αναπαρίσταται ως προβολή ). 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ III 
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Το αντίστροφο δεν ισχύει: Έστω εμβάπτυση . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η δράση  σέβεται το σύνολο των ισοσταθμικών της 

, επομένως η  περνά στο πηλίκο . Συγκεκριμένα, εφ’ όσον η δράση του  διατηρεί 

το σύνολο των ισοσταθμικών, αυτό το σύνολο περνά στο πηλίκο  δίνοντας την φύλλωση Reeb: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα εσωτερικά φύλλα της  είναι διφφεομορφικές (άπειρα «φίδια») εικόνες του  που «καταπίνουν» την 

ουρά τους καθώς και την ουρά κάθε άλλου φύλλου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η φύλλωση Reeb του  δεν συγκροτείται από ισοσταθμικές εμβάπτυσης: εάν υπήρχε τέτοια ισοσταθ-

μική, από Θεώρημα του Βαθμού η φύλλωση θα λάμβανε την μορφή -διάστατων επιπέδων σε κάθε περιο-

χή. Όμως αυτό είναι αδύνατο για τα συνοριακά σημεία του στερεού τόρου, διότι η -ισοσταθμική θα έτεινε 

ασυμπτωτικά στο σύνορο (τα εσωτερικά φύλλα της φύλλωσης Reeb τυλίγονται άπειρες φορές): 

 

 

 

 

 

 

 

 

§1 – Φυλλώσεις 
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Αντιθέτως, κάθε σημείο στο εσωτερικό του στερεού τόρου έχει περιοχή ώστε κάθε διερχόμενο από αυτήν 

φύλλο Reeb να έχει μοναδική συνιστώσα εντός της. Αυτό σημαίνει ότι κάθε σημείο στο εσωτερικό του τόρου 

έχει περιοχή όπου κάθε φύλλο Reeb θα μπορούσε να είναι ισοσταθμική μιας προβολής (δηλαδή τοπική ισο-

σταθμική μιας εμβάπτυσης).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μπορεί πράγματι να κατασκευαστεί εμβάπτυση από το εσωτερικό του στερεού τόρου στην  της οποίας 

οι ισοσταθμικές είναι τα εσωτερικά φύλλα Reeb του τόρου. 

Μία  -φύλλωση   της διαφορικής -πολλαπλότητας  καλείται κανονική όταν κάθε σημείο 

της   έχει  -χάρτη   τέτοιον ώστε για κάθε   το  να συγκροτείται από μόνο μία πλάκα 

(όταν κανένα φύλλο της δεν παρουσιάζει συσσώρευση σε οποιαδήποτε περιοχή της πολλαπλότητας).  

ΙΙΙ.§1.0. Μία  -φύλλωση   της -διάστατης διαφορικής πολλαπλότητας   είναι κανονική εάν και μόνον 

εάν επιδέχεται δομή  -διάστατης διαφορικής πολλαπλότητας με την προβολή στα φύλλα,   

να είναι λεία εμβάπτυση. 

ΑΠΟΔ. Βλ. [Palais]  ∎ 

 

§2. ΝΗΜΑΤΙΚΕΣ ΔΕΣΜΕΣ 

Μια συνεχής απεικόνιση  μεταξύ Hausdorff χώρων καλείται νηματική προβολή με ίνα έναν χώ-

ρο Hausdorff  όταν κάθε  έχει ανοικτή περιοχή  με ομοιομορφισμό  

τέτοιον ώστε το παρακάτω διάγραμμα να είναι αντιμεταθετικό, 

 

 

 

 

 

 

 

όπου  η προβολή του καρτεσιανού γινόμενου στην πρώτη συνιστώσα. Η απεικόνιση  

καλείται τοπική trivialization γύρω από το  και το γεωμετρικό της νόημα είναι ότι οργανώνει την αντίστρο-

φη εικόνα του  μέσω της  ως καρτεσιανό γινόμενο του  με την ίνα , κατά τρόπο ώστε η επαγόμενη 

από τα  τοπολογία επί της  να συμπίπτει με την τοπολογία γινόμενο  και η  να ισοδυνα-

μεί με την προβολή  μέσω του ομοιομορφισμού . 
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-νηματική δέσμη πάνω από τον χώρο , όπου  τοπολογική ομάδα που δρά συνεχώς στον  

(δομική ομάδα της δέσμης), καλείται μια νηματική προβολή  ίνας , εφοδιασμένη με συλλογή 

 από τοπικές trivialization που καλύπτουν τον  (εννοώντας ότι  ανοι-
κτό κάλυμμα του ), τέτοιες ώστε για κάθε  με , ο ομοιομορφισμός 

 

είναι της μορφής , όπου  συνεχής απεικόνιση (δηλαδή σε 

κάθε ίνα  του κοινού τους πεδίου, οι τοπικές trivialization διαφέρουν κατά μια -συμμετρία της 

, και η εκλογή αυτής της συμμετρίας είναι συνεχής καθώς διατρέχουμε τις ίνες). 
Εάν το κάλυμμα  είναι άτλαντας της -πολλαπλότητας   και η ίνα  είναι -πολλαπλότητα, τότε 

ο χώρος  αποκτά αυτόματα δομή -πολλαπλότητας με άτλαντα . Εξ ορισμού της 

νηματικής δέσμης, οι συναρτήσεις μετάβασης αυτού του άτλαντα σέβονται τις -ίνες. Εάν οι εμπλεκόμενες 

πολλαπλότητες είναι λείες, οπότε η  είναι λεία επίσης, τότε οι -ίνες συγκροτούν -φύλλωση της  με 

διφφεομορφικά φύλλα. 
Τετριμμένη ονομάζεται μια νηματική δέσμη που περιέχει trivialization της μορφής , δηλα-

δή όταν ο  είναι ομοιομορφικός με τον  και η νηματική προβολή ισοδυναμεί με την προβολή 

. 

Η ταινία του Möbius πάνω από την , με δομική ομάδα  που δρά στο  αντιστρέφοντας τον 

προσανατολισμό, είναι μη τετριμμένη -νηματική δέσμη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συγκεκριμένα, θεωρούμε συλλογή trivialization συγκροτούμενη από τις 

 όπου  πάνω στην  όπως τα εικονιζόμενα: 

 

 

 

 

Τότε, οι αντίστροφες εικόνες των  μέσω των  αντιστοίχως πάνω στην , τέμνο-

νται ως εξής: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

  

 

 
 

 

 

 

 

 

§2 – Νηματικές δέσμες 
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Εδώ είναι   και η  είναι η 

 

όπου , δηλαδή 

 

που είναι συνεχής ως σταθερή στις συνεκτικές συνιστώσες του .  

Δεδομένης τοπολογικής δράσης της ομάδας  πάνω σε χώρο Hausdorff , η μόνη πληροφορία που 

χρειάζεται για την κατασκευή -νηματικής δέσμης πάνω από δεδομένο χώρο  είναι ένα ανοικτό 
κάλυμμα  του  και μια συλλογή συνεχών αντιστοιχίσεων  για όλες τις τομές 

 που να ικανοποιούν την κυκλική συνθήκη συμβατότητας  πάνω στα . Ο 

χώρος  κατασκευάζεται συγκολλώντας τα καρτεσιανά γινόμενα  σύμφωνα με τον κανόνα που 
υποδεικνύεται από τις τομές  και η νηματική προβολή  ορίζεται ως , 

όπου  η προβολή στην πρώτη συνιστώσα, για όποια περιοχή  του  και αν 

περιέχει το . 
Επειδή στην πληροφορία που είναι αναγκαία για την κατασκευή της -νηματικής δέσμης (κάλυμμα 

και κύκλοι) δεν περιλαμβάνεται η ίνα , συνάγεται ότι για όλους τους χώρους  επί των οποίων δρά τοπο-

λογικά η , μπορεί να κατασκευαστεί ο χώρος  όπως προηγουμένως· οι χώροι , καθώς  διατρέχει 

τους χώρους επί των οποίων δρά η , είναι τότε όμοιοι, με την έννοια ότι διαφέρουν σε κάθε τοπική περιο-

χή  μόνο ως προς την δεύτερη συνιστώσα. 

 

Η απεικόνιση  καλείται ομομορφισμός μεταξύ των -νηματικών δεσμών  και 

 όταν είναι συνεχής και σέβεται τις -ίνες. Τότε το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό, 

 

 

 

 

 

 

 

 

όπου . Έπεται άμεσα ότι η  είναι συνεχής ως πέρασμα της  στο πη-

λίκο. Επιπλέον απαιτείται η απεικόνιση 

 

να είναι συνεχής εξάρτηση, δηλαδή οι ίνες των  που είναι ομοιομορφικές με την ίνα  να διαφέ-

ρουν κατά μία -συμμετρία της  που εξαρτάται συνεχώς από τα . 

Ένας ομομορφισμός νηματικών δεσμών ονομάζεται ισομορφισμός όταν η επαγόμενη  είναι αμφιμονο-

σήμαντη, οπότε η  είναι αμφιμονοσήμαντη επίσης, και η  είναι ομομορφισμός νηματικών δεσμών. 

Μία -νηματική δέσμη  ονομάζεται λεία όταν οι εμπλεκόμενοι χώροι είναι διαφορικές 

πολλαπλότητες, η  είναι λεία απεικόνιση, η  είναι ομάδα Lie που δρά λεία στην ίνα  και οι τοπικές 

trivialization είναι αμφιδιαφορίσεις. 

Θεωρούμε τοπική trivialization   λείας -νηματικής δέσμης  

. 
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Το  είναι ανοικτό υποσύνολο της πολλαπλότητας , επομένως , εφ’ όσον το 

 (που είναι ανοικτό υποσύνολο της ) είναι διφφεομορφικό με το , (δηλαδή 

). Επειδή η προβολή  είναι σταθερού βαθμού  και η  είναι αμφιδιαφόριση, η 

 είναι σταθερού βαθμού . Επειδή τα  καλύπτουν την  καθώς διατρέχουμε τις 

trivialization της δέσμης, η νηματική προβολή  είναι σταθερού βαθμού , δηλαδή 

εμβάπτυση. Έπεται άμεσα ότι 

ΙΙΙ.§2.0. Κάθε λεία -νηματική δέσμη , είναι εμβάπτυση, οπότε οι -

ίνες είναι υποπολλαπλότητες συνδιάστασης  στην , διφφεομορφικές με την ίνα  μέσω των 
, όπου  τοπική trivialization γύρω από το . 

Η συλλογή των ισοσταθμικών μιας εμβάπτυσης δεν συγκροτεί πάντοτε νηματική δέσμη, π.χ. η απεικόνιση 

 είναι εμβάπτυση, όμως οι ισοσταθμικές της δεν είναι όλες διφ-

φεομορφικές μεταξύ τους και άρα η  δεν είναι νηματική δέσμη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφ’ όσον είναι ισοσταθμικές της νηματικής προβολής, οι ίνες μιας λείας νηματικής δέσμης  
συγκροτούν -φύλλωση της . 

 

§3. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΕΣ ΔΕΣΜΕΣ 

-διανυσματική δέσμη επί της πολλαπλότητας  ονομάζεται μια -νηματκή δέσμη  

 τέτοια ώστε οι τοπικές trivialization να είναι γραμμικοί ισομορφισμοί  

για κάθε . Ενδιαφέρουν ιδιαίτερα οι λείες διανυσματικές δέσμες. 

ΙΙΙ.§3.0. Δίδεται για κάθε σημείο  -διάστατος διανυσματικός χώρος   και  ανοικτό κά-

λυμμα της  τέτοιο ώστε 

 (i) για κάθε  υπάρχει αμφιμονοσήμαντη συνάρτηση , όπου 

  η απεικόνιση · 
(ii) για κάθε  με  υπάρχει λεία συνάρτηση  ώστε η απεικόνι-  

ση  να είναι της μορφής . 

Τότε υπάρχει μοναδική διαφορική δομή επί του  ώστε η  να είναι λεία -διανυσματική δέσμη 

με τοπικές trivialization της . 

  

 

 
  

 

 

 
 

 

   

§3 – Διανυσματικές δέσμες 
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ΑΠΟΔ. Για κάθε  διαλέγουμε  που το περιέχει και  τοπικό χάρτη με . Εάν 
, ορίζουμε . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Με μακροσκελή έλεγχο των ορισμών διαπιστώνεται ότι η συλλογή  είναι άτλας επί του  

και ότι η διαφορική δομή που επάγει καθιστά την  λεία διανυσματική δέσμη. 

Για την μοναδικότητα, έστω  μια άλλη τοπολογία και διαφορική δομή επί του  ώστε η  να 
είναι λεία διανυσματική δέσμη. Επειδή η  εκφράζεται τοπικά ως  (το  καλύπτεται 

από τα )  και  είναι αμφιδιαφορίσιμη, έπεται ότι η  είναι ολική αμφιδιαφόριση. ∎ 

Τμήση της λείας διανυσματικής δέσμης  ονομάζεται μία  τέτοια ώστε 

, δηλαδή μια επιλογή από τις -ίνες του . Ενδιαφέρουν ιδιαίτερα οι λείες τμήσεις μίας 

λείας διανυσματικής δέσμης , των οποίων το σύνολο συμβολίζεται  και είναι διανυσματικός 

χώρος (κληρονομεί σημειακά τις πράξεις του διανυσματικού χώρου από την αντίστοιχη -ίνα). Επιπλέον το 

  είναι πρότυπο πάνω στον δακτύλιο  με την πράξη 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Η τιμή του  προσδιορίζεται από  βαθμωτές ποσότητες (εφ’ όσον ), οι οποίες δίνουν 

λείες βαθμωτές συναρτήσεις του . Από τα γνωστά για την επέκταση βαθμωτών συναρτήσεων, συνά-

γεται ότι δεδομένης λείας τμήσης  πάνω σε κλειστό σύνολο  και για κάθε  ανοικτό που περιέχει 

το , υπάρχει επέκταση  της  σε ολόκληρη την  τέτοια ώστε .  

Έστω τώρα   trivialization για την λεία διανυσματική δέσμη  και  μία 

βάση του . Ορίζονται πάνω στο  οι τμήσεις .  
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Οι  είναι λείες, εφ’ όσον  είναι αμφιδιαφορίσιμη και ισχύει , όπου  η 

αμφιδιαφόριση (σταθερή συνάρτηση) . Επίσης 

 

εφ’ όσον  είναι γραμμικός ισομορφισμός από το  στο , απ’ όπου συνάγεται επίσης ότι η  

  είναι βάση του . Επομένως με κάθε τοπική trivialization 

 συσχετίστηκε ένα τοπικό πλαίσιο  επί του  για το οποίο ισχύει 

 :  για κάθε  τα  συγκροτούν βάση του . 

Ως τοπική trivialization της δέσμης μπορεί να συμπεριληφθεί οποιαδήποτε αμφιδιαφόριση της μορφής 

, όπου  ανοικτή περιοχή τέτοια ώστε  και για κάθε   

η  να είναι γραμμικός ισομορφισμός. Συγκεκριμένα, έστω τοπική trivialization 

 με  · ζητείται λεία συνάρτηση  ώστε η απεικόνιση 
 να είναι της μορφής . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό, οπότε , δηλαδή  

για κάποια λεία συνάρτηση . Επιπλέον για κάθε , η απεικόνιση 

 

είναι γραμμικός ισομορφισμός. Επιλέγουμε . Μένει να δειχθεί ότι η 
 είναι λεία. Εάν  ο πίνακας της  στην βάση , τότε 

, δηλαδή , όπου  η προβολή στην -οστή συντεταγμέ-

νη. Άρα  είναι λεία ως σύνθεση λείων, επομένως η  είναι λεία επίσης.  

ΙΙΙ.§3.1. (Αντιστοιχία μεταξύ τοπικών λείων πλαισίων και τοπικών trivialization για διανυσματικές δέσμες). 

Για κάθε τοπική trivialization , οι τμήσεις  

συγκροτούν λείο τοπικό πλαίσιο πάνω στο  με . Αντιστρόφως, για κάθε λείο 

τοπικό πλαίσιο  υπάρχει τοπική trivialization  για την οποία 
 (οπότε ). 

ΑΠΟΔ. Το ευθύ διαπιστώθηκε με τις παραπάνω παρατηρήσεις. Για το αντίστροφο, ορίζεται η 

 όπως στην υπόθεση, που είναι γραμμική απεικόνιση  εάν περιοριστεί στο . 

Επειδή τα   συγκροτούν βάση του , η  είναι γραμμικός ισομορφισμός· μένει να 

δειχθεί ότι είναι αμφιδιαφόριση. Επιλέγουμε τυχαίο  και  τοπική trivialization 

γύρω από το  τέτοια ώστε . Εφ’ όσον η  είναι αμφιδιαφορίσιμη, αρκεί να δειχθεί ότι  
είναι αμφιδιαφόριση. 
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Για κάθε , η  είναι λεία, επομένως υπάρχουν λείες , (συ-

ντεταγμένες της απεικόνισης ) τέτοιες ώστε . Τότε, η 

 είναι λεία διότι στο  και η  

είναι λεία διότι , όπου  ο αντίστροφος 

πίνακας του . ∎ 
ΙΙΙ.§3.2. Μια διανυσματική δέσμη είναι τετριμμένη εάν και μόνον εάν επιδέχεται ολικού πλαισίου. 

ΑΠΟΔ. Άμεσα από πρόταση ΙΙΙ.§3.1. ∎ 

ΙΙΙ.§3.3. Εάν  τοπικός χάρτης μιας πολλαπλότητας  λεία διανυσματική δέσμη πάνω σ’ 

αυτήν και  λείο τοπικό πλαίσιο, τότε  τοπικός χάρτης της , όπου 

 η τοπική trivialization που σχετίζεται με το πλαίσιο : 

 (άρα η  είναι πολλαπλότητα διάστασης ). 

ΑΠΟΔ. Άμεσα από πρόταση ΙΙΙ.§3.1. ∎ 

ΙΙΙ.§3.4. Μια τμήση  για την διανυσματική δέσμη  είναι λεία εάν και μόνον εάν για 
κάθε τοπικό πλαίσιο  οι συναρτήσεις  για τις οποίες , είναι λείες. 

ΑΠΟΔ. Έστω  η τοπική trivialization που σχετίζεται με το πλαίσιο . Επειδή  είναι αμφιδιαφόρι-

ση, η  είναι λεία εάν και μόνον εάν η  είναι. Επειδή , η  είναι 
λεία εάν και μόνον εάν οι  είναι, απ’ όπου το ζητούμενο.  

 
 
 
 
 

 

 

Δεδομένου υποσυνόλου , όπου  λεία νηματική δέσμη, η  καλείται διανυ-

σματική υποδέσμη όταν  υποπολλαπλότητα της  διανυσματικός υποχώρος του 

 και  είναι λεία διανυσματική δέσμη πάνω από την . Από την τρίτη συνθήκη 

συνάγεται ότι τα  έχουν όλα την ίδια διάσταση, δηλαδή η υποδέσμη είναι μία λεία επιλογή υποχώ-

ρων ίσης διάστασης από κάθε  καθώς το  διατρέχει την . 

ΙΙΙ.§3.5. Έστω  λεία διανυσματική δέσμη και επιλογή ενός -διάστατου υποχώρου  για 

κάθε . Η  είναι λεία διανυσματική δέσμη εάν και μόνον εάν κάθε  έχει 

περιοχή  με τοπικό πλαίσιο  ώστε τα  να συγκροτούν βάση του 
 για κάθε . 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Άμεσα από πρόταση ΙΙΙ.§3.1.  

,,⟸” Έστω  και  οι τμήσεις που δίνονται από την υπόθεση. Επεκτείνουμε σε 

τοπικό πλαίσιο   του  ( ) και λαμβάνουμε  την 

τοπική trivialization που σχετίζεται με το πλαίσιο αυτό. Η  απεικονίζει το 
 στο . Επομένως, επειδή  είναι αμφιδιαφόριση, 

το  είναι υποπολλαπλότητα της . Επειδή ισχύει για κάθε  έπεται ότι η  είναι υποπολλα-

πλότητα της . Επίσης ο περιορισμός  είναι τοπική trivialization για την  πάνω 

από το , άρα η  είναι λεία διανυσματική δέσμη. ∎ 

Εφαπτόμενη δέσμη της διαφορικής -πολλαπλότητας  καλείται ο χώρος των ταχυτήτων που μπορεί να 

έχει ένα σωματίδιο κινούμενο σε αυτήν,  

 

∎ 
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Εάν  άτλας της , η  καθίσταται -διάστατη πολλαπλότητα με τον άτλαντα 

. Αυτό σημαίνει ότι εάν η 

 χαρτογραφείται από τις συντεταγμένες  και στο  θεωρήσουμε σύστημα συντεταγμένων 

, τότε η  χαρτογραφείται από τις συντεταγμένες ( . 

Έστω  με  και αντίστοιχα συστήματα συντεταγμένων 

, και , οπότε στο  έχουμε την αμφιδιαφορί-

σιμη αλλαγή συντεταγμένων 

 

 

 

 

Τότε 

 (   )   

και επειδή 

 

έπεται ότι 

 (   )   

Άρα 

 

που σημαίνει ότι οι εφαπτόμενες δέσμες είναι προσανατολίσιμες πολλαπλότητες. 

Μια πολλαπλότητα  καλείται παραλληλοποιήσιμη όταν η δέσμη  επιδέχεται ολικού λείου πλαισί-

ου, ισοδύναμα (ΙΙΙ.§3.2), όταν η  είναι τετριμμένη διανυσματική δέσμη,  (υπάρχουν 

 ώστε για κάθε , υπάρχουν  τέτοιες ώστε ώστε  ). 

Εάν  είναι ρημάννεια πολλαπλότητα, τότε διαγράφεται εντός του  μια υποπολλαπλότητα , 

η μοναδιαία εφαπτόμενη δέσμη, που συγκροτείται από τα εφαπτόμενα διανύσματα μέτρου . Η  είναι 

διάστασης , εφ’ όσον σε κάθε χάρτη  της  περιγράφεται από την εξίσωση 
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Ελέγχεται ότι οι συμμετρικοί -τανυστές  που βρίσκουν την αναπαράστασή τους στην κλάση Sylve-

ster   είναι ακριβώς οι έχοντες την ιδιότητα 

 για κάθε  και   

Καλείται εσωτερικό γινόμενο κάθε συμμετρικός -τανυστής όπως ο παραπάνω.  
Από την ΙV.§2.4 συνάγεται ότι δύο δομές συμμετρικής διγραμμικής απεικόνισης είναι ισόμορφες εάν και 

μόνον εάν ανήκουν στην ίδια κλάση Sylvester : οι κλάσεις ισομορφίας στο σύνολο των συμμετρικών διγραμ-

μικών απεικονίσεων επί ενός -διάστατου χώρου ταξινομούνται ως οι -άδες μη αρνητικών ακεραίων 

 για τις οποίες ισχύει .  

Καλείται ψευδοευκλείδεια δομή μια συμμετρική δομή διγραμμικής απεικόνισης  όπου ο 

συμμετρικός -τανυστής  είναι μη ιδιάζουσα διγραμμική απεικόνιση (έχει παράμετρο Sylvester 

 ). Ευκλείδεια δομή ονομάζεται μια ψευδοευκλείδεια δομή  όπου ο τανυστής  

είναι εσωτερικό γινόμενο. Δύο ψευδοευκλείδειες δομές είναι ισόμορφες εάν και μόνον εάν έχουν τις ίδιες 

παραμέτρους Sylvester, επομένως όλες οι ευκλείδειες δομές είναι ισόμορφες. 

Δεδομένης μή ιδιάζουσας συμμετρικής διγραμμικής απεικόνισης  επί του χώρου , θα δειχθεί ότι, με 

κατάλληλη δράση αυτής πάνω στον χώρο των  των γραμμικών μετασχηματισμών του , προκύπτουν 

από αυτήν μονοσήμαντα όλες οι διγραμμικές απεικονίσεις, δηλαδή ο χώρος .  
ΙV.§2.8. Εάν  μή ιδιάζουσα συμμετρική διγραμμική απεικόνιση, τότε για κάθε  υπάρχει   

τέτοιο ώστε .  

ΑΠΟΔ. Έστω  τέτοιο ώστε για κάθε  να ισχύει . Τότε για κάθε βάση  ισχύει 

. Επιλέγοντας βάση  με , ο πίνακας  έχει μηδενική την πρώτη 
γραμμή, άτοπο, διότι ο  είναι μή ιδιάζουσα, συμμετρική απεικόνιση. ∎ 

Ι§V.2.9. Εάν  γραμμικός μετασχηματισμός του  τέτοιος ώστε για κάποια μη ιδιάζουσα συμμετρική δι-
γραμμική μορφή  να ισχύει  ,  τότε .  

ΑΠΟΔ. Έστω  τέτοιο ώστε . Επειδή  μή ιδιάζουσα, από ΙV.2.8 έπεται ότι  
για κάποιο , άτοπο εξ υποθέσεως. ∎ 

Από την συμμετρικότητα της διγραμμικής απεικόνισης , συνάγεται η ύπαρξη -ορθογώνιας βάσης 

, οπότε , όπου  για κάθε  Η  δρά από αριστερά 

και από δεξιά σε έναν  ως 

 

Οι   είναι -τανυστές που ικανοποιούν τις σχέσεις 

 

διότι . Πιο συγκεκριμένα, 

 

 

αφού  είναι -ορθογώνια βάση. 

ΙV.§2.10. Εάν  μη ιδιάζουσα, συμμετρική διγραμμική απεικόνιση στον διανυσματικό χώρο , τότε ο τανυ-

στικός χώρος  προκύπτει μονοσήμαντα ως  ή  . Ειδικότερα ισχύει 
. 

ΑΠΟΔ. Δεδομένου , ζητείται   τέτοιο ώστε  (αντιστοίχως  ). Επιλέγουμε 

 τον γραμμικό μετασχηματισμό που στην βάση  αναπαρίσταται από τον πίνακα  

§2 – -Τανυστές (Διγραμμικές απεικονίσεις) 
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. Από την σχέση  φαίνεται ότι . (Αντιστοίχως, επιλέγεται  o γραμμικός 

μετασχηματισμός για τον οποίο , οπότε από την   συνάγεται ότι  ).   
   Για το μονοσήμαντο, έστω  με  για κάποια . Τότε 

 

 

εφ’ όσον  είναι μη ιδιάζουσα (Ι§V.2.9). Ο τελευταίος ισχυρισμός της εκφώνησης έπεται από τις σχέσεις (1) 
και (2), εφ΄ όσον ο πίνακας  είναι εν προκειμένω αντιστρέψιμος . ∎ 

Σύμφωνα με την ΙV.§2.10, δεδομένης μή ιδιάζουσας, συμμετρικής διγραμμικής απεικόνισης , για 

κάθε γραμμικό μετασχηματισμό  του  υπάρχει μοναδικός γραμμικός μετασχηματισμός  του  

τέτοιος ώστε  (συζυγής μετασχηματισμός του  ως προς την  ). Ο  καλείται 

αυτοσυζυγής όταν . 
ΙV.§2.11. Δεδομένης μή ιδιάζουσας, συμμετρικής διγραμμικής απεικόνισης  και μετασχηματισμού 

,  εάν ο υπόχωρος  είναι -αναλλοίωτος, τότε ο  είναι -αναλλοίωτος. 

ΑΠΟΔ. Εάν , τότε , εφ’ όσον . ∎  

Λαμβάνοντας υπ’ όψην την μορφή που πρέπει να έχει η αναπαράσταση του  σε κάποια βάση  του , 

από την ΙV.§2.10 έπεται το εξής. 

ΙV.§2.12. Δεδομένης ψευδοευκλείδειας δομής , για κάθε  υπάρχει μοναδικός 
 τέτοιος ώστε 

 

Επομένως σε κάθε βάση  του  ισχύει . Ειδικότερα, εάν η  είναι 
-ορθογώνια, τότε 

 

όπου   και .  

ΙV.§2.13. Για κάθε ψευδοευκλείδεια δομή  ισχύει   

ΑΠΟΔ. Χρησιμοποιώντας την Ι§V.2.9, για κάθε   ισχύει  

 

        ∎ 

ΙV.§2.14. Σε κάθε -ορθοκανονική βάση, όπου  μή ιδιάζουσα, συμμετρική διγραμμική μορφή, 

η  αναπαρίσταται ως η ομάδα των αντιστρέψιμων -πινάκων με -ορθογώνιες 

στήλες (ή γραμμές). Συγκεκριμένα, εάν  -ορθογώνια βάση και , τότε η ομά-
δα  αναπαρίσταται ως 

  

 

ΑΠΟΔ. Συμβολίζεται  η ομάδα του συμπεράσματος. Επειδή η  συγκροτείται ακριβώς από 

τους μετασχηματισμούς των οποίων ο αντίστροφος είναι ο -συζυγής τους (ΙV.§2.13), και λαμβάνο-

ντας υπ’ όψιν την αναπαράσταση του -συζυγούς μετασχηματισμού σε μία -ορθογώνια βάση 
(ΙV.§2.12), έπεται ότι 
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Εκτελώντας την πράξη στο αριστερό μέλος της δεξιάς ισότητας, η ισοδυναμία γίνεται 

  

 

απ' όπου φαίνεται άμεσα το ζητούμενο. ∎  

Συμβολίζεται  η ομάδα των πινάκων που αναπαριστούν τους αυτομορφισμούς κάποιας (και άρα 

κάθε) ψευδοευκλείδειας δομής  με παραμέτρους Sylvester   σε κάποια -

ορθοκανονική βάση. Προφανώς η  είναι η ομάδα του συμπεράσματος της πρότασης ΙV.§2.13 όταν 
.  

ΙV.§2.15.  

ΑΠΟΔ. Άμεση εφαρμογή της ΙV.§2.12 με  . ∎ 

ΙV.§2.16.  

ΑΠΟΔ. Άμεση εφαρμογή της ΙV.§2.15. ∎ 
Θα μελετηθούν οι αυτοσυζυγείς γραμμικοί μετασχηματισμοί ενός ευκλείδειου χώρου . Επιλέ-

γοντας  -ορθοκανονική βάση του , οι αυτοσυζυγείς μετασχηματισμοί είναι ακριβώς οι αναπαρι-

στώμενοι από συμμετρικούς πίνακες (εφαρμογή της ΙV.§2.12). Αυτό φαίνεται επίσης άμεσα από το γεγονός 

ότι η αυτοσυζυγία ενός γραμμικού μετασχηματισμού  ισοδυναμεί με την συμμετρικότητα της διγραμμικής 

απεικόνισης . Συγκεκριμένα, υφίσταται αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στους αυτοσυζυ-

γείς μετασχηματισμούς και τις συμμετρικές διγραμμικές απεικονίσεις, η οποία δηλώνεται χρησιμοποιώντας 

το ίδιο σύμβολο, 

  

Κάθε συμμετρική διγραμμική μορφή   επάγει τετραγωνική μορφή , 

 , 

και κάθε τετραγωνική μορφή  επάγεται με τον παραπάνω τρόπο από μοναδική συμμετρική,  

διγραμμική απεικόνιση , 

  

Επομένως υφίσταται αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στις τετραγωνικές μορφές και τις διγραμμικές 

συμμετρικές απεικονίσεις – κατ’ επέκταση ανάμεσα στις τετραγωνικές μορφές και τους αυτοσυζυγείς μετα-

σχηματισμούς – που δηλώνεται χρησιμοποιώντας το ίδιο σύμβολο, 

 

Μία συμμετρική διγραμμική απεικόνιση είναι μή ιδιάζουσα εάν και μόνον εάν ο αντίστοιχος αυτοσυζυγής 

μετασχηματισμός είναι αντιστρέψιμος (αφού αναπαρίστανται από τον ίδιο πίνακα). Από την γραμμική άλγε-

βρα σε χώρους εσωτερικού γινομένου είναι γνωστό το ακόλουθο.  

ΙV.§2.17. Οι αντιστρέψιμοι αυτοσυζυγείς τελεστές ενός -διάστατου ευκλείδειου χώρου  είναι 

ακριβώς οι γραμμικοί αυτομορφισμοί του  με   το πλήθος γραμμικώς ανεξάρτητες, -ορθογώνιες 

ιδιοκατευθύνσεις (δρούν γεωμετρικά διαστέλλοντας κάποια ορθοκανονική βάση του χώρου). Ισοδύναμα, 

κάθε συμμετρικός πίνακας διαγωνοποιείται από ορθογώνιο πίνακα κατά τρόπον ώστε τα διαγώνια στοιχεία 
του να είναι οι πραγματικές (μη μηδενικές) ιδιοτιμές του. 

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν την ΙV.§2.23 και χρησιμοποιώντας τον ανωτέρω συμβολισμό, η ΙV.§2.6 επαναδιατυ-

πώνεται λεπτομερέστερα σε ευκλείδειους χώρους ως εξής: 

§2 – -Τανυστές (Διγραμμικές απεικονίσεις) 
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ΙV.§2.18. Για κάθε μή ιδιάζουσα συμμετρική, διγραμμική απεικόνιση  σε ευκλείδεια δομή  
υπάρχει ορθοκανονική βάση  τέτοια ώστε 

 

όπου  οι (πραγματικές, μή μηδενικές) ιδιοτιμές του αντιστρέψιμου αυτοσυζυγούς τελεστή  και 

 Δεδομένης οποιασδήποτε -ορθοκανονικής βάσης του , η παραπάνω βάση επι-

τυγχάνεται εκτελώντας έναν αυτομορφισμό της δομής  (οι αυτομορφισμοί της δομής αναπαρί-
στανται στην βάση  ως οι αντιστρέψιμοι ορθογώνιοι πίνακες, από πρόταση ΙV.§2.16) 

Θα μελετηθούν τα ακρότατα τετραγωνικής μορφής   της ευκλείδειας δομής  πάνω στην 

μοναδιαία σφαίρα της. Θεωρώντας ορθοκανονική βάση  του χώρου, η μοναδιαία σφαίρα γράφεται 

 

ΙV.§2.19. Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της τετραγωνικής μορφής  πάνω στην μοναδιαία σφαίρα ισούνται 

αντιστοίχως με την μέγιστη και ελάχιστη ιδιοτιμή του αντίστοιχου αυτοσυζυγούς τελεστή  και επιτυγχάνο-

νται στα αντίστοιχα κανονικοποιημένα ιδιοδιανύσματα. Για κάθε κανονικοποιημένο ιδιοδιάνυσμα  του  

με αντίστοιχη ιδιοτιμή  ισχύει (1) και η βάση   συγκροτείται ακριβώς από τα 

υποψήφια ακρότατα της  πάνω στη μοναδιαία σφαίρα που δίνονται από την μέθοδο του Lagrange.  

ΑΠΟΔ. Η διγραμμική απεικόνιση  αναπαρίσταται στην βάση   από τον συμμετρικό πίνακα   

που αναπαριστά στην βάση αυτή τον αυτοσυζυγή μετασχηματισμό . Τότε και για να 

εφαρμόσουμε την μέθοδο του Lagrange, ορίζουμε τον περιορισμό 

 

Τότε 

 

και μηδενίζοντας για κάθε , λαμβάνουμε το γραμμικό σύστημα  

 

 

 

 

Οι μη τετριμμένες λύσεις αυτού του συστήματος είναι προφανώς τα , καθ’ ένα από τα οποία προ-

κύπτει αντικαθιστώντας στην παράμετρο  τις ιδιοτιμές  του  αντιστοίχως. ∎    

 

Καλείται συμπλεκτική μορφή κάθε αντισυμμετρικός -τανυστής και συμπλεκτική δομή κάθε δομή δι-

γραμμικής απεικόνισης  όπου ο τανυστής   είναι συμπλεκτική μορφή. 
IV.§2.20. Δεν υπάρχει μη ιδιάζουσα συμπλεκτική μορφή σε χώρο περιττής διάστασης. Για κάθε μη ιδιάζουσα 

συμπλεκτική μορφή σε χώρο άρτιας διάστασης , υπάρχει βάση στην οποία να αναπαρίσταται από τον 
πίνακα  

                                                                    

1. Αφού . 
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ΑΠΟΔ. Έστω   συμπλεκτική μορφή σε χώρο περιττής διάστασης   και   αναπαράσταση αυτής. Από 

ΙV.§2.23, , άρα  

που σημαίνει ότι . Άρα η  είναι ιδιάζουσα.  

Έστω  μη ιδιάζουσα συμπλεκτική μορφή σε χώρο άρτιας διάστασης . Λόγω αντισυμμετρικότητας, 

 και  . Τότε, πιλέγοντας  γραμμικώς ανεξάρτητα, ο περιο-

ρισμός της  στον υποχώρο  αναπαρίσταται στην βάση  από τον πίνακα 

 

Επειδή η  είναι μη ιδιάζουσα, τα  επιλέγονται ώστε . Εκτελώντας τις αντικαταστάσεις 
, η  αναπαρίσταται στην βάση  από τον πίνακα 

 

Άρα η   είναι μη ιδιάζουσα και από IV.§2.3 έπεται ότι . Συγ-

κροτώντας βάση  του  από τα  και μια βάση  του , τότε επειδή 

 για  και ,  η  αναπαρίσταται στην βάση   από τον πίνακα 

  

Από επαγωγική υπόθεση έπεται το ζητούμενο. ∎ 
Συνδυάζοντας τις προτάσεις IV.§2.20 και ΙV.§2.4, όλες οι μη ιδιάζουσες συμπλεκτικές δομές ίσης διάστασης 

είναι ισόμορφες. Μεταθέτοντας τα στοιχεία της βάσης που δίνεται από την πρόταση IV.§2.20, η βάση μπορεί 

να ληφθεί τέτοια ώστε η συμπλεκτική μορφή   να αναπαρίσταται από τον πίνακα  

   

Μία τέτοια βάση καλείται συμπλεκτική βάση για την συμπλεκτική μορφή . 

Η επόμενη πρόταση, όπως η αντίστοιχή της για συμμετρικές διγραμμικές απεικονίσεις (ΙV.§2.10), δηλώνει 

ότι όλες οι μή ιδιάζουσες διγραμμικές απεικονίσεις επί του διανυσματικού χώρο   προκύπτουν από την 

δεξιά ή αριστερή δράση οποιασδήποτε συμπλεκτικής μορφής  αυτού στο σύνολο των γραμμικών μετα-

σχηματισμών του, 

 

ΙV.§2.21. Εάν  μη ιδιάζουσα, συμπλεκτική διγραμμική απεικόνιση στον διανυσματικό χώρο , τότε ο 

τανυστικός χώρος  προκύπτει μονοσήμαντα ως  ή  . Ειδικότερα ισχύει 
. 

ΑΠΟΔ. Επιλέγοντας οποιαδήποτε μή ιδιάζουσα, συμμετρική διγραμμική απεικόνιση  επί του , 

§2 – -Τανυστές (Διγραμμικές απεικονίσεις) 



52 Κεφ. ΙV – Τανυστικά πεδία 

υπάρχει γραμμικός αυτομορφισμός  του  τέτοιος ώστε  (ΙV.§2.10). Τότε προφανώς 

ισχύει , και από την ίδια πρόταση έπεται το ζητούμενο. ∎ 
Η ΙV.§2.21 καθιστά εφικτό τον ορισμό της συζυγίας ως προς μή ιδιάζουσα, συμπλεκτική μορφή, ακριβώς 

όπως ο ορισμός της συζυγίας ως προς μή ιδιάζουσα, συμμετρική διγραμμική απεικόνιση είναι εφικτός χάρις 

την ΙV.§2.10. Ακολουθώντας το ίδιο σκεπτικό και εκτελώντας πανομοιότυπες πράξεις, διατυπώνονται για μή 

ιδιάζουσες συμπλεκτικές μορφές οι ακόλουθες προτάσεις (αντίστοιχες των  ΙV.§2.12, ΙV.§2.13)  

ΙV.§2.22. Δεδομένης μη ιδιάζουσας, συμπλεκτικής δομής , για κάθε  υπάρχει μοναδικός 
 τέτοιος ώστε 

 

 

Επομένως σε κάθε βάση  του  ισχύει . Ειδικότερα, εάν η  είναι συμπλεκτι-
κή βάση για την , τότε  

 

ΙV.§2.23. Για κάθε συμπλεκτική δομή  ισχύει   

Καλείται συμπλεκτική ομάδα (άρτιας) τάξεως , η ομάδα  των πινάκων που αναπαριστούν τους 

αυτομορφισμούς κάποιας (και άρα κάθε)  -διάστατης συμπλεκτικής δομής  σε μια συμπλεκτική 

βάση της . Από IV.§2.0 συνάγεται ότι η  είναι η ομάδα των αντιστρέψιμων -αντισυμμετρικών 

πινάκων. Εφαρμόζοντας την ΙV.§2.22, συνάγεται επίσης ότι  

ΙV.§2.24.  

 το πλήθος συμπλεκτικές μορφές επί ενός -διάστατου χώρου συγκροτούν διγραμμικό, αντισυμμετρικό 

γινόμενο στον χώρο αυτόν. Συγκεκριμένα, Lie άλγεβρα καλείται ένας διανυσματικός χώρος   εφοδιασμένος 

με διγραμμική, αντισυμμετρική πράξη  που ικανοποιεί επιπλέον την ταυτότητα Jacobi, 

  

Λόγω αντισυμμετρικότητας, δεδομένης βάσης  του , η πράξη  προσδιορίζεται από τις 
βαθμωτές ποσότητες  για τις οποίες  (δομικές σταθερές της άλγεβρας). Ισχύει τότε 

  

δηλαδή , . Για κάθε , η απεικόνιση  είναι συμπλε-

κτική μορφή, επομένως κάτω από αλλαγή βάσης , οι δομικές σταθερές της άλγεβρας μετασχηματί-
ζονται ως . Από την ταυτότητα Jacobi, λαμβάνονται επιπλέον οι σχέσεις  
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Lie ιδεώδες καλείται ένας διανυσματικός υπόχωρος  τέτοιος ώστε  για κάθε . Λό-

γω αντισυμμετρικότητας, τα Lie ιδεώδη είναι αμφίπλευρα. Συμβολίζεται . Υποάλγεβρα Lie καλείται 

κάθε διανυσματικό υπόχωρος μιας άλγεβρας Lie που είναι άλγεβρα Lie επίσης (δηλαδή κλειστός ως προς το 

γινόμενο Lie). Προφανώς κάθε Lie ιδεώδες είναι υποάλγεβρα Lie. 

 

§3. ΤΑΝΥΣΤΙΚΑ ΚΑΙ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ ΠΕΔΙΑ 

-τανυστικό πεδίο επί της διαφορικής πολλαπλότητας  καλείται μια τμήση της διανυσματικής δέ-

σμης που προκύπτει επισυνάπτοντας σε κάθε  τον τανυστικό χώρο , δηλαδή η επισύναψη 

ενός -τανυστή επί του εφαπτόμενου χώρου σε κάθε σημείο της πολλαπλότητας. 

Εάν  τοπικός χάρτης της  με σύστημα συντεταγμένων , τότε τα 

  

 

  

συγκροτούν τοπικό πλαίσιο της δέσμης  στο . Επομένως ο περιορισμός κάθε -τανυστικό 

πεδίου  στο   γράφεται 

  

 

  
για κάποιες βαθμωτές συναρτήσεις . Από ΙΙΙ.§3.4, το πεδίο  είναι λείο ακριβώς όταν οι 

βαθμωτές ποσότητες  που το προσδιορίζουν σε κάθε τοπικό χάρτη είναι λείες.  

     Εάν  τοπικοί χάρτες, , ώστε 

 

και  οι βαθμωτές ποσότητες που χαρακτηρίζουν το πεδίο  σε αυτούς αντιστοίχως, τότε 

από τον μετασχηματισμό τανυστικών ποσοτήτων κάτω από αλλαγή βάσης, έπεται ότι 

 

που δείχνει το αναμενόμενο, ότι η λειότητα –εννούμενη ως τοπική λειότητα σε κάθε χάρτη της – είναι 

ανεξάρτητη του συστήματος συντεταγμένων. 

Συμβολίζεται  ο χώρος των λείων -τανυστικών πεδίων επί τις πολλαπλότητας . Από τις 

προηγούμενες παρατηρήσεις, το  όπου  τοπικός χάρτης με σύστημα συντεταγμένων , 

είναι ελεύθερο πρότυπο πάνω στον δακτύλιο , με πεπερασμένη βάση 

 

Η κατάσταση δεν είναι τόσο σαφής για τον χώρο  : αν και τα λεία -τανυστικά πεδία επί της  

είναι ακριβώς οι συγκολλήσεις τοπικών λείων -τανυστικών πεδίων, ωστόσο το -πρότυπο 

 είναι εν γένει αδύνατο να παραχθεί πάνω σε πεπερασμένη βάση. 

IV.§3.0. Εάν  είναι λείο -αντισυμμετρικό τανυστικό πεδίο, που επομένως προσδιορίζεται σε κάθε 
τοπικό σύστημα συντεταγμένων από μια βαθμωτή συνάρτηση , τότε 

§3 – Τανυστικά και διανυσματικά πεδία 
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ΑΠΟΔ. Εφαρμόζοντας τον τύπο (1), 

 

Ονομάζονται συναλλοίωτα και ανταλλοίωτα τα  και -τανυστικά πεδία (λεία) αντιστοίχως, με 

την μελέτη των δεύτερων να ανάγεται σε εκείνη των πρώτων κατά προφανή τρόπο. Συμβολίζουμε 

  τους χώρους των συναλλοίωτων και ανταλλοίωτων τανυστικών πεδίων τάξεως  

επί της  αντιστοίχως. Για κάθε  γράφουμε . 

Εάν  αμφιδιαφόριση, ορίζονται καλά οι απεικονίσεις ώθηση και εφελκυσμός κάτω από την  

ως 

 

                              

αντιστοίχως, που είναι αμφιμονοσήμαντες αντιστοιχίες μεταξύ των τανυστικών χώρων    και 

για τις οποίες ισχύει 

 

Ελέγχεται επίσης ότι οι   σέβονται την πρόσθεση και ότι για κάθε  ισχύει 

 

απ’ όπου συνάγεται ότι οι απεικονίσεις  είναι ισομορφισμοί προτύπων. Επιπλέον, 

  

 

δηλαδή σέβονται το τανυστικό γινόμενο. Τέλος, εάν  αμφιδιαφορίσεις, ελέγχεται ότι  

 και  

Διανυσματικό πεδίο επί της πολλαπλότητας  ονομάζεται κάθε -τανυστικό πεδίο, δηλαδή μια 

τμήση της εφαπτόμενης δέσμης . Εάν  τοπικός χάρτης της  με σύστημα συντεταγμένων  

οπότε  είναι τοπικό πλαίσιο για την δέσμη , κάθε διανυσματικό πεδίο  γράφεται 

τοπικά 

 

Το  είναι λείο ακριβώς όταν οι βαθμωτές συναρτήσεις   είναι λείες για κάθε τοπικό σύστη-

μα συντεταγμένων. Συμβολίζεται  ο χώρος των λείων διανυσματικών πεδίων επί της . 

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν την αφηρημένη κατασκευή των εφαπτόμενων διανυσμάτων ως κατευθυνόμενων 

παραγώγων, ένα διανυσματικό πεδίο  μπορεί να νοείται ως τελεστής πάνω στον χώρο  των διαφο-

ρίσιμων πραγματικών συναρτήσεων επί της , 
  

 
  

δηλαδή . Ενδιαφερει κυρίως η δράση του  στον δακτύλιο , 

  

 

διότι αυτή διατηρεί την τάξη διαφορισιμότητας.  



55 (§0 – Κεφαλίδα παραγράφου) 

IV.§3.1. Έστω . Εάν  για κάθε , τότε . 

ΑΠΟΔ. Αρκεί να δειχθεί ότι  για τον τυχαίο τοπικό χάρτη  με σύστημα συντε-

ταγμένων . Θεωρούμε τις βαθμωτές συναρτήσεις   πάνω στο . Τότε 
, και ομοίως , οπότε  εξ υποθέσεως. ∎ 

IV.§3.2. Για κάθε , υπάρχει  τέτοιο ώστε . 

ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε  περιοχή του  με σύστημα συντεταγμένων  και  με 

. Ορίζουμε 

 

όπου . ∎ 

IV.§3.3. Ένα διανυσματικό πεδίο  στην  είναι λείο εάν και μόνον εάν για κάθε ανοικτή περιοχή  και 
κάθε   επίσης. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Θα δειχθεί ότι το  είναι λείο στην τυχαία ανοικτή περιοχή . Επιλέγοντας σύστημα συντεταγ-

μένων  σ’ αυτήν, οι συναρτήσεις  , είναι λείες. Τότε εξ υποθέσεως, 

εάν  στο , η  είναι λεία απεικόνιση, για κάθε . 

,,⟸” Έστω  τοπικός χάρτης με σύστημα συντεταγμένων . Αρκεί να δειχθεί ότι η  είναι 

 πάνω στο , οπότε η  θα είναι επίσης λεία στο , επειδή αυτό καλύπτεται από τέτοια . Στο  
ισχύει , που είναι λεία απεικόνιση εξ υποθέσεως. ∎ 

Η παραπάνω πρόταση είναι τυπική διαπίστωση του αναμενόμενου, ότι για κάθε , η απεικόνιση  

 

διατηρεί το , δηλαδή . 

IV.§3.4. Οι παραγωγίσεις(2) στο  συμπίπτουν με το . 

ΑΠΟΔ. Έστω  παραγώγιση. Ζητείται  τέτοιο ώστε . Από τις ιδιότη-

τες της παραγώγισης, για κάθε σημείο  η απεικόνιση   είναι μια κατευθυ-

νόμενη παραγώγιση, δηλαδή ένα στοιχείο του . Θα δειχθεί με χρήση της IV.§3.3 ότι το πεδίο 

 είναι λείο. Έστω  ανοικτό και . Για κάποιο  επιλέγουμε  με 
. Τότε η  ισούται με  σε μια περιοχή γύρω από το  εντός του , και είναι λεία 

(εφ’ όσον ισούται με ). ∎  
Έστω  καμπύλη,  διάστημα. Εάν το  περιέχει κάποιο από τα άκρα του, η  ονομάζεται  

λεία όταν επεκτείνεται σε λεία καμπύλη με πεδίο ορισμού ένα ανοικτό διάστημα που περιέχει το (3). Μπο-

ρεί να δειχθεί ότι εάν το πεδίο ορισμού της  είναι κλειστό και φραγμένο (περιλαμβάνει τα άκρα του), η  

επεκτείνεται σε λεία καμπύλη ορισμένη επί ανοικτού διαστήματος που περιέχει το  και τέτοια ώστε οι 

συνεχείς εξαρτήσεις των παραγώγων αυτής περιορισμένες στο  να είναι ανεξάρτητες της επέκτασης. 

Διανυσματικό (λείο) πεδίο κατά μήκος της καμπύλης  καλείται μια λεία συνάρτηση 

 τέτοια ώστε  για κάθε . Συμβολίζεται  το σύνολο των λείων πεδίων κατά μή-

κος της . Περιορισμός κατά μήκος της  ενός  καλείται το πεδίο 

  

κατά μήκος της . 

                                                                    

2. Μια απεικόνιση , όπου  δακτύλιος, καλείται παραγώγιση όταν 
. 

3. H λειότητα ορίζεται αρχικά καλά για καμπύλες των οποίων το πεδίο ορισμού είναι ανοικτό διάστημα. 

§3 – Τανυστικά και διανυσματικά πεδία 
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Ένα πεδίο κατά μήκος της  ονομάζεται επεκτάσιμο όταν είναι περιορισμός κάποιου λείου πεδίου οριζό-

μενου σε ανοικτή περιοχή της  που περιέχει την .  Δεν είναι κάθε πεδίο κατά μήκος μιας  επεκτάσιμο· 

π.χ. το πεδίο ταχυτήτων  δεν είναι επεκτάσιμο εάν υπάρχουν  τέτοια ώστε 

 και . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ισχύει το ακόλουθο από την θεωρία αυτόνομων συστημάτων στον . 

IV.§3.5. Έστω  λείο διανυσματικό πεδίο επί του  και . Υπάρχει περιοχή  του  και 

μοναδική λεία  απεικόνιση  ώστε η καμπύλη 

 

να είναι η μοναδική λύση του προβλήματος αρχικών τιμών 

 

για οποιαδήποτε επιλογή . Εάν , το  μπορεί να ληφθεί τέτοιο ώστε οι απεικονίσεις  

 

να είναι αμφιδιαφορίσεις μεταξύ ανοικτών υποσυνόλων του . 

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν την τοπική ισχύ του παραπάνω θεωρήματος στις πολλαπλότητες (αφού κάθε τοπι-

κός χάρτης μπορεί να ληφθεί διφφεομορφικός του ), από τον τοπικό χαρακτήρα της λειότητας διανυσμα-

τικών πεδίων συνάγεται άμεσα το ακόλουθο ολικό θεώρημα. 

IV.§3.6. Έστω  και  με . Υπάρχει ανοικτή περιοχή  του  με τοπικό σύστη-

μα συντεταγμένων  και μοναδική -απεικόνιση  (ροή του πεδίου  στην 

περιοχή ) ώστε η καμπύλη  

 

να είναι λύση του προβλήματος αρχικών τιμών 

 

για κάθε επιλογή . Το  μπορεί να ληφθεί τέτοιο ώστε οι απεικονίσεις 

 

να είναι αμφιδιαφορίσεις μεταξύ ανοικτών υποσυνόλων της . 

Οι καμπύλες   στο παραπάνω θεώρημα είναι προφανώς οι ολοκληρωτικές καμπύλες του 

πεδίου  στην περιοχή , καλύπτουν το  χωρίς να τέμνονται και ερμηνεύονται ως η τροχιά του υποκεί-

μενου στο πεδίο  σωματιδίου με αρχική θέση . Η διερχόμενη από το  ολοκληρωτική καμπύλη 

στην περιοχή  επεκτείνεται μεγιστικά συγκολλώντας την διαδοχικά με την συνέχειά της σε κάθε γειτονική 

περιοχή σύμφωνα με το σχήμα 

επεκτάσιμο πεδίο 

 

μή επεκτάσιμο πεδίο 
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Λαμβάνουμε έτσι τις ολικές ολοκληρωτικές καμπύλες του πεδίου  στην πολλαπλότητα . 

Εφ’ όσον ο περιορισμός του πεδίου  σε μια ολοκληρωτική καμπύλη αυτού είναι ακριβώς ένας προσδιο-

ρισμός του μέτρου και της φοράς της ταχύτητας με την οποία διαγράφεται, οι αναπαραμετρήσεις που προ-

κύπτουν ξεκινώντας από διαφορετικά σημεία δεν διαφέρουν πάνω από μεταφορά της παραμέτρου: εάν 
 αναπαραμετρήσεις της ίδιας ολοκληρωτικής καμπύλης ώστε  , τότε 

 για κάποιο . 

Τοπική ημιομάδα στην περιοχή  της πολλαπλότητας  καλείται μια συλλογή αμφιδιαφορίσεων 

  τέτοια ώστε η απεικόνιση 

 

να είναι λεία (δηλαδή η συλλογή των καμπυλών   να είναι λεία εξάρτηση του αρχικού ση-

μείου ) και   και . Σε αυτήν την ορολογία, η 

IV.§3.2 δηλώνει ότι κάθε  επάγει τοπική ημιομάδα γύρω από κάθε σημείο της  στο οποίο δεν 

μηδενίζεται. Αντιστρόφως, δεδομένης τοπικής ημιομάδας  , υπάρχει μοναδικό 

(πάνω από συγγραμικότητα)  το οποίο εφάπτεται των γραμμών ροής  , συγκεκρι-
μένα το .  

Δεδομένου ,  το χρονικό διάστημα κίνησης ενός σωματιδίου που βρίσκεται αρχικά στο σημείο  
κάτω από την τοπική ημιομάδα  γύρω από το , ενδεχομένως είναι πολύ μεγάλο για το σωματί-

διο που βρίσκεται αρχικά στο σημείο  και κινείται κάτω από την δράση της τοπικής ημιομάδας 
: δεν είναι βέβαιο ότι για κάθε , υπάρχει  ώστε 

 και  . Προς υπερπήδηση αυτού του εμποδίου, θα εντοπίσουμε για κάθε  

εκείνες τις τοπικές ημιομάδες αυτού που είναι με κάποιον τρόπο μεγιστικές, ώστε να παίρνουμε από τις 

αντίστοιχες γραμμές ροής την καλύτερη πληροφορία για το . Συμβολίζεται με  την παραμετροποίηση 

της -ολοκληρωτικής καμπύλης του  για την οποία  και με  τα 

άκρα του πεδίου ορισμού της . Επιλέγουμε 
  

 

 

πάνω στο οποίο ορίζεται καλά η συνάρτηση  , που είναι λείτα εφ’ όσον το  

είναι λείο. Επιπλέον  και ελέγχεται άμεσα ότι  ανοικτό υποσύνολο. Γύρω από 

κάθε , και για επαρκώς μικρά , η  είναι εξ ορισμού της η λεία απεικόνιση που δίνεται από πρότα-

ση IV.§3.2, που είναι η τυπική διαπίστωση του αναμενόμενου, ότι οι ολοκληρωτικές καμπύλες ενός λείου 

πεδίου , εκτός από το να είναι λείες, εξαρτώνται επίσης λεία από το αρχικό τους σημείο. 

Ορίζοντας 

 

(τα σημεία για τα οποία έχει νόημα η κίνηση κατά μήκος του πεδίου  σε χρονικό διάστημα ) και 

 

ολοκληρωτική του  
στην  

ολοκληρωτική του 
 στην  

ολοκληρωτική του 
 στην  

ολοκληρωτική του  
στην  

 
  

   

§3 – Τανυστικά και διανυσματικά πεδία 
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τα προηγούμενα σημαίνουν ότι η συλλογή  είναι οικογένεια αμφιδιαφορίσεων ανάμεσα σε ανοικτά 

σύνολα της , που επιπλέον εξαρτάται λεία από την παράμετρο . Ισχύουν προφανώς 

 

επομένως αναζητούνται συνθήκες ώστε η  να είναι ομάδα αμφιδιαφορίσεων της , ισομορφική με 

την  και λεία εξαρτώμενη από την παράμετρο . Για να συμβαίνει αυτό, πρέπει  για κάθε · 

ισοδύναμα, το πεδίο ορισμού των ολικών ολοκληρωτικών καμπυλών του  να είναι ολόκληρο το . 

Ένα  καλείται πλήρες όταν οι ολικές ολοκληρωτικές καμπύλες του παραμετροποιούνται από ο-

λόκληρη την πραγματική ευθεία. Μονοπαραμετρική ομάδα επί της  καλείται μια ομάδα αμφιδιαφορί-

σεων  τέτοια ώστε η απεικόνιση 

 

να είναι λεία . Ένα  επάγει την μονοπαραμετρική ομάδα  όταν οι ολοκληρωτικές 
καμπύλες του  συμπίπτουν με τις γραμμές ροής αυτής, δηλαδή   για κάθε . 

IV.§3.7. Κάθε πλήρες  επάγει μοναδική μονοπαραμετρική ομάδα και αντιστρόφως, κάθε μονοπα-

ραμετρική ομάδα επάγεται από μοναδικό (πάνω από συγγραμμικότητα) . 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Από ό,τι έχει προηγηθεί. 

,,⟸” Έστω  μονοπαραμετρική ομάδα. Εάν κάθε  βρισκόταν πάνω σε μια μοναδική γραμμή 
ροής  , τότε το ζητούμενο πεδίο θα οριζόταν καλά ως . Επομένως αρκεί 

να δειχθεί ότι εάν ότι εάν δύο γραμμές ροής τέμνονται, τότε ταυτίζονται. 

Εάν  το σημείο τομής των γραμμών ροής που διέρχονται από τα σημεία  τότε  

για κάποια . Άρα  και το  βρίσκεται στην γραμμή ροής του . ∎ 

IV.§3.8. Λείο διανυσματικό πεδίο πάνω σε συμπαγή πολλαπλότητα είναι πλήρες.  

ΑΠΟΔ. Επειδή  και λόγω συμπάγειας της  για κάποιο . Επομένως 

κάθε  έχει νόημα να κινηθεί κατά μήκος του  για χρόνο . Επαναλαμβάνοντας το 

επιχείρημα διαδοχικά για τα εκάστοτε ακραία σημεία του πεδίου ορισμού σε κάθε βήμα, το πεδίο ορισμού 
της καμπύλης γίνεται αυθαίρετα μεγάλο. ∎  

IV.§3.9. Εάν  μη ιδιάζον σημείο λείου διανυσματικού πεδίου  (δηλ. ), υπάρχει σύστημα 
συντεταγμένων  γύρω από το  ώστε . 

ΑΠΟΔ. Ζητείται χάρτης  γύρω από το  ώστε , όπου  καρτεσιανό σύ-

στημα συντεταγμένων του  που περιέχει το . Θα κατασκευαστεί η  κατά τρόπον ώστε να 

απεικονίζει τις ευθείες του  που είναι παράλληλες στον -άξονα σε ολοκληρωτικές καμπύλες του πεδί-

ου . Θεωρούμε χάρτη  γύρω από το  με σύστημα συντεταγμένων  και βλέπουμε το  εντός 

του  που περιέχει το . Εφ’ όσον  μη ιδιάζον, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι , όπου 

 η έκφραση του  στο συγκεκριμένο σύστημα. Επιλέγουμε  και  ανοικτό ώστε 

να ορίζεται το  για κάθε , όπου  η ροή του  γύρω από το . Έστω  η 

τομή του  με τον -διάστατο υπόχωρο , οπότε αγνοούμε την -συντεταγμένη και θεω-
ρούμε το  εμφυτευμένο σε έναν  με σύστημα συντεταγμένων : 
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Ορίζεται λεία συνάρτηση  . Για το τυχαίο 

, την τυχαία , και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι οι καμπύλες  ολοκληρωτι-

κές καμπύλες του πεδίου , 

 

Επομένως  οπότε θα μπορούσαμε να διαλέξουμε  την ζητούμενη. Μένει να δειχθεί 

ότι η  είναι τοπική αμφιδιαφόριση γύρω από το . Στο σημείο αυτό, 

, οπότε 

  

 

Άρα η  απεικονίζει την βάση   στην βάση   

 (το  είναι γραμμικώς ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα επειδή έχει μη μηδενική -συ-

νιστώσα). Από Θεώρημα Αντίστροφης Απεικόνισης έπεται το ζητούμενο. ∎  

§4. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ LIE 

Ο ρυθμός μεταβολής ενός διαφορίσιμου διανυσματικού πεδίου   στον    μετράται ως προς ένα σύ-

στημα καρτεσιανών συντεταγμένων που τον διατρέχει διατρέχει ολικά, ένεκα της δομής διανυσματικού χώ-

ρου με την οποία ο  είναι εγγενώς εφοδιασμένος. Συγκεκριμένα, ως ρυθμός μεταβολής του πεδίου  ως 

προς την διεύθυνση  στο σημείο  εννοείται το διάνυσμα 

 

όπου  και  καρτεσιανή βάση του  · επομένως ο ρυθμός μεταβολής του  είναι η 

διανυσματική κωδικοποίηση του ρυθμού μεταβολής των βαθμωτών συναρτήσεων (συντεταγμένες) που 

προσδιορίζουν το  στην βάση . Το διάνυσμα αυτό είναι ένα γεωμετρικό αντικείμενο αναλλοίωτο 

από αλλαγή βάσης, δηλαδή αυτός ο ορισμός ρυθμού μεταβολής διανυσματικών πεδίων σε διανυσματικούς 

χώρους είναι ανεξάρτητος του συστήματος συντεταγμένων. Ωστόσο είναι ένα συγκεκριμένο σύστημα συντε-

ταγμένων που καθιστά εφικτό αυτόν τον ορισμό, ένα απόλυτο σύστημα αναφοράς ως προς το οποίο μετρώ-

νται οι μεταβολές, χάρις το οποίο γίνεται η αναγκαία κατ’ αρχάς σύγκριση διανυσμάτων εφαπτόμενων σε 

διακεκριμένα σημεία του χώρου: η σύγκριση επιτυγχάνεται με την στερεά μεταφορά του συστήματος των 

αξόνων από το ένα σημείο στο άλλο (δηλαδή θεωρώντας ότι  για όλα τα ). 

Στην γενική διαφορική πολλαπλότητα, όπου λείπει η δομή διανυσματικού χώρου και επομένως η έννοια 

της στερεάς μεταφοράς ενός απόλυτου συστήματος μέτρησης, δεν υπάρχει εγγενής τρόπος σύγκρισης δια-

νυσμάτων που εφάπτονται σε διαφορετικά σημεία του χώρου. Κατ’ επέκταση δεν υφίσταται εξ αρχής κάποια 

έννοια παραγώγισης διανυσματικών πεδίων ως προς κάποια κατεύθυνση, αφού αυτή προϋποθέτει μια δια-

δικασία σύγκρισης όπως η παραπάνω. Εάν για τους διανυσματικούς χώρους η στερεά μεταφορά είναι απλώς 

ένα σχήμα λόγου για να δηλώσουμε ότι ο χώρος διατρέχεται ολόκληρος από το ίδιο σύστημα συντεταγμέ-

νων, στην γενική πολλαπλότητα η ζητούμενη έννοια ρυθμού μεταβολής θα πρέπει να εξαρτάται ουσιωδώς 

από την αμφιδιαφόριση που θα συσχετίσει τους εφαπτόμενους χώρους διακεκριμένων σημείων. 

Θεωρούμε  και αμφιδιαφόριση  με , οπότε υφίσταται γραμμικός ι-
σομορφισμός . Βλέποντας το  ως   εντός του , ως μέτρο σύγκρι-

σης των   (που βρίσκονται σε διαφορετικούς χώρους) μπορεί να ληφθεί η καλώς ορισμένη δια-

φορά . Προκειμένου να γίνει λόγος για ρυθμό μεταβολής, χρειαζόμαστε μια χρονική παρά-

μετρο που να διατάσσει τα σημεία πάνω στα οποία αυτή λαμβάνει χώρα. Θεωρούμε ότι οι μεταβολές γίνο-

νται πάνω σε μια λεία καμπύλη   που συνδέει τα , , ότι κάθε σημείο  είναι εικόνα 
του  μέσω μιας αμφιδιαφόρισης  (άρα ) και ότι τα  εξαρτώνται λεία από το . 

Τότε ο μέσος ρυθμός μεταβολής του πεδίου  από το  στο  μετράται ως 

§4 – Παράγωγος Lie 



60 Κεφ. ΙV – Τανυστικά πεδία 

 

οπότε ο στιγμιαίος ρυθμός μεταβολής του  ως προς την διεύθυνση  είναι 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Το όριο αυτό, εάν υπάρχει, είναι ο ρυθμός με τον οποίον το πεδίο  αποκλίνει από το να είναι η ώθη-

ση του  κάτω από την δράση της . 

Το (1) είναι στοιχείο του , επομένως η ανωτέρω παραγώγιση διανυσματικών πεδίων επιστρέφει δια-
νυσματικά πεδία. Για την κατασκευή της παραγώγου του  ως προς την κατεύθυνση  χρη-

σιμοποιήθηκε η γραμμή ροής  μίας ημιομάδας αμφιδιαφορίσεων. Αυτό υποδεικνύει ότι η παράγωγος του 

 μπορεί να κατασκευαστεί με χρήση ενός ολικού αντικειμένου το οποίο επάγει τοπικές ημιομάδες, συγκε-

κριμένα με χρήση ενός λείου διανυσματικού πεδίου. Επομένως η παράγωγος του  θα εξαρτάται ουσιωδώς 

από ένα διανυσματικό πεδίο , θα είναι η παράγωγος του  ως προς το πεδίο  και θα μετρά τον ρυθμό 

με τον οποίο το  αποτυγχάνει να μένει αναλλοίωτο κατά μήκος των ολοκληρωτικών καμπυλών αυτού (εν-

νοώντας την αποτυχία του να μεταφέρεται κατά μήκος αυτών ως ώθηση κάτω από τις επαγόμενςες από το  

τοπικές αμφιδιαφορίσεις). Αυτό δεν εκπληρώνει την αρχική προσδοκία για μια έννοια παραγώγου που θα 

επέτρεπε μέτρηση του ρυθμού μεταβολής ως προς οποιαδήποτε κατεύθυνση, ωστόσο μια τοπική μελέτη 

υποδεικνύει την χρησιμότητα του ορίου (1) όταν οι ολοκληρωτικές καμπύλες  του  έχουν κάποια ιδιά-

ζουσα σημασία για την γεωμετρία της πολλαπλότητας: 

Έστω τοπικός χάρτης  με σύστημα συντεταγμένων  γύρω από το  και   

η επαγόμενη από το  τοπική ημιομάδα στο . Επιλέγουμε βάση  του  και συμβολίζουμε 
  την βάση του  που συγκροτείται από τις ωθήσεις των  κάτω 

από την . Συμβολίζοντας  τις λείες βαθμωτές ποσότητες που περιγράφουν το πεδίο  

στο σημείο  ως προς την βάση , δηλ. , παρατηρούμε επιπλέον ότι ο 
πίνακας της γραμμικής απεικόνισης  ως προς τις βάσεις  και 

 είναι ο ταυτοτικός. Επομένως τα διανύσματα  ,  αναπαρίστα-

νται στις βάσεις  ;  αντιστοίχως από τις ίδιες βαθμωτές ποσότητες . 

Τότε το όριο  υπολογίζεται ως 

 

Εφ’ όσον τα  είναι λείες συναρτήσεις, το όριο υπάρχει  και η φυσική σημασία του είναι ότι οργανώνει 

διανυσματικά τους ρυθμούς μεταβολής των συναρτήσεων συντεταγμένων του  κατά μήκος της -

ολοκληρωτικής καμπύλης , υπό την προϋπόθεση ότι η μέτρηση γίνεται ως προς το σύστημα αναφοράς που 

μεταφέρεται αναλλοίωτο κατά μήκος της  κάτω από την δράση της επαγόμενης από το  τοπικής ημιο-

μάδας. Η ιδέα γενικεύεται για τανυστικά πεδία οποιασδήποτε τάξεως: 

Παράγωγος Lie του λείου -τανυστικού πεδίου  επί της πολλαπλότητας  ως προς το λείο δια-
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νυσματικό πεδίο  καλείται το λείο -τανυστικό πεδίο  που ορίζεται τοπικά ως εξής: εάν   τοπι-

κός χάρτης της  γύρω από το  με σύστημα συντεταγμένων  όπου, τότε 

 

όπου  και  η επαγόμενη από το  τοπική ημιομάδα γύρω 

από το , δηλαδή 

 

IV.§4.0.  

ΑΠΟΔ.  

 

όπου η πρώτη αγκύλη δικαιολογείται ως εξής: εφ’ όσον ο πίνακας που αναπαριστά την γραμμική απεικόνιση 

είναι ο ταυτοτικός ως προς τις βάσεις  του  και 

  του , οι τανυστές ,   προσδιορίζονται από 
τις ίδιες τανυστικές ποσότητες στις βάσεις αυτές αντιστοίχως. ∎ 

Ο τύπος της IV.§4.0 γενικεύεται για οποιοδήποτε σημείο της καμπύλης: 

 

IV.§4.1.  

ΑΠΟΔ.  

Παράγωγος Lie επί της πολλαπλότητας  καλείται η απεικόνιση 

 

Κάνοντας πράξεις με χρήση του τύπου της IV.§4.0, ελέγχονται οι ταυτότητες 

 

δηλαδή ο τελεστής  είναι γραμμικός και ακολουθεί κανόνα Leibniz ως προς το τανυστικό 

γινόμενο. Επίσης 

 

για κάθε συναλλοίωτο πεδίο  (κανόνας της αλυσίδας). Από την παραπάνω συνάγεται η ταυτότητα 

 

επομένως η δράση του πεδίου  σε συγκεκριμένα διανύσματα υπολογίζεται χωρίς προσφυγή στον υπο-

λογισμό του ίδιου του . 

Θα βρεθεί τύπος για την παράγωγο Lie ενός τανυστικού πεδίου  ως προς το διανυσματικό πεδίο   χω-

§4 – Παράγωγος Lie 
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ρίς αναφορά στην χρονική παράμετρο . Εάν οι επαγόμενες από το  αμφιδιαφορίσεις   γύρω από το  

εκφράζονται στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων  ως  

 
τότε 

 

Αναπτύσσοντας κατά Taylor,  , επομένως 

 

έπεται ότι  επίσης. Αντικαθιστώντας στην (2),     

 

 

 

 

Εάν  από τον προηγούμενο τύπο συνάγεται ότι εάν ,  σε τοπικό 

σύστημα συντεταγμένων ,  τότε 

 

Ορίζεται πράξη γινόμενο Lie διανυσματικών πεδίων, 

 

Ελέγχεται ότι η  είναι διγραμμική, αντισυμμετρική και ικανοποιεί την ταυτότητα Jacobi, δηλαδή ο χώρος 

 είναι άλγεβρα Lie. Ελέγχεται επίσης η ταυτότητα 

  

Θα μελετηθεί η αγκύλη Lie λαμβάνοντας υπ’ όψιν την φύση των λείων διανυσματικών πεδίων ως τελεστών 

κατευθυνόμενης παραγώγισης. Έστω τοπικό πλαίσιο  της διανυσματικής δέσμης  πάνω στον 

χάρτη , οπότε ,  τοπικά. Λαμβάνουμε την σύνθεση αυτών των διαφορικών τε-

λεστών, που εν γένει δεν είναι διανυσματικό πεδίο αφού σε αυτόν εμπλέκονται παράγωγοι β’ τάξεως: 

 

επομένως 

 

 
Αλλά αφαιρώντας κατά μέλη 
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Επομένως οι διαφορικοί τελεστές που αντιστοιχούν στα διανυσματικά πεδία ,  αντιμετατίθενται (η σειρά 

παραγώγισης είναι αδιάφορη) εάν και μόνο εάν το ένα μένει αναλλοίωτο κατά μήκος των ολοκληρωτικών 

καμπυλών του άλλου. Εάν  αμφιδιαφόριση, τότε για κάθε  και κάθε , 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H απεικόνιση , που είναι ισομορφισμός προτύπων, είναι επίσης ισομορφισμός μεταξύ 

των αλγεβρών Lie  και  : 

IV.§4.2. . 

ΑΠΟΔ. Αρκεί να δειχθεί ότι  για κάθε . Ισοδύναμα, εφ’ όσον η  είναι 
αμφιδιαφόριση, ότι  

 

Επειδή , το ζητούμενο προκύπτει κάνοντας πράξεις στο δεξύ μέλος της ζητού-
μενης σχέσης: 

 

 

Έστω  και  οι επαγόμενες από αυτά αντιστοίχως γύρω από το  τοπικές 

ημιομάδες. Εάν , τότε το  μπορεί να επιλεγεί ώστε  για κάποιο . Επο-

μένως η διερχόμενη από το  -ολοκληρωτική καμπύλη δεν είναι η μεταφορά  της διερχόμενης 

από το  -ολοκληρωτικής καμπύλης   κάτω από την αμφιδιαφόριση . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αυτό σημαίνει ότι για κάποια  ισχύει  . Αντιθέτως εάν , τότε η  

απεικονίζει -ολοκληρωτικές καμπύλες σε -ολοκληρωτικές καμπύλες, οπότε αναμένεται ότι 

. Η επόμενη πρόταση δηλώνει ακριβώς ότι ο μηδενισμός του  ισοδυναμεί με την αντιμετάθεση 

των τοπικών αμφιδιαφορίσεων που επάγονται από τα πεδία . 

  

 

 

  

  

 

 

  

-ολοκληρωτική καμπύλη 

-ολοκληρωτική καμπύλη 

  
 

 
  

 

  

 
 

 
 

 
 

 

§4 – Παράγωγος Lie 
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IV.§4.3.   εάν και μόνο εάν, για κάθε ζέυγος τοπικών ημιομάδων ,  που 

επάγεται από τα  αντιστοίχως, ισχύει  για κάθε ,  για τα οποία 
η σύνθεση έχει νόημα. 

ΑΠΟΔ. Εάν  η επαγόμενη από το  τοπική ημιομάδα σε ανοικτό σύνολο   και  
αμφιδιαφόριση, τότε  η επαγόμενη από το  τοπική ομάδα στο . 

“⟹,, Εξ υποθέσεως, . Άρα   και   οι ολοκληρω-
τικές καμπύλες του , απ’ όπου συνάγεται ότι . 

 

,,⟸”  

Όμως  είναι οι επαγόμενες από το πεδίο  τοπικές αμφιδιαφορίσεις, επομένως  

 

Άρα 

 

IV.§4.4. Τα γραμμικώς ανεξάρτητα διανυσματικά πεδία  αντιμετατίθενται ανά δύο εάν και 

μόνο εάν γύρω από κάθε σημείο της πολλαπλότητας υπάρχει τοπικό σύστημα συντεταγμένων  για 

το οποίο  . 

ΑΠΟΔ. Έστω  σημείο της πολλαπλότητας και  , η επαγόμενη από το  τοπική 
ημιομάδα γύρω απ’ αυτό. Εφ’ όσον , έπεται ότι  , για κάθε ζεύ-

γος  για τα οποία η σύνθεση έχει νόημα (IV.§4.3). Επιλέγουμε  επαρκώς μικρή ανοικτή περιοχή 
του  ώστε να ορίζεται η απεικόνιση 

 

(ορίζεται καλά επειδή τα  αντιμετατίθενται). Ισχύει , και επειδή τα   

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, το διαφορικό  είναι 1-1. Από το Θεώρημα Αντίστροφης 

Απεικόνισης, σμικρύνουμε το  ώστε η  να είναι εμφύτευση, δηλαδή η  είναι -

διάσταση υποπολλαπλότητα της , με τα  να συγκροτούν βάση του . Θα 

δειχθεί ότι για κάθε  , οπότε το ζητούμενο σύστημα συντεταγμένων 
είναι  του , με την  να αναπαρίσταται τοπικά ως  και το  ως .  

     Εάν , τότε 

 

(αφού οι ροές αντιμετατίθενται). Σταθεροποιώντας τα  και αφήνοντας το  να μεταβάλλεται επαρκώς 
λίγο ώστε το  να παραμένει στην , διαγράφεται ολοκληρωτική καμπύλη του  

περιεχομένη στην . Αυτό δείχνει ότι . Επειδή τα   είναι γραμμικώς ανε-

ξάρτητα, και αφού περιέχονται στον , έπεται άμεσα το ζητούμενο. ∎ 

IV.§4.5. Εάν  οι επαγόμενες από τα   αντιστοίχως τοπικές ημιομάδες γύρω από το 
, τότε για κάθε   ισχύει 

 

ΑΠΟΔ. Ισχύει γενικά 
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(δηλαδή  ο ρυθμός μεταβολής της βαθμωτής ποσότητας  όπως μετράται από ένα υποκείμενο 

στο πεδίο   σωματίδιο όταν αυτό διέρχεται από την θέση  ). Επομένως  

 

Κάνοντας όμως όμοιες πράξεις για το , έπεται το ζητούμενο. ∎ 

Από IV.§4.5 έπεται άμεσα ότι για αντιτιθέμενα πεδία ισχύει   

IV.§4.6. Εάν  υποπολλαπλότητα και  τέτοια ώστε   για κάθε , 

τότε  επίσης(4). 

ΑΠΟΔ. Έστω  σύστημα συντεταγμένων της  γύρω από το , στο οποίο η  αναπαρίσταται ως 
, οπότε   για κάθε  στο σύστημα αυτό. Η τοπι-

κή έκφραση των   είναι  , με 

 για  

(εφ’ όσον τα  εφάπτονται της ). Επομένως , απ’ όπου συνάγεται ότι 

 

§5. ΡΗΜΑΝΝΕΙΕΣ ΜΕΤΡΙΚΕΣ  

Ψευδορημάννεια μετρική πάνω σε μια διαφορική -πολλαπλότητα  ονομάζεται ένα λείο συμμετρικό 

-τανυστικό πεδίο  επί της   τέτοιο ώστε για κάθε , η  να είναι μή ιδιάζουσα διγραμμι-

κή απεικόνιση. Από την συνέχεια του  έπεται ότι οι συμμετρικές διγραμμικές απεικονίσεις  

έχουν όλες τις ίδιες παραμέτρους Sylvester. Το  καλείται ρημάννεια μετρική όταν κάποια  (και επο-

μένως όλες) είναι θετικά ορισμένη, δηλαδή εσωτερικό γινόμενο.  

(Ψευδορ)ρημάννεια πολλαπλότητα ονομάζεται ένα ζεύγος  όπου  διαφορική πολλαπλότητα 

και  (ψευδο)ρημάννεια μετρική επί της . Σε τοπικό σύστημα συντεταγμένων  η μετρική  

αναπαρίσταται ως  συμμετρικός πίνακας  ή   

IV.§5.0. Κάθε διαφορική πολλαπλότητα επιδέχεται ψευδορρημάννειας μετρικής για οποιαδήποτε επιλογή 
παραμέτρων Sylvester (άρα κάθε διαφορική πολλαπλότητα επιδέχεται ρημάννειας μετρικής). 

ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε διαμέριση της μονάδας  υποκείμενη σε άτλαντα . Πάνω σε κάθε 

 ορίζουμε σταθερή ψευδορημάννεια μετρική  με παραμέτρους Sylvester τις δεδομένες. Ελέγχεται 

εύκολα ότι η  είναι η ζητούμενη.  ∎ 
Έστω  ψευδορημάννεια πολλαπλότητα και  υποπολλαπλότητα. Επαγόμενη ψευδορρη-

μάννεια μετρική επί της  ονομάζεται το ψευδορρημάννεια μετρική , τέτοια ώστε για κάθε ,  

 είναι ο περιορισμός της διγραμμικής απεικόνισης  στον υπόχωρο . 

Επαγόμενη από την   μέσω της εμβύθισης  ονομάζεται η ψευδορρημάννεια μετρική επί 

της  με τοπική έκφραση  στον χάρτη , όπου  αμφιδιαφόριση και  η επαγό-

μενη από την  μετρική επί του . Εάν η  είναι εμφύτευση, τότε η επαγόμενη 

από την  μέσω της  μετρική επί της  εκφράζεται ολικά ως . 

Μία εμβύθιση    μεταξύ ψευδορρημάννειων πολλαπλοτήτων καλείται ισομετρική όταν 

                                                                    

4. Χωρίς προσφυγή σε πράξεις, το συμπέρασμα αυτής της πρότασης δικαιολογείται επίσης ως εξής. Ισχύει 
, όπου  η επαγόμενη από το  τοπική ημιομάδα γύρω από το . Εφ’ όσον ο περι-

ορισμός του  στην  εφάπεται σε αυτήν, οι αμφιδιαφορίσεις  διατηρούν την   και επομένως το σύνολο των 
εφαπτόμενων χώρων της. Άρα , και επειδή  επίσης, έπεται το ζητούμενο. ∎ 

§5 – Ρημάννειες μετρικές 
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η  είναι η επαγόμενη από την  μέσω της . Εάν η  είναι ισομετρική εμφύτευση, αυτό εκφράζεται 

ολικά  ως . Μια αμφιδιαφόριση   ονομάζεται ισομετρία όταν , ισοδύ-

ναμα, . Το γεωμετρικό νόημα της ισομετρικής εμβύθισης είναι ότι εμβυθίζει μια πολλαπλότητα κατά 

τρόπον ώστε στο νέο περιβάλλον της, η μέτρηση γωνιών και μήκους να μένει αναλλοίωτη. Ένα θεώρημα του 

John Nash δηλώνει ότι κάθε ρημάννεια πολλαπλότητα εμφυτεύεται ισομετρικά σε ευκλείδειο χώρο επαρκώς 

μεγάλης διάστασης.  

Θεωρούμε  τοπικό χάρτη εφοδιασμένο με σύστημα συνετεταγμένων  και ψευ-
δρορημάννεια μετρική . Κατέβασμα δείκτη ονομάζεται η απεικόνιση που σε κάθε -

τανυστικό πεδίο  επί του  αντιστοιχίζει το -τανυστικό πεδίο πεδίο 

 

Αντιστοίχως, ανέβασμα δείκτη ονομάζεται η αντιστοίχιση στο -τανυστικό πεδίο  του 

-πεδίου 
 

όπου . Διαδοχική εφαρμογή ανεβάσματος και κατεβάσματος δείκτη, με αδιάφορη σειρά, επι-

στρέφει το αρχικό τανυστικό πεδίο:  

 

  

 

Ειδικά για διανυσματικά πεδία  το κατέβασμα δείκτη αντιστοιχίζει σε καθ’ ένα από αυτά ένα 

-τανυστικό πεδίο  τέτοιο ώστε    σε κάθε σημείο, όπου  το εσωτερικό 

γινόμενο που επισυνάπτεται σε κάθε σημείο από την μετρική  : 

 

Ορίζοντας ένα επαγόμενο από την μετρική  δυϊκό εξωτερικό γινόμενο μεταξύ των -τανυστικών πε-

δίων   ως   , τότε 

 

Κάνοντας χρήση ανεβάσματος και κατεβάσματος δεικτών, θα συσχετιστεί μονοσήμαντα με κάθε -

τανυστικό πεδίο επί της (5) ένα -τανυστικό πεδίο. Υφίσταται μεταξύ των δύο τανυστικών χώρων η 

αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία 
 

που σέβεται την λειότητα, και για την οποία ελέγχεται εύκολα ότι είναι ανεξάρτητη του τοπικού συστήματος 

συντεταγμένων στο οποίο εκφράζεται. Το  καλείται -αντίστοιχο -πεδίο του  και το  καλεί-

ται -αντίστοιχο -πεδίο του . Εάν ,  το αντίστοιχο αυτού 

-πεδίο και  το εσωτερικό γινόμενο που επισυνάπτεται από την μετρική  σε κάθε εφαπτόμε-

νο χώρο, τότε ισχύει 
 

Ένα -τανυστικό πεδίο  καλείται -(αντι)συμμετρικό όταν το -αντίστοιχο -πεδίο αυτού είναι 

(αντι)συμμετρικό, δηλαδή όταν 

                                                                    

5. Εφ’ όσον , τα -τανυστικά πεδία επισυνάπτουν σε κάθε σημείο της πολλαπλότητας έναν 
γραμμικό μετασχηματισμό του αντίστοιχου εφαπτόμενου χώρου.  

 

 

 

κατ. 

 

 
αν. 

 

 

 

 

 

 

 
 

αν. 

 

 

κατ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

} 
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αντιστοίχως.  

Ένα λείο διανυσματικό πεδίο  επί της ρημάννειας πολλαπλότητας  ονομάζεται Killing όταν η η-

μιομάδα αμφιδιαφορίσεων αυτού περιέχεται στην ομάδα των ισομετριών της   (η ροή κατά μήκος των 

ολοκληρωτικών καμπυλών του είναι ισομετρική), ισοδύναμα, όταν . Το γινόμενο Lie πεδίων Killing 

είναι πεδίο Killing, 
  

IV.§5.6. Εάν  -διάστατη ρημάννεια πολλαπλότητα που είναι ομογενής χώρος κάτω από λεία δράση ομά-

δας Lie , τότε οι ολοκληρωτικές καμπύλες κάθε -αναλλοίωτου πεδίου Killing επί της  συγκροτούν 
κανονική φύλλωση αυτής. 

ΑΠΟΔ. Χωρίς απόδειξη. ∎ 
ΙV.§5.7. Εάν  -διάστατη ρημάννεια πολλαπλότητα που είναι ομογενής χώρος κάτω από λεία δράση ομά-

δας Lie , τότε το σύνολο των ολοκληρωτικών καμπυλών κάθε -αναλλοίωτου πεδίου Killing επιδέχεται  
-διάστατης διαφορικής δομής, με την προβολή της  στα φύλλα να είναι λεία υπεμβάπτυση.  

ΑΠΟΔ. Άμεσα, συνδυάζοντας τις IV.§5.6 και ΙΙΙ.§1.0. ∎ 
 

§5 – Ρημάννειες μετρικές 
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Διαφορικές μορφές 

§1. ΑΝΤΙΣΥΜΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΑΝΥΣΤΕΣ 

 -μορφή ή -αντισυμμετρικός τανυστής επί του -διάστατου διανυσματικού χώρου  καλείται ένας 

-τανυστής  για τον οποίο ισχύει 

 

για κάθε  και . Από τις ιδιότητες της συμμετρικής ομάδας, ελέγχεται εύκολα ότι η πα-
ραπάνω ταυτότητα ισοδυναμεί με  οποτεδήποτε  για κάποια  .  

Συμβολίζεται  ο διανυσματικός χώρος των -μορφών επί του  και  ο χώρος των 

-τανυστών που είναι αντισυμμετρικοί ως προς τα  πρώτα και  τελευταία ορίσματα. Προφανώς 

. Ζητείται ο ορισμός γινομένου αντισυμμετρικών τανυστών ώστε το αποτέλεσμα να είναι 

αντισυμμετρικό· συγκεκριμένα, ένα γινόμενο της μορφής 

 

Για  ο τανυστής   περιέχεται στο  αλλά δεν είναι εν γένει αντι-

συμμετρικός. Θα κατασκευαστεί μηχανισμός αντισυμμετρικής κανονικοποίησης , 

οπότε το ζητούμενο γινόμενο ορίζεται ως : Έστω  το σύνολο των μεταθέ-

σεων  για τις οποίες  και . Ορίζεται 

 

δηλαδή 

 

Θα δειχθεί ότι ο τανυστής  είναι αντισυμμετρικός, επομένως  η ζητούμενη απεικόνιση: Εάν 

 τέτοια ώστε  για κάποιο , θα δειχθεί ότι σε κάθε μία από τις παρακάτω 
περιπτώσεις ισχύει .  

1η περίπτωση: Εάν η  στέλνει τα  στις  πρώτες (αντιστοίχως  τελευταίες) θέσεις, τότε 

 , εφ’ όσον . 

2η περίπτωση: Εάν η  στέλνει το  (αντ. το ) στις  πρώτες θέσεις και το  (αντ. το ) στις  

τελευταίες, τότε η , όπου  η αντιμετάθεση , κάνει το αντίστροφο. Επομένως, 

 

 

Όμως  εφ’ όσον  , επομένως η προηγούμενη ποσότητα 

ισούται με μηδέν. ∎ 

 ΚΕΦΑΛΑΙΟ V 
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Θέλουμε ο μηχανισμός αντισυμμετρικής κανονικοποίησης να σταθεροποιεί κατά σημείο τον  και 

επιπλέον να ισχύει , επομένως επανορίζουμε(1) 

 

Το γινόμενο δύο αντισυμμετρικών τανυστών επανορίζεται ως  

 

που ικανοποιεί τα αξιώματα της εξωτερικής άλγεβρας:  

 (i) · 
(ii) . 

Έστω , οπότε  και  

 . Το ζητούμενο έπεται από την αντιμεταθε-

τικότητα του διαγράμματος,  
 

 

 

 

 

 

 

 

που αναδεικνύεται: Έστω , τότε τα ,  ισούνται, 

εφ’ όσον οι παρακάτω ποσότητες ισούνται. 

 

 

  Εάν  , τότε : 

 

 

όπου  η μετάθεση στο  που φέρνει τα  τελευταία στοιχεία πρώτα διατηρώντας την διάταξη. Επειδή 

, έπεται το ζητούμενο. ∎ 

Θα βρεθεί βάση του  εκπεφρασμένη με την βοήθεια του εξωτερικού γινομένου. Έστω  
και , όπου  βάση του . Τότε  

                                                                    

1. . 

§1 – Αντισυμμετρικοί τανυστές 
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εφ’ όσον ο τανυστής είναι αντισυμμετρικός. Όμως 

 

 

     Τα   είναι γραμμικώς ανεξάρτητα: ισχύει 

 

και εφαρμόζοντας κάθε μία από τις -άδες  στον γραμμικό συνδυασμό 

 

έπεται ότι . Άρα τα 

 

συγκροτούν βάση του  και . Επειδή για  δεν υπάρχει ακολουθία  
, έπεται ότι , δηλαδή δεν υπάρχουν μη τετριμμένοι αντισυμμετρικοί τανυστές με 

βαθμό μεγαλύτερο από την διάσταση του χώρου. Ισχύει  και γράφουμε 

 

εννοώντας ότι το   είναι ο διανυσματικός χώρος που παράγεται από τα εξωτερικά γινόμενα μέχρι -

παραγόντων προερχομένων από το . 

Θα μελετηθεί ο χώρος   των -αντισυμμετρικών τανυστών. Ισχύει , και 

εφ’ όσον η ορίζουσα είναι μη τετριμμένη -μορφή, έπεται ότι . Συγκεκριμένα, έστω 
 βάση του  και  , δηλαδή 

 

Τότε 

 

Επίσης, εάν  γραμμικός μετασχηματισμός του , 

 

επομένως . Η εξάρτηση του -αντισυμμετρικού τανυστή  από 

μόνο μία βαθμωτή ποσότητα   εκφράζεται με τη βοήθεια των συμβόλων Levi-Givita ως 
, όπου 

 



71 (§0 – Κεφαλίδα παραγράφου) 

Θα δοθεί τώρα γεωμετρική ερμηνεία του εξωτερικού γινομένου αντισυμμετρικών τανυστών θεωρώντας 

γινόμενα -μορφών. Επιλέγουμε βάση  του . Εάν η  είναι -μορφή, 

 

τότε η δράση της στο  είναι η δυϊκή έκφραση του εξωτερικού γινομένου που στην βάση  αναπα-

ρίσταται από τον μοναδιαίο πίνακα, 

 

Εάν οι  είναι -μορφές, τότε 

 

είναι το προσανατολισμένο εμβαδόν του παραλληλογράμμου που συγκροτείται από τα διανύσματα 

  και  σε έναν  με καρτεσιανές συντεταγμένες  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Γενικότερα, εάν   -μορφές επί του , τότε  είναι 

ο προσανατολισμένος όγκος του παραλληλεπίπεδου που συγκροτείται από τα διανύσματα 

 

Εντός ενός   με καρτεσιανές συντεταγμένες . Εάν , τότε σύμφωνα με τα προηγούμενα, 

 είναι ο όγκος της προβολής του παραλληλεπιπέδου  στον -διάστατο 

υποχώρο , αφού 

 

Eφ’ όσον συγκροτούν τον δυικό χώρο του , οι -μορφές μπορούν να νοούνται ως σταθερά διανυσματικά 

πεδία, και η δράση τους πάνω στο διάνυσμα  (εσωτερικό γινόμενο) ερμηνεύεται επομένως ως η κυκλοφο-

ριακή ροή του σταθερού διανυσματικού πεδίου  κατά μήκος των δυναμικών γραμμών (ευθείες) του δια-

νυσματικού πεδίου που αντιστοιχεί στην δρώσα -μορφή. 

Μία -μορφή επί του  μπορεί επίσης να νοείται ως σταθερό διανυσματικό πεδίο αφού εξαρτάται 

από  βαθμωτές ποσότητες, 
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Συγκεκριμένα, εάν 

 

το διανυσματικό πεδίο που αντιστοιχεί στην -μορφή , θέλουμε να δούμε πώς ερμηνεύεται σε 
σχέση μ’ αυτό η δράση της  στο παραλληλεπίπεδο , όπου . Ισχύει 

 

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, 

 

είναι η ροή του σταθερού πεδίου  μέσα από την προβολή του παραλληλεπιπέδου  στον 

υποχώρο . Για  ο τύπος (1) γίνεται 

 

Επομένως η δράση κάθε -μορφής  στο παραλληλόγραμμο 

 ερμηνεύεται ως η ροή του σταθερού διανυσματικού πεδίου  μέσα απ’ αυτό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

§2. ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 

Διαφορική -μορφή επί της πολλαπλότητας  καλείται μία τμήση της διανυσματικής δέσμης  

που προκύπτει επισυνάπτοντας σε κάθε  τον διανυσματικό χώρο . Επομένως μία διαφορι-

κή -μορφή πρέπει να νοείται ως κυμαινόμενη, από σημείο σε σημείο της , δράση πάνω σε -διάστατα 

παραλληλόγραμμα του αντίστοιχου εφαπτόμενου χώρου(2). Η δράση των διαφορικών -μορφών και των 

διαφορικών -μορφών σε -πολλαπλότητες ερμηνεύεται ως ροή διανυσματικού πεδίου της πολλαπλότη-

τας, σύμφωνα με τις γεωμετρικές θεωρήσεις τις προηγούμενης παραγράφου. 

Συμβολίζεται   ο χώρος των   διαφορικών -μορφών επί της . Για κάθε  συμ-

βολίζεται  το σύνολο των  τομών της διανυσματικής δέσμης 

 

δηλαδή το σύνολο των  διαφορικών μορφών επί της , οπότε 

                                                                    

2. Αυτή η λειτουργία των διαφορικών μορφών επιτρέπει, μέσω της συνήθους οριακής διαδικασίας, τον καλό ορισμό μίας 
έννοιας ολοκλήρωσης σε διαφορικές πολλαπλότητες (βλ. §3). 
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Ορίζεται το γινόμενο διαφορικών μορφών 

 

ώστε , που καθιστά τον χώρο  διαβαθμισμένη άλγεβρα. Επειδή το γινόμενο 

διαφορικών μορφών κληρονομεί κατά σημείο τις ιδιότητες του γινομένου  αντισυμμετρικών τανυστών, 

έπεται άμεσα ότι ικανοποιεί τα αξιώματα τις εξωτερικής άλγεβρας. 

Εάν  τοπικός χάρτης της  με σύστημα συντεταγμένων , τότε τα 

    

 

συγκροτούν τοπικό πλαίσιο της δέσμης , επομένως κάθε  γράφεται στο  ως 

 

για κάποιες  βαθμωτές συναρτήσεις  πάνω στο .  

     Έστω ανοικτά σύνολα  εφοδιασμένα με συστήματα συντεταγμένων   

αντιστοίχως και αμφιδιαφόριση 

 

Τότε για τον εφελκυσμό  ισχύει  και η αμφινομονοσήμαντη απεικόνιση 

 

σέβεται το εξωτερικό γινόμενο:  εάν  , τότε 

 

 

δηλαδή . 

Επειδή επιπλέον σέβεται την τάξη των τανυστικών πεδίων, η γραμμική απεικόνιση 

 

είναι ισομορφισμός διαβαθμισμένων αλγεβρών. Εάν 

 

τότε ο εφελκυσμός της  υπό την  είναι 

 

V.§2.0. Έστω   τοπικοί χάρτες της  με αντίστοιχα συστήματα συντεταγμένων   

§2 – Διαφορικές μορφές 
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αντιστοίχως και . Εάν η έκφραση της -μορφής  στο  ως προς το σύστημα  
είναι 

 

τότε η έκφρασή της στο σύστημα  είναι 

 

όπου 

 

 

ΑΠΟΔ. Εάν , ισχύουν(3) 

 

 

 

 

 

 

 

Εάν  υποπολλαπλότητα της  με , ως περιορισμός της διαφορι-

κής μορφής  στην  εννοείται η μορφή , 

 

(δηλαδή η  δεν είναι μόνο ένας περιορισμός της  στα σημεία της , αλλά επίσης ένας περιορισμός 

του αντισυμμετρικού τανυστή  στον υποχώρο , για κάθε ). 

V.§2.1. Έστω   εμφύτευση της ανοικτής περιοχής  στον  και  

 συστήματα συντεταγμένων του  και  αντιστοίχως ώστε η  να περιγράφεται 

από τις εξισώσεις  και ,  . Εάν ο περιορισμός   μίας 

                                                                    
3. Εφ’ όσον  και ο εφελκυσμός του  υπό την  είναι , έπεται ότι 
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εκφράζεται στο σύστημα συντεταγμένων  της  ως 

 

τότε η έκφραση της  στο σύστημα  είναι 

 

όπου 

 

ΑΠΟΔ. Τα   συγκροτούν τοπικό πλαίσιο της εφαπτόμενης δέσμης , οπότε τα 
  συγκροτούν πλαίσιο της . Ο περιορισμός  της  

διαφορικής -μορφής 

 

εκφράζεται στο σύστημα  του  ως 

 

Θεωρώντας τον εφελκυσμό  για την αμφιδιαφόριση 

 

από V.§2.0 έπεται το ζητούμενο. ∎ 

 

Οι περιορισμοί που τίθεται από τις υποθέσεις της V.§2.1 για το σύστημα συντεταγμένων  δεν 

είναι αναγκαίοι για το συμπέρασμά της:  

V.§2.2. Έστω  εμφύτευση ανοικτής περιοχής και    συστήματα συ-
ντεταγμένων στους   αντιστοίχως. Εάν 

 

ο περιορισμός  στην -διάστατη επιφάνεια  εκφράζεται στο  ως 

 

ΑΠΟΔ. Θεωρούμε αμφιδιαφόριση 

 

λαμβάνουμε σύστημα συντεταγμένων  του  που να ικανοποιεί τις υποθέσεις της V.§2.1 σε 

σχέση με το   :  το  δίνεται από τις εξισώσεις  και επιπλέον 
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Τότε τα   είναι διφφεομορφικά μέσω της . Από V.§2.0, εάν 

 

η έκφραση μίας  στο σύστημα , τότε η έκφραση αυτής στο   είναι 

 

Επομένως, λαμβάνοντας υπ’ όψιν τις ιδιότητες του συστήματος  σε σχέση με το , ο περιορι-
σμός  εφελκύεται υπό την   στην διαφορική -μορφή 

 

Κάνοντας πράξεις στο δεξύ μέλος προκύπτει το ζητούμενο. ∎ 

Μια διαφορική μορφή  πάνω σε ανοικτό υποσύνολο  μπορεί να νοείται ως απεικόνιση 

, κάνοντας την παραδοχή ότι όλοι εφαπτόμενοι χώροι  , ταυτίζονται με τον 

, πάνω από μεταφορά των αξόνων. Εάν η  είναι λεία απεικόνιση, ορίζεται η παράγωγος αυτής, 

 

που σε κάθε  επισυνάπτει τον -τανυστή , ο οποίος είναι αντισυμμετρικός ως προς τα 

-τελευταία ορίσματα. 

Ορίζεται η εξωτερική παράγωγος   της διαφορικής -μορφής  επί του  ως η διαφορική -

μορφή  επί του  που σε κάθε  επισυνάπτει την αντισυμμετρική κανονικοποίηση του , 

 

Καλείται εξωτερική παραγώγιση στο  η απεικόνιση 

 

Ισχύει συγκεκριμένα, 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



77 (§0 – Κεφαλίδα παραγράφου) 

Εάν 

 

η έκφραση της -μορφής  επί του  στο σύστημα  του , ζητείται ο προσδιορισμός των 
ποσοτήτων  που προσδιορίζουν την -μορφή  στο σύστημα αυτό. Εάν 

 , η βάση του  από την οποία προκύπτει το σύστημα , η -μορφή 
 χαρακτηρίζεται από τις ποσότητες του διανύσματος στήλη 

 

Άρα 

 

και επειδή 

 

συνάγεται ότι 

 

Επομένως η έκφραση της  στο σύστημα  είναι(4) 

 

Παρατηρούμε ότι η εξωτερική παράγωγος -μορφής, δηλαδή βαθμωτής συνάρτησης, συμπίπτει με την 

βαθμίδα της. Το  είναι η βαθμίδα της συνάρτησης  που επιλέγει την -οστή συντεταγμέ-

νη στο σύστημα . 
Στους υπολογισμούς που ακολουθούν θα χρησιμοποιηθεί το ακόλουθο στοιχειώδες από την θεωρία χώ-

ρων Banach. Η χρησιμότητά του έγκειται στην συνέχεια του γινομένου διαφορικών μορφών. 

Λήμμα. Έστω  χώροι Banach,  ανοικτό,   διαφορίσιμες και 

 συνεχές διγραμμικό γινόμενο· τότε η   είναι διαφο-

ρίσιμη με . 

ΑΠΟΔ. Βλ. [Car1], σελ. 33, πρόταση 2.5.2. ∎ 

V.§2.3. . 

ΑΠΟΔ. Θα δειχθεί ότι , όπου . Εξ ορισμού της εξωτερικής παραγώγου, 
 είναι γραμμικός συνδυασμός των 

 

Θα δειχθεί ότι καθένα από αυτά είναι μηδέν. Θα δειχθεί συγκεκριμένα για  και ομοίως για τα υπόλοι-

                                                                    

4. Ο τύπος αυτός μπορεί να ληφθεί ως τοπικός ορισμός της εξωτερικής παραγώγου στο επιλεγμένο σύστημα αναφοράς, 
χωρίς αναφορά στην αντισυμμετρική κανονικοποίηση. Η ανεξαρτησία του οριζομένου μεγέθους από το σύστημα συ-
ντεταγμένων θα διασφαλιζόταν τότε αποδεικνύοντας ότι πρόκειται για την αντισυμμετρική κανονικοποίηση του τανυ-
στικού πεδίου . 
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πα. Από λήμμα, ,  άρα 

 

 

Όμως  και ομοίως , αφού  (οι ποσότητες που χαρακτηρίζουν τα 

τανυστικά πεδία   είναι σταθερές), άρα . ∎ 
V.§2.4. Για κάθε  και    διαφορική μορφή επί του , 

 

ΑΠΟΔ. Επειδή , ισχύει , δηλαδή 

 

Από τον ορισμό της εξωτερικής παραγώγου και την παραπάνω σχέση, 

 

 

 

V.§2.5.  

ΑΠΟΔ. Το δεξύ μέλος δίνει 

 

 

Ο δεύτερος προσθετέος είναι μηδέν (V.§2.3). ∎ 
V.§2.6. Εάν  , τότε 

 

ΑΠΟΔ. Αρκεί να δειχθεί για . Ισχύει 
, επομένως 
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όπου ο παράγοντας  εμφανίζεται λόγω των ιδιοτήτων της εξωτερικής άλγεβρας. ∎ 
V.§2.7. , δηλαδή . 

ΑΠΟΔ. Έστω  λεία πραγματική συνάρτηση επί του , οπότε . Από πρόταση V.§2.5, 

. Εφαρμόζοντας το ίδιο σκεπτικό, , επομένως 

. Παραγοντοποιώντας, και εφ’ όσον , το   είναι 

άθροισμα από , και εφ’ όσον , έπεται 
ότι . Από αυτήν την παρατήρηση, και με διπλή εφαρμογή της V.§2.5, έπεται ζητούμενο. ∎ 

Από την V.§2.7, συνάγεται ότι η εικόνα καθενός  του παρακάτω διαγράμματος περιέχεται στον πυρήνα 

του επομένου, (5), 

 

 

 

Δεδομένης αμφιδιαφόρισης , ο εφελκυσμός   σέβεται την εξωτερική 

παράγωγο, δηλαδή το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αυτό αποδεικνύεται χάρις την πρόταση V.§2.5 και το γεγονός ότι η αντιμετάθεση  ισχύει 

τετριμμένα εάν  βαθμωτή συνάρτηση (κανόνας αλυσίδας): 

 

 

 

 

επομένως η  είναι ισομορφισμός ανάμεσα στις διαβαθμισμένες άλγεβρες 

 

που επιπλέον διατηρεί την αντιδιαφόριση  με την οποία είναι εφοδιασμένες. 

Η ανεξαρτησία της εξωτερικής παραγώγου διαφορικών μορφών πάνω σε ανοικτά υποσύνολα του  από 

το σύστημα συντεταγμένων επιτρέπει τον ορισμό της εξωτερικής παραγώγισου μορφών σε γενικές διαφορι-

κές πολλαπλότητες. Η επόμενη πρόταση δηλώνει ότι αυτό όχι μόνον είναι εφικτό, αλλά επίσης μπορεί να 

γίνει με μοναδικό τρόπο ώστε η απεικόνιση  να ικανοποιεί ολικά τις ιδιότητες που της αποδίδουν οι προ-

τάσεις V.§2.6 και V.§2.7, και μάλιστα κατά τρόπον ώστε σε τοπικά συστήματα συντεταγμένων να εκφράζεται 

από την σχέση . 

                                                                    

5. Εάν το  είναι απλά συνεκτικό, η σειρά είναι ακριβής, δηλαδή  για όλα τα   (λήμμα Poincaré για 
διαφορικές μορφές). 

  

 

 

 

  

 

   
 

 
 

 
 

 
 

 

§2 – Διαφορικές μορφές 



80 Κεφ. V – Διαφορικές μορφές 

V.§2.8. (Η βαθμίδα  επεκτείνεται κατά μοναδικό τρόπο στον χώρο των λείων διαφορι-

κών μορφών επί της  ως αντιδιαφόριση με μηδενικό τετράγωνο). Για κάθε διαφορική πολλαπλότητα  
και κάθε  υπάρχουν μοναδικές γραμμικές απεικονίσεις  ώστε 

  (i) για κάθε   η βαθμίδα της  · 

 (ii) για κάθε  , ισχύει  · 

(iii) . 

Επιπλέον σε κάθε τοπικό σύστημα συντεταγμένων  ισχύει 

 

ΑΠΟΔ. Βλ. [Lee1], σελ. 306, θεώρημα 12.14. ∎ 
Δεδομένης αμφιδιαφόρισης   μεταξύ πολλαπλοτήτων, ο εφελκυσμός  σέβεται την εξωτερι-

κή παραγώγιση, δηλαδή το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επομένως ο  δεν είναι μόνο ισομορφισμός διαβαθμισμένων αλγεβρών αλλά επίσης ισομορφισμός της 

δομής αντιδιαφόρισης με την οποία είναι εφοδιασμένες. Ειδικότερα το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμε-

ταθετικό, . 

 

 

 

 

 

 

 

 

V.§2.9. Για κάθε λεία -μορφή  επί της  και κάθε ζεύγος λείων διανυσματικών πεδίων  αυτής(6),  

 

ΑΠΟΔ. Θα δειχθεί ότι για  , εφ’ όσον κάθε -μορφή γράφεται ως άθροισμα τέτοιων. 

Ισχύει , άρα 

 
Επίσης, 

 

 

                                                                    

6. Αποδυκνείεται με όμοιες αλλά πολυπλοκότερες πράξεις ότι για μορφή  οποιασδήποτε τάξης , 
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V.§2.10. (Η εξωτερική παράγωγος -μορφών έχει ιδιότητες δυικές εκείνων της παραγώγου Lie διανυσμα-
τικών πεδίων). Εάν  τοπικό πλαίσιο λείων διανυσματικών πεδίων της  με  και 

 το δυϊκό πλαίσιο αυτού, τότε . 

ΑΠΟΔ. Πρέπει να δειχθεί ότι . Από V.§2.9, 

 

 

Η επόμενη πρόταση είναι το πρώτο επαγωγικό βήμα στην απόδειξη της αντιμεταθετικότητας της εξωτερι-

κής παραγώγου με την παράγωγο Lie. 

V.§2.11. Για κάθε  ισχύει  . 

ΑΠΟΔ.    

Εάν , ορίζεται η αντιπαράγωγος της -διαφορικής μορφής  ως προς το  ως η 

-διαφορική μορφή 

 

Για κάθε , η γραμμική απεικόνιση 

 

έχει ιδιότητες ίδιες με εκείνες της εξωτερικής παραγώγου· συγκεκριμένα  (εφ’ όσον κάθε αντισυμμε-

τρικός τανυστής μηδενίζεται από διπλό όρισμα) και , όπου  η τάξη 

της μορφής . Για να δειχθεί το τελευταίο, αρκεί να ελεγχθεί για μορφές που γράφονται ως γινόμενα -

μορφών. Η απόδειξη γίνεται επαγωγικά με τον συνήθη τρόπο· δίνεται εδώ μόνο το βασικό επαγωγικό βήμα: 

δεδομένων διαφορικών -μορφών , , ισχύει  Αυτό προκύπτει άμεσα 

από την ταυτότητα  

 

που ισχύει διότι 

 

V.§2.12. (Τύπος του Cartan). 

 

ΑΠΟΔ. Θα δειχθεί με επαγωγή στον βαθμό  της μορφής . 

:   · 

:  αρκεί να δειχθεί για ,  
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που ισούται με την . Υποθέτoντας ότι ισχύει για βαθμούς , θα δειχθεί ότι ισχύει για : έστω 

 

Επειδή η -μορφή   γράφεται ως άθροισμα από , όπου   -μορφή και   -μορφή, αρκεί 

να δειχθεί το ζητούμενο για μορφές αυτού του τύπου. Από επαγωγική υπόθεση, 

 

Επίσης 

 

 

που ισούται με την ποσότητα . ∎ 
V.§2.13. Για κάθε  ισχύει . 

ΑΠΟΔ.   και  . ∎ 

 

§3. ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 

Προσανατολισμός της διαφορικής πολλαπλότητας   ονομάζεται μια συνεχής συνάρτηση 

  

που σε κάθε  αντιστοιχίζει έναν προσανατολισμό του εφαπτόμενου χώρου . Η   καλείται 

προσανατολίσιμη όταν επιδέχεται προσανατολισμού· λόγω συνέχειας της , αυτό ισοδυναμεί με την επι-

λογή ενός προσανατολισμού  για κάθε συνεκτική συνιστώσα της . Προφανώς, μια πολλαπλότητα είναι 

προσανατολίσιμη εάν και μόνον εάν κάθε συνεκτική συνιστώσα αυτής είναι προσανατολίσιμη. 

Δύο χάρτες   μίας διαφορικής πολλαπλότητας ονομάζονται συμβατά προσανατολισμένοι 

όταν η αμφιδιαφόριση   διατηρεί τον προσανατολισμό, δηλαδή όταν 

 για κάποιο (και άρα για κάθε) . 

Σε κάθε άτλαντα , η αντικατάσταση του χάρτη   από τον , όπου   ανάκλαση ως προς 

ζεύγος συντεταγμένων του , δίνει έναν νέο άτλαντα στον οποίο οι συναρτήσεις μετάβασης που εμπί-

πτουν σε και ξεκινούν από το   συμπεριφέρονται ως προς τη διατήρηση του προσανατολισμού αντίθετα 

από τις αρχικές.  

V.§3.0. Μια πολλαπλότητα είναι προσανατολίσιμη εάν και μόνον εάν επιδέχεται άτλαντα από συμβατά προ-

σανατολισμένους χάρτες. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Η προσανατολισιμότητα σημαίνει ότι γύρω από κάθε σημείο υπάρχει περιοχή τα σημεία της 

οποίας έχουν τον ίδιο προσανατολισμό με αυτό. Συλλέγοντας αυτές της περιοχές για κάθε σημείο της πολ-
λαπλότητας, συγκροτείται ο ζητούμενος άτλας. 

,,⟸” Θεωρώντας ότι ο προσανατολισμός των χαρτών είναι ο ίδιος, ορίζεται καλά ο προσανατολισμός 

 ώστε   ο προσανατολισμός των χαρτών που περιέχουν το  (είναι συνεχής και στα-
θερός πάνω σε κάθε χάρτη). ∎ 

Πλαίσιο κατά μήκος του βρόγχου  μιας διαφορικής πολλαπλότητας  ονομάζεται μία επιλογή βάσης 

  του χώρου   που είναι συνεχής εξάρτηση του   (δηλαδή οι συναρτή-

σεις    είναι συνεχείς). Ένα πλαίσιο ονομάζεται συμβατό όταν , όπου   ο γραμμικός αυτο-

μορφισμός του   που ορίζεται από τις σχέσεις . 

Διατηρεί τον προσανατολισμό ο βρόγχος   όταν κάποιο (κι επομένως κάθε) πλαίσιο κατά μήκος αυτού  

είναι συμβατό· αντιστρέφει τον προσανατολισμό όταν κάποιο (κι επομένως κάθε) πλαίσιο κατά μήκος αυ-

τού είναι μη συμβατό. (Έστω   πλαίσια επί του  και   ο γραμμικός αυτομορ-
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φισμός του  που στέλνει τη μια βάση στην άλλη· το   είναι συνεχής εξάρτηση του , επομένως οι 

βάσεις   έχουν μονίμως τον ίδιο ή αντίθετο προσανατολισμό. Άρα ο   είτε διατηρεί είτε αντι-

στρέφει τον προσανατολισμό και των δύο). 

V.§3.1. Μια διαφορική πολλαπλότητα είναι προσανατολίσιμη εάν και μόνον εάν κάθε βρόγχος σ’ αυτήν δια-

τηρεί τον προσανατολισμό. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Έστω   προσανατολισμός της ,   βρόγχος που στηρίζεται στο   αντιστρέφοντας τον  

προσανατολισμό και   πλαίσιο κατά μήκος του   με  . Λόγω συνέχειας του  

ισχύει   για κάθε . Όμως  εφ’ όσον ο   
αντιστρέφει τον προσανατολισμό, δηλαδή , άτοπο, διότι . 

,,⟸” Θα δειχθεί ότι κάθε συνεκτική συνιστώσα   της   είναι προσανατολίσιμη. Επιλέγουμε    

για κάθε   ορίζεται , αναλόγως εάν κάθε καμπύλη   από το   στο   διατηρεί ή 

αντιστρέφει τον προσανατολισμό (δύο καμπύλες  από το   στο   συμπεριφέρονται το ίδιο ως προς 

την αλλαγή προσανατολισμού, αλλιώς ο βρόγχος   θα άλλαζε τον προσανατολισμό, άτοπο, εξ υποθέσεως). 
Η   είναι συνεχής εφ’ όσον ορίζεται μέσω συνεχούς μεταφοράς πλαισίων, άρα είναι προσανατολισμός. ∎ 

V.§3.2. Εάν δύο λεία μονοπάτια με κοινό αρχικό και τελικό σημεία είναι ομοτοπικά μέσω τμηματικά λείας 
ομοτοπίας, τότε είτε και τα δύο διατηρούν είτε και τα δύο αντιστρέφουν τον προσανατολισμό. 

ΑΠΟΔ. Έστω   όπως στην υπόθεση και   η ομοτοπία, . Έστω   συνεχές 

πλαίσιο κατά μήκος του  και   ρημάννεια μετρική επί της πολλαπλότητας. Προκύπτει τότε πλαίσιο   

μήκος του , με   να είναι η παράλληλη μεταφορά του  κατά μήκος της καμπύλης 

  (βλ. VII.§.0). Τότε , άρα η καμπύλη  επιδρά στον προσανατολισμό του   
όπως η καμπύλη  στον προσανατολισμό του . ∎ 

Εφ’ όσον κάθε κλάσση ομοτοπίας σε μια διαφορική πολλαπλότητα περιέχει λείο βρόγχο ([DNF2], σελ. 77-

78) και οποιοιδήποτε δύο ομοτοπικοί λείοι βρόγχοι συνδέονται μέσω λείας ομοτοπίας, έπεται το ακόλουθο. 

V.§3.3. Θεμελιώδης ομάδα μη προσανατολίσιμης διαφορικής πολλαπλότητας είναι μη τετριμμένη· συγκεκρι-

μένα, απεικονίζεται ομομορφικά επί της . 

ΑΠΟΔ. Από πρόταση V.§3.2, ορίζεται καλά ο ομοιομορφισμός  

 

                                               

                                                                                                                                                                                                        

V.§3.4. Κάθε απλά συνεκτική διαφορική πολλαπλότητα είναι προσανατολίσιμη. 

ΑΠΟΔ. Άμεσα, από V.§3.2. ∎ 
Θα δοθεί τώρα χαρακτηρισμός της προσανατολισιμότητας με χρήση διαφορικών -μορφών. Εάν  είναι 

μη μηδενική -μορφή επί του διανυσματικού χώρου   και  είναι βάση αυτού, τότε για κάθε 

γραμμικό αυτομορφισμό   του   ισχύει  

  

Επομένως το πρόσημο   είναι σταθερό πάνω στις δύο κλάσεις προσανατολισμού της συλλογή των 

βάσεων του   · συγκεκριμένα, για κάθε επιλογή βάσεων  με προσανατολισμό ίδιο 

και αντίθετο με εκείνον της βάσης  αντιστοίχως,  

εάν   τότε   και   

εάν   τότε   και   

Επομένως, δεδομένου προσανατολισμού του διανυσματικού χώρου , οι μη μηδενικές διαφορικές  -

μορφές διαμερίζονται σε δύο κλάσσεις, με κριτήριο το πρόσημο που δίνουν στις βάσεις που συμφωνούν με 

τον επιλεγμένο προσανατολισμό.  Προφανώς αυτή η σχέση ισοδυναμίας είναι η ισότητα πάνω από θετικό 

πολλαπλασιαστικό παράγοντα. 

{ 
 , εάν ο   διατηρεί τον προσανατολισμό 

, εάν ο   αντιστρέφει τον προσανατολισμό 
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∎ 
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V.§3.5. Η προσανατολισιμότητα διαφορικής πολλαπλότητας διάστασης   ισοδυναμεί με την ύπαρξη διαφο-
ρικής  -μορφής  που δεν μηδενίζεται πουθενά (στοιχείο όγκου). 

ΑΠΟΔ. Έστω   διαφορική -μορφή επί της πολλαπλότητας   που δεν μηδενίζεται πουθενά, καμπύλη   

στην   και πλαίσιο   κατά μήκος αυτής. Λόγω συνέχειας, το πρόσημο   είναι ίδιο για όλα τα  

, και επομένως η τυχαία καμπύλη   διατηρεί τον προσανατολισμό. Αντιθέτως, εάν η   είναι μη προσανα-

τολίσιμη, οπότε υπάρχει καμπύλη   που αντιστρέφει τον προσανατολισμό, επιλέγοντας πλαίσιο   κατά 

μήκος αυτής, το πρόσημο της συνεχούς ποσότητας  μηδενίζεται για κάποιο  για οποιαδήποτε 
διαφορική  -μορφή . ∎  
V.§3.6. Υποπολλαπλότητα προσανατολίσιμης πολλαπλότητας είναι προσανατολίσιμη. 

ΑΠΟΔ. Άμεσα από V.§3.5. ∎  
V.§3.7. Κάθε παραλληλοποιήσιμη πολλαπλότητα είναι προσανατολίσιμη. 

ΑΠΟΔ. Εάν   ολικό πλαίσιο της συνεφαπτόμενης δέσμης, τότε   διαφορική  -μορφή 
που δεν μηδενίζεται πουθενά. ∎  

 

§4. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 

Ένα υποσύνολο  είναι μηδενικού -διάστατου μέτρου Lebesgue όταν για κάθε , υπάρχει 

κάλυψη  αυτού από -διάστατους ανοικτούς κύβους ώστε 

 

Δεδομένης φραγμένης συνάρτησης  φραγμένη, όπου   -διάστατο κλειστό ορθογώνιο, 
ορίζονται για κάθε διαμέριση  του  από κλειστούς -διάστατους κύβους(7) οι ποσότητες 

 

και 

 

 

Η  καλείται Riemann-ολοκληρώσιμη στο  όταν 

 

Συμβολίζεται 

 

αυτός ο αριθμός. Από την θεωρία ολοκλήρωσης είναι γνωστό το επόμενο.  

V.§4.0. (Κριτήριο Lebesgue). Μια φραγμένη συνάρτηση πάνω σε -διάστατο ορθογώνιο του  είναι 

Riemann-ολοκληρώσιμη εάν και μόνον εάν το σύνολο των σημείων ασυνέχειας αυτής είναι μηδενικού -
διάστατου μετρου. 

                                                                    

7. Η  δεν είναι διαμέριση με την αυστηρή έννοια, αφού οι γειτονικοί κύβοι τέμνονται στα σύνορά τους. Ωστόσο αυτές 
οι τομές είναι μηδενικού -διάστατου μέτρου Lebesgue, επομένως δεν έχουν σημασία σε ό,τι ακολουθεί, και τα εσω-
τερικά διακεκριμένων κύβων είναι πάντοτε ξένα.  
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Ένα  καλείται χωρίο ολοκλήρωσης όταν είναι φραγμένο και το  είναι μηδενικού -διάστατου 

μέτρου. Από το Θεώρημα Sard συνάγεται ότι κάθε φραγμένο χωρίο του  με σύνορο μία -διάστατη 

επιφάνεια, , είναι χωρίο ολοκλήρωσης. 

Δεδομένης φραγμένης συνάρτησης   πάνω σε φραγμένο σύνολο, συμβολίζεται  

 

όπου  κλειστό -διάστατο ορθογώνιο που περιέχει το , και η  ονομάζεται Riemann-ολοκληρώσιμη 

επί του  όταν αυτός ο αριθμός υπάρχει. Εάν υπάρχει, τότε είναι προφανώς ανεξάρτητος της επιλογής του 

. Εάν η  είναι συνεχής στο , οπότε η  έχει όλα της τα σημεία ασυνέχειας στο , τότε συνδυάζο-

ντας τον ορισμό του χωρίου ολοκλήρωσης με την V.§4.0, συνάγεται ότι 

V.§4.1. Κάθε συνεχής φραγμένη συνάρτηση ορισμένη σε πεδίο ολοκλήρωσης είναι Riemann-ολοκληρώσιμη. 

Επομένως μπορεί να γίνεται ελεύθερα λόγος για ολοκληρώματα συνεχών συναρτήσεων πάνω σε χωρία 

φραγμένα, των οποίων το σύνορο είναι επιφάνεια διάστασης χαμηλότερης από την διάσταση του χώρου. 

V.§4.2. Συνεχής συνάρτηση πάνω σε κλειστό (δηλ. συμπαγές) πεδίο ολοκλήρωσης είναι Riemann-

ολοκληρώσιμη. 

ΑΠΟΔ. Άμεσα, από V.§4.1. ∎ 
Ορίζεται ο -διάστατος όγκος ενός πεδίου ολοκλήρωσης  ως 

 

δηλαδή το -διάστατο μέτρο Lebesgue του . Είναι γνωστό το επόμενο από την θεωρία ολοκλήρωσης. 

V.§4.3. Εάν  πεδία ολοκλήρωσης,   λεία απεικόνιση ώστε η  να 

είναι αμφιδιαφόριση και  συνεχής και φραγμένη, τότε 

 

V.§4.4. Εάν , όπου  ανοικτό και  συμπαγές, υπάρχει συμπαγές χωρίο ολοκλήρωσης 
 με . 

ΑΠΟΔ. Καλύπτουμε το  με πεπερασμένες το πλήθος μπάλες   και λαμβάνουμε 

. Τότε  είναι μηδενικού -διάστατου μέτρου, εφ’ όσον κάθε  

είναι μηδενικού μέτρου (Θεώρημα Sard). Άρα το συμπαγές  είναι το ζητούμενο. ∎ 
Θεωρούμε τον  εφοδιασμένο με το σύνηθες δεξιόστροφο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 

 και μία συνεχή διαφορική -μορφή  σε αυτόν. Εάν  ορθογώνιο 

εντός του , συμβολίζεται , η διαμέριση αυτού σε ορθογώνια η οποία προκύπτει διαιρώντας σε 

 ισομήκη διαστήματα κάθε μία από τις πλευρές  του  με βήμα  για   

αντιστοίχως. Συμβολίζουμε  μία επιλογή σημείων από κάθε ορθογώνιο της διαμέρισης  και 

. Ορίζεται το ολοκλήρωμα της  στο ορθογώνιο  ως 

 

Το άθροισμα στο δεύτερο μέλος είναι το άθροισμα Riemann για την συνάρτηση  πάνω στο , που είναι 

ανεξάρτητο της ακολουθίας διαμερίσεων και συγκλίνει, επομένως 

 

§4 – Ολοκλήρωση 
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Ορίζεται γενικότερα το ολοκλήρωμα συνεχούς διαφορικής -μορφής πάνω σε οποιοδήποτε χωρίο ολο-

κλήρωσης  ως 

 

όπου  οποιοδήποτε ορθογώνιο που περιέχει το  (ορισμός ανεξάρτητος της επιλογής του ). 

Για οποιοδήποτε ανοικτό  και κάθε διαφορική -μορφή  με συμπαγές στήριγμα στο , ορίζε-

ται το ολοκλήρωμα της  στο  ως 

 

όπου  οποιοδήποτε συμπαγές πεδίο ολοκλήρωσης τέτοιο ώστε  (V.§4.4). Ο ορισμός 

είναι ανεξάρτητος της επιλογής του . 

Έστω τώρα τμήμα -διάστατης επιφάνειας  και 

 

συνεχής διαφορική -μορφή επί του  με συμπαγές στήριγμα. Ορίζεται το ολοκλήρωμα της  στο επι-

φανειακό τμήμα  να είναι το ολοκλήρωμα του εφελκυσμού αυτής υπό την εμφύτευση , 

 

δηλαδή  (V.§2.2), 

 

 

V.§4.5. Εάν  συμπαγή πεδία ολοκλήρωσης,  συνεχής διαφορική -μορφή επί του  και 

 λεία απεικόνιση ώστε ο περιορισμός  να είναι αμφιδιαφόριση μεταξύ των εσωτερικών, 
τότε  

 

ΑΠΟΔ. Εάν   συστήματα συντεταγμένων για τα  αντιστοίχως ώστε 

   τότε 

 

 

 

V.§4.6. Εάν  ανοικτά,  αμφιδιαφόριση και  διαφορική -μορφή με συμπαγές στή-
ριγμα στο , τότε 
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ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε  συμπαγές ώστε . Επειδή οι αμφιδιαφορίσεις διατηρούν τα εσωτερικά, 

τα σύνορα και τα μηδενικά μέτρα,  συμπαγές πεδίο ολοκλήρωσης με . Το 
ζητούμενο έπεται εφαρμόζοντας την V.§4.5 για τα πεδία ολοκλήρωσης  . ∎ 

Έστω  διαφορική -μορφή επί της πολλαπλότητας , με συμπαγές στήριγμα στον τοπικό χάρτη 

. Ορίζεται το ολοκλήρωμα αυτής στο  ως 

 

και η προσανατολισιμότητα της  εγγυάται ότι αυτό είναι ανεξάρτητο του τοπικού συστήματος συν-

τεταγμένων: έστω  τοπικός χάρτης της  ώστε . Λόγω προσανατολισιμότητας, η 

συνάρτηση μετάβασης  μπορεί να θεωρηθεί ότι διατηρεί τον προσανατολισμό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επομένως 

 

 

Ορίζεται το ολοκλήρωμα της διαφορικής -μορφής  με συμπαγές στήριγμα επί της προσανατολίσιμης 

πολλαπλότητας   ως 

 

όπου  άτλας της  και  διαμέριση μονάδας υποκείμενη σε αυτόν (οπότε η μορφή  

έχει συμπαγές στήριγμα στο ). Ο ορισμός είναι ανεξάρτητος του άτλαντα και της διαμέρισης μονάδας που 
χρησιμοποιούνται: εάν  άλλος άτλας και  υποκείμενη σε αυτόν διαμέριση της μονάδας, 

οπότε  άτλας επίσης με υποκείμενη διαμέριση , τότε 

 

διατηρεί τον 
προσανατολισμό 
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και ομοίως 

 

Εάν  διαφορική -μορφή επί της  και   -διάστατη υποπολλαπλότητα ώστε η  να έχει 

συμπαγές στήριγμα εντός της , ορίζεται το ολοκλήρωμα 

 

όπου  η εμφύτευση. 

Ελέγχονται εύκολα οι ταυτότητες 

 

όπου  η πολλαπλότητα  εφοδιασμένη με τους δύο προσανατολισμούς της. Επίσης, εάν

 αμφιδιαφόριση, τότε 

 

Έστω  τοπικός χάρτης γύρω από το  με . Εάν , τότε τα 

 συγκροτούν προσανατολισμένο παραλληλεπίπεδο  εντός του  (εν-

νοώντας ότι ο προσανατολισμός του  είναι ίδιος με τον προσανατολισμό του   

και συμπίπτει με εκείνον της  ). Ο  ταυτίζεται φυσιολογικά με τον εφαπτόμενο χώρο του στο , επο-

μένως το  μπορεί να θεωρηθεί ως -διάστατο παραλληλεπίπεδο εντός του  με 

γωνία στο . Εάν τα διανύσματα  είναι επαρκώς μικρά ώστε να περιέχονται στο , συμ-

βολίζουμε 

 

που είναι -διάστατη υποπολλαπλότητα της  με σύνορο, το οποίο ενδεχομένως έχει γωνίες. Τότε η 
 είναι -διάστατη υποπολλαπλότητα της , ενδεχομένως με γωνίες, διφφεομορφική με 

την επιφάνεια του -διάστατου παραλληλεπιπέδου  και με τον προσανατολισμό 

που επάγεται σε αυτήν από αυτό μέσω της απεικόνισης  (διατηρεί τον προσανατολισμό). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

V.§4.7. Εάν  είναι -μορφή επί της πολλαπλότητας  και , τότε για κάθε τοπικό χάρτη 

 γύρω από το  τέτοιον ώστε  και , και κάθε , ισχύει 
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ΑΠΟΔ. Θα δειχθεί για  , αφού οι πράξεις στην γενική περίπτωση είναι όμοιες αλλά μακροσκε-

λέστερες (πρέπει να γίνει ολοκλήρωση σε επιφανειακά αντί σε ευθύγραμμα τμήματα). Εάν  το σύστη-

μα συντεταγμένων που σχετίζεται με τον χάρτη , οι διαφορικές μορφές  εκφράζονται τοπικά 
ως 

 

(το σύστημα   μπορεί να επιλεγεί ώστε το  να μην εμφανίζεται στην έκφραση του ). Ο υπολο-
γισμός θα γίνει στο επιλεγμένο σύστημα συντεταγμένων, δηλαδή  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το σύνορο του παραλληλογράμμου  συγκροτείται από τις απεικονίσεις του διαστήματος  εντός 

του     . Το ολοκλήρωμα της μορφής  στο προσανατολισμένο σύνορο  
του  είναι τότε 

 

Όμως από τον ορισμό της μερικής παραγώγου πραγματικής συνάρτησης δύο μεταβλητών, 

 

και 

 

Αντικαθιστώντας στην , 

 

Ο τύπος της V.§4.7 είναι η γεωμετρική ερμηνεία της εξωτερικής παραγώγου: λαμβάνοντας υπ’ όψιν την 

πολυγραμμικότητα της απεικόνισης , ο τύπος γίνεται 

 

Καθώς , δηλαδή καθώς ο «όγκος» του χωρίου  μικραίνει, η ποσότητα 

 προσεγγίζει την ροή της διαφορικής μορφής  μέσα από το χωρίο 

, 

 

Από τον τύπο της V.§4.7 λαμβάνουμε επίσης 

 

  

  

 

§4 – Ολοκλήρωση 
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απ’ όπου το όριο 

 

Επομένως η ποσότητα  είναι οριακά ο ρυθμός με τον οποίον η διαφορική μορφή   
ρέει μέσα από το χωρίο   καθώς αυτό συρρικνώνεται σε σημείο, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο τύπος (3) δίνει μια εποπτική εξήγηση του θεωρήματος Stokes. Διαμερίζοντας την πολλαπλότητα  σε 
-διάστατα χωρία της μορφής   και αθροίζοντας πάνω στην διαμέριση, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λαμβάνοντας το όριο για  (δηλαδή καθώς ), προκύπτει ο τύπος του Stokes. 

Λήμμα. Για κάθε -μορφή  με συμπαγές στήριγμα στο  ισχύει 

 

ΑΠΟΔ. Λόγω συμπάγειας του , υπάρχει  τέτοιο ώστε 
 και . Εάν 

 

τότε 

 

Επομένως 
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Όμως 

 

 

Άρα 

 

 

 

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει επειδή  . 

 Θα υπολογιστεί το δεξύ μέλος της ζητούμενης ισότητας, 

 

Εφ’ όσον  επίσης, επομένως  

  

 

που ισούται με την ποσότητα (6) (το  εμφανίζεται επειδή εάν το σύστημα  είναι  θετικά 

προσανατολισμένο, το  είναι θετικά προσανατολισμένο ακριβώς όταν το  είναι άρτιος). ∎ 

V.§4.8. (Stokes). 

Εάν    διαφορική -μορφή με συμπαγές στήριγμα επί προσανατολίσιμης πολλαπλότητας , 

 

ΑΠΟΔ. Εάν  και  χάρτης της , επιλέγοντας την  ώστε να διατηρεί τον προσανατολι-

σμό,  και , 

 

Αλλιώς επιλέγουμε προσανατολισμένο άτλαντα  της  και υποκείμενη σε αυτόν διαμέριση της 

μονάδας , 

 

§4 – Ολοκλήρωση 
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Τα επόμενα είναι άμεσα πορίσματα του Θεωρήματος Stokes. 

V.§4.9. Για κάθε -μορφή  επί συμπαγούς πολλαπλότητας , 

 

V.§4.10. Εάν , τότε 

 

για κάθε -μορφή επί της  με συμπαγές στήριγμα. 

V.§4.11. Σε κάθε κλειστή (δηλ. συμπαγή χωρίς σύνορο) πολλαπλότητα , για κάθε -μορφή ισχύει 

 

V.§4.12. Για κάθε -μορφή επί της πολλαπλότητας , 

 

για κάθε   -μορφή με συμπαγές στήριγμα. 

V.§4.13. Για κάθε   -μορφή επί συμπαγούς πολλαπλότητας , 

 

§5. ΟΓΚΟΣ 

Η ρημάννεια μετρική είναι ένας κανόνας με τον οποίον μεταβάλλεται η κλίμακα μέτρησης μήκους εφα-

πτόμενων διανυσμάτων πάνω σε μία διαφορική πολλαπλότητα. Επομένως, είναι επίσης ένας κανόνας με τον 

οποίον μεταβάλλεται η κλίμακα μέτρησης όγκου -διάστατων παραλληλεπιπέδων σε κάθε εφαπτόμενο 

χώρο (συγκροτείται από εφαπτόμενα διανύσματα), δηλαδή ένας κανόνας μέτρησης απειροστών όγκων στις 

διάφορες θέσεις της πολλαπλότητας. Μελετώνται μόνο προσανατολίσιμες ρημάννειες πολλαπλότητες. 

Έστω  ρημάννεια πολλαπλότητα,  και  τοπικό σύστημα συντεταγμένων γύρω 

από το , για τον τοπικό χάρτη . Ως -όγκος (ή όγκος) του -διάστατου παραλληλεπιπέδου 

 στον  που συγκροτείται από τα  εννοείται ο όγκος του παραλληλεπιπέδου 

που συγκροτείται από τον εφελκυσμό των  στον  υπό την , διορθωμένος κατά τον παράγο-

ντα με τον οποίον η  παραμορφώνει γύρω από το  τον ευκλείδιο χώρο, 

 

ισοδύναμα, ο όγκος του παραλληλεπιπέδου που προκύπτει από δράση του γραμμικού μετασχηματισμού 
 στο παραλληλεπίπεδο . Όμως ο όγκος του  δίνεται από 

την δράση της διαφορικής μορφής  και , όπου 

 η τοπική έκφραση της μετρικής. Επομένως, 
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Ο όγκος του  είναι ανεξάρτητος του συστήματος συντεταγμένων που χρησιμοποιήθηκε για τον 

ορισμό του, διότι η ποσότητα  έχει την ίδια έκφραση στο τυχαίο σύστημα 

συντεταγμένων  γύρω από το : 

 

 

 

Ονομάζεται ρημάννειο στοιχείο όγκου της ρημάννειας πολλαπλότητας  η διαφορική -μορφή  

που σε τοπικό σύστημα συντεταγμένων  εκφράζεται ως 

 

V.§5.0. Το ρημάννειο στοιχείο όγκου της  είναι το μοναδικό στοιχείο όγκου που δρά σε κάθε -ορθο-

κανονική βάση επιστρέφοντας την μονάδα.  

ΑΠΟΔ. Έστω  ορθοκανονική βάση του  και  σύστημα συντεταγμένων γύρω από το 

 τέτοιο ώστε . Τότε , επομένως 

 

δηλαδή το στοιχείο όγκου δρά σε κάθε ορθοκανονική βάση επιστρέφοντας την μονάδα. Για την μοναδικότη-

τα, έστω  διαφορική -μορφή με αυτήν την ιδιότητα και  τοπικό σύστημα 
ώστε  η ορθοκανονική βάση του . Τότε 

 

άρα . ∎ 

Επειδή μια γεωμετρική έννοια ολοκλήρωσης πρέπει να λαμβάνει υπ’ όψιν τους όγκους στοιχειωδών πα-

ραλληλεπιπέδων στις διάφορες θέσεις του πεδίου ολοκλήρωσης, ορίζεται το ολοκλήρωμα μιας συνεχούς 

συνάρτησης  επί της ρημάννειας πολλαπλότητας  ως το ολοκλήρωμα της διαφορικής 

μορφής , 

 

όπου  το στοιχείο όγκου της . Ως όγκος της συμπαγούς ρημάννειας πολλαπλότητας  εν-

νοείται ο αριθμός 

 

Εάν , τότε  είναι η διαφορική -μορφή που δρά σε κάθε -άδα εφαπτόμενων δια-

νυσμάτων στο σημείο  επιστρέφοντας τον προσανατολισμένο όγκο του -διάστατου εφαπτόμενου πα-

ραλληλεπιπέδου που συγκροτείται από αυτά και το διάνυσμα ,  

 

§5 – Όγκος 
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V.§5.1. Εάν   -διάστατη πολλαπλότητα της -διάστατης, προσανατολισμένης ρημάννειας πολλα-

πλότητας   και  το μοναδιαίο -κάθετο στην  διανυσματικό πεδίο που συμφωνεί με τον επιλεγ-

μένο προσανατολισμό της , τότε για το στοιχείο όγκου  της επαγόμενης από την  ρημάννειας με-
τρικής επί της  ισχύει 

 

ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε σύστημα συντεταγμένων  γύρω από το τυχαίο σημείο  για τον χάρτη 
 ώστε . Τότε 

          και 

 

που ισούνται, εφ’ όσον  και . ∎ 

V.§5.2. Έστω   -διάστατη υποπολλαπλότητα της προσανατολισμένης ρημάννειας πολλαπλότητας 

 και . Εάν  το μοναδιαίο κάθετο στην  διανυσματικό πεδίο που συμφωνεί με τον επι-

λεγμένο προσανατολισμό και  το στοιχείο όγκου της επαγόμενης από την  ρημάννειας μετρικής επί 
της , τότε 

 

ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε σύστημα συντεταγμένων  γύρω από τυχαίο σημείο  για τον χάρτη 
 ώστε . Τότε 

 

 

 εφ’ όσον   και . ∎ 

Ορίζεται μέσω της αμφιμονοσήμαντης αντιστοιχίας 

 

ο τελεστής απόκλισης ως 

 

Επομένως η απόκλιση του πεδίου  είναι η μοναδική λεία βαθμωτή συνάρτηση  τέτοια ώστε 

 

V.§5.3. (Θεώρημα Απόκλισης). 

Σε κάθε προσανατολισμένη ρημάννεια πολλαπλότητα   με σύνορο, εάν  το μοναδιαίο κάθετο δι-
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ανυσματικό πεδίο στην  που συμφωνεί με τον επιλεγμένο προσανατολισμό και  το στοιχείο όγκου 
της επαγόμενης από την  στο σύνορο μετρικής, για κάθε  με συμπαγές στήριγμα  ισχύει 

 

ΑΠΟΔ. Εξ ορισμού της απόκλισης, 

 

Εφ’ όσον το  έχει συμπαγή φορέα, η  έχει συμπαγή φορέα επίσης, επομένως εφαρμόζοντας το θεώ-

ρημα Stokes, 

 

Ένα  λείο διανυσματικό πεδίο στην προσανατολίσιμη ρημάννεια πολλαπλότητα  διατη-

ρεί, αυξάνει, μειώνει, δεν μειώνει, δεν αυξάνει τον όγκο όταν για κάθε συμπαγές χωρίο ολοκλήρωσης 

 και κάθε  για το οποίο ορίζεται το , όπου  η ροή πεδίου , 

  αντιστοίχως 

Ισχύει 

 

που είναι λεία εξάρτηση του , επομένως 

 

Όμως 
 

επομένως η (1) δίνει (εφ’ όσον  ως -αντισυμμετρικός τανυστής) 

 

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν την συνέχεια της συνάρτησης , συνάγεται ότι 

V.§5.4. Για κάθε λείο πεδίο  επί της προσανατολίσιμης ρημάννειας πολλαπλότητας  με ροή  και 

κάθε  συμπαγές χωρίο ολοκλήρωσης, ισχύει 

 

Το πεδίο διατηρεί, δεν μειώνει, δεν αυξάνει τον όγκο εάν και μόνον εάν  
παντού αντιστοίχως. Εάν  παντού, τότε το πεδίο αυξάνει, μειώνει τον όγκο αντιστοίχως. 

§6. ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΣΕ ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΕΣ 

Καλείται μηδενοχώρος των -μορφών   επί του διανυσματικού χώρου  ο υπόχωρος 

 

§6 – Κατανομές σε πολλαπλότητες 
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που έχει διάσταση  εάν και μόνον εάν οι μορφές  είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. Για κάθε γραμμικό 

υπόχωρο  με  υπάρχουν -μορφές  ώστε : επεκτείνοντας 

μια βάση  του  σε βάση  ολόκληρου του χώρου, οι δυϊκές μορφές των βασικών 

διανυσμάτων που επισυνάφθηκαν δίνουν τις ζητούμενες. Όλες οι -άδες γραμμικώς ανεξάρτητων -

μορφών που μηδενίζουν τον υπόχωρο  προκύπτουν με αυτόν τον τρόπο:  

V.§6.0. Εάν , οι  είναι γραμμικώς ανεξάρτητες εάν και μόνον 
εάν οι  είναι γραμμικώς ανεξάρτητες, και σε αυτήν την περίπτωση , όπου  αντι-

στρέψιμος πίνακας. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Έστω  τα αντίστοιχα συστήματα δυϊκών διανυσμάτων και  

 οι αντίστοιχες επεκτάσεις αυτών σε βάσεις του χώρου. Εξ υποθέσεως, 

, οπότε  επίσης. Τότε ο πίνακας αλλαγής βάσης από 
 σε  είναι της μορφής 

  

 

δηλαδή . Από IV.§1.0 έπεται ότι  και από την μορφή του  έπεται το ζητούμενο. 

,,⟸”  Άμεσο. ∎ 

Η συνεφαπτόμενη δέσμη, , της διαφορικής πολλαπλότητας   είναι η διανυσματική δέσμη που 

προκύπτουν επισυνάπτοντας σε κάθε  τον δυϊκό του αντίστοιχου εφαπτόμενου χώρου, ,  

   

 

Επειδή οι χώροι  είναι αλγεβρικά ισόμορφοι, συνάγεται ότι η συνεφαπτόμενη δέσμη είναι 

διφφεομορφική της εφαπτόμενης, με την δράση των -μορφών να ερμηνεύονται κατά τα γνωστά ως ροή 

των δυϊκών διανυσματικών πεδίων. 

V.§6.1. Σε κάθε τοπικό σύστημα συντεταγμένων  μιας πολλαπλότητας  και σε κάθε σημείο  

που καλύπτεται από αυτό ισχύει 

 

ΑΠΟΔ.  Άμεσα, από  IV.§1.1. ∎ 

Γράφουμε συμβολικά 

 

και ονομάζουμε την οικογένεια  εκμηδενιστή της συλλογής πεδίων . 

Κάθε τοπικό πλαίσιο της  αντιστοιχεί από τα γνωστά σε ένα τοπικό σύστημα συντεταγμένων, επομέ-

νως η προηγούμενη πρόταση διατυπώνεται γενικότερα ως εξής. 

V.§6.2. Για κάθε τοπικό πλαίσιο  της εφαπτόμενης δέσμης με δυϊκό πλαίσιο , και για 

κάθε -άδα , ισχύει 

 

όπου  η δυϊκή -μορφή του πεδίου . 

{ 
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-διάστατη κατανομή επί της πολλαπλότητας , , καλείται μια -διάστατη διανυσματική 

υποδέσμη  (δηλαδή μια λεία επισύναψη -διάστατων γραμμικών υποχώρων του αντίστοιχου 

εφαπτόμενου χώρου σε κάθε σημείο της πολλαπλότητας). Επειδή το τοπικό πεδίο  στην   είναι λείο εάν 

και μόνον εάν η δυϊκή -μορφή είναι λεία, από την περιγραφή των λείων υποδεσμών με τοπικά πλαίσια 

συνάγεται άμεσα το ακόλουθο. 

V.§6.3. Η -διάστατη διανυσματική υποδέσμη  είναι κατανομή εάν και μόνον εάν γύρω από κάθε 

σημείο της  υπάρχει τοπικό πλαίσιο  της συνεφαπτόμενης δέσμης  ώστε για κάθε σημείο 
 στην περιοχή αυτή να ισχύει . 

Γράφουμε συμβολικά 
 

στην περιοχή αυτή. Η πρόταση V.§6.3 δηλώνει ότι η υποδέσμη  της εφαπτόμενης δέσμης είναι -

διάστατη κατανομή εάν και μόνον εάν γύρω από κάθε σημείο, υπάρχει  τοπικό πλαίσιο της συνεφαπτόμενης 

δέσμης ώστε  από τις μορφές αυτού να συγκροτούν εκμηδενιστή της .  

Μια -άδα τοπικών διαφορικών -μορφών  καλείται σύστημα τοπικά οριζου-         

σών της -διάστατης κατανομής   στην περιοχή  όταν επεκτείνεται τοπικά σε πλαίσιο 

 της  στο  τέτοιο ώστε  στην περιοχή αυτή.  

V.§6.4. Εάν  σύστημα τοπικά οριζουσών την -υποδέσμη  στην περιοχή , τότε τα συστή-
ματα τοπικά οριζουσών την  στην  είναι ακριβώς οι -άδες της μορφής , 
όπου   με   παντού στο . 

ΑΠΟΔ. Συνδυάζοντας την πρόταση V.§6.0 με την απαίτηση της λειότητας. ∎ 

Μια διαφορική -μορφή   επί της  καλείται μηδενίζουσα της κατανομής  όταν 

 για κάθε  και κάθε . Ελέγχεται εύκολα το ακόλουθο: 

V.§6.5. Μια -μορφή είναι μηδενίζουσα της  όταν σε κάθε τοπικό πλαίσιο γράφεται ως γραμμικός συν-

δυασμός συστήματος τοπικά οριζουσών την . 

V.§6.6. Η διαφορική -μορφή  επί της  είναι μηδενίζουσα της -διάστατης κατανομής  εάν 
και μόνον εάν για κάθε σύστημα τοπικά οριζουσών -μορφών  της , εκφράζεται τοπικά ως 

  

 

  

για κάποιες -μορφές  στην περιοχή αυτή. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Άμεσο.  

,,⟸” Επεκτείνουμε το δυϊκό πλαίσιο  σε τοπικό πλαίσιο  της εφαπτόμενης δέσμης, 
οπότε  για κάθε  στην περιοχή αυτή. Η  εκφράζεται τοπικά ως  

 

όπου 

 

Άρα η  είναι μηδενίζουσα εάν και μόνον εάν οι  είναι ταυτοτικά μηδενικές 

συναρτήσεις. Σε αυτήν την περίπτωση, 

 

§6 – Κατανομές σε πολλαπλότητες 
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Ορίζεται η κάθετη διανυσματική δέσμη της κατανομής  στην πολλαπλότητα  ως  

 

που είναι -διάστατη διανυσματική δέσμη επί της  (8). Για κάθε  συμβολίζεται 

 

η προβολή στον συμπληρωματικό υπόχωρο του , οπότε ορίζεται η προβολή στην κάθετη δέσμη ως 

 

Ορίζεται με βάση τα παραπάνω η απεικόνιση συστροφή για την κατανομή  ως 

 

όπου  λείες επεκτάσεις των  τέτοιες ώστε  για κάθε . Το  είναι 

ανεξάρτητο των επεκτάσεων : Αρχικά θα δειχθεί ότι η ποσότητα  είναι  γραμμική. Ισχύ-

ει , επομένως . Εάν  τοπικό πλαί-

σιο της  στην περιοχή  του , οπότε η επέκταση  γράφεται ως , από την προηγούμενη πα-

ρατήρηση έπεται ότι , άρα  όταν  ή . Επο-

μένως εάν  και  πεδία γύρω από το  που είναι στην  και συμφωνούν στo , τότε  

 

Έστω  κατανομή συνδυάστασης , οπότε σε κάθε επαρκώς μικρή περιοχή  η  είναι ο μηδενοχώρος 

κάποιας διαφορικής -μορφής . Από V.§6.4, η  είναι στην περιοχή  ο μηδενοχώρος των διαφορικών 

-μορφών του τύπου . Εάν η δέσμη  είναι προσανατολίσιμη, τότε 

με κατάλληλες συγκολλήσεις κατασκευάζεται ολική -μορφή  επί της  ώστε  για κάθε 

. Σε αυτήν την περίπτωση γράφουμε .  

Ολοκληρωτική υποπολλαπλότητα της -διάστατης κατανομής 

  

 

καλείται μια -δάστατη υποπολλαπλότητα  τέτοια ώστε  για κάθε . Ολικά ολο-

κληρώσιμη καλείται η -διάστατη κατανομή  όταν από κάθε  διέρχεται ολοκληρωτική υποπολλα-

πλότητα αυτής. Τοπικά ολοκληρώσιμη γύρω από το  καλείται η κατανομή  όταν το   έχει ανοικτή 

περιοχή  ώστε ο περιορισμός  να είναι ολοκληρώσιμη κατανομή. 

Οι -διάστατες κατανομές επί της πολλαπλότητας  είναι τα διανυσματικά πεδία επ’ αυτής που δεν μη-

δενίζονται πουθενά. Συγκεκριμένα, κάθε -διάστατη κατανομή είναι μια κλάση ισοδυναμίας στο σύνολο 

των πουθενά μηδενιζομένων λείων διανυσματικών πεδίων, με την σχετική σχέση ισοδυναμίας να είναι  

 όταν  για κάποια  με  παντού. 

Σε αυτήν την ορολογία, ένα μέρος της IV.§3.6 επαναδιατυπώνεται ως εξής. 

V.§6.7. Κάθε -διάστατη κατανομή είναι ολοκληρώσιμη, με μεγιστικές συνεκτικές ολοκηρωτικές υποπολλα-

                                                                    

8. Κάνοντας λόγο για καθετότητα, δεν προϋποτίθεται η επιλογή κάποιας ρημάννειας μετρικής· η επισύναψη του αφηρη-
μένου διανυσματικού χώρου  σε κάθε σημείο  της πολλαπλότητας επιτρέπει ακριβώς να μιλάμε για κάθε-
τες στην κατανομή  προβολές των εφαπτόμενων διανυσμάτων χωρίς να τα προβάλλουμε πραγματικά σε κάποιον 
υπόχωρο του  που έχει επιλεγεί ως ορθογώνιο συμπλήρωμα του . 
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πλότητες τις ολοκληρωτικές καμπύλες κάποιου (και άρα κάθε) λείου διανυσματικού πεδίου που την αντιπρο-
σωπεύει. 

Εξ ορισμού των φυλλώσεων έπεται επίσης άμεσα το ακόλουθο: 

V.§6.8. Εάν  μια -διάστατη φύλλωση της διαφορικής πολλαπλότητας , τότε η συλλογή των εφαπτόμε-

νων στα φύλλα της υποχώρων συγκροτούν -διάστατη κατανομή της , με μεγιστικές συνεκτικές ολοκλη-
ρωτικές υποπολλαπλότητες τα φύλλα της . 

H ενδεχόμενη μή ολοκληρωσιμότητα κατανομών με διάσταση μεγαλύτερη του  προκύπτει από την γεω-

μετρική ασυμβατότητα που μπορεί να υπάρχει μεταξύ δύο και πλέον διανυσματικών πεδίων. Έστω  λεία 

γραμμικώς ανεξάρτητα τοπικά διανυσματικά πεδία ώστε η -διάστατη κατανομή  που παράγεται από 

αυτά γύρω από το σημείο  να είναι τοπικά ολοκληρώσιμη και  η ολοκληρωτική επιφάνεια της  γύρω 

από το . Εφ’ όσον οι περιορισμοί των πεδίων  στην  εφάπτονται σε αυτήν, έπεται ότι οι ολοκληρω-

τικές τους καμπύλες που διέρχονται από σημείο της  περιέχονται για κάποιο διάστημα σε αυτήν. Αυτό 

υποδεικνύει μια φυσική κατασκευή της επιφάνειας  με χρήση των ολοκληρωτικών καμπυλών των πεδίων 

 γύρω από το σημείο : ακολουθώντας την -ολοκληρωτική καμπύλη του  για κάθε σημείο ενός 

τμήματος της, σε κάθε σημείο αυτής γύρω από το  διαγράφουμε την διερχόμενη από αυτό -

ολοκληρωτική καμπύλη· η επιφάνεια που συγκροτείται είναι τότε η , και θα λαμβάναμε το ίδιο γεωμετρικό 

αντικείμενο εάν εάν εναλλάσαμε τους ρόλους των  (εφ’ όσον η  περιέχει τις ολοκληρωτικές καμπύλες 

και των δύο πεδίων για κάποιο διάστημα γύρω από το ): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εάν δεν είναι εξ αρχής γνωστό βέβαιο ότι υπάρχει η από κοινού ολοκληρωτική επιφάνεια των πεδίων  

γύρω από το , τότε δεν είναι a priori γνωστό ότι με εναλλαγή των πεδίων  στην παραπάνω κατασκευή 

λαμβάνουμε το ίδιο γεωμετρικό αντικείμενο. Συγκεκριμένα, είναι δυνατόν η επιφάνεια που συγκροτείται 

διαγράφοντας τις διερχόμενες από τα σημεία της -ολοκληρωτικής καμπύλης του   -ολοκληρωτικές 

καμπύλες, να περιέχει ένα σημείο χωρίς να περιέχει την διερχόμενη από αυτό -ολοκληρωτική καμπύλη. 

 

 

 

 

 

 

 

-ολοκληρωτική του   

 

-ολοκληρωτική του  

-ολοκληρωτικές 
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Επομένως η μή ολοκληρωσιμότητα της -διάστατης κατανομής που συγκροτείται από τα πεδία  γύρω 

από το  διατυπώνεται γεωμετρικά ως εξής: σε οσοδήποτε μικρό διάστημα της -ολοκληρωτικής καμπύλης 

του  γύρω απ’ αυτό και αν εκτελέσουμε την παραπάνω κατασκευή, υπάρχει σημείο  του οποίο η -

ολοκληρωτική καμπύλη δεν περιέχεται στην προκύπτουσα επιφάνεια. Αυτή είναι η περίπτωση της -

διάστατης κατανομής  του  που συγκροτείται από τα πεδία  . Διαγρά-

φοντας -ολοκληρωτικές καμπύλες στα σημεία της -ολοκληρωτικής καμπύλης του σημείου , λαμβάνου-

με αντιστοίχως τις δύο διαφορετικές επιφάνειες (1) και (2). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ένα πεδίο  λέγεται ότι κείται στην κατανομή  όταν για κέθε  ισχύει 

. Ενελλεικτική καλείται η κατανομή  όταν για κάθε ζεύγος διανυσματικών πεδίων που κείνται 

στην  το γινόμενο Lie κείται στην  επίσης. 

V.§6.9. Κάθε ολοκληρώσιμη κατανομή είναι ενελλεικτική. 

ΑΠΟΔ. Άμεσα, από πρόταση IV.§4.6. ∎ 

V.§6.10. Εάν η  καλύπτεται από τοπικά πλαίσια της κατανομής , για καθένα από τα οποία, , 
ισχύει , τότε η  είναι ενελλεικτική. 

ΑΠΟΔ. Έστω  λεία πεδία που κείνται στην  και  ανοικτή περιοχή με τοπικό πλαίσιο  
της  οπότε  στο . Τότε στο  ισχύει  

 

Η πρόταση V.§6.10 σημαίνει ότι η αποτυχία του γινομένου Lie πεδίων που κείνται στην  να κείται στην 

 επίσης, μετρά την μή ολοκληρωσιμότητα της κατανομής –δηλαδή μια κατανομή θεωρείται τόσο λιγότερο 

ολοκληρώσιμη όσο «μεγαλύτερα» είναι τα διανύσματα που επιστρέφονται από την απεικόνιση συστροφή 

της κατανομής. 

V.§6.11. (Frobenius  –μια κατανομή είναι ολοκληρώσιμη εάν και μόνον εάν η συστροφή της είναι ταυτοτικά η 
μηδενική απεικόνιση). Μια κατανομή είναι ολοκληρώσιμη εάν και μόνον εάν είναι ενελλειτική. 

ΑΠΟΔ. Το ευθύ είναι η πρόταση V.§6.9. Για το αντίστροφο, έστω σύστημα συντεταγμένων  ενός 

τοπικού χάρτη  γύρω από το σημείο  και  τοπικό πλαίσιο της ενελλειτικής κατανομής  
στον χάρτη αυτόν, οπότε 

 

Εφ’ όσον τα  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, αλλάζοντας την σειρά των  εν ανάγκη, ισχύει 

 παντού στο . Ορίζουμε τα πεδία 
 

Όπου . Τα  εκφράζονται στο πλαίσιο  ως 
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για κάποιες  Τότε λόγω κλιμακωτής μορφής, τα  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και επειδή 

κείνται στην κατανομή  (ως γραμμικοί συνδυασμοί των ) συγκροτούν τοπικό πλαίσιο αυτής στην περιο-

χή . Λόγω ενελλεικτικότητας της , το γινόμενο Lie οποιωνδήποτε δύο από τα  κείται στην , επομέ-
νως για κάθε  υπάρχουν  ώστε 

 

Από (1) και εφ’ όσον , έπεται ότι το  είναι επίσης γραμμικός συνδυασμός 

των . Όμως αντικαθιστώντας στην  από , 

 

Επομένως  από προηγούμενη παρατήρηση - ισοδύναμα, . Από πρόταση IV.§4.4, υπάρχει 

τοπικό σύστημα συντεταγμένων  γύρω από το  ώστε . Τότε η ζητούμενη ολοκληρω-

τική υποπολλαπλότητα της  γύρω από το  είναι η . ∎ 

V.§6.12. (Τοπική δομή ολοκληρωτικής υποπολλαπλότητας). Έστω  τοπικός χάρτης της διαφορικής 

-πολλαπλότητας  τέτοιος ώστε τα -διάστατα εφαπτόμενα στην  επίπεδα που συγκροτούν την ολο-

κληρώσιμη κατανομή  να απεικονίζονται μέσω της  σε εφαπτόμενα στον  -διάστατα επίπεδα 
παράλληλα στον υπόχωρο  δηλαδή . 

Τότε οι τομές ολοκληρωτικών υποπολλαπλοτήτων της  με το  απεικονίζονται μέσω της  στις τομές 

των παράλληλων στον υπόχωρο  -διάστατων επιπέδων με το  (δηλαδή είναι στο  οι ισο-

σταθμικές της μορφής )· συγκεκριμένα, η εικόνα κάθε μιας από αυτές είναι αριθ-
μήσιμη ένωση τέτοιων τομών. 

ΑΠΟΔ. Έστω  ολοκληρωτική υποπολλαπλότητα της  που διέρχεται από την περιοχή . Λόγω 2ης-

αριθμησιμότητας (κληροδοτείται στους υποχώρους), το  έχει αριθμήσιμες το πληθος συνεκτικές 

συνιστώσες. Θα δειχθεί ότι κάθε τέτοια συνιστώσα απεικονίζεται μέσω της  σε ισοσταθμική του  
της ζητούμενης μορφής. Εξ υποθέσεως, το  είναι σύστημα τοπικά οριζουσών της κατανομής 

  

 

Άρα οι μορφές αυτές μηδενίζουν το σύνολο , και επειδή αυτό είναι συνεκτικό, έπεται ότι όλα τα σημεία 

του έχουν τις ίδιες -συντεταγμένες. Άρα το  περιέχεται ολόκληρο σε μια ισοσταθμική της 
ζητούμενης μορφής, και επομένως συμπίπτει μ’ αυτήν. ∎ 

V.§6.13. (Αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στις -διάστατες κατανομές και τις -διάστατες φυλ-

λώσεις μιας πολλαπλότητας). Οι εφαπτόμενοι στα φύλλα μιας -διάστατης κατανομής υπόχωροι συγκρο-

ροτούν -διάστατη κατανομή με ολοκληρωτικές υποπολλαπλότητες τα φύλλα της κατανομής. Αντιστρόφως, 

οι μεγιστικές συνεκτικές ολοκληρωτικές υποπολλαπλότητες μιας -διάστατης κατανομής συγκροτούν -
διάστατη φύλλωση της πολλα-πλότητας. 

ΑΠΟΔ. Έστω   -διάστατη ολοκληρώσιμη κατανομή της πολλαπλότητας . Ορίζεται για κάθε  το 

σύνολο  ως η ένωση των συνεκτικών ολοκληρωτικών υποπολλαπλοτήτων της  που περιέχουν το , η 

οποία είναι προφανώς μεγιστική ολοκληρωτική. Εάν ήταν γνωστό ότι τα  είναι διαφορικές υπο-

πολλαπλότητες της , τότε από πρόταση V.§6.13 έπεται άμεσα το ζητούμενο. Η κατασκευή αυτής της δια-

φορικής δομής γίνεται με φυσικό τρόπο και ο μακροσκελής έλεγχος των λεπτομερειών είναι ζήτημα ρουτί-
νας· βλ. [Lee1],  λήμμα 19.22, σελ. 512. ∎ 

V.§6.14. Η μη ιδιάζουσα -μορφή   επί της πολλαπλότητας  ορίζει μια φύλλωση συνδιάστασης  εάν 
και μόνον εάν  παντού. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Έστω σημείο  και τοπικό σύστημα συντεταγμένων  γύρω απ’ αυτό, στο οποίο τα 

φύλλα της πολλαπλότητας αναπαρίστανται ως ισοσταθμικές . Τότε το  είναι 

§6 – Κατανομές σε πολλαπλότητες 
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τοπικό πλαίσιο για την κατανομή , δηλαδή . Θα δειχθεί το ζητούμενο ε-
φαρμόζοντας την μορφή  σε κάθε τριάδα διανυσμάτων αυτού του πλαισίου. Ισχύει 

 

 

Εάν οποιαδήποτε από τα  ισούνται, τότε η ποσότητα μηδενίζεται λόγω αντισυμμετρικότητας. Εάν 

, τότε  και η ποσότητα μηδενίζεται. Εάν , οπότε , τότε 

 (αφού  διακεκριμένα) οπότε  και η ποσότητα μηδενίζεται. 
,,⟸” Έστω  διανυσματικά πεδία που κείνται στην . Από θεώρημα Frobenius, αρκεί να δειχθεί ότι το 

πεδίο  κείται στην  επίσης, δηλαδή ότι . Επιλέγουμε διανυσματικό πεδίο  ώστε 
 για κάθε . Τότε 

 

Επομένως . ∎ 
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Ομάδες και χώροι επικάλυψης 

§1. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΕΠΙΚΑΛΥΨΕΙΣ 

Δεδομένου συνεχούς επιμορφισμού , ένα  καλείται -επικαλυμμένο όταν οι συνεκτικές 

συνιστώσες του  είναι ανοικτά σύνολα ομοιoμορφικά με το  μέσω του περιορισμού της  σε 

κάθε μία από αυτές. Επικάλυψη του τοπολογικού χώρου  από τον δρομοσυνεκτικό χώρο  ονομάζεται 

ένας συνεχής επιμορφισμός  όταν κάθε  έχει -επικαλυμμένη περιοχή. Το γεωμετρικό 

νόημα της επικάλυψης είναι η αναδίπλωση του  επί του  ώστε κάθε σημείο του  να βρίσκεται σε 

περιοχή που προκύπτει ως προβολή ξένων, ομοιομορφικών, συνεκτικών περιοχών του . Κάθε επικάλυψη 

είναι εξ ορισμού τοπικός ομοιομορφισμός και απεικόνιση πηλίκo. 

VI.§1.0. Περιορισμός επικάλυψης είναι επικάλυψη. 

ΑΠΟΔ. Έστω  επικάλυψη και , θα δειχθεί ότι  είναι επικάλυψη. Για κάθε 

 επιλέγουμε , όπου -επικαλυμμένη περιοχή του . Τότε  είναι ζητουμένη 
-επικαλυμμένη περιοχή του . ∎ 

Λαμβάνοντας γινόμενα, όπως προηγουμένως λάβαμε περιορισμούς, ελέγχεται ότι 

VI.§1.1. (Καρτεσιανό γινόμενο επικαλύψεων είναι επικάλυψη). 

Εάν  επικαλύψεις, η  είναι επικάλυψη. 

VI.§1.2. Για κάθε  -επικαλυμμένο  κάθε  και κάθε , υπάρχει συνεχής απεικόνιση 
 με  και . 

ΑΠΟΔ. Εάν  η συνιστώσα του  που περιέχει το , επιλέγουμε . ∎ 

VI.§1.3. Οι ίνες της επικάλυψης συνεκτικού χώρου είναι ισοπληθικές (πλήθος στρώσεων της επικάλυψης). 

ΑΠΟΔ. Έστω  όπως στην υπόθεσ  και . Αρκεί να δει-

χθεί ότι  ανοικτά, οπότε  λόγω συνεκτικότητας του . Έστω  επικαλυμμένη 

περιοχή του . Κάθε συνεκτική συνιστώσα του  περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο από το , 

άρα το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του  ισούται με  για κάθε . Επειδή για 

κάθε  υπάρχει επικαλυμμένη περιοχή αυτού και, από προηγούμενη παρατήρηση, αυτή περιέχεται 

στo , το  είναι ένωση επικαλυμμένων περιοχών, άρα ανοικτό. Επίσης,  ανοικτό ως ένωση συνό-
λων που απαρτίζονται από στοιχεία των οποίων οι αντίστροφες εικόνες έχουν κοινή πληθικότητα. ∎ 

Κάθε ίνα  είναι διακριτό υποσύνολο του , εφόσον τα  διαχωρίζονται από ανοικτά 

υποσύνολα του : 

 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ VΙ 
 

 

  
συνεκτικές 

συνιστώσες 

του  {  . . . 
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Επομένως κάθε επικάλυψη συνεκτικού χώρου είναι νηματική δέσμη  με ίνα  ένα απλό σύνολο και δομι-

κή ομάδα την ομάδα μεταθέσεων αυτού. Δεδομένης επικάλυψης  και συνεχούς απεικόνισης 

, μία συνεχής  καλείται -ανύψωση της  όταν καθιστά αντιμεταθετικό το διάγραμμα 

 

 

 

 

 

 

Επομένως η ανύψωση είναι μία συνεχής επιλογή στοιχείων από τις ίνες . 

VI.§1.4. (Μοναδικότητα της ανύψωσης). 

Εάν  επικάλυψη,  συνεχής από συνεκτικό χώρο  και   ανυ-

ψώσεις της  ώστε  για κάποιο , τότε   (δηλαδή εάν δύο ανυψώσεις κάνουν την 
ίδια επιλογή από κάποια ίνα, τότε κάνουν την ίδια επιλογή παντού) 

ΑΠΟΔ. Βλ. [Lee3],  σελ 238, πρόταση 11.9. ∎ 

VI.§1.5. (Ύπαρξη ανύψωσης μονοπατιών). 

Έστω  επικάλυψη και  μονοπάτι· για κάθε  υπάρχει μοναδική -

ανύψωση  του  ώστε  (ιδιότητα της ανύψωσης μονοπατιών). Αντιστρόφως, κάθε 

τοπικός ομοιομορφισμός  από δρομοσυνεκτικό σε τοπικά απλά συνεκτικό χώρο με την ιδιότητα 
της ανύψωσης, είναι επικάλυψη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟΔ. Βλ. [Munk] σελ. 392, λήμμα 54.1  και  [DoC1], σελ. 383, πρόταση 6. ∎ 

VI.§1.6. (Η ανύψωση διατηρεί την δρομομοτοπία). 

Εάν  δρομομοτοπικά μονοπάτια και  -ανυψώσεις αυτών για την επικάλυψη 

 με , τότε τα  είναι δρομομοτοπικά επίσης. (Δηλαδή εάν οι ανυψώσεις δρο-

μομοτοπικών μονοπατιών κάνουν την ίδια επιλογή αρχικού σημείου, τότε κάνουν επίσης την ίδια επιλογή 
τελικού, και υπάρχει συνεχής παραμόρφωση της μιας στην άλλη που σταθεροποιεί τα ακραία σημεία). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟΔ. Βλ. [Munk], σελ. 344, πρόταση 54.23. ∎ 
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Κάθε μονοπάτι  στον  με  είναι -ανύψωση του , επομένως από VI.§1.5 και VI.§1.4, τα 

μονοπάτια που προβάλλονται στο  μέσω της  προσδιορίζονται ως οι -ανυψώσεις του τελευταίου. 

Επειδή μια επικάλυψη ταυτίζει σημεία ως απεικόνιση πηλίκο, αναμένεται ότι οι βρόγχοι του  δεν ανυ-

ψώνονται εν γένει σε βρόγχους (η ανύψωση διαλύει εν γένει τους βρόγχους). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ωστόσο από VI.§1.6, η διάλυση των βρόγχων γίνεται ομαλά, με την έννοια ότι η ανύψωση διατηρεί τουλάχι-

στον τις κλάσεις δρομομοτοπίας των μονοπατιών. Επομένως, σταθεροποιώντας ένα  που λαμ-

βάνεται ως αρχικό σημείο των ανυψώσεων, η ομάδα  ανυψώνεται σε κλάσεις δρομομοτοπίας στον 

, με κοινό αρχικό σημείο  αλλά εν γένει διαφορετικά τελικά σημεία . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θα δοθεί τώρα γενική λύση στο πρόβλημα ύπαρξης ανύψωσης συνεχούς συνάρτησης. Έστω  

επικάλυψη και  συνεχής· ρωτάμε: δεδομένων  και , υπάρχει -ανύψωση  

της  με ; Η VI.§1.5 δίνει καταφατική απάντηση στην περίπτωση που η  είναι μονοπάτι 

. Η συμπάγεια του  επιτρέπει την κάλυψή του από πεπερασμένα το πλήθος ισομήκη 

διαδοχικά διαστήματα, στα οποία η ανύψωση μπορεί να οριστεί, ενώ το μονοδιάστατο του  επιτρέπει τον 

ολικό ορισμό της ανύψωσης με συγκόλληση των τοπικών ανυψώσεων (αφού τα διαστήματα είναι διαδοχι-

κά). Στην γενική περίπτωση, το ερώτημα θα απαντηθεί μελετώντας τις εμπλεκόμενες θεμελιώδεις ομάδες. 

Εάν η ανύψωση  με  υπάρχει, τότε : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω , οπότε  για κάποιον βρόγχο στο  με στήριγμα το . Τότε  είναι -

ανύψωση αυτού, άρα . Όμως  είναι βρόγχος που στηρίζεται στο , οπότε 
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η προηγούμενη ισότητα ισοδυναμεί με , άρα . Επομένως αναγκαία συνθήκη για 

την ύπαρξη ανύψωσης είναι η . Ζητούνται επιπλέον συνθήκες για τον  που να 

καθιστούν αυτή τη συνθήκη ικανή, δηλαδή από την σχέση  να κατασκευάζεται καλά 

η ζητούμενη ανύψωση. Εάν ο  είναι δρομοσυνεκτικός, οπότε κάθε  είναι τελικό σημείο ενός μονο-

πατιού  με αρχικό σημείο . Ορίζοντας ,  ισχύει 

 

δηλαδή . Μένει να δειχθεί ότι η  είναι καλώς ορισμένη, δηλαδή ανεξάρτητη του μονοπατιού  

που συνδέει το  με το , και συνεχής. Η δρομοσυνεκτικότητα του , που ισοδυναμεί με συνεκτικότητα  

τοπική δρομοσυνεκτικότητα (Ι.§1.11),  είναι ικανή συνθήκη και για τα δύο: 

Καλός ορισμός: Έστω  μονοπάτια στο  από το  στο , τότε  βρόγχος που στηρίζεται στο 

. Υποθέτοντας ότι , έπεται ότι  για κάποιον βρόγχο  του  

που στηρίζεται στο . Επομένως υφίσταται στον  μια δρομομοτοπία , από την οποία 

συμπεραίνουμε ότι . Επειδή το  είναι ανύψωση, και λαμβάνοντας υπ’ όψιν την 

διατήρηση της ομοτοπίας, έπεται ότι .  

Διαπιστώνεται ότι η  διατηρεί την δρομοσυνεκτικότητα (θα χρησιμοποιηθεί για να δειχθεί η συνέχειά 

της): Έστω  δρομοσυνεκτικό,  το μονοπάτι στο  από το  στο . Λόγω δρομοσυνεκτι-

κότητας του , υπάρχει μονοπάτι  στον  από το  στο . Εξ ορισμού της 

, τότε  μονοπάτι στο  από το  στο . 

Συνέχεια: Θα δειχθεί ότι κάθε  έχει ανοικτή περιοχή επί της οποίας η  είναι συνεχής. Έστω -

επικαλυμμένη περιοχή του  και  η συνεκτική συνιστώσα του  που περιέχει το . Εάν  

η συνεκτική συνιστώσα του  που περιέχει το , τότε  δρομοσυνεκτικό, άρα . Λόγω 

της τοπικής δρομοσυνεκτικότητας του , το  είναι ανοικτό· θα δειχθεί ότι η  είναι συνεχής πάνω σ’ 

αυτό. Εάν  η τοπική αντιστροφή της  για την οποία   (VI.§1.2) με , 

τότε  πάνω στο . Επειδή οι  απεικονίζουν τον  στο , έπεται ότι 

 πάνω στο , και άρα  συνεχής ως σύνθεση συνεχών. ∎ 

Διατυπώνεται επομένως η γενική αλγεβρική συνθήκη για την ύπαρξη ανυψώσεων, που καλύπτει τις ενδι-

αφέρουσες γεωμετρικά περιπτώσεις, ως εξής. 

VI.§1.7. Έστω  επικάλυψη και  συνεχής απεικόνιση. Για κάθε επιλογή  και 

, εάν υπάρχει ανύψωση  της  ώστε , τότε · εάν 
ο  είναι δρομοσυνεκτικός, τότε ισχύει και το αντίστροφο. 

Τα ακόλουθα είναι άμεσα πορίσματα της  VI.§1.7. 

VI.§1.8. Κάθε συνεχής συνάρτηση από απλά δρομοσυνεκτικό χώρο προς επικαλυμμένο χώρο έχει μοναδική 

ανύψωση για κάθε επιλογή αρχικής τιμής. 

VI.§1.9. Μια συνεχής συνάρτηση  από δρομοσυνεκτικό χώρο προς χώρο που επικαλύπτεται από 

απλά συνεκτικό χώρο έχει ανύψωση εάν και μόνον εάν για κάθε ,  είναι ο 

τετριμμένος ομομορφισμός. Σε αυτή την περίπτωση οι ανυψώσεις είναι όσες και οι δυνατές αρχικές τιμές 
(δηλαδή όσες οι στρώσεις της επικάλυψης). 

Ομομορφισμός από την επικάλυψη  στην επικάλυψη  ονομάζεται μια συνεχής 

απεικόνιση  που καθιστά αντιμεταθετικό το παρακάτω διάγραμμα, 
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Ισομορφισμός επικαλύψεων ονομάζεται ένας ομομορφισμός επικαλύψεων που επιπλέον είναι ομοιομορ-

φισμός. Ο ισομορφία είναι (ως συνήθως) σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο των επικαλύψεων ενός τοπολογι-

κού χώρου. Πρέπει να νοείται ως εξής: ο  παραμορφώνει συνεχώς τον  σε  κατά τρόπον ώστε για 

κάθε , το  να απεικονίζεται στο   (δηλαδή οι προβολές  και  ταυτίζονται πάνω 

από τον ομοιομορφισμό ). Ένας ομομορφισμός από την επικάλυψη  στην επικάλυψη 

 είναι ακριβώς μια -ανύψωση της · η επόμενη πρόταση δηλώνει πως είναι κάτι παραπάνω. 

VI.§1.10. Ομομορφισμός επικαλύψεων είναι επικάλυψη. 

ΑΠΟΔ. Έστω  ομομορφισμός από την επικάλυψη  στην επικάλυψη . Θα δειχθεί 

ότι ο  είναι επί. Έστω  και . Ζητείται  ώστε . Έστω  μονοπά-

τι στον  από το  στο ,  και  η ανύψωση του  μέσω 

της  στον  που ξεκινά από το . Τότε το  είναι η ανύψωση του  στον  που ξενικά από το 
. Από μοναδικότητα της ανύψωσης, , και επομένως  το ζητούμενο.  

Θα δειχθεί λοιπόν ότι κάθε  έχει -επικαλυμμένη περιοχή. Εάν  και - και -

επικαλυμμένες περιοχές αυτού αντιστοίχως, τότε η συνεκτική συνιστώσα  του  που περιέχει το  

είναι επικαλυμμένη από τις . Θα δειχθεί ότι η συνιστώσα  του  που περιέχει το  είναι 

ομοιομορφική με κάθε μια από τις συνεκτικές συνιστώσες του  μέσω της . Εφ’ όσον  ανοικτό και 

κλειστό στο , είναι ανοικτό και κλειστό στο  επίσης, και άρα  ένωση συνι-
στωσών . Για κάθε  το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό, 

 
 

 

 

 
 

και επειδή σε αυτό τα  είναι ομοιομορφισμοί (από την επιλογή του ), έπεται ότι η  είναι ομοιο-
μορφισμός επίσης. ∎ 

VI.§1.11. Έστω  επικαλύψεις και  για κάποιο . 

Υπάρχει ομομορφισμός επικαλύψεων  με  εάν και μόνον εάν 
. 

ΑΠΟΔ. Άμεσα από πρόταση VI.§1.7, εφ’ όσον ο  είναι -ανύψωση της . ∎ 

VI.§1.12. Εάν  επικάλυψη, για κάθε  οι ομάδες  συγκροτούν κλά-
ση συζυγίας στο πλέγμα των υποομάδων της . 

ΑΠΟΔ. Εάν  και  μονοπάτι στον  από το  στο , τότε  βρόγχος που στηρί-
ζεται στο  και  η ανύψωση του  στο . Το παρακάτω διάγραμμα είναι τότε είναι αντιμεταθετικό: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Επομένως η  ενρίπτει την  στην  και από το προηγούμενο διάγραμμα εξάγεται το 

επίσης αντιμεταθετικό 
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Επειδή τα κάθετα βέλη και ο  είναι ισομορφισμοί, ο  είναι ισομορφισμός επίσης και οι ομάδες 

 είναι συζυγείς. 

     Έστω τώρα  και  υποομάδα της  συζυγής της , δηλαδή 

 για κάποιο . Έστω  η ανύψωση του  στο  και . Τότε ισχύει 
το παρακάτω αντιμεταθετικό διάγραμμα και επομένως . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VI.§1.13. (Θεώρημα ισομορφισμού επικαλύψεων). 

Δύο επικαλύψεις ,  είναι ισομορφικές εάν και μόνον εάν υπάρχει  και 

 ώστε οι  να είναι συζυγείς υποομάδες της . 
Εάν αυτό συμβαίνει, η συνθήκη της VI.§1.11 ισχύει για κάθε  και . 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Έστω  ο ισομορφισμός. Εφαρμόζοντας την VI.§1.11 για τους , συνάγεται ότι 

. Από VI.§1.12, οι ομάδες ,  είναι συζυγείς, για 
κάθε  στην -ίνα που περιέχει το . 

,,⟸” Έστω  όπως στην υπόθεση. Από VI.§1.12, υπάρχει ισομορφισμός , . ∎ 

VI.§1.14. Υπάρχει ομομορφισμός από απλά συνεκτική επικάλυψη ενός χώρου προς οποιαδήποτε επικάλυψη 

αυτού (δηλαδή μία απλά συνεκτική επικάλυψη επικαλύπτει κάθε άλλη επικάλυψη). Επιπλέον, η απλά συνε-
κτική επικάλυψη είναι (εάν υπάρχει) μοναδική πάνω από ισομορφισμό. 

ΑΠΟΔ. Έστω  επικάλυψη από απλά συνεκτικό χώρο και  επικάλυψη επίσης. Η 

 είναι τετριμμένη και περιέχεται σε κάθε υποομάδα της . Διαλέγοντας 

, υπάρχει ομομορφισμός   που είναι η ζητούμενη επικάλυψη (VI.§1.11). Η μοναδικότη-

τα συνάγεται από την VI.§1.13 : εάν  απλά συνεκτικές επικαλύψεις,  και 

, τότε οι  ταυτίζονται, ως τετριμμένες. ∎ 

Καθολική επικάλυψη ενός τοπολογικού χώρου καλείται η μοναδική πάνω από ισομορφισμό επικαλύψεων 

απλά συνεκτική επικάλυψη αυτού. Θα βρεθούν ικανές συνθήκες για την ύπαρξη καθολικής επικάλυψης. 

Υποθέτουμε ότι ο  έχει καθολική επικάλυψη  και επιλέγουμε , . Τότε για 

κάθε , η ίνα  βρίσκεται σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία με το σύνολο  των κλάσεων 

δρομομοτοπίας από το  στο  : Ορίζουμε 

 

όπου  η -ανύψωση του  στο , που είναι επί λόγω δρομοσυνεκτικότητας το  και 1-1 λόγω απλής 

συνεκτικότητας (μονοπάτια με ίδια ακραία σημεία είναι δρομομοτοπικά σε απλά συνεκτικούς χώρους). Επο-

μένως μία απλά συνεκτική επικάλυψη του  θα μπορούσε να είναι το σύνολο  των κλάσεων δρομο-

μοτοπίας με αρχικό σημείο  εφοδιασμένο με κάποια απλά συνεκτική τοπολογία και με σχετική απεικό-

  

 

 

 

  

 

  

 

 

 

  

 

∎ 
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νιση πηλίκο την . Αναζητούνται συνθήκες για τoν  που να επιτρέπουν 

τον ορισμό απλά συνεκτικής τοπολογίας επί του  κατά τρόπον ώστε η  να είναι επικάλυψη. 

Επιλέγουμε  τοπολογική βάση του  και λαμβάνουμε την συλλογή  υποσυνόλων του  που απαρ-

τίζεται από τα σύνολα της μορφής : για κάθε  και κάθε  με , ορίζεται 

. Θα δειχθεί ότι το  είναι όντως τοπολογική βάση, οπότε το  εφοδιάζεται με 

την τοπολογία που παράγεται από αυτήν:  

 (i) : Έστω . Επειδή υπάρχει  βασική περιοχή του , ισχύει . 

(ii) Έστω , ζητείται στοιχείο της  που να περιέχεται στο . Έστω , τό-

τε  για κάποια μονοπάτια  στο  αντιστοίχως. Επειδή  βάση, υπάρχει 

 ώστε , οπότε ισχύει : για κάθε μονοπάτι  στο  που 
ξεκινά στο . 

 

 

 

 

 

 
 
 

Θα δειχθεί ότι με την τοπολογία που ορίσθηκε επί της , η  καθίσταται όντως επικάλυψη υπό 

μια επιπλέον προϋπόθεση. 

Δρομοσυνεκτικότητα του : Έστω , ζητείται μονοπάτι από το στο . Επιλέγουμε 

, όπου , για το οποίο ισχύει  και . Θα δειχθεί ότι 

η  αντιστρέφει βασικά του  σε ανοικτά, επομένως είναι το ζητούμενο μονοπάτι, ως συνεχής. Έστω  
βασικό του . Εάν , τότε είναι ανοικτό, αλλιώς έστω . Ζητείται  τέτοιο 

ώστε .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ισχύει . Λόγω συνέχειας της , υπάρχει  ώστε . Εάν ίσχυε ότι το 

 είναι δρομοσυνεκτικό, τότε για κάθε  υπάρχει μονοπάτι  στο  από το  στο 

, και ισχύει ότι , επομένως . Άρα μια ικανή συνθή-

κη για την δρομοσυνεκτικότητα του  είναι ότι η τοπολογική βάση  του  (από την οποία κατασκευά-

στηκε η τοπολογία του ) συγκροτείται από δρομοσυνεκτικά σύνολα. 

Κάνουμε την ειδικότερη υπόθεση ότι τα σύνολα που απαρτίζουν την  είναι τοπικά απλά συνεκτικά· θα 

δειχθεί ότι αυτό αρκεί ώστε η  να είναι επικάλυψη. Υποθέτοντας ότι ο επικαλυπτόμενος  είναι 

συνεκτικός, η τοπική δρομοσυνεκτικότητά του (έπεται από την τοπική απλή συνεκτικότητα) εγγυάται ότι 

είναι δρομοσυνεκτικός, και αυτό είναι αρκετό για να γίνει η  επί: για κάθε  υπάρχει μονοπάτι  

από το  στο  με . 

Για την συνέχεια της , θα δειχθεί ότι  για κάθε  (όπου η ένωση λαμβάνεται πά-

νω στις δρομομοτοπικές κλάσεις από το  προς σημείο εντός του ), οπότε  συνεχής (αντιστρέφει 
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ανοικτά σε ανοικτά): εξ ορισμού της ,  για κάθε . Αντιστρόφως, 
, επομένως υπάρχει μονοπάτι  στο  από το  στο  και .  

Μένει να δειχθεί ότι  η γραφή του  σε συνεκτικές συνιστώσες και ότι  ομοιο-

μορφισμός για κάθε . Η  είναι επί του  επειδή για κάθε  υπάρχει μονοπάτι  στο  από το 

 στο . Είναι επίσης 1-1 : έστω  με , δηλαδή 

  και  για κάποια μονοπάτια  στο  από το  στο . Λόγω απλής συνεκτικό-

τητας του , . Τέλος, η  είναι ανοικτή (απεικονίζει βασικά σε ανοικτά), άρα είναι όντως ομοιο-

μορφισμός από το  στο . Τώρα κάθε  είναι ανοικτό και δρομοσυνεκτικό ως ομοιομορφικό του . 

Μένει επομένως να δειχθεί ότι για κάποια μονοπάτια  από το  στο , ισχύει  ή 

. Εάν δεν είναι ξένα, υπάρχει , οπότε  για κάποια μονο-

πάτια  εντός του  από το  στο . Λόγω απλής συνεκτικότητας του , , επομένως 

, δηλαδή . 

Απλή συνεκτικότητα του : Εάν  βρόγχος που στηρίζεται στο , τότε  βρόγχος που 

στηρίζεται στο  με . Εάν  με , όπου , τότε  είναι επίσης -

ανύψωση του  στο , οπότε  (VI.§1.4). Ισχύει όμως , δηλαδή το 

 είναι μηδενομοτοπικό, άρα   μηδενομοτοπικό  (VI.§1.6). Διατυπώνεται επομένως το εξής. 

VI.§1.15. Κάθε συνεκτικός και τοπικά απλά συνεκτικός χώρος έχει καθολική επικάλυψη (επομένως κάθε το-

πολογική πολλαπλότητα έχει καθολική επικάλυψη). 
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Από την αφηρημένη κατασκευή της καθολικής επικάλυψης, σταθεροποιώντας ένα  και ένα 

 κάθε σημείο της καθολικής επικάλυψης είναι τελικό σημείο της ανύψωσης στο  κάποιας 

κλάσης δρομομοτοποίας του  που ξεκινά από το . Η απλή συνεκτικότητα του  σημαίνει ακριβώς ότι 

αυτή η αντιστοιχία είναι αμφιμονοσήμαντη. 

VI.§1.16. Επικάλυψη τοπολογικής πολλαπλότητας είναι τοπολογική πολλαπλότητα ίσης διάστασης. 

ΑΠΟΔ. Έστω  επικάλυψη όπως στην υπόθεση. Επειδή η  είναι τοπικός ομοιομορφισμός, η  
καλύπτεται από ευκλείδειες περιοχές.  

Hausdorff: Έστω  διακεκριμένα. Εάν  τότε τα  βρίσκονται σε διαφορε-

τικές συνεκτικές συνιστώσες του , άρα διαχωρίζονται. Εάν , τα  διαχωρί-

ζονται από ανοικτά  αντιστοίχως εφ’ όσον  είναι Hausdorff, άρα τα  διαχωρίζονται από τα 
.  

2η αριθμησιμότητα: Θα δειχθεί αρχικά ότι κάθε -ίνα είναι αριθμήσιμη. Έστω  και . Λόγω 

δρομοσυνεκτικότητας, η απεικόνιση  είναι επί (η ανύψωση λαμβάνεται με 

αρχικό σημείο · η απεικόνιση ορίζεται καλά πάνω στις κλάσεις επειδή η ανύψωση διατηρεί την δρομοτο-

πία). Επειδή η θεμελιώδης ομάδα πολλαπλότητας είναι το πολύ αριθμήσιμη, έπεται το ζητούμενο. Η συλλο-

γή των -επικαλυμμένων υποσυνόλων της  είναι ανοικτό κάλυμμα, άρα έχει αριθμήσιμο υποκάλυμμα 

. Για κάθε , κάθε συνεκτική συνιστώσα του  περιέχει ακριβώς ένα στοιχείo από την 

ίνα . Άρα το  έχει το πολύ αριθμησίμου πλήθους συνεκτικές συνιστώσες. Κάθε μία από 

αυτές έχει αριθμήσιμη βάση (ως ομοιομορφική με το ). Η ένωση όλων αυτών είναι η ζητούμενη αριθμή-
σιμη βάση της .  

 

 

 

 

 

 

 

 

§2. ΔΡΑΣΗ ΣΕ ΣΥΝΟΛΑ 

Δράση (από αριστερά) ομάδας  πάνω σε σύνολο  ονομάζεται μια πράξη 

 

τέτοια ώστε  . Από τα αξιώματα της ομάδας, κάθε  επάγει μία 

μετάθεση: 
 

Επομένως κάθε δράση της  επί του  μπορεί να νοείται ως ομομορφισμός  που ενρίπτει 

την  στην ομάδα μεταθέσεων του . Αντιστρόφως, κάθε ομομορφισμός  επάγει μία 

δράση , δηλαδή το σύνολο των δράσεων της  επί του  είναι η ομάδα ομο-

μορφισμών . Έστω , δράση από αριστερά. Ορίζονται για 

κάθε  αντιστοίχως οι απεικονίσεις 

 

 

Ορίζονται για κάθε   ο σταθεροποιητής του  και 

  η τροχιά του  κάτω από την δράση της . Προφανώς  και 

∎ 
 

 {  

§2 – Δράση σε σύνολα 
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 η -ισοσταθμική του  εντός της . Ελέγχεται επίσης ότι για κάθε , η αντι-

στοιχία 

 

είναι αμφιμονοσήμαντη, επομένως . Εάν  η σχετική απεικό-

νιση πηλίκο, τότε το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό: 
 

 

 

 

 

 

 

 

Το σύνολο των τροχιών του  κάτω από την δράση της  είναι διαμέριση του  και συμβολίζεται με 

. Οι σταθεροποιητές ομότροχων στοιχείων είναι συζυγείς υποομάδες της : 

 

Εάν η  είναι κανονική υποομάδα της , τότε όλα τα ομότροχα του  έχουν τον ίδιο σταθεροποι-

ητή· σε αυτήν την περίπτωση το  είναι ομάδα και η αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία 

 επάγει δομή ομάδας στην τροχιά .  

Δεδομένων δράσεων  και , η απεικόνιση  ονομάζεται ισομετα-

βαλλόμενη ως προς τις δράσεις αυτές όταν για κάθε  το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ισοδύναμα, όταν  (η  αντιμετατίθεται με την δράση της ). 

Η δράση  ονομάζεται πιστή όταν για κάθε  ισχύει  (τότε  για κάθε 

ζεύγος διακεκριμένων ), δηλαδή όταν η  εμφυτεύεται στην ομάδα μεταθέσεων του . Η δράση 

ονομάζεται ελεύθερη όταν κάθε στοιχείο του  σταθεροποιείται μόνο από το ταυτοτικό στοιχείο της , 

δηλαδή · ισοδύναμα όταν για κάθε  η απεικόνιση  είναι . Σε 

αυτήν την περίπτωση τα  είναι διακεκριμένα και συγκροτούν ομάδα ισομορφική με την 

 μέσω της αντιστοίχισης . Επομένως κάτω από ελεύθερη δράση της , το 

 διαμερίζεται σε τροχιές ισοπληθικές της  (νοούνται ως εικόνες της  εντός του  ), και κάθε  

δρά σε κάθε μία από αυτές αναδιατάσσοντας τα στοιχεία της. 

Η δράση  καλείται μεταβατική όταν επάγει μοναδική τροχιά επί του , δηλαδή όταν για 

κάποιο (και άρα για κάθε)  ισχύει . Κατά τα προηγούμενα, κάτω από ελεύθερη και μετα-

βατική δράση της , το  καθίσταται ομάδα ισομορφική με αυτήν.  

Ως (αριστερή) δράση της ομάδας  επί του εαυτού της εννοείται η απλή μεταφορά από αριστερά. Αυτή η 

δράση είναι μεταβατική και ελεύθερη, επιπλέον είναι πιστή, που σημαίνει ότι η  εμφυτεύεται στην ομάδα 

μεταθέσεων του συνόλου . Δεδομένης δράσης , η απεικόνιση  είναι για κάθε 

 ισομεταβαλλόμενη ως προς την δράση της  επί του εαυτού της, 
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Ως δράση της υποομάδας  επί της  εννοείται η απλή μεταφορά από αριστερά, 

 

Αυτή η δράση είναι πιστή, επίσης είναι ελεύθερη και άρα μή μεταβατική, εκτός εάν η  δεν είναι γνήσια 

υποομάδα της .  

Ως δράση της ομάδας  επί του συνόλου των αριστερών συμπλόκων της  εννοείται η  

 

Αυτή η δράση καθιστά ισομεταβαλλόμενη την απεικόνιση πηλίκο . Είναι μεταβατική, άρα μή ελεύ-

θερη, εκτός εάν η  είναι η τετριμμένη υποομάδα. 

Η δράση συζυγία της  επί του εαυτού της 

 

επάγει ως τροχιές τις κλάσεις συζυγίας της , άρα δεν είναι μεταβατική, εκτός εάν η  είναι η τετριμμένη. 

 

 

§3. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΟΜΑΔΕΣ 

Τοπολογική ομάδα ονομάζεται μια ομάδα  εφοδιασμένη με Hausdorff τοπολογία, τέτοια ώστε η πράξη 

 και η αντιστροφή  να είναι συνεχείς συναρτήσεις. Ελέγχεται εύκολα ότι η 
συνέχεια των δύο ισοδυναμεί με την απαίτηση ότι για κάθε ανοικτή περιοχή  του , υπάρ-

χουν ανοικτές περιοχές  των , αντιστοίχως ώστε . 

Διακριτή ονομάζεται μια τοπολογική ομάδα εφοδιασμένη με την διακριτή τοπολογία. Εφ’ όσον η μόνη 

Hausdorff τοπολογία επί πεπερασμένου συνόλου είναι η διακριτή, έπεται ότι κάθε πεπερασμένη τοπολογική 

ομάδα είναι διακριτή. Φαίνεται άμεσα ότι η  και οι μεταφορές 

 

είναι ομοιομορφισμοί· ιδιαίτερα οι δύο τελευταίες δείχνουν ότι κάθε τοπολογική ομάδα είναι ομογενής 
τοπολογικός χώρος: για κάθε , υπάρχει ομοιομορφισμός  ώστε . Επομένως 

ο έλεγχος τοπικών τοπολογικών ιδιοτήτων αρκεί να γίνεται γύρω από κάποιο βολικό στοιχείο (συνήθως το 

ταυτοτικό). 

VI.§3.0. Κάθε τοπολογική ομάδα είναι  (regular). 

ΑΠΟΔ. Θα ελεγχθεί η -ιδιότητα γύρω από το . Έστω  ανοικτή περιοχή του , τότε  ανοι-

κτή περιοχή του  ώστε . Θα δειχθεί ότι . Εάν , τότε  (εφ’ όσον  
ανοικτή περιοχή του ), άρα  για κάποια , δηλαδή . ∎ 

Από VI.§3.0 και το Θεώρημα Μετρικοποιησιμότητας του Urysohn, η 2η-αριθμησιμότητα είναι ικανή συνθή-

κη ώστε μια τοπολογική ομάδα να μετρικοποιείται. Επειδή οι ενδιαφέρουσες γεωμετρικά τοπολογικές ομά-
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δες είναι μετρικοποιήσιμες, εφ’ εξής εξετάζονται τοπολογικές ομάδες που φέρουν την 2η-αριθμησιμότητα, η 

οποία δίνει μαζί με την -ιδιότητα έναν ισχυρό συνδυασμό.  

Τοπολογική υποομάδα ονομάζεται μια υποομάδα που επιπλέον είναι κλειστό υποσύνολο. Κάθε υποομά-

δα δεν είναι τοπολογική, ωστόσο ελέγχεται εύκολα ότι κάθε υποομάδα καθίσταται τοπολογική ομάδα με την 

επαγόμενη τοπολογία. Επίσης, εάν  κανονική (αλγεβρική) υποομάδα της , τότε η  είναι κανονική 

τοπολογική υποομάδα. 

VI.§3.1. Η συμπάγεια και η τοπική συμπάγεια κληροδοτούνται στις τοπολογικές υποομάδες. 

ΑΠΟΔ. Για την συμπάγεια είναι άμεσο, λόγω κλειστότητας εντός συμπαγούς χώρου. Για την τοπική συμπάγει-

α, έστω , όπου  τοπολογική υποομάδα της · ζητείται ανοικτή περιοχή  του  ώστε 

 να είναι συμπαγές. Από τοπική συμπάγεια της , υπάρχει  ώστε  συμπαγές. Ισχύει 

 και επίσης  συμπαγές στο  ως τομή συμπαγούς με κλειστό. Άρα το 
 είναι συμπαγές στο . ∎ 

Εάν  κανονική τοπολογική υποομάδα της , μπορεί τότε να δειχθεί από τους ορισμούς ότι η  εί-

ναι τοπολογική ομάδα με την τοπολογία πηλίκο, και επιπλέον η κανονική προβολή  είναι ανοι-

κτή. Αποδεικνύεται επίσης το ακόλουθο [Pont]: 
VI.§3.2. Εάν  είναι 2ος-αριθμήσιμος χώρος,  συμπαγής τοπολογική υποομάδα και  συμπα-

γής, τότε η  είναι συμπαγής. 

Από τις ιδιότητες της κλειστότητας, τομή (κανονικών) τοπολογικών υποομάδων είναι (κανονική) τοπολογι-

κή υποομάδα.  

Ισομορφισμός τοπολογικών ομάδων ονομάζεται ένας (αλγεβρικός) ισομορφισμός που είναι ομοιομορφι-

σμός. Oμομορφισμός τοπολογικών ομάδων ονομάζεται κάθε συνεχής ομομορφισμός που επιπλέον είναι 

ανοικτή απεικόνιση. Η διάκριση των ανοικτών ομομορφισμών από τους υπόλοιπους είναι ουσιώδης, π.χ. η 

κανονική απεικόνιση στο πηλίκο είναι ανοικτή. Είναι οι τοπολογικοί ομομορφισμοί που δίνουν τη φυσική 

γενίκευση των συνήθων εργαλείων της άλγεβρας στις τοπολογικές ομάδες, όπως φαίνεται από το ακόλουθο 

θεώρημα (βλ. [Pont]). 

VI.§3.3. Εάν  ομομορφισμός τοπολογικών ομάδων, τότε  κανονική τοπολογική υποομάδα 

της  και  ισόμορφες ως τοπολογικές ομάδες. Αντιστρόφως, για κάθε  τοπολογική 
υποομάδα υπάρχει τοπολογικόςομομορφισμός από την  τέτοιος ώστε οι  να είναι ισόμορφες. 

Η διάκριση μεταξύ ομομορφισμών τοπλογικών ομάδων και συνεχών ομομορφισμών αίρεται στις ενδιαφέ-

ρουσες γεωμετρικά περιπτώσεις (βλ. [Pont]): 

VI.§3.4. Κάθε συνεχής αλγεβρικός ομομορφισμός μεταξύ 2ων-αριθμήσιμων, τοπικά συμπαγών ομάδων είναι 

ανοικτός (δηλαδή ομομορφισμός τοπολογικών ομάδων). 

Ακολουθούν διαπιστώσεις που δεν έχουν ανάλογο στην αλγεβρική θεωρία των ομάδων και δείχνουν ότι η 

εμπλοκή της αλγεβρικής πράξης με την τοπολογία θέτει ισχυρούς περιορισμούς στην δεύτερη, και κατ’ επέ-

κταση στην γεωμετρία της ομάδας. 

VI.§3.5. Η συνεκτική συνιστώσα τοπολογικής ομάδας που περιέχει το ταυτοτικό στοιχείο είναι κανονική το-

πολογική υποομάδα. 

ΑΠΟΔ. Αρκεί να δειχθεί ότι η συνεκτική συνιστώσα  του  είναι κανονική (αλγεβρική) υποομάδα. Έστω 
, τότε  είναι συνεκτικό (η αντιστροφή και η μεταφορά από αριστερά είναι ομοιομορφι-

σμοί), και εφ’ όσον το   περιέχει το , έπεται ότι  . Άρα   και η  είναι κλει-

στό ως προς την πράξη. Επίσης  είναι συνεκτικό για κάθε  (η συζυγία είναι ομοιομορφισμός), 
και εφ’ όσον περιέχει το , ισχύει . ∎ 

Μηδενοδιάστατη καλείται μια τοπολογική ομάδα της οποίας οι συνεκτικές συνιστώσες είναι μονοσύνολα. 

Προφανώς κάθε διακριτή ομάδα είναι μηδενοδιάστατη, όμως το αντίστροφο δεν ισχύει εν γένει: η  είναι 

μηδενοδιάστατη αλλά όχι διακριτή.  

VI.§3.6. Το πηλίκο τοπολογικής ομάδας με την συνεκτική συνιστώσα του ταυτοτικού στοιχείου είναι μηδενο-

διάστατη ομάδα. 
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ΑΠΟΔ. Έστω  η κανονική προβολή, για την οποία είναι γνωστό ότι είναι συνεχής και ανοικτή. 

Πρέπει να δειχθεί ότι η συνεκτική συνιστώσα  του ταυτοτικού της  είναι μονοσύνολο. Ελέγχεται 

εύκολα από τις ιδιότητες της  ότι ο περιορισμός  είναι ανοικτός. Εάν το  δεν είναι μο-

νοσύνολο, τότε το  περιέχει στοιχεία που δεν ανήκουν στην συνεκτική συνιστώσα  του , 

άρα δεν είναι συνεκτικό. Τότε , όπου  ανοικτό με , άρα  
και επομένως το  γράφεται ως ένωση ξένων ανοικτών, άτοπο, λόγω συνεκτικότητας. ∎ 

VI.§3.7. Μια συνεκτική τοπολογική ομάδα παράγεται αλγεβρικά πάνω σε οποιαδήποτε ανοικτή περιοχή του 
ουδέτερου στοιχείου.  

ΑΠΟΔ. Έστω  ανοικτή περιοχή του  και , που προφανώς είναι ανοικτό. Λόγω συνεκτι-

κότητας της , αρκεί να δειχθεί ότι  είναι κλειστό. Εάν   τότε, εφ’ όσον  ανοικτή περιοχή του 

, υπάρχει  ώστε . Τότε , και επειδή 
, όπου . Άρα .   ∎ 

Μη συνεκτικές ομάδες έχουν επίσης την ιδιότητα της προηγούμενη πρότασης, π.χ. η . 

VI.§3.8. Το κέντρο τοπολογικής ομάδας είναι κανονική τοπολογική υποομάδα. 

ΑΠΟΔ. Αρκεί να δειχθεί ότι το  είναι κλειστό υποσύνολο. Έστω , ισοδύναμα, 

 για κάποιο . Εφ’ όσον η  είναι , υπάρχουν ανοικτές περιοχές  των  

αντιστοίχως ώστε . Ορίζουμε , οπότε . Όμως τότε 
 το οποίο ισούται με  (εφ’ όσον  ), άρα , άτοπο. ∎ 

Οι διακριτές κανονικές υποομάδες εντοπίζονται ως σύνολα στοιχείων που αντιμετατίθενται με ολόκληρη 

την ομάδα: 

VI.§3.9. Κάθε διακριτή κανονική τοπολογική υποομάδα περιέχεται στο κέντρο. 

ΑΠΟΔ. Έστω  τοπολογική ομάδα και  τοπολογική υποομάδα που είναι διακριτή με την επαγόμενη 

τοπολογία. Εφ’ όσον η  παράγεται αλγεβρικά πάνω σε αυθαίρετα μικρή ανοικτή περιοχή του , αρκεί για 

τυχαίο  να βρεθεί ανοικτή περιοχή  του  ώστε , για κάθε . Λόγω διακριτότη-

τας, υπάρχει ανοικτή περιοχή  του  τέτοια ώστε . Επειδή , από την συνέ-

χεια των πράξεων έπεται η ύπαρξη ανοικτής περιοχής  του  ώστε . Επειδή  κανονι-
κή, , επομένως , ισοδύναμα, .   ∎ 

VI.§3.10. Εάν κάθε ανοικτή περιοχή του ουδέτερου στοιχείου περιέχει ανοικτή τοπολογική υποομάδα, τότε η 
ομάδα είναι μηδενοδιάστατη. 

ΑΠΟΔ. Έστω  τοπολογική ομάδα όπως στην υπόθεση και  ανοικτή περιοχή του  με  ανοικτή τοπο-

λογική υποομάδα περιεχόμενη σε αυτό. Τότε , και επειδή τα  είναι ανοικτά σύνο-

λα ξένα μεταξύ τους, η συνεκτική συνιστώσα του  περιέχεται στην , δηλαδή στο . Εφ’ όσον αυτό ισχύ-

ει για αυθαίρετο , η συνεκτική συνιστώσα του  είναι μονοσύνολο. ∎ 

 

§4. ΜΟΝΟΔΡΟΜΙΑ 

Θεωρούμε επικάλυψη . Επειδή η ανύψωση διατηρεί την δρομομοτοπία, για κάθε  και 

κάθε  η απεικόνιση  είναι μονομορφισμός. Επομένως καθώς το  

διατρέχει την ίνα , οι υποομάδες  όχι μόνο συγκροτούν κλάση συζυγίας στο πλέγμα των 

υποομάδων της , αλλά επίσης είναι ισομορφικές εμφυτεύσεις της  στην . Αυτό 

είναι η αλγεβρική διατύπωση του ζητούμενου από έναν χώρο επικάλυψης: τυλίγει τον  έχοντας κάποιες 

από τις οπές του, αλλά εν γένει λιγότερες. Οι τοπικά απλά συνεκτικοί χώροι τυλίγονται από απλά συνεκτικούς 

χώρους (VI.§1.14) και αυτός τυλίγει όλες τις άλλες επικαλύψεις (VI.§1.14). Αναμένεται ότι η καθολική επικά-

λυψη δεν τυλίγεται από κανέναν άλλο χώρο, εφ’ όσον δεν έχει οπές.  

Σκοπός αυτής της παραγράφου είναι η ταξινόμηση των γεωμετρικά ενδιαφερόντων χώρων επικάλυψης ε-

νός τοπολογικού χώρου εξετάζοντας την ιεραρχία των οπών, δηλαδή τις θεμελιώδεις ομάδες τους. Από τα 

έως τώρα γνωστά, το πλέγμα των επικαλύψεων ενός χώρου  είναι 

§4 – Μονοδρομία 
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όπου το βέλος δείχνει τον χώρο επικάλυψης. Θα προκύψει τελικά ένα πλέγμα που προσδιορίζεται πλήρως 

από το πλέγμα των κανονικών υποομάδων της Το τελικό θεώρημα (VI.§5.13) είναι δομικά μία επανα-

διατύπωση του θεμελιώδους θεωρήματος της θεωρίας Galois στη γλώσσα της αλγεβρικής τοπολογίας. 

Δεδομένου  και επικάλυψης , ορίζεται καλά, εφ’ όσον η δρομομοτοπία διατηρείται από 

την ανύψωση, η δράση σημειακή μονοδρομία στο , 

 

όπου  η ανύψωση του βρόγχου  στο . Η σημειακή μονοδρομία στο  είναι αναπαράσταση της 

 εντός της ομάδας μεταθέσεων της ίνας , 

 

Από την ισοδυναμία  έπεται ότι 

, απ’ όπου συνάγεται ότι 

 

Καλείται ομάδα μονοδρομίας στο σημείο   η εικόνα της  μέσω της  εντός της  ομάδας μετα-

θέσεων της μελετώμενης ίνας, 

 

που είναι η ομαδοποίηση των βρόγχων της  ως προς την μετάθεση που επάγουν στην -ίνα του . 

VI.§4.0. Κάθε σημειακή μονοδρομία είναι μεταβατική δράση. Εάν ο χώρος επικάλυψης είναι απλά συνεκτι-

κός, τότε κάθε σημειακή μονοδρομία είναι επίσης ελεύθερη (επομένως το πλήθος των στρώσεων της καθο-

λικής επικάλυψης ισούται με τον πληθάριθμο της θεμελιώδους ομάδας του επικαλυπτόμενου χώρου). 

ΑΠΟΔ. Εξ αιτίας της δρομοσυνεκτικότητας του κάθε ζεύγος  στο  συνδέται με μονοπάτι .  

Τότε το  είναι βρόγχος της  που μεταφέρει το  στο . Μονοπάτια με κοινά άκρα σε 

απλά συνεκτικό χώρο είναι δρομοτοπικά, άρα εάν  απλά συνεκτικός, για κάθε  η απεικόνιση 
 είναι , ισοδύναμα, η σημειακή μονοδρομία στο  είναι ελεύθερη. ∎ 

VI.§4.1. Επικάλυψη απλά συνεκτικού χώρου είναι ομοιομορφισμός (επομένως κάθε απλά συνεκτικός καλύ-
πτεται μόνο από τον εαυτό του). 

ΑΠΟΔ. Έστω  επικάλυψη απλά συνεκτικού. Η  είναι εμφύτευση της  στην 

, επομένως . Από δεύτερο σκέλος της πρότασης VI.§2.0, Ε-
πειδή η  είναι απεικόνιση πηλίκο με ίνες μονοσύνολα, είναι ομοιομορφισμός. ∎ 

Μονοδρομία ονομάζεται η απεικόνιση 

 

όπου  η ανύψωση στο  του στοιχείου  ως απτού βρόγχου της ομάδας  . Για κάθε 

, η απεικόνιση  σέβεται τις –ίνες του  και ο περιορισμός της σε κάθε μία από 

αυτές είναι η σημειακή μονοδρομία στο αντίστοιχο σημείο του . Επειδή οι –ίνες συγκροτούν διαμέριση 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 

 

(καθολική επικάλυψη, καλύπτει όλες τις επικαλύψεις) 

(βασικός χώρος, καλύπτεται από όλες τις επικαλύψεις) 
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του  και κάθε  είναι μία μετάθεση της , έπεται ότι η  είναι μια μετά-

θεση του . 
 Άρα η μονοδρομία είναι δράση της ομάδας  επί του συνόλου  (ενρίπτει την  στην ομάδα 

των μεταθέσεων του  που σέβονται τις -ίνες). Δεν είναι a priori γνωστό ότι η μονοδρομία είναι σημειακά 

ομοιόμορφη, δηλαδή ότι για διακεκριμένα , η δράση της  επί της  είναι ίδια με 

την δράση της  επί της  : μπορεί η εικόνα κάποιου  ως απτού βρόγχου στην 

 να ανυψώνεται ως βρόγχος σε κάποιο , ενώ η εικόνα του  ως απτού βρόγχου στην 

 όχι· τότε η ολική δράση της  επί του  δεν μπορεί να προσδιορισθεί από την σημειακή 

μονοδρομία στο τυχαίο . 
Εάν η μονοδρομία δεν είναι σημειακά ομοιόμορφη, τότε η ομάδα μετασχηματισμών  } 

του  δεν έχει καλή γεωμετρική δράση: εάν η  είναι η ταυτοτική μετάθεση της ίνας  για 

κάποιο  ενώ η  δεν δρά τετριμμένα στην ίνα  για κάποιο άλλο , τότε δεν 

αναμένεται ότι ο μετασχηματισμός  είναι συνεχής. Αντιθέτως, εάν η μονοδρομία είναι σημει-

ακά ομοιόμορφη, τότε για κάθε , ο μετασχηματισμός  είτε είναι ο ταυτοτικός είτε μεταφέρει 

τον  κατά μήκος των ομοειδών σημειακών ανυψώσεων του : αυτό είναι πολύ καλύτερο από την απλή 

συνέχεια, υποδηλώνει ότι οι ανυψώσεις του  συγκροτούν κάποιο είδος ροής εντός του  και ότι ο μετα-

σχηματισμός  πρέπει να νοείται ως μεταφορά κατά μήκος της ροής αυτής. Θα προσδιορισθούν οι επι-

καλύψεις με σημειακά ομοιόμορφη μονοδρομία. 

Έστω επικάλυψη  και  τέτοιο ώστε για κάποιο να ισχύει 

. Επειδή οι ομάδες , συγκροτούν κλάση συζυγίας στο πλέγμα των υποομά-

δων της , και εφ’ όσον οι κανονικές υποομάδες μένουν αναλλοίωτες από την συζυγία, έπεται ότι 

για κάθε  ισχύει . Η δρομοσυνεκτικότητα του  επιτρέπει 

την μεταφορά αυτής της κατάστασης σε κάθε σημείο του εάν  τυχαίο, θα δειχθεί ότι 

  Επιλέγουμε μονοπάτι  στον  από το  στο όπου  σημείο στην -

ίνα του . Τότε το διάγραμμα 

 

 

 

 

 

 

 

 

είναι αντιμεταθετικό. Επειδή τα οριζόντια βέλη είναι ισομορφισμοί, και επειδή είναι γνωστό ότι ο κάτω ισο-

μορφισμός επεκτείνεται σε ισομορφισμό  έπεται το ζητούμενο.  

Μια επικάλυψη  ονομάζεται κανονική όταν για κάθε , οι κλάση συζυγίας  

 (VI.§1.12) είναι μονοσύνολο, δηλαδή απαρτίζεται από μία κανονική υποομάδα της . 

Από την προηγούμενη παρατήρηση, αυτό αρκεί να συμβαίνει σε κάποιο σημείο του  ώστε να συμβαίνει 

παντού. Η ταυτοτική και η καθολική επικάλυψη είναι κανονικές, με της αντίστοιχες κανονικές υποομάδες 

(τετριμμένες) να περιέχονται η μια στην άλλη σε σχέση αντίστροφη της ιεραρχίας των επικαλύψεων. 

 
 

(καθολική επικάλυψη)  ↔                                                            ↑    ⇝ 
 

 (κανονική εμφύτευση) 

(βασικός χώρος)   ↔   

Εξ ορισμού τους, οι κανονικές επικαλύψεις είναι ακριβώς εκείνες για τις οποίες σε κάθε , η ομάδα 

μονοδρομίας λαμβάνει την μορφή όπου  για όλα τα Δηλαδή 

καθώς το  διατρέχει την  η ανύψωση των βρόγχων της  στο  γίνεται με τον ίδιο τρόπο: 

  

 

 

 

  

 

§4 – Μονοδρομία 



118 Κεφ. VI – Ομάδες και χώροι επικάλυψης 

ένα  είτε ανυψώνεται ως βρόγχος σε όλα τα  είτε σε κανένα από αυτά. Η παρατή-

ρηση πριν από τον τον ορισμό της κανονικότητας δηλώνει ότι αυτή η ομοιομορφία ως προς το ποιοί βρόγχοι 

ανυψώνονται σε βρόγχους, μπορεί να επιτευχθεί σε ολόκληρο τον : θεωρούμε την υλοποίηση του στοιχεί-

ου  ως απτού βρόγχου στην ομάδα  καθώς το  διατρέχει τον · τότε ο  είτε ανυ-

ψώνεται ως βρόγχος σε κάθε  και για κάθε  είτε πουθενά. Επομένως οι κανονικές επικα-

λύψεις  είναι ακριβώς εκείνες των οποίων η μονοδρομία είναι σημειακά ομοιόμορφη. 

Deck-μετασχηματισμός της επικάλυψης  καλείται ένας ομοιομορφισμός   του  που σέβε-

ται τις -ίνες · ισοδύναμα, μία ανύψωση της  που είναι ομοιομορφισμός. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Καλύπτουσα ομάδα, , της επικάλυψης  ονομάζεται η ομάδα των deck-μετασχηματισμών της. 

Θεωρώντας την  εφοδιασμένη με την επαγόμενη από την ομάδα των ομοιομορφισμών του  compact-

open τοπολογία, η δράση  είναι συνεχής. Επιπλέον είναι ελεύθερη, εφ’ όσον δύο 

deck-μετασχηματισμοί που συμφωνούν σε κάποιο σημείο ταυτίζονται (VI.§1.4). Θα δειχθεί ότι για κανονικές 

ομάδες, η καλύπτουσα ομάδα είναι η εικόνα της θεμελιώδους ομάδας του επικαλυπτόμενου χώρου εντός 

της ομάδας των ομοιομορφισμών του επικαλύπτοντος μέσω της μονοδρομίας - δηλαδή οι ομοιομορφισμοί 

του  που σέβονται τις -ίνες συμπίπτουν με τις μεταφορές κατά μήκος των τοπικών ανυψώσεων της 

. Κάθε deck-μετασχηματισμός επάγει μια μετάθεση των συνεκτικών συνιστωσών αντίστροφης εικόνας 

-επικαλυμμένου συνόλου, και η ελευθερία της δράσης σημαίνει ότι κάθε τέτοια μετάθεση είναι αναδιάτα-

ξη: έστω  μια συνεκτική συνιστώσα του όπου  -επικαλυμμένο· τότε λόγω συνέχειας, το 

 είναι συνεκτικό, και επειδή ο  είναι ομοιομορφισμός, έπεται ότι το  είναι συνεκτική συνιστώ-

σα. Αφού οι deck-μετασχηματισμοί διατηρούν τις -ίνες, έπεται ότι επάγουν μια μετάθεση σε κάθε μια από 

αυτές. Η προηγούμενη παρατήρηση σημαίνει ότι η μετάθεση που επάγεται από έναν deck-μετασχηματισμό 

είναι ομοιόμορφη σε όλες τις -ίνες.  

 

 

 

 

 

 

 

Ρωτάμε, πότε συμπίπτει η δράση της  με την μονοδρομία; Για να συσχετίσουμε την  με την ,  

ορίζεται ομομορφισμός 

 

όπου   ο deck-μετασχηματισμός που προσδιορίζεται από την σχέση . Για καλύτερο 

αλγεβρικό χειρισμό, σταθεροποιούμε ένα  και επανορίζουμε τον  ως 

 

(η μοναδικότητα της ανύψωσης επιτρέπει αυτό τον τοπικό ορισμό, που είναι ισοδύναμος με τον προηγούμε-

νο). Ωστόσο, δεν είναι a priori γνωστό ότι ο  υπάρχει για κάθε  Η επόμενη πρόταση δηλώνει για 

ποιά  υπάρχει. 

  

 

 

  

  

. . . 
. . . 
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VI.§4.2. Δεδομένων  στην ίδια -ίνα της επικάλυψης , υπάρχει deck-μετασχηματισμός  
ώστε  εάν και μόνον εάν . 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Ο  επάγει ισομορφισμό , οπότε 
 (εφ’ όσον που δίνει ). 

,,⟸” Από VI.§1.7, υπάρχει ανύψωση  της  ώστε · ομοίως, υπάρχει ανύψωση  της  

ώστε . Τότε  (εφ’ όσον η  συμφωνεί με την ταυτοτική στο ), και  είναι ο 
ζητούμενος ομοιομορφισμός. ∎ 
VI.§4.3. Η καλύπτουσα ομάδα δρά μεταβατικά στις ίνες εάν και μόνον εάν η επικάλυψη είναι κανονική. 

ΑΠΟΔ.  Άμεσα, από VI.§4.2. ∎ 

Από VI.§4.2 συνάγεται ότι ικανή συνθήκη για να ορίζεται ο  είναι η . Ισχύει το 

το παρακάτω αντιμεταθετικό διάγραμμα (εφ’ όσον  έπεται ότι 

, που δίνει την αντιμεταθετικότητα του διαγράμματος). 

 

 

 

 

 

 

 

 

απ' όπου έπεται ότι . Επομένως ορίζεται καλά ο ομομορ-

φισμός 

 

VI.§4.4. Για κάθε επικάλυψη  και , 

 

ΑΠΟΔ.     Ο  είναι επί : εάν  και  μονοπάτι στον  από το  στο , τότε  βρόγχος 

στο . Επειδή τα  βρίσκονται στην ίδια τροχιά κάτω από την δράση της , από VI.§4.2 έπεται ότι 

. Επειδή ,  . Τότε 

  και . 

     : Δεδομένου , ο ομοιομορφισμός  είναι ταυτικός ακρι-

βώς όταν , δηλαδή όταν το  είναι βρόγχος. Αυτό ισχύει εάν και μόνον εάν , δη-

λαδή όταν . ∎ 
Οι επόμενες προτάσεις είναι άμεσα πορίσματα της VI.§4.4. 

VI.§4.5. Για κάθε κανονική επικάλυψη  και , 

 

Σε αυτή την περίπτωση, η δράση της  πάνω σε κάθε -ίνα ερμηνεύεται γεωμετρικά ως μονοδρομία. (Ο 

παρονομαστής συγκροτείται από τους βρόγχους που ανυψώνονται σε βρόγχους, και επομένως επάγουν τον 

ταυτοτικό μετασχηματισμό). 

VI.§4.6. Για την καθολική επικάλυψη , 
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Επειδή η καλύπτουσα ομάδα  δρά ελεύθερα, και από VI.§4.5, έπεται ότι η μονοδρομία δρά ελεύθερα 

όταν η επικάλυψη είναι κανονική. Εφ’ όσον η ελεύθερη δράση της  πάνω σε κάθε -ίνα είναι μεταβατική 

και κάθε   διατηρεί την -ίνα, έπεται ότι οι τροχίες της  κάτω από την δράση της  είναι ακριβώς 

οι -ίνες, που εν προκειμένω είναι ισοπληθικές της . Επομένως για μια κανονική επικάλυψη , ο 

χώρος  ταυτίζεται συνολοθεωρητικά με τον χώρο των τροχιών κάτω από την δράση της ,  

 

§5. ΔΡΑΣΗ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΩΝ ΟΜΑΔΩΝ ΣΕ ΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΕΣ 

Θεωρούμε εφ’ εξής μόνο μετρικοποιήσιμες τοπολογικές ομάδες, οπότε η συμπάγεια ισοδυναμεί με ακο-

λουθιακή συμπάγεια. 

Συνεχής δράση τοπολογικής ομάδας  πάνω σε τοπολογικό χώρο  ονομάζεται μία αλγεβρική δράση 

 όταν είναι συνεχής απεικόνιση. Σε αυτή την περίπτωση κάθε  δρά επί του  ως ομοιο-

μορφισμός , δηλαδή μια συνεχής δράση μπορεί να νοείται ως ένριψη της τοπολογικής ομάδας 

 στην ομάδα των ομοιομορφισμών του . Εφοδιάζουμε τον χώρο των τροχιών  με την τοπολογία 

πηλίκο. Θεωρούμε το σύνολο  των συνεχών συναρτήσεων από τον  στον  εφοδιασμένο με την 

compact-open τοπολογία, που είναι η μικρότερη τοπολογία ώστε η απεικόνιση 

 να είναι συνεχής (μια βάση αυτής της τοπολογίας είναι οι πεπερασμένες τομές από σύνολα της μορ-

φής , όπου  συμπαγές και  ανοικτό ώστε  για κάποιο 

 ).  

Θεωρούμε την ομάδα  των ομοιομορφισμών του  εφοδιασμένη με την επαγόμενη από 

την compact-open τοπολογία· τότε η  καθίσταται τοπολογική ομάδα που δρα συνεχώς επί του  ως 

. Μία πιστή συνεχής δράση , που εξ ορισμού εμφυτεύει αλγεβρι-

κά την  στην ομάδα , ονομάζεται διακριτή όταν η εμφύτευση αυτή είναι διακριτό υποσύνολο της 

 με την compact-open τοπολογία(1). 

VI.§5.0. Ο σταθεροποιητής κλειστού συνόλου κάτω από συνεχή δράση τοπολογικής ομάδας είναι κλειστό 

υποσύνολο της ομάδας, επομένως κανονική τοπολογική υποομάδα. 

ΑΠΟΔ. Έστω  κλειστό, θα δειχθεί ότι  ανοικτό στην . Εάν , τότε υπάρ-

χει  τέτοιο ώστε , άρα . Τότε , όπου  η μελε-

τώμενη δράση, που είναι ανοικτό υποσύνολο του  λόγω συνέχειας της . Ισχύει 
, όπου  ανοικτές περιοχές των  αντιστοίχως. Ελέγχεται ότι . ∎ 

Μία συνεχής δράση  ονομάζεται γνήσια όταν η συνάρτηση  

 

είναι γνήσια (αντιστρέφει συμπαγή σε συμπαγή). Ισχύει 

 

όπου  η προβολή στην πρώτη συνιστώσα. 

VI.§5.1. Η συνεχής δράση  πάνω σε χώρο Hausdorff είναι γνήσια εάν και μόνον εάν για κάθε 

 συμπαγές, το  είναι συμπαγές. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Η  είναι γνήσια, άρα  συμπαγές, άρα  συμπαγές. 

,,⟸” Έστω  συμπαγές, επιλέγουμε , όπου  οι 

προβολές. Το  είναι συμπαγές ως ένωση συμπαγών. Το 

                                                                    

1. Εφ’ όσον η compact-open τοπολογία προσδιορίζεται από την τοπολογία του , έπεται ότι οι διακριτές υποομάδες της 
 προσδιορίζονται από την τοπολογία του  επίσης. Θα διαπιστωθεί ότι αυτός ο συσχετισμός των διακριτών 

υποομάδων με την τοπολογία του χώρου επί του οποίου δρούν, εμπεριέχει το γεωμετρικό νόημα που υποδηλώνεται 
από την ονομασία τους. 
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 είναι τότε συμπαγές ως κλειστό υποσύνολο συμπαγούς (  είναι κλειστό ως συμπαγές 
σε Hausdorff,  είναι συμπαγές εξ υποθέσεως). ∎ 

VI.§5.2. Η συνήθης δράση  πάνω σε μετρικοποιήσιμο χώρο είναι γνήσια εάν και μόνον εάν, για 
κάθε  συγκλίνουσα ακολουθία και κάθε ακολουθία  ώστε  συγκλίνουσα 

ακολουθία, η  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Έστω  σχετικά συμπαγείς περιοχές των  αντιστοίχως. Λόγω 

γνησιότητας και σύγκλισης της , τα  περιέχονται στο συμπαγές  για επαρκώς μεγάλα 
. Από τα γνωστά για τη συμπάγεια σε μετρικούς χώρους, η  έχει συγκλίνουσα υπακολου-

θία, που σημαίνει ότι η  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 

,,⟸” Έστω  συμπαγές, θα δειχθεί ότι κάθε ακολουθία στο  έχει συγκλίνουσα υπακολου-
θία στο . Εάν , οπότε , λόγω συμπάγειας του  

αυτή έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, δηλαδή οι ,  έχουν συγκλίνουσες υπακολουθίες. Εξ υπο-

θέσεως, η  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, άρα η  έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Λόγω κλει-

στότητας του  (το  είναι κλειστό ως συμπαγές σε Hausdorff), το όριο της  περιέ-

χεται στο . ∎ 

VI.§5.3. Συνεχής δράση συμπαγούς ομάδας πάνω σε μετρικοποιήσιμο χώρο είναι γνήσια. 
ΑΠΟΔ. Άμεσα από VI.§3.2, αφού ακολουθία συμπαγούς ομάδας έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. ∎ 

Μια συνεχής δράση  λέγεται ότι έχει διακριτές τροχιές όταν κάθε  έχει ανοικτή περιο-

χή  ώστε το  να είναι πεπερασμένο. Μια συνεχής δράση ονομάζεται περιπλανώ-

μενη όταν κάθε  έχει ανοικτή περιοχή  ώστε το  πεπερασμένο. 

Προφανώς περιπλανώμενη ⟹ διακριτές τροχιές. 

Μια συνεχής δράση  πάνω σε τοπικά συμπαγή χώρο Hausdorff ονομάζεται γνησίως ασύνδετη 

όταν για κάθε  συμπαγές, το  είναι πεπερασμένο. Από το λήμμα της συρρί-

κνωσης για τοπικά συμπαγείς Hausdorff χώρους, έπεται ότι γνησίως ασύνδετη ⟹ περιπλανώμενη. Επειδή 

πεπερασμένο υποσύνολο τοπολογικής ομάδας είναι συμπαγές, από πρόταση VI.§5.1, έπεται ότι κάθε γνησί-

ως ασύνδετη δράση είναι γνήσια. 

Εάν η  είναι διακριτή ομάδα, οπότε τα συμπαγή της υποσύνολα είναι ακριβώς τα πεπερασμένα, η πρό-

ταση VI.§5.1 εγγυάται και το αντίστροφο. 

 γνησίως ασύνδετη → περιπλανώμενη → διακριτές τροχές 

(για διακριτές ομάδες) ↓     

 γνήσια     

VI.§5.4. Η δράση  διακριτής ομάδας πάνω σε τοπικά συμπαγή Hausdorff χώρο είναι γνήσια, 

δηλαδή γνησίως ασύνδετη, εάν και μόνον εάν κάθε  περιέχονται αντιστοίχως σε ανοικτά  

ώστε το σύνολο  να είναι πεπερασμένο. 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Τα  έχουν σχετικά συμπαγείς περιοχές  ξένες μεταξύ τους. Επιλέγουμε συ-

μπαγές . Εξ υποθέσεως υπάρχουν μόνο πεπερασμένα το πλήθος  ώστε 
. Επειδή 

 και  

έπεται το ζητούμενο. 

,,⟸” Έστω  συμπαγές και · επιλέγουμε  όπως στην υπόθεση. Καθώς  

διατρέχει το , τα  συγκροτούν ανοικτό κάλυμμα του · τότε λόγω συμπάγειας, το  καλύπτεται 

από πεπερασμένα το πλήθος . Εξ υποθέσεως,  πεπε-

ρασμένο. Θέτουμε , όπου  η προβολή στην πρώτη συνι-

στώσα. Ελέγχεται εύκολα ότι . Όμως  κλειστό ως συμπαγές εντός χώρου Hausdorff, άρα 

§5 – Δράση τοπολογικών ομάδων σε πολλαπλότητες 
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 κλειστό λόγω συμπάγειας, δηλαδή συμπαγές (ως κλειστό εντός συμπαγούς). ∎ 

VI.§5.5. Έστω  ελεύθερη και γνησίως ασύνδετη δράση διακριτής ομάδας πάνω σε τοπικά συμπα-

γή Hausdorff χώρο· τότε κάθε  έχει ανοικτή περιοχή  με , για κάθε . 
ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε  για  από πρόταση VI.§5.4, οπότε υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος 

, ώστε . Επειδή η δράση είναι ελεύθερη, τα  είναι δια-

κεκριμένα, επομένως διαχωρίζονται από ξένες ανά δύο περιοχές  αντιστοίχως. Ελέγχεται 
ότι  το ζητούμενο. ∎ 

VI.§5.6. Εάν  περιπλανώμενη και ελεύθερη δράση επί της συνεκτικής πολλαπλότητας, τότε ο 
χώρος πηλίκο  είναι τοπικά ευκλείδειος και η απεικόνιση πηλίκο  επικάλυψη. 
ΑΠΟΔ. Θα δειχθεί ότι κάθε τροχιά  έχει -επικαλυμμένη ανοικτή περιοχή  ώστε οι συνεκτικές 

συνιστώσες του  να είναι ευκλείδειες περιοχές της . Επειδή η  είναι ομοιομορφική μέσω της  
με κάθε μία από αυτές, έπεται ότι είναι ευκλείδεια.  

Έστω , αρκεί να βρεθεί ευκλείδεια περιοχή  του  ώστε τα  να είναι ξένα μεταξύ 

τους· τότε  είναι το ζητούμενο . Επιλέγουμε  μια ευκλείδεια περιοχή του , και επει-

δή η δράση είναι ελεύθερη, την επιλέγουμε τέτοια ώστε να τέμνεται με πεπερασμένα το πλήθος 

. Επειδή η δράση στοιχείου της  είναι ομοιομορφισμός της , έπεται ότι για κάθε  

το  τέμνεται ακριβώς με τα . Επομένως αρκεί να σμικρύνουμε το  σε  

ώστε το  να μην τέμνεται με τα , οπότε τα  είναι ξένα μεταξύ τους, και άρα  το 
ζητούμενο. 

  Τοπολογικό λήμμα: Έστω  ομοιομορφισμός χώρου Hausdorff με  για κάποιο ·   
τότε τα  διαχωρίζονται από ξένα ανοικτά της μορφής . 

  Απόδειξη λήμματος: Έστω  ξένες μεταξύ τους περιοχές των  αντιστοίχως, 

 

 

 

 

 

 

 

τότε  η ζητούμενη περιοχή. ∎ 
Από λήμμα, επιλέγουμε ευκλείδια περιοχή  του  ώστε . Ομοίως, επιλέγουμε 

ευκλείδια περιοχή  του  ώστε . Συνεχίζοντας για  η 

ζητούμενη περιοχή. ∎ 
Η VI.§5.6 αποτυγχάνει να δώσει πολλαπλότητα διότι ο χώρος  κάτω από τη δράση περιπλανώμενης 

και ελεύθερης δράσης δεν είναι εν γένει Hausdorff. Π.χ. εάν  και 

 

αυτή η δράση είναι ελεύθερη και περιπλανώμενη, όμως ο χώρος  δεν είναι Hausdorff: 
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Έστω  ανοικτές περιοχές των τροχιών  αντιστοίχως. Τότε  ενώσεις 

ανοικτών περιοχών των  και  αντιστοίχως (όπως στο σχήμα), που τέμνονται 

κατ’ ανάγκην. Άρα .  

Ωστόσο, η Hausdorff ιδιότητα για το  επιτυγχάνεται από διακριτές ομάδες των οποίων η δράση είναι 

γνησίως ασύνδετη αντί απλώς περιπλανώμενη. 

VI.§5.7. Εάν  ελεύθερη δράση διακριτής ομάδας πάνω σε συνεκτική τοπολογική πολλαπλότητα, 

ο χώρος  είναι πολλαπλότητα με επικάλυψη την απεικόνιση πηλίκο  εάν και μόνον εάν 
η δράση είναι γνησίως ασύνδετη (δηλαδή γνήσια). 

ΑΠΟΔ. “⟹,, Επειδή η δράση είναι περιπλανώμενη ως γνησίως ασύνδετη, από VI.§5.6 αρκεί να δειχθεί ότι ο 

χώρος  είναι Hausdorff. Έστω  σε διακεκριμένες τροχιές. Από VI.§5.4, υπάρχουν ανοικτές 

περιοχές  των  αντιστοίχως ώστε μόνο πεπερασμένα  να περιέχονται στην . Επει-

δή κανένα από αυτά δεν είναι , αφού  μη ομότροχα, το  σμικρύνεται ώστε να μην περιέχει καμία 

μεταφορά του . Ομοίως για την περιοχή  του  (αφού μπορεί να ληφθεί τέτοια ώστε μόνο πεπερα-

σμένες μεταφορές του  να βρίσκονται σε αυτή). Από λήμμα συρρίκνωσης, τα  λαμβάνονται επίσης 

σχετικά συμπαγή. Θέτουμε , οπότε  ένωση περιοχής του  με περιοχή του , 

εφ’ όσον η δράση  είναι γνήσια, με τις περιοχές αυτές να προβάλλονται μέσω της  σε διαφο-
ρετικές ανοικτές περιοχές του πηλίκου. 

,,⟸” Αρχικά θα βρεθούν για κάθε   ανοικτές περιοχές  αντιστοίχως ώστε  το 

πολύ για ένα . Εάν  δεν είναι ομότροχο του , αυτό έπεται από την Hausdorff ιδιότητα του . 
Εάν , επειδή  επικάλυψη επιλέγουμε  περιοχή του  που προβάλλεται ομοιομορφικά στο 

πηλίκο και . Έστω  συμπαγές· από προηγούμενη παρατήρηση, καθώς  διατρέχει 

το , συγκροτείται κάλυμμα από  ώστε  το πολύ για ένα . Λόγω συ-

μπάγειας του , θεωρούμε αυτό το κάλυμμα πεπερασμένο. Άρα τα  για τα οποία  
είναι πεπερασμένα το πλήθος. ∎ 

VI.§5.8. Έστω  συνεχείς δράσεις διακριτής ομάδας πάνω σε τοπολογικούς χώρους 

και απεικόνιση  γνήσια, συνεχής επί και ισομεταβαλλόμενη ως προς τις δράσεις αυτές. Η δράση 
της  επί του  είναι γνησίως ασύνδετη εάν και μόνον εάν η δράση της   επί του  είναι. 

ΑΠΟΔ. Λόγω συνέχειας και γνησιότητας της , εικόνες και αντιστροφές συμπαγών υπό την  είναι συμπαγή, 

και επειδή η  είναι επί, κάθε συμπαγές στο  περιέχεται σε συμπαγές της μορφής  συ-

μπαγές. Άρα για να ελεγχθεί η γνησιότητα της δράσης πάνω στον , αρκεί να ελεγχθούν τα συμπαγή της 
μορφής  συμπαγές. Αλλά  

 για κάθε  

διότι η  είναι ισομεταβαλλόμενη. Άρα  

 

και από ορισμό γνησιότητας έπεται το ζητούμενο. ∎ 

Όσον αφορά την δράση διακριτής υποομάδας σε τοπολογική ομάδα, η διάκριση μεταξύ γνησίως ασύνδε-

της, περιπλανώμενης δράσης και δράσης με διακριτές τροχιές αίρεται: 

VI.§5.9. Η δράση  διακριτής υποομάδας μίας τοπολογικής ομάδας έχει διακριτές τροχιές, είναι 

περιπλανώμενη και γνησίως ασύνδετη. 

ΑΠΟΔ. Αρκεί να δειχθεί ότι η δράση είναι γνησίως ασύνδετη, οπότε τα υπόλοιπα έπονται. Έστω · από 

πρόταση VI.§5.8, αρκεί να βρεθούν  περιοχές των  αντιστοίχως ώστε  για πεπερασμέ- 

να το πλήθος . Εφόσον  υπάρχουν  περιοχές των  αντιστοίχως ώστε 

‚όπου  περιοχή του  ώστε . Θα δειχθεί ότι υπάρχει το πολύ ένα  
ώστε . Εάν 
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τότε , από επιλογή του . ∎ 
Με κάθε επικάλυψη  ενός τοπολογικού χώρου έχει συσχετιστεί (πάνω από ισομορφία επικα-

λύψεων) κλάση συζυγίας στο πλέγμα των υποομάδων της   (VI.§1.12). Εάν η επικάλυψη είναι κανονι-

κή, η αντίστοιχη κλάση συζυγίας ανάγεται σε μία κανονική υποομάδα, το γεωμετρικό νόημα της οποίας δίνε-

ται από την VI.§4.5. Σκοπός είναι να δειχθεί ότι η αντιστοιχία ανάμεσα στις κλάσεις συζυγίας στο πλέγμα των 

υποομάδων της  και τις επικαλύψεις είναι αμφιμονοσήμαντη, δηλαδή ότι κάθε κλάση συζυγίας στο 

πλέγμα των υποομάδων της  επάγει μοναδική (πάνω από ισομορφισμό) επικάλυψη. 

VI.§5.10. Έστω  τοπολογική πολλαπλότητα και συνεχής δράση  διακριτής ομάδας που δρά 

ελεύθερα και γνήσια (δηλαδή γνησίως ασύνδετα), οπότε ο χώρος  είναι τοπολογική πολλαπλότητα με 

επικάλυψη  την απεικόνιση πηλίκο. Τότε επιπλέον η  είναι κανονική επικάλυψη με 
. 

ΑΠΟΔ. Για κάθε , ο ομοιομορφισμός ,  είναι deck-μετασχηματισμός της  (οι τρο-

χιές της δράσης είναι -ίνες), επομένως . Επειδή εκ κατασκευής των -ινών η  δρά μεταβατι-

κά σε κάθε ίνα, και άρα η  δρά μεταβατικά σε κάθε ίνα, VI.§4.3 η επικάλυψη είναι κανονική (VI.§4.3).. 

Έστω τώρα  επιλέγουμε  και . Τα  ανήκουν στην ίδια -ίνα, επομένως 

υπάρχει  ώστε . Από την μοναδικότητα της ανύψωσης, εφ’ όσον ο  συμφωνεί με την δρά-
ση του  στο , έπεται ότι , άρα . ∎ 

VI.§5.11. Εάν  διακριτή υποομάδα τοπολογικής ομάδας  που είναι επίσης πολλαπλότητα, τότε η (ελεύ-

θερη) δράση  είναι γνήσια (δηλαδή γνησίως ασύνδετη), οπότε η  είναι τοπολογική ομάδα 
με δομή τοπολογικής πολλαπλότητας και το πηλίκο  είναι κανονική επικάλυψη με . 

ΑΠΟΔ. Για να δειχθεί η γνησιότητα, επιλέγουμε τυχαίο  συμπαγές· θα δειχθεί ότι 

 είναι πεπερασμένο. Έστω  ώστε , δηλαδή  για κάποια  . 

Τότε  και  είναι συμπαγές υποσύνολο της  ως εικόνα του   μέσω της συνεχούς 

απεικόνισης , . Επειδή η  είναι διακριτή, μόνο πεπερασμένα το πλήθος  
μπορούν να περιέχονται στο . ∎ 

VI.§5.12. Εάν  συνεχής ομομορφισμός επί που επιπλέον είναι απεικόνιση πηλίκο και έχει διακρι-
τό πυρήνα, τότε η  είναι κανονική επικάλυψη της  από την  με . 

ΑΠΟΔ. Από VI.§5.11, η απεικόνιση πηλίκο  είναι κανονική επικάλυψη με . Επειδή οι ίνες του 

 συμπίπτουν με τις -ίνες, η τοπολογία της  συμπίπτει με την τοπολογία του , απ’ όπου το 

ζητούμενο. 

 

 

 

 

 

 

 

VI.§5.13. Οι επικαλύψεις συνεκτικής τοπολογικής πολλαπλότητας  με διακριτή καθολική καλύπτουσα 

ομάδα, βρίσκονται (πάνω από ισομορφισμό) σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία με τις κλάσεις συζυγίας στο 

πλέγμα των υποομάδων της . Σε αυτήν την ταξινόμηση, οι κανονικές επικαλύψεις αντιστοιχούν ακρι-

βώς στις κανονικές υποομάδες της  · συγκεκριμένα, εάν  κανονική επικάλυψη και 

 η αντίστοιχη κανονική υποομάδα, τότε . 

ΑΠΟΔ. Από θεώρημα ισομορφισμού των επικαλύψεων, σε κάθε κλάση συζυγίας αντιστοιχεί το πολύ μία επι-

κάλυψη· μένει να δειχθεί ότι αντιστοιχεί τουλάχιστον μία. Έστω  η καθολική επικάλυψη και 

 υποομάδα. Κάθε επικάλυψη της  καλύπτεται από την καθολική, επομένως αναζητείται η 

επικάλυψη που αντιστοιχεί στην κλάση συζυγίας της  ανάμεσα στους χώρους που καλύπτονται από την 
. Θεωρούμε  τον ομομορφισμό , όπου  και  η -

ανύψωση του  στο . Συμβολίζεται . 

∎ 
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Εφ’ όσον η δράση  είναι ελεύθερη και γνήσια, το ίδιο ισχύει και για την δράση 

. Θεωρούμε τον χώρο , που από πρόταση VI.§5.10 είναι τοπολογική πολλαπλότητα με κανονική 
επικάλυψη το πηλίκο  και . Επειδή η  σέβεται τις -ίνες (αφού αυτές περιέχο-

νται σε -ίνες), λαμβάνουμε στο πηλίκο την συνεχή απεικόνιση  που καθιστά αντιμεταθετικό το διά-
γραμμα 

 

 

 

 

 

 

Θα δειχθεί ότι η  είναι επικάλυψη. Έστω ,  μια -επικαλυμμένη περιοχή του  και  η συνε-

κτική συνιστώσα του · αρκεί να δειχθεί ότι  απεικονίζεται ομοιομορφικά στο  μέσω της . 

Από τοπική δρομοσυνεκτικότητα της , το  είναι ανοικτό και κλειστό στο . Επομένως το 

 είναι ανοικτό και κλειστό στο  δηλαδή ένωση συνεκτικών συνιστωσών του 
. Εάν  μια τέτοια συνιστώσα, το ακόλουθο είναι αντιμεταθετικό: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επειδή σε αυτό το διάγραμμα η  είναι ομοιομορφισμός (ως επικάλυψη), έπεται ότι  είναι 1-1 στο . 
Εάν , τότε 

 

που αντικρούει το γεγονός ότι η  είναι επί. Άρα η  είναι , και επειδή είναι 

ανοικτή απεικόνιση, ως πηλίκο, είναι ομοιομορφισμός. Επειδή στο διάγραμμα οι ,  είναι ομοιομορφι-
σμοί, το ίδιο ισχύει για την . 

Αφού δείχθηκε ότι η  είναι επικάλυψη, μένει να δειχθεί ότι αντιστοιχεί στην κλάση συζυγίας της 
. Θα βρεθεί  ώστε . Επιλέγουμε  και θεωρούμε το διάγραμμα 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

όπου  η συνολοθεωρητική εμφύτευση και  οι ομομορφισμοί που συσχετίζουν γεωμετρικά την καλύ-

πτουσα ομάδα με την μονοδρομία (VI.§4.5). Αρκεί να δειχθεί ότι το διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό, διότι 

τότε  
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Έστω  και  οπότε το  απεικονίζει το  στο  Τότε . Από την 
άλλη πλευρά,  είναι ο deck-μετασχηματισμός  που απεικονίζει το  στο 

 Όμως , επομένως  είναι η ανύψωση του  στο , που σημαίνει ότι 

.  Άρα   και το διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό. ∎ 
 

§6. ΛΕΙΕΣ ΚΑΙ ΙΣΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΠΙΚΑΛΥΨΕΙΣ 

Λεία επικάλυψη της πολλαπλότητας  από την πολλαπλότητα  ονομάζεται μια επικάλυψη 

 που επιπλέον είναι  (λεία) και τέτοια ώστε ο περιορισμός της στις συνεκτικές συνιστώσες των αντί-

στροφων εικόνων επικαλυμμένων υποσυνόλων του  να είναι αμφιδιαφόριση. Από την δεύτερη συνθήκη 

του ορισμού, κάθε λεία επικάλυψη είναι τοπική αμφιδιαφόριση, επομένως εάν είναι 1-1 είναι αμφιδιαφόρι-

ση. Ελέγχεται εύκολα ότι μία τοπολογική επικάλυψη είναι λεία εάν και μόνον εάν είναι τοπική αμφιδιαφόρι-

ση. 

VI.§6.0. Για κάθε  -επικαλυμμένο μιας λείας επικάλυψης , κάθε  και κάθε 

, υπάρχει αμφιδιαφόριση  με .  

ΑΠΟΔ. Αναδιατύπωση της πρότασης VI.§1.2. ∎ 

VI.§6.1. Κάθε υπεμβάπτιση επί μεταξύ συμπαγών πολλαπλοτήτων ίσης διάστασης είναι λεία επικάλυψη· το 

πλήθος στρώσεων της επικάλυψης είναι τότε πεπερασμένο, αφού (λόγω συμπάγειας) η αντίστροφη εικόνα 
στοιχείου είναι πεπερασμένο σύνολο. 

ΑΠΟΔ. Έστω , όπως στην υπόθεση. Επειδή , η  είναι εμφύτευση και 

επομένως τοπική αμφιδιαφόριση από το  στο . Έστω  και , επιλέ-

γουμε  περιοχές των  αντιστοίχως ξένες μεταξύ τους και διφφεομορφικές με συνεκτική 

περιοχή  του . Τότε  γραφή σε συνεκτικές συνιστώσες, επομένως το  είναι -
επικαλυμμένο. ∎ 

Από τα γνωστά για τις υπεμβαπτίσεις, συνάγεται άμεσα το επόμενο. 

VI.§6.2. Έστω  λεία επικάλυψη· μία  είναι λεία εάν και μόνον εάν η  είναι. 

 

 

 

 

 

 

 

VI.§6.3. Έστω  διαφορική πολλαπλότητα και  τοπολογική επικάλυψη, οπότε  τοπολογική 

πολλαπλότητα με  (VI.§1.16). Υπάρχει μοναδική διαφορική δομή επί της  ώστε η επικά-
λυψη  να είναι λεία. 

ΑΠΟΔ. Η μοναδικότητα ελέγχεται εύκολα, θα δειχθεί η ύπαρξη. Εάν   άτλας της  από -επικαλυμμένες 

περιοχές, ορίζεται το  ως το σύνολο των συνεκτικών συνιστωσών των αντιστρόφων εικόνων των στοιχεί-

ων του . Εάν  και  μια συνεκτική συνιστώσα του , ορίζουμε σύστημα συντεταγμένων επί 
της  ως . Τότε δύο τυχαίοι χάρτες  είναι συμβατοί: 

 

VI.§6.4. (Ύπαρξη και μοναδικότητα λείας καθολικής επικάλυψης). Κάθε διαφορική πολλαπλότητα έχει μονα-
δική απλά συνεκτική λεία επικάλυψη. 

ΑΠΟΔ. Άμεσα, συνδυάζοντας τις VI.§1.16 και VI.§6.3. ∎ 
VI.§6.5. Η ανύψωση σε λεία επικάλυψη διατηρεί την λειότητα. 
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ΑΠΟΔ. Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις που δίνονται από πρόταση VI.§6.0. ∎ 
VI.§6.6. Εάν  τοπική αμφιδιαφόριση μεταξύ διαφορικών πολλαπλοτήτων και  ρημάννεια με-

τρκή επί της , τότε η  είναι η μοναδική ρημάννεια μετρική επί της  για την οποία η  καθίσταται 
τοπική ισομετρία. 

ΑΠΟΔ.  Απλός έλεγχος. ∎ 

VI.§6.7. Έστω  τοπολογική επικάλυψη, όπου  είναι διαφορική πολλαπλότητα. Εάν η επικάλυ-

ψη είναι κανονική και η καλύπτουσα ομάδα περιέχεται στην ομάδα των αμφιδιαφορίσεων την , τότε υ-

πάρχει μοναδική διαφορική δομή επί της  που καθιστά την  τοπική αμφιδιαφόριση (δηλαδή λεία επι-
κάλυψη). 

ΑΠΟΔ. Εάν  επαρκώς μικρή -επικαλυμμένη περιοχή της  ώστε οι συνεκτικές συνιστώσες της  
να είναι τοπικοί χάρτες της  και  ένας από αυτούς, ορίζουμε την απεικόνιση  

  

Ο ορισμός είναι ανεξάρτητος της επιλογής του χάρτη  : εφ’ όσον η δράση της καλύπτουσας ομάδας 

είναι μεταβατική στις -ίνες (αφού η επικάλυψη είναι κανονική) και κάθε deck-μετασχηματισμός της  

είναι αμφιδιαφόριση, εάν  μία άλλη συνεκτική συνιστώσα του  και  deck-μετασχηματι-

σμός τέτοιος ώστε , οπότε , τότε 

  

όπου στην τελευταία ισότητα θεωρήσαμε ότι  (επιτρέπεται, εφ’ όσον τα  είναι διφφεο-

μορφικά). Ελέγχεται ότι οι χάρτες  που κατασκευάζονται με αυτόν τον τρόπο είναι -συμβατοί, 

επομένως συγκροτούν -άτλαντα της . Η μοναδικότητα προκύπτει άμεσα λόγω της VI.§6.6. ∎ 
Η VI.§6.7 επαναδιατυπώνεται στην ακόλουθη χρηστική μορφή. 

VI.§6.8. Εάν  διακριτή υποομάδα της ομάδας των αμφιδιαφορίσεων της διαφορικής πολλαπλότητας  

που δρά ελεύθερα και γνήσια, τότε ο τροχιακός χώρος  επιδέχεται μοναδικής διαφορικής δομής ώστε 

η σχετική απεικόνιση πηλίκο να είναι λεία επικάλυψη. 

ΑΠΟΔ. Από VI.§5.10, το πηλίκο  είναι κανονική επικάλυψη. Από VI.§6.7 το ζητούμενο. ∎ 
VI.§6.9. Κάθε διαφορική πολλαπλότητα είναι ο τροχιακός χώρος μοναδικής (πάνω από αμφιδιαφορίσεις) 

απλά συνεκτικής διαφορικής πολλαπλότητας ίσης διάστασης, κάτω από ελεύθερη και γνήσια δράση διακρι-

της υποομάδας αμφιδιαφορίσεων αυτής, εφοδιασμένος με την διαφορική δομή της πρότασης VI.§6.8.  

ΑΠΟΔ. Λαμβάνουμε την λεία καθολική επικαλυψη  της διαφορικής πολλαπλότητας . Εάν  η καλύ-

πτουσα ομάδα της καθολικής επικάλυψης, οπότε , τότε η  είναι διφφεομορφική με την  
(VI.§3.7). Όμως η  είναι διακριτή ομάδα που δρά ελεύθερα και από VI.§5.7, δρά επίσης γνησίως ασύνδετα. ∎ 

Καλύπτουσα μετρική για την λεία επικάλυψη  της ρημάννειας πολλαπλότητας  καλεί-

ται η ρημάννεια μετρική , που σύμφωνα με την VI.§6.6 είναι η μοναδική για την οποία η  γίνεται τοπι-

κή ισομετρία. Η επικάλυψη  καλείται ισομετρική όταν η  είναι η καλύπτουσα μετρική 

–ισοδύναμα, όταν είναι τοπική ισομετρία. 

Στην κατηγορία των πλήρων ρημάννειων πολλαπλοτήτων, οι τοπικές ισομετρίες μεταξύ πολλαπλοτήτων 

ίσης διάστασης συμπίπτουν με τις ισομετρικές επικαλύψεις: 

VI.§6.10. Κάθε τοπική ισομετρία μεταξύ πλήρων ρημάννειων πολλαπλοτήτων ίσης διάστασης είναι επικάλυ-
ψη (και επομένως ισομετρική επικάλυψη)  

ΑΠΟΔ. Βλ. [Post], θεώρημα 19.1, σελ. 249. ∎ 
Εάν  deck-μετασηματισμός της ισομετρικής επικάλυψης , τότε εφ’ όσον  είναι 

τοπική ισομετρία, έπεται από την σχέση  ότι ο  είναι τοπική ισομετρία επίσης, και άρα ισομε-

τρία. Επομένως η ομάδα των deck-μετασχηματισμών της ισομετρικής επικάλυψης περιέχεται στην ομάδα 

των ισομετριών της επικαλύπτουσας πολλαπλότητας. 
VI.§6.11. Έστω  λεία επικάλυψη, όπου  ρημάννεια πολλαπλότητα. Εάν η επικάλυψη είναι 

§6 – Λείες και ισομετρικές επικαλύψεις 
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κανονική και η καλύπτουσα ομάδα περιέχεται στην ομάδα των ισομετριών της , τότε υπάρχει μοναδική 
ρημάννεια μετρική  επί της  που καθιστά την  ισομετρική επικάλυψη. 

ΑΠΟΔ. Εάν  -επικαλλυμένη περιοχή της  και  συνεκτική συνιστώσα του , εφοδιάζουμε το  
με την ρημάννεια μετρική . Ο ορισμός είναι ανεξάρτητος της επιλογής του : εφ’ όσον η δράση της 

καλύπτουσας ομάδας είναι μεταβατική στις ίνες (αφού η επικάλυψη είναι κανονική) και κάθε deck-

μετασχηματισμός της  είναι ισομετρία, εάν  μία άλλη συνεκτική συνιστώσα του  και  deck-
μετασχηματισμός  τέτοιος ώστε , οπότε  , τότε  

       ∎ 

VI.§6.12. Έστω  διακριτή υποομάδα της ομάδας των ισομετριών της μιας ρημάννειας πολλαπλότητας  

που δρά ελεύθερα και γνήσια. Τότε υπάρχει μοναδική ρημάννεια δομή επί του τροχιακού χώρου  ώστε 
η σχετική απεικόνιση πηλίκο  να είναι ισομετρική επικάλυψη.   

ΑΠΟΔ. Από VI.§5.10, η  είναι κανονική επικάλυψη της τοπολογικής πολλαπλότητας  και 

από VI.§6.8 η  επιδέχεται μοναδικής διαφορικής δομής ώστε η  να είναι λεία επικάλυψη. Από 
VI.§6.11 έπεται το ζητούμενο. ∎  

VI.§6.13. Κάθε ρημάννεια πολλαπλότητα είναι ο τροχιακός χώρος μοναδικής (πάνω από ισομετρίες) απλά 

συνεκτικής ρημάννειας πολλαπλότητας ίσης διάστασης κάτω από ελεύθερη και γνήσια δράση διακριτής 

υποομάδας της ομάδας των ισομετριών της (υποτίθεται εδώ ότι η ομάδα των ισομετριών έχει δομή ομάδας 
Lie, όπως συμβαίνει στις ενδιαφέρουσες περιπτώσεις)  

ΑΠΟΔ. Λαμβάνουμε την καθολική ισομετρική επικάλυψη  της ρημάννειας πολλαπλότητας . Εάν  η 

καλύπτουσα ομάδα της καθολικής επικάλυψης, οπότε  διακριτή υποομάδα της ομάδας των ισομετριών 

της , τότε η  είναι ισομετρική της   (VI.§6.12). Όμως η  δρά ελεύθερα και από VI.§5.7, δρά επί-
σης γνήσια. ∎ 

§7. ΟΜΑΔΕΣ LIE - ΓΕΝΙΚΟΤΗΤΕΣ 

Ομάδα Lie διάστασης  καλείται μία -διάσταση διαφορική πολλαπλότητα  εφοδιασμένη με δομή 

ομάδας, κατά τρόπον ώστε το γινόμενο  και η αντιστροφή  να είναι λείες 

απεικονίσεις· ισοδύναμα, η απεικόνιση  να είναι λεία . 

Υποομάδα Lie καλείται κάθε τοπολογική υποομάδα της  που επιπλέον είναι υποπολλαπλότητα· έπεται 

άμεσα ότι ο περιορισμός του γινομένου και της αντιστροφής σε αυτήν είναι λείες απεικονίσεις, άρα κάθε 

υποομάδα Lie είναι ομάδα Lie. 
Για κάθε , οι απεικονίσεις  ‚   και  , , είναι αμφιδια-

φορίσεις της , με αντίστοιχες αντίστροφες τις , , . Τα διαφορικά 

 

είναι επομένως γραμμικοί ισομορφισμοί. Εφ’ όσον η  σταθεροποιεί το  για κάθε , το διαφορικό 

 είναι γραμμικός αυτομορφισμός του . Η απεικόνιση 

 

είναι λεία αναπαράσταση της ομάδας  εντός της γραμμικής ομάδας του εφαπτόμενου χώρου στo  (συ-
ζυγής αναπαράσταση της ομάδας Lie  ). Εάν η  είναι αβελιανή, οπότε  για κάθε , η  

είναι τετριμμένη αναπαράσταση που δεν δίνει καμμία πληροφορία για την αλγεβρική δομή της . 

Ένα  καλείται αριστερά αναλλοίωτο όταν για κάθε 
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Ισχύει , επομένως, τα αριστερά αναλλοίωτα πεδία 

είναι ακριβώς εκείνα για τα οποία 

 

Από IV.§4.2, 
 

για κάθε ζεύγος  αριστερά αναλλοίωτων πεδίων. Επομένως, ο διανυσματικός χώρος των αριστερά α-

ναλλοίωτων πεδίων επί της  συγκροτεί υποάλγεβρα Lie της άλγεβρας Lie των λείων διανυσματικών πεδίων 

, που συμβολίζεται με  και καλείται άλγεβρα Lie της ομάδας Lie . Επειδή η ιδιότητα του 

αριστερά αναλλοίωτου εμπεριέχει πληροφορία για την πράξη της ομάδας, η άλγεβρα Lie συσχετίζει ισχυρά 

την αλγεβρική δομή της  με την oλική δομή της ως πολλαπλότητας. 

Εάν  τότε  για κάθε . Αντιστρόφως, κάθε  επάγει μοναδικό αρι-

στερά αναλλοίωτο πεδίο . Επομένως υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στον 

εφαπτόμενο χώρο  και την άλγερβρα  που επιπλέον είναι γραμμικός ισομορφισμός. Αυτό επιτρέπει 

τον εφοδιασμό του  με την πράξη , που τον καθιστά άλγεβρα Lie ισομορφική της  

 

όπου  τα αριστερά ανλλοίωτα πεδία επί της  που προσδιορίχονται από τις σχέσεις 

 αντιστοίχως. Γράφουμε , και λαμβάνοντας υπ’ όψιν την φύση των εφαπτόμενων 

διανυσμάτων ως τελεστών παραγώγισης, ισχύει 

 

Η τοπική διαφορική δομή της  γύρω από το  προσδιορίζει την τοπική διαφορική δομή γύρω από ο-

ποιοδήποτε σημείο (αφού το  μεταφέρεται οπουδήποτε με μία αμφιδιαφόριση), και εφ’ όσον η  είναι 

γραμμική προσέγγιση αυτής της διαφορικής δομής γύρω από το , αναμένεται ότι κάθε δήλωση για την  

θα έχει ένα αλγεβρικό ανάλογο ή ισοδύναμο στην . 

Εάν  λεία αναπαράσταση της ομάδας Lie , τότε το διαφορικό 

 

είναι αναπαράσταση της άλγεβρας   επίσης. Εάν η  είναι εμφύτευση πολλαπλότητας, η  εμφυτεύει 
την  στην άλγεβρα .  

 

Lie ομομορφισμός καλείται ένας τοπολογικός ομομορφισμός μεταξύ ομάδων Lie που επιπλέον είναι λεία 

απεικόνιση. Ισχύει σχετικά το ακόλουθο: 

VI.§7.0. Εάν  ομομορφισμός Lie μεταξύ συνεκτικών ομάδων Lie, τότε 

  επιμορφισμός με διακριτό πυρήνα ↔  είναι επικάλυψη 

↕    ↕ 

 είναι τοπική αμφιδιαφόριση ↔  ισομορφισμός αλγεβρών Lie 

Mονοπαραμετρική υποομάδα της  καλείται ένας Lie ομομορφισμός . Οι μονοπαραμετρικές 

υποομάδες της  είναι -διάστατες υποομάδες Lie (καμπύλες) που εξαρτώνται γραμμικά από την χρονική 

παράμετρο. Αποδεικνύεται ότι οι μονοπαραμετρικές υποομάδες βρίσκονται σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοι-

χία την άλγεβρα  : για κάθε  υπάρχει μοναδική μονοπαραμετρική υποομάδα  ώστε , 

επομένως οι μονοπαραμετρικές υποομάδες είναι ακριβώς οι διερχόμενες από το  ολοκληρωτικές καμπύ-

λες των αριστερά αναλοίωτων πεδίων. 
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Αποδεικνύεται επίσης ότι οι μονοπαραμετρικές υποομάδες μιας υποομάδας Lie   συμπίπτουν με την 

υποάλγεβρα  και το πλέγμα των υποομάδων Lie της  βρίσκεται σε αμφιμονοσήμαντη αντι-

στοιχία με το πλέγμα των υποαλγεβρών της : για κάθε υποάλγεβρα  υπάρχει μοναδική υποομάδα 

Lie  με . Εάν η  είναι συνεκτική, τα Lie-ιδεώδη της  αντιστοιχούν ακριβώς στις συνεκτι-

κές κανονικές υποομάδες της.  

 

 

 

Συζυγής αναπαράσταση της άλγεβρας  καλείται το διαφορικό της απεικόνισης  στο , 

  

Ισχύει . Συμβολίζοντας   την μονοπαραμετρική ημιομάδα της  που επά-
γεται από το , ισχύει επίσης .  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Eάν  ομομορφισμός αλγεβρών Lie και  συνεκτική, τότε υπάρχει μοναδικός Lie 

ομομορφισμός  με . Πόρισμα αυτού είναι ότι απλά συνεκτικές ομάδες Lie με ισομορ-

φικές άλγεβρες Lie είναι ισομορφικές. Το κεντρικό θεώρημα της θεωρίας αντιστρέφει αυτήν την σχέση. 

VI.§7.1. Υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία ανάμεσα στις κλάσεις ισομορφίας των πεπερασμένης διά-

στασης αλγέβρων Lie και τις κλάσεις (αλγεβρικής) ισομορφίας των απλά συνεκτικών ομάδων Lie. 

VI.§7.2. Για κάθε πεπερασμένης διάστασης άλγεβρα Lie , οι συνεκτικές ομάδες Lie με άλγεβρα Lie ισομορ-

φική της  είναι (πάνω από ισομορφισμό) της μορφής , όπου  απλά συνεκτική ομάδα Lie με άλγε-
βρα  και  διακριτή (περιέχεται  ως διακριτή κανονική). 

VI.§7.3. Η (μοναδική πάνω από ισομορφισμό επικαλύψεων) λεία καθολική επικάλυψη  μίας συ-

νεκτικής ομάδας Lie  εφοδιάζεται με πράξη που την καθιστά ομάδα Lie κατά τρόπον ώστε η  να είναι 
ομομορφισμός Lie. 

ΑΠΟΔ. Εφ’ όσον  είναι λεία επικάλυψη, η  είναι λεία επικάλυψη επίσης. 

Επειδή  απλά συνεκτικό,  απλά συνεκτικό επίσης, άρα η  είναι η λεία καθολική επικάλυψη. 
Ζητούνται λείες πράξεις  που να προσδίδουν στην  δομή ομάδας. 

  

 

 
  

  

 
μονοπαραμετρική 

υποομάδα του  

ολοκληρωτικές καμπύλες του 

αριστερά αναλλοίωτου πεδίου  

μονοπαραμετρική 

υποομάδα του  

ολοκληρωτικές καμπύλες του 

αριστερά αναλλοίωτου πεδίου  
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Επιλέγουμε . Επειδή  απλά συνεκτικό, η συνάρτηση , όπου  η πράξη της 

, ανυψώνεται ως  με αρχικό σημείο  που καθιστά το διάγραμμα  αντιμεταθετικό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ομοίως, η συνάρτηση , όπου  η αντιστροφή στην ομάδα , ανυψώνεται ως  με αρχικό 

σημείο  που καθιστά το διάγραμμα  αντιμεταθετικό. Ορίζουμε πράξεις στην 

 και . Από την αντιμεταθετικότητα των διαγραμμάτων φαίνεται 

ότι η  και . Μένει να δειχθεί ότι η  είναι ομάδα. 

Ουδετερότητα του : Ορίζουμε . Τότε , άρα 

η  είναι ανύψωση της . Αλλά  είναι επίσης ανύψωση της , και επειδή   συμφω-
νούν στο , έπεται ότι . 

Προσεταιριστικότητα: Ορίζουμε , . Ισχύει 

, δηλαδή  ανυψώσεις της , και επει-

δή συμφωνούν στο  έπεται ότι . Με όμοιο επιχείρημα αποδεικνύεται ότι . ∎ 

Εάν  η καθολική επικάλυψη της  και η  είναι εφοδιασμένη, από προηγούμενη πρόταση, 

με δομή ομάδας ώστε η  να είναι Lie ομομορφισμός, τότε  είναι διακριτή υποομάδα της 

 ως ίνα της επικάλυψης  και  περιέχεται στο κέντρο της  (VI.§3.9). Έπεται άμεσα ότι 

VI.§7.4. Kάθε συνεκτική ομάδα Lie  είναι ισομορφική με ομάδα , όπου   απλά συνεκτική ομάδα Lie 
(η καθολική επικάλυψη της ) και  διακριτή υποομάδα της  (άρα κεντρική).  

VI.§7.5. Δύο συνεκτικές ομάδες Lie έχουν ισομορφικές ομάδες Lie εάν και μόνον εάν οι καθολικές επικαλύ-
ψεις τους είναι αλγεβρικά ισόμορφες.  

ΑΠΟΔ. Από VI.§7.2, κάθε συνεκτική ομάδα Lie έχει άλγεβρα Lie ισομορφική με την άλγεβρα Lie της καθολικής 
της επικάλυψης. Συνδυάζοντάς αυτό με την πρόταση VI.§7.0 έπεται το ζητούμενο. ∎ 
VI.§7.6. Θεμελιώδης ομάδα ομάδας Lie είναι αβελιανή. 

ΑΠΟΔ. Εφ’ όσον  είναι διακριτή, από VI.§4.8 συνάγεται ότι η καλύπτουσα ομάδα   της   είναι ισό-

μορφη της . Επειδή η  είναι καθολική επικάλυψη, , επομένως . 
Από VI.§3.9 έπεται το ζητούμενο. ∎ 

VΙΙ.§7.7. Κάθε ομάδα Lie είναι παραλληλοποιήσιμη. 

ΑΠΟΔ. Έστω  ομάδα Lie,  βάση του  και  τα αντίστοιχα αριστερά αναλλοίωτα 

πεδία. Για κάθε , τα  συγκροτούν βάση του , εφ’ όσον το διαφορικό 

της  είναι γραμμικός ισομορφισμός), άρα τα  συγκροτούν ολικό πλαίσιο για την εφαπτόμενη 

δέσμη της . ∎ 

    

 

 

  

  

 

 

 

G  

 

(2)   
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Επομένως οι τόροι, , είναι παραλληλοποιήσιμες πολλαπλότητες, ως ομάδες Lie(2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VΙΙ.§7.8. Κάθε ομάδα Lie είναι προσανατολίσιμη. 

ΑΠΟΔ. Συνδυάζοντας τις VΙΙ.§7.7 και V.§3.7. ∎ 
 

§8. ΔΡΑΣΗ ΟΜΑΔΩΝ LIE 

Λεία καλείται μία δράση  της ομάδας Lie  επί της πολλαπλότητας  όταν είναι λεία 

απεικόνιση· τότε κάθε  επάγει μία αμφιδιαφόριση  της  επί του εαυτού της. 

Επομένως εάν η δράση είναι πιστή, η  εμφυτεύεται (αλγεβρικά) στην ομάδα των αμφιδιαφορίσεων της 

. Για να δρά λεία μία διακριτή ομάδα Lie, αρκεί να είναι λείες οι μεταθέσεις που επάγει στην . 

Από τα γνωστά για τις συνήθεις δράσεις ομάδων, κάθε ομάδα Lie δρά λεία, ελεύθερα και μεταβατικά στον 

εαυτό της (μεταφορά), δρά επίσης λεία στον εαυτό της με την συζυγία, και κάθε υποομάδα Lie δρά λεία και 

ελεύθερα στην ομάδα Lie που την περιέχει με μεταφορά. 

VI.§8.0. Έστω  λεία μεταβατική δράση,  λεία δράση και  λεία 

ισομεταβαλλόμενη ως προς τις δράσεις αυτές· τότε η  είναι σταθερού βαθμού, επομένως οι ισοσταθμικές 

της  είναι υποπολλαπλότητες της  με συνδιάσταση τον βαθμό της . 

ΑΠΟΔ. Έστω , τότε λόγω μεταβατικότητας κάθε  είναι της μορφής  για κάποιο 

. Επειδή  λόγω ισομεταβολής, λαμβάνουμε το αντιμεταθετικό διάγραμμα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφ’ όσον οι  είναι αμφιδιαφορίσεις, τα κάθετα βέλη είναι ισομορφισμοί, άρα τα οριζόντια είναι 

γραμμμικές απεικονίσεις ιδίου βαθμού. ∎ 

VI.§8.1. Έστω  ομομορφισμός Lie· τότε  υποομάδα Lie της  με 

. 

                                                                    

2. Η  δεν είναι παραλληλοποιήσιμη (hairy ball theorem). Οι  είναι οι μόνες παραλληλο-
ποιήσιμες σφαίρες (Bott, Milnor, 1958, με μεθόδους αλγεβρικής τοπολογίας). Έχει δειχθεί (Wolf) ότι κάθε συμπαγής 
απλά συνεκτική πολλαπλότητα που είναι παραλληλοποιήσιμη, είναι γινόμενο Lie ομάδων και -σφαιρών.  
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ΑΠΟΔ. Η  είναι λεία ισομεταβαλλόμενη απεικόνιση ως προς τις δράσεις  και 

. Από αυτές η πρώτη είναι μεταβατική, και επειδή  είναι η -
ισοσταθμική του , το ζητούμενο έπεται από πρόταση VI.§8.0. ∎ 

VI.§8.2. Έστω  μία λεία, ελεύθερη, γνήσια δράση της ομάδας Lie  επί της πολλαπλότητας · 

τότε ο χώρος των τροχιών  με την τοπολογία πηλίκο είναι τοπολογική πολλαπλότητα διάστασης 

 και υπάρχει μοναδική διαφορική δομή επ’ αυτής ώστε η απεικόνιση πηλίκο 
 να είναι λεία υπεμβάπτυση.  

ΑΠΟΔ. [Lee1], σελ. 218. ∎ 

VI.§8.3. Έστω  υποομάδα Lie· υπάρχει μοναδική διαφορική δομή πάνω στον χώρο των συμπλόκων 

 ώστε η απεικόνιση πηλίκο  να είναι λεία υπεμβάπτυση και η δράση  
να είναι λεία. 

ΑΠΟΔ. Ο  είναι ο χώρος τροχιών της  κάτω από την ελεύθερη δράση . 

Επειδή η  είναι υποομάδα Lie, αυτή η δράση είναι λεία, επιπλέον είναι γνήσια: Έστω  συγκλί-

νουσα και  ακολουθία ώστε  συγκλίνουσα· τότε λόγω συνέχειας των πράξεων, η 

 είναι συγκλίνουσα επίσης, αφού . Αυτό το όριο ανήκει στην , αφού αυτή είναι 

κλειστό υποσύνολο ως τοπολογική υποομάδα. Από πρόταση VI.§8.2, ο τοπολογικός χώρος  καθίσταται 

με μοναδικό τρόπο διαφορική πολλαπλότητα διάστασης  ώστε η προβολή  να 

είναι λεία υπεμβάπτυση. Μένει να δειχθεί ότι η δράση  είναι 
λεία. Εξ ορισμού της , το παρακάτω διάγραμμα είναι αντιμεταθετικό: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι  είναι υπεμβαπτύσεις ως καρτεσιανό γινόμενο και σύνθεση υπεμβαπτύσεων αντι-

στοίχως. Από το πέρασμα στο πηλίκο, η  είναι λεία. ∎ 

VI.§8.4. Εάν  λεία δράση, τότε για κάθε  η ομάδα ισοτροπίας  είναι υποο-
μάδα Lie της . 

ΑΠΟΔ. Η  είναι ισομεταβαλλόμενη και λεία. Από πρόταση VI.§8.0, η  είναι σταθερού βαθμού 
και η  είναι υποπολλαπλότητα της  ως -ισοσταθμική του . Άρα είναι υποομάδα Lie. ∎ 

VI.§8.5. Έστω  ομογενής χώρος κάτω από λεία δράση της ομάδας . Για κάθε , η απεικόνιση 

 είναι ισομεταβαλλόμενη αμφιδιαφόριση (όπου η  θεωρείται 
εφοδιασμένη με την διαφορική δομή που δίνεται από την VI.§8.5). 

ΑΠΟΔ. Το ισομεταβαλλόμενο είναι γνωστό από την δράση ομάδων σε σύνολα. Επίσης η  
είναι λεία διότι προκύπτει από την  περνώντας στο πηλίκο. 

 

 

 

 

 

 

 

Εφ’ όσον είναι λεία και ισομεταβαλλόμενη, από πρόταση VI.§8.0, είναι σταθερού βαθμού, και επειδή είναι 

αμφιμονοσήμαντη, αυτός ο βαθμός είναι . Άρα είναι αμφιδιαφόριση. ∎ 
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Η VI.§8.5 υποδεικνύει ότι η μελέτη των ομογενών χώρων ανάγεται στη μελέτη των Lie υποομάδων της 

ομάδας Lie που δρά επ’ αυτών. Κάνοντας απλές γεωμετρικές θεωρήσεις, λαμβάνουμε χάρις την VI.§8.5 τους 

παρακάτω διφφερομορφισμούς. 

 

 

 

 

 

 

 

Στις ενδιαφέρουσες γεωμετρικά περιπτώσεις, οι διακριτές ομάδες δρούν με τρόπο που δικαιολογεί την ο-

νομασία τους: 

VI.§8.6. Έστω  ομογενής χώρος κάτω από την λεία δράση  της ομάδας Lie  με συμπαγείς 

σταθεροποιητές· τότε για κάθε  διακριτή υποομάδα, η δράση  είναι γνησίως ασύνδετη. 

ΑΠΟΔ. Από προηγούμενη πρόταση, η  είναι διφφεομορφική με την  για οποιοδήποτε , 

και η δράση  μπορεί να νοείται ως η δράση . Επειδή 

 συμπαγές, η απεικόνιση πηλίκο  είναι γνήσια· επιπλέον, από τα στοιχειώδη της δρά-

σης ομάδων, είναι ισομεταβαλλόμενη ως προς τις δράσεις  και . 

Άρα είναι ισομεταβαλλόμενη ως προς τις δράσεις  και  επίσης 

(εφ’ όσον ). Άρα η  είναι διακριτή, επομένως, η  είναι 
διακριτή επίσης. ∎ 

VI.§8.7. Έστω  ομογενής χώρος κάτω από την λεία δράση  της ομάδας Lie  με συμπαγείς 

σταθεροποιητές· εάν  διακριτή υποομάδα ώστε η δράση  να είναι ελεύθερη, τότε ο 

χώρος  είναι διαφορική πολλαπλότητα διάστασης  και η απεικόνιση πηλίκο 
 είναι λεία επικάλυψη και υπεμβάπτυση. 

ΑΠΟΔ. Από VI.§8.6 και VI.§5.10, έπεται ότι η  είναι τοπολογική πολλαπλότητα και η απεικόνιση πηλίκο 
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 είναι επικάλυψη. Από VI.§8.2, η  εφοδιάζεται μοναδικά με διαφορική δομή ώστε η  

να είναι υπεμβάπτυση· επίσης , αλλά , εφ’ όσον η  είναι διακριτή 
ομάδα. ∎  

VΙ.§8.8. Εάν  είναι συνεκτική διαφορική πολλαπλότητα που είναι ομογενής χώρος κάτω από την λεία 
δράση της ομάδας Lie , τότε η συνεκτική συνιστώσα  του  δρά επίσης μεταβατικά επί της . 

ΑΠΟΔ. Συγκεκριμένα αποδεικνύεται ότι εάν η απεικόνιση    είναι ομοιο-
μορφισμός, όπως ισχύει εν προκειμένω, τότε ισχύει το ζητούμενο · βλ. [Helg],  πρόταση 4.3.b, σελ 124. ∎ 

§9. Η ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ ΟΜΑΔΑ 

Μεταξύ άλλων, η σημασία της ορθογώνιας ομάδας  για την γεωμετρία έγκειται στο εξής: εάν η ομά-

δα Lie  δρά στην -διάστατη ρημάννεια πολλαπλότητα  με ισομετρίες, τότε για  κάθε  ο σταθε-

ροποιητής  αναπαρίσταται εντός της ομάδας των ορθογώνιων μετασχηματισμών του σχετικού 

εφαπτόμενου χώρου , μέσω του ομομορφισμού 

  

Η  είναι πολλαπλότητα ως ανοικτό υποσύνολο του  (αντίστροφη εικόνα του  

μέσω της ) εφοδιασμένη με ολικό σύστημα συντεταγμένων (τα ορίσματα των πινάκων που ανήκουν σ’ 

αυτήν). Επειδή το γινόμενο πινάκων είναι λεία απεικόνιση (ως λεία κατά συντεταγμένες) έπεται ότι η  

είναι ομάδα Lie. 

Εξ ορισμού της, η  είναι  η ομάδα των  που ικανοποιούν την εξίσωση , η οποία 

ισοδυναμεί με το σύστημα των  εξισώσεων . Ελέγχοντας ότι οι λείες απεικονί-

σεις  είναι σταθερού βαθμού , συνάγεται ότι η  είναι 
 -διάστατη υποπολλαπλότητα της . Αντί αυτού του ελέγχου, το συμπέρασμα προκύπτει 

επίσης από την εξής πρόταση. 

VI.§9.0. Σε κάθε , ο εφαπτόμενος χώρος  είναι γραμμικά ισόμορφος με τον -

διάστατο υπόχωρο των  - αντισυμμετρικών πινάκων. 

ΑΠΟΔ. Αρκεί να δειχθεί το ζητούμενο για , οπότε μεταφέρεται σε οποιδήποτε σημείο της  μέσω 

της αριστερής δράσης. Έστω λεία καμπύλη  με . Εάν  οι συναρτήσεις 
συντεταγμένων του πίνακα , η ορθογωνιότητα σημαίνει ότι  

 

 

  

 

Αυτή η ισότητα δείχνει ότι ο  είναι αντισυμμετρικός πίνακας, επομένως ο  περιέχεται στον 

χώρο των αντισυμμετρικών πινάκων. Για τον αντίστροφο εγκλεισμό, έστω  αντισυμμετρικός. Ορί-

ζεται η καμπύλη 
 

Ισχύει  

 

λόγω αντισυμμετρικότητας, άρα η ταχύτητα της  στο σημείο  περιέχεται στον . ∎ 
Επειδή  έπεται άμεσα ότι 

§9 – Η ορθογώνια ομάδα 
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VI.§9.1. Η άλγεβρα  είναι ισόμορφη με την άλγεβρα Lie των αντισυμμετρικών -
πινάκων. 

Από την γραμμική άλγεβρα είναι γνωστό ότι οι κανονικοί μετασχηματισμοί του  είναι ακριβώς οι 

γραμμικοί μετασχηματισμοί για τους οποίους υπάρχει βάση στην οποία αναπαρίστανται από πίνακα της 

μορφής  

 

 
όπου  οι ιδιοτιμές του μετασχηματισμού (βλ. [Shil], σελ. 265).  

Εάν ο μετασχηματισμός είναι ορθογώνιος, οπότε οι ιδιοτιμές έχουν μέτρο , ο πίνακας λαμβάνει την μορφή 

 

 

 

VI.§9.2. Οι συνεκτικές συνιστώσες της  είναι η ομάδα των στροφών   και το σύνολο των ανα-

κλάσεων . 

ΑΠΟΔ. Θα δειχθεί ότι κάθε  συνδέεται με το  μέσω συνεχούς καμπύλης . 

Επιλέγοντας βάση στην οποία ο  αναπαρίσταται από πίνακα της προηγούμενης μορφής, ορίζεται η ζητού-
μενη καμπύλη  ως  

 

        ∎ 

                                                                                                                                                                                              

VI.§9.3. H άλγεβρα Lie της  ισούται με την άλγεβρα Lie της . 

ΑΠΟΔ. Άμεσα από VI.§9.2. ∎ 
VI.§9.4. Η  είναι συμπαγής.  

ΑΠΟΔ. Η  είναι κλειστό υποσύνολο της  ως σύνολο λύσεων της εξίσωσης . Επειδή το 

μέτρο όλων των ορισμάτων ενός ορθογώνιου πίνακα είναι μικρότερο ή ίσο του , έπεται επίσης ότι η  
είναι φραγμένο υποσύνολο. ∎ 

Η άλγεβρα Lie  είναι ο χώρος των αντισυμμετρικών  –πινάκων (VI.§9.1), με βάση 

 

 

 

Ελέγχεται εύκολα ότι , επομένως η  είναι ισομορφική με 
την δομή άλγεβρας Lie που έχει ο εφοδιασμένος με το σύνηθες εξωτερικό γινόμενο -διάστατος χώρος. 
VI.§9.5. Οι μόνες γνήσιες, μή τετριμμένες συνεκτικές υποομάδες Lie της  είναι οι 

 

 

}  
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δηλαδή οι μονοπαραμετρικές υποομάδες που αντιστοιχούν στις υποάλγεβρες 
 αντιστοίχως. 

ΑΠΟΔ. Εφ’ όσον οι υποάλγεβρες Lie βρίσκονται σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία με τις συνεκτικές υποομά-

δες Lie, το ζητούμενο έπεται επειδή οι  είναι οι μόνες γνήσιες, μή τετριμ-
μένες υποάλγεβρες Lie της -διάστατης άλγεβρας . ∎ 

§10. ΡΗΜΑΝΝΕΙΑ ΔΟΜΗ ΣΕ ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΧΩΡΟΥΣ 

Δεδομένης δράσης της ομάδας  στην ρημάννεια πολλαπλότητα , η  καλείται -αναλλοίωτη 

όταν για κάθε   (δηλαδή όταν η  περιέχεται στην ομάδα των ισομετριών της ).  

VI.§10.0. Για κάθε πεπερασμένη ομάδα αμφιδιαφορίσεων  μίας διαφορικής πολλαπλότητας , υπάρχει 
-αναλλοίωτη ρημάννεια μετρική επί της . 

ΑΠΟΔ. Επιλέγοντας οποιαδήποτε ρημάννεια μετρική   επί της , η μετρική 

 

είναι η ζητούμενη. ∎ 
VI.§10.1. Κάθε ομάδα Lie έχει μοναδικό - πάνω από θετικό πολλαπλασιαστικό παράγοντα - αριστερά αναλ-
λοίωτο στοιχείο όγκου το οποίο συμφωνεί με τον επιλεγμένο προσανατολισμό. 

ΑΠΟΔ. Έστω  αριστερά αναλλοίωτο ολικό πλαίσιο της συνεφαπτόμενης δέσμης της ομάδας Lie  

(VΙΙ.§7.8), οπότε  για κάθε . Τότε το δυϊκό πλαίσιο  είναι επίσης αριστερά αναλ-

λοίωτο, εφ’ όσον 

 ,     δηλαδή  

Επιλέγουμε , που είναι επίσης αριστερά αναλλοίωτη μορφή και επιπλέον είναι στοιχείο 

όγκου, αφού . Μένει να δειχθεί ότι τα αριστερά αναλλοίωτα στοιχεία όγκου της  

που συμφωνούν με τον προσανατολισμό του πλαισίου  συμπίπτουν με τα θετικά πολλαπλάσια του 

. Κάθε τέτοιο πολλαπλάσιο προφανώς είναι· για το αντίστροφο, έστω  αριστερά αναλλοίωτο στοιχείο 

όγκου που συμφωνεί με τον επιλεγμένο προσανατολισμό. Επειδή ο χώρος των αντισυμετρικών -τανυστών 

του εφαπτόμενου χώρου  είναι -διάστατος,  για κάποιο . Τότε λόγω αριστερής 
αναλλοιότητας,  

 , δηλαδή   ∎  

VI.§1.2. (μέτρο Haar). Κάθε συμπαγής ομάδα Lie έχει μοναδικό - για κάθε έναν από τους προσανατολισμούς 

της - αριστερά αναλλοίωτο στοιχείο όγκου  τέτοιο ώστε 

 

 

ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε  αριστερά αναλλοίωτο στοιχείο όγκου της  με   (VI.§10.1). Λόγω συμπάγει-

ας, ορίζεται καλά η ζητούμενη μορφή ως  

 

VI.§10.3. Για κάθε συμπαγή συνεκτική ομάδα Lie που δρά λεία σε διαφορική πολλαπλότητα , υπάρχει -
αναλλοίωτη ρημάννεια μετρική επί της .  

ΑΠΟΔ. Επιλέγουμε μετρική  επί της   και συμβολίζουμε  το μέτρο Haar της . H ρημάννεια μετρική 

  

 

§10 – Ρημάννεια δομή σε ομογενείς χώρους 
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είναι -αναλλοίωτη: εάν , τότε 
  

 

 

VI.§10.4. (Ύπαρξη αναλλοίωτης μετρικής κάτω από μεταβατική δράση σημαίνει δράση με συμπαγείς στα-

θεροποιητές). Δεδομένης λείας μεταβατικής δράσης της ομάδας Lie  επί της διαφορικής πολλαπλότητας 
, η   επιδέχεται -αναλλοίωτης ρημάννειας μετρικής εάν και μόνον εάν για κάποιο (και τότε για κάθε) 

, η ομάδα  έχει συμπαγή κλειστότητα, όπου  η αναπαράσταση 

  

ΑΠΟΔ.”⇒” Εφ’ όσον η μετρική της  είναι -αναλλοίωτη, για κάθε , η απεικόνιση 
 είναι ευκλείδια ισομετρία. Επομένως  . Λόγω συμπάγειας 

της  (VI.§9.4), το     είναι συμπαγές ως κλειστό υποσύνολο συμπαγούς. 

”⇐” Έστω   όπως στην υπόθεση και . Εάν   εσωτερικό γινόμενο του , 

εφοδιάζουμε τον   με το -αναλλοίωτο εσωτερικό γινόμενο  
  

 

όπου   το μέτρο Haar της   (ο έλεγχος ότι το  είναι -αναλλοίωτο είναι όμοιος με εκείνον στην από-
δειξη της VI.§10.3). Ορίζεται η ρημάννεια μετρική  επί της  ως  

 

όπου  τέτοιο ώστε . Ο ορισμός είναι ανεξάρτητος της επιλογής του  : εάν  τέτοια 

ώστε , οπότε , τότε  (εφ’ όσον 

 και  είναι -αναλλοίωτο), ισοδύναμα,  , 
απ’ όπου έπεται ότι . Ελέγχεται ότι η  είναι -αναλλοίωτη. ∎  

VΙ.§10.5. Εάν η ομάδα Lie  δρά λεία και μεταβατικά επί της προσανατολίσιμης ρημάννειας πολλαπλότητας 

 και το στοιχείο όγκου μένει αναλλοίωτο κάτω από την δράση αυτή (δηλαδή  ), τότε η 
απόκλιση κάθε λείου διανυσματικού πεδίου που μένει αναλλοίωτο από την  είναι σταθερή. 

ΑΠΟΔ. Έστω  αναλλοίωτο από την δράση της  και . Από πρόταση V.§5.4, 
, επομένως 

 

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει επειδή το  είναι -μορφή (δυϊκώς βαθμωτή συνάρτηση). Eφ’ όσον 
 ,  

 

Άρα  . Επειδή η δράση είναι μεταβατική, έπεται το ζητούμενο. ∎ 

Εφ’ όσον κάθε ομάδα δρά στον εαυτό της από αριστερά αναδιατάσσοντας τα στοιχεία της, επομένως με 

τετριμμένους σταθεροποιητές, από VI.§10.4 έπεται ότι κάθε ομάδα Lie  επιδέχεται -αναλλοίωτης ρη-

μάννειας μετρικής. Το στοιχείο όγκου αυτής της μετρικής είναι αριστερά αναλλοίωτο, όμως από  VI.§10.1, η 

αριστερά αναλλοίωτη μέτρηση όγκου σε μία ομάδα Lie είναι ανεξάρτητη (πάνω από θετικό πολλαπλασιαστι-

κό παράγοντα) κάθε συγκεκριμένης -αναλλοίωτης μετρικής.  
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Οι αριστερά αναλλοίωτες μετρικές μίας ομάδας Lie  βρίσκονται σε αμφιμονοσήμαντη αντιχτοιχία με τα 

ευκλείδια εσωτερικά γινόμενα της άλγεβρας : με κάθε αριστερά αναλλοίωτη μετρική  σχετίζεται μοναδι-

κό ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο  τέτοιο ώστε  

   για κάθε  

και αντιστρόφως. Εάν  τα στοιχεία όγκου για τις αριστερά αναλλοίωτες μετρικές  αντιστοίχως, 

 τα αντίστοιχα εσωτερικά γινόμενα και  ο πραγματικός μή μηδενικός αριθμός για τον 

οποίον , τότε ο  είναι η ορίζουσα του γραμμικού αυτομορφισμού του διανυσματικού χώρου  

που απεικονίζει την ευκλείδια δομή  στην ευκλείδια δομή . 

  Η ομάδα Lie  καλείται unimodular όταν κάποιο (και τότε κάθε) αριστερά αναλλοίωτο στοιχείο όγκου 

αυτής είναι επίσης δεξιά αναλλοίωτο. Εάν η  έχει μέτρο Haar , η unimodularity ισοδυναμεί με την συν-
θήκη  για κάθε . 

VΙ.§10.6. Η ομάδα Lie  είναι unimodular εάν και μόνον εάν για κάθε   ισχύει . 

ΑΠΟΔ. Επειδή , τα  αντιμετατίθενται και το μέτρο Haar είναι αριστερά αναλλοίωτο,, 

ισχύει η ισοδυναμία 

 
 

 

Επομένως αρκεί να δειχθεί ότι  

  

Εάν  βάση της άλγεβρας , ισχύει 

  

Επειδή , από την τελευταία σχέση έπεται ότι  

  

που δίνει το ζητούμενο. ∎ 
VΙ.§10.7. Η εφοδιασμένη με μέτρο Haar ομάδα Lie  είναι unimodular εάν και μόνον εάν για κάθε  το 

ίχνος της γραμμικής απεικόνισης  είναι μηδενικό. 

ΑΠΟΔ. Από τα γνωστά για την εκθετοποίηση γραμμικών μετασχηματισμών, για κάθε  ισχύει 

. Επομένως για κάθε  ισχύει . Από την αντιμεταθε-

τικότητα του διαγράμματος της σελίδας 130, η τελευταία σχέση ισοδυναμεί με 

  

Τότε από  VΙ.§10.6,  η  είναι unimodular εάν και μόνον εάν , ισοδύναμα, , για 
όλα τα . ∎ 

Έστω -διάστατη ομάδα Lie , οπότε  και από τα γνωστά για το εξωτερικό γινόμενο -

μορφών στον -διάστατο χώρο (οι οποίες είναι δυϊκώς διανύσματα), υφίσταται ισομορφισμός 

  

Εφοδιάζοντας επιπλέον την  με προσανατολισμό και αριστερά αναλλοίωτη ρημάννεια μετρική – ισοδύνα-

μα, προσανατολίζοντας την  και εφοδιάζοντάς την με ευκλείδιο εσωτερικό γινόμενο  - κατασκευά-

ζεται στην  το εξωτερικό γινόμενο 

  

§10 – Ρημάννεια δομή σε ομογενείς χώρους 
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ώστε  να είναι το διάνυσμα μέτρου  που προκύπτει εφαρμόζοντας 
κανόνα δεξιόστροφου κοχλία στο διατεταγμένο ζεύγος . Ορίζεται επίσης ο γραμμικός ισομορφισμός 

   

και  ο γραμμικός αυτομορφισμός του διανυσματικού χώρου  που καθιστά αντιμεταθετικό το διάγραμμα 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αγνοώντας τα βέλη , ο ισομορφισμός  εκφράζεται .  

VΙ.§10.8. Η -διάστατη ομάδα Lie  είναι unimodular εάν και μόνον εάν η  είναι αυτοσυζυγής γραμμικός 
τελεστής. 

ΑΠΟΔ. Έστω  θετικά προσανατολισμένο ορθοκανονικό σύστημα της , οπότε , 
όπου οι δείκτες λαμβάνονται . Ισχύει 

  
 

                                                    

                                                    

 

         

                                                    

 

 

Από (VΙ.§10.8), η unimodularity σημαίνει ,  επομένως η  είναι unimodular εάν και 

μόνον εάν 

 

VΙ.§10.9. Εάν ο τροχιακός χώρος ομάδας Lie κάτω από την δράση διακριτής υποομάδας αυτής είναι συμπα-
γής, τότε η ομάδα είναι unimodular. 

ΑΠΟΔ. (Σχέδιο) Έστω   ομάδα Lie και  διακριτή υποομάδα όπως στην υπόθεση. Επιλέγουμε  θε-
μελιώδες χωρίο της , δηλ.  με 

  

 

όπου ο όγκος μετράται με το μέτρο Haar της . Τότε όλα τα θεμελιώδη χωρία της  έχουν τον ίδιο όγκο: 

εάν  θεμελιώδες χωρίο,  
  

 

 

Επειδή για κάθε  το  είναι θεμελιώδες χωρίο της , από την προηγούμενη διαπίστωση συνάγεται 

ότι  για όλα τα . Χρησιμοποιώντας την τελευταία ιδιότητα, αποδεικνύεται ότι το 

μέτρο Haar που χρησιμοποιείται στην μέτρηση όγκου είναι αριστερά αναλλοίωτο. ∎ 

{ 
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