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Περίληψη

Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων (Finite Element Method-FEM) μπορεί να αποτελεί μία

πολύ αποτελεσματική μέθοδο για την περιγραφή εμβιομηχανικών ιδιοτήτων των μαλακών ιστών,

των βιολογικών οργανισμών. Η μέθοδος απεικόνισης του τανυστή διάχυσης ( Diffusion Tensor

Imaging - DTI) και η δεσμιδογραφία (Tractography) αποτελούν νευροαπεικονιστικές τεχνικές

μαγνητικού συντονισμού που επιτρέπουν την περιγραφή της μυελοαρχιτεκτονικής του νευρικού

ιστού και τη δυνατότητα ποσοτικών αξιολογήσεων της λευκής ουσίας και αποτελεί την πρώτη

μη καταστροφική μέθοδο μελέτης της ανατομίας των ινών της λευκής ουσίας[1]. Αλλαγές στη

δομή των ιστών που απεικονίζονται, μπορούν να αποτελούν προγνωστικό μέσο νευρολογικών

και ψυχιατρικών παθήσεων, σύμφωνα με τις σύγχρονες θέσεις των νευρολογικών επιστημών.

Ένας μεγάλος αριθμός μαθηματικών μοντέλων για την εμβιομηχανική του εγκεφάλου, έχει ανα-

πτυχθεί με στόχο την προσομοίωση κρανιοεγκεφαλικών κακώσεων, καθώς και με στόχο τον κα-

λύτερο σχεδιασμό προστατευτικών μέσων ( κράνη κλπ). Λόγω έλλειψης ποσοτικών δεδομένων

συσχετιζόμενων με τις συνοριακές συνθήκες κρανίου και εγκεφάλου, καθώς και παραμορφώ-

σεων λευκής ουσίας, οι προβλέψεις αυτών των μοντέλων παραμένουν αβέβαιες. Τα θεωρητικά

αποτελέσματα αυτής της εργασίας προσφέρουν μια βασική κατανόηση των εσωτερικών μηχα-

νικών αντιδράσεων, ενός τμήματος του εγκεφάλου (μεσολόβιο) που υπόκειται σε συγκεκριμένα

φορτία. Παρουσιάζεται μια προσεγγιστική μοντελοποίηση του μεσολοβίου χρησιμοποιώντας γε-

ωμετρικές και ελαστικές ιδιότητες και παραμέτρους συνοριακών συνθηκών.
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Abstract

The finite element method (FEM) can be an extremely effective method for describing

the biomemechanical properties of soft tissue in biological organisms. Diffusion tensor imaging

(DTI) and Tractography are neuroimaging techniques of magnetic resonance, that can describe

the neural architecture of the brain, offer a quantitative analysis of white matter and of its fibers,

and is the first non-invasive method that can depict the anatomy of white matter fibers. According

to modern neuroscience the analysis of changes in the structure of these fibers , could potentially

provide prognostic tools for neurological and psychiatric disorders. A great number of models

for the biomechanics of the brain has been developed to simulate traumatic brain injury and

for the purpose of designing better safety equipment (helmets etc.) . However, due to a lack of

quantitative data, regarding the boundary conditions of the skull and the brain, as well as data

regarding white matter deformation, the predictive power of these models remains uncertain.

The theoretical results of this thesis provide a basic understanding of the mechanics reactions

of a certain part of the brain ( corpus callosum) under the effect of certain loads. We present a

modeling approximation of the corpus callosum, with the employment of geometric and elastic

properties, as well as boundary conditions.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Σε αυτήν την εισαγωγή παρατίθεται η γενική εμβιομηχανική θεωρία μαλακών ιστών που

χρησιμοποιείται σε αυτήν την εργασία, και οι γενικές αρχές της DTI και της Δεσμιδογραφίας .

Οι υπολογιστικές προσομοιώσεις εγκεφαλικών παραμορφώσεων χρειάζονται μια ακριβή κατα-

νόηση των ιδιοτήτων των ιστών της λευκής ουσίας και των συνοριακών συνθηκών τους. Αυτό το

κεφάλαιο επίσης συνοψίζει και συγκρίνει σύγχρονες μελέτες των εμβιομηχανικών ιδιοτήτων του

εγκεφαλικού ιστού. Επιπρόσθετα , συζητούνται πρόσφατες μέθοδοι έρευνας των εμβιομηχανι-

κών ιδιοτήτων του λευκού ιστού και των συνοριακών συνθηκών του εγκεφάλου ,όπως μηχανικές

μέθοδοι και μαγνητικές τομογραφίες. Το κεφάλαιο αναφέρεται στη σημασία της εμβιομηχανι-

κής μελέτης του εγκεφάλου στα πεδία της μελέτης κρανιοεγκεφαλικών κακώσεων, τη νευροχει-

ρουργική , την ανάπτυξη του εγκεφάλου, και την ψυχιατρική. Το κεφάλαιο καταλήγει με τους

συγκεκριμένους στόχους της εργασίας και μία σύνοψη της οργάνωσής της.
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Σχήμα 1.1: Μερικά βασικά ανατομικά τμήματα του εγκεφάλου(αριστερά) και η ανατομία των λοβών(δεξιά)

Η ανθρώπινη κεφαλή αποτελείται από το κρανίο που συνιστά ένα οστικό κέλυφος και τον

εγκεφαλικό μαλακό ιστό, που περιβάλλεται από το κρανίο. Ο εγκέφαλος αποτελείται από δύο

ημισφαίρια (τα οποία χωρίζονται μεταξύ τους από την επιμήκη σχισμή), την παρεγκεφαλίδα και

το εγκεφαλικό στέλεχος. Τα δύο ημισφαίρια διαιρούνται στον μετωπιαίο , τον βρεγματικό, τον

κροταφικό και τον ινιακό λοβό. Το μεσολόβιο είναι ένας σχηματισμός ιστών λευκής ουσίας ,

που συνδέει τα δύο ημισφαίρια , και τα κενά ανάμεσα στους ιστούς καλύπτονται από εγκεφαλο-

νωτιαίο υγρό. Ο εγκεφαλικός ιστός χωρίζεται στη φαιά ουσία, η οποία αποτελείται κυρίως από

νευρικά κύτταρα είτε διάσπαρτα ή σε πυρήνες, αγγεία, και δεν έχει εμμύελους (περιβαλλόμενους

από μυελίνη ) άξονες νευρώνων, και τη λευκή ουσία , η οποία αποτελείται από τη νευρογλοία ,

αγγεία, και έχει εμμύελες και λίγες αμύελες νευρικές ίνες. Ο εγκέφαλος καλύπτεται, και προστα-

τεύεται από τρία στρώματα ιστού, τη χοριοειδή , την αραχνοειδή και τη σκληρά μήνιγγα , ενώ

τα κενά γεμίζονται με εγκεφαλονωτιαίο υγρό [2].

1.1 Εμβιομηχανικές μελέτες των ιδιοτήτων του εγκεφαλικού ιστού

Η έρευνα των μηχανικών ιδιοτήτων του εγκεφάλου ξεκίνησε πριν από πενήντα χρόνια [3,4],

και υπάρχει ένας μεγάλος αριθμός πειραμάτων in vivo και in vitro που έχει εμβαθύνει την κα-
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τανόηση της μηχανικής συμπεριφοράς του εγκεφαλικού ιστού. Τα πειράματα αντοχής υλικών

που έχουν γίνει πιο συχνά, είναι πειράματα εφελκυσμού, διάτμησης και θλίψης/σκληρότητας.

Οι περισσότερες μελέτες αντιμετωπίζουν τον εγκεφαλικό ιστό ως ένα ισότροπο σώμα . Τα απο-

τελέσματα αυτών των πειραμάτων ποικίλουν ανάλογα με τον εάν η λευκή ουσία παρουσιάζει ανι-

σότροπες ιδιότητες. Παρόλο που οι περισσότερες αναλύσεις αντιμετωπίζουν τη φαιά και λευκή

ουσία ξεχωριστά, οι υπολογισμοί των ελαστικών σταθερών και της λευκής και της φαιάς ουσίας

ποικίλουν . Επίσης, οι υπολογισμοί ελαστικών σταθερών παρουσιάζουν εν γένει διαφορές για το

ίδιο δοκίμιο, στην ίδια περιοχή, πιθανόν λόγω του φάσματος συχνοτήτων, και των πειραματι-

κών συνθηκών. Όλα τα πειράματα διάτμησης και εφελκυσμού έγιναν in vitro, επειδή το δοκίμιο

αφαιρέθηκε από το δότη και κόπηκε σε συγκεκριμένο σχήμα πριν το πείραμα [5-7]. Τα πειρά-

ματα σκληρότητας όμως είναι εφικτά και in vivo μέσω της βύθισης ενός κυλινδρικού μεταλλικού

σώματος στον εγκέφαλο , μέσα από μία εσοχή στο κρανίο [8,9].

1.2 In Vivo μετρήσεις μέσω μαγνητικής τομογραφίας (MRI)

Παρόλο που τα πειράματα αντοχής υλικών δίνουν μία άμεση μέθοδο μέτρησης των ιδιοτή-

των του εγκεφαλικού ιστού, λίγα έχουν γίνει in vivo [5-7]. Οι μέθοδοι απεικόνισης μέσω μαγνη-

τικής τομογραφίας αποτελούν έναν χρήσιμο τρόπο για να εκτιμηθούν και οι ιδιότητες του ιστού,

αλλά και οι συνοριακές του συνθήκες in vivo. Οι μετρήσεις μετατοπίσεων ιστών in vivo μέσω

μαγνητικής τομογραφίας (MR tagging) προσφέρει ένα εργαλείο για την εκτίμηση των συνορια-

κών συνθηκών ενός μοντέλου πεπερασμένων στοιχείων του εγκεφαλικού ιστού. Αυτή η μέθοδος

χρησιμοποιήθηκε πρώτα για τον καρδιακό μυ in vivo και βασίζεται στο ότι όταν αλλάζει η το-

πική μαγνήτιση ενός υλικού, αυτό διατηρεί την αλλαγμένη μαγνήτιση καθώς κινείται[10,11].

Η μέτρηση των μηχανικών ιδιοτήτων του εγκεφαλικού ιστού , γίνεται ευρέως με χρήση τη μα-

γνητικής ελαστογραφίας (MR elastrography -MRE)[12,13] . Η MRE χρησιμοποιείται για τους

ανθρώπινους [14,15] και ζωικούς [16-18] εγκεφάλους , για το ήπαρ[19-21], το στήθος[22,23],
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την καρδιά [24] , τον προστάτη [25,26] και για τους μυς [27].

1.3 Η σημασία της εμβιομηχανικής του εγκεφαλικού ιστού

Μία πλήρης κατανόηση των μηχανικών ιδιοτήτων του εγκεφαλικού ιστού, απαιτείται έτσι

ώστε να εξακριβωθεί η σύνδεση ανάμεσα στις μηχανικές αντιδράσεις του ιστού σε συγκεκριμένα

φορτία, και της ζημιάς που υφίσταται βάσει πειραματικών δεδομένων. Επιπρόσθετα, ακριβείς

πληροφορίες για αυτές τις ιδιότητες, θα βοηθήσουν στην εφαρμογή της ανάλυσης πεπερασμέ-

νων στοιχείων για μοντέλα του εγκεφαλικού ιστού. Οι πληροφορίες αυτές βρίσκουν εφαρμογή

σε φαινόμενα κρανιοεγκεφαλικών κακώσεων των οποίων οι μηχανισμοί παραμένουν αβέβαιοι

και παράγοντες όπως κατώφλια τραυματισμού και οι συνθήκες υπό τις οποίες πραγματοποιεί-

ται μια κρανιοεγκεφαλική κάκωση, παραμένουν αντικείμενο σύγχρονης έρευνας [28,29]. Εμ-

βιομηχανικά δεδομένα in vivo και in vitro θα είναι χρήσιμα για την καλύτερη κατανόηση των

μηχανισμών και της μοντελοποίησης κρανιοεγκεφαλικών κακώσεων.

Η μηχανική συμπεριφορά του εγκεφαλικού ιστού θα αποτελέσει ένα πολύ σημαντικό εύ-

ρημα για τη νευροχειρουργική. Για παράδειγμα , στα νευροχειρουργεία, μπορεί να γίνει μερικό

μάζεμα ενός τμήματος του ιστού με στόχο να υπάρξει πιο καθαρή εικόνα του τμήματος που

πρέπει να χειρουργηθεί. Οι ελκτικές δυνάμεις που θα ασκηθούν όμως , μπορεί να προκαλέσουν

παραμορφώσεις και νευρολογική βλάβη. Επιπλέον, οι νευροάξονες, καθώς συνδέουν διαφορε-

τικά μέρη του εγκεφάλου, πρέπει να προστατεύονται κατά τη διάρκεια ενός χειρουργείου. Ως

εκ τούτου, μία ακριβής προσομοίωση που θα προβλέπει τις ασκούμενες τάσεις από της νευρο-

χειρουργικές επεμβάσεις στον ιστό θα έχει μεγάλη αξία [30,31]. Δομικές αλλαγές έχουν επίσης

παρατηρηθεί σε έρευνες που συνέκριναν τομογραφίες DTI αθλητών, σε αθλήματα στα οποία

οι κρανιοεγκεφαλικές κακώσεις είναι συνήθεις (πάλη κλπ), όπου διασείσεις συνέβησαν, χωρίς

όμως να έχουν αναφερθεί από συνήθεις μεθόδους διάγνωσης. Τα δεδομένα υποστηρίζουν πως

δομικές αλλαγές στους ιστούς μπορούν να συμβούν λόγω κρούσεων και επανειλημμένης φόρ-
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τισης , αλλά τα εμβιομηχανικά χαρακτηριστικά των χτυπημάτων που οδήγησαν σε αυτές τις

παραμορφώσεις δεν έχουν εξακριβωθεί [29,32].

Στον τομέα της ψυχιατρικής , με χρήση της DTI , υπάρχουν ευρήματα που υποστηρίζουν

ανωμαλίες διάχυσης στην αγκιστροειδή δεσμίδα, τον μεγαλύτερο νευροάξονα που συνδέει τον

εμπρόσθιο και κροταφικό λοβό σε ασθενείς που έχουν διαγνωσθεί με σχιζοφρένεια. Επίσης ,

υπάρχουν προβλέψεις , πως οι συνδέσεις ανάμεσα στα δύο ημισφαίρια θα παρουσιάσουν ανω-

μαλίες σε ασθενείς με σχιζοφρένεια, και πως οι συνδέσεις μεταξύ των ημισφαιρίων μέσω του

μεσολοβίου θα είναι πιο πυκνές για τους ίδιους ασθενείς. Εφαρμογές επίσης έχουν βρεθεί για

την επιληψία , και για τη σύνδεση της με ανωμαλίες στη μικροδομή λευκής ουσίας κοντά στο

επιληπτικό κέντρο. Μελέτες επίσης γίνονται σε ασθενείς με διπολική διαταραχή, σύνδρομο Di

George και σύνδρομο William [33-36].

1.4 Στόχοι της εργασίας

▶ Εύρεση των σχέσεων τάσης παραμόρφωσης που περιγράφουν το τμήμα του μεσολοβίου

▶ Διερεύνηση του πεδίου μετατοπίσεων του μεσολοβίου, για συγκεκριμένες τάσεις.

▶ Διερεύνηση των ανισοτροπικών ιδιοτήτων του μεσολόβιου ιστού.

1.5 Οργάνωση της εργασίας

Η εργασία ακολουθεί την επικείμενη σειρά παρουσίασης:

Το Κεφάλαιο 2 παρουσιάζει το θεωρητικό υπόβαθρο της εργασίας. Έπειτα από μια γενική
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εισαγωγή στις βασικές αρχές, δίνεται έμφαση στις ιδιότητες ενός εγκαρσίως ισοτρόπου υλικού.

Συζητούνται οι καταστατικές εξισώσεις για μικρές και μεγάλες παραμορφώσεις , οι οποίες είναι

ικανές να περιγράψουν την ανισοτροπία στη λευκή ουσία. Επίσης , παρουσιάζονται βασικές αρ-

χές της γραμμικής βισκοελαστικότητας και της μετάδοσης κυμάτων σε μαλακούς ιστούς. Τέλος,

θα αναφερθούν οι βασικές αρχές της μεθόδου DTI και της δεσμιδογραφίας.

Το Κεφάλαιο 3 θα παρουσιάσει την αριθμητική ανάλυση που χρησιμοποιήθηκε για την

εύρεση των παραμορφώσεων του μεσολοβίου, υπό συγκεκριμένα φορτία με χρήση, και τα απο-

τελέσματα που υπολογίζονται
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Κεφάλαιο 2

Βιβλιογραφική Ανασκόπηση

Σε αυτό το κεφάλαιο διατυπώνονται τα θεωρητικά θεμέλια για την υπόλοιπη εργασία. Αρ-

χικά θα παρουσιαστούν βασικά στοιχεία της θεωρίας του συνεχούς μέσου. Στη συνέχεια, παρα-

τίθενται οι καταστατικές σχέσεις για υπερελαστικά μέσα και για ένα εγκάρσια ισότροπο υλικό.

Επίσης προτείνεται μία καταστατική σχέση για την περιγραφή της ανισοτροπίας μαλακού ιστού

για διάτμηση και εφελκυσμό [37].

2.1 Εισαγωγή

Οι καταστατικές εξισώσεις έχουν θεμελιώδη σημασία στη μηχανική μοντελοποίηση των

μαλακών ιστών. Μία κατάλληλη καταστατική σχέση διατυπώνει τις παραμορφώσεις ενός ιστού

δοσμένου ενός φορτίου, και κατά συνέπεια μπορεί να προσφέρει μία καλύτερη κατανόηση των

μηχανισμών φθοράς των μαλακών ιστών. Οι προσεγγίσεις για την μοντελοποίηση των βιολο-

γικών ιστών μπορεί να κατηγοριοποιηθεί στους δομικούς και τους φαινομενολογικούς τύπους.

Η δομική προσέγγιση βασίζεται στην ρητή περιγραφή της δομής και σύστασης του ιστού , ενώ

η φαινομενολογική αναφέρεται στη γενικότερη συμπεριφορά του ιστού. Σε αυτή την εργασία,

χρησιμοποιείται ένας συνδυασμός αυτών των προσεγγίσεων.
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Τα μοντέλα της μηχανικής του συνεχούς μέσου έχουν χρησιμοποιηθεί ευρέως για την περι-

γραφή των μαλακών βιολογικών ιστών. Βρίσκουν χρήση στη μελέτη των ιστών του αρτηριακού

τοιχώματος , του μυοκαρδίου , και του εγκεφαλικού ιστού . Η θεωρία της μηχανικής συνεχούς

μέσου μπορεί να περιγράψει και μικρές και μεγάλες παραμορφώσεις , και μπορεί να χρησιμο-

ποιηθεί και για δομικές, και για φαινομενολογικές καταστατικές εξισώσεις.

Ο εγκεφαλικός ιστός είναι έντονα ετερογενής , καθώς αποτελείται και από λευκή και από

φαιά ουσία, και κατά συνέπεια οι καταστατικές εξισώσεις για τη λευκή και τη φαιά ουσία πρέ-

πει να είναι διαφορετικές. Για κάποια μικρά ζώα , όπως ποντίκια και αρουραίους , όπου μόνο

ένα μικρό τμήμα του εγκεφάλου αποτελείται από λευκή ουσία, γίνεται να χρησιμοποιηθεί ένα

ομοιογενές μοντέλο για ολόκληρο τον εγκέφαλο. Η λευκή ουσία ,η οποία αποτελείται από ευ-

θυγραμμισμένους νευροάξονες, θεωρείται πως είναι μηχανικά ανισότροπη, ενώ η φαιά ουσία

θεωρείται πως είναι μηχανικά ισότροπη. Κάποια σύγχρονα ανισότροπα μοντέλα για τη λευκή

ουσία βασίζονται στην αρχή της υπερελαστικότητας , στην οποία μία συγκεκριμένη συνάρτηση

πυκνότητας ενέργειας τάσης χρησιμοποιείται έτσι ώστε να εξακριβωθεί η καταστατική εξίσωση.

Καθώς η λευκή ουσία ενέχει κατά κόρον ευθυγραμμισμένους νευροάξονες ,συχνά υιοθετούνται

μοντέλα γραμμικής ελαστικότητας , βισκοελαστικότητας , και εγκαρσίως ισότροπης ελαστικό-

τητας.

Η θεωρία στα μοντέλα των εγκαρσίως ισότροπων υλικών θεμελιώθηκε κυρίως από τον

Spencer. Εισήγαγε μοντέλα για μικρές και μεγάλες παραμορφώσεις, κάνοντας χρήση της θε-

ωρίας της γραμμικής ελαστικότητας και της υπερελαστικότητας αντίστοιχα. Τα μοντέλα αυτά

υιοθετήθηκαν ή μιμήθηκαν ευρέως από τους μεταγενέστερους ερευνητές. Οι περισσότερες συ-

ναρτήσεις πυκνότητας ενέργειας τάσης εμπεριέχουν ψευδό-αναλλοίωτες που προτάθηκαν από

τον Spencer, και έχουν εφαρμοσθεί επιτυχώς στο μυοκάρδιο, το εγκεφαλικό στέλεχος και τη

λευκή ουσία.

Το κεφάλαιο θα παρουσιάσει πρώτα τη θεωρία των μοντέλων για εγκαρσίως ισότροπο

υλικό. Ο εγκεφαλικός ιστός όμως αποτελεί βισκοελαστικό υλικό. Ο χαρακτηρισμός των βισκοε-
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λαστικών ιδιοτήτων του εγκεφαλικού ιστού ξεκίνησε στα πολύ νεαρά στάδια της μελέτης της

μηχανικής του εγκεφάλου. Μερικά από τα σύγχρονα βισκοελαστικά μοντέλα είναι οι σειρές

Prony και το Κλασματικό Μοντέλο Zener. Ένας γενικός χαρακτηρισμός των ανισότροπων, βι-

σκοελαστικών, και υπερελαστικών ιδιοτήτων του εγκεφαλικού ιστού απαιτεί ένα μεγάλο αριθμό

πειραματικών δεδομένων και προσομοιώσεων .

Το κεφάλαιο προσφέρει μια εισαγωγή στις βασικές υπερελαστικές και βισκοελαστικές θε-

ωρίες στο πλαίσιο της μοντελοποίησης το εγκεφαλικού ιστού. Παραδίδονται οι σχέσεις ανάμεσα

στη συνάρτηση πυκνότητας ενέργειας τάσης και στις εξισώσεις του συμβατού, ενώ προτείνονται

και οι κατάλληλες συναρτήσεις αυτής της ενέργειας.

2.2 Μηχανική των παραμορφώσεων

Στη μηχανική του συνεχούς μέσου , η παραμόρφωση ενός υλικού , ορίζεται ως ο μετασχη-

ματισμός ενός αρχικού (απαραμόρφωτου ) σχηματισμού αναφοράς Ω0, σε έναν νέο παραμορ-

φωμένο σχηματισμό Ω . Η βαθμίδα παραμόρφωσης F είναι ο τανυστής που περιγράφει αυτόν

τον μετασχηματισμό :

F =
∂x

∂X
(2.1)

όπου X είναι το διάνυσμα θέσης του απαραμόρφωτου (υλικού) σχηματισμού και x είναι

το διάνυσμα θέσης του παραμορφωμένου (χωρικού) σχηματισμού. Ο τανυστής F δρα ως ένας

τανυστής αντιστοίχισης δύο σημείων , συνδέοντας την αρχική και την παραμορφωμένη θέση

ενός υλικού σημείου. Η ορίζουσα της F αποτελεί τον λόγο ,J ,του στοιχείου όγκου dv του

παραμορφωμένου σχηματισμού διά του στοιχείου όγκου dV του υλικού σχηματισμού.
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J = det(F ) =
dv

dV
=

ρ0

ρ
(2.2)

Ο τανυστής F μπορεί να διασπαστεί σε μία καθαρή παραμόρφωση που ακολουθείται από

μία καθαρή περιστροφή, ή ανάποδα , από μία καθαρή περιστροφή και μία ακόλουθη καθαρή

παραμόρφωση. Για μικρές παραμορφώσεις και στροφές, τα δύο αυτά μεγέθη προστίθενται και

αντιμετατίθενται . Για μεγάλες παραμορφώσεις όμως , κάτι τέτοιο δεν ισχύει,και η παραμόρφωση

και περιστροφή πολλαπλασιάζονται.

Το θεώρημα πολικής διάσπασης δηλώνει πως ο τανυστής της βαθμίδας των παραμορφώ-

σεων μπορεί να διασπαστεί , με μοναδικό τρόπο , στις δύο ακόλουθες μορφές:

F = Θ · U = V · Θ (2.3)

ΌπουU καιV είναι θετικά ορισμένοι και συμμετρικοί τανυστές και οΘ είναι ένας ορθοκα-

νονικός τανυστής ( αφού J = detF > 0 ) . Καθώς ένας ορθοκανονικός τανυστής περιγράφει

την περιστροφή στερεού σώματος, οΘ καλείται τανυστής στροφών. Κατά συνέπεια, το σύνολο

των παραμορφώσεων περιγράφεται από τους τανυστέςU και V , οι οποίοι καλούνται δεξιός και

αριστερός τανυστής τροπών αντίστοιχα.Ο τανυστήςU επιδρά στον απαραμόρφωτο σχηματισμό,

ενώ ο V στον παραμορφωμένο. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό του τανυστή βαθμίδας παραμορ-

φώσεων , μπορούμε να ορίσουμε τον αριστερό και δεξί τανυστή Cauchy-Green ως εξής:

B = F · F ⊺ (2.4)

C = F ⊺ · F (2.5)

’ΟπουB είναι ο αριστερός, καιC είναι ο δεξίς τανυστής Cauchy-Green. Ο υλικός τανυστής
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τροπών E , και ο χωρικός τανυστής τροπών e , μπορούν να διατυπωθούν ως:

2E = C − I (2.6)

2e = I − B−1 (2.7)

Όπου I είναι ο μοναδιάιος πίνακας. Ο τανυστής E , συχνά αποκαλείται Green-Lagrange,

και ο e , Euler-Almansi.

2.3 Αναλλοίωτες των τροπών και η συνάρτηση ενέργειας
παραμόρφωσης

Γενικά, η τάση ορίζεται ως δύναμα ανά επιφάνεια. Για μικρές παραμορφώσεις , η επιφάνεια

μπορεί να είναι η απαραμόρφωτη, ή η παραμορφωμένη , καθώς η διαφορά τους θεωρείται αμε-

λητέα. Για μεγάλες παραμορφώσεις όμως, είναι αναγκαίο να υπάρχει διαχωρισμός ανάμεσα στις

δύο. Η τάση, που ασκείται στην παραμορφωμένη επιφάνεια καλείται πραγματική τάση, ενώ η

ασκούμενη στην απαραμόρφωτη ονομάζεται ψευδο-τάση. Η τάση Cauchy δίνεται από τη σχέση:

T (n) = n · σ (2.8)

Ο όρος σ αποκαλείται τανυστής πραγματικής τάσης ή τανυστής τάσης Cauchy. Καθώς

αναφέρεται στο παραμορφωμένο σώμα , ο τανυστής τάσης Cauchy είναι το κατάλληλο μέτρο

τάσης για σχηματισμούς Euler. Σε σχηματισμούς Lagrange , είθισται να γίνεται χρήση τανυστών

ψευδο-τάσης. Σε αναλογία με την (2.8), ο πρώτος τανυστής Piola-Kirchhoff, t , και ο δεύτερος

τανυστής Piola-Kirchhoff , s , ορίζονται από τις σχέσεις:
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T (N) = N · t

T (N) = N · s
(2.9)

’Οπου:

t = JF−1 · σ = s · F ⊺

s = JF−1 · σ · F−⊺ = t · F−⊺
(2.10)

Εάν μία παραμόρφωση είναι ισόθερμη ( η θερμοκρασία διατηρείται σταθερή) , και το υλικό

συμπεριφέρεται ελαστικά , ορίζουμε τη συνάρτηση πυκνότητας ενέργειας παραμόρφωσης,

W (R,E) = ρ0ψ (2.11)

ανά μονάδα απαραμόρφωτου όγκου(R είναι το διάνυσμα θέσης του απαραμόρφωτου σχη-

ματισμού καιψ η συνάρτηση ελεύθερης ενέργειας). Καθώς η πυκνότητα ρ0 του απαραμόρφωτου

σώματος είναι ανεξάρτητη της παραμόρφωσης παίρνουμε την καταστατική εξίσωση:

S =
∂W

∂E
(2.12)

Η (2.12) μπορεί να γραφεί και σε μορφή τανυστή τάσης Cauchy και του πρώτου τανυστή

τάσης Piola-Kirchhoff. Με αντικατάσταση στη (2.10) , καταλήγουμε στο σύνολο των καταστα-

στικών εξισώσεων:
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σ = J−1F ·
∂W

∂E
F ⊺

t =
∂W

∂E
F ⊺

S =
∂W

∂E

(2.13)

Από τον ορισμό του τανυστή Cauchy-Green , μπορούμε να εκφράσουμε τον δεύτερο τανυ-

στή Piola-Kirchhoff S , και την τάση σ συναρτήσει του C :

σ = 2J−1F ·
∂W

∂C
F ⊺

S = 2
∂W

∂C

(2.14)

Η συνάρτηση ενέργειαςW μπορεί επίσης να εκφραστεί συναρτήσει των πρώτων ( ισοτρο-

πικών) αναλλοίωτων του τανυστή C . Αυτές οι αναλλοίωτες είναι οι:

I1 = tr(C)

I2 =
1

2
[(tr(C))2 − tr(C2)]

I3 = det(C)

(2.15)

Ενώ οι δύο ψευδο-αναλλοίωτες I4 και I5 δίνονται από τις σχέσεις :

I4 = ϵ33

I5 = ϵ231 + ϵ223

(2.16)
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Η συνάρτηση ενέργειας W , για εγκαρσίως ισότροπο υλικό, μπορεί να γραφεί και ως συ-

νάρτηση αυτών των αναλλοίωτων :

W =W (I1, I2, I3, I4, I5) (2.17)

2.2 Καταστατικός νόμος για εγκαρσίως ισότροπο υλικό

Για ένα εγκαρσίως ισότροπο υλικό οι καρτεσιανές συνιστώσες του δεύτερου τανυστή Piola-

Kirchhoff δίνονται από τις σχέσεις:

SIJ =
1

2
(
∂W

∂ϵIJ
+
∂W

∂ϵJI
) (2.18)

Με παραγώγιση της συνάρτησηςW και κάνοντας χρήση του κανόνα αλυσίδωτής παραγώ-

γισης παίρνουμε :

∂W

∂ϵIJ
=
∂W

∂I1

∂I1
∂ϵIJ

+
∂W

∂I2

∂I2
∂ϵIJ

+
∂W

∂I3

∂I3
∂ϵIJ

+
∂W

∂I4

∂I4
∂ϵIJ

+
∂W

∂I5

∂I5
∂ϵIJ

(2.19)

Παίρνοντας υπόψιν τη σχέση ∂W
∂ϵIJ

= 2 ∂W
∂cIJ

, βρίσκουμε για το s :

s =
∂W

∂E
= 2[W1I +W2(I1I −C) +W3I3C

−1]

+W4δ
I
3δ

J
3 + 2W5(ϵ31δ

I
3δ

J
3 + ϵ23δ

I
2δ

J
3 )

(2.20)
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Για την εύρεση της τάσης Cauchy , πρώτα εισάγουμε κάποιον επιπρόσθετο συμβολισμό.

Έστω, πως σε ένα σημέιο P του απαραμόρφωτου σώματος, ορίζονται τρία συστήματα συντε-

ταγμένων. Το ένα έχει καρτεσιανές συντεταγμένες ZI και διανύσματα βάσης eI κατά μήκος

των υλικών αξόνων. Το δεύτερο έχει ορθογώνιες καμπυλόγραμμες συντεταγμένες XI′ με δια-

νύσματα βάσης GI′ παράλληλα στο eI και στο P , ενώ το τρίτο, έχει γενικές καμπυλόγραμμες

συντεταγμένεςXI με δανύσματα βάσηςGI . Με βάση τα παραπάνω, παίρνουμε για τον τανυστή

τροπών Lagrange και για τον δεύτερο τανυστή Piola-Kirchhoff :

σ = J−1F
∂W

∂E
F ⊺

t =
∂W

∂E
F ⊺

(2.21)

Και η δυαδικές τους αναπαραστάσεις είναι οι:

ϵIJ = AK
I A

L
JEKL

sIJ = AI
KA

J
LS

KL
(2.22)

Όπου :

AJ ′
I = eIG

J ′
=
∂XJ ′

∂ZI

AJ
I = eIG

J =
∂XJ

∂ZI

AJ
I′ = GI′G

J =
∂XJ

∂XI′

(2.23)

Στις παραπάνω εξισώσεις τα διανύσματα e και G αποτελούν διανύσματα βάσης.Τώρα ,
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βρισκόμαστε σε θέση να βρούμε τις συνιστώσες της τάσης, σε ένα σύστημα γενικών καμπυλό-

γραμμων συντεταγμένων. Αντικαθιστώντας την (2.18) στην (2.22) παίρνουμε :

σI∗J∗ = ΦGIJ + ψQIJ − pgIJ +ΘM IJ + ΛN IJ (2.24)

Όπου:

Θ = I
−1/2
3 W4

Λ = I
−1/2
3 W5

M IJ = AI
3A

J
3

N IJ = (AI
3A

J
a +AI

aA
J
3 )ϵa3 a = 1, 2

(2.25)

2.3 Εξισώσεις για ασυμπίεστο μαλακό ιστό

Οι μαλακοί ιστοί εν γένει θεωρούνται ασυμπίεστα σώματα , συνεπώς η παραμόρφωσή τους

περιορίζεται από τη συνθήκη J = 1. Έτσι, οι συνιστώσες των τροπών δεν είναι όλες ανεξάρτητες

, και οι καταστατικές εξισώσεις πρέπει να τροποποιηθούν. Αυτό μπορεί να γίνει, γράφοντας

πρώτα την συνθήκη του ασυμπίεστου στη μορφή:

∆ = ∇̄ · v = trD = 0 (2.26)

Συνεχίζοντας με την τάση, μπορούμε να ορίσουμε έναν τροποποιημένο τανυστή τάσης
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Cauchy ως:

σ∗ = σ − pI (2.27)

Όπου p είναι μία αυθαίρετη συνάρτηση, ανάλογης θέσης με την υδροστατική πίεση. Οι

τροποποιημένες καταστατικές εξισώσεις που προκύπτουν είναι οι:

σ = J−1F ·
∂W

∂E
F ⊺ − pI

t =
∂W

∂E
F ⊺ − pF−1

S =
∂W

∂E
− pF−1 · F−T

(2.28)

2.4 Το πρόβλημα των συνοριακών τιμών και η θλίψη μαλακού ιστού

Στη θεωρία της ελαστικότητας , οι καταστατικές και κινηματικές εξισώσεις, καθώς και το

σύνολο συνοριακών και αρχικών συνθηκών ορίζουν το πρόβλημα συνοριακών τιμών για κάποιο

υλικό. Παρατίθεται το σύνολο αυτών των εξισώσεων:

Κινηματικές σχέσεις:

F = (∇r)T

E =
1

2
(F T · F − I)

=
1

2
[∇u+ (∇u)T + (∇u)(∇u)T ]

(2.29)
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Τάση:

σ = J−1F · t = σ = J−1F · s · F T (2.30)

Εξισώσεις Κίνησης:

∇̄ · σ + f = ρa

∇ · t+ f0 = ρ0a

∇ · (s · F T ) + f0 = ρ0a

(2.31)

Καταστατικές Εξισώσεις:

σ = J−1F ·
∂W

∂E
F ⊺ − pI

t =
∂W

∂E
F ⊺ − pF−1

S =
∂W

∂E
− pF−1 · F−T

(2.32)

Συνθήκη ασυμπίεστου:

J = detF = 1 (2.33)
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Για το πρόβλημα της θλίψης μαλακού ιστού, θεωρούμαι πως ο ιστός είναι εγκαρσίως ισο-

τροπικός, και πως οι ίνες του είναι ευθυγραμμισμένες με τον άξονα X1, που επίσης θεωρείται

και η κατεύθυνση του ασκούμενου φορτίου. Λόγω συμμετρίας, οι άξονες συντεταγμένων συμ-

πίπτουν με τους κύριους άξονες της τάσης. Για ένα καρτεσιανό σύστημα Xi και xi η βαθμίδα

παραμόρφωσης , και ο τανυστής τροπών Lagrange είναι :

[F i
I ] = [FiI ] = diag[λ1, λ2, λ3]

[EIJ ] = diag[
1

2
(λ21 − 1),

1

2
(λ22 − 1),

1

2
(λ23 − 1)]

(2.34)

’Οπου λi είναι οι διαστάσεις των επιμηκύνσεων. Καθώς οι xi είναι οι κύριοι άξονες, μπορεί

να χρησιμοποιηθεί ο πρώτος τανυστής Piola-Kirchhoff , ο οποίος συνήθως δεν είναι συμμετρι-

κός, αν υφίστανται διατμητικές τάσεις. Σε αυτήν την περίπτωση , η καταστατική σχέση είναι

:

tII =
∂W

∂EII
FII − p(FII)

−1 (2.35)

Από τον κανόνα αλυσιδωτής παραγώγισης έχουμε:

∂W

∂λ1
=

∂W

∂E11

∂E11

∂λ1
=

∂W

∂E11
λ1 =

∂W

∂E11
F11 (2.36)

’Ετσι, μπορούμε να γράψουμε:
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tII =
∂W

∂λI
− p

λI
(2.37)

Για ασυμπίεστο υλικό, τα λI δεν μπορούν να προσδιοριστούν ανεξάρτητα, καθώς περιο-

ρίζονται από τη συνθήκη του ασυμπίεστου. Ένα καλώς ορισμένο πρόβλημα απαιτεί τον ορισμό

μίας εκ των συνιστωσών του τανυστή Piola-Kirchhoff , για παράδειγμα του t33. Σε αυτήν την

περίπτωση η (2.37) δίνει:

p = λ3(
∂W

∂λ3
− t33) (2.38)

Οι υπόλοιπες τάσεις υπολογίζονται από την (2.37) και από τη σχέση λ1λ2λ3 = 1 .Εάν

θεωρήσουμε πως η t33 είναι παντού μηδέν, παίρνουμε για τις άλλες συνιστώσες :

t11 =
∂W

∂λ1
− λ3
λ1

∂W

∂λ3

t22 =
∂W

∂λ2
− λ3
λ2

∂W

∂λ3

(2.39)

Εάν ο ιστός είναι εγκαρσίως ισοτροπικός, τότε ηW είναι συνάρτηση των αναλλοίωτων:
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I1 = λ21 + λ22 + λ23

I2 = λ21λ
2
2 + λ22λ

2
3 + λ21λ

2
3

I3 = λ21λ
2
2λ

2
3

I4 =
1

2
(λ21 − 1)

I5 = 0

(2.40)

Αυτές οι εξισώσεις δίνουν τις παραγώγους:

∂W

∂λ1
= λ1[2W1 + 2W2(λ

2
2 + λ23) +W4)]

∂W

∂λ2
= λ2[2W1 + 2W2(λ

2
1 + λ23))]

∂W

∂λ3
= λ3[2W1 + 2W2(λ

2
1 + λ22))]

(2.41)

Εισάγοντας τις παραπάνω ταυτότητες στην και την λ3 = 1
λ1λ2

στην (2.39) καταλήγουμε

στις :

t11 = 2λ1(1−
1

λ41λ
2
2

)(W1 + λ22W2) + λ1W4

t22 = 2λ2(1−
1

λ21λ
4
2

)(W1 + λ21W2)

(2.42)
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Κεφάλαιο 3

Λογισμικό και το δοκίμιο προς ανάλυση

3.1 Απεικόνιση του τανυστή διάχυσης και δεσμιδογραφία

Στο πρώτο τμήμα της εργασίας, έγινε η επιλογή του δοκιμίου για το οποίο έγινε η δεσμι-

δογραφία, καθώς και η εφαρμογή της ανάλυσης πεπερασμένων στοιχείων. Το δείγμα είναι μια

μαγνητική τομογραφία, που προερχόταν από το εκπαιδευτικό υλικό του λογισμικού 3DSlicer ,

που είναι το λογισμικό που χρηιμοποιήθηκε για να απεικονισθεί η δεσμιδογραφία.

Η μέθοδος απεικόνισης της διάχυσης (Diffusion Weighted Imaging-DWI) είναι η χρήση

συγκεκριμένων MRI σειρών και λογισμικού παραγωγής εικονών,που χρησιμοποιεί τη διάχυση

των μορίων νερού ώστε να παραχθούν αντιθέσεις στις εικόνες μαγνητικής τομογραφίας. Επιτρέ-

πει τη χαρτογράφηση της διαδικασίας διάχυσης των μορίων του νερού σε βιολογικούς ιστούς.

Η μοριακή διάχυση στους ιστούς, δεν είναι τυχαία, αλλά αντικατροπτρίζει αλληλεπιδράσεις με

πολλά εμπόδια, όπως μακρομόρια, ίνες, και μεμβράνες. Τα μοτίβα διάχυσης των μορίων νερού,

μπορούν, κατά συνέπεια, να αποκαλύψουν μικροσκοπικές λεπτομέρειες της αρχιτεκτονικής του

ιστού, είτε αυτός βρίσκεται σε υγιή ή σε παθολογική κατάσταση [38-48].

Η μέθοδος απεικόνισης του τανυστή της διάχυσης (diffusion tensor imaging-DTI) βρίσκει

εφαρμογή όταν ένας ιστός, όπως οι νευροάξονες λευκής ουσίας στον εγκέφαλο, έχουν μία εσω-

τερική ιστώδη δομή που εξαρτάται από την ανισοτροπία συγκεκριμένων κρυστάλλων. Το νερό
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Σχήμα 3.1: Βάση δεδομένων DWI (αριστερά) και βάση δεδομένων DTI (δεξιά)

τότε θα διαχυθεί πιο γρήγορα στην κατεύθυνση που είναι συνευθειακή της εσωτερικής δομής

( αξονική διάχυση) και πιο αργά όταν κινείται κάθετα στην προτιμητέα κατεύθυνση (ακτινική

διάχυση). Αυτό επίσης σημαίνει πως ο μετρόυμενος ρυθμός διάχυσης αλλάζει συναρτήσει του

συστήματος αναφοράς του παρατηρητή.

Η DTI είναι μία τεχνική μαγνητικού συντονισμού, που μπορεί να μετρήσει την υπό περιο-

ρισμούς διάχυση του νερού, με στόχο την παραγωγή εικόνων νευρικών ινών. Στην DTI κάθε

στοιχείο όγκου έχει ένα , ή περισσότερα ζεύγη παραμέτρων, ένα ρυθμό διάχυσης και την προ-

τιμητέα κατεύθυνση δίαχυσης. Επιπρόσθετα, οι πληροφορίες της κατεύθυνσης της διάχυσης γί-

νεται να επιλεχθούν ώστε να σχεδιασθούν νευρικές οδοί στον εγκέφαλο, μία διαδικασία που

λέγεται δεσμιδογραφία[38-40]. Η διαδικασία βασίζεται στη μαθηματική και φυσική ερμηνεία

του τανυστή διάχυσης, που δίνεται από τον τύπο:

D =


Dxx Dxy Dxz

Dxy Dyy Dyz

Dxz Dyz Dzz

 (3.1)

Στα πλαίσια της περιγραφής του φαινομένου της διάχυσης του νερού και της ανισοτρο-

πίας των ινών θα χρησιμοποιηθούν τα ελλειψοειδή των ιδιοτιμών. Ένα ελλειψοειδές, μπορεί να
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περιγραφεί από τον τύπο ax2 + by2 + cz2 = 1 . Οι τιμές a,b και c καθορίζουν το εάν η επιφά-

νεια θα είναι ελλειψοειδής ή υπερβολοειδής. Στη σύγχρονη νευρολογία, διάφορες παθολογίες

του εγκεφάλου μπορούν να εντοπισθούν, μετρώντας την ανισοτροπία και τη διάχυση. Η φυσική

διαδικασία της διάχυσης κάνει μία ομάδα μορίων νερού να απομακρυνθεί από κάποιο κεντρικό

σημείο, και σταδιακά να φτάσει στην επιφάνεια ενός ελλειψοειδούς, αν το μέσο είναι ανισό-

τροπο ( θα ήταν επιφάνεια σφάιρας για ένα ισότροπο μέσο). Ο φορμαλισμός των ελλειψοειδών

λειτουργεί επίσης ως ένα μαθηματικό μοντέλο οργάνωσης δεδομένων για τους τανυστές που θα

χρησιμοποιηθούν[38-40].

Σε ένα ισότροπο μέσο, όπως το εγκεφαλονωτιαίο υγρό, τα μόρια νερού κινούνται λόγω διά-

χυσης, και κινούνται με τον ίδιο ρυθμό προς κάθε κατεύθυνση. Γνωρίζοντας την ακριβή δράση

της βαθμίδας διάχυσης, μπορούμε να παράγουμε μία σχέση που να υπολογίζει τον συντελεστή

διάχυσης D. Όταν υπάρχουν διάφορα εμπόδια, όπως κυτταρικές μεμβράνες και μικροσωληνί-

σκοι που επηρρεάζουν την ελεύθερη διάχυση, μετριέται ο φαινόμενος συντελεστής διάχυσης

(apparent diffusion coefficient-ADC). Ο ADC σε ανισοτροπικούς ιστούς ποικίλλει αναλόγως με

την κατεύθυνση στην οποία μετράται. Η διάχυση είναι γρήγορη κατά μήκος ( παράλληλα) στον

άξονα, και πιο αργή κάθετα σε αυτόν[38-40].

Το ελλειψοειδές έχει έναν κύριο άξονα μεγάλου μήκος, και δύο μικρότερους που περιγρά-

φουν το πλάτος και το βάθος του. Αυτοί οι τρεις άξονες είναι κάθετοι μεταξύ τους και τέμνονται

στο κέντρο του ελλειψοειδούς. Αυτοί οι άξονες είναι τα ιδιοδιανύσματα , και οι τιμές τους- οι

ιδιοτιμές , του ελλειψοειδούς. Το μέτρο της διάχυσης κατά μήκος του κύριου άξονα, λ1 είναι

η αξονική διάχυση, ενώ η ακτινική διάχυση δίνεται από τη σχέση λ⊥ = (λ2 + λ3)/2. Ένα

άλλο μέτρο της ολικής διάχυσης δίνεται από το ίχνος: tr(Λ) = λ1 + λ2 + λ3 και τη μέση τιμή

MD = (λ1 + λ2 + λ3)/3.

Πέρα από την περιγραφή του μεγέθους της διάχυσης, είναι επίσης σημαντικό να υπολογι-

σθεί ο βαθμός της ανισοτροπίας σε κάθε στοιχείο όγκου. Στην μία ακραία περίπτωση έχουμε μία

σφαίρα ισοτροπικής διάχυσης, ενώ στο άλλο άκρο ένα έντονα πεπλατυσμένο σφαιροειδές. Ο πιο
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Σχήμα 3.2: Διάχυση σε ισότροπο (άνω) και ανισότροπο (κάτω) μέσο

απλός τρόπος μέτρησης της ανισοτροπίας είναι μέσω της διαίρεσης του μεγαλύτερου άξονα με

τον μικρότερο, ήτοι λ1/λ3. Όμως, αυτή η σχέση είναι πολύ επιρρεπής στον πειραματικό θόρυβο,

και γι’ αυτό έχουν εισαχθεί πιο πολύπλοκοι τύποι, ώστε να ελαχιστοποιηθεί αυτός ο θόρυβος.

Ένα σημαντικό στοιχείο αυτών των υπολογισμών, είναι το άθροισμα των τετραγώνων των δια-

φορών του μέτρου της διάχυσης : (λ1 − λ2)
2 + (λ1 − λ3)

2 + (λ2 − λ3)
2 . Χρησιμοποιείται

η τετραγωνική ρίζα του αθροίσματος των τετραγώνων, ώστε να ληφθεί ένας μέσος όρος στον

οποίο κυριαρχεί το μεγαλύτερο στοιχείο. Ένας στόχος, είναι ο αριθμός που θα προκύψει να είναι

κοντά στο 0 εάν το στοιχείο όγκου είναι σφαιρικό και κοντά στο 1 εάν είναι πεπλατυσμένο. Αυτό

οδηγεί στην κλασματική ανισοτροπία ( fractional anisotropy-FA) η οποία είναι η τετραγωνική

ρίζα του αθροίσματος των τετραγώνων των διαφορών της διάχυσης, δια της τετραγωνικής ρίζας

του αθροίσματος των τετραγώνων των μέτρων της διάχυσης. Έτσι, όταν ο δεύτερος και τρίτος

άξονας είναι μικρά σε σχέση με τον κύριο άξονα, ο αριθμητής και ο παρανομαστής είναι σχεδόν

ίσοι. Επίσης, η σχέση πολλαπλασιάζεται με 1/
√
2 ώστε η FA να έχει μέγιστη τιμή ίση με ένα. Ο

τελικός τύπος έχει τη μορφή.

FA =

√
3((λ1 − E[λ])2 + (λ2 − E[λ])2 + (λ3 − E[λ])2)√

2(λ21 + λ22 + λ23)
(3.2)
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Το πρώτο βήμα στην ανάλυση της μαγνητικής τομογραφίας ήταν η εύρεση του ίχνους του

τανυστή διάχυσης . Επαναλαμβάνεται ότι το ίχνος είναι μία εγγενής ιδιότητα του ιστού, ανεξάρ-

τητη της κατεύθυνσης των ινών, χρήσιμη για τον προσδιορισμό του ελλειψοειδούς των ιδιοτι-

μών, και αποτελεί μία κλινικά σχετική παράμετρο, για την παρακολούθηση ασθενών με ρίσκο

εγκεφαλικού και άλλων νευρολογικών παθήσεων. Παρατίθεται η εύρεση του ίχνους με τη χρήση

του λογισμικού 3DSlicer:

Σχήμα 3.3: Οι τιμές του ίχνους του D στον εγκέφαλο

Μετακινώντας τον κέρσορα στα διάφορα σημεία της DTI αποτυπώνονται οι διαφορετικές

τιμές του ίχνους. Αυτές οι τιμές κυμαίνονται από το 0.001 ως το 0.008 και οι τιμές είναι αρκετά

ομοιογενείς σε διάφορα μέρη του εγκεφάλου, ανεξαρτήτως για το εάν είναι λευκή ή φαιά ουσία

ή εάν υπάρχουν διαφορές στη δομή των ιστών.

26



Στο επόμενο βήμα υπολογίσθηκε η κλασματική ανισοτροπία του δοκιμίου στη μαγνητική

τομογραφία. Επισημαίνεται πως η κλασματική ανισοτροπία είναι ανεξάρτητη του προσανατο-

λισμού των ινών του δοκιμίου, και είναι χρήσιμη για τον χαρακτηρισμό της καμπυλότητας του

ελλειψοειδούς ( χαμηλή κλασματική ανισοτροπία αντιστοιχεί σε σφαιρικό σχήμα, ενώ υψηλή

κλασματική ανισοτροπία αντιστοιχεί σε ελλειψοειδές).

Σχήμα 3.4: Οι τιμές της κλασματικής ανισοτροπίας στο δοκίμιο

Εξερευνώντας τις τιμές της κλασματικής ανισοτροπίας παρατηρούμε πως οι τιμές είναι

υψηλές στις περιοχές λευκής ουσίας ( 0.7 − 0.9) , όπως το μεσολόβιο, και μικρές ( 0.1 − 0.3)

στις περιοχές φαιάς ουσίας .
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Στη συνέχεια έγινε η απεικόνιση των ελλειψοειδών του τανυστή της διάχυσης. Τα ελλειψο-

ειδή χρησιμοποιούνται με στόχο να απεικονισθούν τα δεδομένα του τανυστή διάχυσης, καθώς

οι άξονες τους είναι οι ιδιοτιμές αυτού του τανυστή.

Σχήμα 3.5: Τα ελλειψοειδή του τανυστή διάχυσης στο δοκίμιο

Σε συμφωνία με τις προβλέψεις που έγιναν, τα ελλειψοειδή είναι πράγματι πιο σφαιρικά

στις περιοχές χαμηλής ανισοτροπίας (εγκεφαλονωτιαίο υγρό, φαιά ουσία) και πιο πεπλατυσμένα

στις περιοχές υψηλής ανισοτροπίας όπως στη λευκή ουσία. Στην περιοχή του μεσολοβίου, πα-

ρατηρούμε πεπλατυσμένα ελλειψοειδή, όπως προβλέφθηκε, καθώς το μεσολόβιο αποτελείται

απο λευκή ουσία. Τα ελλειψοειδή αντιπροσωπεύουν την κύρια κατεύθυνση της διάχυσης ( κύριο

ιδιοδιάνυσμα) και το χρώμα τους εξαρτάται από αυτήν την κατεύθυνση.
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Στο τελικό βήμα , φτιάχθηκε το τριδιάστατο μοντέλο του μεσολοβίου από τη μαγνητική το-

μογραφία, και έγινε η απεικόνιση των νευρικών ιστών που διέρχονται από το μεσολόβιο(δεσμιδογραφία).

Ακολουθεί η απεικόνιση:

Σχήμα 3.6: Το μοντέλο του μεσολοβίου (με λευκό χρώμα) και οι ίνες

Στη συγκεκριμένη απεικόνιση, τα χρώματα των ινών προσδιορίζονται από τη μέση τιμή του

προσανατολισμού τους, αλλά ο χρωματισμός τους μπορεί να γίνει και για την τιμή του ίχνους

του τανυστή διάχυσης, ή της κλασματικής ανισοτροπίας, κλπ.
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3.2 Ανάλυση πεπερασμένων στοιχείων

Στο δεύτερο τμήμα της εργασίας , έγινε καταρχάς, η διακριτοποίηση του τρισδιάτατου μο-

ντέλου το μεσολοβίου που βρέθηκε στο πρώτο μέρος. Ο όγκος που επιλέχθηκε, χωρίσθηκε σε

έναν πεπερασμένο αριθμό τετραέδρων πάνω στα οποία θα γίνει η ανάλυση των τάσεων και παρα-

μορφώσεων , γνωστή ως ανάλυση πεπερασμένων στοιχείων. Η διακριτοποίηση έγινε με χρήση

του λογισμικού gmsh και παρουσιάζεται παρακάτω:

Σχήμα 3.7: Το mesh του μεσολοβίου, διακριτοποιημένο σε τετράεδρα, στο gmsh

Στη συνέχεια , το διακριτοποιημένο μοντέλο εισήχθη σε ένα καινούργιο λογισμικό (freefem++)

με στόχο την ανάλυση των πεπερασμένων στοιχείων.
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Το πρώτο σύστημα εξισώσεων που επιλύθηκε στο freefem++ αντιμετώπισε το δοκίμιο ως

ένα γραμμικό ελαστικό υλικό , και το ασκούμενο φορτίο ήταν η βαρυτική δύναμή. Παρατίθεται

το mesh με τις αντίστοιχες παραμορφώσεις:

Σχήμα 3.8: Μία τομή στο mesh του μεσολοβίου που αποτυπώνει τις μετατοπίσεις (πάνω) και γράφημα του mesh
με όλες τις μετατοπίσεις σκιαγραφημένες (κάτω), θεωρώντας το μεσολόβιο ελαστικό γραμμικό υλικό, σε βαρυτικό
πεδίο

Όπως φαίνεται οι μετατοπίσεις κυμαίνονται ανάμεσα στις τιμές των 1-7.5 mm. Αυτές οι

μετατοπίσεις μεγιστοποιούνται στα κεντρικά σημεία των άκρων του μεσολοβίου, και ελαχιστο-

ποιούνται στην επιφάνεια. Έπειτα έγινε το ίδιο για τα μοντέλαMooney-Roovlin και για εγκάρσιο

ισοτροπικό υλικό.
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Στη συνέχεια το σώμα αντιμετωπίσθηκε ως μη γραμμικό. Το πρώτο μοντέλο που χρησιμο-

ποιήθηκε ήταν το Mooney-Rivlin. Για αυτό το μοντέλο, η συνάρτηση ενέργειαςW δίνεται από

τη σχέση:

W = b1(I1 − 3) + b2(I2 − 3) (3.3)

Όπου b1 και b2 είναι σταθερές του υλικού και I1 και I2 η πρώτη και δεύτερη αναλλοίωτη

του τανυστή παραμορφώσεων. Ως εκ τούτου, ο αντίστοιχος 2ος τανυστής Piola-Kirchoff υπολο-

γίζεται ως [49,50] :

SIJ =
∂W

∂EIJ
= 2

∂W

∂CIJ
= 2

[
∂W

∂I1

∂I1
∂CIJ

+
∂W

∂I2

∂I2
∂CIJ

]
⇒ SIJ = 2[b1δIJ + b2(I1δIJ − CIJ)]

(3.4)

Η τάση Kirchoff άρα είναι :

κ = FSF T = 2[b1FF
T + b2I2FF

T − b2FF
TFF T ]

= 2[b1B + b2I2B − b2B
2]

(3.5)
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Όπου ο αριστερός τανυστής Cauchy-Green. Ο εφαπτόμενος τανυστής τάσης Kirchoff στο

Fn που δρα στο δFn+1 , κατα συνέπεια δίνεται από τη σχέση :

∂κ

∂F
(Fn)δFn+1 = 2b1(FnδF

T
n+1 + δFn+1F

T
n )

+ 2b2I2(FnδF
T
n+1 + δFn+1F

T
n )

− 2b2(FnF
T
n δFn+1δF

T
n1

+ δFn+1δF
T
n+1FnF

T
n )

(3.6)

Το freefem++ είναι ένα λογισμικό που επιλύει συστήματα αποκλειστικά στην ασθενή ( ολο-

κληρωτική ) μορφή τους. Συνεπώς, οι εξισώσεις του παραπάνω συστήματος θα πρέπει να μετα-

τραπούν στην ασθενή μορφή τους. Επιπρόσθετα, καθώς το σύστημα θα επιλυθεί με χρήση της

μεθόδου Newton-Raphson θα πρέπει να εκφρασθεί και το σύστημα διαδοχικών προσεγγίσεων,

όπως καταγράφεται παρακάτω:

Θεωρούμε ως Ω0 το σύνορο του μεσολοβίου και ως w μία αυθαίρετη συνάρτηση ελέγχου.

Η ασθενής μορφή του συστήματος συνοριακών τιμών είναι:

0 =

∫
Ω0

κ[Fn + δFn+1] : [(∇⊗ w)(Fn + δFn+1)
−1]

=

∫
Ω0

κ[Fn +
∂κ

∂F
FnδFn+1] : [(∇⊗ w)(Fn + δFn+1)

−1]

=

∫
Ω0

[κFn +
∂κ

∂F
FnδFn+1] : [(∇⊗ w)(F−1

n + F−2
n δFn+1)]

=

∫
Ω0

κFn : [(∇⊗ w)F−1
n ]

= −
∫
Ω0

κFn : [(∇⊗ w)F−2
n δFn+1]

= +

∫
Ω0

∂κ

∂F
FnδFn+1 : [(∇⊗ w)F−1

n ]

(3.7)
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Όπου έχουμε πάρει δFn+1 = ∇⊗δun+1 και un+1 είναι η διόρθωση για κάποια προσέγγιση

Newton un , για το πεδίο μετατοπίσεων u ,που ικανοποιεί το πρόβλημα συνοριακών τιμών. Η

εφαρμογή των παραπάνω στο freefem++ έδωσε τα παρακάτω αποτελέσματα:

Σχήμα 3.9: Μία τομή στο mesh του μεσολοβίου που αποτυπώνει τις μετατοπίσεις (πάνω) και γράφημα του mesh
με όλες τις μετατοπίσεις σκιαγραφημένες (κάτω), θεωρώντας το υλικό που υπακούει στο μοντέλο Mooney-Rivlin, σε
βαρυτικό πεδίο

Με το μοντέλο Mooney-Rivlin τα αποτελέσματα για τις μετατοπίσεις δείχνουν πως αυτές

κυμαίνονται μεταξύ των τιμών 0-5 mm . Κατά συνέπεια , παρατηρείται συγκρίσιμο αποτέλεσμα

σε σχέση με το γραμμικό μοντέλο. Παρατηρούνται επίσης παραμορφώσεις σε ολόκληρο σχεδόν

το μεσολόβιο, αντί για μεμονωμένες περιοχές.
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Το δεύτερο μη γραμμικό μοντέλο που χρησιμοποιήθηκε, ήταν για εγκαρσίως ισοτροπικό

υλικό. Η συνάρτηση ενέργειαςW για αυτό το μοντέλο είναι:

W = c1(I1 − 3) + c4I
2
4

(3.8)

Όπου c1 και c4 είναι σταθερές του υλικού, I1 η πρώτη αναλλοίωτη του τανυστή τροπών,

και I4 η τέταρτη ψευδοαναλλοίωτη του τανυστή τροπών. Ο 2ος τανυστής Piola-Kirchoff είναι

κατά συνέπεια:

SIJ =
∂W

∂EIJ
= 2

∂W

∂CIJ
= 2

[
∂W

∂I1

∂I1
∂CIJ

+
∂W

∂I2

∂I2
∂CIJ

]
⇒ SIJ = 2C1δIJ + 2C4I4

(3.9)

Και η τάση Kirchoff προκύπτει:

κ = FSF T = 2C1FF
T + 2C4I4FF

T

= (2C1 + 2C4I4)B

(3.10)

Όπου ο αριστερός τανυστής Cauchy-Green. Ο εφαπτόμενος τανυστής τάσης Kirchoff στο

Fn που δρα στο δFn+1 , κατα συνέπεια δίνεται από τη σχέση :

∂κ

∂F
(Fn)δFn+1 = (2C1 + 2C4I4)[Fn(δFn+1)

T + δFn+1F
T
n ] (3.11)
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Η ασθενής μορφή του συστήματος συνοριακών τιμών, ορίζεται με τον ίδιο τρόπο όπως στο

προηγούμενο μοντέλο. Εν τέλει η επίλυση στο freefem++ έδωσε τα παρακάτω αποτελέσματα:

Σχήμα 3.10:Μία τομή στοmesh του μεσολοβίου που αποτυπώνει τις μετατοπίσεις (πάνω) και γράφημα τουmesh με
όλες τις μετατοπίσεις σκιαγραφημένες (κάτω), θεωρώντας το υλικό που υπακούει στο μοντέλο εγκαρσίως ισοτροπικού
υλικού, σε βαρυτικό πεδίο

Όπως φαίνεται , οι μετατοπίσεις βρίσκονται ανάμεσα στις τιμές 0-0.4mm . Κατά τα άλλα ,

παρουσιάζονται παρεμφερείς παραμορφώσεις , στα ίδια σημεία με το μοντέλο Mooney-Rivlin.
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Κεφάλαιο 4

Αποτελέσματα και Ανάλυση

4.1 Μονοαξονικός εφελκυσμός και θλίψη

Στο 4ο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της υπολογιστικής ανάλυσης, για τα

επιλεχθέντα μοντέλα, σε σύγκριση με τις πειραματικές τιμές. Η μηχανική εξέταση του εγκεφα-

λικού ιστού αποτελεί μία απαιτητική διαδικάσια, εξαιτίας της χαμηλής ακαμψίας και πολύπλοκης

δομής του. Ως εκ τούτου, οι πειραματικές μελέτες αναφέρουν διιστάμενες μηχανικές ιδιότητες

για τον εγκέφαλο, και σε μακροσκοπική και σε μικροσκοπική κλίμακα. Ο εγκεφαλικός ιστός χα-

ρακτηρίζεται από έντονα μη γραμμικές και βισκοελαστικές μηχανικές ιδιότητες με αξιοσημείωτη

ασυμμετρία θλίψης και εφελκυσμού. Συνεπώς, οι υλικές παράμετροι που χρησιμοποιούνται για

μονοαξονική φόρτιση δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την ακριβή πρόβλεψη μηχανικών

ανταποκρίσεων σε πολυαξονική φόρτιση. Η ινώδης δομή είναι τυπική για διάφορους βιολογι-

κούς ιστούς, όπως οι σκελετικού μυς [51] , το μυοκάρδιο[52,53], οι τένοντες [54]κ.α. Για να γίνει

κατανοήτη η συμπεριφορά τους χρειάζονται φερέγγυα μοντέλα. Ως επί το πλείστον, τα μοντέλα

που χρησιμοποιούνται για την προσομοίωση της συμπεριφοράς αυτών των ιστών είναι για υπε-

ρελαστικά και εγκαρσίως ισοτροπικά υλικά. Τα περισσότερα από αυτά τα μοντέλα ενέχουν μία

ή και τις δύο ψευδο-αναλλοίωτες (I4 ή I5) για να συμπεριλάβουν την ενέργεια που αποθηκέυε-

ται στις ίνες [55-57]. Τα μοντέλα που χρησιμοποιούνται εδώ είναι για μη-γραμμικό, εγκαρσίως

ισότροπο υλικό, υπερελαστικό Mooney-Rivlin, και υπερελαστικό Merodio-Ogden.
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Η πρώτη προσομοίωση που έγινε, ήταν για μονοαξονικό εφελκυσμό, στην κατεύθυνση του

άξονα x. Παρατίθενται τα σχετικά διαγράμματα:

Σχήμα 4.1: Αποτελέσματα τάσης-τεντώματος για μονοαξονικό εφελκυσμό στην κατεύθυνση το άξονα x.Για το
μοντέλο εγκαρσίως ισότροπου υλικόυ, οι σταθερές που χρησιμοποιήθηκαν ήταν c1 = c4 = 80Pa.Για το μοντέλο
Mooney-Rivlin c1 = 106Pa, c2 = 250Pa.Για το Merodio-Ogden µ = 722Pa, γ = −23Pa

Σύμφωνα με την ανάλυση το μοντέλο για εγκαρσίως ισότροπο υλικό παρουσιάζει μεγα-

λύτερες παραμορφώσεις για τις ίδιες τιμές τάσεις σε σχέση με τα άλλα δύο μοντέλα. Αυτές οι

παραμορφώσεις έρχονται σε συμφωνία με τις πειραματικές τιμές [58], για μικρές επιμηκύνσεις

λ1 = 1−1.2 αλλά αποκλίνουν για μεγαλύτερα φορτία. Τα μοντέλαMooney-Rivlin και Merodio-

Ogden έρχονται σε συμφωνία για τις μεγάλες τιμές τάσης, αλλά αποκλίνουν για τις μικρές.
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Η δεύτερη ανάλυση, ήταν για το φαινόμενο θλίψης κατά τον άξονα z . Τα αποτελέσματα

είναι τα παρακάτω:

Σχήμα 4.2: Αποτελέσματα τάσης-τροπής για θλίψη στην κατεύθυνση το άξονα x.Για το μοντέλο εγκαρσίως
ισότροπου υλικόυ, οι σταθερές που χρησιμοποιήθηκαν ήταν c1 = c4 = 80Pa.Για το μοντέλο Mooney-Rivlin
c1 = 60Pa, c2 = 6Pa.Για το Merodio-Ogden µ = 110Pa, γ = −6Pa

Στη συγκεκριμένη ανάλυση οι μικρότερες τροπές για ίδια τάση εμφανίζονται στο εγκαρ-

σίως ισότροπο μοντέλο, σε αντίθεση με την ανάλυση για τον εφελκυσμό στον άξονα x. Σε αυτή

τη περίπτωση, το φορτίο γίνεται παράλληλα στις ίνες του δοκιμίου, και όχι κάθετα. Τα μοντέλα

εμφανίζουν απόκλιση από τις πειραματικές τιμές [59], για μικρότερες τάσεις, ενώ αποτελούν

καλή προσέγγιση για μεγαλύτερες τιμές της.
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Σχήμα 4.3: Οι επιμηκύνσεις λ2 ≈ λ3 συναρτήσει της επιμήκυνσης λ1 για το πείραμα του εφελκυσμού (αριστερά)
, και οι επιμηκύνσεις λ2 ≈ λ1 συναρτήσει της επιμήκυνσης λ3 για το πείραμα της θλίψης (δεξιά)

Σχήμα 4.4: Διάγραμμα τάσης-τεντώματοςλ2 για μονοαξονικό εφελκυσμό στην κατεύθυνση του άξονα y (αριστερά)
, και σύγκριση των επιμηκύνσεων λ2 και λ3 ≈ λ1 για το ίδιο φαινόμενο( δεξιά)

Για την ανάλυση του εφελκυσμού στην κατεύθυνση του άξονα y παρατηρούνται επιμηκύν-

σεις για μικρότερες τάσεις σε σχέσεις με τον εφελκυσμό στον άξονα x. Η διαφορά αυτή μπορεί

να ερμηνευθεί παίρνοντας υπόψιν πως η ακαμψία του δοκιμίου προβλέπεται να είναι μεγαλύτερη

παράλληλα στην κατεύθυνση των ινών και μικρότερη κάθετα στην κατεύθυνσή τους , όπως θα

σχολιασθεί στη συνέχεια.
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4.2 Διατμητικές Παραμορφώσεις

Θεωρούμε διατμητική παραμόρφωση, που επιβάλλεται στην κατεύθυνση των ινών, όπως

στο παρακάτω σχήμα:

Σχήμα 4.5: Διατμητική τάση στην κατεύθυνση των ινών

Για αυτήν την περίπτωση, ο τανυστής της βαθμίδας των μετατοπίσεων F και ο τανυστής

Cauchy-Green C θα δίνονται από τους πίνακες:

Fij =


1 k 0

0 1 0

0 0 1

 , Cij =


1 k 0

k k2 + 1 0

0 0 1

 (4.1)

Οι Feng et al.(2013) και Murphy(2013) αναφέρουν, πως η συνάρτηση ενέργειας W πρέπει

να ενέχει και τις δύο ανισοτροπικές ψευδο-αναλλοίωτες, ώστε να περιγραφούν σωστά οι μικρές

διατμητικές παραμορφώσεις. Κατά συνέπεια , η συνάρτηση ενέργειας που θα χρησιμοποιηθεί

για τη συγκεκριμένη ανάλυση , είναι η προτεινόμενη από τους Feng et al.[55,60] :
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W =
µ

2
((I1 − 3) + ζ(I4 − 1)2 + ϕI∗5 ) (4.2)

Όπου I∗5 = I5 − I42. Το παραπάνω μοντέλο θεωρείται το πιο απλό για την περιγραφή της

ανισοτροπίας για μικρές διατμήσεις. Εδώ, το µ είναι ο συντελεστής διάτμησης, ενώ τα ζ και ϕ

είναι αδιάστατες σταθερές.

Οι ψευδοαναλλοίωτες για το συγκεκριμένο πείραμα δίνονται από τις σχέσεις:

I4 = 1, I5 = 1 + k2, I5∗ = k2 (4.3)

Και ο τανυστής τάσης Cauchy που προκύπτει είναι ο :

σij = µ


2k2

3 (2ϕ+ 1) k(ϕ+ 1) 0

k(ϕ+ 1) −k2

3 (2ϕ+ 1) 0

0 0 −k2

3 (2ϕ+ 1)

 (4.4)
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Παρουσιάζονται τα διαγράμματα της τάσης συναρτήσει του k:

Σχήμα 4.6: Η ανταπόκριση της τάσης για απλή διατμητική μετατόπιση k, για φ=10. Παρατηρείται πως οι ανταπο-
κρίσεις είναι ανεξάρτητες του ζ- που συσχετίζεται με την επιμήκυνση των ινών

Για την περίπτωση που η διάτμηση γίνεται μέσω μετατόπισης που είναι εγκάρσια ως προς

τις ίνες (σχήμα 4.7), ο τανυστής της βαθμίδας των μετατοπίσεων F και ο τανυστής Cauchy-Green

C θα δίνονται από:

Σχήμα 4.7: Διατμητική τάση από μετατόπιση κάθετη των ινών
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Fij =


1 0 0

k 1 0

0 0 1

 , Cij =


k2 + 1 k 0

k 1 0

0 0 1

 (4.5)

Οι ψευδοαναλλοίωτες για το συγκεκριμένο πείραμα δίνονται από τις σχέσεις:

I4 = k2, I5 = (1 + k2)2, I5∗ = k2 (4.6)

Ενώ ο τανυστής τάσης Cauchy που προκύπτει είναι ο :

σij = µ


−k2

3 (2ϕ+ 1− 4ζ + 2ζk2) k(ϕ+ 1) 0

k(ϕ+ 1 + 2ζk2) 2k2

3 (2ϕ+ 1− ζ + 2ζk2) 0

0 0 −k2

3 (2ϕ+ 1 + 2ζ + 2ζk2)


(4.7)
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Οι ανταποκρίσεις της τάσης ως συνάρτηση του k παρουσιάζονται στα ακόλουθα διαγράμ-

ματα:

Σχήμα 4.8: Η ανταπόκριση της τάσης για απλή διατμητική μετατόπιση k, κάθετα στην κατεύθυνση των ινών, για
φ=10
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Κεφάλαιο 5

Συμπεράσματα

Σε αυτή την εργασία μελετήθηκαν οι υπερελαστικές ανταποκρίσεις τηε λευκής ουσίας για

διαφορετικά μοντέλα για διάφορα είδη φόρτισης. Τα μοντέλα που επιλέχθηκαν ήταν για εγκαρ-

σίως ισότροπο υλικό, εγκαρσίως ισότροπο Feng,Mooney-Rivlin και Merodio-Ogden. Πειραμα-

τικά δεδομένα μονοαξονικού εφελκυσμού και θλίψης συνδυάζονται με τη μέθοδο πεπερασμένων

στοιχείων για το τρισδιάστατο μοντέλο του δοκιμίου με στόχο την εξακρίβωση των μακροσκο-

πικών υλικών παραμέτρων του καταστατικού νόμου. Τα μοντέλα αποδείχθηκαν ικανά για να

περιγράψουν τη συμπεριφορά κάποιων ιστών, στους οποίους οι ίνες ήταν σχετικά ευθύγραμμες,

για το ανθρώπινο μεσολόβιο. Το μοντέλο εγκαρσίως ισότροπου υλικού αποδείχθηκε πιο επιτυ-

χές για μικρές παραμορφώσεις (λ = 1.1 − 1.2) ενώ τα Mooney-Rivlin και Merodio-Ogden για

μεγαλύτερες επιμηκύνσεις. Το αποτέλεσμα δηλώνει πως τα μοντέλα δε διαθέτουν το μηχανισμό

περιγραφής της μεταβατικής κινηματικής των ινών[62]. Τα μοντέλα παρουσιάζουν μικρότερη

παραμόρφωση παράλληλα στην κατεύθυνση των ινών, όπως προβλέπεται , παρά κάθετα. Για

την περίπτωση της διάτμησης οι παράμετροι ϕ και ζ αναφέρονται στην ανισοτροπία και επιμή-

κυνση των ινών. Για μικρές τιμές της ϕ οι ανταποκρίσεις τάσης είναι μονοτονικές, αλλά αυτό

αλλάζει όσο αυξάνεται η τιμή της . Οι ανταποκρίσεις τάσης για διάτμηση παράλληλα και εγ-

κάρσια στις ίνες επιβαιώνουν το φαινόμενο ενίσχυσης του δοκιμίου λόγω ινών , για ζ > 0 .Η

ανάλυση των διατμητικών τάσεων δείχνει ότι η διαφορά τους είναι συνάρτηση του ζ, και άρα

η ανισοτροπική του συμπεριφορά υπό πεπερασμένη τάση είναι εν μέρει αποτέλεσμα του τεντώ-
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ματος των ινών, παρόμοια με το φαινόμενο Poynting[60]. Τα μοντέλα που χρησιμοποιήθηκαν δε

δηλώνουν τις πορώδεις, βισκοελαστικές ιδιότητες του δοκιμίου, ούτε την καμπύλωση των ινών.

Αναμένεται πως η προβλεπτική ισχύς τους θα διευρυνθεί με την ένταξη αυτών[61,63].
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Παράρτημα Α�

Μαθηματικές Σχέσεις

Για την εύρεση τιμών στα διαγράμματα χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος Newton-Raphson. Η
διαδικασία εύρεσης ριζών γίνεται από την εξίσωση:

xn+1 = xn =
f(xn)

f ′(xn)
(Α�.1)

Όπου f είναι η συνάρτηση της οποίας οι ρίζες είναι υπό αναζήτηση,f ′ η παράγωγός της, xn
η προσέγγιση n-οστού βαθμού (με x0 η πρώτη αυθαίρετη προσέγγιση) και xn+1 η καινούργια
προσέγγιση.

Το πλέγμα του μεσολοβίου που παράχθηκε, αποτελεί ανάλυση πεπερασμένων στοιχείων
προβλήματος Dirichlet. Παρατίθενται οι σχετικές σχέσεις για τυπικό πρόβλημα στις 2 διαστά-
σεις:

uxx(x, y) + uyy(x, y) = f(x, y),Ω

u = 0, ∂Ω
(Α�.2)

Η ασθενής μορφή είναι (για αυθαίρετο v):

∫
Ω
fvds = −

∫
Ω
∇u · ∇vds = −ϕ(u, v) (Α�.3)
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Παρατίθεται ένας αντιπροσωπευτικός κώδικας(στο λογισμικό freefem++) που χρησιμοποι-
ήθηκε για την αριθμητική επίλυση των προβλημάτων. Λόγω μεγέθους, δεν διατίθενται όλοι στο
σύνολό τους, και οι υπόλοιποι θα παραδωθούν σε ηλεκτρονική μορφή. Ο συγκεκριμένος είναι
για εγκαρσίως ισότροπο υλικό σε βαρυτικό πεδίο.

// Macros for the gradient of a vector field (u1, u2, u3) macro grad11(u1, u2, u3) (dx(u1)) //
macro grad21(u1, u2, u3) (dy(u1)) // macro grad31(u1, u2, u3) (dz(u1)) // macro grad12(u1, u2,
u3) (dx(u2)) // macro grad22(u1, u2, u3) (dy(u2)) // macro grad32(u1, u2, u3) (dz(u2)) // macro
grad13(u1, u2, u3) (dx(u3)) // macro grad23(u1, u2, u3) (dy(u3)) // macro grad33(u1, u2 ,u3)
(dz(u3)) //

// Macros for the deformation gradient
macro F11(u1, u2, u3) (1.0 + grad11(u1,u2,u3)) // macro F12(u1, u2, u3) (0.0 + grad12(u1,u2,u3))
// macro F13(u1, u2, u3) (0.0 + grad13(u1,u2,u3)) // macro F21(u1, u2, u3) (0.0 + grad21(u1,u2,u3))
// macro F22(u1, u2, u3) (1.0 + grad22(u1,u2,u3)) // macro F23(u1, u2, u3) (0.0 + grad23(u1,u2,u3))
// macro F31(u1, u2, u3) (0.0 + grad31(u1,u2,u3)) // macro F32(u1, u2, u3) (0.0 + grad32(u1,u2,u3))
// macro F33(u1, u2, u3) (1.0 + grad33(u1,u2,u3)) //

// Macros for the incremental deformation gradient
macro dF11(varu1, varu2, varu3) (grad11(varu1, varu2, varu3)) // macro dF12(varu1, varu2,
varu3) (grad12(varu1, varu2, varu3)) // macro dF13(varu1, varu2, varu3) (grad13(varu1, varu2,
varu3)) // macro dF21(varu1, varu2, varu3) (grad21(varu1, varu2, varu3)) // macro dF22(varu1,
varu2, varu3) (grad22(varu1, varu2, varu3)) // macro dF23(varu1, varu2, varu3) (grad23(varu1,
varu2, varu3)) // macro dF31(varu1, varu2, varu3) (grad31(varu1, varu2, varu3)) // macro dF32(varu1,
varu2, varu3) (grad32(varu1, varu2, varu3)) // macro dF33(varu1, varu2, varu3) (grad33(varu1,
varu2, varu3)) //

// Macros for the deformation gradient cofactors
macro E11(u1, u2, u3) (F22(u1, u2, u3)*F33(u1, u2, u3)-F23(u1, u2, u3)*F32(u1, u2, u3)) //
macro E12(u1, u2, u3) (F21(u1, u2, u3)*F33(u1, u2, u3)-F23(u1, u2, u3)*F31(u1, u2, u3)) //
macro E13(u1, u2, u3) (F21(u1, u2, u3)*F32(u1, u2, u3)-F22(u1, u2, u3)*F31(u1, u2, u3)) //
macro E21(u1, u2, u3) (F12(u1, u2, u3)*F33(u1, u2, u3)-F13(u1, u2, u3)*F32(u1, u2, u3)) //
macro E22(u1, u2, u3) (F11(u1, u2, u3)*F33(u1, u2, u3)-F13(u1, u2, u3)*F31(u1, u2, u3)) //
macro E23(u1, u2, u3) (F11(u1, u2, u3)*F32(u1, u2, u3)-F12(u1, u2, u3)*F31(u1, u2, u3)) //
macro E31(u1, u2, u3) (F12(u1, u2, u3)*F23(u1, u2, u3)-F13(u1, u2, u3)*F22(u1, u2, u3)) //
macro E32(u1, u2, u3) (F11(u1, u2, u3)*F23(u1, u2, u3)-F13(u1, u2, u3)*F21(u1, u2, u3)) //
macro E33(u1, u2, u3) (F11(u1, u2, u3)*F22(u1, u2, u3)-F12(u1, u2, u3)*F21(u1, u2, u3)) //

// Macro for the determinant of the deformation gradient
macro J(u1, u2, u3) (F11(u1, u2, u3)*E11(u1, u2 ,u3) - F12(u1, u2, u3)*E12(u1, u2, u3) + F13(u1,
u2, u3)*E13(u1, u2, u3)) //

// Macros for the inverse of the deformation gradient
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macro Finv11 (u1, u2, u3) ( E11(u1, u2, u3) / J(u1, u2, u3)) // macro Finv12 (u1, u2, u3)
(-E21(u1, u2, u3) / J(u1, u2, u3)) // macro Finv13 (u1, u2, u3) (E31(u1, u2, u3) / J(u1, u2, u3)) //
macro Finv21 (u1, u2, u3) (-E12(u1, u2, u3) / J(u1, u2, u3)) // macro Finv22 (u1, u2, u3) (E22(u1,
u2, u3) / J(u1, u2, u3)) // macro Finv23 (u1, u2, u3) (-E32(u1, u2, u3) / J(u1, u2, u3)) // macro
Finv31 (u1, u2, u3) (E13(u1, u2, u3) / J(u1, u2, u3)) // macro Finv32 (u1, u2, u3) (-E23(u1, u2,
u3) / J(u1, u2, u3)) // macro Finv33 (u1, u2, u3) (E33(u1, u2, u3) / J(u1, u2, u3)) //

// Macros for the square of the inverse of the deformation gradient
macroFFinv11(u1, u2, u3)(Finv11(u1, u2, u3)2 + Finv12(u1, u2, u3) ∗
Finv21(u1, u2, u3) + Finv13(u1, u2, u3) ∗ Finv31(u1, u2, u3))//
macroFFinv12(u1, u2, u3)(Finv12(u1, u2, u3) ∗ (Finv11(u1, u2, u3)
+ Finv22(u1, u2, u3)) + Finv13(u1, u2, u3) ∗ Finv32(u1, u2, u3))//
macroFFinv13(u1, u2, u3)(Finv11(u1, u2, u3) ∗ Finv13(u1, u2, u3)
+ Finv12(u1, u2, u3) ∗ Finv23(u1, u2, u3) + Finv13(u1, u2, u3) ∗ Finv33(u1, u2, u3))//
macroFFinv21(u1, u2, u3)(Finv21(u1, u2, u3) ∗ (Finv11(u1, u2, u3)
+ Finv22(u1, u2, u3)) + Finv23(u1, u2, u3) ∗ Finv31(u1, u2, u3))//
macroFFinv22(u1, u2, u3)(Finv12(u1, u2, u3) ∗ Finv21(u1, u2, u3)
+ Finv22(u1, u2, u3)2 + Finv23(u1, u2, u3) ∗ Finv32(u1, u2, u3))//
macroFFinv23(u1, u2, u3)(Finv21(u1, u2, u3) ∗ Finv13(u1, u2, u3)
+ Finv22(u1, u2, u3) ∗ Finv23(u1, u2, u3) + Finv23(u1, u2, u3) ∗ Finv33(u1, u2, u3))//
macroFFinv31(u1, u2, u3)(Finv11(u1, u2, u3) ∗ Finv31(u1, u2, u3)
+ Finv32(u1, u2, u3) ∗ Finv21(u1, u2, u3) + Finv31(u1, u2, u3) ∗ Finv33(u1, u2, u3))//
macroFFinv32(u1, u2, u3)(Finv12(u1, u2, u3) ∗ Finv31(u1, u2, u3)
+ Finv22(u1, u2, u3) ∗ Finv32(u1, u2, u3) + Finv32(u1, u2, u3) ∗ Finv33(u1, u2, u3))//
macroFFinv33(u1, u2, u3)(Finv13(u1, u2, u3) ∗ Finv31(u1, u2, u3)
+ Finv23(u1, u2, u3) ∗ Finv32(u1, u2, u3) + Finv33(u1, u2, u3)2)//

// Macros for the inverse of the transpose of the deformation gradient
macro FinvT11(u1, u2, u3) (Finv11(u1, u2, u3)) // macro FinvT12(u1, u2, u3) (Finv21(u1, u2,
u3)) // macro FinvT13(u1, u2, u3) (Finv31(u1, u2, u3)) // macro FinvT21(u1, u2, u3) (Finv12(u1,
u2, u3)) // macro FinvT22(u1, u2, u3) (Finv22(u1, u2, u3)) // macro FinvT23(u1, u2, u3) (Finv32(u1,
u2, u3)) // macro FinvT31(u1, u2, u3) (Finv13(u1, u2, u3)) // macro FinvT32(u1, u2, u3) (Finv23(u1,
u2, u3)) // macro FinvT33(u1, u2, u3) (Finv33(u1, u2, u3)) //

// The left Cauchy-Green strain tensor
macroB11(u1, u2, u3)(F11(u1, u2, u3)2 + F12(u1, u2, u3)2 + F13(u1, u2, u3)2)//
macroB12(u1, u2, u3)(F11(u1, u2, u3)∗F21(u1, u2, u3)+F12(u1, u2, u3)∗F22(u1, u2, u3)+
F13(u1, u2, u3) ∗ F23(u1, u2, u3))//
macroB13(u1, u2, u3)(F11(u1, u2, u3)∗F31(u1, u2, u3)+F12(u1, u2, u3)∗F32(u1, u2, u3)+
F13(u1, u2, u3) ∗ F33(u1, u2, u3))//
macroB21(u1, u2, u3)(F21(u1, u2, u3)∗F11(u1, u2, u3)+F22(u1, u2, u3)∗F12(u1, u2, u3)+
F13(u1, u2, u3) ∗ F23(u1, u2, u3))//
macroB22(u1, u2, u3)(F21(u1, u2, u3)∗F21(u1, u2, u3)+F22(u1, u2, u3)∗F22(u1, u2, u3)+
F23(u1, u2, u3) ∗ F23(u1, u2, u3))//
macroB23(u1, u2, u3)(F21(u1, u2, u3)∗F31(u1, u2, u3)+F22(u1, u2, u3)∗F32(u1, u2, u3)+
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F23(u1, u2, u3) ∗ F33(u1, u2, u3))//
macroB31(u1, u2, u3)(F11(u1, u2, u3)∗F31(u1, u2, u3)+F12(u1, u2, u3)∗F32(u1, u2, u3)+
F13(u1, u2, u3) ∗ F33(u1, u2, u3))//
macroB32(u1, u2, u3)(F21(u1, u2, u3)∗F31(u1, u2, u3)+F22(u1, u2, u3)∗F32(u1, u2, u3)+
F23(u1, u2, u3) ∗ F33(u1, u2, u3))//
macroB33(u1, u2, u3)(F31(u1, u2, u3)∗F31(u1, u2, u3)+F32(u1, u2, u3)∗F32(u1, u2, u3)+
F33(u1, u2, u3) ∗ F33(u1, u2, u3))//

// The 4th Invariant I4
macro I4(u1, u2, u3) (B33(u1, u2, u3)/2 -1/2) //

//===========================================================================
// The macros for the auxiliary tensors (D0, D1, D2, ...): Begin

////ThetensorquantityD0 = Fn(δFn+1)
T

macro d0Aux11 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF11(varu1, varu2, varu3) * F11(u1, u2,
u3) + dF12(varu1, varu2, varu3) * F12(u1, u2, u3) + dF13(varu1, varu2, varu3) * F13(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux12 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF21(varu1, varu2 ,varu3) * F11(u1,
u2, u3) + dF22(varu1, varu2, varu3) * F12(u1, u2, u3) + dF23(varu1, varu2, varu3) * F13(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux13 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF31(varu1, varu2, varu3) * F11(u1,
u2, u3) + dF32(varu1, varu2, varu3) * F12(u1, u2, u3) + dF33(varu1, varu2, varu3) * F13(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux21 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF11(varu1, varu2, varu3) * F21(u1,
u2, u3) + dF12(varu1, varu2, varu3) * F22(u1, u2, u3) + dF13(varu1, varu2, varu3) * F23(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux22 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF21(varu1, varu2, varu3) * F21(u1,
u2, u3) + dF22(varu1, varu2, varu3) * F22(u1, u2, u3) + dF23(varu1, varu2, varu3) * F23(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux23 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF31(varu1, varu2, varu3) * F21(u1,
u2, u3) + dF32(varu1, varu2, varu3) * F22(u1, u2, u3) + dF33(varu1, varu2, varu3) * F23(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux31 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF11(varu1, varu2, varu3) * F31(u1,
u2, u3) + dF12(varu1, varu2, varu3) * F32(u1, u2, u3) + dF13(varu1, varu2, varu3) * F33(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux32 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF21(varu1, varu2, varu3) * F31(u1,
u2, u3) + dF22(varu1, varu2, varu3) * F32(u1, u2, u3) + dF23(varu1, varu2, varu3) * F33(u1, u2,
u3)) // macro d0Aux33 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF31(varu1, varu2, varu3) * F31(u1,
u2, u3) + dF32(varu1, varu2, varu3) * F32(u1, u2, u3) + dF33(varu1, varu2, varu3) * F33(u1,
u2, u3)) //

//// The tensor quantityD1 = D0+D0T macro d1Aux11 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3)
(2.0 * d0Aux11 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro d1Aux12 (u1, u2, u3, varu1, varu2,
varu3) (d0Aux12 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) + d0Aux21 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) )
// macro d1Aux13 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (d0Aux13 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) +
d0Aux31 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro d1Aux21 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3)
(d1Aux12 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3)) // macro d1Aux22 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3)
(2.0 * d0Aux22 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro d1Aux23 (u1, u2, u3, varu1, varu2,
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varu3) (d0Aux23 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) + d0Aux32 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) )
// macro d1Aux31 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (d0Aux13 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) +
d0Aux31 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro d1Aux32 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3)
(d0Aux23 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) + d0Aux32 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro
d1Aux33 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (2.0 * d0Aux33 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) //

//// The tensor quantityD2 = F−T
n dFn+1

macro d2Aux11 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF11(varu1, varu2, varu3) * FinvT11(u1,
u2, u3) + dF21(varu1, varu2, varu3) * FinvT12(u1, u2, u3) + dF31(varu1, varu2, varu3) * FinvT13(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux12 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF12(varu1, varu2, varu3) * FinvT11(u1,
u2, u3) + dF22(varu1, varu2, varu3) * FinvT12(u1, u2, u3) + dF32(varu1, varu2, varu3) * FinvT13(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux13 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF13(varu1, varu2, varu3) * FinvT11(u1,
u2, u3) + dF23(varu1, varu2, varu3) * FinvT12(u1, u2, u3) + dF33(varu1, varu2, varu3) * FinvT13(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux21 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF11(varu1, varu2, varu3) * FinvT21(u1,
u2, u3) + dF21(varu1, varu2, varu3) * FinvT22(u1, u2, u3) + dF31(varu1, varu2, varu3) * FinvT23(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux22 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF12(varu1, varu2, varu3) * FinvT21(u1,
u2, u3) + dF22(varu1, varu2, varu3) * FinvT22(u1, u2, u3) + dF32(varu1, varu2, varu3) * FinvT23(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux23 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF13(varu1, varu2, varu3) * FinvT21(u1,
u2, u3) + dF23(varu1, varu2, varu3) * FinvT22(u1, u2, u3) + dF33(varu1, varu2, varu3) * FinvT23(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux31 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF11(varu1, varu2, varu3) * FinvT31(u1,
u2, u3) + dF21(varu1, varu2, varu3) * FinvT32(u1, u2, u3) + dF31(varu1, varu2, varu3) * FinvT33(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux32 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF12(varu1, varu2, varu3) * FinvT31(u1,
u2, u3) + dF22(varu1, varu2, varu3) * FinvT32(u1, u2, u3) + dF32(varu1, varu2, varu3) * FinvT33(u1,
u2, u3)) // macro d2Aux33 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) (dF13(varu1, varu2, varu3) * FinvT31(u1,
u2, u3) + dF23(varu1, varu2, varu3) * FinvT32(u1, u2, u3) + dF33(varu1, varu2, varu3) * FinvT33(u1,
u2, u3)) //

//// The tensor quantity D3 = F−2
n dFn+1

macro d3Aux11 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) ( dF11(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad11(w1, w2, w3) + dF21(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad11(w1, w2, w3) + dF31(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad11(w1, w2, w3)
+ dF11(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF21(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF31(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF11(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad13(w1,
w2, w3) + dF21(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad13(w1, w2, w3) + dF31(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad13(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux12 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) ( dF12(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad11(w1, w2, w3) + dF22(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad11(w1, w2, w3) + dF32(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad11(w1, w2, w3)
+ dF12(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF22(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF32(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF12(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad13(w1,
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w2, w3) + dF22(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad13(w1, w2, w3) + dF32(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad13(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux13 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) ( dF13(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad11(w1, w2, w3) + dF23(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad11(w1, w2, w3) + dF33(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad11(w1, w2, w3)
+ dF13(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF23(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF33(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad12(w1, w2, w3) + dF13(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad13(w1,
w2, w3) + dF23(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad13(w1, w2, w3) + dF33(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad13(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux21 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) ( dF11(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad21(w1, w2, w3) + dF21(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad21(w1, w2, w3) + dF31(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad21(w1, w2, w3)
+ dF11(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF21(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF31(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF11(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad23(w1,
w2, w3) + dF21(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad23(w1, w2, w3) + dF31(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad23(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux22 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2 ,w3) ( dF12(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad21(w1, w2, w3) + dF22(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad21(w1, w2, w3) + dF32(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad21(w1, w2, w3)
+ dF12(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF22(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF32(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF12(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad23(w1,
w2, w3) + dF22(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad23(w1, w2, w3) + dF32(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad23(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux23 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2 ,w3) ( dF13(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad21(w1, w2, w3) + dF23(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad21(w1, w2, w3) + dF33(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad21(w1, w2, w3)
+ dF13(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF23(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF33(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad22(w1, w2, w3) + dF13(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad23(w1,
w2, w3) + dF23(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad23(w1, w2, w3) + dF33(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad23(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux31 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) ( dF11(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad31(w1, w2, w3) + dF21(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad31(w1, w2, w3) + dF31(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad31(w1, w2, w3)
+ dF11(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF21(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF31(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF11(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad33(w1,
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w2, w3) + dF21(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad33(w1, w2, w3) + dF31(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad33(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux32 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2 ,w3) ( dF12(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad31(w1, w2, w3) + dF22(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad31(w1, w2, w3) + dF32(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad31(w1, w2, w3)
+ dF12(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF22(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF32(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF12(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad33(w1,
w2, w3) + dF22(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad33(w1, w2, w3) + dF32(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad33(w1, w2, w3) ) //

macro d3Aux33 (u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3, w1, w2 ,w3) ( dF13(varu1, varu2, varu3)
*FFinv11(u1, u2, u3) *grad31(w1, w2, w3) + dF23(varu1, varu2, varu3) *FFinv12(u1, u2, u3)
*grad31(w1, w2, w3) + dF33(varu1, varu2, varu3) *FFinv13(u1, u2, u3) *grad31(w1, w2, w3)
+ dF13(varu1, varu2, varu3) *FFinv21(u1, u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF23(varu1, varu2,
varu3) *FFinv22(u1, u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF33(varu1, varu2, varu3) *FFinv23(u1,
u2, u3) *grad32(w1, w2, w3) + dF13(varu1, varu2, varu3) *FFinv31(u1, u2, u3) *grad33(w1,
w2, w3) + dF23(varu1, varu2, varu3) *FFinv32(u1, u2, u3) *grad33(w1, w2, w3) + dF33(varu1,
varu2, varu3) *FFinv33(u1, u2, u3) *grad33(w1, w2, w3) ) //

//// The tensor quantity D4 = (grad w) * Finv macro d4Aux11 (w1, w2, w3, u1, u2, u3)
(Finv11(u1, u2, u3)*grad11(w1, w2, w3) + Finv21(u1, u2, u3)*grad12(w1, w2, w3) + Finv31(u1,
u2, u3)*grad13(w1,w2, w3)) // macro d4Aux12 (w1,w2, w3, u1, u2, u3) (Finv12(u1, u2, u3)*grad11(w1,
w2, w3) + Finv22(u1, u2, u3)*grad12(w1, w2, w3) + Finv32(u1, u2, u3)*grad13(w1, w2, w3)) //
macro d4Aux13 (w1, w2, w3, u1, u2, u3) (Finv13(u1, u2, u3)*grad11(w1, w2, w3) + Finv23(u1,
u2, u3)*grad12(w1, w2, w3) + Finv33(u1, u2, u3)*grad13(w1, w2, w3)) // macro d4Aux21 (w1,
w2, w3, u1, u2, u3) (Finv11(u1, u2, u3)*grad21(w1, w2, w3) + Finv21(u1, u2, u3)*grad22(w1,
w2, w3) + Finv31(u1, u2, u3)*grad23(w1, w2, w3)) // macro d4Aux22 (w1, w2, w3, u1, u2, u3)
(Finv12(u1, u2, u3)*grad21(w1, w2, w3) + Finv22(u1, u2, u3)*grad22(w1, w2, w3) + Finv32(u1,
u2, u3)*grad23(w1,w2, w3)) // macro d4Aux23 (w1,w2, w3, u1, u2, u3) (Finv13(u1, u2, u3)*grad21(w1,
w2, w3) + Finv23(u1, u2, u3)*grad22(w1, w2, w3) + Finv33(u1, u2, u3)*grad23(w1, w2, w3)) //
macro d4Aux31 (w1, w2, w3, u1, u2, u3) (Finv11(u1, u2, u3)*grad31(w1, w2, w3) + Finv21(u1,
u2, u3)*grad32(w1, w2, w3) + Finv31(u1, u2, u3)*grad33(w1, w2, w3)) // macro d4Aux32 (w1,
w2, w3, u1, u2, u3) (Finv12(u1, u2, u3)*grad31(w1, w2, w3) + Finv22(u1, u2, u3)*grad32(w1,
w2, w3) + Finv32(u1, u2, u3)*grad33(w1, w2, w3)) // macro d4Aux33 (w1, w2, w3, u1, u2, u3)
(Finv13(u1, u2, u3)*grad31(w1, w2, w3) + Finv23(u1, u2, u3)*grad32(w1, w2, w3) + Finv33(u1,
u2, u3)*grad33(w1, w2, w3)) //

// The macros for the auxiliary tensors (D0, D1, D2, ...): End
//—————————————————————————-
//===========================================================================
// The macros for the various stress measures: BEGIN
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// The Kirchhoff stress tensor
macro StressK11(u1, u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * B11(u1, u2, u3) ) // macro StressK12(u1,
u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * B12(u1, u2, u3) ) // macro StressK13(u1, u2, u3) ((2 *c1
+2*c4*I4(u1, u2, u3)) * B13(u1, u2, u3) ) // macro StressK21(u1, u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1,
u2, u3)) * B21(u1, u2, u3) ) // macro StressK22(u1, u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) *
B22(u1, u2, u3) ) // macro StressK23(u1, u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * B23(u1, u2,
u3) ) // macro StressK31(u1, u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * B31(u1, u2, u3) ) // macro
StressK32(u1, u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * B32(u1, u2, u3) ) // macro StressK33(u1,
u2, u3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * B33(u1, u2, u3) ) // // The tangent Kirchhoff stress tensor
macro TanK11(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * d1Aux11(u1, u2,
u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro TanK12(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1,
u2, u3)) * d1Aux12(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro TanK13(u1, u2, u3, varu1, varu2,
varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * d1Aux13(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro
TanK21(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * d1Aux21(u1, u2, u3,
varu1, varu2, varu3) ) // macro TanK22(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1,
u2, u3)) * d1Aux22(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro TanK23(u1, u2, u3, varu1, varu2,
varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * d1Aux23(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro
TanK31(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * d1Aux31(u1, u2, u3,
varu1, varu2, varu3) ) // macro TanK32(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1,
u2, u3)) * d1Aux32(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) // macro TanK33(u1, u2, u3, varu1, varu2,
varu3) ((2 *c1 +2*c4*I4(u1, u2, u3)) * d1Aux33(u1, u2, u3, varu1, varu2, varu3) ) //

// The macros for the stress tensor components: END
//——————————————————————
// END OF MACROS
// ——————————————————————-
// ************************************************
// THE (BIO)MECHANICAL PARAMETERS: Begin

// Elastic coefficients real c1 = 80.0; //

real c4=80.0; //

real D = 1.e3; // (1 / compressibility)

// Stress loads real Pa = -30;

// Tolerance(L2) real tol = 1.e-4;

// THE (BIO)MECHANICAL PARAMETERS: End
// ************************************************

load ”msh3” load ”tetgen” load ”medit”
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mesh3 Th(”corpus.mesh”); fespace Vh(Th,[P1,P1,P1]); fespace Sh(Th,P2); fespace Qh(Th,
P1);

Qh ex, ey, ez, gxy, gyz, gzx, exyz, sx, sy, sz, txy, tyz, tzx;

Vh [w1, w2, w3], [u1n, u2n, u3n], [varu1, varu2, varu3];

varf vfMass1D(p,q) = int3d(Th)(p*q); matrix Mass1D = vfMass1D(Sh,Sh,solver=CG);

Sh p, ppp;

p[] = 1; ppp[] = Mass1D * p[];

real DomainMass = ppp[].sum;

cout « ”****************************************” « endl; cout « ”DomainMass =
” « DomainMass « endl; cout « ”****************************************” « endl;

varf vmass([u1,u2,u3],[v1,v2,v3],solver=CG) = int3d(Th)( (u1*v1 + u2*v2 + u3*v3) / DomainMass
);

matrix Mass = vmass(Vh,Vh);

matrix Id = vmass(Vh,Vh);

// Define the standard Euclidean basis functionsVh [ehat1x, ehat1y, ehat1z], [ehat2x, ehat2y,
ehat2z], [ehat3x, ehat3y, ehat3z]; [ehat1x, ehat1y, ehat1z] = [1.0, 0.0, 0.0]; [ehat2x, ehat2y,
ehat2z] = [0.0, 1.0, 0.0]; [ehat3x, ehat3y, ehat3z] = [0.0, 0.0, 1.0];

// The individual elements of the total 1st Piola-Kirchoff stress Vh [auxVec1, auxVec2,
auxVec3];

// Sh Stress1PK11, Stress1PK12, Stress1PK13, Stress1PK21, Stress1PK22, Stress1PK23,
Stress1PK31, Stress1PK32, Stress1PK33;

Sh StrK11, StrK12, StrK13, StrK21, StrK22, StrK23, StrK31, StrK32, StrK33;

Vh [ef1, ef2, ef3];

real ContParam, dContParam;

problem neoHookeanInc ([varu1, varu2, varu3], [w1, w2, w3], solver = LU)=

int3d(Th, qforder=1) ( // BILINEAR part -( StressK11 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux11(u1n, u2n,
u3n, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) + StressK12 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux12(u1n, u2n, u3n,
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varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) + StressK13 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux13(u1n, u2n, u3n, varu1,
varu2, varu3, w1, w2, w3) + StressK21 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux21(u1n, u2n, u3n, varu1, varu2,
varu3, w1, w2, w3) + StressK22 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux22(u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3,
w1, w2, w3) + StressK23 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux23(u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3, w1,
w2, w3) + StressK31 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux31(u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3, w1, w2,
w3) + StressK32 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux32(u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) +
StressK33 (u1n, u2n, u3n) * d3Aux33(u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3, w1, w2, w3) )

+ TanK11 (u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3) * d4Aux11(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) +
TanK12 (u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3) * d4Aux12(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + TanK13
(u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3) * d4Aux13(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + TanK21 (u1n,
u2n, u3n, varu1, varu2, varu3) * d4Aux21(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + TanK22 (u1n, u2n,
u3n, varu1, varu2, varu3) * d4Aux22(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + TanK23 (u1n, u2n, u3n,
varu1, varu2, varu3) * d4Aux23(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + TanK31 (u1n, u2n, u3n, varu1,
varu2, varu3) * d4Aux31(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + TanK32 (u1n, u2n, u3n, varu1, varu2,
varu3) * d4Aux32(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + TanK33 (u1n, u2n, u3n, varu1, varu2, varu3) *
d4Aux33(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) ) + int3d(Th, qforder=1) ( // LINEAR part

StressK11 (u1n, u2n, u3n) * d4Aux11(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + StressK12 (u1n, u2n,
u3n) * d4Aux12(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + StressK13 (u1n, u2n, u3n) * d4Aux13(w1, w2,
w3, u1n, u2n, u3n) + StressK21 (u1n, u2n, u3n) * d4Aux21(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) +
StressK22 (u1n, u2n, u3n) * d4Aux22(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + StressK23 (u1n, u2n, u3n)
* d4Aux23(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + StressK31 (u1n, u2n, u3n) * d4Aux31(w1, w2, w3,
u1n, u2n, u3n) + StressK32 (u1n, u2n, u3n) * d4Aux32(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) + StressK33
(u1n, u2n, u3n) * d4Aux33(w1, w2, w3, u1n, u2n, u3n) ) - int3d(Th)( (5*w3) ) // + on(1, varu1
= 0., varu2 = 0., varu3 = 0. ); ;

// The Lagrange-Green strain tensor, E = (1/2)(C - I) // Wh E111, E12, E131, E23, E31, E33,
E32, E121, E12; // Auxiliary variables matrix auxMat;

// Newton’s method // ————— Sh u1,u2,u3;

ContParam = 0.0; dContParam = 0.01;

// Initialization: [varu1,varu2,varu3] = [0.0, 0.0, 0.0];

[u1n, u2n, u3n] = [0.0, 0.0, 0.0];

real res = 2.0 * tol;

real eforceres;

int loopcount = 0; int loopmax = 45;

// Iteration: while (loopcount <= loopmax res >= tol) loopcount ++;

62



////////////////////////////////////////////////////////////

cout « ”Loop ” « loopcount « endl; // cout « ”Hello world1” « endl;

// plot([u1n,u2n,u3n], wait=0, cmm=”displacement:” ); ; neoHookeanInc; // compute [varu1,varu2,varu3]
= (D2J(u1n))−1(DJ(u1n))

// cout « ”This marker reached” « endl;

u1 = varu1; u2 = varu2; u3 = varu3;

w1[] = Mass*varu1[];

res = sqrt(w1[]’ * varu1[]);

cout « ” u1 min =” « u1[].min « ”, u1 max= ” « u1[].max « endl; cout « ” u2 min =” «
u2[].min « ”, u2 max= ” « u2[].max « endl; cout « ” u3 min =” « u3[].min « ”, u3 max= ” «
u3[].max « endl;

// plot([varu1, varu2, varu3], wait=1, cmm=” varu1, varu2, varu3 ” ); // μεντιτ

u1n[] += varu1[];

cout « ” L2residual = ” << res << endl;

// plot([u1n,u2n,u3n], wait=0, cmm=”displacement:” ); // καντο με μεντιτ

// plot(u3);

// medit (”u1n”, Th, u1, order=1); // medit (”u2n”, Th, u2, order=1); // medit (”u3n”, Th, u3,
order=1);

//cout « ”res” « res « end1; //cout « ”tol” « tol « end1;

ex=1+dx(u1); ey=1+dy(u2); ez=1+dz(u3); gxy=dy(u1)+dx(u2); gzx=dz(u1)+dx(u3); gyz=dz(u2)+dy(u3);

// sx=2*ex*F11(u1,u2,u3)*(c1*(1-ex( − 4) ∗ ey( − 2)) + 0.5 ∗ c4 ∗ (ex2 − 1));

sx=2*c1*B11(u1,u2,u3)+2*c4*(ex2−1)∗B11(u1, u2, u3); sy = 2∗c1∗B22(u1, u2, u3)+
2 ∗ c4 ∗ (ex2 − 1) ∗ B22(u1, u2, u3); sz = 2 ∗ c1 ∗ B33(u1, u2, u3) + 2 ∗ c4 ∗ (ex2 − 1) ∗
B33(u1, u2, u3); txy = 2 ∗ c1 ∗B12(u1, u2, u3)+ 2 ∗ c4 ∗ (ex2 − 1) ∗B12(u1, u2, u3); tyz =
2∗c1∗B23(u1, u2, u3)+2∗c4∗(ex2−1)∗B23(u1, u2, u3); tzx = 2∗c1∗B32(u1, u2, u3)+
2 ∗ c4 ∗ (ex2 − 1) ∗B32(u1, u2, u3);

cout « ” ex min =” « ex[].min « ”, ex max= ” « ex[].max « endl; cout « ” ey min =” « ey[].min
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« ”, ey max= ” « ey[].max « endl; cout « ” ez min =” « ez[].min « ”, ez max= ” « ez[].max « endl;
cout « ” sx min =” « sx[].min « ”, sx max= ” « sx[].max « endl; cout « ” sy min =” « sy[].min « ”,
sy max= ” « sy[].max « endl; cout « ” sz min =” « sz[].min « ”, sz max= ” « sz[].max « endl; cout
« ” txy min =” « txy[].min « ”, txy max= ” « txy[].max « endl; cout « ” tyz min =” « tyz[].min «
”, tyz max= ” « tyz[].max « endl; cout « ” tzx min =” « tzx[].min « ”, tzx max= ” « tzx[].max «
endl;

//for (int j=0; j<u1[].n; j++) // cout « u1[][j] « endl;

// Calculate the elastic force residue

/* if (res < tol) loopcount = 1; res = 1.0 + tol; ContParam+= dContParam; cout « ”ContParam
= ” « ContParam « endl; */

end; plot(Th, wait=2, ps=”ref-config.eps”);
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Σύντομο βιογραφικό σημείωμα

Σέργιος Φράσταλης, Σχολή Εφαρμοσμένων Μαθηματικών και Φυσικών Επιστη-

μών, Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο

▶ Προσωπικά Στοιχεία

Έτος γέννησης: 1990 | Τόπος γέννησης: Αθήνα , Ελλάς

▶ Σπουδές

2007: Απολυτήριο, Ελληνογαλλική Σχολή Αγίας Παρασκεύης, Eugène Delacroix

2015: Πτυχίο, Τμήμα Φυσικής , Πανεπιστήμιο Κρήτης

2018–σήμερα: ΣχολήΕφαρμοσμένωνΜαθηματικών καιΦυσικώνΕπιστημών, ΕθνικόΜε-

τσόβιο Πολυτεχνείο

▶ Προσόντα και Διακρίσεις

• Μέλος ΣκακιστικήςΛέσχηςΧαλανδρίου (ΣΑΧ), Βετεράνος 13ου βαθμού(Αρχιστράτηγος)

των δυνάμεων της Συμμαχίας στο World of Warcraft Classic

• Γλώσσες: Ελληνική(μητρική), Αγγλική (άριστο επίπεδο), Γαλλική (μεσαίο επίπεδο),

Ρωσική και Ιαπωνική (ερασιτεχνικό επίπεδο)
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