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Εισαγωγή 
 

  Τα  τελευταία  χρόνια παρατηρείται  μια  ραγδαία αύξηση στη  ζήτηση  για 

μεγάλες,  ιδιαίτερες  όσον  αφορά  τη  στατική  λειτουργία,  ή  γενικότερα 

«απαιτητικές»  κατασκευές.  Με  την  πρόοδο  της  τεχνολογίας  τέτοιου  είδους 

κατασκευές γίνονται όλο και περισσότερο εφικτές, ακόμη και προσιτές. Από την 

άλλη πλευρά,  στην περίπτωση  των  «συνηθισμένων»  κατασκευών,  έχει  αρχίσει 

να επικρατεί η λογική του σχεδιασμού ελαχίστου βάρους. Η λογική αυτή οδηγεί 

στη  χρήση  περισσότερο  λεπτότοιχων  διατομών,  οι  οποίες  μπορούν  να 

αναπτύξουν  ευκολότερα  μεγαλύτερες  μετακινήσεις  παραμένοντας  στην 

ελαστική  περιοχή.  Οι  εξελίξεις  αυτές  έχουν  αυξήσει  κατακόρυφα  και  τις 

απαιτήσεις  των  κατασκευών  αυτών  για  ακριβέστερη  ανάλυση  και 

προσομοίωση. Πλέον, όχι μόνο η δυναμική, αλλά και η μη γραμμική ανάλυση του 

φορέα  είναι  απαραίτητες  για  να  επιτευχθεί  η  απαραίτητη  ακρίβεια  στην 

ανάλυση και να είναι ασφαλής και παράλληλα όχι αντιοικονομικός ο σχεδιασμός 

της κατασκευής. 

  Το  φαινόμενο  της  στρέψης  εμφανίζεται  πολύ  συχνά  στις  κατασκευές 

Πολιτικού Μηχανικού  και  το  πρόβλημα  της  ανάλυσης  ραβδωτών φορέων  υπό 

στρέψη έχει απασχολήσει ερευνητές και μηχανικούς από τον 18ο κιόλας αιώνα. 

Έτσι,  και  δεδομένου  ότι  υπάρχουν  ραβδωτά  στοιχεία  σε  όλες  σχεδόν  τις 

κατασκευές  Πολιτικού  Μηχανικού,  ανακύπτει  νομοτελειακά  η  ανάγκη  για 

ακριβέστερη  ανάλυση  ράβδων  υπό  στρέψη  και  ακόμη  περισσότερο  στην 

περίπτωση  δυναμικών  φορτίων,  αντικείμενο  που  μέχρι  στιγμής  δεν  έχει 

ερευνηθεί εκτεταμένα στη βιβλιογραφία. 

  Πρώτος ασχολήθηκε με τη στρέψη ο Coulomb, ο οποίος έδωσε μια πρώτη 

λύση στο πρόβλημα της στρέψης, βασιζόμενος στην παραδοχή ότι  οι  διατομές 

της  ράβδου  στρέφονται  σαν  επίπεδοι  στερεοί  δίσκοι.  Η  θεωρία  του  Coulomb 

όμως,  δεν  επαληθεύεται πειραματικά,  παρά  μόνο στην περίπτωση κυκλικών  ή 

δακτυλιοειδών διατομών. 
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  Αργότερα,  ο  St  Venant  ανέπτυξε  τη  θεωρία  της  ομοιόμορφης  στρέψης. 

Μελέτησε ευθύγραμμες πρισματικές ράβδους, καταπονούμενες από δύο ίσες και 

αντίθετες  στρεπτικές  ροπές  στα  άκρα.  Σύμφωνα  με  τη  θεωρία  ομοιόμορφης 

στρέψης,  οι  διατομές  της  ράβδου  υπόκεινται  σε  αξονικές  μετατοπίσεις 

(στρέβλωση).  Η  θεωρία  αυτή  ισχύει  μόνο  στις  περιπτώσεις  που  η  στρέβλωση 

είναι ελεύθερη σε όλο το μήκος της ράβδου. 

Αντίθετα,  ανομοιόμορφη  στρέψη  εμφανίζεται  όταν  παρεμποδίζεται  η 

στρέβλωση και/ή μεταβάλλεται η στρεπτική φόρτιση κατά μήκος της ράβδου. Η 

μελέτη  της  ανομοιόμορφης  στρέψης,  που  ακολούθησε  χρονικά  τη  θεωρία 

ομοιόμορφης στρέψης, εστίασε αρχικά σε λεπτότοιχες διατομές, σύμφωνα με τη 

θεωρία των οποίων μπορεί να παρακαμφθεί η ακριβής εύρεση της στρέβλωσης 

της διατομής. Η θεωρία του Vlasov προσπαθεί να προσομοιώσει την ένταση που 

αναπτύσσεται  πέρα  από  αυτή  που  προβλέπει  η  θεωρία  του  St  Venant 

χρησιμοποιώντας  κάποιες  στρεβλωτικές  παραμέτρους  για  να  προσεγγιστεί  το 

φαινόμενο. 

Παράλληλα,  η  έρευνα  προχωρούσε  και  στον  τομέα  της  γεωμετρικής  μη 

γραμμικότητας  και,  ήδη  από  τις  αρχές  του  19ου  αιώνα,  ο  Young  μελέτησε  την 

ομοιόμορφη στρέψη σε ράβδους κυκλικής διατομής, υποβαλλόμενες σε μεγάλες 

μετατοπίσεις.  Πολύ  αργότερα,  ο Weber  (1921)  μελέτησε  το  ίδιο  πρόβλημα  σε 

ράβδους  ορθογωνικής  διατομής,  ενώ  ο  Cullimore  (1949)  ασχολήθηκε  με 

ανοιχτές διατομές. Κατόπιν, έγιναν προσπάθειες να αναπτυχθούν μη γραμμικές 

θεωρίες  ανομοιόμορφης  στρέψης,  η  ακρίβεια  όμως  των  οποίων,  σύμφωνα  με 

τον Attard (1986), ήταν αμφίβολη. 

Το  επόμενο  βήμα  από  τη  στατική  ανάλυση  ράβδων  υπό  στρέψη  είναι  η 

δυναμική  ανάλυση,  η  οποία  αναπτύχθηκε  αρκετά  αργότερα.  Ο  Gere  (1954) 

έλυσε το πρόβλημα των γραμμικών στρεπτικών ταλαντώσεων και παρουσίασε 

τις ιδιοσυχνότητες ταλάντωσης της ράβδου.  

Τα τελευταία 30 χρόνια, η έρευνα στον τομέα της μη γραμμικής δυναμικής 

ανάλυσης  έχει  αναπτυχθεί  πάρα  πολύ.  Οι  Nayfeh  &  Mook  (1979)  μελέτησαν 

εκτενώς τις  ελεύθερες και  εξαναγκασμένες μη γραμμικές ταλαντώσεις από μια 

μαθηματική  σκοπιά,  ενώ  έδωσαν  και  ιδιαίτερη  σημασία  στις  καμπτικές  μη 
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γραμμικές  ταλαντώσεις  ράβδων.  Μάλιστα,  οι  μέθοδοι  «διαταραχών» 

(perturbation methods) που αναπτύσσουν έχουν αποτελέσει τη βάση για πολλές 

εργασίες  πάνω  στις  μη  γραμμικές  ταλαντώσεις.  Το  μεγαλύτερο  μέρος  της 

έρευνας  που  έχει  γίνει  στις  μη  γραμμικές  ταλαντώσεις  αφορά  στις  καμπτικές 

ταλαντώσεις,  ενώ  εκτός  από  τις  ράβδους  έχουν  μελετηθεί  εκτενώς  και 

επιφανειακοί  φορείς  όπως  πλάκες  και  κελύφη.  Οι  στρεπτικές  ταλαντώσεις 

ράβδων  έχουν  μελετηθεί  ως  επι  το  πλείστον  στο  πλαίσιο  της  σύζευξης  της 

καμπτικής έντασης, όπως στις εργασίες των Dokumaci  (1987), Crespo da Silva 

(1988)  ή  των  Lopes  Alonso &  Ribeiro  (2008).  Οι  Rozmarynowski  &  Szymczak 

(1984) μελέτησαν τις ελεύθερες μη γραμμικές στρεπτικές ταλαντώσεις ράβδων 

διπλής  συμμετρίας,  αλλά  αγνόησαν  ορισμένους  μη  γραμμικούς  όρους  στις 

εξισώσεις  ισορροπίας.  Επίσης,  έχουν  αναπτυχθεί  και  κάποια  ιδιαιτέρως 

προηγμένα  και  πλήρως  μη  γραμμικά  προσομοιώματα,  τα  οποία  όμως  δεν 

σχετίζονται άμεσα με τις ράβδους και τις καταπονήσεις που εμφανίζονται στα 

έργα Πολιτικού Μηχανικού, όπως είναι οι εργασίες των Pai & Nayfeh (1994). 

Στην  παρούσα  εργασία  αναπτύσσεται  μια  μη  γραμμική  θεωρία  για  τις 

στρεπτικές  ταλαντώσεις  ράβδων,  οι  εξισώσεις  της  οποίας  επιλύονται 

αριθμητικά  με  τη  Μέθοδο  Συνοριακών  Στοιχείων.  Εξετάζονται  μόνο  διατομές 

διπλής συμμετρίας καθώς σε αυτή την περίπτωση ταυτίζεται το κέντρο βάρους 

με το κέντρο στρέψης της ράβδου και έτσι αποσυζευγνύονται η στρεπτική και η 

καμπτική ένταση. Συνεπώς υπάρχει η δυνατότητα να εξεταστούν οι στρεπτικές 

ταλαντώσεις  της  ράβδου  χωρίς  την  εισαγωγή  καμπτικής  έντασης,  υπό  την 

προϋπόθεση  ότι  υπάρχουν  επαρκείς  γεωμετρικοί  περιορισμοί  ώστε  να 

αποφευχθεί ο καμπτικός λυγισμός.  

Η γεωμετρική μη γραμμικότητα, όμως, οδηγεί στη σύζευξη της στρεπτικής 

και της αξονικής ταλάντωσης της ράβδου, γεγονός που καθιστά την αναλυτική 

επίλυση του προβλήματος αδύνατη, ακόμη και για απλές περιπτώσεις φόρτισης 

ή συνοριακών συνθηκών. Δίνεται, επίσης, μεγάλη έμφαση στη διερεύνηση αλλά 

και  την  ερμηνεία  της  μεταλυγισμικής  συμπεριφοράς  της  ράβδου  τόσο  σε 

ελεύθερες  όσο  και  σε  εξαναγκασμένες  ταλαντώσεις  και  υπό  διαφορετικές 

αρχικές συνθήκες κίνησης και συνθήκες φόρτισης. 
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Στο πλαίσιο της μελέτης των εξαναγκασμένων ταλαντώσεων μελετάται και 

ο  πρωτεύων  συντονισμός.  Διερευνάται  η  συμπεριφορά  της  ράβδου  όταν 

βρίσκεται  σε  κατάσταση  συντονισμού,  αλλά  και  η  επιρροή  τόσο  του  αξονικού 

φορτίου,  όσο  και  του  πλάτους  της  αρμονικής  διέγερσης  στη  διεγείρουσα 

συχνότητα που προκαλεί συντονισμό. 

Σύμφωνα  με  τις  σύγχρονες  αντιλήψεις  περί  του  λυγισμού  μιας  ράβδου, 

λυγισμός, και μάλιστα στρεπτικός δεν σημαίνει απαραίτητα αστοχία,  ιδιαίτερα 

σε φορείς  με  ευσταθή μεταλυγισμικό  δρόμο  ισορροπίας. Μάλιστα,  σε  τέτοιους 

φορείς,  το  οριακό  φορτίο  που  μπορούν  να  παραλάβουν,  σύμφωνα  με  τη  μη 

γραμμική ανάλυση  είναι  λίγο μεγαλύτερο από το φορτίο  λυγισμού που δίνει  η 

γραμμική  ανάλυση  και  έτσι  μας  δίνεται  η  ευκαιρία  να  εκμεταλλευτούμε 

αποδοτικότερα  μια  διατομή,  στα  πλαίσια  του  σχεδιασμού  ελαχίστου  βάρους. 

Έτσι,  όσο  η  τάση  να  εκμεταλλευόμαστε  τη  μεταλυγισμική  αντοχή  ενός φορέα 

αυξάνεται,  τόσο πιο απαραίτητη γίνεται  η μη  γραμμική ανάλυση. Οι  εξισώσεις 

που  αναπτύσσονται  στην  παρούσα  εργασία  δίνουν  τη  δυνατότητα  για 

διερεύνηση  της  μεταλυγισμικής  συμπεριφοράς  της  ράβδου  και  αρκετά από  τα 

παραδείγματα που εξετάζονται αναφέρονται στη μεταλυγισμική κατάσταση της 

ράβδου.  Έτσι,  γίνεται  μια  πρώτη  διερέυνηση  της  συμπεριφοράς  της  ράβδου 

αφού  έχει  λυγίσει,  αλλά και  δίνεται  και  το  ερέθισμα για σκέψη και περαιτέρω 

έρευνα.  

Το  θέμα  αυτής  της  διπλωματικής  εργασίας,  η  οποία  εκπονήθηκε  κατά  το 

δέκατο εξάμηνο των σπουδών μου στη Σχολή Πολιτικών Μηχανικών του Ε.Μ.Π., 

μου υποδείχθηκε από τον Αναπληρωτή Καθηγητή κ. Ε. Σαπουντζάκη. Στο σημείο 

αυτό,  οφείλω  να  του  εκφράσω  τις  θερμότερες  ευχαριστίες  μου  για  τη  συνεχή 
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Κεφάλαιο 1 – Ορισμοί Βασικών Μεγεθών 
 

Το  παρόν  κεφάλαιο  βασίζεται  στις  βιβλιογραφικές  αναφορές  των 

Timoshenko  and  Goodier  (1970),  Novozhilov  (1953),  Παπαδρακάκη  (1998), 

αλλά και στη διπλωματική εργασία του Β. Τσίπηρα (2007) που εκπονήθηκε υπό 

την επίβλεψη του Αναπληρωτή Καθηγητή Ε. Σαπουντζάκη. 

 

1.1  Θεωρία Παραμορφώσεων 
 

1.1.1 Ορισμός Μετατοπίσεων 
 
Έστω  ένα  παραμορφώσιμο  σώμα,  το  οποίο  τη  χρονική  στιγμή  t=0 

καταλαμβάνει  μια  περιοχή  Q  στον  τρισδιάστατο  χώρο.  Η  αρχική  θέση  κάθε 

σημείου του σώματος μπορεί να περιγραφεί από τις προβολές x, y, z του σημείου 

στους  άξονες  ενός  σταθερού  καρτεσιανού  συστήματος  αναφορας Oxyz.  Σε  μια 

τυχούσα χρονική στιγμή t η θέση του σώματος έχει αλλάξει και πλέον το σώμα 

καταλαμβάνει μια περιοχή Q’ του χώρου. Αντίστοιχα, ένα σημείο Ρ του σώματος 

με  αρχική  θέση  P(x,  y,  z,  0)  θα  καταλαμβάνει  πλέον  τη  θέση  P’(ξ,  η,  ζ,  t).  Οι 

συντεταγμένες της τελικής θέσης του σημείου Ρ δίνονται από τις σχέσεις: 

  ( , , , )x y z tξ ξ=   (1.1.1α) 

  ( , , , )x y z tη η=   (1.1.1β) 

  ( , , , )x y z tζ ζ=   (1.1.1γ) 

Θεωρώντας ότι στο παραμορφώσιμο σώμα που εξετάζουμε δεν αναπτύσσονται 

σε καμία χρονική στιγμή ρωγμές, μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι συντεταγμένες 

ξ, η, ζ είναι συνεχείς και διαφορίσιμες ως προς τις χωρικές συντεταγμένες x, y, z 

και ως προς το χρόνο t. Επίσης, απαιτούμε η αντιστοιχία μεταξύ του Ρ και του Ρ’ 

(δηλαδή η μετακίνηση του σώματος) να είναι μονοσήμαντη. Έτσι, μας δίνεται η 

δυνατότητα  να  εκφράσουμε  τις  συντεταγμένες  της  αρχικής  θέσης  συναρτήσει 

των συντεταγμένων της τελικής: 
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  ( , , , )x x tξ η ζ=   (1.1.2α) 

  ( , , , )y y tξ η ζ=   (1.1.2β) 

  ( , , , )z z tξ η ζ=   (1.1.2γ) 

Η περιγραφή που εκφράζουν οι σχέσεις (1.1.1) ονομάζεται υλική περιγραφή, ή 

περιγραφή  Lagrange,  και  μέσω  αυτής  μπορούμε  να  παρακολουθήσουμε  τη 

μετακίνηση  ενός  συγκεκριμένου  υλικού  σημείου  στο  χώρο.  Αντίθετα,  η 

περιγραφή που  εκφράζουν οι  σχέσεις  (1.1.2)  ονομάζεται  χωρική περιγραφή,  ή 

περιγραφή  Euler,  και  χρησιμοποιείται  για  να  παρακολουθήσουμε  τα  υλικά 

σημεία που διέρχονται από ένα σημείο του χώρου σε κάθε χρονική στιγμή. Στην 

παρούσα εργασία θα χρησιμοποιηθεί η περιγραφή Lagrange. 

  Η μετατόπιση του σημείου Ρ σε χρόνο t ορίζεται ώς το διάνυσμα: 

  u v w= ⋅ + ⋅ + ⋅1 2 3u e e e   (1.1.3) 

Όπου  

1e , 2e , 3e : τα μοναδιαία διανύσματα κατά τους άξονες Ox, Oy, Oz του συστήματος 

αναφορας αντίστοιχα και 

u, v, w: οι συνιστώσες της μετατόπισης, που ορίζονται ώς εξης: 

  u xξ= −   (1.1.4α) 

  v yη= −   (1.1.4β) 

  w zζ= −   (1.1.4γ) 

Προφανώς, u=u(x,y,z,t), v=v(x,y,z,t), w=w(x,y,z,t)  και οι συναρτήσεις u, v, w  είναι 

συνεχείς και διαφορίσιμες ως προς τις συντεταγμένες του χώρου. Προκειμένου 

να ικανοποιείται η απαίτηση της μονοσήμαντης αντιστοιχίας μεταξύ Ρ και Ρ’ το 

πεδίο  των  μετατοπίσεων  δεν  μπορεί  να  είναι  αυθαίρετο.  Συγκεκριμένα 

αποδεικνύεται ότι πρέπει να ισχύει η ακόλουθη σχέση: 
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1

1 0

1

u u u
x y z x y z

v v vJ
x y z x y z

w w w
x y z x y z

ξ ξ ξ

η η η

ζ ζ ζ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = + ≠
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (1.1.5) 

Για t=0, το σώμα βρίσκεται στην αρχική του θέση και συνεπώς u=v=w=0. Έτσι, 

προκύπτει ότι: 

  ( 0) 1J t = =   (1.1.6) 

Όμως, η  J πρέπει  να  είναι συνεχής και ως προς το χρόνο. Άρα, από τις σχέσεις 

(1.1.5) και (1.1.6) προκύπτει ότι θα πρέπει να ισχύει η ακόλουθη σχέση:  

  0, 0J t> ∀ ≥   (1.1.7) 

Η  σχέση  (1.1.7)  αποτελεί  ικανή  και  αναγκαία  συνθήκη  ώστε  να  έχουμε 

μονοσήμαντη αντιστοιχία των Ρ και Ρ’ σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή. 

Το  μητρώο  [Χ]  που  ορίζει  την  ορίζουσα  J  της  σχέσης  (1.1.5)  ονομάζεται 

διανυσματική κλίση ή βαθμίδα της παραμόρφωσης. 

 

1.1.2 Ορισμός Παραμορφώσεων 
 

Έστω το απειροστό στοιχείο ΜΝ ενός παραμορφώσιμου σώματος που φαίνεται 

στο Σχήμα 1. Το σημείο Μ πριν την παραμόρφωση έχει συντεταγμένες Μ(x,y,z), 

ενώ  το  σημείο  Ν  θα  έχει  συντεταγμένες  Ν(x+dx,  y+dy,  z+dz).  Συνεπώς,  η 

απόσταση μεταξύ των σημείων Μ και Ν θα ισούται με: 

 
2 2 2

2 2 2 2

ds dx dy dz

ds dx dy dz

= + + ⇒

⇒ = + +
   (1.1.8) 
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Μετά την παραμόρφωση του σώματος, το σημείο Μ έχει μετατοπιστεί στη θέση 

Μ’ με συντεταγμένες Μ’(ξ, η, ζ) και το σημείο Ν έχει μετατοπιστεί στη θέση Ν’ με 

συντεταγμένες  Ν’(ξ+dξ,  η+dη,  ζ+dζ).      Η  απόσταση  των  σημείων Μ’  και  Ν’  θα 

ισούται με: 

 
( )

2 2 2

2 2 2 2

'

'

ds d d d

ds d d d

ξ η ζ

ξ η ζ

= + + ⇒

⇒ = + +
  (1.1.9) 

Με χρήση των σχέσεων (1.1.2) και (1.1.4) λαμβάνουμε: 

  1 u u ud dx dy dz dx dy dz
x y z x y z
ξ ξ ξξ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

  (1.1.10α) 

  1v v vd dx dy dz dx dy dz
x y z x y z
η η ηη

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + + ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

  (1.1.10β) 

   1w w wd dx dy dz dx dy dz
x y z x y z
ζ ζ ζζ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

     (1.1.10γ) 

M 

N

dx 

dz

dy

dξ
dζ 

v

w

u

M’

N’

x

z 

y

dη 

Σχήμα 1.1.1 Παραμόρφωση απειροστού στοιχείου
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Αντικαθιστώντας  τις  σχέσεις  (1.1.10)  στην  (1.1.9)  και  αφαιρώντας  κατά  μέλη 

τις  σχέσεις  (1.1.9)  και  (1.1.8)  μετά από  μια  σειρά πράξεων  καταλήγουμε  στην 

παρακάτω σχέση: 

 
( )( )2 2 2 2 21 '

2
2 2 2

xx yy zz

xy xz yz

ds ds dx dy dz

dxdy dxdz dydz

ε ε ε

ε ε ε

⋅ − = ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
  (1.1.11) 

Όπου  

 
2 2 21

2xx
u u v w
x x x x

ε
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

  (1.1.12α) 

 
2 2 2

1
2yy

v u v w
y y y y

ε
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + ⋅ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
  (1.1.12β) 

 
2 2 21

2zz
w u v w
z z z z

ε
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

  (1.1.12γ) 

  1 1
2 2xy

v u u u v v w w
x y x y x y x y

ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (1.1.12δ) 

  1 1
2 2xz

w u u u v v w w
x z x z x z x z

ε ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (1.1.12ε) 

  1 1
2 2yz

w v u u v v w w
y z y z y z y z

ε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (1.1.12στ) 

Οι  παραπάνω  ποσότητες  ονομάζονται  τροπές.  Οι  τροπές  αποτελούν  τις 

συνιστώσες  του  τανυστή παραμόρφωσης Green που  ορίζεται ως  ο  παρακάτω 

πίνακας: 

 
xx xy xz

G
yx yy yz

zx zy zz

ε ε ε
ε ε ε ε

ε ε ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (1.1.13) 

Οι  συνιστώσες  εyx,  εzx,  εzy  προκύπτουν  από  τις  σχέσεις  (1.1.12δ‐ε‐στ)  με 

αντιστροφή των δεικτών. Είναι προφανές ότι θα ισχύει: 
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TG Gε ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (1.1.14) 

Δηλαδή ο τανυστής Green είναι συμμετρικός 

 

1.1.3 Μεταβολή Όγκου Απειροστού Στοιχείου 
 

  Θεωρούμε ένα απειροστό κυβικό στοιχείο με πλευρές παράλληλες στους 

άξονες Ox,  Oy,  Oz  του  συστήματος  αναφοράς.  Ο  όγκος  του  απειροστού  αυτού 

στοιχείου  πριν  την  παραμόρφωση  θα  ισούται  με  dV=dxdydz.  Για  να 

υπολογίσουμε  τη  μεταβολή  του  όγκου  του  στοιχείου  θα  εξετάσουμε  τις 

μεταβολές  των  ακμών  του.  Έτσι,  η  πλευρά ΟΑΤ=(dx,  0,  0)  μετατρέπεται  στην 

πλευρά Ο’Α’ η οποία δυνάμει των σχέσεων (1.1.10) θα ισούται με: 

  ( , , ) , ,T d d d dx dx dx
x x x
ξ η ζξ η ζ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

O'A'   (1.1.15α) 

Αντιστοίχως,  οι  άλλες  δύο  ακμές  που  ορίζουν  τον  κύβο,  ΟΒΤ=(0,  dy,  0)  και 

ΟΓΤ=(0, 0, dz) θα μετατραπούν στις: 

  ( , , ) , ,T d d d dy dy dy
y y y
ξ η ζξ η ζ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

O'Β'   (1.1.15β) 

  ( , , ) , ,T d d d dz dz dz
z z z
ξ η ζξ η ζ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

O'Γ'   (1.1.15γ) 

Έτσι, ο όγκος dV’ του υπό εξέταση στοιχείου στην παραμορφωμένη κατάσταση 

μπορεί να υπολογιστεί συναρτήσει των 3 ακμών του σύμφωνα με τι σχέση: 

  ( )'dV = ⋅ ×O'A' O'B' O'Γ'   (1.1.16) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (1.1.15) στην (1.1.16) και εκτελώντας τις πράξεις 

λαμβάνουμε: 

  'dV J dV= ⋅   (1.1.17) 

Όπου J είναι η ορίζουσα της βαθμίδας της παραμόρφωσης, η οποία ορίζεται στη 

σχέση (1.1.5) 
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1.1.4 Μεταβολή Επιφάνειας Απειροστού Στοιχείου 
 

Έστω  μια  απειροστή  επιφάνεια  dA  πριν  από  την  παραμόρφωση,  με  κάθετο 

διάνυσμα  n.  Μετά  την  παραμόρφωση  η  επιφάνεια  θα  έχει  εμβαδόν  dA’  και 

κάθετο  διάνυσμα  n’.  Προκειμένου  να  συσχετίσουμε  την  τελική  με  την  αρχική 

επιφάνεια πρέπει  να  υπολογίσουμε  την  αλλαγή  του  όγκου  ενός  στοιχείου που 

ορίζεται από την επιφάνεια και ένα τυχαίο απειροστό διάνυσμα n1T=(dx, dy, dz). 

Πριν από την παραμόρφωση ο όγκος του στοιχείου θα ισούται με: 

  ( )dV dA= ⋅1n n   (1.1.18) 

Μετά την παραμόρφωση θα έχουν μεταβληθεί τα dA και n σε dA’ και n’ αλλά και 

το n1 σε n1’, όπου: 

  ( ) ( ), ,T d d dξ η ζ=1n '   (1.1.19) 

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (1.1.5) και (1.1.10) μπορούμε να δούμε ότι ισχύει: 

  [ ]X= ⋅1 1n ' n   (1.1.20) 

Η σχέση (1.1.17) δυνάμει της (1.1.17) γράφεται ως: 

  ( ) ( )'dA J dA⋅ = ⋅1 1n ' n' n n   (1.1.21) 

Και αντικαθιστώντας την (1.1.20) στην (1.1.21) λαμβάνουμε: 

  [ ] ( ) ( )'X dA J dA⋅ ⋅ = ⋅1 1n n' n n   (1.1.22) 

Και  επειδή  η  σχέση  (1.1.22)  πρέπει  να  ισχύει  για  οποιοδήποτε  διάνυσμα  n1, 

καταλήγουμε  στην  ακόλουθη  σχέση  που  συνδέει  την  παραμορφωμένη  με  την 

απαραμόρφωτη επιφάνεια: 

  [ ] ( )' TdA J X dA−= ⋅n' n   (1.1.23) 
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1.2  Θεωρία Τάσεων 
 

1.2.1 Ορισμός διανύσματος τάσεως 
 
Έστω ένα παραμορφώσιμο σώμα Q το οποίο παραμορφώνεται υπό την 

επίδραση δυνάμεων πάνω σε αυτό. Θεωρούμε μια τυχαία τομή στο Q η οποία το 

χωρίζει σε δύο τμήματα Q1 και Q2 και μια στοιχειώδη επιφάνεια dA στο σημείο Ρ’ 

με συντεταγμένες ξ, η, ζ που βρίσκεται στη διεπιφάνεια των Q1, Q2.  Το διάνυσμα 

τάσεως ή ελκυστής ορίζεται ως εξής: 

 
0

lim
dA

d
dA→

=
pt   (1.2.1) 

όπου dp: η συνολική επιφανειακή δύναμη που ασκείται στην επιφάνεια dA. 

  Το διάνυσμα τάσεως μπορεί να προσδιοριστεί από τις συντεταγμένες (ξ, 

η, ζ) του σημείου Ρ’ στο οποίο βρίσκεται η στοιχειώδης επιφάνεια dA, οι οποίες 

με  τη  σειρά  τους  ορίζουν  ένα  διάνυσμα  r,  με  αρχή  την  αρχή  του  συστήματος 

αναφοράς  και  πέρας  το  σημείο  Ρ’,  και  από  ένα  μοναδιαίο  διάνυσμα n,  κάθετο 

στην  επιφάνεια  dA,  το  οποίο  θα  είναι  θετικό  όταν  το  διάνυσμα  θα  έχει  φορά 

προς το εξωτερικό του σώματος στο οποίο ανήκει η επιφάνεια που προσδιορίζει. 

Εύκολα βλέπουμε ότι στο παράδειγμα που αναφέρεται παραπάνω, στο σημείο 

Ρ’, αν για το τμήμα Q1, το κάθετο διάνυσμα είναι n, για το τμήμα Q2, το κάθετο 

διάνυσμα θα είναι –n. 

  Σύμφωνα  με  το  νόμο  δράσης‐αντίδρασης  του  Νεύτωνα,  η  δύναμη  που 

ασκείται στο τμήμα Q1 και στο σημείο Ρ’ θα είναι ίση και αντίθετη με αυτή που 

ασκείται  στο  τμήμα  Q2  και  στο  ίδιο  σημείο.  Άρα,  από  τον  ορισμό  της  (1.2.1) 

προκύπτει ότι 

  ( ) ( )= − −t n t n   (1.2.2) 

Η σχέση (1.2.2) είναι γνωστή ως αρχή του Cauchy. 

  Τέλος,  από  το  γεγονός  ότι  για  να  προσδιοριστεί  μονοσήμαντα  το 

διάνυσμα τάσεως χρειάζονται δύο διανύσματα (r, n) βλέπουμε ότι το διάνυσμα 

τάσεως δεν αποτελεί διανυσματικό πεδίο με την κλασική έννοια. 
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1.2.2 Τανυστής τάσεως Cauchy 
 

  Στα  επόμενα,  για  να  είναι  δυνατή  η  διάκριση  μεταξύ  διαφορετικών 

στιγμών,  και  άρα  και  διαφορετικών  διαμορφώσεων  (γεωμετριών)  του 

σώματος/φορέα,  η  χρονική  στιγμή  θα  δηλώνεται  με  χρήση  άνω  αριστερού 

δείκτη.  Συνεπώς,  ο  συμβολισμός  1t  δηλώνει  το  διάνυσμα  τάσεως  τη  χρονική 

στιγμή t=t1. 

  Στη  μη  γραμμική  ανάλυση,  οι  εξισώσεις  ισορροπίας  αναφέρονται  στην 

παραμορφωμένη  κατάσταση  του  φορέα,  τη  χρονική  στιγμή  t=t1  (τρέχουσα 

διαμόρφωση).  Επειδή  όμως  η  τρέχουσα  διαμόρφωση  δεν  είναι  γνωστή,  οι 

εξισώσεις  ισορροπίας  θα  πρέπει  να  μετασχηματιστούν  σε  προηγούμενες, 

γνωστές  διαμορφώσεις    και  για  να  επιτευχθεί  αυτό  θα  πρέπει  να 

μεταχειριστούμε  διαφορετικούς  τανυστές  τάσεων.  Κάτι  τέτοιο  δεν  ισχύει  στη 

γραμμική ανάλυση, όπου οι εξισώσεις ισορροπίας επιτρέπεται να αναγράφονται 

στην απαραμόρφωτη κατάσταση/διαμόρφωση του φορέα. 

  Θεωρούμε  ένα  σταθερό  στο  χρόνο  σύστημα  αναφοράς  Oxyz  και  μια 

στοιχειώδη  επιφάνεια  d1A  κάθετη  στον  άξονα  Οx.  Για  την  επιφάνεια  αυτή  θα 

ισχύει 1nT=exT=(1, 0, 0), όπου ex το μοναδιαίο διάνυσμα που ορίζει τον άξονα Οx. 

Ορίζουμε ως σxj, j=x,y,z τις συνιστώσες του ελκυστή 1t(ex) και συνεπώς έχουμε: 

  1 1 1 1( ) ( , , )T
xx xy xzσ σ σ=xt e   (1.2.3) 

Αντίστοιχα,  μπορούμε  να  ορίσουμε  και  τις  συνιστώσες  των  ελκυστών  που 

αντιστοιχούν στους άλλους δύο άξονες του συστήματος αναφοράς. Κατ’ αυτόν 

τον τρόπο θα έχουμε: 

  1 1 1 1( ) xx xy xzσ σ σ= ⋅ + ⋅ + ⋅x x y zt e e e e   (1.2.4α) 

  1 1 1 1( ) yx yy yzσ σ σ= ⋅ + ⋅ + ⋅y x y zt e e e e   (1.2.4β) 

  1 1 1 1( ) zx zy zzσ σ σ= ⋅ + ⋅ + ⋅z x y zt e e e e   (1.2.4γ) 

Ο τανυστής τάσεων Cauchy, ή τανυστής πραγματικών τάσεων ορίζεται ως: 
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1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

[ ]
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

σ   (1.2.5) 

Ο  τανυστής  τάσεων  Cauchy  περιγράφει  την  πραγματική  εντατική  κατάσταση 

στην παραμορφωμένη διαμόρφωση. 

 

1.2.3 Εξισώσεις Ισορροπίας 
 

  Έστω  το  στοιχειώδες  τετράεδρο  που  φαίνεται  στο  σχήμα  2,  με  τρεις 

έδρες κάθετες στους άξονες του συστήματος αναφοράς. Τα κάθετα διανύσματα 

στις έδρες του τετραέδρου θα είναι 1ex, 1ey, 1ez, 1n.  

 

 

Υποθέτουμε  ότι  οι  συνθήκες  είναι  ψευδοστατικές,  δηλαδή  οι  αδρανειακές 

δυνάμεις  μπορούν  να  αγνοηθούν  και  αμελούμε  τους  όρους  των  μαζικών 

δυνάμεων  επειδή  είναι  μικρότερης  τάξης  από  τους  όρους  των  επιφανειακών 

δυνάμεων.  Έτσι,  θεωρώντας  την  ισορροπία  του  στοιχειώδους  τετραπλεύρου 

λαμβάνουμε τις ακόλουθες σχέσεις: 

Σχήμα 1.2.1  Στοιχειώδες τετράεδρο και τα κάθετα στις πλευρές 
του διανύσματα 

x 

z 

y 

ex 

ey 

ez 

1n 



Κεφάλαιο 1 – Ορισμοί Βασικών Μεγεθών 

 

15 
 

  1 1 1 1
x xx x yx y zx zt n n nσ σ σ= ⋅ + ⋅ + ⋅   (1.2.6α) 

  1 1 1 1
y xy x yy y zy zt n n nσ σ σ= ⋅ + ⋅ + ⋅   (1.2.6β) 

  1 1 1 1
x xz x yz y zz zt n n nσ σ σ= ⋅ + ⋅ + ⋅   (1.2.6γ) 

Όπου 1t(1n)T=(1tx,1ty,1tz) και 1nT=(1nx,1ny,1nz) 

Οι εξισώσεις (1.2.6) μπορούν να διατυπωθούν με διανυσματική γραφή ως εξής: 

  1 1 1 1( ) [ ]T= ⋅t n σ n   (1.2.7) 

Θεωρούμε  τώρα  έναν  τυχαίο  όγκο  1V  από  το  σώμα  (στην  παραμορφωμένη 

διαμόρφωση) που περικλείεται από την επιφάνεια 1Α. Η εξίσωση ισορροπίας για 

τον όγκο 1V συναρτήσει των ελκυστών 1t και των ανηγμένων μαζικών δυνάμεων 
1f  γράφεται ως εξής: 

 
1 1

1 1 1 1 1( ) 0
A V

d A d V+ =∫ ∫t n f   (1.2.8) 

όπου 

 
1

1
1

10
lim
d V

d
d V→

= fpf   (1.2.9) 

Και d1pf η συνισταμένη των μαζικών δυνάμεων που ασκούνται στον όγκο 

d1V. Δυνάμει της σχέσης (1.2.7), η (1.2.8) δίνει 

 
1 1

1 1 1 1 1[ ] 0
A V

d A d VΤ ⋅ + =∫ ∫σ n f   (1.2.10) 

Χρησιμοποιώντας  το  θεώρημα  της  απόκλισης  του  Gauss  μπορούμε  να 

μετατρέψουμε  το  επιφανειακό  ολοκλήρωμα  του  πρώτου  όρου  της  σχέσης 

(1.2.10) σε τριπλό στον όγκο 1V και η (1.2.10) γράφεται ως: 

  ( ) ( )
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1[ ] 0 [ ] 0
V V V

d V d V d VΤ Τ⎡ ⎤+ = ⇒ + =⎣ ⎦∫ ∫ ∫div σ f div σ f   (1.2.11) 

Και επειδή η εξίσωση ισορροπίας πρέπει να ισχύει για οποιοδήποτε στοιχειώδη 

όγκο του σώματος από την (1.2.11) προκύπτει ότι: 

  ( )1 1[ ] 0Τ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦div σ f   (1.2.12) 
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Το  σύστημα  εξισώσεων  (1.2.12)  δίνει  τις  επικρατούσες  διαφορικές  εξισώσεις 

ισορροπίας  στην  κλασική  τους  μορφή.  Πιο  συγκεκριμένα,  οι  εξισώσεις  αυτές 

είναι οι εξής: 

  1 0yxxx zx
xf

σσ σ
ξ η ζ

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  (1.2.13α) 

  1 0xy yy zy
yf

σ σ σ
ξ η ζ

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  (1.2.13β) 

  1 0yzxz zz
zf

σσ σ
ξ η ζ

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  (1.2.13γ) 

Όπου από  τις παραπάνω εξισώσεις  έχουν παραληφθεί οι  δείκτες  της  χρονικής 

στιγμής από τις συνιστώσες του τανυστή τάσεων Cauchy για λόγους καλύτερης 

εποπτείας. Παρατηρούμε επίσης ότι, επειδή ακριβώς ο τανυστής τάσεων Cauchy 

αναφέρεται  στην  τρέχουσα  διαμόρφωση,  οι  παράγωγοι  είναι  ως  προς  τις 

συντεταγμένες της τρέχουσας διαμόρφωσης ξ, η, ζ και όχι ως προς τις αρχικές, x, 

y, z. 

  Η εξισωση ισορροπίας των ροπών ως προς τυχαίο σημείο Κ συναρτήσει 

του ελκυστή 1t(1n) διατυπώνεται ως εξής: 

 
1 1

1 1 1 1 1( ) 0
A V

d A d V× + × =∫ ∫t n KE f KB   (1.2.14) 

Όπου: 

Ε σημείο που διατρέχει το επιφανειακό σύνορο 1Α του όγκου 1V 

Β σημείο που διατρέχει τον όγκο 1V και 

Το σύμβολο × δηλώνει εξωτερικό γινόμενο μεταξύ διανυσμάτων 

Αντικαθιστώντας τον τανυστή τάσεων Cauchy στη σχέση (1.2.14) από τη σχέση 

(1.2.7), μετατρέποντας το επιφανειακό ολοκλήρωμα σε τριπλό σύμφωνα με το 

θεώρημα  απόκλισης  του  Gauss  και  μετά  από  την  εκτέλεση  των  αναγκαίων 

πράξεων η σχέση (1.2.14) οδηγεί στο εξής συμπέρασμα: 

  1 1 Τ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦σ σ   (1.2.15) 
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Δηλαδή  ο  τανυστής  τάσεων  Cauchy  είναι  συμμετρικός.  Αναλυτικότερα  αυτό 

σημαίνει: 

  xy yxσ σ=   (1.2.16α) 

  xz zxσ σ=   (1.2.16β) 

  yz zyσ σ=   (1.2.16γ) 

Και συνεπώς οι ανεξάρτητες συνιστώσες των τάσεων περιορίζονται από εννέα 

σε έξι. 

 

1.2.4 Αρχή Δυνατών Έργων 
 

  Η  αρχή  δυνατών  έργων  αποτελεί  ένα  πολύ  χρήσιμο  εργαλείο  στη 

διατύπωση  αλλά  και  την  επίλυση  πολλών  προβλημάτων  του  μηχανικού. 

Πρόκειται  για  μια  εναλλακτική  διατύπωση  των  εξισώσεων  ισορροπίας.  Κύριο 

πλεονέκτημά  της  είναι  το  γεγονός  ότι  οδηγεί  σε  μια  βαθμωτή  εξίσωση,  εν 

αντιθέσει  με  τις  εξισώσεις  ισορροπίας  που  διατυπώθηκαν  στην  προηγούμενη 

παράγραφο και οι οποίες είναι σε διανυσματική μορφή. 

  Ας  θεωρήσουμε  ένα  σώμα  στην  παραμορφωμένη  του  κατάσταση  και 

κατά  τη  χρονική  στγμή  t=t1.  Έστω  ένας  τυχαίος  στοιχειώδης  όγκος  1V  του 

σώματος.  Για  τον  όγκο  αυτό,  η  εξίσωση  ισορροπίας  είναι  η  σχέση  (1.2.11). 

Θεωρούμε στη συνέχεια ένα τυχαίο πεδίο μετατοπίσεων: 

  1 1 1 1( ) ( , , )T u v wδ δ δ δ=r   (1.2.17) 

το  οποίο  όμως  είναι  συμβατό  με  τις  κινηματικές  συνοριακές  συνθήκες  του 

προβλήματος. Η ασθενής μορφή της διανυσματικής εξίσωσης ισορροπίας (σχέση 

(1.2.11)) γράφεται ως εξής: 

  ( )
1

1 1 1 1[ ] 0
V

d VδΤ⎡ ⎤+ ⋅ =⎣ ⎦∫ div σ f r   (1.2.18) 

το  δ(·)  είναι  ο  γνωστός  από  το  λογισμό  των  μεταβολών  τελεστής  δ  και 

υποδηλώνει  τις  «δυνατές»  μεταβολές  των  εκάστοτε  μεγεθών.  Η  εξίσωση 
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(1.2.18) είναι βαθμωτή, αφού μέσα στο ολοκλήρωμα έχουμε εσωτερικό γινόμενο 

μεταξύ διανυσμάτων. Χρησιμοποιώντας την παρακάτω ιδιότητα: 

  ( )1 1 1 1 1 1 1T
δ δ δ

Τ⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ = ⋅ + ⋅ ∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
div σ r div σ r tr σ r   (1.2.19) 

αλλά και το θεώρημα απόκλισης του Gauss, η σχέση (1.2.18) γράφεται ως εξής: 

  ( ){ }
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1T TT

A V V

d A d V d Vδ δ δ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫σ n r f r tr σ r   (1.2.20) 

ή, δυνάμει της σχέσης (1.2.7): 

  ( )( )
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
TT TT

A V V

d A d V d Vδ δ δ⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ∇⎨ ⎬ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭∫ ∫ ∫t n n r f r tr σ r   (1.2.21) 

Η  εξίσωση  (1.2.21)  αποτελεί  τη  διατύπωση  της  αρχής  δυνατών  έργων  και 

καλείται  εξίσωση  χωρικού  δυνατού  έργου.  Το  αριστερό  μέλος  ονομάζεται 

χωρικό  δυνατό  εξωτερικό  έργο  και  συμβολίζεται  με  δ1Wext  ενώ  το  δεξί  μέλος 

ονομάζεται  χωρικό δυνατό εσωτερικό έργο και συμβολίζεται με δ1Wint. Ο όρος 

«χωρικό» αναφέρεται στο γεγονός ότι τα έργα έχουν εκφραστεί συναρτήσει των 

χωρικών συντεταγμένων ξ, η, ζ στην τρέχουσα διαμόρφωση. 

Εκτελώντας  τις  πράξεις  στο  δεξί  μέλος  της  σχέσης  (1.2.21)  και 

λαμβάνοντας υπόψη τη συμμετρία του τανυστή τάσεων Cauchy προκύπτει ότι: 

  ( )int
1

T1 1 1 1

V
W d Vδ δ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ tr σ ε   (1.2.22) 

Όπου: 

  1

u 1 u v 1 u w
2 2

1 u v v 1 v w
2 2

1 u w 1 v w w
2 2

ξ η ξ ζ ξ

η ξ η ζ η

ζ ξ ζ η ζ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎢ ⎥= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

ε   (1.2.23) 
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Το ζεύγος  1⎡ ⎤
⎣ ⎦σ  και  1⎡ ⎤

⎣ ⎦ε  ονομάζεται συζυγές ως προς το έργο αναφορικά με τον 

τρέχοντα παραμορφωμένο όγκο του σώματος 

 

1.2.5 Πρώτος Τανυστής Τάσεων Piola – Kirchhoff 
 

  Πριν  προχωρήσουμε  στον  ορισμό  του  πρώτου  τανυστή  τάσεων  Piola  – 

Kirchhoff, είναι χρήσιμο να ορίσουμε δύο άλλα μεγέθη, τον ελκυστή ανά μονάδα 

απαραμόρφωτης  επιφάνειας  ( )1 0
0 t n   και  το  διάνυσμα  μαζικών  δυνάμεων  ανά 

μονάδα απαραμόρφωτου όγκου: 

  ( ) 0

1
1 0
0 00

lim
d A

d
d A→

=
pt n   (1.2.24α) 

 
0

1
1
0 00

lim
d V

d
d V→

= fpf   (1.2.24β) 

Από  τους  ορισμούς  των  2  παραπάνω  μεγεθών,  μπορούμε  να  δούμε  ότι 

συνδέονται  με  τον  ελκυστή  ανά  μονάδα  παραμορφωμένης  επιφάνειας  που 

ορίστηκε  στη  σχέση  (1.2.1)  και  τις  μαζικές  δυνάμεις  ανά  μονάδα 

παραμορφωμένου  όγκου  που  ορίστηκαν  στη  σχέση  (1.2.9)  αντίστοιχα,    με  τις 

παρακάτω σχέσεις: 

  ( ) ( )
1

1 0 1 1
0 0

d A
d A

=t n t n   (1.2.25α) 

 
1

1 1 1
0 0

d V J
d V

= =f f f   (1.2.25β) 

Αντικαθιστώντας τη σχέση (1.2.7) στην (1.2.25α) προκύπτει: 

  ( )
1T1 0 1 1

0 0
d A
d A

⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦t n σ n   (1.2.26) 

Δυνάμει  της  σχέσης  (1.1.25α)  που  συνδέει  την  παραμορφωμένη  με  την 

απαραμόρφωτη κατάσταση, τελικά λαμβάνουμε: 

  ( ) T1 0 1 1 0 1 1 0
0 J J

Τ Τ− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦t n σ Χ n σ Χ n   (1.2.27) 
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Έτσι, ορίζουμε τον πρώτο τανυστή τάσεων Piola – Kirchhoff ως εξής: 

  1 1 1
0 J

Τ−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦P σ Χ   (1.2.28) 

ο οποίος, όπως φαίνεται από τη σχέση (1.2.27) συνδέει το κάθετο διάνυσμα 0n 

της  απαραμόρφωτης  επιφάνειας  d0A  με  τον  ελκυστή  ανά  μονάδα 

απαραμόρφωτης επιφάνειας  ( )1 0
0 t n , δηλαδή: 

  ( )1 0 1 0
0 0⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦t n P n   (1.2.29) 

Θα μπορούσαμε συνεπώς να πούμε ότι ο 1ος τανυστής Piola – Kirchhoff εκφράζει 

την  τρέχουσα φόρτιση  ανά  μονάδα  απαραμόρφωτης  επιφάνειας.  Είναι  επίσης 

σημαντικό  να  παρατηρήσουμε  ότι  ο  1ος  τανυστής  Piola  –  Kirchhoff  δεν  είναι 

γενικά συμμετρικός αφού είναι γινόμενο ενός συμμετρικού μητρώου (τανυστής 

Cauchy) και ενός γενικά μή συμμετρικού (βαθμίδα παραμόρφωσης). 

Εκφράζοντας  την  εξίσωση  ισορροπίας  (1.2.8)  συναρτήσει  της  αρχικής 

διαμόρφωσης έχουμε: 

 
0 0

1 1
1 0 1 0

0 0 0
A V

d A d Vd A d V
d A d V

+ =∫ ∫t f   (1.2.30) 

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (1.2.25) στην (1.2.26) λαμβάνουμε την παρακάτω 

σχέση: 

  ( )
0 0

1 0 0 1 0
0 0 0

A V

d A d V+ =∫ ∫t n f   (1.2.31) 

Η οποία αντικαθιστώντας τον 1ο τανυστή Piola – Kirchhoff γράφεται ως: 

 
0 0

1 0 0 1 0
0 0

A V
d A d V⎡ ⎤ ⋅ + =⎣ ⎦∫ ∫P n f 0   (1.2.32) 

Ακολουθώντας την  ίδια διαδικασία με αυτή που χρησιμοποιήθηκε στις σχέσεις 

(1.2.10)  έως  (1.2.13)  μπορούμε  να  γράψουμε  τις  διανυσματικές  εξισώσεις 

ισορροπίας  συναρτήσει  της  αρχικής  διαμόρφωσης  με  χρήση  του  1ου  τανυστή 

Piola – Kirchhoff: 
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  xy 1xx xz
0 x

PP P f 0
x y z

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  (1.2.33α) 

  yx yy yz 1
0 y

P P P
f 0

x y z
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

  (1.2.33β) 

  zy 1zx zz
0 z

PP P f 0
x y z

∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  (1.2.33γ) 

Όπου έχουν παραλειφθεί οι αριστεροί δείκτες από τις συνιστώσες του τανυστή 

τάσεων για καθαρά εποπτικούς λόγους. 

 

1.2.6 Δεύτερος Τανυστής Τάσεων Piola – Kirchhoff 
 

  Ο  πρώτος  τανυστής  Piola–Kirchhoff  δεν  σχετίζεται  απολύτως  με  την 

υλική διαμόρφωση. Για το λόγο αυτό επινοήθηκε ο δεύτερος τανυστής τάσεων 

Piola – Kirchhoff ο οποίος συνδέει την τρέχουσα δύναμη αντιστοιχισμένη στην 

αρχική διαμόρφωση με την απαραμόρφωτη επιφάνεια. 

  Αρχικώς,  ορίζουμε  το  διάνυσμα  «ψευδοδύναμης»  d0p,  το  οποίο 

αντιστοιχίζει την τρέχουσα δύναμη στην αρχική διαμόρφωση, ως εξής: 

 
10 1 1d d
−

⎡ ⎤= ⋅⎣ ⎦p Χ p   (1.2.34) 

Ακολούθως  αντικαθιστούμε  το  d1p  σύμφωνα  με  τις  σχέσεις  (1.2.24α)  και 

(1.2.29), οπότε η σχέση (1.2.34) δίνει: 

 
10 1 1 0 0

0d d A
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦p Χ P n   (1.2.35) 

και αντικαθιστώντας τον πρώτο τανυστή Piola – Kirchhoff με βάση τον ορισμό 

του (σχέση (1.2.28)) η (1.2.35) γράφεται: 

 
10 1 1 1 0 0d J d A

Τ− −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
p Χ σ Χ n   (1.2.36) 
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Έτσι,  ορίζουμε  τον  2ο  τανυστή  τάσεων  Piola  –  Kirchhoff  ως  το  μητρώο  που 

συνδέει  την  απαραμόρφωτη  επιφάνεια  0 0d An     με  την  «ψευδοδύναμη»  d0p, 

δηλαδή: 

 
1 11 1 1 1 1 1

0 0J
Τ− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ = ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦S Χ σ Χ Χ P   (1.2.37) 

Παρατηρούμε ότι, εξ ορισμού, ο δεύτερος τανυστής Piola‐Kirchhoff, εν αντιθέσει 

με τον πρώτο, είναι συμμετρικός. 

  Χρησιμοποιώντας  χειρισμούς  παρόμοιους  με  αυτούς  της  παραγράφου 

1.2.5,  μπορούμε  να  διατυπώσουμε  την  αρχή  δυνατών  έργων  συναρτήσει  της 

αρχικής διαμόρφωσης: 

  ( )
0 0 0

T T1 0 1 0 1 T 1 0 1 1 0
0 0 0

A V V
d A d V d Vδ δ δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ = ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫t n r f r tr P Χ   (1.2.38) 

Από  την  παραπάνω  σχέση  φαίνεται  ότι  ο  1ος  τανυστής  Piola‐Kirchhoff  και  η 

βαθμίδα  παραμόρφωσης  αποτελούν  ζεύγος  συζυγές  ως  προς  το  έργο. 

Ξεκινώντας  από  την  παραπάνω  διατύπωση  της  αρχής  δυνατών  έργων  και 

κάνοντας χρήση της παρακάτω ιδιότητας του τανυστή Green: 

  [ ]1 1 1
0

1
2

Τ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ −⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
Gε Χ Χ I   (1.2.39) 

όπου [I] ο ταυτοτικός πίνακας διαστάσεων 3x3, μετά από πράξεις καταλήγουμε 

στην ακόλουθη διατύπωση της αρχής δυνατών έργων: 

( )
0 0 0

T T1 0 1 0 1 T 1 0 1 1 0
0 0 0 0

A V V
d A d V d Vδ δ δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ = ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ Gt n r f r tr S ε   (1.2.40) 

Από  την  παραπάνω  σχέση  συμπεραίνουμε  ότι  ο  δεύτερος  τανυστής  τάσεων 

Piola‐Kirchhoff  και  ο  τανυστής  παραμορφώσεων  Green  αποτελούν  ζεύγος 

συζυγές ως προς το έργο. Επίσης, είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι παρ’ότι στη 

σχέση (1.2.40) το εσωτερικό δυνατό έργο είναι εκφρασμένο συναρτήσει του 2ου 

τανυστή  Piola‐Kirchhoff,  ο  ελκυστής  ( )1 0
0 t n   που  υπεισέρχεται  στο  εξωτερικό 
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δυνατό  έργο,  συσχετίζεται  με  τον  1ο  τανυστή  Piola‐Kirchhoff,  όπως  άλλωστε 

φαίνεται και από τη σχέση (1.2.29). 

  Η σχέση (1.2.40) αποτελεί συχνά τη βάση της ανάπτυξης προσεγγιστικών 

–  αριθμητικών  λύσεων  για  προβλήματα  μη  γραμμικής  ανάλυσης 

παραμορφώσιμων σωμάτων, χρησιμοποιείται δε και στα πλαίσια της παρούσας 

εργασίας. 
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Κεφάλαιο 2 – Διατύπωση του Προβλήματος 
 

2.1 Εισαγωγή – Θεωρία Στρέψης 
 

  Στρέψη  ραβδωτού  στοιχείου  ονομάζεται  η  εντατική  κατάσταση  που 

προκύπτει  όταν  επιβάλλεται  στο  στοιχείο  ροπή,  συγκεντρωμένη  ή 

κατανεμημένη,  της  οποίας  το  διάνυσμα  είναι  παράλληλο  με  το  διαμήκη  άξονα 

της ράβδου. Κύριο αποτέλεσμα της στρέψης είναι η στροφή των διατομών περί 

άξονα παράλληλο στο διαμήκη άξονα της ράβδου. 

  Το φαινόμενο  της  στρέψης  εμφανίζεται  πολύ  συχνά  σε  έργα Πολιτικού 

Μηχανικού.  Γέφυρες,  καμπύλες  ή  και  ευθύγραμμες  σε  κάτοψη,  πυρήνες 

κλιμακοστασίων  και  τοιχία,  αλλά  και  υποστυλώματα  έκκεντρα  τοποθετημένα 

στις  πλάκες,  αποτελούν  όλα  στοιχεία  υποβαλλόμενα  σε  στρεπτική  ένταση.  Η 

εκτεταμένη χρήση τέτοιων στοιχείων ή φορέων, αλλά και ο συνήθως ψαθυρός 

τρόπος αστοχίας που προκαλεί η στρέψη οδηγούν στην ανάγκη για ακριβέστερη 

ανάλυση των υπό στρέψη στοιχείων. 

  Η στρέψη ονομάζεται άμεση, όταν η  ανάπτυξη στρεπτικών ροπών είναι 

απαραίτητη  για  τη  στατική  ισορροπία  ενός  φορέα.  Όπως  φαίνεται  και  στο  

σχήμα 2.1β, η κατακόρυφη δύναμη F προκαλεί καμπτική ένταση στην πλάκα, η 

οποία αποτελεί στρεπτική ένταση για τη δοκό που στηρίζει την πλάκα. 

 

Σχήμα 2.1.1 Άμεση στρέψη φορέων 
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Αντιθέτως,  η  στρέψη  ονομάζεται  έμμεση  όταν  αναπτύσσεται  από  το 

συμβιβαστό των παραμορφώσεων. Στην περίπτωση αυτή οι στρεπτικές ροπές 

που  εμφανίζονται,  οφείλονται  αποκλειστικά  στην  παρεμπόδιση  της  στροφής  

που εισάγεται από παρακείμενα στοιχεία. Χαρακτηριστικό παράδειγμα έμμεσης 

στρέψης  αποτελούν  οι  δοκοί  του  σχήματος  2.2β,  οι  οποίες  καταπονούνται  σε 

έμμεση  στρέψη  λόγω  της  κάμψης  της  μονολιθικά  συνδεδεμένης  πλάκας  με  τη 

δοκό. 

 

Σχήμα 2.1.2 Έμμεση στρέψη φορέων 

 

Ο  διαχωρισμός  της  στρέψης  σε  άμεση  και  έμμεση  έχει  ιδιαίτερη  σημασία  σε 

κατασκευές  από  σκυρόδεμα,  όπου  η  ρηγμάτωση  μειώνει  σημαντικά  τη 

δυστρεψία  ενός  ραβδωτού  στοιχείου.  Έτσι,  η  έμμεση  στρεπτική  ένταση  των 

στοιχείων  μειώνεται  σημαντικά,  ενώ  για  λόγους  ισορροπίας  αυξάνεται  η 

καμπτική ένταση, ενώ στην περίπτωση της άμεσης στρέψης δεν έχουμε μείωση 

της  στρεπτικής  έντασης,  αλλά  αύξηση  των  στρεπτικών  παραμορφωσιακών 

μεγεθών. 

  Η  ανάπτυξη  της  θεωρίας  στρέψης  ξεκίνησε  από  τον  Coulomb  το  18ο 

αιώνα,  ο  οποίος  μελέτησε  την  απλούστερη περίπτωση  της  ράβδου  με  κυκλική 

διατομή και δύο συγκεντρωμένες στρεπτικές ροπές στα άκρα. Βάση της θεωρίας 

του Coulomb αποτέλεσαν η παραδοχή μικρών μετατοπίσεων και η παραδοχή ότι 

η  ράβδος  δεν  στρεβλώνει,  δηλαδή  δεν  υπάρχει  καμία  διαμήκης  μετατόπιση.  Ο 

Saint  Venant,  στηριζόμενος  στη  θεωρία  του  Coulomb,  την  οποία  και 

τροποποίησε κατάλληλα για να ισχύει και σε μη κυκλικές διατομές, απέδειξε ότι 

η επιφάνεια μιας αρχικά επίπεδης διατομής δεν παραμένει επίπεδη και μετά τη 

στρέψη.  
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Η  στρέψη  κατά  Saint  Venant,  η  οποία  χαρακτηρίζεται  ως  ομοιόμορφη 

μιας  και  κατά  μήκος  της  ράβδου  η  γωνία  στροφής  ανά  μονάδα  μήκους  είναι 

σταθερή,  καλείται  και  ελεύθερη,  επειδή  η  στρέβλωση  της  διατομής 

αναπτύσσεται ανεμπόδιστα. 

 

  Σχήμα 2.1.3 Ανεμπόδιστη στρέβλωση ορθογωνικής διατομής 

 

Στην  περίπτωση  που  η  στρέβλωση  παρεμποδίζεται,  ή  η  φόρτιση  προκαλεί 

μεταβλητή  γωνία  στροφής  ανά  μονάδα  μήκους  κατά  μήκος  της  ράβδου,  η 

στρέψη  χαρακτηρίζεται ως  ανομοιόμορφη  και  αναπτύσσονται  ορθές  τάσεις  οι 

οποίες  είναι  ανάλογες  της  στρέβλωσης    και  μεταβάλλονται  κατά  μήκος  του 

διαμήκους άξονα της ράβδου. επιπλέον, για την αποκατάσταση της ισορροπίας 

αναπτύσσονται  επιπρόσθετες  διατμητικές  τάσεις  πέρα  από  αυτές  που 

προβλέπει η θεωρία ομοιόμορφης στρέψης (θεωρία St Venant). 
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Σχήμα 2.1.4 Περιπτώσεις ανομοιόμορφης στρέψης 

 

2.2 Εξαγωγή  των  Διαφορικών  Εξισώσεων  που  διέπουν  το 
Πρόβλημα 

 

2.2.1 Παραδοχές 
 

Πριν  μπούμε  στη  διαδικασία  της  εξαγωγής  των  διαφορικών  εξισώσεων 

που  διέπουν  το πρόβλημα,  είναι  σκόπιμο  να παραθέσουμε  όλες  τις παραδοχές 

πάνω στις οποίες στηρίζονται τα επόμενα. 

• Η ράβδος  είναι  ευθύγραμμη.  Σε  αντίθετη περίπτωση,  η  στρεπτική  και  η 

καμπτική ένταση είναι γενικά συζευγμένες και είναι αδύνατο να αναπτυχθεί 

αποκλειστικά στρεπτική ένταση στη ράβδο. 

• Η ράβδος είναι πρισματική. Η διατομή της ράβδου δηλαδή είναι σταθερή 

σε όλες τις θέσεις του διαμήκους άξονα. 

• Η  ράβδος  αποτελείται  από  υλικό  ομογενές,  ισότροπο  και  γραμμικά 

ελαστικό.  Συνεπώς,  ως  καταστατικός  νόμος  του  υλικού  μπορεί  να 

χρησιμοποιηθεί ο νόμος του Hooke για να συνδέει τον 2ο Τανυστή Τάσεων 

Piola  –  Kirchhoff  με  τον  τανυστή  παραμορφώσεων  Green.  Επίσης,  αφού 

μιλάμε για ομογενές υλικό το κέντρο βάρους της διατομής ταυτίζεται με το 

γεωμετρικό της κέντρο. 

• Η διατομή της ράβδου είναι διπλά συμμετρική. Στην περίπτωση αυτή το 

Κέντρο Διάτμησης της διατομής ταυτίζεται με το Γεωμετρικό Κέντρο. 
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• Η διατομή περιστρέφεται περί διαμήκη άξονα παράλληλο στον άξονα 

της  ράβδου.  Στην  περίπτωση  μάλιστα  που  εξετάζεται,  ο  άξονας 

περιστροφής  ταυτίζεται  με  τον  κεντροβαρικό  άξονα  της  ράβδου.  Εαν 

επιβαλλόταν  κατασκευαστικά  κάποιος  άλλος  άξονας  περιστροφής,  όχι 

παράλληλος  στον  διαμήκη  άξονα  της  ράβδου  θα  εισαγόταν  γενικά  στη 

ράβδο και καμπτική ένταση. 

• Ο λόγος Poisson του υλικού είναι ίσος με 0. 

• Ακολουθείται  θεωρία  μέτριων­μεγάλων  μετατοπίσεων.  Γίνεται  η 

υπόθεση ότι οι μη γραμμικοί όροι της διαμήκους μετατόπισης στις σχέσεις 

μετατοπίσεων‐παραμορφώσεων  είναι  πολύ  μικροί  σε  σχέση  με  τους 

υπόλοιπους και μπορούν να αγνοηθούν. 

• Αγνοείται η απόσβεση. Στην παρούσα εργασία γίνεται η παραδοχή ότι η 

απόσβεση της ράβδου ισούται με 0. 
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2.2.2 Πεδίο Μετατοπίσεων 
 

Θεωρούμε  την  πρισματική  ράβδο  του  σχήματος  2.2.1,  μήκους  l  και 

σταθερής,  τυχούσας,  διπλά  συμμετρικής  διατομής.  Αποτελείται  από  ομογενές, 

ισότροπο  και  γραμμικά  ελαστικό  υλικό  με  μέτρο  ελαστικότητας  Ε,  μέτρο 

διάτμησης G και πυκνότητα ρ. Φορτίζεται με αξονικό φορτίο n(x,t),  στρεπτική 

ροπή  mt(x,t)  και  ροπή  στρέβλωσης  ή  διρροπή  mw(x,t).  Κάθε  ένα  από  τα 

παραπάνω  φορτία  μπορεί  να  έχει  οποιαδήποτε  κατανομή,  να  είναι 

συγκεντρωμένο ή κατανεμημένο και μεταβλητό στο χρόνο. 

 

Σχήμα 2.2.1 Πρισματική ράβδος διπλά συμμετρικής διατομής 

 

Στα ακόλουθα, με  “C” θα συμβολίζεται το κέντρο βάρους της διατομής,  ενώ με 

“S” θα συμβολίζεται το κέντρο διάτμησης. 
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Με  βάση  την φόρτιση  που  περιγράφηκε  παραπάνω  και  η  οποία φαίνεται  στο 

σχήμα  2.2.2,  μπορούμε  να  ορίσουμε  το  πεδίο  μετατοπίσεων.  Η  διαμήκης 

μετατόπιση, u, θεωρούμε ότι αποτελείται από τη στρέβλωση της διατομής και 

μια  «μέση»  αξονική  μετατόπιση  um(x,t)  και  η  οποία  θα  αναλυθεί  παρακάτω. 

Συνεπώς: 

  ( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )x S mu x y z t x t y z u x tθ ϕ′= ⋅ +    (2.2.1α) 

Όπου  'xθ   η  παράγωγος  της  γωνίας  στροφής  θx  ως  προς  τη  διαμήκη 

συντεταγμένη  x  και  φS  η  συνάρτηση  στρέβλωσης  η  οποία  αναφέρεται  στο 

κέντρο διάτμησης της διατομής.  Το μέγεθος  'xθ  ονομάζεται συστροφή. 

Ας  σημειωθεί  ότι  στα  παρακάτω  ο  τόνος  («’»)  θα  υποδηλώνει 

παραγώγιση ώς προς τη διαμήκη συντεταγμένη x,  ενώ η τελεία πάνω από ένα 

σύμβολο (π.χ. «u ») θα υποδηλώνει παραγώγιση ως προς το χρόνο. Θεωρώντας 

το  σημείο  Α(y,z)  του  σχήματος  2.2.2,  το  οποίο  μετά  την  παραμόρφωση 

μετατοπίζεται στο σημείο Α’(y’,z’), οι άλλες δύο συνιστώσες της μετατόπισης, με 

βάση  την  κινηματική  υπόθεση  ότι  κατά  την  εγκάρσια  έννοια  οι  διατομές 

στρέφονται ως απολύτως στερεοί δίσκοι,  θα ισούνται με: 

 

y

z

θx

C ≡ S 

r

A (y, z)

A’ (y’, z’)

v

w

r 

Σχήμα 2.2.2 Εγκάρσια μετατόπιση ενός τυχόντος σημείου κατά την παραμόρφωση 
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  ( , , , ) ' (cos( ( , )) 1) sin( ( , ))x xv x y z t y y y x t z x tθ θ= − = ⋅ − − ⋅   (2.2.1β) 

  ( , , , ) ' sin( ( , )) (cos( ( , )) 1)x xw x y z t z z y x t z x tθ θ= − = ⋅ + ⋅ −   (2.2.1γ) 

 

2.2.3 Πεδίο Παραμορφώσεων 
 

Οι  συνιστώσες  του  τανυστή  παραμορφώσεων  Green,  όπως  αυτός 

ορίστηκε στην παράγραφο 1.1.2,  δίνονται από τις σχέσεις  (1.1.2). Στα πλαίσια 

των  παραδοχών  που  έγιναν  για  την  παρούσα  εργασία,  θεωρούμε  ότι 
2u u

x x
∂ ∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
  ,  u u v u

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

⋅ +
∂ ∂ ∂ ∂

  και  u u w u
x z x z
∂ ∂ ∂ ∂

⋅ +
∂ ∂ ∂ ∂

  και  συνεπώς  οι  μη 

γραμμικοί  όροι  που  σχετίζονται  με  τη  διαμήκη  μετατόπιση  μπορούν  να 

αγνοηθούν.  Έτσι,  οι  συνιστώσες  του  τανυστή  παραμόρφωσης  Green 

διαμορφώνονται ως εξής: 

 
2 21

2xx
u v w
x x x

ε
⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  (2.2.2α) 

  xy
u v v v w w
y x x y x y

γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (2.2.2β) 

  xz
u w v v w w
z x x z x z

γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (2.2.2γ) 

 
2 2

1
2yy

v v w
y y y

ε
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟= + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  (2.2.2δ) 

  yz
v w v v w w
z y y z y z

γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (2.2.2ε) 

 
2 21

2zz
w v w
z z z

ε
⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  (2.2.2στ) 

Τελικώς,  αντικαθιστώντας  το  πεδίο  μετατοπίσεων  των  σχέσεων  (2.2.1)  στις 

σχέσεις  (2.2.2)  λαμβάνουμε  τις  ακόλουθες  σχέσεις  για  τις  συνιστώσες  του 

τανυστή παραμόρφωσης , συναρτήσει των χωρικών συντεταγμένων: 

  2 2 2 21 1( ) ( )
2 2xx x S m x xu ΄ y zε θ ϕ θ θ′′ ′ ′= ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅   (2.2.3α) 
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  S
xy x z

y
ϕγ θ

⎛ ⎞∂′= ⋅ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
  (2.2.3β) 

  S
xz x y

z
ϕγ θ ∂⎛ ⎞′= ⋅ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

  (2.2.3γ) 

  0yyε =   (2.2.3δ) 

  0yzγ =   (2.2.3ε) 

  0zzε =   (2.2.3στ) 

Παρατηρούμε  μάλιστα  ότι  το πεδίο  μετατοπίσεων που  επελέγη,  οδηγεί  σε  ένα 

πεδίο παραμορφώσεων  το  οποίο  είναι  συμβατό με  την  τεχνική θεωρία  δοκού, 

κατά την οποία αμελούνται οι συνιστώσες εyy, εzz και γyz. 

 

2.2.4 Πεδίο Τάσεων 
 

Εφ’όσον  έχουμε  θεωρήσει  γραμμικά  ελαστικό  υλικό,  ο  καταστατικός 

νόμος του υλικού θα ισούται με το νόμο του Hooke. Συνεπώς, οι συνιστώσες του 

2ου  τανυστή  τάσεων  Piola‐Kirchhoff  που  δεν  μηδενίζονται  συναρτήσει  του 

τανυστή παραμορφώσεων Green γράφονται ως εξής: 

 
0 0

0 0
0 0

xx xx

xy xy

xz xz

S E
S G
S G

ε
γ
γ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

  (2.2.4) 

Όπου  Ε  το  μέτρο  ελαστικότητας  του  υλικού  της  ράβδου  και  G  το  μέτρο 

διάτμησης.  Οι  καταστατικές  σχέσεις  (2.2.4)  προέκυψαν  με  βάση  την 

προαναφερθείσα παραδοχή ότι ο λόγος Poisson είναι μηδενικός. Λόγω της ίδιας 

αιτίας,  εύκολα  προσδιορίζουμε  ότι  οι  συνιστώσες  τάσεων  Syy,  Szz  και  Syz  θα 

προκύψουν  μηδενικές  Αντικαθιστώντας  τις  σχέσεις  (2.2.3)  στην  παραπάνω 

εξίσωση λαμβάνουμε τις ακόλουθες εκφράσεις για τις συνιστώσες του τανυστή 

τάσεων: 

  2 2 2 21 1( ) ( )
2 2xx x S m x xS E u ΄ y zθ ϕ θ θ⎛ ⎞′′ ′ ′= ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (2.2.5α) 
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  S
xy xS G z

y
ϕθ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂′= ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
  (2.2.5β) 

  S
xz xS G y

z
ϕθ⎛ ∂ ⎞⎛ ⎞′= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

  (2.2.5γ) 

2.2.5 Αρχή Δυνατών Έργων 
 

Στην παρούσα εργασία, οι  εξισώσεις που διέπουν τις μη γραμμικές στρεπτικές 

ταλαντώσεις  ράβδων  θα  εξαχθούν  με  τη  χρήση  της  αρχής  δυνατών  έργων,  η 

οποία έχει αναπτυχθεί στην παράγραφο 1.2.4.. Έτσι, ξεκινώντας από τη βασική 

σχέση: 

  int mass extW W Wδ δ δ+ =   (2.2.6) 

Θα καταλήξουμε στην μορφή της πρώτης μεταβολής  ενός συναρτησιακού από 

όπου και θα εξαχθούν οι εξισώσεις ισορροπίας. 

  Η  εξίσωση  (2.2.6),  σε  χωρικές  συντεταγμένες  και  αναφορικά  στην 

απαραμόρφωτη διαμόρφωση της ράβδου γράφεται ως εξής: 

  ,ij ij mass i i i i
V V F

S dV F u dV T u dFδε δ δ⋅ + ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫   (2.2.7) 

Όπου V ο όγκος της ράβδου, F η συνολική επιφάνειά της και Ti οι συνιστώσες 

του διανύσματος  τάσεως. Τα δui  και  δεij  αντιστοιχούν στα δυνατά μεγέθη  του 

πεδίου μετατοπίσεων και παραμορφώσεων αντίστοιχα. 

 

2.2.6 Έργο Μαζικών Δυνάμεων 
 

Αγνοώντας  το  ίδιο  βάρος  της  ράβδου,  οι  μοναδικές  δυνάμεις  που 

ασκούνται  στη  μάζα  της  είναι  οι  δυνάμεις  αδρανείας.  Με  βάση  την  αρχή  του 

d’Alembert,  οι  δυνάμεις  αδρανείας  μπορούν  να  θεωρηθούν  ως  ένα 

ψευδοστατικό φορτίο με φορά αντίθετη προς αυτήν της κίνησης. Λαμβάνοντας 

υπ’όψη  το  νόμο  του  Νεύτωνα,  τα  αδρανειακά  φορτία,  ανηγμένα  ως  προς  τον 

όγκο της ράβδου μπορούν να εκφραστούν ως κατωτέρω: 
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  ( )m ,ass x x S mF u uρ ρ θ ϕ′= ⋅ = ⋅ ⋅ +   (2.2.8α) 

( ) ( )( )
,

2 2
cos sin sin cos

mass y

x x x x x x x x

F v

y y z z

ρ

ρ θ θ θ θ θ θ θ θ

= ⋅ =

= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
  (2.2.8β) 

  ( ) ( )( )
,

2 2
sin cos cos sin

mass z

x x x x x x x x

F w

y y z z

ρ

ρ θ θ θ θ θ θ θ θ

= ⋅ =

= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
  (2.2.8γ) 

Όπου  ρ  η  πυκνότητα  της  ράβδου  και  η  τελεία  πάνω  από  ένα  σύμβολο 

υποδηλώνει παραγώγιση ως προς το χρόνο. 

Το  έργο  των  αδρανειακών  δυνάμεων,  σύμφωνα  με  τη  σχέση  (2.2.7)  θα 

ισούται με: 

 
( ) ( )

( )

2 2

2

mass S x m m x x x
V

S m S x x

W u u y z

u dV

δ ρ ϕ θ ρ δ ρ θ ρ θ δθ

ρ ϕ ρ ϕ θ δθ

⎡⎛ ⎞′= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞′ ′+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

∫
  (2.2.9) 

Εφαρμόζοντας τον κανόνα της παραγοντικής ολοκλήρωσης στον τρίτο όρο του 

παραπάνω ολοκληρώματος προκειμένου τα δυνατά μεγέθη στο ολοκλήρωμα να 

είναι  μόνο  η  γωνία  στροφής  και  η  μέση  αξονική  μετατόπιση,  η  σχέση  (2.2.9) 

δίνει: 

 

( )

( ) ( )

( )

2 2 2

2

0

mass S x m m
V

x x m S S x x

l

S x S m x

W u u

y z u dV

u d

δ ρ ϕ θ ρ δ

ρ θ ρ θ ρ ϕ ρ ϕ θ δθ

ρ ϕ θ ρ ϕ δθ
Ω

⎡⎛ ⎞′= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣
⎤⎛ ⎞′′′+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞′+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ Ω⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫

  (2.2.10) 

Όπου Ω η επιφάνεια της διατομής. 

  Αφού η ράβδος είναι πρισματική, το ολοκλήρωμα στον όγκο της ράβδου 

μπορεί να θεωρηθεί ως ένα διπλό ολοκλήρωμα στην επιφάνεια της (σταθερής) 

διατομής της ράβδου μέσα σε ένα απλό ολοκλήρωμα στο μήκος της ράβδου με 

όρια από 0 έως l. 
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  Ακολούθως, ορίζονται τα παρακάτω γεωμετρικά μεγέθη της διατομής: 

  ( )2 2
pI y z d

Ω

= + Ω∫   (2.2.11α) 

  2
S SC dϕ

Ω

= Ω∫   (2.2.11β) 

  w SA dϕ
Ω

= Ω∫   (2.2.11γ) 

Όπου Ip η πολική ροπή αδράνειας της διατομής, CS η σταθερά στρέβλωσης και 

Aw η στατική ροπή στρέβλωσης. Επίσης, θέτουμε τον περιορισμό: 

  0w SA dϕ
Ω

= Ω =∫   (2.2.12) 

 Ο  περιορισμός  αυτός  προκύπτει  επειδή  απαιτούμε  οι  στρεπτικοί  όροι  του 

πεδίου μετατοπίσεων να μην οδηγούν σε αξονικά εντατικά μεγέθη. Ας σημειωθεί 

ότι  θα  μπορούσαμε  να  έχουμε  χρησιμοποιήσει  οποιονδήποτε  άλλο  περιορισμό 

προκειμένου να προσδιορίσουμε μοναδική λύση για τη συνάρτηση στρέβλωσης, 

αλλά ο συγκεκριμένος οδηγεί στη μέγιστη δυνατή αποσύζευξη των  εξισώσεων 

που  διέπουν  το  πρόβλημα.  Στο  σημείο  αυτό,  και  βασιζόμενοι  στον  περιορισμό 

που  τέθηκε  παραπάνω,  Aw=0,  μπορούμε  να  ορίσουμε  πληρέστερα  τη  «μέση 

αξονική μετατόπιση» που υπεισέρχεται στη σχέση για την αξονική μετατόπιση. 

Ολοκληρώνοντας τη σχέση (2.2.1α) στην επιφάνεια Ω της διατομής λαμβάνουμε 

την ακόλουθη σχέση: 

  ( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )m S xu x y z t d u x t d y z x t dϕ θ
Ω Ω Ω

′Ω = Ω+ ⋅ Ω∫ ∫ ∫   (2.2.13) 

Από όπου, μέσω της σχέσης (2.2.12) προκύπτει: 

 
( , , , )

( , )m

u x y z t d
u x t

A
Ω

Ω
=
∫

  (2.2.14) 

Όπου Α  το  εμβαδό  της  διατομής.  Σκόπιμο  είναι  να  παρατηρήσουμε  ότι,  ειδικά 

στην περίπτωση των διπλά συμμετρικών διατομών από ομογενές υλικό, η μέση 

αξονική μετατόπιση ταυτίζεται με την αξονική μετατόπιση του κέντρου βάρους 
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της  διατομής,  στην  περίπτωση  βέβαια  που  το  συγκεκριμένο  σημείο  βρίσκεται 

εντός του χωρίου της διατομής. 

  Κατά  συνέπεια,  δυνάμει  των  σχέσεων  (2.2.11),  το  έργο  των  αδρανειακών 

δυνάμεων ισούται με: 

 

( )
( )

( )

0

0

l

mass p x S x x

m m

l

S x x

W I C

A u u dx

C

δ ρ θ ρ θ δθ

ρ δ

ρ θ δθ

⎡⎛ ⎞′′= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎢
⎝ ⎠⎣

+ ⋅ ⋅ ⋅ +⎤⎦

⎡ ⎤′+ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
  (2.2.15) 

 

2.2.7 Έργο Εξωτερικών Δυνάμεων 
 

Σε  μια  ράβδο,  τα  εξωτερικά  φορτία  επιβάλλονται  υπό  τη  μορφή  εξωτερικών 

επιφανειακών  δράσεων.  Όπως  αναφέρθηκε  και  στην  παράγραφο  2.2.5,  το 

διάνυσμα τάσεως ισούται με: 

  x xx x xy y xz zT t n t n t n= ⋅ + ⋅ + ⋅   (2.2.16α) 

  y yx x yy y yz zT t n t n t n= ⋅ + ⋅ + ⋅   (2.2.16β) 

  z zx x zy y zz zT t n t n t n= ⋅ + ⋅ + ⋅   (2.2.16γ) 

Όπου  nx,  ny,  nz  τα  μοναδιαία  διανύσματα  κατά  τους  αντίστοιχους  άξονες  του 

συστήματος  αναφοράς,  τα  οποία  αποτελούν  τις  συνιστώσες  του  κάθετου 

διανύσματος n σε κάθε σημείο της επιφάνειας της ράβδου, και tij οι συνιστώσες 

του  πρώτου  τανυστή  τάσεων  Piola  ‐  Kirchhoff.  Το  έργο  των  εξωτερικών 

δυνάμεων ισούται με: 

  ( )ext x y z
F

W T u T v T w dFδ δ δ δ= ⋅ + ⋅ + ⋅∫   (2.2.17) 

Το  ολοκλήρωμα  στην  επιφάνεια  της  ράβδου  μπορεί  να  χωριστεί  σε  ένα 

ολοκλήρωμα στην κάθε ακραία διατομή, όπου,  1xn = ± ,  0yn = ,  0zn = , και σε ένα 

στην  παράπλευρη  επιφάνεια,  όπου  για  μια  πρισματική  ράβδο  σταθερής 
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διατομής  0xn = .  Επομένως,  το  έργο  των  εξωτερικών  δυνάμεων  μπορεί  να 

γραφεί ως ακολούθως: 

 

( )

( ) ( )

( )

0

lateral

l

ext xx yx zx

xy y xz z yy y yz z
F

zy y zz z lateral

W t u t v t w d

t n t n u t n t n v

t n t n w dF

δ δ δ δ

δ δ

δ

Ω

⎡ ⎤
= ⋅ + ⋅ + ⋅ Ω +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +⎣

⎤+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⎦

∫

∫   (2.2.18) 

Αντικαθιστώντας  το  πεδίο  μετατοπίσεων,  από  τις  σχέσεις  (2.2.1),  στη  σχέση 

(2.2.18),  ο  πρώτος  όρος  που  αντιστοιχεί  στα  ολοκληρώματα  στις  ακραίες 

διατομές θα ισούται με: 

 
( ) ( )( )

( )
0

sin cos cos sinyx x x zx x x x

l

xx S x xx m

t y z t y z

t t u d

θ θ θ θ δθ

ϕ δθ δ

Ω

⎡
⎡ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +⎢ ⎣⎣

⎤⎤′+ ⋅ ⋅ + ⋅ Ω⎥⎦ ⎦

∫
  (2.2.19) 

Στο σημείο αυτό, ορίζουμε τα παρακάτω εντατικά μεγέθη: 

  ( ) ( )( )sin cos cos sint yx x x zx x xM t y z t y z dθ θ θ θ
Ω

= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ Ω∫   (2.2.20α) 

  ( )w xx SM t dϕ
Ω

= − ⋅ Ω∫   (2.2.20β) 

  xxN t d
Ω

= Ω∫   (2.2.20γ) 

Όπου Μt η ροπή στρέψης, Ν η αξονική δύναμη και Μw η διρροπή, οι οποίες είναι 

συγκεντρωμένες και δρουν στα άκρα της ράβδου. Η διρροπή είναι ένα ανώτερο 

εντατικό μέγεθος που αναφέρεται στο κέντρο στρέψης και οφείλεται στις ορθές 

τάσεις  που  καταπονούν  τη  διατομή  λόγω  παρεμπόδισης  της  στρέβλωσης. 

Ορίζεται  σύμφωνα  με  τη  σχέση  (2.2.20β)  και  το  συζυγές  ως  προς  το  έργο 

κινηματικό μέγεθος είναι η συστροφή  xθ ′ . 

Τελικώς, η έκφραση της σχέσης (2.2.19) παίρνει την ακόλουθη μορφή: 

 
0

l

t x w x mM M N uδθ δθ δ⎡ ⎤′⋅ − ⋅ + ⋅
⎣ ⎦

  (2.2.21) 



Κεφάλαιο 2 – Διατύπωση του Προβλήματος 

 

38 
 

Αντίστοιχα, αντικαθιστώντας το πεδίο μετατοπίσεων στο δεύτερο ολοκλήρωμα 

της  σχέσης  (2.2.18)  που  αντιστοιχεί  στην  παράπλευρη  επιφάνεια  της  ράβδου 

λαμβάνουμε την ακόλουθη έκφραση: 

 

( ) ( )(

( ) ( ) )
( )( ) ( )

sin cos

cos sin
lateral

yy y yz z x x
F

yz z zz z x x x

xy y xz z S x xy y xz z m lateral

t n t n y z

t n t n y z

t n t n t n t n u dF

θ θ

θ θ δθ

ϕ δθ δ

⎡ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +⎣

+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +

⎤′+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅
⎦

∫

  (2.2.22) 

Καθώς  πρόκειται  για  πρισματική  ράβδο,  σε  πλήρη  αντιστοιχία  με  την 

θεώρηση που  έγινε  για  το  ολοκλήρωμα στον  όγκο, ως  ένα  διπλό  ολοκλήρωμα 

στην  επιφάνεια  της  διατομής  μέσα  σε  ένα  απλό  ολοκλήρωμα  στο  μήκος  της 

ράβδου,  το  ολοκλήρωμα  στην  παράπλευρη  επιφάνεια  της  ράβδου  μπορεί  να 

θεωρηθεί ως ένα επικαμπύλιο ολοκλήρωμα πάνω στο σύνορο Γ (ή τα σύνορα Γi, 

αν πρόκειται για διατομή με οπές) μέσα σε ένα απλό ολοκλήρωμα στο μήκος της 

ράβδου, και πάλι με όρια από 0 έως l. 

 Ομοίως με πριν, ορίζονται τα ακόλουθα εντατικά μεγέθη: 

 
( ) ( )

( ) ( )

sin cos

cos sin

t yy y yz z x x

yz z zz z x x

m t n t n y z

t n t n y z d

θ θ

θ θ
Γ

⎡= ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ +⎣

⎤+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ Γ⎦

∫
  (2.2.23α) 

  ( )( )w xy y xz z Sm t n t n dϕ
Γ

= − ⋅ + ⋅ ⋅ Γ∫   (2.2.23β) 

  ( )xy y xz zn t n t n d
Γ

= ⋅ + ⋅ Γ∫   (2.2.23γ) 

Όπου mt,  mw  και  n,  ομοίως  με  πριν,  είναι  η  στρεπτική  ροπή,  η  διρροπή  και  η 

αξονική  δύναμη  αντίστοιχα,  οι  οποίες  σε  αυτή  την  περίπτωση  δρουν  στο 

εσωτερικό  της  ράβδου  και  οι  οποίες  μπορούν  να  είναι  συγκεντρωμένες  ή 

κατανεμημένες.  Δυνάμει  των  σχέσεων  (2.2.23),  το  ολοκλήρωμα  της  σχέσης 

(2.2.22) γράφεται ως: 

  ( )
0

l

t x w x mm m n u dxδθ δθ δ′⋅ − ⋅ + ⋅∫   (2.2.24) 
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Χρησιμοποιώντας τον κανόνα της παραγοντικής ολοκλήρωσης προκειμένου να 

μην  έχουμε  το  δυνατό  μέγεθος  της  συστροφής  μέσα  στο  ολοκλήρωμα  και 

εκτελώντας  τις  πράξεις  που  ακολουθούν,  η  σχέση  (2.2.24)  λαμβάνει  την 

παρακάτω μορφή: 

 
0

l
w

t x m
dmm n u dx
dx

δθ δ⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫   (2.2.25) 

Συγκεφαλαιώνοντας, από τις σχέσεις  (2.2.21) και  (2.2.25) εξάγουμε την τελική 

έκφραση για το έργο των εξωτερικών δυνάμεων: 

  0

0

l
w

ext t x m

l

t x w x m

dmW m n u dx
dx

M M N u

δ δθ δ

δθ δθ δ

⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤′+ ⋅ − ⋅ + ⋅
⎣ ⎦

∫
  (2.2.26) 

 

2.2.8 Έργο Εσωτερικών Δυνάμεων 
 

Το έργο των εσωτερικών δυνάμεων, όπως φαίνεται και από τις σχέσεις (2.2.6) 

και (2.2.7) δίνεται από τη σχέση: 

  int xx xx xy xy xz xz
V

W S S S dVδ δε δγ δγ= ⋅ + ⋅ + ⋅∫   (2.2.27) 

Στην  παραπάνω  σχέση  έχουν  χρησιμοποιηθεί  μόνο  οι  συνιστώσες  των 

τανυστών τάσεων και παραμορφώσεων που δε μηδενίζονται για τις παραδοχές 

που έχουν γίνει και το πεδίο μετατοπίσεων που έχει επιλεγεί. Αντικαθιστώντας 

στην  παραπάνω  σχέση  τις  συνιστώσες  των  τανυστών  τάσεων  και 

παραμορφώσεων, σύμφωνα με τις σχέσεις (2.2.3) και (2.2.5) έχουμε: 
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( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 2

int

2 2 2

3 3
4 4 2

2
2

1
2

2

1 1 2
2 2

x S m S x S x
V

S
m x x x S x x

S
x x x x

S
x x

W E y z E u E

E u y G y E y G y
z

E y E z G z G z
y

G E y
z

δ θ ϕ ϕ θ ϕ δθ

ϕθ θ θ ϕ θ θ

ϕθ θ θ θ

ϕθ θ

⎡⎛ ⎞′ ′ ′′ ′′= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣
∂⎛ ′ ′ ′ ′′ ′ ′+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ∂⎝

∂′ ′ ′ ′+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
∂

∂⎛ ⎞′+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫

( )

( ) ( )

3
2 2

2
2

2
2 21

2

m x

S
x S x x x

x m x S m

z E u z

E z G
y

E y z E u E u dV

θ

ϕθ ϕ θ θ δθ

θ θ ϕ δ

′ ′ ′⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +

⎞⎛ ⎞∂′′ ′ ′ ′⎟+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎟∂⎝ ⎠ ⎠
⎤⎛ ⎞′ ′ ′′ ′+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

  (2.2.28) 

Ομοίως με τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις, θα χρησιμοποιήσουμε τον κανόνα 

της  παραγοντικής  ολοκλήρωσης  για  να  βγάλουμε  από  το  ολοκλήρωμα  τα 

δυνατά μεγέθη που σχετίζονται με τις παραγώγους της γωνίας στροφής και της 

μέσης αξονικής μετατόπισης και να μείνουν ως δυνατά μεγέθη μόνο τα δθx και 

δum. Ύστερα από αρκετή άλγεβρα καταλήγουμε στην παρακάτω σχέση: 

( )
( ) ( )

2 2
2 2

int

2
2 2 2

2 2
4 2 4

2 2 2

2 2

3

3 3
2 2

S S S S

V

m x

x m x x

x S m x m x m

W y z y z G
y z y z

u y y z

z u z y E

u y u z u

ϕ ϕ ϕ ϕδ

θ

θ θ θ

θ ϕ θ θ

⎡⎛⎛⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢⎜⎜⎜ ⎟= − − − + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝⎝⎣
⎛ ′ ′+ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −⎜
⎝

⎞⎞′ ′ ′ ′′− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎟ ⎟⎠ ⎠

′′′′ ′′ ′ ′′ ′+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ +

∫

( ) )
( ) ( )( )2 2

S x

x x m x S m

E

E y z E u u dV

ϕ δθ

θ θ θ ϕ δ

′′′ ⋅ ⋅ ⋅ −

⎤′′ ′ ′′ ′′′− ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +⎥⎦

   



Κεφάλαιο 2 – Διατύπωση του Προβλήματος 

 

41 
 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2 2 2

322 2 2 2

2 2
2 2

1 1
2 2

1
2

2 2

S S x m S x S x

x m x

S S S S
x

m S x

y z E u E

E y z u y z

y z y z G
y z y z

u

ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ δθ

θ θ

ϕ ϕ ϕ ϕ θ

ϕ θ

Ω

⎡ ⎡⎛ ⎞⎛ ⎞ ′ ′ ′′ ′+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⎢ ⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣⎣

⎛ ′ ′ ′+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅Ε ⋅ +⎜
⎝
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′⎜ ⎟+ + + − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′′ ′′′− ⋅ + ⋅

∫

( ) )
( ) ( )

2

2
2 2 2

0

1
2

S x

l

x m x S

E

z y u d

ϕ δθ

θ θ ϕ

⋅ ⋅ +

⎤⎤⎛ ⎞′ ′ ′′+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅Ε Ω⎥⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦ ⎦

 (2.2.29) 

Στο σημείο αυτό ορίζονται τα ακόλουθα γεωμετρικά μεγέθη της διατομής: 

 

2 2

2 2

S S
t

P P
S S

I z y d
y z

y z y z d
z y

ϕ ϕ

φ φ
Ω

Ω

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= − + + Ω =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

= + + − Ω⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫

∫
  (2.2.30α) 

  ( ) ( )22 2 4 4 2 22ppI y z d y z y z d
Ω Ω

= + Ω = + + ⋅ ⋅ Ω∫ ∫   (2.2.30β) 

  ( )2 2
w SU y z dϕ

Ω

= + ⋅ Ω∫   (2.2.30γ) 

Όπου  Ipp  η  τέταρτη  ροπή  αδράνειας  της  διατομής,  It  η  σταθερά  στρέψης  της 

διατομής, της οποίας η απομειωμένη έκφραση που φαίνεται στη δεύτερη σειρά 

της  σχέσης  (2.2.30α)  έχει  προκύψει  μετά  από  κατάλληλες  παραγοντικές 

ολοκληρώσεις  και  Uw  μια  γεωμετρική  σταθερά  που  πρωτοεισήχθη  από  τον 

Vlasov.  Αποδεικνύεται  μάλιστα  ότι  για  διατομές  διπλής  συμμετρίας  η 

γεωμετρική  αυτή  σταθερά  μηδενίζεται.  Αντικαθιστώντας  τις  σχέσεις  (2.2.30), 

αλλά  και  τις  γεωμετρικές  σταθερές  που  ορίστηκαν  στις  σχέσεις  (2.2.11)  στη 

σχέση (2.2.29) παίρνουμε την ακόλουθη έκφραση για το έργο των εσωτερικών 

δυνάμεων: 
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(
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

int 0

2

2

3

3
2

1
2

1
2

l

S x t x

pp x x p x m x

p x m m

p x m t x pp x S x x
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2.2.9 Διαφορικές Εξισώσεις Ισορροπίας 
 

Έτσι,  έχουμε καταφέρει  να  εκφράσουμε όλους  τους όρους  της αρχής δυνατών 

έργων,  όπως  αυτή  διατυπώνεται  στη  σχέση  (2.2.6),  δηλαδή  το  έργο  των 

μαζικών/αδρανειακών δυνάμεων, των εξωτερικών επιφανειακών δυνάμεων και 

των  εσωτερικών  δυνάμεων  συναρτήσει  γεωμετρικών  (και  άρα  γνωστών) 

σταθερών  που  χαρακτηρίζουν  τη  διατομή,  της  εξωτερικής  (και  άρα  γνωστής) 

φόρτισης  και  των  δύο  άγνωστων  κινηματικών  συναρτήσεων,  της  γωνίας 

στροφής  θx  και  της  μέσης  αξονικής  μετατόπισης  um.  Αντικάθιστώντας  λοιπόν, 

τις  σχέσεις  (2.2.15),  (2.2.26)  και  (2.2.31)  στην  αρχή  δυνατών  έργων  (σχέση 

(2.2.6))  και  μεταφέροντας  όλους  τους  όρους  στο  ένα  μέλος  της  εξίσωσης 

καταλήγουμε στην παρακάτω τελική διατύπωση της αρχής δυνατών έργων, από 

την οποία θα εξαχθούν οι διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας: 
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Η  παραπάνω  εξίσωση  θα  πρέπει  να  ισχύει  για  οποιοδήποτε  δυνατό  πεδίο 

μετατοπίσεων  (υπό  την  προϋπόθεση  ότι  θα  είναι  συμβατό  με  τις  συνοριακές 

συνθήκες  της  ράβδου)  και  συνεπώς  για  οποιαδήποτε  δυνατή  μεταβολή  της 

γωνίας στροφής ή της μέσης αξονικής μετατόπισης. Είναι λοιπόν φανερό ότι θα 

πρέπει να μηδενίζονται οι συντελεστές του δθx και του δum στο ολοκλήρωμα της 

σχέσης (2.2.32), αλλά και στον δεύτερο όρο του αριστερού μέλους της εξίσωσης, 

τόσο για x=0, όσο και για x=l. 

  Πριν  προχωρήσουμε  στη  διατύπωση  των  εξισώσεων  ισορροπίας,  είναι 

σκόπιμο  να  γίνει  μια  ακόμα  παρατήρηση  σχετικά  με  την  εξίσωση  (2.2.32). Με 

βάση  το  λογισμό  των  μεταβολών,  το  αριστερά  μέλος  της  εξίσωσης  (2.2.32) 

αποτελεί  την  πρώτη  μεταβολή  ενός  συναρτησιακού  δύο  συναρτήσεων,  της 

γωνίας στροφής, και της μέσης αξονικής μετατόπισης. Αυτό ισχύει επειδή κατά 

την επιλογή του «δυνατού» πεδίου μετατοπίσεων, ουσιαστικώς δουλεύουμε με 

μια  μικρή  μεταβολή  των  μετατοπίσεων,  δηλαδή  την  πρώτη  μεταβολή  των 

συναρτήσεων του πεδίου, σύμφωνα με το λογισμό των μεταβολών. Μάλιστα, το 

εν  λόγω  συναρτησιακό  δεν  είναι  τίποτε  άλλο  από  τη  συνολική  ενέργεια  της 

ράβδου  καθώς  πρόκειται  για  το  άθροισμα  των  επί  μέρους  όρων  της  αρχής 

δυνατών έργων. Το δεύτερο μέλος της εξίσωσης (2.2.32), η απαίτηση, δηλαδή, η 

πρώτη  μεταβολή  της  ενέργειας  ενός  συστήματος  να  ισούται  με  το  μηδέν 
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αποτελεί συνθήκη  ισορροπίας του συστήματος καθώς σε αυτή την περίπτωση 

το  συναρτησιακό  που  εκφράζει  τη  συνολική  ενέργεια  παρουσιάζει  ακρότατο. 

Ακολουθώντας  τη  θεωρία  του  λογισμού  των  μεταβολών,  οι  εξισώσεις 

ισορροπίας  προκύπτουν  εξισώνοντας  με  το  μηδέν  τόσο  του  όρους  μέσα  στο 

ολοκλήρωμα,  αλλά  εξισώνοντας  με  το  μηδέν  και  τον  δεύτερο  όρο  της  σχέσης 

(2.2.32)  στις  θέσεις  x=0  και  x=l.  όπως  είναι  φυσικό  και  οι  δύο  ενεργειακές 

μέθοδοι οδηγούν στις ίδιες διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας. Κλείνοντας αυτήν 

την  παρένθεση,  από  τη  σχέση  (2.2.32),  με  βάση  τα  παραπάνω  προκύπτουν  οι 

ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις: 
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  ( )21
2m p x muA u E I E A nρ θ ⋅

′⎛ ⎞′ ′′⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.2.33β) 

 

Οι  παραπάνω  διαφορικές  εξισώσεις  υπόκεινται  στις  παρακάτω 

συνοριακές συνθήκες στα άκρα της ράβδου για τα άκρα 0 και l: 

  1 2 3ma N a u a+ =   (2.2.34α) 

  1 2 3t xMβ β θ β+ =   (2.2.34β) 

  1 2 3w xMβ β θ β′+ =   (2.2.34γ) 

Όπου τα Ν, Μt και Μw είναι η αξονική δύναμη, η στρεπτική ροπή και η διρροπή 

στα άκρα της ράβδου, αντίστοιχα, μεγέθη τα οποία δίνονται από τις παρακάτω 

σχέσεις: 

  ( )21
2 p x mN E I E A uθ ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅   (2.2.35α) 

  ( ) ( )31
2t p x m t x pp x S xM E I u G I E I E Cθ θ θ θ′ ′ ′ ′ ′′′= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅   (2.2.35β) 

  w S xM E C θ ′′= − ⋅ ⋅   (2.2.35γ) 

Οι  παραπάνω  σχέσεις  προκύπτουν  άμεσα  από  το  μηδενισμό  των  όρων  του 

δεύτερου  όρου  της  σχέσης  (2.2.32)  που  ισχύουν  για  τα  άκρα  της  ράβδου.  Οι 
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σχέσεις  (2.2.34)  αποτελούν  τις  πλέον  γενικές  συνοριακές  συνθήκες,  ενώ  τα 

, ,i i ia β β   είναι  στην  πλέον  γενική  περίπτωση  χρονικές  συναρτήσεις  που 

καθορίζουν  τις  συνοριακές  συνθήκες  της  ράβδου. Έτσι,  για  παράδειγμα,  α1=0, 

α2=1  και  α3=0  σημαίνει  ότι  το  άκρο  είναι  αξονικά  αμετακίνητο,  ενώ  β1=1, 

β2=β3=0  σημαίνει  ότι  στο  άκρο  η  στροφή  είναι  ελεύθερη  και  δεν  ασκείται 

στρεπτική  ροπή.  Σημειωτέον,  ότι  με  την  παραπάνω  περιγραφή,  μπορούν  να 

περιγραφούν οποιεσδήποτε συνοριακές συνθήκες, αλλά και η ύπαρξη ελατηρίου 

σε οποιονδήποτε από τους τρείς βαθμούς ελευθερίας. 

  Εκτός  από  τις  συνοριακές  συνθήκες  όμως,  για  να  οριστεί  πλήρως  το 

πρόβλημα  συνοριακών  τιμών,  πρέπει  να  οριστούν  και  οι  παρακάτω  αρχικές 

συνθήκες: 

  0( ,0) ( )m mu x u x=   (2.2.36α) 

  0( ,0) ( )m mu x u x=   (2.2.36β) 

  0( ,0) ( )x xx xθ θ=   (2.2.36γ) 

  0( ,0) ( )x xx xθ θ=   (2.2.36δ) 

Όπου  0 0 0 0, , ,m m x xu u θ θ είναι  συναρτήσεις  της  διαμήκους  συντεταγμένης  x  και 

δείχνουν  τις  αξονικές  μετατοπίσεις,  αξονικές  ταχύτητες,  γωνίες  στροφής  και 

γωνιακές  ταχύτητες  αντίστοιχα,  σε  κάθε  σημείο  της  ράβδου,  για  τη  χρονική 

στιγμή t=0. 

  Η  επίλυση  του  προβλήματος  αρχικών  –  συνοριακών  τιμών  που 

περιγράφεται από τις σχέσεις  (2.2.33), (2.2.34) και (2.2.36) προϋποθέτει ότι οι 

σταθερά στρέψης It και η σταθερά στρέβλωσης CS της διατομής είναι γνωστές, 

και  κατ’επέκταση  ότι  είναι  γνωστή  και  η  συνάρτηση  στρέβλωσης  φS  σε  κάθε 

σημείο  της  διατομής.  Αυτό  επιτυγχάνεται  με  την  ανεξάρτητη  επίλυση  του 

ακόλουθου προβλήματος συνοριακών τιμών τύπου Laplace: 

  2 0Sϕ∇ =   στην επιφάνεια Ω της διατομής  (2.2.37α) 

  S
y zz n y n

n
ϕ∂

= ⋅ − ⋅
∂

  στο σύνορο Γ  (2.2.37β) 
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Οι  συγκεκριμένες  εξισώσεις  διατυπώθηκαν  από  το  St  Venant  για  την  επίλυση 

του  προβλήματος  της  ομοιόμορφης  στρέψης  (μικρών  μετατοπίσεων).  Η 

συνάρτηση  στρέβλωσης  που  προκύπτει,  θεωρούμε  ότι  ισχύει  ως  έχει  (και 

επεκτείνεται) και στο υπό εξέταση πρόβλημα. 

 

2.3 Απλοποιημένες εξισώσεις ισορροπίας για ειδικές περιπτώσεις 
αξονικών συνοριακών συνθηκών 

 

  Όπως  βλέπουμε,  το  πρόβλημα  αρχικών‐συνοριακών  τιμών  που 

διατυπώνεται μέσω των σχέσεων (2.2.33), (2.2.34) και (2.2.36) είναι έντονα μη 

γραμμικό  και  οι  δύο  άγνωστοι  βαθμοί  ελευθερίας  είναι  συζευγμένοι.  Ένας 

τρόπος για να απλοποιηθεί σε σημαντικό βαθμό το πρόβλημα είναι να αγνοηθεί 

ο  όρος  mAuρ από  την  εξίσωση  (2.2.33α),  ο  οποίος  αναφέρεται  στην  αξονική 

αδράνεια της ράβδου. Αυτή είναι μάλιστα μια παραδοχή η οποία γίνεται συχνά 

στη βιβλιογραφία κατά τη διατύπωση ενός δυναμικού προβλήματος στη θεωρία 

δοκού και σε αρκετές περιπτώσεις  γεωμετρίας και φόρτισης,  είναι  και αρκετά 

εύλογη.  Για  παράδειγμα,  στην  περίπτωση  που  η  ράβδος  καταπονείται  από 

στρεπτική φόρτιση  παρουσία  ή  απουσία  κάποιου  σταθερού  στο  χρόνο  και  το 

χώρο  αξονικού  φορτίου,  η  κατά  μήκος  μεταβολή  της  αξονικής  καταπόνησης 

είναι  φαινόμενο  ανώτερης  τάξης  αφού  προκύπτει  έμμεσα  μέσω  της  σύζευξης 

μεταξύ της αξονικής και της στρεπτικής ταλάντωσης. 

  Παρακάτω θα διατυπωθούν οι απλοποιημένες εξισώσεις  ισορροπίας για 

συγκεκριμένες περιπτώσεις αξονικής φόρτισης και συνοριακών συνθηκών. Για 

την  περίπτωση  λοιπόν  που  δεν  υπάρχει  κατανεμημένο  αξονικό  φορτίο  στη 

ράβδο  (n(x,t)=0)  και  παράλληλα  αγνοείται  ο  όρος  της  αξονικής  αδράνειας,  η 

εξίσωση (2.2.33β) γράφεται ως ακολούθως: 

  P
m x x

Iu
A

θ θ′′ ′ ′′= − ⋅   (2.3.1) 

Ενώ ολοκληρώνοντάς την ως προς x λαμβάνουμε: 

  ( ) [ ]2P
m x

I1 Nu , x 0,l
2 A EA

θ′ ′= − ⋅ ⋅ + ∀ ∈   (2.3.2) 
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Όπου η παράμετρος  N , η οποία έχει χαρακτηριστικά αξονικού φορτίου, 

εξαρτάται από τις αξονικές συνοριακές συνθήκες.  Για την ειδική περίπτωση των 

αξονικά αμετακίνητων άκρων έχουμε: 

  ( )mu 0,t 0=   (2.3.3α) 

  ( )mu l,t 0=   (2.3.3β) 

Και το N  δίνεται από τον τύπο: 

  ( )
l 2P

x
0

EI1N x,t dx
2 l

θ′⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⎣ ⎦∫   (2.3.4) 

Για την ειδική περίπτωση που το αριστερό άκρο είναι αξονικά αμετακίνητο ενώ 

το δεξί είναι αξονικά ελέυθερο και του ασκείται φορτίο  ( )N l,t , οι συνοριακές 

συνθήκες γράφονται ως:  

  ( )mu 0,t 0=   (2.3.5α) 

  ( ) ( )N l,t N l,t=   (2.3.5β) 

Οπότε έχουμε: 

  ( )N N l,t=   (2.3.6) 

Αντικαθιστώντας  τις  σχέσεις  (2.3.1)  και  (2.3.2)  στην  εξίσωση  (2.2.33α) 

λαμβάνουμε  τη  μία  και  μοναδική  εξίσωση  ισορροπίας  του  απλοποιημένου 

προβλήματος αρχικών‐συνοριακών τιμών η οποία έχει την ακόλουθη μορφή: 

 
( )

( ) ( )

2P
P x S x t x S x n x x

t w

I 3I C GI N EC EI
A 2

m x,t m x,t
x

ρ θ ρ θ θ θ θ θ⎛ ⎞′′ ′′ ′′′′ ′ ′′⋅ − ⋅ − + ⋅ + − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∂
⎡ ⎤= + ⎣ ⎦∂

  (2.3.7) 

Όπου Ιn είναι μια γεωμετρική σταθερά της διατομής η οποία ορίζεται ως: 

 
2
P

n PP
II I
A

= −   (2.3.8) 
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Η  διατύπωση  του  απλοποιημένου  προβλήματος  αρχικών‐συνοριακών  τιμών 

ολοκληρώνεται με τη θεώρηση των αρχικών συνθηκών, οι οποίες ταυτίζονται με 

τις στροφικές αρχικές συνθήκες του πλήρους προβλήματος (σχέσεις (2.2.36γ,δ)) 

και των συνοριακών συνθηκών, οι οποίες ταυτίζονται με τις σχέσεις (2.2.34β,γ) 

των συνοριακών συνθηκών του πλήρους προβλήματος που αφορούν τη στροφή 

και  τη  στρέβλωση  της  διατομής.  Στην  περίπτωση  του  απλοποιημένου 

προβλήματος  η  έκφραση  της  στρεπτικής  ροπής  στις  συνοριακές  συνθήκες 

απλοποιείται στην παρακάτω μορφή: 

  ( )3P
t t x S x n x

I 1M GI N EC EI
A 2

θ θ θ⎛ ⎞ ′ ′′′ ′= + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2.3.9) 

Κατά  την  εκπόνηση  της  παρούσης  διπλωματικής  εργασίας,  εκτελέστηκαν 

αριθμητικές  αναλύσεις  επιλύοντας  το  πλήρες  πρόβλημα,  αλλά  και  το 

απλοποιημένο. Τα αποτελέσματα των αναλύσεων παρατίθενται αναλυτικά στο 

κεφάλαιο  των  αριθμητικών  παραδειγμάτων  και  συγκρίνονται  μεταξύ  τους, 

προκειμένου  να  καταδειχθεί  στο  βαθμό  του  δυνατού  η  επιρροή  του  όρου  της 

αξονικής αδράνειας. 

Επιπλέον,  όπου  κρίθηκε  σκόπιμο  επιλύθηκε  και  το  αντίστοιχο  πρόβλημα 

των  γραμμικών  ταλαντώσεων  που  προκύπτει  από  την  αγνόηση  του  συνόλου 

των μη γραμμικών όρων που υπεισέρχονται στις διατυπωθείσες εξισώσεις. 

 

2.4 Βήματα επίλυσης του προβλήματος των μη γραμμικών 
στρεπτικών ταλαντώσεων 

 

Παρακάτω παρατίθενται συνοπτικά τα διαδοχικά βήματα επίλυσης του 

προβλήματος που εξετάζεται: 

1. Επιλέγεται  ένα σύστημα αναφοράς με κέντρο το κέντρο βάρους  της 

διατομής,  το οποίο για διατομές διπλής συμμετρίας που  εξετάζονται 

στην  παρούσα  εργασία  ταυτίζεται  με  το  κέντρο  στρέψης  της 

διατομής. 
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2. Επιλύεται  το  πρόβλημα  συνοριακών  τιμών  (2.2.37)  και 

προσδιορίζεται η συνάρτηση στρέβλωσης. 

3. Προσδιορίζονται  οι  γεωμετρικές  σταθερές  P t S PP nA,I ,I ,C ,I ,I   της 

διατομής μέσω των σχέσεων (2.2.11),  (2.2.30) και (2.3.8) 

4. Επιλύεται  το  πρόβλημα  αρχικών‐συνοριακών  τιμών  που 

περιγράφεται  από  τις  σχέσεις  (2.2.33),  (2.2.34)  και  (2.2.36)  και 

προσδιορίζονται οι άγνωστες συναρτήσεις  ( )mu x,t ,  ( )x x,tθ . Όπως θα 

φανεί  στο  επόμενο  κεφάλαιο,  με  βάση  την  αριθμητική  μέθοδο  που 

χρησιμοποιούμε,  απαιτείται  η  επίλυση  ενός  συστήματος  μη 

γραμμικών  εξισώσεων  για  τον  προσδιορισμό  των  αρχικών 

μετακινήσεων,  ενός  συστήματος  γραμμικών  εξισώσεων  για  τον 

προσδιορισμό  των  αρχικών  ταχυτήτων  και  ενός  μη  γραμμικού 

συστήματος  αλγεβρικών‐διαφορικών  εξισώσεων  για  τον 

προσδιορισμό  των  μετακινήσεων  στο  πεδίο  του  χρόνου.  Για  την 

περίπτωση του απλοποιημένου προβλήματος, επιλύεται το πρόβλημα 

αρχικών‐συνοριακών τιμών που περιγράφεται στην παράγραφο 2.3. 
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Κεφάλαιο 3 – Αριθμητική Επίλυση του Προβλήματος 
 

Το παρόν κεφάλαιο βασίζεται στις εργασίες των Katsikadelis (2000, 2002), 

Katsikadelis & Sapountzakis (2000), Sapountzakis (2000, 2005), καθώς και στη 

διδακτορική διατριβή του Β. Μώκου (2007) και τη μεταπτυχιακή εργασία του Β. 

Τσίπηρα (2009), οι οποίες έγιναν, και οι δύο, υπό την επίβλεψη του Αναπληρωτή 

Καθηγητή Ε. Σαπουντζάκη 

 

3.1 Χωρική Διακριτοποίηση κατά τον άξονα της ράβδου 
 

Οι  διαφορικές  εξισώσεις που διέπουν  το πρόβλημα μαζί  με  τις συνοριακές 

και  τις  αρχικές  συνθήκες  της  ράβδου  που  αναπτύχθηκαν  στο  παραπάνω 

κεφάλαιο (σχέσεις 2.2.33 – 2.2.36) ορίζουν ένα πρόβλημα αρχικών‐συνοριακών 

τιμών,  μέσω  του  οποίου  πραγματοποιείται  ο  υπολογισμός  των  αγνώστων 

κινηματικών μεγεθών θx(x,t)  και  um(x,t). Οι  εξισώσεις  του προβλήματος αυτού 

είναι  μη  γραμμικές  και  πεπλεγμένες,  πράγμα  που  καθιστά  την  αναλυτική 

επίλυση  του  προβλήματος  αδύνατη,  ακόμη  και  για  πολύ  απλές  περιπτώσεις 

φόρτισης και συνοριακών συνθηκών. Για το λόγο αυτό, το πρόβλημα επιλύεται 

αριθμητικά  τόσο  στο  πεδίο  του  χώρου,  όπου  διακριτοποιείται  το  μήκος  της 

ράβδου  (0≤x≤l),  όσο  και  στο  πεδίο  του  χρόνου,  όπου  διακριτοποιείται  το 

χρονικό  διάστημα  της  απόκρισης  (0≤t≤+∞).  Σε  αυτή  την  εργασία  η  χωρική 

διακριτοποίηση  γίνεται  με  χρήση  της  μεθόδου  της  Αναλογικής  Εξίσωσης,  που 

αποτελεί μέρος της ευρύτερης οικογένειας των Μεθόδων Συνοριακών Στοιχείων. 

  Συμβολίζουμε τις άγνωστες συναρτήσεις um(x,t) και θx(x,t) με u1(x,t) και 

u2(x,t) αντίστοιχα. Στις εξισώσεις (2.2.33) εμφανίζεται η δεύτερη παράγωγος ως 

προς x της συνάρτησης um και η τέταρτη παράγωγος ως προς x της συνάρτησης 

θx. Έτσι, παραγωγίζοντας δύο και τέσσερις φορές ως προς x τις συναρτήσεις u1 

και u2 αντίστοιχα έχουμε: 

 
2

1
12 ( , )u q x t

x
∂

=
∂

  (3.1.1α) 
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4

2
24 ( , )u q x t

x
∂

=
∂

  (3.1.1β) 

Οι  συναρτήσεις  qi(x,t),  i=1,2  χαρακτηρίζονται  ως  πλασματικά  φορτία  ή 

πλασματικές κατανομές συναρτήσεων. Οι εξισώσεις (3.1.1) είναι οιονεί στατικές, 

υπό  την  έννοια  ότι  ο  χρόνος  υπεισέρχεται  σε  αυτές ως παράμετρος. Οι  λύσεις 

των εξισώσεων (3.1.1) εκφράζονται σε ολοκληρωτική μορφή ως εξής: 

  ( )
x l*l

* * 1 1
1 1 1 1 1

0 x 0

u duu x,t q u dx u u
x dx

=

=

⎡ ⎤∂
= − −⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫   (3.1.2α) 

  ( )
l3 * 2 2 * 3 *l

* * 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 23 2 2 3

0 0

u du u d u u d uu x,t q u dx u u
dx xx x dx dx

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= − − + −⎢ ⎥

∂∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫   (3.1.2β) 

Όπου οι συναρτήσεις u1*, u2* ονομάζονται θεμελιώδεις λύσεις και δίνονται 

ως: 

  *
1

1 | |
2

u r=   (3.1.3α) 

 
3 2

* 3
2

1 r ru l 2 3
12 l l

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3.1.3β) 

Όπου r = x ‐ ξ και x, ξ σημεία της ράβδου. Οι συναρτήσεις u1* και u2* αποτελούν 

μερικές ιδιόμορφες λύσεις των παρακάτω εξισώσεων: 

  ( )
2 *
1
2

d u x
dx

δ ξ= −   (3.1.4α) 

  ( )
4 *
2
4

d u x
dx

δ ξ= −   (3.1.4β) 

Όπου  δ(x‐ξ),  σε  αυτό  το  κεφάλαιο,  είναι  η  μονοδιάσταση  συνάρτηση Dirac  με 

«πηγή» το  σημείο  ξ.  Αντικαθιστώντας  τις  σχέσεις  (3.1.3)  στις  ολοκληρωτικές 

εκφράσεις των σχέσεων (3.1.2) λαμβάνουμε: 

  ( )
ll

1
1 1 2 2 1 1

0 0

u1 1u x,t q ( r ) l dx ( r ) l ( r )u
2 2 x

Λ Λ Λ⎡ ⎤∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫   (3.1.5α) 
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( )
l3 2

l 2 2 2
2 2 4 4 3 2 1 23 20

0

u u uu x,t q ( r )dx ( r ) ( r ) ( r ) ( r )u
xx x

Λ Λ Λ Λ Λ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

= − + + +⎢ ⎥
∂∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  (3.1.5β) 

Όπου οι παραστάσεις Λj(r), j=1,2,3,4 ονομάζονται «πυρήνες» και ισούνται με: 

  1
1 r( r ) sgn
2 l

Λ = −   (3.1.6α) 

  2
1 r( r ) l 1
2 l

Λ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (3.1.6β) 

  2
3

1 r r r( r ) l 2 sgn
4 l l l

Λ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (3.1.6γ) 

 
3 2

3
4

1 r r( r ) l 2 3
12 l l

Λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3.1.6δ) 

Όπου sgn είναι η συνάρτηση signum, η οποία ορίζεται ως: 

 
1 0

sgn
1 0
ό r

r
ό r
ταν
ταν

+ >⎧
= ⎨− <⎩

  (3.1.7) 

Ενώ για r=0 η συνάρτηση signum δεν ορίζεται. 

  Στο σημείο αυτό ας επισημανθεί ότι για τους όρους που βρίσκονται εντός 

των ολοκληρωμάτων στις εξισώσεις (3.1.5) ισχύει r = x ‐ ξ, όπου τα σημεία x, ξ 

ανήκουν στο διάστημα (0,l), ενώ για όλους τους υπόλοιπους όρους ισχύει r=x‐ζ, 

όπου  (0, ), 0,x l lζ∈ = . Σκοπός μας είναι να εκφράσουμε όλους τους όρους των 

u1,  u2  που  υπεισέρχονται  στις  εξισώσεις  του  προβλήματος  αρχικών  – 

συνοριακών τιμών, συναρτήσει  των πλασματικών φορτίων qi(x,t).  Για το λόγο 

αυτό,  παραγωγίζουμε  τις  εξισώσεις  (3.1.5)  διαδοχικά  ως  προς  x  και  έτσι 

λαμβάνουμε  τις  ολοκληρωτικές  εξισώσεις  των  παραγώγων  ως  προς  x  των 

άγνωστων συναρτήσεων ui, οι οποίες φαίνονται παρακάτω: 

  ( ) x l
l1 1
1 1 10

x 0

u x,t uq ( r )dx ( r )
x x

Λ Λ
=

=

∂ ∂⎡ ⎤= − ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∫   (3.1.8α) 
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( ) ( )

4
2

24
u x,t

q x,t
x

∂
=

∂
  (3.1.8β) 

  ( ) l3 2
l2 2 2 2
2 3 3 2 13 20

0

u x,t u u uq ( r )dx ( r ) ( r ) ( r )
x xx x

Λ Λ Λ Λ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂

= − + +⎢ ⎥
∂ ∂∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  (3.1.8γ) 

  ( ) l2 3 2
l2 2 2
2 2 2 12 3 20

0

u x,t u uq ( r )dx ( r ) ( r )
x x x

Λ Λ Λ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

= − +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫   (3.1.8δ) 

  ( ) l3 3
l2 2
2 1 13 30

0

u x,t uq ( r )dx ( r )
x x

Λ Λ
⎡ ⎤∂ ∂

= − ⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫   (3.1.8ε) 

 
( ) ( )

4
2

24
u x,t

q x,t
x

∂
=

∂
  (3.1.8στ) 

Για  να  μπορέσουμε  να  εφαρμόσουμε  τις  ολοκληρωτικές  εκφράσεις  που 

παρουσιάζονται παραπάνω στις εξισώσεις του προβλήματος, πρέπει πρώτα να 

εφαρμόσουμε  κάποια  διακριτοποίηση  στη  ράβδο,  ώστε  να  αποκτήσουμε  μια 

προσεγγιστική  λύση.  Θεωρούμε  λοιπόν  ότι  το  διάστημα  (0,l)  του  μήκους  της 

ράβδου χωρίζεται σε L στοιχεία, τα οποία δεν είναι απαραιτήτως ισομήκη και σε 

καθένα από τα οποία οι συναρτήσεις qi θεωρούμε ότι μεταβάλλονται με κάποια 

συγκεκριμένη κατανομή, π.χ. σταθερή, γραμμική, παραβολική, ημιτονοειδή κλπ. 

Στην παρούσα εργασία θεωρούμε ότι τα qi έχουν σε όλο το μήκος του στοιχείου 

σταθερή  τιμή,  η  οποία  ισούται  με  την  τιμή  τους  στο  κομβικό  σημείο  του 

στοιχείου,  χρησιμοποιείται  δηλαδή  η  υπόθεση  της  σταθερής  κατανομής.  Η 

συγκεκριμένη  κατανομή  επελέγη  επειδή  οδηγεί  σε  σχετικώς  απλές 

ολοκληρωτικές  εκφράσεις,  ενώ  το  κομβικό  στοιχείο  του  κάθε  στοιχείου 

λαμβάνεται πάντοτε στο μέσο του στοιχείου. 

 

Σχήμα 3.1.1 Χωρική Διακριτοποίηση της ράβδου 
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Έχοντας  χωρίσει  τη  ράβδο  σε  επιμέρους  στοιχεία,  επόμενο  βήμα  είναι  η 

αναγραφή  των  αγνώστων  του  προβλήματος  σε  μητρωική  και  διανυσματική 

μορφή  καθώς  τελικός  στόχος  είναι  η  σύνταξη  προγράμματος  ηλεκτρονικού 

υπολογιστή, όπου και θα εκτελεστούν οι αριθμητικοί υπολογισμοί της επίλυσης 

του προβλήματος. Παρατηρούμε ότι στις ολοκληρωτικές  εκφράσεις  (3.1.5) και 

(3.1.8)  υπεισέρχονται  και  άγνωστοι  όροι,  οι  οποίοι  ορίζονται  στα  άκρα  της 

ράβδου.  συνεπώς,  εκτός  από  τα  διανύσματα  που  περιέχουν  τα  άγνωστα 

πλασματικά φορτία στα κομβικά σημεία της ράβδου, ορίζουμε και διανύσματα 

των άγνωστων συνοριακών ποσοτήτων. Τα διανύσματα αυτά ορίζονται ως εξής: 

  ( ) ( ){ }Ti i iˆ u 0,t u l ,t , i 1,2= =u   (3.1.9α) 

  ( ) ( ) T
i i

i x
u 0,t u l ,tˆ , , i 1,2
x x

∂ ∂⎧ ⎫
= =⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

u   (3.1.9β) 

  ( ) ( )
T2 2

2 2
2 xx 2 2

u 0,t u l ,tˆ ,
x x

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

u   (3.1.9γ) 

  ( ) ( )
T3 3

2 2
2 xxx 3 3

u 0,t u l ,tˆ ,
x x

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

u   (3.1.9δ) 

  { }Ti i i
i 1 2 Lq q ... q=q   (3.1.9ε) 

Για  εποπτικούς  λόγους  ορίζουμε  και  τα  παρακάτω  διανύσματα  γενικευμένων 

άγνωστων ποσοτήτων: 

  { }T
1 1 1 1 xˆ ˆ ,=d q u u   (3.1.10α) 

  { }T
2 2 2 2 x 2 xx 2 xxxˆ ˆ ˆ ˆ, , ,=d q u u u u   (3.1.10β) 

Έτσι,  το  συνολικό  πλήθος  των  αγνώστων  ποσοτήτων  είναι  2L+12,  οι  οποίες 

κατανείμονται  στα  δύο  μητρώα  –  στήλες,  το  d1,  το  οποίο  περιλαμβάνει  L+4 

αγνώστους και το d2, το οποίο περιλαμβάνει L+8 αγνώστους. 

  Χρησιμοποιώντας τις ολοκληρωτικές εκφράσεις των σχέσεων (3.1.5) και 

(3.1.8)  και  θέτοντας  όπου  x=0,l,  εκφράζουμε  τις  άγνωστες  συνοριακές 

ποσότητες ui(ζ,t), ui,x(ζ,t), u2,xx(ζ,t), u2,xxx(ζ,t), ζ=0,l συναρτήσει των πλασματικών 
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φορτίων  qi.  Αντικαθιστώντας  στις  σχέσεις  των  συνοριακών  συνθηκων  του 

προβλήματος  αρχικών  –  συνοριακών  τιμών  (σχέσεις  (2.2.34),  λαμβάνουμε 

δώδεκα  μη  γραμμικές  αλγεβρικές  εξισώσεις,  έξι  για  κάθε  άκρο  της  ράβδου,  οι 

οποίες σε μητρωική μορφή διατυπώνονται ως εξής: 

1

1 12 13 1
nl
2122 23 1 x

3 35 36 37 38 2

4 46 47 48 2
nl nl55 56 58 2 x 52 53

66 67 2 xx

2 xxx

ˆ
ˆ ,

ˆ
ˆ ,
ˆ ,
ˆ ,

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎡⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎢⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎢+⎢ ⎥⎨ ⎬

⎢⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣

⎪ ⎪⎩ ⎭

q
0 0 0F E E 0 0 0 0 0 u
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  (3.1.11) 

Όπου  22D ,  23D ,  55D ,  56D ,  58D ,  66D ,  67D ,  nl
21D ,  nl

52D ,  nl
53D   είναι  γνωστά 

μητρώα  2×2  τα  οποία  εμπεριέχουν  τις  τιμές  των  (γνωστών)  συναρτήσεων 

j j ja , ,β β   j=1,2  των  συνοριακών  συνθηκών  του  προβλήματος  και  3α ,  3β ,  3β  

είναι επίσης γνωστά μητρώα – στήλες 2×1, τα οποία εμπεριέχουν τις τιμές των 

συναρτήσεων  , , 3 3 3a β β   των συνοριακών συνθηκών,  12E ,  13E ,  35E ,  36E ,  37E , 

38E ,  46E ,  47E ,  48E   είναι  γνωστά μητρώα 2×2 που προκύπτουν από  τις  τιμές 

των  πυρήνων  Λj,  j=1,2,3,4  στα  άκρα  της  ράβδου  και  τέλος  , , 1 3 4F F F   είναι 

γνωστά μητρώα διαστάσεων 2×L,  τα οποία προκύπτουν από την ολοκλήρωση 

των πυρήνων στα στοιχεία της διακριτοποίησης που βρίσκονται κατά μήκος της 

ράβδου.  Στην  παρούσα  εργασία,  ο  προσδιορισμός  όλων  των  ολοκληρωμάτων 

στα  οποία  υπεισέρχονται  οι  πυρήνες  Λj,  πραγματοποιείται  με  αναλυτική 

ολοκλήρωση, γεγονός που οδηγεί σε εξαιρετική αριθμητική ακρίβεια. 

Ας  σημειωθεί  ότι  οι  εξισώσεις  της  σχέσης  (3.1.11)  είναι  στη  γενική 

περίπτωση  χρονικά  εξαρτώμενες  καθώς  τα  j j ja , ,β β   j=1,2,3  είναι  χρονικές 

συναρτήσεις. Στην ειδική περίπτωση που τα  j j ja , ,β β  j=1,2,3 είναι σταθερά στο 

χρόνο,  οι  εξισώσεις  (3.1.11)  είναι  αλγεβρικές  με  χρονικά  ανεξάρτητους 

συντελεστές. 
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Τέλος, στις σχέσεις (3.1.11) υπεισέρχονται στο δεύτερο όρο του αριστερού 

μέλους  και  κάποια  διανύσματα  που  περιέχουν  άγνωστες  ποσότητες  και  τα 

οποία ορίζονται ως: 

  ( ) ( )  

T2 2
2 22

2
u 0,t u l ,t

ˆ
x x

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
u   (3.1.12α) 

  ( ) ( )  

T3 3
2 23

2
u 0,t u l ,t

ˆ
x x

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
u   (3.1.12β) 

  ( ) ( ) ( ) ( )     
T

1 2 1 2
1 2

u 0,t u 0,t u l ,t u l ,t
ˆ ˆ

x x x x
⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ ⋅⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭
u u   (3.1.12γ) 

  Μέχρι  στιγμής  έχουν  μορφωθεί  δώδεκα  εξισώσεις,  οι  οποίες  προφανώς 

δεν επαρκούν για τον προσδιορισμό όλων των αγνώστων που έχουν προκύψει 

από τη διακριτοποίηση της ράβδου. Οι επιπλέον εξισώσεις που απαιτούνται θα 

προέλθουν από την εφαρμογή των παραπάνω ολοκληρωτικών εκφράσεων στις 

διαφορικές  εξισώσεις  του  προβλήματος.  Για  να  γίνει  αυτό,  πρέπει  να 

εκφραστούν οι ολοκληρωτικές εκφράσεις σε διακριτοποιημένη μορφή, η οποία 

φαίνεται παρακάτω: 

  0
1 1 1 0 1 1 1 xˆ ˆ ,= + +u A q C u C u   (3.1.13α) 

  1
1 x 1 1 0 1 xˆ, ,= +u A q C u   (3.1.13β) 

  1 xx 1, =u q   (3.1.13γ) 

  0
2 2 2 0 2 1 2 x 2 2 xx 3 2 xxxˆ ˆ ˆ ˆ, , ,′= + + + +u A q C u C u C u C u   (3.1.13δ) 

  1
2 x 2 2 0 2 x 1 2 xx 2 2 xxxˆ ˆ ˆ, , , ,′= + + +u A q C u C u C u   (3.1.13ε) 

  2
2 xx 2 2 0 2 xx 1 2 xxxˆ ˆ, , ,′= + +u A q C u C u   (3.1.13στ) 

  3
2 xxx 2 2 0 2 xxxˆ, ,= +u A q C u   (3.1.13ζ) 

  2 xxxx 2, =u q   (3.1.13η) 

Όπου  , ji
1 2A A ,  i=0,1  ,  j=0,1,2,3   είναι γνωστά μητρώα διαστάσεων L×L,  0C ,  1C , 

1′C ,  2C ,  3C   είναι  επίσης γνωστά μητρώα, διαστάσεων L×2 και  iu ,  i x,u ,  i xx,u , 



Κεφάλαιο 4 – Αριθμητικά Παραδείγματα 

 

57 
 

i xxx,u ,  i xxxx,u  είναι χρονικά εξαρτώμενα διανύσματα που περιέχουν τις τιμές των 

ui(x,t) και των παραγώγων τους στα L κομβικά σημεία της ράβδου. οι παραπάνω 

σχέσεις μπορούν να γραφούν συνοπτικότερα ώς εξής: 

  0
1 1 1=u H d   (3.1.14α) 

  1
1 x 1 1, =u H d   (3.1.14β) 

  0
2 2 2=u H d   (3.1.14γ) 

  1
2 x 2 2, =u H d   (3.1.14δ) 

  2
2 xx 2 2, =u H d   (3.1.14ε) 

  3
2 xxx 2 2, =u H d   (3.1.14στ) 

Όπου  , ji
1 2H H ,  i=0,1  ,  j=0,1,2,3  είναι  γνωστά μητρώα,  διαστάσεων L×(L+4)  και 

L×(L+8) αντίστοιχα, τα οποία προκύπτουν από τα μητρώα  i
1A ,  j

2A ,  0C ,  1C ,  1′C , 

2C ,  3C .  Γράφοντας  τις  διαφορικές  εξισώσεις  κίνησης  για  το  κάθε  κομβικό 

σημείο  της  ράβδου  (μέθοδος  της  ταξιθεσίας)  και  χρησιμοποιώντας  τις  σχέσεις 

(3.1.14)  καταλήγουμε  στο  ακόλουθο  σύστημα  2L  ημιδιακριτοποιημένων 

εξισώσεων κίνησης: 

  ( ), , , = 1 jnl i1
1 1 22

22

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
+ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭

dd
M K k H H d d f

dd
  (3.1.15) 

Όπου knl  είναι  ένα γενικευμένο μη γραμμικό διάνυσμα δυσκαμψίας και M, K,  f 

είναι  γενικευμένα  μητρώα  μάζας,  δυσκαμψίας  και  διάνυσμα  φόρτισης 

αντίστοιχα, τα οποία ισούνται με: 

 
0
1

0 2
P 2 S 2

A

I C

ρ

ρ ρ

⎡ ⎤⋅
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ − ⋅⎣ ⎦

H 0
M

0 H H
  (3.1.16α) 

  2
t 2 S

EA

GI EC

− ⋅⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

− ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2

I0 0
K

0 H I0
  (3.1.16β) 

  { } { }( ) { }( )nl 1 2
P 2 2 2 2i i i

EI= −k H d H d   (3.1.16γ) 
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{ } { } { }( ) { }( ) { }( )
{ } { }( )                 

2
nl 1 2 1 2

PP 2 2 2 2 P 1 1 2 2L i i i i i

1
P 1 2 2i i

3 EI EI
2

EI

+
⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

−

k H d H d H d H d

d H d
  (3.1.16δ) 

 
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬′+⎩ ⎭t w

n
f

m m
  (3.1.16ε) 

Στις  παραπάνω  σχέσεις,  ο  συμβολισμός  {}i⋅     δηλώνει  την  τυχούσα  i  γραμμή, 

όπου  i=1,2,…,L  του  μητρώου  που  βρίσκεται  εντός  των  αγκυλών.  Επίσης,  I01 

είναι ένα μητρώο διαστάσεων L×(L+4) που δίνεται ως I01=[I 0], με το Ι να είναι 

το L×L μοναδιαίο μητρώο και 0  το L×4 μηδενικό μητρώο,  ενώ το  Ι02  ορίζεται, 

εντελώς αντίστοιχα ως ένα μητρώο L×(L+8) που δίνεται ως I02=[I 0] όπου αυτή 

τη  φορά  Ι  είναι  ξανά  το  L×L  μοναδιαίο  μητρώο  ενώ  0  είναι  το  L×8  μηδενικό 

μητρώο.  Τέλος,  τα  , , ′t wn m m   είναι  διανύσματα  που  περιέχουν  τις  τιμές  των 

εξωτερικών φορτίων στα L σημεία ταξιθεσίας, δηλαδή στα κομβικά σημεία της 

ράβδου. Σημειωτέον ότι τα στοιχεία του διανύσματος  ′wm  μπορούν να γραφούν 

συναρτήσει  των  γνωστών  τιμών  του  mw(x,t)  με  τη  βοήθεια  οποιουδήποτε 

αποδοτικού σχήματος πεπερασμένων διαφορών.  Για  τη συγκεκριμένη  εργασία 

χρησιμοποιήθηκε το σχήμα των κεντρικών διαφορών. 

 

3.2 Αρχικές Συνθήκες 
 

Για τις αρχικές συνθήκες της κίνησης, αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3.1.14) στις 

εξισώσεις των αρχικών συνθηκών του προβλήματος (2.2.36α,γ) λαμβάνουμε τις 

παρακάτω 2L γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις ως προς τα διανύσματα d1, d2 και 

για τη χρονική στιγμή t=0: 

  ( )0
1 1 0 = m0H d u   (3.2.1α) 

  ( )0
2 2 0 = 0H d θ   (3.2.1β) 

Οι εξισώσεις αυτές, μαζί με τις εξισώσεις (3.1.11), γραμμένες για t=0 δίνουν ένα 

σύστημα 2L+12 μη γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων με ίσο αριθμό αγνώστων, 

το οποίο μπορεί να επιλυθεί με οποιονδήποτε αποδοτικό αλγόριθμο και έτσι να 
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υπολογιστούν οι αρχικές  τιμές  των γενικευμένων άγνωστων ποσοτήτων d1(0) 

και d2(0). Αντίστοιχα, η αντικατάσταση των σχέσεων (3.1.14) στις σχέσεις των 

αρχικών  συνθηκών  του  προβλήματος    (2.2.36β,δ),  που  αντιστοιχούν  στις 

αρχικές ταχύτητες, δίνουν τις παρακάτω 2L γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις ως 

προς τα διανύσματα  1d ,  2d  εκπεφρασμένα για t=0: 

  ( )0
1 1 0 = m0H d u   (3.2.2α) 

  ( )0
2 2 0 = 0H d θ   (3.2.2β) 

Οι  παραπάνω  εξισώσεις,  μαζί  με  τις  δώδεκα  που  προκύπτουν  από  την 

παραγώγιση  ως  προς  το  χρόνο  των  εξισώσεων  της  σχέσης  (3.1.11) 

προσδιορίζουν  ένα  σύνολο  2L+12  γραμμικών  αλγεβρικών  εξισώσεων,  με  ίδιο 

αριθμό  αγνώστων  από  το  οποίο  μπορούν  να  υπολογιστούν  αριθμητικά  οι 

αρχικές  τιμές  των  γενικευμένων  άγνωστων  διανυσμάτων  ( )1 0d , ( )2 0d .  Στο 

σημείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι οι εξισώσεις (3.2.1) επιλύονται πριν από τις 

(3.2.2)  επειδή  τα  διανύσματα  ( )1 0d ,  ( )2 0d   υπεισέρχονται  στο  σύστημα 

υπολογισμού των  ( )1 0d , ( )2 0d . 

 

3.3 Επίλυση προβλήματος αρχικών τιμών 
 

Οι  αρχικές  συνθήκες  ( )1 0d ,  ( )2 0d ,  ( )1 0d , ( )2 0d   μαζί  με  τις  διαφορικές 

εξισώσεις  (3.1.15)  ορίζουν  ένα  πρόβλημα  αρχικών  τιμών  το  οποίο  μπορεί  να 

επιλυθεί με τη χρήση οποιουδήποτε αποδοτικού αλγορίθμου. Για την παρούσα 

εργασία  επελέγη  η  μέθοδος  Petzold‐Gear,  η  οποία  έχει  αναπτυχθεί  για  την 

αριθμητική  επίλυση  συστημάτων  διαφορικών  εξισώσεων  πρώτης  τάξης.  Το 

πρόβλημα αρχικών τιμών που έχει διατυπωθεί όμως, έχει χρονικές παραγώγους 

μέχρι  δεύτερης  τάξης.  Για  να  αντιμετωπιστεί  αυτό  το  πρόβλημα  εισάγονται 

2L+12  νέες  μεταβλητές  έτσι  ώστε  να  μειωθεί  η  τάξη  του  προβλήματος. 

Επιπλέον, παραγωγίζουμε τις εξισώσεις (3.1.11) ως προς το χρόνο και τελικώς 

χρησιμοποιούμε  τις  δώδεκα  διαφορικές  εξισώσεις  που  προκύπτουν  καθώς  η 
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αρχική αλγεβρική τους μορφή οδηγεί σε αδυναμία του αλγορίθμου να επιλύσει 

το πρόβλημα. 

  Τέλος,  όσον  αφορά  στο  απλοποιημένο  πρόβλημα  αρχικών‐συνοριακών 

τιμών  που  διατυπώθηκε  στο  προηγούμενο  κεφάλαιο,  αυτό  επιλύεται  με 

παρόμοια  μεθοδολογία  με  αυτή  που  παρουσιάστηκε  ήδη  και  δεν  χρήζει  σε 

κανένα  σημείο  ιδιαίτερης  προσοχής.  Έτσι,  και  για  λόγους  συντομίας,  οι 

αναλυτικές  εκφράσεις  της  αριθμητικής  επίλυσης  του  απλοποιημένου 

προβλήματος παραλείπονται. 

 

3.4 Αριθμητικός υπολογισμός της συνάρτησης στρέβλωσης 
 

Όπως φαίνεται και στο κεφάλαιο 2, ο υπολογισμός της συνάρτησης στρέβλωσης 

γίνεται μέσω της επίλυσης ενός Λαπλασιανού προβλήματος συνοριακών τιμών 

που  περιγράφεται  από  τις  σχέσεις  (2.2.37).  Το  συγκεκριμένο  πρόβλημα  έχει 

μελετηθεί  εκτενώς  στη  βιβλιογραφία  και  έτσι,  για  λόγους  συντομίας, 

παραλείπονται οι εκφράσεις της αριθμητικής επίλυσης. Αναφέρουμε απλώς ότι 

εφαρμόζεται  η  μέθοδος  συνοριακών  στοιχείων  και  ακολουθούνται  η 

μεθοδολογία  και  οι  εκφράσεις  που  έχουν  ήδη  αναπτυχθεί  σε  προηγούμενες 

εργασίες,  ενώ  για  τη  διακριτοποίηση  των  ολοκληρωτικών  εξισώσεων  που 

προκύπτουν  χρησιμοποιείται  η  υπόθεση  του  σταθερού  στοιχείου.  Η 

διακριτοποίηση  που  απαιτείται  είναι  αποκλειστικά  συνοριακή  και  έτσι 

αξιοποιείται το πλεονέκτημα της μεθόδου συνοριακών στοιχείων να μειώνεται η 

διάσταση  του  εξεταζόμενου  προβλήματος.  Η  διαδικασία  αυτή,  μέσω  της 

μεθόδου  της  ταξιθεσίας  οδηγεί  στη  διατύπωση  ενός  συστήματος  γραμμικών 

εξισώσεων,  η  επίλυση  του  οποίου  δίνει  τις  τιμές  της  συνάρτησης  στρέβλωσης 

στα κομβικά σημεία των συνοριακών στοιχείων. 
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3.5 Αριθμητικός υπολογισμός των γεωμετρικών σταθερών της 
διατομής 

 

Με βάση την ανάλυση του κεφαλαίου 2, η επίλυση του προβλήματος αρχικών‐

συνοριακών  τιμών    προϋποθέτει  ότι  οι  διάφορες  γεωμετρικές  σταθερές  της 

διατομής  που  υπεισέρχονται  στο  πρόβλημα  είναι  γνωστές  ποσότητες.  Οι 

γεωμετρικές  σταθερές  , , , P PP tA I I I     προσδιορίζονται  με  τη  βοήθεια  του 

θεωρήματος απόκλισης Gauss σύμφωνα με τις παρακάτω σχέσεις: 

  ( )y z
1 y z 1A d d yn zn ds
2 y z 2Ω Ω Γ

Ω Ω
⎛ ⎞∂ ∂

= = + = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫ ∫   (3.5.1α) 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

2 2 3 3
P y z

y z1 1I y z d d y n z n ds
3 y z 3Ω Ω Γ

Ω Ω
⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟= + = + = +
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫   (3.5.1β) 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

     

     

22 2 4 4 2 2
PP

5 5 3 2 2 3

5 3 2 5 2 3
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∫

  (3.5.1δ) 

Η σταθερά In υπολογίζεται από τη σχέση (2.3.8) ενώ η σταθερά CS υπολογίζεται 

με  τη  βοήθεια  της  δεύτερης  ταυτότητας  Green  σύμφωνα  με  την  παρακάτω 

σχέση: 

  ( ) ( )
P2P P 2 2 P S

S S S p p S pC d B B d B ds
nΩ Ω Γ

φφ Ω φ φ Ω ∂
= = ⋅∇ − ⋅∇ = −

∂∫ ∫ ∫   (3.5.2) 
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Όπου η συνάρτηση Bp είναι η λύση του παρακάτω προβλήματος συνοριακών 

τιμών: 

  2
p SB ϕ στο∇ = Ω   (3.5.3α) 

  0pB
n

στο
∂

= Γ
∂

  (3.5.3β) 

Και σε αυτές τις περιπτώσεις, ο υπολογισμός των συνοριακών ολοκληρωμάτων 

που έχουν προκύψει στις παραπάνω σχέσεις, γίνεται με την υφιστάμενη 

διακριτοποίηση του συνόρου της διατομής σε σταθερά στοιχεία. 
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Κεφάλαιο 4 – Αριθμητικά Παραδείγματα 
 

4.1 Εισαγωγή 
 

Παρακάτω  παρουσιάζονται  και  αξιολογούνται  τα  αποτελέσματα  των 

αναλύσεων  που  έγιναν  στο  πλαίσιο  της  εφαρμογής  της  θεωρίας  που 

αναπτύχθηκε  στο  δεύτερο  κεφάλαιο.  Οι  αναλύσεις  έγιναν  με  τη  χρήση 

προγράμματος  υπολογιστή  σε  γλώσσα  Fortran,  το  οποίο  βασίζεται  στην 

αριθμητική  επίλυση  που  περιγράφηκε  στο  παραπάνω  κεφάλαιο.  Ο  πηγαίος 

κώδικας  του  προγράμματος  αναπτύχθηκε  από  τον  Υποψήφιο  Διδάκτορα  Β. 

Τσίπηρα,  υπό  την  επίβλεψη  του  Αναπληρωτή  Καθηγητή  κ.  Ε.  Σαπουντζάκη. 

Έχουν  εξεταστεί  διαφορετικές  περιπτώσεις  φόρτισης  αλλά  και  αρχικών 

συνθηκών,  προκειμένου  να  καταδειχθούν  οι  δυνατότητες  και  η  ακρίβεια  της 

μεθόδου που χρησιμοποιήθηκε. 

Σε  όλα  τα  παρακάτω  παραδείγματα,  χάριν  συγκρισιμότητας  των 

αποτελεσμάτων,  αλλά  και  διευκόλυνσης  στην  εκτέλεση  των  αναλύσεων  έχει 

χρησιμοποιηθεί το  ίδιο μήκος ράβδου, το  ίδιο υλικό, η  ίδια διατομή και οι  ίδιες 

συνοριακές συνθήκες. Υπάρχει όμως η δυνατότητα να μεταβληθεί το μήκος ή το 

υλικό  της  ράβδου  (πάντοτε  γραμμικά  ελαστικό),  να  εξεταστούν  και  άλλες 

διατομές  (πάντοτε  διπλά  συμμετρικές)  αλλά  και  οποιεσδήποτε  συνοριακές 

συνθήκες, συμπεριλαμβανομένης και της ύπαρξης ελατηρίου, όπως αναφέρεται 

και στη διατύπωση των συνοριακών συνθηκών (σχέσεις (2.2.34)). 

Το μήκος της ράβδου που εξετάστηκε είναι 4m. Έχει διατομή διπλού ταυ 

με h=b=200mm, πάχος κορμού και πάχος πελμάτων  tf=tw=10mm. Το υλικό της 

έχει  μέτρο  ελαστικότητας  Ε=2,1·108kPa,  μέτρο  διάτμησης  G=8,1·107kPa  και 

πυκνότητα ρ=8,002kN·sec2/m4.  
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Σχήμα 4.1.1 Διατομή της ράβδου που χρησιμοποιήθηκε 

 

Είναι  σαφές  ότι  πρόκειται  για  ένα  λεπτότοιχο  διπλό  ταυ  και  το  πάχος  του 

κορμού  και  των πελμάτων  του  δεν  απέχει  πολύ από  τα αντίστοιχα πρότυπων 

διατομών  με  παρόμοιες  διαστάσεις.  Ο  λόγος  που  επελέγη  μια  λεπτότοιχη 

διατομή  είναι  ότι  έχει  αρκετά μικρή δυστρεψία και  έτσι  μπορεί πιό  εύκολα  να 

αναπτύξει  αρκετά  μεγάλες  στροφές  ώστε  να  εμφανίσει  γεωμετρικώς  μη 

γραμμική συμπεριφορά. Οι γεωμετρικές σταθερές της διατομής φαίνονται στον 

παρακάτω πίνακα: 

Πίνακας 4­1 Γεωμετρικές Σταθερές Διατομής 

Α (m2)  5,800·10‐3 
Ip (m4)  5,434·10‐5 
Ipp (m6)  6,722·10‐7 
It (m4)  2,080·10‐7 
CS (m6)  1,200·10‐7 

 

Η ράβδος που εξετάστηκε είχε τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες. Στο 

αριστερό άκρο (x=0) δεν επιτρεπόταν η αξονική μετατόπιση, δηλαδη um(0,t)=0, 

δεν  επιτρεπόταν  η  στροφή,  δηλαδή  θx(0,t)=0,  ενώ  η  στρέβλωση  ήταν 

ανεμπόδιστη, δηλαδή Mw(0,t)=0. Στο δεξί άκρο της ράβδου (x=l) η στροφή ήταν 

δεσμευμένη  (θx(l,  t)=0),  η  στρέβλωση  δεν  παρεμποδιζόταν  (Mw(l,  t)=0),  ενώ  η 

αξονική  μετατόπιση  ήταν  ελεύθερη.  Επελέγησαν  συμμετρικές  στρεπτικές 

συνοριακές  συνθήκες  για  να  αναδειχθούν  τα  φαινόμενα  της  γεωμετρικής  μη 
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γραμμικότητας  σε  θεμελιώδεις  γεωμετρικές  διαμορφώσεις.  Επίσης,  η  μη 

παρεμπόδιση  της  στρέβλωσης  στα  άκρα  της  ράβδου  οδηγεί  σε  περαιτέρω 

μείωση  της  δυστρεψίας  του  μέλους.  Στις  περισσότερες  από  τις  αναλύσεις  που 

έγιναν,  θεωρήσαμε  στο  δεξί  άκρο  της  ράβδου  ένα  σταθερό  χρονικά  θλιπτικό 

φορτίο τιμής Ν, δηλαδή Ν(l,  t)=Ν. Έγινε ακόμη η παραδοχή ότι το φορτίο αυτό 

επιβάλλεται  στατικά  και  πριν  την  έναρξη  της  ταλάντωσης.  Αυτή  η  παραδοχή 

υλοποιήθηκε  με  την  εισαγωγή  μη  μηδενικών  αρχικών  συνθηκών  για  το  um,  οι 

οποίες  μάλιστα  δίνονται  από  τη  σχέση  ( ) ( ),
,0m

N l t
u x x

EA
= ⋅ ,  όπου  Ε  το  μέτρο 

ελαστικότητας  της  ράβδου,  Α  το  εμβαδό  της  διατομής  και  x  η  απόσταση  του 

κομβικού σημείου από την αρχή της ράβδου. 

 Στα  παρακάτω  παραδείγματα  θα  γίνονται  συχνές  αναφορές  στα 

στρεπτικά δυναμικά μεγέθη της ράβδου, όπως η ιδιοπερίοδος ή η ιδιοσυχνότητα 

της στρεπτικής  ταλάντωσης  της ράβδου και  στο φορτίο στρεπτικού  λυγισμού 

και  τις  στρεπτικές  προ‐  και  μεταλυγισμικές  καταστάσεις.  Χάριν  συντομίας, 

συχνά  θα  παραλείπεται  ο  όρος  «στρεπτικός»,  αλλά  εννοείται  ότι  θα 

αναφερόμαστε  στις  στρεπτικές  ταλαντώσεις  και  το  στρεπτικό  λυγισμό,  αφού 

άλλωστε εκεί αναφέρεται και η θεωρία που αναπτύχθηκε στα πρώτα κεφάλαια. 

 

4.2 Πρώτο  αριθμητικό  παράδειγμα.  Κατασκευή  καμπύλης 
Αξονικού Φορτίου – Θεμελιώδους Ιδιοσυχνότητας 

 

Στο πρώτο αριθμητικό παράδειγμα έγινε η προσπάθεια να καταδειχθεί η 

ακρίβεια  της  μεθόδου,  αλλά  και  η  δυνατότητά  της  να  εκτελέσει  αναλύσεις 

ράβδων με αξονικό φορτίο που ξεπερνά το φορτίο στρεπτικού λυγισμού και να 

δώσει  τη  δυναμική  συμπεριφορά  της  ράβδου  σε  μεταλυγισμική  κατάσταση. 

Γι’αυτό το λόγο τα αποτελέσματα των αναλύσεων που έγιναν συγκρίνονται με 

αποτελέσματα μιας ήδη δημοσιευμένης εργασίας. 

Οι  Mohri  et  al  (2004)  παρουσιάζουν  μια  θεωρία  ανάλυσης  των 

ταλαντώσεων λεπτότοιχων ανοιχτών διατομών. Αναπτύσσουν ένα μη γραμμικό 

προσομοίωμα  δυναμικής  ανάλυσης  που  λαμβάνει  υπ’οψη  του  τη  στρέβλωση 

των  διατομών  μέσω  της  προσεγγιστικής  θεωρίας  Vlasov,  τη  σύζευξη  της 
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στρέψης  με  την  κάμψη  και  τη  σύζευξη  της  κάμψης  σε  δύο  διευθύνσεις. 

Ακολούθως, γίνεται ανάλυση ταλαντώσεων μικρού πλάτους στην προλυγισμική 

και  τη  μεταλυγισμική  κατάσταση  της  ράβδου.  Για  την  ανάλυση  των 

ταλαντώσεων  στη  μεταλυγισμική  κατάσταση  γίνεται  η  ακόλουθη  παραδοχή. 

Θεωρείται  η  ράβδος  στη  θέση  παραμορφωμένης  ισορροπίας  της  μετά  το 

λυγισμό υποθέτοντας ότι η παραμόρφωση έχει επιβληθεί στατικά και στη θέση 

αυτή  γίνεται  ανάλυση  ταλαντώσεων  μικρού  πλάτους.  Έτσι  το  πρόβλημα 

χωρίζεται  σε  ένα  στατικό  μεγάλων  μετατοπίσεων  και  ένα  δυναμικό  μικρών 

μετατοπίσεων.  Τέλος,  από  το  γραμμικό  πρόβλημα  στην  προλυγισμική 

κατάσταση  και  με  τη  χρήση  της  παραπάνω  παραδοχής  για  τη  μεταλυγισμική 

κατάσταση, παρουσιάζουν και αναλυτικές σχέσεις που συνδέουν τη θεμελιώδη 

ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου  με  το  αξονικό  φορτίο.  Σημειωτέον,  ότι  κατά  τη 

διατύπωση  των  εξισώσεων που  διέπουν  το πρόβλημα αγνοούνται  οι  όροι που 

αντιστοιχούν στην αξονική και τη στρεβλωτική αδράνεια. Ειδικά σε ότι αφορά 

στην  αξονική  αδράνεια,  όπως  έχει  αναφερθεί  και  προηγουμένως,  η  παραδοχή 

αυτή απλοποιεί αρκετά το πρόβλημα και γίνεται συχνά στη βιβλιογραφία. 

Για  τις  ανάγκες  αυτού  του  παραδείγματος,  εκτελέστηκαν  αναλύσεις 

ελεύθερων  ταλαντώσεων  της  ράβδου  που  περιγράφηκε  παραπάνω,  με 

διαφορετικές  τιμές  αξονικού  φορτίου.  Στην  προλυγισμική  κατάσταση  της 

ράβδου,  έχουν  γίνει  αναλύσεις  ταλαντώσεων με  μικρό πλάτος  (0,05  rad  ≈  3°). 

Στη μεταλυγισμική κατάσταση, για λόγους συγκρισιμότητας, έχει θεωρηθεί μια 

αρχική  στροφή  λίγο  μεγαλύτερη  από  την  παραμορφωμένη  θέση  ισορροπίας. 

Πρέπει όμως να τονιστεί ότι στην παρούσα εργασία δεν γίνεται ο διαχωρισμός 

μεταξύ μεγάλων στατικών και μικρών δυναμικών παραμορφώσεων που γίνεται 

στην εργασία των Mohri et al. Για να είναι όμως συγκρίσιμα τα αποτελέσματα, 

στις αναλύσεις που έγιναν αγνοήθηκε ο όρος της αξονικής αδράνειας. 

Σε  όλες  τις  αναλύσεις  αυτού  του  αριθμητικού  παραδείγματος  η  ράβδος 

που χρησιμοποιήθηκε είχε 51 εσωτερικούς κόμβους. 

Οι Mohri et al δίνουν τις ακόλουθες αναλυτικές σχέσεις που συνδέουν τη 

θεμελιώδη στρεπτική ιδιοσυχνότητα της ράβδου με το αξονικό φορτίο που της 

ασκείται στην προλυγισμική κατάσταση: 
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  2 2 1 P
Pθ
θ

ω ω
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (4.2.1) 

Όπου ωθ η στρεπτική ιδιοσυχνότητα της ράβδου απουσία αξονικού φορτίου, Ρ 

το αξονικό φορτίο που ασκείται στη ράβδο και Pθ το πρώτο φορτίο στρεπτικού 

λυγισμού , τα οποία δίνονται από τους παρακάτω τύπους: 

 
22

2
2 2

S
t

p

C GI
mL I Lθ

ππω
⎛ ⎞Ε

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (4.2.2α) 

 
2

2
S

t
p

ECAP GI
I Lθ

π⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (4.2.2β) 

Όπου m είναι η μάζα της ράβδου ανά μονάδα μήκους. 

Για την μεταλυγισμική κατάσταση της ράβδου, δίνεται ο παρακάτω τύπος: 

  2 22 1P
Pθ
θ

ω ω
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (4.2.3) 

Παρατηρούμε τόσο από τη σχέση (4.2.1), όσο και από τη σχέση (4.2.3) ότι 

όταν  το  αξονικό  φορτίο  της  ράβδου  ισούται  με  το  φορτίο  λυγισμού  έχουμε 

μηδενισμό της ιδιοσυχνότητας. Η γραφική παράσταση των σχέσεων (4.2.1) και 

(4.2.3) φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 

 



Κεφάλαιο 4 – Αριθμητικά Παραδείγματα 

 

68 
 

 

Σχήμα 4.2.1 ­ Ιδιοσυχνότητα ­ Αξονικό Φορτίο 

 

Οι αναλύσεις  των  ελεύθερων ταλαντώσεων,  όσο  το αξονικό φορτίο  της 

ράβδου  είναι  μικρότερο  από  το  φορτίο  λυγισμού,  έγιναν  θεωρώντας  αρχικές 

στροφές στους εσωτερικούς κόμβους της, οι οποίες ακολουθούσαν το σχήμα της 

γραμμικής θεμελιώδους στρεπτικής ιδιομορφής και το μέγιστο πλάτος τους στο 

μέσο  της  ράβδου  ισούνταν  με  0,05  rad  (≈3°).  Έγιναν  αναλύσεις  για  διάφορες 

τιμές του αξονικού φορτίου και υπολογίστηκαν οι θεμελιώδεις ιδιοπερίοδοι (και 

στη συνέχεια και οι θεμελιώδεις  ιδιοσυχνότητες) από τις  χρονοϊστορίες  για  τη 

στροφή  στο  μέσο  της  ράβδου  που  έδωσαν  οι  αναλύσεις.  Τα  αποτελέσματα 

αυτών  των αναλύσεων,  μαζί  με  τις  θεωρητικές  τιμές  των  ιδιοσυχνοτήτων που 

δίνει η σχέση (4.2.1) φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Πίνακας 4­2 Αποτελέσματα αναλύσεων ελεύθερων ταλαντώσεων για την 
προλυγισμική κατάσταση της ράβδου και σύγκριση με Mohri et al 

Ρ [kN]  ω από ανάλυση  
[sec‐1] 

ω από σχέση 
(4.2.1) (Mohri et 

al) [sec‐1] 

Απόκλιση 
μεταξύ των δύο 

[%] 
0  214,286  214,374  0,041 
500  198,196  198,269  0,037 
1000  180,684  180,735  0,029 
1500  161,270  161,307  0,023 
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2000  139,185  139,192  0,005 
2500  112,857  112,823  0,030 
3000  78,099  77,997  0,131 
3400  28,119  27,698  1,521 
 

Ενδεικτικά  παρατίθεται  η  χρονοσειρά  της  ελεύθερης  ταλάντωσης  της 

ράβδου  για  αρχική  παραμόρφωση  με  το  σχήμα  της  θεμελιώδους  ιδιομορφής, 

πλάτος  στο  μέσο  0,05  rad  και  αξονικό  φορτίο  1000kN.  Η  θεμελιώδης 

ιδιοπερίοδος υπολογίστηκε ως ο μέσος όρος όλων των αποστάσεων μεταξύ δύο 

διαδοχικών μεγίστων ή ελαχίστων της χρονοϊστορίας. 

 

Σχήμα 4.2.2 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης για αξονικό φορτίο 1000kN 

 

 Παρατηρούμε  από  τον  Πίνακα  4‐2  ότι  η  χρησιμοποιούμενη  μέθοδος  δίνει 

εξαιρετική  ακρίβεια  για  τον  προλυγισμικό  κλάδο,  αν  και  παρατηρούμε  μια 

πτώση  της  ακρίβειας  όσο  προχωράμε  προς  το  φορτίο  λυγισμού.  Όπως  θα 

δείξουμε και παρακάτω, η αύξηση του αρχικού πλάτους ταλάντωσης οδηγεί σε 

αύξηση  της  ιδιοσυχνότητας  λόγω  της  επιρροής  της  γεωμετρικής  μη 

γραμμικότητας.  Επίσης,  είναι  γνωστό  ότι  η  αύξηση  του  αξονικού  φορτίου 

μειώνει  τη  στιβαρότητα  της  ράβδου.  Αυτό  εξηγεί  και  την  αύξηση  της 

ιδιοσυχνότητας σε σχέση με την τιμή που δίνει η αναλυτική σχέση  (4.2.1) που 
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παρατηρείται για αξονικό φορτίο 3400kN. Το συγκεκριμένο αξονικό φορτίο, το 

οποίο  είναι  πολύ  κοντά  στο  φορτίο  στρεπτικού  λυγισμού,  έχει  αυξήσει  τόσο 

πολύ τη στρεπτική ευαισθησία της ράβδου, ώστε η αρχική στροφή των 0,05 rad 

προκαλεί  γεωμετρικά  μη  γραμμική  συμπεριφορά  στη  ράβδο  και  έτσι  έχουμε 

αύξηση της ιδιοσυχνότητας. Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τις ιδιοσυχνότητες της 

δοκού για αξονικό φορτίο 3000kN και 3400kN και αρχική στροφή 0,0005 rad: 

 

Πίνακας 4­3 Αποτελέσματα αναλύσεων ελεύθερων ταλαντώσεων για την 
προλυγισμική κατάσταση της ράβδου και σύγκριση με Mohri et al 

Ρ [kN]  ω από ανάλυση  
[sec‐1] 

ω από σχέση 
(4.2.1) (Mohri et 

al) [sec‐1] 

Απόκλιση 
μεταξύ των δύο 

[%] 
3000  78,004  77,997  0,008 
3400  27,722  27,698  0,087 

 

  Παρατηρούμε ότι σε αυτή την περίπτωση, που έχει μειωθεί σημαντικά το 

αρχικό  πλάτος  ταλάντωσης  έχει  μειωθεί  και  η  απόκλιση  από  τη  θεωρητική 

σχέση,  και  μπορούμε  να  καταλήξουμε  ότι  ο  λόγος  για  την  αρχική  μείωση  της 

ακρίβειας ήταν όντως αυτός που παρατέθηκε παραπάνω. 

  Ενδιαφέρον  παρουσιάζει  και  η  διερεύνηση  της  ιδιοσυχνότητας  της 

ελεύθερης  ταλάντωσης  συναρτήσει  του  αρχικού  πλάτους  της  ταλάντωσης  για 

διαφορετικές τιμές του αξονικού φορτίου.  

 

 

Πίνακας 4­4 Ιδιοσυχνότητα ελεύθερης ταλάντωσης συναρτήσει του 
αξονικού φορτιόυ και της αρχικού πλάτους ταλάντωσης 

Θλιπτικό 
Φορτίο Ρ 
[kN] 

Αρχικό 
Πλάτος 

Ταλάντωσης α 
[rad] 

Ιδιοσυχνότητα 
ω [sec‐1] 

Ιδιοσυχνότητα 
σύμφωνα με 
τη σχέση 

(4.2.1) [sec‐1] 

Απόκλιση 
από την 
αναλυτική 
σχέση [%] 

0 

0,05  214,286 

214.374 

0,041 
0,5  219,073  2,192 
1  232,633  8,517 
2  278,852  30,077 
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2000 

0,05  139,185 

139.192 

0,005 
0,5  146,570  5,301 
1  166,028  19,280 
2  225,132  61,742 

3400 

0,05  28,119 

27.698 

1,521 
0,5  52,916  91,048 
1  93,479  237,496 
2  178,039  542,788 

 

  Το  κύριο  συμπέρασμα  που  προκύπτει  από  τον  παρακάτω  πίνακα  είναι 

ότι η θεμελιώδης ιδιοσυχνότητα αυξάνεται με την αύξηση του αρχικού πλάτους 

ταλάντωσης. Αυτό  οφείλεται  στην αύξηση  της  δυστρεψίας  λόγω  της  επιρροής 

της  γεωμετρικής  μη  γραμμικότητας.  Το  συμπέρασμα  αυτό  είχε  εξαχθεί  στο 

παρελθόν  και  από  τους  Rozmarynowski  &  Szymczak  (1984),  οι  οποίοι  όμως 

αγνόησαν κάποιους μη γραμμικούς όρους του προβλήματος.  

Αντιθέτως  με  την  προλυγισμική  κατάσταση,  για  την  μεταλυγισμική 

χρησιμοποιήθηκε  μια  αρκετά  διαφορετική  προσέγγιση  από  τους  Mohri  et  al. 

Εκείνοι,  όπως  περιγράφηκε  και  παραπάνω,  για  να  μελετήσουν  την 

μεταλυγισμική συμπεριφορά μιας ράβδου θεωρούσαν ότι η ράβδος έχει φτάσει 

στατικά  στην  παραμορφωμένη  θέση  ισορροπίας  και  εκεί  μελετούσαν 

ταλαντώσεις  μικρού  πλάτους.  Για  να  ληφθούν  κατά  το  δυνατόν  συγκρίσιμα 

αποτελέσματα  υπολογίστηκε  η  παραμορφωμένη  θέση  ισορροπίας  συναρτήσει 

του αξονικού φορτίου από τον παρακάτω αναλυτικό τύπο που δίνεται από τους 

Mohri et al (2001): 

  ( )
2

0 2

8
3

p

n

IL P P
EI θθ

π
= ± −   (4.2.4) 

Όπου θ0 η παραμορφωμένη θέση ισορροπίας και Ιn μια γεωμετρική σταθερά της 

διατομής που δίνεται από τη σχέση: 

 
2
p

n pp

I
I I

A
= −   (4.2.5) 

Ακολούθως υπολογίστηκε  η  ιδιομορφή  της    ράβδου  για πλάτος στο μέσο  λίγο 

μεγαλύτερο  από  τη  γωνία  θ0,  όπως  αυτή  υπολογίζεται  παραπάνω  και 

εκτελέστηκαν  αναλύσεις  ελεύθερων  ταλαντώσεων,  όπως  και  στην  περίπτωση 
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της  προλυγισμικής  κατάστασης.  Τα  αποτελέσματα  των  αναλύσεων 

παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Πίνακας 4­5 Αποτελέσματα αναλύσεων ελεύθερων ταλαντώσεων για την 
μεταλυγισμική κατάσταση της ράβδου και σύγκριση με Mohri et al 

Ρ [kN]  ω από ανάλυση  
[sec‐1] 

ω από σχέση 
(4.2.1) (Mohri et 

al) [sec‐1] 

Απόκλιση 
μεταξύ των δύο 

[%] 
3500  33,402  33,524  0,363 
4000  117,523  120,061  2,114 
4500  164,175  166,450  1,367 
5000  200,569  202,476  0,947 
5500  229,447  232,996  1,523 
6000  253,806  259,958  2,367 
6500  278,526  284,375  2,057 
7000  294,527  306,855  4,018 
7500  321,621  327,797  1,884 
8000  341,379  347,479  1,756 
8500  357,645  366,104  2,311 
9000  371,995  383,827  3,083 
9500  390,006  400,767  2,685 
10000  406,832  417,019  2,443 

 

Στον  ακόλουθο  πίνακα  φαίνονται  και  τα  αρχικά  πλάτη  ταλάντωσης  που 

χρησιμοποιήθηκαν στην ανάλυση: 

 

Πίνακας 4­6 Αρχικά πλάτη ταλάντωσης που χρησιμοποιήθηκαν κατά τις 
αναλύσεις 

Ρ [kN] 
θ0 που 

χρησιμοποιήθηκε 
[rad] 

θ0 από σχέση 
(4.2.4) [rad] 

3500  0,224  0,224 
4000  0,820  0,801 
4500  1,200  1,110 
5000  1,450  1,351 
5500  1,700  1,554 
6000  1,950  1,734 
6500  2,150  1,897 
7000  2,400  2,047 
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7500  2,650  2,187 
8000  2,350  2,318 
8500  2,500  2,442 
9000  2,650  2,560 
9500  2,750  2,673 
10000  2,830  2,782 

 

Παρατηρούμε  ότι  η  διαφοροποίηση  εδώ  έχει  αυξηθεί.  Αυτό  συμβαίνει  επειδή 

εκτός  του  ότι  οι  Mohri  et  al  αγνοούν  τη  στρεβλωτική  αδράνεια,  η  μέθοδος 

Galerkin που  χρησιμοποιούν δε  λαμβάνει  υπ’όψη την αλλαγή  της θεμελιώδους 

ιδιομορφής  της  ταλάντωσης.  Το  φαινόμενο  αυτό  λαμβάνεται  υπ’όψη  στα 

πλαίσια  της  παρούσας  εργασίας,  έστω  και  με  την  προσεγγιστική‐αριθμητική 

διαδικασία που περιγράφηκε σε προηγούμενο κεφάλαιο. Παρακάτω φαίνονται 

συγκεντρωτικά  σε  ένα  διάγραμμα  θεμελιώδους  ιδιοσυχνότητας  –  αξονικού 

φορτίου  τα αποτελέσματα  των αναλύσεων που  έγιναν  (κόκκινα σημεία)  και  η 

απόκλισή τους από τη θεωρητική (μπλε) καμπύλη:  

 

 

Σχήμα 4.2.3 Διάγραμμα Θεμελιώδους Ιδιοσυχνότητας ­ Θλιπτικού Φορτίου 
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Για  λόγους  εποπτείας,  στο  παρακάτω  σχήμα  φαίνεται  η  χρονοσειρά  της 

ελεύθερης  ταλάντωσης  της  ράβδου  για  αξονικό  φορτίο  P=5000kN,  όπου 

φαίνεται καθαρά και η ταλάντωση περί παραμορφωμένη θέση ισορροπίας:  

 

 

Σχήμα 4.2.4 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης για αξονικό φορτίο Ρ=5000kN 

 

Όπως  αναφέρθηκε  και  παραπάνω,  σαν  αρχική  παραμόρφωση  της 

ράβδου  χρησιμοποιείται  το  σχήμα  της  γραμμικής  θεμελιώδους  ιδιομορφής 

επειδή  αυτό  το  σχήμα  χρησιμοποιείται  και  στη  δημοσίευση  με  την  οποία 

συγκρίνονται  τα  αποτελέσματα,  όπου  χρησιμοποιείται  η  μέθοδος  Galerkin  με 

θεώρηση αποκλειστικά της γραμμικής θεμελιώδους ιδιομορφής για την ανάλυση 

του  προβλήματος.  Όμως,  η  ύπαρξη  των  υψίσυχνων  συνιστωσών  στην 

παραπάνω ταλάντωση σημαίνει ότι στη μεταλυγισμική κατάσταση, η γραμμική 

και  η  μή  γραμμική  ιδιομορφή  δεν  ταυτίζονται.  Η  χρονοσειρά  της  ελεύθερης 

ταλάντωσης  με  αρχική  παραμόρφωση  με  το  σχήμα  της  μη  γραμμικής 

θεμελιώδους ιδιομορφής φαίνεται στο παρακάτω σχήμα:  
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Σχήμα 4.2.5 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης με αρχική παραμόρφωση με το σχήμα 
της μη γραμμικής θεμελιώδους ιδιομορφής 

 

Ο τρόπος υπολογισμού της μη γραμμικής ιδιομορφής μελετάται εκτενώς 

στις  εργασίες  των  Rozmarynowski  &  Szymczak  (1984)  και  Sapountzakis  & 

Tsipiras (2009). 

Στην περίπτωση της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς η διερεύνηση της επιρροής 

του  αρχικού  πλάτους  ταλάντωσης  στην  ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου  αποκτά 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Στο παρακάτω γράφημα φαίνονται τα αποτελέσματα των 

αναλύσεων που έγιναν για δύο διαφορετικά αξονικά φορτία, πάντα μεγαλύτερα 

από  το  φορτίο  στρεπτικού  λυγισμού  και  για  διαφορετικά  αρχικά  πλάτη 

ταλάντωσης:  
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Σχήμα 4.2.6 Θεμελιώδης Ιδιοσυχνότητα – Αρχική Στροφή στο Μέσο 

 

Χαρακτηριστικό είναι μάλιστα το γεγονός ότι η συμπεριφορά της ράβδου είναι 

τελείως  διαφορετική  στον  φθίνοντα  κλάδο  των  καμπυλών  του  γραφήματος 

4.2.6  από  ότι  στον  αύξοντα  κλάδο.  Πιο  συγκεκριμένα,  στο  παρακάτω  σχήμα 

φαίνεται  η  ταλάντωση  της  ράβδου  για  αξονικό  φορτίο  Ρ=5500kN  και  αρχική 

στροφή στο μέσο 2 rad:  
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Σχήμα 4.2.7 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης για Ρ=5500kN και αρχική στροφή 2 rad 
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Στο  παραπάνω  σχήμα  παρατηρούμε  ότι  η  ταλάντωση  γίνεται  περί 

παραμορφωμένη  θέση  ισορροπίας  και  ότι  εξακολουθούν  να  υπάρχουν 

υψίσυχνες συνιστώσες, αν και όχι τόσο έντονες όσο στο σχήμα 4.2.4. Για λόγους 

πληρότητας παρατίθεται και το γράφημα που παρουσιάζει την ταλάντωση υπό 

αξονικό φορτίο 7500kN και με αρχική στροφή στο μέσο της ράβδου 3 rad:  

 

 

Σχήμα 4.2.8 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης με Ρ=7500kN και αρχική στροφή στο 
μέσο 3 rad 
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 Το επόμενο γράφημα δείχνει τη μορφή της ταλάντωσης στο επόμενο σημείο της 

καμπύλης  του  σχήματος  4.2.6  που  αντιστοιχεί  σε  αξονικό  φορτίο  5500kN,  με 

αρχική στροφή στο μέσο της ράβδου 2,25 rad: 

 

 

Σχήμα 4.2.9 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης για Ρ=5500kN και αρχική στροφή στο 
μέσο 2,25 rad 

 

Παρατηρούμε  ότι  η  μορφή  της  ταλάντωσης  έχει  αλλάξει  αρκετά  και  έχουν 

εξαφανιστεί  οι  υψίσυχνες  συνιστώσες,  αλλά  η  ταλάντωση  εξακολουθεί  να 

γίνεται  περί  παραμορφωμένη  θέση  ισορροπίας.  Στον  ανερχόμενο  κλάδο  των 

καμπυλών  του  σχήματος  4.2.6,  η  μορφή  της  ταλάντωσης  είναι  αυτή  που 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα, το οποίο αντιστοιχεί σε αξονικό φορτίο 5500 kN 

και αρχική στροφή 2,5 rad:  
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Σχήμα 4.2.10 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης με Ρ=5500kN κι αρχική στροφή στο 
μέσο 2,5 rad 
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Είναι  φανερό  ότι  έχει  αλλάξει  σημαντικά  η  μορφή  της  ταλάντωσης,  με 

σημαντικότερη  αλλαγή  το  γεγονός  ότι  η  ταλάντωση  γίνεται  περί  την 

απαραμόρφωτη θέση  ισορροπίας παρά  το  γεγονός  ότι  το  αξονικό φορτίο που 

ασκείται στη ράβδο  ξεπερνά  το φορτίο στρεπτικού  λυγισμού. Άλλη σημαντική 

αλλαγή  είναι  το  γεγονός  ότι  πλέον  το  πλάτος  της  ταλάντωσης  είναι  πολύ 

μεγαλύτερο  από  την  περίπτωση  που  η  ταλάντωση  γινόταν  περί  την 

παραμορφωμένη  θέση  ισορροπίας.  Στην  περίπτωση  του  έτερου  αξονικού 

φορτίου  που  εξετάζεται  στο  σχήμα  4.2.6,  των  7500kN  η  κατάσταση  είναι 

αντίστοιχη, όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα, το οποίο δείχνει την ελεύθερη 

ταλάντωση  της  ράβδου  με  αξονικό φορτίο  Ρ=7500kN  και  αρχική  στροφή  στο 

μέσο ίση με 3,25 rad:  

 

 

Σχήμα 4.2.3 Χρονοσειρά ελεύθερης ταλάντωσης με Ρ=7500kN και αρχική στροφή στο 
μέσο 3,25 rad 

 

  Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται συγκεντρωτικά οι αρχικές στρεπτικές 

παραμορφώσεις που εξετάστηκαν παραπάνω στις περιπτώσεις που το αξονικό 
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φορτίο  είναι  μεγαλύτερο  από  το  φορτίο  λυγισμού,  η  θέση  παραμορφωμένης 

ισορροπίας  που  αντιστοιχεί  στο  αξονικό  φορτίο  που  ασκείται,  όπως  αυτή 

προκύπτει από τη σχέση (4.2.4), αλλά και η θέση ισορροπίας που προκύπτει από 

την ανάλυση: 

 

Πίνακας 4­7 Θέσεις Ισορροπίας και πλάτη ταλάντωσης της ράβδου για 
διαφορετικές τιμές αξονικού φορτίου και αρχικής στροφής 

Αξονικό 
Φορτίο [kN]  θ0 [rad]  Αρχική 

στροφή [rad] 

Θέση 
Ισορροπίας  
Ταλάντωσης 

[rad] 

Πλάτος 
Ταλάντωσης 

[rad] 

5500  1,55 

1,70 1,60 0,10 
2,00 1,51 0,49 
2,25 1,27 0,98 
2,50 0,00 2,64 
3,50 0,00 3,79 
4,50 0,00 ‐* 

7500  2,19 

2,65 2,25 0,40 
3,00 2,05 0,95 
3,25 0,00 3,49 
3,50 0,00 3,79 
5,00 0,00 ‐* 
7,50 0,00 ‐* 

* το πλάτος είναι μεταβλητό με το χρόνο 

 

Παρατηρούμε  ότι  όσο  αυξάνεται  η  αρχική  στροφή  της  ράβδου  η  θέση 

ισορροπίας της ταλάντωσης μετατοπίζεται προς το μηδέν και αυξάνεται και το 

πλάτος της ταλάντωσης. Αυτό σημαίνει ότι όσο αυξάνεται η αρχική στροφή της 

ράβδου,  η  μεσαία  διατομή  της  ράβδου,  που  είναι  αυτή  που  εξετάζουμε,  θα 

πλησιάζει  ολοένα  και  περισσότερο  προς  την  απαραμόρφωτη  κατάσταση,  η 

οποία αποτελεί σημείο ασταθούς  ισορροπίας  για  τη ράβδο,  εν αντιθέσει  με  τη 

θέση  ισορροπίας  της  ταλάντωσης,  η  οποία  αποτελεί  σημείο  ευσταθούς 

ισορροπίας.  Μια  πιθανή  ερμηνεία  της  αλλαγής  στη  συμπεριφορά  της  ράβδου 

είναι η απαραμόρφωτη θέση της ράβδου να αποτελεί ασταθή θέση ισορροπίας 

για μικρή διαταραχή, αλλά ευσταθή θέση για μεγάλη. 

Επίσης,  ας  σημειωθεί  ότι  το  πλάτος  ταλάντωσης  στην  περίπτωση  που  η 

ράβδος  ταλαντώνεται  περί  την  απαραμόρφωτη  θέση  ισορροπίας  είναι 
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μεγαλύτερο από την αρχική στροφή που εισάγεται στη ράβδο. Αυτό οφείλεται 

στο γεγονός ότι κατά τις αναλύσεις δίνουμε στη ράβδο αρχική παραμόρφωση με 

το σχήμα της γραμμικής ιδιομορφής, η οποία διαφέρει από τη μη γραμμική. 

Συγκεφαλαιώνοντας, σε αυτό το αριθμητικό παράδειγμα καταδεικνύεται 

η ακρίβεια της μεθόδου που προτείνεται σε αυτή την εργασία συγκρίνοντας τα 

αποτελέσματα της μεθόδου με αντίστοιχα μιας ήδη δημοσιευμένης εργασίας ενώ 

καταδεικνύονται  και  κάποιες  από  τις  δυνατότητες  της  μεθόδου,  όπως  είναι  η 

ανάλυση της στρεπτικής μεταλυγισμικής συμπεριφοράς της ράβδου. Μπορούμε 

να  δούμε  ότι  η  ακρίβεια  των  αποτελεσμάτων  είναι  γενικώς  παραπάνω  από 

ικανοποιητική, ιδιαίτερα δε στην προλυγισμική κατάσταση της ράβδου, όπου το 

σφάλμα δεν ξεπερνά το 1,5%, ενώ περιορίζεται στο 0,05% για αξονικά φορτία 

αρκετά μακριά από  το φορτίο στρεπτικού  λυγισμού, ώστε  οι  αρχικές ατέλειες 

της ράβδου να μην επηρρεάζουν σημαντικά τη συμπεριφορά της ράβδου. Εκτός 

από  αυτό,  έγινε  και  μια  σύντομη  διερεύνηση  της  επιρροής  της  αρχικής 

παραμόρφωσης  της  ράβδου  στη  θεμελιώδη  στρεπτική  ιδιοσυχνότητα  της 

ράβδου,  από  την  οποία  μπορούν  να  γίνουν  κάποιες  ιδιαιτέρως  ενδιαφέρουσες 

παρατηρήσεις.  Στην  προλυγισμική  κατάσταση  της  ράβδου,  η  αύξηση  της 

αρχικής  παραμόρφωσης  οδηγεί  σε  αύξηση  της  ιδιοσυχνότητας  της  ράβδου. 

Αντιθέτως,  στη  μεταλυγισμική  κατάσταση  της  ράβδου  παρατηρείται 

διαφορετική  συμπεριφορά.  Μέχρι  ενός  σημείου,  αύξηση  της  αρχικής 

παραμόρφωσης  οδηγεί  σε  μείωση  της  ιδιοσυχνότητας  της  ράβδου,  ενώ  η 

ταλάντωση γίνεται περί την παραμορφωμένη θέση ισορροπίας που αντιστοιχεί 

στο αξονικό φορτίο της ράβδου. Από ένα οριακό σημείο και μετά, η αύξηση της 

αρχικής  παραμόρφωσης  της  ράβδου  συνοδεύεται  από  αύξηση  της 

ιδιοσυχνότητας  και  η  ταλάντωση  γίνεται  περί  την  απαραμόρφωτη  θέση  της 

ράβδου, παρά το γεγονός ότι το αξονικό φορτίο ξεπερνά το φορτίο στρεπτικού 

λυγισμού της ράβδου. Η περαιτέρω ποιοτική ανάλυση του φαινομένου αυτού, το 

οποίο  δεν  έχει  μελετηθεί  εκτενώς  στη  βιβλιογραφία,  εκφεύγει  των  ορίων  της 

παρούσης διπλωματικής εργασίας. 
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4.3 Δεύτερο  Αριθμητικό  Παράδειγμα.  Ελεύθερες  Ταλαντώσεις 
Ράβδου με Αρχική Ταχύτητα και υπό Αξονικό Φορτίο. 

 

Στο  προηγούμενο  αριθμητικό  παράδειγμα  εκτελέστηκαν  αναλύσεις  κατά 

τις  οποίες  εφαρμοζόταν  η  θεμελιώδης  ιδιομορφή  ως  αρχική  στρεπτική 

μετακίνηση  και  η  ράβδος  αφηνόταν  να  εκτελέσει  ελεύθερες  ταλαντώσεις.  Σε 

αυτό  το  παράδειγμα  μελετάται  η  δυνατότητα  της  μεθόδου  να  εκτελέσει 

αναλύσεις  ελεύθερων  ταλαντώσεων,  όταν  στη  ράβδο  εφαρμόζεται  μια  αρχική 

ταχύτητα.  Επιπλέον,  στα  πλαίσια  του  παρόντος  παραδείγματος  επελέγη 

σταθερή κατά μήκος της ράβδου αρχική ταχύτητα με σκοπό να μελετηθούν οι 

δυνατότητες της μεθόδου να αντιμετωπίσει πολυϊδιομορφικές ταλαντώσεις.  

Έγιναν  αναλύσεις  για  διαφορετικές  τιμές  αρχικών  ταχυτήτων  και 

αξονικών φορτίων.  Τα  αξονικά φορτία  που  επελέγησαν  ήταν  όλα  μεγαλύτερα 

από  το  θεμελιώδες  φορτίο  στρεπτικού  λυγισμού,  με  σκοπό  να  καταδειχθεί  η 

μεταλυγισμική  συμπεριφορά  της  ράβδου.  Πρέπει,  ακόμη,  να  σημειωθεί  ότι  η 

ταλάντωση  της  ράβδου  δεν  ξεκινούσε  από  την  παραμορφωμένη  θέση 

ισορροπίας, αλλά εισαγόταν και μια αρχική μετακίνηση ώστε η ράβδος να ξεκινά 

την ταλάντωση από την απαραμόρφωτη θέση ισορροπίας.  

Τέλος,  οι  ίδιες  αναλύσεις  έγιναν  τόσο  λαμβάνοντας  υπ’όψη  τον  όρο  της 

αξονικής αδράνειας, όσο και αγνοώντας τον και συγκρίθηκαν τα αποτελέσματα 

για να φανεί η επιρροή του όρου αυτού και να αξιολογηθεί το πόσο βάσιμη είναι 

η παραδοχή της αμέλειας της αξονικής αδράνειας, παραδοχή που γίνεται αρκετά 

συχνά στη βιβλιογραφία. 

Όλα τα χαρακτηριστικά της ράβδου, γεωμετρία, υλικό, συνθήκες στήριξης, 

είναι ίδια με αυτά του προηγούμενου αριθμητικού παραδείγματος, ενώ σε αυτό 

το παράδειγμα η ράβδος σε όλες τις αναλύσεις έχει 21 εσωτερικούς κόμβους. 

Η πρώτη ανάλυση έγινε με αξονικό φορτίο 5000kN και αρχική ταχύτητα 

30 rad/s κοινή για όλους τους εσωτερικούς κόμβους της ράβδου. Στα παρακάτω 

σχήματα φαίνονται οι χρονικές εξελίξεις της στροφής της μεσαίας διατομής της 

ράβδου και της αξονικής μετατόπισης στο δεξί άκρο της ράβδου, το οποίο είναι 

αξονικά  ελεύθερο.  Στα  σχήματα  φαίνονται  τα  αποτελέσματα  τόσο  για  την 
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περίπτωση του πλήρους προβλήματος,  το οποίο  λαμβάνει  υπ’όψη την αξονική 

αδράνεια, όσο και για την περίπτωση του απλοποιημένου, το οποίο την αγνοεί:  

 

 

Σχήμα 4.3.1 Χρονοσειρά της στροφής στο μέσο της ράβδου για Ρ=5000kN και αρχική 
ταχύτητα 30 rad/s 
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Σχήμα 4.3.2 Χρονοσειρά της αξονικής μετατόπισης του δεξιού άκρου για Ρ=5000kN και 
αρχική ταχύτητα 30 rad/s 

 

Από τα δύο παραπάνω σχήματα μπορούν να γίνουν οι εξής δύο παρατηρήσεις. 

Πρώτον,  ότι  για  το  συγκεκριμένο  αξονικό φορτίο  και  τη  συγκεκριμένη  αρχική 

ταχύτητα  η  συμπεριφορά  της  ράβδου  μοιάζει  πολύ  με  την  περίπτωση  του 

προηγούμενου παραδείγματος, όπου το αξονικό φορτίο ήταν μεγαλύτερο από το 

φορτίο  λυγισμού  και  η  αρχική  παραμόρφωση  ήταν  αρκετά  μεγάλη  ώστε  η 

ταλάντωση  να  γίνεται  περί  την  απαραμόρφωτη θέση  ισορροπίας  αντί  για  την 

παραμορφωμένη.  Δεύτερον,  ότι  ο  όρος  της  αξονικής  αδράνειας  δεν  έχει 

σημαντική  επιρροή  στα  παραπάνω  κινηματικά  μεγέθη.  Μοναδική 

διαφοροποίηση μεταξύ του πλήρους και του απλοποιημένου προβλήματος είναι 

μια πολύ μικρή αλλαγή στην συχνότητα των ελεύθερων ταλαντώσεων και στην 

περίπτωση  της  αξονικής  ταλάντωσης  και  η  εξάλειψη  κάποιων  υψίσυχνων 

συνιστωσών  που  εμφανίζονται.  Η  δεύτερη  αυτή  παρατήρηση  όμως,  όπως 

φαίνεται και παρακάτω δεν ισχύει και στην περίπτωση των εντατικών μεγεθών.  
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Σχήμα 4.3.3 Χρονική Εξέλιξη της Στρεπτικής Ροπής στο Μέσο της Ράβδου 

 

Όπως βλέπουμε στο παραπάνω σχήμα, στην περίπτωση της στρεπτικής ροπής 

υπάρχει  σημαντική  διαφορά  μεταξύ  της  ανάλυσης  που  λαμβάνει  υπ’όψη  την 

αξονική αδράνεια και αυτής που την αγνοεί. Μάλιστα, βλέποντας το πρόβλημα 

από  την  πλευρά  του  σχεδιασμού,  η  παραδοχή  της  αμέλειας  του  όρου  της 

αξονικής  αδράνειας  ενδεχομένως  να  αποβεί  και  επικίνδυνη  καθώς  το 

απλοποιημένο πρόβλημα υποεκτιμά τη μέγιστη ροπή. 

  Το  ακόλουθο  διάγραμμα  δείχνει  τη  χρονική  εξέλιξη  της  μη  γραμμικής 

συνιστώσας της στρεπτικής ροπής στο μέσο της ράβδου, δηλαδή την τιμή των 

μη γραμμικών όρων της εξίσωσης (2.2.35β):  

 

‐100

‐80

‐60

‐40

‐20

0

20

40

60

80

100

120

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

Στ
ρε

π
τι
κή

 Ρ
οπ

ή 
στ
ο 
Μ
έσ

ο 
τη
ς 
Δ
οκ

ού
 [k

N
m
]

Χρόνος [sec]

Πλήρες Πρόβλημα
Απλοποιημένο Πρόβλημα



Κεφάλαιο 4 – Αριθμητικά Παραδείγματα 

 

88 
 

 

Σχήμα 4.3.4 Χρονική εξέλιξη της συνιστώσας της στρεπτικής ροπής στο μέσο της ράβδου 
που οφείλεται σε μη γραμμικούς όρους 

 

  Είναι σαφές ότι στη συγκεκριμένη περίπτωση, η ύπαρξη ή μη του όρου 

της αξονικής αδράνειας οδηγεί σε τελείως διαφορετική χρονική εξέλιξη των μη 

γραμμικών  όρων  της  στρεπτικής  ροπής.  Η  διαφορά  αυτή  μπορεί  εύκολα  να 

εξηγηθεί  μελετώντας  τις  σχέσεις  (2.2.35β)  και  (2.3.9),  οι  οποίες  δίνουν  την 

έκφραση  της  στρεπτικής  ροπής  στο  πλήρες  και  το  απλοποιημένο  πρόβλημα 

αντίστοιχα.  Κατά  την  απλοποίηση  του  προβλήματος  ένας  από  τους  μη 

γραμμικούς  όρους  της  στρεπτικής  ροπής  γραμμικοποιείται.  Έτσι,  οι  μη 

γραμμικοί  όροι  της  στρεπτικής  ροπής  για  το  πλήρες  πρόβλημα,  των  οποίων  η 

γραφική  παράσταση  φαίνεται  στο  σχήμα  4.3.4  ισούνται  με 

( )31
2p m x pp xE I u E Iθ θ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ,  ενώ  στην  περίπτωση  του  απλοποιημένου 

προβλήματος οι ίδιοι όροι ισούντα με  ( )31
2 pp xE I θ ′⋅ ⋅ . 

 Και  οι  δύο  αναλύσεις  όμως  δείχνουν  σαφώς  την  ύπαρξη  έντονης 

γεωμετρικά μη γραμμικής συμπεριφοράς και δείχνουν και με καλή προσέγγιση 

τα  χρονικά  διαστήματα  κατά  τα  οποία  αυτή  εμφανίζεται.  Όπως  ήταν 

‐80

‐60

‐40

‐20

0

20

40

60

80

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

Μ
η 
Γρ
α
μμ

ικ
ή 
Συ

νι
στ
ώ
σα

 Σ
τρ
επ

τι
κή

ς 
Ρο

π
ής
 σ
το
 

Μ
έσ

ο 
τη
ς 
Δ
οκ

ού
 [k

N
m
]

Χρόνος [sec]

Πλήρες Πρόβλημα

Απλοποιημένο Πρόβλημα



Κεφάλαιο 4 – Αριθμητικά Παραδείγματα 

 

89 
 

αναμενόμενο,  αυτό  συμβαίνει  τις  χρονικές  στιγμές  που  η  στροφή  στο  μέσο 

παίρνει τις μεγαλύτερες κατ’ απόλυτη τιμή τιμές της. 

Υπάρχουν  και  περιπτώσεις  κατά  τις  οποίες  η  αμέλεια  του  όρου  της 

αξονικής αδράνειας οδηγεί σε τελείως διαφορετική συμπεριφορά της ράβδου σε 

σχέση  με  τη  συμπεριφορά  που  δίνει  η  επίλυση  του  πλήρους  προβλήματος.  Το 

ακόλουθο  σχήμα  δείχνει  τη  στροφή  στο  μέσο  της  ράβδου  συναρτήσει  του 

χρόνου, για αξονικό φορτίο 10.000kN και αρχική ταχύτητα κοινή για όλους τους 

κόμβους 30 rad/s:  

 

 

Σχήμα 4.3.5 Χρονική εξέλιξη της στροφής στο μέσο της ράβδου για Ρ=10.000kN και 
αρχική ταχύτητα 30rad/s 

 

  Παρατηρούμε  ότι  για  τον  πρώτο  κύκλο  η  διαφορά  μεταξύ  πλήρους  και 

απλοποιημένου προβλήματος είναι αμελητέα, αλλά αυτό δεν ισχύει και για τους 

επόμενους,  όπου  η  επίλυση  του  απλοποιημένου  προβλήματος  δείχνει  μια 

τελείως  διαφορετική  συμπεριφορά.  Η  λεπτομερέστερη  ανάλυση  και  ερμηνεία 

της συμπεριφοράς της ράβδου στο συγκεκριμένο παράδειγμα και του γεγονότος 

ότι το πλήρες πρόβλημα δείχνει ότι η ταλάντωση γίνεται περί παραμορφωμένη 
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θέση  ισορροπίας,  παρ’ότι  είναι  άκρως  ενδιαφέρουσα,  εκφεύγει  από  το  σκοπό 

αυτής της εργασίας. 

  Για  την  ίδια  ανάλυση,  εξετάζοντας  τις  στρεπτικές  ροπές  στο  μέσο  της 

ράβδου συναρτήσει του χρόνου για το πλήρες και το απλοποιημένο πρόβλημα 

παίρνουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα:  

 

 

Σχήμα 4.3.6 Στρεπτική Ροπή στο μέσο της ράβδου συναρτήσει του χρόνου 

 

Συνεπώς,  βλέπουμε  ότι  για  σταθερή  αρχική  στροφική  ταχύτητα  της 

ράβδου  και  χαμηλότερο  αξονικό  φορτίο  (5.000kN)  ο  όρος  της  αξονικής 

αδράνειας  έχει  σχεδόν  αμελητέα  επίδραση  στη  στροφική  και  την  αξονική 

ταλάντωση της ράβδου, αλλά σημαντικότερη επίδραση στα εσωτερικά εντατικά 

μεγέθη της ράβδου. Αντίθετα, υψηλότερο αξονικό φορτίο (10.000kN), ο όρος της 

αξονικής  αδράνειας  παίζει  πολύ  σημαντικό  ρόλο,  καθώς  η  επίλυση  του 

προβλήματος  αμελώντας  τον  οδηγεί  σε  συμπεριφορά  της  ράβδου  τελείως 

διαφορετική  από  την  πραγματική,  πράγμα  που  φαίνεται  τόσο  στα  εντατικά 

μεγέθη,  όσο  και  στη  χρονική  εξέλιξη  των  κινηματικών  μεγεθών  της  ράβδου, 

όπως η στροφή στο μέσο και η αξονική μετατόπιση στο άκρο. 
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  Στο  ακόλουθο  σχήμα  φαίνεται  η  στροφή  στο  μέσο  της  ράβδου 

συναρτήσει  του  χρόνου  για  αξονικό  φορτίο  Ρ=10.000kN,  όπως  και  στην 

προηγούμενη ανάλυση που παρουσιάστηκε, και για τρεις διαφορετικές τιμές της 

αρχικής  στροφικής  ταχύτητας  της  ράβδου,  η  οποία  είναι  και  σε  αυτή  την 

περίπτωση ίδια για όλους τους εσωτερικούς κόμβους της ράβδου:  

 

 

Σχήμα 4.3.7 Στροφή στο μέσο της ράβδου συναρτήσει του χρόνου για αξονικό φορτίο 
Ρ=10.000 kN και διαφορετικές τιμές της αρχκής ταχύτητας της ράβδου 

 

Παρατηρούμε  ότι  η  αλλαγή  της  αρχικής  ταχύτητας  δεν  επηρεάζει 

σημαντικά την ποιοτική συμπεριφορά της ράβδου, τουλάχιστον για το αξονικό 

φορτίο και το εύρος των αρχικών συνθηκών που εξετάστηκαν στην παραπάνω 

ανάλυση.  Επίσης  είναι  σαφές  ότι  εμφανίζεται  γεωμετρική  μη  γραμμικότητα 

καθώς η στροφή της διατομής ξεπερνά τα 4 rad (≈229°). Τέλος, μια ιδιαιτέρως 

ενδιαφέρουσα παρατήρηση που μπορεί να γίνει από το παραπάνω σχήμα είναι 

ότι η ιδιοπερίοδος της ράβδου, η οποία στα γραμμικά προβλήματα είναι μέγεθος 

που εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά της ράβδου (γεωμετρία, υλικό κλπ) και 

όχι  από  τη  φόρτιση  ή  τις  αρχικές  συνθήκες,  στην  συγκεκριμένη  περίπτωση 

εξαρτάται από την αρχική ταχύτητα που εισάγεται στη ράβδο.  
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Το  παρακάτω  σχήμα  δείχνει  την  αξονική  ταλάντωση  του  δεξιού  άκρου 

της  ράβδου  για  αξονικό  φορτίο  Ρ=10.000kN  και  για  τις  τρεις  τιμές  αρχικής 

στρεπτικής ταχύτητας που φαίνονται και στο σχήμα 4.3.7  

 

 

Σχήμα 4.3.8 Αξονική ταλάντωση του δεξιού άκρου της ράβδου για Ρ=10.000kN και 
διαφορετικές τιμές αρχικής στροφικής ταχύτητας 

 

Παρατηρούμε  ότι  το  διάγραμμα  της  αξονικής  ταλάντωσης  στο  δεξί  άκρο  είναι 

αντίστοιχο με  το  διάγραμμα  της στρεπτικής  ταλάντωσης στο μέσο.  Κυριότερο 

συμπέρασμα  που  προκύπτει  από  το  σχήμα  4.3.8,  είναι  γεγονός  ότι,  όπως 

αναφέρθηκε και παραπάνω, στην περίπτωση των μη γραμμικών ταλαντώσεων 

η  ιδιοπερίοδος  της  ράβδου  δεν  είναι  χαρακτηριστική  του  συστήματος,  αλλά 

εξαρτάται  και από τις αρχικές συνθήκες. 

Ακολούθως  εκτελέστηκαν  αναλύσεις  με  σταθερή  αρχική  ταχύτητα  και 

διαφορετικές  τιμές  του αξονικού φορτίου για  να  εξεταστεί  και  η συμβολή  του 

‐0.16

‐0.14

‐0.12

‐0.1

‐0.08

‐0.06

‐0.04

‐0.02

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Α
ξο
νι
κή

 Μ
ετ
α
τό
π
ισ
η 
στ
ο 
δε

ξί
 ά
κρ

ο 
[m

]

Χρόνος [sec]

50 rad/s 30 rad/s

10 rad/s



Κεφάλαιο 4 – Αριθμητικά Παραδείγματα 

 

93 
 

αξονικού  φορτίου  στην  περίπτωση  των  ελεύθερων  ταλαντώσεων  με  αρχική 

ταχύτητα. Επελέγη αρχική ταχύτητα 30 rad/s και τέσσερις διαφορετικές τιμές 

αξονικού  φορτίου,  όλες  μεγαλύτερες  από  το  στρεπτικό  φορτίο  λυγισμού.  Στο 

επόμενο σχήμα φαίνεται  η στροφή στο μέσο  της ράβδου για  τη συγκεκριμένη 

ταχύτητα και τις διάφορες τιμές του αξονικού φορτίου συναρτήσει του χρόνου:  

 

 

Σχήμα 4.3.9 Χρονική εξέλιξη στο μέσο της ράβδου για διαφορετικά αξονικά φορτία και 
σταθερή αρχική στρεπτική ταχύτητα 30 rad/s 

 

Βλέπουμε  ότι  και  το  αξονικό  φορτίο  επηρεάζει  την  ιδιοσυχνότητα  της 

ράβδου.  Μάλιστα  το  γεγονός  ότι  όσο  το  φορτίο  αυξάνεται,  αυξάνεται  και  η 

ιδιοσυχνότητα είναι αναμενόμενο καθώς γενικά το θλιπτικό φορτίο μειώνει τη 

στιβαρότητα  (εν  προκειμένω  τη  δυστρεψία)  της  ράβδου.  Με  βάση  αυτό  είναι 

λογικό και το γεγονός ότι, όπως φαίνεται και στο σχήμα,  για σταθερή στρεπτική 

ταχύτητα, αυξανομένου του φορτίου αυξάνεται και το πλάτος της ταλάντωσης 

καθώς  η  ράβδος  με  τη  μικρότερη  δυστρεψία  θα  μπορεί  να  φτάσει  σε 

μεγαλύτερες  παραμορφώσεις.  Παρατηρούμε  επίσης  ότι  η  συμπεριφορά  της 

ράβδου για τις πρώτες τρεις τιμές του αξονικού φορτίου είναι παρόμοια (με τις 

διαφορές  που  επισημάνθηκαν  παραπάνω),  ενώ  για  το φορτίο  των  10.000  kN, 
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όπως  είχαμε  δει  και  σε  προηγούμενο  γράφημα,  η  ράβδος  εκτελεί  ταλάντωση 

περί την παραμορφωμένη θέση ισορροπίας. 

Στο παράδειγμα αυτό καταφέραμε να επιδείξουμε άλλη μια δυνατότητα 

της προτεινόμενης μεθόδου, που είναι η ανάλυση στη μεταλυγισμική κατάσταση 

στρεπτικών  ελεύθερων  ταλαντώσεων  ράβδων  με  αρχική  στρεπτική  ταχύτητα. 

Όλες  οι  αναλύσεις  που  εκτελέστηκαν  σε  αυτό  το  αριθμητικό  παράδειγμα 

αφορούσαν  σε  σταθερή  κατανομή  της  αρχικής  ταχύτητας  κατά  μήκος  της 

ράβδου.  

Οι  πρώτες  αναλύσεις  που  παρουσιάζονται  καταδεικνύουν  σε  κάποιο 

βαθμό  την  επιρροή  του  όρου  της  αξονικής  αδράνειας  σε  ορισμένα  κινηματικά 

και εντατικά μεγέθη της ράβδου και συνεπώς μπορούμε να αξιολογήσουμε την 

απλοποίηση  που  γίνεται  συχνά  και  αγνοείται  αυτός  ο  όρος.  Όσον  αφορά  στα 

κινηματικά μεγέθη και πιο συγκεκριμένα  τη στροφή στο μέσο  της ράβδου και 

την αξονική μετατόπιση στο δεξί (ελεύθερο αξονικά) άκρο της ράβδου μπορούμε 

να πούμε ότι για χαμηλότερα επίπεδα φόρτισης, τα οποία ενδεχομένως να είναι 

και πιο κοντά σε αυτά που εμφανίζονται συχνότερα σε μια κατασκευή, ο όρος 

της  αξονικής  αδράνειας  έχει  σχεδόν  αμελητέα  επιρροή  στη  συμπεριφορά  της 

ράβδου. 

 Πιο  συγκεκριμένα,  ανάμεσα  στα  αποτελέσματα  του  πλήρους  και  του 

απλοποιημένου  προβλήματος  υπάρχει  μόνο  μια  πολύ  μικρή  διαφοροποίηση 

στην  ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου.  Σε  περιπτώσεις  υψηλότερων  επιπέδων 

φόρτισης όμως ο όρος  της αξονικής αδράνειας  έχει πολύ μεγαλύτερη σημασία 

καθώς η αμέλειά  του  οδηγεί  σε αποτελέσματα  τελείως  διαφορετικά από αυτά 

που δίνει το πλήρες πρόβλημα, όπως φαίνεται και στο σχήμα 4.3.5.  

Αντίθετα,  σε  ότι  αφορά  στα  εντατικά  μεγέθη  της  ράβδου  υπάρχει 

σημαντική απόκλιση μεταξύ του πλήρους και του απλοποιημένου προβλήματος 

ακόμα  και  στις  περιπτώσεις  που  στα  κινηματικά  μεγέθη  η  διαφορά  είναι 

αμελητέα.  Πιο  συγκεκριμένα,  είδαμε  ότι  όχι  μόνο  το  απλοποιημένο  πρόβλημα 

δίνει μια τελείως διαφορετική χρονική εξέλιξη για τη στρεπτική ροπή στο μέσο 

της  ράβδου,  αλλά  υποτιμά  και  την  τιμή  της,  που  είναι  και  το  κυριότερο  από 

άποψη σχεδιασμού. 
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Ακολούθως  εκτελέστηκαν  αναλύσεις  για  διαφορετικούς  συνδυασμούς 

αξονικού  φορτίου  και  αρχικής  ταχύτητας  ώστε  να  φανεί  η  επιρροή  του  κάθε 

μεγέθους στη μεταλυγισμική συμπεριφορά της ράβδου. Κυριότερο συμπέρασμα 

είναι το ότι τόσο το αξονικό φορτίο, όσο και η αρχική ταχύτητα επηρεάζουν την 

ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου,  μέγεθος  που  στα  γραμμικά  προβλήματα  είναι 

χαρακτηριστικό  της  ράβδου  και  εξαρτάται  μόνο  από  παραμέτρους  όπως  η 

γεωμετρία,  το  υλικό  και  οι  συνθήκες  στήριξης  της  ράβδου.  Όσον  αφορά  στο 

αξονικό  φορτίο,  το  γεγονός  ότι  θα  επηρέαζε  την  ιδιοσυχνότητα  ήταν 

αναμενόμενο  καθώς  είναι  γνωστό  ότι  η  εισαγωγή  αξονικού  φορτίου  σε  μια 

ράβδο,  είτε  αυτό  είναι  εφελκυστικό,  είτε  θλιπτικό,  επηρεάζει  τη  στιβαρότητά 

του,  όπως  αναφέρεται  και  παραπάνω.  Ακόμη,  η  επίδραση  της  αρχικής 

ταχύτητας στην ιδιοσυχνότητα της ράβδου δεν είναι παράλογη καθώς η αρχική 

ταχύτητα είναι κι αυτή μια αρχική διαταραχή στο σύστημα, όπως και η αρχική 

παραμόρφωση  που  εξετάστηκε  στο  πρώτο  αριθμητικό  παράδειγμα.  Τέλος, 

είδαμε ότι,  τουλάχιστον για  τις  τιμές που χρησιμοποιήθηκαν στις αναλύσεις,  η 

ταλάντωση  γίνεται  περί  την  απαραμόρφωτη  κατάσταση  της  ράβδου,  παρά  το 

γεγονός  ότι  το  αξονικό  φορτίο  είναι  μεγαλύτερο  από  το  φορτίο  λυγισμού, 

φαινόμενο  που  παρατηρήθηκε  και  στο  πρώτο  αριθμητικό  παράδειγμα  σε 

περιπτώσεις μεγάλων αρχικών παραμορφώσεων. Όμως,  για μεγάλες  τιμές  του 

αξονικού  φορτίου  η  ράβδος  καταλήγει  μετά  από  έναν  κύκλο  να  εκτελέσει 

ταλάντωση περί μια νέα, παραμορφωμένη θέση ισορροπίας. Η πλήρης ερμηνεία 

του φαινομένου αυτού, η οποία απαιτεί εκτεταμένη μελέτη του συναρτησιακού 

που εκφράζει την ενέργεια του ταλαντωτή, αλλά και εξειδικευμένες γνώσεις μη 

γραμμικής δυναμικής, εκφεύγει του σκοπού της παρούσης εργασίας. 
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4.4 Τρίτο Αριθμητικό Παράδειγμα. Εξαναγκασμένες Ταλαντώσεις – 
Συντονισμός.  

 

Στα  αριθμητικά  παραδείγματα  που  έχουν  παρουσιαστεί  μέχρι  στιγμής 

έχουν εξεταστεί μόνο ελεύθερες ταλαντώσεις, υπό διαφορετικά αξονικά φορτία 

και  διαφορετικές  αρχικές  συνθήκες  κίνησης.  Στο  παρόν  παράδειγμα  θα 

εξεταστούν  εξαναγκασμένες  ταλαντώσεις  και πιο συγκεκριμένα,  η φόρτιση θα 

συνίσταται  σε  ένα συγκεντρωμένο στρεπτικό φορτίο στο μέσο  της  ράβδου  με 

ημιτονική κατανομή στο χρόνο, της μορφής: 

  0 sin( )M M tω=   (4.4.1) 

Όπου  το  Μ0  είναι  σταθερό  στο  χρόνο  και  εκφράζει  τη  μέγιστη  κατ’ 

απόλυτη τιμή της στρεπτικής ροπής που ασκείται στη ράβδο. 

Εκτελέστηκαν  αναλύσεις  για  διαφορετικές  τιμές  του  πλάτους  της 

στρεπτικής  ροπής  M0  και  της  συχνότητας  της  φόρτισης  ω,  σε  συνδυασμό  με 

διαφορετικές τιμές θλιπτικού αξονικού φορτίου, προκειμένου να μελετηθεί στο 

μέτρο  του  δυνατού  το  φαινόμενο  του  συντονισμού  στις  γεωμετρικά  μη 

γραμμικές  ταλαντώσεις,  τόσο  στην  προλυγισμική,  όσο  και  στη  μεταλυγισμική 

κατάσταση  της  ράβδου.  Οφείλουμε  πάντως  να  επισημάνουμε  το  εξής.  Στα 

περισσότερα  από  τα  παρακάτω  παραδείγματα  φαίνονται  οι  διατομές  των 

ράβδων  να  αναπτύσσουν  τεράστιες  παραμορφώσεις,  της  τάξης  των  6  rad 

(≈344°)  ή  και  παραπάνω.  Είναι  σαφές  πως  τέτοιες  παραμορφώσεις  δεν  θα 

αναπτυχθούν  σε  έργα  πολιτικού  μηχανικού  παρά  μόνο  σε  πολύ  ακραίες 

περιπτώσεις  (όπως  η  Tacoma  Narrows  Bridge).  Και  αυτό  συμβαίνει  γιατί  οι 

αντοχές των υλικών που χρησιμοποιούνται συνήθως θα έχουν ξεπεραστεί πολύ 

πριν  μια  διατομή  καταφέρει  να  αναπτύξει  τέτοιου  μεγέθους  στροφές  με 

αποτέλεσμα  να  μην  ισχύει  η  υπόθεση  περί  γραμμικά  ελαστικού  υλικού.  Αυτό 

όμως  δεν  συμβαίνει  ότι  μια  ράβδος  σε  εξαναγκασμένη  ταλάντωση,  και  πολύ 

περισσότερο υπό αρμονική διέγερση, δεν θα εμφανίσει γεωμετρικά μη γραμμική 

συμπεριφορά  και  συνεπώς  η  μελέτη  των  παρακάτω  περιπτώσεων  είναι 

ιδιαίτερα  σημαντική  για  τον  σωστότερο  και  ασφαλέστερο  σχεδιασμό  μιας 

κατασκευής. 
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Εκτός και αν αναφέρεται κάτι διαφορετικό, όλες οι αναλύσεις που έγιναν 

σε  αυτό  το  αριθμητικό  παράδειγμα  έγιναν  επιλύοντας  το  πλήρες  μη  γραμμικό 

πρόβλημα. 

Αρχικώς,  εκτελέστηκε  μια  ανάλυση  με  μηδενικό  αξονικό  φορτίο,  πλάτος 

της ταλάντωσης της στρεπτικής ροπής 150kN και τυχαία περίοδο 0.03 sec που 

αντιστοιχεί  σε  ιδιοσυχνότητα  209,44  sec‐1.  Η  επιλογή  του  πλάτους  της  ροπής 

ήταν τέτοια ώστε να προκαλέσει αρκετά μεγάλες στροφές στη διατομή και να 

εμφανιστεί  μη  γραμμική  συμπεριφορά.  Η  δε  περίοδος  που  επελέγη  ήταν  μεν 

αυθαίρετη,  δόθηκε  όμως  προσοχή  ώστε  να  μην  απέχει  σημαντικά  από  την 

ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου,  η  οποία  για  μηδενικό  αξονικό  φορτίο  και  πλάτος 

ταλάντωσης  2  rad  υπολογίστηκε  στο  πρώτο  παράδειγμα  περίπου  ίση  με  280 

sec‐1.  Το  παρακάτω  γράφημα  δείχνει  την  στροφική  ταλάντωση  της  μεσαίας 

διατομής της ράβδου:  

 

 

Σχήμα 4.4.1 Γράφημα στροφής στο μέσο της ράβδου συναρτήσει του χρόνου 
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Η  έντονα  μη  γραμμική συμπεριφορά  του  ταλαντωτή  καθιστά σχεδόν αδύνατη 

την εξαγωγή κάποιας αναλυτικής σχέσης για σύγκριση. Επίσης, ακόμη και στη 

γραμμική ανάλυση η ταλάντωση θα είναι πολυϊδιομορφική, επειδή το εξωτερικό 

στρεπτικό φορτίο είναι συγκεντρωμένο στο μέσο και δεν ακολουθεί τη χωρική 

κατανομή  κάποιας  συγκεκριμένης  ιδιομορφής.  Η  κίνηση  που  περιγράφει  το 

παραπάνω  σχήμα  όμως  έχει  στοιχεία  τα  οποία  είναι  αναμενόμενα.  Πρώτον, 

παρατηρούμε ότι η  κίνηση αυτή αποτελεί  τη σύνθεση περισσότερων από μιας 

αρμονικών  κινήσεων.  Ακόμη,  η  δεσπόζουσα  περίοδος  της  παραπάνω  κίνησης 

είναι  ίδια  με  την  περίοδο  της  εξωτερικής  αρμονικής  διέγερσης,  πράγμα 

χαρακτηριστικό  των  εξαναγκασμένων  ταλαντώσεων.  Τέλος,  εκτιμάται  ότι  η 

ύπαρξη περισσότερων αρμονικών συνιστωσών οφείλεται στο γεγονός ότι, όπως 

έχει  αναφερθεί  και  παραπάνω,  η  φόρτιση  είναι  τέτοια  ώστε  η  ταλάντωση  να 

είναι πολυϊδιομορφική. Η αξονική ταλάντωση του δεξιού άκρου της ράβδου για 

την ίδια ανάλυση φαίνεται στο επόμενο σχήμα:  

 

 

Σχήμα 4.4.2 Γράφημα αξονικής μετατόπισης στο δεξί άκρο συναρτήσει του χρόνου 

 

Συγκρίνοντας  τα  σχήματα  4.4.1  και  4.4.2  λαμβάνουμε  την  ευκρινέστερη  μέχρι 

στιγμής  ένδειξη  για  το  γεγονός  ότι  η  αξονική  και  η  στροφική  ταλάντωση  της 

ράβδου είναι όχι μόνο συζευγμένες αλλά και σε φάση. Επίσης παρατηρούμε ότι, 

επειδή  η  στροφή  της  ράβδου  είναι  συζευγμένη  με  τη  βράχυνση  της  ράβδου, 
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ανεξαρτήτως  της  φοράς  στροφής,  η  αξονική  ταλάντωση  έχει  διπλάσια 

συχνότητα από τη στροφική. Αυτό το έχουν αναφέρει και οι Prathap & Pandalai 

(1978)  αλλά  και  οι  Bhashyam  &  Prathap  (1980),  οι  οποίοι  βέβαια  μελέτησαν 

ελεύθερες ταλαντώσεις ράβδων. 

  Στο  παραπάνω  παράδειγμα  εφαρμόστηκε  μια  χρονικά  μεταβαλλόμενη 

στρεπτική  ροπή  στο  μέσο  της  ράβδου,  ενώ  δεν  υπήρχε  αξονικό  φορτίο.  Έτσι, 

στην επόμενη ανάλυση χρησιμοποιήθηκε η ίδια ακριβώς στρεπτική φόρτιση ενώ 

εφαρμόστηκε  και  ένα  θλιπτικό  φορτίο  στο  δεξί  άκρο  της  ράβδου  με  τιμή 

Ρ=3.000kN.  Παρακάτω  παρουσιάζονται  στο  ίδιο  διάγραμμα  οι  στροφικές 

ταλαντώσεις  της  μεσαίας  διατομής  για  την  κάθε  περίπτωση  προκειμένου  να 

είναι ευκολότερη η σύγκριση:  

 

 

Σχήμα 4.4.3 Χρονική εξέλιξη της στρεπτικής ταλάντωσης του μέσου της ράβδου για δύο 
τιμές αξονικού φορτίου 

 

Και  στην  περίπτωση  του  αξονικού  φορτίου  των  3000kN  παρατηρούμε  ότι  τα 

βασικά χαρακτηριστικά της κίνησης δεν έχουν αλλάξει. Η  δεσπόζουσα περίοδος 

εξακολουθεί  να  είναι  αυτή  της  εξωτερικής  διέγερσης,  ενώ  υπάρχουν  και 

αρμονικές συνιστώσες που οφείλονται στην  ιδιοταλάντωση της ράβδου και τη 
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μη γραμμικότητα γεωμετρίας που εμφανίζεται. Επίσης αναμενόμενο είναι και το 

γεγονός ότι η μέγιστη στροφή της διατομής είναι μεγαλύτερη στην περίπτωση 

που στη ράβδο ασκείται θλιπτικό φορτίο από την περίπτωση που δεν υπάρχει 

αξονική φόρτιση. 

  Παρακάτω  εκτελέστηκαν  δύο  αναλύσεις  κατά  τις  οποίες  δεν  υπήρχε 

αξονικό φορτίο στη ράβδο, ενώ η μέγιστη τιμή της στρεπτικής ροπής ισούται με 

200kNm.  Η  διαφορά  μεταξύ  των  αναλύσεων  έγκειται  στο  ότι  στη  μία  η 

συχνότητα του εξωτερικού φορτίου ισούται με 400 sec‐1 ενώ στην άλλη με 1256 

sec‐1  και  η  θεμελιώδης  ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου  ισούται,  όπως  είδαμε  στο 

πρώτο  παράδειγμα,  με  214  sec‐1.  Οι  αριθμοί  αυτοί  αντιστοιχούν  σε 

ιδιοπεριόδους 0,005 sec για την πιό υψίσυχνη φόρτιση, 0,015 για την λιγότερο 

υψίσυχνη  και  0,029  sec  για  τη  ράβδο.  Η  μέγιστη  τιμή  της  στρεπτικής  ροπής 

επελέγη  έτσι  ώστε  η  ράβδος  να  αναπτύξει  αρκετά  μεγάλες  στροφές  και  να 

εμφανίσει  μη  γραμμική  συμπεριφορά.  Το  επόμενο  σχήμα  δείχνει  τα 

αποτελέσματα  της  ανάλυσης  για  τις  δύο  περιπτώσεις  που  περιγράφονται 

παραπάνω:  
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Σχήμα 4.4.4 Στροφή στο μέσο της ράβδου συναρτήσει του χρόνου για δύο ημιτονικές 
διεγέρσεις με ίδια πλάτη και διαφορετικές συχνότητες 

 

  Όπως  ήταν  αναμενόμενο,  παρά  το  γεγονός  ότι  η  μέγιστη  τιμή  της 

στρεπτικής  φόρτισης  είναι  ίδια,  η  συμπεριφορά  της  ράβδου  είναι  τελείως 

διαφορετική.  Στην  περίπτωση  της  υψίσυχνης  φόρτισης  (κόκκινη  καμπύλη),  η 

ράβδος αναπτύσσει πολύ μικρότερες στροφές από την περίπτωση της λιγότερο 

υψίσυχνης.  Επίσης  παρατηρούμε  ότι  η  κίνηση  αποτελείται  από  δύο  κυρίως 

επιμέρους αρμονικές συνιστώσες. Η πιο μακροπερίοδη κίνηση έχει περίοδο περί 

τα 0,02 ÷ 0,03 sec, η οποία είναι πολύ κοντινή στην ιδιοπερίοδο της ράβδου. Η 

υψίσυχνη  συνιστώσα  της  κίνησης  έχει  ιδιοπερίοδο  0.004  ÷  0.005  sec,  πολύ 

κοντά στην ιδιοπερίοδο της φόρτισης. Θα μπορούσαμε συνεπώς να πούμε ότι η 

ταλάντωση  της  ράβδου  στην  περίπτωση  της  φόρτισης  με  περίοδο  0,005  sec 

αποτελείται  από  μια  αρμονική  κίνηση  που  οφείλεται  στην  ιδιοταλάντωση  της 

ράβδου και μία ακόμη που οφείλεται στην εξωτερική διέγερση (εξαναγκασμένη 

ταλάντωση). 
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  Στην περίπτωση  της φόρτισης  με  συχνότητα 400  sec‐1,  όμως,  η  ράβδος 

εμφανίζει τελείως διαφορετική συμπεριφορά. Η προφανέστερη διαφορά με την 

προηγούμενη περίπτωση είναι ότι εν προκειμένω, η ράβδος αναπτύσσει σχεδόν 

πενταπλάσιες στροφές. Επίσης, η δεσπόζουσα περίοδος της κίνησης είναι πολύ 

κοντά  στην  περίοδο  της  φόρτισης,  πράγμα  που,  όπως  αναφέρθηκε  και 

νωρίτερα, είναι αναμενόμενο στις εξαναγκασμένες ταλαντώσεις.  

Εκτός  από  αυτά,  η  συγκεκριμένη  ράβδος  με  τη  συγκεκριμένη  φόρτιση 

εμφανίζει  κάποια  ακόμη  χαρακτηριστικά  που  απαντώνται  μόνο  στους  μη 

γραμμικούς  ταλαντωτές.  Κατ’αρχήν,  παρατηρούμε  ότι  η  συχνότητα  της 

φόρτισης είναι περίπου ίση με το διπλάσιο της θεμελιώδους ιδιοσυχνότητας της 

ράβδου.  Στους  μη  γραμμικούς  ταλαντωτές  παρατηρούνται  τα  φαινόμενα  του 

«υπερ‐» και «υπο‐αρμονικού συντονισμού». Ουσιαστικώς, όταν η συχνότητα της 

εξωτερικής διέγερσης είναι πολύ κοντά στο διπλάσιο ή το τριπλάσιο (ανάλογα 

με  το  είδος  της  μη  γραμμικότητας  στη  διαφορική  εξίσωση  που  διέπει  το 

πρόβλημα)  της  ιδιοσυχνότητας  του  ταλαντωτή  για  την  περίπτωση  του 

υποαρμονικού συντονισμού, ή κοντά στο υποδιπλάσιο ή υποτριπλάσιο για την 

περίπτωση  του  υπεραρμονικού,  εμφανίζεται  μια  μορφή  συντονισμού.  Έχουμε 

δηλαδή πολύ μεγάλες μετατοπίσεις για σχετικώς μικρότερες διεγέρσεις.  

Ένα  άλλο  φαινόμενο  που  είναι  χαρακτηριστικό  των  μη  γραμμικών 

ταλαντωτών  είναι  το  γεγονός  ότι  το  πλάτος  ταλάντωσης  μεταβάλλεται  με  το 

χρόνο, και μάλιστα η μεταβολή είναι περιοδική. Το φαινόμενο αυτό θα εξηγηθεί 

εκτενώς  παρακάτω,  όταν  θα  εξεταστεί  η  περίπτωση  του  πρωτεύοντος 

συντονισμού. 

  Μέχρι στιγμής έχουν εκτελεστεί αναλύσεις κατά τις οποίες η συχνότητα 

της εξωτερικής διέγερσης είναι μεν κοντά στην ιδιοσυχνότητα της ράβδου, αλλά 

δεν ταυτίζεται με αυτή. Δεν έχει εξεταστεί, δηλαδή, ένα από τα σημαντικότερα 

φαινόμενα  της δυναμικής,  ο πρωτεύων συντονισμός.  Στα  επόμενα  επιχειρείται 

να  μελετηθεί  η  συμπεριφορά  της  ράβδου  σε  κατάσταση  συντονισμού.  Αυτό 

γίνεται  για  διαφορετικές  τιμές  του  αξονικού  φορτίου  αλλά  και  της  μέγιστης 

τιμής της στρεπτικής έντασης. Επίσης, ενώ στις περισσότερες από τις επόμενες 

περιπτώσεις  η  συχνότητα  της  εξωτερικής  διέγερσης  ταυτίζεται  με  την 
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ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου  που  αντιστοιχεί  στο  ασκούμενο  αξονικό  φορτίο, 

έχουν  εξεταστεί,  για  λόγους  σύγκρισης,  περιπτώσεις  που  η  συχνότητα  της 

εξωτερικής διέγερσης διαφέρει από την ιδιοσυχνότητα της ράβδου. 

  Στα  επόμενα  παρουσιάζονται  τα  αποτελέσματα  αναλύσεων  που  έγιναν 

και στις οποίες η ράβδος βρισκόταν σε κατάσταση συντονισμού. Εκτελέστηκαν 

αναλύσεις  με  διαφορετικά  αξονικά  φορτία  στη  ράβδο,  αλλά  και  διαφορετικές 

μέγιστες  τιμές  της  στρεπτικής  ροπής,  ενώ  η  συχνότητα  της  διέγερσης 

ταυτιζόταν,  με  αριθμητική  ακρίβεια,  με  την  θεμελιώδη  ιδιοσυχνότητα  της 

ράβδου  που  αντιστοιχεί  στο  ασκούμενο  αξονικό  φορτίο  και  η  οποία  έχει 

υπολογιστεί στο πρώτο αριθμητικό παράδειγμα. Επίσης, τα ίδια παραδείγματα 

επιλύθηκαν και με χρήση γραμμικής θεωρίας για λόγους σύγκρισης. 

  Στο  πρώτο  παράδειγμα  που  εξετάστηκε,  θεωρήθηκε  η  ράβδος  χωρίς 

αξονικό  φορτίο,  η  μέγιστη  τιμή  της  στρεπτικής  ροπής  ήταν  5  kNm  και  η 

συχνότητα  214,286  sec‐1,  η  ιδιοσυχνότητα  δηλαδή  της  ράβδου  για  την 

περίπτωση  μηδενικού  αξονικού  φορτίου.  Το  πλάτος  της  στρεπτικής  ροπής 

επελέγη  σχετικά  μικρό,  ώστε  να  μην  αναπτυχθούν  από  νωρίς  μεγάλες 

παραμορφώσεις  και  να  έχουμε  μια  καλύτερη  εικόνα  για  την  εξέλιξη  της 

ταλάντωσης  της  ράβδου  σε  κατάσταση  συντονισμού.  Πρώτα  επιλύθηκε  το 

συγκεκριμένο  παράδειγμα  με  χρήση  γραμμικής  θεωρίας  και  στο  παρακάτω 

σχήμα φαίνεται η στροφή της μεσαίας διατομής συναρτήσει του χρόνου:  
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Σχήμα 4.4.5 Στροφή της μεσαίας διατομής της ράβδου συναρτήσει του χρόνου για το 
γραμμικό πρόβλημα 

 

Το παραπάνω σχήμα δείχνει ξεκάθαρα την κατάσταση του συντονισμού σε έναν 

γραμμικό  ταλαντωτή.  Η  επίλυση  του  μη  γραμμικού  προβλήματος  έδωσε  τα 

ακόλουθα αποτελέσματα για τη στροφή της μεσαίας διατομής:  
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Σχήμα 4.4.6 Στροφή της μεσαίας διατομής της ράβδου συναρτήσει του χρόνου για το μη 
γραμμικό πρόβλημα 

 

Σε αυτή την περίπτωση η συμπεριφορά της ράβδου είναι τελείως διαφορετική. 

Κυριότερη  διαφορά  είναι  το  γεγονός  ότι  στο  μη  γραμμικό  πρόβλημα  δεν 

φαίνεται  το  πλάτος  της  ταλάντωσης  να  αυξάνεται  χωρίς  όριο,  γεγονός  που 

αναμενόταν μιας και ήδη έχουμε συμπεράνει ότι οι μεγάλες στροφές αυξάνουν 

τη  στρεπτική  στιβαρότητα  και  προσφέρουν  ευστάθεια  στη  ράβδο.  Βέβαια, 

δεδομένης  της  μέγιστης  τιμής  της  φόρτισης,  η  οποία  είναι  αρκετά  χαμηλή,  η 

μέγιστη στροφή που  εμφανίζεται,  η οποία  ξεπερνά το 1  rad  είναι δυσανάλογα 

μεγάλη, γεγονός που σημαίνει ότι εμφανίζεται συντονισμός. 

  Το  παρακάτω  σχήμα  δείχνει  τη  σχέση  που  έχει  το  πλάτος  ταλάντωσης 

ενός  γραμμικού  ταλαντωτή  συναρτήσει  του  λόγου  της  συχνότητας  της 

εξωτερικής  διέγερσης  προς  την  ιδιοσυχνότητα  του  ταλαντωτή.  Το  παρακάτω 

σχήμα  αναφέρεται  σε  μηδενική  απόσβεση,  ενώ  στην  πραγματικότητα,  όταν  η 

συχνότητα  της  εξωτερικής  ταλάντωσης  ταυτιστεί  με  την  ιδιοσυχνότητα  του 

ταλαντωτή, η καμπύλη έχει ένα πεπερασμένο μέγιστο, το οποίο εξαρτάται από 

την απόσβεση.    
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Σχήμα 4.4.7 Καμπύλες πλάτους ταλάντωσης συναρτήσει της συχνότητας και φάσης 
συναρτήσει της συχνότητας. Πηγή: A. K. Chopra, “Dynamics of Structures” 

 

Η  συμπεριφορά  του  ταλαντωτή  που  αντιστοιχεί  στην  κατάσταση  του 

συντονισμού  για  έναν  γραμμικό  ταλαντωτή  είναι  ακριβώς  αυτή  του  σχήματος 

4.4.5. 

  Στην  περίπτωση  των  μη  γραμμικών  ταλαντώσεων,  η  στιβαρότητα  μιας 

ράβδου  (ή,  στην  περίπτωση  που  εξετάζεται,  η  δυστρεψία)  δεν  είναι  σταθερή, 

αλλά  συνάρτηση  της  παραμόρφωσης,  φαινόμενο  που  γίνεται  εντονότερα 

αντιληπτό,  όσο  μεγαλώνουν  οι  παραμορφώσεις.  Επίσης,  η  ιδιοσυχνότητα  μιας 

ράβδου  (ή  και  οποιουδήποτε  άλλου  ταλαντωτή)  είναι  συνάρτηση  της 

στιβαρότητάς  της.  Συνεπώς,  στη  μη  γραμμική  θεωρία,  η  ιδιοσυχνότητα  μιας 

ράβδου  δεν  είναι  σταθερή,  αλλά  μεταβάλλεται  συναρτήσει  των 

παραμορφώσεων και αυτός είναι ο λόγος που στην περίπτωση του συντονισμού 

στις μη γραμμικές ταλαντώσεις δεν έχουμε τη συμπεριφορά του σχήματος 4.4.5, 

αλλά  τους  «παλμούς»  του  σχήματος  4.4.6.  Επιστρέφοντας  στην  ανάλυση  που 

έγινε  παραπάνω,  όταν  ξεκινά  η  ταλάντωση,  η  συχνότητα  της  εξωτερικής 
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στρεπτικής ροπής και η γραμμική  ιδιοσυχνότητα της ράβδου ταυτίζονται. Άρα 

βρισκόμαστε  στο  σημείο  του  σχήματος  4.4.7  όπου  το  πλάτος  είναι  θεωρητικά 

άπειρο  και  έτσι  αυξάνεται  με  το  χρόνο.  Όσο  όμως  αυξάνεται  το  πλάτος  της 

ταλάντωσης,  και  άρα  και  η  παραμόρφωση  της  ράβδου,  έχουμε  μεταβολή  στη 

δυστρεψία της, και άρα και στην ιδιοσυχνότητά της. Η φόρτιση που επιβάλλεται 

όμως,  έχει  σταθερή  συχνότητα  και  ίση  με  την  ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου  για 

«μικρές» μετατοπίσεις. Με τον τρόπο αυτό, η ράβδος φεύγει από την κατάσταση 

συντονισμού και  «πέφτει» σε αρκετά μικρότερα πλάτη ταλάντωσης, σύμφωνα 

με  το σχήμα 4.4.7. Όταν  το πλάτος  ταλάντωσης,  και  άρα και  η παραμόρφωση 

μειωθούν αρκετά, η δυστρεψία και η  ιδιοσυχνότητα της ράβδου  επανέρχονται 

στην αρχική κατάσταση και βρισκόμαστε και πάλι σε κατάσταση συντονισμού. 

Ο μηχανισμός αυτός εξηγεί τη μεταβολή του πλάτους ταλάντωσης του σχήματος 

4.4.6 αλλά και του σχήματος 4.4.4 και τη μορφή των διαδοχικών παλμών. Οι A.H. 

Nayfeh  και  D.T.  Μοοk  στο  βιβλίο  τους  “Non‐Linear  Oscillations”  (1979) 

προσεγγίζουν το πρόβλημα του συντονισμού στις μη γραμμικές ταλαντώσεις με 

αναλυτικό  τρόπο  και  χρησιμοποιώντας  μεθόδους  «διαταραχών»,  όπως  η 

μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων. Για κατάλληλες τιμές των παραμέτρων που 

εισάγονται  από  τη  μαθηματική  επεξεργασία  του προβλήματος,  οι  σχέσεις  στις 

οποίες  καταλήγουν  εκτιμούμε  ότι  προσομοιώνουν  τη  συμπεριφορά  του 

σχήματος 4.4.6. Ο λόγος που δεν μπορούμε να προβούμε σε άμεση σύγκριση των 

δύο  θεωριών  είναι  ότι  οι  συγκεκριμένοι  ερευνητές  θεώρησαν  εξωτερική 

διέγερση  με  χωρική  κατανομή  που  αντιστοιχεί  στη  θεμελιώδη  γραμμική 

ιδιομορφή  ταλάντωσης,  κάτι  που  δεν  ισχύει  στην  παρούσα  διερεύνηση  με  το 

συγκεντρωμένο εξωτερικό φορτίο. 

  Η  ίδια συμπεριφορά μπορεί  να αναπαραχθεί  και  για μη μηδενικές  τιμές 

του  αξονικού  φορτίου,  εφ’όσον  αυτές  δεν  ξεπερνούν  το  φορτίο  στρεπτικού 

λυγισμού.  Εκτελέστηκαν  αναλύσεις  με  αξονικά  φορτία  1500kN  και  2500kN, 

πλάτος  στρεπτικής  ροπής  5kNm,  και  πάλι  για  να  έχουμε  καλύτερη  εικόνα  της 

ανάπτυξης  του  φαινομένου  και  με  διεγείρουσα  συχνότητα  την  ιδιοσυχνότητα 

της ράβδου που αντιστοιχεί στο εκάστοτε αξονικό φορτίο, δηλαδή 161,27 sec‐1 

και 112,86 sec‐1 αντίστοιχα. Για λόγους ευκρίνειας, παρατίθενται παρακάτω τα 

αποτελέσματα αυτών των αναλύσεων σε δύο ξεχωριστά σχήματα:  
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Σχήμα 4.4.8 Στροφή της μεσαίας διατομής συναρτήσει του χρόνου για την περίπτωση 
αξονικού φορτίου 1500kN 

 

 

Σχήμα 4.4.9 Στροφή της μεσαίας διατομης συναρτήσει του χρόνου για την περίπτωση 
αξονικού φορτίου 2500kN 

 

Συγκρίνοντας  τα  σχήματα  4.4.6,  4.4.8  και  4.4.9  μπορούμε  να  κάνουμε  κάποιες 

ενδιαφέρουσες  παρατηρήσεις.  Πρώτον,  η  μέγιστη  στροφή  και  στις  τρεις 

περιπτώσεις  ισούται  με  περίπου  1,3  rad  και  είναι  «ανεξάρτητη»  του  αξονικού 

φορτίου  που  ασκείται.  Δεύτερον,  όπως  ήταν  αναμενόμενο,  η  περίοδος  της 

κίνησης  είναι  διαφορετική  σε  κάθε  περίπτωση  και  ισούται  με  τη  διεγείρουσα 
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συχνότητα,  ή  την  ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου,  η  οποία,  όπως  έχει  δειχθεί, 

εξαρτάται  από  το  αξονικό  φορτίο  της  ράβδου.  Τρίτον,  φαίνεται  ότι  ο  κάθε 

παλμός  περιλαμβάνει  διαφορετικό  αριθμό  κύκλων  της  ράβδου  και  μάλιστα  ο 

αριθμός  αυτός  μειώνεται  όσο  αυξάνεται  το  αξονικό  φορτίο.  Ο  παρακάτω 

πίνακας δείχνει συγκεντρωτικά τις  ιδιοπεριόδους της ράβδου (οι οποίες για το 

συντονισμό  ταυτίζονται  με  τις  περιόδους  της  ταλάντωσης)  και  τις  περιόδους 

των  παλμών  για  τις  τρεις  διαφορετικές  τιμές  αξονικού  φορτίου  που 

εξετάστηκαν: 

 

Πίνακας 4­8 Ιδιοπερίοδοι ράβδου και περίοδοι παλμών συναρτήσει του 
αξονικού φορτίου 

Αξονικό Φορτίο [kN]  Ιδιοπερίοδος Ράβδου 
[sec] 

Περίοδος ενός Παλμού 
[sec] 

0 0.029 0.278 
1500  0.039 0.218 
2500  0.056 0.161 

 

Αξίζει  δε  να  σημειωθεί,  ότι  οι  επιλύσεις  των  παραπάνω  παραδειγμάτων  με 

χρήση  γραμμικής  θεωρίας  έδωσαν  ίδια  συμπεριφορά  με  το  σχήμα  4.4.7.  Αυτό 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα,  όπου παρουσιάζονται οι στροφές  της μεσαίας 

διατομής  συναρτήσει  του  χρόνου  για  τις  τρεις  τιμές  αξονικού  φορτίου  που 

εξετάστηκαν παραπάνω, με χρήση γραμμικής θεωρίας:  
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Σχήμα 4.4.10 Αποτελέσματα γραμμικής επίλυσης για τη στροφή της μεσαίας διατομής 
συναρτήσει του χρόνου και του αξονικού φορτίου 

 

Μάλιστα είναι ενδεικτικό ότι στην περίπτωση της γραμμικής θεωρίας το πλάτος 

της  ταλάντωσης  αυξάνεται  περισσότερο  μέσα  σε  ένα  συγκεκριμένο  χρονικό 

διάστημα, όσο μεγαλύτερο είναι το αξονικό φορτίο και αυτό γιατί ως γνωστόν η 

εισαγωγή θλίψης σε μια ράβδο μειώνει τη στιβαρότητά της. 

  Στο  πρώτο  αριθμητικό  παράδειγμα  δείξαμε  ότι  η  ιδιοσυχνότητα  της 

ράβδου είναι συνάρτηση του πλάτους ταλάντωσης, πράγμα λογικό καθώς στη 

μη  γραμμική  θεωρία  η  στιβαρότητα  της  ράβδου  αλλάζει  ανάλογα  με  τις 

παραμορφώσεις  που  αναπτύσσονται.  Αντίστοιχα,  στην  περίπτωση  του 

συντονισμού,  η συχνότητα για  την οποία  το φαινόμενο  του συντονισμού  είναι 

εντονότερα  αντιληπτό,  είναι  συνάρτηση  των  παραμορφώσεων  που 

προκαλούνται  στους  πρώτους  κύκλους  της  ταλάντωσης,  δηλαδή  της  μέγιστης 

τιμής της φόρτισης. Στην περίπτωση που εξετάστηκε παραπάνω, η μέγιστη τιμή 

της στρεπτικής ροπής ήταν τόσο μικρή, ώστε οι παραμορφώσεις στους πρώτους 

κύκλους ήταν κι αυτές αρκετά μικρές ώστε να μην αλλάξει η ιδιοσυχνότητα της 

ράβδου.  Εάν,  αντιθέτως,  η  μέγιστη  τιμή  της  στρεπτικής  ροπής  ήταν  50kNm, 

δεκαπλάσια, δηλαδή, από πριν, θα λαμβάναμε τα ακόλουθα αποτελέσματα:  
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Σχήμα 4.4.11 Στροφή του μέσου της διατομής συναρτήσει του χρόνου για περίπτωση 
φόρτισης με μέγιστη τιμή 50kNm και συχνότητα την ιδιοσυχνότητα της ράβδου για 

μηδενικό αξονικό φορτίο και "μικρές" παραμορφώσεις 

 

Και  σε  αυτή  την  περίπτωση  υπάρχει,  ανά  τρεις  κύκλους  μια  αυξομείωση  του 

πλάτους  ταλάντωσης,  αλλά  είναι  πολύ  λιγότερο  έντονη  από  τους  σαφώς 

διακριτούς παλμούς του σχήματος 4.4.6. Επίσης, στη συγκεκριμένη περίπτωση 

βλέπουμε  ότι  αναπτύσσονται  πολύ  μεγάλες  μετατοπίσεις  (και  επομένως 

γεωμετρική μη γραμμικότητα) από τον πρώτο κιόλας κύκλο, πράγμα που εξηγεί 

το γεγονός ότι ο συντονισμός δεν είναι τόσο έντονος όσο στην περίπτωση του 

σχήματος 4.4.6. Αν, αντιθέτως,  για  το  ίδιο πλάτος  της στρεπτικής ροπής, αυτό 

των 50kNm, τεθεί ως διεγείρουσα συχνότητα η μη γραμμική ιδιοσυχνότητα της 

ράβδου που αντιστοιχεί σε μηδενικό αξονικό φορτίο και πλάτος ταλάντωσης 2 

rad,  η  οποία  από  το  πρώτο  αριθμητικό  παράδειγμα  υπολογίστηκε  στα  278,85 

sec‐1, η στροφή της μεσαίας διατομής συναρτήσει του χρόνου θα είναι αυτή που 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα:  
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Σχήμα 4.4.12 Στροφή της μεσαίας διατομής συναρτήσει του χρόνου για μηδενικό 
αξονικό φορτίο και διεγείρουσα συχνότητα την ιδιοσυχνότητα της ράβδου για μηδενικό 

αξονικό και 2 rad πλάτος ταλάντωσης 

 

Βλέπουμε  ότι  η  συμπεριφορά  της  ράβδου  σε  αυτή  την  περίπτωση  είναι  πιο 

κοντά  σε  αυτή  του  σχήματος  4.4.6  και  το φαινόμενο  των  διαδοχικών παλμών 

είναι πιο ευδιάκριτο από την περίπτωση του σχήματος 4.4.11. 

  Μέχρι  στιγμής  έχει  μελετηθεί  το  φαινόμενο  του  συντονισμού  για 

διαφορετικές τιμές του αξονικού φορτίου, μικρότερες από το φορτίο λυγισμού. 

Στα επόμενα, γίνεται διερεύνηση της συμπεριφοράς της ράβδου σε κατάσταση 

συντονισμού  για  την  περίπτωση  που  της  ασκείται  κάποιο φορτίο  μεγαλύτερο 

από  το φορτίο  στρεπτικού  λυγισμού. Πρέπει  επίσης  να  σημειωθεί  ότι  δινόταν 

στη  ράβδο  και  μια  αρχική  μετατόπιση,  ώστε  η  ταλάντωση  να  ξεκινά  από  την 

απαραμόρφωτη  θέση  και  όχι  από  την  (παραμορφωμένη)  θέση  ισορροπίας. 

Επελέγη ένα αξονικό φορτίο ίσο με 7500kN. Η πρώτη φόρτιση που επιβλήθηκε 

είχε πλάτος 5kNm, για τους ίδιους λόγους που η ίδια φόρτιση χρησιμοποιήθηκε 

και  παραπάνω,  ενώ  η  διεγείρουσα  συχνότητα  ισούνταν  με  την  ιδιοσυχνότητα 

της  ράβδου  που  αντιστοιχεί  στο  συγκεκριμένο  αξονικό  φορτίο  και  αρχική 

παραμόρφωση  2,65  rad  (η  μικρότερη  από  αυτές  που  εξετάστηκαν  στο  πρώτο 

αριθμητικό παράδειγμα). Το παρακάτω σχήμα δείχνει την στροφή της μεσαίας 

διατομής συναρτήσει του χρόνου που έδωσε η συγκεκριμένη ανάλυση: 
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Σχήμα 4.4.13 Χρονική εξέλιξη της στροφής της μεσαίας διατομής για Ρ=7500 και 
διεγείρουσα συχνότητα 321,62 sec­1 

 

Παρατηρούμε  ότι,  ενώ  η  το  πλάτος  της  ταλάντωσης  της  μεσαίας  διατομής 

αυξομειώνεται με το χρόνο, η συμπεριφορά της ράβδου απέχει σημαντικά από 

τους  διαδοχικούς  παλμούς  που  περιγράφηκαν  παραπάνω,  και  οι  οποίοι 

μπορούμε να καταλήξουμε ότι περιγράφουν το φαινόμενο του συντονισμού για 

τις μη γραμμικές ταλαντώσεις που εξετάζονται. Αυτό δεν είναι παράλογο, καθώς 

η  διεγείρουσα  συχνότητα  που  εφαρμόστηκε  στην  παραπάνω  ανάλυση  είναι  η 

ιδιοσυχνότητα της ράβδου που αντιστοιχεί σε αρχική παραμόρφωση (και κατά 

κάποιον  τρόπο,  «πλάτος  ταλάντωσης»)  2,65  rad,  ενώ  στη  ράβδο  με  τη 

συγκεκριμένη  φόρτιση  αναπτύσσονται  στροφές  3,36  rad.  Για  το  λόγο  αυτό, 

χρησιμοποιήθηκε  για  την  επόμενη  ανάλυση  ως  διεγείρουσα  συχνότητα  η 

ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου  που  αντιστοιχεί  σε  αξονικό  φορτίο  7500kN  και 

αρχική  παραμόρφωση  3  rad.  Τα  αποτελέσματα  της  ανάλυσης  αυτής,  και  πιο 

συγκεκριμένα η στροφή της μεσαίας διατομής παρουσιάζονται στο παρακάτω 

σχήμα:  
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Σχήμα 4.4.14 Χρονική εξέλιξη της στροφής στο μέσο της ράβδου 

 

Στην  περίπτωση  αυτή,  που  η  συχνότητα  της  φόρτισης  είναι  πιο  κοντά  στην 

«πραγματική»  ιδιοσυχνότητα  της  ράβδου  βλέπουμε  μια  εικόνα  που  είναι  πιο 

κοντά  στον  συντονισμό  της  ράβδου,  όπως  αυτός  φαίνεται  σε  παραπάνω 

αναλύσεις, όπως το σχήμα 4.4.6. Επίσης, είναι ιδιαίτερα εμφανής μια ασυμμετρία 

στην  ταλάντωση,  ασυμμετρία  που  παρατηρείται  έτσι  κι  αλλιώς  στις 

περισσότερες  ταλαντώσεις  στη  μεταλυγισμική  κατάσταση  που  γίνονται  περί 

παραμορφωμένη θέση ισορροπίας. 

  Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση της ράβδου υπό αξονικό 

φορτίο  7500  kN  και  στρεπτική  ροπή  πλάτους  50kNm  και  συχνότητας  321,62 

sec‐1, που είναι η ιδιοσυχνότητα της ράβδου για το συγκεκριμένο αξονικό φορτίο 

και αρχική παραμόρφωση 2.65 rad. Για τη συγκεκριμένη περίπτωση φόρτισης η 

στροφή της μεσαίας διατομής συναρτήσει του χρόνου είναι αυτή που φαίνεται 

στο παρακάτω σχήμα:  

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Στ
ρο

φ
ή 
με

σα
ία
ς 
δι
α
το
μή

ς 
[r
ad

]

Χρόνος [sec]



Κεφάλαιο 4 – Αριθμητικά Παραδείγματα 

 

115 
 

 

Σχήμα 4.4.15 Στροφική ταλάντωση στο χρόνο της μεσαίας διατομής της ράβδου 

 

 Το  συγκεκριμένο  παράδειγμα  εμφανίζει  μια  σειρά  από  ενδιαφέροντα 

χαρακτηριστικά.  Πρώτον,  αντίθετα  με  τις  περιπτώσεις  εξαναγκασμένων 

ταλαντώσεων στη μεταλυγισμική κατάσταση που έχουν μέχρι τώρα εξεταστεί, 

εν προκειμένω η ταλάντωση γίνεται, με την εξαίρεση δύο κύκλων στην αρχή της 

κίνησης περί την απαραμόρφωτη θέση ισορροπίας. Σε προηγούμενο αριθμητικό 

παράδειγμα είδαμε ταλαντώσεις της ράβδου σε μεταλυγισμική κατάσταση περί 

την απαραμόρφωτη θέση ισορροπίας, αλλά τότε η μορφή της ταλάντωσης ήταν 

αρκετά  διαφορετική  από  την  ταλάντωση  στην  προλυγισμική  κατάσταση. 

Επίσης, πριν η ράβδος καταλήξει σε μια περιοδική κίνηση προηγούνται κάποιοι 

κύκλοι  όπου  η  συμπεριφορά  της  ράβδου  είναι  τελείως  διαφορετική  από  την 

τελική,  ενώ στην  αρχή  υπάρχει  και  η  τάση  να  εκτελέσει  η  ράβδος  ταλάντωση 

περί  παραμορφωμένη  θέση,  τάση  που  τελικώς  υπερνικάται.  Τέλος,  το  πιο 

ενδιαφέρον χαρακτηριστικό αυτού του σχήματος είναι το γεγονός ότι εμφανίζει 

διακριτούς και διαδοχικούς παλμούς, όπως ακριβώς συμβαίνει στην περίπτωση 

του  συντονισμού  κατά  την  προλυγισμική  κατάσταση.  Σε  αυτήν  όμως  την 

περίπτωση η διεγείρουσα συχνότητα αντιστοιχεί σε ιδιοσυχνότητα της ράβδου 

για  πολύ  χαμηλότερες  παραμορφώσεις  από  αυτές  που  τελικά  αναπτύσσονται, 
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ενώ με  βάση  το σχήμα 4.2.7  δεν φαίνεται  να πρόκειται  ούτε  για  υποαρμονικό 

συντονισμό.  Όλα  αυτά  δεν  δικαιολογούν  συντονισμό  αυτής  της  μορφής.  Η 

ερμηνεία  της  συμπεριφοράς  της  ράβδου  υπό  τη  συγκεκριμένη φόρτιση  χρήζει 

περαιτέρω  έρευνας,  τόσο  σε  αναλυτικό  επίπεδο,  όσο  και  σε  επίπεδο 

αριθμητικών  αναλύσεων,  η  οποία  όμως  ξεπερνά  τα  όρια  αυτής  της 

διπλωματικής εργασίας. 

  Σε  αυτό  το  αριθμητικό  παράδειγμα  εξετάστηκε  η  δυνατότητα  της 

μεθόδου να εκτελέσει αναλύσεις εξαναγκασμένων μη γραμμικών ταλαντώσεων. 

Πιο  συγκεκριμένα,  μελετήθηκε,  στο  βαθμό  του  δυνατού,  το  φαινόμενο  του 

συντονισμού και το πως αυτό εμφανίζεται στους μη γραμμικούς ταλαντωτές. Το 

κυριότερο  συμπέρασμα  που  μπορεί  να  εξαχθεί  είναι  το  γεγονός  ότι  η 

ιδιοσυχνότητα  για  την  οποία  εμφανίζεται  συντονισμός  δεν  είναι  σταθερή  και 

χαρακτηριστική της ράβδου που ταλαντώνεται, όπως συμβαίνει στις γραμμικές 

ταλαντώσεις. Ακόμη, στην περίπτωση του συντονισμού δεν έχουμε αύξηση του 

πλάτους ταλάντωσης χωρίς όριο, αλλά αυξομείωση του πλάτους ταλάντωσης με 

το χρόνο, υπό τη μορφή διακριτών και διαδοχικών παλμών. Παρ’όλα αυτά στην 

πράξη  ο  συντονισμός  στις  μη  γραμμικές  ταλαντώσεις  είναι  εξίσου 

καταστροφικός με την περίπτωση που το πλάτος αυξάνεται χωρίς όριο, καθώς 

οι παραμορφώσεις που αναπτύσσονται και στην περίπτωση των μη γραμμικών 

ταλαντώσεων  είναι  πολύ  μεγάλες  σε  σχέση  με  το  πλάτος  της  φόρτισης  που 

ασκείται σε κάθε περίπτωση. 
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Συμπεράσματα 
 

Σε αυτή τη διπλωματική εργασία αναπτύσσεται μια θεωρία μη γραμμικών 

στρεπτικών  ταλαντώσεων  ράβδων.  Η  θεωρία  έχει  αναπτυχθεί  για  μετρίως‐

μεγάλες μετατοπίσεις, μεγάλες στρεπτικές στροφές και μικρές παραμορφώσεις, 

ενώ λαμβάνει υπ’οψη της τη στρέβλωση και τη σύζευξη που υπάρχει μεταξύ της 

στροφής  των  διατομών  της  ράβδου  και  της  αξονικής  μετατόπισης.  Η  επίλυση 

των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν το πρόβλημα γίνεται αριθμητικά, με τη 

χρήση  της  Μεθόδου  Αναλογικής  Εξίσωσης.  Από  την  εξαγωγή  των  εξισώσεων, 

αλλά  και  την  επεξεργασία  των  αποτελεσμάτων  των  αριθμητικών  επιλύσεων 

προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

 Η γεωμετρική μη γραμμικότητα οδηγεί σε σύζευξη της στροφής των 

διατομών της ράβδου με την αξονική τους. 

 Η  αριθμητική  επίλυση  που  αναπτύχθηκε  είναι  αποδοτική  και 

προσφέρεται για προγραμματισμό σε Η/Υ και ανάλυση πρισματικών, 

ομογενών  ράβδων  με  διατομή  διπλής  συμμετρίας.  Μάλιστα,  το 

αντίστοιχο  πρόγραμμα  μπορεί  να  επιλύσει  ποικίλες  περιπτώσεις 

φόρτισης και συνοριακών συνθηκών . 

 Η  μεθοδολογία  που  αναπτύχθηκε  για  την  αριθμητική  επίλυση  του 

προβλήματος  διατηρεί  τα  πλεονεκτήματα  της  μεθόδου  συνοριακών 

στοιχείων  έναντι  των  μεθόδων  πεδιακής  διακριτοποίησης  και 

απαιτεί  μόνο  συνοριακή  διακριτοποίηση  παρά  το  γεγονός  ότι 

απαιτούνται κομβικά σημεία κατά μήκος του άξονα της ράβδου. 

 Η  ακρίβεια  της  μεθόδου  αριθμητικής  επίλυσης  είναι  πολύ  καλή  σε 

σύγκριση  με  αναλυτικές  σχέσεις  αλλά  και  αποτελέσματα  άλλων 

εργασιών. 

 Κατά  την  ανάπτυξη  μεγάλων  μετατοπίσεων  μεταβάλλονται  τα 

δυναμικά χαρακτηριστικά της ράβδου όπως η  ιδιοσυχνότητα και οι 

ιδιομορφές της. 

 Τουλάχιστον  σε  ότι  αφορά  τα  παραδείγματα  που  εξετάστηκαν,  ο 

όρος  της  αξονικής  αδράνειας  επηρεάζει  ελάχιστα  τα  κινηματικά 
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μεγέθη της ράβδου αλλά υποτιμά κάπως τα εντατικά μεγέθη για τις 

περισσότερες περιπτώσεις. 

 Στην  προλυγισμική  κατάσταση,  η  γεωμετρική  μη  γραμμικότητα 

οδηγεί σε αύξηση της στιβαρότητας της ράβδου και περιορισμό των 

μετατοπίσεων σε σχέση με τη γραμμική επίλυση. 

 Η μεταλυγισμική συμπεριφορά της ράβδου μεταβάλλεται σημαντικά, 

τόσο  ποιοτικά,  όσο  και  ποσοτικά,  ανάλογα  με  το  μέγεθος  του 

φορτίου  και  των  αρχικών  μετακινήσεων  ή  ταχυτήτων  που 

επιβάλλονται. 

 Όταν το αξονικό φορτίο είναι μεγαλύτερο από το φορτίο στρεπτικού 

λυγισμού,  η  απαραμόρφωτη  θέση  ισορροπίας  είναι  ασταθής  για 

μικρές διαταραχές, αλλά ευσταθής για μεγάλες διαταραχές. 

 Όπως ήταν αναμενόμενο, η γεωμετρική μη γραμμικότητα περιορίζει 

τις παραμορφώσεις σε σχέση με αυτές που δίνει η γραμμική θεωρία, 

ιδιαίτερα στην περίπτωση του συντονισμού. 

 Στην  περίπτωση  του  συντονισμού  μεγάλων  μετατοπίσεων  δεν 

έχουμε  συνεχή  αύξηση  του  πλάτους  ταλάντωσης,  αλλά  μορφή 

διαδοχικών  παλμών,  κυρίως  στην  προλυγισμική  κατάσταση  της 

ράβδου. 
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