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1. Εισαγωγή 

 

Σκοπός της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η διερεύνηση της 

επιρροής της προέντασης σε µεταλλικούς φορείς που χρησιµοποιούνται 

στη γεφυροποιία. Ειδικότερα, θα εξεταστεί η ελαστική ευστάθεια 

υψίκορµων µεταλλικών δοκών (όπου οι ροπές αδράνειας των βασικών 

αξόνων διαφέρουν σηµαντικά µεταξύ τους) έναντι των κρίσιµων µορφών 

αστοχίας τους, ήτοι την επικρατέστερη, σε αυτού του τύπου τις διατοµές, 

µορφή λυγισµού, τη στρέβλωση. 

Θα εξεταστούν αριθµητικά παραδείγµατα µεµονωµένων δοκών, καθώς 

και δοκών που εντάσσονται σε φορείς γεφυρών όπου παρουσιάζεται 

σηµαντική στρεπτική δυσκαµψία λόγω του φορέα του καταστρώµατος. 

Ο προσδιορισµός των αντοχών έναντι των παραπάνω µορφών αστοχίας 

θα γίνει µε τη χρήση αναλυτικών µεθόδων προσδιορισµού. Για την 

εκπόνηση των υπολογισµών θα γίνει χρήση του λογισµικού Mathcad 

έκδοση 5. 
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1.1 Προένταση των φορέων 

 

Η ιδέα για τη χρήση της προέντασης ως «αντίβαρο» στις καταπονήσεις 

των φορέων από τα φορτία τους εµφανίστηκε ως ευρεσιτεχνία το 1888i 

από µηχανικούς της εποχής όπως ο  P.H. Jackson και ο Charles Rabut, οι 

οποίοι κατοχύρωσαν τα πρώτα διπλώµατα  ευρεσιτεχνίας για το 

σχεδιασµό στοιχείων προεντεταµένου σκυροδέµατος. Το σκεπτικό της 

ιδέας ήταν ορθά διατυπωµένο, αλλά η ελλιπής τεχνογνωσία σε τοµείς που 

αφορούσαν στη µακροχρόνια συµπεριφορά των υλικών καθώς και η 

χαµηλής στάθµης τεχνολογία των υλικών και ειδικότερα του χάλυβα, δεν 

επέτρεπαν την πλήρη υλοποίησή της. 

Αυτό το γνωστικό κενό καλύφθηκε λίγο αργότερα από τον Eugene 

Freyssinet ο οποίος καθόρισε και µελέτησε τα φαινόµενα του ερπυσµού 

και της συστολής ξήρανσης, ειδικότερα στην κατασκευή της γέφυρας 

Plougastel καθιστώντας έτσι σαφείς τις συνθήκες σχεδιασµού του 

προεντεταµένου σκυροδέµατος. 

  

 Γέφυρα της Plougastel.  
Πηγή: en.structurae.de Φωτ.: Nicolas Janberg 
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Παρόλο που ο Freyssinet ήταν ένας ευφυέστατος και εξαιρετικός 

µηχανικός δεν κατάφερε να µεταδώσει την απαιτούµενη γνώση στους 

µηχανικούς της εποχής.  

Το πρώτο κείµενο που κατηύθηνε τους µηχανικούς στο σχεδιασµό 

προεντεταµένων φορέων ήταν το βιβλίο του Gustave Magnel, ο οποίος 

έκανε ευρεία χρήση της προέντασης, κατά το σχεδιασµό και την 

κατασκευή, στη γέφυρα Walnut Lane στη Φιλαδέλφεια των ΗΠΑ. Ο 

σύγχρονός του, γερµανός, Ulrich Finsterwalder επέκτεινε τα µέχρι τότε 

γνωστά όρια, εισάγοντας στο χώρο επαναστατικές µεθόδους κατασκευής 

όπως την προβολοδόµηση. 

Ο αρχικός σχεδιασµός, όπως είχε καθοριστεί από τους Freyssinet και 

Magnel, δεν επέτρεπε την ανάπτυξη εφελκυστικών τάσεων στο 

σκυρόδεµα. Λίγο καιρό αργότερα η ανάπτυξη της τεχνολογίας του 

χάλυβα επέτρεψε στους µηχανικούς το σχεδιασµό µερικώς 

προεντεταµένων φορέων, οδηγώντας έτσι την τεχνογνωσία του 

οπλισµένου σκυροδέµατος στα σηµερινά δεδοµένα. 

Σηµαντικό περιορισµό στο σχεδιασµό προεντεταµένων φορέων από 

σκυρόδεµα παίζουν τα χρόνια φαινόµενα χαλάρωσης, καθώς και η 

αποφυγή ανάπτυξης εφελκυστικών τάσεων στην ίνα της διατοµής που 

κατά την φόρτιση σχεδιασµού θα αναπτύξει θλιπτικές τάσεις (µε 

δεδοµένο ότι η προένταση του αφόρτιστου φορέα προκαλεί σε αυτή την 

ίνα εφελκυστικές τάσεις). Οι δύο αυτές σχεδιαστικές αρχές καθορίζουν 

τα όρια της προέντασης και εµφανίζονται στους φορείς λόγω της φύσης 

του σκυροδέµατος.  
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Η χρήση της προέντασης στους µεταλλικούς φορείς δεν επηρρεάζεται 

από αυτά τα φαινόµενα διότι ο χάλυβας δεν πάσχει από φαινόµενα 

ερπυσµού και δεν υποφέρει από εµφάνιση ρηγµατώσεων όταν 

εφελκύεται. Συνέπεια των χαρακτηριστικών αυτών είναι ότι οι τάσεις 

στην προεντεταµένη διατοµή µπορούν να µεταβάλλονται σε µεγαλύτερο 

εύρος, ενώ ταυτόχρονα δεν εµφανίζονται απώλειες της δύναµης 

προέντασης, που σηµαίνει ότι ο µελετητής οδηγείται σε µικρότερες 

διατοµές µε απαίτηση προέντασης που καθορίζεται αποκλειστικά από τα 

φορτία που καλείται να παραλάβει ο φορέας. 

 

 
 Ευρεσιτεχνία του 1888 του P.H. Jackson για την κατασκευή προεντεταµένου 
οδοστρώµατος  
Πηγή: The history of prestressed concrete Συγγρ..: Tyson Dinges 
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Η προένταση σε µεταλλικούς φορείς είναι σαφώς περιορισµένη σε σχέση 

µε φορείς από σκυρόδεµα. Κύριος λόγος είναι ότι δεν έχει αναπτυχθεί 

ένα σαφές κανονιστικό πλαίσιο που καθοδηγεί τους µηχανικούς καθώς 

και ότι δεν υπάρχει η απαιτούµενη τεχνογνωσία σε επίπεδο κατασκευής. 

Παρόλαυτά πλέον υπάρχουν εφαρµογές στα πεδία της ενίσχυσης 

παλαιών κατασκευών ώστε αυτές να ανταποκρίνονται στις νέες 

απαιτήσεις, ενώ γίνονται βήµατα και στην ανέγερση νέων 

προεντεταµένων µεταλλικών κατασκευώνii (Gulliver Commercial Center  

- Lucchina multiplex– Ρώµη). 

 

Πρακτικά η χρήση της προέντασης συνίσταται στην επιβολή φορτίων τα 

οποία προκαλούν εντατική κατάσταση αντίστροφη από αυτή που 

καλείται να παραλάβει ο φορέας κατά τη λειτουργία του. Εάν 

θεωρήσουµε µία ισοστατική δοκό (άρθρωση – κύλιση και λάβουµε 

 
 
Επιτρεπόµενες αναπτυσσόµενες τάσεις αφόρτιστου φορέα σε διατοµή 
σκυροδέµατος (αριστερά) και σε διατοµή χάλυβα (δεξιά) λόγω εφαρµογής 
προέντασης 
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υπόψη µας την προένταση ως µία αξονική δύναµη η οποία δρα έκκεντρα 

σε σχέση µε το κέντρο βάρους της δοκού και τα µόνιµα φορτία έχουµε: 

 

όπου θα πρέπει να ισχύει: 
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Εάν λάβουµε υπόψη µας και την επιβολή των ωφέλιµων φορτίων θα 

ισχύει: 

 

όπου: 
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Μετατρέποντας τις παραπάνω ανισώσεις σε ισότητες µπορούµε να 

αξάγουµε την απαιτούµενη δύναµη προέντασης για δεδοµένη 

εκκεντρότητα, ή την απαιτούµενη εκκεντρότητα για δεδοµένη δύναµη 

προέντασης
iii . 
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1.2 ∆ιερεύνηση της ελαστικής ευστάθειας των φορέων – Σύντοµο 

ιστορικό 

 

Η µελέτη της λυγισµικής και µετα-λυγισµικής θεωρίας ξεκίνησε από τον 

L. Euler το 1744 ο οποίος µελέτησε το φαινόµενο επί θλιβόµενων δοκών. 

Η έρευνα στο πεδίο της ελαστικής ευστάθειας έγινε σηµαντική περίπου 

έναν αιώνα αργότερα όταν η εκτεταµένη χρήση δοµικού χάλυβα στις 

κατασκευές του πολιτικού µηχανικού εισήγαγε τη χρήση λεπτότερων 

µελών µε µικρότερες τιµές δυσκαµψίας και επιρρεπείς σε λυγισµικά 

φαινόµενα. Η αναγκαιότητα για την ανάπτυξη µίας µη γραµµικής 

θεωρίας για τη µελέτη των φαινοµένων του λυγισµού εισήχθηκε στο 

χώρο των µηχανικών το 1930. Το 1945 ο Koiter µε τη διατριβή του 

θεµελίωσε ότι οι ατέλειες των υλικών οδηγούσαν σε σηµαντική µείωση 

του υπολογισµένου κρίσιµου φορτίου και γεφύρωσε τις αποκλίσεις που 

εµφανίζονταν ανάµεσα στα αποτελέσµατα, που ήταν προϊόν 

υπολογισµών γραµµικών θεωριών και τα πειράµατα σε µεταλλικά 

κελύφη. Η ανάπτυξη τοµέων όπως η αεροπλοΐα καθώς και τα διαστηµικά 

προγράµµατα διαφόρων χωρών έδωσαν σηµαντική ώθηση στη µελέτη 

του αντικειµένου το 1960, όπου και αναπτύχθηκε πληθώρα θεωριών που 

εξηγούσαν το φαινόµενο. Πρακτικά η µελέτη της ευστάθειας των φορέων 

είναι για ένα µαθηµατικό πρόβληµα και παρόλο που οι δύο κλάδοι της 

επιστήµης που ασχολούνται µε το πρόβληµα έχουν εξελιχθεί, συχνά, εν 

µέσω, αµοιβαίας, άγνοιας, το πρωτοποριακό έργο των Poincare, 

Lyapunov και Schmidt παίζει σηµαντικό ρόλο στη µελέτη συνεχών 

συστηµάτων που αφορούν στον µελετητή µηχανικόiv. 
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Θεωρούµε µία ισοστατική (άρθρωση – κύλιση), κεντρικά θλιβόµενη 

ράβδο µέσω µίας δύναµης P η οποία ασκείται στο ελεύθερο άκρο της. Η 

άσκηση µίας δύναµης F, εγκάρσιας στο διαµήκη άξονα της ράβδου, θα 

προκαλέσει ροπή Μ η οποία θα την αναγκάσει να καµπυλωθεί και να 

αποκτήσει ένα βέλος κάµψης f. Λόγω αυτού του βέλους κάµψης η 

δύναµη P πλέον δρα έκκεντρα στον άξονα της δοκού ασκώντας µία 

επιπλέον ροπή P x f η οποία αναπτύσσει επιπλέον καµπυλότητα επί της 

δοκού. Θεωρούµε ότι η δύναµη P κάποια στιγµή θα αποκτήσει την τιµή 

Pcr όπου για δεδοµένη αξονική δύναµη θα απαιτείται πρακτικά µηδενική 

τιµή για τη ροπή Μ ώστε η δοκός να καµπυλωθεί και µόλις αυτό συµβεί 

η αντοχή της διατοµής θα εξαντληθει άµεσα. Η τιµή αυτή  Pcr ονοµάζεται 

φορτίο λυγισµού της ράβδου. 

 

 

 

 

Θεωρώντας την ίδια ράβδο µήκους l, υπό την επιβολή αξονικού 

οµοιόµορφου φορτίου στο διαµήκη άξονά της, ήτοι px και αξονικό 

θλιπτικό φορτίο P, αυτή θα αναπτύξει, κατά την εκτροπή της λόγω 
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λυγισµού, βέλος κάµψης w, ενώ από την ισορροπία στοιχειώδους 

τµήµατος της δοκού θα έχουµε: 

xx PQ =⇒≅ 1cosφ και φφ xxz PPQ == sin

 
 

 

Η ισορροπία ροπών δίνει: 
 

dxQdM zy =

 
ή 

 
zy QM ΄ =

 
Επίσης έχουµε:  

φφ ≅= tanw ΄

 
και  

w ΄΄EJM yy −=

 
τελικά: 

΄w ΄P΄PQ ΄΄΄w ΄΄EJM ΄΄ xxzyy )()()( ===−= φ
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Η τελική µορφή της εξίσωσης είναι: 

0)()( =+− ΄w ΄P΄΄w ΄΄EJ xy

 
εάν θέσουµε: 

ξ=x/l και 
l

xw
w

)(
)( =ξ  

για την ισορροπία της δοκού θα πρέπει να ισχύει: v 

0

2
2

2

2

2

=









+









ξ

ξ

ξ

ξ

d

d

wd
lPd

d

d

wd
EJd xy

 

Για Jy σταθερό και px=0 θα ισχύει: 

 02

22

4

4

=+

ξξ d

wd

EJ

Pl

d

wd

y

 

Η λύση της εξίσωσης είναι: 














+














++= ξξξξ

yy EJ

Pl
c

EJ

Pl
cccw

2

4

2

321 cossin)(  

όπου οι σταθερές c1,2,3,4 καθορίζονται από τις συνθήκες στήριξης. Εάν 

εξετάσουµε την αµφιαρθρωτή δοκό όπου  για τις συνοριακές συνθήκες 

ισχύει: 

0)1()0()1()0( ==== ΄΄w΄΄www  

θα λάβουµε το σύστηµα: 

c1+c4=0 

c1+c2+c3sinµ+c4cosµ=0 

-µ2c4=0 

-µ2c3sinµ-µ2c4cosµ=0 

 

όπου µ2=Pl2/EJy 
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Για να έχει λύση το παραπάνω σύστηµα πρέπει η ορίζουσα των 

συντελεστών του να είναι ίση µε µηδέν. Η ορίζουσα είναι D=-µ4sinµ και 

επειδή το µ είναι ποσότητα διάφορη του µηδενός πρέπει να ισχύει: 

 sinµ=0 

 Άρα πρέπει να ισχύει µ=nπ, (n=1,2,3,...). 

Παρατηρούµε ότι το παραπάνω πρόβληµα έχει λύσεις για ιδιαίτερες τιµές 

του µ. Έτσι το πρόβληµα καθίσταται «ίδιον» και αποτελεί ένα πρόβληµα 

ιδιοτιµών. Από τις δυνατές τιµές του µ σηµασία έχει µόνο η µικρότερη 

αφού αυτή θα θα αποτελεί και το µικρότερο δυνατό φορτίο λυγισµού. 

έτσι για n=1 έχουµεv: 

2

2

l

EJ
P y

cr

π

=  

Η τιµή αυτή για το φορτίο λυγισµού καθορίστηκε από τον Euler και 

αφορά λυγισµό κατά το οποίο η διατοµή µίας ράβδου υφίσταται µόνο 

µετάθεση κατά τον ένα των κυρίων αξόνων. Σηµαντικό όµως είναι και το 

φαινόµενο του στρεπτοκαµπτικού λυγισµού κατά το οποίο µία διατοµή 

κατά την αστοχία σε λυγισµό µπορεί να υφίσταται δύο µετακινήσεις κατα 

τους κυριους αξονες και µία στροφή περι τον αξονα του κέντρου 

διατµησεως.  
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2. Προσδιορισµός της εντατικής κατάστασης γραµµικων φορέων 

2.1 Κάµψη - ∆ιάτµηση 

Θεωρούµε µία δοκό συγκεκριµένης διατοµής, µε καθορισµένο  

ορθογώνιο κεντροβαρικό σύστηµα συντεταγµένων, S το κέντρο βάρους 

αυτής και Μ το κέντρο διάτµησης αυτής. Συµβολίζουµε µε u τη 

µετακίνηση του S κατά τον άξονα y, µε u τη µετακίνηση του S κατά τον 

άξονα z και µε φ τη στροφή του S περί τον άξονα x 

Θα ισχύει: v 

 

∫=
bA

bBz dAyJ 2  

∫=
bA

bBy dAzJ 2  

∫ ⋅= dstzJ y
2  

∫ ⋅= dstyzJ yz  

dsytS
s

z ⋅= ∫0
κ  

dsztS
s

y ⋅= ∫0
κ  

όπου για δοκό φορτιζόµενη στο επίπεδο Οxz και για τον προσδιορισµό 

των ορθών και διατµητικών τάσεων επί της διατοµής θα ισχύει: 

z
J

M

F

Q

y

yx
x +=σ  

και 
tJ

SQ

y

yz
−=τ   
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2.2 Ελαστική Ευστάθεια 

Η εύρεση του κρίσιµου φορτίου λυγισµού αποτελεί ένα πρόβληµα 

ιδιοτιµών. Η µικρότερη λύση του προβλήµατος είναι αυτή που µας δίνει 

το κρίσιµο φορτίο έναντι αστάθειας του φορέα.  

Για τις δύο επικρατέστερες µορφές λυγισµού των φορέων, ήτοι καµπτικό 

λυγισµό, όπου η διατοµή του φορέα υφίσταται µετάθεση και 

στρεπτοκαµτικό λυγισµό, όπου η διατοµή του φορέα υφίσταται δύο 

µετακινήσεις και µία στροφή, για αξονικά θλιβόµενη ράβδο έχουµε κατά 

τα γνωστάv: 

2









=

β

λ
yy EJP

 
2









=

β

λ
zz EJP

 














+








= DT
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T GJEC
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2
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όπου λ=nπ/l και n=1,2,3…. 

 

ενώ τα β και β0 µεταβάλλονται ανάλογα µε τις συνοριακές συνθήκες του 

προβλήµατος και είναι: 

β= β0=1  για αµφιαρθρωτό φορέα 

β= β0=0,5 για αµφίπακτο φορέα 

β= β0=2  για πρόβολο 

β= β0=0,707 για µονόπακτο φορέα 

 

Θεωρητικά εάν θέλαµε να απεικονίσουµε γραφικά τις δύο αυτές βασικές 

µορφές λυγισµού θα είχαµε τα παρακάτω σχήµατα: 
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Σχήµα 2.1 ΚΑΜΠΤΙΚΟΣ ΛΥΓΙΣΜΟΣ 
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Σχήµα 2.2 ΣΤΡΕΠΤΟΚΑΜΠΤΙΚΟΣ ΛΥΓΙΣΜΟΣ 
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2.3 Στρέβλωση 

Μία ιδιαίτερη µορφή πλαγιοστρεπτικού λυγισµού είναι η στρέβλωση, η 

οποία εµφανίζεται σε φορείς των οποίων η ροπή αδράνειας του ασθενούς 

άξονα είναι σηµαντικά µικρότερη από αυτή του ισχυρού. Ισχύει δηλαδή 

Jy>>Jz. 
Για τη στρέβλωση, οι παραµορφώσεις, τη στιγµή της απώλειας 

ευστάθειας, κατά τον άξονα z είναι πολύ µικρές σε σχέση µε τις 

παραµορφώσεις κατά τον άξονα y και αγνοούνται  

 

)( υ<<w  

Η ροπή που προκαλείται από τα εξωτερικά φορτία, λόγω της στροφής της 

διατοµής αναλύεται σε: 

yy
y

MMM ≅= ϕcos~

 

εξ. (2.1)
 

ϕϕ yy
z

MMM −≅= sin~  

εξ. (2.2) 

 
Σχήµα 2.3 Συνιστώσες ροπής 
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2.4 Η ενεργειακή µέθοδος 

Για τον προσδιορισµό της ευστάθειας των φορέων έναντι λυγισµικών 

φαινοµένων θα γίνει χρήση της ενεργειακής µεθόδου, κατά την οποία ο 

ρυθµός µεταβολής της ενέργειας που περιέχει ένας φορέας σε κατάσταση 

ισορροπίας είναι µηδενικήv. Ως ενέργεια που περιέχει ένας φορέας, ή σαν 

δυναµικό του φορέα, ορίζουµε το άθροισµα του έργου των εξωτερικών 

δυνάµεων και του έργου που προκύπτει από την αναπτυσσόµενη 

παραµόρφωση (ή άλλιώς το έργο των εσωτερικών δυνάµεων).  

ei εεε +=  

Ενώ για την κατάσταση ισορροπίας ανάµεσα σε δύο γειτονικές θέσεις 

ενός σώµατος (α και δα) θα πρέπει να ισχύει:   

0
)(

=
∂

∂
δα

α

αε
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3. Περιγραφή του προβλήµατος 

Θεωρούµε τη δοκό του σχήµατος 3.1, η οποία έστω ότι (χωρίς 

περιορισµό της γενικότητας της λύσης) αποτελεί τµήµα του φορέα µίας 

µεταλλικής προεντεταµένης γέφυρας. Το κατάστρωµα της γέφυρας 

εδράζεται σε τεγίδες διατεταγµένες κατά µήκος της κύριας δοκού, οι 

οποίες προσφέρουν στρεπτική δυσκαµψία σε αυτή. Οι δυνάµεις που 

ασκούνται στην κύρια δοκό είναι µια θλιπτική δύναµη F, και η ροπή 

κάµψης Μy. Η προένταση ασκείται µέσω καλωδίων, αγκυρωµένων στα 

άκρα της δοκού, σε εκκεντρότητα ez από το κέντρο βάρους αυτής. 

 

 

 

 
 
Σχήµα 3.1 
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3.1 Προσδιορισµός του παραγόµενου έργου 

3.1.1 Έργο της αναπτυσσόµενης παραµόρφωσης 

Λαµβάνοντας υπόψη µας τη στροφή της διατοµής, το έργο της 

αναπτυσσόµενης παραµόρφωσης είναι: 

dx΄GJ΄΄J΄΄EJ dwz

l

i )(
2
1 222

0
ϕϕυε +Ε+= ∫  

(εξ. 3.1) 

3.1.2 Έργο των εξωτερικών δυνάµεων 

3.1.2.1 Έργο της δύναµης F 

Λόγω της δύναµης F( όπου F θεωρούµε τη δύναµη προέντασης που 

ασκείται µε εκκεντρότητα ez επί του κέντρου βάρους,), για το τυχαίο 

σηµείο Β(yB,zB) του σχήµατος 3.2 θα ισχύει:  

 

)
1

( z
y

B

b
x e

J

z

A
F +−=

Β
σ  

εξ. (3.2) 

 

 
Σχήµα 3.2 
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ενώ το µήκος της αντίστοιχης ίνας θα είναι:  

dx΄w΄ B

l
)(

2

1 22

0
+

Β∫ υ  

εξ. (3.3)   

Το αναπτυσσόµενο έργο θα είναι: 

dxdA΄w΄e
J

z

A

F
b

A

Bz
y

B

b

l
x

F

b

∫∫ +













+−=

Β
)(

1

2
22

0
υε  

εξ. (3.4) 

Η µετατόπιση του σηµείου Β, λόγω της στροφής φ,  σε σχέση µε τη 

µετατόπιση υ του κέντρου βάρους της διατοµής, θα είναι:  

ϕυυ
*

BB z−=  

εξ. (3.5) 

Όπου το z*B φαίνεται στο σχήµα 3.2. 

Οι συντεταγµένες του σηµείου Β είναι: 

BMB zzz *
−=  

εξ. (3.6) 

Λόγω των εξ. (3.5) και (3.6) έχουµε: 

ϕυυ )( MBB zz −−=  

εξ. (3.7) 

Επίσης: 

'' ϕϕ BBBB ywyw =⇒=  

εξ. ( 3.8) 



- 26 -   ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 
ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΜΕΤΑΛΛΙΚΩΝ ΠΡΟΕΝΤΕΤΑΜΕΝΩΝ ∆ΟΚΩΝ 

ΧΑΡΙΤΙ∆ΗΣ Σ. ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ 
ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ ΓΕΩΡΓΙΟΣ Θ. ΜΙΧΑΛΤΣΟΣ 

 

ή 

)(2)2( 22222
MBBMMBB zz΄΄΄zzzz΄΄ −−−++= ϕυϕυυ  

εξ. (3.9) 

Με δεδοµένο ότι 

0=== ∫∫∫
bbb A

bBB

A

bB

A

bB dAzydAzdAy  

εξ. (3.10) 

Θέτουµε 

zybpp JJAiJ +==
2

 

εξ. 3.11α) 

222
MpM zii +=  

εξ. (3.11β) 

bBBB

A

y dAzyzV
b

)( 22
+= ∫  

εξ. (3.11γ) 

Από τις εξ. (3.9), (3.11α) , (3.11β) και(3.11γ)  η εξ. (3.4) γίνεται  
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εξ. (3.12) 
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3.1.2.2 Έργο της Mž 

Έστω ω η γωνία στροφής του άξονα x της ράβδου. Κατά το σχήµα 3.3, 

για στοιχειώδες  τµήµα dx και επειδή η ω είναι πολύ µικρή, θα ισχύει θα 

ισχύει: 

 

΄΄dxd΄΄dxd΄΄dxd΄΄
dx

d
΄

dx

d
zzz z

υευωυωυ

ω

υ
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~~tan Μ−=⇔Μ−=Μ−⇔=⇔=⇔==≅
Μ

 

εξ. (3.13) 

Όπως περιγράφηκε στην παράγραφο 2.3 εξ. (2.2) και εξ. (2.3), λόγω του 

σχήµατος 2.3 έχουµε: 

∫−=
l

z
M ΄΄dxM

0

~υε , 

ή λόγω της εξ.(3.13) 

dx΄΄M΄΄dxM y

l

z

l

M ϕυυε ∫∫ =−=

00
~  

εξ. (3.14) 

 

 
Σχήµα 3.3 
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3.1.2.3 Το έργο των καλωδίων 

 

Στο παραπάνω σχήµα φαίνεται η παραµορφωµένη κατάσταση ενός 

καλωδίου τη στιγµή της στρέβλωσης. Στην παραµορφωµένη κατάσταση 

το καλώδιο επιδρά στη δοκό πέρα από την qz και µε την qy η οποία 

προκαλείται από την παραµόρφωση της δοκού και αντιδρά σε αυτήν. Η 

µετατόπιση υc του καλωδίου συνδέεται µε τη µετατόπιση υ του S µε τη 

σχέση:  

ϕυυ oc z−=  

εξ. (3.15) 

 
 
 
 

 

 
Σχήµα 3.4 Παραµορφωµένο καλώδιο τη στιγµή της στρέβλωσης 



- 29 -   ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 
ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΜΕΤΑΛΛΙΚΩΝ ΠΡΟΕΝΤΕΤΑΜΕΝΩΝ ∆ΟΚΩΝ 

ΧΑΡΙΤΙ∆ΗΣ Σ. ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ 
ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ ΓΕΩΡΓΙΟΣ Θ. ΜΙΧΑΛΤΣΟΣ 

 

a) Το έργο της qy  

Από το σχήµα 3.4 έχουµε: 

 

εξ. (3.16) 

και τελικά: 

qy=-Fx υc΄΄  

εξ. (3.17) 

Οµοίως  για την qz 

 qz=-Fx zo΄΄  

εξ. (3.18) 

Άρα εφ’όσον: 

΄΄dxFdxwqq cc

l

xczcy

l

F υυυε ∫∫ −≅+=
00

)(
1  

εξ. (3.19) 

Λόγω της εξ. (3.15) η εξ. (3.19) γίνεται: 

dx΄΄z΄΄z΄΄z΄΄F ooo

l

xF )( 2

01
ϕϕϕυυϕυυε +−−−= ∫  

εξ. (3.20) 

 

 

 

 

 

 

Fx=σταθερή 
Fy=Fx υc΄ 
dFy=-qy dy 
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b) Το έργο που παράγεται από το καλώδιο 

Λόγω της παραµόρφωσης της διατοµής και της µετατόπισης του κέντρου 

βάρους της, ο τένοντας της προέντασης ακολουθεί τη γεωµετρία του 

διαµήκη άξονα της διατοµής και κατά συνέπεια µεταβάλλει το µήκος 

του. Η µεταβολή του µήκους έχει ως συνέπεια την αύξηση της όρθής 

τάσης του τένοντα λόγω του νόµου του Hooke. Η αύξηση της ορθής 

τάσης συνεπάγεται παραγωγή έργου η οποία λαµβάνεται υπόψη 

σύµφωνα µε τα παρακάτω. 

Από το σχήµα 3.4 έχουµε τις ακόλουθες συντεταγµένες:  

A΄( x       ,  υc            ,  zo            ) 

 B΄( x+dx , υc,+dυc , zo+d zo ) 

Το µήκος Α`Β` είναι: 

)
22

1(1
22

22222 ΄z΄
dx΄z΄dxdzddx΄A΄ oc

ococ ++=++=++=Β
υ

υυ  

εξ. (3.21) 

Το τελικό µήκος ενός στοιχειώδους τµήµατος dx του καλωδίου θα είναι: 

dx
΄z΄

ds oc )
22

1(
22

++=
υ  

και το συνολικό µήκος του καλωδίου θα είναι: 

dx
΄z΄

s oc
l

)
22

1(
22

0
++= ∫

υ  

εξ. (3.22) 

Γνωρίζουµε επίσης ότι η επιµήκυνση ενός καλωδίου συνολικού µήκους s 

και διατοµής Αc θα είναι: 

s
EA

F
s

c

=∆  

εξ. (3.23) 
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Θεωρώντας ότι η ορθή τάση του καλωδίου είναι σc και λαµβάνοντας 

υπόψη µας την εξ. (25) το συνολικό έργο του καλωδίου θα είναι: 

dx
΄z΄z
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ϕυσ
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εξ. (3.24) 

  

3.1.2.4 Το έργο των πλευρικών στηρίξεων 

Θεωρούµε ότι οι δοκοί που στηρίζουν το κατάστρωµα προσφέρουν µία 

επιπλέον στρεπτική δυσκαµψία στη δοκό, µέσω της ηµιάκαµπτης 

σύνδεσής τους µε αυτή. Λαµβάνοντας υπόψη τη ροπή που µπορούν αυτές 

να παραλάβουν έχουµε Μ=Kφ, κατά συνέπεια: 

dxKMdxd s
2

2

1

2

1
ϕϕε ==  

και τελικά   

dxK
l

s
2

02

1
ϕε ∫=  

εξ. (3.25) 

Για τον προσδιορισµό της σταθεράς K θεωρούµε ότι έχουµε n δοκούς 

µήκους lo (ίσο µε το άνοιγµα µεταξύ των δύο κύριων δοκών των οποίων  

την ευστάθεια εξετάζουµε), µε ροπή αδράνειας περί του ισχυρού άξονά 

τους Jo. Η σταθερά της σύνδεσης είναι r. Κατ’επέκταση θα έχουµε: 

ϕϕ KM
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EJ
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M
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o
===

4
1   

και τελικά: 
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o

o

ll

nEJ
rK

4
=  

εξ. (3.26) 

Η σταθερά της σύνδεσης εξαρτάται από τη µορφή και το είδος της. Για 

κοχλιωτές ηµιαρθρωτές συνδέσεις είναι  0 ≤ r ≤ 0,25. Στην παρούσα 

εργασία θα ληφθεί r=5% . 
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3.2 Το συνολικό έργο 

Σύµφωνα µε την παραπάνω ανάλυση και τις εξ.(3.1), (3.12), (3.14), 

(3.20),  (3.24),  (3.25) το συνολικά παραγόµενο έργο είναι: 

−++= ∫ dx΄GJ΄΄EJ΄΄EJ dwz
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Πρέπει να ισχύει: 

0=δε  

 

Μετά από, κατά παράγοντες, ολοκλήρωση παίρνουµε ολοκληρωµένες 

παραστάσεις οι οποίες δείχνουν τις συνοριακές συνθήκες, και 

παραστάσεις προς ολοκλήρωση οι οποίες αποτελούν τις διαφορικές 

εξισώσεις του προβλήµατος.  
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Οι προς ολοκλήρωση παραστάσεις είναι: 
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εξ. (3.27) 

 

σηµειώνεται ότι συνήθως Co=1. 
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3.3 Απλοποίηση και επίλυση του συστήµατος 

 

Οι εξισώσεις της παραγράφου 3.2 αποτελούν ένα µη γραµµικό σύστηµα 

και κατά συνέπεια δεν µπορούν να επιλυθούν µε στοιχειώδεις µεθόδους. 

Για να µην οδηγηθούµε σε επιλύσεις διαφορικών συναρτήσεων ανωτέρου 

βαθµού όσον αφορά τη ροπή που αναπτύσσεται επί της δοκού θα 

επιλέξουµε ένα φορέα µε σταθερή εξωτερικά επιβαλλόµενη ροπή σε όλο 

το µήκος του. 

Θεωρούµε µία αµφιέρειστη δοκό διπλής συµµετρίας (zM=0, Vy=0) η 

οποία καταπονείται από ζεύγος ροπών στα άκρα της και προεντείνεται µε 

ευθύγραµµο καλώδιο σταθερής εκκεντρότητας ez. Θεωρούµε ότι η δοκός 

αυτή αντιστηρίζεται πλευρικά από τεγίδες που προσφέρουν την, 

παραπάνω υπολογισθείσα, πρόσθετη στρεπτική αντίσταση σταθεράς Κ. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω δεδοµένα (zM=0, Vy=0 και z0= ez=σταθερή) οι 

εξισώσεις (3.27) της παραγράφου 3.2 παίρνουν τη µορφή: 
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εξ. (3.28) 

 Θεωρούµε λύσεις, οι οποίες να ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες, 

της µορφής: 



π
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x
Sin,
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εξ. (3.29) 
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Οι εξισώσεις (3.28) γίνονται: 
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εξ. (3.30) 

Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 2.2 το κρίσιµο φορτίο καµπτικού και 

πλαγιοστρεπτικού λυγισµού είναι αντίστοιχα: 
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εξ. (3.31) 

Βάσει των εξ. (3.31) το σύστηµα των εξισώσεων (3.30)  που καλούµαστε 

να επιλύσουµε γίνεται: 
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εξ. (3.32) 
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Για να έχει το παραπάνω σύστηµα λύση πρέπει η ορίζουσά του να είναι 

ίση µε το µηδέν. 

Η ορίζουσα του συστήµατος είναι: 

0)()(2
=ΓΒ−Α∆+Γ++−= BMMD yy  

Επιλύοντας το πολυώνυµο 2ου βαθµού ως προς τη Μy αυτή η συνθήκη 

µας δίνει την χαρακτηριστική εξίσωση της ροπής σε σχέση µε τους 

παραπάνω παράγοντες: 

( ))4)()(
2

1 2
∆+Γ−+Γ+= ABBM y  

εξ. (3.33) 

Στην παραπάνω εξίσωση για F=0 έχουµε το κρίσιµο φορτίο λυγισµού της 

δοκού χωρίς αξονική δύναµη, ενώ για ez=0 παίρνουµε το κρίσιµο φορτίο 

λυγισµού της δοκού για ταυτόχρονη δράση ροπής και θλιπτικής αξονικής 

δύναµης χωρίς να λαµβάνουµε υπόψη µας την επίδραση της προέντασης 

στο φορέα. 
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4. Αριθµητικά αποτελέσµατα 

Για τον υπολογισµό των παραπάνω µεγεθών θα γίνει χρήση του 

παρακάτω προγράµµατος το οποίο µας δίνει αποτελέσµατα µέσα από το 

λογισµικό Mathcad. 

Θα εξετάσουµε δύο διατοµές µε τα παρακάτω χαρακτηριστικά: 

 

Για τη διατοµή 1 ο έλεγχος θα γίνει για µήκη 10 και 15 µέτρα, ενώ για τη 

διατοµή 2 ο έλεγχος θα γίνει για µήκη 10 και 20 µέτρα. 

Η εκκεντρότητα του τένοντα θα ληφθεί για τη διατοµή 1 ίση µε 0 και 

0.35 µέτρα, ενώ για τη διατοµή 2 θα ληφθεί ίση µε 0 και 0.6 µέτρα. 

Για τις πλευρικές στηρίξεις των δοκών του καταστρώµατος θα ληφθούν 

υπόψη τεγίδες µε ροπή αδράνειας 0,0002313 m4 κάθε 3 µέτρα. 

 

 
Σχήµα 4.1 ∆ιατοµές προς εξέταση  
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Πρόγραµµα επίλυσης (οι τιµές είναι ενδεικτικές) 

C l e a r A l l @ E b , G b , J y , J z , J w , J d , J p , A b , J o , L o , A c , n , i p , i M , z M , c o ,

f , L , e z , z o 1 , z o 2 , M y , M y 1 , M y 2 , M y s , F , n , x , P e , P T , k , r , I 1 , I 2 , I 3 ,

I 4 , I 5 , I 6 , A , B , Γ , ∆ , H 1 , H 2 , H 3 D
L = 2 0 ;

L o = 7 ;

J y = 0 . 0 2 0 8 2 ;

J z = 0 . 0 0 0 3 2 ;

A b = 0 . 0 4 9 6 ;

J w = 0 . 0 0 0 2 0 4 8 ;

J d = 0 . 0 9 3 8 ∗ 1 0 − 4 ;

J o = 0 . 0 0 0 2 3 1 3 ;

A c = 0 . 0 0 1 ;

E b = 2 . 1 ∗ 1 0 8 ;

G b = 0 . 8 ∗ 1 0 8 ;

z M = 0 ;

n = L ê 3 ;

r = 0 . 0 5

e z = 0 . 5 ;

i p =
$ %%%% %% %% %% %% %% %% %%%J y + J z

A b
;

i M =

è !!!! !! !! !! !! !! !! !! !!!
i p 2

+ z M 2 ;

P e = J π

L
N 2

∗ E b ∗ J z

P T =

1

i M 2
∗ J E b ∗ J w ∗ J π

L
N 2

+ G b ∗ J d N
k = r ∗ 4 ∗ n ∗ E b ∗ J o ê H L ∗ L o L ;
A = P e + F −

F 2

E b ∗ A c
;

B = e z ∗
i
k
jj − F −

F 2

E b ∗ A c
y
{
zz ;

Γ = B ;

∆ = i M 2
∗ H P T − F L + e z 2

∗
i
k
jj 2 ∗ F +

F 2

E b ∗ A c
y
{
zz + k ∗ J L

π

N 2
;

M y 1 = i M ∗ & ''''' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' ''P e ∗ J P T +

k

i M 2
∗ J L

π

N 2 N

M y 2 = i M ∗ & ''''' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' '' ''H P e − F L ∗ J P T − F +

k

i M 2
∗ J L

π

N 2 N ;

M y s =

1

2
∗ I H B + Γ L +

è !!! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !! !!H B − Γ L 2
+ 4 ∗ A ∗ ∆ M ;

H 1 = P l o t @ M y 1 , 8 F , 0 , 8 0 0 0 < ,
P l o t S t y l e −> 8 D a s h i n g @ 8 0 . 0 0 5 , 0 . 0 1 < D , T h i c k n e s s @ 0 . 0 0 4 D < ,
A x e s L a b e l → 8 " F " , " M y 1 " < D

H 2 = P l o t @ M y 2 , 8 F , 0 , 3 0 0 0 < ,
P l o t S t y l e −> 8 D a s h i n g @ 8 0 . 0 0 8 , 0 . 0 1 5 < D , T h i c k n e s s @ 0 . 0 0 4 D < ,
A x e s L a b e l → 8 " F " , " M y 2 " < D

H 3 = P l o t @ M y s , 8 F , 0 , 1 2 0 0 0 < , A x e s L a b e l → 8 " F " , " M y s " < D
S h o w @ H 1 , H 2 , H 3 , A x e s L a b e l → 8 " F " , " M y " < D
N u l l  
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Αποτελέσµατα διατοµής 1 

ez=0, L=10, Άνοιγµα καταστρώµατος 4m 
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Αποτελέσµατα διατοµής 1 

ez=0.35, L=10, Άνοιγµα καταστρώµατος 4m 
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Αποτελέσµατα διατοµής 1 

ez=0, L=15, Άνοιγµα καταστρώµατος 4m 

 

 

 

 

 

200 400 600 800 1000
F

20

40

60

80

100

My

 
 
 
∆οκός χωρίς πλευρικό ελατήριο 

 
 

200 400 600 800 1000
F

1000

2000

3000

4000

My

 
 
∆οκός µε πλευρικό ελατήριο 

Κρίσιµο φορτίο χωρίς αξονική 

Κρίσιµο φορτίο µε προένταση 

Κρίσιµο φορτίο χωρίς προένταση 

Κρίσιµο φορτίο χωρίς αξονική 

Κρίσιµο φορτίο µε προένταση 

Κρίσιµο φορτίο χωρίς προένταση 



- 43 -   ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 
ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΜΕΤΑΛΛΙΚΩΝ ΠΡΟΕΝΤΕΤΑΜΕΝΩΝ ∆ΟΚΩΝ 

ΧΑΡΙΤΙ∆ΗΣ Σ. ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ 
ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ ΓΕΩΡΓΙΟΣ Θ. ΜΙΧΑΛΤΣΟΣ 

 

Αποτελέσµατα διατοµής 1 

ez=0.35, L=15, Άνοιγµα καταστρώµατος 4m 
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Αποτελέσµατα διατοµής 2 

ez=0, L=10, Άνοιγµα καταστρώµατος 8m 
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Αποτελέσµατα διατοµής 2 

ez=0.60, L=10, Άνοιγµα καταστρώµατος 8m 
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Αποτελέσµατα διατοµής 2 

ez=0,60, L=20, Άνοιγµα καταστρώµατος 8m 
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5. Συµπεράσµατα 
Σηµαντικό ρόλο στην αντοχή σε στρέβλωση παίζει η ύπαρξη των 

πλευρικών στηρίξεων που προσφέρουν οι τεγίδες του καταστρώµατος, 

καθώς τα αριθµητικά αποτελέσµατα αλλάζουν δραµατικά όταν τις 

λαµβάνουµε υπόψη.  

Παρόλαυτά από τα παραπάνω διαγράµµατα παρατηρούµε ότι σε κάθε 

περίπτωση η ύπαρξη της προέντασης βελτιώνει σηµαντικά την ευστάθεια 

του φορέα έναντι λυγισµού, ενώ η τάξη µεγέθους αύξησης της αντοχής 

είναι πολλαπλάσια της αρχικής. 
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