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Περίληψη  
Στόχος της παρούσας εργασίας είναι η πραγμάτευση του φαινομένου της 

αυτοαναφοράς, τον ρόλο που έπαιξε στην θεμελίωση των μαθηματικών και ως ένα 
εργαλείο για την ανάπτυξη μιας θεωρίας μάθησης. Καθώς η θεωρία αυτή έχει στον 
πυρήνα της την εξέλιξη θα δοθεί μια σύντομη παρουσίαση της εξέλιξης ως μια 

υπολογιστική μαθηματική διαδικασία  
Στο κεφάλαιο 1, θα παρουσιαστούν οι κυριότερες προσπάθειες θεμελίωσης των 
μαθηματικών και ο ρόλος της αυτοαναφοράς στην ανάπτυξη αυτών των 
προγραμμάτων. Επιπλέον, θα παρουσιαστεί μια χρήση της αυτοαναφοράς στην 

θεωρία συνόλων 
. Στο κεφάλαιο 2, δίνονται οι κυριότεροι ορισμοί για την παρουσίαση των 
αυτοαναφορικών αλγορίθμων.  

Στο κεφάλαιο 3, παρουσιάζεται ο τρόπος με τον οποίο αυτοί οι αλγόριθμοι 
εξελίσσονται και διαφοροποιούνται. 
 Στο κεφάλαιο 4, γίνεται μια ανασκόπηση της θεωρίας της εξέλιξης και της σχέσης 

της με την θεωρητική πληροφορική 
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1 Αυτοαναφορά και θεμελίωσvη των μαθηματικών

H εμφάνισvη των μαθηματικών σvυναντάται σvχεδόν παράλληλα με την ανάπτυξη των ανθρώπινων
κοινωνιών. Αρχικά, για την επίλυσvη πρακτικών προβλημάτων, αλλά από την αρχαία Ελ-
λάδα ακόμη η ανάπτυξη των μαθηματικών ως αυτούσvιου αντικειμένου, δηλαδή η παραγωγή
αποτελεσvμάτων που δεν σvυνδέονται αναγκασvτικά με πραγματικά προβλήματα. Το μαθηματικό
οικοδόμημα σvυνεχώς και αυξανόταν με το πέρασvμα του χρόνου. Η εξέλιξη της μαθηματικής
σvκέψης από φιλοσvοφικό σvτοχασvμό σvε μια οργανωμένη και θεμελιωμένη πλέον επισvτήμη με

σvυγκεκριμένους κανόνες απασvχόλησvε πλήθος φιλοσvόφων και μαθηματικών ανά τους αιώνες.
Παρά τις επιμέρους διαφορετικές προσvεγγίσvεις και σvχολές σvκέψεις αποτελεί κοινό τόπο η

θεμελίωσvη των μαθηματικών ως επισvτήμης με αμιγώς ορθολογικό υπόβαθρο που δεν χρησvι-

μοποιεί εμπειρικά δεδομένα βασvισvμένα σvτην παρατήρησvη ή το βίωμα. Επομένως, δηλαδή,
η αναζήτησvη της �αλήθειας� της σvυγκεκριμένης επισvτήμης αποτελεί μια αρκετά σvύνθετη δι-
αδικασvία. Στην ίδια κατεύθυνσvη, δεν είναι εύκολο για τη μαθηματική επισvτήμη να ερμηνεύσvει
τον εαυτό της, να τεκμηριώσvει δηλαδή αναλυτικά την ορθότητα των κανόνων και των αποτε-
λεσvμάτων της.
Σήμερα, τα μαθηματικά διατηρούν την αυτονομία τους ως κλάδος διαφυλάσvσvοντας και την

επισvτημονική τους αυταξία και κύρος. Παράλληλα, όμως ανταποκρίνονται σvτις νέες ιδιαίτερες
ανάγκες που καλούνται να αντιμετωπίσvουν ως κυρίαρχος αρωγός για την ανάπτυξη σvυγγενών

και όχι μόνο επισvτημονικών κλάδων αλλά και της βιομηχανίας. Τελικά, αυτή τους η προσvφορά
τα καταξιώνει και ως τον αναπόσvπασvτο θεμέλιο λίθο σvτην οικοδόμησvη του σvύγχρονου κόσvμου.
Εκκινώντας την αναδρομή σvτην προσvπάθεια θεμελίωσvης των μαθηματικών, η αφετηρία

τοποθετείται σvτην πλατωνική φιλοσvοφία. Στον πλατωνικό κόσvμο των Ιδεών τα μαθηματικά
κατέχουν την ανώτερη θέσvη και έναν άχρονο και ακριβή προσvδιορισvμό, ο οποίος δεν εξαρτά-
ται από την παρατήρησvη [1]. Διακρίνεται η αλήθεια των μαθηματικών προτάσvεων από τον
φορμαλισvμό τους, είτε αυτός είναι η χρήσvη σvχημάτων, είτε μια αλγοριθμική διαδικασvία που
χρησvιμοποιείται για επίλυσvη. Για τον Πλάτωνα, οι μαθηματικές προτάσvεις προϋπάρχουν, δεν
κατασvκευάζονται αλλά αποκαλύπτονται.
Αυτή η ιδέα, αν και σvε έναν βαθμό μεταφυσvική, έχει επηρεάσvει μεγάλους σvύγχρονους

μαθηματικούς, καθώς προβάλλει την μαθηματική εποπτεία έναντι της αισvθητηριακής αντίληψη.
Χαρακτηρισvτική απόδειξη είναι οι απόψεις του Godel και του Drake. Στον Drake οι πλατωνικές
επιρροές είναι εμφανείς, καθώς θεωρεί ότι κάποια μαθηματικά αντικείμενα προϋπάρχουν της
παρατήρησvης, όπως διαφαίνεται και από το σvχετικό απόσvπασvμα παρακάτω:

� ΄Εχω γράψει αυτό το βιβλίο από μια ασvυμβίβασvτη ρεαλισvτική ή πλατωνική σvκοπιά,
δηλαδή έχω αποδεχθεί την άποψη ότι κατά κάποιο τρόπο τα σvύνολα υπάρχουν, σvαν
αντικείμενα προς σvπουδή, και ότι η θεωρία σvυνόλων σvχετίζεται με σvταθερά αντικεί-
μενα όπως ακριβώς η θεωρία αριθμών... Μου φαίνεται πολύ δύσvκολο να εξηγήσvω
τους λόγους για τους οποίους μελετούμε τους μεγάλους πληθαρίθμους χωρίς να

αποδεχθώ μια τέτοια άποψη�.[2]

Η εργασvία μελετάει κυρίαρχα τρία από τα σvημαντικότερα προγράμματα που ασvχολούνται με

τη θεμελίωσvη των μαθηματικών σvτους νεότερους χρόνους: τον Λογικισvμό, τον Ιντουσvιονισvμό
και τον Φορμαλισvμό. Επιλέγονται σvυνειδητά αυτά τα τρία με βασvικό κριτήριο τον μαθηματικό
τους χαρακτήρα που καταφέρνει την υπέρβασvη της πλατωνικής οντολογίας. Ομοίως, όλοι όσvοι
σvυμμετείχαν σvε αυτές τις προσvπάθειες πολλές φορές έκρυβαν πίσvω από τις απόπειρες τους

βαθύτερες φιλοσvοφικές ανησvυχίες ως και σvκοπούς. Κι αν μια τέτοια επιλογή λανθάνει κάποιας
υπεκφυγής από την αυσvτηρή μαθηματική σvκέψη, ίσvως αξίζει να αναφερθεί ότι σvυχνά οι ίδιοι
άνθρωποι καταξιώθηκαν και ως μεγάλοι μαθηματικοί.
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1.1 Λογικισvμός

Η πρώτη μεγάλη προσvπάθεια για μια σvυνολική θεώρησvη των μαθηματικών ήταν ο Λογικισvμός.
Από τον Leibniz που θεωρούσvε τα μαθηματικά προέκτασvη της λογικής ως τους Frege και Russel
που προσvπάθησvαν να υλοποιήσvουν την αναγωγή τους σvε αυτήν με σvτόχο να δικαιολογήσvουν

την αλήθεια των μαθηματικών προτάσvεων, ο λογικισvμός αναπτύχθηκε ως φιλοσvοφικό ρεύμα.
Περιγράφει δηλαδή την προσvπάθεια ενσvωμάτωσvης των μαθηματικών ως κομμάτι της λογικής.
Αν πράγματι λοιπόν η λογική είναι η βάσvη των μαθηματικών, τότε οι μαθηματικές προτάσvεις
δεν αποτελούν παρά κομμάτι της και επομένως μπορούν να αποδειχθούν με την χρήσvη των

κανόνων της.
΄Ενας από τους σvημαντικότερους εκφρασvτές και πρωτεργάτες του Λογικισvμού ήταν ο Frege.

Υπήρξε ένας εκ των θεμελιωτών της σvύγχρονης λογικής, καθώς εξέλιξε σvημαντικά τη σvυμβο-
λική λογική σvε σvχέσvη με την προϋπάρχουσvα αρισvτοτελική. ΄Εκφρασvη αυτής της πολύχρονης
προσvπάθειας καθίσvταται η σvυγγραφή και έκδοσvη το 1884, του πρώτου τόμου �Θεμέλια της
Αριθμητικής�. Ο Frege σvυνέχισvε αδιάκοπα την προσvπάθειά του και δρομολογούσvε την έκδοσvη
του δεύτερου τόμου. Παρά τους κόπους του και τις φιλοδοξίες του όμως, οδηγήθηκε σvε αδιέξ-
οδο το 1901, όταν ο Russel του κοινοποίησvε ένα παράδοξο. Το παράδοξο αυτό οφειλόταν
σvτην αρχή της σvυμπερίληψης, όπως αυτή ήταν διατυπωμένη σvε αυτό που αργότερα ονομάσvτηκε
αφελής θεωρία σvυνόλων με θεμελιωτή τον Cantor. Στη σvυνέχεια, διατυπώνονται η Γενική
Αρχή της Συμπερίληψης και το Παράδοξο του Russel.[3]

1.1.1 Γενική αρχή της σvυμπερίληψης

Για κάθε n-μελή ορισvτική σvυνθήκη P υπάρχει σvύνολο

Α={x/P (x)}

με μέλη ακριβώς τις n− αδες αντικειμένων που ικανοποιούν την P (x)έτσvι ώσvτε για κάθε
x

x ∈ A ⇔ P (x)

Το παράδοξο του Russel έθεσvε ένα τέλος σvε αυτόν τον ελκυσvτικό υπαγόμενο από τις
διαισvθήσvεις ορισvμό του σvυνόλου. Το διάσvημο αυτό παράδοξο χρησvιμοποιεί την αυτοαναφορά
για την εξαγωγή μιας αντίφασvης.

1.1.2 Παράδοξο του Russel

R = {x/x σύνολοκαι x /∈ x}
Από τον ορισvμό του R εύκολα προκύπτει η αντίφασvη καθώς

R ∈ R ⇔ R /∈ R

Στο Principia Mathematica οι Russel και Whitehead αποπειράθηκαν να θεμελιώσvουν τα
μαθηματικά με την αναγωγή των αριθμητικών εξισvώσvεων σvε εξισvώσvεις της λογικής.

�Το σvύνολο των καθαρών μαθηματικών ασvχολείται αποκλεισvτικά με έννοιες που
μπορούν να ορισvθούν από ένα πολύ μικρό αριθμό θεμελιωδών λογικών εννοιών,
και ότι όλες οι προτάσvεις τους μπορούν να αποδειχθούν από ένα πολύ μικρό αριθμό

λογικών αρχών. Η απόδειξη της φιλοσvοφικής αυτής άποψης αν δεν κάνω λάθος,
έχει όλη την βεβαιότητα και ακρίβεια που οι μαθηματικές αποδείξεις μπορούν να

επιδείξουν� [4]
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Η προσvπάθειά τους βασvίζεται σvτο επιχείρημα, ότι όλες οι μαθηματικές προτάσvεις μπορούν να
αναλυθούν σvε προτάσvεις της λογικής και της σvυνολοθεωρίας. Συνεπώς, αυτοί οι δύο κλάδοι
θα αποτελούν το σvτήριγμα και τον φορέα εγκυρότητας όλων των άλλων. Σε μια απόπειρα
να αποβάλλουν τέτοιου είδους παράδοξα προχώρησvαν σvτην δημιουργία της θεωρίας τύπων

(type theory), η οποία περιόριζε σvε μεγάλο βαθμό την αυτοαναφορά. Αυτή ήταν μια ad-hoc
προσvπάθεια που δεν μπορούσvε όμως να δικαιολογηθεί με κάποιον σvτέρεο τρόπο και ταυτόχρονα

ήταν αρκετά δύσvχρησvτη με αποτέλεσvμα να μην καταφέρει τελικά να επικρατήσvει.
Από την άλλη πλευρά, η θεωρία τύπων επηρέασvε τόσvο την θεωρία σvυνόλων όσvο και τη

φιλοσvοφία των μαθηματικών. Το παράδοξο του Russel λειτούργησvε ως τροχοπέδη σvτην ανάπ-
τυξη της θεωρίας σvυνόλων αλλά ξεπεράσvτηκε με την αξιωματική θεμελίωσvή της από τον Zer-
melo. Ο Zermelo σvτην αξιωματικοποίησvη της θεωρίας σvυνόλων κατέληξε σvε έναν πολύ πιο
εύχρησvτο τρόπο περιγραφής. Ακόμη και σvήμερα τα αξιώματά του με ελάχισvτες αλλαγές σvυνθέ-
τουν τη βάσvη της ανάπτυξης της θεωρίας σvυνόλων. Η αξιωματικοποίησvη αυτή έχει ως πρότυπο
την ευκλείδεια γεωμετρία μια θεωρία κατεξοχήν αξιωματική. Η κατά Zermelo θεωρία σvυνόλων
κατάφερε να ενσvωματώσvει την αυταναφορά και να την χρησvιμοποιήσvει ως ένα πολύ σvημαντικό

εργαλείο. Η αυτοαναφορά είναι εμφανής ακόμα και σvτο διαγώνιο επιχείρημα του Cantor, σvτην
απόδειξη για την πληθικότητα των απείρων.
Ολοκληρώνοντας την παρουσvίασvη του Λογικισvμού, η προσvπάθειά τους εδράζεται σvτη δημιουργία

του Λογισvμού (1), ο οποίος είναι υπεύθυνος για την παραγωγή ορθών αποτελεσvμάτων. Οι
ενσvτάσvεις του Wittgeinstein όμως έχουν βάσvη, όταν διατύπωνε πως αυτός ο Λογισvμός δεν
έχει κάποια ιδιαιτερότητα για να διαφέρει από άλλους λογισvμούς. Είναι δηλαδή ένας από τους
πολλούς και άρα δεν μπορεί να είναι υπεύθυνος για την παραγωγή ορθών αποτελεσvμάτων.
Τελικά, φαντάζει ίσvως πιο σvωσvτό το επιχείρημα ότι η λογική διέπει τα μαθηματικά αλλά δεν τα
σvτηρίζει. [5]

1.2 Ιντουσvιονισvμός

Μια εντελώς διαφορετική προσvέγγισvη ήταν τα κατασvκευασvτικά ή ενορατικά (ιντουσvιονισvτικά)
μαθηματικά που εισvήγαγαν έναν διαφορετικό τρόπο προσvέγγισvης και ερμηνείας των μαθη-

ματικών. Σε αντίθεσvη με τον Λογικισvμό, ο Ενορατισvμός θεωρούσvε ότι η λογική εδράζεται
σvτα μαθηματικά. Ως ιδέα εντοπίζεται σvε αρκετούς μεγάλους μαθηματικούς, όπως ο Poincare, o
Baire και άλλοι. Ο Brouwer υπήρξε ο κορυφαίος εκπρόσvωπος αυτού του κινήματος που μαζί με
τον Weyl θεωρούνται οι θεμελιωτές του. Η ενόρασvη αποτελεί τον πυρήνα αυτής της σvχολής,
πρόκειται για μια εποπτεία μέσvω της οποίας κατανοούμε τα μαθηματικά. Ο Ενορατισvμός θεωρεί
τη γλώσvσvα ως κάτι ξεχωρισvτό από τα μαθηματικά, ένα μέσvο μετάδοσvης τους.
Η ενόρασvη είναι μια δρασvτηριότητα σvκεπτικού χαρακτήρα, η οποία εμπεριέχει έμφυτη την

έννοια της αλήθειας, προηγείται της γλώσvσvας χρονικά και δεν εξαρτάται από αυτήν [ 1 ].
Εδράζεται σvτο νου αποτελεί μια βαθύτερη έννοια, η οποία αφορά τον τρόπο με τον οποίο
σvκέφτεται ο άνθρωπος ανεξάρτητα από τα ερεθίσvματα που δέχεται και βασvίζεται σvε μια χρονική

επαλληλία κινήσvεων μέσvω της οποίας κατανοεί τα πράγματα. Οι ιντουσvιονισvτές ταύτιζαν την
ύπαρξη με την κατασvκευή που είχε ως επακόλουθο την αποδοχή κάποιων αποτελεσvμάτων ως

σvυνεπών αλλά όχι υπαρκτών. Η αλήθεια του τυπικού σvυσvτήματος βασvιζόταν σvτην ενόρασvη και
την κατασvκευή του για αυτόν τον λόγο δεν μπορούσvε να αποδειχτεί η σvυνέπεια ενός τυπικού

σvυσvτήματος εντός του. �Δεν είναι βέβαιο ότι κάθε μαθηματικό πρόβλημα μπορεί είτε να λυθεί
είτε να αποδειχθεί ότι δεν λύνεται � [ 6 ].
Ο Brouwer ασvκούσvε κριτική ακόμα και σvτην ιδέα της επαγωγής, ακρογωνιαίο λίθο σvτην αξι-

ωματικοποίησvη της αριθμητικής του Peano. Θεωρούσvε ότι ακόμα και ο καθολικός ποσvοδείκτης
( ∀ ) εμπεριέχει έναν περιορισvμό από την σvτιγμή που αναφέρεται σvε ένα ήδη κατασvκευασvμένο
σvύνολο. Από την άλλη αποδεχόταν την απειρία των φυσvικών αριθμών και την ύπαρξη μιας
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μεθόδου η οποία θα αποδείκνυε τις καθολικές τους ιδιότητες. Η πιο αιρετική ίσvως προσvπά-
θεια αυτού του προγράμματος ήταν η ενορατική λογική. Σε αυτήν δεν είχε θέσvη ο νόμος του
αποκλειόμενου τρίτου ότι ισvχύει Α ή ¬ Α όταν πρέπει να εφαρμοσvτεί σvε άπειρα σvυσvτήματα.
Ο Brouwer ήθελε να διαχωρίσvει τις προτάσvεις, οι οποίες εκφράζουν αλήθεια από τις απλά

σvυνεπείς προτάσvεις. Ο Kolmogorov ήταν ο πρώτος που προσvπάθησvε να προβεί σvε μια αξιω-
ματικοποίησvη της, πολλοί ακόμη προσvπάθησvαν να σvυνεισvφέρουν σvε αυτό το έργο. Ο Kleene
έβλεπε με σvυμπάθεια αυτές τις ιδέες και προσvπάθησvε να προσvδώσvει έναν φορμαλισvμό σvε αυτό το

τυπικό σvύσvτημα και να αποσvαφηνίσvει την σvχέσvη τους με τα κλασvικά μαθηματικά. Επιλέγοντας
από τα αξιώματα που είχαν προτείνει οι προηγούμενοι παρουσvίασvε μια αξιωματικοποίησvη της.
Είναι όμως χρήσvιμο για την κατανόησvη του Ιντουσvιονισvμού να δοθεί ιδιαίτερη προσvοχή σvτον

Brouwer, τον τρόπο που περιγράφει την εποπτεία καθώς και το ίδιο το ρεύμα.

�Η πρώτη πράξη Ιντουσvιονισvμού διαχωρίζει τα μαθηματικά από την γλώσvσvα των μα-
θηματικών, ιδιαίτερα από τα φαινόμενα της γλώσvσvας που περιγράφονται από την
θεωρητική λογική, και αναγνωρίζει πως τα ιντουσvιονισvτικά μαθηματικά είναι μια
θεμελιώδης αγλωσvσvική διαδικασvία του νου που έχει τις ρίζες της σvτην αντίληψη

μίας κίνησvης του χρόνου, δηλαδή της διάλυσvης μίας σvτιγμής της ζωής σvε δύο δι-
ακριτά πράγματα, που το ένα δίνει την θέσvη του σvτο άλλο διατηρούμενο όμως σvτην
μνήμη. Αν αυτή η έτσvι γεννημένη δυάδα απογυμνωθεί από κάθε ποιότητα, παραμένει
η άδεια μορφή του υποβάθρου όλων των δυαδών. Αυτό ακριβώς το υπόβαθρο, αυτή
η άδεια μορφή, είναι η βασvική εποπτεία (ενόρασvη) των μαθηματικών� [ 7 ]

΄Οπως είναι λογικό αυτές οι απόψεις σvυνάντησvαν και πολλούς επικριτές. Αρχικά, η ενόρασvη
κατηγορήθηκε ως μια ψυχολογική εμπειρία, η οποία δεν αφορά τα μαθηματικά. Επομένως, τα
θεμέλια πάνω σvτα οποία αποβλέπει να δομηθεί η νέα μαθηματική σvκέψη είναι σvαθρά. Ο Hilbert
τους κατηγορούσvε πως προβαίνουν σvε ad-hoc απόλυτες απαγορεύσvεις και εξοβελισvμό κομ-
ματιών των μαθηματικών με σvκοπό την διευκόλυνσvη τους. Ενέτασvσvε τις ιδέες ως σvυνέχεια
του Kronecker και των απόψεων για τους φυσvικούς αριθμούς1, όμως πια τα μαθηματικά είναι
αρκετά σvτέρεα για να ανταπαξέλθουν σvε αυτούς τους κραδασvμούς[8]. Τα μαθηματικά και η
λογική βρίσvκονται σvτο ίδιο επίπεδο και δεν γίνεται η αναγωγή του ενός σvτο άλλο. Υπό μια
διαφορετική σvκοπιά δεν πρόκειται για νέα θεμελίωσvη αλλά για μια μεταρρύθμισvη των μαθη-

ματικών.

1.3 Φορμαλισvμός

O Φορμαλισvμός πέρα από ένα φιλοσvοφικό κίνημα αποτέλεσvε και το πιο αυσvτηρό πρόγραμμα για
την θεμελίωσvη των μαθηματικών. Κυριότερος εκφρασvτής αυτού του προγράμματος αποτέλεσvε
ο μεγάλος μαθηματικός Hilbert. Στην προσvπάθεια κατανόησvης του Φορμαλισvμού εξετάζονται
τα δύο βασvικά σvτοιχεία του όπως τα έθεσvε ο Robinson το 1964 [ 9 ].

1. Οποιαδήποτε αναφορά σvε άπειρες ολότητες σvτερείται νοήματος.

2. Πρέπει να λειτουργούμε ως αν οι άπειρες ολότητες ήδη υπάρχουν

Οι φορμαλισvτές θεωρούσvαν κενή νοήματος οποιαδήποτε αναφορά ακόμα και σvτην ύπαρξη του

απείρου. Θα πρέπει να επιτευχθεί μια κάθαρσvη των μαθηματικών από την έννοια του απείρου.
Το δεύτερο σvημείο σvτην πρώτη ανάγνωσvη φαντάζει ίσvως αντιφατικό ως προς το πρώτο αλλά

αυτό που εννοεί είναι πως η καθιερωμένη μαθηματική πρακτική δεν πρέπει να αλλάξει. ΄Οπως
ευφάντασvτα έχει διατυπωθεί δεν ήταν διατεθειμένοι να εγκαταλείψουν τον παράδεισvο που είχε

1o Kronecker υπήρξε μεγάλος αντίπαλος του Cantor, μεταξύ μύθου και πραγματικότητας είπε � Ο θεός έφτιαξε τους φυσvικούς
όλα τα άλλα είναι κατασvκεύασvμα του ανθρώπου
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φτιάξει ο Cantor. ΄Ενα χαρακτηρισvτικό παράδειγμα ορισvμού χωρίς την χρήσvη του απείρου είναι
ο ορισvμός της σvυνέχειας.

1.3.1 Ορισvμός σvυνέχειας Cauchy

H σvυνάρτησvη f (x) f : A → R θα ονομάζεται σvυνεχής ως προς x, αν για κάθε x ∈ A οι
αριθμητικές τιμές της διαφοράς f (x+ a)− f (x)μικραίνουν επ΄άπειρο μαζί με αυτές του α
Η f (x)θα παραμένει σvυνεχής ως προς x, αν μια απειροελάχισvτη αύξησvη της μεταβλητής

παράγει πάντοτε μια απειροελάχισvτη αύξησvη της σvυνάρτησvης

1.3.2 Ορισvμός σvυνέχειας Weirstrass

Η σvυνάρτησvη f : A → R θα ονομάζεται σvυνεχής σvτο x0 αν για κάθε ε > 0υπάρχει δ τέτοιο
ώσvτε κάθε x

|x− x0| < δ ⇒ |f (x)− f (x0)| < ε

΄Οπως είναι εμφανές, ο δεύτερος ορισvμός δεν διαφέρει νοηματικά από τον πρώτο, απλώς όμως
διατυπώνεται χωρίς την αναφορά σvε άπειρες ποσvότητες. Τέτοιου είδους ορισvμοί αποτελούν
πρότυπο ορισvμών για τον Hilbert.
Η αξιωματικοποίησvη της ευκλείδειας γεωμετρίας από τον Hilbert, της αριθμητικής από τον

Peano και της σvυνόλων από τον Zermelo δημιούργησvαν την ανάγκη της σvυνέπειας. Μετά και
την απόδειξη της σvυνέπειας της γεωμετρίας, ο Hilbert αποπειράθηκε να φτιάξει μια διαδικασvία
βάσvη της οποίας θα ορίζονταν οι αποδείξεις για την παραγωγή ορθών αποτελεσvμάτων. Με
λίγα λόγια, η αξιωματικοποίησvη ουσvιασvτικά σvημαίνει ότι με βάσvη ένα πεπερασvμένο σvύνολο
σvυμβόλων, ένα πεπερασvμένο λεξιλόγιο και τα εκάσvτοτε αξιώματα δημιουργείται ένα τυπικό
σvύσvτημα το οποίο μπορεί να εκφράσvει μια θεωρία. Τα αξιώματα αυτά πρέπει να είναι απλά και
να μην περιέχουν περιττά σvτοιχεία.
Αυτό βρισvκόταν σvτον πυρήνα της σvκέψης τους πως με πεπερασvμένα και ορθά βήματα

εκκινώντας από τα αξιώματα δεν δύναται να οδηγηθούμε σvε αντιφάσvεις. Η υπολογισvτική αυτή
διαδικασvία θα έβαζε πάρα πολύ σvτέρεα θεμέλια σvτα μαθηματικά. Καθώς οτιδήποτε αποδεικνυό-
ταν με αυτή την διαδικασvία, αποτελούσvε ένα δεύτερο σvτρώμα αξιωμάτων. Σχηματικά αν κά-
νουμε την αντίσvτροφη διαδικασvία (�προς τα πίσvω�) θα καταλήγουμε πάντα σvτα εκάσvτοτε αξιώ-
ματα.
Η πίσvτη του Hilbert σvτη δύναμη των τυπικών σvυσvτημάτων βασvίζονταν σvτην πεποίθησvη, ότι

όλα τα μαθηματικά προβλήματα λύνονται και πρέπει να λυθούν. Η άγνοια δεν είχε θέσvη σvτον
μαθηματικό κόσvμο του Hilbert. Θεμέλιο του Φορμαλισvμού αποτελούσvε η μη αντιφατικότητα
των αξιωμάτων, η θεωρία οφείλει να είναι σvυνεπής και ειδικότερα η αριθμητική. ΄Ολο το
πρόγραμμα διακατέχονταν από μια μεγάλη αυσvτηρότητα που κρίνονταν απαραίτητη για την

ορθή ανάπτυξη του.
Ο Hilbert το 1900 σvτο διεθνές σvυνέδριων μαθηματικών σvε μια ισvτορική διάλεξη εκφώνησvε

τα 23 προβλήματα για την πρόοδο των μαθηματικών σvτον επερχόμενο αιώνα. Ενδεικτική αυτής
του της άποψης είναι η αρχή της ομιλίας του.

�Ποίος ανάμεσvα μας, δεν θα ήθελε να ανασvηκώσvει το πέπλο πίσvω από το οποίο
βρίσvκεται κρυμμένο το μέλλον; Να ρίξει μια ματιά σvτη μελλοντική πρόοδο της
επισvτήμης μας και να μάθει τα μυσvτικά των εξελίξεων σvτους αιώνες που έρχονται;
Να μάθει ποίοι θα είναι οι σvυγκεκριμένοι σvτόχοι προς τους οποίους οι κορυ-

φαίες μαθηματικές διάνοιες των επερχόμενων γενεών θα σvτρέψουν τις προσvπά-

θειες τους. Ποίες νέες μεθόδους και ποία νέα σvτοιχεία από το πλούσvιο και ευρύ
πεδίο της μαθηματικής σvκέψης θα αποκαλύψουν οι επόμενοι αιώνες;� [10]
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Αυτή η προσvπάθεια έμελλε να αποτύχει και αυτή του η αποτυχία είχε την σvφραγίδα του Godel.
Ο Godel απέδειξε αρχικά την πληρότητα ενός σvυσvτήματος, ακολούθως έκανε την ιδιοφυή
σvκέψη να μην προσvπαθήσvει να αποδείξει τη σvυνέπεια της αριθμητικής αλλά την ασvυνέπεια της.
Στα μαθηματικά σvυσvτήματα που μελέτησvε ο Godel οι προτάσvεις αναφέρονται σvε αριθμούς και
σvύνολα και όχι σvε προτάσvεις. Επομένως, το πρόβλημα που δημιουργείται είναι με ποιον τρόπο
θα γίνει αναφορά σvε εκφράσvεις. Ο Godel υπερκέρασvε αυτό προσvδίδοντας σvε κάθε πρότασvη
έναν κωδικό αριθμό, τον αριθμό Godel [11].
Αυτή η κωδικοποίησvη κατάφερε να εντάξει τη θεμελίωσvη των μαθηματικών μέσvα σvτα ίδια τα

μαθηματικά, ειδικότερα σvτην θεωρία αριθμών [ 12 ]. Μέχρι τότε η αλήθεια σvυμβάδιζε με την
αποδειξιμότητα (provablility), αφού εντός του τυπικού σvυσvτήματος είτε αυτή είτε η άρνησvη
μπορούσvε να αποδειχτεί. Ο Godel κατασvκεύασvε μια πρότασvη της μορφής �αυτή η πρότασvη δεν
είναι αποδείξιμη� . Αυτή η χρήσvη της αυτοαναφοράς παραπέμπει σvτον παράδοξο του ψεύτη του
Επιμενίδη [ 13 ]. Ο Επιμενίδης με καταγωγή από την Κρήτη είχε διατυπώσvει αυτό το παράδοξο
ως � ΄Ολοι οι Κρήτες είναι ψεύτες�

1.3.3 Παράδοξο του Ψεύτη

Θεωρώ μια πρότασvη L : L is false
Με μια πιο μαθηματική φόρμα L = (L = false)
¨Οπως γίνεται κατανοητό οδηγούμασvτε σvε μια αντίφασvη η πρότασvη Lείναι ασvυνεπής
Συνεχίζοντας, λίγο ακόμα μπορούμε να θεωρήσvουμε δύο προτάσvεις οι οποίες είναι δίτιμες (

boolean ). Θα εκφράσvουμε πάλι την ίδια πρότασvη λίγο τροποποιημένη
B(t) = Tαν η t αντιπροσvωπεύει μια δυαδική έκφρασvη με αληθοτιμή Τ
αλλιώς F
G = �B (G) = T �

Αν η παραπάνω πρότασvη αφορά την αλήθεια, ο Godel την μετέφερε σvτην έννοια της αποδειξ-
ιμότητας. ΄Εχοντας ως βάσvη το παραπάνω η μοναδική αλλαγή σvτην οποία προβαίνουμε είναι η
αντικατάσvτασvη της δυαδικής έκφρασvης με �αποδείξιμη δυαδική έκφρασvη�. Διέκρινε την αποδειξ-
ιμότητα εντός ενός τυπικού σvυσvτήματος από την αλήθεια. Η αντίφασvη που προκύπτει από αυτή
την πρότασvη δεν οδηγεί σvε αντιφατικότητα των μαθηματικών αλλά οδηγεί σvτο σvυμπέρασvμα ότι

θα μπορούσvε μια πρότασvη να είναι αληθής αλλά όχι αποδείξιμη. Τελικά, δηλαδή το τυπικό
σvύσvτημα δεν είναι τόσvο ισvχυρό όσvο πισvτεύαν ότι είναι ως τότε. Δεν είναι ικανό δηλαδή να
αποδείξει όλες τις αληθείς προτάσvεις. Τα μαθηματικά δεν είναι αντιφατικά όπως κάποιοι μη
γνωρίζοντες ισvχυρίζονται, αυτό πρέπει να κατασvτεί σvαφές.
Η σvυνέπεια της αριθμητικής κατά Peano αποτελούσvε πέρα από ένα μαθηματικό πρόβλημα και

μια πεποίθησvη για την δύναμη των μαθηματικών. Η σvκέψη του Godel ήταν τόσvο αιρετική που
δεν μπορούσvε να χωρέσvει σvτο μυαλό πολλών σvυγχρόνων του μαθηματικών. Ο μεγάλος σvτόχος
του Hilbert μπορεί να μην επετεύχθη αλλά η προσvφορά του φορμαλισvμού αποτυπώνεται σvε
πολλούς και διαφορετικούς κλάδους των μαθηματικών. ΄Αλλωσvτε, ο Hilbert αποτελεί έναν από
τους σvημαντικότερους μαθηματικούς του προηγούμενο αιώνα με αποτύπωμα σvε μια πληθώρα

μαθηματικών τομέων.
Μέχρι σvτιγμής, έχει εξετασvτεί η αυτοαναφορά ως φορέας παραδόξων. ΄Οντως, η αυ-

τοαναφορά σvε πολλές περιπτώσvεις δημιουργεί προβλήματα, όμως δεν παύει να είναι κι ένα
πολύ χρήσvιμο όπλο σvτην επίλυσvη προβλημάτων. Η υπολογισvτική δύναμη της αυτοαναφοράς
αποτυπώνεται σvτις δυνατότητες που έχει η αναδρομή. Παράλληλα, είναι ενδιαφέρον να εξε-
τασvτεί η αυτοαναφορά και σvτη δημιουργία φράκταλ με μια πιο γεωμετρική οπτική [ 14 ]. Στο
επόμενο κεφάλαιο, μελετάται η απόπειρα ανάπτυξης μιας παραγωγικής μεθόδου με βάσvη την
αυτοαναφορά.
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1.4 Αυτοαναφορά και Διαγώνια μέθοδος

΄Εγινε ως τώρα λόγος για την αυτοαναφορά σvτο παράδοξο του Russel που οδήγησvε τους
μαθηματικούς να ορίσvουν ότι ένα σvύνολο σvυνόλων θα αποτελεί κλάσvη και όχι σvύνολο. Στο
θεώρημα της μη πληρότητας τουGodel η αυτοαναφορά οδηγεί σvτη διάκρισvη της αποδειξιμότητας
από την αλήθεια. ΄Ενας από τους πρώτους που χρησvιμοποίησvε την αυτοαναφορά σvτην σvύγχρονη
εποχή με εξαιρετικά αποτελέσvματα ήταν ο Cantor. Η χρήσvη της αυτοαναφοράς σvτα μαθηματικά
είναι σvυνδεδεμένη με την διαγώνια μεθόδου του Cantor, δηλαδή με την χρήσvη μιας διαγώνιας
σvυνάρτησvης.
Ο Cantor υπήρξε ο θεμελιωτής της θεωρίας σvυνόλων, η θεμελίωσvη αυτή ονομάσvτηκε

αργότερα αφελής θεωρίας σvυνόλων. Η έννοια αφελής προκύπτει από τον ορισvμό του σvυνόλου
του Cantor �εξετάσvτηκαν και παραπάνω τα προβλήματα που δημιουργούσvε ένας τέτοιος ορισvμός.
Η διαγώνια μέθοδος αναπτύσvεται και σvτο κεφάλαιο 3 αλλά με μια διαφορετική σvημασvία. Η
μέθοδος αυτή χρησvιμοποιήθηκε από τον Cantor για την ανάπτυξη της θεωρίας σvυνόλων, τα
αποτελέσvματα αυτής της μεθόδου υπήρξαν εντυπωσvιακά και με σvχετικά απλό τρόπο. Ο Cantor
επέτυχε την διάκρισvη των απείρων σvε αριθμήσvιμο και υπεραριθμήσvιμο με έναν σvυγκεκριμένο

τρόπο που παρουσvιάζεται αναλυτικά παρακάτω.[3]

1.4.1 Θεώρημα ένωσvη αριθμήσvιμων σvυνόλων

Για κάθε ακολουθία A0, A1, . . . αριθμήσvιμων σvυνόλων η ένωσvη

Α =

∞⋃
n=0

An = A0

⋃
A1

⋃
. . .

πιο απλά η ένωσvη δύο αριθμήσvιμων σvυνόλων Α,Β είναι αριθμήσvιμο σvύνολο
Απόδειξη

Για την απόδειξη του θεωρήματος αρκεί να δείξουμε ότι ισvχύει σvτην περίπτωσvη που κανένα

από τα Anδεν είναι κενό. Για την απόδειξη του θεωρήματος θα χρειασvτούμε μια ισvοδυναμία
για τα αριθμήσvιμα σvύνολα.

1.4.2 Πρότασvη ισvοδυναμία αριθμήσvιμων σvυνόλων

Τα επόμενα είναι ισvοδύναμα για κάθε σvύνολο A

1. Το σvύνολο A είναι αριθμήσvιμο

2. A ≤c N

3. To A είναι κενό είτε το A επιδέχεται απαρίθμησvη δηλαδή δέχεται επιμορφισvμό π : N 7→A
έτσvι ώσvτε

Α = π[N] = π(0), π(1), π(2), . . .

Θα παραλείψουμε την απόδειξη για λόγους σvυντομίας.
Με βάσvη την παραπάνω πρότασvη, μπορούμε να βρούμε μια απαρίθμησvη πn: N 7→ An για

κάθε An. Θέτουμε

αn
i = πn(i)

Για να απλοποιήσvουμε ως έναν βαθμό την κατάσvτασvη για κάθε n θεωρούμε ότι κάθε Anέχει

την μορφή

An = {an0 , an1 , . . . }
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Eπομένως μπορούμε να θεωρήσvουμε ότι δημιουργείται ένας πίνακας από όλες τις απαρι-
θμήσvεις επομένως θα περιέχει όλα τα σvτοιχεία του A. Για την καλύτερη κατανόησvη θα
παρουσvιάσvουμε αυτόν τον πίνακα.

A0 : a00 a01 a02 . . .

A1 : a10 a11 a12 . . .

A2 : a20 a21 a22 . . .

· · ·
Eπιλέγουμε αρχικά το πρώτο σvτοιχείο της πρώτης γραμμής, σvτην σvυνέχεια επιλέγουμε το

πρώτο σvτοιχείο της δεύτερης γραμμής μαζί με το δεύτερο σvτοιχείο της πρώτης γραμμής και το

επαναλαμβάνουμε την διαδικασvία. Είναι φανερό από που προκύπτει το όνομα διαγωνοποίησvη,
όποτε το A ={a00, a10, a01, a20, a11, a02, . . . }. ΄Αμεσvη σvυνέπεια αυτού του θεωρήματος είναι ότι το
Zείναι αριθμήσvιμο όπως και το N. 2 Αυτό το αποτέλεσvμα ήταν φοβερά καινοτόμο και έρχεται

σvε αντίθεσvη ακόμα και με την κοινή διαίσvθησvη, καθώς αντιλαμβανόμασvτε το Z ως προέκτασvη
του N. Με τον ίδιο τρόπο καταλήγουμε ότι και το Q ανήκει σvτην ίδια κλάσvη απείρου με το N
,Z , αυτό κι αν είναι κάτι που αντίκειται σvτην διαισvθητική μας αντίληψη για τα σvύνολα καθώς
τοQ φαντάζει αισvθητά μεγαλύτερο από τον N.
Ο Cantor διέκρινε δύο είδη απείρου, το πρώτο αφορά άπειρα σvύνολα όπως το N,Zπου είδαμε

παραπάνω και το δεύτερο που είναι ένα άπειρο μεγαλύτερης τάξης αφορά σvύνολα όπως το R,
σvύνολα της μορφής (0, 1). Το ερώτημα που τον απασvχολούσvε ήταν αν υπάρχει κι άλλος είδος
απείρου ανάμεσvα σvε αυτά τα δύο είδη. Το ερώτημα του αυτό έχει μείνει σvτην ισvτορία ως η
�υπόθεσvη του σvυνεχούς�.
Η διαγώνια μέθοδος αποτέλεσvε πηγή έμπνευσvης για αρκετούς μαθηματικούς τα επόμενα

χρόνια. Το 1929 ο Ackermann απέδειξε ότι υπάρχει υπολογίσvιμη σvυνάρτησvη που δεν είναι
πρωτογενώς αναδρομική. Η Rosa Peter εφτά χρόνια αργότερα χρησvιμοποιώντας την διαγώνια
μέθοδο κατέληξε σvτο ίδιο αποτέλεσvμα. Ακόμα και ο Turing για το πρόβλημα τερματισvμού
χρησvιμοποίησvε μια παραλλαγή της διαγώνιας μεθόδου.

2
Το Z=N

⋃
{−1,−2, . . . }και το σvύνολο των αρνητικών ακεραίων είναι επίσvης αριθμήσvιμο με την χρήσvη της αντισvτοιχίας (

x→ −(x+ 1))
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2 Αυτοαναφορά και Εξέλιξη

Στο κεφάλαιο αυτό πραγματοποιείται η επισvκόπησvη και παρουσvίασvη της θεωρίας [15]. Πρόκειται
για μια θεωρία μάθησvης βασvισvμένη σvτην αυτοαναφορά. Κεντρικό της κομμάτι είναι οι αυ-
τοαναφορικοί (self-edit) αλγόριθμοι, επεξεργάζεται η υπόθεσvη ότι ένας αλγοριθμός μπορεί να
δεχθεί ως είσvοδο το πρόγραμμα του. Η δυνητική αυτή ικανότητα εδράζεται σvτην άποψη πως
εξωτερικές παρεμβάσvεις μπορούν να αντικατασvταθούν από εσvωτερικές διεργασvίες του προγράμ-

ματος.

2.1 Εισvαγωγικοί Ορισvμοί

Σε αυτό το σvημείο θα προβούμε σvτον ορισvμό εννοιών που είναι προαπαιτούμενοι για την

κατανόησvη της θεωρίας.

2.1.1 Ορισvμός: Αλγόριθμος

Αλγόριθμος καλείται οποιάδηποτε καλώς ορισvμένη και πεπερασvμένη διαδικασvία,
η οποία οδηγεί σvτην επίλυσvη ενός προβλήματος.

2.1.2 Ορισvμός: Υπολογισvμός

Υπολογισvμός ονομάζεται μια διαδικασvία, κατά την οποία ξεκινώντας από κάποια
τιμή ή σvύνολο τιμών (inputs) και με βάσvη αυσvτηρά ορισvμένο σvύνολο κανόνων
(αλγόριθμος), μεταβαίνει σvε μια τελική κατάσvτασvη με αποτέλεσvμα μία τιμή ή
σvύνολο τιμών (outputs).

2.1.3 Ορισvμός: Υπολογισvτικό Σύσvτημα

Μια μηχανή (πραγματική ή μη) που μπορεί να υλοποιήσvει υπολογισvμούς καλείται
υπολογισvτικό σvύσvτημα.

Αποδεχόμενοι την θέσvη των Turing-Church, θα καλούμε έναν αλγόριθμο υπολογίσvιμο όταν
μπορεί να υλοποιηθεί με μηχανισvτικό τρόπο. Η διαδικασvία μπορεί να υλοποείται διαφορετικά
κάθε φορά, και θα ονομάσvουμε αυτήν την διαδικασvία κωδικοποίησvη. Κωδικοποίησvη
ενός σvυνόλου A σvε ένα σvύνολο B είναι η τυχαία ένα-προς-ένα σvυνάρτησvη c από το A σvτο
B,

c : A
1−1−→ B

που θεωρητικά μας επιτρέπει να ανακτήσvουμε κάποιο σvτοιχείο x ∈ A από τον κωδικό του
c [x][16]. Στο εισvαγωγικό κεφάλαιο σvυναντήσvαμε την αρίθμησvη Gοdel, η οποία αποτελεί ένα
είδος κωδικοποίησvης. Βάσvει του παραπάνω ορισvμού, το σvύνολο A θα είναι οι αλγόριθμοι και θα
αντισvτοιχοίζονται σvτο σvύνολο B που είναι οι κωδικοί. ΄Ενας κωδικός είναι μια ακολουθία με
πεδίο ορισvμού ένα αριθμήσvιμο σvύνολο (όπως ένα λεξικό). Οι κωδικοί θα αποτελούν τόσvο την
εισvοδο (input) όσvο και την έξοδο (output) ενός αλγοριθμού. Αυτοί οι κωδικοί που μπορούν
και να ενεργοποιηθούν θα ονομάζονται executable codes. ΄Ενα κωδικός μπορεί να περιέχει
και κομμάτια που δεν ανήκουν σvε αυτή την κατηγορία και θα αναφερόμασvτε σvε αυτά ως data
codes που περιέχουν δεδομένα.

2.2 Διεύθυνσvη Κωδικού

2.2.1 Ορισvμός: Διεύθυνσvη Κωδικού

Θεωρούμε ότι οι κωδικοί αποτελούνται από επιμέρους σvτοιχεία τα οποία καλούμε

διευθύνσvεις. Οι διευθύνσvεις ενός κωδικού θα είναι nαδες φυσvικών αριθμών
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Οι διευθύνσvεις εφοδιάζουν με μια έννοια διάταξης τους κωδικούς. Αναλυτικότερα μπορούμε
με την χρήσvη παρενθέσvεων να το αναπαρασvτήσvουμε για να γίνει πιο εμφανές.

((11, 01), (111, 010), (10, (110, 011, 101)))

η διεύθυνσvη (3,2,1) υποδεικνύει το πρώτο μέρος του δεύτερου μέρους του τρίτου μέρους του
παραπάνω κωδικού, δηλαδή το 110

Μια διεύθυνσvη ενός κωδικού μπορεί να περιέχει και μια αλγοριθμική σvυνάρτησvη, π.χ. μια
σvυνάρτησvη first (c) που μας επισvτρέφει την πρώτη διεύθυνσvη του κωδικού c. Σε αυτό το
σvημείο θα εξηγήσvουμε κάποιους σvυμβολισvμούς για τις διευθύνσvεις

� c [(θ) b]: ο κωδικός b περιέχεται σvτην διεύθυνσvη θ του c, η χρήσvη του θ γίνεται για να
διαχωρίσvουμε το θ από το μέρος του κωδικού c

� c [(θ) ∅] : η διεύθυνσvη θ του κωδικού c είναι κενή

� c [∅] : ο κωδικός c περιέχει μια κενή διεύθυνσvη

� ΄Εσvτω θ1και θ2διευθύνσvεις, ορίζουμε ως concatenation την ένωσvη τους. Αυτό θα γίνει
πιο κατανοητό με ένα παράδειγμα, π.χ.

[θ1 = (0, 1, 0)] ∧ [θ2 = (1)] →
[ ⌢

θ1θ2 = (0, 1, 0, 1)
]

Χρειαζόμασvτε ένα τρόπο να εποπτεύουμε τους αλγορίθμους, ειδικότερα την κατασvκευή τους
από επιμέρους αλγόριθμους. Αυτούς που μπορούμε να τους θεωρήσvουμε σvαν τα �βήματα� του
κάθε αλγοριθμού θα τις ονομάσvουμε εντολές (instructions). Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε
να εξετάσvουμε έναν αλγόρθμο εσvωτερικά. ΄Ετσvι ένας αλγόριθμος C θα αποτελείται από ένα
πεπερασvμένο σvύνολο εντολών που προέρχονται από ένα σvύνολο B : {B1, B2, . . . , Bn} και η
ροή (σvειρά) με την οποία αυτές εκτελούνται ελέγχεται από έναν αλγόριθμο B. Θεωρούμε
ότι η εντολή B1 εκτελείται πρώτη και ο Β ελέγχει ποια θα εκτελεσvτεί μετά. ΄Ετσvι έχουμε μια
ακολουθία εντολών

t1 → t2 → · · · → tn

αυτή την διάκρισvη που ελέγχεται από τον Β εξαρτόμενο από τον δείκτη του t και το σvτάδιο
του υπολογισvμού που βρισvκόμασvτε, ορίζεται ως η ενεργοποιημένη εντολή. Δεδομένου ενός
κωδικού x που λαμβάνεται ως είσvοδο, μπορούμε να παρατηρήσvουμε την ακολουθία κωδικών
που εκτελεί ένα πρόγραμμα c το οποίο αντισvτοιχεί σvε έναν αλγόριθμο alg (c).

x = x1 → x2 → . . .

Ισvχύει ότι:

1. Για κάθε k = 1, 2, . . . υπάρχει δείκτης jk ∈ [1, n], τέτοιος ώσvτε xk+1 = Bjk (xk) και
ο Bjkθα ονομάζεται ενεργοποιημένη εντολή (activated instruction ) του υπολογισvτικού
βήματος xk → xk+1.

2. Θεωρούμε , ότι j1 = 1, άρα B1 (x1).

3. Για κάθε k = 1, 2, ... το jk+1είναι σvυνάρτησvη της αμέσvως προηγούμενης ενεργοποιημένης

εντολής και του υπολογισvμού σvε αυτό το βήμα : δηλαδή jk+1= B(jk, xk+1)
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Θεωρούμε ότι ο υπολογισvμός x1→ x2→ . . . περιέχει πληροφορίες για την ροή εκτέλεσvης των
εντολών, για αυτό και λαμβάνεται ως είσvοδος. ΄Ομως οι κωδικοί αποτελούν σvυνθετικά σvτοιχεία
των αλγοριθμών, επομένως μπορούμε να επιτρέψουμε μια εντολή ενός προγράμματος να είναι
επίσvης πρόγραμμα με την μορφή (C : C1, . . . Cm). Τα προγράμματα των οποίων οι εντολές είναι
εμφωλευμένα προγράμματα θα τα ονομάζουμε δομημένα προγράμματα (structured programs).
Με αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται μια δομή που θα μας βοηθήσvει κατά την περαιτέρω εξέτασvη.

� c [b] : η εντολή b περιέχεται σvτον c

� c
[
b̄
]
: η b είναι ενεργοποιημένη εντολή του κωδικού c

� c
[
(+) h̄

]
: σvτον κωδικό c έχει προσvτεθεί μια νέα διεύθυνσvη με την ενεργοποιημένη εντολή

h̄.

Θα θεωρήσvουμε δυο διευθύνσvεις με τις οποίες εξασvφαλίζεται η επικοινωνία με το περιβάλλον.
Μια για την περιβαλλοντική είσvοδος (enviromental input) και μια για την περιβαλλοντική
έξοδο (enviromental output).

2.3 Proliferating Υπολογισvμοί

Τα δομημένα προγράμματα �προγράμματα των οποίων οι εντολές είναι προγράμματα� δύναται
να έχουν περισvσvότερες από μια εξόδους. ΄Ενα βασvικό παράδειγμα μιας τέτοιας εντολής είναι ο
αλγόριθμος που λαμβάνοντας ως είσvοδο έναν κωδικό θα επισvτρέφει δύο αντίγραφα του εαυτού

του. Αυτή η εντολή θα είναι της μορφής:

R : x → {x, x}
Αυτό μπορεί να έρχεται σvε αντίθεσvη με τον καθιερωμένο σvυμβολισvμό των σvυνόλων, ωσvτόσvο

αποδεχόμενοι θα μπορέσvουμε να αποφύγουμε ως έναν βαθμό την πολυπλοκότητα. Αν μια
εντολή R αποτελείται από επιμέρους εντολές

{R1, . . . , Rk}

και επισvτρέφει περισvσvότερους από έναν κωδικούς και ισvχύει:

{R1, . . . , Rk} : x → {R1 (x) , . . . , Rk (x)}
θα καλείται proliferating. Τα R1 (x) , . . . , Rk (x) θα τα ονομάσvουμε τέκνα ή άμεσvους απογό-
νους (immediate successors) του x και περιέχονται σvτο σvύνολο im − suc (c) . Η R =
{R1, . . . , Rk} θα ονομάζεται ενεργοποιημένη εντολή και θα είναι η Ri ενεργοποιημένη εντολή

του επιμέρους υπολογισvτικού βήματος x → Ri (x) για i = 1, . . . , k.

Figure 1: Δέντρο proliferating Υπολογισvμού
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Από την σvτιγμή που ένας κωδικός x μπορεί να έχει από μηδέν μέχρι κάποιον αριθμό n
τέκνα, εύκολα επάγεται μια δενδρική δομή. Δηλαδή δοθέντος ενός κωδικού x έχουμε (xt)t∈T
όπου το Τ εμπεριέχει μια δενδρική δομή . Σαν ρίζα του δένδρου ορίζουμε την είσvοδο x =xØ ,
και τα τέκνα εξαρτώνται από το εκάσvτοτε Ri. Επομένως κάθε κλαδί θα έχει την μορφή xt1→
xt2→... . Γενικότερα , για κάθε k , το xtk+1

είναι άμεσvος απόγονος του xtk .
Με αυτούς τους υπολογισvμούς παρατηρείται ότι οι πιθανές εξελίξεις είναι πολλαπλές. Επιτυγχάνε-

ται τόσvο η αύξησvη των κωδικών αλλά κι η διαφοροποίησvη που είναι βασvικό κομμάτι της εξέλιξης.
Η αύξησvη και η διαφοροποίησvη θα αναπτυχθούν διεξοδικά και σvε επόμενο κεφάλαιο.
Σε αυτό το σvημείο θα προσvπαθήσvουμε να ορίσvουμε κάτι αντίσvτοιχο με την ενεργοποιημένη

εντολή αλλά για τους κωδικούς . ΄Εσvτω ένας κωδικός c[b] , όταν η εντολή b είναι ενεργοποιη-
μένη , θα θεωρούμε τον c[b̄] ως state code . Γενικότερα ως state codes ορίζονται οι κωδικοί
που βρίσvκονται σvε κάποια κατάσvτασvη . Κάθε μετάβασvη xn .→ xn+1που γίνεται με την εν-

εργοποίησvη της b οφείλεται σvε έναν αλγόριθμο alg(b) . Επομένως τον αλγόριθμο που είναι
υπεύθυνο για την μετάβασvη του state code c[b̄] . ΄Αρα

step− alg(c[b̄]) = alg(c)

2.4 Αυτοαναφορικοί Υπολογισvμοί

Στην παρούσvα ενότητα επιχειρείται η ανίχνευσvη της δυνατότητας υπολογισvμού τέτοιου είδους

προγραμμάτων. Στον πυρήνα βρίσvκεται η δυνατότητα των προγραμμάτων να λαμβάνουν ως
είσvοδο τον εαυτό τους. ΄Ετσvι, οι αλλαγές θα σvυμβούν εσvωτερικά χωρίς κάποια εξωτερική
παρέμβασvη. Η μοναδική σvυνεισvφορά του εξωτερικού περιβάλλοντος είναι να πραγματοποιήσvει
μια διπλή λειτουργία, με την οποία θα εκκινείται αλλά και θα ολοκληρώνεται η σvυνολική δι-
αδικασvία, λειτουργώντας τόσvο ως πομπός σvτην αρχή όσvο και ως δέκτης σvτο τέλος.
Θεωρούμε ότι η λύσvη ενός προβλήματος μπορεί να επιτευχθεί με την ενεργοποίησvη κάποιας

εντολής που βρίσvκεται εντός του προγράμματος. ΄Ενα πρόγραμμα δηλαδή να �μεταλλάσvει� τον
εαυτό του προβαίνοντας σvε αλλαγές του. Η έννοια της αυτοαναφοράς έγκειται σvτην είσvοδο
κάθε προγράμματος καθώς είναι το ίδιο.
Ακολούθως επιχειρείται η προσvπάθεια ανάπτυξης αυτής της αυτοαναφοράς σvε ένα πιο φορ-

μαλισvτικό πλαίσvιο.

2.4.1 Ορισvμός: Αυτοαναφορικός αλγόριθμος

Αυτοαναφορικός (self-editing) θα καλείται ένας αλγόριθμος C, όταν μπορεί να
επεξεργάζεται τον εαυτό του.

2.4.2 Ορισvμός: Αυτοαναφορικό πρόγραμμα

Αυτοαναφορικό (self-editing) θα καλείται ένα εκτελέσvιμο πρόγραμμα (executable
program) c, το οποίο λαμβάνει σvαν είσvοδο τον εαυτό του και δίνει σvαν έξοδο
ένα ή περισvσvότερα εκτελέσvιμα προγράμματα.

2.4.3 Ορισvμός: Αυτοαναφορικός υπολογισvμός

΄Εσvτω η ακολουθία c1, c2 από state codes, ο υπολογισvμός

c1 → c2 → · · · → ck → . . .

θα καλείται αυτοαναφορικός (self-editing) αν για κάθε k, ο ck αποτελεί ταυτόχρονα
και τον state-code που πραγματοποιεί τον ενδιάμεσvο υπολογισvμό, αλλά και τον
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data κωδικό που λαμβάνεται σvαν είσvοδος. Συμβολικά, ο ck θα καλείται αυ-
τοαναφορικός, αν ck+1 = step− alg(ck)(ck), για κάθε k = 1, 2, ... Για προφανείς
λόγους, κάθε υπολογισvτικό βήμα ck� ck+1 ενός αυτοαναφορικού υπολογισvμού

θα καλείται αυτοαναφορικό βήμα και θα σvυμβολίζεται ως self − ed(ck), δηλαδή:

self − ed(ck) = step− alg(ck)(ck) = ck+1.

Θα πρέπει να σvημειωθεί, ότι ο step − alg(ck) θα είναι κάποια ενεργοποιημένη εντολή που
βρίσvκεται σvε κάποια διεύθυνσvη του ck. Αν ck � ck+1 ένα αυτοαναφορικό βήμα, τότε και ο
state-code ck και ο step − algorithm step − alg(ck) θα ονομάζονται αυτοαναφορικοί. Σε
αυτό το σvημείο είμασvτε ικανοί να αναπτύξουμε την κεντρική ιδέα της θεωρίας :

Θεμελιώδες Αξίωμα της Αυτοαναφοράς (Basic Self-Editing Princi-
ple). Για κάθε αλγόριθμο B, υπάρχει ένας κωδικός b (σvτην πραγματικότητα ο
κωδικός του), τέτοιος ώσvτε για κάθε κωδικό c[Ø],

self − ed(c[b̄]) = B(c[b̄])

¨Ετσvι , αν έχουμε έναν αλγόριθμο Β , ο οποίος δρα πάνω σvτον κωδικό c ισvοδυναμεί με
την σvυμπερίληψη ενός κωδικού b σvτις εντολές του c και την δράσvη του c[b̄] σvτον εαυτό του .
Με αυτό τον τρόπο επιτυγχάνεται η αυτοαναφορά . . Επιπλέον, μπορούμε να παρατηρήσvουμε
αυτήν την ανάπτυξη θεωρώντας ότι ο b είναι μια proliferating εντολή του c .

Απόδειξη

΄Εσvτω bένας κωδικός για τον B

self − ed
(
c
[
b̄
])

= step− alg
(
c
[
b̄
]) (

c
[
b̄
])

= alg (b)
(
c
[
b̄
])

= B
(
c
[
b̄
])

Αξίωμα Αναπαραγωγής ( Proliferating Principle ) . ΄Εσvτω Β1, ..., Βnαλγόριθμοι

, τότε υπάρχει κωδικός b τέτοιος ώσvτε για κάθε κωδικό c[Ø],

self − ed
(
c
[
b̄
])

=
{
B1

(
c
[
b̄
]
, ..., Bn

(
c
[
b̄
]))}

Επίσvης αν οι αλγόριθμοι Β1, ... Bn περιγράφονται από κωδικούς b1, ... , bn αντίσv-
τοιχα, τότε αυτοί μπορούν να θεωρηθούν υποκωδικοί του b

Απόδειξη

΄Εσvτω B αλγόριθμος που δέχεται ως είσvοδο έναν κωδικό c υπολογίζει

B(c)={B1(c), . . . , Bn(c)}

΄Εσvτω ο κωδικός b είναι ένας κωδικός για τον B . Από το θεμελιώδες αξίωμα της
Αυτοαναφοράς για κάθε κωδικό c ,

self − ed
(
c
[
b̄
])

= B
(
c
[
b̄
])

=
{
B1

(
c
[
b̄
])

, . . . , Bn

(
c
[
b̄
])}
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Για το δεύτερο κομμάτι της απόδειξης αν b1, . . . , bnείναι κωδικοί για τουςB1, . . . , Bnαντίσvτοιχα

θεωρούμε τον κωδικό

self − ed(c
[
b̄
]
) = alg (b)

(
c
[
b̄
])

=
{
alg (b1)

(
c
[
b̄
])

, . . . , alg (bn)
(
c
[
b̄
])}

=
{
B1

(
c
[
b̄
])

,· · · , Bn

(
c
[
b̄
])}

¨Ενα παράδειγμα για την ευκολότερη κατανόησvη είναι να σvκεφτούμε έναν αλγόριθμο Β ο

οποίος υπολογίζει δύο όμοια αντίτυπα της εισvόδου .
Β(x)= {x, x} όπου x κάποιος κωδικός

self − ed
(
c
[
b̄
])

=
{
c
[
b̄
]
, c

[
b̄
]}

Η διαδικασvία αυτή επαναλαμβάνεται για όσvο διάσvτημα η εντολή b παραμένει ενεργοποιημένη
. ¨Οπως εύκολα γίνεται κατανοητό επάγεται ένα δυαδικό δένδρο . Γενικεύοντας , μπορούμε
από τον proliferating αυτοαναφορικό υπολογισvμό να θεωρήσvουμε ότι δημιουργείται ένα δέντρο
(ct) t∈T . Από το αξίωμα της αναπαραγωγής , αυτό το δέντρο μπορεί να έχει οποιοδήποτε
αριθμό τέκνων σvε κάθε βήμα . Πέρα από απλά αντίγραφα , μπορεί να προβαίνουν και σvε
αλλαγές από βήμα σvε βήμα. Κατά αντισvτοιχία με τον ορισvμό (παραπάνω) θεωρούμε ότι η ρίζα
του δέντρου είναι ο state code cØ. Ενώ , οι απόγονοι του κάθε κόμβου ct υπολογίζονται από
την εφαρμογή του step − alg (ct)πάνω σvτον ct. Δηλαδή ,κάθε κλαδί του δένδρου αναπαρισvτά
έναν αυτοαναφορικό υπολογισvμό και τελειώνει όταν τελειώνει ο υπολογισvμός .

im− suc (ct) = self − ed (ct) = step− alg(ct) (ct)

για κάθε t ∈ T
Δεδομένου ενός proliferating προγράμματος (B : B1, . . . , Bn)( οι εντολές του προγράμμα-

τος είναι προγράμματα) κι ενός κωδικού x που λαμβάνεται ως είσvοδο, για το δένδρο (xt)t∈Tπου
επάγεται από τον υπολογισvμό θα ισvχύουν

1. Η είσvοδος xείναι η ρίζα του δένδρου x∅

2. Για κάθε t ∈ T υπάρχει δείκτης jtμε 0 < jt < n τέτοιος ώσvτε το σvύνολο των επιτυχημένων
απογόνων του xt, im− suc (xt)να ισvούται με το Bjt (xt)

3. Ορίζουμε j∅ = 1επομένως im− suc (x∅) = B1 (x∅)

4. Αν t΄είναι παιδί του t τότε jt΄ = B (jt, xt΄)έτσvι ώσvτε η εντολή που χρησvιμοποιείται τώρα να
είναι (αλγοριθμική) σvυνάρτησvη της προηγούμενης εντολής και του τωρινού υπολογισvμού

Δύο state codes καλούνται code-equivalent αν είναι state codes του ίδιου κωδικού . Αντίσvτοιχα
δύο υπολογισvμοί (xt) t∈T και (x΄t) t∈T ΄είναι code-equivalent αν T = T΄ και για κάθε t ∈Τ , xtείναι

code equivalent x΄t .
Ανακεφαλαιώνοντας, έχει μελετηθεί η λειτουργία του εξωτερικού περιβάλλοντος ως πομπού.

Ταυτόχρονα όμως, το εξωτερικό περιβάλλον πρέπει να αξιολογεί τους υπολογισvμούς. ΄Αλλωσvτε,
αυτός είναι και ο τρόπος που σvταματάει ένας αυτοαναφορικός υπολογισvμός και τελειώνει το

αντίσvτοιχο κλαδί. Αξίζει να επισvημανθεί, ότι κάθε κόμβος είναι ένας κωδικός. Κάθε απόγονος
έχει την ικανότητα να διαφοροποιείται από τον πρόγονο του και οι αλλαγές που έχουν σvυμβεί

εμφανίζονται σvτην διεύθυνσvη enviromental output. Συνεπώς, το περιβάλλον θα κρίνει την
επιβίωσvη ή όχι του κωδικού. Αυτή η κρίσvη γίνεται με μια μορφή επιλογής (selection). ΄Οσvο
ένας κωδικός επιβιώνει σvυνεχίζει τους υπολογισvμούς και παράγει τέκνα.
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2.4.4 Ορισvμός Επιζώσvα Ακολουθία

΄Ενα κλαδί του οποίου οι κωδικοί έχουν επιβιώσvει θα καλείται επιζώσvα ακολουθία (surviving
sequence) .

Figure 2: Επιζώσvα Ακολουθία

Το αρισvτερό κλαδί αναπαρισvτά επιζώσvες ακολουθίες καθώς σvυνεχίζει τους υπολογισvμούς, ενώ το δεξιά έχει

σvταματήσvει τους υπολογισvμούς.

Η επιζώσvα ακολουθία βασvίζεται σvτην επιλογή που θέσvαμε παραπάνω. Στη διεξοδικότερη
ανάλυσvη θα χρειασvτεί και μια μεγαλύτερη εποπτεία πάνω σvτις επιζώσvες ακολουθίες. Για αυτόν
τον λόγο είναι ανάγκη να ορισvτεί η έννοια της επιτυχημένης υπακολουθίας (succesful subse-
quence), κάτι που θα γίνει σvτο κεφάλαιο 3.

2.5 Αυτοαναφορικοί Υπολογισvμοί Πλήρους Μνήμης

΄Εχει ως τώρα σvημειωθεί ότι οι κωδικοί διαφοροποιούνται με βάσvη αυτοαναφορικά υπολογισvτικά

βήματα. Η εξέλιξη είναι προϊόν μιας αυτοαναφορικής διαδικασvίας και επομένως οι ίδιοι πρέπει
να είναι σvε θέσvη να ανακαλέσvουν το υπολογισvτικό κλαδί τους. Σε αυτήν την κατεύθυνσvη,
υπεισvέρχεται σvτην επιφάνεια μια έννοια μνήμης με την οποία πρέπει να είναι εφοδιασvvμένοι οι
κωδικοί μας. ΄Αλλωσvτε, πάρα πολλές πληροφορίες μπορεί να είναι κρυμμένες σvτις προηγούμενες
μορφές του κωδικού.

2.5.1 Ορισvμός Ισvτορία κωδικού

΄Εσvτω (ct)t∈T ;ένας αυτοαναφορικός υπολογισvμός . Ισvτορία (history) του ctορίζουμε την
ακολουθία

hist(c) = ct1 → ct2 → ... → ctn

Προφανώς, ct1 = c∅η ρίζα του δένδρου και για κάθε i < n ισvχύει cti+1
τέκνο του cti

2.5.2 Ορισvμός Αυτοαναφορικού Υπολογισvμό Πλήρους Μνήμης

΄Εσvτω ένας state-code c = c∅θα ονομάζουμε αυτοαναφορικό υπολογισvμό πλήρους μνήμης
(complete memory self-editing computation), ένα δένδρο (ct)t∈T , τέτοιο ώσvτε για κάθε t ∈ T

im− suc(ct) = step− alg(ct)(hist(c))

Τα τέκνα κάθε state code υπολογίζονται από την εφαρμογή των κωδικών πάνω σvτην ισvτορία
του.
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2.5.3 Ορισvμός εντολή πλήρους μνήμης

Εντολή πλήρους μνήμης ονομάζεται ένας αλγόριθμος Βπου λαμβάνει ως είσvοδο την ισvτορία

του ctκαι υπολογίζει τα τέκνα του ct

2.5.4 Ορισvμός Πρόγραμμα πλήρους μνήμης

Πρόγραμμα πλήρους μνήμης θα καλείται ένα πρόγραμμα που χρησvιμοποιεί εντολές πλήρους

μνήμης

Είμασvτε σvε θέσvη να σvυνδυάσvουμε το Θεμελιώδες αξίωμα της αυτοαναφοράς με τους υπολ-

ογισvμούς πλήρους μνήμης

Θεμελιώδες Αξίωμα της Αυτοαναφοράς (έκδοσvη πλήρους μνήμης) . ΄Εσ-
vτω ένας αλγόριθμος Βμε κωδικό b. ΄Εσvτω c1, ..., cnη ισvτορία του cnσvε ένα υπ-
ολογισvτικό δένδρο. Αν ο κωδικός b είναι ενεργοποιημένος σvτο cn, τότε ο αυ-
τοαναφορικός υπολογισvμός πλήρους μνήμης του cnισvούται με το Β(c1, ..., cn).

Σε μια πιο απλή ερμηνεία, αυτό το αξίωμα βεβαιώνει πως αν προβούμε σvε μια αλγοριθμική
αλλαγή σvτην ισvτορία ενός κωδικού cn, ο cnμπορεί να πράξει το ίδιο με έναν αυτοαναφορικό
υπολογισvμό με την προϋπόθεσvη ότι αυτή η αλλαγή υπάρχει σvαν ενεργοποιημένη εντολή σvτον

c και ο cnδιαβάζει την ισvτορία του.
Παρατήρησvη : Εκ πρώτης όψεως ένας αυτοαναφορικός υπολογισvμός πλήρους μνήμης

φαντάζει ισvχυρότερος από έναν απλό. ΄Ομως πρόκειται για ισvοδύναμους υπολογισvμούς αν οι
απλοί αυτοαναφορικοί είχαν την ικανότητα να αποθηκεύουν μνήμη.

2.5.5 Ορισvμός υπολογισvμοί εφοδιασvμένοι με μνήμη (memory storing)

Υπολογισvμοί της μορφής :

[c1] , [c1, c2] . . . , [c1, c2, . . . , cn]

θα ονομάζονται memory storing
Υποθέτοντας ότι ο [c1]λαμβάνεται ως είσvοδος, ο υπολογισvμός έχει ως εξής

step− alg ([c1]) (c1) → [c1, c2]

Επομένως χρειαζόμασvτε μια εντολή η οποία βρίσvκεται σvε κάποια διεύθυνσvη του κωδικού cn
και λαμβάνοντας ως είσvοδο την ισvτορία ενός κωδικού υπολογίζε τον επόμενο και τον σvυνδέει

σvτην ισvτορία.Αυτή η εντολή πρέπει να είναι ενεργοποιημένη μόνο σvτην τελευταία διεύθυνσvη
του εκάσvτοτε κωδικού. Θεωρώντας m μια τέτοια εντολή σvχηματικά [c1, c2 [m̄]] → [c1, c2, c3]
Η απαιτούμενη γενίκευσvη αυτών των αντισvτοιχίσvεων μας προσvφέρεται από το λήμμα Μνήμης

2.5.6 Λήμμα μνήμης

΄Εσvτω ένας αυτοαναφορικός αλγόριθμος πλήρους μνήμης(ct)t∈T . Τότε υπάρχει κωδικός m
,τέτοιος ώσvτε η ρίζα c∅ [(+) m̄]να δίνει τον υπολογισvμό (xt)t∈T , όπου για κάθε t ∈ T , αν
c1, c2, . . . , cn = ctη ισvτορία του ctσvτο (xt)t∈T , τότε

xt = [c1 [(+) m̄] , . . . , cn [(+) m̄]]

Ολοκληρώνοντας το τρίτο κεφάλαιο, σvε μεγάλο βαθμό έχουν τεθεί οι βάσvεις για την
απόπειρα της μελέτης. Εφεξής ενώ θα εξετάζονται αυτοαναφορικοί υπολογισvμοί πλήρους
μνήμης θα μελετώνται μέσvω απλών αυτοαναφορικών αλγορίθμων που αποθηκεύουν μνήμη.
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3 Διαγωνιοποίησvη

Μέχρι σvτιγμής παρά την ως τώρα σvυζήτησvη του θέματος ενυπάρχει ένας βαθμός αυθαιρεσvίας

όσvον αφορά τουλάχισvτον την εξέλιξη των κωδίκων. Είναι λοιπόν σvημαντικό να βρεθεί ένας
μηχανισvμός ο οποίος σvυμβάλει σvτην εξέλιξη. Πιο σvυγκεκριμένα, θα επιχειρηθεί η εξέτασvη της
εξέλιξης μέσvα από μια διαδικασvία αναγνώρισvης μοτίβων �όπως είναι πολύ σvυνηθισvμένο σvτην
επισvτήμη των υπολογισvτών. Αυτήν την διαδικασvία ονομάζουμε διαγωνιοποίησvη (diagonaliza-
tion), την αναγνώρισvη δηλαδή μοτίβων σvε έναν πληθυσvμό κωδικών.
Μέσvω διαγωνιοποίησvης επιτυγχάνεται η εξέλιξη των κωδικών με σvτόχο την καλύτερη προσ-

vαρμογή σvτις απαιτήσvεις του περιβάλλοντος. Με τον όρο διαγωνιοποίησvη αναφερόμασvτε σvε
μια �θετικά προσvημασvμένη διαδικασvία� βάσvη της οποίας εξελίσvσvονται οι αυτοαναφορικοί αλ-
γόριθμοι. Η διαγωνιοποίησvη θα εφαρμόζεται τόσvο σvτις επιζώσvες όσvο και σvε επιτυχημένες
ακολουθίες.
Στο σvημείο αυτό κρίνεται απαραίτητη μια διευκρίνησvη. Πρέπει να τονισvτεί ότι ο όρος διαγ-

ωνιοποίησvη δεν θα πρέπει να σvυγχέεται με την διαγώνια μέθοδο του Cantor που αναπτύχθηκε
σvτο πρώτο κεφάλαιο.

¨Εσvτω μια επιτυχημένη ακολουθία ή ένα κλαδί το οποίο έχει επιβιώσvει σvτο δένδρο του

υπολογισvμού.

c1 → c2 → · · · → cn

Παρατηρώντας την ακολουθία μπορούμε να εξάγουμε σvυμπεράσvματα για την εξέλιξη της

και την επιβίωσvη της αγνοώντας τη λειτουργία του περιβάλλοντος. Η διάδρασvη με το περιβάλ-
λον γίνεται με δύο τρόπους· καταρχάς με τη φυσvική επιλογή (ποιοι κωδικοί είναι σvε θέσvη να
επιβιώσvουν εντός του περιβάλλοντος) και κατά δεύτερον με μια μορφή βαθμονόμησvης (όπου
το περιβάλλον αξιολογεί τους κωδικούς επιβραβεύοντας τους ανάλογα με την επίδοσvη τους).
Μέσvα από την διαγωνιοποίησvη, σvτόχος είναι να αναπαραχθούν μοτίβα τα οποία αποδείχθηκαν

επιτυχημένα σvτους προγόνους του. Κατ' επέκτασvη, ένας κωδικός βασvίζεται σvτους προγόνους
για την μεταβολή του με σvκοπό την επιβίωσvη του. Από την σvτιγμή που γίνεται λόγος για
αυτοαναφορικούς υπολογισvμούς η διαδικασvία πρέπει να περιέχεται ως εντολή σvτον κωδικό, άρα
πέρα από τους προγόνους να αναζητεί και μοτίβα σvτον εαυτό του. Αυτό έχει ως αποτέλεσvμα
ακόμα και η διαδικασvία που είναι υπεύθυνη για την εξέλιξη, να υπόκειται σvε εξέλιξη. Σε μια
πιο απλή διατύπωσvη �που όμως είναι ικανή να αποτυπώσvει αυτό που θέλουμε� �είναι ο κωδικός
όχι απλά θα μαθαίνει, αλλά και θα μαθαίνει πως να μαθαίνει� [17].
΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί διαγωνιοποίησvη μπορεί να είναι οποιοσvδήποτε αλγόριθμος αναγ-

νωρίζει μοτίβα. Αυτή η διατύπωσvη φαντάζει αρκετά γενική και δεν προσvφέρεται για περαιτέρω
ανάλυσvη. Παρόλα αυτά, δεδομένου ότι η διαγωνιοποίησvη είναι σvε θέσvη να διαγωνοποιεί τον
εαυτό της, η αρχική επιλογή είναι ήσvσvονος σvημασvίας, διότι θα εξελιχθεί σvύμφωνα με τις επιταγές
του περιβάλλοντος. Η ικανότητα αυτή της διαγωνιοποίησvης βρίσvκεται σvτον πυρήνα της θεω-
ρίας, ότι μια διαδικασvία τέτοιας μορφής είναι ικανή να εξελίσvσvει τον εαυτό της με το πέρασvμα
του χρόνου.
Με τον όρο μοτίβο νοείται ένας αλγόριθμος R τέτοιος ώσvτε για κάθε k < n, R (ck) ⊆

ck+1.Δηλαδή ο cnεφαρμόζει αλγορίθμους δοκιμασvτικά πάνω σvτους κωδικoύς ckτης ισvτορίας
του, ελέγχοντας αν αυτοί είναι ευθύνονται για τον υπολογισvμό του υπολογισvτικού βήματος
ck → ck+1.
Παράδειγμα : Θεωρούμε έναν κωδικό του οποίου ένα κομμάτι παραμένει κοινό. Πιο

σvυγκεκριμένα βρίσvκεται σvε μια διεύθυνσvη θ. Ο παραπάνω αλγόριθμος R θα μπορούσvε να
είναι ένας αλγόριθμος που θα αντιγράφει την θ διεύθυνσvη της εισvόδου, σvτην θ διευθύνσvη της
εξόδου.
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¨Εσvτω μια ακολουθία κωδικών προϊόν ενός αυτοαναφορικού υπολογισvμού και ∆ ο αλγόρι-
θμος της διαγωνοποίησvης ∆ = alg (δn)

c1 [δ1] , c2 [δ2] , . . . , cn
[
δ̄n
]

Λαμβάνοντας την ακολουθία αυτή ως είσvοδο αναμένουμε από τον ∆ να προβεί σvε μια αναγ-
νώρισvη εξελικτών μοτίβων σvτην ακολουθία. ΄Ομως ο ∆ έχει την δυνατότητα να αναγνωρίζει
μοτίβα εξέλιξης και μεταξύ των δ1, . . . , δn

3.1 Αποφάσvεις ενός αυτοαναφορικού αλγορίθμου

Η διαγωνοποίησvη θα ελέγχει κωδικούς ώσvτε να βρει ποιος ταιριάζει σvτους προγόνους του.
Μέσvω της διαγωνιοποίησvης υπολογίζεται ένας κωδικός για τον οποίο ο αυτοαναφορικός αλ-

γόριθμος c καλείται να αποφασvίσvει πως θα τον χρησvιμοιήσvει. Θα διακρίνουμε τις πιθανές
αποφάσvεις που μπορεί να πάρει ο αλγόριθμος για τον εκάσvτοτε κωδικό.

� Αποθηκευτικές αποφάσvεις (Storing Decisions) : ΄Εσvτω r και c κωδικοί και μια αλγο-
ριθμική σvυνάρτησvη B(r) η οποία δέχεται ως είσvοδο τον κωδικό c

B(r) : c →
{
[c1, . . . , cn] αν c = [c1, . . . , cn] [c, r] διαφορετικά

Το οποίο προσvθέτει τον r σvτον c. Από το Θεμελιώδες Αξίωμα της Αυτοαναφοράς έχουμε ότι

αν ο c είναι αυτοαναφορικός, b = b[r] είναι ένας κωδικός για τον B(r) και c = c
[
b
]
η αντίσvτοιχη

κατάσvτασvη του c σvτην οποία η εντολή b είναι ενεργοποιημένη , τότε το αυτοαναφορικό βήμα
του c είναι αυτό που περιγράφει η παραπάνω σvχέσvη. Η διεύθυνσvη που χρησvιμοποιείται από τον
B(r) για να αποθηκεύσvει τον κωδικό r είναι μια καινούργια διεύθυνσvη η οποία δεν υπήρχε πριν
σvτον c. Τέτοιου είδους διευθύνσvεις θα τις καλούμε διαθέσvιμες διευθύνσvεις μέσvω των οποίων
θα λαμβάνουμε το αντίσvτοιχο αυτοαναφορικό βήμα σvαν αποτέλεσvμα εντολών της μορφής

Αποθηκεύσvε τον κωδικό r σvε μια διαθέσvιμη διεύθυνσvη.

� Προσvωρινές αποφάσvεις (Temporary Decisions) : O c αποφασvίζει να εφαρμόσvει έναν
κωδικό r σvτο περιεχόμενο μιας καινούργιας διεύθυνσvης θ, χωρίς να καταχωρεί τον κωδικό
σvε αυτήν την διεύθυνσvη. Ο κωδικός r θα ονομάζεται temporary di�erentiating.

΄Εσvτω r και c κωδικοί και θ μια διαθέσvιμη διεύθυνσvη σvτον c. ΄Εσvτω επίσvης s = s[r] είναι
ένας κωδικός που περιγράφει αλγόριθμους της μορφής :

Θεωρούμε ότι ως είσvοδο λαμβάνεται το c[(+θ)s]

'Εσvτω x1η είσvοδος

΄Εσvτω x2το αποτέλεσvμα της διαγραφής της διευθύνσvης θ από τονx1

΄Επεσvτρεψε alg(r)(x2)

Το αυτοαναφορικό υπολογισvτικό βήμα του c [(+θ) s]υπολογίζεται από τον alg(r)(x2). Σε αυτές
τις περιπτώσvεις θα καλούμε τον κωδικό r temporary di�erantiating.
΄Ομως έχουμε την δυνατότητα να εκφράσvουμε τέτοιου είδους υπολογισvμούς με την χρήσvη

ενός αυτοαναφορικού αλγορίθμου

΄Εσvτω b = b[r] είναι ένας κωδικός για τον υπολογισvμό

c [(+θ) ∅] → c [(+θ) s [r]] → alg (r) (c)

Από το Θεμελιώδες αξίωμα της αυτοαναφοράς το αυτοαναφορικό βήμα του c
[
b
]
θα οδηγεί

σvτο ίδιο αποτέλεσvμα με τον υπολογισvμό.
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� Μόνιμες αποφάσvεις (Permanent Decisions) : O c αποφασvίζει να καταχωρήσvει τον
κωδικό r σvε μια καινούργια διεύθυνσvη. Ο κωδικός r θα ονομάζεται permanent di�eren-
tiating.

� φ-di�erentiating Αποφάσvεις : Ο c αποφασvίζει να χρησvιμοποιήσvει έναν κωδικό r για
να διαφοροποιήσvει την δοσvμένη φ διεύθυνσvη του, δηλαδή να δράσvει με τον alg (r) σvτο
περιεχόμενο της φ.

Παρατηρήσvεις

1. Οι φ− differentiating αποφάσvεις μπορούν να είναι μόνιμες ή προσvωρινές.

2. Μια προσvωρινή απόφασvη μπορεί να επαναλαμβάνεται οπότε να �σvυμπεριφέρεται� σvαν μόν-
ιμη . ΄Ομως αυτό θα κόσvτιζε την επαναλαμβανόμενη πολυπλοκότητα της προσvωρινής
απόφασvης να εκτελεσvτεί.

3.2 Μορφές διαγωνιοποίησvης

Σε αυτό το κεφάλαιο θα προβούμε σvε μια περαιτέρω διερεύνησvη της διαγωνιοποίησvης. Θα
μελετήσvουμε τρεις μορφές της. Την ακολουθιακή (sequential), σvτατισvτική (statistical) και
την παράλληλη (parallel).
Ακολουθιακή Διαγωνιοποίησvη. Αυτή είναι η μορφή της διαγωνιοποίησvης που έχουμε

θίξει μέχρι σvτιγμής.

3.2.1 Ορισvμός Σύσvτημα απόφασvης

Αν ο αλγόριθμος ∆ αποτελείται από δύο μέρη, τον searcher ∆sκαι τον tester ∆t,
και παίρνει μια απόφασvη D , ο ∆ θα καλείται σvύσvτημα απόφασvης.

Αρχικά, ο searcher προτείνει κάποιους κωδικούς r1, r2, . . . τον έναν μετά τον άλλον , αυτοί οι
κωδικοί θα ονομάζονται προτεινόμενοι κωδικοί (proposed codes). Οι προτεινόμενοι κωδικοί
κατασvκευάζονται από ένα αρχικό σvύνολο κωδικών, με την χρήσvη ενός πεπερασvμένου σvύνολου
κανόνων για την κατασvκευή νέων κωδικών(π.χ. σvύνθεσvη) από ένα δοθέν σvύνολο. Το σvύνολο
των προτεινόμενων κωδικών μπορεί να είναι πεπερασvμένο ή άπειρο. Η σvειρά με την οποία
εμφανίζονται οι κωδικοί σvτην ακολουθία από αυτό το σvύνολο προσvφέρονται βάσvει της προ-

τεραιότητας (priority) του. Η έννοια της προτεραιότητας είναι μεγάλης σvημασvίας καθώς οι
σvημαντικότεροι από αυτούς θα προσvφερόνται νωρίτερα από άλλους. ΄Ενα κωδικό με μεγάλη
προτεραιότητα τον ονομάζουμε απλό (simple).

O tester ∆tείναι διαλέξει τον πιο απλό από τους κωδικούς προτείνει ο ∆s, με την χρήσvη ενός
αλγοριθμικού τεσvτ T (ένας αλγόριθμος που επισvτρέφει true ή false) έτσvι ώσvτε T (r) = true.
O Tθα επιλέξει τον πρώτο r που ικανοποιεί την σvυνθήκη T (r) = true . O T θα ονομάζεται
αλγόριθμος ελέγχου (testing algorithm) του ∆t.
Δεδομένου ενός αλγόριθμου Sπου λαμβάνει σvαν είσvοδο την ισvτορία ενός κωδικού c και

δίνει σvαν έξοδο μια επιλεγμένη υποακολουθία αυτής, θα αναφερόμασvτε σvτον εξής αλγόριθμο
ελέγχου T :

΄Εσvτω c1, c2, . . . , cnη έξοδος του S. Διάλεξε τον πιο απλό κωδικό r από την ακολου-
θία κωδικών r1, r2που προτείνονται από τον searcher ∆t, έτσvι ώσvτε το r να ταιρ-
ιάζει σvτην ακολουθία c1, c2, . . . , cnδηλαδή

για κάθε i < n, alg(r)(ci) ⊆ ci+1

και χρησvιμοποίησvε τον σvαν temporary permanent ή di�erantiating κωδικό.
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΄Ενα σvύσvτημα απόφασvης ∆ = (∆t,∆s)όπου ο ∆tχρησvιμοποιεί τέτοιου είδους τεσvτ αποτελούν

αυτό που καλούμε ακολουθιακή διαγωνιοποίησvη . Η ακολουθία c1, c2 . . . , cnονομάζεται ακολου-
θία ελέγχου της διαγωνιοποίησvης.
Αξίωμα της Ακολουθιακής Διαγωνιοποίησvης (απλή μορφή). ΄Εσvτω ∆ ένας

αλγόριθμος ακολουθιακής διαγωνιοποίησvης με κωδικό δ = δnκαι c = c
[
δ̄
]
αυτοαναφορικός

κωδικός. Υποθέτουμε ότι

c1
[
δ̄1
]
, c2

[
δ̄2
]
, . . . , cn

[
δ̄n
]
= c

[
δ̄
]

είναι η ισvτορία του c. Τότε,

self − ed
(
c
[
δ̄
])

= ∆
(
c1 [δ1] , c2 [δ2] , . . . , cn

[
δ̄n
]
= c

[
δ̄
])

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι άμεσvη σvυνέπεια του Θεμελιώδους Αξιώματος της Αυ-
τοαναφοράς (για υπολογισvμούς πλήρους μνήμης) και του λήμματος Μνήμης.
Για να γίνει πιο κατανοητή η λειτουργία της ακολουθιακής διαγωνοποίησvης θα προβούμε

σvτην παρουσvίασvη ενός παραδείγματος

Παράδειγμα

Σε αυτό το παράδειγμα παρατηρούμε αν ένας αυτοαναφορικός κωδικός μπορεί να βρει την

σvυνέχεια της ακολουθίας 0, 1, 2, . . . . H απάντησvη θα βρίσvκεται σvτην διεύθυνσvη του enviro-
mental output που έχουμε ορίσvει παραπάνω και σvυμβολίζουμε με θe. Θεωρούμε ότι τα τρία
πρώτα σvτοιχεία της ακολουθίας έχουν βρεθεί με κάποιο τρόπο. Επομένως, για την ακολου-
θία κωδικών c0, c1, c2έχουμε για i = 0, 1, 2 ci = ci [(θe) i]. Δηλαδή ο c0αποθηκεύει 0 σvτην
διεύθυνσvη θe, ο c1αποθηκεύει 1 σvτην διεύθυνσvη θe και ο c2 2 αντίσvτοιχα.
Ο κωδικός add(1) που αυξάνει κάτά ένα ένα δεδομένο ακέραιο είναι μια θediffentiating

απόφασvη που ταιριάζει σvτην ακολουθία c0, c1, c2. ΄Οπως έχουμε αναφέρει και παραπάνω από
την σvτιγμή που είναι μια θ differentiating απόφασvη μπορεί να χρησvιμοποιηθεί μόνιμη ή
ως προσvωρινή. Με την χρήσvη της διαγωνοποίησvης με ενεργοποιημένη την εντολή c2το αυ-
τοαναφορικό βήμα c2 → c3θα δημιουργήσvει το c3έτσvι ώσvτε c3 = c3 [(θe) 3]δηλαδή θα επισvτρέφει
την τιμή 3. Επαγωγικά η διαδικασvία μπορεί να σvυνεχισvτεί, σvτην περίπτωσvη της προσvωρινής
απόφασvης θα επαναλαμβάνει την διαγωνοποίησvη ενώ σvτην περίπτωσvη της μόνιμης απόφασvης

θα χρησvιμοποιεί τον κωδικό χωρίς την διαγωνοποίησvη.
Στατισvτική διαγωνιοποίησvη : Πρόκειται για μια γενικευμένη μορφής της ακολου-

θιακής διαγωνιοποίησvης, όπου επιλέγουμε το r εκείνο που ταιριάζει σvε κάποιες μεταβάσvεις
ci → ci+1, για i < n και το χρησvιμοποιούμε με την αντίσvτοιχη σvυχνότητα σvτην ακολουθία.
Για τους proliferating υπολογισvμούς αφορά την σvυχνότητα χρήσvης του κατά τον υπολογισvμό
των απογόνων ενώ για τους nonproliferating υπολογισvμούς την πιθανότητα με την οποία
χρησvιμοποιείται ο r . Συγκεκριμένα, δοθέντος ενός searcher ∆s(ίδιο με της ακολουθιακής
διαγωνιοποίησvης) αλλάζουμε τον tester ∆tώσvτε να ελέγχει την σvχετική σvυχνότητα με την

οποία ο προτεινόμενος κωδικός r ταιριάζει σvτις μεταβάσvεις ci → ci+1, i < n της ακολουθίας
c1, c2, . . . , cnκαι να αποφασvίζει να χρησvιμοποιήσvει τον r με την ίδια σvχετική σvυχνότητα ως
di�erentiating κωδικού. ΄Οπως γίνεται εύκολα αντιληπτό όταν η σvτατισvτική διαγωνιοποίησvη
εφαρμόζεται σvε proliferating υπολογισvμούς οδηγεί σvε απογόνους με μικρές διαφοροποιήσvεις
μεταξύ τους. ΄Ετσvι εξασvφαλίζεται η απαιτούμενη ποικιλομορφία σvτο σvύνολο των απογόνων.
Δεδομένου ενός searcher ∆s, μπορούμε να τροποποιήσvουμε τον tester να ελέγχει την

σvχετική σvυχνότητα με την οποία ένας προτεινόμενος κωδικός r ταιριάζει σvτις μεταβολές
ci → ci+1, i < n μιας γνωσvτής ακολουθίας c1, . . . , cnνα αποφασvίσvει να χρησvιμοποιήσvει τον
r με την ίδια σvχετική σvυχνότητα σvτους απογόνους για proliferating υπολογισvμούς και σvαν
di�erentiating κωδικό.
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Η εισvαγωγή της σvτατισvτικής διαγωνοποίησvης μας βοηθάει να αποφύγουμε την αναγκαιότητα

και είναι διαισvθητικά αυτή με την μεγαλύτερη χρησvιμοποίησvη. Ο κωδικός r μπορεί να χρησvι-
μοποιηθεί σvαν προσvωρινή ή σvαν μόνιμη επιλογή ανάλογα με το μέγεθος της σvύντομης μνήμης

σvτην οποία ο r ταιριάζει. Θεωρητικά η σvτατισvτική διαγωνοποίησvη μπορεί να παραχθεί από την
ακολουθιακή αντιλαμβανόμενη την χρήσvη ενός μοτίβου με μια σvχετική σvυχνότητα σvτην ισv-

τορία του κωδικού και να το επαναλάβει με την ίδια σvυχνότητα. Κάτι τέτοιο θα προϋπέθετε να
είχε προηγηθεί μια επιλογή επομένως να παρατηρήσvει κάτι τέτοιο σvε επιτυχημένες ή επιζώσvες

ακολουθίες.
Παράλληλη διαγωνιοποίησvη : Σε αντίθεσvη με την ακολουθιακή διαγωνιοποίησvη, όπου

η σvειρά σvτην ακολουθία έπαιζε σvημαίνοντα ρόλο σvτον εντοπισvμό των εξελικτικών βημάτων της

ίδιας μορφής σvε έναν αυτοαναφορικό κωδικό καθώς και σvτις ομαλές μεταβολές του περιβάλ-

λοντος, σvτην παράλληλη διαγωνιοποίησvη δεν εργαζόμασvτε πάνω σvε ακολουθία κωδικών. Για
την καλύτερη κατανόησvη θα προχωρήσvουμε σvτην παρουσvίασvη ενός παραδείγματος. Ειδικότερα,
υποθέτουμε τον αυτοαναφορικό κωδικό c και θέλουμε να αναζητήσvουμε εξελικτικά μοτίβα σvτην
ισvτορία του c1, c2, . . . , cn = c. Συμβολίζουμε με θiτην διεύθυνσvη που αποθηκεύεται η είσvοδος
που λαμβάνει από το περιβάλλον και με θοτην έξοδο που επισvτρέφει σvτο περιβάλλον. Με c
↾ θ σvυμβολίζουμε την τιμή του περιεχομένου της διεύθυνσvης θ του c. Σε αυτό τι σvημείο
θα κάνουμε μια απόπειρα να παραμετρικοποιήσvουμε την απαίτησvη του περιβάλλοντος, θα θεω-
ρήσvουμε ότι αυτή περιγράφεται από μια σvχέσvη R μεταξύ της εισvόδου και της εξόδου αυτή
η σvχέσvη θα παραμένει χρονικά αναλλοίωτη σvτα πλαίσvια αυτόυ του παραδείγματος. Εφόσvον
η c1, c2, . . . , cn = c είναι επιζώσvα ακολουθία, για κάθε k < n το περιεχόμενο του ckσvτην
διεύθυνσvη θiθα σvυνδέεται με την σvχέσvη R με το περιεχόμενο του ck+1σvτην διεύθυνσvη θ0.
Χρησvιμοποιώντας σvυμβολισvμούς

R (ck ↾ θi)=ck+1 ↾ θ0για κάθε k < n

Η αναζήτησvη του κωδικού r θα πραγματοποιηθεί πάνω σvε ένα σvύνολο μεταβάσvεων
{ck → ck+1 : k < n}={c1 → c2, c2 → c3, . . . , cn−1 → cn}
O κωδικός r πρέπει να ικανοποιοεί την σvυνθήκη : για κάθε k < n, alg (r) (ck) ⊆ ck+1.
΄Εσvτω {s1, . . . , sn}από υποκωδικούς ενός αυτοαναφορικού κωδικού c. H παράλληλη διαγ-

ωνιοποίησvη εφαρμοσvμένη πάνω σvε αυτό το σvύνολο {s1, . . . , sn}ανιχνεύει κοινά σvτοιχεία σvτους
υποκωδικούς s1, . . . , sn. H έννοια της παράλληλης διαγωνιοποίησvης σvυνδέεται με μια διαδικασvία
αφαίρεσvης δημιουργώντας κατά κάποιο τρόπο κλάσvεις για να προβεί σvε σvυμπεράσvματα. Αν υπο-
θέσvουμε ότι οι κωδικοί μας είναι εφοδιασvμένοι με μια εσvωτερική αναπαράσvτασvη του περιβάλλον-

τος. Η παράλληλη διαγωνιοποίησvη πάνω σvτα περιβαλλοντικά αντικείμενα s1, . . . , sn μπορεί να
οδηγήσvει σvτην ανάδυσvη της κοινής τους φύσvης. Για παράδειγμα, ας υποθέσvουμε ότι κάθε ένα
από τα s1, . . . , snαποτελεί ένα ζεύγος αντικειμένων, τότε διαγωνοποιώντας πάνω σvτο σvύνολο
{s1, . . . , sn}ο κωδικός μπορεί να δημιουργήσvει την έννοια του αριθμού 2.

3.3 Διαγωνοποίησvη πάνω σvε επιτυχημένες υποακολουθίες

3.3.1 Ορισvμός επιτυχημένη υποακολουθία

Επιτυχημένη υποακολουθία (succesful sub-sequence) θα καλούμε την ακολουθία
κωδικών που προκύπτει από μια εσvωτερική επιλογή αυτοαναφορικού αλγορίθμου

πάνω σvτους επιτυχημένους (με βάσvη τη δική του κρίσvη) υπολογισvμούς του.

Κατά κάποιο τρόπο η επιτυχημένη ακολουθία μας δίνει μια πιο βελτιωμένη εκδοχή της επιζώσvας

ακολουθίας.
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Προκύπτει το ερώτημα αν μπορούμε να εφαρμόσvουμε την διαγωνιοποίησvη σvε επιτυχημένες

υποακολουθίες. Για να μπορεί να πραγματοποιηθεί αυτό χρειάζεται η δυνατότητα του αλγορίθ-
μου c να επιλέγει την ακολουθία ελέγχου (testing sequence) σvτην οποία θα δράσvει η διαγ-
ωνοποίησvη. Αυτό σvυνεπάγεται την δυνατότητα του c να προσvθέτει σvτην ακολουθία ελέγχου
οποιονδήποτε ck από την ισvτορία του. Αυτό μπορεί να αναπαρασvταθεί με μια αλγοριθμική
διαδικασvία

Υποθέτουμε δ΄ = δ [(+θt)x1, . . . , xm]o κωδικός ενός αλγορίθμου διαγωνιοποίησvης με ακολου-
θία αλγόριθμου x1, . . . , xmέτσvι ώσvτε ο αλγόριθμος alg (δ΄)να βρίσvκει το πιο απλό κωδικό r που
ταιριάζει σvτην ακολουθία x1, . . . , xm.
Αν c1, . . . , cn = cθ [(θ) δ΄]είναι η ισvτορία του κωδικού cn και k < n τότε η σvυνάρτησvη

c1, . . . , ck, . . . , cn = cn

[(
¯̂
θ θt

)
x1, . . . , xm

]
→ cn

[(︷︸︸︷
θ θt

)
x1, . . . , xm, ck

]
με την χρήσvη του

concatation προσvθέτουμε σvτην ακολουθία ελέγχου τουckαυτό που ζητήσvαμε. Η διαδικασvία
αυτή είναι αλγοριθμική επομένως ο c μπορεί να την εκτελέσvει (λόγω του θεμελιώδους αξιώμα-
τος της αυτοαναφοράς)
΄Εσvτω x1, x2, . . . , xn = x η ισvτορία του κωδικού x και R μια αλγοριθμική διαδικασvία.

Θεωρούμε ότι οι υπολογισvμοί αποθηκεύουν μνήμη σvε κάθε βήμα, δηλαδή για κάθε k xk =
[c1, . . . , cn]. Επομένως οι υπολογισvμοί

[c1, . . . , cn] → R (c1)και [c1, . . . , cn] → [c1, . . . , cn, R (c1)]

είναι αλγοριθμικοί και μπορούν να εκτελεσvτούν αυτοαναφορικά από τον cn. Παρατηρούμε
ότι ο απόγονος κατά την διαδικασvία του υπολογισvμού θα σvυνδέεται με τον c1.Η μοναδική
διαφορά των δύο υπολογισvμών είναι ότι ο πρώτος διαγράφει την μνήμη του ενώ ο δεύτερος την

διατηρεί Υπολογισvμούς αυτής μορφής θα ονομάζουμε κύκλους(cycle).

3.3.2 Ορισvμός σvύνθετη ακολουθία

Σύνθετη ακολουθία ή ακολουθία από κύκλους θα ονομάζουμε ακολουθίες της μορ-

φής (
c1, c

1
1, . . . , c

n1
1

)
,
(
c2, c

1
2, . . . , c

n2
2

)
, . . . ,

(
ck, c

1
k, . . . , c

nk
k

)
όπου κάθε επιμέρους υπολογισvμός σvτο σvτοιχείο της ακολουθίας είναι non-proliferating ενώ

ο τελευταίος υπολογισvμός που εκτελεί ο cni
k είναι proliferating.

Για να θεωρούμε μια ακολουθία σvύνθετη θα πρέπει να πληροί τις παρακάτω

ιδιότητες

1. Για κάθε i ≤ k ο υπολογισvμός ci → c1i → c2i → · · · → cni
i δεν περιλαμβάνει proliferating

υπολογισvτικά βήματα. Δηλαδή δεν προβαίνει σvε δημιουργία απογόνων.

2. Για κάθε i < k το βήμα cni
i → ci+1είναι ένας κύκλος δηλαδή ο ci+1να υπολογίζεται από

τον cni
i ως μια παραλλαγή του ciαντί του εαυτού του.

3. Για κάθε i < k το αυτοαναφορικό βήμα του cni
i είναι proliferating και άρα η c1, c2 . . . , ckείναι

μια επιζώσvα ακολουθία .

Αυτό που προσvπαθούμε να επετύχουμε με την εισvαγωγή των σvύνθετων ακολουθιών είναι η

δημιουργία μιας ιεραρχίας για τα επιμέρους υπολογισvτικά βήματα. Τα διακρίνουμε σvε βέβαια
(certain) και αβέβαια (uncertain), τα βέβαια αποτελούν προϊόν επιλογής σvε αντίθεσvη με τα
αβέβαια. Τα βέβαια βήματα εκτελούνται με proliferating υπολογισvμούς καθώς χρειαζόμασvτε
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από αυτά να δημιουργούν απογόνους. Ενώ τα αβέβαια βήματα με non-proliferating υπολο-
γισvμούς. Τα αβέβαια βήματα μπορούν να είναι επιτυχημένα επομένως ένα επιτυχημένο μοτίβο
που έχει αναγνωρισvτεί σvε αυτό αναπαράγεται σvτα επόμενα. Τα αβέβαια βήματα αποτελούν
τις δοκιμές με τις οποίες προσvεγγίζουμε την λύσvη ή οποίες μπορεί να είναι και λάθος. Θα
αποτελούσvε πλάνη και αντιφατικό με την αίσvθησvη μας να θεωρούσvαμε ένα λάθος καταδικασvτικό

για την εξέλιξη. Επομένως, θα μπορούσvαμε να θεωρήσvουμε ότι η ανατροφοδότησvη που λαμ-
βάνει από το περιβάλλον είναι με την μορφή κάποιας αξιολόγησvης. Δηλαδή, κάθε κύκλος
c1, . . . , c

ni
i να περιέχει λανθασvμένς απαντήσvεις οι οποίες όμως δεν θα περιέχονται κατά την

διαδικασvία της διαγωνοποίησvης (ακολουθιακής) , άρα η ακολουθία ελέγχου του αβέβαιου βή-
ματος cmi → cm+1

i δεν θα περιέχει την ακολουθία ci, . . . , c
m
i αλλά μια υποακολουθία της που

περιέχει τις ορθές απαντήσvεις. Με βάσvη όλο αυτά θα μπορούσvαμε θα αντικατασvτήσvουμε σvτο
3 την επιζώσvα ακολουθία με την επιτυχημένη ακολουθία.
Σε αυτό το σvημείο θα κάνω μια απόπειρα να παρομοιάσvω αυτήν την διαδικασvία με μια

πραγματική. Μπορούμε να φαντασvτούμε την προετοιμασvία για μια εξέτασvη , προετοιμαζό-
μασvτε λύνοντας ασvκήσvεις. Η αποτυχία επίλυσvης μιας άσvκησvης δεν είναι καταδικασvτική για
το αποτέλεσvμα της εξέτασvης. Κατά την διάρκεια της εξέτασvης δεν χρησvιμοποιούμε όλες τις
μεθόδους που δοκιμάσvαμε αλλά μόνο αυτές που αποδείχθηκαν επιτυχημένες. Το αποτέλεσvμα
της εξέτασvης θα κρίνει την επιτυχία ή την αποτυχία.

3.4 Παρατηρήσvεις για την διαγωνιοποίησvη

Η διαγωνοποίησvη είναι καταλυτικής σvημασvίας σvτην θεωρία. Επομένως, θα θέλαμε να αναφερ-
θούμε σvε κάποιες δυνατότητες της.

1. Είναι σvε θέσvη να ελέγξει τις παραμέτρους της.

� ΄Οπως έχουμε δει η διαγωνιοποίησvη σvυνδέεται με την προτεραιότητα των κωδικών

την σvειρά εμφάνισvης των προτεινόμενων κωδικών από τον tester. Η έννοια της προ-
τεραιότητας μοιάζει κατανοητή την σvυναντάμε σvε διάφορoυς τομείς όπως την πληρο-
φορική που χρησvιμοποιούμε το κλειδί για την έξοδο περιεχομένων. Θα προβούμε σvε
μια πιο λεπτομερή περιγραφή της. ΄Ομως κατά την διαγωνιοποίησvη δύναται να αλ-
λάζει η προτεραιότητα ανάλογα με την εξέλιξη. Αν ένας αλγόριθμος B (r)επεμβαίνει
σvτην προτεραιότητα ενός κωδικού r σvε έναν searcher δs, από το θεμελιώδες θεώρημα
της αυτοαναφοράς, ο B(r) μπορεί να βρίσvκεται σvαν εντολή μέσvα σvτον αλγόριθμο
της διαγωνιοποίησvης άρα η διαγωνιοποίησvη μπορεί να επέμβει σvε αυτόν. Η προ-
τεραιότητα ενός κωδικού εντοπίζεται σvε κάποια διεύθυνσvη του αυτοαναφορικού αλγο-

ρίθμου. Η διαγωνιοποίησvη εξετάζοντας την ισvτορία του αυτοαναφορικού αλγορίθμου
μπορεί να εντοπίσvει μοτίβα σvε αυτήν. Επομένως, μοτίβα που επαναλαμβάνονται έχουν
μεγαλύτερη προτεραιότητα από άλλα που δεν χρησvιμοποιούνται τόσvο.΄Ενα παράδειγμα
θα μπορούσvε να είναι το ακόλουθο

΄Εσvτω θ η διεύθυνσvη που περιέχει την προτεραιότητα ενός κωδικού w και έσvτω

c [(θ)w] , c [(θ)w + 1, ] , c [(θ)w + 2]

μια επιτυχημένη ακολουθία του c. Τότε, ο c διαγωνιοποιώντας πάνω σvε αυτήν την ακολου-
θία μπορεί να αναγνωρίσvει την αύξησvη της προτεραιότητας και να την εφαρμόσvει σvτον

επόμενο υπολογισvμό. Γενικότερα, μπορούμε να θεωρήσvουμε ότι η προτεραιότητα μπορεί
να αυξάνεται κάθε φορά που ένας προτεινόμενος κωδικός αποδεικνύεται επιτυχημένος.
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� Μια άλλη παραμέτρος σvτην οποία πρέπει να μπορεί να επέμβει η διαγωνιοποίησvη είναι

το μήκος της ακολουθίας kd σvτο οποίο πρέπει να ταιριάζει ένας προτεινόμενος κωδικός
ώσvτε ο d να αποφασvίσvει να τον εφαρμόσvει. Χρειαζόμασvτε αυτήν την νέα παράμετρο
γιατί αλλιώς η πιθανότητα να εφαρμοσvτεί μια σvωσvτή απόφασvη θα ήταν ελάχισvτη.

2. ¨Εχουμε αναφέρει και παραπάνω για την δυνατότητα του αλγορίθμου να περιέχει μια

αναπαράσvτασvη του περιβαλλόντος. Καθώς μέσvα από την χρήσvη της διαγωνοποίησvης
αναγνωρίζει μοτίβα σvτο περιβάλλον επομένως είναι σvε θέσvη να κατασvκευάσvει μια τέτοια

αναπαράσvτασvη. Επομένως, η διαγωνιοποίησvη μπορεί να προβλέψει ομαλές αλλαγές του
περιβάλλοντος αλλά και να σvυνεχίσvει να λειτουργεί ορθά αν αυτές σvυνέβησvαν χωρίς να

τις προβλέψει

3. O tester μπορεί να έχει διαφορετικές μορφές . Η πιο σvυνηθισvμένη είναι με έναν αλγόριθμο
με έξοδο T(true) ή F(false) που αποφαίνεται αν ένας προτεινόμενος κωδικός ταιριάζει ή
όχι σvτην ακολουθία ελέγχου. ¨Εχουμε δει όμως ότι η έξοδος μπορεί να είναι διαφορετική,
να προσvφέρει δηλαδή κάποια αξιολόγησvη του προτεινόμενου κωδικού. Η έξοδος θα μας
δείχνει το πόσvο καλά ταιριάζει ο προτεινόμενος αλγόριθμος r σvτην ακολουθία κωδικών.
Μπορούμε να φαντασvτούμε μια τέτοια έξοδος με την μορφή ενός ποσvοσvτού.

4. H διαγωνοποίησvη είναι σvε θέσvη να αντιληφθεί μια απαίτησvη του περιβάλλοντος με τοπικό
χαρακτήρα. Αυτό γίνεται εφικτό αφού η διαγωνοποίησvη είναι σvε θέσvη να αναγνωρίσvει
αν κάτι σvυμβαίνει σvτην πρόσvφατη ισvτορία του c. Επομένως, η διαγωνοποίησvη μπορεί να
ακολουθήσvει μια πιο σvυντηρητική σvτρατηγική, κληρονομώντας αυτόν τον κωδικό σvε ένα
μέρος των απογόνων του ανάλογα με το μήκος της ακολουθίας. Αυτό μας εγγυάται ότι αν
πάψει αυτή η απαίτησvη ένας αριθμός τέκνων θα σvυνεχίσvει να επιβιώνει. Η τοπική απαίτησvη
αντικατοκτρίζεται σvτο ότι ο κωδικός δεν κληρονομείται σvε όλους τους απογόνους.

5. Αντίσvτοιχα, αν ένας κωδικός εντοπίζεται σvε όλη την ακολουθία προγόνων, η διαγωνοποί-
ησvη θα αποφασvίζει την εφαρμογή του σvτο σvύνολο των απογόνων. Θα μπορούσvε η απαίτησvη
να είναι αν η διαγωνοποίησvη εντοπίσvει κομμάτια του κωδικού που επαναλαμβάνονται για

ένα επαρκές χρονικό διάσvτημα (μήκος ακολουθίας προγόνων) να αποφασvίσvει να εφαρμόσvει
τον κωδικό σvε όλους τους απογόνους.

Διαγωνοποίησvη και πρόβλημα τερματισvμού

¨Ενα ερώτημα που μπορεί να έχει απασvχολήσvει και τον αναγνώσvτη είναι πότε τερματίζει η

αναζήτησvη για το εάν ένας προτεινόμενος κωδικός r ταιριάζει σvτην ακολουθία ελέγχου. Το
σvυγκεκριμένο πρόβλημα είναι μη αποφασvίσvιμο. Ωσvτόσvο, μπορούμε να θωρακίσvουμε την θεωρία
μας από τέτοια προβλήματα επιλέγοντας ένα άνω φράγμα για τα υπολογισvτικά βήματα του

υπολογισvμού alg (r) (ck) ⊆ ck+1. Μια τέτοια σvυνθήκη φαντάζει αναμενόμενη και λογική καθώς
μια διαδικασvία που δεν ολοκληρώνεται δεν θα ήταν σvε θέσvη να δημιουργήσvει απογόνους . Εντός
ενός φυσvικού περιβάλλοντος, μπορούμε να θεωρήσvουμε αυτό το άνω φράγμα ως σvυνάρτησvη
του οφέλους που θα αποκόμιζε από την εκτέλεσvη του υπολογισvμού.

Διαγωνοποίησvη και απόφασvη

Σε αυτό το σvημείο θα θέλαμε να δούμε με έναν πιο λεπτομερή τρόπο πως λαμβάνεται η απόφασvη

από την διαγωνοποίησvη. Αρχικά, θέλουμε να μελετήσvουμε πως η διαγωνοποίησvη θα εφαρμόσvει
την απόφασvη να χρησvιμοποιήσvει κάποιον r από τους προτεινόμενους κωδικούς με την χρήσvη
του κωδικού απόφασvης s [r]. O s (r) θα χρησvιμοποιείται όταν ο r ικανοποιεί κάποιες απαιτήσvεις.
Αυτές οι απαιτήσvεις καθορίζονται από τον αλγόριθμου ελέγχου T με έξοδο true ή false.
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Υποθέτουμε μια σvύνθετη ακολουθία η οποία είναι επιζώσvα ή επιτυχημένη .(
c1, c

1
1, . . . , c

n1
1

)
,
(
c2, c

1
2, . . . , c

n2
2

)
, . . . ,

(
ck, c

1
k, . . . , c

nk
k

)
Θεωρούμε ότι ο κωδικός t του αλγόριθμου ελέγχου περιέχει δύο κενές διευθύνσvεις, σvτην

πρώτη θα αναφέρεται ο κωδικός r ενώ ο δεύτερος θα περιέχει την σvυνθήκη βάσvη της οποίας
θα διενεργείται ο έλεγχος. Ανατρέχοντας σvτο σvυμβολισvμό που ορίσvαμε σvτην υποενότητα 2.2
t [∅, ∅]. Αντίσvτοιχα, ο κωδικός s της απόφασvης θα περιέχει μια κενή διεύθυνσvη για τον κωδικό
r, s [∅]. Η σvυνθήκη του ελέγχου μπορεί να είναι εσvωτερική ή εξωτερική να τίθεται δηλαδή από
το περιβάλλον. Σε κάθε περίπτωσvη θεωρούμε ότι η σvυνθήκη υπάρχει κωδικοποιημένη σvτον c
επομένως ο c θα καταλάβει την δεύτερη διεύθυνσvη.
Η επιβίωσvη κι η ανάπτυξη των αυτοαναφορικών αλγορίθμων βασvίζεται σvτην διαγωνοποίησvη

και σvτις αποφάσvεις της. Αν ο προτεινόμενος κωδικός r ικανοποιεί την σvυνθήκη , ο αλγόριθμος
ελέγχου εμφανίζει σvτην έξοδο του true, τότε ο r θα πρέπει να εφαρμοσvτεί σvτο επόμενο
υπολογισvτικό βήμα (proliferating ή μη) . Η εφαρμογή μπορεί να είναι τοπική ή καθολική όπως
είδαμε παραπάνω.
Αν σvτην παραπάνω ακολουθία για κάποιο i ≤ k και j < n ισvχύει

alg (t)
(
r, cji

)
= true

τότε ο alg (s) (r)θα πρέπει να ταιριάζει σvτο υπολογισvτικό βήμα cji → cj+1
i

Αρχικά, υποθέτουμε ότι κάτι τέτοιο θα σvυμβεί τυχαία αλλά τελικά ο κωδικός m για τον
αλγόριθμο M της μορφής :

Αν για κάποιο r, alg (t) (r, c) = true , τότε πάρε την απόφασvη alg (s) (r)για αυτό
το r

θα ταιριάζει σvτο υπολογισvτικό βήμα cji → cj+1
i για κάθε i ≤ k και j < niκαι λόγω της διαγ-

ωνοποίησvης θα μπορεί να διαπισvτωθεί σvε κάθε υπολογισvτικό βήμα από κει και πέρα. ΄Οπως
έχουμε αναφέρει η διαγωνοποίησvη είναι σvε θέσvη να ελέγχει τις σvυμπεριφορές της σvτις επιζώσvες

ή επιτυχημένες ακολουθίες που εφαρμόζεται. Δηλαδή, αν ο searcher προτείνει έναν κωδικό r
καθώς και το0ν κωδικό της απόφασvης για να εφαρμοσvτεί αυτός αν η διαγωνοποίησvη αποφανθεί
ότι ταιριάζει.

Διαγωνοποίησvη και εξειδίκευσvη

Θεωρούμε ότι η διαγωνοποίησvη έχει την δυνατότητα να εξειδικεύεται , θα προσvπαθήσvουμε να
σvκιαγραφήσvουμε αυτήν την δυνατότητα εξειδίκευσvης. Ας υποθέσvουμε ένα σvυγκεκριμένο τεσvτ
T = alg(t) , ότι ο c είναι ένας αυτοαναφορικός κωδικός που χρησvιμοποιεί έναν αλγόριθμο από-
φασvης με κωδικό δ [t΄] = [δs, δt [t΄]] όπου t΄ είναι ο κωδικός του αλγόριθμου ελέγχου. Θεωρούμε
ένα κώδικο απόφασvης d [∅]ο οποίος βρίσvκεται σvε κάποια διεύθυνσvη θ του c = c [d [(θ) ∅]]και
προσvθέτουμε μια ελεύθερη διεύθυνσvη φ του κωδικού c. Συμβολικά αυτό που περιγράψαμε έχει
ως εξής

c = c [δ [t΄] , (θ) ∅, (+φ) ∅]
Αντιγράφοντας τον δ [t] = [δs, δt [t]]σvτην διεύθυνσvη φ ο searcher θα έχει την δυνατότητα

να εξειδικευθεί σvε θ − diffentiating κωδικούς. Η αντικατάσvτασvη του t΄με το t υποδηλώνει
το σvυγκεκριμένο τεσvτ που ορίσvαμε.
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Διαγωνοποίησvη και προτεραιότητα

Από την σvτιγμή που έχουμε μιλήσvει για την δυνατότητα της διαγωνοποίησvης να επεμβαίνει

σvτον εαυτό της έχει ενδιαφέρον να το σvυνδυάσvουμε και με την προτεραιότητα των κωδικών

που προτείνονται από τον searcher. Αν θεωρήσvουμε ότι οι κωδικοί που προτείνονται από τον
searcher κατασvκευάζονται από τον σvυνδυασvμό επιμέρους απλών εντολών εξαρτώμενων από
σvυνθήκες βάσvη μιας πιθανότητας. Ας εξετάσvουμε αυτή την περίπτωσvη λίγο πιο αναλυτικά, αν
ο B(r) είναι ένας αλγόριθμος που επεμβαίνει σvτην αλλαγή της προτεραιότητας ενός κωδικού
r σvτον searcher με κωδικό δs, όμως ο δsείναι υποκωδικός του αυτοαναφορικού κωδικού που
χρησvιμοποεί η διαγωνοποίησvη, από το Θεμελιώδες Αξίωμα της Αυτοαναφοράς έχουμε ότι ο
αυτοαναφορικός κωδικός μπορεί να λάβει την απόφασvη να αλλάξει την προτεραιότητα ενός

κωδικού.
΄Εσvτω x → x′

το αυτοαναφορικό βήμα σvτο οποίο ο x αποφασvίζει τυχαία να αυξήσvει την προ-
τεραιότητα του r όπως αυτός προτείνεται από την διαγωνοποίησvη. Υποθέτουμε ότι η απόφασvη
αυτή είναι επιτυχημένη. Αν{(

x1, x
1
1, . . . , x

n1
1

)
,
(
x2, x

1
2, . . . , x

n2
2

)
, . . . ,

(
xk, x

1
k, . . . , x

nk
k

)}
είναι το σvύνολο των υπολογισvμών της διαγωνοποίησvης σvτην ισvτορία του x, αναμένουμε

η σvχετική σvυχνότητα των περιπτώσvεων σvτις οποίες ο r ικανοποιεί την ακολουθία ελέγχου
υπερβαίνει την σvχετική προτεραιότητα με την οποία προτείνεται ο κωδικός r από τον searcher.
Αυτό είναι σvωσvτό καθώς έχουμε θεωρήσvει την αύξησvη της προτεραιότητας ως μια επιτυχημένη

απόφασvη.
Επομένως, αν ci → c΄i, i = 1, . . . ,m είναι επιτυχημένα αυτοαναφορικά βήματα σvτην ισvτορία

του αυτοαναφορικού κωδικού c, σvτα οποία οι προτεραιότητες των προτεινόμενων κωδικών
ri,i = 1, . . . ,m αυξάνονται αντίσvτοιχα, τότε για κάθε i = 1, . . . ,m ανήκει σvτην κατηγορία που
περιγράψαμε παραπάνω. ΄Ενας κωδικός που ταιριάζει σvε αλγορίθμους της μορφής :

Αν η σvχετική σvυχνότητα αποδοχής ενός κωδικού r κατά την διάρκεια της διαγ-
ωνοποίησvης, είναι μεγαλύτερη από την σvχετική προτεραιότητα που προτείνεται, τότε
άλλαξε αντίσvτοιχα την προτεραιότητα

θα πρέπει να ταιριάζει τόσvο σvε επιζώσvες όσvο και επιτυχημένες υποακολουθίες της ισvτορίας του

c. Επομένως μια τέτοια εντολή μπορεί να καθιερωθεί. Με αυτό το παράδειγμα γίνεται φανερό
πως με βάσvη την αυτοαναφορά η διαγωνοποίησvη μπορεί να βελτιώσvει τον εαυτό της
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4 Εξέλιξη

Προτού ξεκινήσvει το τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο είναι απαραίτητες κάποιες διευκρινήσvεις.
Σκοπός του κεφαλαίου �όπως και ολόκληρης της εργασvίας� δεν τίθεται η εξέτασvη της εξέλιξης
μέσvω της οπτικής της βιολογίας αλλά πολύ περισvσvότερο μέσvω μιας μαθηματικής οπτικής σvτην

οποία σvίγουρα διακρίνονται επιρροές από την επισvτήμη των υπολογισvτών (computer science). Η
θεωρία της εξέλιξης παρά την αποδοχή από την πλειοψηφία των ανθρώπων και την εξοικείωσvη

της μεγαλύτερης μερίδας των επισvτημόνων με αυτήν, δεν σvταματάει να παραμένει μυσvτηριώδης
και να γεννάει διαρκώς νέους προβληματισvμούς.
Η αδυναμία εξήγησvης βασvικών παραμέτρων της εξελικτικής θεωρίας κάθε άλλο παρά μειώνει

την ισvχύ της. ΄Αλλωσvτε, αυτή είναι δεδομένη βάσvει αποτελεσvμάτων. Και ακριβώς αυτή η
αδυναμία παραμένει μια πρόκλησvη για την έρευνα διευρύνοντας το πεδίο της. Υπό αυτήν την
σvκοπιά, λοιπόν, θα εξετασvτούν διάφορα φαινόμενα χωρίς την εσvτίασvη σvε όρους της βιολογικής
επισvτήμης αλλά σvίγουρα με την επισvτράτευσvη και την παράθεσvη των πορισvμάτων της, όπου
αυτό είναι απαραίτητο.
Η βάσvη για την μελέτη της εξέλιξης τίθεται σvτο γονίδιο [18]. H καινούργια αυτή σvκοπιά

προσvανατολίζεται από τη διάθεσvη διεπισvτημονικής έρευνας και σvτηρίζεται σvτη σvυνάντησvη δι-

αφορετικών επισvτημονικών κλάδων όπως η εξελικτική βιολογία, η επισvτήμη υπολογισvτών, η
θεωρία παιγνίων κ.ά. Η μελέτη της εξέλιξης από μια τέτοια οπτική έχει την αφετηρία της σvτον
Von Neumann. Στην κατεύθυνσvη της σvαφήνειας σvτην διευθέτησvη του ζητήματος κρίνεται
απαραίτητη καταρχάς η παράθεσvη μερικών σvχετικών ορισvμών που θα φανούν χρήσvιμοι σvτη

σvυνέχεια [19].

4.0.1 Ορισvμός γονίδιο

Η μονάδα κληρονομικότητας και βάσvη του DNA που κωδικοποιεί μια λειτουργία. Η
μονάδα πάνω σvτην οποία θα μελετήσvουμε την εξέλιξη.

4.0.2 Ορισvμός αλληλόμορφα

΄Ενα γονίδιο αποτελείται από δύο ή περισvσvότερα αλληλόμορφα. Επομένως, θα αποτελούν
τις υπομονάδες της μελέτης

4.0.3 Ορισvμός Καταλληλότητα

Καταλληλότητα (�tness) ορίζουμε την ικανότητα επιβίωσvης και αναπαραγωγής,
μέτρο της καταλληλότητας θεωρούμε τον προσvδοκώμενο αριθμό απογόνων.

Η καταγωγή του ανθρώπου αποτελεί ένα από τα πρώτα ερωτήματα των ανθρώπινων κοινωνιών.
Μέχρι τότε η άποψη για τα είδη είναι πως είναι διακριτά μεταξύ τους, σvε θεολογικές εξηγήσvεις
της καταγωγής θεωρούνται πλάσvματα που φτιάχτηκαν από τον δημιουργό του κόσvμου. Η ιδέα
της εξέλιξης υπήρχε σvτην σvκέψη αρκετών μελετητών, οι οποίοι μέσvω αυτής προσvπαθούσvαν να
ερμηνεύσvουν την ποικιλομορφία της φύσvης. Ο πρώτος που προέβη σvε μια αναλυτική παρουσvίασvη
της εξέλιξης ήταν ο Darwin με την έκδοσvη της �Καταγωγής των ειδών�.

H εισvαγωγή της εξέλιξης ως όρο άλλαξε σvυλλήβδην το εννοιολογικό οπλοσvτάσvιο με το
οποίο εξηγούσvαν τα είδη μέχρι εκείνη την σvτιγμή. Τα καινοτόμα αποτελέσvματα της άλλαξαν
μια για πάντα τον τρόπο που προσvεγγίζεται η εξέλιξη τόσvο των ανθρώπων όσvο και γενικότερα

όλων ειδών. Τα βασvικά σvτοιχεία της θεωρίας του ήταν η αναγνώρισvη της φυσvικής επιλογής ως
μηχανισvμό της εξέλιξης και η υπόθεσvη του κοινού προγόνου. Η ιδέα δηλαδή, ότι διαφορετικά
είδη προέρχονται από κάποιο κοινό πρόγονο και προεκτείνοντας αυτή την σvκέψη ένα βήμα

παραπέρα ότι όλη η ζωή προέρχεται από έναν πρόγονο
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Παρότι ο Darwin με την θεωρία του προσvέφερε μια σvτέρεη εξήγησvη της εξέλιξης πολλά
κομμάτια της παρέμειναν σvτο σvκοτάδι. Τα δύο κυριότερα σvημεία που δεν μπορούσvαν να
δικαιολογηθούν ήταν ο ρόλος του ανασvυνδυασvμού σvτην εξέλιξη και ο τρόπος που εμφανίζε-

ται κάτι διαφορετικό σvτην εξέλιξη. Για την κατανόησvη της τελευταίας πρότασvης βοηθάει η
επισvτράτευσvη του παραδείγματος της δημιουργίας του ματιού. Μέσvω της θεωρίας της εξέλιξης
είναι εφικτό από την μια να εξηγηθεί η διαδικασvία με την οποία το ένα μάτι εξελίχθηκε σvε δύο

αλλά όχι και της εμφάνισvης του ματιού από την αρχή. Ακόμη και ο ίδιος ο Darwin αδυνατούσvε
να βρει έναν τρόπο να το εξηγήσvει. Ομοίως, για το φαινόμενο του ανασvυνδυασvμού αναγνώριζε
ότι βρίσvκεται σvε ένα βαθύ σvκοτάδι όσvον αφορά την χρησvιμότητά του. Σε αυτό το πλαίσvιο, η
εξέλιξη των ειδών μπορεί να αναπαρασvταθεί από μια δεντρική δομή. Την παρατήρησvη αυτή την
είχε κάνει και ο ίδιος ο Darwin, όπως αποδεικνύεται και από τα χειρόγραφά του σvτα οποία
σvώζονται σvχεδιαγράμματα που αναπαρασvτούν την εξέλιξη υπό την μορφή δέντρου.
Παράλληλα, ο Mendel με πειράματα τα οποία έκανε σvε ένα είδους μπιζελιού κατέληξε σvε

σvημαντικά αποτελέσvματα όσvον αφορά την κληρονομικότητα. Τα αποτελέσvματα του Mendel
έμειναν σvτην αφάνεια για μεγάλο χρονικό διάσvτημα. Μόνο με την εκ νέου παρατήρησvη της
κληρονομικότητας αναγνωρίσvτηκε σvτον ίδιο η καθορισvτική σvυμβολή που διαδραμάτισvε η έρευνά

του σvτην κατανόησvη της κληρονομικότητας.

Figure 3: Το Δένδρο της Εξέλιξης

Πηγή: Standford Encyclopedia of Philosophy

https://plato.stanford.edu/entries/phylogenetic-inference/
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Τόσvο η έρευνα του Mendel όσvο και του Darwin αποτελούν τομή για την αλλαγή παραδείγ-
ματος σvτον τομέα της βιολογίας, όπως ορίζει ο Tomas Kuhn[20]. Τα αποτελέσvματα τους άλ-
λαξαν τον τρόπο που εξετάζεται η βιολογία και εισvήγαγαν νέες έννοιες σvτην μελέτη της. Μέχρι
ενός σvημείου η έρευνα για την μεντελιανή κληρονομικότητα περιορίζονταν σvτα εργασvτήρια και

σvτην μελέτη φυτών, ενώ οι σvυνεχισvτές του Darwin μελετούσvαν μεγάλους πληθυσvμούς ειδών.
Τα σvημαντικότερα αποτελέσvματα αναδύθηκαν σvτην επιφάνεια, όταν σvυνδυάσvτηκαν τα δύο πα-
ραδείγματα σvε αυτό που έμεινε αργότερα γνωσvτό ως modern synthesis.
Η κυριότερη ιδέα αυτής τηςmodern synthesis είναι η χρήσvη της μεντελιανής κληρονομικότη-

τας για την εξήγησvη της λειτουργίας της δαρβινικής φυσvικής επιλογής. Δεν αποτελεί θεωρία
ενός ερευνητή αλλά όπως γίνεται κατανοητό και από το όνομα για έναν σvυνδυασvμό αποτε-

λεσvμάτων διαφορετικών ερευνητών, οι οποίοι σvυχνά μπορεί και να διαφωνούσvαν μεταξύ τους.
Αυτή η προσvπάθεια αποτελεί την βάσvη κατανόησvης και διδασvκαλίας της εξελικτικής θεωρίας

μέχρι σvήμερα.
Στην κατεύθυνσvη αυτής της προσvπάθειας, γεννήθηκε και η χρήσvη της σvτατισvτικής με την

δουλειά του σvημαντικού μαθηματικού σvτο πεδίο της σvτατισvτικής Fischer. Ο Fischer πρότεινε
την θέασvη της φυσvικής επιλογής ως το αποτέλεσvμα σvυνδυασvτικών αλλαγών σvε διακριτά σvτάδια

σvε αντίθεσvη με την μέχρι τότε θέασvη της φυσvικής επιλογής ως κάτι σvυνεχές [21].Ακόμη, μια
άλλη προσvωπικότητα με σvημαντική σvυνεισvφορά σvε αυτό το ρεύμα ήταν ο Dobzhansky, ο οποίος
θεωρούσvε την εξέλιξη ως την αλλαγή σvυχνότητας εντός ενός γεννητικού σvυνόλου [22]. Μετά
την ανάπτυξη της θεωρίας αρχίσvαμε να μελετάμε την γενετική των πλυθησvμών (population
genetics) με άλλα λόγια την ποικιλία των γονιδιών εντός ενός πλυθησvμού και πως διαφορετικά
αλληλόμορφα σvυμπεριφέρονται προϊόντως του χρόνου αλλά και την βιοσvτατισvτική κυρίως χάρις

την δουλειά του Fischer, Haldane και Wright. Αποτέλεσvμα αυτής της θεωρίας είναι και η
παρατήρησvη του Mayr για τον ορισvμό του είδους, σvαν είδος όριζε τα μέλη τα οποία μπορούν
να δημιουργήσvουν απογόνους μόνο μεταξύ τους[23].
Θα μπορούσvαμε να θεωρήσvουμε ότι η εξέλιξη αποτελείται από 3 σvτοιχεία την επιλογή

(selection), ανασvυνδυασvμός (recombination/sex) και μετάλλαξη (mutation) .
Αρχικά, μια μετάλλαξη μπορεί να είναι τυχαία (random) ή μη τυχαία (nonrandom) μετάλ-

λαξη. Μια μη τυχαία μετάλλαξη οφείλεται σvτην εξέλιξη και πραγματοποιείται από τον ίδιο τον
οργανισvμό. Αυτή η μετάλλαξη θα λαμβάνει χώρα σvτα γονίδια, τα οποία αλληλεπιδρούν μεταξύ
τους. Η μετάλλαξη αποτελεί τη έξοδο μιας υπολογισvτικής διαδικασvίας, η οποία λαμβάνει ως
είσvοδο αλληλόμορφα από διαφορετικά γονίδια. Η καινούργια μετάλλαξη μπορεί να αποτελέσvει
την είσvοδο σvτον υπολογισvμό μιας νέας μετάλλαξης[24]. Η αλληλεπίδρασvη των γονιδιών γίνεται
μέσvω των αλληλόμορφων του. Η μετάλλαξη είναι μια διαδικασvία βάσvει της οποίας επικοινωνούν
αλληλόμορφα από διαφορετικούς γενετικούς τόπους και το αποτέλεσvμα καταγράφεται σvε έναν

ή περισvσvότερους γενετικούς τόπους. . Η μετάλλαξη έχει την δυνατότητα να κληρονομείται
και σvτις επόμενες γενιές. Η αλληλεπίδρασvη αυτή είναι ο ανασvυνδυασvμός μέσvω του οποίου
έρχονται σvε επαφή διαφορετικά αλληλόμορφα. Οι νέο-Δαρβινισvτές θεωρούσvαν ότι μια μετάλ-
λαξη σvυμβαίνει τυχαία και η φυσvική επιλογή αποφασvίζει για την επιτυχία της ή όχι. Συνήθως
τυχαίες μεταλλάξεις θεωρείται ότι σvυμβαίνουν από κάποια λανθασvμένη αντιγραφή ή κάποιο

άλλο σvφάλμα και μπορεί να ευνοηθούν τελικά από την φυσvική επιλογή. Από μια πιο μαθηματική
σvκοπιά, ακόμα κι αν υποθέσvουμε την τυχαιότητα τους κάποια πρέπει να είναι η αιτία της. Θα
ήταν παραγωγικότερο αν σvκεφτόμασvταν αυτές τις μεταλλάξεις σvαν τις εξόδους τυχαιοπημένων

αλγοριθμών[19].

4.1 Sex the queen of problems in evolution

΄Ενα από τα σvημαντικότερα ερωτήματα της εξέλιξης είναι ο ανασvυνδυασvμός (sex). Δεν έχει
επιτευχθεί μια εξήγησvη για αυτό το φαινόμενο, για αυτό άλλωσvτε φέρει και το περίφημο όνομα
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η βασvίλισvσvα των προβλημάτων σvτην εξελικτική βιολογία [21]. Ο ανασvυνδυασvμός αποτελεί κα-
θολικό φαινόμενο, το οποίο σvυναντάται από τους ανθρώπους, τα φυτά μέχρι και τους μύκητες.
Στον πυρήνα της εξέλιξης βρίσvκεται ένας απλός ορισvμός, είναι η διαδικασvία σvάρωσvης των
γονιδίων με σvκοπό την δημιουργία ενός απογόνου διαφορετικού από τους προγόνους του .
Δεδομένου ότι οι απόγονοι κληρονομούν χαρακτηρισvτικά και από τους δύο προγόνους τους.
Συνοπτικά δηλαδή, οι άνθρωποι έχουν 46 χρωμοσvώματα, αποτελούμενα από 23 ζεύγη.

Κάθε ζεύγος αποτελείται από ένα χρωμόσvωμα που κληρονομήθηκε από την μητέρα και ένα

χρωμόσvωμα που κληρονομήθηκε από τον πατέρα. Αυτά τα ζεύγη αποτελούν ουσvιασvτικά μια
αντισvτοιχία ένα προς ένα από τα χρωμοσvώματα του κάθε προγόνου σvε αυτά του άλλου.
Τα περισvσvότερα είδη λειτουργούν με αυτό τον τρόπο. ΄Οσvα δεν χρησvιμοποιούν μια τέτοια

διαδικασvία είναι ελάχισvτα και ονομάζονται asexual. Αξίζει να σvημειωθεί, ότι ακόμα και είδη
που δεν αναπαράγονται με τον ανασvυνδυασvμό έχουν κάποιο τέτοιο πρόγονο ή θα εξελιχθούν,
ώσvτε να έχουν έναν απόγονο που θα αναπαράγεται με αυτό τον τρόπο. Μια εύκολη εξήγησvη
θα μπορούσvε να είναι ότι σvυμβάλει σvε μεγάλη ποικιλομορφία και με αυτό τον τρόπο είναι

απαραίτητο για την εξέλιξη. Σε μια πιο εξαντλητική παρατήρησvη όμως, θα φανεί ότι η ίδια
λειτουργία μπορεί να αποτελέσvει εμπόδιο. Η ύπαρξη ενός πολύ επιτυχημένου γονότυπου δεν
μπορεί να διαιωνισvτεί αυτούσvια, καθώς κάθε απόγονος θα κληρονομήσvει τα μισvά του γονίδια
από αυτόν. Αυτό αποτελεί τον κυριότερο λόγο για τον οποίο δεν μπορεί να εξηγηθεί το
φαινόμενο του sex μόνο με την χρήσvη της καταλληλότητας.
Γενικότερα, ενώ σvε asex πληθυσvμούς τα γονίδια που ευνοούνται παραπάνω από την φυσvική

επιλογή, διαιωνίζονται και μεταφέρουν την προσvαρμογή τους σvτις επόμενες γενιές και είναι
αυτά με την μεγαλύτερη καταλληλότητα. Παρόλα αυτά, ο ανασvυνδυασvμός εμποδίζει τα γονί-
δια με υψηλή καταλληλότητα. Επομένως δεν αρκεί η καταλληλότητα για να εξετάσvουμε την
σvυμπεριφορά πληθυσvμών που χρησvιμοποιούν ανασvυνδυασvμό για την αναπαραγωγή τους.
Η πρότασvη που έκαναν ο Adi Livnat, Παπαδημητρίου κ.ά.[22] είναι η εισvαγωγή ενός νέου

μέτρου το οποίο αναπαρισvτά την ικανότητα των αλληλόμορφων να λειτουργούν σvωσvτά υπό

διαφορετικούς σvυνδυασvμούς(mixablity). Η κυριότερη ιδέα αυτής της πρότασvης είναι πως η
επιλογή που γίνεται μέσvω του ανασvυνδυασvμού ευνοεί τα γονίδια τα οποία μπορούν να αν-

ταπεξέρχονται αποδοτικά με αλλά γονίδια και όχι το δυνατότερο από αυτά. Με αυτό τον
τρόπο ότι μέσvα από τον ανασvυνδυασvμό δεν ευνοούνται οι πιο ισvχυροί σvυνδυασvμοί δεν αποτελεί

πρόβλημα. Για να κατανοήσvουμε παραπάνω αυτήν την ιδέα ας την εξετάσvουμε μέσvα από ένα
παράδειγμα. Στον παρακάτω πίνακα οι γραμμές αναπαρισvτάν τα αλληλόμορφα ενός γονιδίου
και οι σvτήλες τα αλληλόμορφα του άλλου γονιδίου. Η τιμή κάθε θέσvης είναι η καταλληλότητα
αυτού του σvυνδυασvμού αλληλόμορφων.

1 0 6 3
1 7 0 1
4 0 1 4
3 2 3 4


Σε asex πλυθησvμούς θα ευνοούνταν από την εξέλιξη οι σvυνδυασvμοί με την μεγαλύτερη

καταλληλότητα σvτο παράδειγμα [3, 1] και [2, 2] . Η διαφορετική ιδέα εδράζεται σvτην υπό-
θεσvη ότι λόγω του ανασvυνδυασvμού θα ευνοηθούν το τέταρτο αλληλόμορφο του πρώτου και

το τέταρτου του δευτέρου, δηλαδή η τέταρτη γραμμή και σvτήλη αντίσvτοιχα. επιλέγονται οι
σvτήλες με τον μεγαλύτερο μέσvο όρο. Δηλαδή επιλέγονται τα αλληλόμορφα εκείνα που παρότι
δεν επιτυγχάνουν υψηλούς αριθμούς καταλληλότητας μπορούν να σvυνδυασvτούν αποδοτικότερα

με τα άλλα. Μακροπροθέσvμα, η δυνατότητα σvυνεργασvίας φαντάζει σvημαντικότερη από την
ικανότητα παραγωγής απογόνων.
Σε αυτό το σvημείο μπορούμε να σvκεφτούμε τι θα σvυνεβαίνε αν θέλαμε να εξετάσvουμε αν μια
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μετάλλαξη λειτουργεί καλύτερα από την προηγούμενη έκδοσvη της σvε όλους τους δυνατούς σvυν-

δυασvμούς. Η μετάλλαξη θα πραγματοποιηθεί σvτο αλληλόμορφο ενός γονιδίου. Σε πλυθησvμούς
που δεν χρησvιμοποιούν τον ανασvυνδυασvμό θα έπρεπε να αντικαθισvτούμε την μετάλλαξη σvτο κα-

θένα ξεχωρισvτά και να μελετήσvουμε τους απογόνους του. Η διαδικασvία θα έπρεπε να επανηλη-
φθεί για κάθε αλληλόμορφο ξεχωρισvτά. Αντίθετα σvε πλυθησvμούς με ανασvυνδυασvμό εισvάγοντας
την μετάλλαξη σvε ένα αλληλόμορφο και θεωρώντας ότι αυτό μπορεί να αλληλεπιδράσvει με n
άλλα. Μετά από logn γενιές θα έχουν δημιουργηθεί όλοι οι πιθανοί σvυνδυασvμοί[19]. Με τον
ανασvυνδυασvμό των γονιδιών ένα αλληλόμορφο το οποίο ευνοείται μέσvα από την φυσvική επι-

λογή μπορεί να οδηγήσvει σvτην αύξησvη του πλυθησvμού καθώς επικοινωνεί παράλληλα με άλλα

αλληλόμορφα από διαφορετικούς γενετικούς τόπους, ενώ χωρίς το σvυνδυασvμό κάτι τέτοιο θα
σvυνεβαίνε σvειριακά [23].

¨Ενας άλλος τρόπος που μπορούμε να εξετάσvουμε τον ανασvυνδυασvμό είναι η τυχαιότητα

που εμπεριέχει μέσvα της η διαδικασvία. Η τυχαιότητα χρησvιμοποιείται σvε αρκετούς κλάδους
με σvτόχο να μην δημιουργούνται μοτίβα. Μπορούμε να κατανοήσvουμε αυτή την τυχαιότητα
αναλογιζόμενοι την πληθώρα των σvυνδυασvμών που όπως έχουμε δει δημιουργούνται. Μέσvα
από αυτή την διαδικασvία η φυσvική επιλογή θα ευνοήσvει ένα αλληλόμορφο που αντιδρά καλά

σvε αυτούς τους σvυνδυασvμούς. ΄Ομως η καλή σvυνεργασvία αυτού του αλληλόμορφου μπορεί να
επεκταθεί και σvτην καλή ανταπόκρισvη του σvε μελλοντικούς σvυνδυασvμούς.[27].

4.2 Θεωρία παιγνιών και εξέλιξη

Αρχικά, θα γίνει μια εισvαγωγή σvτην θεωρία παιγνίων και την κατανόησvη κάποιων βασvικών όρων
της. Η θεωρία παιγνίων μελετάει σvτρατηγικές, οι οποίες έχουν μια σvχέσvη αλληλεξάρτησvης
μεταξύ τους. Δηλαδή, η επιλογή μιας σvτρατηγικής επηρεάζει το αποτέλεσvμα και των δύο
παικτών σvε ένα παιχνίδι με δύο παίκτες. Η λέξη παιχνίδι παραπέμπει σvε έναν νικητή κι έναν
χαμένο, όμως σvτην θεωρία παιγνίων πέρα από την επικράτησvη σvε βάρος του αντίπαλου σvτόχος
του παίκτη μπορεί να είναι κι η σvυνολική νίκη όχι μόνο η ατομική.
΄Ενα από τα πιο διάσvημα και απλά παραδείγματα για την κατανόησvη της θεωρίας παιγνίων

είναι το δίλημμα του φυλακισvμένου. Στο παράδειγμα αυτό υποθέτουμε ότι η ασvτυνομία έχει
σvυλλάβει δύο υπόπτους για μια λησvτεία, η ασvτυνομία ανακρίνει τους υπόπτους. ΄Εσvτω παίκτης
A, παίκτης B και η ασvτυνομία τους ζητάει να ομολογήσvουν ότι έλαβαν μέρος. Θεωρούμε ότι ο
σvτόχος και των δύο είναι να περάσvουν οι ίδιοι όσvο το δυνατόν λιγότερο χρόνο σvτην φυλακή.
Τα πιθανά ενδεχόμενα είναι τα εξής:

� Ο παίκτης Α ομολογεί ενώ ο Β αρνείται, τότε ο παίκτης Β εκτίει 12 μήνες φυλακή ενώ ο
Α αφήνεται ελεύθερος ( όμοια σvε περίπτωσvη που αντισvτραφούν οι απαντήσvεις τους)

� Ομολογούν και οι δύο καταδικάζονται σvε 8 μήνες φυλακή

� Αρνούνται και οι δύο καταδικάζονται σvε 1 μήνα φυλακή έκασvτος

Για την ευκολότερη κατανόησvη θα τις αποτυπώσvουμε σvε έναν πίνακα.

−1,−1 −12, 0
0,−12 −8,−8

Παρατηρείται ότι η καλύτερη επιλογή που έχει να κάνει ένας παίκτης είναι να ομολογήσvει

καθώς ανεξάρτητα της επιλογής του άλλου είναι μεγαλύτερο. Αν υποθέσvουμε ότι ο παίκτης Α
αποφασvίζει να ομολογήσvει τότε το καλύτερο για τον Β είναι να ομολογήσvει κι αυτός. Αντίσv-
τοιχα αν ο παίκτης Β σvωπάσvει πιο σvυμφέρον για τον Α είναι να ομολογήσvει. Οι σvτρατηγικές
αυτού του είδους όπου υπάρχει μια σvτρατηγική η οποία οδηγεί σvε καλύτερο αποτέλεσvμα από

οποιαδήποτε άλλη και ανεξαρτήτως της επιλογής του άλλου παίκτη ονομάζονται αυσvτηρά
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κυρίαρχες (strictly dominant). ΄Οπως φαίνεται και σvτον πίνακα παρατηρείται ότι αν σvωπαί-
ναν και οι δύο θα είχαν καλύτερη κατάληξη. Επομένως, γεννάται το ερώτημα γιατί δεν είναι
αυτή η καλύτερη σvτρατηγική. Η απάντησvη έχει ως εξής, ο καθένας από τους δύο αν γνωρίζει
ότι ο άλλος σvώπασvε μπορεί να επιτύχει μεγαλύτερο όφελος ομολογώντας και άρα μια τέτοια

σvτρατηγική δεν είναι σvταθερή.
Η εξελικτική βιολογία εδώ και αρκετά χρόνια έχει σvχέσvη με την θεωρία παιγνίων. Τις

περισvσvότερες φορές που χρησvιμοποιείται η θεωρία παιγνίων είναι για να εξηγήσvει την ανάπτυξη

μιας ατομικής σvτρατηγικής υπό το πρίσvμα της εξέλιξης. Η ανάπτυξη αυτών των σvτρατηγικών
τις περισvσvότερες φορές είναι σvε σvύγκρουσvη με άλλες εντός ενός περιβάλλοντος. Εξελικτικά
σvταθερή σvτρατηγική (evolution stable strategy) είναι μια σvτρατηγική, η οποία αν υιοθετηθεί
από τα περισvσvότερα μέλη του πληθυσvμού δεν μπορεί να νικηθεί από καμία άλλη σvτρατηγική

[29]. Μια εξελικτικά σvταθερή διαδικασvία μπορεί να γίνει κατανοητή μέσvα από ένα παράδειγμα.
Το παιχνίδι έχει ως εξής θεωρούμε έναν πληθυσvμό, ο οποίος χωρίζεται σvε Γεράκια και

Περισvτέρια. Η διαφοροποίησvη είναι σvυμβατική με βάσvη την εικόνα που έχουμε ως άνθρωποι,
θεωρούμε ότι η εξωτερική εμφάνισvη τους είναι ίδια. Τα γεράκια δίνουν μάχες για την τροφή
μέχρι να κερδίσvουν ή να τραυματισvτούν βαριά, ενώ τα περισvτέρια δεν μπαίνουν σvτην διαδικασvία
μάχης. ΄Οταν ένα γεράκι σvυναντάει ένα άλλο γεράκι δίνουν μάχη μέχρι να επικρατήσvει το
ένα, όταν ένα περισvτέρι σvυναντάει ένα γεράκι υποχωρεί και όταν δύο περισvτέρια σvυναντιούν-
ται δεν μπαίνουν σvε διαδικασvία μάχης μετά από ένα χρονικό διάσvτημα το ένα υποχωρεί χωρίς

να υπάρχει σvύγκρουσvη. Ο Maynard με την δουλειά του απέδειξε ότι μια εξελικτικά σvταθερή
σvτρατηγική που μπορεί να αναπτυχθεί είναι μια σvτρατηγική που επιλέγει την τακτική βασvιζό-

μενη σvτον αντίπαλο. Μια τέτοια σvτρατηγική ονομάζεται αντεκδικητής και σvυμπεριφέρεται σvαν
γεράκι σvτα γεράκια και σvαν περισvτέρι σvτα περισvτέρια. Το παράδειγμα δεν αναπαρισvτά ένα πραγ-
ματικό περιβάλλον παρόλα αυτά αποτελεί μια εξήγησvη για το πως εμφανίζονται διαφορετικές

σvτρατηγικές που ευνοούνται από την εξέλιξη.
Ο τρόπος που εξετάζεται η εξέλιξη παρακάτω δεν αφορά ένα περιβάλλον σvυγκρούσvεων

με ανταγωνισvτικές σvτρατηγικές. Δεν σvχετίζεται με την υιοθέτησvη ατομικών σvτρατηγικών
επιβίωσvης αλλά με την μελέτη των δυναμικών που αναπτύσvσvονται εντός ενός πληθυσvμού μέσvω

της αναπαραγωγής του με την διαδικασvία του ανασvυνδυασvμού. Οι σvτρατηγικές που εφαρμό-
ζονται δεν έρχονται σvε σvύγκρουσvη μεταξύ τους και απλώς κρίνονται από το περιβάλλον μέσvω

μιας διαδικασvίας επιλογής. θα ορίσvουμε την έννοια της ασvθενούς επιλογής καλούμε σvυσvτή-
ματα όπου η σvυνάρτησvη της φυσvικής επιλογής έχει ως έξοδο δύο τιμές (1− ε, 1 + ε) που μας
δείχνουν την καταλληλότητα κάθε φορά[30]. Προφανώς αν ανταποκρίνεται καλά θα έχει την
τιμή (1 + ε). H ιδέα πίσvω από αυτό είναι ότι η εξέλιξη δεν γίνεται με άλματα αλλά με μικρές
διαφοροποιήσvεις [31].
Το 2013 οι Chastain κ.ά.[32] έδειξαν ότι η εξέλιξη σvε κατασvτάσvεις ασvθενούς επιλογής

μπορεί να αναπαρασvταθεί από ένα παιχνίδι. Στο σvυγκεκριμένο παιχνίδι οι παίκτες είναι τα
γονίδια, οι σvτρατηγικές είναι τα αλληλόμορφα, το ώφελος είναι η αύξησvη της καταλληλότητας
του οργανισvμού και οι πιθανότητες είναι οι σvυχνότητες των αλληλόμορφων. Το παιχνίδι αυτό
παίζεται μέσvω του αλγόριθμου MWUA. Αυτός ο αλγόριθμος έχει αποδειχθεί πολύ χρήσvιμος
σvτην οικονομία, σvτην σvτατισvτική και σvτην επισvτήμη των υπολογισvτών. Eπιπλέον χρησvιμοποιεί-
ται ευρέως και σvτον κλάδο του machine learning όπου αποκαλείται �no regret learning�. Αυτός
ο αλγόριθμος είναι αρκετά απλός κι αυτό μάλλον αποτελεί το κλειδί για την επιτυχία του. Ας
προσvπαθήσvουμε να εξηγήσvουμε τον αλγόριθμο.

4.2.1 Multiple Weight Update Algorithm (MWUA)

Μια από τις πιο σvυχνές εξηγήσvεις για αυτόν τον αλγόριθμο βασvίζεται σvε αυτό που ονομάζεται

Πρόβλημα των ειδικών[33]. Θεωρούμε ότι έχουμε n ειδικούς σvτο χρηματισvτήριο οι οποίοι
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κάνουν προβλέψεις. Σκοπός μας είναι να βρούμε έναν τρόπο ώσvτε να μας αποφέρει κέρδος. Αν
η επιλογή μας κάθε φορά ήταν τυχαία το προσvδοκώμενο όφελος μας θα ήταν αυτού του μέσvου

ειδικού. Αν θεωρήσvουμε ότι κάποιοι είναι πιο ικανοί θα θέλαμε με κάποιο τρόπο να ενισvχύουμε
αυτούς ώσvτε να είναι πιο πιθανό να επιλέγουν σvτο μέλλον.

1. Θεωρούμε ότι οι ειδικοί εκφράζονται από την μεταβλητή i

2. Αρχικοποιούμε το βάρος όλων των ειδικών w1
i = 1

3. Θεωρούμε μια διακριτή μετάβλητη t που υποδηλώνει τον χρόνο

4. Θεωρούμε ότι το ώφελος εκφράζεται από ένα πίνακαΜ του οποίου το κάθε σvτοιχείο

M (i, t) περιέχει το ώφελος του σvυγκεκριμένου ειδικού εκείνη την σvτιγμή t . Επιπλέον,
θεωρούμε M (i, t) ∈ [−l, p] όπου l ≤ p

5. Για κάθε σvτιγμή t δημιουργούμε την κατανομή Dt = {pt1, pt2, . . . , ptn} για τους ειδικούς
με pti = wt

i/
∑

n w
t
k.

6. Σε κάθε χρονική σvτιγμή επιλέγουμε τον ειδικό βάσvη της κατανομής Dt

7. Aνάλογα με το ώφελος προβαίνουμε σvτις παρακάτω τροποιήσvεις

wt+1
i =

{
wt

i (1− ε)-M (i, t) /p M (i, t) ≤ 0

wt
i(1 + ε)M (i, t) /p M(i, t) > 0

Στο παράδειγμα με τους ειδικούς με αυτό τον τρόπο έχει αποδειχθεί ότι μπορούμε με αυτό

τον τρόπο να επιτύχουμε κέρδος όπως ο καλύτερος από τους ειδικούς. Παρατηρώντας, καταλ-
αβαίνουμε ότι δημιουργούνται γέφυρες οι οποίες ενισvχυόνται αν μια κίνησvη είναι επιτυχημένη.
Ας επισvτρέψουμε όμως σvτο παιχνίδι που παίζουν τα γονίδια. Ο σvκοπός είναι η επιβίωσvη

του οργανισvμού επομένως ο σvκοπός του είναι κοινός και υπάρχουν σvυγκρούσvεις μεταξύ τους.
Οι σvυχνότητες των αλληλόμορφων είναι τυχαίες. Τα γονίδια βλέπουν τα αλληλόμορφα τους
σvαν τους ειδικούς σvτο παραπάνω παράδειγμα και αλλάζουν τα βάρη τους ανάλογα με την επί-

δοσvη τους σvτον σvυγκεκριμένο σvυνδυασvμό. Ο σvυνδυασvμός προκύπτει από την σvτρατηγική που
εφαρμόζουν τα γονίδια τους, δηλαδή από τα αλληλόμορφα. ΄Οπως, παραπάνω το όφελος ανα-
παρίσvταται από έναν πίνακα, έτσvι κι εδώ ο πίνακας έχει ως γραμμές και σvτήλες τα αλληλόμορφα
του κάθε γονιδίου.
Το ερώτημα της ποικιλομορφίας όμως παραμένει καθώς είναι χαρακτηρισvτικό της εξέλιξης.

Το ενδιαφέρον εντοπίζεται αν μελετήσvουμε τι μεγισvτοποιεί ο αλγόριθμος. Η μεγισvτοποίησvη
είναι ένας σvυνδυασvμός της καταλληλότητας, η οποία αποτελεί και το όφελος του παιχνιδιού και
της εντροπίας της κατανομής. Η εντροπία εξαρτάται από το ε που χρησvιμοποιούμε σvτον αλγόρι-
θμο βάσvη της ασvθενούς επιλογής. Η κατανομή μας θέλουμε να έχει αυτήν την ικανότητα ώσvτε
να αποφύγουμε μια σvυγκεκριμένη επιλογή. Αυτό γίνεται φανερό από τις αλλαγές σvτις οποίες
προβαίνουμε σvτα βάρη. Αν για παράδειγμα αντί να είναι εκθέτης, το όφελος πολλαπλασvίαζε το
βάρος, μια πολύ καλή σvυμβουλή θα οδηγούσvε σvε μονοπώλησvη του σvυγκεκριμένου ειδικού σvτις
επόμενες επιλογές. Αντίσvτοιχα ένα μεγάλο ε θα είχε το ίδιο αποτέλεσvμα.
Για να σvυνδυασvτεί και με όσvα αναλύθηκαν παραπάνω, η ποσvότητα βάσvη της οποίας αλλά-

ζουμε τα βάρη είναι η ικανότητα σvυνδυασvμού (mixablity). Θα μπορούσvε ίσvως αυτός να είναι κι
ο ρόλος του ανασvυνδυασvμού σvτην εξέλιξη, δηλαδή ότι επιτρέπει την χρήσvη ενός αλγορίθμου
σvαν MWUΑ. Προφανώς σvτην ανάπτυξη του μοντέλου υπάρχουν πολλές παραδοχές που έγι-
ναν. Αρχικά, δεν λήφθηκαν υπόψιν οι μεταλλάξεις κάτι πολύ βασvικό σvτην θεωρία της εξέλιξης
όπως επίσvης και ότι αναφερόμασvτε σvε έναν μη πεπερασvμένο πληθυσvμό. Εξηγεί όμως σvυμπερι-
φορές που σvτην αρχή φαντάζουν παράδοξες. Μέσvω αυτής της οπτικής μπορεί να εξηγήσvει την
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ποικιλομορφία μέσvα από την κατανομή και την εντροπία της. Ο ανασvυνδυασvμός δεν οδηγεί
αναγκασvτικά σvε μια αύξησvη της ποικιλομορφίας καθώς σvε κάποιες περιπτώσvεις η ποικιλομορφία

δεν ευνοείται από την εξέλιξη.

Εξέλιξη και κληρονομικότητα

΄Ενα ερώτημα το οποίο παραμένει προς σvυζήτησvη είναι αν ένα χαρακτηρισvτικό μπορεί να

κληρονομηθεί.Αυτή η σvυζήτησvη γυρνάει σvτις απαρχές της εξελικτικής θεωρίας. Η κληρονομικότητα
των χαρακτηρισvτικών που πρότεινε ο Lamark αποδείχθηκε λανθασvμένη. Στα μετέπειτα χρό-
νια ο Lamark λοιδορήθηκε και έχει μείνει γνωσvτός μόνο για τις λανθασvμένες προβλέψεις που
έκανε. Το πιο ενδιαφέρον κομμάτι είναι αν σvκεφτούμε μια αλλαγή με σvκοπό την καλύτερη
ανταπόκρισvη σvτο περιβάλλον. Η αλλαγή προφανώς και κληρονομείται το ερώτημα είναι αν αυτή
η αλλαγή παραμένει όσvο διαρκούν αυτές οι διαφορετικές σvυνθήκες του περιβάλλοντος.
ΟWaddingthon το 1952 [34]διεξήγαγε ένα πείραμα για να μελετήσvει τέτοιες σvυμπεριφορές.

Χρησvιμοποίησvε ένα είδος εντόμου με φτερά, χάριν ευκολίας ας θεωρήσvουμε μύγες. Αρχικά
τα υπέβαλε σvε υψηλή θερμοκρασvία, εκεί παρατήρησvε ότι ένα ποσvοσvτό από αυτές ανέπτυξε μια
διαφοροποίησvη σvτα φτερά. ΄Επειτα, επιτρέποντας μόνο σvε αυτές να αναπαράγονται κατάφερε
σvχεδόν όλοι οι απόγονοι να εμφανίζουν αυτή την διαφοροποίησvη. ΄Οταν όμως επανέφερε τις
αρχικές σvυνθήκες του πειράματος, ενώ οι περισvσvότερες επέσvτρεψαν σvτην προηγούμενη κατάσv-
τασvη ένα κομμάτι του πληθυσvμού διατηρούσvε αυτήν την διαφοροποίησvη σvτα φτερά. Το ερώτημα
που προκύπτει είναι αν αυτή η αλλαγή αυτή μπορεί να σvταθεροποιηθεί σvε έναν πληθυσvμό.
Επηρεασvμένοι από αυτό το πείραμα ο Παπαδημητρίου κ.ά. [35] έδειξαν ότι μια οποιαδήποτε

Boolean σvυνάρτησvη των γονιδίων η οποία υποδηλώνει ένα πλεονέκτημα σvε κατάσvτασvη ασv-
θενούς επιλογής θα επικρατεί με μεγάλη πιθανότητα σvε έναν πληθυσvμό. Το αποτέλεσvμα αυτό
θα μπορούσvε να μας εξηγήσvει πως ένα χαρακτηρισvτικό διασvπείρεται σvτον πληθυσvμό και τελικά

επικρατεί σvε αυτόν. Διαφοροποιείται από την άποψη ότι σvυμβαίνει μια �τυχερή� μετάλλαξη
η οποία επικρατεί σvτον πληθυσvμό, γιατί κατόρθωσvε να δημιουργήσvει ισvχυρούς οργανισvμούς.
Θεωρεί ότι αυτό σvυμβαίνει με την μεταβολή των σvυχνοτήτων που έχουν τα αλληλόμορφα σvτα

γονίδια που οδηγεί σvτην επικράτησvη αυτών που αποκτούν το επιπλέον προβάδισvμα που λαμ-

βάνεται από την σvυνάρτησvη.
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5 Επίλογος

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσvιάσvτηκε μια επισvκόπησvη των αποπειρών θεμελίωσvης των μαθη-

ματικών, απόπειρες οι οποίες επιχειρήθηκαν κατά κύριο λόγο από μαθηματικούς. Παρατηρήθηκε
ο ρόλος που έπαιξε η αυτοαναφορά σvε αυτά τα προγράμματα έχοντας σvτα περισvσvότερα από

αυτά έναν καταλυτικό ρόλο σvτην αποτυχία τους. Εν σvυνέχεια, μελετήθηκε η χρήσvη της αυ-
τοαναφοράς για την παραγωγή θεμελιωδών αποτελεσvμάτων σvτα μαθηματικά όπως αυτά του

Cantor με την χρήσvη της διαγώνιας μεθόδου.
Στο δεύτερο κεφάλαιο έγινε μια παρουσvίασvη των βασvικών όρων που διέπουν την θεωρία

μάθησvης που παρουσvιάζεται και τα βασvικά αξιώματά της.
Στο τρίτο κεφάλαιο μελετήθηκε η διαγωνιοποίησvη, ο τρόπος με τον οποίο εξελίσvσvονται οι

κωδικοί. Η διαγωνιοποίησvη αποτελεί την σvημαντικότερη λειτουργία της θεωρίας καθώς βάσvη
αυτής εξελίσvσvονται και διαφοροποιούνται.
Στο τέταρτο κεφάλαιο επιχειρήθηκε η προσvέγγισvη της δαρβινικής θεωρίας της εξέλιξης μέσvα

από ένα πιο θεωρητικό μαθηματικό πρίσvμα. Παρουσvιάσvτηκαν μερικά από τα σvημαντικότερα
αποτελέσvματα αυτής της προσvπάθειας, όπως επίσvης και οι διαφορετικές οπτικές βάσvει των
οποίων είναι δυνατόν να μελετηθεί η εξέλιξη υπό μια εναλλακτική οπτική.
Στο σvημείο αυτό και έπειτα από όλα όσvα εκτέθηκαν παραπάνω, φαίνεται εφικτή η προσvπά-

θεια σvυγκριτικής ανάγνωσvης και σvκιαγράφησvης κάποιων κοινών σvημείων των δύο θεωριών

πουπαρουσvιάσvτηκαν. Αρχικά, λοιπόν μπορεί να θεωρηθεί ότι η σvτατισvτική διαγωνιοποίησvη εί-
ναι σvε θέσvη να λειτουργήσvει με έναν αλγόριθμο όπως ο MWUA. Δεδομένου ότι η σvτατισvτική
διαγωνιοποίησvη πρέπει να λειτουργεί με έναν τέτοιο τρόπο, ώσvτε να μην υπάρχει μονοπώλησvη
από κάποιον κωδικό, η ίδια η διαγωνιοποίησvη μπορεί να ελέγχει τις λειτουργίες της, για να
τροποποιεί τα βάρη ανάλογα με την επιτυχία. Αυτό είναι κάτι που φάνηκε και σvτο κεφάλαιο 3,
κατά την μελέτη της διαγωνιοποίησvη και της δυνατότητάς της να επεμβαίνει σvτις προτεραιότητες

των κωδικών. Ο αλγόριθμος MWUA άλλωσvτε λειτουργεί με αυτόν ακριβώς τον τρόπο. ΄Ενα
άλλο ενδιαφέρον κομμάτι είναι η εξέτασvη των μεταλλάξεων μέσvα από τους αυτοαναφορικούς

υπολογισvμούς, εξετάζοντας ίσvως την διαγωνιοποίησvη ως τον μηχανισvμό με τον οποίο δημιουρ-
γούνται οι μεταλλάξεις. Εξάλλου, η διαγωνιοποίησvη έχει την δυνατότητα να εξελίσvσvει τον
εαυτό της άποψη που υποσvτηρίζεται και για τον μηχανισvμό που δημιουργεί τις μεταλλάξεις

[19]. Η μετάλλαξη δημιουργείται μέσvα σvτον ίδιο τον κωδικό και μέσvω της παράλληλης διαγ-
ωνιοποίησvης καταφέρνει να επικοινωνηθεί με άλλους κωδικούς.
Το αποτέλεσvμα [31] που περιγράφηκε παραπάνω έχει ένα ενδιαφέρον αν το εξετάσvουμε σvε

σvυνδυασvμό με τον tester ∆t . Ο tester είναι επίσvης μια Boolean σvυνάρτησvη και η αλλαγή σvτην
οποία θα έπρεπε να προβούμε είναι όσvα επιτυγχάνουν να αποκτούν το πλεονέκτημα (1+ε). Κάτι
τέτοιο θα μπορούσvε να εξηγήσvει και την προτεραιότητα με την οποία προτείνονται οι κωδικοί

από τον searcher, καθώς όσvοι κωδικοί λαμβάνουν το εξελικτικό πλεονέκτημα αυξάνουν την
προτεραιότητα τους.
Το μεγάλο ερώτημα είναι ποιος θα μπορούσvε να είναι ο ρόλος του ανασvυνδυασvμού σvτην

θεωρία [15]. Μια πρώτη υπόθεσvη που θα μπορεί να γίνει είναι ότι προκύπτει από έναν σvυνδυ-
ασvμό της ακολουθιακής και της παράλληλης διαγωνιοποίησvης. Μια άλλη άποψη θα ήταν με την
αποθήκευσvη σvε μια διεύθυνσvη ενός ζεύγους αντικειμένων μετά από μια διαδικασvία επιλογής,
όπου το ένα θα κρινόταν ως επικρατές, όπως σvυμβαίνει σvτα γονίδια. Θα δημιουργούσvε, δηλαδή,
ένα νέο κωδικό ο οποίος θα είχε την δυνατότητα της μνήμης. Η παρομοίωσvη του κωδικού με
το γονίδιο δεν φαντάζει υπερβολική, διότι τα γονίδια είναι εξοπλισvμένα με την δυνατότητα της
μνήμης, υπόκεινται σvε εξέλιξη και δεν αποτελούν την μικρότερη μονάδα μελέτης της εξέλιξης.
Η μελέτη έγινε σvε ένα καθαρά θεωρητικό περιβάλλον. Απώτερος σvτόχος είναι η δυνατότητα

προγραμματισvμού αυτοαναφορικών αλγοριθμών και η παρατήρησvη της σvυμπεριφοράς. Από
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προηγούμενη δουλειά που έχει γίνει σvτους αυτοαναφορικούς αλγορίθμους είναι γνωσvτό ότι είναι

κλεισvτοί ως προς την σvύνθεσvη, την πρωταρχική αναδρομή και την ελαχισvτοποίησvη. Επομένως,
μπορούν να χρησvιμοποιηθούν για την εκμάθησvη μιας γλώσvσvας [17, 37].
Ας αναλογισvτούμε την προσvπάθεια που γίνεται για την κατανόησvη της λειτουργίας του

ανθρώπινου νου, τόσvο μέσvω της χρήσvης υπολογισvτικών μοντέλων σvε υπολογισvτές όσvο και
με την μελέτη του ανθρώπινου εγκεφάλου. ΄Οσvα διαφορετικά εργαλεία κι αν χρησvιμοποιούμε
για την επίλυσvη αυτού του προβλήματος σvε τελική ανάλυσvη παραμένει μια αυτοαναφορική

διαδικασvία, καθώς προσvπαθούμε να εξηγήσvουμε την λειτουργία με την χρήσvη του.
Φτάνοντας σvτο τέλος αυτής της εργασvία και ολοκληρώνοντας το τελευταίο κομμάτι του

επιλόγου, ταιριάζει η αναφορά σvτην μέθοδο εκμαίευσvης της γνώσvης του Σωκράτη, όπως
την αποτυπώνει ο Πλάτωνας σvτην πραγματεία του Μέμνων[36]. Η θέασvη της γνώσvης σv-
τον Πλάτωνα μπορεί να θεωρηθεί ως μια αυτοαναφορική διαδικασvία, καθώς βάσvη κάποιας
λειτουργίας. Θεωρούσvαν ότι η γνώσvη ήταν αθάνατη και μεταφερόταν από γενιά σvε γενιά.
Η άποψη αυτή τεκμηριώνεται με το παράδειγμα ενός δούλου, ο οποίος δεν είχε εκπαίδευσvη.
Σε αυτόν γίνονται κάποιες κατευθυνόμενες ερωτήσvεις χάρις σvτις οποίες εκμαιεύτηκε η σvωσvτή

απάντησvη. Το παράδειγμα που χρησvιμοποιείται είναι ποια είναι η πλευρά ενός τετραγώνου με το
διπλάσvιο εμβαδόν, δηλαδή ένα καθαρά μαθηματικό πρόβλημα. Προφανώς, απόψεις ότι η γνώσvη
είναι αθάνατη δεν έχουν θέσvη σvτην νεοτερική σvκέψη, ούτε είμαι σvε θέσvη να υποσvτηρίξω κάτι
τέτοιο. Αφήνοντας κατά μέρους αυτήν την άποψη, μπορούμε να παρατηρήσvουμε την μάθησvη
με έναν τρόπο παρόμοιο με αυτόν που αναπτύξαμε. Ο δούλος σvτο παράδειγμα χρησvιμοποιεί
έναν αυτοαναφορικό αλγόριθμο για να καταλήξει σvτα σvυμπεράσvματα του. Με μιας μορφής
διαγωνιοποίησvης καταφέρνει να εξελίσvσvει την σvκέψη με βάσvη τις πληροφορίες που λαμβάνει

από τον Σωκράτη.
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