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ÊåöÜëáéï 1

Ðñüëïãïò

ÐáñÜ ôçí ôá÷Ýùò áíáðôõóóüìåíç õðïëïãéóôéêÞ äýíáìç ôùí óýã÷ñïíùí åðåîåñãáóôþí êáé ôïõ
ðáñÜëëçëïõ õðïëïãéóôéêïý ó÷åäéáóìïý, ç áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ðïëëáðëþí êëé-
ìÜêùí (multi-scale), üðùò áõôÜ óõíáíôþíôáé óôçí ÷çìéêÞ êéíçôéêÞ, âéïëïãéêÞ ìïíôåëïðïßçóç,
áôìïóöáéñéêÝò ðñïâëÝøåéò êëð, ðáñáìÝíåé ìéá åðßðïíç äéáäéêáóßá, êõñßùò åðåéäÞ ïé ÷ñïíïêëß-
ìáêåò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí åßíáé óõãêñéôéêÜ ðïëý ðéï áñãÝò áðü ôéò ãñÞãïñåò ÷ñïíïêëßìáêåò
ðïõ áíáðôýóóïíôáé óå ôÝôïéïõ åßäïõò óõóôÞìáôá. Ôá ìáèçìáôéêÜ ìïíôÝëá ðïõ åðé÷åéñïýí íá
áíáðáñáóôÞóïõí áõôÞ ôç öáéíïìåíïëïãßá ïíïìÜæïíôáé \äýóêáìðôá"(\sti�").

Ç áêáìøßá åí ãÝíåé ó÷åôßæåôáé ìå ôç äéáóðïñÜ óôï ìÝôñï (i) ôïõ áñíçôéêïý, ðñáãìáôéêïý
ìÝñïõò ôùí éäéïôéìþí ôïõ óõóôÞìáôïò, êáé/Þ (ii) ôïõ öáíôáóôéêïý ìÝñïõò áõôþí· ç ðñþôç
êáôçãïñßá ó÷åôéæüìåíç ìå ôçí ðáñïõóßá Ýíôïíùí áðïóâåôéêþí äéåñãáóéþí, üðùò éîþäçò äéÜ-
÷õóç, åíþ ç ôåëåõôáßá ìå Ýíôïíç ôáëáíôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ.

ÓõãêåêñéìÝíá, ç åñãáóßá äéáìïñöþíåôáé ùò åîÞò. Áñ÷éêÜ, èá êáèïñßóïõìå ôï ðëáßóéï ìÝóá
óôï ïðïßï èá åñãáóôïýìå. Óôï ðñþôï êåöÜëáéï, èá ïñßóôåé ç ìÝèïäïò ôùí éäéüìïñöùí äéáôá-
ñá÷þí åíþ èá åéóÜãïõìå ðáñÜëëçëá ìéá ãåùìåôñéêÞ ðñïóÝããéóç óôï ðñüâëçìá. Óôç óõíÝ÷åéá,
óôï äåýôåñï êåöÜëáéï, èá ðáñïõóéÜóïõìå ìéá óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ CSP êáé ôùí
âáóéêþí óôïé÷åßùí ôçò, êáèþò åßíáé áðáñáßôçôá ãéá ôçí êáôáíüçóç ôçò ðáñïýóáò áíÜëõóçò.
Åðåéôá, èá áíáöÝñïõìå êáé èá ðñïóðáèÞóïõìå íá áðïäåßîïõìå ôá âáóéêÜ óçìåßá ôçò ôñïðï-
ðïéçìÝíçò ìåèüäïõ CSP, üðùò áõôÜ ðñùôïäéáôõðþèçêáí áðü ôïõò S.H.Lam êáé Ä.Á.Ãêïýóç.
ÔÝëïò, óå äýï îå÷ùñéóôÜ êåöÜëáéá, èá ìåëåôÞóïõìå äýï ðïëý óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá,
ôüóï áíáëõôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò êëáóéêÞò áóõìðôùôéêÞò áíÜëõóçò üóï êáé õðïëïãéóôéêÜ, ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ ôñïðïðïéçìÝíïõ áëãïñßèìïõ CSP. Tï ðñþôï ðñüâëçìá áðïôåëåßôáé áðü ôñåéò
ìÜæåò ðïõ äýíáíôáé íá êéíïýíôáé åðß ïñéæïíôßïõ åðéðÝäïõ. Ïé ìÜæåò åßíáé óõíäåäåìÝíåò ìåôáîý
ôïõò ìå Ýíá ãñáììéêü êáé Ýíá ìç ãñáììéêü åëáôÞñéï, êáèþò êáé ìå äýï áðïóâåóôÞñåò. Ç
óõæåõãìÝíç êßíçóç ôùí ôñéþí ìáæþí óå óõíäõáóìü ìå ôçí ìåãÜëç äéáöïñÜ óôéò óõ÷íüôçôåò
ôáëÜíôùóçò ôùí äýï åëáôçñßùí êÜíïõí ôï óýóôçìá äýóêáìðôï, ìå ìéêñÞ ðáñÜìåôñï ôïí ëüãï
ôùí äýï óõ÷íïôÞôùí. Ôï äåýôåñï ðñüâëçìá, ðåñéëáìâÜíåé Ýíá Ýëáóìá-ñÜâäï ç ïðïßá äýíáôáé
íá êéíåßôáé åðß êáôáêïñýöïõ Üîïíá. Óôçí Üêñç ôçò ñÜâäïõ åßíáé óõíäåäåìÝíï Ýíá åêêñåìÝò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÐÑÏËÏÃÏÓ 3

Ç óõæåõãìÝíç ôáëÜíôùóç ôïõ åêêñåìïýò êáé ôçò åýêáìðôçò ñÜâäïõ áðïôåëåß Ýíá äýóêáìðôï
óýóôçìá, ìå ìéêñÞ ðáñÜìåôñï êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôïí ëüãï ôùí öõóéêþí óõ÷íïôÞôùí
ôçò ñÜâäïõ êáé ôïõ åêêñåìïýò.Ôá äýï áõôÜ ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá åßíáé ôáëáíôùôéêÞò öýóåùò
êáé áðïôåëïýí áðëÝò ðñïóåããßóåéò åýêáìðôïõ/äýóêáìðôïõ óõóôÞìáôïò.



ÊåöÜëáéï 2

ÃåùìåôñéêÝò ìÝèïäïé êáé äõíáìéêÜ
óõóôÞìáôá

Ïé ãåùìåôñéêÝò ìÝèïäïé êáé ç èåùñßá ôùí äõíáìéêþí óõóôçìÜôùí ðáßæïõí êõñßáñ÷ï ñüëï óôç
ìåëÝôç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå üëá ôá åðßðåäá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ìÝèïäïé ôïõ ÷þ-
ñïõ öÜóåùí äéäÜóêïíôáé óå ðñïðôõ÷éáêÜ ìáèÞìáôá, åíþ èÝìáôá üðùò èåùñßá áíáëëïßùôçò
ðïëëáðëüôçôáò, äéáêëáäþóåéò êáé åëêõóôÝò, äéäÜóêïíôáé óå ìåôáðôõ÷éáêü åðßðåäï. ÕðÜñ÷åé
åðßóçò ðëçèþñá åñãáóéþí ðïõ áöïñïýí æçôÞìáôá ãýñù áðü ôá óõóôÞìáôá ðïõ ìïíôåëïðïéïýí
ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé ôçí ìáèçìáôéêÞ èåùñßá ðïõ ôá ðåñéâÜëåé.

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá èá åóôéÜóïõìå óå êÜðïéåò âáóéêÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåýåò ãéá äõíá-
ìéêÜ óõóôÞìáôá ôçò ìïñöÞò:

x′ = f(x; z; å)

z′ = åg(x; z; å):(2.0.1)

Åäþ x ∈ Rm; z ∈ Rn; å ∈ R êáé ï ôüíïò äçëþíåé ðáñáãþãéóç ùò ðñïò ôçí áíåîÜñôçôç ìåôá-
âëçôÞ t. Ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g õðïôßèåíôáé C∞ óõíáñôçóåéò ôùí x; z êáé å óôï U×I, üðïõ U
åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïõ Rm×Rn êáé I Ýíá áíïéêôü äéÜóôçìá ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé ôï
å = 0· ðáñüëá áõôÜ óçìåéþíïõìå üôé ç èåùñßá ðïõ èá áíáðôýîïõìå éó÷ýåé êáé ãéá óõíáñôÞóåéò
óôï Cr, r ≥ 1.

ÐñïâëÞìáôá ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí äõï êëßìáêåò ÷ñüíïõ (Þ ìÞêïõò) ïäçãïýí êáôÜ öõóéêü ôñüðï
óå óõóôÞìáôá ôçò ìïñöÞò (2.0.1). ÓõãêåêñéìÝíá, ç ðáñÜìåôñïò å áðïôåëåß Ýíá Üìåóï ìÝôñï
äéá÷ùñéóìïý ôùí äýï ÷ñïíïêëéìÜêùí. Åìåßò åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï å åßíáé
Ýíáò áñêåôÜ ìéêñüò èåôéêüò áñéèìüò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ç ìåôáâëçôÞ x êáëåßôáé ãñÞãïñç
ìåôáâëçôÞ, êáé ç z êáëåßôáé áñãÞ ìåôáâëçôÞ. Áõôü óçìáßíåé üôé êáôÜ ãåíéêü ôñüðï, ç x åîå-
ëßóóåôáé ìå ñõèìü Ï(1) ï ïðïßïò äßíåôáé áðï ôçí óõíÜñôçóç f· åíþ ç z åîåëßóóåôáé ðéï áñãÜ,
ìå Ýíáí ñõèìü áíÜëïãï ôïõ å.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÅÓ ÌÅÈÏÄÏÉ ÊÁÉ ÄÕÍÁÌÉÊÁ ÓÕÓÔÇÌÁÔÁ 5

Åßíáé ÷ñÞóéìï óå äéÜöïñåò öÜóåéò íá åîåôÜæïõìå ôï åðáíáäéáôõðùìÝíï óýóôçìá (2.0.1) ùò
ðñüò ôçí ìåôáó÷çìáôéóìÝíç ìåôáâëçôÞ ô = åt:

åẋ = f(x; z; å)

ż = g(x; z; å):(2.0.2)

Åäþ ç ôåëåßá äçëþíåé äéáöüñéóç ùò ðñïò ôç íÝá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ô. Ïé áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò ô êáé t áíáöÝñïíôáé ùò ãñÞãïñïò êáé áñãüò ÷ñüíïò, áíôßóôïé÷á, åíþ ïé (2.0.1)
êáé (2.0.2) êáëïýíôáé ãñÞãïñï êáé áñãü óýóôçìá, áíôéóôïß÷ùò. ÁõôÜ ôá óõóôÞìáôá åßíáé
éóïäýíáìá ïðïõäÞðïôå å 6= 0 êáé ÷áñáêôçñßæïíôáé ðñïâëÞìáôá éäéüìïñöùí äéáôáñá÷þí üôáí
ôï å åßíáé áñêåôÜ ìéêñÞ ðáñÜìåôñïò.

Ï üñïò \éäéüìïñöç" ðñïêýðôåé áðü ôçí áóõíå÷Þ ïñéáêÞ óõìðåñéöïñÜ ôùí óõóôçìÜôùí êáèþò
å → 0. Áðü ôçí ìéá ðëåõñÜ, ïé ãñÞãïñåò åîéóþóåéò (2.0.1) ìå å = 0 åëëáôþíïíôáé óå Ýíá
m-äéÜóôáôï óýóôçìá ìå ôçí ìåôáâëçôÞ z íá ðáßæåé ôïí ñüëï óôáèåñÞò ðáñáìÝôñïõ:

x′ = f(x; z; 0)

z′ = 0:(2.0.3)

Èá áíáöåñüìáóôå óôï (2.0.3) ùò áðëïõóôåõìÝíï ãñÞãïñï óýóôçìá. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ,
ôï áñãü óýóôçìá ìå å = 0 åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç (âë. ÐáñÜñôçìá Ã):

0 = f(x; z; 0)

ż = g(x; z; 0):(2.0.4)

Åäþ ç äéÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìåéþíåôáé áðï m+ n óå n. Óôç
óõíÝ÷åéá èá áíáöåñüìáóôå óôï (2.0.4) ùò áðëïõóôåõìÝíï áñãü óýóôçìá.

Ç óýìâáóç \ãéá áñêåôÜ ìéêñü å" Þ \óôï üñéï êáèþò å → 0\ óõ÷íÜ èá áíáãñÜöåôáé êáé ùò
0 < å � 1. Åäþ, ç ó÷Ýóç � åéóÜãåé ìéá äéÜôáîç· ãéá ðáñÜäåéãìá: å2 � å êáèþò å → 0, êáé
e−1=å � ån ãéá êÜèå n > 0, äçëþíïíôáò ôïõò ó÷åôéêïýò ñõèìïýò ìåßùóçò (Þ áõîçóçò) ôùí
óõíáñôÞóåùí êáèùò å → 0+ .

Éäéüìïñöá óõóôÞìáôá ôçò ìïñöÞò (2.0.1) áðáíôþíôáé óå áñêåôÝò åöáñìïãÝò: ðñïâëÞìáôá
óõíïñéáêþí ôéìþí äýï óçìåßùí, ðñïâëÞìáôá ïäåõüíôùí êõìÜôùí óå åîéóþóåéò áíôßäñáóçò-
äéÜ÷õóçò, ðñüôõðåò ÷çìéêÝò åíþóåéò, äéÜäïóç ôùí äõíáìéêþí ôçò êßíçóçò óôç íåõñïöõóéïëï-
ãßá, óõæåõãìÝíïé ìç÷áíéêïß ôáëáíôùôÝò, äéáôáñáãìÝíá êáé áäéáâáôéêÜ ×áìéëôïíéáíÜ óõóôÞ-
ìáôá, êáýóç, ìïíôåëïðïßçóç ôçò ôñéâÞò, ïðôéêÞ, êßíçóç ôùí óùìáôéäßùí ñåõóôïý óôç ñåõóôï-
ìç÷áíéêÞ êáôÜ Lagrange, èåùñßá áêôéíþí óôç äéÜäïóç êõìÜôùí, ïõñÜíéá ìç÷áíéêÞ, èåùñßá
åëÝã÷ïõ êáé ìç÷áíéêÞ ôùí õëéêþí, ãéá íá áíáöÝñïõìå ìåñéêÝò áðü áõôÝò.

Ôï õëéêü ðïõ õðÜñ÷åé ðÜíù óå ðñïâëÞìáôá éäéüìïñöùí äéáôáñá÷þí åßíáé ðëïýóéï êáé á÷áíÝò,
êáé ïé áíôßóôïé÷åò ìÝèïäïé ðïõ Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß áíôéêáôïðôñßæïõí ôï ãåãïíüò áõôï. Óôçí
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ðáñïýóá åñãáóßá, èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìéá êëÜóç ôùí ìåèüäùí ðïõ ïíïìÜæïíôáé \ãåùìåôñé-
êÝò". Ç áðïêáëïýìåíç ãåùìåôñéêÞ ðñïóÝããéóç ôïõ óõóôÞìáôïò (2.0.1) åðéêåíôñþíåôáé óôçí
áíáãíþñéóç ôùí êåíôñéêþí äõíáìéêþí êáôáóêåõþí, üðùò áíáëëïßùôá óýíïëá êáé áíáëëïßù-
ôåò ðïëëáðëüôçôåò ïé ïðïßåò õðÜñ÷ïõí óôïí ÷þñï öÜóåùí ôùí óõóôçìÜôùí (2.0.1). ÅðéðëÝïí
åêìåôáëëåýåôáé ôéò éäéüôçôÝò ôïõò, üðùò ôçí áíÜëõóç óå áñãÝò êáé ãñÞãïñåò óõíéóôáìÝíåò
áëëÜ êáé ôéò ôïìÝò ôùí äéáöüñùí ðïëëáðëïôÞôùí, ìå óêïðü íá áíáêáëýøåé ôçí ýðáñîç åðéèõ-
ìçôþí ðåñéïäéêþí êáé åôåñïêëéíþí ôñï÷éþí áëëÜ êáé ëýóåùí ðñïâëçìÜôùí óõíïñéáêþí ôéìþí.

Ôá äýï ìåéùìÝíá, Þ áäéáôÜñáêôá, óõóôÞìáôá (2.0.3) êáé (2.0.4) ðñïóöÝñïõí äéáöïñåôéêÝò óêï-
ðéÝò ôçò ïñéáêÞò óõìðåñéöïñÜò ôùí ôñï÷éþí êáé ôùí ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí. ÐñÜãìáôé,
áñêåôÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò óôï ÷þñï öÜóåùí ôïõ (2.0.1) ìå 0 < å � 1 åíôïðßæïíôáé
ðïëý êïíôÜ óôéò áíôßóôïé÷åò ôïõ (2.0.3) ïé ïðïéÝò åßíáé ðéï åýêïëï íá åíôïðéóôïýí. ÅðéðëÝïí,
Üëëåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ôïõ (2.0.1) (Þ áíôßóôïé÷á ôïõ (2.0.2)) ìå 0 < å � 1 êïßôïíôáé
ðïëý êïíôÜ óå áíôéêåßìåíá ôïõ ÷þñïõ öÜóåùí ôïõ (2.0.4). Åêìåôáëëåýïíôáò áõôÞ ôçí áíÜ-
ëõóç óå áñãÜ êáé ãñÞãïñá óõóôÞìáôá, ç ãåùìåôñéêÞ ðñïóÝããéóç ìåéþíåé ôï ðëÞñåò ðñüâëçìá
éäéüìïñöùí äéáôáñá÷þí óå äýï åðéìÝñïõò ÷áìçëüôåñçò äéÜóôáóçò ðñïâëÞìáôá êáíïíéêþí äéá-
ôáñá÷þí.

2.1 ÂáóéêÝò áñ÷Ýò óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Óýíïëá óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò óå ó÷Ýóç ìå ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò åßíáé óçìáíôéêÜ ãéá ôçí ìåëÝôç ôùí äõíáìéêþí óõóôçìÜôùí. Ôá áðëïýóôåñá ôÝôïéá
óýíïëá åßíáé ôá óôÜóéìá óçìåßá.

Ïñéóìüò 1. ÄåäïìÝíçò ôçò åîßóùóçò y′ = h(y), üðïõ y ∈ Rk, óôÜóéìï óçìåßï êáëåßôáé
êÜèå óçìåßï y ãéá ôï ïðïßï ç óõíÜñôçóç h åîáöáíßæåôáé.

Ôá óôÜóéìá óçìåßá áíôéóôïé÷ïýí óå óçìåßá éóïññïðßáò ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ ìïíôåëïðïéåß-
ôáé. ¸íá ðéï ãåíéêü óýíïëï óçìåßùí ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé áõôÜ ôá ïðïßá ðáñáìÝíïõí
áíáëëïßùôá óå ó÷Ýóç ìå ôéò êõñßáñ÷åò åîéóþóåéò.

Ïñéóìüò 2. ¸íá óýíïëï V êáëåßôáé áíáëëïßùôï ùò ðñïò ôçí åîßóùóç y′ = h(y) åÜí äåäï-
ìÝíïõ üôé y(t0) ∈ V ãéá êÜðïéï t0 ∈ R óõíåðÜãåôáé üôé y(t) ∈ V ãéá êÜèå t ∈ R.

ÁðëÜ ðáñáäåßãìáôá áíáëëïßùôùí óõíüëùí áðïôåëïýí ôá óôÜóéìá óçìåßá êáé ïé ðåñéïäéêÝò
ôñï÷éÝò. ÔÝëïò, Ýíáò ëéãüôåñï ðåñéïñéóôéêüò ïñéóìüò ôçò áìåôáâëçôüôçôáò åßíáé ôá ôïðéêÜ
áíáëëïßùôá óýíïëá.

Ïñéóìüò 3. ÄåäïìÝíïõ åíüò óõóôÞìáôïò y′ = h(y), Ýíá áíïéêôü óýíïëï V êáëåßôáé ôïðéêÜ
áíáëëïßùôï ùò ðñïò Ýíá áíïéêôü óýíïëï W åÜí ôï V åßíáé õðïóýíïëï ôïõ W êáé ãéá êÜèå
ôñï÷éÜ ðïõ åãêáôáëåßðåé ôï V åãêáôáëåßðåé ôáõôü÷ñïíá êáé ôï W .

Ôá áíáëëïßùôá (êáé ôïðéêÜ áíáëëïéùôá) óýíïëá ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå Ý÷ïõí ìéá óõãêåêñéìÝíç
éäéüôçôá, ãéá ôçí áêñßâåéá èá åßíáé ðïëëáðëüôçôåò.
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Ïñéóìüò 4. ¸óôù Rp ï p-äéÜóôáôïò Åõêëåßäéïò ÷þñïò. ¸íá óýíïëï óçìåßùí óôïí Rp èá
êáëåßôáé ïìáëç ðïëëáðëüôçôá äéÜóôáóçò q, ìå q ≤ p, åÜí êÜèå óçìåßï ôïõ óõíüëïõ Ý÷åé
ðåñéï÷Þ ðïõ åßíáé C∞ äéáöïñïìïñöéêÞ ùò ðñïò Ýíá áíïéêôü óýíïëï ôïõ Rq.

Ïñéóìüò 5. ÄåäïìÝíùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí Ì êáé Í , ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç f
êáëåßôáé äéáöïñïìïñöéóìüò áí ôüóï ç f : M → N üóï êáé ç áíôßóôñïöç ôçò f−1 : Í → Ì
åßíáé äéáöïñßóéìåò. ÅÜí ïé óõíáñôÞóåéò åßíáé r öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìåò ôüôå ç f êá-
ëåßôáé Cr äéáöïñïìïñöéóìüò.

Äýï ðïëëáðëüôçôåò Ì êáé Í åßíáé äéáöïñïìïñöéêÝò (óõìâïëßæïíôáé ìå ') åÜí õðÜñ÷åé ïìáëÞ
áìöéìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç f áðü ôï Ì óôï Í ìå ïìáëÞ áíôßóôñïöç áðåéêüíéóç. Åßíáé
Cr äéáöïñïìïñöéêÝò åÜí õðÜñ÷åé ìéá r öïñåò óõíå÷þò ðáñáãùãßóéìç êáé áìöéìïíïóÞìáíôç
áðåéêüíéóç áðï ôï Ì óôï Í ìå áíôßóôñïöç áðåéêüíéóç åðßóçò r öïñÝò óõíå÷þò ðáñáãùãß-
óéìç.

Ôá ðéï áðëÜ ðáñáäåßãìáôá ðïëëáðëïôÞôùí, óôïí R3 ãéá ðáñÜäåéãìá, åßíáé ôá óçìåßá (ìç-
äåíïäéÜóôáôá), ìç ôåôìçìÝíåò ïìáëåò êáìðýëåò (ìïíïäéÜóôáôá) êáé ìç ôåôìçìÝíåò ïìáëÝò
åðéöÜíåéåò (äéäéÜóôáôåò), üðùò åðßðåäá êáé ðáñáâïëïåéäÞ.

¼ëåò ïé ðïëëáðëüôçôåò ðïõ ìåëåôÜìå åßíáé óõìðáãåßò. Ðáñáäåßãìáôá óõìðáãþí ðïëëáðëïôÞ-
ôùí áðïôåëïýí ï äéðëüò ôüñïò óôïí R3, ï ïðïßïò åßíáé áóýíïñïò, êáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå êëåéóôü
äéÜóôçìá óôïí R, ôï ïðïßï Ý÷åé óýíïñï.

Ïñéóìüò 6. ¸óôù Hq ï êëåéóôüò çìé÷þñïò

Hq = (x1; : : : xq) ∈ Rq|xq ≥ 0;

êáé Ýóôù ôï óýíïñü ôïõ, ôï ïðïßï ïñßæåôáé áðï ôï õðåñåðßðåäï Rq−1×0 ⊂ Rq êáé óõìâïëßæåôáé
ìå @Hq.
¸íá õðïóýíïëï X ⊂ Rq èá êáëåßôáé ïìáëÞ q-äéÜóôáôç ðïëëáðëüôçôá ìå óýíïñï åÜí êÜèå
óçìåßï ôïõ × Ý÷åé ðåñéï÷Þ U ∩ X ç ïðïßá åßíáé C∞ äéáöïñïìïñöéêÞ ùò ðñïò Ýíá áíïéêôü
V ∩Hq ôïõ Hq. ÅðéðëÝïí, ôï óýíïñï ôïõ × , ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé ìå @× , åßíáé ôï óýíïëï
üëùí ôùí óçìåßùí ôïõ × ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá óçìåßá ôïõ @Hq õðü ôçí åðßäñáóç åíüò ôÝôïéïõ
äéáöïñïìïñöéóìïý.

ÔÝëïò, ïñßæïõìå ôçí ôïðéêÜ áíáëëïßùôç ðïëëáðëüôçôá ùò åîçò:

Ïñéóìüò 7. Ìéá ðïëëáðëüôçôá èá êáëåßôáé ôïðéêÜ áíáëëïßùôç ðïëëáðëüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò
y′ = h(y) åÜí ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ðïõ ôçí ïñßæïõí åßíáé Ýíá ôïðéêÜ áíáëëïßùôï óýíïëï.

Ìéá äåýôåñç éäéüôçôá ðïõ ðáßæåé åîßóïõ óçìáíôéêü ñüëï óå üóá èá áíáöÝñïõìå óôç óõíÝ÷åéá
åßíáé áõôÞ ôçò õðåñâïëéêüôçôáò.

Ïñéóìüò 8. Èåùñüõìå îáíÜ ôï óýóôçìá y′ = h(y), ìáæß ìå ôçí ãñáììéêïðïßçóÞ ôïõ w′ =
Jw üðïõ ï J óõìâïëßæåé ôçí k × k ÉáêùâéáíÞ ïñßæïõóá ôïõ äéáíõóìáôéêïý ðåäßïõ h ùò
ðñïò y. ¸íá óôÜóéìï óçìåßï ôïõ óõóôÞìáôïò èá êáëåßôáé õðåñâïëéêü åÜí ïé éäéïôéìÝò ôçò
ÉáêùâéáíÞò õðïëïãéæüìåíçò óôï óçìåßï áõôü Ý÷ïõí ìç áñíçôéêÜ ðñáãìáôéêÜ ìÝñç.
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¸íá ïéêåßï ðáñÜäåéãìá õðåñâïëéêïý óôÜóéìïõ óçìåßïõ åßíáé ç áíåóôñáììÝíç éóïññïðßá åíüò
êëáóóéêïý ìç ãñáììéêïý åêêñåìïýò

(2.1.1) q′ = p; p′ = − sin q:

Åäþ ïé éäéïôéìÝò ôçò ÉáêùâéáíÞò óôï (−ð; 0) åßíáé ±1, êáé åðïìÝíùò ôï óôÜóéìï óçìåßï åßíáé
õðåñâïëéêü åî ïñéóìïý. Ïé ëýóåéò ðïõ ðñïóåããßæïõí (Þ áðïìáêñýíïíôáé áðü) ôï óôÜóéìï
óçìåßï (−ð; 0) ôï êÜíïõí ìå åêèåôéêü ñõèìü åîáéôßáò ôçò õðåñâïëéêüôçôáò ôïõ.

¸íá äåýôåñï ðáñÜäåéãìá, ðéï Üìåóïõ åíäéáöÝñïíïôïò, ðñïóöÝñåôáé áðü ôï óýóôçìá:

(2.1.2) x′ = −x; z′ = −åz:
Áõôü ôï ðáñÜäåéãìá åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ (2.0.1) ìå m;n = 1. Ç ÉáêùâéáíÞ ôïõ
óõóôÞìáôïò åßíáé åíáò 2 × 2 äéáãþíéïò ðßíáêáò ìå ôéìÝò, êáé óõíåðþò éäéïôéìÝò, −1 êáé −å.
Óõíåðþò, ç áñ÷Þ ôùí áîüíùí åßíáé Ýíá õðåñâïëéêü óôÜóéìï óçìåßï ãéá êÜèå å 6= 0. Óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá, ïé ëýóåéò öèßíïõí åêèåôéêÜ êáèþò ðñïóåããßæïõìå ôçí áñ÷Þ êáé áðï ôéò äýï
êáôåõèýíóåéò, ìå ìéêñü ñõèìü åëëÜôùóçò óôçí z êáôåýèõíóç êáé (ó÷åôéêÜ ìéëþíôáò) ìåãÜëï
ñõèìü åëëÜôùóçò óôçí x êáôåýèõíóç. Ùóôüóï, üôáí å = 0, ç äåýôåñç éäéïôéìÞ åßíáé ßóç ìå
ìçäÝí. ÅðïìÝíùò, áõôü ôï ðáñÜäåéãìá äåß÷íåé ìéá êáôÜóôáóç óôçí ïðïßá ç õðåñâïëéêüôçôá
ôïõ óôáèåñïý óçìåßïõ ôïõ ðëÞñïõò óõóôÞìáôïò ÷Üíåôáé üôáí å = 0, êÜôé ðïõ åßíáé óýíçèåò
óôá ðñïâëÞìáôá éäéüìïñöùí äéáôáñá÷þí ôçò ìïñöÞò (2.0.1).

ÃñáììéêïðïéçìÝíï óå Ýíá õðåñâïëéêü óôÜóéìï óçìåßï y0, ôï ãåíéêü óýóôçìá y′ = h(y) Ý÷åé
åõóôáèåßò êáé áóôáèåßò õðï÷þñïõò ç äéÜóôáóç ôùí ïðïßùí åßíáé ßóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí éäéïôéìþí
ìå áñíçôéêü êáé èåôéêü ðñáãìáôéêü ìÝñïò, áíôßóôïé÷á. Ïé ôñï÷éÝò ôïõ ãñáììéêïðïéçìÝíïõ
óõóôÞìáôïò óôïõò åõóôáèåßò êáé áóôáèåßò õðï÷þñïõò ðñïóåããßæïõí ôï óôÜóéìï óçìåßï ìå
åêèåôéêü ñõèìü óå êáíïíéêü êáé áíôßóôñïöï ÷ñüíï, áíôßóôïé÷á. Ç èåùñéá ôùí äõíáìéêþí
óõóôçìÜôùí ìáò âåâáéþíåé üôé õðÜñ÷ïõí ìç ãñáììéêÜ áíÜëïãá áõôþí ôùí õðï÷þñùí, ãíùóôÜ
êáé ùò ôïðéêÜ åõóôáèåßò êáé áóôáèåßò ðïëëáðëüôçôåò ôïõ õðåñâïëéêïý óôÜóéìïõ óçìåßïõ.

Ïñéóìüò 9. ¸óôù V ìéá ðåñéï÷Þ ôïõ y0.
Ç ôïðéêÜ åõóôáèÞò ðïëëáðëüôçôá ôïõ õðåñâïëéêïý óôÜóéìïõ óçìåßïõ y0 ïñßæåôáé ùò åîÞò:

(2.1.3) WS
loc(y0) ≡ {y|y(t) ∈ V ∀t ≥ 0;y(t)→ y0 åêèåôéêÜ êáèþò t→∞}:

¼ìïéá, ç ôïðéêÜ áóôáèÞò ðïëëáðëüôçôá ôïõ õðåñâïëéêïý óôÜóéìïõ óçìåßïõ y0 ïñßæåôáé ùò
åîÞò:

(2.1.4) WU
loc(y0) ≡ {y|y(t) ∈ V ∀t ≥ 0;y(t)→ y0 åêèåôéêÜ êáèþò t→ −∞}:

ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá Ýíá óýóôçìá y′ = h(y), üðïõ ç óõíÜñôçóç h åßíáé Cr (r ≥ 1) êáé ãéá ôï
ïðïßï ôï y0 åßíáé õðåñâïëéêü óôÜóéìï óçìåßï, ôï Èåþñçìá Åõóôáèïýò Ðïëëáðëüôçôáò (âë.
ÐáñÜñôçìá Ã) õðïäåéêíýåé ôçí ýðáñîç Cr ïìáëþí, ôïðéêÜ åõóôáèþí êáé áóôáèþí ðïëëáðëï-
ôÞôùí ôïõ y0. ÅðéðëÝïí, ìáò ëÝåé ïôé áõôÝò ïé ôïðéêÝò ðïëëáðëüôçôåò åßíáé åöáðôüìåíåò óôïõò
åõóôáèåßò êáé áóôáèåßò õðï÷þñïõò, áíôßóôïé÷á, óôï óçìåßï y0. Óôçí óõíÝ÷åéá ëáìâÜíïõìå
ôéò ïëéêÜ åõóôáèåßò êáé áóôáèåßò ðïëëáðëüôçôåò, W S(M0) êáé W

U(M0), áðü ôéò ñïÝò ôùí
óçìåßùí óôéò ôïðéêÝò ðïëëáðëüôçôåò åìðñüò êáé ðßóù óôï ÷ñüíï, áíôßóôïé÷á.
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ÅéóáãùãÞ óôïí áëãüñéèìï CSP

Ç ðáñïõóßá áðïóâåôéêþí ÷ñïíïêëéìÜêùí ðïëý ãñçãïñüôåñùí áðü áõôÝò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí
åßíáé ðïõ êÜíåé ôá äýóêáìðôá ðñïâëÞìáôá äõóåðßëõôá. Áðü ôçí áëëç ðëåõñÜ, ïäçãåß óôçí
õéïèÝôçóç Ýììåóùí ìåèüäùí ãéá ôçí ðáñÜêáìøç ôùí ðåñéïñéóìþí åõóôÜèåéáò ðïõ ôßèåíôáé áðü
ôéò Üìåóåò. ÐñÜãìáôé, äåäïìÝíïõ åíüò Í -äéÜóôáôïõ ðñïâëÞìáôïò, üðïõ Í ìðïñåß íá åßíáé ôï
ðëÞèïò ôùí óôïé÷åßùí óå Ýíáí ÷çìéêü ìç÷áíéóìü, ï óêïðüò ôùí ãñÞãïñùí ÷ñïíïêëéìÜêùí óå
Ýíá äýóêáìðôï ðñüâëçìá åßíáé ï ðåñéïñéóìüò ôùí óçìåéáêþí äõíáìéêþí óå ìéá ðïëëáðëüôçôá
äéÜóôáóçò ìéêñüôåñçò áðü Í , ìåéþíïíôáò Ýôóé áðïôåëåóìáôéêÜ ôïõò åíáðïìåßíáíôåò âáèìïýò
åëåõèåñßáò. Óõíåðþò, ç ëýóç ôïõ äýóêáìðôïõ ðñïâëÞìáôïò ìðïñåß íá áíáæçôçèåß êáôáóêåõÜ-
æïíôáò Ýíá ìïíôÝëï óå óìßêñõíóç, ðñïóåããßæïíôáò ôï áñ÷éêü, ôÝôïéï þóôå íá ðåñéãñÜöåé
åðáêñéâþò ôá óçìåéáêÜ äõíáìéêÜ ðïõ ðåñéïñéïñßæïíôáé óôçí ìéêñüôåñçò äéáóôáóçò ðïëëáðëü-
ôçôá. Ôï õðü óìßêñõíóç ìïíôÝëï èá åßíáé ìéêñüôåñçò äéÜóôáóçò êáé åëÝõèåñï áðü ãñÞãïñåò
÷ñïíïêëßìáêåò, óå óýãêñéóç ìå ôï áñ÷éêü. ÊáôáëçêôéêÜ, ç êáôáóêåõÞ ôïõ õðü óìßêñõíóç
ìïíôÝëïõ áðáéôåß ôoí áêñéâÞ ðñïóäéïñéóìü áõôÞò ôçò ðïëëáðëüôçôáò. Åêåßíç, ðñïóåëêýï-
íôáò áóõìðôùôéêÜ üëåò ôéò ôñï÷éÝò, áíáöÝñåôáé óõíÞèùò ùò ÁñãÞ Áíáëëïßùôç Ðïëëáðëüôçôá
(Slow Invariant Manifold Þ SIM) ôïõ äýóêáìðôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ç SIM ÷áñáêôçñßæåôáé ùò
ôüóï (i) áíáëëïßùôç ôùí äõíáìéêþí üóï êáé (ii) åêèåôéêÜ åëêôéêÞ ãéá ôç ñïÞ ôùí ôñï÷éþí.

Ç ðïëõðëïêüôçôá ôùí óýã÷ñïíùí ðñïâëçìÜôùí ðáñáêßíçóå ôçí Ýñåõíá ãéá ôçí áíÜðôõîç
áëãïñßèìùí ðñïêåéìÝíïõ ôïí õðïëïãéóôéêü ðñïóäéïñéóìü ôçò SIM. Áðï ôç äñÜóç áõôÞ, äýï
êýñéåò êáôçãïñßåò ðñïóåããßóåùí áíáäåß÷èçêáí, ç ìßá óôï÷åýïíôáò óôçí áíáãíþñéóç ôïõ ãåù-
ìåôñéêïý ôüðïõ ôùí óçìåßùí åðé ôïõ ÷þñïõ ôùí öÜóåùí ðïõ áíÞêáí óôï SIM, ç Üëëç ðñïóðá-
èþíôáò íá ðñïóäéïñßóåé ôüóï ôçí ðïëëáðëüôçôá SIM üóï êáé ôéò êýñéåò ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôåò
ôçò, ïýôùò åéðåßí ôïõò áíáëëïßùôïõò õðü÷ùñïõò êáé ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ÷ñïíïêëßìáêåò ðïõ
ó÷åôßæïíôáé ìå áõôïýò.

Ç õðïëïãéóôéêÞ ìÝèïäïò CSP (Computational Singular Perturbation), ðïõ áíáðôý÷èçêå áðï
êïéíïý áðï ôïõò S.H.Lam êáé Ä.Á.Ãêïõóç [1, 2, 4, 6, 14, 15, 16], áíÞêåé óôçí äÝõôåñç êá-
ôçãïñßá ðñïóåããßóåùí. ÄåäïìÝíïõ åíüò Í -äéÜóôáôïõ ðñïâëÞìáôïò, ç CSP ðáñÝ÷åé ìéá ãåù-
ìåôñéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò SIM, ðñïóäéïñßæïíôáò ôï óýíïëï ôùí \ãñÞãïñùí" äéáíýìáôùí âÜóçò,

9
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Ár, êáèùò êáé ôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï ôùí äõéêþí ôïõò, Âr, ôï ïðïßï ðáñÜãåé ôïí Ì -äéÜóôáôï
\ãñÞãïñï" õðü÷ùñï (ìå Ì < Í), ðïõ åßíáé ôïðéêÜ ïñèïãþíéïò ðñïò ôï (Í −Ì)-äéÜóôáôï
SIM.

Ôï âáóéêü êïììÜôé ôçò ìåèüäïõ CSP ðåñéëáìâÜíåé ìéá åðáíáëçðôéêÞ äéáäéêáóßá, åéäéêÜ ó÷å-
äéáóìÝíç íá ðñïóäéïñßæåé ôá äéáíýóìáôá âÜóçò ðïõ ðáñÜãïõí ôïõò äýï õðï÷þñïõò, óôïõò
ïðïßïõò äñïõí ïé ãñÞãïñåò êáé áñãÝò ÷ñïíïêëßìáêåò áíôßóôïé÷á· ï ôåëåõôáßïò íá åßíáé ôáõôï-
ôéêÜ ßäéïò ìå ôçí SIM. Ç äéáäéêáóßá îåêéíÜåé ìå ìéá ôõ÷áßá áñ÷éêÞ åêôßìçóç ôùí \ãñÞãïñùí"
äéáíõóìÜôùí âÜóçò Ár, ôá ïðïßá áêïëïýèùò èá ðáñÜãïõí ôùí ãñÞãïñï õðü÷ùñï, êáèþò êáé ôá
äõéêÜ ôïõò Âr. ÌåôÜ áðü êÜèå åðáíÜëçøç, êáëýôåñåò ðñïóåããßóåéò ôùí \ãñçãïñùí", êáé ôùí
óõìðëçñùìáôéêþí ôïõò \áñãùí", õðï÷þñùí ëáìâÜíïíôáé. Ãéá ôï óêïðü áõôü, õðÜñ÷ïõí äýï
åéäþí åðáíáëÞøåéò áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò: ç Ár− êáé Âr−re�nement. Ç Âr−re�nement
âåëôéþíåé ôçí áêñßâåéá ôçò ðåñéãñáöÞò ôïõ SIM, ìå ôï íá ðñïóåããßæåé êáëýôåñá ôïí \ãñÞãïñï"
õðü÷ùñï, åíþ ç Ár−re�nement åîáëåßöåé ôçí áêáìøßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðñïóåããßæïíôáò êá-
ëýôåñá ôïí \áñãü" õðü÷ùñï. Õðü äéáöïñåôéêÞ óêïðéÜ, ç Âr-re�nement ìåéþíåé ôçí åðßäñáóç
ôùí áñãþí ÷ñïíïêëéìÜêùí óôçí ðñïóÝããéóç ôïõ \ãñÞãïñïõ" õðï÷þñïõ, åíþ ç Ár-re�nement
ìåéþíåé ôçí åðßäñáóç ôùí ãñÞãïñùí ÷ñïíïêëéìÜêùí óôçí ðñïóÝããéóç ôïõ \áñãïý" õðï÷þñïõ.

Ìå êÜèå åðáíÜëçøç, ç âåëôßùóç óôçí ðñïóÝããéóç ôùí Ár êáé Br äéáíõóìÜôùí âÜóçò åðé-
ôõã÷Üíåôáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøç ôá ãåùìåôñéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò ðïëëáðëüôçôáò (üðùò ç
êáìðõëüôçôá êáé üñïé õøçëüôåñçò ôÜîçò). Ç âåëôéùìÝíç áêñßâåéá ìåôá áðü êÜèå åðáíÜëçøç
åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ å, ôçò ìéêñÞò ðáñáìÝôñïõ óôçí éäéüìïñöç äéáôáñá÷Þ ðïõ õëïðïéåß ç CSP.

Ïé åðéôõ÷åßò ðñïóåããßóåéò ôùí äéáíõóìÜôùí âÜóçò, ðïõ ëáìâÜíïíôáé Ýðåéôá áðï êÜèå åðáíÜ-
ëçøç ôïõ áëãïñßèìïõ, óõãêëßíïõí (i) óôá ôïðéêÜ éäéïäéáíýóìáôá ôçò Éáêùâéáíçò ôïõ äõíáìé-
êïý óõóôÞìáôïò åÜí ç óõíåéóöïñÜ ôùí üñùí õøçëÞò ôÜîçò, õðïëïãéóìÝíç áðï ôá re�nement,
ëüãù ôçò ÷ñïíéêÞò ìåôáâïëÞò ôùí äéáíõóìÜôùí âÜóçò, áãíïçèåß, ðáñÝ÷ïíôáò Ýôóé ìéá ðñï-
óÝããéóç ðñþôçò ôÜîçò ôïõ SIM, Þ (ii) óôç óùóôÞ áóõìðôùôéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ SIM, óå
äõíÜìåéò ôïõ å, åÜí ç óõíåéóöïñÜ áõôç ëçöèåé õð' üøç.

3.1 Ôá âáóéêÜ óôïé÷åßá ôïõ áëãïñßèìïõ

Èåùñåßóôå ôçí åîÝëéîç åíüò öõóéêïý öáéíïìÝíïõ ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôï óýóôçìá Í óõíÞèùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò:

(3.1.1)
dy

dt
= g(y)

üðïõ y åßíáé ôï Í -äéÜóôáôï äéÜíõóìá ôùí åîáñôçìÝíùí ìåôáâëçôþí êáé g ìéá áëãåâñéêÞ åîß-
óùóç ôïõ y. ÕðïèÝôïõìå üôé ç åîßóùóç (3.1.1) åßíáé äýóêáìðôç· ïýôùò åéðåßí êÜðïéåò áðü
ôéò ÷ñïíïêëßìáêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé ðïëý ðéï ãñÞãïñåò áðü ôéò ÷ñïíïêëßìáêåò ðïõ ìáò
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åíäéáöÝñïõí.

Óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï CSP, óå êÜèå óçìåßï ôïõ ÷þñïõ ôùí öÜóåùí, ôï äéÜíõóìá g
áíáëýåôáé óå äýï óõíéóôáìÝíåò ðñïâÜëëïíôáò ôï óôïõò Ì -äéÜóôáôï ãñÞãïñï êáé (Í −Ì)-
äéÜóôáôï áñãü õðï÷þñïõò (äçë. óôïõò õðï÷þñïõò åðß ôïõò ïðïßïõò äñïõí ïé ãñÞãïñåò êáé
ïé áñãÝò ÷ñïíïêëßìáêåò, áíôßóôïé÷á) ïé ïðïßïé ðáñÜãïíôáé áðü ôá CSP äéáíýóìáôá ai(i =
1; :::;M) êáé aj(j = M + 1; :::; N), êáé ôá ïðïßá ìðïñïýí íá óõëëå÷èïýí óôïõò Í ×Ì êáé
Í × (Í −Ì)-äéÜóôáôïõò ðßíáêåò Ár(k;m) êáé Ás(k;m) ðïõ ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

Ár(k;m) = [a1(k;m); : : : ; aM(k;m)];

Ás(k;m) = [aM+1(k;m); : : : ; aN(k;m)];(3.1.2)

üðïõ k êáé m åßíáé ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí áðü ôá äýï åßäç ôùí re�nements, ðïõ èá óõæç-
ôçèïýí óôç óõíÝ÷åéá. ÊÜèå äéÜíõóìá âÜóçò ai (Þ mode) áíôéóôïé÷åß óå ìéá ÷ñïíïêëßìáêá ðïõ
äñá óôçí áíôßóôïé÷ç äéåýèõíóç. Ôá modes êáôáôÜóóïíôáé óýìöùíá ìå ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõò·
ôï ðñþôï mode áíôéóôïé÷åß óôçí ðéï ãñÞãïñç ÷ñïíïêëßìáêá êáé ôï ôåëåõôáßï óôçí ðéï áñãÞ.

Èåùñåßóôå ôþñá Ýíá äåýôåñï óýíïëï CSP äéáíõóìÜôùí âÜóçò ðïõ ïñßæïíôáé ùò bi(i =
1; :::;M) êáé bj(j = M +1; :::; N) êáé ôá ïðïßá óõëëÝãïíôáé óôïõò Ì ×Í êáé (Í −Ì)×Í -
äéÜóôáôïõò ðßíáêåò Âr(k;m) êáé Âs(k;m) ùò åîÞò:

(3.1.3) Âr(k;m) =


b1(k;m)
b2(k;m)

...
bM(k;m)

 ; Âs(k;m) =


bM+1(k;m)
bM+2(k;m)

...
bN(k;m)

 :
Ôá äéáíýóìáôá bi åßíáé ôá äõéêÜ ôùí äéáíõóìÜôùí ai. ÅðïìÝíùò, ëüãù ïñèïãùíéüôçôáò, ïé
ôÝóóåñéò ðßíáêåò éêáíïðïéïýí ôéò åîÞò ó÷Ýóåéò:

Âr(k;m)Ár(k;m) = IMM ; Br(k;m)As(k;m) = 0MN−M ;

Bs(k;m)Ar(k;m) = 0N−MM ; Bs(k;m)As(k;m) = IN−MN−M(3.1.4)

êáé

(3.1.5) Ar(k;m)Br(k;m) + As(k;m)Bs(k;m) = INN ;

üðïõ Éíí åßíáé ï í-äéÜóôáôïò ìïíáäéáßïò ðßíáêáò êáé 0ìí ï ì × í ìçäåíéêüò ðßíáêáò.

ÐñïâÜëëïíôáò ôï äåîéü ìÝëïò ôçò åîßóùóçò (3.1.1) óôïõò äýï õðï÷þñïõò (áñãü êáé ãñÞãïñï)
äßíåé

(3.1.6)
dy

dt
= Ar(k;m)fr(k;m) + As(k;m)fs(k;m);
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üðïõ ôá Ì êáé (Í −Ì)-äéÜóôáôá äéáíýóìáôá fr(k;m) êáé fs(k;m) ïñßæïíôáé ùò åîÞò

(3.1.7) fr(k;m) =


f 1(k;m)
f 2(k;m)

...
fM(k;m)

 ; fs(k;m) =


fM+1(k;m)
fM+2(k;m)

...
fN(k;m)

 ;
üðïõ êÜèå åýñïò äéáíýóìáôïò (mode amplitude) f i ïñßæåôáé ùò

(3.1.8) f i(k;m) = bi(k;m) · g:
ÏðïõäÞðïôå, óôï ÷þñï ôùí öÜóåùí, ôá åýñç ôùí Ì ðéï ãñÞãïñùí äéáíõóìÜôùí âÜóçò ëáì-
âÜíïõí áìåëçôÝï ìÝôñï, ïýôùò åéðåßí éó÷ýåé ç êÜôùèé áëãåâñéêÞ åîßóùóç:

(3.1.9) fr(k;m) = Br(k;m)g ≈ 0M1 ;

ôüôå ç åîßóùóç (3.1.9) ðåñéãñÜöåé ôç ìïñöÞ ôïõ SIM, ôï ïðïßï å÷åé äéÜóôáóç (Í−Ì). Ôüôå, ïé
áíôßóôïé÷åòÌ ãñÞãïñåò ÷ñïíïêëßìáêåò äåí ðáßæïõí êáíÝíá ñüëï óôá óçìåéáêÜ äõíáìéêÜ êáé ç
ôïðéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ ÷ñïíïêëßìáêá åßíáé áñãÞ. Áõôü óçìáßíåé üôé ôá óçìåéáêÜ äõíáìéêÜ äåí
ìðïñïýí íá êéíçèïýí êáôÜ ìÞêïò êáìéÜò ôñï÷éÜò ìå óõíéóôþóá óôéò \ãñÞãïñåò" êáôåõèýíóåéò,
ai(i = 1; :::;M), üíôáò êáôÜ óõíÝðåéá ðåñéïñéóìÝíá íá êéíïýíôáé êáôÜ ìÞêïò ôùí \áñãþí"
aj(j = M + 1; :::; N)· äçëáäÞ, êáôÜ ìÞêïò ôïõ SIM, óýìöùíá ìå ôéò åîéóþóåéò:

(3.1.10)
dy

dt
≈ As(k;m)fs(k;m) = [I − Ar(k;m)Br(k;m)]g;

üðïõ ç äåýôåñç éóüôçôá ðñïÝêõøå áðü ôçí ó÷Ýóç ïñèïêáíïíéêüôçôáò (3.1.5). Ôï áðëïðïéç-
ìÝíï óýóôçìá äåí åßíáé äýóêáìðôï, ìéáò êáé ôá modes ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôéòÌ ãñçãïñüôåñåò
÷ñïíïêëßìáêåò Ý÷ïõí åîáëçöèåß.

¼ðùò öáßíåôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.1.9) êáé (3.1.10), ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôùí åîéóþóåùí ðïõ
ðåñéãñÜöïõí ôüóï ôï manifold üóï êáé ôï áðëïðïéçìÝíï óýóôçìá, åßíáé áñêåôü íá ãíùñßæïõìå
ìïíÜ÷á ôá ãñÞãïñá äéáíýóìáôá Ár êáé Â

r.

¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, õðÜñ÷ïõí äýï åßäç CSP re�nement. Ôï ðñþôï ìåôáâÜëëåé
ôï Âr êáé ôï Ás (êáé ïñßóôçêå ùò Â

r−re�nement), áöÞíïíôáò ôá Âs êáé Ár áíåðçñÝáóôá, åíþ
ó÷åôßæåôáé ìå ôçí áêñßâåéá óôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ manifold. Ôï äåýôåñï ìåôáâÜëëåé ôï Ár êáé
ôï Âs (ïñßóôçêå áíôßóôïé÷á ùò Ár−re�nement), áöÞíïíôáò ôþñá ôá Âr êáé Ás áíåðçñÝáóôá,
åíþ ó÷åôßæåôáé ìå ôçí ìç-áêáìøßá ôïõ áðëïðïéçìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò. Ïé äýï áõôÝò åðáíáëç-
ðôéêÝò äéáäéêáóßåò ëåéôïõñãïýí áíåîÜñôçôá, óõíåðþò ïðïéïóäÞðïôå áñéèìüò áðï áõôÜ ìðïñåß
íá åöáñìïóôåß [4]. Ïé ó÷Ýóåéò ðïõ äßíïõí ôïí áëãüñéèìï ôùí äýï re�nement åßíáé:

Br(k1 + 1;m1) = T r
r (k1;m1)

(
dBr(k1;m1)

dt
+Br(k1;m1)J

)
;(3.1.11)

Ar(k1 + 1;m1) = Ar(k1;m1);(3.1.12)

Bs(k1 + 1;m1) = Bs(k1;m1);(3.1.13)

As(k1 + 1;m1) = [I − Ar(k1 + 1;m1)B
r(k1 + 1;m1)]As(k1;m1);(3.1.14)
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üðïõ

(3.1.15) T r
r (k1;m1) = [Ër

r(k1;m1)]
−1 =

[(
dBr(k1;m1)

dt
+Br(k1;m1)J

)
Ar(k1;m1)

]−1
;

êáé

Ar(k2;m2 + 1) =

[
−dA

r(k2;m2)

dt
+ JAr(k2;m2)

]
T r
r (k2;m2);(3.1.16)

Br(k2;m2 + 1) = Br(k2;m2);(3.1.17)

Bs(k2;m2 + 1) = Bs(k2;m2)[I − Ar(k2;m2 + 1)Br(k2;m2 + 1)];(3.1.18)

As(k2;m2 + 1) = As(k2;m2);(3.1.19)

üðïõ

(3.1.20) T r
r (k2;m2) = [Ër

r(k2;m2)]
−1 =

[(
dBr(k2;m2)

dt
+Br(k2;m2)J

)
Ar(k2;m2)

]−1
;

êáé ôá ki, mi öáíåñþíïõí ôïí áñéèìü ôùí Â
r− êáé Ár−re�nement, áíôßóôïé÷á, ðïõ Ý÷ïõí Þäç

ðñáãìáôïðïéçèåß. Ç õðüóôéîç i åéóÞ÷èåé åäþ ìå óêïðü íá äçëþóåé üôé ïðïéïóäÞðïôå áñéèìüò
áðü Âr− Þ Ár−re�nement ìðïñåß íá áêïëïõèçèåß áðü Ýíá åðéðëÝïí Âr− Þ Ár−re�nement· ï
ðßíáêáò T r

r íá áíáíåþíåôáé áíôßóôïé÷á. ÂÝâáéá, êáé ôá äýï åßäç re�nement (3.1.11)-(3.1.15)
êáé (3.1.16)-(3.1.20) äéáôçñïýí ôçí ïñèïãùíéüôçôá ôùí CSP äéáíõóìÜôùí, ó÷Ýóåéò (3.1.4)
êáé (3.1.5). ¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé óôçí åéóáãùãÞ, ôá Âr− êáé Ár−re�nement, áíôßóôïé÷á,
åëëáôþíïõí ôçí åðéññïÞ ôùí áñãþí êáé ãñÞãïñùí êëéìÜêùí ÷ñüíïõ óôçí õðïëïãéæüìåíç ðñï-
óÝããéóç ôùí \ãñÞãïñïõ" êáé \áñãïý" õðï÷þñùí óôï (k;m)-ïóôü âÞìá. Óáí áðïôÝëåóìá, ç
åîÜñôçóç ôùí ðëáôþí óôá fr êáé fs, áíôßóôïé÷á, áðü ôéò ãñÞãïñåò ÷ñïíïêëßìáêåò èá ìåéþíå-
ôáé. Ç åîÝëéîç áõôÞ åðéôñÝðåé óôéò ãñÞãïñåò êëßìáêåò ÷ñüíïõ íá ïäçãÞóïõí ôá fr óå áêüìç
÷áìçëüôåñåò ôéìÝò, åíþ ðáñÜëëçëá åíéó÷ýåé ôïí Ýëåã÷ï ôùí áñãþí ÷ñïíïêëéìÜêùí åðß ôùí
fs, êÜíïíôáò ôï áðëïðïéçìÝíï ðñüâëçìá, üðùò ïñßóôçêå áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3.1.9) êáé (3.1.10),
ðéï áêñéâÝò êáé ìç-äýóêáìðôï.

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôïí áëãüñéèìï ôùí äýï áõôþí re�nement, áñ÷éêÜ áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé
ç åîÝëéîç ôùí mode amplitude fi õðüêåéôáé óôéò åîéóþóåéò:

(3.1.21)
df i

dt
=
∑
j=1;N

Ëi
jf

J ; i = 1; N:

ÄåäïìÝíïõ åíüò óõíüëïõ äéáíõóìÜôùí âÜóçò óôï (k;m)-ïóôü re�nement êáé ôçò åîßóùóçò
(3.1.21), ç åîÝëéîç ôùí ãñÞãïñùí ðëáôþí fr ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

(3.1.22)
dfr(k;m)

dt
= Ër

r(k;m)fr(k;m) + Ër
s(k;m)fs(k;m);
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üðïõ

Ër
r(k;m) =

(
dBr(k;m)

dt
+Br(k;m)J

)
Ar(k;m);(3.1.23)

Ër
s(k;m) =

(
dBr(k;m)

dt
+Br(k;m)J

)
As(k;m);(3.1.24)

êáé Ôr
r (k;m) åßíáé ï áíôßóôñïöïò ðßíáêáò ôïõ Ër

r(k;m). ÎáíáãñÜöïíôáò ôçí åîßóùóç (3.1.22)
ùò

(3.1.25)
dfr(k;m)

dt
= Ër

r(k;m)
(
fr(k;m) + T r

r (k;m)Ër
s(k;m)fs(k;m)

)
;

ðáñáôçñïýìå üôé ôï áóõìðôïôéêü üñéï ôïõ fr(k;m) åßíáé

(3.1.26) fr(k;m) ≈ −T r
r (k;m)Ër

s(k;m)fs(k;m):

Åðéèõìþíôáò íá êÜíïõìå ôá åýñç ôùí fr üóï ôï äõíáôüí ìéêñüôåñá, óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá
êáôÜ ôï ïðïßï ïé ãñÞãïñåò êëßìáêåò ÷ñüíïõ åîáëåßöïíôáé, ç åîßóùóç (3.1.25) õðïäåéêíýåé ôçí
åéóáãùãÞ åíüò íÝïõ óõíüëïõ ãñÞãïñùí ðëáôþí, ðïõ ïñßæïíôáé ùò

(3.1.27) fr(k + 1;m) = fr(k;m) + T r
r (k;m)Ër

s(k;m)fs(k;m):

Áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï íá ïñßóïõìå Ýíá íÝï óýíïëï äéáíõóìÜôùí âÜóçò ùò åîÞò

Br(k + 1;m) = T r
r (k;m)

(
dBr(k;m)

dt
+Br(k;m)J

)
;(3.1.28)

Ar(k + 1;m) = Ar(k;m);(3.1.29)

Bs(k + 1;m) = Bs(k;m);(3.1.30)

As(k + 1;m) = [Irr − Ar(k + 1;m)Br(k + 1;m)]As(k;m);(3.1.31)

üðïõ ç ôåëåõôáßá ó÷Ýóç áðáéôåßôáé ãéá íá åðáíáöÝñåé ôçí ïñèïãùíéüôçôá ìåôáîý ôùíAs(k + 1;m)
êáé ôïõ êáéíïýñéïõ, ðåñéóôñáììÝíïõ Br(k + 1;m) äéáíýóìáôïò âÜóçò. Ïé ó÷Ýóåéò (3.1.28)-
(3.1.31) áðïôåëïýí, üðùò ðáñáôçñïýìå, ôïí áëãüñéèìï ôïõ Âr−re�nement.

Ãéá ôïí áíôßóôïé÷ï áëãüñéèìï ôïõ Ár−re�nement, óýìöùíá ìå ôçí åîßóùóç (3.1.21), óôï
(k;m)-ïóôü re�nement, ç åîÝëéîç ôùí áñãþí ðëáôþí õðüêåéôáé óôéò åîéóþóåéò:

(3.1.32)
dfs(k;m)

dt
= Ës

r(k;m)fr(k;m) + Ës
s(k;m)fs(k;m);

üðïõ

Ës
r(k;m) =

(
dBs(k;m)

dt
+Bs(k;m)J

)
Ar(k;m);(3.1.33)

Ës
s(k;m) =

(
dBs(k;m)

dt
+Bs(k;m)J

)
As(k;m):(3.1.34)
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Åðéèõìþíôáò íá ðåñéïñßóïõìå ôçí åðßäñáóç ôùí ãñÞãïñùí ÷ñïíïêëéìÜêùí óôçí åîÝëéîç ôùí
áñãþí ðëáôþí, ç åîßóùóç (3.1.32) îáíáãñÜöåôáé ùò

d[fs(k;m)− Ës
r(k;m)T r

r (k;m)fr(k;m)]

dt

= −dË
s
r(k;m)T r

r (k;m)

dt
fr(k;m) + [Ës

s(k;m)− Ës
r(k;m)T r

r (k;m)Ër
s(k;m)]fs(k;m)

(3.1.35)

õðïäåéêíýïíôáò ôçí åéóáãùãÞ åíüò íÝïõ óõíüëïõ áñãþí ðëáôþí ïñéóìÝíá ùò åîÞò:

(3.1.36) fs(k;m+ 1) = fs(k;m)− Ës
r(k;m)T r

r (k;m)fr(k;m):

H ôåëåõôáßá ó÷Ýóç åßíáé éóïäýíáìç ìå ôïí ïñéóìü åíüò íÝïõ óõíüëïõ äéáíõóìÜôùí âÜóçò ôçò
ìïñöÞò

Ar(k;m+ 1) =

[
−dA

r(k;m)

dt
+ JAr(k;m)

]
T r
r (k;m);(3.1.37)

Br(k;m+ 1) = Br(k;m);(3.1.38)

Bs(k;m+ 1) = Bs(k;m)[Irr − Ar(k;m+ 1)Br(k;m+ 1)];(3.1.39)

As(k;m+ 1) = As(k;m);(3.1.40)

Ïé ó÷Ýóåéò (3.1.37)-(3.1.40) áðïôåëïýí üðùò äéáðéóôþíïõìå ôïí áëãüñéèìï åöáñìïãÞò ôïõ
Ár−re�nement.

Ç äñÜóç ôùí äýï áõôþí åðáíáëçðôéêþí áëãïñßèìùí - âåëôéþóåùí, üðùò áõôÝò ïñßóôçêáí áðü
ôéò ó÷Ýóåéò (3.1.11)-(3.1.14) Þ (3.1.24-3.1.27) êáé (3.1.16) -(3.1.19) Þ (3.1.31)-(3.1.34), áíôß-
óôïé÷á, ìðïñåß íá öáíåß îåêÜèáñá êïéôÜæïíôáò ôï ìÝôñï ôùí ðéíÜêùí Ër

r(k;m); Ër
s(k;m); Ës

r(k;m); Ës
s(k;m),

ãéá áýîïõóåò ôéìÝò ôùí åðéðÝäùí âåëôßùóçò \k" êáé \m". ¼ðùò äåßîáìå ðñïçãïõìÝíùò, óôï
(k;m)-ïóôü re�nement ôá ãñÞãïñá êáé ôá áñãÜ åýñç õðüêåéíôáé óôéò åîéóþóåéò:

dfr(k;m)

dt
= Ër

r(k;m)fr(k;m) + Ër
s(k;m)fs(k;m);(3.1.41)

dfs(k;m)

dt
= Ës

r(k;m)fr(k;m) + Ës
s(k;m)fs(k;m):(3.1.42)

Óôï óçìåßï áõôü èåùñïýìå üôé

(3.1.43) ‖T r
r (k;m)‖ ≈ O(ôÌ); ‖Ës

s(k;m)‖ ≈ O(1=ôÌ+1);

üðïõ ôi åßíáé ç i-ïóôÞ ÷ñïíïêëßìáêá ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
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¸íá Br-re�nement äßíåé

Ër
r(k + 1;m) = Ër

r(k;m) + T r
r (k;m)Ër

s(k;m)Ës
r(k;m);(3.1.44)

Ër
s(k + 1;m) =

d[T r
r (k;m)Ër

s(k;m)]

dt
+ [T r

r (k;m)Ër
s(k;m)]Ës

s(k + 1;m);(3.1.45)

Ës
r(k + 1;m) = Ës

r(k;m);(3.1.46)

Ës
s(k + 1;m) = Ës

s(k;m)− Ës
r(k;m)T r

r (k;m)Ër
s(k;m):(3.1.47)

Óýìöùíá ìå ôéò åêôéìÞóåéò (3.1.43) êáé ôï ãåãïíüò üôé ç ãñçãïñüôåñç ìç-åîáëåéöüìåíç ÷ñï-
íïêëßìáêá åßíáé ç ôÌ+1, ç åîßóùóç (3.1.45) õðïäåéêíýåé üôé

(3.1.48) ‖Ër
s(k + 1;m)‖ ≈ O

(
ôÌ
ôcur

Ër
s(k;m)

)
+O

(
ôÌ
ôM+1

Ër
s(k;m)

)
;

üðïõ ïé äýï üñïé ôïõ äåîéïý ìÝëïõò áíôéóôïé÷ïýí óôïõò äýï üñïõò ôïõ äåîéïý ìÝëïõò ôçò
åîßóùóçò (3.1.45) êáé ôï ôcur åßíáé ç ôñÝ÷ïõóá êõñßáñ÷ç ÷ñïíïêëßìáêá. Åöüóïí ïé Ì ãñçãï-
ñüôåñåò ÷ñïíïêëßìáêåò Ý÷ïõí åîáëåéöèåß, Ýðåôáé üôé ôcur > ôÌ+1. Óõíåðþò ç åîßóùóç (3.1.48)
áðëïðïéåßôáé óå

(3.1.49) ‖Ër
s(k + 1;m)‖ ≈ O

(
åËr

s(k;m)
)
;

üðïõ å = ôÌ=ôÌ+1 áðïôåëåß Ýíá ìÝôñï äéá÷ùñéóìïý ôùí ãñÞãïñùí/áñãþí ÷ñïíïêëéìÜêùí.
Ç ó÷Ýóç (3.1.49) äçëþíåé üôé ç óýæåõîç ôùí ãñÞãïñùí ðëáôþí óôéò áñãÝò óôç ó÷Ýóç (3.1.41)
ìåéþíåôáé êáôÜ Ýíáí ðáñÜãïíôá å êÜèå öïñÜ ðïõ åêôåëåßôáé Ýíá Âr-re�nement. Áíôßèåôá, ç
óýæåõîç ôùí áñãþí åðß ôùí ãñÞãïñùí óôç ó÷Ýóç (3.1.42) ðáñáìÝíåé áíåðçñÝáóôç. Åöüóïí,
üðùò öáíåñþíåé ç ó÷Ýóç (3.1.26), ç áóõìðôùôéêÞ ôéìÞ ôïõ fr(k;m) åßíáé

(3.1.50) fr(k;m) ≈ −T r
r (k;m)Ër

s(k;m)fs(k;m);

Ýíá åðéðëÝïí Âr-re�nement åðéôñÝðåé óôá ãñÞãïñá åýñç íá åëáôôùèïýí óå ìéá ìéêñüôåñç ôéìÞ.
Õðü ôç óêïðéÜ ôïõ áðëïðïéçìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò (3.1.10), Ýíá ôÝôïéï re�nement åðéôñÝðåé ôïí
õðïëïãéóìü ìéáò ðéï áêñéâïýò ëýóçò.

Ïìïßùò, Ýíá Ár-re�nement äßíåé

Ër
r(k;m+ 1) = Ër

r(k;m) + T r
r (k;m)Ër

s(k;m)Ës
r(k;m)T r

r (k;m);(3.1.51)

Ër
s(k;m+ 1) = Ër

s(k;m)(3.1.52)

Ës
r(k;m+ 1) =

d[Ës
r(k;m)T r

r (k;m)]

dt
+ Ës

s(k;m+ 1)[Ës
r(k;m)T r

r (k;m)];(3.1.53)

Ës
s(k;m+ 1) = Ës

s(k;m)− Ës
r(k;m)T r

r (k;m)Ër
s(k;m):(3.1.54)

Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò õðïäåéêíýïõí üôé

(3.1.55) ‖Ës
r(k;m+ 1)‖ ≈ O

(
åËs

r(k;m)
)
;
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ïýôùò åéðåßí ç óýæåõîç ôùí áñãþí ðëáôþí óôá ãñÞãïñá üðùò öáßíåôáé óôç ó÷Ýóç (3.1.42)
ìåéþíåôáé êáôÜ ìéá ôÜîç ìåãÝèïõò å êÜèå öïñÜ ðïõ åêôåëåßôáé Ýíá Ár-re�nement, êÜíïíôáò
ôï áðëïðïéçìÝíï ðñüâëçìá (3.1.10) ëéãüôåñï äýóêáìðôï. Ùóôüóï, ìéáò êáé ç óýæåõîç ôùí
ãñÞãïñùí ðëáôþí åðß ôùí áñãþí ðáñáìÝíåé áíáëëïßùôç, ç áêñßâåéá ôïõ áðëïðïéçìÝíïõ ðñï-
âëÞìáôïò äåí âåëôéþíåôáé.

3.2 Ç ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò CSP

á) ÐåñéãñáöÞ ôïõ SIM [6]

Áñ÷éêÜ, áò õðïèÝóïõìå üôé ôï SIM åßíáé ìéá (Í −Ì)-äéÜóôáôç åðéöÜíåéá óôïí Í -äéÜóôáôï
÷þñï ôùí öÜóåùí. Åî ïñéóìïý, ïé Ì ãñçãïñüôåñåò ÷ñïíïêëßìáêåò ó÷åôéæüìåíåò ìå üëá ôá
äéáíýóìáôá èÝóåùò ðïõ áíÞêïõí óôï SIM , Ý÷ïõí åîáëçöèåß. ¸óôù ôþñá sj(j = 1; N −M)
ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò ôïõ y, ôÝôïéåò þóôå

(3.2.1) sj = sj(y) = sj(y1; : : : ; yN); j = 1; N −M

êáé ôï äéÜíõóìá èÝóåùò óôï SIM íá ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß áðü

(3.2.2) yi = yi(s) = yi(s1; : : : ; sN−M); i = 1; N;

üðïõ s = (s1; : : : ; sN−M)T . H äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç s = s(y) åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ôïõ
äéáíýóìáôïò èÝóåùò áðü ôïí Í -äéÜóôáôï ÷þñï öÜóåùí óôï (Í −Ì)-äéÜóôáôï SIM. Ðáñá-
ãùãßæïíôáò ôçí ó÷Ýóç (3.2.2) ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï Ý÷ïõìå:

(3.2.3)
dy

dt
= Ys

ds

dt
= g(y);

üðïõ

(3.2.4)
ds

dt
= Sy

dy

dt
= Syg(y)

êáé ïé Ys;Sy åßíáé Í × (N −M) êáé (N −M)×N ðßíáêåò, áíôßóôïé÷á:

Ys =


@y1

@s1
: : : @y1

@sN−M
...

...
@yN

@s1
: : : @yN

@sN−M

 ; Sy =


@s1

@y1
: : : @s1

@yN

...
...

@sN−M

@y1
: : : @sN−M

@yN


ðïõ éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç

SyYs = Iss;

ìå Iss ôïí (Í − Ì) × (Í − Ì) ìïíáäéáßï ðßíáêá. ÁíôéêáôÜóôáóç ôçò ó÷Ýóçò (3.2.4) óôçí
(3.2.3), äßíåé ôï Í -äéÜóôáôï óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí:

(3.2.5) [INN −YsSy]g(y) = 0:
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Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç, ìüíï Ì óõíéóôþóåò åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò, éêáíÝò ãéá íá
ðåñéãñÜøïõí ôï SIM. ¸ðåôáé, ëïéðüí, Üìåóá üôé ç ëýóç ðÜíù óôï SIM èá õðüêåéôáé óôï
Í -äéÜóôáôï óýóôçìá

(3.2.6)
dy

dt
= YsSyg(y)

áðü ôï ïðïßï ìüíï (Í −Ì) óõíéóôþóåò åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò.

â) Ï áëãüñéèìïò ÉÅ - Ç áäéÜóôáôç åîßóùóç [6]

Ãéá íá ðáñáèÝóïõìå êáé íá åîåôÜóïõìå åí óõíå÷åßá ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäï CSP, èá ðñÝðåé
ðñþôá íá áíáöÝñïõìå êÜðïéá âáóéêÜ óôïé÷åßá ìéáò Üëëçò õðïëïãéóôéêÞò ìåèüäïõ ôïõ SIM,
ôçò ÉÅ [13].

¸óôù üôé ïé ïìáëÝò óõíáñôÞóåéò sj åßíáé ïé Í −Ì ôåëåõôáßåò óõíéóôþóåò ôïõ y

(3.2.7) s = (yM+1; : : : ; yN)T

êáé ïñßæïõìå ôï Ì -äéÜóôáôï äéÜíõóìá z ùò åîÞò:

(3.2.8) z = (y1(s); : : : ; yM(s) = z(s):

Tüôå ç ó÷Ýóç (3.2.5) ãñÜöåôáé ùò

(3.2.9) gr(z; s)−Gr
s(z; s)g

s(z; s) = 0;

üðïõ gr = (g1; : : : ; gM)T êáé gs = (gM+1; : : : ; gN)T åßíáé ôá Ì− êáé (Í − Ì)−äéÜóôáôá
äéáíýóìáôá ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü ôá ðñþôá Ì êáé ôá ôåëåõôáßá Í −Ì óôïé÷åßá, áíôßóôïé÷á,
ôïõ äéáíõóìáôéêïý ðåäßïõ g. ÏÌ×(N−M) ðßíáêáòGr

s ðåñéëáìâÜíåé ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
ôùí Ì óõíéóôùóþí ôïõ y óôï z ùò ðñüò ôéò õðüëïéðåò Í −Ì óõíéóôþóåò ôïõ y óôï s:

(3.2.10) Gr
s(z; s) =

@z

@s
=


@z1

@s1
: : : @z1

@sN−M
...

...
@zM

@s1
: : : @zM

@sN−M

 :
Ç ó÷Ýóç (3.2.9) ïíïìÜæåôáé \áäéÜóôáôç åîßóùóç" êáé áðïôåëåßôáé áðü Ì åîéóþóåéò ìå Ì
áãíþóôïõò (ôéò óõíéóôþóåò ôïõ z.) Óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï ÉÅ, ç (n+1)-ïóôÞ åðáíÜëçøç
zn+1 õðïëïãßæåôáé, ãéá äïóìÝíï s êáé áñ÷éêÞ åêôßìçóç z0, áðï ôçí ðåðëåãìÝíç óõíÜñôçóç

(3.2.11) gr(zn+1; s)−Gr
s(zn; s)g

s(zn+1; s) = 0;

Þ, óýìöùíá êáé ìå ôï èåþñçìá ðåðëåãìÝíçò óõíÜñôçóçò (âë. ÐáñÜñôçìá Ã), áðü ìéá áíáëõ-
ôéêÞ óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

(3.2.12) zn+1 = H(zn; s);
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üðïõ ïé ðáñÜãùãïé ôïõ ðßíáêá Gr
s(zn; s) õðïëïãßæïíôáé áñéèìçôéêÜ, ðéèáíüí ìå ðåðåñáóìÝíåò

äéáöïñÝò. ÊáôÜ êáíüíá, ìå êÜèå åðáíÜëçøç, ç åîßóùóç (3.2.12) ðáñÝ÷åé ìéá ðåñéãñáöÞ ôïõ
(Í −Ì)-äéÜóôáôïõ SIM ìå åðáõîçìÝíç áêñßâåéá. Ùóôüóï, ç óýãêëéóç ôçò áêïëïõèßáò áõôÞò
äåí åéíáé åããõçìÝíç Þ ìðïñåß íá ìçí åßíáé ìïíüôïíç. ÂÝâáéá, ç óýãêëéóç åîáñôÜôáé áðü ôï
ìÝôñï ôçò ÉáêùâéáíÞò

(3.2.13) JH =
@H(zn; s)

@z
:

Tï åðáíáëçðôéêü ó÷Þìá (3.2.12) óõãêëßíåé åÜí ‖JH‖ < 1, ìïíüôïíá ãéá 0 < JH < 1 êáé
ôáëáíôùôéêÜ ãéá −1 < JH < 0. ÄéÜöïñåò ìÝèïäïé Ý÷ïõí ðñïôáèåß ãéá íá óôáèåñïðïéçèåß ç óý-
ãêëéóç ôïõ åðáíáëçðôéêïý áõôïý áëãïñßèìïõ, êõñßùò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìéá \øåõäï-âçìáôéêÞ"
äéáäéêáóßá.

Ùóôüóï, ìÝ÷ñéò óå áõôü ôï óçìåßï, ï áëãüñéèìïò ÉÅ äåí ðñïóöÝñåé êáíÝíá êáíüíá ùò ðñïò
ôïí äéá÷ùñéóìü ôïõ äéáíýóìáôïò èÝóåùò y óå s êáé z, äçëáäÞ óå áñãÝò êáé ãñÞãïñåò óõíéóôþ-
óåò, áíôßóôïé÷á, ïýôå ðñïôåßíåé ôçí êáôÜëëçëç ìïñöÞ ôçò óõíÜñôçóçò H(zn; s) ïýôùò þóôå
íá åðéôõã÷Üíåôáé óýãêëéóç.

ã) ÊáôáóêåõÞ ôïõ áðëïðïéçìÝíïõ óõóôÞìáôïò ìå ÷ñÞóç ôïõ ðßíáêá Gr
s. [6]

Ôï ãåãïíüò üôé ç áäéÜóôáôç åîßóùóç (3.2.9) ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

(3.2.14) [Irr;−Gr
s]

[
gr(z; s)
gs(z; s)

]
= 0

õðïäåéêíýåé ôïí ïñéóìü ôùí ðéíÜêùí

Ar =

[
Irr −Gr

sR
s
r

−Rs
r

]
; As =

[
Gr

s

Iss

]
;(3.2.15)

Br = [Irr;−Gr
s]; Bs = [Rs

r; I
s
s −Rs

rG
r
s];(3.2.16)

üðïõ ï Ì × (Í −Ì) ðßíáêáò Gr
s Ý÷åé ïñéóôåß áðü ôç ó÷Ýóç (3.2.10) êáé ï (Í −Ì) ×Ì

ðßíáêáò Rs
r èá ïñéóôåß óôç óõíÝ÷åéá, üôáí ìéëÞóïõìå ãéá ôçí ìç-áêáìøßá ôïõ áðëïðïéçìÝíïõ

óõóôÞìáôïò. Ïé äéáóôÜóåéò ôùí ðéíÜêùí Ár;As;B
r êáé Bs åéíáé Í×M;N×(N−M);M×N

êáé (N −M)×N , áíôéóôïß÷ùò, åíþ éêáíïðïéïýí ôéò ó÷Ýóåéò ïñèïãùíéüôçôáò:

[ArAs]

[
Br

Bs

]
=

[
Br

Bs

]
[ArAs] = INN :

Óýìöùíá ìå ôéò ó÷Ýóåéò (3.2.15)-(3.2.16), ôï áñ÷éêü ðñüâëçìá (3.1.1) ìðïñåß íá ãñáöåß óôç
ìïñöÞ

(3.2.17)
dy

dt
= ArF

r +AsF
s =

[
Irr −Gr

sR
s
r

−Rs
r

]
Fr +

[
Gr

s

Iss

]
Fs;
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üðïõ ôá ðëÜôç Fr êáé Fs ïñßæïíôáé ùò åîÞò:

Fr = Brg = [Irr;−Gr
s]

[
gr

gs

]
= (gr −Gr

sg
s);(3.2.18)

Fs = Bsg = [Rs
r; I

s
s −Rs

rG
r
s]

[
gr

gs

]
= Rs

rg
r + (Iss −Rs

rG
r
s)g

s:(3.2.19)

¼ôáí ç ëýóç âñßóêåôáé ðÜíù óôï manifold, ç áäéÜóôáôç åîßóùóç (3.2.9) éêáíïðïéåßôáé áõôü-
ìáôá êáé äéáóöáëßæåé üôé ôï Fr åßíáé ôáõôïôéêÜ ßóï ìå ôï ìçäÝí, äçëáäÞ

(3.2.20) Fr = gr −Gr
sg

s = 0

ìå óõíÝðåéá, ìüíï ï \áñãüò" üñïò ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôï Fs íá äéáôçñåßôáé óôçí åîßóùóç
(3.2.17):

(3.2.21)
dy

dt
=

[
Gr

s

Iss

]
(Rs

rg
r + (Iss −Rs

rG
r
s)g

s):

Ïé åîéóþóåéò (3.2.20) êáé (3.2.21) ðåñéãñÜöïõí ôï SIM êáé ôçí áðëïðïéçìÝíç ìç-äýóêáìðôç
åîßóùóç óôçí ïðïßá õðüêåéôáé ç êßíçóç ôçò ëýóçò ðÜíù óôï SIM, áíôßóôïé÷á.

ä) Ï óõó÷åôéóìüò ôùí äýï áëãïñßèìùí ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ áðëïðïéçìÝíïõ óõóôÞìáôïò.
[6]

Áñ÷éêÜ áò ðáñáôçñÞóïõìå üôé ïé ðßíáêåò ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí ôá CSP äéáíýóìáôá âÜóçò ìðï-
ñïýí íá ãñáöïýí óôç ìïñöÞ

Ar =

[
Ar
r

As
r

]
; As =

[
Ar
s

As
s

]
;(3.2.22)

Br = [Br
r ; Br

s ]; Bs = [Bs
r ; Bs

s ];(3.2.23)

üðïõ Ár
r êáé Âr

r åßíáé M × M ðßíáêåò, Ás
r êáé Âs

r åßíáé (Í − M) × M , Ár
s êáé Âr

s åßíáé
Ì × (Í −M) êáé Ás

s, B
s
s åßíáé (Í −M)× (Í −M) ðßíáêåò. Ôüôå, ç ó÷Ýóç (3.1.6) ìðïñåß

íá ãñáöåß óôç ìïñöÞ

(3.2.24)
dy

dt
=

[
Ar
r

As
r

]
fr +

[
Ar
s

As
s

]
fs;

üðïõ åäþ

fr = Brg = [Br
r ; Br

s ]

[
gr

gs

]
= (Br

rg
r +Br

sg
s);(3.2.25)

fs = Bsg = [Bs
r ; Bs

s ]

[
gr

gs

]
= (Bs

rg
r +Bs

sg
s):(3.2.26)
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Ôüôå, ïé åîéóþóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôï SIM êáé ôï áðëïðïéçìÝíï ìç-äýóêáìðôï óýóôçìá
åßíáé:

Br
rg

r +Br
sg

s = 0;(3.2.27)

dy

dt
=

[
Ar
s

As
s

]
(Bs

rg
r +Bs

sg
s):(3.2.28)

Åßíáé Üìåóï, ëïéðüí, íá äåßîïõìå ðùò ïé äýï ìïñöÝò ôçò áñ÷éêÞò åîßóùóçò (3.1.1), äçëáäÞ ïé
ó÷Ýóåéò (3.2.17) êáé (3.2.24) åßíáé ðáíïìïéüôõðåò üôáí:

Gr
s = Ar

s(A
s
s)
−1 = −(Br

r)
−1Br

s ;(3.2.29)

Rr
s = As

sB
s
r = −As

rB
r
r(3.2.30)

äåäïìÝíïõ üôé ïé ðßíáêåò (As
s)
−1 êáé (Br

r)
−1 õðÜñ÷ïõí. Åßíáé åðïìÝíùò åýêïëï íá äåé÷èåß üôé

ïé åîéóþóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôï SIM êáé ôï áðëïðïéçìÝíï ìç-äýóêáìðôï ðñüâëçìá

gr −Gr
sg

s = 0;(3.2.31)

dy

dt
=

[
Gr

s

Iss

]
(Rs

rg
r + (Iss −Rs

rG
r
s)g

s);(3.2.32)

Br
rg

r +Br
sg

s = 0;(3.2.33)

dy

dt
=

[
Ar
s

As
s

]
(Bs

rg
r +Bs

sg
s)(3.2.34)

åßíáé åðßóçò ðáíïìïéüôõðåò. ÐñïêåéìÝíïõ íá åîåôÜóïõìå ôï íüçìá ôùí äýï áõôþí ìåôáó÷ç-
ìáôéóìþí, äçëáäÞ ôùí åîéóþóåùí (3.2.29) êáé (3.2.30), óçìåéþíïõìå üôé ìå ÷ñÞóç ôçò ó÷Ýóçò
(3.2.29) ðáßñíïõìå ôïõò åîÞò óõó÷åôéóìïýò ìåôáîý ôùí êáéíïýñéùí äéáíõóìÜôùí âÜóçò ðïõ
ïñßóáìå åäþ, äçëáäÞ ôùí åîéóþóåùí (3.2.15) êáé (3.2.16), êáé ôùí CSP äéáíõóìÜôùí âÜóçò:

Br = (Br
r)
−1Br; Ar = ArB

r
r + AsN

s
r;

Bs =Ms
rB

r + As
sB

s; As = As(A
s
s)
−1;

üðïõ
Ns

r = −(As
s)
−1[Rs

r + As
rB

r
r ]; Ms

r = [Rs
r + As

rB
r
r ](B

r
r)
−1;

äçëáäÞ, ôá äéáíýóìáôá óôá Br êáé As ðáñÜãïõí ôïõò ßäéïõò õðï÷þñïõò ìå åêåßíá ôùí Br

êáé As, áíôßóôïé÷á· ôá äýï ôåëåõôáßá óýíïëá åßíáé áõôÜ ðïõ åðçñåÜæïíôáé áðü ôï CSP
Br−re�nement. Ùóôüóï, ôá äéáíýóìáôá óôá Bs êáé Ar äåí ðáñÜãïõí ôïí ßäéï õðü÷ùñï
ìå áõôÜ ôùí Bs êáé Ar, áíôéóôïß÷ùò· ôá ôåëåõôáßá åßíáé áõôÜ ðïõ åðçñåÜæïíôáé áðü ôï CSP
Ar−re�nement.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, áíôéêáèéóôþíôáò ôïí ðßíáêá Rs
r, üðùò ïñßóôçêå áðü ôç ó÷Ýóç (3.2.30),

óôïõò ïñéóìïýò ôùí êáéíïýñéùí äéáíõóìÜôùí âÜóçò, ó÷Ýóåéò (3.2.15)-(3.2.16), ðáßñíïõìå:

Br = [Irr;−Gr
s]; Ar = ÁrB

r
r +

[
(Ar

s −Gr
sA

s
s)B

s
r

0sr

]
;

Bs = [0sr; A
s
r(B

r
rG

r
s +Br

s)] + As
sB

s; As =

[
Gr

s

Iss

]
;
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äçëáäÞ, êáíÝíá óýíïëï äéáíõóìÜôùí óôá Br;As;B
s êáé Ar äåí ðáñÜãåé ôïí ßäéï õðü÷ùñï ìå

áõôüí ðïõ ðáñÜãïõí ôá óýíïëá ôùí äéáíõóìÜôùí óôá Br; Ás; B
s êáé Ar, áíôßóôïé÷á.

Åöáñìüæïíôáò ôçí åîßóùóç ìåôáó÷çìáôéóìïý (3.2.29), ç áäéÜóôáôç åîßóùóç (3.2.31), ðáñÝ÷åé
ìéá áêñéâÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ SIM üðùò êáé ôï óõãêëßíïí CSP Br-re�nement. Ùóôüóï, ôï
áðëïðïéçìÝíï ìç-äýóêáìðôï óýóôçìá ðïõ êáôáóêåõÜæåé ç CSP äåí ìðïñåß íá áíáðáñá÷èåß.
Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ìüíïí üôáí êáé ïé äýï åîéóþóåéò ìåôáó÷çìáôéóìïý (3.2.29) êáé (3.2.30)
åöáñìïóôïýí, óôçí ïðïßá ðåñßðôùóç ôá CSP äéáíýóìáôá âÜóçò êáé áõôÜ ðïõ åéóÞ÷èçóáí åäþ,
ó÷åôßæïíôáé ùò åîÞò [

Br

Bs

]
=

[
(Br

r)
−1 0rs

0sr As
s

] [
Br

Bs

]
;(3.2.35)

[ArAs] = [Ar As]

[
Br
r 0rs

0sr (As
s)
−1

]
(3.2.36)

äåß÷íïíôáò üôé ôá äéáíýóìáôá óôá Br;As;B
s êáé Ar, åßíáé áêñéâþò ôá CSP äéáíýóìáôá âÜóçò

Br; Ás; B
s êáé Ar, áíôßóôïé÷á, áðïêëéìáêüìåíá üðùò äåß÷íåôáé. ÁõôÜ ôá êáéíïýñéá äéáíý-

óìáôá ïñßæïõí ìéá ôñïðïðïéçìÝíç åêäï÷Þ ôçò ìåèüäïõ CSP, ç ïðïßá ìðïñåß íá åöáñìïóôåß
ìüíïí üôáí ôï äéÜíõóìá èÝóåùò y äéáìåñéóôåß êáôÜëëçëá óôéò s êáé z óõíéóôþóåò.

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ SIM êáé ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ áðëïéðïéçìÝíïõ óõóôÞìáôïò, ï ôñïðï-
ðïéçìÝíïò áõôüò CSP áëãüñéèìïò áðáéôåß ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðéíÜêùí Gr

s êáé R
s
r.

å) Õðïëïãéóìüò ôïõ ðßíáêá Gr
s. [6]

Ï ðßíáêáòGr
s êáôÜ êáíüíá ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ìå äéáöüñïõò ôñüðïõò, ïé ïðïßïé üìùò ìðïñåß

íá ïäçãÞóïõí óå áñêåôÝò áñéèìçôéêÝò äõóêïëßåò. ¸íáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò õðïëïãéóìïý
ôïõ Gr

s ðñïêýðôåé ðáñáãùãßæïíôáò ôçí áäéáóôÜôç åîßóùóç B
rg = 0 ùò ðñïò ôïí ÷ñüíï:

(3.2.37) Ër
rF

r +Ër
sF

s = 0;

üðïõ

(3.2.38) Ër
r =

(
dBr

dt
+BrJ

)
Ar; Ër

s =

(
dBr

dt
+BrJ

)
As

áðü ôï ïðïßï Ýðåôáé:

(3.2.39)
dBr

dt
+BrJ = Ër

rB
r +Ër

sB
s:

Åöüóïí, åðß ôçò ðïëëáðëüôçôáò éó÷ýïõí Fr = Brg = 0 êáé Fs 6= 0, ç ó÷Ýóç (3.2.37)
õðïäåéêíýåé üôé Ër

s = 0rs Ýôóé þóôå ç åîßóùóç (3.2.39) íá áðëïðïéåßôáé óå:

(3.2.40)
dBr

dt
+BrJ = Ër

rB
r:
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Óçìåéþíïõìå üôé áõôÞ ç åîßóùóç åßíáé üìïéá ìå åêåßíç óôçí ïðïßá õðüêåéôáé ç åîÝëéîç ôùí
CSP äéáíõóìÜôùí Br

r , ó÷Ýóç (3.1.11 Þ 3.1.28). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ôïõ Âr, ó÷Ýóç
(3.2.16), êáé îáíáãñÜöïíôáò ôçí ÉáêùâéáíÞ ïñßæïõóá J ôïõ äéáíõóìáôéêïý ðåäßïõ g óôç ìïñöÞ:

(3.2.41) J =

[
Jrr Jrs
Jsr Jss

]
ç ó÷Ýóç (3.2.40) õðïäåéêíýåé ôçí äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç:

(3.2.42)

[
0rs;−

dGr
s

dt

]
+ [Jrr −Gr

sJ
s
r;J

r
s −Gr

sJ
s
s] = Ër

r[I
r
r;−Gr

s]

ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ïðïßáò äßíïõí

Jrr −Gr
sJ

s
r = Ër

r;(3.2.43)

dGr
s

dt
+Gr

sJ
s
s − Jrs = Ër

rG
r
s:(3.2.44)

¸ôóé, ëáìâÜíïõìå ôçí áêüëïõèç åîßóùóç åîÝëéîçò ôïõ ðßíáêá Gr
s:

(3.2.45)
dGr

s

dt
+Gr

sJ
s
s − Jrs = [Jrr −Gr

sJ
s
r]G

r
s:

Ç åîßóùóç (3.2.45), üíôáò äýêáìðôç, ìðïñåß íá ëõèåß åðáíáëçðôéêÜ ùò åîÞò:

(3.2.46) Gr
s(n+ 1) = (Jrr −Gr

s(n)J
s
r)
−1
[
Gr

s(n)J
s
s − Jrs +

dGr
s(n)

dt

]
:

¸÷ïíôáò äéáìïñöþóåé ôçí åîßóùóç åîÝëéîçò ôïõ ðßíáêá Gr
s (3.2.45), ìéá Üìåóç áðüäåéîç üôé

ï áëãüñéèìïò CSP êáé ç ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå åäþ ðåñéãñÜöïõí ôï
SIM ìå ßäéá áêñßâåéá åßíáé ç áêüëïõèç. Èåùñþíôáò ôá ãñÞãïñá CSP äéáíýóìáôá óôç ìïñöÞ
Br = [Br

r ; B
r
s ], ç åîßóùóç åîÝëéîçò (1.1.28) äßíåé:

(3.2.47)
d[Br

r ; B
r
s ]

dt
+ [Br

r ; B
r
s ]J = Ër

r[B
r
r ; B

r
s ]

ïé äýï óõíéóôþóåò ôçò ïðïßáò äßíïõí:

dBr
r

dt
+Br

rJ
r
r +Br

sJ
s
r = Ër

rB
r
r ;(3.2.48)

dBr
s

dt
+Br

rJ
r
s +Br

sJ
s
s = Ër

rB
r
s :(3.2.49)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò áðü áñéóôåñÜ ôçí ó÷Ýóç (3.2.49) ìå (Âr
r )
−1 Ý÷ïõìå

(3.2.50)
d[(Br

r)
−1Br

s ]

dt
+ (Br

r)
−1Br

sJ
s
s + Jrs =

(
d(Br

r)
−1

dt
Br
r + (Br

r)
−1Ër

rB
r
r

)
(Br

r)
−1Br

s :
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Áíôéêáèéóôþíôáò áðü ôçí åîßóùóç (1.2.48) ðñïêýðôåé ôåëéêÜ

d[(Br
r)
−1Br

s ]

dt
+ (Br

r)
−1Br

sJ
s
s + Jrs =

(
Jrr + (Br

r)
−1Br

sJ
s
r

)
(Br

r)
−1Br

s :

ÅéóÜãùíôáò ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü (3.2.29), äçëáäÞGr
s = −(Br

r)
−1Br

s , ëáìâÜíïõìå ôçí åîßóùóç
åîÝëéîçò ôïõ ðßíáêáGr

s, ó÷Ýóç (3.2.45). ÁíáöïñéêÜ ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ìå ôïõ SIM, áõôü äåß÷íåé
üôé êáé ïé äýï åîéóþóåéò åîÝëéîçò ôùí Br êáé Gr

s, äçëáäÞ ïé ó÷Ýóåéò (3.1.28) êáé (3.2.45),
ðáñÝ÷ïõí ôçí ßäéá áêñéâþò áíáðáñÜóôáóç. Ôá åðáíáëçðôéêÜ ôïõò áíôßóôïé÷á, ó÷Ýóåéò (3.1.28)
êáé (3.2.46), áíáìÝíïõí íá ðáñÝ÷ïõí áíôßóôïé÷ç ðåñéãñáöÞ ìå üìïéá áêñßâåéá ãéá ôïí ßäéï
áñéèìü åðáíáëÞøåùí· ðéèáíÝò äéáöïñÝò ßóùò õðÜñîïõí ó÷åôéæüìåíåò ìå ôéò áñ÷éêÝò åêôéìÞóåéò
ôïí åðáíáëçðôéêþí äéáäéêáóéþí.



ÊåöÜëáéï 4

Óýóôçìá óõæåõãìÝíùí ôáëáíôùôþí

4.1 ÊëáóóéêÞ áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç

á) ÄÞëùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Èåùñïýìå Ýíá ãñáììéêü ôáëáíôùôÞ óõæåõãìÝíï óå óåéñÜ ìå Ýíá ìç ãñáììéêü ôáëáíôùôÞ, üðùò
öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 1 [8]. ¸óôù u0; u; u1 ïé ìåôáôïðßóåéò ôùí ìáæþí m0;m;m1 áíôéóôïß÷ùò
áðü ôç èÝóç öõóéêïý ìÞêïõò ôùí åëáôçñßùí. ¸óôù, åðßóçò, üôé ç ìåôáâïëÞ ôçò êåíôñéêÞò
ìÜæáò m0 ðåñéãñÜöåôáé áðü u0(t) = ñ(t), üðïõ ç ñ(t) Ý÷åé óõíå÷Þ äåýôåñç ðáñÜãùãï. ¸óôù k
êáé ä ïé óõíôåëåóôÝò áêáìøßáò êáé áðüóâåóçò áíôéóôïß÷ùò ôïõ ãñáììéêïý åëáôçñßïõ êáé ôïõ
áðïóâåóôÞñá ðïõ óõíäÝïõí ôéò ìÜæåò m0;m. ¸óôù, −k1 êáé k2 ïé óõíôåëåóôÝò ãñáììéêÞò
êáé ìç ãñáììéêçò áêáìøßáò ôïõ ìç ãñáììéêïý åëáôçñßïõ ðïõ óõíäÝåé ôéò ìÜæåòm;m1. Åðßóçò,
Ýóôù ä1 ï óõíôåëåóôÞò áðüóâåóçò ôïõ áðïóâåóôÞñá ðïõ óõíäÝåé ôéò ßäéåò ìÜæåò.

Áí èåùñÞóïõìå ôþñá ôéò ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò

ç ≡ u− u0; î ≡ u1 − u;

ïé åîéóþóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôçí êßíçóç ôùí äýï óõæåõãìÝíùí ôáëáíôùôþí äßíïíôáé áðü

(m+m1)ç
′′ +m1î

′′ + äç′ + kç = −(m+m1)u
′′
0;(4.1.1)

m1ç
′′ +m1î

′′ + ä1î − k1î + k2î
3 = −m1u

′′
0;(4.1.2)

üðïõ ï ôüíïò (') äçëþíåé äéáöüñéóç ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t′(ôïí öõóéêü ÷ñüíï). Ç ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôùí éäéüìïñöùí äéáôáñá÷þí åíäåßêíõôáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç áóýæåõêôç öõóéêÞ
óõ÷íüôçôá ù ≡

√
k=m ôïõ ãñáììéêïý ôáëáíôùôÞ åßíáé ðïëý ìåãáëýôåñç áðü ôçí öõóéêÞ

\óõ÷íüôçôá" ù1 ≡
√
k1=m1 ôïõ ìç ãñáììéêïý ôáëáíôùôÞ.

Ãéá ôï óêïðü áõôü, ìåôáó÷çìáôßæïõìå ôïí ÷ñüíï t′ óôéò åîéóùóåéò (4.1.1), (4.1.2) óå t = ù1t
′

êáé åéóÜãïõìå ôçí ðáñÜìåôñï å ðïõ ïñßæåôáé ùò

å ≡ ù1

ù
=

√
mk1
m1k

=

√
ê

â
;

25
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Ó÷Þìá 4.1: ÓõæåõãìÝíïé ôáëáíôùôÝò

üðïõ â = m1=m åßíáé ï ëüãïò ôùí ìáæþí, êáé ê = k1=k åßíáé ï ëüãïò ôùí ãñáììéêþí
áêáìøéþí. ÔÝëïò, ïñßæïíôáò

î = ×1; î̇ = ×2;(4.1.3)

Ø1 = cos(Ùt); Ø2 = sin(Ùt);(4.1.4)

ç = å2Æ1; ç̇ = åÆ2;(4.1.5)

ôï óõóôçìá (4.1.1),(4.1.2) ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôï áêüëïõèï éäéüìïñöï äéáôáñáãìåíï óýíïëï
óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí [8]

Ẋ1 = X2;

Ẋ2 = (1 + â)(X1 − 2æ×2 − ã×3
1 ) + Æ1 + 2çÆ2;(4.1.6)

Ø̇1 = −ÙØ2;

Ø̇2 = ÙØ1;(4.1.7)

åÆ̇1 = Æ2;

åÆ̇2 = −Æ1 − 2ñÆ2 + â(−×1 + 2æ×2 + ã×3
1 ) + áØ1;(4.1.8)

üðïõ æ = ä1=2
√
m1k1, êáé ñ = ä=2

√
mk åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò ãñáììéêÞò áðüóâåóçò ôïõ

ãñáììéêïý êáé ìç ãñáììéêïý ôáëáíôùôÞ áíôßóôïé÷á· ã = k2=k1 åßíáé ç Ýíôáóç ôïõ êáíïíé-
êïðïéçìÝíïõ ìç ãñáììéêïý óõíôåëåóôÞ, êáé á ≡ UÙ2 ôï ðëÜôïò ôçò ôáëÜíôùóçò ôçò ìÜæáò
m0,ç ïðïßá ÷áñáêôçñßæåôáé áñìïíéêÞ: u0(t) = Ucos(Ùt). ÅðéðëÝïí, ïé äõíáìéêÝò ìåôáâëçôÝò
éêáíïðïéïýí ôïí ðåñéïñéóìü Ø2

1 +Ø2
2 = 1.

â) ÁíÜëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.
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Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åîåôÜæïõìå, èåùñïýìå üôé ç ìÜæám0 åßíáé ðñáêôéêÜ áêßíçôç, ïðüôå á = 0,
êáé ïé åîéóþóåéò ðïõ ôåëéêÜ ðåñéãñÜöïõí ôçí êßíçóç ôïõ óõóôÞìáôïò èá áðïôåëïýíôáé áðï ôéò
ó÷Ýóåéò (4.1.6)-(4.1.8), äçëáäÞ

Ẋ1 = X2;

Ẋ2 = (1 + â)(X1 − 2æ×2 − ã×3
1 ) + Æ1 + 2çÆ2;(4.1.9)

åÆ̇1 = Æ2;

åÆ̇2 = −Æ1 − 2ñÆ2 + â(−×1 + 2æ×2 + ã×3
1 ) + áØ1:(4.1.10)

Ôï óýóôçìá áõôü ôùí åîéóþóåùí Ý÷åé ôñåéò êáôáóôÜóåéò éóïññïðßáò [8]:

C−1 ≡ (X̂1; X̂2; Ẑ1; Ẑ2) = (−1=√ã; 0; 0; 0);(4.1.11)

S ≡ (X̂1; X̂2; Ẑ1; Ẑ2) = (0; 0; 0; 0);(4.1.12)

C1 ≡ (X̂1; X̂2; Ẑ1; Ẑ2) = (1=
√
ã; 0; 0; 0):(4.1.13)

Óôï óõæåõãìÝíï óõóôçìá (4.1.6)-(4.1.8), ãéá óôáèåñÞ áíáëïãßá ìáæþí â, ï ãñáììéêüò ôá-
ëáíôùôÞò (4.1.8) åßíáé áóèåíþò óõíäåäåìÝíïò ìå ôïí ìç ãñáììéêü ôáëáíôùôÞ (4.1.6) åÜí ç
áóýæåõêôç öõóéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ ôåëåõôáßïõ åßíáé áñêïýíôùò ìéêñüôåñç ôïõ ðñþôïõ, ïýôùò
åéðåßí, ï ëüãïò óõ÷íïôÞôùí å åßíáé áñêåôÜ ìéêñüò. Åßíáé óçìáíôéêü íá ôïíéóôåß ïôé ï ëüãïò å
åìöáíßæåôáé ùò \ìéêñÞ ðáñÜìåôñïò" óôçí áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç ôùí åîéóþóåùí ôçò êßíçóçò.
Ôá õðïóõóôÞìáôá ôïõ åí ëüãù áóèåíþò óõæåõãìÝíïõ óõóôÞìáôïò, äçëáäÞ ôïõ ãñáììéêïý êáé
ôïõ ìç ãñáììéêïý ôáëáíôùôÞ èá ïíïìÜæïíôáé åýêáìðôï êáé äýóêáìðôï áíôéóôïß÷ùò.

Áò äïýìå, üìùò, ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ëáìâÜíïõìå åêôåëþíôáò ôç ó÷åôéêÞ áíÜëõóç óôï
óýóôçìá (4.1.6)-(4.1.8) [8], ôï ïðïßï ãñÜöïõìå óôç ìïñöÞ:

Ẋ = F(×;Ø; Æ);(4.1.14)

Ø̇ = RØ;(4.1.15)

åŻ = G(×;Ø; Æ):(4.1.16)

Ôï óýóôçìá áõôü Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò: (1) Åßíáé ãñáììéêü ùò ðñïò Ø· ï ðßíáêáò R
åßíáé áíôéóõììåôñéêüò ìå óôïé÷åßá ±Ù = Ï(1). (2) ¸÷åé ôñåéò èÝóåéò éóïññïðßáò. (3) ÕðÜñ÷åé
ìïíáäéêü óõíáñôçóéáêüH0(X;Ø), ãñáììéêü ùò ðñïò Ø, ôÝôïéï þóôåG(H;Ø;H0(×;Ø)) = 0
êáé @ÆG(H;Ø;H0(×;Ø)) Ý÷åé éäéïôéìÝò ìå áñíçôéêü ðñáãìáôéêü ìÝñïò ≤ b0 ≤ 0.

¸ðåôáé Üìåóá áðï ôç Èåùñßá Áíáëëïßùôçò Ðïëëáðëüôçôáò (Invariant Manifold Theory) [11]
üôé ç áíùôÝñù åîßóùóç åðéäÝ÷åôáé ìéá åëêôéêÞ áíáëëïßùôç ðïëëáðëüôçôá, ãíùóôÞ ùò áñãÞ
áíáëëïßùôç ðïëëáðëüôçôá (slow invariant manifold Þ SIM),

Wå = {(×;Ø; Æ)|Æ = H(X;Ø; å)};

üðïõ
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• H(×;Ø; å) åßíáé ëåßá ùò ðñïò (×;Ø) êáé å,

• H(×;Ø; 0) = H0(×;Ø),

• Wå åßíáé åêèåôéêÜ åëêôéêü,

• Wå ðåñéÝ÷åé ôéò ëýóåéò éóïññïðßáò,

• Wå åßíáé ãñáììéêü ùò ðñïò Ø.

Ç äõíáìéêÞ ôïõ Wå ðåñéãñÜöåôáé áðï ôç äõíáìéêÞ ôïõ óõóôÞìáôïò

Ẋ = F(×;Ø;H(×;Ø; å));

Ø̇ = RØ(4.1.17)

ìáæß ìå Z = H(×;Ø; å).

Ç äõíáìéêÞ, ôþñá, ôïõ ìåéùìÝíïõ óõóôÞìáôïò (4.1.17) ìðïñåß íá ðñïóåããéóèåß áðü ôç äõíá-
ìéêÞ ôïõ ïñéáêïý (å = 0) óõóôÞìáôïò

Ẋ = F(×;Ø;H0(×;Ø));

Ø̇ = RØ(4.1.18)

ìáæß ìå Z = H0(×;Ø).
Ïé ëýóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò (4.1.18) âñßóêïíôáé óôçí åðïíïìáæüìåíç ïñéáêÞ (å = 0) áñãÞ
ðïëëáðëüôçôá

W0 = {(×;Ø; Æ)|Æ = H0(X;Ø)}

åíþ ïé ëýóåéò ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò (4.1.14)- (4.1.16) ðñïóåããßæïíôáé áðï ôéò ëýóåéò ôïõ
(4.1.18) ìüíï ãéá ÷ñüíïõò t > t0 > 0, äçëáäÞ ü÷é óôçí áñ÷éêÞ öÜóç. ÁõôÞ ç áñ÷éêÞ öÜóç, üðïõ
ïé ëýóåéò ôåßíïõí óôï Wå åêèåôéêÜ ãñÞãïñá ðåñéãñÜöïíôáé êáëýôåñá, ìå ôçí ÷ñïíïêëßìáêá
ô = t=å, áðü ôï óýóôçìá

X ′ = åF(×;Ø; Æ);(4.1.19)

Ø ′ = åRØ;(4.1.20)

Z ′ = G(×;Ø; Æ);(4.1.21)

ãéá ðåðåñáóìÝíï ô, åíþ ðñïóåããßæïíôáé áðü ôï ïñéáêü (å = 0) óýóôçìá

X ′ = 0;(4.1.22)

Ø ′ = 0;(4.1.23)

Æ ′ = G(×;Ø; Æ):(4.1.24)
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Åöüóïí ôï H(×;Ø; å) åßíáé ëåßï ùò ðñïò å, ìðïñåß íá áíáðôõ÷èåß óå äõíÜìåéò ôïõ å. Êáôüðéí,
åéóÜãùíôáò ôï áíÜðôõãìá

(4.1.25) H(×;Ø; å) = H0(×;Ø) +
∞∑
j=1

åjHj(×;Ø)

óôçí áäéÜóôáôç åîßóùóç

(4.1.26) å[@×H(X;Ø; å)F(×;Ø;Z) + @ØH(X;Ø; å)RØ] = G(×;Ø;H(X;Ø; å))

ðñïêýðôåé Ýíáò áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò. Ç åîßóùóç (4.1.26) ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí åêôÝëåóç
ôùí ðñÜîåùí êáé ôçò åöáñìïãÞò ôïõ êáíüíá ôçò áëõóßäáò óôç ó÷Ýóç (4.1.21)

Ç áñãÞ ðïëëáðëüôçôá Wå áðïôåëåßôáé áðï äýï óõíéóôþóåò W1å êáé W2å ïé ïðïßåò áíáðá-
ñéóôþíôáé áíôßóôïé÷á áðï ôá ãñáöÞìáôá ôùí óõíéóôùóþí Ç1 êáé Ç2 ôïõ H. ¸óôù Wm

å ç
O(åm) ðñïóÝããéóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò, ç ïðïßá ðåñéãñÜöåôáé ðëÞñùò áðï ôï ãñÜöçìá ôçò
O(åm) ðñïóÝããéóçò ôïõ H ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé áðï

(4.1.27) Hm(×;Ø; å) = H0(×;Ø) +
m∑
j=1

åjHj(×;Ø)

.

ã) Õðïëïãéóìüò ôçò ðïëëáðëüôçôáò.

Áñ÷éêÜ áò èåùñÞóïõìå ôï óýóôçìá ìáò (4.1.6)-(4.1.8) õðï ìïñöÞ ðéíÜêùí [8]

Ẋ = AX +BZ +N(X) +P1Ø;(4.1.28)

Ø̇ = RØ;(4.1.29)

åŻ = CZ +QX +M(X) +P2Ø;(4.1.30)

üðïõ ïé ðßíáêåò A,B,C,Q,P1,P2 êáèþò êáé ïé ìç ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò M(X) êáé N(X)
ðñïóäéïñßæïíôáé åýêïëá. ÄåäïìÝíïõ üôéWå = {(×;Ø; Æ)|Æ = H(X;Ø; å)}; ç ó÷Ýóç (4.1.30)
óýìöùíá ìå ôçí äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèÞèçêå ãéá ôçí ó÷Ýóç (4.1.26) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ
(4.1.31)
å[@×H(X;Ø; å){AX+BZ+N(X)+P1Ø}+@ØH(X;Ø; å)RØ] = CZ+QX+M(X)+P2Ø:

Áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (4.1.31) ôçí (4.1.25) êáé Ý÷ïíôáò üôé ãéá ôï ïñéáêü (å = 0) óýóôçìá
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éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò (4.1.22)-(4.1.24), ðñïêýðôåé ï áíáäñïìéêüò áëãüñéèìïò [8]

CH0 = −QX −M(X)−P2Ø;(4.1.32)

CH1 = @XH0[AX +BH0 +N(X)] + [@XH0P1 + @ØH0R]Ø;(4.1.33)

CH2 = @XH1[AX +BH0 +N(X)] + [@XH1P1 + @ØH1R]Ø + @XH0BH1;(4.1.34)

...

CHn = @XHn−1[AX +BH0 +N(X)] + [@XHn−1P1 + @ØHn−1R]Ø

+

k+j=n−1∑
j=0;n−1

@XHjBHk:(4.1.35)

Åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí ßäéùí äõíÜìåùí ôïõ å ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôïõò
ðñïóåããéóôéêïýò üñïõò H0;H1; . . . ÓõãêåêñéìÝíá, ðáñáèÝôïõìå ôïõò äýï ðñþôïõò áõôïýò
üñïõò:

Ðñïóåããéóôéêüò üñïò Ç0:

H01(X;Ø) = â(−×1 + 2æ×2 + ã×3
1 );(4.1.36)

Ç02(X;Ø) = 0:(4.1.37)

Ðñïóåããéóôéêüò üñïò Ç1:

H11(×;Ø) = −2H12(×;Ø);(4.1.38)

H12(X;Ø) = Ĥ12(X) + 4âæ2×2 + 2âæ(ã×3
1 − ×1) + á(−2âæØ1 + ÙØ2);(4.1.39)

üðïõ Ĥ12(X) = â(3ã×2
1 − 1)×2:

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ìÜæá m0 èåùñåßôå áêßíçôç, Ý÷ïõìå üôé á = 0 êáé ïé Ç(×;Ø) åßíáé
óõíáñôÞóåéò ìüíï ôïõ × = (×1; ×2).

4.2 AíÜëõóç ìå ÷ñÞóç ôïõ CSP

Óýìöùíá ìå ôïí ôñïðïðïéçìÝíï áëãüñéèìï CSP, ðñéí ôçí åöáñìïãÞ ôïõ ðñÝðåé íá åðéëå÷èïýí
êáôÜëëçëá ôï óýíïëï ôùí áñãþí êáé ãñÞãïñùí ìåôáâëçôþí. ËáíèáóìÝíç åðéëïãÞ áõôþí ìðï-
ñåß íá ïäçãÞóåé óôçí áíÜãêç ãéá ðåñéóóüôåñåò åðáíáëÞøåéò ôïõ áëãïñßèìïõ ðñïêåéìÝíïõ íá
åîáóöáëéóôåß ç áðáéôïýìåíç áêñßâåéá, áêüìá êáé óå áíáðüöåõêôá ëáíèáóìÝíá áðïôåëÝóìáôá.
Ðñïêåéìåíïõ íá âñïõìå ôï ðëçèïò ôùí ãñçãïñùí êáé áñãùí ìåôáâëçôùí åîåôáæïõìå ôéò éäéï-
ôéìÝò ôçò ÉáêùâéáíÞò ïñßæïõóáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.Óôï Ó÷.(4.2) áðåéêïíßæåôáé ôï ðñáãìáôéêü
êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôùí éäéïôéìþí ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ. Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äýï
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ðñþôåò éäéïôéìÝò äéáöÝñïõí áðü ôéò äýï ôåëåõôáßåò êáôÜ ìéá ôÜîç ìåãÝèïõò Ï(1=å), üðïõ óôçí
åðßëõóç ðïõ áêïëïõèåé Ý÷ïõìå åðéëÝîåé å = 10−3. Åöüóïí ç äéáöïñÜ áõôÞ ðáñáôçñåßôáé áíÜ-
ìåóá óôçí äåýôåñç êáé ôñßôç éäéïôéìÞ, ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ó÷.(4.2) óõíéóôïýí üôé ðñÝðåé íá
õðÜñ÷ïõí äýï ãñÞãïñåò ìåôáâëçôÝò êáé äýï áñãÝò. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü óõìâáäßæåé ìå ôçí
åðéëïãÞ ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôçò êëáóéêÞò áíÜëõóçò. ÅîÜëëïõ, ìéá ãñÞãïñç
ìáôßá óôï ðñüâëçìÜ ìáò, åðéâåâáéþíåé üôé ôï äéÜíõóìá Z = (Z1; Z2) åßíáé ç ãñÞãïñç ìåôá-
âëçôÞ åíþ ôï × = (×1; ×2) åßíáé ç áñãÞ.

Ó÷Þìá 4.2: (á) Ôï ðñáãìáôéêü ìÝñïò ôùí éäéïôéìþí, Re(i), (â) ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôùí éäéïôéìþí,
Im(i)

ÐñïêåéìÝíïõ üìùò íá åðéâåâáéþóïõìå ôùí áíùôÝñù éó÷õñéóìü, åîåôÜæïõìå ôá ãñÞãïñá åýñç
(fast amplitudes) ôçò ìåèüäïõ CSP ãéá ôçí ôáîéíüìçóç ðïõ åðéèõìïýìå. Óôçí ðáñÜãñáöï
(3.2.ä) äåßîáìå üôé ïé äýï åîéóþóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôï manifold

gr −Gr
sg

s = 0;

Br
rg

r +Br
sg

s = 0;

åéíáé éóïäýíáìåò. ÅðïìÝíùò, ôá ãñÞãïñá åýñç ôçò ìåèüäïõ CSP äßíïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

fr = gr −Gr
sg

s:

Óôo Ó÷.(4.3) áðåéêïíßæåôáé ç åîÝëéîç ôùí ãñÞãïñùí ðëáôþí óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá t ∈ (0; 104)
Ýðåéôá áðü 3 Br-re�nements. ¼ðùò ðáñáôçñïýìå, ôá åýñç ôùí ãñÞãïñùí ìåôáâëçôþí ãéá ôçí
ôõ÷áßá åðéëïãÞ ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé ôåßíïõí óôï ìçäÝí êáèþò t → ∞,
ãåãïíüò ðïõ åðéâåâáéþíåé ôï ïñèü ôçò áðüöáóÞò ìáò.

Ôï âáóéêü óôïé÷åßï ôïõ ôñïðïðïéçìÝíïõ áõôïý áëãïñßèìïõ åßíáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ Gr
s åßôå

áðü ôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.45) åßôå áðü ôçí åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç (3.2.46). ¸ôóé, ãéá
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Ó÷Þìá 4.3: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí äýï ãñÞãïñùí ðëáôþí ãéá ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ô = (0; 104)
Ýðåéôá áðü 3 Br-re�nements. Óôïí ïñéæüíôéï Üîïíá åßíáé ï ÷ñüíïò êáé óôïí êÜèåôï Üîïíá ç áðüëõôç
ôéìÞ ôùí ðëáôþí.

ôïí äéá÷ùñéóìü ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ êÜíáìå, ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ðáßñíïõí áíôßóôïé÷á ôçí
ìïñöÞ

dGr
s

dt
+Gr

s

[
0 1

(1 + â)(1− 3ã×2
1 ) −2(1 + â)æ

]
−
[

0 0

−â(1−3ã×2
1 )

å
2âæ
å

]
=

([
0 1

å

−1
å
−2ñ

å

]
−

−Gr
s

[
0 0
1 2ñ

])
Gr

s(4.2.1)
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Gr
s(n+ 1) =

([
0 1

å

−1
å
−2ñ

å

]
−Gr

s(n)

[
0 0
1 2ñ

])−1(
Gr

s(n)

[
0 1

(1 + â)(1− 3ã×2
1 ) −2(1 + â)æ

]
−

−
[

0 0

−â(1−3ã×2
1 )

å
2âæ
å

]
+
dGr

s(n)

dt

)
(4.2.2)

Îåêéíþíôáò ìå Gr
s(0) =

[
1 0
0 1

]
, ç ó÷Ýóç (4.2.2) ìáò äßíåé:

Gr
s(1) =

(
−â (1− 3ãX2

1 ) 2âæ
0 0

)
;

(4.2.3)

Gr
s(2) =

(
â(3ãX1(4åñ(X1æ −X2) +X1)− 4åñæ − 1) 2â(åñ (−3ãX2

1 + 4æ2 + 1) + æ)
2âå(3ãX1(X2 −X1æ) + æ) âå (3ãX2

1 − 4æ2 − 1)

)(4.2.4)

...

åíþ ôá áíôßóôïé÷á ãñÞãïñá åýñç, üðùò ïñßóôçêáí áðü ôçí åîßóùóç (3.2.18), äßíïíôáé áðü:

F(1) =

(
−2âæ ((â + 1) (−ã×3

1 + ×1 − 2×2æ) + 2ñÕ2 + Õ1) + â×2 (1− 3ã×2
1 ) +

Õ2

å
−â(−ã×3

1+×1−2×2æ)−2ñÕ2−Õ1

å

)
;

(4.2.5)

F(2) =

(
−2â

(
âñ
(
−3ã×2

1 + 4æ2 + 1
)
+ æ
) (
−(â + 1)

(
ã×3

1 −×1 + 2×2æ
)
+ 2ñÕ2 +Õ1

)
+

−â(−ã×3
1+×1−2×2æ)+2ñÕ2+Õ1

å − 2âå×2(3ã×1(×2 −×1æ) + æ)−

+â×2(−3ã×1(4åñ×1æ − 4åñ×2 + ×1) + 4åñæ + 1) + Õ2

å

−âå (3ã×2
1 − 4æ2 − 1) (−(â + 1) (ã×3

1 − ×1 + 2×2æ) + 2ñÕ2 + Õ1)

)
;(4.2.6)

...

Ïôáí ç ëýóç âñßóêåôáé ðÜíù óôçí ðïëëáðëüôçôá, ç ó÷Ýóç (3.2.20) éêáíïðïéåßôáé åíþ áõôüìáôá
ôï äåîéü ìÝëïò ôùí åîéóþóåùí (4.2.5),(4.2.6) éóïýôáé åê ôáõôüôçôïò ìå ôï ìçäÝí, åðéôñÝðï-
íôáò, Ýðåéôá áðü ôçí ëýóç Fr = 0, ôïí õðïëïãéóìü ôùí Õ1 = Õ1(×1; ×2); Õ2 = Õ2(×1; ×2).

4.3 Óõãêñéóç êëáóóéêçò êáé õðïëïãéóôéêçò ëõóçò

Ìåëåôþíôáò ðáñÜëëçëá ôï ðñüâëçìá, ôüóï áðï èåùñçôéêÞ óêïðéÜ üóï êáé áðü õðïëïãéóôéêÞ,
êáôáëÞîáìå óôïí õðïëïãéóìü ôùí ðïëëáðëïôÞôùí áðü äýï äéáöïñåôéêïýò äñüìïõò. ÅíäéáöÝ-
ñïíôá ùóôüóï õðÞñîáí ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí äýï áõôþí ðñïóåããßóåùí, üôáí áõôÝò ðáñïõóéÜ-
æïíôáé óôïí ÷þñï ôùí öÜóåùí ìå óõíôåôáãìÝíåò ×1; ×2 êáé |Õ | =

√
Õ 2

1 + Õ 2
2 .
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Ó÷Þìá 4.4: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí óôï ÷þñï öÜóåùí ×1; ×2; |Õ | . Ìå
Ï(å3) íïåßôáé ç ðñïóÝããéóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò êñáôþíôáò ôïõò 3 ðñþôïõò üñïõò óôï áíÜðôõãìá ùò
ðñïò \å\.

Áñ÷éêÜ, ìéá ðñþôç åêôßìçóç èá õðïäåßêíõå üôé êáé ïé äýï ðïëëáðëüôçôåò ðåñéãñÜöïõí ôçí
áêñéâÞ ëõóç ìå ôçí ßäéáò ôÜîçò áêñßâåéá. Óôï Ó÷.4.5 ðáñïõóéÜæïíôáé ïé äýï ðïëëáðëüôçôåò
ãéá äýï ðåñéï÷Ýò· ç ìßá êïíôÜ óôï (×1; ×2) = (0; 0) êáé ç Üëëç ìáêñéÜ áðü áõôü. Óôçí ðñþôç
ðåñßðôùóç ïé äýï åðéöÜíåéåò ðåñéãñÜöïõí ôçí áíáìåíüìåíç óùóôÞ ëýóç êáé ó÷åäüí ôáõôßæï-
íôáé. Áðïìáêñõíüìåíïé üìùò áðï ôçí ðåñéï÷Þ ôïõ ìçäåíüò, ç ïé äýï åðéöÜíåéåò áðïêëßíïõí
êáé ïé áíôßóôïé÷åò ðïëëáðëüôçôåò ðáñïõóéÜæïõí óçìáíôéêÝò äéáöïñÝò.

Ôï ãåãïíüò áõôü áðïôåëåß åöáëôÞñéï ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç. 'Añáãå ðïéÜ áðü ôéò äýï ðåñé-
ãñáöÝò åßíáé ç óùóôÞ êáé ðïéÜ ç ëáíèáóìÝíç; Åßíáé ìÞðùò êáé ïé äýï ëÜèïò; ÐñïêåéìÝíïõ íá
ëýóïõìå áõôÝò ôéò áðïñßåò èá ðñÝðåé íá äïýìå ðùò óõìðåñéöÝñåôáé ç áêñéâÞò ëýóç ôïõ ðñïâëÞ-
ìáôïò óå ó÷Ýóç ìå ôéò äýï ðïëëáðëüôçôåò. Åðåéäç üìùò ôï äõíáìéêü óýóôçìá ðïõ ðåñéãñÜöåé
ôçí êßíçóç ôùí äýï (ôñéþí, óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìç åîáíáãêáóìÝíçò êßíçóçò) ôáëáíôùôþí
åßíáé äýóêáìðôï, ç áêñéâÞò ëýóç èá ðñïóäéïñéóôåß áñéèìçôéêÜ. ÊÜíïíôáò ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãé-
óôéêïý ðáêÝôïõ LSODE ôçò FORTRAN, õðïëïãßóáìå ôéò ôñï÷éÝò ôçò ëýóçò óôïí ÷þñï ôùí
öÜóåùí ãéá äéÜöïñåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ôéò áíáðáñáóôÞóáìå ìáæß ìå ôéò äýï åðéöÜíåéåò
ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôéò áíôßóôïé÷åò ðïëëáðëüôçôåò.

Óôï Ó÷.(4.6) êáé (4.7) ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ôñï÷éÝò ôçò áêñéâïýò ëýóçò ãéá äýï äéáöïñåôéêÝò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ãéá t ∈ [0; 30]. Óçìåéþíïõìå üôé ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ôñåéò êáôáóôÜóåéò
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(á) (â)

Ó÷Þìá 4.5: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí óôï ÷þñï öÜóåùí ×1; ×2; |Õ | (á) êïíôÜ
óôï (0,0) êáé (â) ìáêñéÜ áðï ôï (0,0). ¼ðùò åßíáé ðñïöáíÝò, ïé äõï ðïëëáðëüôçôåò äéáöÝñïõí
óçìáíôéêÜ êáèþò áðïìáêñõíüìáóôå áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí, êÜôé ðïõ äåí óõìâáßíåé êïíôá óôï
óçìåßï (0,0). Ìå Ï(å3) íïåßôáé ç ðñïóÝããéóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò êñáôþíôáò ôïõò 3 ðñþôïõò üñïõò
óôï áíÜðôõãìá ùò ðñïò \å\.

éóïññïðßáò

C−1 ≡ (X̂1; X̂2; Ẑ1; Ẑ2) = (−1=√ã; 0; 0; 0);(4.3.1)

S ≡ (X̂1; X̂2; Ẑ1; Ẑ2) = (0; 0; 0; 0);(4.3.2)

C1 ≡ (X̂1; X̂2; Ẑ1; Ẑ2) = (1=
√
ã; 0; 0; 0):(4.3.3)

Ðáñáôçñïýìå ïôé ïé ôñï÷éÝò Ýëêïíôáé áðü ôéò äýï ðïëëáðëüôçôåò, óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç åêèå-
ôéêÜ åíþ óôçí äåýôåñç ç ëýóç ôáëáíôïýôáé ãýñù áðü ôçí åðéöÜíåéá ðñïôïý ðÝóåé ðÜíù ôçò.
Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò üìùò ïé ôñï÷éÝò óõãêëßíïõí óå Ýíáí ïñéáêü êýêëï (limit cycle) ðïõ
êåßôáé åðß ôùí ðïëëáðëïôÞôùí. Ìéá ðñïóåêôéêüôåñç áíÜëõóç åðáëçèåýåé ôï ãåãïíüò üôé ãéá
ìéá ðåñéï÷Þ êïíôÜ óôï (×1; ×2) = (0; 0), ïé äýï åðéöÜíåéåò åßíáé ôáõôüóçìåò, êáèþò ç ëýóç
ðïõ Ý÷ïõìå ðÜñåé êåßôáé åðß ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí (Ó÷.4.7). Ùóôüóï, äåí óõìâáßíåé ôï ßäéï
ìáêñéÜ áðü ôï ìçäÝí. ¼ðùò åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò, ïé äýï åðéöÜíåéåò ðïõ ðåñéãñÜöïõí áíôß-
óôïé÷á ôéò äýï ðïëëáðëüôçôåò äéáöÝñïõí êáèþò áðïìáêñõíüìáóôå áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.
Áõôü üìùò ðïõ äåí ãíùñßæáìå åßíáé ðïéÜ áðü ôéò äýï åðéöÜíåéåò Ýëêåé ôéò ôñï÷éÝò ôùí ëýóåùí.
Óôï Ó÷.(4.9) öáßíåôáé ï ÷þñïò ôùí ëýóåùí ãéá ìéá ðåñéï÷Þ ìáêñéÜ áðü ôï (×1; ×2) = (0; 0).
Ðáñáôçñïýìå üôé ç ôñï÷éÜ ôçò ëýóçò ãéá ôéò ôõ÷áßåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ìáêñéÜ áðü ôï (0, 0)
ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé óõãêëßíåé êáé êåßôáé ôåëéêÜ åðß ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí ðïëëá-
ðëüôçôá ôçò CSP.
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Ó÷Þìá 4.6: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò áêñéâïýò ëýóçò ãéá t < 30 êáé ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí óôï
÷þñï öÜóåùí ×1; ×2; |Õ | êïíôÜ óôï (0,0). Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç Ý÷åé åðéëåãåé ùò {×1; ×2; Õ1; Õ2} =
{0:5; 0:5; 3500; 1} åíþ ìå Ï(å3) íïåßôáé ç ðñïóÝããéóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò êñáôþíôáò ôïõò 3 ðñþôïõò
üñïõò óôï áíÜðôõãìá ùò ðñïò \å\..

Ó÷Þìá 4.7: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò áêñéâïýò ëýóçò ãéá t < 30 êáé ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí óôï
÷þñï öÜóåùí ×1; ×2; |Õ | ìáêñéÜ áðü ôï (0,0).Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç Ý÷åé åðéëåãåé ùò {×1; ×2; Õ1; Õ2} =
{4; 40; 3500; 1} åíþ ìå Ï(å3) íïåßôáé ç ðñïóÝããéóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò êñáôþíôáò ôïõò 3 ðñþôïõò
üñïõò óôï áíÜðôõãìá ùò ðñïò \å\.
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Ó÷Þìá 4.8: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò áêñéâïýò ëýóçò ãéá t < 30 êáé ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí óôï
÷þñï öÜóåùí ×1; ×2; |Õ | êïíôÜ óôï (0,0). Ç ôñï÷éÜ êåßôáé êáé åðß ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí ìå áêñß-
âåéá ìéêñüôåñç ôïõ Ï(å). Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç Ý÷åé åðéëåãåé ùò {×1; ×2; Õ1; Õ2} = {4; 40; 3500; 1} åíþ
ìå Ï(å3) íïåßôáé ç ðñïóÝããéóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò êñáôþíôáò ôïõò 3 ðñþôïõò üñïõò óôï áíÜðôõãìá
ùò ðñïò \å\.

Ó÷Þìá 4.9: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò áêñéâïýò ëýóçò ãéá t < 30 êáé ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí óôï
÷þñï öÜóåùí ×1; ×2; |Õ | ìáêñéÜ áðü ôï (0,0). Ç ôñï÷éÜ êåßôáé êáé åðß ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðåñéãñÜ-
öåé ôçí CSP ðïëëáðëüôçôá ìå áêñßâåéá ìéêñüôåñç ôïõ Ï(å). Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç Ý÷åé åðéëåãåé ùò
{×1; ×2; Õ1; Õ2} = {4; 40; 3500; 1} åíþ ìå Ï(å3) íïåßôáé ç ðñïóÝããéóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò êñáôþíôáò
ôïõò 3 ðñþôïõò üñïõò óôï áíÜðôõãìá ùò ðñïò \å\.

Ãéá íá åîåôÜóïõìå ðåñéóóüôåñï áõôü ôï öáéíüìåíï, èåùñïýìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñï-
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âëÞìáôïò áêñéâþò ðÜíù óôçí ðïëëáðëüôçôá ðïõ ïñßæåé ç êëáóóéêÞ áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç.
Èá ðåñéìÝíáìå ç ëýóç íá ðáñÝìåíå ðÜíù óôçí åðéöÜíåéá áõôÞ êáé, êéíïýìåíç åðß åíüò ïñéá-
êïý êýêëïõ, íá óõíÝêëéíå ôåëéêÜ óå êÜðïéï ïñéáêü óçìåßï éóïññïðßáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Óôï
Ó÷.(4.11) áðåéêïíßæåôáé ç ôñï÷éÜ ôçò ëýóçò ãéá êÜðïéá ðåñéï÷Þ ìáêñéÜ áðü ôï (×1; ×2) = (0; 0)
êáé ãéá ôéò ðñþôåò Ýîé ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò äéáäï÷éêÜ.

¼ðùò ðáñáôçñïýìå, ç ôñï÷éÜ ôçò ëýóçò áðïêëßíåé áðü ôçí êëáóéêÞ ðïëëáðëüôçôá êáèþò
Ýëêåôáé áðü ôçí ðïëëáðëüôçôá ôçò ìåèüäïõ CSP. ÎåêÜèáñá, ç ðñïóÝããéóç ðïõ ðáßñíïõìå áðï
ôçí êëáóóéêÞ áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç õóôåñåß óå ó÷Ýóç ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ôçò õðïëoãéóôéêÞò
ìåèüäïõ.

Èá åðéäéþîïõìå íá åîçãÞóïõìå áõôü ôï ãåãïíüò. Ç åöáñìïãÞ ôçò êëáóéêÞò áóõìðôùôéêÞò
áíÜëõóçò óôçñßæåôáé óôçí óùóôÞ ðñïóÝããéóç ôùí ãñÞãïñùí ìåôáâëçôþí ìÝóù ôçò óõíÜñôç-
óçò H. ¼ìùò ç áêñßâåéá óôçí ðñïóÝããéóç åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí ôÜîç ôïõ áíáðôýãìáôïò
(4.1.27). Áíôßèåôá, ç ìÝèïäïò CSP óå êÜèå åðáíÜëçøç (re�nement) õðïëïãßæåé åê íÝïõ ôéò
éäéïôéìÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0. Ï äõíáìéêüò áõôüò åðáíáðñïóäéïñé-
óìüò ôùí äéáíõóìÜôùí âÜóçò ôùí äýï õðï÷þñùí - óôïõò ïðïßïõò äñïõí áíôßóôïé÷á ïé ãñÞ-
ãïñåò êáé áñãÝò ÷ñïíïêëßìáêåò - åðéôñÝðåé óôçí ìÝèïäï CSP íá õðïëïãßæåé ìå ìåãáëýôåñç
áêñßâåéá ôçí ãåùìåôñßá ôùí ðïëëáðëïôÞôùí. Ôï Ó÷.(4.10) áðïäßäåé áõôÞ ôçí öáéíïìåíïëï-
ãßá. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé êïíôÜ óôéò êáôáóôÜóåéò éóïññïðßáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí,
ïé äýï ìÝèïäïé äéáöÝñïõí êáôÜ ìßá ôÜîç ìåãÝèïõò Ï(å3). ÌáêñéÜ üìùò áðü ôéò êáôáóôÜ-
óåéò éóïññïðßáò ïé äýï ðïëëáðëüôçôåò áðïêëßíïõí êáé ïé äéáöïñÝò ðïõ ðáñïõóéÜæïõí åßíáé
óçìáíôéêÝò.

(á) (â)

Ó÷Þìá 4.10: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óôïí ÷þñï ôùí öÜóåùí ×1; |Õ | ãéá äåäïìÝíï {×2 = −1:6}
ôçò äéáöïñÜò ôùí ðïëëáðëïôÞôùí: (á) ôçò êëáóéêÞò áíÜëõóçò Ï(å3) ìå ôçí õðïëïãéóôéêç ãéá
Ï(å2); Ï(å3); Ï(å4), (â) ôçò êëáóéêÞò áíÜëõóçò Ï(å3) ìå ôçí áíôßóôïé÷ç Ï(å3) ôçò áñéèìçôéêÞò áíÜ-
ëõóçò. Ïé êáôáóôÜóåéò éóïññïðßáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ý÷ïõí õðïëïãéóôåé ùò: {x = 0; x = −1=√ã =
−0:378; x = 1=

√
ã = 0:378}



ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÓÕÓÔÇÌÁ ÓÕÆÅÕÃÌÅÍÙÍ ÔÁËÁÍÔÙÔÙÍ 39

Ó÷Þìá 4.11: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò áêñéâïýò ëýóçò êáé ôùí äýï ðïëëáðëïôÞôùí óôï ÷þñï
öÜóåùí ×1; ×2; |Õ | ìáêñéÜ áðü ôï (0,0) ãéá (á) t ∈ [0; 1], (â) t ∈ [1; 2], (ã) t ∈ [2; 3], (ä) t ∈ [3; 4],
(å) t ∈ [4; 5], (óô) t ∈ [5; 6]. Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç Ý÷åé èåùñçèåß åðß ôçò êëáóéêÞò ðïëëáðëüôçôáò,
ç ïðïßá áðåéêïíßæåôáé ìå ìðëå ÷ñþìá. ¸ðåéôá áðï 6 ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò, ç ëýóç êåßôáé åðß ôçò
ðïëëáðëüôçôáò ðïõ ïñßæåé ç CSP.



ÊåöÜëáéï 5

Óýóôçìá ñÜâäïõ - åêêñåìïýò

5.1 ÊëáóóéêÞ áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç

á)ÄÞëùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

¸óôù åêêñåìÝò ìÜæáò Mp êáé öõóéêïý ìÞêïõò Lp óõíäåäåìÝíï óôï Üêñï Â åëáóôéêÞò ñÜ-
âäïõ äéáôïìÞò Ar êáé ìÞêïõò Lr, ç ïðïßá äýíáôáé íá ìåôáêéíåßôáé åðß êáôáêüñõöïõ áîüíïò,
üðùò öáßíåôáé óôï Ó÷ (5.1) [5]. Ôï Üíù Üêñï Á ôçò ñÜâäïõ õðüêåéôáé óå äåäïìÝíç êßíçóç
xA(t). Ôï åêêñåìÝò äýíáôáé íá êéíåßôáé óôï åðßðåäï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï æåýãïò {e1; e2} ôùí
ïñèïêáíïíéêþí ìïíáäéáßùí äéáíõóìÜôùí. Ôï õëéêü ôçò ñÜâäïõ Ý÷åé ðõêíüôçôá ñr· Þôïé åßíáé
ãñáììéêü éîùäïåëáóôéêü ðïõ õðáêïýåé óôï ìïíôÝëï ôÜóåùí-ðáñáìïñöþóåùí Kelvin-Voigt,
üðïõ ôá År êáé Cr åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò åëáóôéêüôçôáò êáé éîþäïõò, áíôßóôïé÷á. Ç óôáèåñÜ
Cp äçëþíåé ôï óõíôåëåóôÞ åëáóôéêüôçôáò(áíÜ ìïíÜäá ìÞêïõò) ôïõ åêêñåìïýò, êáé g åßíáé ç
åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò.

¸óôù üôé è êáé u äçëþíïõí áíôßóôïé÷á ôçí ãùíéáêÞ ìåôáôüðéóç ôïõ åêêñåìïýò áðü ôïí
êáôáêüñõöï Üîïíá e1 êáé ôï ðåäßï ìåôáôïðßóåùí ôçò åëáóôéêÞò ñÜâäïõ ùò ðñïò ôçí áðáñá-
ìüñöùôç êáôÜóôáóç ôïõ áóýæåõêôïõ óõóôÞìáôïò óõíáñôÞóåé ôïõ x. ¸óôù ẍA ç åðéôÜ÷õíóç
ôïõ åëåýèåñïõ Üêñïõ Á ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï êáé üB ç ó÷åôéêÞ åðéôÜ÷õíóç ôïõ
óõæåõãìÝíïõ Üêñïõ Â ôçò ñÜâäïõ ùò ðñïò ôï Á.

Ïé åîéóþóåéò êßíçóçò ôïõ óõóôÞìáôïò ñÜâäïõ/åêêñåìïýò ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôá áêüëïõèá [5]:

MpLpè̈ +Mp[g − ẍA − üB] sin è + CpLpè̇ = 0;(5.1.1a)

Árñrü(x; t)− ArEru
′′(x; t)− ArCru̇

′′(x; t) = Arñr[g − ẍA(t)];(5.1.1b)

u(x = 0; t) = 0; ArEru
′(x = Lr; t) = ArEru

′
B(t) = Tp cos è(5.1.1c)

üðïõ (·) êáé (') äçëþíïõí ìåñéêÞ äéáöüñéóç ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t êáé ôï ìÞêïò x, áíôßóôïé÷á.
Ç åðéôÜ÷õíóç ẍA äßíåôáé áðü ôéò åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò åíþ ç åðéôÜ÷õíóç üB êáèïñßæåôáé áðü
ôç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò.

40
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Ó÷Þìá 5.1: Ôï óõæåõãìÝíï óýóôçìá åëáóôéêÞò ñÜâäïõ/åêêñÝìïõò. Ç äéáêåêïìÝíç ãñáììÞ äçëþíåé
ôçí êáôÜóôáóç éóïññïðßáò ôïõ áöüñôéóôïõ óõóôÞìáôïò.

Ôï åêêñåìÝò (5.1.1a) óõíäÝåôáé ìå ôç ñÜâäï (5.1.1b) ìÝóù ôçò ìç ïìïãåíïýò óõíïñéáêÞò
óõíèÞêçò (5.1.1c), üðïõ

(5.1.2) Tp = MpLpè̇
2 +Mp[g − ẍA − üB] cos è

åßíáé ç ôÜóç ðïõ äñá êáôÜ ìÞêïò ôïõ äýóêáìðôïõ íÞìáôïò ôïõ åêêñåìïýò.

Ãéá íá êáíïíéêïðïéÞóïõìå ôéò óõæåõãìÝíåò åîéóþóåéò (5.1.1) åéóÜãïõìå ôéò ðáñáêÜôù áäéÜ-
óôáôåò áíåîÜñôçôåò êáé åîáñôçìÝíåò ìåôáâëçôÝò:

î =
x

Lr
; ô = ùpt;

XA =
xA
Lp

; U =
u

Lp
; UB =

uB
Lp

êáé ôéò áêüëïõèåò áäéÜóôáôåò ðáñáìÝôñïõò:

ì =
ùp
ù1

; ìm =
ù1

ùm
=

1

2m− 1
;

â =
Mp

ArñrLr
; ã =

Lp

Lr
; ê =

ErAr

ñrMp
;

æp =
1

2ùp

Cp

Mp
; ær =

1

2ù1

�2Cr

4L2
rñr

;
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üðïõ

ùp =

√
g

Lp
; ùm =

�(2m− 1)

Lr

√
Er

ñr
; m = 1; 2; : : : ;∞

åßíáé ç öõóéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ áóýæåõêôïõ åêêñåìïýò êáé ôï öÜóìá ôùí öõóéêþí óõ÷íïôÞôùí
ôçò áóýæåõêôçò ñÜâäïõ, áíôßóôïé÷á· ìå æp; ær ïé áíôßóôïé÷ïé óõíôåëåóôÝò áðüóâåóçò.

Ïé åõóôáèåßò êáé áóôáèåßò êáôáóôÜóåéò éóïññïðßáò ôïõ óõóôÞìáôïò äßíïíôáé áðü:

C : è̂ = 0; Û(î) =
ì2ð2

8
[2(1 + â)î − î2];

S±1 : è̂ = ±ð; Û(î) =
ì2ð2

8
[2(1 + â)î − î2]:(5.1.3)

Ïé êáíïíéêïðïéçìÝíåò åîéóþóåéò êßíçóçò ôïõ óõæåõãìÝíïõ óõóôÞìáôïò äßíïíôáé áðü ôï áêü-
ëïõèï óýóôçìá ÓÄÅ/ÌÄÅ [5]:

è̈ + [1− V̈B(ô)− ẌA(ô)] sin è + 2æpè̇ = 0;(5.1.4a)

ì2ð2

4
V̈ (î; ô)− V ′′(î; ô)− 2ærìV̇

′′(î; ô) = −ì
2ð2

4
ẌA(ô);(5.1.4b)

V (î = 0; ô) = 0; V ′(î = 1; ô) = −ì
2âð2

4
[1− Ô cos è];(5.1.4c)

üðïõ
V (î; ô) = U(î; ô)− Û(î); 0 ≤ î ≤ 1; −∞ < ô < +∞:

Óôç ó÷Ýóç (5.1.4c), ôï Ô åßíáé ç êáíïíéêïðïéçìÝíç ôÜóç ôïõ åêêñåìïýò, ç ïðïßá äßíåôáé áðü:

(5.1.5) T ≡ Tp
MpLpù2

p

= è̇2 + [1− ẌA(ô)− V̈B(ô)] cos è:

Ðáñáôçñïýìå ôçí ðáñïõóßá ôçò ðáñáìÝôñïõ ì ôüóï óôçí ÌÄÅ (5.1.4b) üóï êáé óôéò ó÷å-
ôéæüìåíåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.1.4c). Áõôü ìáò ëÝåé üôé ç Ýíôáóç ôçò óýæåõîçò ìåôáîý
ôïõ åêêñåìïýò êáé ôçò ñÜâäïõ åîáñôÜôáé áðü ôï ìÝãåèïò ôçò ðáñáìÝôñïõ ì. ÅðéðëÝïí, ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (5.1.4c) äåß÷íïõí üôé ç æåýîç åîáñôÜôáé êáé áðü ôï ëüãï ôùí ìáæþí â.

Ôþñá, ãéá äåäïìÝíï ëüãï ìáæþí â, ôï üñéï ôïõ óõóôÞìáôïò (5.1.4) êáèþò ôï ì → 0 åßíáé

è̈ + [1− ẌA(ô)] sin è + 2æpè̇ = 0;(5.1.6a)

V (î; ô) = 0:(5.1.6b)

Ç åîßóùóç (5.1.6a) ðåñéãñÜöåé ôçí êßíçóç ôïõ ðáñáìåôñïðïéçìÝíïõ áóýæåõêôïõ åêêñåìïýò
åíþ ç (5.1.6b) ìáò äåß÷íåé üôé ç ñÜâäïò åßíáé ôåëåßùò äýóêáìðôç. Ôï áðåéñïäéÜóôáôï óýóôçìá
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(5.1.4) Ý÷åé åëáôôùèåß óå Ýíá óýóôçìá ìå Ýíáí âáèìü åëåõèåñßáò. Åðéèõìïýìå íá ìåëåôÞóïõìå
ôçí äõíáìéêÞ ôïõ óõóôÞìáôïò åêêñåìïýò/ñÜâäïõ, äçëáäÞ üôáí ôï ì 6= 0, ãéá äåäïìÝíï ëüãï
ìáæþí â. Ðñïöáíþò, ç ïñéáêÞ óõíèÞêç ì → 0 õðïäåéêíýåé üôé ç äõíáìéêÞ ôïõ óõæåõãìÝíïõ
óõíå÷ïýò óõóôÞìáôïò (5.1.4) ðéèáíüí íá êõñéáñ÷åßôáé áðü ôï åêêñåìÝò ãéá áñêïýíôùò ìéêñÜ
(ì; â).

Ç ìïñöÞ ôïõ (5.1.4) ìáò ïäçãåß íá ôï åðéëýóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôùí éäéÜæïõóùí äéáôáñá÷þí,
ãéá áñêåôÜ ìéêñü ì. Áíáðôýóóïíôáò ôçí ìåôáôüðéóç V ùò åîÞò

(5.1.7) V (î; ô) =
∞∑
m=1

çm(ô)�m(î)

üðïõ �m åßíáé ïé êáíïíéêïß ôñüðïé ôïõ ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí óõíèçêþí (5.1.4b),
ìåôáôñÝðïõìå ôï óýóôçìá (5.1.4) óå Ýíá óýóôçìá óõæåõãìÝíùí ôáëáíôùôþí. Óôï ÐáñÜñôçìá
Á áíáðôýóóïõìå óå êáíïíéêïýò ôñüðïõò ôï óýóôçìá ÓÄÅ/ÌÄÅ óôï áêüëïõèï óýóôçìá
óõæåõãìÝíùí ôáëáíôùôþí [5]:

IN(è)è̈ =−

[
1 + 2âÍ(1− è̇2 cos è) +

N∑
j=1

(−1)j+1

(
çj
ì2ì2

j

+ 2ær
ç̇j
ìì2

j

)]
sin è

+

[
1− 2IN(è) +

4

ð

N∑
j=1

(−1)jìj

]
ẌA(ô) sin è − 2æpIN(è)è̇;(5.1.8a)

ÉÍ(è)ç̈m =− IN−1(è)

[
çm
ì2ì2

m

+ 2ær
ç̇m
ìì2

m

]
+ 2â cos è2

N∑
j=1;j 6=m

(−1)m+j+2

[
çj
ì2ì2

j

+ 2ær
ç̇j
ìì2

j

]
+ (−1)m+12â

[
è̇2 cos è − sin2 è

]
− 4

ð

[
ìmIN(è) + (−1)m2â cos2 è

N∑
j=1

(−1)jìj

]
ẌA(ô);(5.1.8b)

m = 1; 2; 3; : : : ; N →∞;

üðïõ ÉÍ(è) ≡ 1+2âÍ cos2 è 6= 0. ÕðïèÝôïõìå üôé ç êéíçìáôéêÞ äéÝãåñóç ôïõ Üêñïõ Á ôçò ñÜ-
âäïõ åßíáé áñìïíéêÞ· äçëáäÞ ẌA(ô) ≡ á cosÙô, üðïõ ôï Ù åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ Ï(1), Þôïé ßäéá
ôÜîç ìåãÝèïõò ìå ôçí öõóéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ åêêñåìïýò, ç ïðïßá êáíïíéêïðïéÞèçêå ãéá ùp = 1.

â) ÁíÜëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Èá îåêéíÞóïõìå ôçí áíÜëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (5.1.8), êáé óõíåðþò ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìá-
ôïò ÓÄÅ/ÌÄÅ (5.1.4), èåùñþíôáò áñ÷éêÜ ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ðñþôç öõóéêÞ óõ÷íüôçôá ôçò
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ñÜâäïõ åßíáé ðïëý ìåãáëýôåñç áðü ôçí öõóéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ åêêñåìïýò. Áõôü Ýðåôáé üôé ï
ëüãïò óõ÷íïôÞôùí ì åßíáé ìéêñüò. ¸íáò öõóéêüò ôñüðïò íá ìåëåôÞóïõìå ôç äõíáìéêÞ ôïõ äý-
óêáìðôïõ/åýêáìðôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé íá èåùñÞóïõìå ôéò åîéóþóåéò êßíçóçò óáí éäéüìïñöç
äéáôáñá÷Þ ôçò åýêáìðôçò õðïêáôáóêåõÞò. Ãéá ôï äåäïìÝíï ðñüâëçìá, ôï åêêñåìÝò ðáßæåé ôï
ñüëï ôçò åýêáìðôçò õðïêáôáóêåõÞò åíþ ç ñÜâäïò ôçò äýóêáìðôçò.

Ç ìïñöÞ ôùí ó÷Ýóåùí (5.1.8) õðïäåéêíýåé Üìåóá ôïí áêüëïõèï ãñáììéêü ìåôáó÷çìáôéóìü:

è = Ø1; è̇ = Ø2;(5.1.9a)

çm = ì2ì2
mZ2m−1; ç̇m = ìì2

mZ2m:(5.1.9b)

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áõôüò åðåêôåßíåé ôá ðëÜôç êáé ôéò ôá÷ýôçôåò êÜèå ôñüðoõ ôáëÜíôùóçò êáé
Ýôóé ìåôáó÷çìáôßæåé ôï óýóôçìá (5.1.8) óôï áêüëïõèï óýíïëï ÓÄÅ ðñþôçò ôÜîçò [5]:

Ø̇1 =Ø2;

IN(Ø1)Ø̇2 =−

[
1 + 2âÍ(1−Ø2

2 cosØ1) +
N∑
j=1

(−1)j+1 (Æ2j−1 + 2ærZ2j)

]
sinØ1

+

[
1− 2IN(Ø1) +

4

ð

N∑
j=1

(−1)jìj

]
áØ3 sin è − 2æpIN(Ø1)Ø2;

Ø̇3 =− ÙØ4;

Ø̇4 =ÙØ3;(5.1.10a)

ìÆ̇2m−1 =Z2m;

ìì2
mÉÍ(Ø1)Ż2m =− IN−1(Ø1) [Æ2m−1 + 2ærZ2m]

+ 2â cos2Ø1

N∑
j=1;j 6=m

(−1)m+j+2 [Æ2j−1 + 2ærZ2j]

+ (−1)m+12â
[
Ø2

2 cosØ1 − sin2Ø1

]
− 4

ð

[
ìmIN(Ø1) + (−1)m+12â cos2Ø1

N∑
j=1

(−1)jìj

]
áØ3;(5.1.10b)

m = 1; 2; 3; : : : ; N →∞;(5.1.10c)

üðïõ ÉÍ(Ø1) ≡ 1 + 2âÍ cos2Ø1 6= 0.

Óçìåéþíïõìå üôé ãéá íá êÜíïõìå ôï óýóôçìá áõôüíïìï, åéóÜãáìå ôéò áêüëïõèåò êõêëéêÝò
ìåôáâëçôÝò:

Ø3 = cosÙô; Ø4 = sinÙô:

Åöüóïí Ø2
3 + Ø2

4 = 1 Ý÷ïõìå åéóÜãåé ìüíï ìéá åðéðëÝïí ìåôáâëçôÞ ãéá íá áðáëåßøïõìå ôïí
÷ñüíï ô.
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Ïé åõóôáèåßò êáé áóôáèåßò êáôáóôÜóåéò éóïññïðßáò ôïõ ìç åîáíáãêáóìÝíïõ óêåäáóôéêïý óõ-
óôÞìáôïò (á ≡ 0) ôùí óõæåõãìÝíùí ôáëáíôùôþí (5.1.10) äßíïíôáé, áíôßóôïé÷á, áðü:

C =
(
{Ø̂1; Ø̂2}; {Æ̂1; Æ̂2}; : : : ; {Ẑ2N−1; Ẑ2N}

)
= ({0; 0}; {0; 0}; : : : ; {0; 0});

S±1 =
(
{Ø̂1; Ø̂2}; {Æ̂1; Æ̂2}; : : : ; {Ẑ2N−1; Ẑ2N}

)
= ({±ð; 0}; {0; 0}; : : : ; {0; 0}):(5.1.11)

Ïé ó÷Ýóåéò (5.1.11) áðïôåëïýí ôá äéáêñéôïðïéçìÝíá áíÜëïãá ôùí êáôáóôÜóåùí éóïññïðßáò
(5.1.3) ôïõ óõíå÷ïýò óõóôÞìáôïò.

Ïé åîéóþóåéò (5.1.10), éóïäýíáìåò ìå ôï áñ÷éêü óõæåõãìÝíï óýóôçìá ÓÄÅ/ÌÄÅ (5.1.4),
áðïôåëïýí éäéìïñöç äéáôáñá÷Þ ôùí åîéóþóåùí êßíçóçò ôïõ áóýæåõêôïõ åêñåììïýò (5.1.6á). Ç
ó÷Ýóç (5.1.10a) áíáðáñéóôÜ ôï óõæåõãìÝíï åêêñåìÝò, åíþ ç (5.1.10b) ôç óõæåõãìÝíç åëáóôéêÞ
ñÜâäï. Ðñïöáíþò, ï ëüãïò óõ÷íïôÞôùí ì, ï ïðïßïò ó÷åôßæåôáé ìå ôéò õðüëïéðåò áäéÜóôáôåò
ðáñáìÝôñïõò ìÝóù

(5.1.12)
ð
√
âãê

2
ì = 1;

ðáßæåé ôï ñüëï ôçò ìéêñÞò ðáñáìÝôñïõ. Ç áíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåß åßíáé Ýãêõñç ãéá áñêïýíôïò
ìéêñü ì, äçëáäÞ ãéá Ýíá äýóêáìðôï/åýêáìðôï óýóôçìá. Ùóôüóï, ç äéáôýðùóç åßíáé Ýãêõñç
ãéá ïðïéïäÞðïôå áðïäåêôü ì, êáé Ýíá áðü ôá ðëåïíåêôÞìáôá ôçò åßíáé üôé äåß÷íåé îåêÜèáñá
ðùò ï ëüãïò ì áðïôåëåß ìÝôñï óýæåõîçò áíÜìåóá óôç ñÜâäï êáé ôï åêêñåìÝò. ÅðéðëÝïí, äåß-
÷íåé üôé ç áäñáíåéáêÞ óýæåõîç ìåôáîý ôïõ m-ïóôïý ôñüðïõ ôáëÜíôùóçò ôçò ñÜâäïõ êáé ôïõ
åêêñåìïýò åëëáôþíåôáé êáèþò ì2

m ≡ 1=(2m− 1)2:

Ãéá åõêïëßá êáé áðïôåëåóìáôéêüôçôá óôçí õðïëïãéóôéêÞ åðßëõóç, îáíáãñÜöïõìå ôïõò ôáëá-
íôùíôÝò (5.1.10) óôç ìïñöÞ:

Ø̇ = F(Ø;Í) +A(Ø;Í)Æ;(5.1.13a)

ìŻ = B(Ø;Í)Æ +G(Ø;Í);(5.1.13b)

üðïõ

Ø ≡ ({Ø1; Ø2}; {Ø3; Ø4});
Z ≡ ({Z1; Z2}; {Z3; Z4}; : : : ; {Z2m−1; Z2m}); m = 1; 2; : : : ; N:

Ãéá ìéêñü ì, áðïêáëïýìå ôçí Ø áñãç ìåôáâëçôÞ åíþ ôçí Æ ãñçãïñç ìåôáâëçôÞ. Ïé üñïé
F;A;B;G åßíáé ìçôñùéêÝò óõíáñôÞóåéò ôçò áñãÞò ìåôáâëçôÞò Ø ìå äéáóôÜóåéò 2Í × 1; 2Í ×
2Í; 2Í × 2Í; 2Í × 1, áíôßóôïé÷á. Ï áíôßóôñïöïò ôïõ ðßíáêá Â ïñßæåôáé ãéá êÜèå Ø. Ðáñá-
ôçñïýìå üôé ç ó÷Ýóç (5.1.13) äåí áðïôåëåß êáíïíéêÞ éäéüìïñöç äéáôáñá÷Þ êáèþò ï ðßíáêáò Â
äåí åßíáé óôáèåñüò áëëÜ åîáñôÜôáé áðü ôçí ìåôáâëçôÞ Ø.
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ã) Õðïëïãéóìüò ôçò ðïëëáðëüôçôáò

Ãéá ìç ìçäåíéêÞ êáé ìéêñÞ óýæåõîç, äçëáäÞ ãéá 0 < ì < ì̂ << 1, õðïèÝôïõìå ôçí ýðáñîç
ìéáò ïëéêÞò áíáëëïßùôçò áñãÞò ðïëëáðëüôçôáò. ¸óôù üôé åßíáé äéäéÜóôáôç ãéá ôï ìç åîá-
íáãêáóìÝíï óýóôçìá êáé ôñéäéÜóôáôç ãéá ôï áñìïíéêÜ åîáíáãêáóìÝíï óýóôçìá. ÊÜôù áðü
óõãêåêñéìÝíåò õðïèÝóåéò, ç ýðáñîç ôçò åí ëüãù ðïëëáðëüôçôáò åããõÜôáé áðü ôçí Èåùñßá
ôçò ÃåùìåôñéêÞò Éäéüìïñöçò Äéáôáñá÷Þò [10]. Ùóôüóï, ôï ðñüâëçìá ìáò äéáöÝñåé áðü Ýíá
óõíéèéóìÝíï éäéüìïñöá äéáôáñáãìÝíï ðñüâëçìá êáèþò ôï ãñáììéêü êïììÜôé ôùí äýóêáìðôùí
åîéóþóåùí (5.1.13b) åîáñôÜôáé áðï ôçí áñãÞ ìåôáâëçôÞ. Áñ÷éêÜ, ëïéðüí, èá õðïëïãßóïõìå
áíáëõôéêÝò ðñïóåããßóåéò ôçò áñãÞò ðïëëáðëüôçôáò ãéá ðåðåñÜóìåíï Í êáé óôç óõíÝ÷åéá èá
åðåêôåßíïõìå ãéá Í =∞, äçëáäÞ ãéá ôï óõæåõãìÝíï óýóôçìá ñÜâäïõ/åêêñåìïýò.

Ìéá áíáëëïßùôç ðïëëáðëüôçôá Wì(Í) ôïõ óõóôÞìáôïò (5.1.13) èá êáëåßôáé áñãÞ áí ìðïñåß
íá ðåñéãñáöåß áðü ôï ãñÜöçìá ìéáò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò Çì ôçò áñãÞò ìåôáâëçôÞò Ø,
äçëáäÞ, ôçí êáôÜóôáóç ôïõ åêêñåìïýò {Ø1; Ø2} êáé ôï äõíáìéêü ôçò áñìïíéêÞò åîáíáãêá-
óìÝíçò äýíáìçò {Ø3; Ø4}, ôï ìÝãåèïò ôçò áíÜëõóçò Í, êáé ôçí ðáñÜìåôñï ì· Þôïé, üëá ôá
óçìåßá Ñ = (Ø;Æ) åðß ôçò ðïëëáðëüôçôáò éêáíïðïéïýí ôç ó÷Ýóç:

(5.1.14) Æ −Çì(Ø;Í) = 0;

üðïõ
Çì = ({Çì

1 ; Ç
ì
2 }; {Ç

ì
3 ; Ç

ì
4 }; : : : ; {Ç

ì
2m−1; Ç

ì
2m})T ; m = 1; 2; : : : ; N:

ÐñïêåéìÝíïõ íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí óõíÜñôçóç Çì, êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôçí áñãÞ ðïëëáðëü-
ôçôá, äéáìïñöþíïõìå ôçí åðïíïìáæüìåíç óõíèÞêç áñãÞò ðïëëáðëüôçôáò

(5.1.15) Â(Ø;Í)Çì(Ø;Í) +G(Ø;Í) = ìDØÇ
ì(Ø;Í)[Á(Ø;Í)Çì(Ø;Í) + F(Ø;Í)];

üðïõ ç DØ äçëþíåé äéáöüñéóç ùò ðñïò Ø. ÁõôÞ åßíáé ìéá äéáäéêáóßá ïñèïãïíùðïßçóçò [5]
êáé ëáìâÜíåôáé ðñþôá áíôéêáèéóôþíôáò ôçí (5.1.14) óôçí (5.1.13b), êáé óôç óõíÝ÷åéá ÷ñçóé-
ìïðïéþíôáò ôçí (5.1.13a). H óõíèÞêç (5.1.15) åããõÜôáé üôé ç áñãÞ ðïëëáðëüôçôá èá åßíáé
áíáëëïßùôç. Åðéëýïõìå ðñïóåããéóôéêÜ ôçí áíùôÝñù åîßóùóç õðïèÝôùíôáò

(5.1.16) Çì(Ø;Í) = Ç0(Ø;Í) +
∞∑
j=1

ìjÇj(Ø;Í);

üðïõ
Çj ≡

(
{Ç j

1 ; Ç
j
2}; {Ç

j
3 ; Ç

j
4}; : : : ; {Ç

j
2m−1; Ç

j
2m}
)T

; m = 1; 2; : : : ; N:

Áíôéêáèéóôþíôáò ôï áóõìðôïôéêü áíÜðôõãìá (5.1.16) óôç óõíèÞêç ðïëëáðëüôçôáò (5.1.15)
êáé åîéóþíïíôáò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí éäßùí äõíÜìåùí ôïõ ì ìå ôï ìçäÝí, ëáìâÜíïõìå ôéò
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áêüëïõèåò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò ãéá ôïõò ðñïóåããéóôéêïýò üñïõò Çj [5]:

Â(Ø;Í)Ç0 = −G(Ø;Í);

Â(Ø;Í)Ç1 = DØÇ
0F(Ø;Í) +DØÇ

0Á(Ø;Í)Ç0;

Â(Ø;Í)Ç2 = DØÇ
1F(Ø;Í) +DØÇ

1Á(Ø;Í)Ç0 +DØÇ
0Á(Ø;Í)Ç1;

... =
...

Â(Ø;Í)Çn = DØÇ
n−1F(Ø;Í) +

n−1∑
j=0

DØÇ
jA(Ø;Í)Çk; k + j = n− 1:

Óôï ÐáñÜñôçìá Â Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé ôïõò ðñþôïõò ôñåéò ðñïóåããéóôéêïýò üñïõò H0;H1;H2.
¸ôóé, ç áñãÞ ðïëëáðëüôçôá W ì ôïõ óõóôÞìáôïò ñÜâäïõ/åêêñåìïýò (Í = ∞) ðåñéãñÜöåôáé
áðü ôï ãñÜöçìá ôçò áêüëïõèçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò:

(5.1.17) Çì(Ø) = lim
N→∞

Çì(Ø;Í) = lim
N→∞

[
Ç0(Ø;Í) +

∞∑
j=1

ìjÇj(Ø;Í)

]
;

üðïõ

Çì = ({Çì
1 ; Ç

ì
2 }; {Ç

ì
3 ; Ç

ì
4 }; : : : ; {Ç

ì
2m−1; Ç

ì
2m})T ; m = 1; 2; : : : ; N →∞:

5.2 ÁíÜëõóç ìå ÷ñÞóç ôïõ CSP

¼ðùò êáé óôï ðñþôï ðñüâëçìá ôïõ Êåö.4, Ýôóé êáé åäþ, ðñïôïý ðñï÷ùñÞóïõìå èá ðñÝðåé
íá ðñïóäéïñßóïõìå óùóôÜ ôá óýíïëá ôùí ãñÞãïñùí êáé áñãþí ìåôáâëçôþí ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò ðïõ ëáìâÜíïíôáé õð' üøéí áðü ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäï CSP. ¹äç Ý÷ïõìå ðñï÷ùñÞ-
óåé, óôçí êëáóéêÞ áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç ðïõ ðñïçãÞèçêå, óå Ýíáí áñ÷éêü äéá÷ùñéóìü óýì-
öùíá ìå ôïí ïðïßï ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ùñßæïíôáé óôéò Ø ≡ (Ø1; Ø2) áñãÝò
êáé Z ≡ ({Z1; Z2}; {Z3; Z4}; : : : ; {Z2m−1; Z2m}) ãñÞãïñåò. Óôçí áíÜëõóç ðïõ áêïëïõèåé,
èåùñïýìå üôé å = 10−3 êáé m = 4, óõíåðþò õðÜñ÷ïõí üñïé ìÝ÷ñé êáé {Æ7; Æ8}. Èá åðéâåâáéþ-
óïõìå üôé ï äéá÷ùñéóìüò áõôüò åßíáé äüêéìïò.

ÐñïêåéìÝíïõ íá åîåôÜóïõìå ôçí áêáìøßá ðïõ åéóÜãåé ï ðçãáßïò üñïò g, õðïëïãßóáìå ôéò éäéï-
ôéìÝò ôçò ÉáêùâéáíÞò ïñßæïõóáò óå üëï ôï õðïëïãéóôéêü ðåäßï. Óôï Ó÷.(5.2) áðåéêïíßæåôáé ï
ëüãïò ôùí äéáäï÷éêþí (óå ìÝãåèïò) éäéïôéìþí ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ. Ðáñáôçñïýìå üôé
åíþ ïé ïêôþ ðñþôåò éäéïôéìÝò åßíáé ôçò ßäéáò ôÜîçò ìåãÝèïõò, Ýíá ìåãÜëï Üëìá õðÜñ÷åé áíÜ-
ìåóá óôçí üãäïç êáé ôçí Ýíáôç éäéïôéìÞ. ¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé óôï Êåö.3, áõôÞ ç äéáöïñÜ
åßíáé ðïõ ðñïêáëåß ôçí áêáìøßá ëüãù ôïõ ðçãáßïõ üñïõ. Ï ëüãïò ôùí äýï áõôþí éäéïôéìþí
áðïôåëåß Ýíá ìÝôñï áêáìøßáò åîáéôßáò ôïõ g. Åöüóïí, ëïéðüí, ç äéáöïñÜ áõôÞ ðáñáôçñåßôáé
áíÜìåóá óôçí üãäïç êáé Ýíáôç éäéïôéìÞ, ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ó÷.(5.2) óõíéóôïýí üôé ðñÝðåé
íá õðÜñ÷ïõí ïêôþ ãñÞãïñåò ìåôáâëçôÝò êáé äýï áñãÝò.
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Ó÷Þìá 5.2: Ïé ëüãïé ôùí ìÝôñùí ôùí éäéïôéìþí. r(i; j) åßíáé ç i−ïóôÞ êáé j−ïóôÞ éäéïôéìÞ, ïé ïðïßåò
åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.

ÐñïêåéìÝíïõ íá åðéâåâáéþóïõìå ôùí áíùôÝñù éó÷õñéóìü, åîåôÜæïõìå ôá ãñÞãïñá åýñç (fast
amplitudes) ôçò ìåèüäïõ CSP ãéá ôçí ôáîéíüìçóç ðïõ åðéèõìïýìå. Óôçí ðáñÜãñáöï (3.2.ä)
äåßîáìå üôé ïé äýï åîéóþóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôï manifold

gr −Gr
sg

s = 0;(5.2.1)

Br
rg

r +Br
sg

s = 0;(5.2.2)

åéíáé éóïäýíáìåò. ÅðïìÝíùò, ôá ãñÞãïñá åýñç ôçò ìåèüäïõ CSP äßíïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç

(5.2.3) fr = gr −Gr
sg

s:

Óôá Ó÷.(5.3) áðåéêïíßæåôáé ç åîÝëéîç ôùí ãñÞãïñùí ðëáôþí óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá t ∈ (0; 104)
Ýðåéôá áðü 3 Br-re�nements. ¼ðùò ðáñáôçñïýìå, ôá åýñç ôùí ãñÞãïñùí ìåôáâëçôþí ãéá ôçí
ôõ÷áßá åðéëïãÞ ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ðïõ Ý÷ïõìå êÜíåé ôåßíïõí óôï ìçäÝí êáèþò t → ∞,
ãåãïíüò ðïõ åðéâåâáéþíåé ôï ïñèü ôçò áðüöáóÞò ìáò.

Áöïý Ý÷ïõìå åðéëÝîåé, ëïéðüí, êáôÜëëçëá ôéò ãñÞãïñåò êáé áñãÝò ìåôáâëçôÝò ôïõ ðñïâëÞìá-
ôïò, èá õðïëïãßóïõìå ôïí ðßíáêá Gr

s åßôå áðü ôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç (3.2.45) åßôå áðü ôïí
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Ó÷Þìá 5.3: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí 8 ãñÞãïñùí ðëáôþí ãéá ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ô = (0; 104) Ýðåéôá
áðü 3 Br-re�nements. Óôïí ïñéæüíôéï Üîïíá åßíáé ï ÷ñüíïò êáé óôïí êÜèåôï Üîïíá ç áðüëõôç ôéìÞ
ôùí ðëáôþí.

åðáíáëçðôéêü áëãüñéèìï (3.2.46). ¸ôóé, ãéá ôïí äéá÷ùñéóìü ðïõ Ý÷ïõìå õðïèÝóåé êáé ãéá
áñ÷éêÞ ôéìÞ

G8
2(0) =

(
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

)T

ðñïêýðôïõí ïé ðñïóåããßóåéò G8
2(1);G

8
2(2); ::: ôïõ ðßíáêá G

8
2.

1

1Ëüãù áñêåôÜ ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò ôï ïðïßï õðåñÝâáéíå êáôÜ ðïëõ ôéò äéáóôÜóåéò ôéò ðáñïýóáò óåëßäáò,
ïé åêöñÜóåéò ôùí ðñïóåããßóåùí G8

2(2); ::: äåí Þôáí äõíáôüí íá áíáôõðùèïýí. Åðßóçò, óôá åðüìåíá ðïõ
áêïëïõèïýí, Ø1=Õ1 êáé Ø2=Õ2.
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ÅíäåéêôéêÜ, ç ðñþôç ðñïóÝããéóç äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

(5.2.4) G8
2(1) =



2â(ã1+ã2) sinØ1

1+8â cos2Ø1
4âØ2 cosØ1

0 0

−2â(ã1+ã2) sinØ1

1+8â cos2Ø1
−4âØ2 cosØ1

0 0
2â(ã1+ã2) sinØ1

1+8â cos2Ø1
4âØ2 cosØ1

0 0

−2â(ã1+ã2) sinØ1

1+8â cos2Ø1
−4âØ2 cosØ1

0 0


üðïõ

ã1 = −2(1 + 8â + Æ1 − Æ3 + Æ5 − Æ7 + 2(−Æ8 + Æ2 − Æ4 + Æ6)æñ) cosØ1

ã2 = Ø2
2(−1 + 4â cos 2Ø1)

êáé ôá áíôßóôïé÷á ãñÞãïñá åýñç äßíïíôáé áðü:

(5.2.5) F(1) =



Z2

å
+ 2âØ2

1+8â cos2Ø1

[
ö0 +

∑3
k=1 ök sin kØ1

]
Ż2

Z4

å
− 2âØ2

1+8â cos2Ø1

[
ö0 +

∑3
k=1 ök sin kØ1

]
Ż4

Z6

å
+ 2âØ2

1+8â cos2Ø1

[
ö0 +

∑3
k=1 ök sin kØ1

]
Ż6

Z8

å
− 2âØ2

1+8â cos2Ø1

[
ö0 +

∑3
k=1 ök sin kØ1

]
Ż8


üðïõ

ö0 = 4(1 + 6â)Ø2æñ cosØ1 + 8âØ2æñ cos 3Ø1

ö1 = (1− 6â)Ø2
2

ö2 = 2(1 + 8â + Æ1 − Æ3 + Æ5 − Æ7 + 2(−Æ8 + Æ2 − Æ4 + Æ6)æñ)

ö3 = −6âØ2
2

¼ôáí ç ëýóç âñßóêåôáé ðÜíù óôï õðåñåðßðåäï, ç ó÷Ýóç (3.2.20) éêáíïðïéåßôáé åíþ áõôüìáôá
ôï äåîéü ìÝëïò ôùí åîéóþóåùí (5.2.5) éóïýôáé åê ôáõôüôçôïò ìå ôï ìçäÝí, åðéôñÝðïíôáò, Ýðåéôá
áðü ôçí ëýóç Fr = 0, ôïí õðïëïãéóìü ôùí Zn = Zn(Y1; Y2); n = 1; 2; : : : ; 8.

5.3 Óýãêñéóç êëáóóéêÞò êáé õðïëïãéóôéêÞò ëýóçò

¼ðùò êáé óôï Êåö.4, Ýôóé êáé åäþ, ìåëåôÞóáìå ðáñÜëëçëá ôï ðñüâëçìá, ôüóï áðü èåùñçôéêÞ
óêïðéÜ üóï êáé áðü õðïëïãéóôéêÞ êáé êáôáëÞîáìå óôïí õðïëïãéóìü ôùí ðïëëáðëïôÞôùí áðü
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Ó÷Þìá 5.4: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ó÷åôéêïý óöÜëìáôïò ôùí äýï ðñïóåããßóåùí óôï ÷þñï öÜóçò
[−104; 104]× [−104; 104]· Ç ôÜîç áêñßâåéáò êáé ôùí äýï åßíáé Ï(å). Ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ ó÷åôéêïý
óöÜëìáôïò êõìáßíåôáé óôï 10−16, ôçí áêñßâåéá ôïõ óõóôÞìáôïò.

äýï äéáöïñåôéêïýò äñüìïõò. Ãéá íá óõãêñßíïõìå ôéò äýï ðïëëáðëüôçôåò èåùñïýìå ôïí ÷þñï
ôùí öÜóåùí ìå óõíôåôáãìÝíåò Õ1; Õ2 êáé Æn, ãéá n = 1; 2; : : : ; 8 êáé ìåëåôïýìå ôéò äéÜöïñåò
óõíéóôþóåò ôùí åêÜóôïôå ðïëëáðëïôÞôùí. Óôá ó÷Þìáôá ðïõ áêïëïõèïýí áíáðáñéóôïýìå ôçí
ðñþôç åê ôùí óõíéóôùóþí Æ1, üìùò ôá áðïôåëÝóìáôá éó÷ýïõí êáé ãéá üëåò ôéò õðüëïéðåò.

Áñ÷éêÜ, ìéá ðñþôç åêôßìçóç õðïäåéêíýåé üôé êáé ïé äýï ðñïóåããßóåéò ðåñéãñÜöïõí ôçí áêñéâÞ
ëýóç ìå ôçí ßäéáò ôÜîçò áêñßâåéá. ÕðïèÝôùíôáò ðñþôçò ôÜîçò áêñßâåéá O(å), ôüóï ãéá ôçí
ðïëëáðëüôçôá ðïõ ëáìâÜíïõìå áðü ôçí êëáóéêÞ áíÜëõóç üóï êáé ãéá ôçí ðïëëáðëüôçôá ðïõ
ëáìâÜíïõìå áðü ôçí ìÝèïäï CSP, ç áñ÷éêÞ ìáò åêôßìçóç åðéâåâáéþíåôáé, üðùò öáßíåôáé êáé
áðü ôï Ó÷.(5.4). Óôï ÷þñï ôùí öÜóåùí ðïõ ïñßæåôáé ãéá −104 ≤ Õ1 ≤ 104 êáé −104 ≤ Õ2 ≤
104, áíáðáñéóôïýìå ôçí óõíÜñôçóç “diff ′′, ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò diff = ‖1−csp=classic‖, åßíáé
äçëáäÞ ôï ó÷åôéêü óöÜëìá ôùí äýï ðñïóåããßóåùí. ¼ðùò äéáðéóôþíïõìå, óå ìéá ëïãáñéèìéêÞ
êëßìáêá ôï ó÷åôéêü óöÜëìá êõìáßíåôáé óôéò ôéìÝò êïíôÜ óôï 10−16, ôçí áêñßâåéá äçëáäÞ ôïõ
óõóôÞìáôïò ðïõ êÜíáìå ôçí ìåëÝôç. Ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ïé äýï ðñïóåããßóåéò ìðïñïýí
íá èåùñçèïýí êáèïëéêÜ ßäéåò. ÅîÜëëïõ, åðéëýïíôáò ôï óýóôçìá Fr = 0 ùò ðñïò ôçí ðñþôç
áðü ôéò ï÷ôþ óõíéóôþóåò ôïõ manifold, ëáìâÜíïõìå ôç ó÷Ýóç:

Hì
1 = 2â(−1 +Ø2

2 cosØ1 + cos2Ø1) + å
(
4âØ3

2æñ sinØ1 + 16âØ2æñ cosØ1(sinØ1 +Ø2æñ)
)
;

åßíáé äçëáäÞ ç ßäéá áëãåâñéêÞ Ýêöñáóç ðïõ ëáìâÜíïõìå áðü ôçí êëáóéêÞ áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç
ãéá ôçí ðñþôç óõíéóôþóá!
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Ó÷Þìá 5.5: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ó÷åôéêïý óöÜëìáôïò ôùí äýï ðñïóåããßóåùí óôï ÷þñï öÜóçò
[−10; 10] × [−10; 10]· Ç ôÜîç áêñßâåéáò êáé ôùí äýï åßíáé Ï(å2). Ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ ó÷åôéêïý
óöÜëìáôïò êõìáßíåôáé êïíôá óôï 10−2.

Áí õðïèÝóïõìå ôþñá äåýôåñçò ôÜîçò áêñßâåéá Ï(å2) êáé ãéá ôéò äýï ðïëëáðëüôçôåò, ðáñá-
ôçñïýìå üôé ç áñ÷éêÞ åêôßìçóç äåí åõóôáèåß. Ãéá ôïí ÷þñï ôùí öÜóåùí ðïõ ïñßæåôáé áðü
−10 ≤ Õ1 ≤ 10 êáé −10 ≤ Õ2 ≤ 10, ç óõíÜñôçóç diff - äçëáäÞ ôï ó÷åôéêü óöÜëìá - óå ìéá
ëïãáñéèìéêÞ êëßìáêá êõìáßíåôáé óôéò ôéìÝò áíÜìåóá óôï [10−4; 1], üðùò äéáðéóôþíïõìå êáé
óôï Ó÷.(5.5).

Åäþ ôï óõìðÝñáóìá åßíáé üôé ïé äýï ðñïóåããßóåéò äåí ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ôáõôïôéêÝò üðùò
óôçí ðñþôçò ôÜîçò áêñßâåéá. Ôï ãåãïíüò áõôü öáßíåôáé êáé óôï Ó÷.(5.6) üðïõ Ý÷ïõìå áíá-
ðáñáóôÞóåé ôéò äýï ðïëëáðëüôçôåò óå ãñáììéêÞ êëßìáêá.

Ç äéáöïñá áõôÞ ìáò åðéôñÝðåé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå ðåñáéôÝñù ìåëÝôç ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ãéá íá
äïýìå ðïéÜ áðï ôéò äýï ðñïóåããßóåéò ðåñéãñÜöåé ôï ðñüâëçìá êáëýôåñá, èá ðñÝðåé íá äïýìå
ðùò óõìðåñéöÝñåôáé ç áêñéâÞò ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óå ó÷Ýóç ìå ôéò äýï ðïëëáðëüôçôåò.
ÅðåéäÞ üìùò ôï äõíáìéêü óýóôçìá ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí êßíçóç ôïõ åêêñåìïýò êáé ôùí ïêôþ
äéáöïñåôéêþí ôñüðùí ôáëÜíôùóçò åßíáé äýóêáìðôï, ç áêñéâÞò ëýóç èá ðñïóäéïñéóôåß áñéèìç-
ôéêÜ.ÊÜíïíôáò ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôéêïý ðáêÝôïõ LSODE ôçò FORTRAN, õðïëïãßóáìå ôéò
ôñï÷éÝò ôçò ëýóçò óôïí ÷þñï ôùí öÜóåùí ãéá äéÜöïñåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ôéò áíáðáñá-
óôÞóáìå ìáæß ìå ôéò äýï åðéöÜíåéåò ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôéò áíôßóôïé÷åò ðïëëáðëüôçôåò.

Óôï Ó÷.(5.7á,â) ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ôñï÷éÝò ôçò áêñéâïýò ëýóçò ãéá äýï äéáöïñåôéêÝò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò êáé ãéá t ∈ [0; 100]. Êáèþò t → ∞ ïé ôñï÷éÝò óõãêëßíïõí óôá óçìåßá éóïññïðßáò
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Ó÷Þìá 5.6: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí äýï ðñïóåããßóåùí äåýôåñçò ôÜîçò áêñßâåéáò Ï(å2) óå Ýíá
ôõ÷áßï õðïóýíïëï ôïõ ÷þñïõ ôùí öÜóåùí Õ1; Õ2; Æ1.

ôïõ ðñïâëÞìáôïò

C =
(
{Ø̂1; Ø̂2}; {Æ̂1; Æ̂2}; : : : ; {Ẑ2N−1; Ẑ2N}

)
= ({0; 0}; {0; 0}; : : : ; {0; 0});

S±1 =
(
{Ø̂1; Ø̂2}; {Æ̂1; Æ̂2}; : : : ; {Ẑ2N−1; Ẑ2N}

)
= ({±êð; 0}; {0; 0}; : : : ; {0; 0}):(5.3.1)

üðïõ ê = 1; 2; :::;∞ ¼ðùò ðáñáôçñïýìå, ç ìåôÜâáóç ôçò ôñï÷éÜò ðÜíù óôçí ðïëëáðëüôçôá
ðïéêßëåé áíÜëïãá ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Óôï Ó÷.(5.7 á) ç ôñï÷éÜ ôçò
ëýóçò êéíåßôáé ôáëáíôùôéêÜ ãýñù áðü ôï manifold óõãêëßíïíôáò óå Ýíáí ïñéáêü êýêëï ðïõ
êåßôáé åðß ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí ðïëëáðëüôçôá. Óå áíôßèåóç ìå ôçí ðñþôç ðå-
ñßðôùóç, óôï Ó÷.(5.7 â) ç ìåôÜâáóç äåí åßíáé ïìáëÞ. ÓõãêåêñéìÝíá, ç ëýóç ðáñïõóéÜæåé
\÷áïôéêÝò" êéíÞóåéò ãýñù áðü ôçí ðïëëáðëüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò ðñùôïý ç äõíáìéêÞ ôïõ
ðñïâëÞìáôïò ôçò åðéôñÝøåé íá ðÝóåé ðÜíù óå áõôÞí êáé ôåëéêÜ óå Ýíáí ïñéáêü êýêëï, ðåñß ôïõ
åêÜóôïôå óçìåßïõ éóïññïðßáò. Óçìåéþíïõìå ïôé õðÜñ÷åé ìéá ïñéáêÞ ôéìÞ ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõí-
èÞêåò ç ïðïßá äéá÷ùñßæåé ôçí ïìáëÞ áðï ôçí ÷áïôéêÞ ìåôÜâáóç ôçò ëýóçò ðñïò ôï manifold [7].

¼ðùò üìùò åßäáìå ðñïçãïõìÝíùò, ïé äýï åêöñÜóåéò äåýôåñçò ôÜîçò áêñßâåéáò Ï(å2) ðïõ
ðåñéãñÜöïõí ôçí ãåùìåôñéêÞ ðïëëáðëüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò, äçëáäÞ ç áíáëõôéêÞ êáé ç áñéè-
ìçôéêÞ, äéáöÝñïõí êáôÜ ìéá ôÜîç ìåãÝèïõò ðïõ êõìáßíåôáé áðü Ï(å) ìÝ÷ñé êáé Ï(1). Óôï
Ó÷.(5.8) Ý÷ïõìå áíáðáñáóôÞóåé ôéò äýï áõôÝò ðñïóåããßóåéò ìáæß ìå ôçí áêñéâÞ ëýóç êáé ôçí
ðñþôçò ôÜîçò áêñßâåéáò ðñïóÝããéóç(ç ïðïßá åßíáé ôáõôïôéêÜ ßóç ìå ôçí ðñþôç ðñïóÝããéóç
ôçò ìåèüäïõ CSP), ãéá åíá ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ô = [á; â] : á > 1500 êáôÜ ôï ïðïßï ç ëýóç
âñßóêåôáé ðÜíù óôï manifold ìå áêñßâåéá Ï(< 10−6). Äéáðéóôþíïõìå üôé ç Ï(å2) áíáëõôéêÞ
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(á) (â)

Ó÷Þìá 5.7: ÃñáöéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò ôñï÷éÜò ôçò áêñéâïýò ëýóçò óôï ÷þñï öÜóåùí Õ1; Õ2; Æ1

(á) ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (2, 0.5) êáé (â) ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (2, 2.5) ãéá t ∈ [0; 100].

ëýóç ôçò ðïëëáðëüôçôáò ðñïóåããßæåé ôçí áêñéâÞ êáôÜ ìéá ôÜîç ìåãÝèïõò Ï(10−3), üôáí ïé
õðüëïéðåò ðñïóåããßæïõí ôçí áêñéâÞ ëýóç ìå áêñßâåéá ìåãáëýôåñç áðü Ï(10−4). Ôï ãåãïíüò
áõôü ìðïñåß íá ïöåßëåôáé óå äéÜöïñïõò ðáñÜãïíôåò üðùò ðéèáíÞ ëáíèáóìÝíç Ýêöñáóç ôçò
Ï(å2) áíáëõôéêÞò ëýóçò Þ áêüìá êáé ëáíèáóìÝíïò ÷åéñéóìüò ôçò áðü ôïí óõããñáöÝá ìÝóù
ôùí õðïëïãéóôéêþí ðáêÝôùí ôçò Fortran êáé ôçò Mathematica. Óå êÜèå ðåñßðôùóç, ç ðáñïõ-
óßá ôÝôïéùí áíáêñéâþí áðïôåëåóìÜôùí äåí áðïôåëåß áíôéêåßìåíï ãéá ðåñáéôÝñù áíÜëõóç êáé
óõíåðþò ç óõãêñéôéêÞ ìåëÝôç ôùí äýï ðñïóåããßóåùí èá óôáìáôÞóåé óå áõôü ôï óçìåßï.

Áõôü üìùò ðïõ ìðïñïýìå êáé áîßæåé íá ðáñáôçñÞóïõìå åßíáé ç ðñïóäïêþìåíç âåëôßùóç ôçò
áêñßâåéáò áðü ôçí ðñþôç ðñïóÝããéóç ôçò ìåèüäïõ CSP óôçí äåýôåñç. Óôïí Ðéíáêá (4.1) ðïõ
áêïëïõèåß Ý÷ïõìå óõëëÝîåé ôéò ôéìÝò ôùí äýï ðñïóåããßóåùí ãéá äÝêá äéáöïñåôéêÜ óçìåßá åðß
ôïõ ÷þñïõ öÜóåùí êáé ôéò Ý÷ïõìå óõãêñßíåé ìå ôéò ôéìÝò ôçò áêñéâïýò ôñï÷éÜò üðùò áõôÝò
äßíïíôáé áðü ôïí áëãüñéèìï ôçò DLSODE. Ãéá ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ô ðïõ Ý÷ïõìå åðéëÝîåé,
åðéóçìáßíïõìå üôé ç ôéìÝò ôçò ëýóçò óõìðßðôïõí ìå áõôÝò ôçò áêñéâïýò ðïëëáðëüôçôáò ìå
áêñßâåéá ìéêñüôåñç áðü Ï(10−6). ÅðïìÝíùò ç óýãêñéóç áõôþí ôùí ôéìþí ðáñÝ÷åé ìéá ðïëý
êáëÞ åéêüíá ãéá ôçí áêñßâåéá ôùí äýï ðñïóåããßóåùí.

¼ðùò áíáìåíüôáí, ç G2 ðñïóÝããéóç ðáñÝ÷åé Ýíáí ðéï êáëü ðñïóäéïñéóìü ôçò ôéìÞò ôçò ëýóçò,
ìå áêñßâåéá ðïõ êõìáßíåôáé áðü äýï ìÝ÷ñé êáé ôñßá äåêáäéêÜ øçößá óå ó÷Ýóç ìå ôçí G1

ðñïóÝããéóç. Óå êÜèå ðåñßðôùóç, ç ôÜîç ôçò áêñßâåéáò êáé ôùí äýï ðñïóåããßóåùí óõìâáäßæåé
ìå ôá ðñïâëåðüìåíá, üíôáò Ï(å) êáé Ï(å2), áíôßóôïé÷á. Ôï ãåãïíüò áõôß åßíáé ðÝñá áðü
éêáíïðïéçôéêü, áí óõíõðïëïãßóïõìå êáé ôçí ôÜîç ìåãÝèïõò ôçò ßäéáò ôçò ëýóçò, ç ïðïßá ãéá
ôï äéÜóôçìá áõôü ðïõ Ý÷ïõìå åðéëÝîåé, åíôïðßæåôáé óå Ï(10−6) ìå Ï(10−7).
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Ó÷Þìá 5.8: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí 4 ðïëëáðëïôÞôùí ìáæß ìå ôçí áêñéâÞ ëýóç ãéá Ýíá ÷ñïíéêü
äéÜóôçìá Ô = {[á; â] : á > 1500}.

Óçìåßá (Y1; Y2) G1 ðñïóÝããéóç G2 ðñïóÝããéóç ÁêñéâÞò ôéìç

(1) 2:00981 ∗ 10−6 2:01251 ∗ 10−6 2:01251 ∗ 10−6
(2) 1:71343 ∗ 10−6 1:71571 ∗ 10−6 1:71571 ∗ 10−6
(3) 0:91707 ∗ 10−6 0:91827 ∗ 10−6 0:91828 ∗ 10−6
(4) 0:93926 ∗ 10−6 0:94051 ∗ 10−6 0:94051 ∗ 10−6
(5) 0:10653 ∗ 10−6 0:10669 ∗ 10−6 0:10669 ∗ 10−6
(6) −1:08982 ∗ 10−6 −1:09126 ∗ 10−6 −1:09127 ∗ 10−6
(7) −0:42809 ∗ 10−6 −0:42864 ∗ 10−6 −0:42864 ∗ 10−6
(8) −0:77532 ∗ 10−6 −0:77634 ∗ 10−6 −0:77634 ∗ 10−6
(9) 0:31523 ∗ 10−6 0:31563 ∗ 10−6 0:31564 ∗ 10−6
(10) 0:79613 ∗ 10−6 0:79721 ∗ 10−6 0:79721 ∗ 10−6

Ðßíáêáò 5.1: Óõãêåíôñùôéêüò ðßíáêáò äÝêá äéáöïñåôéêþí óçìåßùí êáé ïé áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ôùí
ðñïóåããßóåùí. Ç ðñïóäïêþìåíç âåëôßùóç óôçí áêñßâåéá åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ Ï(å).



ÊåöÜëáéï 6

Åðßëïãïò

Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá, áó÷ïëçèÞêáìå ìå ìéá éäéáßôåñç êáôçãïñßá äõíáìéêþí óõóôçìÜôùí,
ôá äýóêáìðôá(sti�), ôá ïðïßá ÷áñáêôçñßæïíôáé áðü äýï äéáöïñåôéêÝò êëßìáêåò ÷ñüíïõ. Âá-
óéæüìåíïé óôç èåùñßá ôùí éäéáæïõóþí äéáôáñá÷þí, åêìåôáëëåõôÞêáìå ôçí ìåãÜëç äéáöïñÜ
ìåãÝèïõò ôùí äýï áõôþí ÷ñïíïêëéìÜêùí êáé ìåôáó÷Þìáôéæïíôáò ôá óå êáôÜëëçëåò ìïñöÝò,
ðñï÷ùñÞóáìå óôçí åðßëõóç ôïõò ôüóï áíáëõôéêÜ üóï êáé áñéèìçôéêÜ.

Ãéá ôçí áíáëõôéêÞ åðßëõóç, óôçñé÷èÞêáìå óôç Èåùñßá ôùí Áíáëëïßùôùí ÐïëëáðëïôÞôùí, þóôå
íá ìðïñÝóïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôá ãåùìåôñéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôùí äýï äõíáìéêþí óõóôç-
ìÜôùí. Ç êëáóóéêÞ áíÜëõóç ôùí ðñïâëçìÜôùí äåí áðïôÝëåóå, ùóôüóï, ôï áíôéêåßìåíï ôçò
ðáñïýóáò ìåëÝôçò áëëÜ õðïóôÞñéîå óå êÜèå ðåñßðôùóç ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí áðü
ôçí åöáñìïãÞ ôçò õðïëïãéóôéêÞò áíÜëõóçò.

Ç áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôùí ðñïâëçìÜôùí åß÷å ùò óêïðü ôçí ìåëÝôç ôçò óõìðåñéöïñÜò ôçò õðï-
ëïãéóôéêÞò ìåèüäïõ CSP, ç ïðïßá áíáðôý÷èçêå áðü êïéíïý áðü ôïõò S.H.Lam êáé Ä.Á.Ãêïýóç.
Ç CSP áðïôåëåß Ýíá ðïëý êáëü åñãáëåßï ãéá ôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ôçò ìïñöÞò

dy

dt
=
f(y)

å
;

åßôå áõôÜ âñßóêïíôáé óå äéáóôáôïðïéçìÝíç åßôå óå áäéÜóôáôç ìïñöÞ. Áíáëýóáìå êáé áðïäåß-
îáìå ôá âáóéêÜ óçìåßá ôçò ìåèüäïõ êáèþò åðßóçò êáé ôçò ôñïðïðïéìÝíçò åêäï÷Þò ôçò.

¸ôóé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäï CSP ìåëåôÞóáìå äýï äýóêáìðôá ðñïâëÞ-
ìáôá ôáëáíôùôéêÞò öýóåùò ôåóóÜñùí êáé äÝêá äéáóôÜóåùí, áíôßóôïé÷á. Ôá áðïôåëÝóìáôá
Þôáí óõíáñðáóôéêÜ. Óôï ðñþôï êáôÜ óåéñÜ ðñüâëçìá ôùí ôåóóÜñùí äéáóôÜóåùí, ç Ï(å2)
ðñïóÝããéóç ôçò ìåèüäïõ, ü÷é ìüíï êáôÜöåñå íá åðéôý÷åé áêñßâåéá ìåãÜëõôåñç áðü Ï(å2) ãéá
ðåñéï÷Ýò êïíôÜ óôá óôÜóéìá óçìåßá ôïõ äõíáìéêïý ðñïâëÞìáôïò, áëëÜ äéáôÞñçóå ôçí ßäéá
áêñßâåéá êáé ãéá üëá ôá õðüëïéðá óçìåßá ôïõ ÷þñïõ öÜóåùí. Áíôßèåôá, ç åöáñìïãÞ ôçò êëá-
óéêÞò áóõìðôùôéêÞò áíÜëõóçò êñßèçêå éêáíïðïéçôéêÞ ìüíï ãéá ôéò ðåñéï÷Ýò êïíôÜ óôá óçìåßá
éóïññïðßáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò, áäõíáôþíôáò íá áêïëïõèÞóåé ôçí ßäéá áêñßâåéá ãéá üëåò ôéò ðå-
ñéï÷Ýò ôïõ ÷þñïõ ôùí öÜóåùí. ×áñáêôçñéóôéêÜ, åðéëÝîáìå óõãêåêñéìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
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ïé ïðïßåò êïßôùíôáí åðß ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ ðåñéÝãñáöå ôçí áíáëõôéêÞ ðïëëáðëüôçôá. Ôï áðï-
ôÝëåóìá Þôáí ç ëýóç íá áðïìáêñõíèåß áðü ôçí \êëáóéêÞ\ ðïëëáðëüôçôá êáèþò Ýëêïíôáí áðü
ôçí 'õðïëïãéóôéêÞ'.

Óôï äÝõôåñï êáôÜ óåéñÜ ðñüâëçìá ôùí äÝêá äéáóôÜóåùí, ïé óõíèÞêåò äåí åðÝôñåøáí ìéá Üìåóç
óýãêñéóç ôùí äýï äéáöïñåôéêþí ðñïóåããßóåùí. ÐáñáôçñÞóáìå ðùò ç Ï(å2) ðïëëáðëüôçôá
ôçò êëáóéêÞò áóõìðôùôéêÞò áíÜëõóçò õóôåñïýóå óå áêñßâåéá Ýíáíôé ôçò Ï(å), ðñÜãìá ðïõ
áíá÷áßôéóå ôçí ðåñáéôÝñù ìåëÝôç. ¼ìùò áðïôÝëåóå åõêáéñßá ãéá íá óõãêñßíïõìå ôçí ðñïó-
äïêþìåíç âåëôßùóç ôçò áêñßâåéáò ôçò ìåèüäïõ CSP ìåôáâáßíïíôáò áðü ôçí Ï(å) óôçí Ï(å2)
ðñïóÝããéóç. ÐñÜãìáôé, ç ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò CSP ðéóôÞ óôéò äõíáôüôçôåò ôçò êáôÜöåñå
íá åðéôý÷åé âåëôéùìÝíç áêñßâåéá ãéá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôïõ ÷þñïõ ôùí öÜóåùí, åßôå áõôü
êåßôïíôáí êïíôÜ óôá óôÜóéìá óçìåßá ôïõ óõóôÞìáôïò åßôå ìáêñéÜ áðü áõôÜ.

ÊáôáëçêôéêÜ, ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ åîÜãïíôáé Ýðåéôá áðü ôçí ìåëÝôç ôçò óõìðåñéöïñÜò ôçò
ìåèüäïõ CSP óå ðñïâëÞìáôá ôáëáíôùôéêÞò öýóåùò åßíáé ðÝñá áðï åíèáññõíôéêÜ. Êáé óôéò äýï
ðåñéðôþóåéò ç (ôñïðïðïéçìÝíç) ìÝèïäïò CSP åðÝäåéîå áêñßâåéá óôçí ðñïóÝããéóç ôùí ãåùìå-
ôñéêþí ÷áñáêôçñéóôéêþí óõãêñßóéìç êáé ðïëëÝò öïñÝò êáëýôåñç áðü ôçí áíôßóôïé÷ç êëáóéêÞ
áóõìðôùôéêÞ áíÜëõóç. Ôá äýï ìåëåôçèÝíôá ðñïâëÞìáôá áíÝäåéîáí óôï ìÝãéóôï ôéò äõíá-
ôüôçôåò ôçò õðïëïãéóôéêÞò áõôÞò ìåèüäïõ, áöÞíïíôáò ôïí óõããñáöÝá êáé ôïí åðéâëÝðïíôá
êáèçãçôÞ ôïõ éêáíïðïéçìÝíïõò ìå ôï áðïôÝëåóìá.



ÐáñÜñôçìá A

ÁíÜðôõãìá Fourier

Èá ìåôáó÷çìáôßóïõìå ôï óýóôçìá (4.1.4) óå óýóôçìá óõæåõãìÝíùí ôáëáíôùôþí. Ç ìåôáôü-
ðéóç V äÝ÷åôáé ôçí áêüëïõèç áíáðáñÜóôáóç:

(A.0.1) V (î; ô) = Vh(î; ô) + õ(î; ô);

üðïõ Vh åßíáé ç ëýóç ôïõ áêüëïõèïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ìå ïìïãåíåßò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò:

ì2ð2

4
V̈h(î; ô)− V ′′h (î; ô)− 2ærìV̇

′′
h (î; ô) = −

ì2ð2

4
ẌA(ô);(A.0.2a)

Vh(î = 0; ô) = 0; V ′h(î = 1; ô) = 0:(A.0.2b)

Ç ìåôáôüðéóç õ åßíáé ìïíáäéêÞ êáé éêáíïðïéåß ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (4.1.4c). Ðñïêýðôåé
üôé

(A.0.3) õ(î; ô) = −ì
2âð2

4
[1− Ô cos è]î:

Ïé óõíáñôÞóåéò ó÷Þìáôïò êáé ïé öõóéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ ïìïãåíïýò ðñïâëÞìáôïò óõíï-
ñéáêþí ôéìþí (Á.0.2) äßíïíôáé áðü:

(A.0.4) �m(î) = sin

(
(2m− 1)ð

2
î

)
; ù̂2

m =
1

ì2ì2
m

; ìm ≡
1

2m− 1
:

Ïé ìåôáôïðßóåéò óôçí (Á.0.1) áíáðôýóóïíôáé ùò åîÞò:

V (î; ô) =
∞∑
m=1

çm(ô)�m(î); Vh(î; ô) =
∞∑
m=1

ím(ô)�m(î);

õ(î; ô) =
∞∑
m=1

óm(ô)�m(î):(A.0.5)
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ÅðéðëÝïí, ïñßæïõìå ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï

(A.0.6) 〈V (î; ô); �m(î)〉 ≡ 2

∫ 1

0

V (î; ô)�m(î) dî:

Åöüóïí V ′′ = V ′′h , ç ÌÄÅ (4.1.4b) ãßíåôáé:

(A.0.7)
ì2ð2

4
V̈ (î; ô)− V ′′h (î; ô)− 2ærìV̇

′′(î; ô) = −ì
2ð2

4
ẌA(ô):

ÐñïâÜëëïíôáò ôçí (Á.0.7) óôá �m, ëáìâÜíïõìå ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç:

(A.0.8) ç̈m +
ím
ì2ì2

m

+ 2ær
ç̇m
ìì2

m

= −4ìm
ð

ẌA(ô):

Ôþñá, ëáìâÜíïíôáò õð'üøéí ôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

ím = çm − óm;(A.0.9)

óm = 〈õ(î; ô); øm(î)〉 = (−1)m 8

ð2
âì2ì2

m[1− T cos è];(A.0.10)

Ô = è̇2 +
[
1− ẌA(ô)− V̈B(ô)

]
cos è;(A.0.11)

V̈B(ô) =
∞∑
j=1

(−1)j+1ç̈j(ô);(A.0.12)

ç åîßóùóç (Á.0.8) áíÜãåôáé óå ìéá ó÷Ýóç ðïõ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôïí óõíôåëåóôÞ çm.

ÔåëéêÜ, ôï óõæåõãìÝíï óýóôçìá (4.1.4) åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï áêüëïõèï áðåéñïóýíïëï óõ-
æåõãìÝíùí ôáëáíôùôþí:

è̈ +

[
1−

∞∑
j=1

(−1)j+1ç̈j − ẌA(ô)

]
sin è + 2æpè̇ = 0;(A.0.13a)

Lm(è)ç̈j +
çm
ì2ì2

m

+ 2ær
ç̇m
ìì2

m

− (−1)m+12â
[
è̇2 cos è − sin2 è

]
= −

[
4ìm
ð

+ (−1)m+12â cos2 è

]
ẌA(ô);(A.0.13b)

üðïõ Lm åßíáé Ýíáò áðåéñïäéÜóôáôïò ãñáììéêüò ôåëåóôÞò ðïõ åîáñôÜôáé ìç ãñáììéêÜ áðü ôï
è ï ïðïßïò äßíåôáé áðü:

(A.0.14) Lm(è) ≡
∞∑
j=1

[ämj + (−1)m+j+22â cos2 è]:
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ÁíôéóôñÝöïíôáò ôçí (Á.0.13b) êáé ëýíïíôáò ùò ðñïò ôïõò áäñáíåéáêïýò óõíôåëåóôÝò ç̈m,
ëáìâÜíïõìå ôïõò óõæåõãìÝíïõò ôáëáíôùôÝò ãéá ôï áñ÷éêü óýóôçìá (4.1.4):

IN(è)è̈ =−

[
1 + 2âÍ(1− è̇ cos è) +

N∑
j=1

(−1)j+1

(
çj
ì2ì2

j

+ 2ær
ç̇j
ìì2

j

)]
sin è

+

[
1− 2IN(è) +

4

ð

N∑
j=1

(−1)jìj

]
ẌA(ô) sin è − 2æpIN(è)è̇;(A.0.15a)

ÉÍ(è)ç̈m =− IN−1(è)

[
çm
ì2ì2

m

+ 2ær
ç̇m
ìì2

m

]
+ 2â cos è2

N∑
j=1;j 6=m

(−1)m+j+2

[
çj
ì2ì2

j

+ 2ær
ç̇j
ìì2

j

]
+ (−1)m+12â

[
è̇2 cos è − sin2 è

]
− 4

ð

[
ìmIN(è) + (−1)m2â cos2 è

N∑
j=1

(−1)jìj

]
ẌA(ô);(A.0.15b)

m = 1; 2; 3; : : : ; N →∞;

üðïõ
ÉÍ(è) ≡ 1 + 2âÍ cos2 è 6= 0:



ÐáñÜñôçìá B

Ðñïóåããßóåéò ôçò áñãÞò ðïëëáðëüôçôáò

Ôï üñéï, êáèþò å → 0, ôçò äýóêáìðôçò åîßóùóçò (4.1.13b) äßíåé ìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ç ïðïßá
ìðïñåß åýêïëá íá åðéëõèåß ãéá ôéò êáôáóôÜóåéò {Æ2m−1; Z2m}Nm=1, ôùí ôñüðùí ôáëÜíôùóçò ôçò
ñÜâäïõ óõíáñôÞóåé ôçò ôáëÜíôùóçò ôïõ åêêñåìïýò. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá ôïí m-ïóôü ôñüðï
ôáëÜíôùóçò ôçò ñÜâäïõ ëáìâÜíïõìå:
(B.0.1)

{Æ2m−1; Z2m} = {H0
2m−1(Ø;Í); H0

2m(Ø;Í)} = (−1)m+1

[
2∑

k=0

P 0k
m (Ø;Í) cosk (Ø1); 0

]
;

üðïõ

P 00
m (Ø;Í) = −2â 4ìm

ð
áØ3; P 01

m (Ø;Í) = 2âØ2
2 ; P 02

m (Ø;Í) = 2â(1− áØ3):(B.0.2)

Ç m-ïóôÞ óõíéóôþóá ôïõ Ï(å) ðñïóåããéóôéêïý üñïõ H2 äßíåôáé áðü:
(B.0.3)

{H1
2m−1(Ø;Í); H1

2m(Ø;Í)} = (−1)m+1

[
2∑

k=0

P 1k
m (Ø;Í) cosk (Ø1);

2∑
k=0

V 1k
m (Ø;Í) cosk (Ø1)

]
:

Ïé Üíùèåí óõíôåëåóôÝò äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò:

P 10
m (Ø;Í) = ær

[
−(−1)m+18ìm

ð
ÙáØ4 + 4â sin (Ø1)Ø

3
2

]
;

P 11
m (Ø;Í) = 16âærØ2(æpØ2 + sin (Ø1);

P 12
m (Ø;Í) = −4âærÙáØ4;

V 10
m (Ø;Í) = (−1)m+14ìm

ð
ÙáØ4 − 2â sin (Ø1)Ø

3
2 ;

V 11
m (Ø;Í) = −8âærØ2(æpØ2 + sin (Ø1);

V 12
m (Ø;Í) = 2âærÙáØ4:
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Ç m-ïóôÞ óõíéóôþóá ôïõ Ï(å2) ðñïóåããéóôéêïý üñïõ H2 äßíåôáé áðü:
(B.0.4)

{H2
2m−1(Ø;Í); H2

2m(Ø;Í)} = (−1)m+1

[
5∑

k=0

P 2k
m (Ø;Í) cosk (Ø1);

5∑
k=0

V 2k
m (Ø;Í) cosk (Ø1)

]
;

üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò äßíïíôáé áðü ôéò êÜôùèé ó÷Ýóåéò:

P 20
m (Ø;Í) =

[
(−1)m4ì3

m

ð
Ù2(4æ2rì

2
m − 1)− 6âì2

m(4æ
2
rì

2
m − 1)Ø2

2

]
áØ3

− 20âæpì
2
m sin (Ø1)(4æ

2
rì

2
m − 1)Ø3

2 − 14âì2
m(4æ

2
rì

2
m − 1)Ø2

2 ;

P 21
m (Ø;Í) =− 2â(4æ2r − ì2

m)(4 + 8æp sin (Ø1)Ø2)áØ3

− 2â(4æ2r − ì2
m)
(
4 + 2Ø2 sin (Ø1)(8æp − ÙáØ4) + 8æ2pØ

2
2(æ

2
p −Ø2

2)
)
;

P 22
m (Ø;Í) =− 2

[
2âÙ2(4æ2r − ì2

m) +
4â

ð
ó2(Í) + 6â(−2âó1(Í)− 4æ2r + ì2

m)Ø
2
2

]
áØ3

− 2â(−14âó1(Í)− 44æ2r + 11ì2
m)Ø

2
2 + 40â2æp sin (Ø1)ó1(Í)Ø3

2 ;

P 23
m (Ø;Í) =− [−32âæ2r + 8âì2

m − 16â2ó1(Í)(1 + 2æpØ2 sin (Ø1))]áØ3

− 8â
(
−4æ2r + ì2

m − 2âó1(Í)
)
− 8â2ó1(Í)Ø2 sin (Ø1)(ÙáØ4 − 8æp)

− 4â2ó1(Í)Ø2
2(Ø

2
2 − 16æ2p);

P 24
m (Ø;Í) =− 4â2ó1(Í)[(3Ø2

2 − Ù2)áØ3 + 11Ø2
2 ];

P 25
m (Ø;Í) =− 16â2ó1(Í)(1 + áØ3);

V 20
m (Ø;Í) =−

[
−12âæ2rØ2

2 − (−1)m8ìm
ð

ærÙ
2

]
áØ3

+ 4âærØ
2
2(7 + 10æpØ2 sin (Ø1));

V 21
m (Ø;Í) =16âær(1 + 2æpØ2 sin (Ø1))áØ3

+ 2âær(8− (4ÙáØ4 − 32æp)Ø2 sin (Ø1) + 32æ2pØ
2
2 − 2Ø4

2);

V 22
m (Ø;Í) =− 4âær(3Ø

2
2 − Ù2)áØ3 − 44âærØ

2
2 ;

V 23
m (Ø;Í) =− 16âær(1 + áØ3):

Óçìåéþíïõìå åäþ üôé ï ðñïóåããéóôéêüò üñïò H2 åîáñôÜôáé Üìåóá áðü ôçí ôÜîç áðïêïðÞò Í
ìÝóù ôùí óõãêëéíïõóþí óåéñþí ôùí ëüãùí óõ÷íïôÞôùí ìm:

(B.0.5) ó1(Í) ≡
N∑

m=1

ì2
m =

N∑
m=1

1

(2m− 1)2
; ó2(Í) ≡

N∑
m=1

(−1)mì3
m =

N∑
m=1

(−1)m

(2m− 1)3
:



ÐáñÜñôçìá C

Õðåíèõìßóåéò - ÈåùñÞìáôá

Ïñéóìüò 1. (ÄéáöïñéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç)

Ïé äéáöïñéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (ÄÁÅ) áðïôåëïýí ãåíéêåõìÝíá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ãéá äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò \x" ìå ìßá áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ \t",

F (ẋ(t); x(t); t) = 0

üðïõ x : [a; b] → Rn åßíáé äéÜíõóìá ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí x(t) = (x1(t); : : : ; xn(t))
êáé ôï óýóôçìá Ý÷åé ßóåò ôï ðëÞèïò åîéóþóåéò, F = (F1; : : : ; Fn) : Rn+1 → Rn. ÄéáöÝñïõí
áðü ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ÓÄÅ) ùò ðñïò ôï üôé ìéá ÄÁÅ äåí åßíáé ðëÞñùò
åðéëýóéìç ùò ðñïò ùò ðñïò üëåò ôéò óõíéóôþóåò ôçò óõíÜñôçóçò \x".

Èåþñçìá 1. (Åõóôáèïýò Ðïëëáðëüôçôáò)

¸óôù
f : U ⊂ Rn → Rn

ìéá ïìáëÞ áðåéêüíéóç ìå õðåñâïëéêü óôÜóéìï óçìåßï óôï p. Ïñßæïõìå ùò W s(p) ôï åõóôáèÝò
óýíïëï êáé ùò W u(p) ôï áóôáèÝò óýíïëï ôïõ p. Ôüôå,

• ôï W s(p) åßíáé ìéá ïìáëÞ ðïëëáðëüôçôá êáé ï åöáðôüìåíïò ÷þñïò ôçò Ý÷åé ßäéá äéÜ-
óôáóç ìå ôïí åõóôáèÞ ÷þñï ôçò ãñáììéêïðïéÞóçò ôçò f óôï p.

• ôï W u(p) åßíáé ìéá ïìáëÞ ðïëëáðëüôçôá êáé ï åöáðôüìåíïò ÷þñïò ôçò Ý÷åé ßäéá äéÜ-
óôáóç ìå ôïí áóôáèÞ ÷þñï ôçò ãñáììéêïðïéÞóçò ôçò f óôï p.

Óõíåðþò, ôï W s(p) åßíáé ìéá åõóôáèÞò ðïëëáðëüôçôá êáé ôï W u(p) ìéá áóôáèÞò ðïëëáðëü-
ôçôá.

Èåþñçìá 2. (ÐåðëåãìÝíçò ÓõíÜñôçóçò)

¸óôù f : Rn+m → Rm óõíå÷Þò êáé äéáöïñßóéìç óõíÜñôçóç êáé Ýóôù üôé ï Rm Ý÷åé óõ-
íôåôáãìÝíåò (x;y). Èåùñïýìå óçìåßï óôïí Rm ìå óõíôåôáãìÝíåò (a1; : : : ; an; b1; : : : ; bm) =
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(a;b) ôÝôïéï þóôå f(a;b) = c, üðïõ c ∈ Rm. ÅÜí ï Éáêùâéáíüò ðßíáêáò [(dfi=dyj)(a;b)]
åßíáé áíôéóôñÝøéìïò, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá áíïéêôï óýíïëï U ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï a, Ýíá áíïéêôü
óýíïëï V ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï b êáé ìïíáäéêÞ óõíå÷Þò êáé äéáöïñßóéìç óõíÜñôçóç g : U → V
ôÝôïéá þóôå:

{(x; g(x))|x ∈ U} = {(x;y) ∈ U × V |f(x;y) = c}
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