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Περίληψη

Η παρούσα µεταπτυχιακή εργασία επικεντρώνεται στην µελέτη πολυµεταβλητών δεδο-

µένων µέσω της χρήσης διάϕορων στατιστικών µοντέλων που χρησιµοποιούνται στα πλα-

ίσια της επιστήµης δεδοµένων. Τα δεδοµένα αυτά προέρχονται απόταHumanDevelopment

Reports των Ηνωµένων Εθνών και περιέχουν πληροϕορίες σχετικές µε την θνησιµότητα το

πληθυσµού για διαϕορετικές ηλικιακές οµάδες, το προσδοκώµενο όριο ζωής, αλλά και τις

γενικότερες δαπάνες µιας χώρας για την εκπαίδευση και την υγεία. Με βάση αυτά τα δε-

δοµένα εξετάζονται διαϕορετικές τεχνικές, οι οποίες αναλύονται σε ξεχωριστά κεϕάλαια.

Η πρώτη τεχνική που εϕαρµόζεται είναι αυτή της PCA.Η τεχνική αυτή,ευρέως γνωστή

στη βιβλιογραϕία,χρησιµοποιείται για την µείωση της διάστασης του συνόλου δεδοµένων.

Πιο συγκεκριµένα, αναλύεται µαθηµατικά το πως και το γιατί έχουν σηµασία µόνο οι ι-

διοτιµές στην ανάλυση της, το πως γίνεται ο υπολογισµός των συνιστωσών, ενώ επιπλέον,

παρέχονται κάποια επιπλέον αποτελέσµατα,σχετικά µε τις ειδικές περιπτώσεις της τεχνι-

κής. Αναλύεται, επιπλέον, το πρόβληµα της µείωσης της διαστατικότητας και πως γίνεται

τελικά η επιλογή των σηµαντικών συνιστωσών.

Ακολούθως,γίνεταιµίαπροσπάθεια οµαδοποίησης τωνδεδοµένωνµεClustering.Ησυ-

σταδοποίηση είναι µία πολύωϕέλιµη τεχνική για την οργάνωση των σηµείων σε οµάδες µε

κατάλληλη επιλογή µέτρου απόστασης. Απαραίτητη κρίθηκε η παρουσίαση των διαϕόρων

µέτρων εγγύτητας τόσο για συνεχείς, όσο και για κατηγορικές µεταβλητές, η εξέταση της

οµαδοποίησης σε Ευκλείδειο και µη χώρο και οι γενικότερες στρατηγικές συσταδοποίη-

σης που χρησιµοποιούνται. Επιπλέον, παρουσιάζεται και το Ιεραρχικό Clustering µε µία

συνοπτική παρουσίαση των µεθόδων που το απαρτίζουν (Centroid, Single Linkage, Complete

Linkage, Average Linkage,Ward).

Με αϕορµή την οικονοµική οµάδα που ανήκει κάθε χώρα εϕαρµόζεται τοΜοντέλοΛο-

γιστικήςΠαλινδρόµησηςπολλώνκατηγοριών.Πρόκειται,ουσιαστικά,για τοµοντέλολογι-
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στικής παλινδρόµησης, όταν η µεταβλητή απόκρισης έχει πάνω από δύο τιµές. Στο σηµείο

αυτό γίνεται διαχωρισµός των µοντέλων ανάλογα µε το αν οι κατηγορίες της µεταβλητής

απόκρισης είναι διατεταγµένες (ordinal) ή όχι (nominal), και αναλύονται οι διαϕορετικές

περιπτώσεις. Ενδιάµεσα παρέχονται και ενδεικτικά παραδείγµατα που έχουν εϕαρµοστεί

σε άλλα σύνολα δεδοµένων για την καλύτερη επεξήγηση των µεθόδων.

Κρατώντας και πάλι στο επίκεντρο την οικονοµική κατάταξη των χωρών, µελετήθη-

κε σε αυτό το σηµείο η µέθοδος της LDA. Η µέθοδος αυτή, αν και δεν βρίσκεται υψηλά

στις προτιµήσεις των αναλυτών λόγω των περιορισµών της, παρέχει ικανοποιητικά απο-

τελέσµατα, τα οποία ταυτίζονται σε µερικές περιπτώσεις µε αυτά της Λογιστικής Παλιν-

δρόµησης. Οι εν λόγω περιορισµοί αϕορούν την κατανοµή που ακολουθούν οι επεξηγηµα-

τικές µεταβλητές ως προς τις διαϕορετικές κατηγορίες της µεταβλητής απόκρισης και τον

πίνακα συνδιακύµανσης που µοιράζονται οι µεταβλητές. Επιπλέον,για λόγους πληρότητας

αναϕέρεται και η µέθοδος QDA, παρόµοια µε την LDA, αλλά για τετραγωνικό όριο διαχω-

ρισµού.

Μία τελευταία τεχνική που εϕαρµόζεται είναι αυτή της Λανθάνουσας Τάξης (LCA). Η

τεχνικήαυτή εϕαρµόζεται µε κατηγορικές µεταβλητές και χρησιµοποιεί τον αλγόριθµοEx-

pectation Maximization για την µεγιστοποίηση της συνάρτησης log-likelihood. Αναλύεται το

µοντέλο, οι παράµετροί του και οι εκτιµήσεις τους. Φυσικά, όπως σε κάθε τεχνική υπάρ-

χουν και οι αντίστοιχοι περιορισµοί σχετικά µε το µέγεθος του δείγµατος, το πλήθος των

µεταβλητών, των κατηγοριών των µεταβλητών, αλλά και την ύπαρξη ή όχι συµµεταβλη-

τών. Σκοπός είναι η οργάνωση των παρατηρήσεων σε οµάδες, παρόµοια µε το Clustering,

βασιζόµενοι στην εύρεση σχέσεων ανάµεσα στις µεταβλητές.

Στο τελευταίο κεϕάλαιο παρουσιάζεται και η επεξεργασία του συνόλου δεδοµένων µε

αναλυτικά τα αποτελέσµατα για κάθε µέθοδο σε ξεχωριστή ενότητα. Σε παράρτηµα στο

τέλος αυτού του κεϕαλαίου παρατίθεται και ο κώδικας στην R µε τις εντολές που χρησιµο-

ποιήθηκαν για τα αποτελέσµατα και τα γραϕήµατα. Ως επιπλέον ενότητα παρατίθεται η

σύγκριση των µεθόδων µε βάση τα αποτελέσµατα και η εξαγωγή των τελικών συµπερα-

σµάτων για τις χώρες.

Λέξεις-Κλειδιά:Multivariate Data,PCA,Clustering,Multinomial Logistic Regression, LDA,

LCA.





Abstract

This master’s thesis focuses on the study of multivariate data through the use of various

statistical models used in the context of data science. These data come from the Human

Development Reports of the UnitedNations and contain information related to themortal-

ity of the population for different age groups, life expectancy, and also the general expen-

diture of a country on education and health. Based on these data, different techniques

are considered, which are analyzed in separate chapters.

The first technique applied is that of PCA.This technique, widely known in the liter-

ature, is used to reduce the dimension of the data set. More specifically, it is analyzed

mathematically how and why only the eigenvalues are important in its analysis, how the

components are calculated, while in addition, some additional results are provided, re-

garding the special cases of the technique. Furthermore, the problem of dimensionality

reduction is analyzed and how the important components are finally selected.

Next, an attempt is to group thedatawithClustering. Clustering is a very useful tech-

nique for organizing points into groups with an appropriate choice of distancemeasure.

It was deemed necessary to present the various proximity measures for both continuous

and categorical variables, the examination of clustering in Euclidean and non-Euclidean

space and the more general clustering strategies used. In addition, Hierarchical Clus-

tering is presented with a brief presentation of the methods that make it up (Centroid,

Single Linkage, Complete Linkage, Average Linkage, Ward).

In order to analyze the economic group to which each country belongs, the Multi-

category Logistic Regression Model is applied. This is essentially the logistic regression

model when the response variable has more than two values. At this point, the models

are separated according to whether the categories of the response variable are ordered

(ordinal) or not (nominal), and the different cases are analyzed. In between, illustrative
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examples that have been applied to other data sets are also provided to better explain the

methods.

Keeping again the economic ranking of the countries in focus, the method of LDA

was studied at this point. Thismethod, although not highly favored by analysts due to its

limitations, provides satisfactory results,which in somecases are identical to thoseof Lo-

gistic Regression. These limitations concern the distribution followed by the explanatory

variables with respect to the different categories of the response variable and the covari-

ance matrix shared by the variables. In addition, for the sake of completeness, the QDA

method, similar to LDA, but for a quadratic separation boundary, is also mentioned.

A final technique applied is that of Latent Class Analysis (LCA). This technique is ap-

pliedwithcategorical variables anduses theExpectationMaximizationalgorithmtomax-

imize the log-likelihood function. Themodel, its parameters and their estimates are an-

alyzed. Of course, as in any technique, there are also the corresponding limitations re-

garding the size of the sample, the number of variables, the categories of the variables,

but also the existence or not of the covariates. The purpose is to organize observations

into groups, similar to Clustering, based on finding relationships between variables.

In the last chapter, the processing of the data set is presented, detailing the results for

each method in a separate section. An appendix at the end of this chapter lists the code

in R with the commands used for the results and graphs. As an additional section, the

comparison of themethods based on the results and the drawing of the final conclusions

for the countries are listed.

Keywords:MultivariateData,PCA,Clustering,MultinomialLogisticRegression,LDA,LCA.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ΑνάλυσηΚύριων Συνιστωσών

1.1 Εισαγωγή

Προκειµένου να εξεταστούν οι σχέσεις µεταξύ ενός συνόλου p συσχετιζόµενων µεταβλη-

τών, µπορεί να είναι χρήσιµη η µετατροπή του αρχικού συνόλου µεταβλητών σε ένα νέο

σύνολο µε µη συσχετισµένες µεταβλητές που ονοµάζονται κύριες συνιστώσες (principal co-

mponents). Αυτές οι νέες µεταβλητές είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των αρχικών µετα-

βλητών και προκύπτουν µε ϕθίνουσα σειρά σπουδαιότητας έτσι ώστε, για παράδειγµα, η

πρώτη κύρια συνιστώσα να αντιπροσωπεύει, όσο το δυνατόν,περισσότερο τη διακύµανση

των αρχικών δεδοµένων. Ο µετασχηµατισµός είναι στην πραγµατικότητα µία ορθογώνια

περιστροϕή στο χώροp.

Η τεχνική για την εύρεση αυτού του µετασχηµατισµού ονοµάζεται ανάλυση κύριων συ-

νιστωσών,µε τοπιο συχνό όροστη βιβλιογραϕία ως PCA. Είναι µια τεχνική που βασίζεται

στις µεταβλητές και είναι κατάλληλη, όταν οι µεταβλητές προκύπτουν «µε ίσα βάρη», έτσι

ώστε, για παράδειγµα, να µην υπάρχει µία εξαρτηµένη και αρκετές επεξηγηµατικές µε-

ταβλητές, όπως στο πολλαπλή παλινδρόµηση. Η PCA, σαν τεχνική, προέρχεται από την

αρχική µελέτη που διεξάχθηκε από τον Karl Pearson στην αλλαγή του 19ου αιώνα, και α-

ναπτύχθηκε περαιτέρω τη δεκαετία του 1930 από τονHarold Hoteling µε την συνεργασία

και άλλων εργαζοµένων αναπτύσσοντας την προσέγγιση που περιγράϕεται στην Ενότητα

1
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1.2.

Ο συνήθης στόχος της ανάλυσης είναι να δει, εάν οι πρώτες συνιστώσες αντιπροσωπε-

ύουν το µεγαλύτερο µέρος της διακύµανσης των αρχικών δεδοµένων. Αν το κάνουν, τότε

υποστηρίζεται ότι η αποτελεσµατική διάσταση του προβλήµατος είναι µικρότερη από το

p. Πιο επεξηγηµατικά, εάν ορισµένες από τις αρχικές µεταβλητές έχουν υψηλή συσχέτιση,

τότε πρακτικά «λένε το ίδιο πράγµα» και εποµένως,δεν προσϕέρουν καµία επιπλέον πλη-

ροϕορία στο πρόβληµα αυξάνοντας τη διάστασή του. Σε αυτή την περίπτωση, αναµένε-

ται, ότι οι πρώτες συνιστώσες θα προσϕέρουν κάποιο, έστω και διαισθητικά, νόηµα για

την βαθύτερη και καλύτερη κατανόησή των δεδοµένων. Με τον τρόπο αυτό, διευκολύνε-

ται η ανάλυση και η επεξεργασία των δεδοµένων, καθώς τώρα αριθµός των µεταβλητών

είναι κατά πολύ περισσότερο µειωµένος. Στην πράξη δεν είναι πάντα εύκολο να δίνονται

«ετικέτες» στις συνιστώσες, και έτσι η κύρια χρήση της τεχνικής έγκειται στη µείωση της

διάστασης των µεταβλητών, προκειµένου να απλοποιηθούν οι µεταγενέστερες αναλύσεις.

Για παράδειγµα, η σχεδίασή των δεδοµένων των δύο πρώτων συνιστωσών είναι ένας πολύ

χρήσιµος τρόποςγια την εύρεση«συστάδων»σταδεδοµένα (βλ.Κεϕάλαιο2),όπουκάποιος

µειώνει αποτελεσµατικά τις διαστάσεις σε δύο.

Η PCA µετατρέπει ένα σύνολο συσχετισµένων µεταβλητών σε ένα νέο σύνολο µη συ-

σχετισµένωνµεταβλητών. Εποµένως,αξίζει να τονιστεί ότι,εάν οιαρχικέςµεταβλητές είναι

σχεδόν ασυσχέτιστες, τότε δεν έχει νόηµα να πραγµατοποιηθεί µία PCA. Η τεχνική αυτή

απλώς βρίσκει τις συνιστώσες που είναι πολύ κοντά στις αρχικές µεταβλητές,αλλάδιαµορ-

ϕωµένες σε ϕθίνουσα σειρά διακύµανσης. (βλ. Ενότητα 1.2.2).

Τέλος, σηµειώνεται ότι η PCA είναι µια µαθηµατική τεχνική, η οποία δεν απαιτεί από

τον χρήστη να καθορίσει ένα στατιστικό µοντέλο για να εξηγήσει το «σϕάλµα» της δοµής.

Ειδικότερα, δεν γίνεται καµία υπόθεση για την κατανοµή που ακολουθούν οι αρχικές µε-

ταβλητές, αν και γενικά περισσότερη σηµασία θα πρέπει να δίνεται στις συνιστώσες, στην

περίπτωση που υποτίθεται ότι οι παρατηρήσεις ακολουθούν πολυµεταβλητή κανονική κα-

τανοµή.
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1.2 Προέλευση των Κύριων Συνιστωσών

Έστω ότι το XT = [X1, . . . , Xp] είναι µια p-διάστατη τυχαία µεταβλητή µε µέσο όρο µ

και πίνακα συνδιακύµανσης Σ (Το κεϕάλαιο αυτό ακολουθεί το συµβολισµό του βιβλίου

Introduction to Multivariate Analysis των C.Chatfield & A.J.Collins, 1980.). Το πρόβληµά

είναι να βρεθεί ένα νέοσύνολοµεταβλητών,έστωY1, Y2, . . . , YP, οι οποίες δε συσχετίζονται

και οι διακυµάνσεις τους µειώνονται από την πρώτη έως την τελευταία. Κάθε Yj θεωρείται

ως ένας γραµµικός συνδυασµός τωνX, έτσι ώστε

Yj = a1jX1 + a2jX2 + · · ·+ apjXp

= aT
j X

(1.1)

όπου aT
j = [a1j, . . . , apj] είναι ένα διάνυσµα σταθερών. Η εξίσωση (1.1) περιέχει έναν

αυθαίρετο παράγοντα κλίµακα. Επιπρόσθετα, επιβάλλεται η προϋπόθεση, ότι aT
j aj =∑p

k=1 a
2
kj = 1. Αποδεικνύεται ότι η συγκεκριµένη διαδικασία κανονικοποίησης εξασϕα-

λίζει,ότι οσυνολικός µετασχηµατισµός είναι ορθογώνιος - µε άλλαλόγια,ότι οι αποστάσεις

στο χώροp διατηρούνται.

Η πρώτη κύρια συνιστώσα,Y1, βρίσκεται επιλέγοντας τοa1, έτσι ώστε η Y1 να έχει τη

µεγαλύτερη δυνατή διακύµανση. Με άλλα λόγια, το a1 επιλέγεται µε τέτοιο τρόπο, ώστε

να µεγιστοποιήσει τη διακύµανση τουaT
1X υπότον περιορισµόότιaT

1a1 = 1.Αυτή ηπρο-

σέγγιση, που προτάθηκε αρχικά από τονHarold Hotelling, δίνει ισοδύναµα αποτελέσµα-

τα µε αυτά του Karl Pearson, που βρίσκει τη γραµµή στο χώρο p, έτσι ώστε το συνολικό

άθροισµα των τετραγώνων των κάθετων αποστάσεων των σηµείων από τη γραµµή να ελα-

χιστοποιούνται.

Ηδεύτερη κύρια συνιστώσαβρίσκεται επιλέγοντας τοa2, έτσιώστε τοY2 να έχει τη µε-

γαλύτερη δυνατή διακύµανση για όλους τους συνδυασµούς της µορϕής της Εξίσωσης (1.1),

που δεν συσχετίζονται µε το Y1. Οµοίως, εξάγουµε τα Y3, . . . , Yp, έτσι ώστε να είναι ασυ-

σχέτιστα και µε ϕθίνουσα διακύµανση.

Η διαδικασία ξεκινά µε την εύρεση της πρώτης κύριας συνιστώσας. Πρέπει να επιλε-

χθεί ένα a1, έτσι ώστε να µεγιστοποιεί τη διακύµανση του Y1 υπό τον περιορισµό κανο-

νικοποίησης, aT
1a1 = 1. Τώρα µε Y1 = aT

1X προκύπτει ότι E(Y1) = aT
1µ. Επιπλέον,
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γνωρίζουµε ότι η διασπορά δίνεται από τον τύπο

Var(Y1) = E([aT
1(X − µ)]2)

= E(aT
1(X − µ)(X − µ)Ta1)

= aT
1E(X − µ)(X − µ)T)a1

= Var(aT
1X)

= aT
1Σa1

(1.2)

όπου η ποσότητα aT
1(X − µ) είναι βαθµωτή,και εποµένως, ισοδύναµη µε την ανάστροϕη

µορϕή της. Έτσι, λαµβάνεται η ποσότητα aT
1Σa1 σαν την αντικειµενική συνάρτηση.

Η τυπική διαδικασία για τη µεγιστοποίηση µιας συνάρτησης πολλών µεταβλητών που

υπόκειται σε έναν ή περισσότερους περιορισµούς είναι η µέθοδος των πολλαπλασιαστών

Lagrange.Με ένα µόνοπεριορισµό,αυτή η µέθοδος χρησιµοποιεί το γεγονός ότι τα σταθε-

ρά σηµεία µιας διαϕορίσιµης συνάρτησης p µεταβλητών, έστω f(x1, . . . , xp), που υπόκει-

νται σε περιορισµό g(x1, . . . , xp) = c, είναι τέτοια ώστε να υπάρχει ένας αριθµός λ, που

ονοµάζεται πολλαπλασιαστής Lagrange, τέτοιος ώστε

∂f

∂xi
− λ

∂g

∂xi
= 0, i = 1, . . . , p (1.3)

στα σταθερά σηµεία. Αυτές οι p εξισώσεις, µαζί µε τους περιορισµούς, είναι επαρκείς για

τον προσδιορισµό των συντεταγµένων των σταθερών σηµείων (και των αντίστοιχων τιµών

των λ). Επιπλέον διερεύνησή απαιτείται προκειµένου να εξακριβωθεί εάν ένα σηµείο είναι

µέγιστο, ελάχιστο ή σαγµατικό.Η νέα συνάρτηση που λαµβάνεται είναι η L(x) και δίνεται

από τη σχέση

L(x) = f(x) − λ[g(x) − c]

όπου ο όρος στις αγκύλες είναι ίσος µε µηδέν. Εποµένως, το σύνολο των εξισώσεων (1.3)

µπορεί να γραϕεί στη µορϕή
∂L

∂x
= 0
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Εϕαρµόζοντας την παραπάνω µέθοδο στο πρόβληµα τότε

L(a1) = aT
1Σa1 − λ(aT

1a1 − 1)

και παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση λαµβάνεται τελικά

∂L

∂a1

= 2Σa1 − 2λa1

Θέτοντας τη πάνω ίση µε µηδέν, τελικά

(Σ− λI)a1 = 0 (1.4)

Αν η εξίσωση (1.4) έχει µία λύση για το a1, διαϕορετική από το κενό διάνυσµα, τότε η πο-

σότητα (Σ− I) θα πρέπει να είναι ιδιάζων πίνακας. Εποµένως,η επιλογή του θα πρέπει να

γίνει έτσι ώστε,

|Σ− λI| = 0

Έτσι, µία µη µηδενική λύση για την εξίσωση (1.4) υπάρχει αν και µόνο αν το λ είναι ένα

ιδιοτιµή τουπίνακαΣ.ΑλλάοΣ θα έχει γενικάp ιδιοτιµές,οι οποίες µε τονΣ να είναι θετικά

ηµιορισµένος θα είναι µη αρνητικές. Έστω ότι οι ιδιοτιµές συµβολίζονται µε λ1, λ2, . . . , λp

και είναι µοναδικές,ώστε λ1 > λ2 > · · · > λp ≥ 0. Τώρα,

Var(aT
1X) = aT

1Σa1

= aT
1λIa1 από την εξίσωση (1.4)

= λ

Με σκοπό τη µεγιστοποίηση της διακύµανσης, τολ επιλέγεται να είναι η µεγαλύτερη ιδιο-

τιµή, έστω λ1.Έπειτα,µε τη χρήση της εξίσωσης (1.4), είναι ϕανερό ότι η κύρια συνιστώσα

a1 είναι το ιδιοδιάνυσµα του πίνακα Σ που αντιστοιχεί στην µέγιστη ιδιοτιµή λ1.

Αντίστοιχα, η δεύτερη κύρια συνιστώσα, Y2 = aT
2X, αποκτάται µε την επέκταση του

παραπάνω επιχειρήµατος. Επιπλέον, εκτός από τον περιορισµό aT
1a1 = 1, προστίθεται
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και ένας δεύτερος που επισηµαίνει ότι Y1 και Y2 θα πρέπει να είναι ασυσχέτιστες. ∆ηλαδή

Cov(Y2, Y1) = Cov(aT
2X,aT

1X)

= E(aT
2(X − µ)(X − µ)Ta1)

= aT
2Σa1

(1.5)

Απαιτούµε το παραπάνω να ισούται µε µηδέν. Αλλά µε Σa1 = λ1a1, ένας ισοδύναµος και

απλούστερος τρόπος διατύπωσης της συνθήκης είναι µε aT
2a1 = 0.Με άλλα λόγια τα a1

καιa2 θα πρέπει να είναι ορθογώνια.

Προκειµένου να µεγιστοποιηθεί η διασπορά της Y2, δηλαδή aT
2Σa2, µε τους δύο πε-

ριορισµούς, χρειάζονται τώρα δύο πολλαπλασιαστές Lagrange, µε συµβολισµούς λ και δ

αντίστοιχα. Θεωρούµε την εξίσωση

L(a2) = aT
2Σa2 − λ(aT

2a2 − 1) − δaT
2a1

Στα σταθερά σηµεία θα πρέπει να ισχύει

∂L

∂a2

= 2(Σ− λI)a2 − δa1 = 0 (1.6)

Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω σχέση µε aT
1 λαµβάνεται

2aT
1Σa2 − δ = 0

καθώς aT
1a2 = 0. Αλλά από την εξίσωση (1.5), επίσης λαµβάνεται aT

1Σa2 να είναι ίσο µε

µηδέν, τέτοιο ώστε το δ να είναι µηδέν στα σταθερά σηµεία. Εποµένως, η εξίσωση (1.6)

γίνεται

(Σ− λI)a2 = 0

Εποµένως, τώρα το λ επιλέγεται να είναι η δεύτερη µεγαλύτερη ιδιοτιµή του πίνακα Σ και

a2 το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα.

Επαναλαµβάνοντας το ίδιο επιχείρηµα η i-οστή κύρια συνιστώσα αποδεικνύεται να ε-

ίναι το ιδιοδιάνυσµα που συνδέεται µε την i-οστή µεγαλύτερη ιδιοτιµή.

Αν µερικές από τις ιδιοτιµές του πίνακα Σ είναι ίσες, τότε το πρόβληµα έχει ισοδύναµο
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τρόπο λύσης µε την επέκταση του παραπάνω επιχειρήµατος. Σε αυτή την περίπτωση, δεν

υπάρχει µοναδικός τρόπος επιλογής των αντίστοιχων ιδιοδιανυσµάτων, αλλά όσο τα ιδιο-

διανύσµατα σχετίζονται πολλαπλές ρίζες και επιλέγονται να είναι ορθογώνια το επιχείρηµα

ισχύει.

Έστω ότιA είναι ένας (p× p) πίνακας ιδιοδιανυσµάτων, όπου

A = [a1, . . . ,ap]

καιY ένα (p× 1) διάνυσµα κύριων συνιστωσών. Τότε,

Y = ATX (1.7)

Ο (p× p) πίνακας διασποράς τηςY θα συµβολίζεται µεΛ θα δίνεται από τον τύπο

Λ =



λ1 0 ... 0

0 λ2 ... 0

... ...

0 0 ... λp


(1.8)

Παρατηρείται ότι ο πίνακας είναι διαγώνιος µε τις συνιστώσες να έχουν επιλεχθεί ως ασυ-

σχέτιστες.

Η διασπορά τηςY , Var(Y ), µπορεί να γραϕεί και στη µορϕήATΣA, έτσι ώστε

Λ = ATΣA (1.9)

δίνει µία πολύ σηµαντική συσχέτιση ανάµεσα στο πίνακα διασποράς τουX και στις α-

ντίστοιχες κύριες συνιστώσες. Επισηµαίνεται ότι η εξίσωση (1.9) µπορεί να γραϕεί στη

µορϕή

Σ = AΛAT (1.10)

µε τον πίνακαA να είναι ορθογώνιος και να ισχύειAAT = I.

Έχει ήδη αναϕερθεί ότι οι ιδιοτιµές µπορούν να ερµηνευτούν σαν τις διακυµάνσεις των
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κύριων συνιστωσών. Το άθροισµα, τώρα,αυτών των διακυµάνσεων δίνεται από

p∑
i=1

Var(Yi) =

p∑
i=1

λi = trace(Λ)

Αλλά

trace(Λ) = trace(ATΣA)

= trace(ΣAAT)

= trace(Σ)

=

p∑
i=1

Var(Xi)

Εποµένως,προέκυψε το σηµαντικό συµπέρασµα,ότι τα αθροίσµατα όλων των διασπορών

των αρχικών µεταβλητών είναι ίσα µε εκείνα των κύριων συνιστωσών τους. Συµπερασµα-

τικά,είναι λογικό να συµπεράνουµε ότι η i-οστή κύρια συνιστώσα καλύπτει τολi/
∑p

j=1 λj

της συνολικής διακύµανσης των αρχικών δεδοµένων, αν και θα πρέπει να τονιστεί ότι δεν

πρόκειται για τη ανάλυση διασποράς µε τη συνήθη έννοια. Επιπρόσθετα, µπορεί να ειπω-

θεί ότι οι πρώτεςm κύριες συνιστώσες καλύπτουν
∑m

j=1 λj/
∑p

j=1 λj της συνολικής διασπο-

ράς.

1.2.1 Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών από τονΠίνακα Συσχέτισης

Είναι αρκετά σύνηθες οι κύριες συνιστώσες να υπολογίζονται µετά την κανονικοποίηση των

δεδοµένων, ώστε να έχουν κοινή διασπορά. Αυτό πρακτικά σηµαίνει, ότι οι κύριες συνι-

στώσες υπολογίζονται από τον πίνακα συσχέτισης P, παρά από τον πίνακα διασποράς Σ.

Η µαθηµατική απόδειξη προκύπτει µε τον ίδιο τρόπο, µε τις κύριες συνιστώσες να είναι,

αυτή τη ϕορά, ιδιοδιανύσµατα του P. Παρόλα αυτά, τονίζεται ότι οι ιδιοτιµές και τα ιδιο-

διανύσµατα του P δεν είναι τα ίδια µε εκείνα του Σ.Η επιλογή της ανάλυσης του P ή του Σ

αποτελεί µία αποκλειστικά αυθαίρετη απόϕαση.

Για τονπίνακασυσχέτισης,ταδιαγώνιαστοιχεία είναιόλαµονάδα.Εποµένως,τοάθροι-

σµα των διαγώνιων στοιχείων (ή το άθροισµα των διασπορών των κανονικοποιηµένων µε-

ταβλητών) θα είναι ίσοµεp.Έτσι,και τοάθροισµα των ιδιοτιµών τουP θα είναι ίσοµεp,µε
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την αναλογία της συνολικής διακύµανσης που εξηγείται από την i-οστή κύρια συνιστώσα

να είναι ίση µε λi/p.

1.2.2 Υπολογισµός των Κύριων Συνιστωσών

Ηπαραπάνω ανάλυση για την προέλευση των κύριων συνιστωσών προϋποθέτει ότι οπίνα-

κας Σ είναι γνωστός. Στην πραγµατικότητα, κάτι τέτοιο δεν είναι πάντα εϕικτό και, επο-

µένως, ο πίνακας Σ αντικαθίσταται από τον πίνακα S, τον πίνακα διασποράς του δείγµα-

τος. Η προέλευση τώρα των κύριων συνιστωσών από τοX γίνεται χρησιµοποιώντας τη

διακύµανση και τη συνδιασπορά του δείγµατος, µε τις κύριες συνιστώσες να είναι τα ιδιο-

διανύσµατα του S. Έστω ότι οι ιδιοτιµές του S διατεταγµένες σε ϕθίνουσα σειρά είναι οι

λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂p και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι τα â1, â2, . . . , âp.Με τον S να είναι

θετικά ηµιορισµένος, οι ιδιοτιµές του θα είναι όλες µη αρνητικές και αντιπροσωπεύουν τις

διασπορές των διαϕορετικών συνιστωσών.

Αν τοδείγµαπουπροορίζεται για ανάλυση είναι ένα τυχαίοδείγµααπόέναµεγάλοπλη-

θυσµό,τότε τα {λ̂i}και {âi}µπορούν να θεωρηθούν σαν εκτιµήσεις των ιδιοτιµών και διανυ-

σµάτων του πίνακαΣ, δίνοντας µας εκτιµήσεις για τις κύριες συνιστώσες τουX. Τονίζεται

ότι δεν υπάρχει καµία υπόθεση για την κατανοµή που ακολουθεί το δείγµα, και χωρίς µία

τέτοια υπόθεση είναι πιθανό να εξαχθούν οι ιδιότητες δειγµατοληψίας των εκτιµήσεων. Αν

υποτεθεί ότι οι παρατηρήσεις προέρχονται από την πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή,

τότε υπάρχει διαθέσιµη θεωρία δειγµατοληψίας. Βέβαια, η θεωρία αυτή δεν έχει µεγάλη

πρακτική σηµασία, κυρίως γιατί οι περισσότερες εϕαρµογές της αϕορούν την ασυµπτω-

τική περίπτωση, όπου n → ∞, ή γιατί η υπόθεση της κανονικότητας των δεδοµένων αµ-

ϕισβητείται. Σε κάθε περίπτωση, η τάση είναι να χρησιµοποιείται η τεχνική PCA χωρίς

να θεωρείται ότι δείγµα ακολουθεί κάποιο υποκείµενο στατιστικό µοντέλο. Οι κύριες συ-

νιστώσες που λαµβάνονται από πίνακα διασποράς S αντιµετωπίζονται σαν τις κύριες συ-

νιστώσες και όχι σαν τις εκτιµήσεις των αντίστοιχων ποσοτήτων που λαµβάνονται από το

πίνακα Σ. Στην πραγµατικότητα, δεν είναι καν αναγκαίο να θεωρούνται ταX και Y σαν

τυχαίες µεταβλητές.
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1.3 Επιπλέον Αποτελέσµατα Σχετικά µε την PCA

Στην ενότητα αυτή µελετώνται ορισµένα σηµαντικά αποτελέσµατα σχετικά µε την PCA.

1.3.1 Υπολογισµός των Κύριων Συνιστωσών µε ∆ιόρθωση τουΜέσου

Η εξίσωση (1.7) συσχετίζει το παρατηρούµενο διάνυσµα της τυχαίας µεταβλητήςX, µε τις

κύριες συνιστώσες,Y , µε τέτοιο τρόπο ώστε, η Y να έχει µη µηδενικό µέσο. Συχνή πρα-

κτική είναι η προσθήκη ενός κατάλληλου διανύσµατος σταθερών µε σκοπό οι κύριες συ-

νιστώσες να έχουν όλες µέσο όρο ίσο µε µηδέν. Αν x̄, είναι ο δειγµατικός µέσος και A ο

πίνακας των ιδιοδιανυσµάτων για τον δειγµατικό πίνακα διασπορών S, τότε ένας συνήθης

µετασχηµατισµός είναι

Y = AT(X − x̄) (1.11)

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (1.11) για µία παρατήρηση xr παρατηρείται ότι

yr = AT(xr − x̄)

µε τους όρους yr να ονοµάζονται βαθµολογίες συνιστωσών (component scores) για την r πα-

ρατήρηση. Επισηµαίνεται ότι αν οA είναι ο πίνακας ιδιοδιανυσµάτων για τον δειγµατικό

πίνακα συσχέτισης, τότε η παραπάνω εξίσωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο µετά από

την κανονικοποίηση των παρατηρήσεων, (xr− x̄), έτσι ώστε κάθε µεταβλητή να έχει δια-

σπορά ίση µε µονάδα.

1.3.2 Μηδενικές Ιδιοτιµές

Αν κάποιες από τις αρχικές µεταβλητές είναι γραµµικώς εξαρτηµένες, τότε κάποιες από τις

ιδιοτιµές του πίνακα Σ θα είναι µηδενικές. Η διάσταση του χώρου που περιλαµβάνει τις

παρατηρήσεις είναι ίση µε το βαθµό του πίνακα Σ, και δίνεται από (p - το πλήθος των µη-

δενικών ιδιοτιµών).Μεkµηδενικές ιδιοτιµές,µπορούν να βρεθούνk γραµµικώς ανεξάρτη-

τοι περιορισµοί στις µεταβλητές. Αυτοί οι περιορισµοί ονοµάζονται ως «δοµικές σχέσεις»

(structural relationships).
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1.3.3 Μικρές Ιδιοτιµές

Η περίπτωση ύπαρξης γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των µεταβλητών είναι εν γένει µία

σπάνια περίπτωση, εκτός βέβαια, από την περίπτωση που εισαχθούν πλεονασµατικές µε-

ταβλητές. Ένα σηµαντικότερο και πρακτικό πρόβληµα είναι η ανίχνευση σχετικών γραµ-

µικών εξαρτήσεων. Αν ηµικρότερη ιδιοτιµή,λp, είναι πολύ κοντά στοµηδέν,τότε ηpκύρια

συνιστώσα, aT
pX, είναι σχεδόν µία σταθερά, και εποµένως, η διάσταση τουX είναι µι-

κρότερη απόp. Αν, τώρα,οι τελευταίες ιδιοτιµές, έχουν πολύ µικρές τιµές, τότε η συνολική

διασπορά που καλύπτεται από τις, έστωm, κύριες συνιστώσες είναι
∑m

i=1 λi/
∑p

i=1 λi.

Αν οι ιδιοτιµές λm+1, . . . , λp είναι σχετικά µικρές,ελάχιστη είναι η πληροϕορία που τε-

λικάχάνεται αντικαθιστώντας τις τιµές των κύριωνσυνιστωσώνµε τις µέσες τιµές τους,που

είναι µηδέν από την εξίσωση (1.11). Εποµένως, µπορούν να ληϕθούν κατά προσέγγιση τα

component scores για την r παρατήρηση ως yT
r = [yr1, . . . , yrm, 0, . . . , 0] µε τις αντίστοιχες

αρχικές παρατηρήσεις να δίνονται από τον τύπο xr = Ayr + x̄. Προσεγγιστικά επίσης,

µπορούν να ληϕθούν και οι τιµές για τον πίνακα S ως
∑m

i=1 λiaia
T
i . Έτσι, χρησιµοποιο-

ύνται µόνο οι πρώτεςm συνιστώσες και οι πρώτες στήλες του πίνακαA που αντιστοιχούν

σε εκείνες τις ιδιοτιµές που είναι µεγάλες.

1.3.4 Επαναλαµβανόµενες Ρίζες

Μερικές ϕορές, ορισµένες από τις ιδιοτιµές του Σ θα είναι ίσες. Αν

λq+1 = · · · = λq+k

τότε η ιδιοτιµή λ = λq+1 θα λέγεται ότι είναι ρίζα πολλαπλότητας k. Τα ιδιοδιανύσµα-

τα που αντιστοιχούν στις πολλαπλές ρίζες δεν είναι µοναδικά, καθώς µπορεί να επιλεχθεί

οποιοδήποτε ορθοκανονικό σύνολο σε κατάλληλο υπόχωρο k διάστασης. Οι αντίστοιχες

κύριες συνιστώσες θα έχουν την ίδια διασπορά.Τοπρόβληµαπου προκύπτει στην πράξη ε-

ίναιότι οιαντίστοιχες ρίζες τουδειγµατικούπίνακαδιασποράςδεν είναι ίσες,και εποµένως,

η πολλαπλότητα των ριζών δεν παρατηρείται εν γένει στην περίπτωση του δείγµατος. Στην

πραγµατικότητα, διαϕορετικά δείγµατα θα δώσουν εντελώς διαϕορετικές εκτιµήσεις των
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ιδιοδιανυσµάτων και έτσι,δεν µπορούν να θεωρηθούν σαν «χαρακτηριστικές µεταβλητές».

Με τον τρόπο αυτό εξηγείται η περίπτωση που εντοπίζονται σχεδόν ίσες ιδιοτιµές.

Μία ειδική περίπτωση προκύπτει,όταν οι τελευταίεςk ιδιοτιµές είναι ίσες. Σε αυτή την

περίπτωση,η διακύµανση στις τελευταίες k διαστάσεις λέγεται ότι είναι «σϕαιρική». Τότε,

οιk κύριες συνιστώσες µπορεί να θεωρηθούν σαν µέτρο της µεταβλητότητας και της σηµα-

ντικότητας των χαρακτηριστικών τουX που απεικονίζονται απότις πρώτες (p−k) κύριες

συνιστώσες. Φυσικά, αν οι τελευταίες k ιδιοτιµές είναι ίσες και µηδενικές, τότε εϕαρµόζο-

νται οι τεχνικές της ενότητας 1.3.3.

Παράδειγµα 1.3.1 (Chatfield &Collins, 1980,Παράδειγµα 4.2 σελ.65.) Έστω ένας (p×p)πίνα-

κας διασποράςΣ, των οποίων τα διαγώνια στοιχεία είναι όλα µονάδες και τα µη διαγώνια στοιχεία

ίσα µε ρ, όπου 0 < ρ < 1.Οι ιδιοτιµές τουΣ είναι οι λ1 = 1 + (p + 1)ρ και λ2 = λ3 = · · · =

λp = (1− ρ).

Επιπλέον, υπάρχουν ρίζες πολλαπλότητας αν p > 2. Σε αυτή την περίπτωση, όπου µόνο η

πρώτη ιδιοτιµή είναι µοναδική, οX θα είναι σϕαιρικά κατανεµηµένος γύρω από έναν µόνο κύριο

άξονα. Το ιδιοδιάνυσµα για τη πρώτη ιδιοτιµή είναι

aT
1 = [1/

√
p, . . . , 1/

√
p]

1.3.5 Ορθογωνιότητα

Έχει ήδη γίνει αναϕορά,ότι οπίνακας των ιδιοδιανυσµάτωνA είναι ένας ορθογώνιος πίνα-

κας. Η έννοια της χρήσης της ορθογωνιότητας είναι ότι το άθροισµα των τετραγωνικών

αποκλίσεων για κάθε παρατήρηση ως προς το σύνολο του µέσου του διανύσµατος παρα-

µένει αµετάβλητο. Αυτό µπορεί εύκολα να αποδειχθεί. Έστω ένας (n × p) mean-corrected

πίνακας δεδοµένων που συµβολίζεται µεX και (n×p) τα component scores του πίνακα που

συµβολίζονται µε Y. Είναι

Y = XA (1.12)

Εποµένως,

YYt = XAATXT = XXT (1.13)
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Τα διαγώνια στοιχεία των (n×n)πινάκων YYT καιXXT δίνουν τα αθροίσµατα των τετρα-

γώνων για κάθε παρατήρηση.

1.3.6 Επιβαρύνσεις Συνιστωσών/Συσχετίσεις Συνιστωσών

Όταν οι κύριες συνιστώσες είναι σε µορϕή πινάκων, είναι αρκετά σύνηθες να παρουσιάζο-

νται σαν βαθµωτό διάνυσµα στη µορϕή a∗
j = λ

1/2
j aj, για j = 1, 2, . . . , p παρά σαν ιδιο-

διανύσµατα {aj}.Αυτά τα βαθµωτά διανύσµατα είναι τέτοια,ώστε τοάθροισµα των τετρα-

γώνων των στοιχείων είναι ίσο µε τις αντίστοιχες ιδιοτιµές λj, αϕού a∗T
j a∗

j = λja
T
j aj = λj.

ΘέτονταςC = [a∗
1,a

∗
2, . . . ,a

∗
p], είναι ϕανερόότι ισχύειC = AΛ1/2,και απότην εξίσω-

ση (1.10) ισχύει Σ = CCT . Τα στοιχεία τουC είναι τέτοια,ώστε οι συντελεστές των σηµα-

ντικότερων συνιστωσών να είναι µεγαλύτεροι σε σχέση µε εκείνους που έχουν µικρότερη

σηµαντικότητα. Κάτι τέτοιο µοιάζει διαισθητικά σωστό.

Τα βαθµωτά αυτά διανύσµατα {a∗
j } έχουν δύο πιθανές ερµηνείες. Αρχικά, όλοι οι συ-

ντελεστές διαµορϕώνονται κατάλληλα µε διασπορά ίση µε ένα. Αυτό γίνεται µε Y ∗ =

Λ−1/2Y .Έπειτα,από τον ανάστροϕοµετασχηµατισµόX = AY (υποτίθεται ότι οX έχει

µέση τιµή µηδέν) γίνεταιX = AΛ1/2Y ∗ = CY ∗. Τα στοιχεία του πίνακαC ονοµάζονται

ϕορτία συνιστωσών (components loadings).

Μία δεύτερη ερµηνεία, του C προκύπτει, όταν ο πίνακας συσχετίσεων P τουX ανα-

λύεται ώστε P = CCT . Τώρα,

Cov(Yj, Xi) = Cov(Yj,

p∑
k=1

aikYk)

= aijVar(Yj)

= aijλj

αϕού Var(Yj) = λj. Με τα {Xi} να είναι τυποποιηµένα µε µοναδιαία διασπορά, τέτοια

ώστε

Correlation(Yj, Xi) = λjaij/λ
1/2
j

= aijλ
1/2
j
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Έτσι, ο πίνακας των συσχετίσεων δίνεται από την σχέση

Correlation(Y ,X) = AΛ1/2 = C

Με τον τρόπο αυτό, όταν οC υπολογίζεται από τον πίνακα συσχετίσεων P, τα στοιχεία του

υπολογίζουν τις συσχετίσεις ανάµεσαστις συνιστώσες καιστις αρχικές (τυποποιηµένες) µε-

ταβλητές, µε τα στοιχεία αυτά να καλούνται συσχετίσεις συνιστωσών (component correla-

tions).

1.3.7 Μη διαγώνια δοµή

Ένα ενδιαϕέρον χαρακτηριστικό των συνιστωσών είναι ότι εξαρτώνται από τις αναλογίες

των συσχετίσεων, και όχι από τις απόλυτες τιµές τους. Αν όλα τα µη διαγώνια στοιχεία του

πίνακα συσχετίσεων διαιρεθούν µε µία σταθερά k, τέτοια ώστε k > 1, τότε αποδεικνύεται

ότι ενώ οι ιδιοτιµές αλλάζουν, τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα θα παραµείνουν ίδια. Αυτό

το αποτέλεσµα ισχύει τόσο για τους δειγµατικούς πίνακες συσχετίσεων, όσο και για τους

πίνακες συσχετίσεων του πληθυσµού. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι πίνακες που µπορεί να

ϕαίνονται λίγοδιαϕορετικοί στη µορϕή,είναι δυνατόν να έχουν τις ίδιες κύριες συνιστώσες,

τονίζοντας την σηµασία της εξέτασης των ιδιοτιµών για την ερµηνεία των συνιστωσών.

ΈστωR έναςπίνακαςσυσχετίσεων του οποίου ο(i, j)όρος συµβολίζεταιµε rij,και έστω

R∗ ο πίνακας συσχετίσεων του οποίου ο (i, j) όρος για i ̸= j είναι rij/k, όπου k είναι στα-

θερά µε k > 1. Τότε θα ισχύει

R∗ = R/k+ (k− 1)I/k

Τα ιδιοδιανύσµατα του R∗ είναι οι λύσεις των εξισώσεων

(R∗ − λ∗I)a∗ = 0

ή (R/k+ (k− 1)I/k− λ∗I)a∗ = 0

ή (R− (kλ∗ − k+ 1)I)a∗ = 0
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Αλλά τα ιδιοδιανύσµατα του R είναι οι λύσεις της

(R− λI)a = 0

∆ηλαδή,προϕανώς, τα ιδιοδιανύσµατα είναι τα ίδια και οι ιδιοτιµές σχετίζονται µε

kλ∗ − k+ 1 = λ ή λ∗ = (λ+ k− 1)/k

Καθώς τοk→∞, όλες οι ιδιοτιµές τείνουν στη µονάδα. Αυτό το αποτέλεσµα είναι αναµε-

νόµενο,καθώςµεk→∞,όλαταµηδιαγώνιαστοιχεία τουR∗ τείνουνστοµηδένκαιµένουν

οι p τυποποιηµένες ασυσχέτιστες µεταβλητές. Σε αυτή την περίπτωση, οι συνιστώσες θα

καλύπτουν το ίδιοποσοστό της συνολικής διασποράς, ίσοµε 1/p, όπου µεp είναι η (p×p)

διάσταση του πίνακα συσχέτισης.

1.3.8 ΑσυσχέτιστεςΜεταβλητές

Έστω µία µεταβλητή Xi, η οποία είναι ασυσχέτιστη µε όλες τις υπόλοιπες µεταβλητές και

έχει διασπορά λi. Αποδεικνύεται ότι η λi είναι η ιδιοτιµή του πίνακα διακύµανσης µε το

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα να έχει µονάδα στην i-οστή θέση και µηδέν παντού. Εποµένως,

τοXi είναι µία κύρια συνιστώσα.

Γενικότερα,αν ένα σύνολοµεταβλητών είναι αµοιβαία ασυσχέτιστοαποδεικνύεται,ότι

οι κύριες συνιστώσες ταυτίζονται µε τις αρχικές µεταβλητές, διαµορϕωµένες πάντοτε σε

ϕθίνουσα σειρά.Σε αυτή την περίπτωση,δεν υπάρχει λόγος να εϕαρµοστεί η τεχνικήPCA,

αϕού δεν θα συµβάλλει µε κάποιο τρόπο στη µείωση της διαστατικότητας του προβλήµα-

τος.

Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί ένας µελετητής, ο οποίος προσπαθεί να ερµη-

νεύσει τις τρεις πρώτες συνιστώσες ενός (30 × 30) πίνακα συσχέτισης. Αυτές οι τρεις συ-

νιστώσες καλύπτουν µόνο το 15% της συνολικής τυποποιηµένης διακύµανσης. Τώρα, α-

κόµα και αν οι µεταβλητές είναι τελείως ασυσχέτιστες µε τις ιδιοτιµές να είναι µονάδα, οι

τρεις πρώτες συνιστώσες και πάλι θα καλύπτουν το 100× 3/30 = 10% της συνολικής δια-

κύµανσης. Με βάση αυτά τα αποτελέσµατα, γίνεται αντιληπτό ότι οι ΄συνιστώσες΄ δεν ε-
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ίναι πραγµατικά χαρακτηριστικά των δεδοµένων και εποµένως,δεν έχει νόηµα η ερµηνεία

των συνιστωσών. Αυτόαποδεικνύεται και από τον πίνακα συσχέτισης,όπου οι συσχετίσεις

είναι πολύ ΄µικρές΄ και η PCA δεν µπορεί να δώσει κάποιο αποτέλεσµα.

1.3.9 ΕκτιµήσειςΜεγίστης Πιθανοϕάνειας για ∆εδοµένα Κανονικής

Κατανοµής

Σε µικρόδείγµα η κατανοµή των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα συνδιακύµαν-

σης S είναι εξαιρετικά περίπλοκη, ακόµα και στην ειδική περίπτωση που οι µεταβλητές

είναι ασυσχέτιστες στον πληθυσµό. Ένας λόγος είναι ότι οι ιδιοτιµές είναι µη ορθολογικές

συναρτήσεις των στοιχείων τουS.Ωστόσο,ορισµένα αποτελέσµατα για µεγάλα δείγµατα

είναι γνωστά, και πολλές χρήσιµες ιδιότητες των κύριων συνιστωσών για κανονικά δεδο-

µένα προέρχονται από τα ακόλουθα αποτελέσµατα µέγιστης πιθανοϕάνειας.

Θεώρηµα 1.3.1 (Bibby et al., 1979,Θεώρηµα 8.3.1 σελ.229.) Για κανονικά δεδοµένα,όταν οι ιδιο-

τιµές του πίνακα είναι µοναδικές, οι δειγµατικές κύριες συνιστώσες και οι ιδιοτιµές είναι οι εκτι-

µητές µέγιστης πιθανοϕάνειας των αντίστοιχων παραµέτρων του πληθυσµού.

Απόδειξη Οι κύριες συνιστώσες και οι ιδιοτιµές του πίνακα Σ σχετίζονται µε τον πίνα-

κα Σ, µε τη βοήθεια µιας ένα προς ένα συνάρτησης, εκτός και εάν ο Σ έχει ιδιοτιµές που

ταυτίζονται. Εποµένως, το θεώρηµα ισχύει από την αναλλοίωτη των εκτιµητών µέγιστης

πιθανοϕάνειας κάτω από µετασχηµατισµούς ένα προς ένα.

Όταν οι ιδιοτιµές του Σ δεν είναι διακριτές, το παραπάνω θεώρηµα δεν ισχύει (Αυτό

µπορεί εύκολα να επιβεβαιωθεί για την περίπτωση Σ = σ2I). Σε τέτοιες περιπτώσεις,

υπάρχει κάποια αυθαιρεσία στον ορισµό των ιδιοδιανυσµάτων του Σ. Ακόµα κι αν η δυ-

σκολία αυτή αντιµετωπίζεται, οι ιδιοτιµές του S είναι σε γενικές γραµµές διακριτές, οπότε

οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του S δεν θα είναι η ίδια συνάρτηση του S µε τις ιδιοτι-

µές και τα ιδιοδιανύσµατα του Σ που είναι για τον Σ. Εποµένως, όταν τα ιδιοδιανύσµατα

του Σ δεν είναι διακριτά, οι δειγµατικές κύριες συνιστώσες δεν είναι εκτιµητές µέγιστης

πιθανοϕάνειας των αντίστοιχων ποσοτήτων τους για τον πληθυσµό. Ωστόσο, σε τέτοιες

περιπτώσεις µπορεί να χρησιµοποιηθεί το ακόλουθο τροποποιηµένο αποτέλεσµα
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Θεώρηµα 1.3.2 (Bibby et al.,1979,Θεώρηµα8.3.2 σελ.229.) Για δεδοµένακανονικής κατανοµής,

όταν για k > 1 οι ιδιοτιµές τουΣ δεν είναι διακριτές,αλλά λαµβάνουν την τιµή λ̄, τότε

• ηεκτιµήτριαµεγίστηςπιθανοϕάνειαςτου λ̄είναι l̄,δηλαδήοαριθµητικόςµέσοςτωναντίστοι-

χων ιδιοτιµών του δείγµατος,και

• τα ιδιοδιανύσµατα του δείγµατος που αντιστοιχούν στις πολλαπλές ιδιοτιµές είναι εκτιµητές

µεγίστης πιθανοϕάνειας,αν και είναι οι µοναδικοί εκτιµητές.

Απόδειξη Βλέπε Anderson (1963) καιKshirsagar (1972, σελ. 439)

1.4 ΤοΠρόβληµαΚλιµάκωσης της PCA

Είναι πολύ σηµαντικό να επισηµανθεί, ότι οι κύριες συνιστώσες ενός συνόλου µεταβλητών

εξαρτώνται σηµαντικά από τις µονάδες µέτρησης που χρησιµοποιούνται για τη µέτρηση

των µεταβλητών. Για παράδειγµα, έστω ότι για µία παρατήρηση µετράται το βάρος σε

pounds, το ύψος σε πόδια και η ηλικία σε χρόνια, δίνοντας το διάνυσµα x. Έστω επίσης,

ότι ο πίνακας διασποράς που παράγεται συµβολίζεται µε Sx, οι ιδιοτιµές του µε {λi} και τα

ιδιοδιανύσµατά του µε {ai}. Αν µετασχηµατιστούν τα δεδοµένα σε ένα νέο διάνυσµα,ώστε

zT = (βάρος σε κιλά, ύψος σε µέτρα, ηλικία σε µήνες)

τότε z = Kx, όπουK είναι ένας διαγώνιος πίνακας

Κ=


1/2.2 0 0

0 1/3.28 0

0 0 12


Ο πίνακας διασποράς των νέων µεταβλητών θα δίνεται τώρα από την σχέση

Sz = KSxK

αϕούKT = K.Οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του Sz θα είναι εν γένει διαϕορετικά από

εκείνα του Sx που συµβολίζονται µε {λ∗
i } και {a∗

i }.Η σηµαντικότερη παρατήρηση είναι ότι
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γενικά δεν δίνουν τις ίδιες κύριες συνιστώσες ακόµα και αν µετασχηµατιστούν πάλι στις

αρχικές µεταβλητές. Οι κύριες συνιστώσες θα αλλάξουν εκτός και αν

• Όλα τα διαγώνια στοιχεία του K είναι τα ίδια, µε K = cI, όπου c είναι µία βαθµωτή

σταθερά.Αυτό θα σήµαινε ότι όλες οι µεταβλητές έχουν αλλάξει µε τον ίδιο τρόπο.

• Οι µεταβλητές που αντιστοιχούν σε άνισα διαγώνια στοιχεία του K είναι ασυσχέτι-

στες. Πιοσυγκεκριµένα,αν όλα τα στοιχεία του Sx είναι άνισα µεταξύ τους, τότε οSx

θα πρέπει να είναι διαγώνιος πίνακας,που σε αυτή την περίπτωση δεν υπάρχει λόγος

εϕαρµογής της PCA, µε όλες τις µεταβλητές να είναι ασυσχέτιστες.

Η πρακτική σηµασία του παραπάνω αποτελέσµατος είναι ότι οι κύριες συνιστώσες αλ-

λάζουν µε την αλλαγή µονάδας µέτρησης, και εποµένως, δεν αποτελούν µοναδικά χαρα-

κτηριστικά των δεδοµένων. Αν για παράδειγµα,µία µεταβλητή έχει πολύ µεγαλύτερη δια-

σπορά από όλες τις υπόλοιπες µεταβλητές, τότε αυτή η µεταβλητή θα επικρατήσει, και θα

είναι η πρώτη κύρια συνιστώσα του πίνακα διασποράς, ανεξάρτητα των συσχετίσεων. Α-

πό την άλλη πλευρά,αν όλες οι µεταβλητές έχουν διασπορά ίση µε ένα, τότε η πρώτη κύρια

συνιστώσα θα είναι διαϕορετική απόπριν. Για αυτόακριβώς τολόγο,διενεργείται µόνοεάν

εντοπιστούν ελαϕρώς όµοιες διασπορές, και αν όλες οι µεταβλητές είναι ποσοστά ή έχουν

την ίδια µονάδα µέτρησης.

Ένας συµβατικός τρόπος αντιµετώπισης του παραπάνω προβλήµατος είναι η ανάλυση

τουπίνακασυσχέτισης,αντί τουπίνακαδιασποράς,ώστε κάθεπολυµεταβλητήπαρατήρη-

ση x, να µετασχηµατίζεται στη µορϕή

z = Kx

όπου

Κ=



1/s1 0 . . . 0

0 1/s2 . . . 0

... ...

0 . . . 0 1/sp


και si είναι η δειγµατική τυπική απόκλιση της i-οστής µεταβλητής. Αυτό εξασϕαλίζει ότι

όλες οι µεταβλητές θα έχουν διασπορά ίση µε ένα, και µε κάποια έννοια θα έχουν και την
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ίδιαµοναδικότηταείναικαι εξίσουσηµαντικές. Βέβαια,ηδιαδικασίακλιµάκωσης είναικαι

πάλι αυθαίρετη σε κάποιο βαθµό, εξαρτάται από τα δεδοµένα και κυρίως αποϕεύγει παρά

επιλύει το πρόβληµα. Αν οι µεταβλητές, για κάποιο λόγο, δεν µπορούν να θεωρηθούν ίδιας

σηµαντικότητας, τότε δεν µπορεί να γίνει ούτε και η ανάλυση του πίνακα συσχετίσεων.

Απεναντίας, µάλιστα καθιστά πιο δύσκολη την σύγκριση των αποτελεσµάτων από δύο ή

περισσότερα διαϕορετικά δείγµατα.

Σηµαντική παρατήρηση αποτελεί ότι οι κύριες συνιστώσες του πίνακα συσχέτισης δεν

θαείναιορθογώνιες,ανοιµεταβλητέςµετασχηµατιστούνπάλιστιςαρχικές τους τιµές. Αυτό

συµβαίνει, καθώς ο γραµµικός µετασχηµατισµός δύο γραµµών σε ορθή γωνία στο χώροP,

δεν παράγει γενικά δύο νέες γραµµές και πάλι σε ορθή γωνία, δείχνοντας ένα διαϕορετικό

χρόνο ύπαρξης του προβλήµατος κλιµάκωσης.

Συµπερασµατικά, το πρόβληµα κλιµάκωσης δεν προκύπτει σε προβλήµατα συσχέτι-

σης ή παλινδρόµησης. Οι συντελεστές συσχέτισης δεν εξαρτώνται από τις µονάδες µέτρη-

σης των µεταβλητών, ενώ παράλληλα, στην παλινδρόµηση οι εξισώσεις είναι ισοδύναµες

ανεξάρτητα των κλιµάκων που χρησιµοποιούνται. Το τελευταίο αποτέλεσµα προκύπτει,

γιατί οι εξισώσεις παλινδρόµησης επιλέγονται µε σκοπό να ελαχιστοποιήσουν το άθροι-

σµα των τετραγώνων των αποστάσεων που είναι παράλληλες µε ένα από τους άξονες, ενώ

στην PCA έχει ήδη τονιστεί, ότι η πρώτη κύρια συνιστώσα επιλέγεται µε σκοπό να ελαχι-

στοποιήσει τοάθροισµα των τετραγώνων των αποστάσεων που είναι κάθετες σε µια ευθεία

στο χώροP.

1.5 Συζήτηση

Στον τοµέα της ανάλυσης πολυµεταβλητών δεδοµένων η PCA θεωρείται περισσότερο σαν

εξερευνητική τεχνική και χρησιµοποιείται κυρίως για την απόκτηση µιας πρώτης «αίσθη-

σης» των δεδοµένων.Η τεχνική αυτή βοηθά το χρήστη στην βαθύτερη κατανόηση των συ-

σχετίσεων των δεδοµένων και µπορεί να συνδράµει στην εξαγωγή υποθέσεων σχετικά µε

τις σχέσεις των µεταβλητών.

Γεωµετρικά,ο στόχος της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών είναι να προσδιορίσει ένα

νέο σύνολο ορθογώνιων αξόνων, έτσι ώστε (Sharma, 1996,Ενότητα 4.1.3, σελ.66.):
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1. Οι συντεταγµένες των παρατηρήσεων σε σχέση µε κάθε έναν από τους άξονες δίνουν

τις τιµές για τις νέες µεταβλητές. Οι νέοι άξονες ή οι µεταβλητές ονοµάζονται κύριες

συνιστώσες και οι τιµές των νέων µεταβλητών ονοµάζονται βαθµολογίες κύριων συ-

νιστωσών principal component scores.

2. Κάθε νέα µεταβλητή είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των αρχικών µεταβλητών.

3. Η πρώτη νέα µεταβλητή υπολογίζει τη µέγιστη διασπορά στα δεδοµένα.

4. Ηδεύτερη νέαµεταβλητήαντιπροσωπεύει τηµέγιστηδιασποράπουδεν λαµβάνεται

υπόψη από την πρώτη µεταβλητή.

5. Η τρίτη νέα µεταβλητή αντιπροσωπεύει τη µέγιστη διασπορά που δεν έχει υπολογι-

στεί από τις δύο πρώτες µεταβλητές.

6. Η p νέα µεταβλητή λαµβάνει υπόψη τη διακύµανση που δεν έχει ληϕθεί υπόψη από

τις προηγούµενες p− 1 µεταβλητές.

7. Οι p νέες µεταβλητές είναι ασυσχέτιστες.

Τώρα εάν ένα σηµαντικό ποσό της συνολικής διακύµανσης στα δεδοµένα υπολογίζεται

από λίγες (κατά προτίµηση πολύ λιγότερες) κύριες συνιστώσες ή νέες µεταβλητές, τότε ο

ερευνητής µπορεί να χρησιµοποιήσει αυτά τα λίγα κύρια στοιχεία για ερµηνευτικούς σκο-

πούς ή για περαιτέρω ανάλυση των δεδοµένων αντί των αρχικών µεταβλητών p. Αυτό θα

είχε ως αποτέλεσµα µία σηµαντική µείωση των δεδοµένων ειδικά αν η τιµή του p είναι µε-

γάλη. Σηµειώνεται ότι η µείωση των δεδοµένων δεν αϕορά το πόσα δεδοµένα πρέπει να

συλλεχθούν, καθώς όλες οι αρχικές µεταβλητές p χρειάζονται για να σχηµατιστούν τα pri-

ncipal components scores (περισσότεροαναϕέρεται στοπόσες νέες µεταβλητές διατηρούνται

για περαιτέρω ανάλυση). Ως εκ τούτου, η ανάλυση των κύριων συνιστωσών αναϕέρεται

συνήθως ως τεχνική µείωσης δεδοµένων.

1.5.1 Είναι η Ανάλυση των Κύριων Συνιστωσών ηΚατάλληλη Τεχνική;

Εάν τα δεδοµένα πρέπει ή όχι να υποβληθούν σε ανάλυση κύριων συνιστωσών εξαρτάται

κυρίως από τον στόχο της µελέτης. Αν ο στόχος είναι να σχηµατιστούν ασυσχέτιστοι γραµ-
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µικοί συνδυασµοί, τότε η απόϕαση θα εξαρτηθεί από την ερµηνευσιµότητα του αποτε-

λέσµατος των κύριων συνιστωσών. Εάν οι κύριες συνιστώσες δεν µπορούν να ερµηνευθο-

ύν, τότε η επακόλουθη χρήση τους σε άλλες στατιστικές τεχνικές µπορεί να µην είναι πολύ

σηµαντική. Σε µια τέτοια περίπτωση, θα πρέπει να αποϕεύγεται η ανάλυση των κύριων

συνιστωσών για το σχηµατισµό µη συσχετισµένων µεταβλητών.

Απότηνάλληπλευρά,εάνοστόχος είναι ναµειωθείοαριθµός τωνµεταβλητώνστοσύνο-

λο δεδοµένων σε ένα µικρό αριθµό µεταβλητών (κύριες συνιστώσες), που είναι γραµµικοί

συνδυασµοί των αρχικών µεταβλητών,τότε είναι επιτακτική ανάγκη οαριθµός των κύριων

συνιστωσών να είναι µικρότερος απότον αριθµότων αρχικών µεταβλητών. Σε αυτή την πε-

ρίπτωση,ηανάλυση τωνκύριωνσυνιστωσώνθαπρέπει να εκτελείταιµόνοεάν ταδεδοµένα

µπορούν να αναπαρασταθούν µε λιγότερο αριθµό κύριων συνιστωσών χωρίς ουσιαστική α-

πώλεια πληροϕορίας.

Έστω τώρα ότι οι επιστήµονες έχουν διαθέσιµες συνολικά 100 µεταβλητές ή πληρο-

ϕορίες για τη λήψη απόϕασης εκτόξευσης ενός διαστηµικού λεωϕορείου. ∆ιαπιστώνεται

ότι πέντε κύριες συνιστώσες αντιπροσωπεύουν το99% της συνολικής διακύµανσης στις 100

µεταβλητές.Ωστόσο,σε αυτή την περίπτωση,οι επιστήµονες θεωρούν ότι το1% της µη κα-

ταγεγραµµένης διακύµανσης (δηλαδή η απώλεια πληροϕοριών) είναι ουσιαστικό,και έτσι

οι επιστήµονες µπορεί να θέλουν να χρησιµοποιήσουν όλες τις µεταβλητές για τη λήψη της

απόϕασης. Σε αυτήν την περίπτωση, τα δεδοµένα δεν µπορούν να αναπαρασταθούν σε

µειωµένη διάσταση. Από την άλλη πλευρά, εάν οι 100 µεταβλητές είναι οι τιµές διαϕόρων

ειδών διατροϕής, τότε η πέντε κύριες συνιστώσες που αντιπροσωπεύουν το 99% της δια-

κύµανσης µπορούν να θεωρηθούν ως πολύ καλό ποσοστό, γιατί µόλις το 1% της διακύµαν-

σης µπορεί να µην είναι σηµαντικό.

Θα υπάρξουν περιπτώσεις όπου µπορεί να µην είναι δυνατό να εξηγηθεί ένα σηµαντι-

κό µέρος της διακύµανσης µε λίγες µόνο νέες µεταβλητές. Σε τέτοιες περιπτώσεις, ίσως

χρειαστεί να χρησιµοποιηθεί ο ίδιος αριθµός κύριων συνιστωσών µε τον αριθµό των µε-

ταβλητών που πρέπει να ληϕθούν υπόψη, ώστε να ικανοποιείται ένα σηµαντικό ποσοστό

της διακύµανσης. Αυτό συµβαίνει συνήθως, όταν οι µεταβλητές δεν συσχετίζονται µεταξύ

τους. Για παράδειγµα, αν οι µεταβλητές είναι ορθογώνιες, τότε η καθεµία το κύριο συστα-

τικό θα αντιπροσωπεύει το ίδιο ποσό διακύµανσης. Σε αυτή την περίπτωση η PCA δεν
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πέτυχε καµία µείωση δεδοµένων. Αϕετέρου, αν οι µεταβλητές είναι τέλεια συσχετισµένες

µεταξύ τους, τότε η πρώτη κύρια συνιστώσα θα αντιπροσωπεύει όλη τη διακύµανση των

δεδοµένων. ∆ηλαδή, όσο µεγαλύτερη είναι η συσχέτιση µεταξύ των µεταβλητών τόσο µε-

γαλύτερη είναι η µείωση των δεδοµένων που µπορούµε να επιτύχουµε και το αντίστροϕο.

Ησυζήτησηαυτή υποδηλώνει ότι η ανάλυση των κύριων συνιστωσών είναι η πιοκατάλ-

ληλη αν οι µεταβλητές συσχετίζονται, γιατί µόνο τότε είναι δυνατό να µειωθεί ένας διαχει-

ρίσιµος αριθµός µεταβλητών χωρίς µεγάλη απώλεια πληροϕορίας. Αν οπαραπάνω στόχος

δεν επιτυγχάνεται,τότε η ανάλυση των κύριων συνιστωσών µπορεί να µην είναι η κατάλλη-

λη τεχνική. Υπάρχουν διαθέσιµοι στατιστικοί έλεγχοι , για να καθοριστεί εάν οι µεταβλη-

τές συσχετίζονται σηµαντικάµεταξύ τους.Ο έλεγχος τουBartlett είναι ένας τέτοιος έλεγχος

που µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τυποποιηµένα δεδοµένα.Ωστόσο,αυτές οι δοκιµές,συ-

µπεριλαµβανοµένου του test Bartlett, είναι ευαίσθητες στα µεγέθη δειγµάτων καθώς για

µεγάλα µεγέθη δείγµατος υπάρχουν ακόµη και µικρές συσχετίσεις που είναι στατιστικά

σηµαντικές. Στην πράξη, οι ερευνητές χρησιµοποίησαν τη δική τους κρίση για να προσ-

διορίσουν εάν µερικές,συνήθως µικρές σε αριθµό,κύριες συνιστώσες αντιπροσώπευαν ένα

ουσιαστικό µέρος της πληροϕορίας ή της διακύµανσης.

1.5.2 Αναγνωρίζοντας τις Σηµαντικές Κύριες Συνιστώσες

Αϕού αποϕασιστεί ότι είναι σκόπιµο να γίνει ανάλυση των κύριων συνιστωσών,το επόµενο

προϕανές ζήτηµα είναι ο καθορισµός του αριθµού των κύριων συνιστωσών που θα πρέπει

να διατηρηθεί.Όπως συζητήθηκε προηγουµένως,η απόϕαση εξαρτάται από τοπόσες πλη-

ροϕορίες (δηλαδή πόσο ποσοστό διακύµανσης) κάποιος είναι πρόθυµος να θυσιάσει. Ακο-

λουθούν ορισµένοι από τους προτεινόµενους κανόνες (Sharma, 1996 &Moustaki, 2011):

1. ∆ιατήρηση των πρώτων k συνιστωσών που είναι ένα ΄µεγάλο΄ ποσοστό της συνολι-

κής διακύµανσης, έστω 70− 80%.

2. Στην περίπτωση τυποποιηµένων δεδοµένων, διατηρούνται µόνο εκείνα τα στοιχεία

των οποίων οι ιδιοτιµές είναι µεγαλύτερες από ένα. Αυτό αναϕέρεται ως ο κανόνας

της eigenvalue-greater-than-one rule ή ο κανόνας του Kaiser. Η λογική πίσω από τον ε-

µπειρικόαυτόκανόνα είναι ότι µία συνιστώσαµε ιδιοτιµή 1 εξηγεί την ίδια ποσότητα
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διακύµανσης µε µία από τις αρχικές µεταβλητές. Ωστόσο, ο Jolliffe (1972) προτείνει

ότι είναι καλύτερο να διατηρούνται οι συνιστώσες µε ιδιοτιµή µεγαλύτερη από 0.7

σε σύγκριση µε την αποκοπή στην τιµή 1. Στην περίπτωση τώρα, των µη τυποποι-

ηµένων δεδοµένων, διατηρούνται όσες συνιστώσες έχουν ιδιοτιµές µεγαλύτερες του

µέσου των διασπορών.

3. ∆ιατήρηση µόνο των συνιστωσών που έχουν µία λογική και χρήσιµη ερµηνεία.

4. Σχεδιασµός του ποσοστού διακύµανσης που αντιστοιχεί σε κάθε κύρια συνιστώσα

και εύρεση του «αγκώνα» στη γραϕική. Η γραϕική αυτή είναι γνωστή µε τον όρο

scree plot. Αυτός ο κανόνας µπορεί να χρησιµοποιηθεί για mean-corrected και τυπο-

ποιηµένα δεδοµένα.

5. ∆ιατήρηση µόνο εκείνων των συνιστωσών που είναι στατιστικά σηµαντικές.

Το σκεπτικό του κανόνα eigenvalue-greater-than-one rule είναι, ότι για τυποποιηµένα δεδο-

µένα το ποσό της διακύµανσης που εξάγεται από κάθε συνιστώσα πρέπει να είναι ίσο µε

τη διακύµανση µίας τουλάχιστον µεταβλητής. Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο Cliff (1988) έχει

δείξει ότι ο κανόνας αυτός είναι εσϕαλµένος µε την έννοια ότι εξαρτάται από πολλούς πα-

ράγοντες. Έτσι, µπορεί να οδηγήσει σε µεγαλύτερο ή µικρότερο αριθµό κύριων συνιστω-

σών από αυτές που πραγµατικά είναι απαραίτητες και, εποµένως, δεν πρέπει να χρησιµο-

ποιείταιµε κλειστάµάτια.Ηχρήση του θαπρέπει να είναισεσυνδυασµόµεάλλουςκανόνες

ή µεθόδους.

Το scree plot, που προτείνε ο Cattell (1966), είναι πολύ δηµοϕιλές. Σε αυτόν τον κανόνα

το µόνο που απαιτείται είναι ένα γράϕηµα ανάµεσα στις ιδιοτιµές και τον αριθµό των συ-

νιστωσών που εξετάζονται. Η γωνία που θα εµϕανιστεί στην γραϕική είναι και ο τελικός

αριθµός των κύριων συνιστωσών που θα πρέπει να διατηρηθούν. Στην αριστερή γραϕι-

κή του Σχήµατος 1.1 δίνεται το διάγραµµα για την εύρεση των κύριων συνιστωσών χρησι-

µοποιώντας τυποποιηµένα δεδοµένα. Από το σχήµα ϕαίνεται ότι πρέπει να εξαχθούν δύο

κύριες συνιστώσες, καθώς εκεί ϕαίνεται να είναι ο αγκώνας.

Είναι προϕανές ότι και εδώ υπάρχει ένα σηµαντικό ποσοστό υποκειµενικότητας που

εµπλέκεται στην αναγνώριση του αγκώνα. Στην πραγµατικότητα, σε πολλές περιπτώσεις
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Σχήµα 1.1: Scree Plots. Στην αριστερή γραϕική παρουσιάζεται το Scree Plot και η γραϕική από την
Parallel Analysis. ∆εξιά,Scree Plot χωρίς κάποια γωνία.

το scree plot µπορεί να είναι τόσοοµαλόπου είναι αδύνατο να προσδιοριστεί ο αγκώνας (βλ.

δεξιά γραϕική του Σχήµατος 1.1).

ΟHorn (1965) έχειπροτείνειµιαδιαδικασία,πουονοµάζεταιπαράλληληανάλυση (parallel

analysis), για την αντιµετώπιση του παραπάνω προβλήµατος, όταν χρησιµοποιούνται τυ-

ποποιηµένα δεδοµένα.Έστω ότι υπάρχει ένα σύνολοδεδοµένων το οποίοαποτελείται από

400 παρατηρήσεις και 20 µεταβλητές. Πρώτον, k πολυµεταβλητά κανονικά τυχαία δείγ-

µατα που τοκαθένα αποτελείται από 400 παρατηρήσεις και 20 µεταβλητές θα δηµιουργη-

θούναπόένανπίνακασυσχέτισηςπληθυσµού ταυτότητας. Ταδεδοµέναπουπροκύπτουν υ-

πόκεινται σε ανάλυση κύριων συνιστωσών. Εϕόσον οι µεταβλητές δεν συσχετίζονται,κάθε

κύρια συνιστώσα θα αναµενόταν να έχει ιδιοτιµή ένα. Ωστόσο, λόγω δειγµατοληπτικού

σϕάλµατος ορισµένες ιδιοτιµές θα είναι µεγαλύτερες απόένα και µερικές θα είναι µικρότε-

ρες από ένα. Συγκεκριµένα,οι πρώτες p/2 κύριες συνιστώσες θα έχουν ιδιοτιµή µεγαλύτε-

ρη από ένα και το δεύτερο σύνολο των p/2 κύριων συνιστωσών θα έχει ιδιοτιµή µικρότερη

από ένα. Ο µέσος όρος των ιδιοτιµών για κάθε συνιστώσα πάνω από τα k δείγµατα σχεδι-

άζονταιστο ίδιογράϕηµαπουπεριέχει το screeplot τωνπραγµατικώνδεδοµένων. Τοσηµείο

αποκοπής θεωρείται ότι είναι εκεί που το δύο γραϕήµατα τέµνονται.

Ένας στατιστικός έλεγχος που καθορίζει τη στατιστική σηµασία των διαϕόρων κύριων

συνιστωσών έχει προταθεί. Ο έλεγχος είναι µια παραλλαγή του ελέγχου του Bartlett που

χρησιµοποιείται για νακαθορίζει εάνοισυσχετίσεις µεταξύ τωνµεταβλητών είναισηµαντι-
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κές. Κατά συνέπεια,ο έλεγχος έχει τους ίδιους περιορισµούς,δηλαδή είναι πολύ ευαίσθητο

στα µεγέθη δειγµάτων, και ως εκ τούτου πολύ σπάνια χρησιµοποιείται στην πράξη.

Στην πράξη, οι πιο ευρέως χρησιµοποιούµενες διαδικασίες είναι το scree plot test, η πα-

ράλληλη διαδικασία τουHornκαι οκανόνας της διατήρησης µόνοεκείνων των συνιστωσών

των οποίων οι ιδιοτιµές είναι µεγαλύτερες από ένα. Μελέτες προσοµοίωσης έδειξαν ότι η

παράλληλη διαδικασία του Horn είναι γενικά καλύτερη και προτείνεται η χρήση του. Ω-

στόσο, κανένας κανόνας δεν είναι καλύτερος κάτω από όλες τις συνθήκες. Θα πρέπει να

ληϕθεί υπόψη ο σκοπός της µελέτης, ο τύπος των δεδοµένων και το ποσό της διακύµανσης

που ο ερευνητής είναι διατεθειµένος να θυσιάσει. Τέλος, µία εξίσου σηµαντική παρατήρη-

ση, είναι η ερµηνευσιµότητα των κύριων συνιστωσών που καθορίζουν την απόϕαση για το

πόσες κύριες συνιστώσες θα πρέπει να διατηρηθούν.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
Ανάλυση Συστάδων

2.1 Τι είναι η Ανάλυση Συστάδων;

Η οµαδοποίηση ή συσταδοποίηση (Clustering) είναι η διαδικασία εξέτασης µιας συλλογής

«σηµείων» και οµαδοποίησης τους σε «συστάδες» σύµϕωνα µε κάποιο µέτρο απόστασης.

Στόχος είναι τα σηµεία που ανήκουν στην ίδια συστάδα να έχουν µικρή απόσταση τοένα α-

πότοάλλο,ενώ τα σηµεία σε διαϕορετικά συµπλέγµατα να βρίσκονται σε µεγάλη απόστα-

ση το ένα από το άλλο. Μια πρόταση του πώς µπορεί να ϕαίνονται τα συµπλέγµατα αυτά

παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.1.

Στόχος αυτού του κεϕαλαίου είναι η ανάλυσηµεθόδων για την ανακάλυψησυστάδωνσε

δεδοµένα. Ιδιαίτεροενδιαϕέρον έχουν οιπεριπτώσεις όπου ταδεδοµένα είναιπολύµεγάλα

και/ή όπου ο χώρος είτε είναι υψηλών διαστάσεων, είτε δεν είναι Ευκλείδειος.

Σχήµα 2.1: Γραϕική παρουσίαση διαϕορετικών περιπτώσεων Clustering.
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2.2 Μέτρα Εγγύτητας

2.2.1 Εισαγωγή

Κεντρικήςσηµασίαςστηνπροσπάθεια εντοπισµούσυστάδωνπαρατηρήσεωνείναιηγνώση

για το πόσο «κοντά» είναι τα σηµεία µεταξύ τους ή το πόσο απέχουν µεταξύ τους. Πολ-

λές έρευνες οµαδοποίησης έχουν ως σηµείο εκκίνησης έναν n × n πίνακα, τα στοιχεία

του οποίου αντανακλούν, κατά κάποια έννοια, ένα µέτρο εγγύτητας, που αναϕέρεται πιο

συχνά σε αυτό το πλαίσιο ως ανοµοιότητα (dissimilarity), απόσταση (distance) ή οµοιότη-

τα (similarity), µε γενικό όρο την εγγύτητα. ∆ύο σηµεία είναι «κοντά», όταν η ανοµοιότητα

ή η απόστασή τους είναι µικρή ή η οµοιότητά τους είναι µεγάλη. Οι εγγύτητες µπορούν

να προσδιοριστούν είτε άµεσα είτε έµµεσα,αν και το τελευταίο είναι πιο συνηθισµένο στις

περισσότερες εϕαρµογές. ΄Αµεσα καθορισµένες εγγύτητες συµβαίνουν πιο συχνά σε τοµε-

ίς όπως η ψυχολογία και η έρευνα αγοράς. Οι έµµεσες εγγύτητες συνήθως προέρχονται από

έναν (n× p) πίνακαX.

Για να µελετηθούν τα µέτρα εγγύτητας, θα εξεταστούν πρώτα µέτρα κατάλληλα για

κατηγορικές µεταβλητές και µετά εκείνα που είναι χρήσιµα για συνεχείς µεταβλητές και,

τέλος, µέτρα κατάλληλα για σύνολα δεδοµένων που περιέχουν και τα δύο.

2.2.2 ΜέτραΟµοιότητας για Κατηγορικά ∆εδοµένα

Τα µέτρα οµοιότητας χρησιµοποιούνται περισσότερο σε δεδοµένα, στα οποία όλες οι µε-

ταβλητές είναι κατηγορικές. Τα µέτρα γενικά δίνουν αποτελέσµατα στο διάστηµα [0, 1],

αν και περιστασιακά εκϕράζονται ως ποσοστά στο εύρος 0 − 100%. ∆ύο στοιχεία i και j

έχουν συντελεστή οµοιότητας sij ίσο µε ένα, εάν και τα δύο έχουν πανοµοιότυπες τιµές για

όλες τις µεταβλητές. Μια τιµή οµοιότητας ίση µε µηδέν δείχνει ότι τα δύο στοιχεία δια-

ϕέρουν στο µέγιστο για όλες τις µεταβλητές. (Φυσικά θα ήταν απλή υπόθεση η µετατροπή

της οµοιότητας sij σε ανοµοιότητα δij λαµβάνοντας, για παράδειγµα δij = 1− sij.)
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ΜέτραΟµοιότητας για ∆υαδικά ∆εδοµένα

Ο πιο συνηθισµένος τύπος πολυµεταβλητών κατηγορικών δεδοµένων είναι όλες οι µετα-

βλητές να είναι δυαδικές, και έχει προταθεί ένας µεγάλος αριθµός µέτρων οµοιότητας για

τέτοια δεδοµένα. Όλα τα µέτρα ορίζονται ως προς τις εγγραϕές σε µια διασταυρούµενη

ταξινόµηση των µετρήσεων οµοιοτήτων και διαϕορών στις µεταβλητές p για δύο τα στοι-

χεία. Η γενική έκδοση αυτής της διασταυρούµενης ταξινόµησης ϕαίνεται στον Πίνακα 2.1

(Everitt, 2011).

Στοιχείο i
Αποτέλεσµα 1 0 Σύνολο

Στοιχείο j 1 a b a+ b

0 c d c+ d

Σύνολο a+ c b+ d p = a+ b+ c+ d

Πίνακας 2.1: Αριθµός δυαδικών αποτελεσµάτων για δύο στοιχεία.

Μια λίστα µε µερικά από τα µέτρα οµοιότητας που έχουν προταθεί για δυαδικά δεδο-

µένα παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.2.Μια πιο εκτενής λίστα µπορεί να βρεθεί στοGower

και Legendre (1986). Ο λόγος για έναν τόσο µεγάλο αριθµό πιθανών µέτρων έχει να κάνει

µε τη ϕαινοµενική αβεβαιότητα ως προς τον τρόπο αντιµετώπισης του αριθµού των zero-

zero matches (d στον Πίνακα 2.1). Σε ορισµένες περιπτώσεις, ϕυσικά, οι αντιστοιχίες αυ-

τές είναι εντελώς ισοδύναµες µε τις one-one matches, και ως εκ τούτου θα πρέπει να συµπε-

ριλαµβάνονται στον υπολογισµό του µέτρου οµοιότητας. Ένα παράδειγµα είναι το ϕύλο,

όπου δεν υπάρχει προτίµηση ως προς το ποιο από τις δύο κατηγορίες θα πρέπει να κωδι-

κοποιείται ως µηδέν ή ένα. Αλλά σε άλλες περιπτώσεις η συµπερίληψη του d δηµιουργεί

προβλήµατα, όπως για παράδειγµα, όταν η κατηγορία µηδέν αντιστοιχεί στη γνήσια α-

πουσία ορισµένων ιδιοτήτων, όπως πτερύγια σε µια µελέτη των εντόµων. Το ερώτηµα που

πρέπει στη συνέχεια να τεθεί είναι αν οι ελλείψεις περιέχουν χρήσιµη πληροϕορία για την

οµοιότητα δύο στοιχείων. Αποδίδοντας µεγάλο βαθµό οµοιότητας σε ένα ζευγάρι στοιχε-

ίων απλώς και µόνο επειδή και τα δύο στερούνται ενός µεγάλου αριθµού ιδιοτήτων,µπορεί

να µην είναι λογικό σε πολλές περιπτώσεις. Σε τέτοιες περιπτώσεις, χρησιµοποιείται, για

παράδειγµα ο συντελεστής Jaccard ή ο συντελεστής που προτείνεται από τους Sneath και

Sokal (βλέπε Πίνακα 2.2)
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Μέτρο Φόρµουλα

S1: Matching coefficient sij = (a+ d)/(a+ b+ c+ d)

S2: Jaccard coefficient (Jaccard, 1908) sij = a/(a+ b+ c)

S3: Rogers and Tanimoto (1960) sij = (a+ d)/[a+ 2(b+ c) + d]

S4: Sneath and Sokal (1973) sij = a/[a+ 2(b+ c)]

S5: Gower and Legendre (1986) sij = (a+ d)/[a+ 1
2
(b+ c) + d]

S6: Gower and Legendre (1986) sij = a/[a+ 1
2
(b+ c)]

Πίνακας 2.2:Μέτρα οµοιότητας για δυαδικά δεδοµένα.

Ότανοι ελλείψεις θεωρούνταισηµαντικές,οαπλός συντελεστής αντιστοίχισης (S1) είναι

αυτός που χρησιµοποιείται. Τα µέτραS3 καιS5 είναι περαιτέρωπαραδείγµατα συµµετρι-

κών συντελεστών που αντιµετωπίζουν τις θετικές αντιστοιχίσεις (a) και τις αρνητικές (d) µε

τον ίδιο τρόπο. Οι συντελεστές διαϕέρουν στα βάρη που αποδίδουν στις παραπάνω τιµές.

Η επιλογή του µέτρου οµοιότητας είναι ιδιαίτερα σηµαντική, δεδοµένου ότι η χρήση

διαϕορετικών συντελεστών οµοιότητας µπορεί να οδηγήσει σε πολύ διαϕορετικές τιµές.

Ενώ ορισµένοι συντελεστές έχει αποδειχθεί ότι οδηγούν στα ίδια αποτελέσµατα (οιGower

και Legendre (1986) επισηµαίνουν ότι τα S2, S4 και S6 σχετίζονται µονοτονικά, όπως και

τα S1, S3 και S5), άλλοι, όπως για παράδειγµα οMatching Coefficient και ο συντελεστής

Jaccard,µπορούν ναοδηγήσουνσε διαϕορετικές εκτιµήσεις τωνσχετικών οµοιοτήτων ενός

συνόλου αντικειµένων.

ΜέτραΟµοιότητας για Κατηγορικά ∆εδοµένα µεΠερισσότερα από δύοΕπίπεδα

Κατηγορικά δεδοµένα, όπου οι µεταβλητές έχουν περισσότερα από δύο επίπεδα, αντιµε-

τωπίζονται µε παρόµοιο τρόπο µε τα δυαδικά δεδοµένα, µε κάθε επίπεδο της µεταβλητής

να θεωρείται ως ενιαία δυαδική µεταβλητή. Αυτό δεν είναι µία καλή προσέγγιση,ωστόσο,

απλώς και µόνο λόγω του µεγάλου αριθµού «αρνητικών» συνδέσεων που αναπόϕευκτα θα

εµπλέκονται. Μια καλύτερη µέθοδος είναι να διανεµηθεί µια βαθµολογία sijk µηδέν ή ένα

σε κάθε µεταβλητή k, ανάλογα µε το αν τα δύο στοιχεία i και j έχουν την ίδια τιµή σε αυτή

τη µεταβλητή. Στη συνέχεια, αυτές οι βαθµολογίες υπολογίζονται απλώς λαµβάνοντας το
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µέσο όρο πάνω από όλες τις µεταβλητές p.Ο συντελεστής οµοιότητας είναι

sij =
1

p

p∑
k=1

sijk

Ένας εναλλακτικός ορισµός της οµοιότητας για τις κατηγορικές µεταβλητές είναι η διαίρε-

ση όλων των πιθανών αποτελεσµάτων της k µεταβλητής σε αµοιβαία αποκλειόµενα υπο-

σύνολα κατηγοριών, η κατανοµή του sijk στο µηδέν ή ένα ανάλογα µε το αν οι δύο κατηγο-

ρίες για τα στοιχεία i και j είναι µέλη του ίδιου υποσυνόλου και, στη συνέχεια, προσδιορι-

σµός της αναλογίας των κοινών υποσυνόλων στις µεταβλητές.

2.2.3 Μέτρα Ανοµοιότητας και Απόστασης για Συνεχή ∆εδοµένα

Όταν όλες οι καταγεγραµµένες µεταβλητές είναι συνεχείς, εγγύτητα µεταξύ των στοιχείων

τυπικά ποσοτικοποιούνται µε µέτρα ανοµοιότητας ή µέτρα απόστασης, όπου το µέτρο α-

νοµοιότητας,dij, ονοµάζεται µέτρο απόστασης εάν πληροί τη τριγωνική ανισότητα

δij + δim ≥ δjm (2.1)

για ζεύγη στοιχείων ij, im και jm.Ένας (n×n)πίνακας ανοµοιοτήτων,∆ µε στοιχεία δij,

όπου δii = 0 για όλα τα i, λέγεται ότι είναι µετρική, αν ισχύει η ανισότητα (2.1) για όλες

τις τριπλέτες (i, j,m).Απότη µετρική ανισότητα προκύπτει ότι η ανοµοιότητα µεταξύ των

στοιχείων i και j είναι η ίδια µε αυτή µεταξύ των j και i, και ότι αν τα δύο σηµεία είναι

κοντά µεταξύ τους, τότε ένα τρίτο σηµείο έχει παρόµοια σχέση και µε τα δύο. Οι µετρικές

ανοµοιότητες είναι εξ΄ ορισµού µη αρνητικές.

Μία µεγάλη ποικιλία µέτρων έχουν προταθεί για την εξαγωγή ενός πίνακα ανοµοιότη-

τας από ένα σύνολο συνεχών πολυµεταβλητών παρατηρήσεων. Τα πιο συχνά µέτρα που

χρησιµοποιούνται συνοψίζονται στον Πίνακα 2.3 (Everitt, 2011). Όλα τα µέτρα απόστα-

σης διατυπώνονται έτσι, ώστε να επιτρέπουν τη διαϕορική στάθµιση των ποσοτικών µε-

ταβλητών (στον Πίνακα 2.3, τα wk, k = 1, . . . , p δηλώνουν τα µη αρνητικά βάρη των p

µεταβλητών).

Ταπροτεινόµεναµέτραανοµοιότηταςµπορούν ναχωριστούν ευρέωςσεµέτρααπόστα-
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σηςκαιµέτρατύπουσυσχέτισης. Τοµέτροαπόστασηςπουχρησιµοποιείταιπιοσυχνάείναι

η Ευκλείδεια απόσταση (D1)

dij =
[ p∑

k=1

(xik − xjk)
2
]1/2

(2.2)

όπου xik και xjk είναι,αντίστοιχα,η τιµή της k µεταβλητής τωνp-διάστατων παρατηρήσε-

ων για τα στοιχεία i και j. Αυτό το µέτρο απόστασης έχει την ιδιότητα ότι τοdij µπορεί να

ερµηνευτεί ως η ϕυσική αποστάση µεταξύ δύο p-διάστατων σηµείων x ′

i = (xi1, . . . , xip)

και x ′

j = (xj1, . . . , xjp) στον Ευκλείδειο χώρο. Επίσηµα, αυτή η απόσταση είναι επίσης

γνωστή ως l2 νόρµα. Η l1 νόρµα (D2) περιγράϕει τις αποστάσεις σε µια ευθύγραµµη δια-

µόρϕωση. Τόσο η Ευκλείδεια (r = 2), όσο και η l1, (r = 1) απόσταση είναι ειδικές περι-

πτώσεις της απόστασηςMinkowski (D3) ή της νόρµας lr.

Μέτρο Φόρµουλα

D1: Euclidean di-
stance

dij =
[∑p

k=1 w
2
k(xik − xjk)

2
]1/2

D2: City block di-
stance

dij =
∑p

k=1 wk|xik − xjk|

D3: Minkowski di-
stance

dij =
(∑p

k=1w
r
k|xik − xjk|

r
)1/p

, (r ≥ 1)

D4: Canberra dista-
nce(Lance and Wil-
liams, 1966)

dij =


0, για xik = xjk = 0
p∑

k=1

wk|xik − xjk|/(|xik|+ |xjk|) για xik ή xjk ̸= 0

D5:Pearson correla-
tion

δij = (1− ϕij)/2 µε

ϕij =
∑p

k=1wk(xik − x̄i∗)(xjk − x̄j∗)
/[∑p

k=1 wk(xik −

x̄i∗)
2
∑p

k=1 wk(xjk − x̄j∗)
2
]1/2

όπου x̄i∗ =
∑p

k=1wkxik

/∑p
k=1 wk

D6: Angular separa-
tion

δij = (1− ϕij)/2 µε

ϕij =
∑p

k=1wkxikxjk

/(∑p
k=1wkx

2
ik

∑p
k=1 wkx

2
jk

)1/2

Πίνακας 2.3:Μέτρα ανοµοιότητας για συνεχή δεδοµένα.

ΤοµέτροαπόστασηςCanberra (D4) είναι πολύ ευαίσθητοσε µικρές αλλαγές κοντά στο
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xik = xjk = 0. Συχνά θεωρείται ως γενίκευση του µέτρου της ανοµοιότητας για δυαδικά

δεδοµένα. Σε αυτό το πλαίσιο, τοD4 µπορεί να διαιρεθεί µε τον αριθµό των µεταβλητών,

p, για να εξασϕαλιστεί ότι ο συντελεστής ανοµοιότητας θα βρίσκεται στο διάστηµα [0, 1],

και τότε µπορεί να αποδειχθεί ότι τοD4 για δυαδικές µεταβλητές είναι µόνο ένα µείον µε

το συντελεστή αντιστοίχισης S1 του Πίνακα 2.2 (Gower and Legendre, 1986).

Συχνά έχει προταθεί (π.χ.Strauss et al., 1973; Cliff et al., 1995) ότι η συσχέτιση, ϕij,

µεταξύ των p-διάστατων παρατηρήσεων του i-ου και του j-ου στοιχείου µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί για την ποσοτικοποίηση της οµοιότητας µεταξύ τους. Τα µέτραD5 καιD6 είναι

παραδείγµατα µέτρων ανοµοιότητας από συσχέτιση συντελεστών. Το µέτροD5 χρησιµο-

ποιεί τον συντελεστή συσχέτισης Pearson και το µέτροD6 το εξωτερικό γινόµενο. Αϕού

για τους συντελεστές συσχέτισης έχουµε ότι

−1 ≤ ϕij ≤ 1 (2.3)

µε την τιµή 1 να αντικατοπτρίζει την ισχυρότερη δυνατή θετική σχέση και την τιµή -1 την

ισχυρότερη δυνατή αρνητική σχέση, αυτοί οι συντελεστές µπορούν να µετασχηµατιστούν

σε ανοµοιότητες,δij, εντός του διαστήµατος [0, 1] όπωςϕαίνεται στονΠίνακα2.3.Οσυντε-

λεστής συσχέτισης,ϕij,που χρησιµοποιείται για την κατασκευή τουD6 είναι τοσυνηµίτο-

νοτης γωνίας ανάµεσασε δύοδιανύσµαταπου συνδέουν την αρχήµε την iκαι j p-διάστατη

παρατήρηση αντίστοιχα. Παρόµοια ερµηνεία υπάρχει για τοD5, εκτός από τώρα τα δια-

νύσµατα ξεκινούν από τον «µέσο όρο» της p-διάστατης παρατήρησης.

2.2.4 ΜέτραΟµοιότητας για ∆εδοµένα µε Συνεχείς και Κατηγορικές

Μεταβλητές

Υπάρχει ένας αριθµός προσεγγίσεων για δεδοµένα στα οποία κάποιες µεταβλητές είναι συ-

νεχείς και κάποιες κατηγορικές.Μία προσέγγιση θα ήταν η µετατροπή όλων των µεταβλη-

τών και η χρήση ενός µέτρου οµοιότητας για δυαδικά δεδοµένα.Μία δεύτερη θα ήταν όλες

τις µεταβλητές να είναι στην ίδια κλίµακα αντικαθιστώντας τις τιµές µεταβλητών από τα

rank τους,και στη συνέχεια χρησιµοποιώντας ένα µέτρογια συνεχή δεδοµένα (π.χ.Wright

et al., 2003).Μία τρίτη προσπάθεια είναι η κατασκευή ενός µέτρου ανοµοιότητας για κάθε
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τύποµεταβλητής και έπειτα να ληϕθεί ένας συνδυασµός τους (π.χ.Bushel et al.,2007). Εδώ

παρουσιάζεται ένα προτεινόµενο µέτρο οµοιότητας από τον Gower (1971). Το γενικό µέτρο

οµοιότητας τουGower δίνεται από

sij =

p∑
k=1

wijksijk

/ p∑
k=1

wijk (2.4)

όπου sijk είναι η οµοιότητα µεταξύ της i και jπαρατήρησης όπως µετράται απότηνkµετα-

βλητή,και τοwijk είναι συνήθως ένα ή µηδέν,ανάλογα µε τοαν θεωρείται ή όχι η σύγκριση

έγκυρη. Η τιµή του wijk ορίζεται στο µηδέν εάν το αποτέλεσµα της µεταβλητής k λείπει

για το ένα ή και για τα δύο άτοµα i και j. Επιπλέον, το wijk µπορεί να µηδενιστεί εάν η

k µεταβλητή είναι δυαδική και θεωρείται σκόπιµο να εξαιρεθούν αρνητικά matches. Για

δυαδικές µεταβλητές και κατηγορικές µεταβλητές µε περισσότερες από δύο κατηγορίες,

οι οµοιότητες των συνιστωσών,sijk,παίρνουν την τιµή ένα όταν οι δύοπαρατηρήσεις έχουν

την ίδια τιµή και µηδέν διαϕορετικά.Για συνεχείς µεταβλητές,οGowerπροτείνει τη χρήση

του µέτρου οµοιότητας

sij = 1− |xik − xjk|/Rk (2.5)

όπου Rk είναι το εύρος των παρατηρήσεων για την k µεταβλητή.

2.2.5 Τυποποίηση

Σεπολλές εϕαρµογές οµαδοποίησηςοιµεταβλητέςπουπεριγράϕουν ταπροςοµαδοποίηση

αντικείµεναδενµετρώνταιστις ίδιες µονάδες. Είναισαϕές ότι δεν θαήταν λογικό,αςπούµε,

τοβάροςµετρηµένοσεκιλά,τούψοςσεµέτρα,και τοάγχος βαθµολογηµένοσεµιακλίµακα

τεσσάρων βαθµών ως ισοδύναµη µε οποιαδήποτε έννοια στον προσδιορισµό ενός µέτρου

οµοιότητας ή απόστασης. Όταν όλες οι µεταβλητές έχουν µετρηθεί σε συνεχή κλίµακα, η

λύση που προτείνεται συχνότερα για την αντιµετώπιση του προβλήµατος των διαϕορετι-

κών µονάδων µέτρησης είναι απλώς να τυποποιηθεί κάθε µεταβλητή σε διακύµανση ίση µε

µονάδαπριν απόοποιαδήποτεανάλυση.Μιασειράαπόµέτραµεταβλητότητας έχουν χρη-

σιµοποιηθεί για αυτόν τον σκοπό.Όταν οι τυπικές αποκλίσεις υπολογίζονται απότοπλήρες

σύνολο αντικειµένων που χρησιµοποιούνται για οµαδοποίηση, η τεχνική αναϕέρεται συ-

χνάως αυτόµατη κλιµάκωση (autoscaling),τυπική βαθµολογία (standard scoring) ή z-scoring.
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Οι εναλλακτικές διαιρούνται µε τη διάµεσο των απόλυτων αποκλίσεων,ή από τα ranges,µε

την τελευταία να υπερτερεί έναντι της αυτόµατης κλιµάκωσης σε πολλές εϕαρµογές οµα-

δοποίησης (Milligan&Cooper, 1988, Gnanadesikan et al., 1995, Jajuga&Walesiak, 2000).

2.3 Εισαγωγή στις Τεχνικές Ανάλυσης

Αρχικά, εξετάζονται οι έννοιες των µέτρων απόστασης και των χώρων. Οι δύο κύριες προ-

σεγγίσεις της συσταδοποίησης – ιεραρχική και ανάθεση σηµείων – έχουν καθοριστεί. Στη

συνέχεια, η συζήτηση στρέϕεται στην «κατάρα της διαστατικότητας», η οποία καθιστά

δύσκολη την οµαδοποίηση σε χώρους υψηλών διαστάσεων, αλλά επίσης, επιτρέπει ορι-

σµένες απλουστεύσεις εάν χρησιµοποιηθούν σωστά σε έναν αλγόριθµο συσταδοποίησης.

2.3.1 Σηµεία,Αποστάσεις και Χώροι

Ένασύνολοδεδοµένωνπουείναικατάλληλογιασυσταδοποίησηείναιµιασυλλογήσηµείων,

ταοποία είναιαντικείµεναπουανήκουνσεκάποιοχώρο.Με τηγενικότερη του έννοια,ένας

χώρος είναι απλώς ένα σύνολο σηµείων, από τα οποία αντλούνται τα σηµεία του συνόλου

δεδοµένων. Ωστόσο, θα πρέπει να τονιστεί, ότι στην κοινή περίπτωση ενός Ευκλείδειου

χώρου υπάρχει µια σειρά από σηµαντικές ιδιότητες χρήσιµες για συσταδοποίηση. Συγκε-

κριµένα, τα σηµεία ενός Ευκλείδειου χώρου είναι διανύσµατα πραγµατικών αριθµών. Το

µήκος του διανύσµατος είναι ο αριθµός των διαστάσεων του χώρου και τα συστατικά του

διανύσµατος είναι οι κοινώς ονοµαζόµενες, συντεταγµένες των σηµείων.

Όλοι οι χώροι, για τους οποίους µπορεί να πραγµατοποιηθεί η συσταδοποίηση, έχουν

έναµέτροαπόστασης,δίνοντας τηναπόστασηµεταξύοποιωνδήποτεδύοσηµείων τουχώρου.

Η κοινή Ευκλείδεια απόσταση χρησιµεύει για όλους τους Ευκλείδειους χώρους, αν και υ-

πάρχουν και άλλες επιλογές, συµπεριλαµβανοµένων της απόστασης Μανχάταν (άθροισµα

των µεγεθών των διαϕορών σε κάθε διάσταση) και της L∞-απόστασης (µέγιστο µέγεθος
της διαϕοράς σε οποιαδήποτε διάσταση).

Ωστόσο, τα σύγχρονα προβλήµατα συσταδοποίησης δεν είναι τόσο απλά.Μπορεί να

εµπλέκονται Ευκλείδειοι χώροι πολύ υψηλής διάστασης ή χώροι που δεν είναι καθόλουΕυ-
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κλείδειοι. Για παράδειγµα,είναι δύσκολη η οµαδοποίηση εγγράϕων µε βάση τοθέµα τους,

βασισµένοι στην εµϕάνιση κοινών, ασυνήθιστων λέξεων στα έγγραϕα. Ανάλογη δυσκολία

συναντάται στην οµαδοποίηση θεατών µε βάση τον τύπο ή τους τύπους ταινιών που τους

αρέσουν.

΄Αλλα µέτρα απόστασης για µη Ευκλείδειους χώρους αποτελούν η απόσταση Jaccard,

η απόσταση συνηµιτόνου και η απόστασηHamming. Γενικά,οι απαιτήσεις για µια συνάρ-

τηση να είναι µέτρο απόστασης για ζεύγη σηµείων είναι ότι

1. Οι αποστάσεις είναι πάντα µη αρνητικές, και µόνο η απόσταση µεταξύ ενός σηµείου

και του εαυτού του είναι 0.

2. Η απόσταση είναι συµµετρική. ∆εν έχει σηµασία µε ποια σειρά εξετάζονται τα ση-

µεία κατά τον υπολογισµό της απόστασής τους.

3. Τα µέτρα απόστασης υπακούουν στην τριγωνική ανισότητα. Η απόσταση από το x

στο y έως το z δεν είναι ποτέ µικρότερη από την απόσταση που πηγαίνει απευθείας

από το x στο z.

2.3.2 Στρατηγικές Συσταδοποίησης

Μπορούµε να χωρίσουµε τους αλγόριθµους συσταδοποίησης σε δύο οµάδες που ακολου-

θούν δύο βασικά διαϕορετικές στρατηγικές (Leskovec et al., 2019).

1. Οι ιεραρχικοί ή αθροιστικοί αλγόριθµοι (Hierarchical or agglomerative) ξεκινούν µε

κάθε σηµείοαπόµόνο του σαν συστάδα.Οι συστάδες συνδυάζονται µε βάση την «εγ-

γύτητα» (closeness) τους,χρησιµοποιώντας έναν από τους πολλούς πιθανούς ορισµούς

του «κοντά». Ο συνδυασµός σταµατά, όταν περαιτέρω συνδυασµοί οδηγούν σε ο-

µάδες που είναι ανεπιθύµητες για έναν από τους διάϕορους λόγους. Για παράδειγµα,

η διαδικασία µπορεί να σταµατήσει όταν υπάρχει ένας προκαθορισµένος αριθµός

συστάδων,ή µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα µέτρο συµπάγειας των συστάδων και να

διακοπεί ο συνδυασµός δύο µικρότερων συστάδων εάν προκύψει cluster µε σηµεία

που είναι απλωµένα σε πολύ µεγάλη περιοχή.
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2. Ηάλληκατηγορίααλγορίθµωνπεριλαµβάνει τηνανάθεσησηµείων (pointassignment).

Τα σηµεία εξετάζονται µε κάποια σειρά,και καθένα ανατίθεται στη συστάδα στην ο-

ποία ταιριάζει καλύτερα. Αυτή η διαδικασία συνήθως προηγείται από µια σύντοµη

ϕάσηστην οποία εκτιµώνται οι αρχικές συστάδες. ∆ιάϕορεςπαραλλαγές επιτρέπουν

τον περιστασιακό συνδυασµό ή τον διαχωρισµό των συστάδων,ή ακόµα και την κα-

τάργηση της εκχώρησης σηµείων, εάν είναι ακραίες τιµές (σηµεία πολύ µακριά από

οποιοδήποτε από τα τρέχοντα συµπλέγµατα,κοινώς outliers).

Οι αλγόριθµοι για συσταδοποίηση µπορούν επίσης να διακριθούν από:

• Εάν ο αλγόριθµος υποθέτει έναν ευκλείδειο χώρο, ή εάν ο αλγόριθµος λειτουργεί για

ένα αυθαίρετο µέτρο απόστασης. Η βασική διάκριση είναι ότι σε έναν Ευκλείδειο

χώρο τα σηµεία είναι δυνατό να συνοψιστούν από το κέντρο της συστάδας (centroid),

που είναι οµέσος όρος τωνσηµείων. Σε έναµηΕυκλείδειοχώρο,η έννοια τουκέντρου

δεν υπάρχει, και καθίσταται αναγκαία η ανάπτυξη ενός άλλου τρόπου για τη σύνοψη

των συστάδων.

• Εάνοαλγόριθµος υποθέτει ότι ταδεδοµένα είναιαρκετάµικρά,ώστε ναχωρούνστην

κύρια µνήµη ή εάν τα δεδοµένα πρέπει, πρωτίστως, να βρίσκονται στη δευτερεύου-

σα µνήµη. Οι αλγόριθµοι για µεγάλο όγκο δεδοµένων συχνά πρέπει να λαµβάνουν

συντοµεύσεις, δεδοµένου ότι είναι ανέϕικτο να ελεγχθούν όλα τα ζεύγη σηµείων. Ε-

ίναι επίσης απαραίτητη η σύνοψη των συστάδων στην κύρια µνήµη, αϕού δεν είναι

δυνατόνασυνυπάρχουν µαζί µε όλα τασηµεία όλων των συστάδωνστην κύρια µνήµη

ταυτόχρονα.

2.3.3 ΗΚατάρα της ∆ιαστατικότητας

Οι Ευκλείδειοι χώροι υψηλών διαστάσεων έχουν µια σειρά από µη διαισθητικές ιδιότη-

τες που µερικές ϕορές αναϕέρονται ως η «κατάρα της διαστατικότητας». Μη-Ευκλείδειοι

χώροι συνήθως µοιράζονται αυτές τις ανωµαλίες. Μια εκδήλωση της «κατάρας» είναι, ότι

στις υψηλές διαστάσεις σχεδόν όλα τα ζεύγη σηµείων απέχουν εξίσου το ένα από το άλ-
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λο.Μια άλλη εκδήλωση είναι ότι σχεδόν οποιαδήποτε δύο διανύσµατα είναι σχεδόν ορθο-

γώνια.

ΗΚατανοµή των Αποστάσεων σε έναν Υψηλών ∆ιαστάσεωνΧώρο

ΈστωέναςΕυκλείδειος χώροςδιάστασηςd. Ας υποτεθείότι επιλέγονταιn τυχαίασηµείασε

ένα µοναδιαίο κύβο,δηλαδή σηµεία [x1, x2, . . . , xd], όπου κάθε xi βρίσκεται στην περιοχή

από 0 έως 1. Αν d = 1, τυχαία σηµεία τοποθετούνται σε µια γραµµή µήκους 1. Αναµένεται

ότι ορισµένα ζεύγη σηµείων θα είναι πολύ κοντά,π.χ.,διαδοχικά σηµεία στην ίδια γραµµή.

Αναµένεται επίσης,ότι ορισµένασηµεία θα είναιπολύµακριά–αυτάπουβρίσκονταιπάνω

ή κοντά στην απέναντι άκρη της γραµµής.Η µέση απόσταση µεταξύ ενός ζεύγους σηµείων

είναι 1/3.

Έστωότι τοd είναι πολύ µεγάλο.ΗΕυκλείδεια απόστασηµεταξύ δύοτυχαίων σηµείων

[x1, x2, . . . , xd] και [y1, y2, . . . , yd] είναι

√√√√ d∑
i=1

(xi − yi)2

Εδώ,κάθε xi και yi είναι µια τυχαία µεταβλητή που επιλέγεται οµοιόµορϕα στην περιοχή

από0 έως 1. Επειδή τοd είναι µεγάλο,αναµένεται ότι για µερικά i, |xi − yi| θα είναι κοντά

στο 1. Αυτό θέτει ένα κατώτερο όριο του 1 στην απόσταση µεταξύ σχεδόν οποιωνδήποτε

δύο τυχαίων σηµείων. Στην πραγµατικότητα, ένα πιο προσεκτικό επιχείρηµα µπορεί να

βάλει ένα ισχυρότερο κάτω όριο στην απόσταση µεταξύ όλων εκτός από ένα αρκετά µικρό

κλάσµα ζευγών σηµείων.Ωστόσο, η µέγιστη απόσταση µεταξύ δύο σηµείων είναι
√
d, και

µπορεί κανείς να επιχειρηµατολογήσει ότι όλα εκτός από ένα µικρό κλάσµα των ζευγών

δεν έχουν απόσταση κοντά σε αυτό τοανώτατοόριο. Στην πραγµατικότητα,σχεδόν όλα τα

σηµεία θα έχουν απόσταση κοντά στη µέση απόσταση.

Αν ουσιαστικά δεν υπάρχουν ζεύγη σηµείων που να είναι κοντά, είναι δύσκολο να δη-

µιουργηθούν συστάδες. ∆εν υπάρχει επαρκή δικαιολόγηση για την οµαδοποίηση ενός ζε-

ύγους σηµείων και όχι ενός άλλου. Φυσικά, τα δεδοµένα µπορεί να µην είναι τυχαία και

µπορεί να είναι χρήσιµες οι συστάδες,ακόµη και σε χώρους πολύ υψηλών διαστάσεων.Ω-

στόσο, το επιχείρηµα για τα τυχαία δεδοµένα υποδηλώνει ότι θα είναι δύσκολο να βρεθούν
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αυτές οι οµάδες ανάµεσα σε τόσα πολλά ζεύγη που βρίσκονται όλα περίπου στην ίδια α-

πόσταση.

Γωνίες µεταξύ ∆ιανυσµάτων

Έστω πάλι ότι υπάρχουν τρία τυχαία σηµείαA,B καιC σε έναν d-διάστασης χώρο, όπου

τοd είναι µεγάλο. Εδώ,τα σηµεία µπορούν να βρίσκονται οπουδήποτε στον χώρο. Τι είναι

η γωνίαABC; Αν υποθέσουµε ότιA είναι το σηµείο [x1, x2, . . . , xd] και C είναι το σηµείο

[y1, y2, . . . , yd]. Το συνηµίτονο της γωνίαςABC είναι το εσωτερικό γινόµενο τωνA καιC

διαιρεµένο µε το γινόµενο των µηκών των διανυσµάτων A και C. ∆ηλαδή το συνηµίτονο

είναι ∑d
i=1 xiyi√∑d

i=1 x
2
i

√∑d
i=1 y

2
i

Καθώς τοd αυξάνεται,ο παρονοµαστής αυξάνεται γραµµικά στοd,αλλά οαριθµητής είναι

ένα άθροισµα τυχαίων τιµών,οι οποίες είναι εξίσου πιθανό να είναι θετικές όσο και αρνητι-

κές. Έτσι, η αναµενόµενη τιµή του αριθµητή είναι 0, και καθώς το d µεγαλώνει, η τυπική

του απόκλιση µεγαλώνει µόνοως
√
d.Έτσι, για µεγάλοd, το συνηµίτονο της γωνίας µετα-

ξύ οποιωνδήποτε δύο διανυσµάτων είναι σχεδόν βέβαιο ότι είναι κοντά στο 0,πράγµα που

σηµαίνει ότι η γωνία είναι κοντά στις 90°.

Μία σηµαντική συνέπεια του ότι τα τυχαία διανύσµατα είναι ορθογώνια είναι ότι αν υ-

πάρχουν τρία τυχαία σηµεία A,B και C και η απόσταση από τοA στο B είναι d1, ενώ η

απόσταση από το B στο C είναι d2, τότε η απόσταση από το A έως το C είναι περίπου√
d2
1 + d2

2. Αυτός ο κανόνας δεν ισχύει, έστω και κατά προσέγγιση, αν ο αριθµός των δια-

στάσεων είναι µικρός. Ως ακραία περίπτωση,αν d = 1, τότε η απόσταση από τοA στοC

θα ήταν αναγκαστικάd1+d2, εάν ταA καιC ήταν στις αντίθετες πλευρές τουB, ή |d1−d2|

αν ήταν στην ίδια πλευρά.

2.4 ΙεραρχικόClustering

Ένας διαϕορετικός αριθµός κανόνων ή µεθόδων έχουν προταθεί για τον υπολογισµό των

αποστάσεων µεταξύ δύο συστάδων. Στην πραγµατικότητα,οι διάϕοροι αλγόριθµοι ιεραρ-
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χικής οµαδοποίησης διαϕέρουν κυρίως ως προς το πώς είναι υπολογισµένες οι αποστάσεις

µεταξύ των δύο συστάδων.Μερικές από τις δηµοϕιλείς µεθόδους είναι:

1. Μέθοδος Centroid

2. Nearest-neighbor ή single-linkageΜέθοδος

3. Farthest-neighbor ή complete-linkageΜέθοδος

4. Average-linkageΜέθοδος

5. ΜέθοδοςWard’s

Χρησιµοποιείται η µέθοδος του κέντρου για να ολοκληρωθεί η συζήτηση της ιεραρχικής

οµαδοποίησης. Ακολουθεί αναλυτικά η ανάλυση για τις άλλες µεθόδους.

2.4.1 ΜέθοδοςCentroid

Στη µέθοδο αυτή κάθε οµάδα αντικαθίσταται από ένα µέσο που είναι το κέντρο αυτής της

οµάδας. Για παράδειγµα, το πρώτο cluster, σχηµατίζεται συνδυάζοντας τα στοιχεία I1 και

I2, και αντιπροσωπεύεται από τοκέντρο των στοιχείων I1 και I2.Ηοµοιότητα µεταξύ των

συστάδων συνήθως προκύπτει υπολογίζοντας την ευκλείδεια απόσταση.

Αν τώρα, δύο στοιχεία I3 και I4 έχουν τη µικρότερη απόσταση σηµαίνει ότι είναι πα-

ρόµοια,καικατάσυνέπεια,µπορούν ναοµαδοποιηθούνµόνοαυτάταδύοσεµια νέαοµάδα.

Για άλλη µια ϕορά, αυτή η οµάδα θα αντιπροσωπεύεται από το κέντρο των στοιχείων αυ-

τής της οµάδας.Όµοια, ισχύουν για ταστοιχεία I5και I6.Αν έχουν τηµικρότερηαπόσταση

συνδυάζονται, για να σχηµατίσουν το τρίτο σύµπλεγµα ή οµάδα, το οποίο για άλλη µια ϕο-

ρά θα αντιπροσωπεύεται από το κέντρο των στοιχείων αυτής της οµάδας.

Έτσι,οαλγόριθµος ιεραρχικήςοµαδοποίησηςσχηµατίζεισυστάδεςµε ιεραρχικότρόπο.

∆ηλαδή,ο αριθµός των συστάδων σε κάθε στάδιο είναι κατά ένα λιγότερος από τοπροηγο-

ύµενο. Αν υπάρχουν n παρατηρήσεις, τότε στο βήµα 1, βήµα 2, ..., βήµα n − 1 της ιεραρ-

χικής διαδικασίας ο αριθµός των συστάδων θα είναιn − 1, n − 2, . . . , 1 αντίστοιχα. Στην

περίπτωση της µεθόδου centroid, κάθε συστάδα αντιπροσωπεύεται από το κέντρο αυτού

του cluster για τον υπολογισµό των αποστάσεων µεταξύ των συστάδων.
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Συχνά τα διάϕορα βήµατα ή στάδια της ιεραρχικής διαδικασίας οµαδοποίησης παρι-

στάνεται γραϕικά σε αυτό που ονοµάζεται δενδρόγραµµα ή δέντρο. Το Σχήµα 2.2 δίνει

το δενδρόγραµµα για τα προαναϕερθείσα υποθετικά δεδοµένα. Οι κυκλωµένοι αριθµοί

Σχήµα 2.2: ∆ενδρόγραµµα για τα υποθετικά δεδοµένα.

αντιπροσωπεύουν τα διάϕορα βήµατα ή στάδια της ιεραρχικής διαδικασίας. Οι παρατη-

ρήσεις (δηλαδή, τα στοιχεία) παρατίθενται στον οριζόντιο άξονα, ενώ ο κατακόρυϕος άξο-

νας αντιπροσωπεύει την ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των κεντροειδών των συστάδων. Για

παράδειγµα, στο βήµα 4 το cluster που δηµιουργήθηκε, προέκυψε από τα βήµατα 2 και 3,

τα οποία συγχωνεύτηκαν ή συνδυάστηκαν για να σχηµατίσουν ένα σύµπλεγµα. Προκει-

µένου να προσδιοριστεί η σύνθεση συµπλέγµατος για ένα δεδοµένο αριθµό συστάδων, το

δενδρόγραµµα µπορεί να κοπεί στην κατάλληλη θέση.Μπορεί να χρησιµοποιηθεί ένας α-

ριθµόςαπόδιαϕορετικάκριτήριαγια τονπροσδιορισµότουκαλύτερουαριθµούσυστάδων.

Γιαπαράδειγµα,ηδιακεκοµµένηγραµµήπουϕαίνεταιστοΣχήµα2.2 (Sharma,1996),δίνει

σαν λύση τη δηµιουργία τριών συστάδων. Η λύση αυτή αποτελείται από τη συστάδα 1 που

περιέχει τα στοιχεία I1 και I2, τη συστάδα 2 που περιέχει τα I3 και I4 και την οµάδα 3

που περιέχει τα στοιχεία I5 και I6. Το δενδρογράϕηµα δίνει µια οπτική αναπαράσταση

της διαδικασίας οµαδοποίησης. Ωστόσο, µπορεί να µην είναι πολύ χρήσιµο για µεγάλο

αριθµό στοιχείων, καθώς θα µπορούσε να γίνει πολύ δύσκολο στην ερµηνεία.

Όπως αναϕέρθηκε προηγουµένως, υπάρχουν και άλλες ιεραρχικές µέθοδοι. Το πρώτο

βήµα (δηλαδή, ο σχηµατισµός του πρώτου συµπλέγµατος) είναι ο ίδιος για όλες τις µε-

θόδους, αλλά µετά το πρώτο βήµα οι διάϕορες µέθοδοι διαϕέρουν ως προς τη διαδικασία
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που χρησιµοποιείται για τον υπολογισµότωναποστάσεωνµεταξύ τωνσυστάδων.Ηενότη-

τα που ακολουθεί περιγράϕει άλλες διαθέσιµες ιεραρχικές µεθόδους.

2.4.2 Nearest-neighbor ή single-linkageΜέθοδος

Στην µέθοδο Centroid, η απόσταση µεταξύ των συστάδων λήϕθηκε µε βάση τον υπολογι-

σµό του τετραγώνου της ευκλείδειας απόστασης µεταξύ των κέντρων των αντίστοιχων συ-

στάδων. Στη single-linkage µέθοδο, η απόσταση µεταξύ δύο συστάδων αντιπροσωπεύεται

απότοελάχιστοτηςαπόστασηςµεταξύόλωντωνδυνατών ζευγώνανάµεσαστις δύοοµάδες.

Για παράδειγµα, η απόσταση µεταξύ της συστάδας 1 (αποτελούµενη από τα I1 και I2) και

της συστάδας 2 (που αποτελείται από τα I3 και I4) είναι το ελάχιστο από τις ακόλουθες α-

ποστάσεις:D13, D14, D23, D24. Γενικά,αν µία συστάδαkπεριέχειnk στοιχεία και µία συ-

στάδα lπεριέχειnl στοιχεία,τότε η απόσταση µεταξύ των δύοσυστάδων είναι το ελάχιστο

των αποστάσεων µεταξύ των (nk×nl) ζευγών αποστάσεων. Το επόµενο cluster σχηµατίζε-

ται χρησιµοποιώντας τον πίνακα οµοιότητας και η διαδικασία επαναλαµβάνεται έως ότου

όλα τα στοιχεία συγχωνευτούν σε µία συστάδα.

2.4.3 Farthest-neighbor ή complete-linkageΜέθοδος

Η complete-linkage µέθοδος είναι ακριβώς το αντίθετο από τη single-linkage µέθοδο. Η α-

πόσταση µεταξύ δύο συστάδων ορίζεται ως το µέγιστο των αποστάσεων µεταξύ όλων των

πιθανών ζευγών παρατηρήσεων στις δύο συστάδες. Η διαδικασία δηµιουργίας των συ-

στάδων είναι ανάλογη µε εκείνη της υποενότητας 2.4.2.

2.4.4 Average-linkageΜέθοδος

Στη Average-linkage µέθοδο, η απόσταση µεταξύ δύο συστάδων λαµβάνεται µε λήψη της

µέσης απόστασης µεταξύ όλων των ζευγών θεµάτων στις δύο συστάδες. Για παράδειγµα,

η πρώτη συστάδα σχηµατίζεται από τη συγχώνευση των στοιχείων I1 και I2.Ηαπόσταση

µεταξύ του cluster 1 και του στοιχείου I3 είναι ο µέσος όρος τωνD13 καιD23. Για άλλη µια

ϕορά,τοδεύτεροσύµπλεγµα σχηµατίζεται απότοσυνδυασµότων I3 και I4, και η απόστα-
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ση µεταξύ του δεύτερου και του πρώτου cluster δίνεται από τον µέσο όρο των αποστάσεων:

D13, D14, D23, D24. Γενικά, η απόσταση µεταξύ της συστάδας k και της συστάδας l δίνε-

ται από το µέσο όρο των (nk × nl) τετραγωνικών ευκλείδειων αποστάσεων, όπου nk και

nl είναι ο αριθµός των στοιχείων στις συστάδες k και l αντίστοιχα.

2.4.5 ΜέθοδοςWard’s

Η µέθοδος τουWard δεν υπολογίζει τις αποστάσεις µεταξύ των συστάδων. Αντίθετα, σχη-

µατίζει cluster µεγιστοποιώντας την οµοιογένεια εντός των συστάδων (within-cluster). Το

within-group (δηλαδή εντός συστάδας) άθροισµα τετραγώνων χρησιµοποιείται ως µέτρο

οµοιογένειας. ∆ηλαδή η µέθοδος του Ward προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει τα συνολικά

within-groupαθροίσµατατετραγώνων.Οισυστάδεςσχηµατίζονταισεκάθεβήµα,έτσιώστε

ηπροκύπτουσαλύσηναέχει ταλιγότεραwithin-cluster αθροίσµατατετραγώνων. Ταwithin-

cluster αθροίσµατα τετραγώνων που ελαχιστοποιούνται είναι επίσης γνωστά ως τα αθρο-

ίσµατα τετραγώνων των σϕαλµάτων (error sums of squares (ESS)). Για την δηµιουργία των

cluster, αρχικά κάθε παρατήρηση είναι ένα σύµπλεγµα και εποµένως το ESS είναι µηδέν.

Σε κάθε βήµα οι συστάδες σχηµατίζονται µε σκοπότην ελαχιστοποίηση του κριτηρίουESS

και η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι όλα τα στοιχεία να ανήκουν σε κάποιο cluster. Τυχόν ι-

σοπαλίες για την επιλογή των σηµείων σπάνε αυθαίρετα.

2.5 Μη ΙεραρχικόClustering

Σε µία µη ιεραρχική οµαδοποίηση, τα δεδοµένα χωρίζονται σε k κατατµήσεις ή οµάδες

µε την καθεµία να αντιπροσωπεύει ένα cluster. Εποµένως, σε αντίθεση µε την ιεραρχική

οµαδοποίηση,οαριθµός των συστάδωνπρέπει να είναι γνωστός εκ των προτέρων (apriori).

Οι µη ιεραρχικές τεχνικές οµαδοποίησης ακολουθούν βασικά τα εξής βήµατα:

1. Επιλέξτε αρχικά k κέντρα συστάδων ή σπόρους (seeds), όπου k είναι ο αριθµός των

επιθυµητών συστάδων.

2. Αντιστοιχίστε κάθε παρατήρηση στο cluster στο οποίο είναι πιο κοντά.
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3. Εκχωρήστε εκ νέου ή ανακατανείµετε κάθε παρατήρηση σε µία από τις οµάδες k

σύµϕωνα µε έναν προκαθορισµένο κανόνα διακοπής.

4. Σταµατήστε εάνδεν υπάρχειανακατανοµήσηµείωνή εάνη εκνέου εκχώρηση ικανο-

ποιεί τα κριτήρια που ορίζονται από τον κανόνα διακοπής. ∆ιαϕορετικά, µεταβείτε

στο βήµα 2.

Οι περισσότεροι από τους µη ιεραρχικούς αλγόριθµους διαϕέρουν ως προς: (1) τη µέθοδο

που χρησιµοποιείται για την απόκτηση των κέντρων,και (2) τον κανόνα που χρησιµοποιε-

ίται για την εκ νέου αντιστοίχιση των παρατηρήσεων.Μερικές από τις µεθόδους που χρη-

σιµοποιούνται για τη λήψη αρχικών κέντρων είναι

1. Επιλέξτε τις πρώτες k παρατηρήσεις,µε δεδοµένα χωρίς ελλείψεις,ως κέντρα για τις

αρχικές συστάδες.

2. Επιλέξτε τηνπρώτηµη ελλιπήπαρατήρησηωςκέντρογια τοπρώτο cluster. Τοκέντρο

για το δεύτερο cluster επιλέγεται, έτσι ώστε η απόστασή του από τον προηγούµενο

κέντροναείναιµεγαλύτερηαπόµιαορισµένη επιλεγµένηαπόσταση. Τοτρίτοκέντρο

επιλέγεται,έτσιώστε η απόστασηαπόταπροηγουµένως επιλεγµένα κέντρα να είναι

µεγαλύτερη από την επιλεγµένη απόσταση και ούτω καθεξής.

3. Επιλέξτε τυχαία k µη ελλιπείς παρατηρήσεις ως κέντρα συστάδων.

4. Βελτιώστε τα επιλεγµένα κέντρα χρησιµοποιώντας ορισµένους κανόνες, ώστε να ε-

ίναι όσο το δυνατόν πιο µακριά µεταξύ τους.

5. Χρησιµοποιήστε έναν τρόπο που προσδιορίζει τα κέντρα των cluster, έτσι ώστε να

είναι όσο το δυνατόν πιο µακριά µεταξύ τους.

6. Χρησιµοποιήστε τα κέντρα που παρέχονται από κάποιο ερευνητή.

Μόλις εντοπιστούν τα κέντρα, τα αρχικά cluster σχηµατίζονται αναθέτοντας καθεµία από

τις υπόλοιπεςn− k παρατηρήσεις στο κέντρο, στο οποίο η παρατήρηση είναι πιο κοντά.

Οι µη ιεραρχικοί αλγόριθµοι διαϕέρουν,επίσης,σε σχέση µε τη διαδικασία που χρησι-

µοποιείται για την επανάθεση των σηµείων στα k clusters. Μερικοί από τους κανόνες επα-

νάθεσης είναι
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1. Υπολογίστε το κέντρο κάθε συστάδας και αντιστοιχίστε εκ νέου τα σηµεία στο clu-

ster, του οποίου το κέντρο είναι το πλησιέστερο. Τα κεντροειδή δεν ενηµερώνονται

κατά την ανάθεση των παρατηρήσεων στα k cluster, αλλά υπολογίζονται εκ νέου µε-

τά την ανάθεση όλων των παρατηρήσεων. Εάν η αλλαγή στα κεντροειδή των cluster

είναι µεγαλύτερη από ένα επιλεγµένο κριτήριο σύγκλισης, τότε ένα ακόµα πέρασµα

πραγµατοποιείται και υπολογίζονται εκ νέου τα νέα κέντρα. Η διαδικασία ανάθε-

σης συνεχίζεται µέχρι η αλλαγή των κέντρων να είναι µικρότερη από το επιλεγµένο

κριτήριο σύγκλισης.

2. Υπολογίστε τοκέντροκάθεσυστάδας καιαντιστοιχίστε εκ νέου τασηµείαστο cluster,

του οποίου το κέντρο είναι το πλησιέστερο. Για την ανάθεση κάθε παρατήρησης, υ-

πολογίστε εκ νέου το κέντρο του cluster, στο οποίο έχει ανατεθεί παρατήρηση και τη

συστάδα από την οποία προέρχεται η παρατήρηση. Για άλλη µια ϕορά, η εκ νέου

ανάθεση συνεχίζεται µέχρι την αλλαγή των κέντρων να είναι µικρότερη από το επι-

λεγµένο κριτήριο σύγκλισης.

Όπως ϕαίνεται, υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία αλγορίθµων οµαδοποίησης που µπορούν να

αναπτυχθούνανάλογαµε τοσυνδυασµότηςαρχικής τοποθέτησης τωνκέντρωνκαι της επα-

νατοποθέτησης των σηµείων που χρησιµοποιείται. Τρεις δηµοϕιλείς τύποι µη ιεραρχικών

αλγορίθµων παρουσιάζονται παρακάτω.

2.5.1 Αλγόριθµος Ι

Αυτός ο αλγόριθµος επιλέγει τις πρώτες k παρατηρήσεις ως κέντρα συστάδων. Το επόµε-

νο βήµα είναι να υπολογιστεί το κέντρο κάθε συστάδας. Για παράδειγµα, η αλλαγή στο

κέντροµιας συστάδας γίνεται,όταν η αλλαγή στο cluster είναι µεγαλύτερη απόένα κριτήριο

σύγκλισης.Μια ανακατανοµή των παρατηρήσεων γίνεται στην επόµενη επανάληψη.

Οι παρατηρήσεις ανατίθενται εκ νέου µε τον υπολογισµό της απόστασης κάθε παρα-

τήρησης από το κέντρο. Αν καµία από τις παρατηρήσεις δεν αντιστοιχίζεται εκ νέου και

η αλλαγή στα κέντρα κάθε συστάδας είναι µηδέν, δεν γίνονται άλλες ανακατατάξεις και η

τελική λύση προκύπτει µε βάση τα cluster που έχουν διαµορϕωθεί µέχρι εκείνη τη στιγµή.



2.5Μη ΙεραρχικόClustering 45

2.5.2 Αλγόριθµος ΙΙ

Αυτός ο αλγόριθµος διαϕέρει από τον Αλγόριθµο Ι ως προς τον τρόπο τροποποίησης των

αρχικών κέντρων. Οι πρώτες παρατηρήσεις επιλέγονται ως cluster seeds. Στη συνέχεια, κα-

θεµία από τις υπόλοιπες παρατηρήσεις αξιολογούνται ώστε να εξακριβωθεί, εάν µπορεί να

αντικαταστήσει οποιαδήποτε από τα προηγουµένως επιλεγµένα κέντρα, σύµϕωνα µε τον

ακόλουθο κανόνα: Το κέντρο που είναι υποψήϕιο για αντικατάσταση είναι ένα από τα δύο

που βρίσκονται πιο κοντά µεταξύ τους. Μια παρατήρηση πληροί τις προϋποθέσεις για να

αντικαταστήσει ένα από τα δύο κέντρα εάν η απόσταση µεταξύ τους είναι µικρότερη από

την απόσταση µεταξύ της παρατήρησης και του πλησιέστερου κέντρου. Αν η παρατήρηση

πληροί τις προϋποθέσεις, τότε το κέντρο που αντικαθίσταται είναι αυτό που βρίσκεται πιο

κοντά στην παρατήρηση.

Γιαπαράδειγµα,στονπροηγούµενοαλγόριθµοοιπαρατηρήσεις I1, I2και I3 επιλέχτη-

κανσανκέντραγια τις τρειςσυστάδες.Έστω,ότιηµικρότερηαπόστασηµεταξύ τωνκέντρων

είναι για τα σηµεία I1 και I2.Ηπαρατήρηση I4 δεν πληροί τις προϋποθέσεις ως σηµείο α-

ντικατάστασης, επειδή η απόσταση µεταξύ I1 και I2 δεν είναι µικρότερη από την απόστα-

σηµεταξύ I4και τουπλησιέστερουκέντρου (δηλαδή,απόστασηµεταξύ I4και I3).Ωστόσο,

η παρατήρηση I5 θεωρείται ως σηµείοαντικατάστασης,επειδή η απόσταση µεταξύ των I1

και I2 είναι µικρότερηαπότηναπόστασηµεταξύ του I5και τουπλησιέστερου κέντρου (δη-

λαδή I5 και I3). Το κέντρο I2 αντικαθίσταται από I5 επειδή η απόσταση µεταξύ I5 και I2

είναι µικρότερη από την απόσταση µεταξύ I5 και I1. Τα τρία κέντρα τώρα είναι τα I1, I3

και I5 και τα δύο πιο κοντινά κέντρα είναι τα I3 και I5. Εποµένως, τα τελικά κέντρα είναι

τα I1, I3, και I5.

Όπως γίνεται αντιληπτό, καµία από τις παρατηρήσεις δεν αναδιατάσσεται, µε απο-

τέλεσµα να µην πραγµατοποιείται καµία αλλαγή στα κέντρα του συµπλέγµατος. Κατά συ-

νέπεια, δεν γίνονται άλλες επανατοποθετήσεις και η προκύπτουσα λύση τριών συστάδων

είναι αυτή που δίνεται.Ωστόσο,η λύση αυτού του βήµατος είναι διαϕορετική από τη λύση

του Αλγορίθµου 1. Κατά συνέπεια,όπως έχει αποδειχθεί σε µελέτες προσοµοίωσης,οι µη ι-

εραρχικές τεχνικέςοµαδοποίησης είναιαρκετάευαίσθητεςστην επιλογήτωναρχικώνκέντρων.

Οι αλγόριθµοι Ι και ΙΙ συνήθως αναϕέρονται ως συσταδοποίηση K-means.
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2.5.3 Αλγόριθµος ΙΙΙ

Όπως αναϕέρθηκε προηγουµένως, οι µη ιεραρχικοί αλγόριθµοι οµαδοποίησης διαϕέρουν

ωςπρος τηναρχική επιλογήκέντρωνκαι τονκανόνα της εκνέουανάθεσης. Εδώπεριγράϕε-

ται µια εναλλακτική λύση για την επιλογή των αρχικών κέντρων και ένας κανόνας επανάθε-

σης που ελαχιστοποιεί ρητά τοESS.

Έστω Sum(i) το άθροισµα των τιµών των µεταβλητών για κάθε παρατήρηση και k

είναι ο επιθυµητός αριθµός συστάδων. Η αρχική κατανοµή της παρατήρησης i στο cluster

Cj δίνεται από το ακέραιο µέρος της ακόλουθης εξίσωσης:

Ci =
(Sum(i) −Min)(k− 0.0001)

Max−Min
+ 1 (2.6)

όπου Ci είναι το cluster, στο οποίο πρέπει να εκχωρηθεί η παρατήρηση i, τοMax και το

Min είναι, αντίστοιχα, το µέγιστο και το ελάχιστο του Sum(i), και το k είναι ο αριθµός

των επιθυµητώνσυστάδων.Οιπαρατηρήσεις ανατίθενταιµε βάση την ελαχιστοποίηση του

στατιστικού κριτηρίου ESS. Αρνητική τιµή του ESS για την ποσότητα στην προηγούµενη

εξίσωση υποδεικνύει, ότι το συνολικόESS θα µειωθεί εάν η παρατήρηση ανατεθεί εκ νέου

στο αντίστοιχο σύµπλεγµα. Αυτή η αλλαγή του ESS υπολογίζεται για την αντιστοίχιση της

παρατήρησης σε καθεµία από τις άλλες συστάδες, και η παρατήρηση επανατοποθετείται

στο cluster που έχει ως αποτέλεσµα τη µεγαλύτερη µείωση του ESS. Αυτή η διαδικασία

επαναλαµβάνεται για όλες τις παρατηρήσεις.

2.6 Ποια είναι η Καλύτερη ΕπιλογήClustering;

Ποιους απότους δύοτύπους τεχνικών οµαδοποίησης (δηλαδή, ιεραρχική και µη ιεραρχική)

πρέπει να χρησιµοποιήσει κανείς; Στη συνέχεια,δεδοµένου ότι ο ερευνητής επιλέγει µία α-

πό αυτές τις τεχνικές, ποια συγκεκριµένη µέθοδο ή αλγόριθµο για µια δεδοµένη τεχνική

οµαδοποίησης (π.χ. centroid ή nearest neighbor για ιεραρχική µέθοδο) πρέπει να επιλέξει

κανείς; Προϕανώς, η απόϕαση εξαρτάται από τον στόχο της µελέτης και τις ιδιότητες των

διαϕόρων αλγορίθµων οµαδοποίησης. Οι Punj και Stewart (1983) έχουν παραθέσει περιε-
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κτικές περιλήψεις διάϕορων αλγορίθµων οµαδοποίησης και εµπειρικών µελετών που συ-

γκρίνουν αυτούς τους αλγορίθµους. Στις ακόλουθες ενότητες συζητούνται εν συντοµία µερι-

κές απότις κύριες ιδιότητες των ιεραρχικώνκαιµη ιεραρχικώναλγορίθµων οµαδοποίησης,

οι οποίες θα µπορούσαν να βοηθήσουν στην επιλογή από τους διάϕορους αλγόριθµους ο-

µαδοποίησης.

2.6.1 ΙεραρχικέςΜέθοδοι

Οι µέθοδοι ιεραρχικής οµαδοποίησης δεν απαιτούν εκ των προτέρων γνώση του αριθµού

των cluster. Αυτόείναι ένασαϕέςπλεονέκτηµαέναντι τωνµη ιεραρχικώνµεθόδων.Ωστόσο,

οι ιεραρχικές µέθοδοι έχουν το µειονέκτηµα, ότι εάν µια ϕορά µια παρατήρηση καταχω-

ρηθεί σε ένα cluster δεν µπορεί να ανατεθεί εκ νέου σε ένα άλλο. Εποµένως, µερικές ϕο-

ρές οι ιεραρχικές µέθοδοι χρησιµοποιούνται µε διερευνητική έννοια και η λύση που δίνουν

υποβάλλεται σε µια µη ιεραρχική µέθοδο για περαιτέρω βελτίωση της λύσης του cluster.

∆ηλαδή,οι ιεραρχικές και µη ιεραρχικές µέθοδοι θα µπορούσαν να θεωρηθούν ως συµπλη-

ρωµατικές και όχι ως ανταγωνιστικές µεθόδους.

∆εδοµένου, ότι οι διάϕορες ιεραρχικές µέθοδοι διαϕέρουν ως προς τη διαδικασία που

χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της απόστασης µεταξύ των συστάδων, το προϕανές

ερώτηµα είναι: Ποια ιεραρχική µέθοδος πρέπει να χρησιµοποιήσει κανείς; ∆υστυχώς, δεν

υπάρχει ξεκάθαρη απάντηση. Εξαρτάται από τα δεδοµένα, την ποσότητα θορύβου ή τις

ακραίες τιµές και τη ϕύση των οµάδων που υπάρχουν στα δεδοµένα (για τα οποία δεν γνω-

ρίζουµε). Ωστόσο, µε βάση τα αποτελέσµατα µελετών προσοµοίωσης και εϕαρµογές αυ-

τών τωντεχνικών,µπορούν ναγίνουν ταακόλουθασηµείασχετικάµε τις διάϕορες τεχνικές:

1. Οι ιεραρχικές µέθοδοι είναι επιρρεπείς στην λεγόµενη chaining ή linking effect. ∆ηλα-

δή, οι παρατηρήσεις µερικές ϕορές αντιστοιχίζονται στα ήδη υπάρχοντα συµπλέγ-

µατα, αντί να οµαδοποιούνται σε νέες συστάδες. Αυτό είναι περισσότερο πρόβληµα

εάν η αλυσίδα ξεκινά νωρίς στη διαδικασία οµαδοποίησης. Γενικά,ο nearest neighbor

είναι πιο επιρρεπής σε αυτό το πρόβληµα από την τεχνική του complete-linkage. Ω-

στόσο, η αλυσίδα µερικές ϕορές µετατρέπεται σε πλεονέκτηµα για την αναγνώριση

µη οµοιογενών συστάδων όπως αυτές που απεικονίζονται στην αριστερή εικόνα του
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Σχήµατος 2.3.

2. Σε σύγκριση µε τη µέθοδο single-linkage, η µέθοδος complete-linkage επηρεάζεται λι-

γότεροαπό την παρουσία θορύβου ή ακραίων τιµών στα δεδοµένα. Για παράδειγµα,

η µέθοδος single-linkage θα τείνει να ενώσει τις δύο διαϕορετικές συστάδες ϕαίνεται

στο Panel II του Σχήµατος 2.3, ενώ η µέθοδος complete-linkage όχι.

3. Η τεχνική complete-linkage τυπικά προσδιορίζει συµπαγή cluster, στα οποία οι παρα-

τηρήσεις µοιάζουν πολύ µεταξύ τους.

4. Η µέθοδος τουWard τείνει να βρίσκει συµπλέγµατα που είναι συµπαγή και σχεδόν

ίσου µεγέθους και σχήµατος.

Σχήµα 2.3: Υποθετικές διαµορϕώσεις συστάδων. Panel I,Μη οµοιογενείς συστάδες. Panel II,
Επίδραση των ακραίων σηµείων στην single-linkage οµαδοποίηση.

Προκειµένου να εϕαρµοστούν οι παραπάνω κανόνες για τον εντοπισµό των καλύτερων

µεθόδων,η γνώσητουχώρου είναιαυτήπουαπαιτείται,καιαυτόσυνήθωςδεν είναι γνωστό.

Εποµένως, συνιστάται η χρήση των διαϕόρων µεθόδων, η σύγκριση των αποτελεσµάτων

για συνέπεια και χρήση µεθόδων που καταλήγουν σε µια ερµηνεύσιµη λύση.

2.6.2 Μη ΙεραρχικέςΜέθοδοι

Όπωςαναϕέρθηκεπροηγουµένως,οιµη ιεραρχικές τεχνικέςοµαδοποίησηςαπαιτούνγνώση

σχετικά µε τον αριθµό των συστάδων. Κατά συνέπεια,τα κέντρα των συστάδων ή η αρχική

κατανοµή τους πρέπει να εντοπιστούν πριν η τεχνική προχωρήσει σε καταχωρήσεις των
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παρατηρήσεων. Οι µη ιεραρχικοί αλγόριθµοι οµαδοποίησης, γενικά, είναι πολύ ευαίσθη-

τοι στην αρχική διαµέριση. Θα πρέπει περαιτέρω να σηµειωθεί, ότι αϕού µπορεί να χρη-

σιµοποιηθεί ένας αριθµός αρχικών διαµερίσεων, η τελική λύση θα µπορούσε να οδηγήσει

σε τοπική βελτιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης. Όπως ϕάνηκε από τα προηγο-

ύµεναπαραδείγµατα,οι δύοαρχικοίαλγόριθµοι διαµερισµού έδωσανδιαϕορετικές λύσεις.

Αποτελέσµατα µελετών προσοµοίωσης έδειξαν ότι ο αλγόριθµος K-means, και άλλοι µη ιε-

ραρχικοί αλγόριθµοι οµαδοποίησης, δεν αποδίδουν σωστά, όταν αρχίζουν τυχαία να δια-

µερίζουν τα σηµεία που χρησιµοποιούνται σαν κέντρα.Ωστόσο,η απόδοσή τους είναι πο-

λύ ανώτερη, όταν χρησιµοποιούνται τα αποτελέσµατα από τις ιεραρχικές µεθόδους για το

σχηµατισµό της αρχικής διαµέρισης. Ως εκ τούτου, συνιστάται ότι για µη ιεραρχικές µε-

θόδους οµαδοποίησης θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί µια εκ των προτέρων αρχική διαµέρι-

ση ή λύση.Με άλλα λόγια. ιεραρχικές και µη ιεραρχικές τεχνικές θα πρέπει να θεωρούνται

ως συµπληρωµατικές τεχνικές οµαδοποίησης παρά ως ανταγωνιστικές τεχνικές.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
Μοντέλα Λογιστικής Παλινδρόµησης

ΠολλώνΚατηγοριών

Η λογιστική παλινδρόµηση χρησιµοποιείται για τη µοντελοποίηση µεταβλητών δυαδικής

απόκρισης. Γενικεύσεις του µοντέλου είναι κατηγορικές µεταβλητές απόκρισης µε περισ-

σότερες από δύο κατηγορίες. Στο κεϕάλαιο αυτό θα µελετηθούν µοντέλα για µεταβλητές

ονοµαστικής απόκρισης (nominal responses) στην Ενότητα 3.1 και για µεταβλητές διάταξης

(ordinal responses) στις Ενότητες 3.2 και 3.3. Όπως και στη συνηθισµένη λογιστική παλιν-

δρόµηση, οι επεξηγηµατικές µεταβλητές µπορούν να είναι κατηγορηµατικές ή/και ποσο-

τικές.

Σεκάθερύθµισητωνεπεξηγηµατικώνµεταβλητών,ταµοντέλαπολλαπλώνκατηγοριών

υποθέτουν ότι οι µετρήσεις στις κατηγορίες της Υ έχουν πολυωνυµική κατανοµή. Αυτή η

γενίκευση της διωνυµικής κατανοµής ισχύει, όταν ο αριθµός των κατηγοριών υπερβαίνει

τις δύο.

50
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3.1 ΛογιστικάΜοντέλα γιαNominal Responses

Έστω ότι J είναι ο αριθµός των κατηγοριών για τη µεταβλητή απόκρισης Y. Έστω ότι µε

{π1, . . . , πJ} δηλώνονται οι πιθανότητες απόκρισης,που ικανοποιούν τη σχέση
∑

j πj = 1.

Με n ανεξάρτητες παρατηρήσεις, η κατανοµή πιθανότητας για τον αριθµό των αποτελε-

σµάτων των τύπων J είναι η πολυωνυµική. Αυτό καθορίζει την πιθανότητα,που οιn παρα-

τηρήσεις µπορούν µε κάθε πιθανό τρόπο να εµπίπτουν στις κατηγορίες J.

Τα µοντέλα logit πολλαπλών κατηγοριών χρησιµοποιούν ταυτόχρονα όλα τα ζεύγη κα-

τηγοριών προσδιορίζοντας τις πιθανότητες έκβασης σε µια κατηγορία, αντί για µία άλλη.

Για τα µοντέλα αυτής της ενότητας, η σειρά καταχώρισης των κατηγοριών είναι άσχετη,

επειδή το µοντέλο αντιµετωπίζει την κάθε απάντηση ως nominal (µη ταξινοµηµένες κατη-

γορίες).

3.1.1 Baseline-Category Logits

Ταµοντέλα logit γιαnominalµεταβλητέςαπόκρισηςδηµιουργούν ζεύγηκάθεκατηγορίαςµε

µια κατηγορία βάσης (baseline category).Με την τελευταία κατηγορία (J) να είναι η βασική,

για την ανάπτυξη του µοντέλου,θεωρούνταιp συµµεταβλητές και ένας σταθερός όρος,που

συµβολίζεται µε το διάνυσµα x, µήκους p + 1, όπου x0 = 1. Τα baseline category logits

σηµειώνονται ως

gj(x) = log
[P(Y = j|x)

P(Y = J|x)

]
= βj0 + βj1x1 + βj2x2 + · · ·+ βjpxp

= x
′
βj

ή πιο απλά στη µορϕή

log(
πj

πJ

), j = 1, . . . , J− 1

∆εδοµένου ότι η απάντηση εµπίπτει στην κατηγορία j ή στην κατηγορία J, αυτός είναι ο

λόγος πιθανοτήτων για την απάντηση j. Για J = 3, για παράδειγµα, το µοντέλο χρησιµο-

ποιεί τις log(π1/π3) και log(π2/π3).
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Το baseline-category logit µοντέλο µε µία επεξηγηµατική µεταβλητή x είναι

log(
πj

πJ

) = αj + βjx, j = 1, . . . , J− 1 (3.1)

Τοµοντέλοέχει J−1 εξισώσεις µε ξεχωριστέςπαραµέτρους γιακάθεµία. Τααποτελέσµατα

ποικίλλουν, ανάλογα µε το ποια κατηγορία συνδυάζεται µε τη κατηγορία βάσης. Όταν J =

2, το µοντέλο απλοποιείται σε µία εξίσωση µε log(π1/π2) = logit(π1), µε αποτέλεσµα

να λαµβάνεται η συνήθης λογιστική παλινδρόµηση για δυαδικές αποκρίσεις.

Οι εξισώσεις (3.1) για αυτά τα ζεύγη κατηγοριών καθορίζουν τις εξισώσεις και για όλα

τα άλλα ζεύγη κατηγοριών. Για παράδειγµα, για ένα τυχαίο ζεύγος κατηγοριών α και b,

log(
πα

πb

) = log(
πα/πJ

πb/πJ

) = log(
πα

πJ

) − log(
πb

πJ

)

= (αa + βax) − (αb + βbx)

= (αa − αb) + (βa − βb)x

(3.2)

΄Αρα,η εξίσωση για τις κατηγορίες α καιb έχει τη µορϕήα+βx µε σταθερό όρο= (αa −

αb) και µε παράµετρο κλίσηςβ = (βa − βb).

∆ιάϕορο λογισµικό για µοντέλα logit πολλαπλών κατηγοριών λαµβάνουν υπόψιν τους

όλες τις εξισώσεις (3.1) ταυτόχρονα. Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων του µοντέλου έχουν

µικρότερα τυπικά σϕάλµατα, από ό,τι όταν το λογισµικό λογιστικής παλινδρόµησης λαµ-

βάνει κάθε εξίσωση (3.1) χωριστά. Για ταυτόχρονη εϕαρµογή, οι ίδιες εκτιµήσεις παρα-

µέτρων συµβαίνουν για ένα ζεύγος κατηγοριών ανεξάρτητα από το ποια κατηγορία είναι η

βασική.Η επιλογή της βασικής κατηγορίας είναι αυθαίρετη.

3.1.2 Εκτίµηση τωνΠιθανοτήτων Απόκρισης

Το µοντέλο logit πολλών κατηγοριών έχει µια εναλλακτική έκϕραση, όσον αϕορά τις πιθα-

νότητες απόκρισης. Αυτή είναι

πj =
eαj+βjx∑
h e

αh+βhx
(3.3)

Οπαρονοµαστής είναι ίδιος για κάθε πιθανότητα,και οι αριθµητές για διάϕορα jαθροίζουν

στον παρονοµαστή.Έτσι,
∑

j πj = 1.Οιπαράµετροι στην εξίσωση (3.3) ισούνται µε µηδέν,
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για οποιαδήποτε κατηγορία είναι η βασική στις εκϕράσεις logit.

Η δεσµευµένη πιθανότητα για την κατηγορία αναϕοράς δίνεται από τον τύπο

πJ = P(Y = J|x) =
1

1+ eg1(x) + · · ·+ egJ−1(x)
(3.4)

ενώ για οποιαδήποτε άλλη κατηγορία η πιθανότητα δίνεται από την εξίσωση (3.3), που

γράϕεται αναλυτικά ως

πj = P(Y = j|x) =
egj(x)

1+ eg1(x) + · · ·+ egJ−1(x)
(3.5)

Γιαp επεξηγηµατικές µεταβλητές κάθεπιθανότητα είναι µιασυνάρτηση του διανύσµα-

τος µε 2(p+ 1) παραµέτρουςβ ′
= (β

′

1, . . . , β
′

J).

Για να κατασκευαστεί η συνάρτηση πιθανότητας δηµιουργούνται τρεις δυαδικές µετα-

βλητές µε κωδικοποίηση 0 ή 1 για να υποδείξουν τη συµµετοχή τους στην οµάδα µιας πα-

ρατήρησης. Σηµειώνεται ότι αυτές οι µεταβλητές εισάγονται µόνο για να διευκρινιστεί η

συνάρτηση πιθανότητας και δεν χρησιµοποιούνται στην πραγµατική πολυωνυµική ανάλυ-

ση λογιστικής παλινδρόµησης. Οι µεταβλητές κωδικοποιούνται ως εξής: αν Y = 0, τότε

Y0 = 1, Y1 = 0 και Y2 = 0. Αν Y = 1, τότε Y0 = 0, Y1 = 1 και Y2 = 0 Και τέλος, αν

Y = 2, τότε Y0 = 0, Y1 = 0, και Y2 = 1. Σηµειώνεται ότι ανεξάρτητα από την τιµή που

λαµβάνει το Y, το άθροισµα αυτών των µεταβλητών είναι
∑2

j=0 Yj = 1. Χρησιµοποιώντας

αυτόν τον συµβολισµό, έπεται ότι η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας για ένα δείγµαn

ανεξάρτητων παρατηρήσεων είναι

L(β) =

n∏
i=1

[π0(xi)
y0i π1(xi)

y1i π2(xi)
y2i ]

Λαµβάνοντας το log και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι
∑

yji = 1 για κάθε i, η συ-

νάρτηση πιθανοϕάνειας είναι

l(β) =

n∑
i=1

y1ig1(xi) + y2ig2(xi) − ln(1+ eg1(xi) + eg2(xi))

Οι εξισώσεις πιθανοτήτων βρίσκονται λαµβάνοντας τις πρώτες µερικές παραγώγους

του l(β) σε σχέση µε καθεµία από τις 2(p + 1) άγνωστες παραµέτρους. Για απλοποίη-

ση θεωρείται πji = πj(xi).Η γενική µορϕή αυτών των εξισώσεων είναι:
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∂l(β)

∂βjk

=

n∑
i=1

xki(yji − πji)

για j = 1, 2 και k = 0, 1, 2, . . . , p, µε x0i = 1 για κάθε παρατήρηση.

Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοϕάνειας, β̂, προκύπτει θέτοντας αυτές τις εξισώσεις ίσο

µε 0 και επιλύοντας ως προς β̂.Η λύση απαιτεί τον ίδιο τύπο επαναληπτικού υπολογισµού

που χρησιµοποιείται για να ληϕθεί η εκτίµηση και στην περίπτωση του δυαδικού αποτε-

λέσµατος.

Ο πίνακας των δεύτερων µερικών παραγώγων απαιτείται για τη λήψη του πίνακα πλη-

ροϕορίας και,απόαυτόν,προκύπτει ο εκτιµητής του πίνακα συνδιακύµανσης της µέγιστης

πιθανοϕάνειας.Η γενική µορϕή των στοιχείων στον πίνακα µε τις δεύτερες µερικές παρα-

γώγους είναι:

∂2l(β)

∂βjk∂βjk ′
= −

n∑
i=1

xk ′ixkiπji(1− πji) (3.6)

και

∂2l(β)

∂βjk∂βj ′k ′
=

n∑
i=1

xk ′ixkiπjiπj ′i (3.7)

για j και j ′ = 1, 2 και k και k ′ = 0, 1, 2, . . . , p.Ο παρατηρούµενος πίνακας πληρο-

ϕοριών, Î(β̂), είναι οπίνακας 2(p+1) επί 2(p+1), του οποίου τα στοιχεία είναι τα ίδια µε

εκείνα των εξισώσεων (3.6) και (3.7) µε αντίθετο, όµως πρόσηµο. Ο εκτιµητής του πίνακα

συνδιακύµανσης του εκτιµητή µέγιστης πιθανοϕάνειας είναι τοαντίστροϕοτουπαρατηρο-

ύµενου πίνακα πληροϕορίας,

V̂ar(β̂) = [Î(β̂)]−1

Μια πιο συνοπτική αναπαράσταση για τον εκτιµητή του πίνακα πληροϕοριών µπορεί

να ληϕθεί χρησιµοποιώντας µια ϕόρµα παρόµοια µε την περίπτωση του δυαδικού αποτε-

λέσµατος. Έστω ο πίνακαςX, να είναι ο πίνακας n επί p + 1 που περιέχει τις τιµές των

συµµεταβλητών για κάθε παρατήρηση. Έστω ότι Vj είναι ο διαγώνιος πίνακας n επί n µε

γενικό στοιχείο π̂ji(1− π̂ji) για j = 1, 2 και i = 1, 2, 3, . . . , n, και έστωV3 ο διαγώνιος

πίνακαςn επίn µε γενικόστοιχείο π̂1iπ̂2i.Οεκτιµητής του πίνακα πληροϕορίας µπορεί να
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απεικονιστεί σαν

Î(β̂) =

Î(β̂)11 Î(β̂)12

Î(β̂)21 Î(β̂)22


όπου

Î(β̂)11 = (X
′
V 1X)

Î(β̂)22 = (X
′
V 2X)

και

Î(β̂)12 = Î(β̂)21 = −(X
′
V 3X)

3.1.3 Παράδειγµα: ΗΠίστη στηΜετάΘάνατον Ζωή

Όταν οι επεξηγηµατικές µεταβλητές είναι ολοκληρωτικά κατηγορικές, ένας πίνακας συ-

νάϕειας (contigency table) µπορεί να συνοψίσει τα δεδοµένα. Εάν τα δεδοµένα δεν είναι α-

ραιά, µπορεί κανείς να ελέγξει την καλή προσαρµογή του µοντέλου χρησιµοποιώντας τον

X2 στατιστικό έλεγχο.

Για παράδειγµα,οΠίνακας 3.1 (Agresti, 2007,Ενότητα 6.1.4 σελ.178),απόµια Κοινωνι-

κή Έρευνα, έχει ωςΥ = πίστη στη µετά θάνατον ζωή,µε κατηγορίες (Ναι,Αναποϕάσιστοι,

Όχι) και επεξηγηµατικές µεταβλητέςx1 =ϕύλοκαιx2 =ϕυλή.Έστωx1 = 1 για τα θηλυκά

και 0 για τα αρσενικά, και x2 = 1 για τους λευκούς και 0 για τους έγχρωµους ανθρώπους.

Αν το «όχι» είναι η βασική κατηγορία για το Y, το µοντέλο είναι

log(
πj

π3

) = αj + βG
j x1 + βR

j x2, j = 1, 2

όπου οι εκθέτεςG και R προσδιορίζουν τις παραµέτρους του ϕύλου και της ϕυλής.

Για αυτά τα δεδοµένα, τα στατιστικά στοιχεία καλής προσαρµογής είναιX2 = 0.9 και

G2 = 0.8 (deviance). Το δείγµα έχει δύο logits σε καθένα από τους τέσσερις συνδυασµούς
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ΜετάΘάνατονΠίστη

Φυλή Φύλο Ναι Αναποϕάσιστοι Όχι

Λευκοί Θηλυκό 371 49 74
Αρσενικό 250 45 71

Έγχρωµοι Θηλυκό 64 9 15
Αρσενικό 25 5 13

Πίνακας 3.1:Ηπίστη στη µετά θάνατον ζωή κατά ϕύλο και ϕυλή.

ϕύλου-ϕυλής,άρασυνολικάοκτώ logits. Τοµοντέλο,που θεωρείται για j = 1και 2,περιέχει

έξι παραµέτρους. Έτσι, το υπόλοιπο είναι df = 8− 6 = 2.

Το µοντέλο υποθέτει την έλλειψη αλληλεπίδρασης µεταξύ ϕύλου και ϕυλής στα αποτε-

λέσµατά για την πίστη στη µετά θάνατον ζωή. Ο Πίνακας 3.2 δείχνει τις εκτιµήσεις πα-

ραµέτρων. Η επίδραση των παραµέτρων αντιπροσωπεύει τα log odds ratio µε την βασική

κατηγορία. Για παράδειγµα,βG
1 είναι ο δεσµευµένος λόγος πιθανοτήτων µεταξύ των κατη-

γοριώνϕύλου και των απαντήσεων 1 και 3 (ναι και όχι),δεδοµένης ϕυλής. Αϕού β̂G
1 = 0.419

για τις γυναίκες, οι εκτιµώµενες πιθανότητες απόκρισης για το «ναι» αντί για το «όχι» στη

ζωή µετά τον θάνατο είναι exp(0.419) = 1.5 ϕορές το αντίστοιχο για τους άνδρες, για την

ίδια ϕυλή. Για τους λευκούς, οι εκτιµώµενες πιθανότητες απάντησης για το «ναι» παρά για

το «όχι» στη ζωή µετά τον θάνατο είναι exp(0.342) = 1.4 ϕορές το αντίστοιχο για τους

έγχρωµους, για το ίδιο γένος.

Κατηγορίες Πίστης

Παράµετρος (Ναι/Όχι) (Αναποϕάσιστοι/Όχι)

Σταθερός όρος 0.883 (0.243) -0.758 (0.361)
Φύλο (Θ=1) 0.419 (0.171) 0.105 (0.246)
Φυλή (Λ=1) 0.342 (0.237) 0.271 (0.354)

Πίνακας 3.2: Εκτιµήσεις παραµέτρων και τυπικά σϕάλµατα (σε παρένθεση) για το µοντέλο Logit
µε κατηγορίας βάσης το «όχι».

Το τεστ της επίδρασης του ϕύλου έχει H0 : βG
1 = βG

2 = 0. Ο έλεγχος της αναλογίας

πιθανότητας (likelihood-ratio) συγκρίνει τοG2 = 0.8 (df = 2) µε τοG2 = 8.0 (df = 4)

που προκύπτει µε την αϕαίρεση του ϕύλου από το µοντέλο. Η διαϕορά των αποκλίσεων

8.0 − 0.8 = 7.2 έχει df = 4 − 2 = 2.Η τιµή p ίση µε 0.03 δείχνει ότι υπάρχει επίδραση

απότοχαρακτηριστικότουϕύλου και είναι σηµαντική. Αντίθετα,η επίδραση της ϕυλής δεν
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είναι σηµαντική: Το µοντέλο µε την αϕαίρεση της ϕυλής έχειG2 = 2.8(df = 4), που είναι

µία αύξηση του G2 κατά 2.0 σε df = 2. Αυτό αντανακλά εν µέρει τα µεγαλύτερα τυπικά

σϕάλµατα που έχουν τα αποτελέσµατα της ϕυλής,λόγω µιας πολύ µεγαλύτερης ανισορρο-

πίας µεταξύ των µεγεθών του δείγµατος στις ϕυλετικές κατηγορίες παρά στις κατηγορίες

ϕύλου.

ΜετάΘάνατονΠίστη

Φυλή Φύλο Ναι Αναποϕάσιστοι Όχι

Λευκοί Θηλυκό 0.76 0.10 0.15
Αρσενικό 0.68 0.12 0.20

Έγχρωµοι Θηλυκό 0.71 0.10 0.19
Αρσενικό 0.62 0.12 0.26

Πίνακας 3.3: Εκτιµώµενες πιθανότητες για πίστη στη µετά θάνατον ζωή.

Ο Πίνακας 3.3 παρουσιάζει τις εκτιµώµενες πιθανότητες για τις τρεις κατηγορίες α-

πόκρισης. Προς την επεξήγηση, για τις λευκές γυναίκες (x1 = x2 = 1), η εκτιµώµενη

πιθανότητα απόκρισης 1 («ναι») για τη µετά θάνατον ζωή ισούται

e0.883+0.419(1)+0.342(1)

1+ e0.883+0.419(1)+0.342(1) + e−0.758+0.105(1)+0.271(1)
= 0.76

3.1.4 Μοντέλα ∆ιακριτής Επιλογής

Το µοντέλο logit πολλών µεταβλητών είναι ένα σηµαντικό εργαλείο στην έρευνα µάρκε-

τινγκ, στην ανάλυση του πώς τα άτοµα επιλέγουν ανάµεσα σε ένα διακριτό σύνολο επιλο-

γών. Γιαπαράδειγµα,γιαάτοµαπουπρόσϕατααγόρασαν ένααυτοκίνητο,θαµπορούσε να

µοντελοποιηθεί τοπώς εξαρτάται η επιλογή της µάρκας µε τοετήσιο εισόδηµα του ατόµου,

το µέγεθος της οικογένειας, το επίπεδο της εκπαίδευσης και το αν αυτός ζει σε αγροτικό ή

αστικό περιβάλλον.

Μια γενίκευση του µοντέλου (3.1) επιτρέπει στις επεξηγηµατικές µεταβλητές να λάβουν

διαϕορετικές τιµές για διαϕορετικές κατηγορίες Y. Για παράδειγµα,η επιλογή της µάρκας

του αυτοκινήτου είναι πιθανόν να εξαρτάται από την τιµή, η οποία ποικίλλει µεταξύ των
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επιλογών της µάρκας. Το γενικευµένο µοντέλο ονοµάζεται µοντέλο διακριτής επιλογής (di-

screte choice model).

3.2 Αθροιστικά LogitΜοντέλα γιαOrdinal Responses

Όταν οι µεταβλητές απόκρισης είναι διατεταγµένες, τα logits µπορούν να υλοποιήσουν τη

διάταξη. Αυτό οδηγεί σε µοντέλα που έχουν απλούστερες ερµηνείες και δυνητικά µεγα-

λύτερη ισχύ από τα µοντέλα logit µε µία βασική κατηγορία.

Η αθροιστική πιθανότητα (cumulative probability) για το Y είναι η πιθανότητα, ότι το Y

πέϕτει στο ή κάτω από ένα συγκεκριµένο σηµείο. Για την κατηγορία αποτελέσµατος j, η

αθροιστική πιθανότητα είναι

P(Y ≤ j) = π1 + · · ·+ πj, j = 1, . . . , J

Οι αθροιστικές πιθανότητες αντικατοπτρίζουν τη σειρά, µε P(Y ≤ 1) ≤ P(Y ≤ 2) ≤

· · · ≤ P(Y ≤ J) = 1. Τα µοντέλα αθροιστικών πιθανοτήτων δεν χρησιµοποιούν την τελική

πιθανότητα,P(Y ≤ J), αϕού αναγκαία ισούται µε 1.

Τα logits των αθροιστικών πιθανοτήτων είναι

logit[P(Y ≤ j)] = log
[ P(Y ≤ j)

1− P(Y ≤ j)

]
= log

[ π1 + · · ·+ πj

πj+1 + · · ·+ πJ

]
, j = 1, . . . , J− 1

Αυτάονοµάζονταιαθροιστικά logits. Για J = 3,γιαπαράδειγµα,ταµοντέλαχρησιµοποιούν

και τα δύο logit[P(Y ≤ 1)] = log[π1/(π2 + π3)] και logit[P(Y ≤ 2)] = log[(π1 +

π2)/π3]. Κάθε αθροιστικό logit χρησιµοποιεί όλες τις κατηγορίες απόκρισης.

3.2.1 ΑθροιστικάΜοντέλα Logit µε Ιδιότητα ΑναλογικώνΠιθανοτήτων

Ένα µοντέλο για το αθροιστικό logit j µοιάζει µε ένα δυαδικό µοντέλο λογιστικής παλιν-

δρόµησης στο οποίο οι κατηγορίες 1 − j συνδυάζονται για να σχηµατίσουν µια ενιαία κα-
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τηγορία και οι κατηγορίες j+ 1 έως J σχηµατίζουν µία δεύτερη κατηγορία. Για µια επεξη-

γηµατική µεταβλητή x, το µοντέλο

logit[P(Y ≤ j)] = αj + βx, j = 1, . . . , J− 1 (3.8)

έχει την παράµετροβπου περιγράϕει την επίδραση της x στις logπιθανότητες απόκρισης

για την κατηγορία j ή παρακάτω. Σε αυτόν τον τύπο, τοβ δεν έχει δείκτη j. Εποµένως, το

µοντέλο υποθέτει ότι η επίδραση της x είναι πανοµοιότυπη για όλα τα J − 1 αθροιστικά

logit. Όταν αυτό το µοντέλο προσαρµόζεται καλά, απαιτεί µια µόνο παράµετρο, αντί για

J− 1 παραµέτρους για να περιγράψει την επίδραση της x.

Το Σχήµα 3.1 απεικονίζει αυτό το µοντέλο για τέσσερις κατηγορίες απόκρισης και µία

ποσοτική x. Κάθε αθροιστική πιθανότητα έχει τη δική της καµπύλη, που περιγράϕει τη

µεταβολή της ως συνάρτηση του x. Η καµπύλη για την P(Y ≤ j) µοιάζει µε µια καµπύλη

λογιστικής παλινδρόµησης για µια δυαδική απόκριση µε ζεύγος αποτελεσµάτων (Y ≤ j)

και (Y > j).Η κοινή επίδραση της β για κάθε j συνεπάγεται, ότι οι τρεις καµπύλες έχουν

το ίδιο σχήµα. Κάθε καµπύλη είναι πανοµοιότυπη µε οποιαδήποτε από τις άλλες, µετα-

τοπισµένη προς τα δεξιά ή προς τα αριστερά.Όπως και στην λογιστική παλινδρόµηση, το

µέγεθος του |β| καθορίζει πόσο γρήγορα ανεβαίνουν ή πέϕτουν οι καµπύλες. Σε οποια-

δήποτε σταθερή τιµή x, οι καµπύλες έχουν την ίδια σειρά µε τις αθροιστικές πιθανότητες,

µε εκείνη για P(Y ≤ 1) να είναι η χαµηλότερη.

Σχήµα 3.1: Απεικόνιση αθροιστικών πιθανοτήτων σε µοντέλο αναλογικών πιθανοτήτων.

Το Σχήµα 3.1 έχει β > 0. Το Σχήµα 3.2 δείχνει τις αντίστοιχες καµπύλες για τις πιθα-

νότητες, P(Y = j) = P(Y ≤ j) − P(Y ≤ j − 1). Καθώς το x αυξάνεται, η απόκριση

του Y είναι πιο πιθανό να πέσει στο χαµηλό άκρο της κλίµακας. Όταν β < 0, οι καµπύλες

στοσχήµα κατεβαίνουν αντί να ανεβαίνουν και οι ετικέτες στοΣχήµα 3.1 έχουν αντίστροϕη
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σειρά.

Σχήµα 3.2: Απεικόνιση πιθανοτήτων κατηγορίας σε µοντέλο αναλογικών πιθανοτήτων. Σε
οποιαδήποτε συγκεκριµένη τιµή x, οι τέσσερις πιθανότητες αθροίζουν στο 1.

Τότε, καθώς το x αυξάνεται, το Y είναι πιο πιθανό να πέσει στο υψηλότερο άκρο της

κλίµακας. Όταν το µοντέλο ισχύει µε β = 0, το γράϕηµα έχει µια οριζόντια γραµµή για

κάθε αθροιστική πιθανότητα. Τότε, τα x και Y είναι στατιστικά ανεξάρτητα.

Οι ερµηνείες µοντέλων µπορούν να χρησιµοποιούν τους λόγους πιθανοτήτων για τις α-

θροιστικές πιθανότητες και τα συµπληρώµατά τους. Για δύο τιµές x1 και x2 του x, ένας

λόγος πιθανοτήτων που συγκρίνει τις αθροιστικές πιθανότητες είναι

P(Y ≤ j|X = x2)/P(Y > j|X = x2)

P(Y ≤ j|X = x1)/P(Y > j|X = x1)

Ο λογάριθµος αυτού του λόγου πιθανοτήτων είναι η διαϕορά µεταξύ των αθροιστικών

logits σε αυτές τις δύο τιµές του x. Αυτό ισούται µε β(x2 − x1), και είναι ανάλογο µε την

απόσταση µεταξύ των τιµών του x.Ειδικότερα,για x2−x1 = 1, οι πιθανότητες απόκρισης

κάτω από οποιαδήποτε δεδοµένη κατηγορία πολλαπλασιάζονται µε eβ για κάθε µονάδα

που αυξάνεται η x.

Για αυτόν τον λογαριθµικό λόγοπιθανοτήτωνβ(x2−x1), η ίδια σταθερά αναλογικότη-

τας (β) ισχύει για κάθε αθροιστική πιθανότητα. Αυτή η ιδιότητα ονοµάζεται υπόθεση ανα-

λογικών πιθανοτήτων (proportional odds assumption) του µοντέλου (3.8).
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Οι επεξηγηµατικές µεταβλητές στα αθροιστικά µοντέλα logit µπορεί να είναι ποσοτι-

κές, κατηγορικές (µε δεικτικές µεταβλητές), ή και των δύο τύπων. Η διαδικασία προσαρ-

µογήςML χρησιµοποιεί ένα επαναληπτικό αλγόριθµο ταυτόχρονα για όλα τα j. Όταν οι

κατηγορίες αντιστρέϕονται µε τη σειρά,προκύπτουν τα ίδια αποτελέσµατα προσαρµογής

αλλά το πρόσηµο του β̂ αντιστρέϕεται.

3.2.2 Παράδειγµα: Πολιτικές Ιδεολογίες και Συµµετοχή σε Κόµµα

Ο Πίνακας 3.4, (Agresti, 2007, Ενότητα 6.2.2 σελ.182) από µια Κοινωνική Έρευνα, συσχε-

τίζει τηνπολιτική ιδεολογίαµε τοπολιτικόκόµµα.Ηπολιτική ιδεολογία έχειµια διατεταγ-

µένηκλίµακαπέντε βαθµών,πουκυµαίνεταιαπόπολύϕιλελεύθερη έωςπολύσυντηρητική.

Έστω x µια δείκτρια µεταβλητή για το πολιτικό κόµµα,µε x = 1 για τους ∆ηµοκρατικούς

και x = 0 για τους Ρεπουµπλικάνους.

Με J = 5 κατηγορίες απόκρισης, το µοντέλο έχει τέσσερις σταθερούς όρους {αj}. Συ-

νήθως, αυτές δεν παρουσιάζουν ενδιαϕέρον εκτός από την εκτίµηση των πιθανοτήτων α-

πόκρισης.Ηεκτιµώµενηεπίδρασητουπολιτικούκόµµατος είναι β̂ = 0.975(SE = 0.129).

Για κάθε σταθερό j, η εκτιµώµενη πιθανότητα ότι η απάντηση ενός ∆ηµοκρατικού είναι

προς τη ϕιλελεύθερη κατεύθυνση και όχι προς τη συντηρητική (δηλαδή, Y ≤ j αντί για

Y > j) είναι ίση µε exp(0.975) = 2.65 ϕορές την εκτιµώµενη πιθανότητα για τους Ρεπου-

µπλικάνους. Υπάρχει µια αρκετά σηµαντική συσχέτιση,µε τους ∆ηµοκρατικούς να τείνουν

να είναι πιο ϕιλελεύθεροι από τους Ρεπουµπλικάνους.

Πολιτική Ιδεολογία

Φύλο Πολιτικό
Κόµµα

Πολύ Φιλε-
λ/ροι

Ελαϕρώς
Φιλε-
λ/ροι

Moderate Ελαϕρώς
Συ-
ντ/κοί

Πολύ
Συ-
ντ/κοί

Θηλυκό ∆ηµ/κοί 44 47 118 23 32
Ρεπ/κάνοι 18 28 86 39 48

Αρσενικό ∆ηµ/κοί 36 34 53 18 23
Ρεπ/κάνοι 12 18 62 45 51

Πίνακας 3.4:Πολιτική Ιδεολογία ανά Φύλο και Πολιτικό Κόµµα.

Η έκϕραση µοντέλου για τις ίδιες τις αθροιστικές πιθανότητες είναι
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P(Y ≤ j) = exp(αj + βx)/[1+ exp(αj + βx)]

Για παράδειγµα, α̂1 = −2.469, άρα η πρώτη εκτιµώµενη αθροιστική πιθανότητα για

τους ∆ηµοκρατικούς (x = 1) είναι

P̂(Y ≤ 1) =
exp[−2.469+ 0.975(1)]

1+ exp[−2.469+ 0.975(1)]
= 0.18

Οµοίως, αντικαθιστώντας α̂2, α̂3 και α̂4 τους ∆ηµοκρατικούς προκύπτει P̂(Y ≤ 2) =

0.38, P̂(Y ≤ 3) = 0.77, και P̂(Y ≤ 4) = 0.89. Οι πιθανότητες κατηγορίας είναι οι δια-

ϕορές των αθροιστικών πιθανοτήτων. Για παράδειγµα,η εκτιµώµενη πιθανότητα οι ∆ηµο-

κρατικοί να είναιModerate (κατηγορία 3) είναι

π̂3 = P̂(Y = 3) = P̂(Y ≤ 3) − P̂(Y ≤ 2) = 0.39

3.2.3 Συµπεράσµατα Σχετικά µε τις Παραµέτρους τουΜοντέλου

Για τον έλεγχο της ανεξαρτησίας (H0 : β = 0), ελέγχεται ο λόγος των πιθανοτήτων. Με

τιµή 58.6 και df = 1, υπάρχουν εξαιρετικά ισχυρές ενδείξεις συσχέτισης (P < 0.0001).

Η στατιστική δοκιµή ισούται µε τη διαϕορά µεταξύ της τιµής απόκλισης για το µοντέλο

ανεξαρτησίας (που είναι 62.3, µε df = 4) και το µοντέλο που επιτρέπει την επίδραση της

πολιτικής ιδεολογίας (που είναι 3.7, µε df = 3).

∆εδοµένου ότι βασίζεται σε ένα µοντέλο διάταξης, αυτός ο έλεγχος ανεξαρτησίας χρη-

σιµοποιεί την διάταξη των κατηγοριών της απόκρισης. Όταν το µοντέλο προσαρµόζεται

καλά, είναι πιο ισχυρό από τις δοκιµές της ανεξαρτησίας µε βάση df = (I − 1)(J − 1),

επειδή εστιάζει σε µια περιορισµένη εναλλακτική και έχει µόνο έναν βαθµό ελευθερίας. Η

τιµή df είναι 1, επειδή η υπόθεση της ανεξαρτησίας (H0 : β = 0) έχει µία µόνο παράµε-

τρο. Ένα αποτέλεσµα µε µικρότερη τιµή df αποδίδει µια δοκιµή µε µεγαλύτερη ισχύ.Πα-

ρόµοια αποτελέσµαταµεµεγάλη ισχύπροκύπτουν απότη δοκιµήWald,χρησιµοποιώντας

z2 = (β̂/SE)2 = (0.975/0.129)2 = 57.1.

Ένα διάστηµα εµπιστοσύνης 95% για τοβ είναι 0.975± 1.96× 0.129 ή (0.72, 1.23). Το
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διάστηµα εµπιστοσύνης για τον λόγο πιθανοτήτων των αθροιστικών πιθανοτήτων ισούται

µε [exp(0.72), exp(1.23)] ή (2.1, 3.4). Οι πιθανότητες να βρεθεί κάποιος στο ϕιλελεύθερο

άκρο της κλίµακας της πολιτικής ιδεολογίας είναι τουλάχιστον διπλάσια για τους ∆ηµο-

κρατικούς από ό,τι για τους Ρεπουµπλικάνους. Το αποτέλεσµα είναι πρακτικά σηµαντικό

αλλά και στατιστικά σηµαντικό.

3.2.4 Έλεγχος Προσαρµοστικότητας τουΜοντέλου

Ως συνήθως, ένας τρόπος για να ελεγχθεί ένα µοντέλο, είναι να συγκριθεί µε µοντέλα που

περιέχουν πρόσθετες µεταβλητές. Για παράδειγµα, το likelihood-ratio test συγκρίνει το µο-

ντέλο µε άλλα µοντέλα που περιέχουν πρόσθετους προγνωστικούς παράγοντες ή όρους αλ-

ληλεπίδρασης.

Για έναν ολικό έλεγχο προσαρµογής, τα στατιστικά Pearson X2 και η απόκλισηG2 συ-

γκρίνουνML προσαρµοσµένες µετρήσεις που ικανοποιούν το µοντέλο µε τις παρατηρο-

ύµενες µετρήσεις. Όταν υπάρχουν µερικές επεξηγηµατικές µεταβλητές που είναι όλες κα-

τηγορικές και σχεδόν όλες οι µετρήσεις των αναµενώµενων συχνοτήτων είναι τουλάχιστον

5, αυτές οι στατιστικές δοκιµές έχουν κατά προσέγγιση κατανοµές X2. Για τα δεδοµένα

πολιτικής ιδεολογίας, είναι X2 = 3.7 και G2 = 3.7, µε β.ε df = 3. Το µοντέλο ταιριάζει

επαρκώς.

Κάποιο λογισµικό παρουσιάζει επίσης ένα σκορ των αναλογικών πιθανοτήτων µε τα

αποτελέσµατα να είναι τα ίδια για κάθε αθροιστικήπιθανότητα. Αυτόσυγκρίνει τοµοντέλο

(3.8),που έχει το ίδιοβ γιακάθε j,µε τοπιοσύνθετοµοντέλοπου έχει ξεχωριστόβj γιακάθε

j.

Τοµοντέλοµε τη µορϕή των αναλογικών πιθανοτήτων υποδηλώνει,ότι η κατανοµή του

Y στη µία επεξηγηµατική µεταβλητή µπορεί να έχει υψηλότερη τιµή, ή τείνει να έχει χα-

µηλότερη, ή τείνει να είναι παρόµοια, από την κατανοµή του Y σε µια άλλη τιµή της µετα-

βλητής. Εδώ, για παράδειγµα, οι Ρεπουµπλικάνοι τείνουν να έχουν υψηλότερο βαθµό συ-

ντηρητικής πολιτικής ιδεολογίας από τους ∆ηµοκρατικούς. Όταν το x αναϕέρεται σε δύο

οµάδες, όπως στον Πίνακα 3.4, το µοντέλο δεν προσαρµόζεται καλά, όταν οι κατανοµές

των µεταβλητών απόκρισης διαϕέρουν ως προς τη µεταβλητότητά τους, και εποµένως δεν

εµϕανίζεται τέτοια τάση. Αν οι ∆ηµοκρατικοί έτειναν να είναι κυρίως µετριοπαθείς στην
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ιδεολογία, ενώ οι Ρεπουµπλικάνοι έτειναν να είναι πολύ συντηρητικοί και πολύ ϕιλελεύθε-

ροι, τότε οι απαντήσεις των Ρεπουµπλικανών θα έδειχναν µεγαλύτερη µεταβλητότητα από

ότι των ∆ηµοκρατικών. Οι δύο κατανοµές της ιδεολογίας θα ήταν αρκετά διαϕορετικές,

αλλά το µοντέλο δεν θα µπορούσε να το ανιχνεύσει αυτό.

Όταν τοµοντέλοδεν προσαρµόζεται σωστά,θα µπορούσε κανείς να χρησιµοποιήσει το

πιο γενικό µοντέλο µε ξεχωριστές επιδράσεις για τις διαϕορετικές αθροιστικές πιθανότη-

τες. Αυτό το µοντέλο αντικαθιστά τοβ στην εξίσωση (3.8) µε βj. Υπονοεί ότι καµπύλες για

διαϕορετικές αθροιστικές πιθανότητες ανεβαίνουν ή πέϕτουν µε διαϕορετικούς ρυθµούς,

αλλά στη συνέχεια αυτές οι καµπύλες διασταυρώνονται σε ορισµένες προγνωστικές τιµές.

Αυτό είναι ακατάλληλο,γιατί αυτόπαραβιάζει τη σειρά των αθροιστικών πιθανοτήτων που

πρέπει να έχει [όπως P(Y ≤ 2) ≤ P(Y ≤ 3) για όλα τα x]. Εποµένως, ένα τέτοιο µοντέλο

µπορεί να ταιριάζει επαρκώς µόνοσε ένα στενό εύρος τιµών πρόβλεψης. Χρησιµοποιώντας

τις αναλογικέςπιθανότητες ηµορϕή τουµοντέλουδιασϕαλίζει ότι οι αθροιστικέςπιθανότη-

τες έχουν τη σωστή σειρά για όλες τις προγνωστικές τιµές.

Μερικοί ερευνητές συµπτύσσουν τις τακτικές αποκρίσεις στο δυαδικό, ώστε να µπο-

ρούν να χρησιµοποιήσουν την απλή λογιστική παλινδρόµηση. Ωστόσο, εµϕανίζεται µία

απώλεια αποτελεσµατικότητας µε τις κλίµακες διάταξης, µε την έννοια ότι προκύπτουν

µεγαλύτερα τυπικά σϕάλµατα. Στην πράξη,όταν οι παρατηρήσεις διανέµονται σχετικά ο-

µοιόµορϕα µεταξύ των κατηγοριών, η απώλεια απόδοσης είναι µικρή, όταν περιορίζεται

ένας µεγάλος αριθµός κατηγοριών σε περίπου τέσσερις κατηγορίες. Ωστόσο, µπορεί να

είναι σοβαρή, όταν περιορίζεται σε µια δυαδική απόκριση.

3.3 Paired-Category Ordinal Logits

Τα αθροιστικά µοντέλα logit για διατεταγµένες αποκρίσεις χρησιµοποιούν ολόκληρη την

κλίµακα απόκρισης για τη διαµόρϕωση κάθε logit. Τα εναλλακτικά logit για ταξινοµηµένες

κατηγορίες χρησιµοποιούν ζεύγη κατηγοριών.
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3.3.1 Adjacent-Category Logits

Μία προσέγγιση σχηµατίζει τα logit για όλα τα ζεύγη των γειτονικών κατηγοριών. Οι γει-

τονικές κατηγορίες logits (adjacent-categories logits) είναι

log(
πj+1

πj

), j = 1, . . . , J− 1

Για J = 3, αυτά τα logit είναι log(π2/π1) και log(π3/π2).

Με µια επεξηγηµατική µεταβλητή x, το µοντέλο logit των γειτονικών κατηγοριών έχει

τη µορϕή

log(
πj+1

πj

) = αj + βjx, j = 1, . . . , J− 1 (3.9)

Μια απλούστερη έκδοση αναλογικών πιθανοτήτων του µοντέλου είναι

log(
πj+1

πj

) = αj + βx, j = 1, . . . , J− 1 (3.10)

Για αυτό, οι επιδράσεις (βj = β) του x στις πιθανότητες να γίνουν υψηλότερες αντί

για χαµηλότερες, είναι πανοµοιότυπη για κάθε ζεύγος γειτονικών κατηγοριών απόκρισης.

Όπως και στοαθροιστικόµοντέλο logit (3.8) αναλογικώνπιθανοτήτων,αυτότοµοντέλοέχει

µια ενιαία παράµετρο, αντί για J − 1 παραµέτρους για την επίδραση του x. Αυτό το κάνει

πιο απλό την εκτίµησης της συνολικής επίδρασης.

Τα logit γειτονικών κατηγοριών, όπως και τα logit της βασικής κατηγορίας, καθορίζουν

τα logit για όλα τα ζεύγη των κατηγοριών απόκρισης. Για το απλούστερο µοντέλο (3.10), ο

συντελεστής του x για το logit, log(πa/πb), ισούται µε β(a − b). Η επίδραση εξαρτάται

από την απόσταση µεταξύ των κατηγοριών, και έτσι, αυτό το µοντέλο αναγνωρίζει τη δι-

άταξη της κλίµακας απόκρισης.

3.3.2 Παράδειγµα: ΗΑναθεώρηση της Πολιτικής Ιδεολογίας

ΕπιστρέϕονταςστονΠίνακα3.4,µοντελοποιείται τοµοντέλοτηςπολιτικής ιδεολογίας χρη-

σιµοποιώντας τις γειτονικές κατηγορίες το µοντέλο logit (3.10) των αναλογικών πιθανο-
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τήτων. Έστω x = 0 για τους ∆ηµοκρατικούς και x = 1 για τους Ρεπουµπλικάνους.

Το λογισµικό αναϕέρει ότι ο συντελεστής επιλογής κόµµατος είναι β̂ = 0.435. Οι ε-

κτιµώµενες πιθανότητες,ότι η ταξινόµηση ιδεολογίας ενός Ρεπουµπλικανού είναι στην κα-

τηγορία j + 1 αντί για j είναι exp(β̂) = 1.54 ϕορές της εκτιµώµενης απόδοσης για τους

∆ηµοκρατικούς. Αυτές είναι οι εκτιµώµενες πιθανότητες αναλογίας για καθέναν από τους

τέσσερις πίνακες 2 × 2 που αποτελούνται από ένα ζεύγος γειτονικών στηλών του Πίνα-

κα 3.4. Για παράδειγµα, οι εκτιµώµενες πιθανότητες για «ελαϕρώς συντηρητική» αντί για

«µετριοπαθή» ιδεολογία είναι 54% υψηλότερες για τους Ρεπουµπλικάνους παρά για τους

∆ηµοκρατικούς. Ο εκτιµώµενος λόγος πιθανοτήτων για ένα αυθαίρετο ζεύγος στηλώνa και

b ισούται µε exp[β̂(a− b)].Οι εκτιµώµενες πιθανότητες ότι η ιδεολογία ενός Ρεπουµπλι-

κανού είναι «πολύ συντηρητική» (κατηγορία 5) αντί του «πολύ ϕιλελεύθερου»(κατηγορία 1)

είναι exp[0.435(5− 1)] = (1.54)4 = 5.7 ϕορές από αυτή των ∆ηµοκρατικών.

Η προσαρµογή του µοντέλου έχει απόκλιση G2 = 5.5 µε β.ε. df = 3, µια αρκετά

καλήπροσαρµογή.Ο likelihood-ratio έλεγχος για την υπόθεση,ότι ένακόµµαδεν έχει καµία

επίδρασηστην ιδεολογία (H0 : β = 0) ισούται µε τη διαϕοράµεταξύ των τιµών απόκλισης

για τα δύοµοντέλα,62.3−5.5 = 56.8µεdf = 4−3 = 1. Υπάρχουν πολύ ισχυρές ενδείξεις

συσχέτισης (P < 0, 0001). Τα αποτελέσµατα είναι παρόµοια µε εκείνα για την cumulative-

logit ανάλυση της Ενότητας 3.2.2.

3.3.3 Continuation-Ratio Logits

Μιαάλληπροσέγγισησχηµατίζει το logit γιαδιατεταγµένεςκατηγορίεςµεδιαδοχικότρόπο.

Τα µοντέλα εϕαρµόζονται ταυτόχρονα για

log(
π1

π2

), log(
π1 + π2

π3

), . . . , log(
π1 + · · ·+ πJ−1

πJ

),

Αυτά ονοµάζονται continuation-ratio logits. Αναϕέρονται σε µια δυαδική απόκριση που

έρχεται σε αντίθεση µε κάθε κατηγορία µε µια οµαδοποίηση των κατηγοριών από τα χα-

µηλότερα επίπεδα της κλίµακας απόκρισης.

Ένας δεύτερος τύπος continuation-ratio logits αντιπαραβάλει κάθε κατηγορία µε µια ο-

µαδοποίηση από κατηγορίες από τα υψηλότερα επίπεδα της κλίµακας απόκρισης. Αυτό
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είναι,

log(
π1

π2 + · · ·+ πJ

), log(
π2

π3 + · · ·+ πJ

), . . . , log(
πJ−1

πJ

),

Τα µοντέλα που χρησιµοποιούν αυτά τα logits έχουν διαϕορετικές εκτιµήσεις παραµέτρων

καικαλήπροσαρµογήστατιστικών,απόταµοντέλαπουχρησιµοποιούν ταάλλα continuation-

ratio logits.

3.4 Έλεγχοι Ανεξαρτησίας ΥπόΠροϋποθέσεις

Είναι συχνά χρήσιµο να ελέγχεται εάν µια µεταβλητή έχει επίδραση σε µια άλλη, προτού

εισαχθεί µια τρίτη µεταβλητή. Αυτή η ενότητα δείχνει τρόπους δοκιµής της υπόθεσης της

ανεξαρτησίας υπό προϋποθέσεις σε τριµερείς πίνακες όταν η µεταβλητή απόκρισης έχει

πολλές κατηγορίες.

3.4.1 ΓενικευµένοςΈλεγχοςCochran–Mantel–Haenszel

Εναλλακτικάτεστανεξαρτησίας υπόόρουςγενικεύουν τον έλεγχοCochran–Mantel–Haenszel

(CMH) σε I× J×K πίνακες. Όπως το στατιστικόCMH και ηmodel-based στατιστική χω-

ρίς όρους αλληλεπίδρασης έχουν καλή απόδοση, όταν ο συσχετισµός υπό όρους είναι πα-

ρόµοιος σε κάθε επιµέρους πίνακα. Υπάρχουν τρεις εκδοχές,ανάλογα µε το εάν και τα δύο,

το ένα ή κανένα από τα Y και η επεξηγηµατική µεταβλητή αντιµετωπίζονται ως διατεταγ-

µένες (ordinal).

Όταν και οι δύο µεταβλητές είναι διατεταγµένες, ο στατιστικός έλεγχος γενικεύει τη

στατιστική συσχέτιση για πίνακες διπλής κατεύθυνσης. Έχει σχεδιαστεί για να ανιχνεύει

µια γραµµική τάσηστησυσχέτισηπου έχει την ίδια κατεύθυνσησε κάθε επιµέρους πίνακα.

Η στατιστική γενικευµένης συσχέτισης έχει περίπου τηνX2 κατανοµή µε df = 1.

Σε περίπτωση αµϕιβολίας για τη βαθµολογία,εκτελείται µια sensitivity analysis,χρησι-

µοποιώνταςµερικές διαϕορετικές επιλογέςπουϕαίνονται λογικές. Εκτός εάνοικατηγορίες

παρουσιάζουν σοβαρή ανισορροπία στοσύνολό τους,η επιλογή των βαθµολογιών συνήθως

έχει µικρό αντίκτυπο στα αποτελέσµατα.
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3.4.2 ΑνίχνευσηNominal–OrdinalΥπόΣυνθήκη Συσχετίσεις

Όταν ο προγνωστικός παράγοντας είναι ονοµαστικός και η Y είναι διατεταγµένη, οι βαθ-

µολογίες είναι σχετικές µόνο για τα επίπεδα της Y. Συνοψίζονται οι απαντήσεις των υπο-

κειµένων σε µια δεδοµένη σειρά µε βάση τη µέση τιµή τους στο Y και, στη συνέχεια, λαµ-

βάνεται ο µέσος όρος αυτής της µέσης πληροϕορίας κατά τη σειρά σε όλα τα στρώµαταK.

Το τεστ ανεξαρτησίας υπό όρους συγκρίνει τις σειρές I χρησιµοποιώντας ένα στατιστικό

που βασίζεται στη διακύµανση µεταξύ των αποκρίσεων του µέσου όρου της σειράς I. Αυ-

τό το στατιστικό έχει σχεδιαστεί για να εντοπιστούν οι διαϕορές µεταξύ των πραγµατικών

µέσων τιµών τους. Το δείγµα θα έχει κατανοµήX2 µε df = (I− 1).

Σε αντίθεση µε αυτό το στατιστικό, η στατιστική συσχέτιση της προηγούµενης υπο-

ενότητας εξετάζει επίσης τις σειρές σαν διατεταγµένες. Ένας µπορεί να χρησιµοποιήσει

την nominal-ordinal στατιστική, όταν και οι δύο µεταβλητές είναι διατεταγµένες, αλλά µία

τέτοια γραµµική τάση µπορεί να µην εµϕανιστεί. Για παράδειγµα, θα περίµενε κανείς ότι

οι απαντήσεις στην Y τείνουν να είναι υψηλότερες σε ορισµένες σειρές από ό,τι σε άλλες,

χωρίς ο µέσος όρος της Y να αυξάνεται σταθερά ή να µειώνεται σταθερά, καθώς αυξάνεται

το x.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Ταξινόµηση µε ∆ιακριτική Ανάλυση

Η λογιστική παλινδρόµηση περιλαµβάνει απευθείας τη µοντελοποίηση της P(Y = k|X =

x) χρησιµοποιώντας τη λογιστική συνάρτηση,που δίνεται από τον τύπο

p(X) =
eβ0+β1X1+···+βpXp

1+ eβ0+β1X1+···+βpXp
,

για την περίπτωση δύο κλάσεων απόκρισης. Στη στατιστική ορολογία, µοντελοποιείται η

δεσµευµένη κατανοµή της µεταβλητής απόκρισης Y, δοσµένων των επεξηγηµατικών µε-

ταβλητών X. Τώρα εξετάζεται µια εναλλακτική και λιγότερο άµεση προσέγγιση για την ε-

κτίµηση αυτών των πιθανοτήτων. Σε αυτή τη νέα προσέγγιση,µοντελοποιείται η κατανοµή

των predictors X χωριστά για κάθε µία από τις κατηγορίες της µεταβλητής απόκρισης (δη-

λαδή για κάθε τιµή του Y). Στη συνέχεια χρησιµοποιείται το θεώρηµα του Bayes για τον

υπολογισµό των πιθανοτήτων P(Y = k|X = x). Όταν η κατανοµή του X για κάθε κλάση

θεωρείται ότι είναι η κανονική,αποδεικνύεται ότι το µοντέλο είναι πολύ παρόµοιο σε µορ-

ϕή µε αυτό της λογιστικής παλινδρόµησης.

Γιατί χρειάζονται άλλοι µέθοδοι, όταν υπάρχει η λογιστική παλινδρόµηση; Υπάρχουν

διάϕοροι λόγοι:

• Όταν δεν υπάρχει ουσιαστικός διαχωρισµός µεταξύ των δύο κλάσεων, οι εκτιµήσεις

των παραµέτρων για το µοντέλο της λογιστικής παλινδρόµησης είναι εξαιρετικά α-
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σταθής. Οι µέθοδοι που εξετάζονται σε αυτήν την ενότητα δεν αντιµετωπίζουν αυτό

το πρόβληµα.

• Εάν η κατανοµή των predictors X είναι παρόµοια µε την κανονική σε καθεµία από

τις κλάσεις και το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό, τότε οι προσεγγίσεις που πα-

ρουσιάζονται σε αυτήν την ενότητα µπορεί να είναι πιο ακριβής από την λογιστική

παλινδρόµηση.

• Οι παραπάνω µέθοδοι µπορούν ϕυσικά να επεκταθούν και στην περίπτωση περισ-

σότερωναπόδύοτάξεωναπόκρισης. (Στηνπερίπτωσηπερισσότερωναπόδύοκλάσεις

απόκρισης, µπορούµε επίσης να χρησιµοποιηθεί και η πολυωνυµική λογιστική πα-

λινδρόµηση Κεϕάλαιο 3).

Έστω ότι ζητείται η ταξινόµηση µιας παρατήρησης σε µία από τις κλάσειςK, όπουK =

2. Με άλλα λόγια, η κατηγορική µεταβλητή απόκρισης Y µπορεί να λάβει µία από τις K

πιθανές διακριτές και µη διατεταγµένες τιµές. Έστω ότι τοπk αντιπροσωπεύει τοσύνολοή

την prior πιθανότητα,ότι µια τυχαία επιλεγµένηπαρατήρησηπροέρχεται απότην κλάσηk.

Ησυνάρτηση fk(X) ≡ P(X|Y = k) συµβολίζει τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του

X για µία παρατήρηση που προέρχεται από την κλάση k.Με άλλα λόγια,η fk(x) λαµβάνει

σχετικά µεγάλες τιµές αν υπάρχει µεγάλη πιθανότητα µια παρατήρηση στην k κλάση να

έχει X ≈ x, και µικρές εάν είναι πολύ απίθανο µια παρατήρηση στην k κλάση να είναι η

X ≈ x. Τότε το θεώρηµα του Bayes δηλώνει ότι ισχύει

P(Y = k|X = x) =
πkfk(x)∑k
l=1 πlfl(x)

(4.1)

Από εδώ και στο εξής µε pk(x) θα συµβολίζεται η πιθανότητα P(Y = k|X = x). Αυτή

είναι και η posterior πιθανότητα,ότι µια παρατήρησηX = x ανήκει στην κλάση k. ∆ηλαδή,

είναιηπιθανότηταότιηπαρατήρησηανήκειστηνkκλάση,δεδοµένης της τιµήςπρόβλεψης

για αυτήν παρατήρηση.

Η εξίσωση (4.1) προτείνει να µην υπολογιστεί απευθείας η posterior πιθανότητα pk(x),

αλλά οι ποσότητεςπk και fk(x). Γενικά,η εκτίµηση τουπk είναι εύκολη αν υπάρχει κάποιο

τυχαίοδείγµα απότον πληθυσµό: υπολογίζεται απλώς ολόγος των δεδοµένων εκπαίδευσης

που ανήκουν στην k κλάση. Ωστόσο, ο υπολογισµός της συνάρτησης πυκνότητας fk(x) ε-
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ίναι πολύ πιο δύσκολος. Όπως θα µελετηθεί και παρακάτω,για να υπολογιστεί η fk(x), θα

πρέπει να γίνουν κάποιες υποθέσεις για απλοποίηση.

Γενικά,ο ταξινοµητής Bayes, ο οποίος ταξινοµεί µία παρατήρηση x στην κλάση για την

οποίαηpk(x) είναιµεγαλύτερη,έχει τοχαµηλότεροδυνατόποσοστόσϕάλµατοςαπόόλους

τους ταξινοµητές (Φυσικά,αυτό ισχύει µόνο εάν όλοι οι όροι στην (4.1) προσδιορίζονται σω-

στά).Εποµένως, εάν είναι δυνατόν να ευρεθεί κάποιος τρόπος υπολογισµού της fk(x), τότε

µπορεί να αντικατασταθεί στην εξίσωση (4.1) και να υπάρχει η προσέγγιση του ταξινοµητή

Bayes.

Στις επόµενες ενότητες, παρουσιάζονται τρεις ταξινοµητές που χρησιµοποιούν διαϕο-

ρετικές εκτιµήσεις της fk(x) στην (4.1) για την προσέγγιση του ταξινοµητή Bayes: linear

discriminant analysis, quadratic discriminant analysis, και naive Bayes.

4.1 Ανάλυση Γραµµικού ∆ιαχωρισµού γιαp = 1

Προς το παρόν, εξετάζεται η περίπτωση p = 1, δηλαδή, υπάρχει µόνο µία επεξηγηµατική

µεταβλητή. Στόχος είναι να ληϕθεί µια εκτίµηση για την fk(x) της εξίσωσης (4.1), ώστε να

υπολογιστεί η πιθανότηταpk(x). Στη συνέχεια,µια παρατήρηση θα µπορεί να ταξινοµηθεί

στην κλάση για την οποία η pk(x) είναι η µεγαλύτερη. Για τον υπολογισµό της fk(x), θα

γίνουν πρώτα κάποιες υποθέσεις.

Συγκεκριµένα,αρχικά,υποθέτουµε ότι η fk(x)ακολουθεί την κανονική ήGaussian κα-

τανοµή. Στην µία διάσταση η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δίνεται από τον τύπο

fk(x) =
1√
2πσk

exp
(
−

1

2σ2
k

(x− µk)
2
)

(4.2)

όπου µk και σ2
k είναι η µέση τιµή και η διασπορά για την k κλάση. Μία επιπλέον υ-

πόθεση είναι ότι οι διασπορές για όλες τις κλάσεις είναι ίσες, δηλαδή σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
K.

∆ηλαδή υπάρχει κοινή διασπορά ανάµεσα σε όλες τις κλάσειςK, που για απλότητα µπορεί

να συµβολίζεται µε σ2. Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.2) στην (4.1) λαµβάνεται

pk(x) =
πk

1√
2πσ

exp
(
− 1

2σ2 (x− µk)
2
)∑K

l=1 πl
1√
2πσ

exp
(
− 1

2σ2 (x− µl)2
) (4.3)
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Ο ταξινοµητήςBayesπεριλαµβάνει την ανάθεση µιας παρατήρησηςX = x στην κλάση,

για την οποία η (4.3) είναι µεγαλύτερη. Λογαριθµίζοντας τώρα την εξίσωση (4.3) και ανα-

διατάσσοντας τους όρους, λαµβάνεται η παρακάτω συνάρτηση,

δk(x) = x · µk

σ2
−

µ2
k

2σ2
+ log(πk) (4.4)

η οποία αναθέτει µία παρατήρηση στην κλάση που δίνει τη µεγαλύτερη τιµή. Για πα-

ράδειγµα, αν K = 2 και π1 = π2, τότε ο ταξινοµητής Bayes αντιστοιχίζει µια παρατήρηση

στην κλάση 1 εάν 2x(µ1 − µ2) > µ2
1 − µ2

2, και στην κλάση 2 διαϕορετικά. Το σύνορα α-

πόϕασης του ταξινοµητή Bayes είναι το σηµείο για το οποίο δ1(x) = δ2(x).Μπορεί κανείς

να δείξει ότι αυτό ισοδυναµεί µε

x =
µ2
1 − µ2

2

2(µ1 − µ2)
=

µ1 + µ2

2
(4.5)

Ένα παράδειγµα ϕαίνεται στην αριστερή εικόνα του Σχήµατος 4.1 (Witten et al., 2021

Εικόνα 4.4 σελ.144). Οι δύο συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας που εµϕανίζονται, f1(x)

και f2(x), αντιπροσωπεύουν τις δύο διακριτές κλάσεις. Οι µέσες τιµές και οι διακυµάνσεις

για τις δύοσυναρτήσεις πυκνότητας είναιµ1 = −1.25, µ2 = 1.25 καισ2
1 = σ2

2 = 1.Οι δύο

πυκνότητες επικαλύπτονται, και έτσι δεδοµένου ότι X = x, υπάρχει κάποια αβεβαιότητα

σχετικά µε την κλάση στην οποία η παρατήρηση ανήκει. Αν υποτεθεί ότι µια παρατήρηση

είναι εξίσου πιθανό να προέρχεται από οποιαδήποτε κατηγορία, δηλαδή,π1 = π2 = 0.5,

τότε µε βάση τηνΕξίσωση (4.5),οταξινοµητήςBayesαναθέτει την παρατήρησηστην κλάση

1 αν x < 0 και στην κλάση 2 διαϕορετικά. Βέβαια, σε αυτήν την περίπτωση, µπορεί να υ-

πολογιστεί ο ταξινοµητήςBayes, επειδή είναι γνωστόότι ηXπροέρχεται από τηνGaussian

κατανοµή,και όλοι οι παράµετροι που εµπλέκονται είναι γνωστοί.Σε µια πραγµατική κα-

τάσταση,κάτι τέτοιο δεν θα ήταν εϕικτό.

Στην πράξη,ακόµα κι αν υπάρχει µεγάλη σιγουριά για την υπόθεση ότι ηX προέρχεται

από µια κατανοµή Gauss, για να εϕαρµοστούν οι Bayes ταξινοµητές θα πρέπει ακόµα να

εκτιµηθούν οι παραµέτροι µ1, . . . , µK, π1, . . . , πK, και σ2. Η linear discriminant analysis

(LDA) προσεγγίζει τον ταξινοµητή Bayes τοποθετώντας τις εκτιµήσεις για τα πk, µk και σ2

στην Εξίσωση (4.4). Συγκεκριµένα, χρησιµοποιούνται οι ακόλουθες εκτιµήσεις:
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Σχήµα 4.1: Αριστερά: Εµϕανίζονται δύο µονοδιάστατες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της
κανονικής κατανοµής. Η διακεκοµµένη κάθετη γραµµή αντιπροσωπεύει το όριο απόϕασης Bayes.

∆εξιά: 20 παρατηρήσεις που προέρχονται από τις δύο κατηγορίες και εµϕανίζονται ως
ιστογράµµατα. Το όριο απόϕασης Bayes εµϕανίζεται ξανά ως διακεκοµµένη κάθετη γραµµή, ενώ
η κάθετη γραµµή αντιπροσωπεύει το όριο απόϕασης της LDA που εκτιµάται από τα δεδοµένα

εκπαίδευσης.

µ̂k =
1

nk

∑
i:yi=k

xi

σ̂2 =
1

n− K

K∑
k=1

∑
i:yi=k

(xi − µ̂k)
2

(4.6)

όπου n είναι ο συνολικός αριθµός των δεδοµένων εκπαίδευσης και nk είναι ο αριθµός των

δεδοµένων εκπαίδευσης για την k κλάση.Η εκτίµηση για τον µέσοµk είναι απλώς οµέσος

όρος όλων των παρατηρήσεων της k κλάσης, ενώ το σ2 µπορεί να θεωρηθεί ως ο σταθµι-

σµένος µέσος όρος των διακυµάνσεων του δείγµατος για καθεµία από τις K κλάσεις. Με-

ρικές ϕορές υπάρχει η γνώση των πιθανοτήτωνπ1, . . . , πK, οι οποίες µπορούν να χρησιµο-

ποιηθούν άµεσα. Στην έλλειψη οποιασδήποτε πρόσθετης πληροϕορίας, η LDA εκτιµά τις

πk χρησιµοποιώντας την αναλογία των παρατηρήσεων εκπαίδευσης που ανήκουν στην k

κλάση.Με άλλα λόγια,

π̂k = nk/n (4.7)

Ο ταξινοµητής LDA συνδέει τις εκτιµήσεις που δίνονται στις Εξισώσεις (4.6) και (4.7) στην

(4.4), και αναθέτει µια παρατήρησηX = x στην κλάση για την οποία

δ̂k(x) = x · µ̂k

σ̂2
−

µ̂2
k

2σ̂2
+ log(π̂k) (4.8)
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είναιµεγαλύτερη.Ηλέξη γραµµικήστοόνοµα του ταξινοµητήπροέρχεταιαπότογεγο-

νός ότι οι συναρτήσεις διαχωρισµού δ̂k(x) στην Εξίσωση (4.8) είναι γραµµικές συναρτήσεις

του x (σε αντίθεση µε µια πιο σύνθετη συνάρτηση του x).

Η δεξιά εικόνα του Σχήµατος 4.1 παρουσιάζει ένα ιστόγραµµα ενός τυχαίου δείγµατος

20 παρατηρήσεων από κάθε τάξη. Για την εϕαρµογή της LDA, αρχικά εκτιµήθηκαν οι

παράµετροιπk, µk καισ2 χρησιµοποιώντας τις (4.6) και (4.7). Στη συνέχεια υπολογίστηκε

το σύνορο απόϕασης,που εµϕανίζεται µε τη µαύρη συµπαγής γραµµή,και προκύπτει από

την ανάθεση µιας παρατήρησης στην κλάση, για την οποία η (4.8) είναι µεγαλύτερη. Όλα

τα σηµεία που βρίσκονται στα αριστερά αυτής της γραµµής θα ανατεθούν στην πράσινη

κλάση, ενώ όλα τα σηµεία στα δεξιά της θα ανατεθούν στην µωβ κατηγορία. Σε αυτή την

περίπτωση, εϕόσον n1 = n2 = 20, ισχύει ότι π̂1 = π̂2. Ως αποτέλεσµα, το σύνορο α-

πόϕασης θα βρίσκεται στο µέσο σηµείο µεταξύ του µέσου όρου του δείγµατος για τις δύο

κατηγορίες, (µ̂1 + µ̂2)/2. Το σχήµα δείχνει ότι το όριο απόϕασης της LDA είναι ελαϕρώς

µετατοπισµένο προς τα αριστερά του βέλτιστου ορίου απόϕασης Bayes, το οποίο ισούται

µε (µ1 + µ2)/2 = 0. Πόσο καλά αποδίδει ο ταξινοµητής LDA σε αυτά τα δεδοµένα; Α-

ϕού πρόκειται για προσοµοιωµένα δεδοµένα,µπορεί να δηµιουργηθεί ένας µεγάλος αριθ-

µός δοκιµαστικών παρατηρήσεων µε σκοπό να υπολογιστεί το ποσοστό σϕάλµατος Bayes

και το ποσοστό σϕάλµατος LDA. Αυτά είναι 10.6% και 11.1% αντίστοιχα. Με άλλα λόγια,

το σϕάλµα του ταξινοµητή LDA είναι µόνο 0.5% πάνω από το µικρότερο δυνατό ποσοστό

σϕάλµατος! Αυτό δείχνει ότι η LDA αποδίδει αρκετά καλά σε αυτό το σύνολο δεδοµένων.

Συµπερασµατικά, ο ταξινοµητής LDA προκύπτει από την υπόθεση, ότι οι παρατη-

ρήσεις σε κάθε κατηγορία προέρχονται από την κανονική κατανοµή µε έναν ειδικό µέσο

όρο κατηγορίας και µια κοινή διακύµανση σ2, και από την ενσωµάτωση των εκτιµήσεων

για αυτές τις παραµέτρους στον ταξινοµητή Bayes. Στην Ενότητα 4.3, θα εξεταστεί ένα λι-

γότεροαυστηρόσύνολουποθέσεων,επιτρέποντας τις παρατηρήσεις στηνkκλάση να έχουν

ξεχωριστή διακύµανση κατηγορίας,σ2
k.
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4.2 Ανάλυση Γραµµική ∆ιαχωρισµού γιαp > 1

Στην ενότητα αυτή επεκτείνεται ο ταξινοµητής LDA στην περίπτωση πολλαπλών επεξη-

γηµατικών µεταβλητών. Έστω ότι X = (X1, X2, . . . , Xp) προέρχονται από µια πολυµετα-

βλητή Gaussian (ή πολυµεταβλητή κανονική) κατανοµή, µε ένα διάνυσµα µέσων για µια

συγκεκριµένη κατηγορία και έναν κοινό πίνακα συνδιακύµανσης. Αρχικά, παρουσιάζεται

µε µια σύντοµη ανασκόπηση αυτής της κατανοµής.

ΗπολυµεταβλητήκατανοµήGauss υποθέτει,ότι κάθεπρογνωστικόςπαράγοντας ακο-

λουθείµιαµονοδιάστατηκανονικήκατανοµή,όπωςστην (4.2),µεµερικήσυσχέτισηµεταξύ

κάθε ζεύγους. ∆ύο παραδείγµατα πολυµεταβλητής Gauss κατανοµής µε p = 2 ϕαίνονται

στο Σχήµα 4.2. Το ύψος της επιϕάνειας σε οποιοδήποτε σηµείο αντιπροσωπεύει την πιθα-

νότητα, ότι και τα δύοX1 και X2 πέϕτουν σε µια µικρή περιοχή γύρω από αυτό το σηµείο.

Σε κάθε πλαίσιο,εάν η επιϕάνεια είναι κοµµένη κατά µήκος του άξοναX1 ή κατά µήκος του

άξοναX2, η προκύπτουσα διατοµή θα έχει σχήµα µονοδιάστατης κανονικής κατανοµής.Η

αριστερή εικόνα του Σχήµατος 4.2 αποτελεί ένα παράδειγµα µε Var(X1) = Var(X2) και

Cov(X1, X2) = 0. Αυτή η επιϕάνεια έχει την γνωστή µορϕή καµπάνας. Ωστόσο, η µορϕή

αυτή αλλοιώνεται,αν οι predictors συσχετίζονται ή έχουν άνισες διασπορές. Σε αυτή την πε-

ρίπτωση,η βάση της καµπάνας θα είναι µία έλλειψη,αντί ενός κύκλου,όπως υποδηλώνεται

στην δεξιά εικόνα του Σχήµατος 4.2.

Σχήµα 4.2: Εµϕανίζονται δύο πολυµεταβλητές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότηταςGauss, µε
p = 2. Αριστερά: Οι δύο προγνωστικοί παράγοντες δεν συσχετίζονται. ∆εξιά: Οι δύο µεταβλητές

έχουν συσχέτιση 0.7.

Για να υποδείξουµε ότι µιαp-διάστατη τυχαίαµεταβλητήX έχει πολυµεταβλητήGaus-
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sian κατανοµή, γράϕουµε X ∼ N(µ, Σ). Εδώ E(X) = µ είναι ο µέσος όρος του X (ένα δι-

άνυσµα µε p συνιστώσες), και τοCov(X) = Σ είναι ο p × p πίνακας συνδιακύµανσης του

X. Τυπικά, η πολυµεταβλητή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής Gauss

ορίζεται ως

f(x) =
1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp

(
−

1

2
(x− µ)TΣT(x− µ)

)
(4.9)

Στην περίπτωση όπου p > 1, ο ταξινοµητής LDA υποθέτει ότι οι παρατηρήσεις στην

k κλάση προέρχονται από µια πολυµεταβλητή κατανοµή Gauss N(µk, Σ), όπου το µk ε-

ίναι το διάνυσµα µέσων και Σ είναι ο πίνακας συνδιακύµανσης που είναι κοινός σε όλες

τις κλάσεις K. Ενσωµατώνοντας τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για την k κλάση,

fk(X = x), στην Εξίσωση (4.1) και εκτελώντας κάποιες αλγεβρικές πράξεις, αποδεικνύε-

ται ότι ο ταξινοµητής Bayes αναθέτει µια παρατήρηση X = x στην τάξη για την οποία η

συνάρτηση

δk(x) = xTΣ−1µk −
1

2
µT
kΣ

−1µk + logπk (4.10)

δίνει τη µεγαλύτερη τιµή. Αυτή είναι η έκδοση διανύσµατος/µήτρας της (4.4).

Ένα παράδειγµα παρουσιάζεται στην αριστερή εικόνα του Σχήµατος (4.3) (Witten et

al., 2021 Εικόνα 4.6 σελ.147). Τρεις κλάσεις Gauss ίσου µεγέθους απεικονίζονται, µε τα

διανύσµατα µέσων για κάθε κατηγορία και τον κοινόπίνακα συνδιακύµανσης. Οι τρεις ελ-

λείψεις αντιπροσωπεύουν τις περιοχές που περιέχουν το 95% της πιθανότητας για καθεµία

από τις τρεις κατηγορίες. Οι διακεκοµµένες γραµµές είναι τα όρια απόϕασης του Bayes.

Αντιπροσωπεύουν, δηλαδή, το σύνολο τιµών x, για τις οποίες δk(x) = δl(x), δηλαδή

xTΣ−1µk −
1

2
µT
kΣ

−1µk = xTΣ−1µl −
1

2
µT
l Σ

−1µl (4.11)

για k ̸= l. (Ο όρος logπk από την (4.10) εξαϕανίστηκε, επειδή καθεµία από τις τρεις

κλάσεις έχουν τον ίδιο αριθµό παρατηρήσεων (δηλαδή οι πk είναι οι ίδιες για κάθε κλάση).

Σηµειώνεται ότι υπάρχουν τρεις γραµµές που αντιπροσωπεύουν τα όρια απόϕασηςBa-

yes, επειδή υπάρχουν τρία ζεύγη κλάσεων µεταξύ των τριών κατηγοριών. ∆ηλαδή,ένα όριο

απόϕασηςBayesχωρίζει την κλάση 1απότηνκλάση2,έναάλλοχωρίζει την κλάση 1απότην
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Σχήµα 4.3:Ένα παράδειγµα µε τρεις κλάσεις. Οι παρατηρήσεις από κάθε κλάση προέρχονται από
µια πολυµεταβλητήGaussian κατανοµή µε p = 2, µε ένα διάνυσµα µέσων κάθε κατηγορίας και
έναν κοινό πίνακα συνδιακύµανσης. Αριστερά: Εµϕανίζεται το 95% της πιθανότητας για καθεµία
από τις τρεις κατηγορίες. Οι διακεκοµµένες γραµµές είναι τα όρια απόϕασης Bayes. ∆εξιά:
δηµιουργήθηκαν 20 παρατηρήσεις από κάθε κλάση και τα αντίστοιχα όρια απόϕασης LDA

υποδεικνύονται χρησιµοποιώντας συµπαγείς µαύρες γραµµές. Τα όρια απόϕασης Bayes
εµϕανίζονται και πάλι ως διακεκοµµένες γραµµές.

κλάση 3 και ένα τρίτοδιαχωρίζει την κλάση 2 απότην 3. Αυτά τα τρία όρια απόϕασηςBayes

διαιρούν τον χώρο πρόγνωσης σε τρεις περιοχές. Ο ταξινοµητής Bayes θα ταξινοµήσει µια

παρατήρηση ανάλογα µε την περιοχή στην οποία βρίσκεται.

Γιαάλληµιαϕορά,πρέπει ναυπολογιστούνοιάγνωστεςπαράµετροιµ1, . . . , µK, π1, . . . , πK,

καιΣ.Οι τύποι υπολογισµού είναι παρόµοιοι µε αυτούς που χρησιµοποιούνται στη µονοδι-

άστατηπερίπτωση,πουδίνονταιστηνΕξίσωση (4.6). Για τηνανάθεσηµιας νέαςπαρατήρη-

σης X = x, η LDA συνδέει αυτές τις εκτιµήσεις µε την εξίσωση (4.10), για την λήψη των

ποσοτήτων δ̂k(x), και ταξινοµεί στην κλάση για την οποία η δ̂k(x) είναι µεγαλύτερη. Ση-

µειώνεται ότι στην (4.10) η δk(x) είναι µια γραµµική συνάρτηση του x. ∆ηλαδή, ο κανόνας

απόϕασηςLDA εξαρτάται µόνοαπότοxµέσω ενός γραµµικού συνδυασµού των στοιχείων

του. Όπως συζητήθηκε προηγουµένως, αυτός είναι ο λόγος για τη λέξη γραµµικότητα στην

LDA.

Στη δεξιά εικόνα του Σχήµατος 4.3,20 παρατηρήσεις προέρχονται απόκαθεµία απότις

τρεις κλάσεις,µε τααντίστοιχαόριααπόϕασης τηςLDA να εµϕανίζονταιωςσυµπαγείς µα-

ύρες γραµµές. Συνολικά,τα όρια απόϕασης της LDA είναι αρκετά κοντά στα όρια απόϕα-

σης τουBayes,που εµϕανίζονται ξανάως διακεκοµµένες γραµµές. Τα ποσοστά σϕάλµατος

για τους ταξινοµητέςBayesκαιLDA είναι0.0746και0.0770,αντίστοιχα. Αυτόαποδεικνύει
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ότι η LDA έχει καλή απόδοση σε αυτά τα δεδοµένα.

4.2.1 Παράδειγµα Εϕαρµογής

Παρακάτω εϕαρµόζεται η LDA σε προεπιλεγµένα δεδοµένα για να προβλεϕτεί αν ένα

άτοµο πρόκειται να υπερβεί ή όχι το υπόλοιπο της πιστωτικής του κάρτας. Το µοντέλο

LDA προσαρµόζεται στα αποτελέσµατα των 10.000 δειγµάτων εκπαίδευσης µε ποσοστό

λάθους ίσο µε 2.75%. Αυτό το ποσοστό ακούγεται αρκετά χαµηλό, αλλά δύο σηµαντικές

επιϕυλάξεις πρέπει να σηµειωθούν.

• Πρώτα απ ΄όλα, τα ποσοστά σϕαλµάτων εκπαίδευσης θα είναι συνήθως χαµηλότε-

ρα από τα σϕάλµατα δοκιµής, τα οποία είναι και αυτά που έχουν πραγµατικό ενδια-

ϕέρον. Με άλλα λόγια, µπορεί να αναµένεται, ότι αυτός ο ταξινοµητής θα έχει χει-

ρότερη απόδοση αν χρησιµοποιηθεί για να προβλέψει εάν ένα νέοσύνολοατόµων θα

χρεοκοπήσει ή όχι. Ο λόγος είναι ότι οι παράµετροι προσαρµόζονται έτσι ώστε να

δώσουν χαµηλά σκορσϕάλµατος στα δεδοµένα εκπαίδευσης.Όσοµεγαλύτερη είναι

η αναλογία των παραµέτρωνp προς τον αριθµό των δειγµάτωνn, τόσοπερισσότερο

αναµένεται να παίξει ρόλο αυτή η υπερπροσαρµογή. Για την υπερπροσαρµογή αυ-

τών των δεδοµένων δεν αναµένουµε ότι αυτό θα είναι πρόβληµα, καθώς p = 2 και

n = 10.000.

• ∆εύτερον, αϕού µόνο το 3.33% των ατόµων στο δείγµα εκπαίδευσης έχει πτωχεύσει

οικονοµικά, ένας απλός αλλά άχρηστος ταξινοµητής που πάντα προβλέπει ότι ένα

άτοµο δεν θα χρεοκοπήσει, ανεξάρτητα από το υπόλοιπο της πιστωτικής του/της

κάρτας και τη ϕοιτητική του ιδιότητα, θα έχει ως αποτέλεσµα ποσοστό σϕάλµατος

3.33%.Με άλλα λόγια,ο τετριµµένος ταξινοµητής θα επιτύχει ένα ποσοστόσϕάλµα-

τος που είναι µόνο λίγο υψηλότερο από το ποσοστό σϕάλµατος του συνόλου εκπα-

ίδευσης της LDA.

Στηνπράξη,έναςδυαδικός ταξινοµητής,όπωςαυτόςµπορεί ναδηµιουργήσειδύοτύπους

σϕαλµάτων: µπορεί να εκχωρήσει λανθασµένα ένα άτοµο που έχει χρεοκοπήσει στην κα-

τηγορίαµη-χρεοκοπίας,ήµπορεί νααντιστοιχίσει εσϕαλµέναέναάτοµοπουδεν είναιχρε-

οκοπηµένο στην κατηγορία χρεοκοπίας. Είναι συχνά ενδιαϕέρον να προσδιοριστεί ποιο
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Πραγµατικές Τιµές

Όχι Ναι Σύνολο

Προβλεπόµενες Όχι 9644 252 9896
Τιµές Ναι 23 81 104

Σύνολο 9667 333 10.000

Πίνακας 4.1:Ένας πίνακας σύγχυσης συγκρίνει τις προβλέψεις LDA µε τις πραγµατικές
καταστάσεις σϕάλµατος για τις 10.000 παρατηρήσεις εκπαίδευσης στο σύνολο δεδοµένων. Τα
στοιχεία στη διαγώνιο του πίνακα αντιπροσωπεύουν άτοµα των οποίων οι καταστάσεις είχαν

προβλεϕθεί σωστά, ενώ τα εκτός διαγώνια στοιχεία αντιπροσωπεύουν άτοµα που ταξινοµήθηκαν
εσϕαλµένα.Η LDA έκανε λανθασµένες προβλέψεις για 23 άτοµα που δεν είχαν χρεοκοπήσει και

για 252 άτοµα που χρεοκόπησαν.

απόαυτά τα δύο είδη σϕαλµάτων γίνονται. Ένας πίνακας σύγχυσης (confusionmatrix) είναι

ένας βολικός τρόπος εµϕάνισης αυτών των πληροϕοριών. Ο πίνακας (4.1) (Witten et al.,

2021) αποκαλύπτει ότι η LDA προέβλεψε ότι συνολικά 104 άτοµα θα χρεοκοπούσαν. Από

αυτά τα άτοµα,τα 81 χρεοκόπησαν στην πραγµατικότητα και τα 23 όχι.Ως εκ τούτου µόνο

23 από τα 9.667 άτοµα που δεν χρεοκόπησαν επισηµάνθηκαν εσϕαλµένα. Αυτό µοιάζει µε

ένα αρκετά χαµηλό ποσοστό σϕάλµατος. Ωστόσο, από τα 333 άτοµα που χρεοκόπησαν,

τα 252 (ή 75.7%) χάθηκαν από την LDA.Έτσι, ενώ το συνολικό ποσοστό σϕάλµατος είναι

χαµηλό,τοποσοστότωνσϕαλµάτωνµεταξύ τωνατόµωνπουχρεοκόπησαν είναιπολύ υψη-

λό. Από την οπτική γωνία µιας εταιρείας πιστωτικών καρτών που προσπαθεί να εντοπίσει

άτοµα υψηλού κινδύνου, ένα ποσοστό σϕάλµατος 252/333 = 75.7% µεταξύ των ατόµων

µε αδυναµία πληρωµής µπορεί κάλλιστα να είναι απαράδεκτη.

Οι επιδόσειςανάκατηγορία είναι επίσηςσηµαντικέςστην ιατρικήκαι τηβιολογία,όπου

οι όροι ευαισθησία (sensitivity) και ειδικότητα (specificity) χαρακτηρίζουν την απόδοση ενός

ταξινοµητή. Σε αυτή την περίπτωση η ευαισθησία είναι το ποσοστό των πραγµατικών κα-

κοπληρωτών που εντοπίζονται και ισούται µε το24.3%.Ηειδικότητα είναι τοποσοστό των

µη χρεοκοπηµένων που προσδιορίζονται σωστά και ισούται µε (1− 23/9667) = 99.8%.

Γιατί η LDA έχει τόσο κακή απόδοση στην ταξινόµηση των πελατών που χρεοκοπούν;

∆ηλαδή, γιατί έχει τόσο χαµηλή ευαισθησία· Όπως ϕαίνεται, η LDA προσπαθεί να προ-

σεγγίσει τον ταξινοµητή Bayes, ο οποίος έχει το χαµηλότερο συνολικό ποσοστό σϕάλµα-

τος από όλους τους ταξινοµητές. ∆ηλαδή, ο ταξινοµητής Bayes θα αποδίδει τον µικρότερο

δυνατό συνολικό αριθµό εσϕαλµένων ταξινοµηµένων παρατηρήσεων,ανεξάρτητα από την

κατηγορίααπότην οποίαπροέρχονται τασϕάλµατα.Κάποιες εσϕαλµένες ταξινοµήσεις θα
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προκύπτουν απότην εσϕαλµένη ανάθεση ενός πελάτη που δεν έχει χρεοκοπήσει στην χρε-

οκοπηµένη κλάση, και άλλες θα προκύψουν από την εσϕαλµένη εκχώρηση ενός πελάτη ο

οποίος έχει χρεοκοπήσει στη µη χρεοκοπηµένη κλάση. Αντίθετα,µια εταιρεία πιστωτικών

καρτών µπορεί να επιθυµεί ιδιαίτερα να αποϕύγει την εσϕαλµένη ταξινόµηση ενός ατόµου

που είναι κακοπληρωτής, ενώ η εσϕαλµένη ταξινόµηση ενός ατόµου που δεν θα χρεοκο-

πήσει, αν και πρέπει να αποϕευχθεί, είναι λιγότερο προβληµατική. Φυσικά, είναι δυνατό

να τροποποιηθεί η LDA, προκειµένου να αναπτυχθεί ένας ταξινοµητής που να πληροί α-

κόµα καλύτερα ανάγκες της εταιρείας πιστωτικών καρτών.

Πραγµατικές Τιµές

Όχι Ναι Σύνολο

Προβλεπόµενες Όχι 9432 138 9570
Τιµές Ναι 235 195 430

Σύνολο 9667 333 10.000

Πίνακας 4.2:Ένας πίνακας σύγχυσης συγκρίνει τις προβλέψεις της LDA µε τις πραγµατικές
καταστάσεις για τις 10.000 παρατηρήσεις στο σύνολο δεδοµένων, χρησιµοποιώντας µια

τροποποιηµένη τιµή κατωϕλίου,που προβλέπει χρεοκοπία για τα άτοµα των οποίων η posterior
πιθανότητα χρεοκοπίας υπερβαίνει το 20%

Ο ταξινοµητής Bayes λειτουργεί αναθέτοντας µια παρατήρηση στην τάξη, για την ο-

ποία η prior πιθανότητα pk(X) είναι µεγαλύτερη. Στην περίπτωση των δύο τάξεων, αυτό

ισοδυναµεί µε την ανάθεση µιας παρατήρησης στην προεπιλεγµένη κλάση αν

P(default = Yes|X = x) > 0.5 (4.12)

Έτσι, ο ταξινοµητής Bayes, και κατ΄ επέκταση η LDA, χρησιµοποιεί ένα όριο του 50% για

την εκ των υστέρων πιθανότητα αθέτησης πληρωµής προκειµένου να εκχωρηθεί µια πα-

ρατήρηση στην χρεοκοπηµένη κλάση. Ωστόσο, εάν υπάρχει ανησυχία για την εσϕαλµένη

πρόβλεψητηςκατάστασηςπροεπιλογής για ταάτοµαπουαθετούν τις πληρωµές,τότεµπο-

ρεί να εξεταστεί χαµηλώνοντας αυτό το όριο. Για παράδειγµα, µπορεί να χαρακτηρίσουµε

οποιονδήποτε πελάτη µε posterior πιθανότητα χρεοκοπίας πάνω από 20% στην χρεοκοπη-

µένη κατηγορία. Με άλλα λόγια, αντί να ανατεθεί µια παρατήρηση στην προεπιλεγµένη

κλάση µε την (4.12) να ισχύει, θα µπορούσε αντί αυτού, µια παρατήρηση να ανατεθεί σε

αυτήν την κλάση αν
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P(default = Yes|X = x) > 0.2 (4.13)

Τα ποσοστά σϕάλµατος που προκύπτουν απόαυτήν την προσέγγιση ϕαίνονται στον Πίνα-

κα 4.2. Η LDA τώρα προβλέπει ότι 430 άτοµα θα χρεοκοπήσουν. Από τα 333 άτοµα που

χρεοκοπούν,ηLDAπροβλέπει σωστά όλα εκτός απότα 138,ή το41.4%.Αυτή είναι µία τε-

ράστια βελτίωση σε σχέση µε το ποσοστό σϕάλµατος 75.7% που προέκυψε από τη χρήση

του ορίου στο 50%. Ωστόσο, αυτή η βελτίωση έχει ένα κόστος: τώρα 235 άτοµα που δεν

χρεοκοπούν ταξινοµούνται εσϕαλµένα.Ως αποτέλεσµα, το συνολικό ποσοστό σϕάλµατος

αυξήθηκε ελαϕρά στο 3.73%. Αλλά µια εταιρεία πιστωτικών καρτών µπορεί να θεωρήσει

ότι αυτή η ελαϕρά αύξηση του συνολικού ποσοστού σϕάλµατος είναι ένα µικρό τίµηµα για

ακριβέστερη ταυτοποίηση ατόµων που όντως αθετούν τις υποχρεώσεις τους.

Σχήµα 4.4: Για το σύνολο δεδοµένων, τα ποσοστά σϕάλµατος εµϕανίζονται ως συνάρτηση της
τιµής κατωϕλίου για την prior πιθανότητα που χρησιµοποιείται για την ανάθεση των

παρατηρήσεων.Η µαύρη συµπαγής γραµµή δείχνει το συνολικό ποσοστό σϕάλµατος. Η µπλε
διακεκοµµένη γραµµή αντιπροσωπεύει το κλάσµα των πελατών που δεν πληρούν τις υποχρεώσεις
τους και έχουν ταξινοµηθεί εσϕαλµένα, ενώ η πορτοκαλί διακεκοµµένη γραµµή υποδεικνύει το

κλάσµα των σϕαλµάτων µεταξύ των µη χρεοκοπηµένων πελατών.

ΤοΣχήµα 4.4 απεικονίζει το συµβιβασµόπου προκύπτει από την τροποποίηση της πα-

λιάς τιµής κατωϕλίου για την posterior πιθανότητα αθέτησης. Υπάρχουν διάϕορα ποσοστά

σϕάλµατος που εµϕανίζονται ως συνάρτηση της τιµής κατωϕλίου. Χρησιµοποιώντας ένα

όριο ίσο µε 0.5, όπως στην (4.12), ελαχιστοποιείται το συνολικό ποσοστό σϕάλµατος, που

εµϕανίζεται µε τη µαύρη συµπαγής γραµµή. Αυτό είναι αναµενόµενο, αϕού ο ταξινοµητής

Bayes χρησιµοποιεί όριο 0.5 και είναι γνωστό ότι έχει το χαµηλότερο συνολικό ποσοστό

σϕάλµατος. Όταν όµως, ένα όριο ίσο µε 0.5 χρησιµοποιείται, το ποσοστό λάθους µετα-
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ξύ των ατόµων που χρεοκοπούν είναι αρκετά υψηλό (µπλε διακεκοµµένη γραµµή). Καθώς

το όριο µειώνεται, το ποσοστό σϕάλµατος µεταξύ των ατόµων που χρεοκοπούν µειώνεται

σταθερά,αλλά τοποσοστόσϕάλµατος µεταξύ των ατόµων που δεν χρεοκοπούν αυξάνεται.

Πώς µπορεί να καθοριστεί το ποια είναι η καλύτερη τιµή κατωϕλίου; Μια τέτοια απόϕα-

ση πρέπει να βασίζεται σε γνώσεις σχετικές µε τον τοµέα, όπως λεπτοµερείς πληροϕορίες

σχετικά µε το κόστος που σχετίζεται µε την χρεοκοπία.

ΗκαµπύληROC είναιµιαδηµοϕιλής γραϕικήπαράστασηγια την ταυτόχρονη εµϕάνι-

ση δύο τύπων σϕαλµάτων για όλα τα πιθανά όρια. Το όνοµα «ROC» προέρχεται από τη

θεωρία των επικοινωνιών. Είναι ένα αρκτικόλεξο για τη λέξη receiver operating characteristi-

cs.

Σχήµα 4.5:Μια καµπύλη ROC για τον ταξινοµητή LDA στα δεδοµένα. Ανιχνεύει δύο τύπους
σϕαλµάτων, καθώς µεταβάλλεται η τιµή του κατωϕλίου για την prior πιθανότητα χρεοκοπίας. Τα

πραγµατικά όρια δεν εµϕανίζονται. Η ιδανική καµπύλη ROC πρέπει να ϕτάνει την επάνω
αριστερή γωνία, υποδεικνύοντας υψηλό ποσοστό πραγµατικών προβλέψεων και χαµηλό ποσοστό
ψευδώς θετικών.Η διακεκοµµένη γραµµή αντιπροσωπεύει την κατάσταση που η ιδιότητα του
ϕοιτητή και το υπόλοιπο της πιστωτικής κάρτας δεν σχετίζονται µε την πιθανότητα χρεοκοπίας.

Το Σχήµα 4.5 απεικονίζει την καµπύλη ROC για τον LDA ταξινοµητή στα δεδοµένα

εκπαίδευσης. Η συνολική απόδοση ενός ταξινοµητή, αθροισµένη πάνω σε όλα τα πιθανά

όρια, δίνεται από την περιοχή κάτω από την (ROC) καµπύλη (AUC). Μια ιδανική κα-

µπύληROC θα ϕτάνει την επάνω αριστερή γωνία,άρα όσοµεγαλύτερη είναι ηAUC, τόσο
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καλύτερος οταξινοµητής. Για αυτά τα δεδοµένα ηAUC είναι0.95, δηλαδήκοντάστοµέγι-

στο,οπότε θα θεωρούνταν πολύ καλό. Αναµένεται ότι ένας ταξινοµητής δεν θα έχει απόδο-

ση καλύτερη από0.5 (όταν αξιολογείται σε ένα ανεξάρτητοσύνολοδοκιµών που δεν χρησι-

µοποιείται στην εκπαίδευση µοντέλων). Οι καµπύλεςROC είναι χρήσιµες για τη σύγκριση

διαϕορετικών ταξινοµητών,αϕού λαµβάνουν υπόψη όλα τα πιθανά όρια.

Όπως αναϕέρθηκε και παραπάνω, η µεταβολή του κατωϕλίου του ταξινοµητή αλλάζει

τοποσοστότων truepositiveκαι false positive. Αυτά ονοµάζονται επίσης,ευαισθησία και 1 µε-

ίον την ειδικότητα του ταξινοµητή. ∆εδοµένου ότι υπάρχει µια σχεδόν µπερδεµένη σειρά

τωνόρωνπουχρησιµοποιούνταισεαυτότοπλαίσιο,δίνεται τώραµιαπερίληψη.ΟΠίνακας

4.3 δείχνει τα πιθανά αποτελέσµατα κατά την εϕαρµογή ενός ταξινοµητή σε έναν πληθυ-

σµό.

Πραγµατικές Τιµές

− ήNull + ήNotNull Σύνολο

Προβλεπόµενες − ήNull True Neg.(TN) False Neg.(FN) N∗

Τιµές + ήNotNull False Pos.(FP) True Pos.(TP) P∗

Σύνολο N P

Πίνακας 4.3:Πιθανά αποτελέσµατα κατά την εϕαρµογή ταξινοµητή σε ένα πληθυσµό.

Ονοµασία Ορισµός Συνώνυµα

False Pos. rate FP/N Type I error, 1−Specificity

True Pos. rate TP/P 1−Type II error, power, sen-
sitivity, recall

Pos. Pred. value TP/P∗ Precision, 1−false discovery
proportion

Neg. Pred. value TN/N∗

Πίνακας 4.4: Σηµαντικά µέτρα για ταξινόµηση και τον διαγνωστικό έλεγχο,που προέρχονται από
τις ποσότητες του Πίνακα 4.3

Για να γίνει η σύνδεση µε την γενική βιβλιογραϕία, το ¨+¨ θεωρείται ως η εναλλακτική

(µη µηδενική) υπόθεση, και το ¨-¨ ως η µηδενική υπόθεση. Στο πλαίσιο των δεδοµένων

χρεοκοπίας, το ¨+¨ υποδηλώνει ένα άτοµο που έχει χρεοκοπήσει και το ¨-¨ υποδεικνύει

κάποιον που δεν έχει.

Ο Πίνακας 4.4 παραθέτει πολλά από τα δηµοϕιλή µέτρα απόδοσης που χρησιµοποιο-

ύνται σε αυτό το πλαίσιο. Οι παρονοµαστές για τα false positive και true positive ποσοστά
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είναι οι πραγµατικές µετρήσεις του πληθυσµού σε κάθε κλάση. Αντίθετα, οι παρονοµα-

στές για τη θετικές και τις αρνητικές προγνωστικές τιµές είναι οι συνολικές προβλεπόµενες

µετρήσεις για κάθε κλάση.

4.3 Ανάλυση Τετραγωνικού ∆ιαχωρισµού

Όπως έχει συζητηθεί,η LDA υποθέτει ότι οι παρατηρήσεις σε κάθε κλάση προέρχονται α-

πό µια πολυµεταβλητή κατανοµή Gauss µε ένα διάνυσµα µέσων για κάθε κατηγορία και

έναν πίνακα συνδιακύµανσης που είναι κοινός για όλες τις K κλάσεις. Η ανάλυση τετρα-

γωνικού διαχωρισµού (Quadratic discriminant analysis (QDA)) παρέχει µια εναλλακτική α-

νάλυση.Όπως η LDA, έτσι ηQDA προκύπτει από την υπόθεση ότι οι παρατηρήσεις κάθε

κλάσης προέρχονται από µια κατανοµή Gauss, µε τις εκτιµήσεις των παραµέτρων να εν-

σωµατώνονται στο θεώρηµα του Bayes προκειµένου να γίνει πρόβλεψη. Ωστόσο, σε α-

ντίθεση µε την LDA, η QDA υποθέτει ότι κάθε κλάση έχει τον δικό της πίνακα συνδια-

κύµανσης. ∆ηλαδή, προϋποθέτει ότι µια παρατήρηση από την k κλάση είναι της µορϕής

X ∼ N(µk, Σk), όπου Σk είναι ο πίνακας συνδιακύµανσης για την k κλάση. Σύµϕωνα µε

αυτήν την υπόθεση, ο ταξινοµητής Bayes εκχωρεί µια παρατήρηση X = x στην κλάση για

την οποία η συνάρτηση

δk(x) = −
1

2
(x− µk)

TΣ−1
k (x− µk) −

1

2
log|Σk|+ logπk

= −
1

2
xTΣ−1

k x+ xTΣ−1
k µk −

1

2
µT
kΣ

−1
k µk −

1

2
log|Σk|+ logπk

(4.14)

είναι µεγαλύτερη. Έτσι, ο ταξινοµητήςQDA υπολογίζει τις ποσότητες Σk, µk, και πk

και τις ενσωµατώνει στην (4.14), τοποθετώντας µια παρατήρηση X = x στην κλάση για

την οποία αυτή η ποσότητα είναι η µεγαλύτερη. Σε αντίθεση µε την (4.10), η ποσότητα x

εµϕανίζεται ως τετραγωνική συνάρτηση στην Εξίσωση (4.14). Από εκεί ηQDA παίρνει και

το όνοµά της.

Γιατί έχει σηµασία αν οι κλάσεις K µοιράζονται ή όχι τον ίδιο πίνακα συνδιακύµανσης;

Με άλλα λόγια, γιατί να προτιµήσει κανείς την LDA και όχι τηνQDA, ή το αντίστροϕο;

Η απάντηση βρίσκεται στο λεγόµενο bias-variance trade-off . Με p επεξηγηµατικές µετα-

βλητές, η εκτίµηση ενός πίνακα συνδιακύµανσης απαιτεί την εκτίµηση p(p + 1)/2 παρα-
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µέτρων. ΗQDA εκτιµά έναν ξεχωριστό πίνακα συνδιακύµανσης για κάθε κλάση, για ένα

σύνολοπαραµέτρων ίσοµεKp(p+1)/2.Με50παράγοντεςαυτόείναικάποιοπολλαπλάσιο

του 1.275,που είναιπολλέςπαραµέτρους. Αντιθέτως,υποθέτοντας ότι οιKκλάσεις µοιράζο-

νται έναν κοινό πίνακα συνδιακύµανσης, το µοντέλο LDA γίνεται γραµµικό ως προς τα x,

πράγµα που σηµαίνει ότι υπάρχουν γραµµικοί συντελεστές Kp προς εκτίµηση. Κατά συ-

νέπεια, η LDA είναι ένας πολύ λιγότερο ευέλικτος ταξινοµητής από την QDA και έτσι,

έχει σηµαντικά µικρότερη διακύµανση. Αυτό µπορεί ενδεχοµένως να οδηγήσει σε βελτίω-

ση της απόδοση πρόβλεψης. Αλλά υπάρχει µια αντιστάθµιση: εάν η υπόθεση της LDA ότι

οι κλάσεις K µοιράζονται έναν κοινό πίνακα συνδιακύµανσης δεν ισχύει, τότε η LDA εµ-

ϕανίζει το λεγόµενο πρόβληµα προκατάληψης (bias). Σε γενικές γραµµές, η LDA τείνει να

είναι ένα καλύτερη από τηνQDA, εάν υπάρχουν σχετικά λίγες παρατηρήσεις εκπαίδευ-

σης, και έτσι, η µείωση της διακύµανσης είναι κρίσιµη. Αντίθετα, ηQDA συνιστάται εάν

το σετ εκπαίδευσης είναι πολύ µεγάλο, έτσι ώστε η διακύµανση του ταξινοµητή να µην α-

ποτελεί σηµαντική ανησυχία, ή εάν η υπόθεση ενός κοινού πίνακα συνδιακύµανσης για τις

K κλάσεις είναι µη εϕικτή.

Σχήµα 4.6: Αριστερά: ΤοBayes (µωβ διακεκοµµένη), το LDA (µαύρες κουκκίδες) και τοQDA

(πράσινο στερεό) όριο απόϕασης για το πρόβληµα δύο τάξεων µε Σ1 = Σ2.Η σκίαση υποδηλώνει
τον κανόνα απόϕασηςQDA. ∆εδοµένου ότι το όριο απόϕασης Bayes είναι γραµµικό,

προσεγγίζεται µε µεγαλύτερη ακρίβεια µε την LDA παρά µε τηνQDA. ∆εξιά: Οι λεπτοµέρειες
δίνονται όπως και στο αριστερό πλαίσιο, εκτός από το ότιΣ1 ̸= Σ2.Με το όριο απόϕασης Bayes να

είναι µη γραµµικό,προσεγγίζεται µε µεγαλύτερη ακρίβεια µε τηνQDA παρά µε την LDA.

Το Σχήµα (4.6) απεικονίζει τις επιδόσεις των LDA καιQDA σε δύο σενάρια. Στην α-

ριστερή εικόνα, οι δύοGaussian κλάσεις έχουν µια κοινή συσχέτιση ίση µε 0.7 µεταξύ X1

και X2.Ως αποτέλεσµα, το όριο απόϕασης Bayes είναι γραµµικό και προσεγγίζεται µε α-
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κρίβεια από το όριο απόϕασης της LDA. Το όριο απόϕασης τηςQDA είναι κατώτερο, ε-

πειδή πάσχει από υψηλότερη διακύµανση χωρίς αντίστοιχη µείωση της προκατάληψης.

Αντίθετα, στη δεξιά εικόνα, εµϕανίζεται µια κατάσταση στην οποία η πορτοκαλί κλάση

έχει συσχέτιση 0.7 µεταξύ των µεταβλητών και η µπλε κλάση έχει συσχέτιση -0.7. Τώρα

το όριο απόϕασης Bayes είναι τετραγωνικό, και έτσι η QDA προσεγγίζει µε µεγαλύτερη

ακρίβεια αυτό το όριο από ότι η LDA.

4.3.1 Υπολογισµός της LDA

Εδώ γίνεται µια σύντοµη αναϕορά στους υπολογισµούς που απαιτούνται για την LDA και

ειδικά τηνQDA.Οιυπολογισµοί τουςαπλοποιούνταιδιαγωνοποιώντας τονπίνακα Σ̂ή Σ̂k.

Για το τελευταίο,ας υποθέσουµε ότι υπολογίζουµε την διάσπαση για κάθε Σ̂k = UkDkU
T
k ,

όπουUk είναιp×p ορθοκανονικός,καιDk ένας διαγώνιος πίνακας θετικών ιδιοτιµώνdkl.

Τότε οι ποσότητες της δk(x) θα είναι για δκ(ξ) (4.12) είναι

• (x− µ̂k)
T Σ̂T

k(x− µ̂k) = [U T
k (x− µ̂k)]

TD−1
k [U T

k (x− µ̂k)]

• log|Σ̂k| =
∑

l logdkl

Υπό το ϕως των υπολογιστικών βηµάτων που περιγράϕονται παραπάνω, ο ταξινοµητής

LDA µπορεί να υλοποιηθεί µε τα ακόλουθα δύο βήµατα:

• Οµαδοποίηση των δεδοµένων σε σχέση µε τον κοινό πίνακα συνδιακύµανσης Σ̂:

X∗ ←D−1/2U TX, όπου Σ̂ = UDU T .Ηκοινή εκτίµηση συνδιακύµανσης τηςX∗ θα

είναι τώρα η ταυτοτική.

• Ταξινόµηση στην πλησιέστερη κλάση στον µετασχηµατισµένο χώρο,modulo της

επίδρασης των prior πιθανοτήτων κλάσης πk.

4.4 Σύγκριση τωνΜεθόδων Ταξινόµησης

Πραγµατοποιείται τώραµια αναλυτική (ή µαθηµατική) σύγκριση τηςLDA, τηςQDA, του

Naive Bayes και της λογιστικής παλινδρόµησης. Για αυτές τις προσεγγίσεις θεωρούνται
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πάντοτε K κλάσεις, και η αντιστοίχηση µιας παρατήρησης γίνεται στην κλάση που µεγι-

στοποιεί την P(Y = k|X = x). Ισοδύναµα, αν η K οριστεί ως µια κατηγορία βάσης, τότε

µια παρατήρηση ανατίθεται στην κλάση που µεγιστοποιεί την πιθανότητα

log
(P(Y = k|X = x)

P(Y = K|X = x)

)
(4.15)

για k = 1, . . . , K. Εξετάζοντας τη συγκεκριµένη µορϕή της (4.15) για κάθε µέθοδο,πα-

ρέχεται µια σαϕή κατανόηση των οµοιοτήτων και των διαϕορών τους.

Πρώτον, για την LDA, µπορεί να χρησιµοποιηθεί το Θεώρηµα του Bayes (4.1), καθώς

επίσης,και η υπόθεση ότι οι predictors σε κάθε κλάση προέρχονται απότην πολυµεταβλητή

κανονική πυκνότητα (4.9) µε µέσο όρο για κάθε κλάση και κοινό πίνακα συνδιακύµανσης

προκειµένου να ϕανεί ότι

log
(P(Y = k|X = x)

P(Y = K|X = x)

)
= log

(πkfk(x)

πKfK(x)

)
= log

( πkexp(−
1
2
(x− µk)

TΣ−1(x− µk))

πKexp(−
1
2
(x− µK)TΣ−1(x− µK))

)
= log

(πk

πK

)
−

1

2
(x− µk)

TΣ−1(x− µk) +
1

2
(x− µK)

TΣ−1(x− µK)

= log
(πk

πK

)
−

1

2
(µk + µK)

TΣ−1(µk − µK) + xTΣ−1(µk − µK)

= αk +

p∑
j=1

bkjxj

(4.16)

όπου αk = log
(

πk

πK

)
− 1

2
(µk + µK)

TΣ−1(µk − µK) και το bkj είναι το j-στο στοιχείο του

Σ−1(µk−µK).Ως εκ τούτου,η LDA, όπως και η λογιστική παλινδρόµηση,υποθέτει ότι τα

log odds των posterior πιθανοτήτων είναι γραµµικές ως προς το x.

Χρησιµοποιώντας παρόµοιους υπολογισµούς, στηνQDA η (4.15) γίνεται

log
(P(Y = k|X = x)

P(Y = K|X = x)

)
= αk +

p∑
j=1

bkjxj +

p∑
j=1

p∑
l=1

ckjlxjxl, (4.17)

όπου αk, bkj και ckjl είναι συναρτήσεις των πk, πK, µk, µK, Σk και ΣK. Πάλι, όπως υποδη-

λώνει το όνοµα, ηQDA υποθέτει ότι τα log odds των posterior πιθανοτήτων είναι τετραγω-

νικές στο x.
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Τέλος,εξετάζεται η Εξίσωση (4.15) στην περίπτωση τουNaive Bayes ταξινοµητή. Σε αυ-

τή τη ρύθµιση,η fk(x)µοντελοποιείταιως γινόµενοpµονοδιάστατων συναρτήσεων fkj(xj)

για j = 1, . . . , p.Ως εκ τούτου

log
(P(Y = k|X = x)

P(Y = K|X = x)

)
= log

(πkfk(x)

πKfK(x)

)
= log

(πk

∏p
j=1 fkj(xj)

πK

∏p
j=1 fKj(xj)

)
= log

(πk

πK

)
+

p∑
j=1

log
( fkj(xj)
fKj(xj)

)
= αk +

p∑
j=1

gkj(xj)

(4.18)

όπουα = log
(

πk

πK

)
καιgkj(xj) = log

(
fkj(xj)

fKj(xj)

)
.Ως εκ τούτου,τοδεξί µέλος της Εξίσω-

σης (4.18) λαµβάνει τη µορϕή ενός γενικευµένου προσθετικού µοντέλου (generalized additive

model) (Witten et al., 2021).

Αναθεωρώντας τις Εξισώσεις (4.16), (4.17) και (4.18) παρατηρούνται τα εξής σχετικά µε

την LDA, τηνQDA και τονNaive Bayes:

• ΗLDA είναιµια ειδικήπερίπτωσητηςQDAµεckjl = 0γιαόλατα j = 1, . . . , p, l =

1, . . . , p, και k = 1, . . . , K. (Φυσικά,αυτό δεν προκαλεί έκπληξη,αϕού η LDA είναι

απλώς µια περιορισµένη έκδοση τηςQDA µε Σ1 = · · · = ΣK = Σ.)

• Οποιοσδήποτε ταξινοµητής µε γραµµικό όριο απόϕασης είναι µια ειδική περίπτω-

ση του Naive Bayes µε gkj(xj) = bkjxj . Συγκεκριµένα, αυτό σηµαίνει ότι η LDA

είναι µια ειδική περίπτωση του Naive Bayes. Αυτό δεν είναι καθόλου προϕανές από

τις περιγραϕές τηςLDA καιNaive Bayes,αϕού κάθε µέθοδος κάνει πολύ διαϕορετι-

κές υποθέσεις: η LDA υποθέτει τα χαρακτηριστικά κατανέµονται συνήθως µε έναν

κοινό, εντός κάθε κατηγορίας, πίνακα διασποράς, και ο Naive Bayes υποθέτει αντ΄

αυτού την ανεξαρτησία των µεταβλητών.

• Αν µοντελοποιηθεί η fkj(xj) στον ταξινοµητήNaive Bayes χρησιµοποιώντας µια µο-

νοδιάστατηGaussianκατανοµήN(µkj, σ
2
j ), τότεκαταλήγεισεgkj(xj) = bkjxj,όπου

bkj = (µkj − µKj)/σ
2
j . Σε αυτήν την περίπτωση, οNaive Bayes είναι στην πραγµα-
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τικότητα µια ειδική περίπτωση της LDA µε τον πίνακα Σ να είναι ένας διαγώνιος

πίνακας µε το j-στο διαγώνιο στοιχείο του ίσο µε σ2
j .

• Ούτε ηQDA, ούτε οNaive Bayes είναι ειδική περίπτωση ο ένας του άλλου. ΟNaive

Bayes µπορεί να δηµιουργήσει µια πιο ευέλικτη προσαρµογή, αϕού µπορεί να γίνει

οποιαδήποτε επιλογή για gkj(xj). Ωστόσο, περιορίζεται σε µια καθαρά προσθετι-

κή εϕαρµογή, µε την έννοια ότι στην (4.18), µια συνάρτηση του xj προστίθεται σε

µια συνάρτηση του xl, για j ̸= l.Ωστόσο, αυτοί οι όροι δεν πολλαπλασιάζονται πο-

τέ. Αντίθετα,ηQDA περιλαµβάνει πολλαπλασιαστικούς όρους της µορϕής ckjlxjxl.

Εποµένως, η QDA έχει τη δυνατότητα να είναι πιο ακριβής σε ρυθµίσεις, όπου οι

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των προγνωστικών παραγόντων είναι σηµαντικοί για τη δι-

άκριση µεταξύ των κλάσεων.

Καµία από αυτές τις µεθόδους δεν κυριαρχεί οµοιόµορϕα στις άλλες: σε οποιοδήποτε

περιβάλλον,η επιλογή της µεθόδου θα εξαρτηθεί από την πραγµατική κατανοµή των µετα-

βλητών σε καθεµία από τις κλάσειςK, καθώς και άλλες εκτιµήσεις, όπως οι τιµές τουn και

p. Το τελευταίο συνδέεται µε τον bias-variance trade-off .

Πώς συνδέεται η λογιστική παλινδρόµηση; Ο τύπος της πολυωνυµικής λογιστικής πα-

λινδρόµησης παίρνει τη µορϕή

log
(P(Y = k|X = x)

P(Y = K|X = x)

)
= βk0 +

p∑
j=1

βkjxj

Αυτός, όµως είναι πανοµοιότυπος µε τη γραµµική µορϕή της LDA (4.16) : και στις δύο πε-

ριπτώσεις, η ποσότητα log
(

P(Y=k|X=x)
P(Y=K|X=x)

)
είναι µια γραµµική συνάρτηση των µεταβλητών.

Στην LDA, οι συντελεστές σε αυτή τη γραµµική συνάρτηση είναι συναρτήσεις εκτιµήσεων

για πk, πK, µk, µK και Σ που προκύπτουν υποθέτοντας ότι τα X1, . . . , Xp ακολουθούν µια

κανονική κατανοµή σε κάθε κλάση. Αντίθετα, στην λογιστική παλινδρόµηση, οι συντελε-

στές επιλέγονται για να µεγιστοποιήσουν τη συνάρτησηπιθανότητας.Έτσι,αναµένεται ότι

η LDA θα ξεπεράσει την λογιστική παλινδρόµηση, όταν ισχύει η υπόθεση κανονικότητας

(ή περίπου), ενώ θα επικρατήσει η λογιστική παλινδρόµηση όταν δεν θα ισχύει.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
Ανάλυση Λανθάνουσας Τάξης

Στη στατιστική, ένα µοντέλο λανθάνουσας κλάσης (LCM) συσχετίζει ένα σύνολο παρατη-

ρούµενων (συνήθως διακριτών) πολυµεταβλητώνµε ένα σύνολολανθανουσώνµεταβλητών.

Ονοµάζεται µοντέλολανθάνουσας κλάσης,επειδή η λανθάνουσαµεταβλητή είναι διακριτή.

Μια κλάση χαρακτηρίζεται από ένα σύνολο δεσµευµένων πιθανοτήτων που υποδεικνύουν

την πιθανότητα οι µεταβλητές να λάβουν ορισµένες τιµές.

Η ανάλυση λανθάνουσας κλάσης (LCA) είναι ένα υποσύνολο του structural equationmo-

deling, που χρησιµοποιείται για την εύρεση οµάδων ή υπο-τύπων σε πολυµεταβλητά κα-

τηγορικά δεδοµένα. Αυτοί οι υπο-τύποι ονοµάζονται «λανθάνουσες τάξεις».Όπως και στην

παραγοντική ανάλυση, η LCA µπορεί επίσης, να χρησιµοποιηθεί και σε περιπτώσεις τα-

ξινόµησης ανάλογα µε τηνmaximum likehood class (Wikipedia contributors, 2022).

5.1 Εισαγωγή

Ξεκινώνταςαυτήν την εισαγωγικήενότηταγια τηνανάλυσηλανθάνουσας τάξης (LatentClass

Analysis) εξετάζεται αυτό το θέµα στοπιο απλό του πλαίσιο, δηλαδή στην ανάλυση της δια-

σταυρούµενης ταξινόµησης δύο διχοτόµων µεταβλητών, έστω, των µεταβλητών A και B.

Σε αυτό το πλαίσιο, υπάρχει ο απλός αµϕίδροµος πίνακας διασταυρούµενης ταξινόµησης

90
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2× 2, {A,B}, όπου οι δύο σειρές του πίνακα 2× 2 αντιστοιχούν στις δύο κλάσεις της διχο-

τόµου µεταβλητήςA και τις δύοστήλες του 2×2πίνακαπου αντιστοιχούν στις δύοκλάσεις

της διχοτόµου µεταβλητήςB.Έστω ότι η Pij υποδηλώνει την πιθανότητα µια παρατήρηση

ναπέσει στην i-στησειρά (i = 1, 2)και j-στηστήλη (j = 1, 2)αυτού τουπίνακα2×2.Με

άλλα λόγια, η Pij είναι η πιθανότητα, ότι µια παρατήρηση θα βρίσκεται στην i-στη κλάση

(i = 1, 2) της µεταβλητήςA και στην j-στη κλάση (j = 1, 2) της µεταβλητής B.Όταν οι

µεταβλητέςA καιB είναι στατιστικά ανεξάρτητα µεταξύ τους, ισχύει η απλή σχέση

Pij = PA
i P

B
j , (5.1)

όπουPA
i είναιηπιθανότηταότιµιαπαρατήρησηθαπέσειστην i-στησειρά του2×2πίνακα

και PB
j είναι η πιθανότητα να πέσει µια παρατήρηση στην j-στη στήλη του 2 × 2 πίνακα.

Με άλλα λόγια, η PA
i είναι η πιθανότητα, ότι µια παρατήρηση θα είναι στην i κλάση της

µεταβλητής A και PB
j είναι η πιθανότητα, ότι µια παρατήρηση θα είναι στην j-στη κλάση

της µεταβλητής B.Με

PA
i = Pi+ =

∑
j

Pij, PB
j = P+j =

∑
i

Pij (5.2)

Όταν οι µεταβλητέςA καιB δεν είναι στατιστικά ανεξάρτητες µεταξύ τους, δηλαδή όταν ο

τύπος 5.1 δεν ισχύει, κάτι που συµβαίνει συχνά σε πολλούς τοµείς έρευνας (όταν και οι δύο

µεταβλητέςA και B έχουν ουσιαστικό ενδιαϕέρον), ο ερευνητής που αναλύει τα δεδοµένα

στον πίνακα 2×2, συνήθως θα ενδιαϕέρεται να µετρήσει την εξάρτηση µεταξύ των δύοµε-

ταβλητών (A καιB). Γενικά,υπάρχουν πολλά διαϕορετικά µέτρα για την εξάρτηση (Ακόµη

και για τον απλόπίνακα 2×2, υπάρχουν πολλά τέτοια µέτρα).Ωστόσο,όλα αυτά τα µέτρα

µη ανεξαρτησίας (ή σχεδόν όλα) είναι ελλιπή από µια σηµαντική άποψη. Αν και µπορεί να

βοηθήσουν τον ερευνητή να προσδιορίσει το µέγεθος της εξάρτησης µεταξύ των δύο µετα-

βλητών (A και B), δεν µπορούν να βοηθήσουν τον ερευνητή να προσδιορίσει αν αυτή η µη

ανεξαρτησία είναι ψευδής.Με άλλα λόγια,κανένα (ή σχεδόν κανένα) από τα συνήθη µέτρα

της µη ανεξαρτησίας µεταξύ των µεταβλητών A και B µπορεί να βοηθήσει τον ερευνητή

να προσδιορίσει, εάν η παρατηρούµενη σχέση (η µη ανεξαρτησία) µεταξύ των µεταβλη-

τών µπορεί να εξηγηθεί από κάποια άλλη µεταβλητή, έστω η µεταβλητή X, όπου αυτή η
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µεταβλητήX µπορεί να µην παρατηρηθεί (unobservable, latent). Υπάρχει κάποια λανθάνου-

σα µεταβλητήX που µπορεί να εξηγήσει την παρατηρούµενη (προϕανή) σχέση µεταξύ των

µεταβλητώνAκαιB,ότανληϕθεί υπόψηη (απαρατήρητη)σχέσηπουαυτήλανθάνουσαµε-

ταβλητήX µπορεί να έχει µε τη µεταβλητήA και τη µεταβλητήB; Η χρήση των µοντέλων

λανθάνουσας τάξης µπορεί να βοηθήσει τον ερευνητή να εξετάσει τέτοιες ερωτήσεις.

Η λανθάνουσα µεταβλητήX που εισήχθη προηγουµένως,µπορεί να θεωρηθεί ως πιθα-

νή επεξηγηµατική µεταβλητή. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί κατά καιρούς για να εξηγήσει

την παρατηρούµενη σχέση µεταξύ των µεταβλητώνA καιB, ακόµη και όταν αυτή η παρα-

τηρούµενη σχέση µεταξύ των δύο παρατηρούµενων µεταβλητών είναι στατιστικά µη ση-

µαντική. ΄Αλλες ϕορές,µε ορισµένα σύνολα δεδοµένων, ένα κατάλληλοµοντέλο λανθάνου-

σας κλάσης µπορεί να περιλαµβάνει πολλές λανθάνουσες µεταβλητές ως επεξηγηµατικές

µεταβλητές, και, αυτές οι λανθάνοντες µεταβλητές µπορεί να είναι χρήσιµες, για να βοη-

θήσουν τον ερευνητή να εξηγήσει πληρέστερα τις παρατηρούµενες σχέσεις µεταξύ του συ-

νόλου των παρατηρούµενων υπό εξέταση µεταβλητών. Η χρήση τέτοιων µοντέλων λαν-

θάνουσας τάξης µπορεί να βοηθήσει έναν ερευνητή µε πολλούς τρόπους.

5.2 ΤοΜοντέλο της Λανθάνουσας Τάξης

5.2.1 Εισαγωγή

Εξετάζεται τώρα το µοντέλο λανθάνουσας τάξης στην περίπτωση, στην οποία η µεταβλη-

τή A είναι µια παρατηρούµενη διχότοµη ή πολύτοµη µεταβλητή έχοντας κλάσεις I (i =

1, 2, . . . , I), η µεταβλητή B είναι µια παρατηρούµενη διχότοµη ή πολύτοµη µεταβλητή

έχοντας κλάσεις J (j = 1, 2, . . . , J) και η µεταβλητή X είναι µια λανθάνουσα διχότοµη ή

πολύτοµη µεταβλητή µε κλάσεις T (t = 1, 2, . . . , T).Έστω ότι µε πABX
ijt δηλώνεται η από

κοινού πιθανότητα,ότι µια παρατήρηση είναι στην κλάση i της µεταβλητήςA,στην κλάση

j της µεταβλητής B και στην κλάση t της µεταβλητής X. Έστω ότι η πĀX
it δηλώνει την δε-

σµευµένη πιθανότητα, ότι µια παρατήρηση βρίσκεται στην κατηγορία i της µεταβλητής

A, δεδοµένου ότι η παρατήρηση είναι στην κατηγορία t της µεταβλητής X. Αντίστοιχα, η

πB̄X
jt δηλώνει την δεσµευµένη πιθανότητα ότι µια παρατήρηση είναι στην κατηγορία j της
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µεταβλητήςB, δεδοµένου ότι η παρατήρηση είναι στην κατηγορία t της µεταβλητήςX.Με

πX
t δηλώνεται η πιθανότητα ότι µια παρατήρηση είναι στην κατηγορία t της µεταβλητής

X. Το µοντέλο λανθάνουσας κλάσης σε αυτή την περίπτωση µπορεί να εκϕραστεί απλά ως

εξής:

πABX
ijt = πX

t π
ĀX
it πB̄X

jt , για i = 1, . . . , I; j = 1, . . . , J; t = 1, . . . , T. (5.3)

Αυτό τοµοντέλοδηλώνει,ότι οι µεταβλητέςA καιB είναι υπόσυνθήκη ανεξάρτητες µεταξύ

τους, δεδοµένης της κλάσης της µεταβλητήςX. ∆ηλαδή,

πĀB̄X
ijt = πABX

ijt /πX
t = πĀX

it πB̄X
jt , (5.4)

όπου η πĀB̄X
ijt = πABX

ijt /πX
t είναι η δεσµευµένη πιθανότητα ότι µια παρατήρηση βρίσκεται

στην κλάση i της µεταβλητήςA και στην κλάση j της µεταβλητής B, δεδοµένου ότι η πα-

ρατήρηση ανήκει στην κατηγορία t της µεταβλητήςX.

Παραπάνω παρουσιάζεται το µοντέλο λανθάνουσας τάξης για την περίπτωση που υ-

πάρχουν µόνο δύο παρατηρούµενες µεταβλητές (A και B). Αυτό γίνεται για λόγους ανάλυ-

σης, προκειµένου να εξεταστεί αυτό το θέµα στο απλούστερο πλαίσιο. Ωστόσο, πρέπει να

σηµειωθεί, ότι ορισµένα ειδικά προβλήµατα προκύπτουν όταν εξετάζονται µοντέλα λαν-

θάνουσας τάξης µε περισσότερες από δύο παρατηρούµενες µεταβλητές.

5.2.2 Ορολογία και ΟρισµόςΜοντέλου

Στην υποενότητα αυτή µελετάται η γενικότερηπερίπτωσηµεπερισσότερες απόδύοπαρα-

τηρούµενες µεταβλητές. Η ορολογία που ακολουθείται διαϕοροποιείται σε σχέση µε πριν.

Έστω τώρα, ότι παρατηρούνται J πολύτοµες κατηγορικές µεταβλητές (οι «ϕανερές» µε-

ταβλητές), καθεµία από όπου περιέχει Kj πιθανά αποτελέσµατα, για παρατηρήσεις i =

1, . . . ,N. Οι ϕανερές µεταβλητές µπορεί να έχουν διαϕορετικούς αριθµούς πιθανών απο-

τελεσµάτων, εξ΄ ου και ο δείκτης j. Σηµειώνεται, ότι οι Yijk είναι οι παρατηρούµενες τιµές

των µεταβλητών J, έτσι ώστε Yijk = 1, εάν ο ερωτώµενος i δίνει την k απάντηση στην j

µεταβλητή και Yijk = 0 διαϕορετικά, όπου j = 1, . . . , J και k = 1, . . . , Kj.

Το µοντέλο λανθάνουσας κλάσης προσεγγίζει την παρατηρούµενη κοινή κατανοµή των
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µεταβλητών ως το σταθµισµένο άθροισµα ενός πεπερασµένου αριθµού, R, πινάκων δια-

σταυρούµενης ταξινόµησης. Το R είναι σταθερό πριν από την εκτίµηση βάσει είτε θεωρη-

τικών λόγων, είτε προσαρµογής του µοντέλου. Έστω ότι η πjrk υποδηλώνει τη δεσµευµένη

πιθανότητα κλάσης ότι µια παρατήρηση στην κλάση r = 1, . . . , R παράγει το k αποτέλε-

σµα στην j-στη µεταβλητή. Αυτό ισχύει για κάθε κλάση και για κάθε µεταβλητή, και επο-

µένως,
∑Kj

k=1 πjrk = 1. Περαιτέρω ως pr συµβολίζονται οι R αναλογίες που παρέχουν τα

βάρη στοσταθµισµένοάθροισµα των πινάκων,µε
∑

r pr = 1.Οι τιµές τωνpr αναϕέρονται

επίσης ως οι prior πιθανότητες της λανθάνουσας τάξης, καθώς αντιπροσωπεύουν την πιθα-

νότητα ένα άτοµο να ανήκει σε κάποια κλάση προτού ληϕθούν υπόψη οι απαντήσεις που

έδωσε ο Yijk στις ϕανερές µεταβλητές.

Η πιθανότητα ότι ένα άτοµο i στην κλάση r παράγει ένα συγκεκριµένο σύνολο J απο-

τελεσµάτων στις ϕανερές µεταβλητές, υποθέτοντας υπό όρους ανεξαρτησία των αποτελε-

σµάτων Y δεδοµένης κλάσης, είναι το γινόµενο

P(Yi;πr) =

J∏
j=1

Kj∏
k=1

(πjrk)
Yijk (5.5)

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας πάνω από όλες τις κλάσεις είναι το σταθµισµένο

άθροισµα

P(Yi|π, p) =

R∑
r=1

pr

J∏
j=1

Kj∏
k=1

(πjrk)
Yijk (5.6)

Οι παράµετροι που υπολογίζονται από τοµοντέλο λανθάνουσας κλάσης είναι οιpr καιπjrk.

∆εδοµένων των εκτιµήσεων p̂r και π̂jrk των pr και πjrk, αντίστοιχα, η posterior πιθα-

νότητα ότι κάθε άτοµο ανήκει σε κάθε κλάση,δεδοµένων των παρατηρούµενων τιµών των

ϕανερών µεταβλητών,µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας τον τύπο του Bayes:

P̂(ri|Yi) =
p̂rf(Yi; π̂r)∑R
q=1 p̂qf(Yi; π̂q)

(5.7)

όπου ri ∈ {1, . . . , R}. Υπενθυµίζεται ότι τα π̂jrk είναι εκτιµήσεις των πιθανοτήτων έκβασης

δεδοµένης της κλάσης r.

Είναι σηµαντικόνα τονιστεί ότι οαριθµός τωνανεξάρτητωνπαραµέτρωνπου εκτιµάται

από το µοντέλο λανθάνουσας τάξης εξαρτάται από τα R, J και Kj. ∆εδοµένων αυτών των
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τιµών, ο αριθµός των παραµέτρων είναι το R
∑

j(Kj − 1) + (R − 1). Εάν αυτός ο αριθµός

υπερβαίνει είτε τον συνολικό αριθµό των παρατηρήσεων, είτε είναι λίγο µικρότερος από

τον συνολικό αριθµό κελιών στον πίνακα διασταυρούµενης ταξινόµησης των µεταβλητών,

τότε το µοντέλο λανθάνουσας κλάσης δεν µπορεί να προσδιοριστεί.

5.2.3 ΕκτίµησηΠαραµέτρων

Το στατιστικό πακέτο poLCA εκτιµά το µοντέλο λανθάνουσας κλάσης µεγιστοποιώντας τη

συνάρτηση log-likelihood

lnL =

N∑
i=1

ln

R∑
r=1

pr

J∏
j=1

Kj∏
k=1

(πjrk)
Yijk (5.8)

σε σχέση µε ταpr καιπjrk, χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο expectation-maximization (EM)

(Dempster, Laird και Rubin 1977). Αυτή η συνάρτηση πιθανότητας είναι πανοµοιότυπη σε

µορϕή µε την finite mixture model log-likelihood. Όπως συµβαίνει µε κάθε finite mixture mo-

del, ο αλγόριθµος EM εϕαρµόζεται, επειδή η συµµετοχή κάθε ατόµου στις κλάσεις είναι

άγνωστη και µπορεί να αντιµετωπιστεί σαν ελλιπή δεδοµένα.

Ο αλγόριθµος EM προχωρά επαναληπτικά. Αρχικά, ξεκινά µε αυθαίρετες αρχικές τι-

µές των ποσοτήτων p̂r και π̂jrk, και τις αρχικοποιεί µε τις ονοµασίες p̂old
r και π̂old

jrk . Στο ex-

pectation βήµα, υπολογίζει τις πιθανότητες συµµετοχής στην άγνωστη κλάση χρησιµοποι-

ώντας την Εξίσωση (5.7),αντικαθιστώντας τα p̂old
r και π̂old

jrk .Στοβήµαµεγιστοποίησης,ενη-

µερώνονται οι εκτιµήσεις των παραµέτρων, µεγιστοποιώντας τη συνάρτηση log-likelihood

δεδοµένης αυτής της posterior πιθανότητας P̂(ri|Yi), µε

p̂new
r =

1

N

N∑
i=1

P̂(ri|Yi) (5.9)

ως τις νέες prior πιθανότητες, και

π̂new
jr =

∑N
i=1 YijP̂(ri|Yi)∑N
i=1 P̂(ri|Yi)

(5.10)

ως οι νέες δεσµευµένες πιθανότητες έκβασης µε βάση την κατηγορία. Στην Εξίσωση (5.10),

η π̂new
jr είναι ένα διάνυσµα µήκους Kj των r κλάσεων δεσµευµένων πιθανοτήτων έκβασης
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για την j µεταβλητή· και Yij είναι οN×Kj πίνακας των παρατηρούµενων αποτελεσµάτων

Yijk σε αυτή τη µεταβλητή. Ο αλγόριθµος επαναλαµβάνει αυτά τα βήµατα, αντιστοιχίζο-

ντας τονέοστοπαλιό,µέχρι η συνολική log-likelihoodπιθανότητα ναϕτάσει στοµέγιστοκαι

να πάψει να αυξάνεται πέρα κάποιων αυθαίρετα µικρών τιµών.

Το poLCA εκµεταλλεύεται την επαναληπτική ϕύση του αλγορίθµου EM για την ε-

κτίµηση του µοντέλου λανθάνουσας τάξης, ακόµα και όταν µερικές από τις παρατηρήσεις

στις µεταβλητές λείπουν. Αν και το poLCA προσϕέρει την επιλογή διαγραϕής αυτών των

παρατηρήσεων δεν είναι και αναγκαίο. Αντίθετα, κατά τον προσδιορισµό του γινοµένου

στην Εξίσωση (5.5) και το άθροισµα στον αριθµητή της Εξίσωσης (5.10), τοpoLCA απλώς

εξαιρεί από τον υπολογισµό τυχόν µεταβλητές µε ελλείπουσες παρατηρήσεις. Οι προηγο-

ύµενες τιµές ενηµερώνονται στην Εξίσωση (5.7) χρησιµοποιώντας όσες ή λιγότερες µετα-

βλητές παρατηρούνται για κάθε άτοµο.

Ανάλογα µε τις αρχικές τιµές που έχουν επιλεγεί για τα p̂old
r και π̂old

jrk , και την πολυ-

πλοκότητα του υπό εκτίµηση µοντέλου λανθάνουσας τάξης, ο αλγόριθµος EM µπορεί να

βρει µόνο ένα τοπικό µέγιστο για την συνάρτηση log-likelihood, αντί για το επιθυµητό ο-

λικό µέγιστο. Για το λόγο αυτό, είναι πάντα σκόπιµο να επανεκτιµάται ένα συγκεκριµένο

µοντέλο µερικές ϕορές όταν χρησιµοποιείται το poLCA, σε µια προσπάθεια να βρεθεί το

ολικό µέγιστο που θα ληϕθεί ως η λύση µέγιστης πιθανότητας.

5.3 LCA και Ανάλυση Συστάδων

Οι ερευνητές µπορεί να αναρωτιούνται τι διαϕοροποιεί την LCA από την ανάλυση συ-

στάδων. Οι δύο στατιστικές διαδικασίες είναι παρόµοιες µε πολλούς τρόπους. Για πα-

ράδειγµα,θεωρούνται και οι δύο «προσωποκεντρικές αναλύσεις» (Collins & Lanza, 2010),

οι οποίες χρησιµοποιούν µοτίβα βαθµολογιών σε όλες τις περιπτώσεις για να εντοπίσουν

άτοµα που µπορούν να οµαδοποιηθούν. Αντίθετα, οι προσεγγίσεις που επικεντρώνονται

στιςµεταβλητέςαναζητούνσχέσειςµεταξύµεταβλητών. Τόσοστηνανάλυσησυστάδων,όσο

και στην LCA, δηµιουργείται µια σειρά λύσεων, η καθεµία µε µία κλάση παραπάνω από

την προηγούµενη. Οι ερευνητές χρησιµοποιούν στατιστικά και θεωρητικά κριτήρια για να

αποϕασίσουν ποια λύση είναι η καλύτερη.
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Παρά αυτές τις οµοιότητες,η ανάλυση συστάδων και ηLCA κάνουν διαϕορετικές υπο-

θέσεις σχετικά µε τα δεδοµένα και χρησιµοποιούν διαϕορετικές στατιστικές διαδικασίες.

Στην ανάλυση συστάδων, η υπόθεση είναι ότι οι περιπτώσεις µε όµοιες βαθµολογίες µετα-

ξύ των µεταβλητών ανάλυσης θα ανήκουν στην ίδια οµάδα. Η LCA, από την άλλη πλευρά,

βασίζεται στην υπόθεση ότι οι λανθάνουσες κατηγορίες υπάρχουν και εξηγούν τα πρότυπα

τωνπαρατηρούµενωνβαθµολογιώνσεόλες τιςπεριπτώσεις. Στηνανάλυσησυστάδων,χρη-

σιµοποιούνται µεταβλητά µέσα για τον ορισµό της «εγγύτητας» των περιπτώσεων. Στην

LCA, επειδή οι µεταβλητές ανάλυσης είναι κατηγορικές, οι διασταυρούµενες πινακοποι-

ήσεις χρησιµοποιούνται ως πληροϕορίες εισόδου (Collins Lanza, 2010). Η οργάνωση των

παρατηρήσεων σε οµάδες προσδιορίζεται στην ανάλυση συστάδων, ενώ στην LCA, λαµ-

βάνονται οι πιθανότητες συµµετοχής σε µια κλάση. Ωστόσο, και οι δύο διαδικασίες µπο-

ρούν να δηµιουργήσουν µεταβλητές ταξινόµησης για χρήση σε άλλες αναλύσεις.

5.4 Περιορισµοί της LCA

Αν και η LCA είναι µια ισχυρή στατιστική διαδικασία, έχει περιορισµούς. Η LCA κατα-

τάσσει τα άτοµα σε κλάσεις µε βάση την πιθανότητα να βρίσκονται σε µια κλάση, δεδο-

µένου του µοτίβου των βαθµολογιών που έχουν στις δείκτριες µεταβλητές. Η σωστή α-

νάθεση των κλάσεων δεν είναι εγγυηµένη. Επίσης, επειδή η ανάθεση κλάσης βασίζεται σε

πιθανότητες, δεν µπορεί να προσδιοριστεί ο ακριβής αριθµός ή το ποσοστό των µελών του

δείγµατος σε κάθε τάξη. Επιπλέον, οι ερευνητές συνήθως αναθέτουν ονόµατα στις προσ-

διοριζόµενες κλάσεις και, λόγω της πολυπλοκότητας τους, ενδέχεται να συµµετάσχουν κα-

τά λάθος σε «λανθασµένες ονοµασίες», όπου το όνοµα της κλάσης δεν αντικατοπτρίζει µε

ακρίβεια το περιεχόµενό της.

5.5 Μέγεθος ∆είγµατος

Το µέγεθος του δείγµατος είναι ένας εξελισσόµενος τοµέας µελέτης στη βιβλιογραϕία της

LCA.Όπως και µε άλλους τύπους µοντελοποίησης δοµικών εξισώσεων (SEM), η απάντη-
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ση στο ερώτηµα ποιο είναι το κατάλληλο µέγεθος δείγµατος για την LCA είναι, «περισ-

σότερο, είναι καλύτερο, αλλά εξαρτάται». Πολυάριθµες µελέτες, προτείνουν ότι 300 ή πε-

ρισσότερες περιπτώσεις είναι επιθυµητές. Αλλά µικρότερα δείγµατα µπορεί να είναι ε-

παρκή µε απλούστερα µοντέλα (λιγότερες µεταβλητές και κατηγορίες) και «καλά διαχω-

ρισµένες» κατηγορίες. Τα πιθανά προβλήµατα ανάλυσης µε χαµηλά µεγέθη δείγµατος πε-

ριλαµβάνουν δείκτες χαµηλής προσαρµογής,αποτυχίες σύγκλισης και αποτυχία ανακάλυ-

ψης κλάσεων µε χαµηλές συµµετοχές (Nylund-Gibson Choi, 2018). Μια άλλη προσέγγι-

ση για τον προσδιορισµό του µεγέθους του δείγµατος είναι η διεξαγωγή προσοµοιώσεων

Monte Carlo. Ωστόσο, αυτή η προσέγγιση χρησιµοποιείται πιο συχνά σε µεθοδολογικά

έγγραϕα LCA.

5.5.1 Επιλογή ∆είκτριωνΜεταβλητών

Μόλις επιλεγεί το δείγµα, οι ερευνητές θα επιλέξουν τις δείκτριες µεταβλητές που θα χρη-

σιµοποιηθούν για τον καθορισµό των υποθετικών µη παρατηρούµενων κλάσεων. Επί του

παρόντος, δεν υπάρχει γνώση σχετικά µε τον αριθµό των µεταβλητών που θα πρέπει να

συµπεριληϕθούν σε ένα µοντέλο, αλλά γενικά περισσότερες µεταβλητές οδηγούν σε κα-

λύτερα αποτελέσµατα. Οι περισσότερες µελέτες χρησιµοποιούν µόλις τέσσερις δείκτριες

µεταβλητές, ενώ άλλες πάνω από20. Αν και οι ερευνητές µπορούν να χρησιµοποιήσουν την

LCAωςδιερευνητικήστατιστικήπροσέγγιση,η θεωρία θαπρέπει να καθοδηγεί την επιλο-

γή των µεταβλητών. Η ύπαρξη ισχυρής θεωρητικής λογικής για τη χρήση συγκεκριµένων

µεταβλητών διευκολύνει τη διαδικασία αναγνώρισης των κλάσεων, βοηθά στην ερµηνεία

των αποτελεσµάτων και οδηγεί σε λύσεις τάξης που έχουν πιο ξεκάθαρη εϕαρµογή στην

πράξη.

Μετά την επιλογή των µεταβλητών,πρέπει να ληϕθούν αποϕάσεις σχετικά µε το αν θα

επανακωδικοποιηθούν ή θα αναλυθούν µε τις αρχικές επιλογές απόκρισης. Οι πολύτοµες

µεταβλητές µπορεί να µειωθούν σε ένα µικρότερο σύνολο επιλογών για διάϕορους λόγους,

συµπεριλαµβανοµένης της θεωρίας και της προηγούµενης έρευνας. Για παράδειγµα, εάν η

κατάστασηκινδύνουπαρουσιάζει ενδιαϕέρον για τησυγκρότηση τηςκλάσης,πολλέςκατη-

γορίες απαντήσεωνπουσχετίζονταιµεαρνητικάαποτελέσµαταµπορεί νασυµπτυχθούνσε

µια κατηγορία «κινδύνου»και οι υπόλοιπες να συµπτυχθούν στην κατηγορία «δεν υπάρχει
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κίνδυνος». Τα µεγέθη των κελιών µπορεί επίσης να επηρεάσουν τις αποϕάσεις επανακω-

δικοποίησης. Οι απαντήσεις µε µικρά µεγέθη κελιών µπορεί να χρειαστεί να συµπτυχθούν

σε µεγαλύτερες κατηγορίες. Τέλος, η σύµπτυξη πολλαπλών επιλογών απόκρισης σε δύο ή

τρεις επιλογές διευκολύνει την ερµηνεία της κλάσης, όταν οι δείκτριες µεταβλητές έχουν

λιγότερα επίπεδα. Σε αυτό το στάδιο, οι ερευνητές θα πρέπει να εξετάσουν τις µεταβλητές

αντίστροϕης κωδικοποίησης εάν αυτό βοηθά στην ερµηνεία των κλάσεων.

5.5.2 ∆ιεξάγοντας LCA

Η τυπική διαδικασία για τη διεξαγωγή της LCA είναι η διεξαγωγή µιας ακολουθίας µο-

ντέλων, ξεκινώντας µε ένα µοντέλοµιας κατηγορίας και στη συνέχεια προσδιορίζοντας µο-

ντέλα µε µία επιπλέον κλάση κάθε ϕορά. Στη συνέχεια, οι ερευνητές συγκρίνουν τα µο-

ντέλα µε βάση στατιστικά και ουσιαστικά κριτήρια. Οι ερευνητές συνεχίζουν να εκτελούν

µοντέλα µε µία επιπλέον κατηγορία κάθε ϕορά µέχρι να εντοπιστεί το καλύτερο µοντέλο.

Για παράδειγµα,εάν τοµοντέλοδύοκλάσεων ταιριάζει καλύτερα στα δεδοµένα απότοµο-

ντέλο µιας κατηγορίας, τότε το µοντέλο των τριών κλάσεων θα πρέπει να εκτελεστεί και

να συγκριθεί µε το µοντέλο δύο κλάσεων. Συνήθως, η προσαρµοστικότητα του µοντέλου

βελτιώνεται µε πρόσθετες κατηγορίες µέχρι να βρεθεί η βέλτιστη λύση και, στη συνέχεια,

αρχίζει να υποβαθµίζεται. Αν και η σύγκριση µοντέλων µε βάση κριτήρια ακούγεται α-

πλή, οι ερευνητές θα διαπιστώσουν ότι στην πράξη η διαδικασία επιλογής του καλύτερου

µοντέλου συχνά δεν είναι. Επιπλέον, οι ερευνητές θα πρέπει συχνά να συµπεριλάβουν δι-

άϕορους συνδυασµούς µεταβλητών πριν βρουν ένα µοντέλο τελικής τάξης.

5.5.3 Επιλέγοντας µια Λύση

Υπάρχουν αρκετά στατιστικά κριτήρια που οι ερευνητές µπορούν να χρησιµοποιήσουν για

να επιλέξουν ένα τελικό µοντέλο (Weller et al., 2020).Ωστόσο,καταρχάς, τα κριτήρια που

χρησιµοποιούνται για να καθοριστεί ο αριθµός των τάξεων είναι ένας συνεχώς εξελισσόµε-

νος (και µερικές ϕορές συζητούµενος) τοµέας έρευνας. Παρόλα αυτά, τα στατιστικά κρι-

τήρια θα πρέπει πάντα να αξιολογούνται σε συνδυασµόµε την ερµηνευσιµότητα.Μια λύση

µε καλά στατιστικά αποτελέσµατα δεν είναι χρήσιµη εάν δεν έχει νόηµα θεωρητικά.
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Αν και δεν υπάρχει γνώση σχετικά µε τα καλύτερα κριτήρια για τη σύγκριση λύσεων

λανθάνουσας κατηγορίας, υπάρχει κάποια συµϕωνία ότι για την επιλογή ενός τελικού µο-

ντέλου (α) θα πρέπει να χρησιµοποιηθούν στατιστικά στοιχεία πολλαπλής προσαρµογής

(ή τουλάχιστον να αναϕέρονται)· (β) το κριτήριο πληροϕοριών Bayes (BIC) µπορεί να είναι

το πιο αξιόπιστο στατιστικό στοιχείο προσαρµογής και θα πρέπει να αναϕέρεται τακτικά·

και (γ) η θεωρητική ερµηνευσιµότητα θα πρέπει να λαµβάνεται υπόψη κατά την επιλογή

µιας λύσης. Για την αξιολόγηση της προσαρµογής του µοντέλου µε βάση τα στατιστικά

κριτήρια, συνιστάται να γίνεται ένας πίνακας µε στατιστικές πληροϕορίες για κάθε λύση.

Συχνά τέτοιοι πίνακες περιλαµβάνονται σε άρθρα που αναϕέρουν αποτελέσµατα LCA.

Έναςαριθµόςστατιστικώνκριτηρίωνχρησιµοποιείται για τηναξιολόγηση τηςπροσαρ-

µογής του µοντέλου. Σε αυτή την ενότητα, εξετάζονται τα πιο κοινά στατιστικά στοιχεία

προσαρµογής. Το πιο γνωστό είναι το Bayesian Information Criterion (BIC). Ορισµένοι

ερευνητές το θεωρούν ως τον πιο αξιόπιστο δείκτη προσαρµογής του µοντέλου. Το BIC

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη σύγκριση των λύσεων της LCA. Οι χαµηλότερες τιµές

BIC δείχνουν και καλύτερη εϕαρµογή. ΄Αλλακριτήρια πληροϕοριών (IC)µπορούν επίσης

να εξεταστούν, συµπεριλαµβανοµένου του κριτηρίου πληροϕοριών Akaike (AIC), του κρι-

τηρίου πληροϕοριών Bayesian προσαρµοσµένου σε µέγεθος δείγµατος (SABIC) και του

συνεπούς κριτηρίου πληροϕοριών Akaike (CAIC). Τα χαµηλότερα IC δείχνουν επίσης κα-

λύτερη εϕαρµογή.ΟιNylund-Gibson καιChoi εισάγουν επίσης την έννοια της χρήσης µιας

γραϕικής παράστασης µε αγκώνα για την εξέταση της προσαρµογής του µοντέλου.Με αυ-

τήν την προσέγγιση, σχεδιάζεται η στατιστική προσαρµογής και εντοπίζεται πού αλλάζει

οπτικά η προσαρµογή.

Εκτός από την αξιολόγηση της προσαρµογής, θα πρέπει να επανεξετάσουν τα διαγνω-

στικά ταξινόµησης. Αν και δεν χρησιµοποιούνται διαγνωστικάστατιστικάστοιχεία για την

επιλογή του τελικού µοντέλου, είναι σηµαντικά για εξέταση. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι

ιστορικά ορισµένα από τα διαγνωστικά χρησιµοποιήθηκαν για την επιλογή ενός τελικού

µοντέλου, ωστόσο, οι προτάσεις για τη χρήση τους έχουν αλλάξει πρόσϕατα. Η µέση πι-

θανότητα της µεταγενέστερης (posterior) λανθάνουσας κλάσης είναι η µέση πιθανότητα του

µοντέλου κλάσης που προβλέπει µε ακρίβεια την ένταξη στις κλάσεις. Οι µέσες λανθάνου-

σες prior πιθανότητες παρουσιάζονται σε έναν πίνακα µε τις διαγώνιες να αντιπροσωπε-
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ύουν τη µέση πιθανότητα ενός ατόµου να τοποθετηθεί σε µια κλάση, δεδοµένης της βαθ-

µολογίας του/της στις δείκτριες µεταβλητές που χρησιµοποιούνται για τη δηµιουργία των

κλάσεων. Οι υψηλότερες διαγώνιες τιµές (δηλαδή, πιο κοντά στο 1.0) είναι οι επιθυµητές.

Τα µη διαγώνια στοιχεία στον πίνακα των posterior πιθανοτήτων περιέχουν τις πιθανότη-

τες των περιπτώσεων που ανήκουν σε µια κλάση και αντιστοιχίζονται σε µια άλλη κλάση

στην τρέχουσα λύση. Οι χαµηλότερες τιµές εκτός της διαγώνιου (δηλαδή, πιο κοντά στο

0) είναι επιθυµητές. Μερικοί ερευνητές που χρησιµοποιούν LCA χρησιµοποιούν µια τιµή

αποκοπής ίση µε 0.80 για αποδεκτές διαγώνιες πιθανότητες. ΄Αλλοι προτείνουν µια τιµή

αποκοπής µεγαλύτερη από 0.90. Πάντως, µια τιµή µεγαλύτερη από 0.90 είναι το ιδανικό,

αλλά εάν πληρούνται άλλα κριτήρια και τοµοντέλο υποστηρίζεται θεωρητικά,οι πιθανότη-

τες µεταξύ 0.80 και 0.90 είναι αποδεκτές. Αν και δεν απαιτείται η τήρηση του κριτηρίου

0.90 για όλες τις µέσες πιθανότητες λανθάνουσας κατηγορίας, όταν πληρούνται άλλα κρι-

τήρια, τιµές µικρότερες από 0.80 θα πρέπει να θεωρούνται µη αποδεκτές.

Η εντροπία είναι ένα άλλο διαγνωστικό στατιστικό στοιχείο. ∆είχνει µε πόσο ακρίβεια

ορίζονται οι κλάσεις του µοντέλου. Γενικά, µια τιµή εντροπίας κοντά στο 1 είναι ιδανική

και πάνω από 0.8 είναι αποδεκτή. ∆εν υπάρχει συµϕωνηµένο κριτήριο αποκοπής για την

εντροπία. Οι ερευνητές ενθαρρύνονται να εξετάζουν και να αναϕέρουν την εντροπία, αλλά

να µην βασίζονται στην τιµή αυτή για τον προσδιορισµό της τελικής λύσης.

Οι ερευνητές µπορεί επίσης να θέλουν να εξετάσουν τον αριθµότων µελών δείγµατος σε

κάθε τάξη. ∆εν υπάρχουν υπάρχουσες οδηγίες για τον καθορισµό του µεγέθους της τάξης.

Προηγουµένως, οι µελετητές της LCA υποστήριξαν ότι οι ερευνητές δεν πρέπει να έχουν

µεγέθη τάξεων µε λιγότερες από 50 περιπτώσεις και οι τάξεις δεν πρέπει να περιέχουν λι-

γότερο από το 5% του δείγµατος. Τα σηµαντικά ζητήµατα που πρέπει να ληϕθούν υπόψη,

όταν αποϕασίζεται εάν ένα µέγεθος τάξης είναι πολύ µικρό, είναι εάν τα στατιστικά στοι-

χεία προσαρµογής του µοντέλου υποστηρίζουν το επιλεγµένοµοντέλοκαι εάν η µικρή τάξη

έχει εννοιολογική λογική. Καθώς οι ερευνητές εξετάζουν το µέγεθος κάθε τάξης, πρέπει να

λάβουν υπόψη και το µέγεθος του δείγµατος.
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5.5.4 Ερµηνεία των Αποτελεσµάτων

ΗLCAυποθέτει ότιησυµµετοχήστηλανθάνουσατάξηβοηθάστην εξήγησητωνπροτύπων

των βαθµολογιών στις δείκτριες µεταβλητές που χρησιµοποιούνται για την εξαγωγή των

κλάσεων.Οι λύσεις αντιπροσωπεύουν τυπολογίες που µπορούν να βοηθήσουν τους ερευνη-

τές και τους επαγγελµατίες να κατανοήσουν κοινά σηµεία και διαϕορές µεταξύ ατόµωνπου

έχουν επιπτώσεις στην πρακτική και τη µελλοντική έρευνα.Οι ερευνητές που αναπτύσσουν

τυπολογίες πρέπει να ερµηνεύουν θεωρητικά τις κλάσεις και να εξηγούν τις επιπτώσεις της

συµµετοχής στην κλάση στην πράξη.

5.5.5 Επικυρώνοντας τοΜοντέλοLCA

Ένα τελευταίο και κρίσιµο βήµα στην εϕαρµογή της LCA είναι η επικύρωση της επιλεγ-

µένης κλάσης. Αν και είναι δυνατή η δηµοσίευση αποτελεσµάτων LCA χωρίς επικύρωση,

υποστηρίζεται ότι αυτότοβήµα είναι επιτακτικήανάγκη για να διασϕαλιστεί ότι η τυπολο-

γία είναι σχετική µε την πρακτική.Η επικύρωση του µοντέλου περιλαµβάνει τον προσδιο-

ρισµό, εάν οι εκχωρήσεις κλάσεων σχετίζονται όπως αναµένεται µε σχετικά αποτελέσµα-

τα.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
Επεξεργασία Συνόλου ∆εδοµένων -

Εϕαρµογές

Στόχος αυτού του κεϕαλαίου είναι η εϕαρµογή των µεθόδων που παρουσιάστηκαν προη-

γουµένως,µε βάση ένα δοσµένο σύνολο δεδοµένων. Πληροϕορίες σχετικά µε τα δεδοµένα

και τα αποτελέσµατα εϕαρµογής παρουσιάζονται αναλυτικά στις ξεχωριστές ενότητες. Ο

κώδικας που εϕαρµόστηκε για την επεξεργασία παρατίθεται σε παράρτηµα στο τέλος του

κεϕαλαίου και είναι γραµµένος στην R.

6.1 ΤοΣύνολο∆εδοµένων

Τα δεδοµένα που παρέχονται για επεξεργασία προέρχονται απόταHumanDevelopmentRe-

ports των Ηνωµένων Εθνών (HumanDevelopment Data hdr.undp.org/en/data). Πρόκειται για

δεδοµένα 182 χωρών από διάϕορους πίνακες.

Τα χαρακτηριστικά (features) που συνοδεύουν καθεµιά απότις χώρες χωρίζονται σε κα-

τηγορικά και αριθµητικά. Οι τρεις πρώτες µεταβλητές είναι κατηγορικές και αποτελούν

επίσηµες κατηγοριοποιήσεις των χωρών. Αναλυτικά είναι οι:

103
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• Human Development µε κατηγορίες 4 (Low) < 3 (Medium) < 2 (High) < 1 (Very

High),

• EconomicDevelopmentµεκατηγορίες 3 (Developing)<2 (In transition)< 1 (Developed)

και τέλος,

• UN_Region µε 15 διαϕορετικές κατηγορίες, ανάλογα µε το γεωγραϕικό διαµέρισµα

κάθε ηπείρου που ανήκει µια χώρα (NorthenAfrica, Sub-SaharanAfrica, SouthAmerica,

North America, Oceania κλπ.).

Παρατηρείται ότι οι δύο πρώτες µεταβλητές είναι διατεταγµένες (ordinal), ενώ η τελευτα-

ία κατηγορική µεταβλητή δεν είναι (δηλαδή είναι nominal), µιας και δεν υπάρχει κάποια

διάταξη ανάµεσα στις ηπείρους.

Εν συνεχεία,ακολουθούν τα υπόλοιπα 14 αριθµητικά χαρακτηριστικάµε τις αναλυτικές

ερµηνείες τους.

• X1 Infantmortality rate: Πιθανότητα θανάτου µεταξύ της γέννησης και ακριβώς της

ηλικίας του ενός έτους, εκϕρασµένη ανά 1.000 γεννήσεις.

• X2 Under-fivemortality rate: Πιθανότητα θανάτου µεταξύ της γέννησης και της η-

λικίας των ακριβώς 5 ετών, εκϕρασµένη ανά 1.000 γεννήσεις.

• X3 (men)&X4 (women) Adultmortality rate: Πιθανότητα ότι ένας 15χρονος θα πε-

θάνει πριν να συµπληρώσει την ηλικία των 60 ετών, εκϕρασµένη ανά 1.000 άτοµα.

• X5 (men)&X6 (women)Mortality rates attributed tononcommunicable diseases:

Ποσοστό θνησιµότητας βάσει ηλικίας που αποδίδεται σε µη µεταδοτικές ασθένειες,

συµπεριλαµβανοµένων των καρδιαγγειακών παθήσεων, του καρκίνου, του διαβήτη

και της χρόνιας αναπνευστικής νόσου.

• X7 Tuberculosis incidence: Ο εκτιµώµενος αριθµός νέας και υποτροπιάζουσας ϕυ-

µατίωσηςόλων τωνµορϕών,συµπεριλαµβανοµένων τωνπεριπτώσεωνσεάτοµαπου

ζουν µεHIV, εκϕρασµένη ανά 100.000 άτοµα.

• X8 Healthy life expectancy at birth: Μέσος αριθµός ετών που µπορεί να αναµένει

έναάτοµονα ζήσειµεπλήρηυγεία,λαµβάνοντας υπόψηταχρόνιαπουέζησελιγότερο

υγιής, λόγω ασθένειας και τραυµατισµού.
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• X9Currenthealthexpenditure: ∆απάνες για αγαθάκαι υπηρεσίες υγειονοµικής πε-

ρίθαλψης, εκϕρασµένες ως ποσοστό του ΑΕΠ. Εξαιρούνται οι κεϕαλαιουχικές δα-

πάνες για την υγεία, όπως κτίρια, µηχανήµατα, τεχνολογία πληροϕοριών και απο-

θέµατα εµβολίων για έκτακτες ανάγκες ή εστίες.

• X10 Enrolment in higher education: ως% της σχετικής ηλικιακής οµάδας.

• X11 Government expenditure on education: Τρέχουσες, κεϕαλαιακές και µεταβι-

βαστικές δαπάνες για την εκπαίδευση, εκϕρασµένες ως ποσοστό του ΑΕΠ.

• X12 (men)&X13 (women)Suicide rate: Αριθµός θανάτωναπόσκόπιµους αυτοτραυ-

µατισµούς, εκϕρασµένος ανά 100.000 άτοµα στον πληθυσµό αναϕοράς. Οι τιµές ε-

ίναι τυποποιηµένες για την ηλικία (Κατά ϕύλο).

• X14 Average dietary energy supply adequacy: Μέση προσϕορά θερµίδων για την

κατανάλωση τροϕής, εκϕρασµένη ως ποσοστό της µέσης διαιτητικής ενεργειακής

απαίτησης, η οποία είναι η ποσότητα διατροϕικής ενέργειας που θα χρειαζόταν για

να εξασϕαλιστεί ότι, εάν κατανεµηθεί σωστά, θα εξαλειϕθεί η πείνα.

Πέρα από τα 17 χαρακτηριστικά υπάρχει και µία επιπλέον στήλη µε το όνοµα Country,

µε τα ονόµατα των χωρών, που αργότερα θα χρησιµοποιηθεί σαν δείκτης στην παρακάτω

ανάλυση.Μία επισκόπηση των δεδοµένων δίνεται στο Σχήµα 6.1

Σχήµα 6.1: Σύνολο ∆εδοµένων Επεξεργασίας.
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6.2 Προεπεξεργασία ∆εδοµένων

Πριν προχωρήσουµε στην εϕαρµογή των τεχνικών επεξεργασίας των δεδοµένων απαιτε-

ίται να γίνουν κάποιες ενέργειες προεπεξεργασίας. Όπως συνηθίζεται σε ένα σύνολο δε-

δοµένων είναι ϕυσικό να υπάρχουν ελλείψεις, µε αποτέλεσµα σε ορισµένες γραµµές να υ-

πάρχουν απουσιάζουσες τιµές. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 6.2, στη Νέα Ζηλανδία (New

Zealand) λείπουν οι τιµές από τις αριθµητικές µεταβλητές X3 και X4, ενώ στον Καναδά

(Canada) η τιµή από τη µεταβλητήX11.

Σχήµα 6.2: ∆εδοµένα Επεξεργασίας µε Ελλιπείς Τιµές.

Συνολικά,τοπλήθος τωναπουσιάζουσωντιµώνγιακάθεστήληπαρουσιάζεταιστοΣχήµα

6.3

Σχήµα 6.3: Σύνολο Απουσιάζουσων Τιµών.

Παρατηρείται ότι στις τρεις πρώτες κατηγορικές µεταβλητές δεν παρατηρούνται ελ-

λείψεις. Σε διαϕορετική περίπτωση, η αντικατάστασή τους θα γίνονταν µε την πιο συχνή

κατηγορία. Αρκετές ϕαίνεται να είναι οι ελλιπείς τιµές στα αριθµητικά δεδοµένα, µε την

στήληX10 να έχει τις περισσότερες ελλείψεις µε µόλις το 22.5% των τιµών να απουσιάζουν.

Γενικά,υπάρχουν πολλοί διαθέσιµοι µέθοδοι που µπορούν να εϕαρµοστούν για την συ-

µπλήρωση των ελλιπών τιµών. Ενδεικτικά, αναϕέρεται η διαγραϕή γραµµών ή η αντικα-

τάστασή τους µε την διάµεσο. Η µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε τελικά είναι η χρήση του
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µέσου όρου των στηλών,µιας και η διαγραϕή των γραµµών µε λίγα δεδοµένα δεν ενδείκνυ-

ται για την συγκεκριµένη ανάλυση. Φυσικά, πρώτα έγινε η αναγνώριση των αντίστοιχων

στηλώνως αριθµοί διπλής υποδιαστολής (double),καθώς µε την ανάγνωση του αρχείου όλες

οι στήλες θεωρούνται ότι περιέχουν δεδοµένα τύπου «character». Ο αντίστοιχος κώδικας µε

τις εντολές που χρησιµοποιήθηκαν παρατίθενται σε παράρτηµα στο τέλος του Κεϕαλαίου.

Μία ανάλογη επεξεργασία πραγµατοποιήθηκε και για τις κατηγορικές µεταβλητές,µε

την δήλωσή τους σαν «factor»,δηλαδή σαν κατηγορικές µεταβλητές. Επιπλέον, έγινε ο δια-

χωρισµός τους σε nominal και ordinal όπως έχει αναϕερθεί ήδη και παραπάνω.

Τέλος, σαν τελευταίο βήµα επεξεργασίας ορίστηκε η κανονικοποίηση των δεδοµένων.

Με τα δεδοµένα να έχουν διαϕορετικές τιµές κλίµακας, και προκειµένου να γίνει σωστά η

οποιαδήποτε επεξεργασία,είναι αναγκαίοόλες οι µεταβλητές να βρίσκονται στο ίδιο εύρος

τιµών για να µπορέσει αργότερα να εϕαρµοστεί κάποια µέθοδος. Έτσι, η συνάρτηση scale

υπολογίζει αρχικά, το µέσο όρο και τη διασπορά κάθε στήλης και υπολογίζει τις νέες τιµές

ως

xnew =
xold − x̄

sd

Οι νέες τιµές, γνωστές και ως τυποποιηµένες τιµές, δεν είναι τίποτε άλλο από τα γνωστά

z-score.

Αναϕέρεταιότιπραγµατοποιήθηκεκαιοορισµός τηςστήληςCountry,τηςπρώτηςστήλης

του συνόλου δεδοµένων, σαν δείκτρια στήλη για να µην χάνεται η πληροϕορία της χώρας,

ενώ έγινε και ένας τελικός έλεγχος για το αν υπάρχουν κάποιες απουσιάζουσες τιµές που

δεν έχουν αντικατασταθεί.

6.3 Εϕαρµογή της PCA

Όπως ήδη έχει αναϕερθεί η PCA χρησιµοποιείται στην διερευνητική ανάλυση των δεδο-

µένων και στη λήψη αποϕάσεων σε προγνωστικά µοντέλα.Η κύρια χρησιµότητά της είναι

για τη µείωση διαστάσεων χρησιµοποιώντας κάθε σηµείο µόνο στις πρώτες κύριες συνι-

στώσες για να ληϕθούν δεδοµένα χαµηλότερης διάστασης, διατηρώντας παράλληλα όσο

το δυνατόν µεγαλύτερη διασπορά των δεδοµένων.
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Η πρώτη κύρια συνιστώσα µπορεί ισοδύναµα να οριστεί ως µια κατεύθυνση που µεγι-

στοποιεί τη διακύµανση των προβαλλόµενων δεδοµένων. Συνήθως, οι κύριες συνιστώσες

αναλύονται µέσω της µελέτης του πίνακα συνδιακύµανσης δεδοµένων ή της µεθόδου Sin-

gular Value Decomposition (SVD) του πίνακα δεδοµένων.

Γενικά, στην R η εϕαρµογή της PCA είναι µια απλή διαδικασία, χρησιµοποιώντας τη

συνάρτηση prcomp (Everitt &Hothorn, 2010). Στα ορίσµατα της συνάρτησης αυτής δίνεται

η δυνατότητα κανονικοποίησης των δεδοµένων, όπου εδώ ορίστηκε scale.=FALSE καθώς η

διαδικασία αυτή είχε προηγηθεί.Τααποτελέσµατα εϕαρµογής που λήϕθηκαν δίνονται στο

Σχήµα 6.4

Σχήµα 6.4: Αποτελέσµατα Εϕαρµογής PCA.

Είναι ϕανερό ότι η πρώτη κύρια συνιστώσα αυξάνεται, όταν αυξάνονται οι τιµές των

µεταβλητών X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X12, X13, και µειώνεται όταν αυξάνονται οι τιµές

των µεταβλητώνX8,X9,X10,X11,X14.Με άλλαλόγια,η πρώτη κύρια συνιστώσαϕαίνεται

να σχετίζεται θετικά µε τις µεταβλητές που αϕορούν την πιθανότητα θανάτων των ατόµων

από ϕυσικά αίτια, ασθένειες ή αυτοκτονία, και εποµένως, µπορεί να ερµηνευτεί σαν ένας

δείκτης θνησιµότητας της κάθε χώρας.
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Εντελώς αντίστοιχα,για την δεύτερη συνιστώσα µπορεί να παρατηρηθεί ότι επηρεάζε-

ται αρνητικά µε την αύξηση των µεταβλητών X5, X6, X8 και θετικά µε όλες τις υπόλοιπες,

χωρίς να µπορεί να δοθεί σε αυτή την περίπτωση µία σαϕής ερµηνεία. Ανάλογα, µπορούν

να ερµηνευτούν και τα αποτελέσµατα για τις υπόλοιπες κύριες συνιστώσες,οι οποίες έχουν

όλο και µικρότερες τιµές, αϕού περιέχουν πληροϕορία που έχει ήδη συµπεριληϕθεί προη-

γουµένως.

Με την εντολή summary λαµβάνονται τα στατιστικά της PCA για το σύνολο δεδοµένων

στο Σχήµα 6.5

Σχήµα 6.5: Στατιστικά Αποτελέσµατα της PCA.

Με τον όρο τυπική απόκλιση (Standard deviation) δηλώνεται η ρίζα της ιδιοτιµής της

κάθε κύριας συνιστώσας,που σηµαίνει ότι η ιδιοτιµή 1 είναι 7.1942,η ιδιοτιµή 2 είναι 1.8452

και ούτωκαθεξής. Τοποσοστόδιακύµανσης (ProportionofVariance) είναι τοπόσηδιακύµαν-

ση εξηγείται από την κύρια συνιστώσα. Είναι σαν το πόσο «σηµαντική» είναι η κάθε κύρια

συνιστώσα. Η PC1 έχει αναλογία διακύµανσης 0.5139. ∆ηλαδή, η PC1 είναι σε θέση να ε-

ξηγήσει το 51% της διακύµανσης που εµϕανίζεται στο σύνολο δεδοµένων. Οι PC1 και PC2

µαζί έχουν0.6457 ( 0.5139 +0.1318) αναλογίαδιακύµανσης. Αυτόσηµαίνει ότι οιPC1καιPC2

µπορούν να εξηγήσουν το65% του συνόλου δεδοµένων.Ηαθροιστική αναλογία (Cumulative

Proportion) είναι τοάθροισµα τωναποκλίσεωνπουπεριγράϕονται διαδοχικάαπότις κύριες

συνιστώσες.

Η γραϕική απεικόνιση των παραπάνω αποτελεσµάτων γίνεται µε τη χρήση του γρα-

ϕήµατος Scree Plot (Σχήµα 6.6), που είναι οι διαστάσεις του προβλήµατος συναρτήσει του

ποσοστού διακύµανσης πληροϕορίας.

Ακολουθεί τοΣχήµα6.7 Individuals-PCA για τις δύοκύριες συνιστώσες. Χώρεςµε όµοιες

τιµές µεταβλητών θα είναι οργανωµένες µαζί, όπως για παράδειγµα οι Ευρωπαϊκές χώρες

και οι Ηνωµένες Πολιτείες της Αµερικής βρίσκονται όλες στο δεύτερο τεταρτηµόριο, ενώ



6.3 Εϕαρµογή της PCA 110

Σχήµα 6.6: Στατιστικά Αποτελέσµατα της PCA.

οι χώρες της Αϕρικής µε τα µεγαλύτερα ποσοστά θνησιµότητας βρίσκονται στο πρώτο.

Πέραν τούτου, υπάρχει το αντίστοιχο Σχήµα 6.8 µεταβλητών (Variables-PCA). Θετικά

συσχετισµένες µεταβλητές θα δείχνουν προς την ίδια κατεύθυνση του γραϕήµατος (X1-X7,

X9-X14), ενώ αρνητικά συσχετισµένες σε αντίθετες κατευθύνσεις (X8 µε τιςX1-X7). Ουσια-

στικά,επαληθεύεται η εξάρτηση της πρώτης κύριας συνιστώσας απότις µεταβλητέςX1-X8

και της αρνητικής συσχέτισης της δεύτερης κύριας συνιστώσας από τιςX5, X6 καιX8.

Η αθροιστική διακύµανση των δύο κύριων συνιστωσών είναι ίση µε 0.6457. Αν και θα

ήταν ευκολότερο να σχεδιαστούν τα δεδοµένα σε δύο διαστάσεις, ενδέχεται να χρειαστούν

περισσότερες κύριες συνιστώσες για να εξηγηθεί αρκετή διακύµανση. Για να προσδιορι-

στεί ο επαρκής αριθµός τους, θα χρησιµοποιηθεί η µέθοδος προσαρµογής των αποτελε-

σµάτων Scree Plot µε παράλληλη ανάλυση.

Ηπαράλληλη ανάλυση µε τοScree Plot εισήχθη απότονHorn (1965). Σχεδιάστηκε για να
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Σχήµα 6.7: ∆ιάγραµµα Individuals-PCA.

Σχήµα 6.8: ∆ιάγραµµα Variables-PCA.
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αξιολογήσει, τόσο γραϕικά όσο και αριθµητικά, τον αριθµό των στοιχείων που πρέπει να

διατηρηθούν στην ανάλυση PCA.Βασίζεται στην υπόθεση ότι εάν τα δεδοµένα ήταν τυχαία,

θα παρατηρούνταν µη συσχετισµένοι παράγοντες, εποµένως οι ιδιοτιµές της PCA θα ήταν

ίσες µε 1. Η τεχνική τουHorn επιτρέπει τη σύγκριση των ληϕθέντων αποτελεσµάτων PCA

µε τα αποτελέσµατα PCA τυχαίων δεδοµένων.

Σύµϕωνα µε την περιγραϕή του πακέτου Paran (Dinno, 2018), τα αποτελέσµατα µπο-

ρούν να αξιολογηθούν µε δύο τρόπους:

1. ∆ιατηρούνται οι παράγοντες που έχουν ιδιοτιµή µεγαλύτερη από 1.

2. ∆ιατηρούνται οι παράγοντες, για τους οποίους οι πραγµατικές ιδιοτιµές PCA είναι

υψηλότερες από αυτές που δηµιουργούνται τυχαία.

Σχήµα 6.9: Αποτελέσµατα της Παράλληλης Ανάλυσης τουHorn.

Τα αποτελέσµατα τόσο του Σχήµατος 6.9, όσο και του Σχήµατος 6.10 δείχνουν ότι δύο

παράγοντες θα πρέπει τελικά να διατηρηθούν, καθώς µόνο δύο πληρούν τις απαιτήσεις ότι

οι λαµβανόµενες ιδιοτιµές είναι υψηλότερες από αυτές που λαµβάνονται από τυχαία δεδο-

µένα.Ωστόσο,οι δύο ιδιοτιµές εξηγούν µόνοτο65% της διακύµανσης,ενώοι τρεις ιδιοτιµές
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Σχήµα 6.10: ∆ιάγραµµα της Παράλληλης Ανάλυσης τουHorn.

το72%, και εποµένως,θα επιλεγούν τελικά τρεις διαστάσεις για την πληρότητα της πληρο-

ϕορίας.

Τώρα, εξετάζεται το ποσοστό της συµβολής των µεταβλητών στις δύο πρώτες κύριες

συνιστώσες, δηλαδή ποιες µεταβλητές ϕέρουν τη µεγαλύτερη διακύµανση. Κοιτάζοντας

τηνπρώτηκύρια συνιστώσασηµαντική είναι συµβολή τωνµεταβλητώνX8,X3,X1,X4,X2,

X5 και οριακά τηςX7. Όλες αυτές οι µεταβλητές σχετίζονται µε τα ποσοστά θνησιµότητας

των ατόµων κατά τη βρεϕική ηλικία, την εϕηβεία και την ενηλικίωση, ενώ στον αντίποδα

βρίσκεται ο µέσος χρόνος ζωής των υγιών ατόµων. Είναι συνεπώς λογικό και επόµενο η

πρώτη κύρια συνιστώσα να θεωρείται σαν ένας δείκτης θνησιµότητας των ατόµων για κάθε

χώρα,ή ίσως, σαν ένας δείκτης της µέσης διάρκειας ζωής.

Η δεύτερη κύρια συνιστώσα επηρεάζεται από τις µεταβλητές X13, X12, X9, X11, X10.

Οι µεταβλητές αυτές σχετίζονται µε τις δαπάνες των ατόµων για την υγεία τους, το µορϕω-

τικό τους επίπεδο, τις δαπάνες της κυβέρνησης για το εκπαιδευτικό σύστηµα, αλλά και το

ποσοστό θανάτου λόγω αυτοκτονιών κυρίως στους άνδρες. Μία πιθανή ερµηνεία της δε-
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Σχήµα 6.11: Συµβολή τωνΜεταβλητών στην Πρώτη Κύρια Συνιστώσα.

Σχήµα 6.12: Συµβολή τωνΜεταβλητών στη ∆εύτερη Κύρια Συνιστώσα.
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Σχήµα 6.13: Συµβολή τωνΜεταβλητών στην Τρίτη Κύρια Συνιστώσα.

Σχήµα 6.14: Συµβολή τωνΜεταβλητών στην Τέταρτη Κύρια Συνιστώσα.



6.4 Εϕαρµογή τουClustering 116

ύτερης συνιστώσας θα µπορούσε να αποτελεί ο διαχωρισµός των χωρών σε ανεπτυγµένες

και µη χωρίς όµως η άποψη αυτή να είναι πανάκεια.

Στην τρίτη και τελευταία κύρια συνιστώσασηµαντική επιρροή έχει η µεταβλητήX6και

σε µικρότερο ποσοστό ακολουθούν οιX13, X5, X9, X7, X14. Μερικές από αυτές έχουν ήδη

εµϕανιστεί στις δύο πρώτες συνιστώσες, και έχουν να κάνουν µε την θνησιµότητα λόγω µη

µεταδοτικών ασθενειών, την εξάπλωση της ϕυµατίωσης και του HIV και την µέση κατα-

νάλωση θερµίδων. Η συνιστώσα αυτή θα έλεγε κάποιος ότι αϕορά την ποιότητα ζωής των

κατοίκων της κάθε χώρας, καθώς εµπλέκεται µε την σίτιση των ατόµων και την ανάπτυξη

ασθενειών που οϕείλονται κατά κύριο λόγο σε περιβαλλοντικούς παράγοντες.

Η συµβολή των µεταβλητών στην τέταρτη κύρια συνιστώσα έχει τοποθετεί κυρίως για

λόγους πληρότητας. Εδώ κύρια επιρροή έχει η µεταβλητή X11 και σε πολύ µικρότερο πο-

σοστό οι X13, X9, X12, X6. Η συνιστώσα αυτή δεν χρησιµοποιηθεί στην ανάλυση, αϕού

η ιδιοτιµή της έχει τιµή µικρότερη από ένα, και εποµένως δε συµβάλλει σηµαντικά στην

ανάλυση.

6.4 Εϕαρµογή τουClustering

Η επόµενη τεχνική εστιάζει στην συσταδοποίηση των δεδοµένων και την οργάνωσή τους

σε οµάδες χρησιµοποιώντας ως µεταβλητές τις τρεις πρώτες κύριες συνιστώσες που προ-

έκυψαν από την εϕαρµογή της PCA.

Η πρώτη µέθοδος που θα εϕαρµοστεί είναι αυτή του K-Means µε τα ακόλουθα στάδια:

1. Προσδιορίστε τον αριθµό των συστάδων (k).

2. Ο αλγόριθµος θα επιλέξει τυχαία αντικείµενα k από τα δεδοµένα ως τα κέντρα των

συστάδων.

3. Τα υπόλοιπα δεδοµένα θα εισαχθούν στην οµάδα,στην οποία τοκέντρο της είναι πιο

κοντά.

4. Αϕού δηµιουργηθεί η οµάδα ki, ο αλγόριθµος θα επιλέξει ένα νέο κέντρο υπολογίζο-

ντας τη µέση τιµή όλων των δεδοµένων στο σύµπλεγµα.
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5. Στησυνέχεια,τα υπόλοιπαδεδοµένα θα ενηµερωθούν ξανά επαναληπτικά (επειδή τα

κέντρα είναιπλέον διαϕορετικά—µπορεί να υπάρχουν σηµεία δεδοµένωνπιοκοντά

στοκέντρο του νέου συµπλέγµατος από τοκέντρο του αρχικού συµπλέγµατος). Αυτό

το βήµα εκτελείται έως ότου κανένα άλλοµέλος δεν έχει αλλάξει οµάδα.

Η υπερπαράµετρος του αλγορίθµου k µπορεί να προσδιοριστεί µε τη βοήθεια της µε-

θόδου του αγκώνα (ElbowMethod) ή καλύτερα µε τη µέθοδο Silhouette.

ΗSilhouetteαναϕέρεταισεµιαµέθοδοερµηνείαςκαι επικύρωσης τηςσυνέπειας (consistency)

µέσα σε cluster δεδοµένων.Η τεχνική παρέχει µια συνοπτική γραϕική αναπαράσταση του

πόσο καλά έχει ταξινοµηθεί κάθε αντικείµενο. Προτάθηκε από τον Βέλγο στατιστικολόγο

Peter Rousseeuw το 1987. Η τιµή της µεθόδου Silhouette είναι ένα µέτρο του πόσο παρόµοιο

είναι ένα αντικείµενο µε το δικό του σύµπλεγµα «cohesion» σε σύγκριση µε άλλα συµπλέγ-

µατα «seperation». Η τιµή της κυµαίνεται από -1 έως +1, όπου µια υψηλή τιµή υποδηλώνει

ότι τοαντικείµενοταιριάζει καλάµε τοδικότουσύµπλεγµακαιανεπαρκώςµε ταγειτονικά.

Εάν τα περισσότερα αντικείµενα έχουν υψηλή τιµή,τότε η διαµόρϕωση της οµαδοποίησης

είναι η κατάλληλη. Εάν πολλά σηµεία έχουν χαµηλή ή αρνητική τιµή, τότε η διαµόρϕωση

οµαδοποίησης µπορεί να έχει πάρα πολλά ή πολύ λίγα συµπλέγµατα. Ο υπολογισµός της

µπορεί να γίνει µε οποιαδήποτε µέτρησηαπόστασης,όπως ηΕυκλείδεια ή ηαπόσταση του

Μανχάταν. Ο τύπος της µεθόδου Silhouette είναι

s (i) =
b (i) − a (i)

max (a (i) , b (i))

Τοa(i) ορίζεται ως η µέση απόσταση του i από όλα τα υπόλοιπα σηµεία της συστάδας

στην οποίαανήκει.Όσοµικρότεροείναι τοa(i),τόσοπερισσότεροµοιάζει το iσταυπόλοι-

παδείγµατα της συστάδας. Αντίστοιχα,τοb(i) είναι ηµικρότερηµέσηαπόσταση του iαπό

όλα τα σηµεία σε οποιαδήποτε άλλη συστάδα, στην οποία το i δεν ανήκει. Η συστάδα µε

την µικρότερη µέση απόσταση από το i θεωρείται «γειτονική» (η δεύτερη καλύτερη επιλο-

γή οµαδοποίησης). Μικρό a(i) σηµαίνει ότι η συστάδα του i είναι συµπαγής ενώ µεγάλο

b(i) σηµαίνει ότι το i έχει µεγάλη απόσταση από την κοντινότερη συστάδα. Για να είναι το

s(i) ≈ 1, πρέπει τοb(i) >> a(i).

Ο προσδιορισµός του k µέσω της µεθόδου του αγκώνα παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.15.
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Σχήµα 6.15: Elbow Graph για τον προσδιορισµό της υπερπαραµέτρου k.

Όπως ϕαίνεται,ο αγκώνας σχηµατίζεται για k = 2, 3 ή 5.Μια καλύτερη εικόνα για τον

προσδιορισµό του k δίνει το Σχήµα 6.16 µε τη µέθοδο Silhouette.

Σχήµα 6.16: Silhouette Graph για τον προσδιορισµό της υπερπαραµέτρου k.

Λόγω του µικρού πλήθους των δεδοµένων και των αποτελεσµάτων από τα γραϕήµατα,

επιλέγεται τελικά k = 2, όπως υποδεικνύει και το κριτήριο Silhouette.

Το επόµενο βήµα είναι η επιλογή της καταλληλότερης απόστασης. Για το σκοπό αυτό,

θα πραγµατοποιηθεί η οµαδοποίηση για δύο διαϕορετικά µέτρα απόστασης,

• την Ευκλείδεια Απόσταση
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• την ΑπόστασηManhattan

(αʹ)Clustering µε την χρήση της Ευκλείδειας
Απόστασης.

(βʹ)Clustering µε την χρήση της Ευκλείδειας
Απόστασης και της ΑπόστασηςManhattan

Σχήµα 6.17: ∆ηµιουργία Clustering µε την χρήση δύο διαϕορετικών αποστάσεων

Και οι δύοµετρήσεις δίνουν το ίδιοστατιστικό,εποµένως δεν υπάρχει διαϕοράστοποιο

µέτροαπόστασης θα επιλεγεί.Για λόγους ευκολότερης ανάλυσης,θα επιλεγεί η Ευκλείδεια

απόσταση.

Σχήµα 6.18: Αποτελέσµατα Clustering.

Γενικά, η οµαδοποίηση έδειξε ότι χώρες οργανώνονται σε δύο οµάδες, ανεπτυγµένες

και µη. Στην πρώτη οµάδα ανήκουν όλες οι Ευρωπαϊκές χώρες, κάποιες χώρες της Ασίας,

οι χώρες της Αµερικής, της Ωκεανίας και κάποιες της Βόρειας Αϕρικής µε µέσο ρυθµό α-

νάπτυξης. Από την άλλη πλευρά η οµάδα 2 απαρτίζεται κυρίως από χώρες της Αϕρικής, της

Ασίας και κάποια νησιά του Ειρηνικού που ζουν στα όρια της ϕτώχειας.
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Σχήµα 6.19: Αποτελέσµατα Clustering µε τη µέθοδο Silhouette.

Ηµέση τιµή Silhouette είναι ίση µε 0.46 (Σχήµα 6.19), πράγµα που σηµαίνει ότι η ποι-

ότητα οµαδοποίησης είναι σχετικά καλή. Θα διεξαχθούν και άλλες οµαδοποιήσεις εϕαρ-

µόζοντας αρχικά, ιεραρχικόClustering.

Η Ιεραρχική Οµαδοποίηση θα διεξαχθεί µε τη χρήση δενδροδιαγράµµατος, το οποίο

παρουσιάζει την ιεραρχία των συστάδων. Το επόµενο βήµα είναι ο υπολογισµός των απο-

στάσεων µεταξύ των παρατηρήσεων και η δηµιουργία δενδροδιαγραµµάτων µε τη χρήση

διαϕορετικών µεθόδων οµαδοποίησης ανάλογα µε τον τρόπο µέτρησης των αποστάσεων

(Σχήµα 6.20).

Από ότι ϕαίνεται, καλά αποτελέσµατα δίνει το διάγραµµα τουWard. Πιο αναλυτικά τα

δύοCluster που δηµιουργούνται µε την µέθοδο αυτή παρουσιάζονται στο Σχήµα 6.21.

Τα αποτελέσµατα τουWard ϕαίνεται να συµϕωνούν µε εκείνα του K-Means µε τα δύο

Cluster να είναι διαϕορετικά σε µέγεθος και να διαχωρίζονται ανάλογα µε ανάπτυξή τους

σε δύο κατηγορίες, µε την δεύτερη να ανήκουν κυρίως οι χώρες της Αϕρικής και της Ασίας.
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Σχήµα 6.20: ΙεραρχικόClustering.

Η επιλογή των δύοCluster επιβεβαιώνεται, πάντως και από το διάγραµµα πυκνότητας

(Σχήµα 6.22) όπου διακρίνονται 2 διαϕορετικά συµπλέγµατα.

6.5 Χρήση τηςMultinomial Logistic Regression

Μέσω του µοντέλου Multinomial Logistic Regression θα εξεταστεί η δυνατότητα ταξινόµη-

σης των παρατηρήσεων σε τρεις κλάσεις µε βάση την µεταβλητή Economic Development.

Υπενθυµίζεται ότι η µεταβλητή αυτή είναι κατηγορική µε κατηγορίες 3 (Developing) < 2(In

transition) < 1 (Developed). Το µοντέλο αυτό δεν λαµβάνει υπόψη του την διάταξη που υ-

ϕίσταται στις κλάσεις, για αυτό και στην συνέχεια εϕαρµόζεται τοOrdinal logistic regression
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Σχήµα 6.21:Ward Clustering.

Σχήµα 6.22: ∆ιάγραµµα Πυκνότητας.
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model και πραγµατοποιείται µία σύγκριση ανάµεσά τους.

(αʹ)Κατανοµή των τιµών µε βάση τις τιµές της
PC1.

(βʹ)Κατανοµή των τιµών µε βάση τις τιµές της
PC2.

(γʹ)Κατανοµή των τιµών µε βάση τις τιµές της
PC3.

Σχήµα 6.23: Κατανοµή των τιµών της Economic Development µε βάση της µεταβλητές PC1, PC2,
PC3.

Στο Σχήµα 6.23 παρουσιάζεται η κατανοµή των χωρών µε βάση το Economic Develop-

ment σε ένα στιβαγµένο barplot. Τα διαγράµµατα δηµιουργήθηκαν για κάθε µία από τις

µεταβλητές PC1, PC2, και PC3. Γενικά, δεν παρατηρούνται µεγάλες διαϕορές στις δια-

ϕορετικές µεταβλητές µε την µόνη διαϕορά ότι η οικονοµική κατάσταση των χωρών µε

ταυτόχρονα υψηλό δείκτηHumanDevelopment µοιράζεται, µε βάση τη µεταβλητή PC3, σε

υψηλότερο ποσοστό στην κατηγορία δύο.

Στην εικόνα 6.24 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της προσαρµογής του µοντέλου

Multinomial Logistic Regression. Από τα αποτελέσµατα είναι προϕανές ότι κατηγορία ανα-
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Σχήµα 6.24: Αποτελέσµατα εϕαρµογήςMultinomial Logistic Regression.

ϕοράς θεωρείται η κατηγορία 3 και οι εξισώσεις του µοντέλου είναι:

log(π̂1/π̂3) = −13.35+8.59hd1−17.86hd2−8.18hd3−2.24pc1+0.75pc2+1.12pc3

και

log(π̂2/π̂3) = −17.57+14.35hd1+14.76hd2+14.20hd3−0.51pc1+0.00036pc2+1.76pc3

Στην περίπτωση που ζητούνται οι κατηγορίες ένα και δύο,η ζητούµενη εξίσωση προκύπτει

από την Εξίσωση (3.2) και είναι:

log(π̂1/π̂2) = 4.22− 5.76hd1 + 32.62hd2 + 22.38hd3 − 1.73pc1 + 0.74pc2 − 0.64pc3

Στα αποτελέσµατα περιλαµβάνονται οι τιµές των µεταβλητών του µοντέλου, η τυπική α-
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πόκλισηκαι οι τιµές τουWald test. Επιπλέον,στοτέλος δίνονται οι τιµές τηςDeviance,καθώς

και του κριτηρίου AIC.Οι βαθµοί ελευθερίας του µοντέλου είναι 14 και προκύπτουν ως ο α-

ριθµός των µεταβλητών µείον ένα.

Σχήµα 6.25: Αποτελέσµατα συντελεστών µοντέλουMultinomial Logistic Regression.

Για το µοντέλο λογιστικής παλινδρόµησης που δηµιουργήθηκε, δίνονται αναλυτικά οι

τιµές των συντελεστών για κάθε µία από τις κατηγορίες ένα και δύο. Στο πρώτο µοντέλο,

που εξετάζεται η κατηγορία αναϕοράς τρία µε την κατηγορία ένα,ϕαίνεται να είναι µη ση-

µαντικές οι µεταβλητέςPC1καιPC2µε τιµές p-valueπάνωαπό0.05. Επιπλέον,δίνονται και

οι τιµές των Rate Ratios, όπου δίνονται από τον τύπο P[Y=j|x]
P[Y=k|x]

= exp(x ′βj), όπου k είναι η

κατηγορία αναϕοράς και j = 1, 2.Αντίστοιχα,για τοµοντέλοµε κατηγορία αναϕοράς τρία

µε την κατηγορία δύο,µη σηµαντική είναι µόνοη µεταβλητή PC3 µε τιµή p-value = 0.098>

0.05.

Τα αντίστοιχα διαστήµατα εµπιστοσύνης των δύο µοντέλων για τους συντελεστές πα-

ρουσιάζονται στο Σχήµα 6.26. Πολύ σηµαντική σε αυτό το σηµείο είναι η ερµηνεία των

συντελεστών. Συγκρίνοντας ταRateRatios για τα δύοµοντέλα παρατηρείται ότι οι χώρες µε

υψηλόEconomicDevelopment έχουν και υψηλόεπίπεδοσεHumanDevelopment, ενώ οι χώρες

µεαναπτυσσόµενη οικονοµία έχουν υψηλότεραRateRatios,όσοναϕορά τις µεταβλητέςPC1
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και PC2. Οι µεταβλητές αυτές σχετίζονται µε την µέση διάρκεια ζωής των κατοίκων και

τις γενικότερες εκπαιδευτικές-υγειονοµικές συνθήκες που επικρατούν σε µία χώρα,ϕανε-

ρώνοντας µία γενικότερη άνοδο.

Σχήµα 6.26: ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης συντελεστών γιαMultinomial Logistic Regression.

Όπως αναϕέρθηκε και εξ΄ αρχής, η µεταβλητή απόκρισης είναι µία διατεταγµένη µε-

ταβλητή, δηλαδή υπάρχει διάταξη ανάµεσα στις κλάσεις της. Την διάταξη αυτή λαµβάνει

υπόψη το µοντέλοOrdinal Logistic Regression. Το µοντέλο αυτό ανήκει στην κατηγορία των

CumulativeLogitModelsκαισυγκεκριµένα,εδώεϕαρµόζεταιµία ειδική τουπερίπτωση,που

ονοµάζεται Proportional Odds Model. Τα αποτελέσµατα προσαρµογής του µοντέλου ανα-

ϕέρονται αναλυτικά στο Σχήµα 6.27 µε το µοντέλο να έχει τώρα οχτώ βαθµούς ελευθερίας.

Οµοίως µε πριν, προκύπτει και πάλι το µοντέλο Λογιστικής Παλινδρόµησης, αυτή τη

ϕορά, όµως, µε διαϕορετικές κατηγορίες αναϕοράς. Οι εξισώσεις του µοντέλου σε αυτή

την περίπτωση είναι:

log(
π̂1

π̂2 + π̂3

) = 16.27+14.89hd1+13.70hd2+13.99hd3−1.12pc1+0.62pc2+0.54pc3

και

log(
π̂1 + π̂2

π̂3

) = 17.56+14.89hd1+13.70hd2+13.99hd3−1.12pc1+0.62pc2+0.54pc3
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Σχήµα 6.27: Αποτελέσµατα εϕαρµογήςOrdinal Logistic Regression.

Είναι ϕανερόπως οι δύοεξισώσεις έχουν τις ίδιες τιµές για όλες τις µεταβλητές µε µοναδική

εξαίρεση τους σταθερούς τους όρους. ∆ηλαδή,όλες οι µεταβλητές θα έχουν την ίδια επίδρα-

ση για τις διαϕορετικές κατηγορίες και θα διαϕέρουν µόνο ως προς τον σταθερό όρο. Στην

πρώτη εξίσωση µελετάται η κατηγορία ένα σε σχέση µε τις δύο και τρία, ενώ στην δεύτερη

µελετώνται οι κατηγορίες ένα και δύο σε σχέση µε την τρία. Η ερµηνεία των συντελεστών

εδώ είναι η ίδια και για τις δύο κατηγορίες. Για παράδειγµα, για την µεταβλητή του PC2

η τιµή odds ratio είναι ίση µε exp(0.6222) = 1.8630, που σηµαίνει ότι αν η PC2 αυξηθεί κατά

10% θα αυξηθεί το odds ratio κατά 1.8630 και στα δύο µοντέλα. Ακολουθούν τα διαστήµατα

εµπιστοσύνης των συντελεστών στο Σχήµα 6.28

Σχήµα 6.28: ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης συντελεστών γιαOrdinal Logistic Regression.

Στο σηµείο αυτό θα χρησιµοποιηθεί η πληροϕορία του κριτηρίου AIC για να γίνει η
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σύγκριση των δύοµοντέλων και να εξακριβωθεί ποιο από τα δύοπροσαρµόζεται καλύτερα

στα δεδοµένα µας. Στον Πίνακα 6.1 σηµειώνονται οι τιµές για το κριτήριοAIC που έδωσαν

τα δύο µοντέλα. Παρότι η µεταβλητή απόκρισης είναι διατεταγµένη, καλύτερη προσαρ-

µογή στα δεδοµένα δίνει το µοντέλοMultinomial Logistic Regression, το οποίο δεν λαµβάνει

υπόψη του την ταξινόµηση. Αυτότοσυµπέρασµαπροκύπτει απότοχαµηλόδείκτηπου έχει

σε σχέση µε το µοντέλοOrdinal Logistic Regression. Προϕανώς, ο περιορισµός που επιβάλει

ο τελευταίος σε κοινούς συντελεστές δεν είναι ο σωστός για αυτά τα δεδοµένα.

ΤιµήAIC

Multinomial Logistic Regression 136.95

Ordinal Logistic Regression 167.78

Πίνακας 6.1:Πίνακας σύγκρισης µοντέλωνMultinomial Logistic Regression καιOrdinal Logistic
Regression.

6.6 Εϕαρµογή της τεχνικής LDA

Μία από τις πιο δηµοϕιλείς και καθιερωµένες τεχνικές Μηχανικής Μάθησης είναι η Γραµ-

µική ∆ιακριτική Ανάλυση (LDA). Χρησιµοποιείται κυρίως για την επίλυση προβληµάτων

ταξινόµησης, και συγκεκριµένα για προβλήµατα εποπτευόµενης ταξινόµησης. Είναι βα-

σικά µια τεχνική µείωσης διαστάσεων, όπου χρησιµοποιώντας τους γραµµικούς συνδυα-

σµούς των προβλεπουσών,προσπαθεί να προβλέψει την κατηγορία των δεδοµένων παρα-

τηρήσεων.

Η µέθοδος εϕαρµογής της LDA στην R µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας τη συ-

νάρτηση lda() του πακέτου MASS (Ripley et al., 2022). Η LDA χρησιµοποιείται για τον

προσδιορισµό του µέσου όρου της οµάδας και επίσης, προσπαθεί να υπολογίσει την πιθα-

νότητα το άτοµο να ανήκει σε διαϕορετική οµάδα. Ως εκ τούτου, το συγκεκριµένο άτοµο

αποκτά την υψηλότερη βαθµολογία πιθανότητας σε αυτήν την οµάδα.

Όπως είναι ήδη γνωστόαπό την θεωρία,υπάρχουν ορισµένες προϋποθέσεις για να εξα-

κριβωθεί αν µπορεί να εϕαρµοστεί η τεχνική της LDA.Μία από αυτές είναι κατά πόσο τα

δεδοµένα µας ακολουθούν Κανονική Κατανοµή. Για αυτό το σκοπό έγινε για κάθε κατηγο-

ρία ένα ιστόγραµµα, όπου ϕαίνεται η κατανοµή των δεδοµένων όσον αϕορά τις αριθµητι-



6.6 Εϕαρµογή της τεχνικής LDA 129

Σχήµα 6.29: Scatterplot για τις αριθµητικές µεταβλητές.Με κόκκινο συµβολίζεται η κατηγορία
Economic Development 3, µε πράσινο η 2 και µε µπλε η 1.

κές µεταβλητές. Στο Σχήµα 6.30 ϕαίνεται να ικανοποιείται η υπόθεση της Κανονικότητας

και επιπλέον, στο Σχήµα 6.29 οι µεταβλητές δεν συσχετίζονται. Κάτι τέτοιο, βέβαια, είναι

αναµενόµενο αϕού οι µεταβλητές έχουν προκύψει από την τεχνική ανάλυσης PCA και είναι

εξ΄ ορισµού ασυσχέτιστες.

Εϕαρµόζοντας, τώρα, την LDA τα αποτελέσµατα προσαρµογής παρουσιάζονται στο

Σχήµα 6.31. Αναϕέρεται, ότι για την προσαρµογή του µοντέλου το σύνολο δεδοµένων δια-

χωρίστηκε πρώτα σε train και test, και µετά το µοντέλο εκπαιδεύτηκε στα train δεδοµένα.

Με βάση τα δεδοµένα εκπαίδευσης, η έξοδος του µοντέλου LDA δείχνει ότι οι prior πιθα-

νότητες είναι π̂1 = 0.7114, π̂2 = 0.0939 και π̂3 = 0.1946. Με άλλα λόγια, το 71% των

παρατηρήσεων εκπαίδευσης είναι χώρες µε αναπτυγµένη οικονοµία, το 9% χώρες µε ανα-

πτυσσόµενη οικονοµία και το 19% περιλαµβάνει τις οικονοµικά ασθενέστερες χώρες. Πα-

ρέχεται, επίσης, σαν πληροϕορία ο µέσος κάθε οµάδας για κάθε κατηγορία, και χρησιµο-

ποιείται από την LDA ως εκτιµήτρια του µk.

Στο τµήµα µε την ονοµασία Coefficients of linear discriminants παρέχεται ο γραµµικός

συνδυασµός ανάµεσα σε όλες τις διαθέσιµες µεταβλητές του µοντέλου και σχηµατίζουν τον

κανόνα απόϕασης της LDA.Με άλλα λόγια,αυτοί είναι οι συντελεστές των µεταβλητών για
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(αʹ) Ιστόγραµµα των τιµών για την κατηγορία Economic Development 1.

(βʹ) Ιστόγραµµα των τιµών για την κατηγορία Economic Development 2.

(γʹ) Ιστόγραµµα των τιµών για την κατηγορία Economic Development 3.

Σχήµα 6.30: Ιστογράµµατα για τον έλεγχο υπόθεσης της Κανονικότητας για κάθε µία από τις
κατηγορίες Economic Development 1, 2 και 3.
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Σχήµα 6.31: Αποτελέσµατα προσαρµογής του µοντέλου LDA.

τα µοντέλα ένα και δύο. Αν η εξίσωση για το µοντέλο LD2 δώσει τιµή µικρότερη του -0.5,

τότε η χώρα θα ανήκει στην κατηγορία δύο,αν η τιµή είναι ανάµεσα στις τιµές -0.5 και 1.5,

τότε η χώρα θα ταξινοµηθεί στην κατηγορία ένα ή τρία,καθώς ανάµεσα τους παρατηρείται

µία επικάλυψη. Για τιµές µεγαλύτερες του 2 η χώρα θα ανήκει µε βεβαιότητα στην κα-

τηγορία ένα. Ένα τέτοιο συµπέρασµα µπορεί να εξαχθεί κοιτώντας στο Σχήµα 6.32βʹ και

επαληθεύοντας τις παραπάνω παρατηρήσεις. Αντίστοιχα, στο Σχήµα 6.32αʹ, ϕαίνεται µια

ακόµα πιο περίπλοκη κατάσταση µε το µοντέλο να µπερδεύει αρκετά την κατηγορία ένα

µε τη δύο, και τη δύο µε την τρία.

Μετά από την εκπαίδευση ακολουθεί η παραγωγή των προβλέψεων του µοντέλου. Ως

σύνηθες σε ένα µοντέλο ταξινόµησης πάντα λαµβάνεται ο λεγόµενος ConfusionMatrix, ένας

πίνακας δηλαδή µε τις πραγµατικές και προβλεπόµενες τιµές. Στη διαγώνιο του πίνακα

βρίσκονται οι παρατηρήσεις που έχουν προβλεϕθεί σωστά, ενώ πάνω και κάτω από αυτή

οιπαρατηρήσειςπουµπερδεύει τοµοντέλο(Confusion) καιδενµπορεί ναπροβλέψεισωστά.

Στον Πίνακα 6.2αʹ και 6.2βʹ βρίσκονται οι αντίστοιχοι πίνακες για τα δεδοµένα εκπαίδευ-

σης και δοκιµής. Γενικά,ϕαίνεται ότι η προβλεπτική ικανότητα του µοντέλου είναι αρκετά

καλή, µε τα στοιχεία εκτός διαγωνίου να είναι πολύ λίγα σε αριθµό. Πάντως, πρόβληµα

υπάρχει στην διάκριση των χωρών που ανήκουν στην κατηγορία δύο, µε την LDA να κα-
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(αʹ) Ιστόγραµµα για τις προβλέψεις του µοντέλου LD1.(βʹ) Ιστόγραµµα για τις προβλέψεις του µοντέλου LD2.

Σχήµα 6.32: Σύγκριση της ταξινόµησης των παρατηρήσεων για τα µοντέλα LD1 και LD2.

τατάσσει αυτές τις χώρες είτε στην κατηγορία ένα είτε στην τρία, ενώ στο κοµµάτι των

προβλέψεων δεν κατάϕερε να κάνει καµία σωστή πρόβλεψη.

Actual

Predicted 1 2 3

1 96 10 4

2 3 4 2

3 7 0 23

(αʹ)Confusionmatrix για τα train δεδοµένα.

Actual

Predicted 1 2 3

1 20 3 0

2 0 0 1

3 0 0 9

(βʹ)Confusionmatrix για τα test δεδοµένα.

Πίνακας 6.2:Πίνακας σύγχυσης για τα δεδοµένα εκπαίδευσης και δοκιµής της LDA.

Ακολούθως, υπολογίστηκε το accuracy του µοντέλου, δηλαδή η ικανότητά του να κάνει

σωστέςπροβλέψεις.Μεβάσητααποτελέσµατα,στηνϕάσηεκπαίδευσηςπροέκυψε0.8255,

ενώ στην ϕάση της δοκιµής 0.8788. Και τα δύοσκορ είναι αρκετά υψηλά και αρκετά κοντά

µεταξύ τους,µε αποτέλεσµα να µην παρατηρείται και τοϕαινόµενοτης υπερπροσαρµογής.

Συνεπώς,η LDA ϕαίνεται να προσαρµόζεται πολύ καλά στα δεδοµένα και να ταξινοµεί σω-

στά τις παρατηρήσεις.
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6.7 Εϕαρµογή της τεχνικής LCA

Έναµοντέλολανθάνουσαςκλάσης χρησιµοποιεί ταδιαϕορετικάµοτίβααπόκρισηςσταδε-

δοµένα για να βρει παρόµοιες οµάδες, οι οποίες είναι «ανεξάρτητες υπό όρους». Αυτό ση-

µαίνει ότι µέσα σε µια οµάδα οι συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών γίνονται µηδενικές,

επειδήησυµµετοχήστηνοµάδαεξηγείοποιαδήποτεσχέσηµεταξύ τωνµεταβλητών.Όπως

είναι γνωστό η εκτίµηση των παραµέτρων γίνεται µέθοδοEMAlgorithm που περιγράϕεται

από τρία συνοπτικά βήµατα:

1. Ξεκινά µε τυχαίες αρχικές πιθανότητες.

2. Μεγιστοποιεί τη συνάρτηση log-likelihood (LL).

3. Ενηµερώνει τις πιθανότητες (µε βάση την posterior κατανοµή).

4. Επαναλαµβάνει τα βήµατα 2. και 3., έως ότου η τιµή της LL δεν µπορεί να βελτιωθεί

άλλο (βρίσκεται στη µέγιστη τιµή).

Για την εϕαρµογή της µεθόδου, θα χρησιµοποιηθεί το πακέτο poLCA (Linzer & Lewis,

2022). Το πακέτο αυτό έχει λάβει την ονοµασία του από την «Πολυτοµική Ανάλυση Λαν-

θάνουσας Τάξης» (Polytomous Latent Class Analysis) και στοχεύει στον εντοπισµό µη παρα-

τηρούµενων οµάδων στα δεδοµένα. Η ανάλυση πολυτοµικής λανθάνουσας τάξης είναι ε-

ϕαρµόσιµη για κατηγορικά δεδοµένα.

Καθώς σκοπός της µεθόδου είναι η οργάνωση των παρατηρήσεων σε οµάδες, διεξάγε-

ται, αρχικά, µία διερεύνηση σχετικά µε τον απαιτούµενο αριθµό των οµάδων. Το Σχήµα

6.33 απεικονίζει τις τιµές τωνκριτηρίωνAICκαιBIC για τις διαϕορετικές τιµές των οµάδων.

Από τις τιµές των κριτηρίων ϕαίνεται ως καλύτερη επιλογή οµάδας η τέσσερα,µε τιµή AIC

ίση µε 2499.162 και BIC ίση µε 2688.198. Το µοντέλο εποµένως, που θα εξεταστεί θα έχει

µία µορϕή ανάλογη µε εκείνη της Εξίσωσης (5.6), δηλαδή,

P(Yi|π, p) =

R∑
r=1

pr

J∏
j=1

Kj∏
k=1

(πjrk)
Yijk , για i = 1, . . . , 182, r = 1, . . . , 4 (6.1)
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Για πληρότητα, παρατίθεται και ο Πίνακας 6.3 µε τις αριθµητικές τιµές των αποτελε-

σµάτων που έδωσαν και τα υπόλοιπα µοντέλα.

Categories AIC BIC G2 X2 DF Log Likelihood

1 3334.282 3379.138 1601.785 28567.770 168 -1653.141

2 2606.202 2699.118 843.7049 30223.01 153 -1274.101

3 2575.317 2716.293 782.82 27840.25 138 -1186.003

4 2499.162 2688.198 676.6648 7189.798 123 -1190.581

5 2500.724 2719.623 648.2269 14242.83 108 -1176.362

6 2529.594 2792.751 625.0974 5876.157 93 -1164.797

Πίνακας 6.3:Πίνακας παράθεσης αποτελεσµάτων για τα µοντέλα LCA διαϕορετικών κλάσεων.

Σχήµα 6.33: Επιλογή των οµάδων για το µοντέλο LCA µε βάση τα κριτήρια AIC και BIC.

Έχοντας τώρα επιλέξει τον αριθµότων οµάδων,παρουσιάζεται τοµοντέλοµε µεταβλη-
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τές, αυτές που προέκυψαν µετά από κατάλληλη επεξεργασία. Καθώς, η LCA είναι µία τε-

χνική που δουλεύει µόνο µε κατηγορικές µεταβλητές, δεν χρησιµοποιήθηκαν οι µεταβλη-

τές της PCA, όπως πριν,αλλά οι δεκατέσσερις αρχικές µεταβλητές του συνόλου δεδοµένων.

Αυτές είναι οιX1, · · · , X14. Φυσικά, οι µεταβλητές αυτές είναι αριθµητικές και χρειάστηκε

η µετατροπή τους σε κατάλληλη µορϕή. Για την αξιοποίησή τους λοιπόν, έγινε πρώτα η

εύρεση της διαµέσου της κάθε µεταβλητής, και στη συνέχεια η αντικατάσταση των τιµών

τηςµε ένα εάναυτήήταν χαµηλότερη της διαµέσου,διαϕορετικάµεδύο. Τααποτελέσµατα

προσαρµογής του µοντέλου απεικονίζονται αναλυτικά στο Σχήµα 6.35.

Τοπρώτοµέρος της εξόδου (Μοντέλο 1 έωςΜοντέλο4) δείχνει ότι τοµοντέλολανθάνου-

σαςκλάσης εκτιµήθηκετέσσεριςϕορές (όπωςκαθορίζεταιαπότοnrep=4)χρησιµοποιώντας

διαϕορετικές αρχικές τιµές. Γενικά, αξίζει να τονιστεί ότι η παράµετρος nrep διασϕαλίζει

ότι θα βρεθούν καθολικά (global) και όχι τοπικά (local) µέγιστα. Τααποτελέσµαταπουαπο-

δίδονται στο lca_final θα είναι εκείνα που εκτιµώνται για τοµοντέλοµε τη µεγαλύτερη τιµή

της συνάρτησης log-likelihood (Linzer & Lewis, 2011). Σε αυτήν την περίπτωση,ϕαίνεται ότι

η συνολική µέγιστη πιθανότητα είναι -1136.767, και βρέθηκε στη τέταρτη προσπάθεια του

µοντέλου. Εποµένως, τα αποτελέσµατα του Μοντέλου 4 θα αντιστοιχιστούν στο lca_final.

Το επόµενο τµήµα της εξόδου παρέχει τις υπό συνθήκη πιθανότητες,ανά µεταβλητή α-

ποτελέσµατος,για κάθε κλάση. Αυτή η έξοδος δείχνει τις πιθανότητες των χωρών ναανήκει

σε κάθε λανθάνουσα τάξη, ανάλογα µε την απόκριση που έχουν στην εν λόγω µεταβλητή

δείκτη. Οι σειρές αντιπροσωπεύουν τις λανθάνουσες τάξεις. Με το µοντέλο να υποθέτει

τέσσερις λανθάνουσες κατηγορίες σε αυτήν την περίπτωση,υπάρχουν και τέσσερις σειρές.
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Σχήµα 6.35: Αποτελέσµατα προσαρµογής µοντέλου LCA.
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Οι στήλες υποδεικνύουν τις κατηγορίες (1,ή 2) της µεταβλητής δείκτη. Για παράδειγµα,

οι δεσµευµένες πιθανότητες µίας χώρας για τη µεταβλητή X1 που παράγεται στο µοντέλο

δύο κλάσεων είναι οι εξής:

$ X1

Pr(1) Pr(2)

class 1: 1.0000 0.0000

class 2: 1.0000 0.0000

class 3: 0.9159 0.0841

class 4: 0.0000 1.0000

Στην περίπτωση αυτής της ανάλυσης οι πιθανές αποκρίσεις είναι 1 και 2 αντίστοιχα. Ε-

ποµένως,στην έξοδο που ϕαίνεται στο Σχήµα 6.35 για τη µεταβλητήX9,ως Pr(1) ορίζεται

η πιθανότητα µια χώρα να χαρακτηρίζεται από χαµηλές δαπάνες για αγαθά και υπηρε-

σίες υγειονοµικής περίθαλψης, δηλαδή τιµή ένα,µε πιθανότητα 63.84% για την κλάση ένα,

68.44% για την κλάση δύο, και 0% και 5.99% για τις κλάσεις τρία και τέσσερα αντίστοιχα.

∆ηλαδή χώρες µε αυτό το χαρακτηριστικό είναι πολύ πιθανό να ανήκουν στην κλάση δύο.

Αντίστοιχα,µία χώρα µε υψηλές δαπάνες στην υγεία έχει µεγαλύτερη πιθανότητα Pr(2) να

ανήκει στην κλάση τρία.

Παρατηρώντας ενδελεχώς τα αποτελέσµατα που έδωσαν και οι υπόλοιπες µεταβλητές,

µπορεί να εξαχθεί ένα επιβεβαιωµένοσυµπέρασµα για τα χαρακτηριστικά των χωρών που

ανήκουν σε κάθε µια κλάση. Για παράδειγµα η κλάση δύο αποτελείται από χώρες µε υψη-

λά ποσοστά θανάτων και ασθενειών (µεταβλητέςX3,X4,X5,X7),και χαµηλές δαπάνες για

υγεία και µόρϕωση τωνπολιτών τους. Στον αντίποδα,η κλάση τρίαπεριλαµβάνει χώρες µε

υψηλό µορϕωτικό επίπεδο, µέριµνα του κράτους για τη δηµόσια υγεία, και χαµηλά ποσο-

στά θανάτων,µε τους πολίτες αυτών των χωρών να έχουν τα υψηλότεραποσοστά διάρκειας

ζωής. Εξίσου καλό επίπεδο ζωής παρατηρείται για τις χώρες της κλάσης ένα µε χαµηλά πο-

σοστά θανάτων και υψηλό µορϕωτικό επίπεδο, ενώ η κλάση τέσσερα µπορεί να θεωρηθεί

λίγο καλύτερη συγκριτικά µε την δύο, µε υψηλά ποσοστά θνησιµότητας αλλά υψηλότερη

συµµετοχή των πολιτών στην εκπαίδευση. Αν θα µπορούσε να υπάρχει µία διάταξη ανάµε-

σαστις κλάσηςαπότηνκαλύτερηπρος τηχειρότερη,αυτή θαήταν2 < 4 < 1 < 3.Φυσικά,

υπενθυµίζεται ότι το µοντέλο έδωσε τα αποτελέσµατα του για µη διατεταγµένες κλάσης.
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Στο τµήµα µε την ονοµασία Estimated class population shares περιλαµβάνεται το εκτι-

µώµενο ποσοστό των παρατηρήσεων που ανήκουν σε κάθε κλάση (Linzer & Lewis, 2011).

Εποµένως,στην περίπτωση των τεσσάρων λανθανουσών τάξεων, τοποσοστό των παρατη-

ρήσεων που ανήκουν στην κλάση ένα είναι 26.68%, στην δύο 31.56%, στην τρία 22.77% και

στην τέσσερα 18.99%. ∆ηλαδή,αθροιστικά το 44% των χωρών που υπάρχουν στον πλανήτη

χαρακτηρίζονται απόκαλές συνθήκες διαβίωσης για τους κατοίκους τους.Παρακάτω,στην

ενότηταµε τίτλοPredicted classmembershipsδίνεται ένας δεύτερος τρόπος εκτίµησης τουµε-

γέθους των κλάσεων χρησιµοποιώντας τον τύπο του Bayes. Οι παρατηρήσεις ανατίθενται

σε µία κλάση µε βάση τις posterior πιθανότητές τους. Γενικά, όταν οι τιµές των Estimated

class population shares και των Predicted classmemberships είναι παρόµοιες,αποτελεί,µαζί µε

άλλα κριτήρια, δείκτη καλής προσαρµογής του µοντέλου.

Συµπληρωµατικά µε τις πληροϕορίες που αϕορούν το βασικό µοντέλο, το poLCA συ-

µπεριλαµβάνει επίσης, και το Σχήµα 6.36 µε τις εκτιµήσεις των τεσσάρων κλάσεων. Σε

κάθε µία από τις κλάσεις, οι κόκκινες µπάρες αντιπροσωπεύουν τις υπό-συνθήκη πιθα-

νότητες, ανά κλάση, για υψηλές και χαµηλές αποκρίσεις των µεταβλητών X1 έως X14. Για

παράδειγµα, στην κλάση τρία είναι ϕανερό, ότι ανήκουν χώρες µε χαµηλές τιµές για τις

µεταβλητέςX1-X7 και υψηλές για όλες τις υπόλοιπες.

Στην συνέχεια δίνεται οΠίνακας 6.4 των αποτελεσµάτων από την εντολή predcell. Στον

πίνακα αυτό παρουσιάζονται οι δέκα πρώτες παρατηρούµενες και προβλεπόµενες από το

µοντέλο τιµές για κάθε συνδυασµό των δυνατών αποτελεσµάτων. Είναι ϕανερό ότι οι τιµές

αυτές είναι αρκετά κοντά, επιβεβαιώνοντας την καταλληλότητα του µοντέλου.
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Σχήµα 6.36: Γράϕηµα µε τις δεσµευµένες πιθανότητες για κάθε λανθάνουσα κλάση.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14 Observed Expected

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 0.086

2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 0.190

3 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 0.039

4 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 0.121

5 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 0.416

6 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1.416

7 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 0.116

8 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 0.226

9 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 3 2.428

10 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 0.213

Πίνακας 6.4:Πίνακας σύγκρισης παρατηρούµενων και προβλεπόµενων από το µοντέλο τιµών.
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6.8 Σύγκριση ΑποτελεσµάτωνΜεθόδων

Αυτή η ενότητα ουσιαστικά αποβλέπει σε µία ανασκόπηση των προηγούµενων αποτελε-

σµάτων διεξάγοντας µία σύγκριση ανάµεσα στις µεθόδους που εϕαρµόστηκαν.

Αρχικά, µετά την κατάλληλη προεπεξεργασία των δεδοµένων η πρώτη τεχνική που ε-

ϕαρµόστηκε είναι αυτή της PCA.Η τεχνική αυτή βοήθησε στην µείωση της διαστατικότη-

τας του προβλήµατος,καθώς µε τοπλήθος των παρατηρήσεωνπου είναι διαθέσιµα θα ήταν

αρκετά δύσκολο να εξαχθεί ένα στατιστικά σηµαντικό αποτέλεσµα. Εποµένως, από το

σύνολο των δεκατεσσάρων αριθµητικών µεταβλητών, δηµιουργήθηκαν τρεις νέες, οι οπο-

ίες περικλείουν το 72% της αρχικής πληροϕορίας. Αυτές οι µεταβλητές είναι και αυτές που

χρησιµοποιήθηκαν σε όλες τις υπόλοιπες τεχνικές (πλην της LCA).

Στηνσυνέχεια,πραγµατοποιήθηκεµίαπροσπάθειαοµαδοποίησης τωνδεδοµένωνµέσω

της τεχνικής του Clustering. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο K-Means και µε τη βοήθεια του

κριτηρίου Silhouette βρέθηκε ότι ο βέλτιστος αριθµός οµάδων για τα δεδοµένα είναι δύο.

∆ηλαδή οι χώρες χωρίζονται κυρίως σε δύοµεγάλες κατηγορίες αναπτυγµένες και µη. Ταυ-

τόχρονα, διεξάχθηκε και Ιεραρχικό Clustering δίνοντας τα ίδια αποτελέσµατα. Ένας δια-

ϕορετικός τρόπος εξέτασης των χωρών σε οµάδες είναι η τεχνική της LCA που αποτελεί

ένα στατιστικό τρόπο οµαδοποίησης των δεδοµένων. Πρόκειται για µία εντελώς διαϕο-

ρετική,σε σχέση µε τις προηγούµενες, και έδωσε σαν βέλτιστη οµαδοποίηση την τιµή των

τεσσάρωνοµάδων. Συνεπώς,οι δύοµέθοδοιδενσυµϕωνούνκαι δίνουν διαϕορετικάαποτε-

λέσµαταοµαδοποίησης τωνδεδοµένων.Ηµενµέθοδος τουClusteringοµαδοποιεί τις χώρες

µε έναν πιο γενικό τρόποδιαχωρίζοντάς τις σε ανεπτυγµένες και µη, ενώ η LCA εξετάζει εν-

δελεχώς τις διαϕορές διακρίνοντας τες σε τέσσερις νέες οµάδες. Σε αυτό το αποτέλεσµα

οϕείλεται πιθανώς η επιλογή των χαρακτηριστικών, καθώς στην πρώτη µέθοδο χρησιµο-

ποιήθηκαν οι µεταβλητές που προέκυψαν από την PCA, ενώ στην δεύτερη περίπτωση οι

µεταβλητές του προβλήµατος µετά από κατηγοριοποίηση.

Πέρα από την οµαδοποίηση, όπου οι οµάδες δεν ήταν εκ των προτέρων γνωστές, οι

επόµενες τεχνικές εστιάζουν στην ταξινόµηση των χωρών. Με γνωστή την οικονοµική α-

νάπτυξη των χωρών σε τρεις κατηγορίες (αναπτυγµένη, µεταβατική, αναπτυσσόµενη) και

χρησιµοποιώντας τις τρεις µεταβλητές της PCA, δοκιµάστηκε η προβλεπτική ικανότητα

των µοντέλωνMultinomialLogisticRegression,OrdinalLogisticRegression και LDA.Γενικά,
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οι µέθοδοι λογιστικής παλινδρόµησης και LDA συνδέονται στενά, και διαϕέρουν κυρίως,

ως προς τις διαδικασίες προσαρµογής τους. Κατά συνέπεια, οι δύο συχνά παράγουν πα-

ρόµοια αποτελέσµατα. Ωστόσο, η LDA υποθέτει ότι οι παρατηρήσεις προέρχονται από

την κατανοµή Gauss µε κοινό πίνακα συνδιακύµανσης για κάθε κατηγορία, και έτσι µπο-

ρεί να προσϕέρει κάποιες βελτιώσεις σε σχέση µε την λογιστική παλινδρόµηση,όταν αυτή

η υπόθεση ισχύει. Αντίθετα, η λογιστική παλινδρόµηση µπορεί να ξεπεράσει την LDA εάν

αυτές οι υποθέσεις δεν ικανοποιηθούν. Τόσοη LDA,όσοκαι η λογιστική παλινδρόµηση πα-

ράγουν γραµµικά όρια απόϕασης, οπότε όταν τα αληθινά όρια απόϕασης είναι γραµµικά,

τότε οι προσεγγίσεις της LDA και της λογιστικής παλινδρόµησης θα τείνουν να έχουν καλή

απόδοση.

Στους Πίνακες 6.5αʹ, 6.5βʹ και 6.5γʹ δίνονται τα Confusion matrixes για τα µοντέλα LDA,

Multinomial Logistic Regression και Ordinal Logistic Regression. Από ότι ϕαίνεται και τα τρία

µοντέλα έχουν περίπου την ίδια προβλεπτική ικανότητα για τις κατηγορίες ένα και τρία,ε-

νώ όσον αϕορά την κατηγορία δύοκανένα δεν καταϕέρνει να κάνει κάποια σωστή πρόβλε-

ψη.

Actual

Predicted 1 2 3

1 20 3 0

2 0 0 1

3 0 0 9

(αʹ)Confusionmatrix για τη µέθοδο Linear
Discriminant Analysis.

Actual

Predicted 1 2 3

1 19 2 0

2 1 0 0

3 0 1 10

(βʹ)Confusionmatrix για τη µέθοδο
Multinomial Logistic Regression.

Actual

Predicted 1 2 3

1 19 2 0

2 0 0 0

3 1 1 10

(γʹ)Confusionmatrix για τη µέθοδοOrdinal
Logistic Regression.

Πίνακας 6.5:Πίνακες σύγχυσης για τα δεδοµένα δοκιµής των µεθόδων LDA, MLR, OLR.

Τα accuracy των παραπάνω µοντέλων είναι και για τα τρία ίσα µε 0.8788, υποδεικνύο-

ντας,τελικά,ότικαι τατρίαµοντέλαπροσαρµόζονται εξίσουκαλάσταδεδοµένα,καιδίνουν
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τα ίδιααποτελέσµατα.Φυσικά,αξίζει να τονιστεί ότι ταµοντέλαMultinomialLogisticRegres-

sionκαιOrdinal LogisticRegressionπροσαρµόστηκαν εκ νέουπροκειµένου να γίνει η σύγκρι-

σή τους µε το µοντέλο LDA, αϕαιρώντας τη µεταβλητήHuman_development.
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1 ΠαράρτηµαΚώδικα

Στο παράρτηµα αυτό παρατίθενται οι εντολές κώδικα που χρησιµοποιήθηκαν στο περι-

βάλλον της R για την εϕαρµογή των µεθόδων.

Προεπεξεργασία
1 library(PerformanceAnalytics)
2 library(zoo)
3 library(ggplot2)
4 library(viridis)
5 library(hrbrthemes)
6 library(devtools)
7 library(factoextra)
8 library(paran)
9 library(MASS)

10 library(psych)
11 library(klaR)
12 library(tidyverse)
13 library(caret)
14 library(knitr)
15 library(dplyr)
16 library(tidyr)
17 library(BBmisc)
18 library(stats)
19 library(rworldmap)
20 library(nnet)
21 library(poLCA)

Code block 1: Libraries

1
2 # ------------loading data---------------
3
4 data <- read.csv(file = ’Data.csv’, header=TRUE, sep=’;’, dec=",")
5 country<-data[,1]
6 head(data)
7 print(ncol(data))
8 print(nrow(data))
9

10 typeof("Human_development")
11 typeof("X1")
12
13
14 # ------missing values/normalization-----
15
16 colSums(is.na(data))
17
18 data[data == ’’] <- NA
19
20 colSums(is.na(data))
21
22 numcols<-data[,c("X1","X2","X3","X4","X5","X6","X7","X8","X9","X10","X11","

X12","X13","X14")]
23 numcols
24 numcols<-apply(numcols, 2, as.numeric)
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25 typeof(numcols)
26 numcols<-na.aggregate(numcols)
27 numcols.n<-as.data.frame(scale(numcols))
28 numcols.n
29
30
31
32 # --------------factors-----------------
33
34 hd_f<-factor(data$Human_development, levels=c("4","3","2","1"))
35 ed_f<-factor(data$Economic_development, levels=c("3","2","1"))
36 unr_f<-factor(data$UN_Region)
37
38 catcols<-data.frame(hd_f, ed_f, unr_f)
39 catcols
40 colnames(catcols)<-c("Human_development", "Economic_development", "UN_Region

")
41
42 country<-data[,1]
43
44 numcols.n<-cbind(country,numcols.n)
45 numcols.n<-data.frame(numcols.n[,2:15], row.names = country)
46
47 Data<-cbind(country,catcols,numcols.n)
48 Data
49 print(ncol(Data))
50 print(nrow(Data))
51
52 df<-data.frame(Data[,2:18], row.names = country) #Country as index
53 print(ncol(df))
54 print(nrow(df))
55
56 colSums(is.na(df))
57
58
59
60 # ------------basic statistics-----------
61
62 str(df)
63 summary(df)

Code block 2: Preprocessing
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Εϕαρµογή PCA
1
2 # ------------------PCA------------------
3
4 # Apply PCA using prcomp function
5 df_pca <- prcomp(numcols.n, center=FALSE, scale.=FALSE)
6 df_pca
7 names(df_pca)
8
9

10 # Summary
11 summary(df_pca)
12
13
14 # See the principal components
15 dim(df_pca$x)
16 df_pca$x
17 loadings <- df_pca$rotation
18
19
20 # Graph of individuals. Individuals with a similar profile are grouped

together.
21 fviz_pca_ind(df_pca, col.ind = "cos2", # Color by the quality of

representation
22 gradient.cols = c("#00AFBB", "#E7B800", "#FC4E07"),
23 repel = TRUE) # Avoid text overlapping
24
25
26 # Graph of variables. Positive correlated variables point to the same side

of the plot.
27 # Negative correlated variables point to opposite sides of the graph.
28 fviz_pca_var(df_pca, col.var = "contrib", # Color by contributions to the PC
29 gradient.cols = c("#00AFBB", "#E7B800", "#FC4E07"),
30 repel = TRUE) # Avoid text overlapping
31
32
33 # Biplot of individuals and variables
34 fviz_pca_biplot(df_pca, repel = TRUE,
35 col.var = "#2E9FDF", # Variables color
36 col.ind = "#696969" # Individuals color
37 )
38
39
40 # Scree Plot
41 fviz_eig(df_pca)
42
43
44 # Parallel analysis with Scree Plot
45 paran(numcols.n, iterations=10000, quietly=FALSE,
46 status=FALSE, all=TRUE, cfa=FALSE, graph=TRUE,
47 color=TRUE, col=c("black","red","blue"),
48 lty=c(1,2,3), lwd=1, legend=TRUE, file="",
49 width=640, height=640, grdevice="png", seed=0, mat=NA, n=NA)
50
51
52 # PC1 Contribution
53 var<-get_pca_var(df_pca)
54 a<-fviz_contrib(df_pca, "var", axes=1, xtickslab.rt=0)
55 plot(a,main = "Variables percentage contribution of first Principal

Component")
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56
57
58 # PC2 Contribution
59 var<-get_pca_var(df_pca)
60 a<-fviz_contrib(df_pca, "var", axes=2, xtickslab.rt=0)
61 plot(a,main = "Variables percentage contribution of second Principal

Component")
62
63
64 # PC3 Contribution
65 var<-get_pca_var(df_pca)
66 a<-fviz_contrib(df_pca, "var", axes=3, xtickslab.rt=0)
67 plot(a,main = "Variables percentage contribution of third Principal

Component")
68
69
70 # PC4 Contribution
71 var<-get_pca_var(df_pca)
72 a<-fviz_contrib(df_pca, "var", axes=4, xtickslab.rt=0)
73 plot(a,main = "Variables percentage contribution of third Principal

Component")

Code block 3: PCACode

ΕϕαρµογήClustering
1
2 # ------------Cluster Analysis-----------
3
4 data_cluster <- as.data.frame(-df_pca$x[,1:3])
5 data_cluster
6
7
8 # Determine the value of k using the elbow method, silhouette
9 fviz_nbclust(data_cluster, kmeans, method = ’wss’)

10 fviz_nbclust(data_cluster, kmeans, method = ’silhouette’)
11 fviz_nbclust(data_cluster, kmeans, method = ’gap_stat’)
12
13
14 # k=2
15 kmeans_2 = kmeans(data_cluster, centers = 2, nstart = 50)
16 fviz_cluster(kmeans_2, data = data_cluster)
17
18
19 km2<-eclust(data_cluster, "kmeans", hc_metric="eucliden",k=2)
20 km2
21 km2<-eclust(data_cluster, "kmeans", hc_metric="manhattan",k=2)
22 km2
23
24 fviz_silhouette(km2)
25
26
27 #Hierarchical clustering
28 dm<-dist(data_cluster)
29 hcs<-hclust(dm, method="single")
30 hcc<-hclust(dm, method="complete")
31 hca<-hclust(dm, method="average")
32 hcw<-hclust(dm, method="ward")
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33
34
35 op <- par(mar = c(0, 4, 4, 2), mfrow = c(2, 2))
36
37 plot(hcs, labels = FALSE, main = "Single", xlab = "")
38 plot(hcc, labels = FALSE, main = "Complete", xlab = "")
39 plot(hca, labels = FALSE, main = "Average", xlab = "")
40 plot(hcw, labels = FALSE, main = "Ward", xlab = "")
41
42 par(op)
43
44
45 # identify 2 clusters
46 op <- par(mar = c(1, 4, 4, 1))
47 plot(hcw, hang=-1, main = "Ward showing 2 clusters")
48 rect.hclust(hcw, k = 2)
49
50
51 plot(density(dm))
52
53
54 clust.vec.2<-cutree(hcw, k=2)
55 fviz_cluster(list(data=data_cluster, cluster=clust.vec.2))

Code block 4: Clustering Code

ΕϕαρµογήMultinomial Logistic Regression
1
2 # ------------Multinomial LR-------------
3
4 data_mlr <- cbind(df[,c("Economic_development","Human_development")], df_pca

$x[,1:3])
5 head(data_mlr)
6
7 data_mlr <- as.data.frame(data_mlr)
8 head(data_mlr)
9

10
11 ## Checking between multinomial and ordinal LR
12 # Fit the Multinomial model
13 mlr_model<-multinom(Economic_development~., data = data_mlr)
14 summary(mlr_model, cor=F, Wald=T)
15 x1<-logLik(mlr_model)
16 cat("Degrees of freedom Multinomial logistic regression \n")
17 df_of_multinom_model <- attributes(x1)$df
18
19
20 #Fit Ordinal logistic regression
21 olr_model <- polr(Economic_development~., data = data_mlr)
22 summary(olr_model)
23 x2<-logLik(olr_model)
24 cat("Degrees of freedom Proportional Odds Logistic Regression \n")
25 df_of_polr_model <- attributes(x2)$df
26
27
28 cat("Answering the question: Is proportional odds model assumption violated\

n")
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29 cat("P value for difference in AIC between POLR and Multinomial Logit model\
n")

30 # abs since the values could be negative. That is negative difference of
degrees of freedom would produce p=NaN

31 print(1-pchisq(abs(olr_model$deviance-mlr_model$deviance), abs(df_of_

multinom_model-df_of_polr_model)))
32
33
34 output <- summary(mlr_model, cor=F, Wald=T)
35
36
37 # Wald tests and p-values
38 z <- output$coefficients/output$standard.errors
39 p <- (1 - pnorm(abs(z), 0, 1))*2
40
41
42 # Testing coefficients corresponding to category 1
43 cat_1<-cbind(output$coefficients[1,],output$standard.errors[1,],z[1,],
44 p[1,], exp(output$coefficients[1,]))
45 colnames(cat_1) <- c("Coefficient","Std. Errors","z stat","p value",
46 "Rate ratios")
47 cat_1
48
49
50 # Wald tests and p-values
51 # Testing coefficients corresponding to category 2
52 cat_2<-cbind(output$coefficients[2,],output$standard.errors[2,],
53 z[2,], p[2,], exp(output$coefficients[2,]))
54 colnames(cat_2) <- c("Coefficient","Std. Errors","z stat","p value",
55 "Rate ratios")
56 cat_2
57
58
59 # Confidence Intervals of rate ratios of model
60 exp(confint(mlr_model))
61
62
63 # Confidence Intervals of rate ratios of ordinal model
64 exp(confint.default(olr_model))
65
66
67 # Performing a backward elimination using the AIC criterion
68 step(mlr_model, direction="both")
69
70
71 # Stacked + percent
72 ggplot(data_mlr, aes(fill=Economic_development, y=abs(PC1), x=Human_

development)) +
73 geom_bar(position="fill", stat="identity") +
74 scale_fill_brewer(palette = "Paired") +
75 ggtitle("Responses (%) by PC1 and Human Development") +
76 theme_ipsum()
77
78
79 ggplot(data_mlr, aes(fill=Economic_development, y=abs(PC2), x=Human_

development)) +
80 geom_bar(position="fill", stat="identity") +
81 scale_fill_brewer(palette = "Paired") +
82 ggtitle("Responses (%) by PC2 and Human Development") +
83 theme_ipsum()
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84
85
86 ggplot(data_mlr, aes(fill=Economic_development, y=abs(PC3), x=Human_

development)) +
87 geom_bar(position="fill", stat="identity") +
88 scale_fill_brewer(palette = "Paired") +
89 ggtitle("Responses (%) by PC3 and Human Development") +
90 theme_ipsum()

Code block 5:Multinomial Logistic Regression Code

Εϕαρµογή LDA
1
2 # ------------------LDA------------------
3
4 data_lda <- cbind(df$Economic_development, df_pca$x[,1:3])
5 colnames(data_lda)[1] <- "Economic_development"
6 head(data_lda)
7
8
9 data_lda <- as.data.frame(data_lda)

10 head(data_lda)
11
12
13 #Scatter diagram, histogram, and correlation values for the numerical

variables.
14 pairs.panels(data_lda[2:4], gap = 0,
15 bg = c("red", "green", "blue")[data_lda$Economic_

development], pch = 21)
16
17
18 #Checking for normal distribution hypothesis
19 par(mfrow=c(1,3))
20 hist(data_lda[df$Economic_development == ’3’,3], col=’darkred’, xlab=’PC1’,

main=’’)
21 hist(data_lda[df$Economic_development == ’3’,4], col=’darkred’, xlab=’PC2’,

main=’’)
22 hist(data_lda[df$Economic_development == ’3’,5], col=’darkred’, xlab=’PC3’,

main=’’)
23 mtext("Histograms for Economic Development Category 3", side = 3, line = -3,

outer = TRUE, font=2)
24
25 par(mfrow=c(1,3))
26 hist(data_lda[df$Economic_development == ’2’,3], col=’forestgreen’, xlab=’

PC1’, main=’’)
27 hist(data_lda[df$Economic_development == ’2’,4], col=’forestgreen’, xlab=’

PC2’, main=’’)
28 hist(data_lda[df$Economic_development == ’2’,5], col=’forestgreen’, xlab=’

PC3’, main=’’)
29 mtext("Histograms for Economic Development Category 2", side = 3, line = -3,

outer = TRUE, font=2)
30
31 par(mfrow=c(1,3))
32 hist(data_lda[df$Economic_development == ’1’,3], col=’blue3’, xlab=’PC1’,

main=’’)
33 hist(data_lda[df$Economic_development == ’1’,4], col=’blue3’, xlab=’PC2’,

main=’’)



1 Παράρτηµα Κώδικα 154

34 hist(data_lda[df$Economic_development == ’1’,5], col=’blue3’, xlab=’PC3’,
main=’’)

35 mtext("Histograms for Economic Development Category 1", side = 3, line = -3,
outer = TRUE, font=2)

36
37
38 ## Econimic Development
39 #Train-Test Split
40 set.seed(123)
41 ind <- sample(2, nrow(data_lda),
42 replace = TRUE,
43 prob = c(0.8, 0.2))
44 training <- data_lda[ind==1, c(1,2:4)]
45 testing <- data_lda[ind==2, c(1,2:4)]
46
47
48 #LDA Model
49 lda_model <- lda(Economic_development~., data = training)
50 lda_model
51
52
53 #Partition Plot
54 partimat(Economic_development~., data = training, method = "lda")
55
56
57 #Stacked histogram for discriminant function values
58 p1 <- predict(lda_model, training)
59 ldahist(data = p1$x[,1], g = training$Economic_development)
60
61
62 p2 <- predict(lda_model, testing)
63 ldahist(data = p2$x[,2], g = testing$Economic_development)
64
65
66 #Confusion matrix and accuracy for training data
67 p3 <- predict(lda_model, training)$class
68 tab1 <- table(Predicted = p3, Actual = training$Economic_development)
69 tab1
70
71
72 #Model accuracy(Training)
73 sum(diag(tab1))/sum(tab1)
74
75
76 #Confusion matrix and accuracy for testing data
77 p4 <- predict(lda_model, testing)$class
78 tab2 <- table(Predicted = p4, Actual = testing$Economic_development)
79 tab2
80
81
82 #Model accuracy(Testing)
83 sum(diag(tab2))/sum(tab2)

Code block 6: LDACode

Εϕαρµογή LCA
1
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2 # ------------------LCA------------------
3
4
5 #Preparing the dataset for LCA
6 #X1
7 median.X1 <- median(df$X1)
8 df["X1"][df["X1"] >= median.X1]<- 2
9 df["X1"][df["X1"] < median.X1]<- 1

10 df["X1"]
11
12 #X2
13 median.X2 <- median(df$X2)
14 df["X2"][df["X2"] >= median.X2]<- 2
15 df["X2"][df["X2"] < median.X2]<- 1
16 df["X2"]
17
18 #X3
19 median.X3 <- median(df$X3)
20 df["X3"][df["X3"] >= median.X3]<- 2
21 df["X3"][df["X3"] < median.X3]<- 1
22 df["X3"]
23
24 #X4
25 median.X4 <- median(df$X4)
26 df["X4"][df["X4"] >= median.X4]<- 2
27 df["X4"][df["X4"] < median.X4]<- 1
28 df["X4"]
29
30 #X5
31 median.X5 <- median(df$X1)
32 df["X5"][df["X5"] >= median.X5]<- 2
33 df["X5"][df["X5"] < median.X5]<- 1
34 df["X5"]
35
36 #X6
37 median.X6 <- median(df$X6)
38 df["X6"][df["X6"] >= median.X6]<- 2
39 df["X6"][df["X6"] < median.X6]<- 1
40 df["X6"]
41
42 #X7
43 median.X7 <- median(df$X7)
44 df["X7"][df["X7"] >= median.X7]<- 2
45 df["X7"][df["X7"] < median.X7]<- 1
46 df["X7"]
47
48 #X8
49 median.X8 <- median(df$X8)
50 df["X8"][df["X8"] >= median.X8]<- 2
51 df["X8"][df["X8"] < median.X8]<- 1
52 df["X8"]
53
54 #X9
55 median.X9 <- median(df$X9)
56 df["X9"][df["X9"] >= median.X9]<- 2
57 df["X9"][df["X9"] < median.X9]<- 1
58 df["X9"]
59
60 #X10
61 median.X10 <- median(df$X10)
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62 df["X10"][df["X10"] >= median.X10]<- 2
63 df["X10"][df["X10"] < median.X10]<- 1
64 df["X10"]
65
66 #X11
67 median.X11 <- median(df$X11)
68 df["X11"][df["X11"] >= median.X11]<- 2
69 df["X11"][df["X11"] < median.X11]<- 1
70 df["X11"]
71
72 #X12
73 median.X12 <- median(df$X12)
74 df["X12"][df["X12"] >= median.X12]<- 2
75 df["X12"][df["X12"] < median.X12]<- 1
76 df["X12"]
77
78 #X13
79 median.X13 <- median(df$X13)
80 df["X13"][df["X13"] >= median.X13]<- 2
81 df["X13"][df["X13"] < median.X13]<- 1
82 df["X13"]
83
84 #X14
85 median.X14 <- median(df$X14)
86 df["X14"][df["X14"] >= median.X14]<- 2
87 df["X14"][df["X14"] < median.X14]<- 1
88 df["X14"]
89
90 head(df)
91
92 data_lca <- df[,c(2,4:17)]
93 head(data_lca)
94 data_lca <- as.data.frame(data_lca)
95 head(data_lca)
96
97
98 #Formula for LCA
99 Economic_development <- unlist(df[,"Economic_development"])
100 X1 <- unlist(data_lca[,2])
101 X2 <- unlist(data_lca[,3])
102 X3 <- unlist(data_lca[,4])
103 X4 <- unlist(data_lca[,5])
104 X5 <- unlist(data_lca[,6])
105 X6 <- unlist(data_lca[,7])
106 X7 <- unlist(data_lca[,8])
107 X8 <- unlist(data_lca[,9])
108 X9 <- unlist(data_lca[,10])
109 X10 <- unlist(data_lca[,11])
110 X11 <- unlist(data_lca[,12])
111 X12 <- unlist(data_lca[,13])
112 X13 <- unlist(data_lca[,14])
113 X14 <- unlist(data_lca[,15])
114
115
116 f <- cbind(X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12, X13, X14) ~ 1
117
118
119 #Checking which LCA model to use
120 lca2 <- poLCA(f, data_lca, nclass = 2)
121 lca3 <- poLCA(f, data_lca, nclass = 3)
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122 lca4 <- poLCA(f, data_lca, nclass = 4, maxiter = 5000)
123 lca5 <- poLCA(f, data_lca, nclass = 5, maxiter = 5000)
124 lca6 <- poLCA(f, data_lca, nclass = 6, maxiter = 5000)
125
126
127 #Create plot
128 AIC <- c(3334.282, 2606.202, 2575.317, 2499.162, 2500.724, 2529.594)
129 BIC <- c(3379.138, 2699.118, 2716.293, 2688.198, 2719.623, 2792.751)
130 G2 <- c(1601.785, 843.7049, 782.82, 676.6648, 648.2269, 625.0974)
131 X2 <- c(28567.77, 30223.01, 27840.25, 7189.798, 14242.83, 5876.157)
132 DF <- c(168, 153, 138, 123, 108, 93)
133 Log_Likelihood <- c(-1653.141, -1274.101, -1243.658, -1190.581, -1176.362,

-1164.797)
134
135
136 data.frame(categories = c(1,2,3,4,5,6), AIC, BIC, X2, DF, Log_Likelihood)
137
138
139 model_selection_plot <- data.frame(values = c(3334.282, 2606.202, 2575.317,

2499.162, 2500.724, 2529.594, 3379.138, 2699.118, 2716.293, 2688.198,
2719.623, 2792.751),

140 classes = c(1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 2, 3, 4, 5,
6),

141 criterion = c("AIC", "AIC", "AIC", "AIC", "
AIC", "AIC", "BIC", "BIC", "BIC", "BIC", "BIC", "BIC"))

142
143
144 ggplot(model_selection_plot, aes(y=values, x=classes, group=criterion, color

=criterion)) +
145 geom_point() + geom_line() + ggtitle("LCA Model Selection")
146
147
148
149 #Keep the model with 4 latent classes and include Economic_development
150 lca_final <- poLCA(f, data_lca, nclass = 4, nrep=4, graphs = TRUE)
151 lca_final$predcell

Code block 7: LCACode

ΣύγκρισηΜεθόδων
1
2 # ------------Comparison Code------------
3
4
5 #Comparison between LDA and Multinomial Logistic Regression
6 mlr.model<-multinom(Economic_development~., data = training)
7 summary(mlr.model, cor=F, Wald=T)
8
9 #Predictions

10 mlr.probs <- predict(mlr.model, testing)
11
12 #Confusion matrix and accuracy for testing data
13 tab3 <- table(Predicted = mlr.probs, Actual = testing$Economic_development)
14 tab3
15
16 # Model accuracy(Testing)
17 sum(diag(tab3))/sum(tab3)
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18
19
20 #Comparison between LDA and Ordinal Logistic Regression
21 olr.model <- polr(as.factor(Economic_development)~., data = training)
22 summary(olr.model, cor=F, Wald=T)
23
24 #Predictions
25 olr.probs <- predict(olr.model, testing)
26
27 #Confusion matrix and accuracy for testing data
28 tab4 <- table(Predicted = olr.probs, Actual = testing$Economic_development)
29 tab4
30
31 # Model accuracy(Testing)
32 sum(diag(tab4))/sum(tab4)

Code block 8: Comparison Code
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