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Περύληψη 

 

Η παροφςα διπλωματικι εργαςία επικεντρϊνεται ςτθ μελζτθ τθσ ευςτάκειασ απλϊν 

γεωμετρικϊν ςωμάτων, χρθςιμοποιϊντασ τθν ενεργειακι μζκοδο. Η μζκοδοσ αυτι 

ςτθρίηεται ςτθν αρχι τθσ ελάχιςτθσ δυναμικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ που αποτελείται 

από το επιπλζον ςϊμα και το εκτοπιηόμενο ρευςτό και χρθςιμοποιικθκε ςε τμιμα τθσ 

μελζτθσ του από τον Ολλανδό μακθματικό Christiaan Huygens κατά τον 17ο αιϊνα. Στα 

πλαίςια τθσ ςυγκεκριμζνθσ εργαςίασ, αφοφ παρουςιαςτεί το κεωρθτικό υπόβακρο και θ 

αναλυτικι μεκοδολογία τθσ ενεργειακισ μεκόδου, κα διερευνθκεί ενεργειακά θ ςτατικι 

ευςτάκεια των πριςμάτων τθσ τετραγωνικισ και τθσ θμικυκλικισ διατομισ, με πλευρά και 

ακτίνα αντίςτοιχα ίςθ με μονάδα, χρθςιμοποιϊντασ αναλυτικοφσ υπολογιςμοφσ. Με βάςθ 

τα αποτελζςματα τθσ εφαρμογισ τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςτο πρίςμα τθσ τετραγωνικι 

διατομισ, κα ςχθματιςτεί το διάγραμμα γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ α ςυναρτιςει του λόγου 

πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ r, γνωςτό και ωσ διάγραμμα ιςορροπίασ α – r. Από τθν 

ενεργειακι προςζγγιςθ εξζταςθσ τθσ ευςτάκειασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου, κα 

προκφψουν οι κζςεισ ιςορροπίασ του για διάφορουσ λόγουσ πυκνοτιτων r. Στθ ςυνζχεια, 

ακολουκεί θ αρικμθτικι αντιμετϊπιςθ τθσ ευςτάκειασ των πιο πάνω ςτερεϊν, που 

πραγματοποιικθκε με τθ βοικεια του λογιςμικοφ Mathematica. Η ενεργειακι μζκοδοσ κα 

εφαρμοςτεί, ακόμθ, ςε δφο διαφορετικζσ περιπτϊςεισ φορτθγίδασ, με διατομζσ που 

λιφκθκαν από ςφγχρονο πλοίο μεταφοράσ εμπορευματοκιβωτίων και κα προςδιοριςτοφν 

οι κζςεισ ιςορροπίασ τουσ για τρεισ διαφορετικζσ καταςτάςεισ φόρτωςθσ. Επιπλζον, κα 

υπολογιςτεί θ τιμι του μετακεντρικοφ φψουσ (GM) για ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ 

πλεφςθσ τθσ φορτθγίδασ. Στο τζλοσ τθσ διπλωματικισ εργαςίασ, παρατίκενται 

ςυμπεράςματα και ςχόλια ςχετικά με τα προκφπτοντα αποτελζςματα τθσ παροφςασ 

ερευνθτικισ προςπάκειασ. 
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Abstract 

 

The present thesis is focused on the stability study of certain simple solids and also of a 

simple barge, using the energy method. This method is based on the principle of the 

minimum potential energy of the floating body and the displaced liquid and was partly 

employed for his research by the Dutch mathematician Christiaan Huygens, in the 17th 

century. After the theoretical basis and mathematical methodology of the energy method is 

presented, it will be employed for the stability investigations of the solid prisms of square 

and half-circle cross section. It is found that the prism of square cross section floats in 

different symmetrical and asymmetrical positions with respect to the vertical plane, 

depending on the solid – liquid specific mass ratio. To further comprehend these results, the 

diagram presenting all the stable and unstable equilibrium positions of the square log for 

different specific solid – liquid mass ratios will be constructed. The equilibrium 

configurations of the half-circle cylinder floating in a liquid will be presented as well, both 

using methods of differential calculus and numerical analysis. Furthermore, the energy 

approach will be applied on the stability investigations of two simple barges, with cross 

sections that are existing sections of a specific modern container ship, thus defining their 

equilibrium positions for three different loading conditions. In addition, the metacentric 

height (GM) of the barges will be calculated for some of the examined cases, to provide 

comparison points between the methods of the energy approach and the metacentric 

height. Finally, conclusions and brief comments regarding the results and findings of this 

investigatory thesis will be quoted.    
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1. Ειςαγωγό 

 

Η ευςτάκεια των ςτερεϊν ςωμάτων, και κατ’ επζκταςθ των πλοίων, απαςχόλθςε 

πολλοφσ ερευνθτζσ από τθν αρχαιότθτα μζχρι ςιμερα. Συγκεκριμζνα, θ προςζγγιςθ του 

κζματοσ ξεκίνθςε με τθ μελζτθ τθσ πλευςτότθτασ και ευςτάκειασ απλϊν γεωμετρικϊν 

ςτερεϊν ςε ρευςτά από τον Αρχιμιδθ (287-212 π.Χ.).  Τα βιματά του ακολοφκθςαν και 

άλλοι επιςτιμονεσ αργότερα, όπωσ ο Christiaan Huygens (1629-1695) και ο Korteweg 

(1848-1941), οι οποίοι επζκτειναν τθ μελζτθ του Αρχιμιδθ και ςε άλλα ςτερεά ςϊματα 

επιπλζοντα ςε ρευςτά. Σε ζνα μζροσ του ζργου του, ο Huygens χρθςιμοποιεί ωσ κριτιριο 

για τθ διερεφνθςθ ευςτάκειασ τθν αρχι τθσ ελάχιςτθσ δυναμικισ ενζργειασ του 

ςυςτιματοσ που αποτελείται από το επιπλζον ςϊμα και το εκτοπιηόμενο ρευςτό. Στθν 

αρχι αυτι βαςίηεται θ ενεργειακι προςζγγιςθ εξζταςθσ τθσ ευςτάκειασ, ςτθν οποία κα 

εςτιάςει θ ςυγκεκριμζνθ διπλωματικι εργαςία. 

Η εκτίμθςθ τθσ ευςτάκειασ πλοίου ζφταςε ςτο επιςτθμονικό προςκινιο τον 17ο αιϊνα 

και ζγινε πρακτικά εφικτι μετά τθν ζλευςθ του απειροςτικοφ λογιςμοφ. Οι Pierre Bouguer 

(1698-1758) και Leonhard Euler (1707-1783) αποτζλεςαν τουσ κεμελιωτζσ τθσ ςφγχρονθσ 

κεωρίασ τθσ ευςτάκειασ πλοίων, εφόςον κατζλθξαν ςχεδόν παράλλθλα ςε ςπουδαία 

ςυμπεράςματα για τα κριτιρια τθσ υδροςτατικισ τουσ ευςτάκειασ. Από τθ μία πλευρά, ο 

Bouguer ειςιγαγε τθν ζννοια του μετακζντρου και τθσ αντίςτοιχθσ κεωρίασ, ενϊ ο Euler 

αςχολικθκε με τον υπολογιςμό τθσ ροπισ επαναφοράσ για μικρζσ γωνίεσ κλίςθσ. Τα ζργα 

και των δφο αυτϊν επιςτθμόνων κεωροφνται ιςοδφναμθσ αξίασ, ωςτόςο θ μζκοδοσ 

υπολογιςμοφ του μετακεντρικοφ φψουσ του Bouguer είναι αυτι που υιοκετικθκε ωσ 

κριτιριο τθσ ευςτάκειασ πλοίων και ςυνεχίηει να χρθςιμοποιείται μζχρι ςιμερα. 

Προσ τα τζλθ του 20ου αιϊνα, οι μακθματικοί Erdos, Schibler και Herdon αςχολικθκαν με 

τθν ανάλυςθ του κζματοσ τθσ ςτατικισ ευςτάκειασ ςτερεϊν ςωμάτων από ενεργειακι 

ςκοπιά, δθμοςιεφοντασ το 1992 τθν εργαςία τουσ με τίτλο «Floating equilibrium of 

symmetrical objects and the breaking of symmetry.Part 1: Prisms»[1]. Στα πλαίςια τθσ 

μελζτθσ τουσ, διερεφνθςαν ενεργειακά τθν ευςτάκεια των ςυμμετρικϊν πριςμάτων τθσ 

τετραγωνικισ και τριγωνικισ διατομισ, επιβεβαιϊνοντασ τθν αποτελεςματικότθτα τθσ 

ενεργειακισ μεκόδου. Παρά το ςυμπζραςμα αυτό και το γεγονόσ ότι θ ενεργειακι 

μζκοδοσ είχε ςχθματιςτεί πριν προςδιοριςτοφν τα ςφγχρονα κριτιρια τθσ υδροςτατικισ 

ευςτάκειασ πλοίων, ςτον τομζα τθσ ναυπθγικισ ζχει επικρατιςει ωσ βαςικό κριτιριο 

ευςτάκειασ θ μζκοδοσ υπολογιςμοφ του μετακεντρικοφ φψουσ. Κφριοσ ςτόχοσ τθσ 



9 
 

ςυγκεκριμζνθσ  διπλωματικισ εργαςίασ είναι να διερευνθκεί κατά πόςο κα μποροφςε να 

εξεταςκεί ενεργειακά θ ευςτάκεια πλοίου. 

Στο ςθμείο αυτό κα γίνει μία ςφντομθ περιγραφι τθσ μεκόδου. Γενικά, θ ενεργειακι 

μζκοδοσ εξετάηει τθ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ του επιπλζοντοσ ςϊματοσ – 

εκτοπιηόμενου ρευςτοφ και ςφμφωνα με αυτι οι κζςεισ ιςορροπίασ αντιςτοιχοφν ςε 

τοπικά μζγιςτα ι ελάχιςτα τθσ καμπφλθσ τθσ δυναμικισ ενζργειασ. Η ευςτάκεια των 

κζςεων ιςορροπίασ κακορίηεται ελζγχοντασ αν θ ενζργεια αυξάνεται ι μειϊνεται για 

μικρζσ μετατοπίςεισ των κζςεων αυτϊν. 

Συνοπτικά, θ δομι τθσ παροφςασ εργαςίασ ορίηεται ωσ εξισ: Μετά το κεφάλαιο 1 

(Ειςαγωγι), ακολουκεί το κεφάλαιο 2, τθσ κριτικισ αναςκόπθςθσ, ςτο οποίο γίνεται 

αναφορά ςτουσ κεμελιωτζσ τθσ κεωρίασ τθσ ευςτάκειασ, κακϊσ και ςτθν εξζλιξθ των 

ςφγχρονων μεκόδων εξζταςθσ ευςτάκειασ πλοίου. Στο κεφάλαιο 3, παρατίκενται οι 

βαςικοί ςτόχοι που οδιγθςαν ςτθ ςυγγραφι τθσ εργαςίασ αυτισ και ςυνεχίηοντασ, ςτο 

κεφάλαιο 4 παρουςιάηεται το κεωρθτικό υπόβακρο τθσ ενεργειακισ μεκόδου και θ 

αναλυτικι μεκοδολογία τθσ. Ακολουκεί το κεφάλαιο των εφαρμογϊν (κεφάλαιο 5), ςτο 

οποίο θ ενεργειακι μζκοδοσ εφαρμόηεται ςτο πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ (με μζτρο 

πλευράσ ίςο με μονάδα) και ςχθματίηεται με βάςθ τα αποτελζςματα το διάγραμμα γωνίασ 

εγκάρςιασ κλίςθσ ςυναρτιςει του λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ –  ρευςτοφ (διάγραμμα 

ιςορροπίασ α – r). Επίςθσ, εξετάηεται ενεργειακά θ ευςτάκεια του θμικυκλικοφ κυλίνδρου 

(με ακτίνα διατομισ ίςθ με μονάδα) χρθςιμοποιϊντασ, αρχικά, αναλυτικοφσ 

υπολογιςμοφσ, και ακολοφκωσ χρθςιμοποιϊντασ αρικμθτικοφσ υπολογιςμοφσ, μζςω τθσ 

ανάπτυξθσ κϊδικα ςτο υπολογιςτικό λογιςμικό Mathematica. Στθ ςυνζχεια, παρουςιάηεται 

θ αρικμθτικι αντιμετϊπιςθ τθσ ευςτάκειασ του πρίςματοσ τετραγωνικισ διατομισ, κατά 

τθν οποία παρατίκενται τα διαγράμματα τθσ δυναμικισ ενζργειασ ςυναρτιςει τθσ γωνίασ 

εγκάρςιασ κλίςθσ του πρίςματοσ για οριςμζνουσ λόγουσ πυκνοτιτων r. Τζλοσ, θ ενεργειακι 

μζκοδοσ εφαρμόηεται ςε δφο διαφορετικζσ περιπτϊςεισ  φορτθγίδασ, με διατομζσ που 

λιφκθκαν από ςφγχρονο πλοίο μεταφοράσ εμπορευματοκιβωτίων, και προςδιορίηονται οι 

κζςεισ ιςορροπίασ τουσ για διαφορετικζσ καταςτάςεισ φόρτωςθσ. Ακόμα, υπολογίηεται θ 

τιμι του μετακεντρικοφ φψουσ (GM) για ςυγκεκριμζνεσ περιπτϊςεισ πλεφςθσ τθσ 

φορτθγίδασ. Στο κεφάλαιο 6 παρουςιάηονται τα ςυμπεράςματα που προκφπτουν από τθν 

ενεργειακι προςζγγιςθ εξζταςθσ τθσ ευςτάκειασ των πριςμάτων που αναφζρκθκαν και 

ςυγκρίνεται θ αποτελεςματικότθτα τθσ ενεργειακισ μεκόδου με τθ μζκοδο υπολογιςμοφ 

του μετακεντρικοφ φψουσ.  
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2. Κριτικό Αναςκόπηςη 

 

Η ςυγγραφι τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ και θ ςυλλογι των απαραίτθτων 

ςτοιχείων για το κζμα τθσ ευςτάκειασ ςτερεϊν ςωμάτων ςτθρίχκθκε κυρίωσ ςτο 

δθμοςιευμζνο κείμενο με τίτλο «The stability of floating regular solids»[2], του κακθγθτι 

τθσ Σχολισ Ναυπθγϊν Μθχανολόγων Μθχανικϊν, κ. Κϊςτα Ι. Σπφρου. Το άρκρο αυτό 

παρζχει μια ολοκλθρωμζνθ ανακεϊρθςθ των διαφόρων μεκόδων υπολογιςμοφ τθσ 

ευςτάκειασ επιπλεόντων ςωμάτων που χρθςιμοποιικθκαν από τουσ κεμελιωτζσ τθσ 

κεωρίασ τθσ ευςτάκειασ. Επιπλζον, για τθν ιςτορικι αναδρομι ςτθν εξζλιξθ των 

ςφγχρονων μεκόδων εξζταςθσ ευςτάκειασ πλοίου, κφρια πθγι αποτζλεςε το ςφγγραμμα 

«Ships and Science: The Birth of Naval Architecture in the Scientific Revolution, 1600 – 

1800»[3] του Larrie D. Ferreiro. 

Φαίνεται πωσ ο πρϊτοσ άνκρωποσ που αντιμετϊπιςε το κζμα τθσ πλευςτότθτασ και 

ευςτάκειασ ομογενϊν ςτερεϊν ςωμάτων ςε ρευςτά ιταν ο Αρχιμιδθσ (287-212 π.Χ.) με 

τθν περίφθμθ μελζτθ του τμιματοσ παραβολοειδοφσ[2]. Η μελζτθ αυτι, παρουςιάηεται ςτο 

δεφτερο τόμο του βιβλίου του Αρχιμιδθ με τίτλο «Περί των εν υδάτι εφιςταμζνων ι περί 

οχουμζνων», όπου αναλφει τον προςδιοριςμό των καταςτάςεων «ανάπαυςθσ» διαφόρων 

αξονοςυμμετρικϊν παραβολοειδϊν ςτθν επιφάνεια υγροφ, ςυμπεριλαμβανομζνων και 

αςφμμετρων καταςτάςεων, τόςο για περιπτϊςεισ όπου θ βάςθ του παραβολοειδοφσ είναι 

πλιρωσ ζξω από το νερό, όςο και για περιπτϊςεισ όπου θ βάςθ του είναι πλιρωσ ι 

μερικϊσ βυκιςμζνθ[4]. Παράλλθλα, ςτον πρϊτο τόμο του ζργου του, παρατίκεται θ 

περίφθμθ αρχι τθσ άνωςθσ του Αρχιμιδθ, ςφμφωνα με τθν οποία για ζνα ςϊμα 

οποιαςδιποτε μορφισ που επιπλζει μζςα ςε υγρό που βρίςκεται ςε κατάςταςθ θρεμίασ, 

το βάροσ του ςϊματοσ ιςοφται με το βάροσ του εκτοπιηόμενου υγροφ. 

Μετά από ςχεδόν 20 αιϊνεσ, ο  Ολλανδόσ Christiaan Huygens (1629-1695), επζκτεινε τθ 

μελζτθ του Αρχιμιδθ και ςε άλλα ομογενι ςτερεά ςϊματα επιπλζοντα ςε ρευςτό, 

ςυνκζτοντασ τθν εργαςία  του με τίτλο «De Iis Quae Liquido Supernatant (Bodies Floating 

on Top of a Liquid)»[5]. Παρόλο που δεν δθμοςίευςε ποτζ τισ ςθμειϊςεισ του, θ 

προαναφερκείςα εργαςία του Huygens διαςϊκθκε μζςα από τρία λατινικά χειρόγραφα 

αρχεία, τα οποία δθμοςιεφτθκαν ςτθν αρχι του 20οφ αιϊνα. Γενικά μζςα από τα 

χειρόγραφα αυτά, ο Huygens αςχολικθκε με τθ διερεφνθςθ των ευςτακϊν κζςεων 

ιςορροπίασ τθσ ςφαίρασ, του παραβολοειδοφσ, του κϊνου, των ορκογϊνιων πριςμάτων 

κακϊσ και του κυλίνδρου, χρθςιμοποιϊντασ, ςε ζνα τμιμα τθσ μελζτθσ του, τθν αρχι τθσ 

ελάχιςτθσ δυναμικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ επιπλζοντοσ ςτερεοφ – ρευςτοφ. 
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Αρχικά, ςτο πρϊτο μζροσ των διαςωηόμενων αρχείων, όπου εξετάηεται θ ευςτάκεια του 

τμιματοσ τθσ ςφαίρασ, του παραβολοειδοφσ και του κϊνου, θ μζκοδοσ που εφαρμόςτθκε 

για τθ διερεφνθςθ των κζςεων ιςορροπίασ των προαναφερκζντων επιπλεόντων ςωμάτων 

χρθςιμοποιοφςε ωσ βάςθ τθσ ςυνκικθσ ιςορροπίασ τθν ζννοια του ιδεατοφ ζργου (virtual 

work). O Huygens παρατιρθςε ότι για να αποτελεί μία κζςθ του ςϊματοσ, ευςτακι κζςθ 

ιςορροπίασ, πρζπει να ιςχφει θ ακόλουκθ ςυνκικθ[5]: το φψοσ του κζντρου βάρουσ του 

ςυςτιματοσ ςτερεοφ – ρευςτοφ να είναι το ελάχιςτο δυνατό, δθλαδι για τθν εξεταηόμενθ 

κζςθ να ελαχιςτοποιείται θ ςυνολικι δυναμικι ενζργεια. Η ςυνκικθ αυτι 

χρθςιμοποιικθκε για τθ διερεφνθςθ ευςτάκειασ τόςο για γραμμικζσ όςο και για γωνιακζσ 

μετατοπίςεισ. Ωςτόςο, εςτίαηε μόνο ςτθν εφρεςθ των ευςτακϊν κζςεων ιςορροπίασ, 

εφόςον τα κριτιρια που αντιςτοιχοφν ςτισ αςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ δεν ζγιναν 

αντιλθπτά από τότε. Στο δεφτερο και τρίτο μζροσ τθσ εργαςίασ του, ο Huygens αςχολικθκε 

με τθ διερεφνθςθ των κζςεων ιςορροπίασ του επιπλζοντοσ επιμικουσ πρίςματοσ 

ορκογωνικισ διατομισ και του κυλίνδρου, εφαρμόηοντασ, όμωσ, μία άλλθ μζκοδο πιο 

κοντά ςτθ γεωμετρικι προςζγγιςθ του Αρχιμιδθ.  

Ο Huygens[1] ιταν ο πρϊτοσ που αςχολικθκε με τα επιπλζοντα επιμικθ πρίςματα 

ορκογωνικισ διατομισ και κατζλθξε ςτο αξιοςθμείωτο ςυμπζραςμα ότι το ειδικό βάροσ 

τουσ και ο λόγοσ αναλογίασ των πλευρϊν τουσ ςυνιςτοφν ςθμαντικζσ παραμζτρουσ τθσ 

υδροςτατικισ ευςτάκειασ.  Επιπλζον, ανακάλυψε ότι ςε ςυγκεκριμζνα εφρθ του λόγου των 

ειδικϊν βαρϊν ςτερεοφ – ρευςτοφ, τα δεδομζνα ςυμμετρικά ςτερεά δφνανται να 

επιπλεφςουν ςε αςφμμετρεσ κζςεισ ευςτακοφσ ιςορροπίασ. Αυτι θ ανακάλυψθ δεν ιταν 

ουςιαςτικά καινοφρια, κακϊσ ο Αρχιμιδθσ είχε ιδθ επιςθμάνει ότι ζνα ςυμμετρικό ςϊμα 

μπορεί να επιπλεφςει ευςτακϊσ ςε κζςθ ιςορροπίασ ανεξάρτθτθ από τθ ςυμμετρία του. 

Παρ’ όλα αυτά, ο Huygens δεν ζφταςε ςε πλιρθ επίλυςθ του προβλιματοσ των 

ορκογωνικϊν πριςμάτων, κακϊσ δεν προςδιόριςε τθν φπαρξθ ευςτακοφσ κζςθσ 

ιςορροπίασ ςτθν κατάςταςθ κατά τθν οποία μία ι τρεισ γωνίεσ είναι βυκιςμζνεσ, αλλά 

περιορίςτθκε ςτθν περίπτωςθ των δφο βυκιςμζνων γωνιϊν. Για τθν περίπτωςθ των δφο 

βυκιςμζνων γωνιϊν, παρατιρθςε ότι το ορκογωνικό πρίςμα είναι ευςτακζσ για ζνα μικρό 

μόνο εφροσ του λόγου των ειδικϊν βαρϊν ςτερεοφ-ρευςτοφ. 

Το 1908, ο Korteweg[2], ζχοντασ εντοπίςει το κενό ςτθ μελζτθ του Huygens, ολοκλιρωςε 

τθ λφςθ του προβλιματοσ, καταςκευάηοντασ ζνα διάγραμμα με άξονεσ το λόγο των 

ειδικϊν βαρϊν ςτερεοφ-ρευςτοφ και το λόγο των πλευρϊν του ορκογωνίου, ςτο οποίο 

αναπαράςτθςε όλεσ τισ καμπφλεσ που ορίηουν τισ περιοχζσ των διαφορετικϊν κζςεων 

ευςτακοφσ ιςορροπίασ. Στο κάτω μζροσ του διαγράμματοσ, αναγράφονται και οι ςχζςεισ 

που εκφράηουν τισ καμπφλεσ αυτζσ. Στο διάγραμμα, ο οριηόντιοσ άξονασ αντιςτοιχεί ςτισ 
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τιμζσ του λόγου των ειδικϊν βαρϊν ςτερεοφ-ρευςτοφ, με εφροσ τιμϊν από 0 μζχρι 1, και ο 

κατακόρυφοσ άξονασ αντιςτοιχεί ςτισ τιμζσ του λόγου των πλευρϊν του ορκογωνίου, με 

εφροσ τιμϊν, επίςθσ, από 0 μζχρι 1.  

Προσ παρόμοια κατεφκυνςθ κινικθκαν και οι Erdos, Schibler και Herdon, οι οποίοι 

μελζτθςαν ενεργειακά τθν ευςτάκεια των ςυμμετρικϊν πριςμάτων τθσ τετραγωνικισ και 

τριγωνικισ διατομισ, καταςκευάηοντασ τα διαγράμματα τθσ εγκάρςιασ γωνίασ ιςορροπίασ 

ςυναρτιςει του λόγου ειδικϊν βαρϊν ςτερεοφ – ρευςτοφ. Η μελζτθ τουσ δθμοςιεφτθκε το 

1992 με τίτλο «Floating equilibrium of symmetrical objects and the breaking of 

symmetry.Part 1: Prisms»[1] ςτθν επιςτθμονικι εφθμερίδα «American Journal of Physics». 

Στο δεφτερο μζροσ τθσ μελζτθσ τουσ «Floating equilibrium of symmetrical objects and the 

breaking of symmetry.Part 2: The cube, the octahedron, and the tetrahedron»[6], 

αςχολοφνται με τθν αναηιτθςθ κζςεων ιςορροπίασ τριςδιάςτατων ςυμμετρικϊν ςτερεϊν 

(κφβοσ, τετράεδρο, οκτάεδρο), αξιοποιϊντασ τθν ζννοια τθσ επιφάνειασ άντωςθσ. 

Μζςα από τθν εργαςία των Erdos, Schibler και Herdon, ζχει αποδειχκεί ότι θ ενεργειακι 

μζκοδοσ μπορεί να εφαρμοςτεί αποτελεςματικά ςτθ διερεφνθςθ των κζςεων ιςορροπίασ 

των επιπλεόντων ςωμάτων και αποτελεί, επομζνωσ,  εναλλακτικό τρόπο τθσ εξζταςθσ τθσ 

ςτατικισ τουσ ευςτάκειασ. Ωςτόςο, θ ςυγκεκριμζνθ μζκοδοσ δεν τράβθξε ποτζ το 

ενδιαφζρον τθσ ναυπθγικισ κοινότθτασ και για τουσ υπολογιςμοφσ ευςτάκειασ πλοίων 

εδραιϊκθκε θ χριςθ τθσ πλζον διαδεδομζνθσ μεκόδου που βαςίηεται ςτον υπολογιςμό 

του μετακεντρικοφ φψουσ. 

Η κεμελιϊδθσ, για τθν ευςτάκεια του πλοίου, μζκοδοσ του μετακεντρικοφ φψουσ 

ξεκίνθςε να ςχθματίηεται ςτισ αρχζσ του 17ου αιϊνα, όταν ο Ολλανδόσ επιςτιμονασ Simon 

Stevin[3] (1548-1620) αναβίωςε τθ μελζτθ τθσ υδροςτατικισ και τθν εφάρμοςε ςτα πλοία. 

Μζςα από το ζργο του «De Beghinselen des Waterwichts», το οποίο εκδόκθκε ςτθ Δανία το 

1586, ειςάγει τθν ιδζα τθσ «υδροςτατικισ πίεςθσ» κακϊσ και τα ςτοιχειϊδθ τθσ ζννοιασ 

του μετακζντρου. Ιδιαίτερα ςθμαντικι ιταν θ παρατιρθςι του, ότι το κζντρο άνωςθσ τθσ 

βυκιςμζνθσ γάςτρασ και το κζντρο βάρουσ πρζπει να βρίςκονται επί τθσ ίδιασ κακζτου. 

Ωςτόςο, ο Stevin κεωροφςε ότι για εξαςφάλιςθ ευςτάκειασ, το κζντρο βάρουσ πρζπει να 

βρίςκεται πάντα χαμθλότερα από το κζντρο άνωςθσ. 

Στθ ςυνζχεια, ο Γάλλοσ μακθματικόσ Paul Hoste[3] επιδίωξε να εξετάςει από μακθματικι 

ςκοπιά το πρόβλθμα τθσ ευςτάκειασ πλοίου, ςυνκζτοντασ το ζργο του «Theorie de la 

construction des vaisseaux (Theory of the Construction of Vessels)» το 1697. Αντικζτωσ από 

τον Stevin, ο Hoste παρατιρθςε ότι το κζντρο βάρουσ ενόσ πλοίου κα μποροφςε να 

βρίςκεται ψθλότερα από το κζντρο άνωςθσ. Παρ’ όλα αυτά, ςτο ζργο του διακρίνονται 
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διάφορα λάκθ, ζνα εκ των οποίων ιταν ο ιςχυριςμόσ του ότι  θ ανφψωςθ του κζντρου 

βάρουσ βελτιϊνει τθν ευςτάκεια ενόσ πλοίου, δθλαδι κεωροφςε ότι θ ευςτάκεια είναι 

ανάλογθ τθσ απόςταςθσ μεταξφ κζντρου βάρουσ και άνωςθσ. 

Στα μζςα του 18ου αιϊνα, θ μελζτθ τθσ ευςτάκειασ πλοίου ςυνεχίςτθκε από τουσ Pierre 

Bouguer [3] (1698-1758) και Leonhard Euler[3] (1707-1783), οι οποίοι δθμοςίευςαν δφο πολφ 

ςθμαντικζσ εργαςίεσ. Συγκεκριμζνα, θ «Traité du navire (Treatise of the ship)» 

δθμοςιεφτθκε το 1746 από τον Γάλλο επιςτιμονα Bouguer, και λίγο αργότερα, το 1749, 

δθμοςιεφτθκε θ εργαςία «Scientia Navalis (Naval Science)» του Euler από τθν Ακαδθμία τθσ 

Αγίασ Πετροφπολθσ. Οι παραπάνω εργαςίεσ διαδραμάτιςαν κακοριςτικό ρόλο ςτο κζμα 

τθσ ευςτάκειασ, κακϊσ  μζςα από αυτζσ κακιερϊκθκαν οι αρχζσ τθσ ςφγχρονθσ ευςτάκειασ 

πλοίου. 

Ο Bouguer[3] ςτο ζργο του ειςάγει τθν ζννοια του μετακζντρου, το οποίο ορίηει ωσ τθν 

τομι των δυνάμεων άνωςθσ ςτθν όρκια και ςε κάποια κεκλιμζνθ (εγκάρςια) κζςθ του 

πλοίου και εξθγεί γεωμετρικά γιατί επζλεξε το μετάκεντρο ωσ αρχικό κριτιριο ευςτάκειασ. 

Εξθγεί, επίςθσ, ότι ανάλογα με τθ κζςθ του κζντρου βάρουσ του πλοίου ςε ςχζςθ με το 

μετάκεντρο, το ηεφγοσ δυνάμεων βάρουσ – άνωςθσ τείνει να ανατρζψει ι να επαναφζρει 

το πλοίο ςτθν οριηόντια (όρκια) κζςθ. Με άλλα λόγια, ο Bouguer τονίηει τθ ςθμαντικότθτα 

του μετακζντρου, εξθγϊντασ ότι περιορίηει τθν κακ’ φψοσ κζςθ του κζντρου βάρουσ, 

κακιςτϊντασ το πλοίο ευςτακζσ. Στθν πραγματικότθτα, δεν χρθςιμοποιεί τουσ όρουσ 

«ευςτακισ» ι «αςτακισ», αλλά αναφζρει αντίςτοιχα το κζντρο βάρουσ κάτωκεν ι άνωκεν 

του μετακζντρου. Στθ ςυνζχεια, ο Bouguer κακιζρωςε τθν ζννοια του μετακεντρικοφ 

φψουσ   ̅̅̅̅̅, δθλαδι τθν απόςταςθ του μετακζντρου από το κζντρο βάρουσ, ωσ το μζτρο 

ευςτάκειασ ενόσ πλοίου και περιζγραψε πϊσ μπορεί να υπολογιςτεί χρθςιμοποιϊντασ το 

πείραμα ευςτάκειασ, ςτθριηόμενοσ ςτθν αρχικι ιδζα του Hoste. Ακόμθ, κατάφερε να 

προςδιορίςει τθν απόςταςθ του κζντρου άνωςθσ από το μετάκεντρο (μετακεντρικι ακτίνα 

  ̅̅ ̅̅̅), ωσ το λόγο τθσ ροπισ τθσ ιςάλου επιφανείασ περί τον διαμικθ άξονα  ςυμμετρίασ 

προσ το βυκιςμζνο όγκο του πλοίου, δθλαδι   ̅̅ ̅̅̅  
  

 
. Επομζνωσ, το μετακεντρικό φψοσ 

μποροφςε πλζον να υπολογιςτεί γνωρίηοντασ τθ κζςθ του κζντρου βάρουσ και τθ 

γεωμετρία τθσ γάςτρασ από τθν ςχζςθ   ̅̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅̅     ̅̅ ̅̅ .  

Από τθν άλλθ, ο Euler[3] κατά τθ μελζτθ του εςτίαςε ςτθν ζννοια τθσ ροπισ επαναφοράσ, 

ςυνεχίηοντασ το ζργο του Bernoulli, και διαπίςτωςε ότι ςυνιςτά το κρίςιμο μζγεκοσ για τθν 

φπαρξθ ευςτάκειασ. Επαλικευςε το γεγονόσ ότι για τισ κζςεισ ιςορροπίασ ενόσ ελεφκερα 

επιπλζοντοσ ςϊματοσ οι δυνάμεισ βάρουσ και άνωςθσ πρζπει να επενεργοφν ςτθν ίδια 

κατακόρυφθ ευκεία και να είναι ίςεσ ςε μζτρο και αντίκετεσ ςε κατεφκυνςθ. Στθ ςυνζχεια, 
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εξζταςε τισ αποκρίςεισ ενόσ επιπλζοντοσ ςϊματοσ για απειροςτζσ διαταραχζσ από τθν 

όρκια κζςθ ιςορροπίασ του και ζκεςε το κριτιριο ευςτάκειασ ωσ εξισ: «Η ευςτάκεια ενόσ 

επιπλζοντοσ ςϊματοσ ςτθ κζςθ ιςορροπίασ κα πρζπει να εκτιμθκεί από τθν ροπι 

επαναφοράσ, αν το ςϊμα αποκλίνει από τθ κζςθ ιςορροπίασ κατά μια απειροςτι γωνία»[3]. 

Ο Euler επεξιγθςε τθν αρχι αυτι, διακρίνοντασ τισ περιπτϊςεισ αςτακοφσ, ουδζτερθσ και 

ευςτακοφσ ιςορροπίασ, και τόνιςε τθ ςθμαςία του υπολογιςμοφ τθσ ευςτάκειασ μζςω τθσ 

ροπισ επαναφοράσ, κακϊσ δεν αρκεί ζνα πλοίο να είναι αρχικά ευςτακζσ αλλά κα πρζπει 

και να επανζρχεται ςτθν αρχικι κζςθ ιςορροπίασ του ςε περιπτϊςεισ διαταραχϊν. Τζλοσ, 

υπολόγιςε τθ ροπι επαναφοράσ για απειροςτι κλίςθ διςδιάςτατθσ διατομισ, με τθ 

μζκοδο υπολογιςμοφ ςφθνϊν βυκιηόμενου και αναδυόμενου όγκου. 

Επεκτείνοντασ το ζργο των Euler και Bouguer, ο Άγγλοσ μακθματικόσ George Atwood[3] 

(1745-1807) και ο Γάλλοσ Vial Du Clairbois[3] (1733-1816) εξζταςαν τθν εγκάρςια κλίςθ 

πλοίων ςε μεγάλεσ γωνίεσ ςτροφισ, δθμοςιεφοντασ δφο εργαςίεσ το 1796 και το 1798. Στθ 

δεφτερθ εργαςία τουσ, παρουςίαςαν αρικμθτικι ανάλυςθ των ροπϊν επαναφοράσ πλοίου 

ςε ζνα εφροσ γωνιϊν ςτροφισ, ειςιγαγαν τον όρο   ̅̅ ̅̅  για  το μοχλοβραχίονα επαναφοράσ 

και παρατιρθςαν ότι θ αρχικι ευςτάκεια από μόνθ τθσ είναι ανεπαρκισ ωσ μζτρο 

ευςτάκειασ. Στισ αρχζσ του 19ου αιϊνα, διάφοροι ερευνθτζσ επιδίωξαν να μελετιςουν τθν 

ευςτάκεια πλοίου, με ιδιαίτερα χαρακτθριςτικι τθν προςπάκεια του Γάλλου Charles 

Dupin[2] (1784-1873). 

Ολοκλθρϊνοντασ, παρατθρείται ότι μζχρι τισ αρχζσ του 20οφ αιϊνα, οι ερευνθτζσ 

επικεντρϊκθκαν μζςα από τα ζργα τουσ ςτθν εξζταςθ ειδικότερα τθσ ευςτάκειασ πλοίου, 

παραμερίηοντασ τθ μελζτθ ευςτάκειασ των πιο απλϊν γεωμετρικϊν ςωμάτων. Όμωσ, το 

πρόβλθμα τθσ ευςτάκειασ απλϊν ςτερεϊν επαναφζρκθκε ςτο επιςτθμονικό προςκινιο, 

όταν ο Korteweg δθμοςίευςε το 1908 τθν αδθμοςίευτθ μζχρι τότε εργαςία του Huygens και 

οδιγθςε ςτθ δθμοςίευςθ τθσ μελζτθσ τθσ ευςτάκειασ ςυμμετρικϊν πριςμάτων από τουσ 

Erdos, Schibler και Herdon με βάςθ τθν ενεργειακι μζκοδο, ςτθν οποία κα εςτιάςει θ 

ςυγκεκριμζνθ διπλωματικι εργαςία. Θα μποροφςε, λοιπόν, κανείσ να αναρωτθκεί γιατί θ 

ενεργειακι προςζγγιςθ εξζταςθσ τθσ ευςτάκειασ δεν χρθςιμοποιικθκε ςτουσ 

υπολογιςμοφσ ευςτάκειασ πλοίων, παρόλο που είναι προγενζςτερθ τθσ μεκόδου του 

μετακεντρικοφ φψουσ. 
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3. τόχοι 

 

Απϊτεροσ ςτόχοσ για τθν εκπόνθςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ διπλωματικισ εργαςίασ, είναι θ 

διερεφνθςθ αν θ ενεργειακι μζκοδοσ κα μποροφςε να εφαρμοςτεί ωσ μζκοδοσ εξζταςθσ 

τθσ ευςτάκειασ πλοίου και θ ςφγκριςι τθσ με τθν επικρατζςτερθ μζχρι ςιμερα μζκοδο, 

που βαςίηεται ςτον υπολογιςμό του μετακεντρικοφ φψουσ. Άλλοι βαςικοί ςτόχοι που 

οδιγθςαν ςτθ ςυγγραφι τθσ εργαςίασ αυτισ, είναι: 

 Η πλιρθσ κατανόθςθ του τρόπου εφαρμογισ τθσ ενεργειακισ μεκόδου για τθ μελζτθ 

τθσ ςτατικισ ευςτάκειασ ενόσ επιπλζοντοσ ςτερεοφ. 

 H μελζτθ τθσ ευςτάκειασ οριςμζνων επιμθκϊν πριςμάτων και θ διερεφνθςθ των 

κζςεων ιςορροπίασ τουσ εφαρμόηοντασ τθν ενεργειακι μζκοδο. 

 Η μελζτθ τθσ επίδραςθσ των διαφόρων παραμζτρων του προβλιματοσ ςτα 

χαρακτθριςτικά ευςτάκειασ των επιπλεόντων πριςμάτων. 

 Η εξοικείωςθ με το πολφτιμο, για τθν διεκπεραίωςθ του υπολογιςτικοφ κομματιοφ τθσ 

εργαςίασ, πρόγραμμα Mathematica. 
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4. Περιγραφό τησ Ενεργειακόσ Μεθόδου 

 

Ασ υποκζςουμε ότι ζνα ςϊμα με ειδικό βάροσ μικρότερο από το ειδικό βάροσ ενόσ 

ρευςτοφ, αφινεται ςτθν επιφάνεια του ρευςτοφ αυτοφ. Λόγω τθσ μερικισ βφκιςθσ του 

ςϊματοσ, εκτοπίηεται όγκοσ ρευςτοφ, ο οποίοσ ανυψϊνεται ςτθν επιφάνεια. Θεωρείται ότι 

θ ζκταςθ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ του ρευςτοφ είναι πολφ μεγαλφτερθ από το μζγεκοσ 

του ςϊματοσ, και ζτςι όταν αυτό βυκίηεται ςτο ρευςτό, θ ανφψωςθ τθσ ελεφκερθσ 

επιφάνειασ δεν γίνεται αντιλθπτι. Η δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ που αποτελείται 

από το ςτερεό ςϊμα και το εκτοπιηόμενο ρευςτό, αυξάνεται λόγω τθσ ενζργειασ που 

αποκτάται από τθ μεταφορά του υγροφ ςτθν επιφάνεια. Η αφξθςθ αυτι ςτθ δυναμικι 

ενζργεια εξαρτάται από τον όγκο του εκτοπιηόμενου υγροφ, αλλά και από τθν γεωμετρία 

και τον προςανατολιςμό του όγκου που καταλάμβανε το εκτοπιςμζνο ρευςτό (ι 

διαφορετικά του βυκιςμζνου όγκου του ςϊματοσ), εφόςον το κζντρο βάρουσ του δεν 

διατθρείται ςτακερό ςτισ διάφορεσ κεκλιμζνεσ κζςεισ του ςϊματοσ.  

Για τθν περιγραφι τθσ ενεργειακισ μεκόδου, κα εξεταςκεί θ βφκιςθ ενόσ πρίςματοσ με 

τετραγωνικι διατομι ςτο ρευςτό, εκφράηοντασ τθ δυναμικι ενζργεια του ςυνολικοφ 

ςυςτιματοσ, δθλαδι του ςυςτιματοσ ςτερεοφ ςϊματοσ και εκτοπιηόμενου ρευςτοφ, 

ςυναρτιςει οριςμζνων μεταβλθτϊν. Στο ςθμείο αυτό πρζπει να αναφερκεί ότι το 

εξεταηόμενο πρίςμα κεωρείται τόςο μακρφ, που επιπλζει διατθρϊντασ το διαμικθ άξονά 

του ςυνεχϊσ παράλλθλο με τθν επιφάνεια του ρευςτοφ. Αυτι θ παραδοχι μειϊνει τουσ 

βακμοφσ ελευκερίασ ςε δφο, δθλαδι το επιπλζον ςϊμα είναι ςε κζςθ να εκτελεί μόνο 

εγκάρςια ςτροφι (roll) και παράλλθλθ βφκιςθ (heave). 
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Στο πιο πάνω ςχιμα, παρουςιάηεται μια εγκάρςια τομι ενόσ επιπλζοντοσ πρίςματοσ 

τετραγωνικισ διατομισ με τα ακόλουκα χαρακτθριςτικά: 

 x: ο άξονασ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ του ρευςτοφ 

 O: το κζντρο βάρουσ του ςϊματοσ 

 Oα: το κζντρο βάρουσ του μθ βυκιςμζνου τμιματοσ 

 Oc: το κζντρο βάρουσ του βυκιςμζνου τμιματοσ 

 zα: θ τεταγμζνθ του κζντρου βάρουσ του μθ βυκιςμζνου τμιματοσ 

 zc: θ τεταγμζνθ του κζντρου βάρουσ του βυκιςμζνου τμιματοσ 

 y: θ τεταγμζνθ του κζντρου βάρουσ του ςϊματοσ 

 ρ1: πυκνότθτα του ςτερεοφ 

 ρο: πυκνότθτα του ρευςτοφ 

 r = ρ1/ρο : λόγοσ πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ  

 V: ο όγκοσ του ςϊματοσ 

 Vα: ο όγκοσ του ςϊματοσ πάνω από τθν επιφάνεια του ρευςτοφ 

 Vc: ο όγκοσ του ςϊματοσ κάτω από τθν επιφάνεια του ρευςτοφ 

 α: γωνία ςτροφισ του ςτερεοφ 

Σχιμα 1: Εγκάρςια διατομι εξεταηόμενου πρίςματοσ 
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Αρχικά, γίνεται θ παραδοχι ότι το επίπεδο μθδενικισ δυναμικισ ενζργειασ του 

ςυςτιματοσ ςτερεοφ – ρευςτοφ ταυτίηεται με το επίπεδο τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ του 

ρευςτοφ. Η δυναμικι ενζργεια    του επιπλζοντοσ ςτερεοφ εκφράηεται ωσ εξισ: 

                                                                                                                                           (4.1) 

Η δυναμικι ενζργεια    του εκτοπιηόμενου ρευςτοφ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                                                                                                                                        (4.2) 

Η διαφορά ςτο πρόςθμο μεταξφ των ενεργειϊν    και    εξθγείται από το γεγονόσ ότι 

όταν το ςτερεό τοποκετείται ςτο ρευςτό, το κζντρο βάρουσ του μετατοπίηεται από το 0 ςτο 

y, ενϊ το κζντρο βάρουσ του εκτοπιηόμενου ρευςτοφ μετατοπίηεται από το    ςτο 0. 

Η ςυνολικι δυναμικι ενζργεια προκφπτει προςκζτοντασ τισ ςχζςεισ (4.1) και (4.2) και 

κζτοντασ         : 

                                                                                                                  (4.3) 

Οι μεταβλθτζσ που κακορίηουν τθ κζςθ και τον προςανατολιςμό του επιπλζοντοσ 

ςϊματοσ είναι θ απόςταςθ y (απόςταςθ του κζντρου βάρουσ του ςϊματοσ από τθν 

ελεφκερθ επιφάνεια του ρευςτοφ) και θ γωνία α, θ οποία όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 1 είναι 

θ γωνία μεταξφ τθσ κατακόρυφου που περνάει από το διαμικθ άξονα του πρίςματοσ και 

του άξονα ςυμμετρίασ του. Η ςυνολικι δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ αποτελεί 

ςυνάρτθςθ του y αλλά και τθσ μεταβλθτισ α. 

Γενικά, θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ ςτισ διάφορεσ κζςεισ του πρίςματοσ 

εξετάηεται για τθν εφρεςθ των ενδεχόμενων κζςεων ιςορροπίασ του. Πιο ςυγκεκριμζνα, θ 

ςυνκικθ για να υπάρχει κζςθ ιςορροπίασ, είναι θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ να 

παρουςιάηει τοπικό ακρότατο για ςυγκεκριμζνεσ τιμζσ των μεταβλθτϊν y και α. Δθλαδι, 

πρζπει να ιςχφουν οι ςχζςεισ: 

                                                                        
       

  
                                                             (4.4α) 

                                                                          
       

  
                                                           (4.4β) 

Η πρϊτθ ςυνκικθ ιςορροπίασ, προκφπτει από τθν γνωςτι Αρχι του Αρχιμιδθ, θ οποία 

απαιτεί το ςυνολικό βάροσ του επιπλζοντοσ ςτερεοφ      να ιςοφται με το βάροσ του 

εκτοπιηόμενου ρευςτοφ       και επομζνωσ, ιςχφει θ ςχζςθ      . Όταν ο βυκιςμζνοσ 
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όγκοσ του ςϊματοσ δεν περιγράφεται εφκολα και κατά ςυνζπεια κακίςταται δφςκολοσ ο 

υπολογιςμόσ του, θ παραπάνω ςυνκικθ λαμβάνει τθν ζκφραςθ τθσ ςχζςθσ (4.4α). 

Η δεφτερθ ςυνκικθ ιςορροπίασ (4.4β), προκφπτει από τθν προχπόκεςθ ότι ο διαμικθσ 

άξονασ του πρίςματοσ διατθρείται ςυνεχϊσ παράλλθλοσ με τθν επιφάνεια του ρευςτοφ 

(εφόςον το πρίςμα που εξετάηεται κεωρείται ότι ζχει πολφ μεγάλο μικοσ), και ζτςι το 

πρίςμα χαρακτθρίηεται από δφο βακμοφσ ελευκερίασ. 

Εφόςον ζχουν προςδιοριςκεί τα τοπικά ακρότατα τθσ δυναμικισ ενζργειασ του 

ςυςτιματοσ ςτερεοφ – ρευςτοφ, γίνεται ζλεγχοσ ωσ προσ τθν ευςτάκειά τουσ. Όπωσ ζχει 

αναφερκεί και ςε προθγοφμενο κεφάλαιο, ευςτακείσ χαρακτθρίηονται οι κζςεισ 

ιςορροπίασ για τισ οποίεσ θ ςυνολικι δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ 

ελαχιςτοποιείται. Αυτό ςθμαίνει ότι θ κζςθ ελάχιςτθσ δυναμικισ ενζργειασ αποτελεί 

ευςτακι κζςθ ιςορροπίασ, όμωσ, κα πρζπει να εξεταςτεί και αν κάποια άλλθ κζςθ 

μεγαλφτερθσ δυναμικισ ενζργειασ είναι επίςθσ ευςτακισ.  

Γενικότερα, αν τα              εκφράηουν τισ μεταβλθτζσ του προβλιματοσ από τισ 

οποίεσ εξαρτάται θ δυναμικι ενζργεια   και οι ςυνκικεσ ιςορροπίασ 
  

   
              

κακορίηουν μία ςειρά τιμϊν ιςορροπίασ των μεταβλθτϊν, τότε θ ιςορροπία είναι ευςτακισ 

αν για κάκε μικρι μεταβολι               των μεταβλθτϊν του προβλιματοσ, θ 

ενζργεια αυξάνεται, δθλαδι ιςχφει θ ακόλουκθ ςχζςθ: 

                                           ∑ ∑  
   

      
   

 
   

 
                                                      (4.5) 

Η πιο πάνω ανιςότθτα ικανοποιείται μόνο όταν όλεσ οι ιδιοτιμζσ του Εςςιανοφ πίνακα 

             είναι κετικζσ. Συνεπϊσ, ςτο διδιάςτατο πρόβλθμα ευςτάκειασ του 

εξεταηόμενου πρίςματοσ, θ ιςορροπία χαρακτθρίηεται ευςτακισ όταν ιςχφει μία από τισ 

ακόλουκεσ ςυνκικεσ:  

 οι ιδιοτιμζσ του Εςςιανοφ πίνακα (

   

   

   

    

   

    

   

   

) είναι κετικζσ                                  (4.6) 

 
   

   

   

     
   

    
         και ταυτόχρονα      

   

                                                        (4.7α) 

 
   

   

   

     
   

    
         και ταυτόχρονα      

   

                                                        (4.7β) 
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Μζςα από τθν ςχζςθ (4.3), παρατθρείται ότι θ ςυνολικι δυναμικι ενζργεια ςτισ 

διάφορεσ περιπτϊςεισ κζςεων του ςϊματοσ εξαρτάται από τουσ όρουσ πυκνοτιτων ρ1 και 

ρο αποκλειςτικά μζςω του όρου r. Ζτςι, για να απλοποιθκοφν οι εκφράςεισ τθσ ενζργειασ 

που κα προκφψουν ςτθ ςυνζχεια, κα ειςαχκεί το ειδικό μζγεκοσ: 

                                                                          
 

   
                                                                    (4.8) 

Άρα θ ςχζςθ (4.3) γράφεται ωσ ακολοφκωσ: 

                                                                                                                                       (4.9) 
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5. Εφαρμογϋσ 

 

5.1 Γενικϊ 

 

Στα κεφάλαια που ακολουκοφν, κα παρουςιαςτεί αναλυτικά θ διερεφνθςθ τθσ 

ευςτάκειασ οριςμζνων πριςμάτων, χρθςιμοποιϊντασ τθν ενεργειακι μζκοδο. 

Συγκεκριμζνα, θ ενεργειακι προςζγγιςθ εξζταςθσ τθσ ευςτάκειασ κα εφαρμοςτεί ςε 

πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ και ςε θμικυκλικό κφλινδρο, χρθςιμοποιϊντασ αναλυτικοφσ 

υπολογιςμοφσ. Στθ ςυνζχεια, θ εξζταςθ ευςτάκειασ των ςτερεϊν αυτϊν κα αντιμετωπιςτεί 

αρικμθτικά και, τζλοσ, θ ενεργειακι μζκοδοσ κα εφαρμοςτεί ςε φορτθγίδα. Σε όλεσ τισ 

περιπτϊςεισ που αναφζρκθκαν, κα ακολουκθκεί θ  μεκοδολογία τθσ ενεργειακισ 

μεκόδου, όπωσ περιγράφτθκε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο τθσ ςυγκεκριμζνθσ 

διπλωματικισ εργαςίασ.  

Αρχικά, ςε πρϊτο ςτάδιο, κα πρζπει να εκφραςτεί θ γενικι ςχζςθ τθσ δυναμικισ 

ενζργειασ του ςυςτιματοσ ςτερεοφ ςϊματοσ – εκτοπιηόμενου ρευςτοφ για τθν περίπτωςθ 

του εξεταηόμενου πρίςματοσ,  ςφμφωνα με τθν ςχζςθ (4.9) του προθγοφμενου κεφαλαίου, 

θ οποία παρατίκεται και ακολοφκωσ: 

                                                                                                                                       (5.1) 

Όπωσ παρατθρείται και από τθν ςχζςθ (5.1), θ ζκφραςθ τθσ δυναμικι ενζργειασ 

προαπαιτεί τον υπολογιςμό τθσ ποςότθτασ     , ωσ ςυνάρτθςθ των μεταβλθτϊν y 

(απόςταςθ του κζντρου βάρουσ του ςϊματοσ από τθν ελεφκερθ επιφάνεια του ρευςτοφ) 

και α (γωνία εγκάρςιασ ςτροφισ πρίςματοσ). Η ποςότθτα      αποτελεί τθ ροπι του 

βυκιςμζνου όγκου του ςϊματοσ ωσ προσ τθν ελεφκερθ επιφάνεια του ρευςτοφ και δίνεται 

από τθν ακόλουκθ ςχζςθ:  

                                                                  ∫          
 

  
                                                       (5.2) 

όπου    είναι θ τεταγμζνθ του χαμθλότερου ςθμείου του βυκιςμζνου όγκου    και      

θ επιφάνεια τθσ οριηόντιασ τομισ του ςτερεοφ με τεταγμζνθ  .  

Στο ςθμείο αυτό, πρζπει να αναφερκεί ότι θ ενεργειακι ανάλυςθ κα πραγματοποιθκεί 

ςτο πλαίςιο τθσ διδιάςτατθσ κεωρίασ, δθλαδι οι όγκοι ςτισ ςχζςεισ τθσ δυναμικισ 
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ενζργειασ κα αντικακίςτανται από τα εμβαδά των αντίςτοιχων διατομϊν, εφόςον το μικοσ 

του πρίςματοσ κεωρείται άπειρο. Η απαλοιφι του μικουσ από τισ ενεργειακζσ ςχζςεισ 

μπορεί διαφορετικά να ερμθνευκεί από το γεγονόσ ότι υπολογίηεται ουςιαςτικά θ 

ενζργεια ανά μονάδα μικουσ του πρίςματοσ.  

 

5.2 Πρύςμα τετραγωνικόσ διατομόσ 

 

Η εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου πραγματοποιείται, αρχικά, ςε ομογενζσ πρίςμα 

τετραγωνικισ διατομισ με πλευρά ίςθ με 1 και ακολουκείται θ διαδικαςία υπολογιςμϊν 

ςφμφωνα με τθν εργαςία των Erdos, Schibler και Herdon[1]. Πρϊτο ςτάδιο, αποτελεί ο 

προςδιοριςμόσ τθσ δυναμικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ, θ οποία λαμβάνει διαφορετικζσ 

εκφράςεισ ανάλογα με τισ γωνίεσ τθσ τετραγωνικισ διατομισ του πρίςματοσ που είναι 

βυκιςμζνεσ. Λόγω τθσ ςυμμετρίασ τθσ τετραγωνικισ διατομισ ωσ προσ και τουσ δφο 

άξονεσ, θ ενεργειακι ανάλυςθ δεν χρειάηεται να πραγματοποιθκεί για μία πλιρθ εγκάρςια 

περιςτροφι, αλλά το εφροσ τθσ γωνιάσ   κα περιοριςτεί ςτο διάςτθμα        . 

5.2.1 Τπολογιςμόσ ροπόσ βυθιςμϋνου όγκου  

Η εφρεςθ τθσ αναλυτικισ ζκφραςθσ τθσ ενζργειασ εξαρτάται από τον υπολογιςμό τθσ 

ροπισ του βυκιςμζνου όγκου     . Δεδομζνου ότι θ ποςότθτα      κα υπολογιςτεί ωσ 

ςυνάρτθςθ των μεταβλθτϊν y και α, χρειάηεται να παρατεκεί αναλυτικά θ γεωμετρία του 

πρίςματοσ και να προςδιοριςτοφν οι γεωμετρικζσ ςχζςεισ που περιγράφουν τθν ποςότθτα 

     για τθν κάκε περίπτωςθ βφκιςθσ.  

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 2: Εγκάρςια διατομι πρίςματοσ για δφο γωνίεσ (Α και Β) βυκιςμζνεσ 
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Στο Σχιμα 2 παρουςιάηεται θ τετραγωνικι διατομι ABCD με πλευρά 1 του εξεταηόμενου 

πρίςματοσ. Το κζντρο του τετραγϊνου ABCD ζχει ςυντεταγμζνεσ Ο: (0, y). Αν ο άξονασ 

ςυμμετρίασ που διχοτομεί τισ πλευρζσ AB και CD ςχθματίηει γωνιά α με τον κατακόρυφο 

άξονα y, τότε οι ςυντεταγμζνεσ (xA, yA), (xB, yB), ( xC, yC) και (xD, yD) των γωνιϊν του 

τετραγϊνου είναι οι εξισ:  

 Α:   
 

 
     

 

 
      

 

 
     

 

 
        

 B:    
 

 
     

 

 
      

 

 
     

 

 
        

 C:    
 

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 
        

 D:   
 

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 
                                                          (5.3) 

Οι ςυντεταγμζνεσ αυτζσ προζκυψαν ωσ ο αφφινικόσ μεταςχθματιςμόσ (ςτροφι και 

μεταφορά) των αρχικϊν ςυντεταγμζνων των γωνιϊν του τετραγϊνου ςτθν όρκια κζςθ 

ιςορροπίασ. Σθμειϊνεται ότι το πρίςμα ςτρζφεται δεξιόςτροφα με μθτρϊο ςτροφισ:  

                                                               *
        
         

+                                                             (5.4) 

Ο υπολογιςμόσ των ςυντεταγμζνων των γωνιϊν τθσ διατομισ για γωνία ςτροφισ α ιταν 

απαραίτθτοσ, εφόςον αυτζσ κα κακορίςουν τισ διάφορεσ περιοχζσ ολοκλιρωςθσ για τον 

αναλυτικό υπολογιςμό του     .  

Αν κεωρθκεί ότι υπάρχει ευκφγραμμο τμιμα με μικοσ ξ εντόσ του τετραγϊνου ABCD, 

παράλλθλο ςτον άξονα x και ςε απόςταςθ θ κάτω από αυτόν, τότε θ ροπι      του 

βυκιςμζνου τμιματοσ κα είναι: 

                                         ∫      
 

  
                                                                                     

                                              

{
  
 

  
 

∫        ∫                                                          

 

  

  

  

∫      

 

  

                                                                             

 

όπου οι αποςτάςεισ          και          ορίηονται γεωμετρικά ωσ εξισ: 

                                                               
      

         
                                                            (5.7)                                                                                       
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                                                                (5.8) 

Οι ςχζςεισ (5.5) και (5.6) καλφπτουν τισ περιπτϊςεισ των δφο και τθσ μίασ βυκιςμζνθσ 

γωνίασ. Στθν τελευταία περίπτωςθ, κατά τθν οποία είναι βυκιςμζνεσ οι τρεισ γωνίεσ (Α,B 

και D) τθσ διατομισ, υπολογίηεται θ ροπι του μθ βυκιςμζνου τμιματοσ     , ςφμφωνα με 

τθν ςχζςθ: 

                                                                    ∫      
  

 
                                                         (5.9) 

                                                              όπου     
      

         
                                                     (5.10) 

και ακολοφκωσ υπολογίηεται θ ροπι του βυκιςμζνου τμιματοσ      από τθν ςχζςθ: 

                                                                                                                                 (5.11) 

Εφόςον ζχουν προςδιοριςτεί οι ςχζςεισ τθσ ποςότθτασ       μποροφν πλζον να 

υπολογιςτοφν οι αναλυτικζσ ςχζςεισ τθσ δυναμικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ ςτερεοφ – 

ρευςτοφ για τισ τρεισ περιπτϊςεισ βφκιςθσ και ςτθ ςυνζχεια να βρεκοφν οι κζςεισ 

ιςορροπίασ του πρίςματοσ. 

5.2.2 Διερεύνηςη ευςτϊθειασ πρύςματοσ  

Η ενεργειακι ανάλυςθ του πρίςματοσ τετραγωνικισ διατομισ κα διαχωριςτεί ςτισ 

ακόλουκεσ περιπτϊςεισ: 

a) Δφο γωνίεσ βυκιςμζνεσ (A και B ι Α και D) 

b) Μία γωνία βυκιςμζνθ (Α) 

c) Τρεισ γωνίεσ βυκιςμζνεσ (A, B και D) 

Για κάκε περίπτωςθ, κα δοκοφν οι ςχζςεισ τθσ ροπισ βυκιςμζνου όγκου     , τθσ 

ενζργειασ του ςυςτιματοσ   και οι εξιςϊςεισ που προκφπτουν από τισ ςυνκικεσ 

ιςορροπίασ και ευςτάκειασ ςφμφωνα με τθν ενεργειακι μζκοδο. 

a) Δφο γωνίεσ βυκιςμζνεσ (A και B ι Α και D) 

Για τθν περίπτωςθ όπου είναι βυκιςμζνεσ οι γωνίεσ Α και Β, θ γωνία εγκάρςιασ ςτροφισ 

λαμβάνει ζνα εφροσ τιμϊν που οριοκετείται από τθν όρκια κζςθ ιςορροπίασ (α=0 )  και τθν 

τιμι εκείνθ τθσ α για τθν οποία θ γωνία Β αρχίηει να αναδφεται. Εφόςον      , θ ροπι 

του βυκιςμζνου όγκου κα υπολογιςτεί από τθ ςχζςθ (5.5), αντικακιςτϊντασ τα    ,     από 

τισ ςχζςεισ (5.7), (5.8) και τισ τεταγμζνεσ των ςθμείων Α και Β από τισ ςχζςεισ (5.3). Ζτςι, θ 

ροπι      ςυναρτιςει των μεταβλθτϊν α, y κα είναι ίςθ με: 
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                                  (5.12) 

Η δυναμικι ενζργεια για αυτι τθν περίπτωςθ υπολογίηεται αντικακιςτϊντασ ςτθ ςχζςθ 

(5.1), τθν (5.12):  

                                          
 

      
                  

 

 
                                 (5.13) 

Σθμειϊνεται ότι το μικοσ του πρίςματοσ απαλείφεται από τθ ςχζςθ τθσ ενζργειασ και 

ζτςι ο όγκοσ   αντικακίςταται από το ςυνολικό εμβαδόν τθσ τετραγωνικισ διατομισ, το 

οποίο ιςοφται με 1. 

Εφαρμόηοντασ τθ δεφτερθ ςυνκικθ ιςορροπίασ τθσ ενεργειακισ μεκόδου, προκφπτει θ 

πιο κάτω ςχζςθ: 

                                 
       

  
       →      (          

 

 
)                                     (5.14) 

Από τθ ςχζςθ (5.14), αρχικά, λαμβάνεται θ λφςθ       , άρα     . Αυτό 

αποδεικνφει ότι θ όρκια κζςθ αποτελεί κζςθ ιςορροπίασ για οποιαδιποτε τιμι του y. 

Όμωσ, κα πρζπει να ελεγχκεί για ποιεσ τιμζσ του y, και κατ’ επζκταςθ του λόγου 

πυκνοτιτων r, είναι ευςτακισ θ κζςθ αυτι.  

Αν τεκεί       ςτθ ςχζςθ τθσ ενζργειασ (5.13), κα λθφκεί θ ςχζςθ: 

                                                                
 

 
      

 

 
                                                 (5.15) 

και εφαρμόηοντασ τθν πρϊτθ ςυνκικθ ιςορροπίασ ςτθν τελευταία ςχζςθ, προκφπτει: 

                                                      
     

  
          →          

 

 
                                           (5.16) 

Σφμφωνα με το κριτιριο ευςτάκειασ (ςχζςθ 4.7β) τθσ ενεργειακισ μεκόδου, που απαιτεί: 

                                 
   

   

   

   
  

   

    
         και ταυτόχρονα      

   

   
                          (5.17) 

υπολογίηεται ότι θ κζςθ ιςορροπίασ      είναι ευςτακισ όταν: 

                                  | |  
√ 

 
 , δθλαδι για    

 

 
 

√ 

 
   ι    

 

 
 

√ 

 
                              (5.18) 

Στο ςθμείο αυτό πρζπει να ςθμειωκεί ότι για τθν περίπτωςθ όπου το r λαμβάνει τιμζσ  

  
 

 
 

√ 

 
, είναι βυκιςμζνεσ οι γωνίεσ A και D του πρίςματοσ. 
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Για      , λαμβάνεται από τθν ςχζςθ (5.14) θ λφςθ: 

                                                                 
√ 

 
 √                                                        (5.19) 

Δεδομζνου ότι |    |   , προκφπτει το ακόλουκο όριο ςτισ τιμζσ του   για τθ λφςθ 

(5.19): 

                                                                  
√ 

 
    

√ 

 
                                                           (5.20) 

Αν αντικαταςτακεί θ ςχζςθ (5.19) ςτθν (5.13), θ ενζργεια ςυναρτιςει του   κα είναι: 

                                                        
√ 

  
  √        √                                        (5.21) 

και εφαρμόηοντασ τθν πρϊτθ ςυνκικθ ιςορροπίασ ςτθν τελευταία ςχζςθ προκφπτει: 

                          
     

  
          →                  √                                    (5.22) 

Συνδυάηοντασ τισ ςχζςεισ (5.20), (5.22) και δεδομζνου ότι για να είναι βυκιςμζνθ θ γωνία 

Β απαιτείται     , το r λαμβάνει τιμζσ εντόσ του πιο κάτω διαςτιματοσ: 

                                                                   
 

 
 

√ 

 
   

 

 
                                                         (5.23) 

Δθλαδι, για το ςυγκεκριμζνο διάςτθμα τιμών του r, το πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ κα 

ιςορροπεί με βυκιςμζνεσ τισ γωνίεσ Α και Β ςε αςφμμετρεσ κζςεισ (    ) που δίνονται 

από τθ ςχζςθ (5.19) για τιμζσ του   εντόσ του διαςτιματοσ  
√ 

  
    

√ 

 
.  

Όταν το r λαμβάνει τιμζσ ςτο διάςτθμα  
 

 
   

 

 
 

√ 

 
 το πρίςμα κα ιςορροπεί με 

βυκιςμζνεσ τισ γωνίεσ Α και D ςε αςφμμετρεσ κζςεισ (    ) που δίνονται από τθ ςχζςθ 

(5.19) για τιμζσ του   εντόσ του διαςτιματοσ  
√ 

 
     

√ 

  
  Σφμφωνα με τα κριτιρια 

ευςτάκειασ,  οι παραπάνω κζςεισ ιςορροπίασ χαρακτθρίηονται ευςτακείσ. 

b) Μία γωνία βυκιςμζνθ (Α) 

Ακολουκϊντασ τθν ίδια διαδικαςία υπολογιςμϊν, κα ςυνεχιςτεί θ διερεφνθςθ 

ευςτάκειασ του πρίςματοσ τετραγωνικισ διατομισ, εξετάηοντασ τθν περίπτωςθ κατά τθν 

οποία είναι βυκιςμζνθ μόνο μία γωνία. Αυτό ςυμβαίνει όταν       άρα θ ροπι του 

βυκιςμζνου όγκου      υπολογίηεται από τθ ςχζςθ (5.6) και είναι ίςθ με: 
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                                           (5.24) 

Στθν περίπτωςθ τθσ μίασ βυκιςμζνθσ γωνίασ είναι προτιμότερο οι υπολογιςμοί να γίνουν 

κζτοντασ μία νζα γωνία β, ωσ εξισ: 

                                                                                                                                       (5.25) 

Ζτςι, θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ ςυναρτιςει τθσ γωνίασ β υπολογίηεται ίςθ με: 

                                                
 

            
   

√ 

 
                                                 (5.26) 

Η εφαρμογι τθσ δεφτερθσ ςυνκικθσ ιςορροπίασ οδθγεί ςτθν εξίςωςθ (5.27) από τθν 

οποία προκφπτουν δφο πικανζσ λφςεισ: 

                                
       

  
       →                  √       

 

 
                       (5.27) 

Η πρϊτθ λφςθ είναι θ εξισ: 

                                                              √   √
 

 
                                                  (5.28) 

Δεδομζνου ότι  |    |    και        τίκενται τα ακόλουκα όρια ςτισ τιμζσ του  : 

                                                                  
√ 

 
    

√ 

  
                                                              (5.29) 

Αν αντικαταςτακεί θ λφςθ (5.28) ςτθ ςχζςθ (5.26), θ ενζργεια ςυναρτιςει του   κα είναι: 

Σχιμα 3: Εγκάρςια διατομι πρίςματοσ για μία γωνία (Α) βυκιςμζνθ 
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   √   √
 

 
         

 
√ 

 
√

 

 
                                   (5.30) 

και εφαρμόηοντασ τθν πρϊτθ ςυνκικθ ιςορροπίασ ςτθν τελευταία ςχζςθ προκφπτει: 

                                         
     

  
          →           

 

 
     √                                 (5.31) 

Συνδυάηοντασ τισ ςχζςεισ (5.29) και (5.31) το r λαμβάνει τιμζσ εντόσ του πιο κάτω 

διαςτιματοσ: 

                                                                       
 

 
   

 

  
                                                            (5.32) 

Δθλαδι, το πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ κα εξακολουκεί να ιςορροπεί ςε αςφμμετρεσ 

κζςεισ μζχρι το r να φτάςει τθν τιμι 
 

  
.  Οι αςφμμετρεσ κζςεισ για τθν περίπτωςθ τθσ μίασ 

βυκιςμζνθσ γωνίασ δίνονται από τθ ςχζςθ (5.28) για τιμζσ του   εντόσ των ορίων τθσ 

ςχζςθσ (5.29). Σφμφωνα με τα κριτιρια ευςτάκειασ,  οι παραπάνω κζςεισ ιςορροπίασ 

χαρακτθρίηονται ευςτακείσ. 

Η δεφτερθ λφςθ που προκφπτει από τθν εξίςωςθ (5.27) είναι        και εφόςον ιςχφει 

θ ςχζςθ (5.25), θ γωνία       αποτελεί κζςθ ιςορροπίασ για οποιαδιποτε τιμι του y. Για 

αυτι τθν περίπτωςθ, θ ςχζςθ τθσ ενζργειασ (5.26) γίνεται: 

                                                                 
 

 
   

√ 

 
                                                      (5.33) 

Εφαρμόηοντασ τθν πρϊτθ ςυνκικθ ιςορροπίασ ςτθν τελευταία ςχζςθ, υπολογίηεται το y 

ςυναρτιςει του r ωσ εξισ: 

                                                 
     

  
          →          

√ 

 
 √                                         (5.34) 

Άρα, ςφμφωνα με το κριτιριο ευςτάκειασ (ςχζςθ 5.17) τθσ ενεργειακισ μεκόδου και 

δεδομζνου ότι για τθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ απαιτείται      θ κζςθ ιςορροπίασ 

       είναι ευςτακισ όταν: 

                                                
√ 

 
 ,    δθλαδι για  

 

  
    

 

 
                                    (5.35) 
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c) Τρεισ γωνίεσ βυκιςμζνεσ (Α,B και D) 

Στθν τελευταία περίπτωςθ διερεφνθςθσ τθσ ευςτάκειασ του εξεταηόμενου πρίςματοσ κα 

παραλειφκεί θ λεπτομερισ διαδικαςία υπολογιςμϊν λόγω ςυντομίασ και κα γίνει 

αναφορά μόνο ςτα αποτελζςματα. Ωςτόςο, πρζπει να αναφερκεί ότι θ περίπτωςθ κατά 

τθν οποία είναι βυκιςμζνεσ τρεισ γωνίεσ του ςτερεοφ ςϊματοσ, ςυμβαίνει για τιμζσ του 

λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ      . Επίςθσ, παρατθρείται ότι οι ςχζςεισ που 

προκφπτουν ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ είναι ίδιεσ με τισ αντίςτοιχεσ ςχζςεισ τθσ 

περίπτωςθσ τθσ μίασ βυκιςμζνθσ γωνίασ, αν αντικαταςτακεί ςε αυτζσ όπου r το (1-r) και 

όπου y το (-y). 

Επομζνωσ, θ ροπι του βυκιςμζνου όγκου που υπολογίηεται από τθν ςχζςθ (5.11) είναι: 

                                                 
 

           
   

 

 
     

 

 
                                  (5.36) 

και θ ςχζςθ τθσ δυναμικισ ενζργειασ είναι: 

                                                  
 

            
   

√ 

 
                                      (5.37) 

Από τθ διερεφνθςθ ευςτάκειασ προκφπτει ότι θ κζςθ ιςορροπίασ        είναι 

ευςτακισ για    
 

 
    

  

  
 . Επίςθσ, προκφπτει ότι το πρίςμα κα ιςορροπεί ευςτακώσ ςε 

αςφμμετρεσ κζςεισ με τισ τρεισ γωνίεσ του βυκιςμζνεσ, για τιμζσ y εντόσ του διαςτιματοσ 

  
√ 

  
    

√ 

 
, δθλαδι για   

  

  
   

 

 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Σχιμα 4: Εγκάρςια διατομι πρίςματοσ για τρεισ γωνίεσ (Α,Β και D) βυκιςμζνεσ 
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5.2.3 Διϊγραμμα Ιςορροπύασ α - r  

Για να γίνουν πιο κατανοθτά τα αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ διερεφνθςθσ τθσ 

ευςτάκειασ για το πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ, ςχεδιάςτθκε το διάγραμμα τθσ γωνίασ 

εγκάρςιασ ςτροφισ α ςυναρτιςει του λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ r. Στο 

διάγραμμα αυτό παρουςιάηονται όλεσ οι ευςτακείσ και αςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ που 

υπολογίςτθκαν χρθςιμοποιϊντασ τθν ενεργειακι μζκοδο και διακρίνεται θ ςυμμετρία των 

περιοχϊν ευςτάκειασ του πρίςματοσ. Σθμειϊνεται ότι ςτο ακόλουκο διάγραμμα, με 

διακεκομμζνεσ γραμμζσ αποτυπϊνονται τα ςθμεία που χαρακτθρίηουν αςτακείσ κζςεισ 

ιςορροπίασ, ενϊ με ςυνεχείσ γραμμζσ αποτυπϊνονται τα ςθμεία ευςτακϊν κζςεων 

ιςορροπίασ. Οι καμπφλεσ που οριοκετοφν τισ διάφορεσ περιοχζσ ευςτάκειασ προκφπτουν 

από ςυναρτιςεισ τθσ μορφισ α=α(r), αφοφ απαλειφκεί ο όροσ y από το ςφςτθμα 

ςυνκθκϊν ιςορροπίασ για κάκε μία από τισ περιπτϊςεισ που εξετάςτθκαν.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Σχιμα 5: Διάγραμμα ιςορροπίασ α – r για το πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ  
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5.3 Ημικυκλικόσ κύλινδροσ 

 

Η ενεργειακι προςζγγιςθ διερεφνθςθσ τθσ ευςτάκειασ κα εφαρμοςτεί, ακολοφκωσ, ςε 

ομογενι θμικυκλικό κφλινδρο, χρθςιμοποιϊντασ αναλυτικοφσ υπολογιςμοφσ. Ο 

θμικυκλικόσ κφλινδροσ ζχει ακτίνα βάςθσ ίςθ με 1 και κεωρείται ότι επιπλζει ζχοντασ τον 

διαμικθ άξονά του (δθλαδι τον άξονα που είναι κάκετοσ ςτισ βάςεισ του) παράλλθλο με 

τθν ελεφκερθ επιφάνεια του ρευςτοφ. Επιπρόςκετα, γίνεται και εδϊ θ παραδοχι ότι το 

επιπλζον ςϊμα είναι τόςο μακρφ που απαλείφεται το μικοσ από τισ ενεργειακζσ ςχζςεισ 

και ζτςι οι απαραίτθτοι όγκοι του ςτερεοφ για τθν εφαρμογι τθσ μεκόδου αντικακίςτανται 

από τα αντίςτοιχα εμβαδά. 

Στο ςχιμα που ακολουκεί παρουςιάηεται θ διατομι του θμικυκλικοφ κυλίνδρου ςε γωνία 

εγκάρςιασ ςτροφισ α, ςτθν οποία φαίνονται τα κζντρα βάρουσ τθσ ςυνολικισ διατομισ 

(ςθμείο O) και του βυκιςμζνου τμιματοσ (ςθμείο Oc), κακϊσ και οι αποςτάςεισ τουσ από 

τθν ελεφκερθ επιφάνεια του ρευςτοφ, y και zc αντίςτοιχα. Το κζντρο βάρουσ του 

θμικυκλικοφ κυλίνδρου με ακτίνα 1 (ςθμείο Ο), βρίςκεται ςτο διαμικθ άξονα ςυμμετρίασ 

του, ςε απόςταςθ  
 

  
 από τθν άνω βάςθ του. Το ςθμείο Ν αντιςτοιχεί ςτθν τομι τθσ άνω 

πλευράσ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου με το διαμικθ άξονα ςυμμετρίασ του και άρα θ 

απόςταςθ ΟΝ ιςοφται με  
 

  
 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 6: Εγκάρςια διατομι θμικυκλικοφ κυλίνδρου  
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Για τθ διερεφνθςθ ευςτάκειασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου μζςω τθσ ενεργειακισ μεκόδου, 

κα υπολογιςτεί αρχικά θ ροπι του βυκιςμζνου όγκου      και ςτθ ςυνζχεια κα εκφραςτεί θ 

γενικι ςχζςθ τθσ δυναμικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ ςτερεοφ ςϊματοσ – εκτοπιηόμενου 

ρευςτοφ από τθν ςχζςθ (5.1). Εφόςον θ διατομι του πρίςματοσ ςε αυτι τθν περίπτωςθ ζχει 

θμικυκλικό ςχιμα με κζντρο το ςθμείο Ν, το εμβαδό του βυκιςμζνου τμιματοσ κα δίνεται από 

τθν πιο κάτω ςχζςθ: 

                                                                      ∫ √      

  
                                                      (5.38) 

όπου τα όρια του ολοκλθρϊματοσ    και    κα είναι τα εξισ: 

                                                               
 

  
           και                                                (5.39) 

Επομζνωσ, θ ποςότθτα    ςυναρτιςει των μεταβλθτϊν y και α κα είναι ίςθ με: 

                            (    
 

  
     )  (    

 

  
     )√       

 

  
                 (5.40) 

Η απόςταςθ    υπολογίςτθκε ίςθ με: 

                                     
      

  
 

    (  
      

  
)
 
   ⁄

        (  
     

  
) (  

     

  
)√  (  

      

  
)
 
 

                     (5.41) 

Άρα, τελικά θ ροπι του βυκιςμζνου τμιματοσ      κα δίνεται από τθν πιο κάτω ςχζςθ: 

                 (  
     

  
)    

     

  
  

 

 
√  (  

     

  
)
 

   (  
     

  
)
 

        (5.42) 

Για τον προςδιοριςμό τθσ ζκφραςθσ τθσ δυναμικισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ, κα πρζπει να 

υπολογιςτεί πρϊτα το ςυνολικό εμβαδόν τθσ διατομισ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου. Εφόςον, θ 

θμικυκλικι διατομι ζχει ακτίνα με μζτρο 1, το ςυνολικό εμβαδόν τθσ    προκφπτει ίςο με  
 

 
  

Ζτςι, αντικακιςτϊντασ ςτθ ςχζςθ (5.1) τουσ όρουσ   και       θ ςχζςθ τθσ ενζργειασ για τθν 

περίπτωςθ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου κα είναι θ εξισ: 

    
   

 
          

     

  
    

     

  
  

 

 
√  (  

     

  
)
 

   (  
     

  
)
 

        (5.43) 

Η εφαρμογι τθσ δεφτερθσ ςυνκικθσ ιςορροπίασ ςφμφωνα με τθν ενεργειακι μζκοδο οδθγεί 

ςτθν ακόλουκθ εξίςωςθ: 

*     (    )     (     )                                 (  
     

  
)√                           +    

√                           
    (5.44) 
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Από τθ ςχζςθ (5.44), λαμβάνεται μόνο θ λφςθ       , ςυνεπϊσ     . Αυτό αποδεικνφει 

ότι θ όρκια κζςθ αποτελεί κζςθ ιςορροπίασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου για οποιαδιποτε τιμι 

του y. Όμωσ, κα πρζπει να ελεγχκεί για ποιεσ τιμζσ του y, και κατ’ επζκταςθ του λόγου 

πυκνοτιτων r, είναι ευςτακισ θ κζςθ αυτι.  

Αν τεκεί       ςτθ ςχζςθ τθσ ενζργειασ (5.43), κα λθφκεί θ απλοποιθμζνθ ςχζςθ: 

                
   

 
 

 

 
√   

 

  
        (

 

  
  )

 

   
 

  
          

 

  
                (5.45) 

και εφαρμόηοντασ τθν πρϊτθ ςυνκικθ ιςορροπίασ ςτθν τελευταία ςχζςθ, προκφπτει: 

    
  

 
 

 

  
  

√   
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  )√  (

 

  
  )

 
 

(
 

  
  )(  (

 

  
  )

 
)

 √  (
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             (5.46) 

Μεταςχθματίηοντασ τθ ςχζςθ (5.46), λαμβάνεται θ ζκφραςθ του λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ 

– ρευςτοφ   ωσ ςυνάρτθςθ του  : 

           
                (    )     (     )    √                        (

 

  
  ) 

   √                  
             (5.47) 

Ο ζλεγχοσ ευςτάκειασ τθσ όρκιασ κζςθσ ιςορροπίασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου κα γίνει 

ςφμφωνα με το κριτιριο (4.6) τθσ ενεργειακισ μεκόδου, το οποίο απαιτεί οι ιδιοτιμζσ του 

Εςςιανοφ πίνακα να είναι κετικζσ για ευςτακι κζςθ ιςορροπίασ. Ζχοντασ υπολογίςει τθσ 

μερικζσ παραγϊγουσ δεφτερθσ τάξθσ τθσ ενζργειασ ωσ προσ τισ μεταβλθτζσ α και y και 

αντικακιςτϊντασ        προκφπτουν οι ςχζςεισ (5.49), οι οποίεσ ςχθματίηουν τον Εςςιανό 

πίνακα ωσ ακολοφκωσ: 

                                                                          (

   

   

   

    

   

    

   

   

)                                                          (5.48) 
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                                                         √                         

 

  
    

    √                   
 

   

    
                                                                                                                                                             (5.49) 
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Οι ιδιοτιμζσ του Εςςιανοφ πίνακα που υπολογίςτθκαν είναι οι εξισ: 

   
 √                  

  
  

   
                                        √                        (

 

  
  ) 

    √                  
     (5.50) 

οι οποίεσ είναι κετικζσ όταν το y λαμβάνει τιμζσ εντόσ του διαςτιματοσ: 

                                                                    
   

  
   

  

  
                                                            (5.51) 

Μζςω τθσ ςχζςθσ (5.47) υπολογίηεται ο λόγοσ πυκνοτιτων r, ο οποίοσ για το πιο πάνω 

διάςτθμα τιμϊν του y λαμβάνει τιμζσ από 0 ζωσ 1. Αυτό ςθμαίνει ότι θ όρκια κζςθ 

ιςορροπίασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου χαρακτθρίηεται πάντα ευςτακισ.  

Στον πίνακα που ακολουκεί, παρουςιάηονται οι τιμζσ ιςορροπίασ     (για      ) 

κακϊσ και θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ ςτερεοφ – ρευςτοφ, που υπολογίςτθκαν 

από τισ ςχζςεισ (5.45) και (5.47) για ςυγκεκριμζνεσ τιμζσ του λόγου πυκνοτιτων r. Ο 

Πίνακασ 1 λιφκθκε από το πρόγραμμα Mathematica. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πίνακασ 1: Θζςεισ ιςορροπίασ θμικυκλικοφ κυλίνδρου για διάφορεσ περιπτώςεισ του r 
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5.4 Αριθμητικό αντιμετώπιςη τησ ευςτϊθειασ του ημικυκλικού 

κυλύνδρου 

 

Επόμενο ςτάδιο για τθν εκπόνθςθ τθσ διπλωματικισ αυτισ εργαςίασ αποτελεί θ 

αρικμθτικι αντιμετϊπιςθ τθσ ευςτάκειασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου χρθςιμοποιϊντασ 

τθν ενεργειακι μζκοδο, θ οποία προθγουμζνωσ είχε εξεταςκεί με αναλυτικοφσ 

υπολογιςμοφσ. Σφμφωνα με τα αποτελζςματα του τελευταίου κεφαλαίου, ο θμικυκλικόσ 

κφλινδροσ ιςορροπεί ευςτακϊσ ςτθν όρκια κζςθ        για οποιαδιποτε τιμι του λόγου 

πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ r. Η μελζτθ τθσ ευςτάκειάσ του μζςω αρικμθτικϊν 

υπολογιςμϊν κα πρζπει να επαλθκεφςει τα αποτελζςματα αυτά. 

Η αρικμθτικι εξζταςθ τθσ ευςτάκειασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου πραγματοποιικθκε 

μζςω του υπολογιςτικοφ λογιςμικοφ Mathematica[7]. Αναλυτικότερα, αναπτφχκθκε 

κϊδικασ ςτο ςυγκεκριμζνο πρόγραμμα, μζςα από τον οποίο υπολογίηονται οι κζςεισ 

ιςορροπίασ του πρίςματοσ, όπωσ ορίηει θ ενεργειακι μζκοδοσ, και πραγματοποιείται 

ζλεγχοσ τθσ ευςτάκειάσ τουσ. Ο κϊδικασ που αναπτφχκθκε, χωρίηεται ςε δφο μζρθ: το 

πρϊτο αφορά τθ διερεφνθςθ τθσ  ευςτάκειασ τθσ όρκιασ κζςθσ ιςορροπίασ, ενϊ το 

δεφτερο μζροσ αφορά τθν διερεφνθςθ ευςτάκειασ του πρίςματοσ για γωνίεσ     . 

Αρχικά, πρζπει να ςθμειωκεί ότι θ αρικμθτικι μελζτθ τθσ ευςτάκειασ του πρίςματοσ κα 

πραγματοποιθκεί ςτο πλαίςιο τθσ διδιάςτατθσ κεωρίασ, όπωσ και ςτα προθγοφμενα 

κεφάλαια, και ζτςι θ γεωμετρία του θμικυκλικοφ κυλίνδρου κα ειςαχκεί ςτον κϊδικα μζςω 

τθσ διατομισ του. Πιο ςυγκεκριμζνα, θ διατομι του θμικυκλικοφ κυλίνδρου περιγράφεται 

από μία ομάδα ςθμείων με ςυντεταγμζνεσ (x, y). Στο ακόλουκο ςχιμα, παρουςιάηεται θ 

διατομι του θμικυκλικοφ κυλίνδρου ςε διάγραμμα αξόνων (x - y), όπωσ προκφπτει από το 

πρόγραμμα Mathematica, αν ειςαχκοφν τα ςθμεία που τθν περιγράφουν (θ διατομι 

ςχθματίςτθκε από 100 ςθμεία). 

 

 

 

 

 

Σχιμα 7: Απεικόνιςθ τθσ διατομισ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου ςτο πρόγραμμα Mathematica 
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Επόμενο βιμα για τθν εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςτο πρόγραμμα 

Mathematica, αποτελεί ο υπολογιςμόσ του ςυνολικοφ εμβαδοφ τθσ διατομισ του 

θμικυκλικοφ κυλίνδρου   και τθσ κατακόρυφθσ απόςταςθσ του κζντρου βάρουσ του. Για 

τον προςδιοριςμό των ςτοιχείων αυτϊν, χρθςιμοποιικθκαν οι αντίςτοιχεσ εντολζσ του 

προγράμματοσ Mathematica και τα αποτελζςματα φαίνονται ςτο Σχιμα 8, όπου 

παρουςιάηεται θ θμικυκλικι διατομι του πρίςματοσ και το κόκκινο ςθμείο 

αντιπροςωπεφει το κζντρο βάρουσ τθσ. Θα μποροφςε, βζβαια, θ θμικυκλικι διατομι να 

χωριςτεί ςε   επιμζρουσ τραπζηια με βάςεισ παράλλθλεσ ςτον άξονα y και φψοσ 

παράλλθλο ςτον άξονα x, και ζτςι το ςυνολικό εμβαδό να υπολογιςτεί προςκζτοντασ τα 

επιμζρουσ εμβαδά των τραπεηίων (  ). Αντίςτοιχα, υπολογίηοντασ το κζντρο βάρουσ των 

επιμζρουσ τραπεηίων (   ) κα μποροφςε να προςδιοριςτεί το ςυνολικό κζντρο βάρουσ τθσ 

διατομισ από τθ ςχζςθ:            

                                                                 
∑       

 
   

∑   
 
   

                                                             (5.52) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τελικά,        και          . Παρατθρείται ότι παρουςιάηεται μία ελάχιςτθ 

απόκλιςθ των τιμϊν αυτϊν ςε ςχζςθ με τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ που χρθςιμοποιικθκαν ςτο 

προθγοφμενο κεφάλαιο, οι οποίεσ ιταν    
 

 
        και          . Αυτό εξθγείται 

από το γεγονόσ ότι ςτθν περίπτωςθ τθσ αρικμθτικισ εξζταςθσ τθσ ευςτάκειασ, τα ςτοιχεία 

τθσ διατομισ δεν λαμβάνονται χρθςιμοποιϊντασ τισ ςχζςεισ που αφοροφν τθ γεωμετρία 

του θμικυκλίου. 

Σχιμα 8: Παρουςίαςθ τθσ διατομισ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου και του κζντρου βάρουσ του ςτο 
πρόγραμμα Mathematica 
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Στθ ςυνζχεια, κα περιγραφεί ο τρόποσ λειτουργίασ του κϊδικα που αναπτφχκθκε ςτο 

πρόγραμμα Mathematica για τθν αρικμθτικι διερεφνθςθ τθσ ευςτάκειασ τθσ όρκιασ κζςθσ 

του πρίςματοσ. Αρχικϊσ, πρζπει να επιλεχκεί ο λόγοσ πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ r, 

εντόσ του διαςτιματοσ      . Με δεδομζνεσ τισ τιμζσ του λόγου r και του εμβαδοφ  , 

υπολογίηεται θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ ςτερεοφ ςϊματοσ – εκτοπιηόμενου 

ρευςτοφ από τθ ςχζςθ (5.1) για διάφορεσ περιπτϊςεισ βφκιςθσ του ςϊματοσ. Πρζπει να 

ςθμειωκεί ότι το ςϊμα διατθρείται ςτθν όρκια κζςθ και εκτελεί κατακόρυφεσ 

μετατοπίςεισ, επομζνωσ δεν αλλάηει ο προςανατολιςμόσ του, αλλά μεταβάλλεται μόνο θ 

κακ’ φψοσ κζςθ του μζςα ςτο ρευςτό. Υπολογίηεται, δθλαδι, θ ενζργεια του ςυςτιματοσ 

κακϊσ το ςϊμα εκτελεί παράλλθλθ βφκιςθ. Εφόςον κατά τθν παράλλθλθ βφκιςθ του 

ςϊματοσ αυξάνεται το φψοσ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ του ρευςτοφ, αυξάνεται και ο 

όγκοσ του βυκιςμζνου τμιματοσ του ςτερεοφ (  ) και μεταβάλλονται θ απόςταςθ του 

κζντρου βάρουσ του, κακϊσ και θ απόςταςθ του κζντρου βάρουσ του βυκιςμζνου όγκου 

από τθν ελεφκερθ επιφάνεια (αποςτάςεισ   και    αντίςτοιχα). 

Οι μερικζσ παράγωγοι τθσ ενζργειασ του ςυςτιματοσ ςτερεοφ – ρευςτοφ ωσ προσ τισ 

μεταβλθτζσ του προβλιματοσ α και y, οι οποίεσ χρειάηονται για να εκφραςτοφν οι 

ςυνκικεσ ιςορροπίασ τθσ ενεργειακισ μεκόδου, κα προςεγγιςτοφν ςτα πλαίςια τθσ 

αρικμθτικισ ανάλυςθσ από πθλίκα πεπεραςμζνων διαφορϊν. Δθλαδι: 

                                                    
  

  
 

  

  
       και       

  

  
 

  

  
                                            (5.53) 

Στθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ όπου εξετάηεται θ ευςτάκεια τθσ όρκιασ κζςθσ του 

πρίςματοσ κα εφαρμοςτεί μόνο το κριτιριο ιςορροπίασ ωσ προσ τθ μεταβλθτι y (εφόςον θ 

γωνία ςτροφισ α δεν μεταβάλλεται). Δθλαδι, κακϊσ το επιπλζον ςϊμα μετατοπίηεται 

κατακόρυφα ςτο ρευςτό, υπολογίηεται το πθλίκο 
  

  
 και όταν αυτό μθδενιςτεί, 

υποδεικνφεται θ κζςθ ιςορροπίασ του ςϊματοσ. Στο ςθμείο αυτό να ςθμειωκεί ότι οι 

παρονομαςτζσ ςτα πθλίκα πεπεραςμζνων διαφορϊν πρζπει να ζχουν πολφ μικρζσ τιμζσ, 

και ζτςι ςτον κϊδικα του προγράμματοσ θ κατακόρυφθ βφκιςθ του ςϊματοσ ςτο ρευςτό 

πραγματοποιείται κεωρϊντασ ότι το φψοσ τθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ αυξάνεται με βιμα 

0.01.  

Η διαδικαςία αυτι μπορεί να επαναλθφκεί για διαφορετικζσ τιμζσ του λόγου 

πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ r, δίνοντασ κάκε φορά τθ κζςθ ςτθν οποία κα ιςορροπιςει 

το πρίςμα (για     ). Στα ςχιματα που ακολουκοφν παρουςιάηονται οι κζςεισ 

ιςορροπίασ για τισ περιπτϊςεισ λόγου πυκνοτιτων r = 0.3 και r = 0.5. Το μπλε ςθμείο που 

απεικονίηεται, εκφράηει τθ κζςθ του κζντρου βάρουσ του πρίςματοσ, ενϊ το κόκκινο 
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ςθμείο εκφράηει το κζντρο βάρουσ του βυκιςμζνου όγκου. Επίςθσ, ςτα ςχιματα θ 

επιφάνεια του βυκιςμζνου τμιματοσ τθσ διατομισ παρουςιάηεται με ςκουρότερο χρϊμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Όπωσ φαίνεται και ςτα αποτελζςματα των πιο πάνω ςχθμάτων, ςτθν περίπτωςθ όπου ο  

λόγοσ πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ είναι ίςοσ με   = 0.3, ο θμικυκλικόσ κφλινδροσ (με 

ακτίνα διατομισ ίςθ με 1) κα ιςορροπιςει ςε γωνία   =   , ςε βφκιςμα ίςο με 0.42, για   = 

0.1557 και    = - 0.1714. Το βυκιςμζνο τμιμα του πρίςματοσ κα ζχει εμβαδό διατομισ ίςο 

με    = 0.47909 και θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ κα ιςοφται με   = 0.15543. Στθν 

Σχιμα 9: Παρουςίαςθ τθσ κζςθσ ιςορροπίασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου για r = 0.3 ςτο 
πρόγραμμα Mathematica 

Σχιμα 10: Παρουςίαςθ τθσ κζςθσ ιςορροπίασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου για r = 0.5 
ςτο πρόγραμμα Mathematica 
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περίπτωςθ όπου   = 0.5, ο θμικυκλικόσ κφλινδροσ κα ιςορροπιςει ςε γωνία   =   , ςε 

βφκιςμα ίςο με 0.6, για   = - 0.02431 και    = - 0.2474. Η βυκιςμζνθ διατομι κα ζχει 

εμβαδό ίςο με    = 0.79206 και θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ κα ιςοφται με   = 

0.17687. 

Εφόςον ζχει προςδιοριςτεί θ κζςθ ιςορροπίασ του πρίςματοσ για μία ςυγκεκριμζνθ τιμι 

του λόγου  , γίνεται ζλεγχοσ ευςτάκειασ τθσ κζςθσ αυτισ, δθλαδι ελζγχεται αν 

ικανοποιοφνται τα κριτιρια ευςτάκειασ (4.7): 

                                            
   

   

   

     
   

    
         και       

   

                ι 

                                             
   

   

   

     
   

    
         και      

   

                                     (5.54) 

Ειδικότερα, υπολογίηεται ςτο πρόγραμμα θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ για 

μικρζσ μεταβολζσ των μεταβλθτϊν α και y (ωσ προσ τθν εξεταηόμενθ κζςθ ιςορροπίασ) και 

εκφράηονται αρικμθτικά οι μερικζσ παράγωγοι δεφτερθσ τάξθσ  
   

    
   

    
  και  

   

   . Αν 

ικανοποιείται ζνα από τα πιο πάνω κριτιρια ευςτάκειασ, τότε θ εξεταηόμενθ κζςθ 

ιςορροπίασ χαρακτθρίηεται ευςτακισ.  

Μετά από ζλεγχο τθσ όρκιασ κζςθσ ιςορροπίασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου για διάφορεσ 

περιπτϊςεισ του λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ  , προκφπτει ότι είναι πάντα 

ευςτακισ. Ακολοφκωσ, παρουςιάηονται τα αποτελζςματα ευςτάκειασ για τισ περιπτϊςεισ 

του λόγου πυκνοτιτων   = 0.3 και   = 0.5, όπωσ προζκυψαν ςτο πρόγραμμα Mathematica. 

  

 

 

 

 

Στθ ςυνζχεια παρουςιάηεται θ αρικμθτικι διερεφνθςθ τθσ ευςτάκειασ του θμικυκλικοφ 

κυλίνδρου ςτο πρόγραμμα Mathematica χρθςιμοποιϊντασ τθν ενεργειακι μζκοδο για 

γωνίεσ     . Η δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ κα υπολογιςτεί για διάφορεσ κζςεισ 

του πρίςματοσ με εγκάρςια κλίςθ, και ςτθ ςυνζχεια κα εξεταςτεί ωσ προσ τθ μεταβλθτι α. 

Για τθν εφρεςθ των κζςεων ιςορροπίασ, το πρίςμα ςτρζφεται διατθρϊντασ τον όγκο του 

βυκιςμζνου τμιματοσ ςτακερό. 

Σχιμα 11: Παρουςίαςθ των αποτελεςμάτων ευςτάκειασ των κζςεων ιςορροπίασ του 
θμικυκλικοφ κυλίνδρου για r = 0.3 και r = 0.5 ςτο πρόγραμμα Mathematica 
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Η αρικμθτικι αυτι ανάλυςθ ξεκινά με τθν ειςαγωγι ςτο πρόγραμμα των ςθμείων που 

ςχθματίηουν τθ διατομι του θμικυκλικοφ κυλίνδρου και τθν ελεφκερθ επιφάνεια του 

ρευςτοφ. Να ςθμειωκεί εδϊ ότι, αρχικά, θ απόςταςθ y είναι ίςθ με 0, δθλαδι θ ελεφκερθ 

επιφάνεια του ρευςτοφ βρίςκεται ςτο φψοσ του κζντρου βάρουσ του πρίςματοσ. Αφοφ ζχει 

ειςαχκεί θ γεωμετρία του εξεταηόμενου πρίςματοσ ςτο πρόγραμμα, υπολογίηεται το 

ςυνολικό εμβαδό τθσ διατομισ ( ) όπωσ πραγματοποιικθκε και ςτθν περίπτωςθ 

διερεφνθςθσ ευςτάκειασ τθσ όρκιασ κζςθσ. Σε αυτό το ςθμείο, πρζπει να επιλεχκεί ο λόγοσ 

πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ r εντόσ του διαςτιματοσ       και να κακοριςτεί το 

διάςτθμα γωνιϊν α ςτροφισ του πρίςματοσ. Κακϊσ, το ςτερεό ςτρζφεται διατθρϊντασ 

ςτακερό το βυκιςμζνο τμιμα τθσ διατομισ του (  ), μεταβάλλεται θ απόςταςθ του 

κζντρου βάρουσ του από τθν ελεφκερθ επιφάνεια του ρευςτοφ, κακϊσ και θ κζςθ του 

κζντρου άνωςθσ τθσ βυκιςμζνθσ διατομισ, δθλαδι μεταβάλλονται οι ποςότθτεσ y και    

αντίςτοιχα. Ακολοφκωσ, υπολογίηεται θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ για κάκε γωνία 

ςτροφισ α από τθν ςχζςθ (5.1) και προςδιορίηεται το πθλίκο πεπεραςμζνων διαφορϊν  
  

  
.  

Εφόςον θ ςτροφι του πρίςματοσ πραγματοποιείται διατθρϊντασ ςτακερό τον βυκιςμζνο 

όγκο του, ικανοποιείται αυτόματα θ πρϊτθ ςυνκικθ ιςορροπίασ τθσ ενεργειακισ μεκόδου, 

θ οποία ςε αυτι τθν περίπτωςθ λαμβάνει τθν ακόλουκθ μορφι:   

                                                                                                                                               (5.55) 

Όταν μθδενιςτεί το πθλίκο 
  

  
 υποδεικνφεται θ κζςθ ιςορροπίασ του πρίςματοσ εντόσ του 

διαςτιματοσ γωνίασ α που ζχει οριςτεί και για τον ςυγκεκριμζνο λόγο πυκνοτιτων 

ςτερεοφ – ρευςτοφ  . 

Μετά από δοκιμζσ ςτο πρόγραμμα για διάφορεσ τιμζσ του λόγου πυκνοτιτων   και 

διαφορετικά διαςτιματα γωνιϊν ςτροφισ α, δεν βρζκθκαν άλλεσ κζςεισ ιςορροπίασ για 

τον θμικυκλικό κφλινδρο εκτόσ από τθν όρκια κζςθ (    ). Επομζνωσ, επαλθκεφονται τα 

αποτελζςματα τθσ διερεφνθςθσ ευςτάκειασ μζςω αναλυτικϊν υπολογιςμϊν (που ζγιναν 

ςτο υποκεφάλαιο 5.3), ςφμφωνα με τα οποία ο θμικυκλικόσ κφλινδροσ ιςορροπεί ςτθν 

όρκια κζςθ για κάκε τιμι του λόγου  . 

Η ευςτάκεια του θμικυκλικοφ κυλίνδρου μελετικθκε, επίςθσ, για γωνίεσ     , 

διατθρϊντασ ςτακερι κατά τθν ςτροφι τθ μεταβλθτι y  (και όχι τον βυκιςμζνο όγκο του 

πρίςματοσ   ), και παρουςιάηεται ςτο Παράρτθμα Α που βρίςκεται ςτο τζλοσ τθσ 

διπλωματικισ αυτισ εργαςίασ.  
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5.5 Αριθμητικό αντιμετώπιςη τησ ευςτϊθειασ του πρύςματοσ 

τετραγωνικόσ διατομόσ 

 

Πζρα από τθν αρικμθτικι εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςτον θμικυκλικό 

κφλινδρο, κα διερευνθκεί αρικμθτικά και θ ευςτάκεια του πρίςματοσ τθσ τετραγωνικισ 

διατομισ. Αυτό κα γίνει ειςάγοντασ τθ γεωμετρία τθσ διατομισ του ςυγκεκριμζνου 

πρίςματοσ ςτον ίδιο κϊδικα που αναπτφχκθκε ςτο πρόγραμμα Mathematica και 

μελετικθκε ςτο προθγοφμενο υποκεφάλαιο.  Στόχοσ είναι να αναπαραχκεί το διάγραμμα 

ιςορροπίασ α – r (Σχιμα 5) για το πρίςμα τθσ τετραγωνικισ διατομισ, το οποίο 

προθγουμζνωσ είχε ςχθματιςτεί χρθςιμοποιϊντασ αναλυτικοφσ υπολογιςμοφσ.  

Ειςάγοντασ ςτον κϊδικα το λόγο πυκνοτιτων ςτερεοφ – ρευςτοφ εντόσ του διαςτιματοσ 

      και το διάςτθμα ςτροφισ του ςτερεοφ         , προςδιορίηονται μζςω τθσ 

ενεργειακισ μεκόδου οι κζςεισ ιςορροπίασ του πρίςματοσ. 

Για παράδειγμα, αν r = 0.5, οι κζςεισ ιςορροπίασ που υπολογίηονται μζςω του κϊδικα 

είναι οι ακόλουκεσ:     ,       και      . Μετά από τον ζλεγχο ευςτάκειασ, 

παρατθρείται ότι μόνο θ γωνία       αποτελεί ευςτακι κζςθ ιςορροπίασ, ενϊ οι άλλεσ 

δφο γωνίεσ χαρακτθρίηονται αςτακείσ. Τα αποτελζςματα αυτά γίνονται κατανοθτά και από 

τθν καμπφλθ τθσ δυναμικισ ενζργειασ Ε ςυναρτιςει τθσ γωνίασ ςτροφισ α για τθν 

περίπτωςθ r = 0.5, θ οποία ζχει τθν εξισ μορφι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Σχιμα 12: Διάγραμμα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ a 
για το πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ για r = 0.5 
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Για  r = 0.25, το πρίςμα βρίςκεται ςτθν περιοχι αςφμμετρων κζςεων ιςορροπίασ και το 

διάγραμμα τθσ δυναμικισ ενζργειασ Ε ςυναρτιςει τθσ γωνίασ ςτροφισ α λαμβάνει τθν 

ακόλουκθ μορφι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ το πρίςμα ιςορροπεί ευςτακϊσ ςτισ          και         , 

ενϊ αςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ αποτελοφν οι γωνίεσ     ,       και      . 

Μετά από τθν αρικμθτικι εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου για διάφορεσ τιμζσ του r 

εντόσ του διαςτιματοσ            , αναπαράχκθκε τμιμα του διαγράμματοσ 

ιςορροπίασ α – r για το πρίςμα τετραγωνικισ διατομισ:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο Σχιμα 14, με μεγαλφτερο μζγεκοσ κουκκίδασ αποτυπϊνονται τα ευςτακι ςθμεία 

ιςορροπίασ, ενϊ με μικρότερο μζγεκοσ τα αςτακι. 

Σχιμα 13: Διάγραμμα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ a 
του πρίςματοσ τετραγωνικισ διατομισ  για r = 0.25 

Σχιμα 14: Διάγραμμα ιςορροπίασ α –r  για      𝑟       
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5.6 Υορτηγύδα 

 

5.6.1 Ενεργειακό διερεύνηςη τησ ευςτϊθειασ τησ φορτηγύδασ  

Ζχοντασ ολοκλθρϊςει τθν αρικμθτικι διερεφνθςθ τθσ ευςτάκειασ του θμικυκλικοφ 

κυλίνδρου, επόμενο ςτάδιο για τθν εκπόνθςθ τθσ παροφςασ εργαςίασ αποτελεί θ 

εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςε φορτθγίδα διατομισ ενόσ ςφγχρονου πλοίου 

εμπορευματοκιβωτίων (container ship). Τα ςτοιχεία του container ship  που κα χρειαςτοφν 

για τθν ενεργειακι εξζταςθ τθσ ευςτάκειασ τθσ φορτθγίδασ λιφκθκαν από τθ διπλωματικι 

εργαςία με τίτλο «Πικανοτικι Αξιολόγθςθ του Κριτθρίου Δυναμικισ Ευςτάκειασ Δεφτερθσ 

Γενιάσ (Level 2 Deadship Condition failure mode)»[8] του Κυριακόπουλου Π. Εφόςον θ 

ενεργειακι ανάλυςθ κα πραγματοποιθκεί ςτα πλαίςια τθσ διδιάςτατθσ κεωρίασ, όπωσ και 

ςτισ περιπτϊςεισ εξζταςθσ των πριςμάτων τετραγωνικισ και θμικυκλικισ διατομισ, δεν 

χρειάηεται να είναι γνωςτι θ ακριβισ μορφι του πλοίου εμπορευματοκιβωτίων, αλλά είναι 

απαραίτθτθ μόνο θ γεωμετρία των εγκάρςιων τομϊν του. 

Συγκεκριμζνα, κα επιλεχκοφν δφο εγκάρςιεσ τομζσ από τα ςχζδια ναυπθγικϊν γραμμϊν 

του εν λόγω container ship, των οποίων θ γεωμετρία κα ειςαχκεί ωσ ζνα ςφνολο από ηεφγθ 

ςθμείων τθσ μορφισ (y, z) ςτον κϊδικα που αναπτφχκθκε ςτο προθγοφμενο υποκεφάλαιο 

τθσ διπλωματικισ εργαςίασ. Οι εγκάρςιεσ τομζσ που επιλζχκθκαν είναι θ μζςθ τομι 

(διαμικθσ κζςθ x = 119.175 m) και άλλθ μία τομι που βρίςκεται πρφμνθκεν τθσ μζςθσ 

τομισ του container ship (διαμικθσ κζςθ x = 41.711 m). Επομζνωσ, θ ευςτάκεια τθσ 

φορτθγίδασ κα εξεταςκεί ενεργειακά για δφο περιπτϊςεισ και ςε κάκε περίπτωςθ θ 

διατομι τθσ κα ζχει, αντίςτοιχα, τθν ακόλουκθ μορφι: 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 15: Παρουςίαςθ τθσ διατομισ τθσ φορτθγίδασ για τισ δφο εξεταηόμενεσ 
περιπτώςεισ ςτο πρόγραμμα Mathematica 
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Το ςυνολικό εμβαδόν τθσ διατομισ τθσ φορτθγίδασ για τθν περίπτωςθ 1 υπολογίςτθκε 

ίςο με            , ενϊ για τθν περίπτωςθ 2 υπολογίςτθκε ίςο με            . 

Απαραίτθτο ςτοιχείο για τθν εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου, αποτελεί θ κζςθ του 

κζντρου βάρουσ τθσ φορτθγίδασ. Εφόςον δεν είναι γνωςτά τα λεπτομερι χαρακτθριςτικά 

τθσ κατάςταςθσ φόρτωςθσ τθσ φορτθγίδασ και επομζνωσ δεν μπορεί να προςδιοριςτεί το 

κατακόρυφο φψοσ του κζντρου βάρουσ τθσ, κα λθφκοφν από τθ διπλωματικι εργαςία του 

Κυριακόπουλου Π.[8] (ςελίδα 30) χαρακτθριςτικζσ κζςεισ κζντρου βάρουσ του container 

ship για τρεισ διαφορετικζσ καταςτάςεισ φόρτωςθσ. Τα κατακόρυφα φψθ κζντρου βάρουσ 

   ̅̅ ̅̅   για τισ καταςτάςεισ φόρτωςθσ παρουςιάηονται ακολοφκωσ: 

 1θ Κατάςταςθ Φόρτωςθσ:  KG = 15.50 m 

 2θ Κατάςταςθ Φόρτωςθσ:  KG = 16.21 m 

 3θ Κατάςταςθ Φόρτωςθσ:  KG = 16.88 m 

 Η ενεργειακι μελζτθ τθσ ευςτάκειασ τθσ φορτθγίδασ κα πραγματοποιθκεί και για τισ 

τρεισ διαφορετικζσ καταςτάςεισ φόρτωςθσ. Με αυτό τον τρόπο, κα διερευνθκεί κατά πόςο 

επθρεάηονται τα αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ μεκόδου από τθν κατακόρυφθ κζςθ του 

κζντρου βάρουσ. 

Ζχοντασ ειςάγει ςτον κϊδικα τθν κζςθ του κζντρου βάρουσ τθσ διατομισ, μζνει να 

οριςτεί θ τιμι του λόγου r και το διάςτθμα γωνιϊν α εγκάρςιασ ςτροφισ τθσ φορτθγίδασ. Η 

εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου για τθν κάκε κατάςταςθ φόρτωςθσ τθσ φορτθγίδασ κα 

πραγματοποιθκεί για επτά περιπτϊςεισ τθσ τιμισ του r, εντόσ του διαςτιματοσ       

   . Η φορτθγίδα κατά τισ παραπάνω εφαρμογζσ κα πραγματοποιεί εγκάρςια ςτροφι για 

γωνίεσ α από      μζχρι    , με βιμα      . Στισ περιοχζσ των κζςεων ιςορροπίασ, κα 

επαναλαμβάνεται θ διαδικαςία με βιμα εγκάρςιασ ςτροφισ        , ζτςι ϊςτε να 

λαμβάνονται πιο ακριβι αποτελζςματα. 

Επομζνωσ, για κάκε τιμι r αναμζνεται να προςδιοριςτοφν οι γωνίεσ α εντόσ του 

διαςτιματοσ           , που ικανοποιοφν τισ ςυνκικεσ ιςορροπίασ τθσ ενεργειακισ 

μεκόδου και αποτελοφν, ζτςι, κζςεισ ιςορροπίασ τθσ φορτθγίδασ. Μετά από τον ζλεγχο 

ευςτάκειασ ςφμφωνα με τθν ενεργειακι μζκοδο, οι κζςεισ ιςορροπίασ που ζχουν 

υπολογιςτεί χαρακτθρίηονται ευςτακείσ ι αςτακείσ.  
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Αρχικά, κα παρουςιαςτεί αναλυτικά θ εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςτθ 

φορτθγίδα 1, παρακζτοντασ τα διαγράμματα τθσ δυναμικισ ενζργειασ ςυναρτιςει τθσ 

γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ για κάκε τιμι του λόγου r. Στα διαγράμματα αυτά διακρίνονται οι 

κζςεισ ιςορροπίασ τθσ φορτθγίδασ ωσ ςθμεία τοπικϊν μεγίςτων και ελαχίςτων τθσ 

καμπφλθσ. Επιπλζον, διακρίνεται αν τα ςθμεία αυτά αντιςτοιχοφν ςε ευςτακι ι αςτακι 

κζςθ ιςορροπίασ, ανάλογα με το αν αποτελοφν τοπικά ελάχιςτα ι μζγιςτα τθσ καμπφλθσ. 

Στο Σχιμα 16 παρουςιάηεται το διάγραμμα ενζργειασ - γωνίασ (Ε - α) για τθν 1θ 

κατάςταςθ φόρτωςθσ (KG = 15.50 m) τθσ φορτθγίδασ 1 και για r =0.1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θζςεισ ιςορροπίασ για τθν περίπτωςθ r = 0.1 τθσ φορτθγίδασ αποτελοφν οι γωνίεσ      

και         . Η πρϊτθ είναι ευςτακισ κζςθ ιςορροπίασ εφόςον αποτελεί ελάχιςτο τθσ 

καμπφλθσ, ενϊ οι γωνίεσ           χαρακτθρίηονται αςτακείσ. 

Ακολουκοφν τα διαγράμματα Ε – α για τισ περιπτϊςεισ r = 0.2, r = 0.3, r = 0.4, r = 0.5, r = 

0.6 και r = 0.7 τθσ φορτθγίδασ 1 ςτθν 1θ κατάςταςθ φόρτωςθσ: 

 

 

 

Σχιμα 16: Διάγραμμα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ a 
για r = 0.1 
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Για r = 0.2, θ φορτθγίδα ιςορροπεί ευςτακϊσ ςτθν όρκια κζςθ      και αςτακϊσ ςτισ 

γωνίεσ         , ενϊ για r = 0.3 ιςορροπεί ευςτακϊσ ςτθν όρκια κζςθ      και 

αςτακϊσ ςτισ γωνίεσ         . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για r = 0.4, υπολογίηονται κζςεισ ιςορροπίασ ςτισ γωνίεσ      (ευςτακισ) και 

         (αςτακισ).  

Σχιμα 17α-β: Διάγραμμα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ a 
για r = 0.2 και r = 0.3 

Σχιμα 18α-β: Διαγράμματα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ 
κλίςθσ a για r = 0.4 και r = 0.5 
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Για τθν περίπτωςθ r = 0.5 κα πρζπει να μεγεκυνκεί το διάγραμμα Ε – α, για να αναλυκεί 

θ μορφι τθσ καμπφλθσ ςτθν περιοχι τθσ όρκιασ κζςθσ. Επομζνωσ, αν μεγεκυνκεί το Σχιμα 

18β ςτθν περιοχι τθσ γωνίασ     , λαμβάνονται τα εξισ διαγράμματα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρόλο που θ καμπφλθ ςε αυτι τθν περιοχι του διαγράμματοσ δεν είναι ςυνεχισ και 

δεν ζχει ευδιάκριτθ μορφι,  αν λθφκεί υπόψθ θ μορφι τθσ καμπφλθσ ςτο Σχιμα 20α που 

αφορά τθν επόμενθ εξεταηόμενθ περίπτωςθ (r = 0.6), ςυμπεραίνεται ότι για r = 0.5 οι 

κζςεισ ιςορροπίασ βρίςκονται ςτισ γωνίεσ      (αςτακισ), α= 5.9  (ευςτακείσ) και 

α= 65.7  (αςτακείσ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 19: Μεγζκυνςθ του διαγράμματοσ E - a για r = 0.5 ςτθν περιοχι τθσ γωνίασ 𝜶  𝟎  

Σχιμα 20α-β: Διαγράμματα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ 
κλίςθσ a για r = 0.6 και r = 0.7 
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Τα αντίςτοιχα διαγράμματα για τθν 1θ κατάςταςθ φόρτωςθσ (KG = 15.50m) τθσ 

φορτθγίδασ 2 παρουςιάηονται ακολοφκωσ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

r = 0.1 r = 0.2 

r = 0.3 r = 0.4 

r = 0.5 r = 0.6 

Σχιμα 21: Διαγράμματα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ a 
για τθ φορτθγίδα 2 
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Συνοπτικά τα πιο πάνω αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςτο διάςτθμα γωνίασ 

           για τθν 1θ κατάςταςθ φόρτωςθσ των δφο φορτθγίδων παρατίκενται 

ςτουσ ακόλουκουσ πίνακεσ: 

ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 1  - 1η Κατάσταση Υόρτωσης (KG=15.50m) 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 57.5 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 70.1 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 71.3 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 69   (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.5 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=      (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 65.7  (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.6 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α= 14.2 (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 58.8  (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.7 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=      (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 42.5  (ασταθής Θ.Ι.) 

 

r = 0.7 

Σχιμα 22: Διάγραμμα δυναμικισ ενζργειασ E ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ a 
για τθν περίπτωςθ r = 0.7 τθσ φορτθγίδασ 2  

Πίνακασ 2: Αποτελζςματα κζςεων ιςορροπίασ για τθ φορτθγίδα τθσ περίπτωςθσ 1 
(KG =15.50 m)  
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ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 2  - 1η Κατάσταση Υόρτωσης (KG=15.50m) 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.5 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.6 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.7 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=     (ασταθής Θ.Ι.) 

 

 

Στθ ςυνζχεια παρουςιάηονται οι κζςεισ ιςορροπίασ που προςδιορίςτθκαν ςτο διάςτθμα 

           για τθ 2θ κατάςταςθ φόρτωςθσ (KG = 16.21m) των δφο φορτθγίδων: 

 

ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 1  - 2η Κατάσταση Υόρτωσης (KG=16.21m) 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 54.2 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 64 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 66.3 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.5 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=       (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α= 59.5  (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.6 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α= 24.7  (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α=       (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.7 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

 

 

Πίνακασ 3: Αποτελζςματα κζςεων ιςορροπίασ για τθ φορτθγίδα τθσ περίπτωςθσ 2 
(KG =15.50 m) 

Πίνακασ 4: Αποτελζςματα κζςεων ιςορροπίασ για τθ φορτθγίδα τθσ περίπτωςθσ 1 
(KG =16.21 m)  
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ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 2  - 2η Κατάσταση Υόρτωσης (KG=16.21m) 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.5 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.6 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.7 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=     (ασταθήςΘ.Ι.) 

 

 

Τζλοσ, παρουςιάηονται οι κζςεισ ιςορροπίασ που προςδιορίςτθκαν ςτο διάςτθμα 

           για τθν 3θ κατάςταςθ φόρτωςθσ (KG = 16.88m) των δφο φορτθγίδων: 

ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 1  - 3η Κατάσταση Υόρτωσης (KG=16.88m) 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 51.4 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 57.2 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 61.4 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=      (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=     (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.5 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=       (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 53.5  (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.6 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α= 28.9  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.7 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

 

 

Πίνακασ 6: Αποτελζςματα κζςεων ιςορροπίασ για τθ φορτθγίδα τθσ περίπτωςθσ 1 
(KG =16.88 m) 

Πίνακασ 5: Αποτελζςματα κζςεων ιςορροπίασ για τθ φορτθγίδα τθσ περίπτωςθσ 2 
(KG =16.21 m) 
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ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 2  - 3η Κατάσταση Υόρτωσης (KG=16.88m) 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.5 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=    (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.6 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.7 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθής Θ.Ι.) 

 

 

Με ςτόχο να ςυγκρικοφν τα παραπάνω αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ μεκόδου, 

παρατίκενται ςυνολικά ςτουσ πίνακεσ που ακολουκοφν. 

                ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 1 

                KG = 15.50m  

ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 1 

KG = 16.21m 

ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 1 

KG = 16.88m 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 57.5 (ασταθής Θ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 54.2 (ασταθής Θ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 51.4 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 70.1 (ασταθής Θ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 64 (ασταθής Θ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 57.2 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 71.3 (ασταθής Θ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 66.3 (ασταθής Θ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 61.4 (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 69   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθής Θ.Ι.) 

α=  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=      (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=     (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.5 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=      (ευσταθής Θ.Ι.) 

α= 65.7  (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=       (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α= 59.5  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=       (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α= 53.5  (ασταθής Θ.Ι.) 

r = 0.6 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α= 14.2 (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α= 58.8  (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α= 24.7  (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α=       (ασταθής Θ.Ι.) 

α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α= 28.9  (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α=       (ασταθής Θ.Ι.) 

Πίνακασ 7: Αποτελζςματα κζςεων ιςορροπίασ για τθ φορτθγίδα τθσ περίπτωςθσ 2 
(KG =16.88 m) 
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r = 0.7 α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

α=      (ευσταθήςΘ.Ι.) 

α= 42.5  (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=   (ασταθής Θ.Ι.) α=   (ασταθής Θ.Ι.) 

 

 

                          ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 2 

                         KG = 15.50m 

ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 2 

KG = 16.21m 

ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 2 

KG = 16.88m 

r = 0.1 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.2 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

r = 0.3 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.4 α=  (ευσταθής Θ.Ι.) α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.5 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=    (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.6 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

r = 0.7 α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=     (ασταθής Θ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=     (ασταθήςΘ.Ι.) 

α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

 

 

Αρχικά, είναι φανερό το γεγονόσ ότι θ ςυμμετρία των κζςεων ιςορροπίασ ωσ προσ τθ 

γωνία   =    οφείλεται ςτθ ςυμμετρία τθσ φορτθγίδασ ωσ προσ τον διαμικθ άξονά τθσ. Για 

τθν περίπτωςθ τθσ 2θσ φορτθγίδασ, θ όρκια κζςθ ιςορροπίασ είναι πάντα ευςτακισ. Αυτό 

δεν ιςχφει για τθ φορτθγίδα 1, εφόςον για       θ όρκια κζςθ γίνεται αςτακισ και θ 

φορτθγίδα ιςορροπεί ευςτακϊσ ςε άλλεσ γωνίεσ. Για τθν 3θ κατάςταςθ φόρτωςθσ τθσ 

φορτθγίδασ 1, όπου το φψοσ του κζντρου βάρουσ τθσ λαμβάνει τθ μεγαλφτερθ τιμι 

(KG=16.88m), θ όρκια κζςθ γίνεται αςτακισ από      . Για τθν περίπτωςθ τθσ 

φορτθγίδασ 2, κακϊσ αυξάνεται θ απόςταςθ KG παρουςιάηεται αςτακισ κζςθ ιςορροπίασ 

ςε όλο και μικρότερουσ λόγουσ r. Επιπλζον, κακϊσ αυξάνεται ο λόγοσ r, θ φορτθγίδα 2 

ιςορροπεί αςτακϊσ ςε όλο και μικρότερεσ γωνίεσ. Τζλοσ, παρατθρείται ότι με αφξθςθ του 

κατακόρυφου φψουσ του κζντρου βάρουσ μειϊνεται θ μεγαλφτερθ, ςε μζτρο, γωνία 

ιςορροπίασ α για κάκε περίπτωςθ r. 

Πίνακασ 9: Συνοπτικόσ Πίνακασ Αποτελεςμάτων 2
θσ

 Φορτθγίδασ 

Πίνακασ 8: Συνοπτικόσ Πίνακασ Αποτελεςμάτων 1
θσ

 Φορτθγίδασ 
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Προκειμζνου να εξεταςκεί ζνα πιο ρεαλιςτικό ςενάριο, θ ενεργειακι μζκοδοσ κα 

εφαρμοςτεί ςτθ φορτθγίδα 1 για ςυγκεκριμζνο λόγο r που αντιςτοιχεί ςτο βφκιςμά τθσ για 

τθν 1θ κατάςταςθ φόρτωςθσ (KG = 15.50m). Σφμφωνα με τα ςτοιχεία του πλοίου 

εμπορευματοκιβωτίων που δίνονται ςτθ διπλωματικι εργαςία του Κυριακόπουλου Π.[8] 

(ςελίδα 30), θ κατάςταςθ φόρτωςθσ με κατακόρυφο φψοσ κζντρου βάρουσ ίςο με KG = 

15.50m αντιςτοιχεί ςε βφκιςμα d = 12.19m. Για το βφκιςμα αυτό, το εμβαδόν βυκιςμζνθσ 

διατομισ τθσ φορτθγίδασ 1 υπολογίηεται ίςο με              . Επομζνωσ, ο λόγοσ r 

προκφπτει ίςοσ με            από τθ ςχζςθ       , όπου το ςυνολικό εμβαδόν τθσ 

διατομισ τθσ φορτθγίδασ 1 είναι ίςο με            . Αφοφ υπολογιςτοφν οι κζςεισ 

ιςορροπίασ τθσ φορτθγίδασ 1 για τθ ςυγκεκριμζνθ κατάςταςθ φόρτωςθσ, θ ενεργειακι 

μζκοδοσ κα εφαρμοςτεί ξανά για διαφορετικζσ τιμζσ του κατακόρυφου φψουσ κζντρου 

βάρουσ, διατθρϊντασ το βφκιςμα ςτακερό. Με αυτό τον τρόπο, κα διερευνθκεί πϊσ 

επθρεάηονται οι κζςεισ ιςορροπίασ τθσ φορτθγίδασ για ςτακερό εκτόπιςμα, αλλά 

μεταβάλλοντασ τθν κατανομι του φορτίου και κατ’ επζκταςθ τθ κζςθ του κζντρου βάρουσ. 

Ειδικότερα, θ ενεργειακι ανάλυςθ ευςτάκειασ τθσ φορτθγίδασ 1 κα πραγματοποιθκεί 

για τθν απόςταςθ KG να λαμβάνει τιμζσ από 15.50m μζχρι 17m, για ςτακερό βφκιςμα d = 

12.19m, δθλαδι για           . Θα παρατεκοφν τα διαγράμματα δυναμικισ ενζργειασ 

ςυναρτιςει τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ, για κάκε εξεταηόμενθ περίπτωςθ, και τα 

αποτελζςματα κζςεων ιςορροπίασ ςε πίνακα ςτο τζλοσ τθσ ανάλυςθσ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 23: Διάγραμμα Ε – α τθσ φορτθγίδασ 1 για βφκιςμα 
d=12.19m και KG=15.50m 

KG =15.50m 
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KG =15.75m KG =16m 

KG =16.25m KG =16.50m 

KG =16.75m KG =17m 

Σχιμα 24: Διαγράμματα Ε – α τθσ φορτθγίδασ 1 για βφκιςμα 
d=12.19m και       𝑚  𝐾𝐺    𝑚 
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ΥΟΡΣΗΓΙΔΑ 1  - ΒΤΘΙΜΑ d = 12.19m 

KG = 15.50m α=0  (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=      (ασταθής Θ.Ι.) 

KG = 15.75m α=0  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=       (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

KG = 16.00m α=0  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=        (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

KG = 16.25m α=0  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=        (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

KG = 16.50m α=0  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=        (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

KG = 16.75m α=0  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=        (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

KG = 17.00m α=0  (ασταθής Θ.Ι.) 

α=      (ευσταθής Θ.Ι.) 

α=       (ασταθήςΘ.Ι.) 

 

 

Η όρκια κζςθ ιςορροπίασ είναι αρχικά ευςτακισ, αλλά με αφξθςθ του KG γίνεται 

αςτακισ. Αυτό φαίνεται και από τα διαγράμματα Ε – α των Σχθμάτων 23 – 24, όπου θ 

όρκια κζςθ μετατρζπεται από ελάχιςτο ςε μζγιςτο τθσ καμπφλθσ, κακϊσ αυξάνεται θ κζςθ 

του κζντρου βάρουσ. Ταυτόχρονα, προκφπτουν ευςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ ςε όλο και 

μεγαλφτερεσ γωνίεσ με αφξθςθ του KG. Επιπλζον, εμφανίηονται ςε κάκε περίπτωςθ  

αςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ που αντιςτοιχοφν ςε μζγιςτα τθσ καμπφλθσ Ε – α και των 

οποίων το μζτρο μειϊνεται με αφξθςθ του KG. Τζλοσ, παρατθρείται ότι αυξάνοντασ το KG 

αυξάνονται και τα επίπεδα δυναμικισ ενζργειασ ςτισ περιοχζσ των κζςεων ιςορροπίασ.  

 

 

 

Πίνακασ 10: Συνοπτικόσ Πίνακασ Αποτελεςμάτων 1
θσ

 Φορτθγίδασ 
για βφκιςμα d=12.19m 
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5.6.2 Τπολογιςμόσ του μετακεντρικού ύψουσ GM 

Με ςτόχο να πραγματοποιθκεί μία ςφγκριςθ τθσ ενεργειακισ μεκόδου με τθν 

κακιερωμζνθ μζκοδο εξζταςθσ τθσ ευςτάκειασ πλοίων, κα υπολογιςτεί το μετακεντρικό 

φψοσ τθσ φορτθγίδασ για δφο από τισ περιπτϊςεισ που εξετάςκθκαν ςτο τελευταίο 

υποκεφάλαιο. Συγκεκριμζνα, οι υπολογιςμοί του μετακεντρικοφ φψουσ κα γίνουν για r = 

0.4, για τθν 1θ και 3θ κατάςταςθ φόρτωςθσ τθσ φορτθγίδασ 1. 

Είναι γνωςτό ότι το μετακεντρικό φψοσ πλοίου (  ̅̅̅̅̅) μπορεί να εκφραςτεί ωσ 

ακολοφκωσ[4]: 

                                                           ̅̅̅̅̅     ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅̅     ̅̅ ̅̅                                                   (5.56) 

όπου 

  ̅̅ ̅̅  είναι θ απόςταςθ του κζντρου άντωςθσ από τθ βαςικι γραμμι του πλοίου 

   ̅̅ ̅̅  θ απόςταςθ του κζντρου βάρουσ από τθ βαςικι γραμμι του πλοίου 

   ̅̅ ̅̅̅ ι αλλιϊσ μετακεντρικι ακτίνα, είναι θ απόςταςθ του κζντρου άντωςθσ από το 

μετάκεντρο και ιςοφται με το λόγο τθσ δεφτερθσ ροπισ τθσ ιςάλου επιφανείασ περί 

τον διαμικθ άξονα ςυμμετρίασ προσ το βυκιςμζνο όγκο του πλοίου, δθλαδι 

  ̅̅ ̅̅̅  
  

 
 

Στο ακόλουκο ςχιμα παρουςιάηεται θ διατομι τθσ φορτθγίδασ 1 ςε όρκια κζςθ 

ιςορροπίασ για r = 0.4 και για τθν 1θ κατάςταςθ φόρτωςθσ. Στο ςχιμα φαίνονται, επίςθσ, 

τα ςθμεία κζντρου βάρουσ και άντωςθσ τθσ φορτθγίδασ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 25: Παρουςίαςθ τθσ διατομισ τθσ φορτθγίδασ 1 ςε όρκια κζςθ για τθν 1
θ
 

κατάςταςθ φόρτωςθσ και r = 0.4 
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Οι αποςτάςεισ    ̅̅ ̅̅  και   ̅̅ ̅̅  ιςοφνται αντίςτοιχα με   ̅̅ ̅̅                 ̅̅ ̅̅          , 

ενϊ το βφκιςμα τθσ φορτθγίδασ και το εμβαδό του βυκιςμζνου τμιματοσ τθσ διατομισ τθσ 

ιςοφνται με   = 10.26 m και    = 373.885 m2. 

Για τον προςδιοριςμό του μετακεντρικοφ φψουσ χρειάηεται να υπολογιςτεί θ 

μετακεντρικι ακτίνα    ̅̅ ̅̅̅ , θ οποία δίνεται από τθν εξισ ςχζςθ[4]: 

                                                                        ̅̅ ̅̅̅  
  

 
                                                                 (5.57) 

Ο βυκιςμζνοσ όγκοσ τθσ φορτθγίδασ     ιςοφται με το γινόμενο του εμβαδοφ του 

βυκιςμζνου τμιματοσ τθσ διατομισ τθσ      επί το μικοσ τθσ, το οποίο κα κεωρθκεί ίςο με 

L = 238.35 m (δθλαδι όςο είναι το μικοσ μεταξφ κακζτων του πλοίου 

εμπορευματοκιβωτίων). Άρα,   = 89115.49 m3. 

Εφόςον θ επιφάνεια ιςάλου τθσ φορτθγίδασ είναι ορκογωνικι, θ ροπι     κα 

υπολογιςτεί από τθν ακόλουκθ ςχζςθ[2]: 

                                                                       
 

  
                                                                (5.58) 

Όπου L = 238.35 m και Β = 37.3 m. Επομζνωσ,     = 1 030 766.76 m4. Τελικά, θ 

μετακεντρικι ακτίνα ςφμφωνα με τθ ςχζςθ (5.57) κα είναι ίςθ με   ̅̅ ̅̅̅ = 11.57 m και το 

μετακεντρικό φψοσ υπολογίηεται από τθ ςχζςθ (5.56) ίςο με   ̅̅̅̅̅ = 1.3 m. 

Για τθν περίπτωςθ τθσ όρκιασ κζςθσ τθσ φορτθγίδασ 1 ςτθν 3θ κατάςταςθ φόρτωςθσ και 

για r = 0.4, το μόνο ςτοιχείο που αλλάηει ςτθν ςχζςθ (5.56) είναι το κατακόρυφο φψοσ του 

κζντρου βάρουσ. Το νζο   ̅̅ ̅̅  ιςοφται με    ̅̅ ̅̅  = 16.88 m και επομζνωσ το μετακεντρικό φψοσ 

υπολογίηεται ίςο με   ̅̅̅̅̅ = -0.08 m. 

Παρατθρείται ότι ςτθν 1θ κατάςταςθ φόρτωςθσ το   ̅̅̅̅̅ είναι κετικό, ενϊ ςτθ 3θ 

κατάςταςθ φόρτωςθσ αρνθτικό. Εφόςον, το αρνθτικό   ̅̅̅̅̅ ςθμαίνει αδυναμία διατιρθςθσ 

τθσ όρκιασ κζςθσ ιςορροπίασ, θ κζςθ   =    για τθν 3θ κατάςταςθ φόρτωςθσ τθσ 

φορτθγίδασ κακίςταται αςτακισ. Αντικζτωσ, ςτθν 1θ κατάςταςθ φόρτωςθσ θ όρκια κζςθ 

ιςορροπίασ είναι ευςτακισ. Ζτςι, τα αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ μεκόδου που αφοροφν 

τθν όρκια κζςθ ιςορροπίασ τθσ φορτθγίδασ κρίνονται ικανοποιθτικά. 

Γενικά, το μετακεντρικό φψοσ ςυνιςτά κριτιριο τθσ αρχικισ ευςτάκειασ ενόσ πλοίου, 

δθλαδι τθσ ευςτάκειάσ του ςε μικρζσ γωνίεσ κλίςθσ. Η μελζτθ μόνο τθσ τιμισ του   ̅̅̅̅̅ δεν 

επαρκεί για να εξαχκοφν ςαφι ςυμπεράςματα για τθν ευςτάκεια, αλλά τα χαρακτθριςτικά 

ςτατικισ ευςτάκειασ ςε μεγάλα εφρθ γωνιϊν προβλζπονται με τθ βοικεια του 

μοχλοβραχίονα επαναφοράσ    ̅̅ ̅̅   
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6. υζότηςη και υμπερϊςματα 

 

Από τθν ενεργειακι διερεφνθςθ τθσ ευςτάκειασ του πρίςματοσ τετραγωνικισ διατομισ 

γίνεται ςαφζσ το γεγονόσ ότι ζνα ςυμμετρικό ςτερεό ςϊμα μπορεί να ιςορροπιςει όχι 

μόνο ςε ςυμμετρικζσ αλλά και ςε αςφμμετρεσ κζςεισ, ανάλογα με το λόγο τθσ πυκνότθτάσ 

του ωσ προσ τθν πυκνότθτα του ρευςτοφ. Η αςυμμετρία αυτι ςτισ κζςεισ ιςορροπίασ 

ςυμβαίνει για μικρι περιοχι του λόγου πυκνοτιτων r. Στο εδάφιο 5.2.3, ςχθματίςτθκε το 

διάγραμμα τθσ γωνίασ εγκάρςιασ κλίςθσ α ςυναρτιςει του λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ – 

ρευςτοφ r (διάγραμμα ιςορροπίασ α – r), ςτο οποίο διακρίνονται οι περιοχζσ αςφμμετρων 

κζςεων ιςορροπίασ του πρίςματοσ. Ειδικότερα, για τιμζσ του λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ – 

ρευςτοφ εντόσ των διαςτθμάτων  
 

 
 

√ 

 
   

 

  
 και 

  

  
   

 

 
 

√ 

 
, ι αλλιϊσ για 

                 και                  αντίςτοιχα, το πρίςμα ιςορροπεί ευςτακϊσ 

ςε αςφμμετρεσ κζςεισ με τθ γωνία εγκάρςιασ κλίςθσ να λαμβάνει τιμζσ από 0  ζωσ 90 . Στο 

ακόλουκο ςχιμα, παρουςιάηονται μερικζσ από τισ κζςεισ ιςορροπίασ του πρίςματοσ ςτο 

πιο πάνω διάςτθμα του r: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχιμα 26: Θζςεισ ιςορροπίασ του πρίςματοσ τετραγωνικισ διατομισ ςτο διάςτθμα 
       𝑟          
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Ζνα άλλο ςθμείο που παρατθρικθκε από το διάγραμμα ιςορροπίασ α – r του πρίςματοσ 

είναι θ ςυμμετρία που παρουςιάηουν οι περιοχζσ ευςτάκειασ ωσ προσ τθ γωνία α = 45  

αλλά και ωσ προσ τθν τιμι του λόγου πυκνοτιτων r = 0.5. Αυτό οφείλεται ςτθ ςυμμετρία 

τθσ τετραγωνικισ διατομισ του πρίςματοσ, ωσ προσ και τουσ δφο άξονεσ. 

Σφμφωνα με τθν επόμενθ εφαρμογι τθσ ενεργειακισ μεκόδου που πραγματοποιικθκε 

ςτα πλαίςια τθσ ςυγκεκριμζνθσ εργαςίασ, ο θμικυκλικόσ κφλινδροσ ιςορροπεί ςτθν όρκια 

κζςθ (ευςτακϊσ) για κάκε τιμι του λόγου πυκνοτιτων r και δεν παρουςιάηονται κζςεισ 

ιςορροπίασ ςε άλλεσ γωνίεσ. 

Η ευςτάκεια του θμικυκλικοφ κυλίνδρου αλλά και του πρίςματοσ τετραγωνικισ διατομισ 

διερευνικθκε και μζςω αναλυτικϊν αλλά και μζςω αρικμθτικϊν υπολογιςμϊν, 

καταλιγοντασ ςτα ίδια αποτελζςματα και με τισ δφο προςεγγίςεισ. Ωςτόςο, θ ενεργειακι 

μζκοδοσ χρθςιμοποιϊντασ αναλυτικοφσ υπολογιςμοφσ αποδείχκθκε πιο εφκολθ ςτθν 

εφαρμογι ςτα απλά αυτά γεωμετρικά ςτερεά. 

Ακολοφκθςε θ ενεργειακι εξζταςθ τθσ ευςτάκειασ δφο περιπτϊςεων φορτθγίδασ. Στθν 

πρϊτθ περίπτωςθ, θ φορτθγίδα ζχει ωσ διατομι τθ μζςθ τομι ενόσ ςφγχρονου πλοίου 

εμπορευματοκιβωτίων, ενϊ ςτθ δεφτερθ περίπτωςθ ζχει ωσ διατομι μία άλλθ εγκάρςια 

τομι του εν λόγω πλοίου. Και οι δφο φορτθγίδεσ διερευνικθκαν για τρεισ διαφορετικζσ 

καταςτάςεισ φόρτωςθσ, δθλαδι για τρεισ διαφορετικζσ τιμζσ του κατακόρυφου φψουσ του 

κζντρου βάρουσ (  ̅̅ ̅̅ ) και για επτά περιπτϊςεισ του λόγου r. Προςδιορίςτθκαν, ζτςι, οι 

ευςτακείσ και αςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ για κάκε εξεταηόμενθ περίπτωςθ τθσ 

φορτθγίδασ. Γενικά με βάςθ τα αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ αυτισ ανάλυςθσ, 

παρατθρικθκαν τα εξισ: 

 Η όρκια κζςθ δεν αποτελεί πάντα ευςτακι κζςθ ιςορροπίασ. 

 Με αφξθςθ του κατακόρυφου φψουσ του κζντρου βάρουσ    ̅̅ ̅̅   μειϊνεται θ 

μεγαλφτερθ, ςε μζτρο, γωνία ιςορροπίασ α για κάκε περίπτωςθ r. 

Επίςθσ, θ ευςτάκεια τθσ πρϊτθσ φορτθγίδασ διερευνικθκε διατθρϊντασ ςτακερό το 

εκτόπιςμα που αντιςτοιχεί ςε βφκιςμα d = 12.19m και μεταβάλλοντασ τθ κζςθ του κζντρου 

βάρουσ. Ζτςι, προζκυψαν κάποια ςυμπεράςματα ςχετικά με τθν εξάρτθςθ των κζςεων 

ιςορροπίασ από τθν κατακόρυφθ απόςταςθ   ̅̅ ̅̅ . Αναλυτικότερα, με αφξθςθ του   ̅̅ ̅̅ : 

 Η όρκια κζςθ ιςορροπίασ από ευςτακισ γίνεται αςτακισ. 

 Προκφπτουν ευςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ ςε όλο και μεγαλφτερεσ γωνίεσ. 

 Προκφπτουν αςτακείσ κζςεισ ιςορροπίασ ςε όλο και μικρότερεσ γωνίεσ. 

 Τα επίπεδα δυναμικισ ενζργειασ ςτισ περιοχζσ των κζςεων ιςορροπίασ αυξάνονται.  
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Στθ ςυνζχεια, υπολογίςτθκε θ τιμι του μετακεντρικοφ φψουσ (  ̅̅̅̅̅) τθσ πρϊτθσ 

φορτθγίδασ μόνο για τισ περιπτϊςεισ τθσ 1θσ και 3θσ κατάςταςθσ φόρτωςθσ, για τθν όρκια 

κζςθ και για r = 0.4. Η κετικι και αρνθτικι τιμι του   ̅̅̅̅̅ για τθν 1θ και 3θ κατάςταςθ 

φόρτωςθσ αντίςτοιχα, επαλικευςε τα αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςχετικά με 

τθν όρκια κζςθ ιςορροπίασ για το λόγο r = 0.4. Επαλθκεφτθκε δθλαδι θ ευςτάκεια τθσ 

όρκιασ κζςθσ ιςορροπίασ ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ και θ αςτάκειά τθσ ςτθν δεφτερθ 

περίπτωςθ. 

Εφόςον θ μζκοδοσ υπολογιςμοφ του μετακεντρικοφ φψουσ αποτελεί κριτιριο τθσ 

αρχικισ ευςτάκειασ ενόσ πλοίου, δθλαδι τθσ ευςτάκειάσ του ςε μικρζσ γωνίεσ κλίςθσ, δεν 

μποροφν να ελεγχκοφν τα αποτελζςματα τθσ ενεργειακισ μεκόδου που αφοροφν μεγάλεσ 

τιμζσ τθσ γωνίασ α. Επομζνωσ, ςε μελλοντικι μελζτθ κα μποροφςαν να ςυγκρικοφν οι 

κζςεισ ιςορροπίασ που υπολογίηονται μζςω τθσ ενεργειακισ μεκόδου ςε μεγάλα εφρθ 

γωνιϊν με τα αποτελζςματα ευςτάκειασ που προκφπτουν μζςω του μοχλοβραχίονα 

επαναφοράσ    ̅̅ ̅̅ . 

Συμπεραςματικά, θ ενεργειακι μζκοδοσ αποδείχκθκε εφκολθ ςτθν διαδικαςία και 

ιδιαίτερα αποτελεςματικι, ειδικά ςτθν εφαρμογι τθσ ςτα απλά πρίςματα τθσ 

τετραγωνικισ και τθσ θμικυκλικισ διατομισ. Όςον αφορά τθν εξζταςθ ευςτάκειασ τθσ 

φορτθγίδασ, θ εφαρμογι τθσ μεκόδου απζδωςε ικανοποιθτικά αποτελζςματα, 

προςδιορίηοντασ με ακρίβεια τισ κζςεισ ιςορροπίασ τθσ. Ωςτόςο κα πρζπει να εφαρμοςτεί 

και ςε πιο περίπλοκεσ μορφζσ πλοίων πζρα από τθν περίπτωςθ τθσ φορτθγίδασ, για να 

εξεταςκεί ουςιαςτικά αν κα μποροφςε να αποτελζςει εναλλακτικό τρόπο διερεφνθςθσ τθσ 

ευςτάκειασ πλοίων. 
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Παρϊρτημα  

 

Α.   Αριθμητικό διερεύνηςη τησ ευςτϊθειασ του ημικυκλικού κυλύνδρου για 

γωνύεσ     , διατηρώντασ ςταθερό κατϊ την ςτροφό του πρύςματοσ τη 

μεταβλητό y  

Στο Παράρτθμα Α θ αρικμθτικι διερεφνθςθ τθσ ευςτάκειασ του θμικυκλικοφ κυλίνδρου 

ςτο πρόγραμμα Mathematica χρθςιμοποιϊντασ τθν ενεργειακι μζκοδο για γωνίεσ     , 

πραγματοποιείται διατθρϊντασ ςτακερι κατά τθν ςτροφι του πρίςματοσ τθ μεταβλθτι y, 

δθλαδι τθν απόςταςθ του κζντρου βάρουσ του πρίςματοσ από τθν ελεφκερθ επιφάνεια 

του ρευςτοφ.  

Σε αυτι τθν περίπτωςθ, εκτόσ από τθν επιλογι του λόγου πυκνοτιτων ςτερεοφ – 

ρευςτοφ r και του διαςτιματοσ γωνιϊν α ςτροφισ του πρίςματοσ, κα πρζπει να κακοριςτεί 

και να ειςαχκεί ςτο πρόγραμμα και θ μεταβλθτι y. Κακϊσ το ςτερεό ςτρζφεται 

διατθρϊντασ ςτακερι τθν απόςταςθ y, μεταβάλλεται το βυκιςμζνο τμιμα τθσ διατομισ 

του και το κζντρο άνωςθσ του, δθλαδι μεταβάλλονται οι ποςότθτεσ    και   . Υπολογίηεται 

θ δυναμικι ενζργεια του ςυςτιματοσ για κάκε περίπτωςθ γωνίασ α από τθν ςχζςθ (5.1) 

και προςδιορίηεται το πθλίκο πεπεραςμζνων διαφορϊν  
  

  
.  Όταν μθδενιςτεί το πθλίκο 

  

  
 

υποδεικνφεται μία πικανι κζςθ ιςορροπίασ του πρίςματοσ. Όμωσ, κα πρζπει να γίνει 

ζλεγχοσ και του πρϊτου κριτθρίου ιςορροπίασ τθσ ενεργειακισ μεκόδου, που και ςε αυτι 

τθν περίπτωςθ λαμβάνει τθ μορφι τθσ ςχζςθσ (5.55). 

Εάν θ ςυνκικθ (5.55) δεν ικανοποιείται για τθν εξεταηόμενθ κζςθ του πρίςματοσ που 

μθδενίηει το πθλίκο  
  

  
,  τότε θ κζςθ αυτι δεν αποτελεί κζςθ ιςορροπίασ.  

Δεν βρζκθκαν άλλεσ κζςεισ ιςορροπίασ για γωνίεσ     , οφτε με αυτι τθν προςζγγιςθ 

εφαρμογισ τθσ ενεργειακισ μεκόδου. Επομζνωσ, επαλθκεφονται και εδϊ τα 

αποτελζςματα τθσ διερεφνθςθσ ευςτάκειασ μζςω αναλυτικϊν υπολογιςμϊν (που ζγιναν 

ςτο υποκεφάλαιο 5.3), ςφμφωνα με τα οποία ο θμικυκλικόσ κφλινδροσ ιςορροπεί πάντα 

ςτθν όρκια κζςθ. 


